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Sopra i gruppi finiti di collineazioni qua- 
ternarie, oloedricamente isomorfi con 
quelli dei poliedri regolari. 

II problcmn di determinare tutti i gruppi di colliiiearioiii q i i n t ~ r n n r  O 

che sono oloedricnmente isomoi.fi con i gruppi di  rotazione dei poliedri 1.2- 

golari, rientra in quel10 pih generale di determinare i gruppi fiiiiti, linearl, 
isornorfi, oloedrici con i gruppi to'ali, od alterni sopra elementi. 11 problema 
è stato risoluto dnl R~ASCHKE,  ne1 campo ternario e quaternario, in u n  notevole 
Iavoro ("J mediante un% trattazione euclusivamente anditioa con la qiialu 
l'autorc stabilisce, cnso per casa, le sostituzioni generatrici dei gruppi ceronti, 
scnza perb prendere in  particolare oonsiderazione alcurio di essi. Il desiderio 
d i  ri trovare le foriiiole di MASCAKE, con sernplici considerazioni geometrichc, 
per cib che riguarda quelli fra i suddetti gruppi clle sono oloedricamente 
isomorfi con i gruppi di rotazioni dei poliedri regolari, f u  il primo avvia- 
mento a questo lavoro e a cib è dedicata In 1." parte. Si giunge cos1 per 
una via che lni sembra pib facile e pih spedita di quella di MASCHKE alla 
determinazione dei dodici tipi posibili, enuiiciati al n." 11. Tre  di essi sono 
tetraedrici, cinque ottaedrici e cinque icosaedrjci. Dieci fra tutti sono reali 
e quindi rientrano nella classificazione che fa il BAOSERA dei gruppi quater- 
nari reali ne1 suo receiite lavoro (**). I due gruppi rimaneriti non si possono 
mettere sotto forma reale e quindi escoco dalla clnssificaziorie del Baoxens. 

( ;) MASCHKE, Bestimnu~zg aller ternaren und quaterndren Collineationsg~~uppe~i, tcelclta 
mit symmetrischen und alternirenden Buchstabenvertau.rchunsg~~ppen holoedrisch isonaorph 
sind. Mzth. Annal., Bd. LI. 

(**) BAGNERA, I gruppi finiti reali di sostituaiotzi quaternarie lineat-i. (Circolo Xate- 
matico di Palermo, anno 1901.) 

Annali di iPdutcmatica, Serit III, tvmo V I N  1 
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Egsi sono il Gly e il G6,, di cui l'u!tinio è in particolar modo interessante. 
AlIo studio sistematico del GL è cledicata lit seconda parte di questo lavoro 
pih ampia e più sviluppata della prima. L a  lettulx di entrarnbe è indipen- 
dente dalle Memorie suindicate di  NASC~IKE e B.~(~NERA.  Anche in qiiesta in- 
dipendenza sta un altro dei motivi per i quali ho scrjtto l a  prima parte, la 
quale a rigor di termini io avrei potuto tralasciare rimandando il lettore alle 
citnte Nemorie. I n  ogni modo, chi di queste Memorie avrà  conoscenza, anche 
superficiale, troverà ad  ogni purito di contatto il richiamo esatto dell'una e 
de1l '~ltra con l a  iiidicazione della pngi~ia  relativa. 

Qiinnto alla seconda parte,  debbo dire  qui le ragioni che mi Iianno in- 
dotto a d  approfondire Io studio del griippo icosaedrico GS, a preferenza di 
tutti gli altri. Esse sono le segueriti. dnzi tut to la  distribuzione dei gruppi 
trovati iielle cinqiie categorie descritte al n.' 11 mostra già  che il gruppo 
icosaedrico Gro è quello che fima gli altri presenta qualche inaggiore difficoltb 
di studio. I n  ogrii modo, poi, è quello che offre anche l'interesse maggiore. 
110 coininciato dalla considerazione della figura costituita dagli elementi uniti 
delle sue collineazioni. Essa ha, per cos1 dire, come rrucleo invariante, d a  
cui si pub partire per descriverla, un notevole sistema di cinque rette sghembe 
n due, a due, e costituite i n  guisa che a quattro, a quattro ammettono una  
nola trasversale comune. S e  dunque si aggruppano a quattro, a. quat,tro nei 
cinque modi possibili si trovano cinque di  queste trasversali : ebbene esse 
compongono un secondo sistema affatto simile al primo; e ne1 medesitno 
modo con cui il secondo è dedotto da1 primo, si deduce il primo da1 se- 
corido. Il legame geonietrico f i a  i due sisterni è mutuo: entrambi sono inva- 
riariti e sopra entrambi il gruppo G,V, funziona dit gruppo alterno (11.' 17). 
Ora, se è ovvio immaginare un gruppo icosaedrico quaternario fuiizionante 
d a  gruppo alterno sopra cinque punti, O sopra cinque piani, non sembra a l -  
trettarito ovvio pensarne uno che funziorii come tale sopra cinque rette dello 
spazio. 

Un altro motivo che rende interessante il gruppo G,V, è che fra i cinquc 
gruppi icosaedrici trovati esso è l'unico che sia dotato di cubiche gohbe in- 
varianti. N e  possiede due (n.') 26) e per questo lato l a  sua teoria si rianno- 
derebbe felicemerite a quella cos1 ampia e feconda della cubica gobba. 

Relativarnente alle superficie invarianti è a notarsi come tutti i gruppi 
trovati, all'infuori di G6,V e G,V,, potendosi inettere sotto forma reale posseg- 
gono alrneno una quatlrica invariante. Ritnarigono fuori il Giy e G z  i quali 
iioii airimettoiio nè superficie quadieiche, ri& superficie cubiche invnrianti e 
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oloedt.icameitte isovzorfi colt qt4eTli dei poliedri r e g o l a ~ i .  3 
---- - -- - 

soltanto il secondo ammette superficie quarticlie invarianti. Cosicchè il G8, pub 
anche caratterizzarsi, f ra  tutti  i gruppi trovati, come quel10 per il quale l'or- 
dine minimo delle siiperfjcie invarianti è proprio il 4." onde l'interesse cho 
il G,V, assume rispetto a tali superficie (n.' 19). Esse compongono un fascio 
notevule di superficie irriduttibili (n.' 22). F r a  esse, quelle  ing go la ri sono sol- 
tanto quattro: Due  sono fornite naturalmente dalle sviluppahili osculatiici 
delle due cubiche gobbe invnrianti; le altre due posseggono dieci punti doppi 
ciascuna, vertici di due notevoli decagoni invarianti, costi tuiti dai 20 puuti 
uniti dei sottogruppi di sesto ordine (n.' 23). 

F r a  le superficie noii singolarj del fascio citeremo quella d i  cui è O:- 

getto l'ultimo capitolo. Essa  possiede 60 rette e non altre. Tal i  60 rette si 
dividono in tre gruppi d i  dieci, di veriti, di treilta, ciascuno invariarite e fra  
le configurazioni formate d a  tali gruppi è notevole quella del secorido cotn- 
posta d a  venti rette che passano a tre, a t re  per venti punti della superficie 
ed esistono a tre, a tre iri  venti piani tangenti alla superficie medesima in  
guisa che quelle che passano per  un punto esistorio miche in un piaiio e vi- 
ceversa. 

PIC INA PARTE. 

Le collineazioni generatrici de i  gruppi cercati. 

1. Un gruppo tetraedrico G,, contiene come sottogriipyo irivariantc un 
gruppo quadrinomio G,. Quindi noi cominceremo dall'esaminare le possibili 
specie proiettive di  un gruppo quadrinomio uello spazio a tre  dimensioni. Ora, 
un ta1 gruppo deve comporsi dell'identità e di tre sostituzioni a periodo due, 
cos1 che ciascuna equivalgrt al pi-odotto delie altre due. M a  nello spazio sud- 
detto una  collineazione a periodo due è necessariamente uria omologia ar- 
monica, O una involuzione gobba e qirindi si è condotti alle seguenti tre 
specie proiettive di G,. 

(a). Tl gruppo è costituito dail'identità e dalle t re  involuzioni gohbe di 
cui gli assi sono le coppie di spigoli opposti di un medesirno tetracdro. As- 
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4 C i a n i :  Sopa i gîmzrppi finiti di collineaxio~zi quaterna~ie, 

sumeildoIo come tetraedro di riferimento; per sostituzioni generatrici possono 
prendersi evidentemente le seguenti 

Indicheremo questo gruppo con G: . 
(b). Il gruppo è costituito dalla identità e da  tre involuzioni gobbe di 

cui gli assi sono tre. coppie armoniche a due, a due di una  stessa serie ri- 
Rata. Questa serie è i n ~ a ~ t i a n t e  rispetto al gruppo, l a  coniugata è composta 
di ret te  irirarianti ed è anche invariante, naturaln~ente,  la quadsica sostegno. 
Assumendo per tetraedro di riferimento uno d i e  sia autoconiugato rispetto 
nlla qiiadsica e disporieiido opportonarriente dnl punto unità le sostituzioni 
geiieratrici del gruppo possono essere le seguenti:  

I ,a quadrica in  parola è 2 xi = 0. Indicheremo questo gruppo con G:'. ' 

(c) II gruppo è costituito dall'identità, da  due omologie armoniche 
rosi che jl  centro di una é su1 piano fondamentale dell'altra e dalla involu- 
zione goblm che ne è il prodotto. Il gruppo pub  essere generato dalle due: 

dot-e I R  p~s ie ione  del tetraedro di riferimento è mgnifestn. 
I!idic.heremo quest'ultiiiio con Gf". 

2. Tornando adesso al O , ,  da  costruire osseiviamo anzitutto che le 
isostituziorii del suo ~ot togruppo quadrinorriio debbono essere simili: si esclude 
dunque che tale sottogruppo sia il Glu. Comiriciamo da1 caso in cui il sot- 
togruppo in parola sia G f .  P e r  costruire il G,,  che si cerca dùvesi aggiun- 
gere una collineazione C, a periodo 3 la quale permuti circolarrne~ite le in-  
t.oluziorii gobbe di G: . Segue che tre facce del tetraedro fondamerita!e di Gf 
snraririo pure permutate circolarniente da  C3 mentre l a  quar t s  faccia rirnarrà 
immutnta. Assumendo qiiesta Fer a, = O  e disponendo oppoitunnmente del 
puiito uniri  si tsova 
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oloedricamente isomorfi con yuelli dei  polieclri p ego la ri. 5 

La C', aggiunta a G: genera il G , ,  cercato e che iridichiamo con G:!. 
Esso é proiettivamente identico col gruppo delle rotazioni del tetraedro re- 
golare e coincide col u tetraeder 1 n di MASCHKE (pag. 274) e col G,, di BA- 
aNma (pag. 59). Le coliineazioni a periodo 3 del gruppo sono assiaii. Esiste 
un punto invariante (O O O 1) e un piano invariante (x, = 0). 

3. Assumiamo invece comc sottogruppo quadrinomio il G:'. Poichè Gil 
.t: invariante rispetto al G,, da  costruirsi, ne viene che rispetto a quest'ultimo 
saranno pure invarianti la quadrica Q e le due serie rigate che essa sostiene. 
Ad uria di queste serie appartengono gli assi delle tre involuzioni gobbe 
del Gil. Indichiamo con le coppie (TH, m'), (n, lz'), (p, p ' )  tali assi. La serie 
coniugatn a quella cui appartengono questi assi pub essere composta di rette 
invarianti ciascuiia rispetto al Glz incognito, O ilo. Consideriamo separata- 
mente i due casi. Ne1 l.', le collineazioni a periodo 3 che si debbono ag- 
giungere sono necessariamente biassiali e possono raratterizzarsi ne1 se- 
guente modo. Si osservi anzitutto clle le terne (in n p ) ,  (m' ? t lp ' )  posseggono 
la stessa coppia di rette hessiane. Altrettanto accade per le terne sirnili 
(112 u p', 1t6' n' p)  ; ( 1 1 1  IZ' pl, n2' 12 p) ; (ln IZ' p, 112'- 12 pl). Ebbene, si vede subito 
che le 4 coppie di rette, che cosi si hanno, costituiscono le 4 coppie di 
~ s s i  delle collineazio~i cercate. Sopra ogni gencratrice dclla serie coniugata 
a quella. cui sippartengono inz nz', n i z ' ,  pp' si viene quindi a stabilire un 
g, ,  di proiettività binarie subordinate. I l .  G,? ora trovxto Io indicheremo 
con G:f e poichè E costituito da collineazioni tutte biassiali, Io chiameremo 
u il G , ,  Oiassiale n. Ne1 2." de i  casi sopra acceni~ati si rede facilmente che 
le collineazioni a periodo 3 da aggiungerc non sono più biassiali, ma sol- 
tnnto assiali. Basta determinarne una. Siano percib h e k le rette hessiane 
del gruppo m IZ p, O di nz' d p '  (che è Io stesso), e su tali rette h e k a e  
sumiamo a pincere i piinti N M ' ,  NN' in guisa perb che le rette Jrl M', 
NN' siano generati-ici della quadrica Q. Allora la collineazione ccrcata 
avrà h A T f  per asse di punti uniti, J4' N per assi di piani uniti (O vice* 
versa) con la condizione ulteriore che i piani M N'N, 11fN111I' sieno i 
duc piani uniti per 1'as.e di punti uniti e che 211' ed N sieno' i due 
punti uniti sull'asse di piani uniti. Indicheremo con G!? il C:,, che cos1 si 
ottiene. 

4. Pe r  rappresentare analiticamente i due G,, trovati ne1 numero pre- 
cedente è utile per i l  momento, e indispensabile per il seguito, mettere sotto 
nltra forma il G:' del n." 1 Con apposita ed evidetite scelta del tetraedro 
di  riferimento é facile ~ e d e r e  che le involuzioni gobbe di Gil possono scri- 
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6 Ciani: S o p a  i gruppi finilà di coliineazioîzi yuateî.na?.ie, 

versi (MABCHKE, pag. 275) 

dove E ,  e2 sono le radici cubiclie imnîaginarie dell'unità. 
Ebbene, si ottiene il G:f7 o il Gf',', a seconda che si aggiunge al pre- 

cedente Gf' la prima u la seconda delle seguenti collineazioni a periodo 3 : 

La quadrica invariante è iii entrambi i casi l a :  

Ne1 1." cas0 sono inrarianti tutte le rette di una serie rigata di quesfa 
quadrica (quella cui appartiene la x, = O, x4 = O). Ne1 2.' cnso esiston'o due 
sole rette invarianti che sono le (z, = O ,  r ,  = O), (x, = O7 r, = O). Ii GII e 

il G:',I attuali sono rispettivamerite i u tetraeder III e II n di MASCHRE (pa- 
g-ina 275-77) e l'Rit e il Gr, di BAUNERA @aga 59). 

§ II. GRUPPI DELL'OTTAEDRO ( O  DEL CUBO). 

5. La discussione relativa ai possibili gruppi ottaedrici dipende in  modo 
semplice dalla specie dei relativi sottogruppi tetraedrici. 

Cominciamo da1 caso in  cui il sottogruppo G,, del G,, cercato sia il Gj, 
(n." 2). Per  raggiungere Io scopo basta aggiungere una collirieazione a pe- 
riodo 2 rispetto alla quale il Gf, sia invariante e siano iiivarianti i l  punto 
(O O O 1) e il piano x, = O. Se dunque questa colljneazione è uiia jnvoliizione 
gobba, una dei suoi assi pnsserà per (O O O 1) ed esisterà in una faccia del 
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oloedricantente i sonzo~f i  con quelli  dei  poliedri r e g o l a ~ i .  7 
- -- - 

tetraedro fondamentale e l'altro esisterà in x, = O  e passerà per un vertice 
del tetraedro mcdesimo in guisa che questo rimanga inalterato per effetto di 

tale collineazione.. Essa è quindi . Questa col GiI genera 
XI XP x3 XI 

il G,, cercato e che indicheremo con Ge,. Esso è proiettivamente identico 
col gruppo delle rotazioni dell'ottaedro regolare e coincide con u l '0ctae- 
der n 1 di MASCRKE (pag. 293) e con il G2, di BAGNERA (pag. 128). 

Se  invece la c,ollineazione che si sggiunge al Gf2 è omologia armonica, 
essa avrà  per centro un punto di uno spigolo del tetraedro fondamentale in 
x, = O, e per piano fondamentale un piano per lo spigolo opposto in guisa 
da trasforniare in se il tetraedro inedesimo. Pe r  essa si pub dunque prendere: 
xi Tl 3"4 z : ) .  Qiiestx col G,', genern un O,, clin indiclieremo con G:: e 
xi 2 2  X3 

che è manifestamente diverso, proiettivarnente parlarido, da Gi,. 11 G:: coin- 
cide col G,, di BAGNERA (pag. 125) e con u l'octaeder II n di MASCHKE (pa- 
gina 293).  P e r  caratterizzare proiettivamente il Gr: basta osservare che esso 
permuta in tutti modi possihili i 4 piani : 

e tiene fisso x, = O. Dunque il Gg: pub considerarsi come sottogruppo di un 
C,,, . Ciob del G,,, costituito da tutte la collineazioni che scambiano in  tutti 
i modi possibili le facce di un pentaedro, O i vertici di un pentagono gobbo. 
Precisamente è uno dei cinqiie sottogruppi che tengono fissa una faccia del 
pentaedro, O un vertice del pentagono. 

6. Se assumiamo per gruppo alterno del G,, cercato il G:,[, O il Gftl 
è evidente clie le collineazioni a periodo 2 da  aggiungere non possono essere 
omologie armoniche dûvendo esse trasformare in se il sottogruppo alterno. 
Una tale collineazione sarà dunque una involuzione gobba. Supponiamo dap- 
prima clie il sottogruppo alterno sia Gff (n.' 3). Ne viene che gli sssi della 
collineazione suddetta saranno rette reciproche rispetto alla quadrica inva- 
riante Q, ovvero apparterranno alla serie rjgata di m m', . . . Ecco quindi una 
suddistirizione che conduce a due gruppi diversi. Yer caratterizzarli pren- 
diamo una generatrice di Q di sistema diverso da m, m', ... Sopra questa 
esiste un y,, di proiettività binarie subordinaie del Gf,' e tale g, ,  individiia 
un g,, pure di proiettività binarie del quale y,, B gruppo alterno. Sieno LM, 
iV' i punti doppi di una delle sei involuzioni sopra r che bisogna aggiungere 
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8 C i a n i :  Sopl.a i gruppi finiti di coilineazioni quate).~ravie,  

81 g,2  per trovare .il y,, . Prendiamo adesso un'altra generntrice 1.' di Q di 
ugual sistema di Y, e sieno N ' N '  i punti di r' analoghi ad A l ,  N in guisa 
che le rette M M ' ,  N N '  appartengano a Q. Ebhene, tanto la irivoluziono 
gobba che ha  per assi M M r ,  NN', quanto quella clie lia per assi MN', 
M ' N  trasformano Gf f  in se stesso e con questo generano i due G,, cercati 
rispondenti ai due punti della sottodistinzione dianzi fatta. Pe r  ottenerne le 
formole relative si prendano per rette r ed r' rispettivamente (x, = 0, z, = 0);  
(x, = O, X, =;O) e su queste : 

M=(17 O, O, i), N E ( ] ,  O, O, - i), M t = ( ( ) ,  1, - i 7  O), i V r = ( 0 ,  1, i, O). 

Allora le due involuzioni gobbe che hanno per assi (MM', N N ' )  ; 
( M N r ,  N' N )  sono rispettivamente 

e aggiunte al GIf generano i due G,, cercati che noi indicheremo con Gr:' 
e con G::. Entrainbi posseggono 18 omografie biassiali : lc sei rimanenti sono 
pure biassiali per il l.", ma  non per il 2." Ecco perché cliiarneremo G;:' 
gruppo biassiale. Sono rette invarianti per esso tutte le generatrici di Q del 
sistema r Y'.. . Invece il G:: possiede due sole rette invariaiiti che sono 9 .  ed 
Y'. GE1 e G1: coincidono con gli u octaeder I V  e V n di MASCIIKE (paç. 294-93) 
'e con Rq4, R,, di BAGNERA (pag. 125). . 

7. Ammettiamo finalmente che il G,, da costruirsi abbia per gruppo 
alterno i l  GIF (n.i 3 e 4). L e  due rette invarianti del G::' compongono unn 
coppia invariante per il G,, cercato. Ma é facile vedere che niuna di esse 
potrà essere separatamente invariante rispetto alle involuzioni gobbe da ag- 
giunçersi. Perche, se cib fosse, applicando a tali rette le considerazioni fatte 
ne1 numero precedente per Y?.', si verrebbe a h  conclusione che la involu- 
zione gobba che ha per assi M Mt, NN' ,  ovvero quella che ha per assi le 
MN', 34' N dovrebbe cambiare unu delle collineazioni a periodo 3 di G!il 
ne1 su.0 quadrnto il  che è impossibile perchè tnnto l'una quanto l'altra delle 
suindicate involuzioni scambia fra loro l'asse di piinti uriiti e l'asse di piani 
uniti della collineazione a periodo 3 in parola. Durique la involiizione gobba 
cercata permuta fsil loro le due rette (2, = O ,  x, = O , ;  (x, = 0, x, = O) s 
quindi sarà della forma: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Oi-a si esiga clie sia T C', T = C i ,  e dopo clie si abbia T C, [ I r=  Cn 
(n." 4) e si è condotti alln 

Questn,, aggiunta al GIkr ci for~isce  l'ultime G,, della nostra discussione 
che noi indicheremo con Gy4. È ideritico con u l'octaeder IIIn di h l .w~m 
(pag. 291) e col G:, di B a a ~ ~ s s  (mg. 125). 

8 III. Gnçrm DEI,~~'ICOSAEDRO (O DEL DODECAEDRO). 

S. Un gruppo icosaedrico conticne cinque sottogruppi tetraedrici simili 
fia loro. Segue che i 5 G,, di un G,, quaternario sono proiettivamente iden- 
tici. Cerchiamo di costruire un G,, partendo da una delle tre spccie proiet- 
tive di Gl, trovati al f3 1. Ma anzitutto osserviarno che dato un G,e quater- 
nario per trovare un G,, di cui G , ,  si3 sottogruppo basta determipare unn 
coflineazione T clle soddisfi alle seguenti condizioiii 

dove C2, C, sono due collineazioni del G,, con i perioili 2 e 3. 
Determinata la T, essa col G,, individus il G,, richiesto. Cib premesso 

cominciamo da1 considerare il caso in cui i sottogruppi G, ,  del Gs, cercato 
sieno della specie G:, (n.' 5). Avremo dunque in G,, cinqiie Cf:,. Ciascuno 
possiede un punto e u n  piano invarianti. P u b  darsi che i cinque punti (e 
quindi anche i cinque piani) coincidano oppure che sieno distiiiti e quindi 
che esista un pentngono gobbo (e quindi anche un pentaedro) invariante. Fcco 
dunque una suddistinzione da  farsi. Se i oinque punti coincidono, cib signi- 
fica che (0 0 0 1 )  é invariante rispetto al  G,, cercato e che è anche inva- 
riante x4=0.  L e  collineazioni a periodo due di un G,, sono proiettivamente 
identiche, dunque la T è una involuzione gobba, ha un asse passante per 
(O O O l), l'altro in x, = O e quindi è della forma : 

Amzali di Ilfatemrrticn, Sorie IU, tomo VIII. 2 
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Assumiamo per C, e per C, (11.' 1, 2) 

ed esigiamo clie la T soddisfi alle condizioni anzidette 

TZ=l, TC3T=C;, (TCsj3=1. 

Si è condotti allora alla 

dove 

II G,, cos) individuato è itlentico proiettivamente col G,, delle rotazioni 
de1l'icosaedi.o e 10 indicheremo con GS,. Esso coincide con u l'ikosaeder 1 n 

di MASCHKE (pag. 279) e col Gi,, di BAGNERA (pag. 79). 
Se invece i cinque punti invarianti dei cinque G,, sono distinti, esiste 

un pentagono gobbo invariante. 11 Gso cercato non è altro che il sottogruppo 
alterno di un G,,, . Cioè del Gt2, totale che permuta in tutti i modi possi- 
bili i vertici del pentagono (O le facce di un pentaedro). Indicheremo con 
G:. un ta1 gruppo. L e  sue collineazioni possono rappresentarsi sotto la forma : 

dove G rappresenta una sostituzione pari e si ha 2 xi = O. I l  Gli coincide 
con u I'ikosaeder II  n di  MASCAKE (pag. 280) e col G,, di BA~NER-4 (pag. 79). 

9. Assumiamo ora per sottogruppi tetraedrici la  specie Gif . Si  pre- 
senta anche qui una suddistinzione a seconda che si esige che esista una sola 
quadrica invariante per tutti i 5 G,, ,  ovvero che le cinque quadriche sieno 
tutte distinte componendo un'insieme invariante rispetto al G,, cercato. Co- 
minciamo da1 primo caso: esiste m a  quadrica Q invariante per tutti i Cinque 
GI', . Ne viene che gli assi delle collineazioni a periodi 2 e 3 dei cinque G,, 
appartengono a una stessa serie rigata sopra Q onde la serie rigata coniu- 
gnta è costituita da rette invarianti rispetto all'intero G,, . F r a  queste sa- 
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oloedricanrente isomorfi coji. quelli  dei poliedri vegolavi. 1 1 

rnnno anche le (x, =O,  x, = O), (:de = 0, x3 = 0) per c.ui T sarà della forma: 

prendiamo per la C, e Cr3 quelle del n.' 4. L a  condizione T C r g  T= C ' :  reca 
nnzitutto 

h - ? ? l - g = s = O  

e dalla Te= 1 risulta k r =  izp, per cui si pub prendere intanto : 

n r , ,  b x , ,  a a x , ,  
T=( X, :cf xs """). .r4 . . 

L a  invarianza della & del n.' 4 reca poi az= 1. Dopo, esigendo l'ultirna 
condizione (TC,)3 = 1 secondo i l  n." 8 si trova, necessariamente a = 1 e 

soddisfattn la quale, T è individuata e il gruppo costruito. 
Esso è evidentemente cornposto di collineazioni tutte biassiali e percib 

lo chiarneremo il gruppo icosaedrico biassinle indicandolo con GE:'. E u l'iko- 
saeder I V  n di MASCAKE (pag. 281) e l'n,, di BAGNERA (pag. 70). 

Passiamo adesso al secondo punto della suddistinzione dianzi fatta. Le 
quadriche invarianti dei 5 sottogruppi GIe sono tutte distinte. Una collinen- 
zione a periodo 3 appartiene, insierne al suo quadrato, a due sottogruppi Gii: 
dunque ne1 caso attuale i suoi due assi esisteranno contemporaneamente sulle 
due quadriche invarianti di due taii G:: per cui esse si taglieranno secondo 
altre due rette sghembe fra loro e appoggiate agli assi di tutte le collinen- 
zioni dei due Gi', in questione. Quindi ciascuna di queste due ultime rette, 
essendo invariante rispetto a due G,,, sarà invariante rispetto a117intero G,, 
da  costruirsi. Assumendo tali rette per (x, = O, x, = O), (x, = O, r3 = 0) 18 
T incognita avrà la îorrna (1) precedente; dalla quale si passa in ugual modo 
alla (2). Soltanto non pub dirsi che sia uZ= 1 perchè Q non è invariante 
r i~pet to  RI Ge,, da  costruirsi. Dopo, la  coridizione (T C2,3= 1 ,  seca a =  b e 
per a la equazione 2 ae +- a + 2 = O. Con cib le condizioni richieste per l a  1' 
sono soddisfatte e il nuovo G,, è individuato. Noi 10 jndicheremo con GAT.. 
Esso è u 17ikosaeder V n di MASCAKE (pag. 284). Non figura fra i gruppi di 
BAGNERA perchè non pub mettersi sotto forma completamente reale. Le sue 
collineazioni a periodi 2 e 3 sono biassiali: ma non le rimanenti. 
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10. Non rimane a discutere altro caso che quel10 in cui la specie dei 
Gj, sia la G:il (n.i 3 e 4). Assumiamo per C, e C, quelle del n.' 4. Gli assi 
di C3 sono x, = O, x, = O corne luogo di punti uniti ; e x, = 0, x, = O come 
inviluppo di piani uniti. A causa della condizione T C3 T = C i  ne viene an- 
zitutto che le rette suddette sono imite per T e quindi quest'ultima avrh la 
forma : 

Se, su pes t a ,  si completa la esigenza delln condizione T C, T = C ;  si 
trova nt = p = O e dopo, osservando che T 2  = 1 e che T non pub essere 
omologia armonica, si ottiene necessariamentc a + d = 0, n2 + h c = ~ z p ,  Poi, 
per esigere la condizinne (T C,j3 = 1, non importa svolgere completamente il 
calcofo intero di (T C2',)t. Si calcoli anzitutto (T C2)2 tenendo conto delle con- 
dizioni già trovnte per i coeffinienti. E per la (T  C'2)3 si calcoli solo la prima 
sostituzione in x, che è la seguente: 

Perché sia (T CJ3 = 1 è condizione necessaria anzitutto che nella pre- 
cedente siano nulli i coefficienti di s,, r,, x,. Corninciando dall'annullare il 
coefficiente di x, e tenendo conto che si ha a?+ b c = t z p  si trova necessa- 
riaruente p= 2 O ;  poi ahnullando il coefficiente di x, si ottiene az = 3 b c e 
finalmente con I'annullare il coefficiente d i  x, si ha n = 2 c. 

Per  cui si ricavano, corne necessarie, le relazioni: 

Na si constata facilmente che esse sono anche su6cienti. Prendendo 
b 1 c =  1, ln T diviene 
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oloedricauzente i s o n ~ o ~ f i  con qzielli dei potiedri regolari. 13 

Questa, col Gié1, individus il Ge,, cercato che rappreeenteremo con GE. 
Esso è identico con u I'ikosaeder n III di MASCHKE (pag. 281). Non figura f ra  
i gruppi d i  BAGNERA perchè, cnme il precedente, non pub mettersi sotto forma 
reale. 

11. Riassumendo i gruppi trovati, essi possono distribuirsi nelle se- 
guenti divisioni : 

1." I t re  grtippi d i  rotaxioni dei  poliedri rego1ar.i : (Gf2 , G:, , G:,l. 

II." 1 tre  giwppi  biassiuli  : (G:! , GT,:[ , G:tl). 
III." T r e  so t togmppi  del G,! totale sul  pentagone gobbo (O sicl pen- 

taedro) : (Cf, , G:: , Gé;). 
lVma Qzrattro gruppi  dotat i  cinsczino d i  zlna e m a  solu coppia in- 

cu~. iante  d i  rette : (G:fl , GP: , G z  , (26:). 
V." Il G$ che no12 pzd f a m i  v ientrare ifi alceuza delle divisioni 

precedenti. 
1 gruppi trovati sono dunque in tutto 13 (perchè il Gf, appartiene a due 

divisioni : 1." e III."). Di essi, tre sono tetraedrici, cinque ottaedrici e cinque 
icosaedrici. 1 soli GE;, GQ tzon si possono mettere sotto forma reale. (BAG-NERA, 
pag. 79 e 123.) 

P A R T E  SECONDA. 

Studio del gruppo icosaedrico G,V,. 

$ 1. LA CONFIUURAZIONE COSTITUITA DAUIiI ELEMEBTI UNIT1 

DELLE SUE COLLINEAZIONI. 

12. Nelle poche linee che hanno servit0 di introduzione abbiamo già 
parlato delle ragioni di preferenza che 10 studio del G,V, presenta sugli altri 
gruppi trovati (*). Ci proponiarrio adesso di svolgere questo studio incomin- 

(*) F o r s e  non sarebbe privo d'interesse anche Io studio dei t r e  sottogruppi del Glzo 
totale di collineazioni che operano su1 peritagono gobbo, O su1 pentaedro, trasformandolo in  
se stesso e meglio ancora lo studio sistematico di tutto un tale  Gizo. In esso trovereb- 
ber0 il loro posto nntursle le  inolte proposizioni d'indole proiettiva, già conosciute, e che 
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14 C i a n i :  Sopra i gruppi finiti d i  collineuxioni quute~nuràe, 
-- 

ciando da1 considerare gli elementi uniti delle collineazioni del gruppo e i 
loro legami geometrici. 

Anzitutto caratterizziamo con le lettere a, b, c,  d, e i cinque sottogruppi 
tetraedrici del G,V, e con la lettera e in particolare il GIPC generato dalle 
C2, Cs del n." 4, cioè dalle 

M o r a ,  n .O 10, il G,O è generato da G',il, e dalla 

La 
periodo 

L a  

sostituzione T C, C3 è rappresent,abile con (a b c d e) e quindi ha  il 
5. Calcolandola si t r o ~ a  : 

equazione in p che serve a trovarne i punti uniti possiede le 4 radici 

riguardano il pentagone gobbo, O il pentaedro, e sarebbe facile trovarne altre in guisa da 
interpretare geometricamente tutto cib che riguarda il G,,, totale su cinque oggetti. Si  
presenterebbe spontanea la  estensione in un iperspazio qlialunque. Cioè Io studio della 
geometria dell' (n + 2)-gono O dell' (n + 2)-edro in un SN lineare mediante il G(*+2) 1 to- 
tale di collineazioni che permutano in tutti i modi possibili i vertici del19(n + 2)-gono, O 

gli iperpiani dell' (n + 2)edro. In questo rientrerebbero come casi particolari la  geometria 
proiettiva del quadrilatero in S2 e del pentaedro in S3 e quindi anche, come casi amorn 
più particolari, l a  metrica del triangolo (la cosidetta geometria del triangolo) e la me- 
trica del tetraedro. L e  molte proposizioni metriche r igua~danti  il triangolo O il tetraedro 
(casi particolari di proprieta preiettive riguardanti il quadrilatero e il pentaedro) e la  fa- 
cilità con cui si ottengono tali proposizioni, dipendono forse in gran parte dalla esistenza 
del gruppo in questione. 
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immaginarie di 
p5 + (\ 12)5 = O 

e quindi esistono 4 soli punti uniti distiiiti. 
13. Cib premesso osserveremo clle i sottogruppi di un gruppo icosae- 

drico si possono distribuire, insieme ai loro relativi sottogruppi, nelle tre specie 
seguenti : 

l.a Dieci gruppi di 6." ordine. 
2.a Sei gruppi di decimo ordine. 
3." Cinque gruppi di dodicesimo ordine (gruppi tctraedrici). 

In  totale si hanno, in G,V,, quindici involuzioni gobbe, venti collineazioni 
assiali a periodo 3; ventiquattro collineazioni a periodo 5 con 4 punti uniti 
ciascuna e l'identità. 

Cominciamo dai dieci sottogruppi di 6." ordine. Essi sono del tipo 

Ogni collineazione a periodo 3 insieme al suo quadrato individua uno di 
questi Ge. Ora il G,V, opera transitivamente sulle sue collineazioni a pe- 
riodo 3, quindi altrettanto farà sopra i suoi 10 G,.  Cioè: 

I dieci gruppi d i  6.0 orditze sono pî.oiettivamente iderctici. Quindi basta 
considerare la configurazione di uno di essi, ad  es. del precedente. Esso con- 
tiene un gruppo del 3." ordine G, che è invariante e generato dalle potenze 
di (a b c). Segue che i 6 assi delle involuzioni gohbe di G, si appoggiano 
agli assi del G, . Ma, per esempio, con (a b e) e con ( a  c) ( d e )  si pub gene- 
rare l'inter0 G6 dunque il punto dove un asse di (a c ) ( d e )  incontra I'asse di 
punti uniti di (ab c )  è invariante rispetto all'intero G6 e quindi esso appar- 
tiene anche a un asse di (a 6) ( d e )  e a uno di (b c )  (de ) .  Valgono le consi- 
derazioni duali. Dunque i sei assi delle involuzioni gobbe del G, s1incontrano 
a tre, a tre in due punti sull'asse di punti uriiti del G, ed esistono a tre, a 
tre in due piani passanti per l ' a m  di piani uniti del G, medesimo. 1 punti 
in cui tali 6 assi si appoggiano all'asse di piani uniti suddetto, compongono 
due terne binarie di cui una è la forma Q delllaltra: i due punti del co- 
mime hessiano sono i due punti uniti di G, che si trovano sull'asse di piani 
uniti. Dualmente ecc. Diinque un G, possiede due punti jnrarianti e due 
piani invarianti. Vogliamo adesso dimostrare che non esiste alcuna collinea- 
zione di G z  che trasformi uno dei due punti nell'altro, ovvero uno dei due 
piani nell'altro. Infatti, notiamo anzitutto che due G, diversi non possono 
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16 C i a  n i: Sopra i gruppi  fijziti d i  collz'îzeaxiolzi qua ternarie, 

avere un puiito invariante comune perchè un ta1 punto sarebbe invariante 
rispetto a G,V,. Ne viene che se esiste in G,V, una collineazione capace di ef- 
fettuare il transit0 suindicato, essa deve trasformare il G, in se stesso e quindi 
gli assi di punti uniti e di piani uniti del sottogruppo G,. Questi assi sareb- 
bero dunqiie invarianti rispetto al G, e rispetto a una collineazione esterria 
al Ge,  e quindi anche rispetto nll'intero G,V, cib clie è impossibile perchè il 
G,V, non possiede coppie di rette invarianti. Possiamo dunque enunciare i se- 
guenti resultati : 

1 30 ass i  delle 15 involitxioni gobbe s'incontrano a 3, a 3 i lz  20 punt i  
ed esistono a 3, a 3 in 20 piani in  guisa che quelli  clie pnssuno per e u z  
pzcnto esistono anche in urz piano. Questi 20 pztnti s i  dividono in due decn- 
goni invariant i  ciascutzo rispetto all'intero GS, e dualmente i 20 piani s i  di- 
vidono in due decaedvi invariant i  pure cz'nscuno, ~ i s ~ e t f o  a l  ~nedesinzo GL. 

Ciascun decagono è iscritto in uno dei due decaedri. Vedremo ne1 nu- 
mer0 seguente che i vertici dei due decagoni esauriscono tutti i possibili in- 
contri degli assi delle involuzioni gobbe. E vedremo anche che : 

I dtbe decagoni precedenti costitziiscono i poligoni iîzvariunti che hanno 
i2 m'nor w m e r o  possibile d i  uertici. 

Ogni asse di una involuzione g o b b ~  contiene un vertice dell'uno e un 
vertice dell'altro decagono. Indicheremo con le lettere D, D' questi decagoni. 
Tenendo presenti le collineazioni a periodo 3 si pub anche dire che: 

1 dieci vertici del decagono D, O D' esistono a tre, a tre in dieoi piani 
passanti a tre, a tre per dieci rette che sono gli assi dei pinni uniti delle 
collineazioni a periodo 3 ecc. Dualmente ecc. . . . 

14. Passiamo ai sei sottogruppi di decjmo ordine. Uno di essi G,, è 
del tipo : 

(a  b c d e)', (a b)  (c  e ) ,  ( b  c )  (d a ) ,  (c  d )  (e b), (a e )  (a c ) ,  (e a )  (b  d)  

dove Y =  1, 2, 3, 4, 5. U n  ta1 G,, possiede dunque un G, invariante che è 
quel10 generato da ( a h  c d e)'. E sicconie un gruppo icosaedrico opera tran- 
sitivamente sui propri G5 ne vierie che altrettanto fa sopra i G,,. Quindi: 1 
sei grulppi d i  10.0 ordine sono proiettivanzenfe identici. Si vede subito clle i 
2 4  punti uniti dei G, (n." 12)  sono tutti distinti. Perchè, non possono ooincidero 
due appartenenti a un medesirno G, altrimenti le sue collineazioni non avreb- 
ber0 il periodo finito 5; non possono coincidere due appartenenti a G, di- 
versi, perchè se coincidessero, un ta1 punto sarebbe invariante rispetto a due 
G, e quindi rispetto all'intero G z  , 
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oloedrica m n f e  i so~nor f i  con quelli  d e i  po1iedj.i regola ri. 1 7  

Coiisideriamo un G,,: ad es. quel10 che contiene le sostituzioni sopra 
descritte. Ogni involuzione gobba del gruppo cambia G, in se stesso e quindi 
trasforma in se stesso il tetraedro degli elementi uniti. Vogliamo escludere 
che cib avvenga per il fatto che gli assi di tali involuzioni passino per i 
vertici. Intanto siccome il G, opera transitivarnente sulle involuzioni gobbe 
del G,, ne viene cIie niuna di esse potrà avere per assi due spigoli opposti 
del tetraedro in questione. Diciamo di più che nernmeno pub essere che l'asse 
d i  una passi per un vertice. Infatti un ta1 vertice, essendo unito per il G, e 
pcr una sostituzione di G,, esterna. al G,, è iinito per tutto il G,, e quindi 
per quel punto passa un asse di ciascuna delle rimanenti involuzioni gobbe 
tlcl G,,, medesirno. Inoltre, siccorne tutti i G,, sono identici, da1 punto di 
vista proiettivo, ne  viene che altrettanto accade per i rimanenti G l o .  Cib 
premesso, si osservi che una involuzione gobba : ad es. : ( a  b )  ( c  e ) ,  appar- 
tieiie a due G,, e precisamente a i  due G,, individuati da (a b c d e ) )  ( a  b e d c i r .  
Dunque un asse s di (a h)  ( c e )  incontra un asse di ciascuna delle involuzioni 
gobbe seguenti : 

Iiioltre, a causa dei due G, cui appartiene ( a b )  ( c e )  segue che s si appoggia 
aiiclie a un asse di ciascuna delle 

Dunque s incontrando un asse di ciascuiia delle 

appartiene alla qiiadrica invariante di Gf$ (n.' 4). Analogamente si vede 
che s appartiene alla qiiadrica invariante di G f E ;  a quella di Gfi!b; di Gr" i 2 . C  - 7 

e finalmente, come asse di ( a b )  (ce), s appartiene anche alla quadrica inva- 
riante di Gflfd. Ma cib è impoesibile perché le cinque quadriche suddette 
non hanno ceïto rette comuni. Quindi : 1 dieci assi delle cinque involuzicini 
gobbe di un G,, si appoggiano tutti ai inedesirni due spigoli opposti del te- 
traedro unito del gruppo senza perb contenerne alcun vertice. Siamo a d e ~ s o  
in grndo di giustificare due affermazioni contenute ne1 numero precedente. La 
prima si è che i decagoni D e D' assorbono tutti i possibili punti d'incontro 
degli assi delle involuzioni gobbe. Infatti se dur? tali assi s'incontrano, il 
punto d'incontro è unito per il sottogruppo gerierato da quelle due involu- 
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ziimi il quale é necessariamente O un G,, o un G,, O un  G,, . Un G, non 
possiede puriti uniti perchè è della specie Gil (n." l), e ora abbiamo dimo- 
strato che nemmeno un G,, possiede punti uniti; dunque il piinto d'iricontro 
in questione è unito per un Ge e quiridi è un vertice di D, O D'. 

La secofida afferrnazione era che D, O D' rappresentavano i poligoni 
invarianti di mirior nurnero possibile di vertici. Anclie questo risulta inime- 
diataniente. Irifatti se esistesse ufi poligono invariante con meno d i  10 ver- 
tici esso ne avrebbe necessariamente uno, O due, O tre, O q u ~ t t r o ,  O cinque, 
O sei. N a  non pub averne nè uno, nè due, iih tre perché G,V, non possiede 
riè punti, nè rette, nè piani invarianti. Non pub averne quattro perchè a causa 
dei G, quei quattro sarcbbero ciascuno uniti per tutti i G,, il che abbiamo 
già notato al principio di questo numero essere impossibile. Non pub averne 
~ i è  cinque, né sei perchè ciascuno sarebbe uriito per un G , ,  , O per un G,,  
inentre tanto i G,, , quanto i G,, non hanno punti uniti. 

15. Indicliiamo con Gf)  i gruppi di 5.' ordine ponendo: 

G';) - (a  b c d e)r, GF) = (a B c e d)r, G L ~ J  = (a b d c e)', Gk4J = (a b e d c)', 

GF) = (a O d e cjr,  GL6) = (a b e c ~ 1 ) ~  
con 

1. = 1, 2, 3, 4, 5. 

Consideriamo un punto PI unito per G ; ) .  Ta1 punto non pub essere 
unito per alcun altro G, come abbiamo già osservato; non pub essere unito 
per una collineazione a periodo 3 perchè saretbe unito per l'inter0 gruppo 
generato da quella collineazione e da GS) e quindi per il G ; ;  e finalmente 
non pub PI essere unito per alcuna involuzione gobba perchè essa con G5) 
dà origine O a un G , ,  che è privo di punti uniti (numero precedente), O nl G,O 
che ne è privo ugualmente. Dunque se a Pi applichiamo le 12 sostituzioni 
di un gruppo tetraedrico troviamo 12 punti tutti distinti. Indichiamoli ne1 
seguente modo : 
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o loedr icammfe  Uotnorfi  cou  pzlelZi dei polieclri wgo lur i .  19. 

Cioè P, P, sono uniti per ~ 5 ' ) ;  P2 P, per G z ) ;  P, P, per G: ; P, P,,  per Gd'; 
P, Pl, per Gp'; P9 Pl, per Gp). Sieco P ' ,  P ; Pfs I", ; Pf, P's ; Pi6 l",,, ; 
P', P ' , , ;  P', Pt,,  le coppie di punti uniti rimanenti dei G,  suddetti nell'or- 
dine suddetto. L e  involuzioni golibe del GL1) a d  es. : trasportano tutte P, in  
P, e P', in Pt4 ecc. (n.' 14). Dico che non esiste alcuna collineazione in 
(360 c,he trasporti P, in P r ,  ovveio in P', . Infatti se  una tale collineazione 
esiste deve necessariamente trasformam in se stesso il GL') perchè due G5 non 
possono avere alcun punto unito comune (nu0 14)' quindi essa deve appaite- 
riere al G,, di cui GB1) è invariante e per consegiienza tale collineaziorie non 
pub essere altro che m a  delle involuzioni gobbe del G,,: m a  niuna. di esse 
trasporta P in P',, ovvero in P' ,  . 

Dzmque i 24 p u n t i  eutiti delle coll i~zeazioni a pel.iodo cinpe s i  diuirl'o~io 
i l &  due dodecagoni inrnv ia f z t i  ciascwzo ( e  q u i v d i  i n t ~ v ~ ~ s i t i v i )  n k y e t f o  a l  G:. 
Manifestamente essi sono i soli dodec;igoni invarinnti possibili. 

16. Andiaino finalmente ai cinque sottogriippi di dodicesimo ordine 
(sottogruppi tetraedrici). Cizscuno contiene un inwriante  e quattro G', 
costituiti ognuno dalle potenze di una stessa collinenzione n periodo 3. Un G, 
appartiene a due sottogruppi tetraedrici : cos? a d  es. (a b  cj '  appartierie a 

Glt,:, , GIS:. Gli assi di due Cg non hanno alcun punto comune : se essi in- 
fitttj appartengono a un0 stesso Giil cib risulta iinmediatamente dalla costru- 
zione del G:y1 medesirno (n." 3); se essi non appartengono a uno stesso G f a  
non esistono in alcun sottogruppo di G: e quindi non possono avere un punto 
o un piano unito conlune altrimenti qiiel punto, O qiiel piano, sarebbe inva- 
riante rispetto a GS,. 

Ogni G:al ammette due rette invarianti (n." 4). Si Iianno cos) dieci rettc 
le qunli oornpongono un8 figura, assai interessante che ci proponiamo ora d i  
considerare. Intanto rappreseriteremo con (af a") le rette invarianti d i  G:::~ ; 
con (b 'b" )  le rette invarianti di GilIb; con (c 'c" )  quelle di G f 5 ;  con (d 'd l ' )  
quelle di G:$ e con (ef e") quelle di G f l \ .  Ogni tale coppia è costituita d a  
rette sghenibe. Osserviamo p i ,  che il G,V, opera transitivamente sui G,. Quindi, 
ricorrendo alla, rappresentazione aiialitica del Gi'j, si ~ e d e  (n.' 1 2 ,  4) che 
l'asse di piani uniti della collineazione (a b  c) incontra le rette et, e" nei due 
punti uuiti che quell'asse contiene. Ma ( a  b c )  appnrtiene anche a GfT,!, dunque 
quei due  puriti apparterrnnno anche a d', d '. I n  concli~sione ; prese due qua- 
lunque coppie corne (d' d"), (e' e"); unti qualsiasi ret ta  dcll'una incontra una 
retta dell'altra. Esistano dunque i ~ u n t i  e t .  du,  e" . d'; dico che allora non 
possono esistere invcce i puriti e' . d ' ;  e" . (2". Infatti si noti clie la  (tr: 6) ( d  e )  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2;) C i a n i :  Sopra i grzrppi fitziti d i  collineaxioni quaternarie, 

porta d" in e', ovvero in e". S e  esistesse il punto e' . d' esso, come e 'd",  sa- 
iebbe unito per  l a  collineazione ( a  6 c) : i n  ogni modo uno dei due punti e' d' ,  
e' d" sarebbe anche unito per l a  ( a  b) (d e )  e qiiindi invariante per  il G, cui 
appartiene ( a b c ) .  M a  nessuno dei due punti inrar iant i  del G, in questionc 
pub esistere sopra e' ovvero sopra e" (ne0 23). S i  conclude quindi che ciasciina 
delle dieci rette in discorso si appoggia ad altre quattro e non più. 

17. Sieno a", Lw,  c", ci" appoggiate alla e' e le  a ' b ' c ' d '  quelle appog- 
giate a d  e". Ci proponiamo d i  dimostrare che i due gruppi a' b' c' d' e', 
an L I '  c" d" e" sono, oiascuno, in rar ian t i  rispetto a G,V,. Infatti la (a  b c )  tiene 
fisse le e', e", d', du  e quindi ~ r o d u c e  i cicli ( a ' b '  c'), (a" b" c"). Dopo, si con- 
sideri la (a  e )  (b d ) .  Essa deve portare e' in a", ovvero in a'. Ma B impossi- 
bile clle e' sia, d a  essa, portato in a" perchè il punto e' . a" sarebbe unito 
per  (a e) ( b  d )  e per (b  c d )  e quindi invariante rispetto a l  G, generato d a  
(a e) ( b  d )  e d a  (2, c d )  il che è assurdo poichè un ta1 punto esiste sull'asse di 
punti uniti di (Z, c d )  (ri.' 13), mentre i n w c e  il punto e t .  a" esiste sull'asse di  
piani uniti di (b c d )  (n.' 16).  Dunque ln ( a  e) (7, d )  trasforma e' i n  a' e quindi 
e" in a". La stessa collineazione deve trasportare b' in d',  ovvero in d". M a  
se b' fosse trasformato in dw, il punto e". b' clie esiste per  ipotesi, sarebbe 
trasfoimato ne1 punto a". d" il quale invece non pub esistere altrimenti ap- 
plicando la (b c d )  si vedrebbe che a" I" c" d" esisterebbero in un  medesimo 
piano manifestamente invariante rispetto a G:',:~. Quindi (a  e )  (b d )  trasforma 
6' in d' e p'cr conseguenza t" in d". Siccorne poi la ( a  e) (b d )  medesima ap- 
partiene a1 Gif!, i suoi assi si appoggiano a c f ,  c" e quindi tanto cf ,  quttnto c" 
sono sue rette unite. I n  conclusione i sistemi a' b' c f  d ' e ' ;  a" L" c" d"e" sono 
invarianti, ognuno, rispetto ad  (a b c) e (a  e)  ( b  d). Na con queste due colli- 
neazioni si pub generare l'inter0 6; (poichb esse non appartengono insieme 
ne  a un G,, nè a un G,,) e quindi l'affermazione è dimostrata. 

Viceversa se nz n p  q 1- è un sistema invariante di  cinque rette, il G,D fun- 
zionerb sopra di esso come gruppo alterno e quindi a d  es. l a  m deve essere 
invariante rispetto a l  G,, clie permuta n p  p r ;  per cui m è una  delle dieci 
rette in  questione, ecc. 

Possiarno dunque enuncinre i seguenti resultati: 
Il G,V, possiede due e due soli  sistenzi i~zvar iant i  che siano costituiti cia- 

sczrno da  c h p i e  rette e s o p a  ognuîzo d i  questi esso filnziona d a  grzippo 
alierno. 

Queste 10 rette s i  distribuiscono a d e  in 5 c o p i e  invariant i  ciasczina 
rispetto a zmo dei 5 so t t og~upp i  tetraedrici. 
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L e  ~ e t t e  d i  ogni sistema sono sghemhe a due, u due nza ogntrna d i  esse 
s i  appoggia a 4 de l l ' a l t~o  sistema. 

L a  e" si appoggia a d  a' b' c' d'. S e  oltre e" esistesse un' altra retta Y 

appoggiata a d  a ' b ' c ' d ' ,  la quadrica individuata d a  e", e', r sarebbe inva- 
riante rispetto a GI" il che è impossibile (n.' 3, 4). Segiie: I due sisterni inva- 
2-ianti suddetti  sono costituiti i n  guisa che le cinque rette d i  zrno d i  essi s i  
appoggiano a yztattro, a qziattro a una delle cinyue ?.ette dell'altro e vice- 
versa. In altre parole si ped anche dire che le rette dell'on sistewzu pvese a 
qzmttro, a qzlattro i n  tu t t i  i  nod di possibili auzmetto~zo sernpre una solu tra- 
scersale comune (invece che due). Queste cinque t~wsversa l i  che cos1 si otten- 
y0120 co~~q~ongotzo l'altro sistema. Con~plessicanzen te, le 10 retie ifz parola s i  
incontrano a due, a due itt 20 pzinti, vertici d i  un icosugono invariante ri- 
spetfo a l  G z .  

18. Viceversa: fra i ciiique gruppi icosaedrici trovati quali di essi 
ainmettono sistemi invarianti di cinque ret te? ovvero: quali di essi possono 
funzionnre d a  griippi alterni sopra cinque ret te? Sieno m, n,  p, q ,  1. le rette 
in questione. I l  G,, che tiene fissa una di esse non pub essere il Gt, (n.' 2)  
perchè esso non possiede rette invarianti. Cib esclude clle il G,, ceïcato sin 
il GS, O il GAO (n.' 8). Anche il (;.'Ai1 Io si eselude subito. Infatti: sin il G,,,, 
quello clie tiene fissa, a d  esernpio, l a  r. No viene che l a  r appartiene alla 
serie r igata costituita d a  rette invwrianti rispetto a G,,,,. Ma tale serie ri- 

è la  stessa per tutti i cinque : G,, , , , ;  G,,,,; G,2,p; Ginlp; Gls7r. Quindi 
m n p  q r sono generatrici di  questa serie e quindi oglzunu è invariante ri- 
spetto a G:el. Rimangono GA: e G,V,. Di quest'ultimo abbianio g ià  trattato 
iiel numerr, precedente. Qiianto a GA: ricorderemo che esse possiede cinque 
serie rigate costituite da  rette invarianti. rispetto ai c h q u e  G,, . Se dunque 
si parte da  unn generatrice d i  una di queste e le si applica un G, si tro- 
ver& un sistema di 5 rette sulle quali i l  Gly funzionerà d a  gruppo alterno e 
diinque in questo caso i sifitemi invarianti cercati sono aol. M a  niuno di 
questi gode la  proprietà caratteristica di cui godono i due sistemi trovati 
ne1 numero precedente. Infatti sia a' b' c' d' e' uno dei sistemi sopra i quali 
il GA: funziona da  gruppo alterno. Intanto è manifesto che due d i  tali 
rette non s'incontrano. Perchè  se cib accadesse tutte s'incontrerebbero a due, 
a due e quindi O esisterebbero in un piano, O psisserebbero per un punto 
invarianti rispetto al GST, mentre tale G:: non ammette né  punti, né piani 
invarianti. Cib premesso, vogliamo adesso dimostrare che non esiste una sola 
retta appoggiata a 4 delle rette a 'b ' c ' d ' e ' .  Sia infatti a" ln sola retta ap- 
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poggiata a b' c' d' e'. Essa appartiene alla quadrica invariante di Giza.  La 
retta 6' appartiene invece alla quadrica invariante di GIT,. D'altra parte, 
siccome a" è la  sola retta appoggiata a b' c' d' et ne segue che queste 4 rette 
sono, ciascuna, tangenti alla quadrica invariante di G:Ta. Allora, ricorcliamo 
che ne1 caso rtttuale le collineaxioni a periodo 3 sono biassiali e che due 
qualsiasi delle cinque quadriche in questione si tagliano secondo gli assi di 
una tale collineazione e seoondo le due rette invarianti rispetto al (n.' 9). 
P e r  il punto a" . b' passa un asse s della collineazione (c d e), il quale esiste 
anche ne1 piano a" br.  Esso è diverso da  a" (per i l  n.' 9) e anche da b' 
perchè altrimenti anche le rimanenti c' cire' a' sarebbero assi d i  collineazioni 
a periodo 3 (mentre il Giy è tiansitivo su queste collineazioni che sono dieci 
e non lianno assi cornuni). Si trovano cosi delle condizioni irrealizzabili. 
Yerchè se s' è l'altro asse di ( c  de), s' si appoggia a br ed appartiene alla 
quadrica invariante di G',xa: per cui b' B tangente a tale quadrica ne1 punto 
b' . a" e la incontra altrove, cioè b' le nppartiene per intero insieme a s e a". 
L a  quadrica i n ~ a r i a n t e  suddetta si spezza il è impossibile (n." 4). 

$ 11. IL FBSClO DI  SUPERFICIE DI 4.' ORDINE .IXVARIANTI 

RISPETTO AL GRUPPO G:. 

19. F r a  tutti i gruppi trorati (n.' Il), i soli Giy e GG, non si possono 
mettere sotto forma analitica completamente reale (BAGNERA: pag. 79 e 125'. 
Ne segue clie tutti gli altri posseggono almeno una quadrica invariante (BA- 
anER.k: pag.' 3). 11 Giz e il G z  non la posseggono. L e  cinque quadriche in- 
varianti dei 101-0 cinque G , ,  sono tutte diçtinte e soltanto prese insieme com- 
pongono una superficie invariante. Essi non posseggono nemrneno superficie 
cubiche invarianti. Basta percib oeservare che una superficie cutica non pub 
essere invariante rispetto a un G:[ (n.' 1). Infatti gli assi di una delle invo- 
luzioni gobbe del Cit vengono scambiati fra di loro per opera di una qua- 
lunque delle altre due involuzioni del gruppo, quiildi una retta appoggiata 
agli assi suddetti deve assorbire nei punti di appoggio un numero pari delle 
sue intersezioni con la superficie : esternamente ne rimane quindi un numero 
tlispari il che è impossibile. Dunque una ta1 retta appartiene alla superficie 
per intero. Cioè le appartengono le ooL rette unite per le involuzioiii gobbe 
dcl G:[, i l  che è ugudmente impocsibjle. 
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Passando alle superficie di 4.' ordirie si vede facilmente che niuiia di 
esse pub essere invariante i-ispetto al  G::. Infatti le collineazioni a periodo 3 
del sono biassiali. Se una superficie quartica è invariante rispetto a una 
tale collineazione almeno un asse di questa esiste sulla superficie. D'alt,ra 
parte esistono in G:: involiizioni gobbe che trasformano uno nell'altro gli assi 
d i  una data collineazione a periodo 3 (ad esempio la T del n.' 9 opera in 
ta1 modo sulla C", del n.O 4). Dunque tutti gli assi delle 10 collineazioni di 
periodo 3 esistono sulla superficie supposta. Nessuno di questi assi pub esser 
retta doppia per la superficie perchè se 10 è uno, 10 sono tutti e si cadrebbe 
in una quadrica doppia. Ne segue che ogni retta generica appoggiata agli 
assi di una medesima delle collineazioni in discorso incontra fuori degli assi 
l a  superficie in due punti (il che è impossibile a causa del valore 3 del pe- 
riodo), ovvero le appartiene per intiero il che B anche assurdo perchè appar- 
terrebbero alla superficie le ooVet te  di 10 congruenze lineari. 

Dimostreremo invecc ne1 numero seguente che il G,V, possiede un fascio 
di superficie quartiche invarianti. E sarà quindi giustificata la seguente af- 
fei-mazione : 

IL! G,O è E'unico fra tutti i gruppi trovati che goda la prop?ietà che 
l 'o tdi~ze  minitno delle sue superficie invarianti siu il quarto. 

20. Ci proponiamo di trovare il fascio oui sopra abbiamo accennato. 
13asta percib esigere la invarianza rispetto alle tre collineazioni C,,  C,, T 
del n." 12. Accenneremo qui rapidamente al modo più sollecito di condurre 
i calcoli relativi. Iridichiamo con Z la superficie generica cercata. Semplici 
osservazioni sullo scambio prodotto fra x, e x, dalla T e le  esigenze cui con- 
ducono il possesso della Cs ci dànno per 2 l a  forma seguente : 

d o w  a ,  B,  7, 8 sono hiiiarie in x,, x, delle forme seguenti : 

Si noti che la 2 non pub essere xiduttibile perchè non esistono sistemi di 
uno, O due, O tre, O 4 piani che siano invarianti rispetto a G,D. Cib esclude 
che a sia nul10 identicamente : perchi: con a = O identicamente esistono 2 e 
quindi venti punti doppi di Z situati a 4, a 4 sulle a'b' cf d' e', b" c ' l  d" 
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onde queste rette snrebbero doppie, ecc., ecc. Cib premesso, esigiarno la in- 
varianza rispetto a T. Per  effetto della T la 2 si cambia nella 2' seguente: 

8' r a' + 8 b' X: + 8 x3 $ 4 8' X~ 2, $ 16 p X: X: = O 

dove a', fi', y', O' indicano cib che divengono le binarie a, P, 7, .3 per effetto 
della sostitiizione binnria 

Se 2 deve coincidere con 2' si deve avere anzitutto 

a f = p u  

dove p  è un fattore di proporzionalith. Ci6 d5 l u o g ~  alle condizioni seguenti: 

- . . . 1 8 ( a + C ) - i j J 3 ( c - d ) - 2 1 t = p f z . .  . (3) 
Da cui , 

(a - b)  ( 8  - p) + (c  + d)  4,3 = O 

( a - b )  16\13 - ( c +  d ) ( 8  + p ) = O  1 (4) 

P + b ) ( l O - f J ) + ( c - d )  2\13 + 
( a + b )  8\13 + ( c - d l @ - p ) -  84312 = O  

( a + b )  1 8  - ( c - d )  . 6\i$ - ( 2 + p ) t t = O  

annullando i determinanti dei coefficienti si trovano le due equazioni in p 
seguenti : 

( p - t - W p - 1 6 )  = O  
(p  + 1 6 ) ( p  - 16)'=0. 

Dunque, necessariamente, deve essere p = 16 altrimenti la  a si an- 
nulla, identicamente. 

21. Prima di  proseguire nella ricerca delle condizioni che provengono 
dall'esigere che 2 possegga la T distinguiarno i due casi: p  = 16, p  = - 16. 
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Sia dapprima p = 16. L e  (4) si riducono a una sola; cos1 pure le ( 5 )  e 
si è condotti necessariamente alle duc : 

e si vede allora che anche le (l), (2), (3) sono soddisfatte. 
Poi dovremo avere: rn 

Invece con p = - 16 si trova : 

22. Esigendo finalmente la invarianza della superficie 2 rispetto alla C, 
del n." 12 si trovano le seguenti nuove condizioni che si riscontrano neces- 
sarie e sufficienti : 

1- 

f = 2 \ 1 2 a ;  g = - 2 \ / S b ;  h = - e V 2 ;  E = 3 c  

Queste non sono conciliabili con le (8) a ineno che tutti i coefficienti non 
siano nulli. Si associno allora con le (6))  (7), si riduca a forma intera e si 
vedrk che i coefficienti possono esprimersi tutti  in  funzicjne di un sol para- 
metro A indipendente. Si è quindi condotti alla equazione seguente la quale 
rnppresenta il fascio cercnto. 

+ 2 d3 (21 + 1 xS) (5, $2 + 3 2 3  2,) + 
- 

4- 2 \/6 ( 1 2 ,  x:- X ~ T ; ) +  3(A- 1) (riz2 - x321)1=:0. 

Annali di Male?natica, Serie I I I ,  tom0 VIII. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 C i u n i :  Sopra i gruppi Jitziti di  collineaziotzi quaternarie, 

23. Per  cercare le superficie del fascio dotate di punti singolari è 
assai utile effettuare una trasformazione di coordinate la. quale lasci fissi i 
punti (O O O l), ( O  O 10)  e trasporti gli altri due punti fondamentali nei due 
punti invarianti di quel Go cui appartiene (n  b c). Questi punti sono: 

e 1% trasformazione suddetta è la  seguente : 

Mediante questa, la  equazione del nostro fascio diviene : 

11 valore di h ohe annulla il coefficiente di x: individua una superficie 
del fascio che ha  un punto doppio conico in (1 0 O 0) cioè in un vertice del 
decagono D. Ma il G z  opera transitivamente sui vertici di D (n.' 13); dunque 
tale superficie h a  10 punti conici nei vertici suddetti. Analogamente, il va- 
1ore di h che annulla i l  coefficieiite di xj individua una superhie  del fascio 
che lia 10 punti doppi nei vertici del decagono D'. Niuna di queste due su- 
perficie ha altri punti doppi oltre i 10 suddetti. Infatti niuna di esse po- 
trebbe possederne un altro P senza possederne in conseguenza più di altri 6 
(a causa dei trasformati di P per mezzo del G:). Avremmo quindi una super- 
ficie di 4.' ordine con più di 16 punti doppi e quindi con infiniti punti doppi 
costituenti una curva che non pub comporsi di rette, O di coniche a causa 
della sua invarianza rispetto al G,V,. Sarà quindi nna cubica gobba.. Ma le 
cubiche gobbe invarianti del G,V, sono solamente due e le superficie del fascio 
che le contengono sono certamente diverse dalle attuali (n.* 25). 
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L a  esistenza di queste due superficie ci fornisce dunque una nuova yro- 
prietà dei decagoni D e D' (n." 13). Essa pub esprimersi cosi: 

I uertici dei due decagoni D, D' (furmati da i  pzlnti un i t i  dei sottogruppi 
d i  6." ordine) s i  possono rigtmmdn~e colne punti doppi d i  due superficie d i  
4.0 ordine invariajzti ciasculla rispetto a l  GL, l'utaa cimoscritta u D e 
l'ultra a Dr. 

Esse appartengono al fascio precedente e sono individuati dai valori 
di A dati da 

(55 + 3 2 d 3 ) h + 4 1  Ic 2 4 d 3 = 0 .  

1 punti doppi di ciascuna sono conici. 
24. Nessuna delle due superficie, osa trovate, è un simmetroide. 

Sia yl una di esse. Per  escluàere fa possibilità che essa sia un simnie- 
troide osserviamo anzitutto che per un punto doppio P di p non passano 
rette esistenti sopra y. Infatti, anzitutto l'equazjone di y ci dice che la retta 
x, = O ,  x, = O ;  asse di punti uniti per (a b c ) ;  non appartiene a y. Sia s 
questo asse ed r una retta supposta esistente sopra y e passante per P. Allora 
il piano r . s taglia la (a  b c)  secondo una ornologia piana a periodo 3 che 
h a  s per asse e per centro il punto Q dove il piano Y .  s taglia x, = 0 ,  
x, = O. Se Q non esiste sopra Y, poichè Y è diverso da s, ne viene che ap- 
plicando a r la omologia piana suddetta troveremo altre due rette r ' ,  Y" ap- 
partenenti a g, e passanti per P. Esse dunque appartengono al cono oscula- 
tore in P e poichk sono tre rette in un piano segue che il con0 in questione 
si spezza e P è biplanare mcntre osservammo già che deve essere conico 
(n.' 23). Se poi Q esiste sopra r ,  cioè appartiene a y, esso coinciderà neces- 
sariamente con (O O 1 O) ,  O con (O O O I )  e in ta1 caso si verifica direttamente 
sulla equazione di y che r non esiste. Segue adesso che y non pub essere un 
simmetroide, perchè se 10 fosee il cono circoscritto a y da un suo punto doppio 
si spezzerebbe in due coni cubici di cui le 9 g e n e r a t h i  comuni sarebbero le 
rette che uniscono quel punto doppio agli altri 9 i*). Ora ne1 cnso attuale 
queste rette non possono appartenere a y ,  quindi le due cubiche di contatto 
dei due coni suddetti hanno comuni i nove punti doppi rimanenti e quindi 
coincidono in una sola invariante rispetto al G,  cui appartiene ( a b  c). Ma 
in ta1 cas0 essa deve appoggiarsi in due punti diversi all'asse di punti uniti 

(") Cf. p. es. ROHN, Die Fhc7~en  vierter- Ordnung hinsichtlich iherer linotenpzcnkte und 
ilzerer Gestaltung. Math. Annal. 29. 
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di (a b c) che è x, = O, x4 = O (n." 25) e non pub essere più curva di con- 
tatto con (p di un con0 cubico col vertice in P. 

25. Per completare la ricerca delle superficie singolari del nostro fascio 
cerchiamo le intersezioni d i  x, = 0, x, = O con le equazioni che si oitengono 
annullando le derivate prime della F del n.' 23, il che equivale a cercare 
i punti doppi del fascio cbe esistono eventualmente sopra l'asse di punti uniti 
di (cc b c). Otterremo coai le due equazioni ~emplicjssime seguenti : 

* 
Le soluzioni (1 0 O O), (O 1 O 0) con (55 i 38 d3) I j- 41 it 24 1/3= O sono 
gi& date considerate al n." 23. Escludendole, rimangono le due condizioni 

che debbono esser soddisfatte insieme. Annullandone la resultante si trova : 

1 due valori di h che questa equazione indivjdua determinano due su- 
perficie del fascio dotate ciascuna di due punti doppi distinti sopra l'asse di 
punti uniti di (a b c). Per esaminarrie la specie si osservi che la quadrica po- 
lare di un punto (y, y, O O j  generico sopra x, = 0, x, = O rispetto a una su- 
perficie generica del fascio é : 

dove per brevità si è posto: 

La quadrica precedente si compone di  due piani. Essi coincideranno 
quando sia : 
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D'altra parte i punti d'inaontro di x, = 0, x, = 0 con una superficie 
generica del fascio sono dati da 

Ebbene la condizione, in A, perchè le ultime due equazioni coincidano 
è ancora 

2 1 ' - A + 2 = 0 .  

Cib dimostra che i due punti doppi in questione sono uniplanari. Ma il 
G,V, opera transitivamente sopra tutti i sottogruppi di 6.' ordine, quindi cia- 
scuna delle due superficie ora trovate possiede 20 punti uniplanari e quindi 
ne h a  infiniti. D'altra parte né la superficie, né il luogo dei moi punti doppi 
uniplanari possono spezzarsi (n.' 20, 23)) quindi non rimane altra ipotesi am- 
missibile che la superficie sia la sviluppabile osculatrice di  una curva gobha. 
È cos1 stabilita la esistenza delle due cubiche gobbe invarianti del 66, (*). 
Le due soluzioni ora trovate costituiscono le svjluppabili osculatrici delle due 
cubiche suddette. 

26. Dimostriamo adesso che le due sviluppabili precedenti e le due 
superficie con 10 punti doppi ciascuna, trovate al n.' 23, costituiscono tutte 
le possibili superficie singolari del nostro fascio. Percib osserverenio, avanti, 
che le due cubiche gobbe ora trovate sono le sole invarianti rispetto al G,V,. 
Infatti sia C una oubica gobba invariante rispetto a G z .  Essa sarà inva- 
riante anche rispetto a uno qualunque dei sottogruppi G,, e quindi le facce 
del tetraedro degli elementi uniti di tali G, debboiio kgliare, ciascuna, la C 
in un griippo di 3 punti invariante rispetto a G,. Dunque la C passerà per 
due vertici M M '  del tetraedro suddetto : se t e t' sono le tangenti a C in 
M, M' e n, n' i piani osculatori; saranno facce del tetraedro i piani n, n' 
e i piani M. t ', M' . t. 1 punti MM' si corrisponderanno nelle cinque in- 
voluzioiii gobbe che col G5 formano un G, ,  (n.' 14) e quindi la curva C 
sarà necessariamente circoscritta a uiio dei dodecagoni invarianti formati con 
i 24 punti uniti dei sei G, (n.' 15). Ma tali dodecagoni sono due. Dunque 
le cubiche C non possono essere altro che due, cioè quelle già trovate ne1 
numero precedente. Cib premesso ammettiamo che la  superficie Q sia una 
delle superficie singolaïi del fascio. Essa non pub esser degenere (n.' 20). 1 
suoi punti doppi saranno in numero finito O infinito. Ne1 1." cas0 non pos- 

(*) KOHN, UeOer die Ohtaedirlage und die Ikosaëderlnge von zwei cubischen Rnum 
curven. Wien, Ber. 108, 58-68. 
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- 
sono essere pib di 16 e debbono costituire un poligono invariante. Esso 
dunque sarà necessariamente, O uno dei due decagoni del n.' 13, O rino dei 
due dodeoagoni del n.' 15. Se è uno dei decagoni si hanno le soluzioni del 
n.' 23. Se è uno dei dodecagoni si osservi che essi appartengono effettiva- 
mente a tutte le superfici del fascio, ma soltanto le due sviluppabili oscula- 
trici del n." 25 li arnmettono come punti doppi perchè se fossero doppi per 
tutte le superfici del fascio, tutte dovrebbero contenere le due cubiche gobbe 
jnvarianti (incontrandole in 24 punti). Cih non è evidentemente. È dunque 
impossibile che la @ abbia un numero finito di punti doppi nei vertici del- 
l'uno, O dell'altro dei dodecagoni in parola. Ne1 2." cas0 poi in cui la @ pos- 
segga infiniti punti doppi essi debbono costituire una curva non dcgenere 
(n." 23) che non pub essere nè una retta, nè una conica perchè il G,Y, non 
ammette nè una retta, nè una conica invariante. Tale curva sarà dunque una 
cubica e poichè abhiamo già osservato che t d i  cubichc invarianti sono sol- 
tanto due si ricade nélle due sviluppabili già considerate. Possiamo dunque 
enunciare i seguenti teoremi : 

IL G,Y, possiede due e due sole cubiclte gobbe invarianti. Ciascuna è cir- 
coscritta a uno dei due dodecagojzi invarianti costituiti dai 24 punti uniti 
dei sottogruppi d i  5.0 ordine. Sono secanti comuni delle due cubiche i 10 
assi d i  punti uniti dei sottogruppi d i  3.0 ordine ("). 

. II medesimo G,O possiede quattro sole superjicie singolat-i invarianti d i  
4." ordine. Due sono, naturalmente, le sviluppabili osculatrici delle due cu- 
biche gobbe precedenti; le altre due hanno 10 punti doppi conici czUscuna 
nei vertici dei decagoni D e D' e sono quelle yià descritte al fiso 23. 

27. F r a  i cinque grilppi icosaedrici trovati (n.' 0, 9, 10) il C:,V, sarà 
l'unico dotato di gubiche gobbe invarianti ? L a  risposta è affermativa. In- 
fatti, osserviamo che una collineazione a periodo 3 che ammette iina cubica 
gobba invariante non pub essere biassiale perchè una ta1 curva non possiede 
trisecanti. Cib esclude il Géil e il Géy (n.' 9). 

Poi, osserveremo che se un G ,  ammette una cubica gobba invariante 
esso non pub essere iin G: (n.O 1) costituito cioè dalle tre involuzioni gobbt? 
che hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti di uno stesso tetraedro. 
Cib esclude il G:, e G:: (n.' 8). 

(*) STURM, Combien y a-t-il de secantes conimunes d deux cubiclte gauches? Annali 
di Maternatica, serie II, Tomo III. 
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Il GL è l'unico f i a  i cinque g r u p p i  icosaedrici f rova t i  il p a l e  sia do- 
tato d i  cubiche gobbe invctrianti  @on deyeneri) (*). 

28. Viceversa data una cubica gobba come si pub costruire un G,V, 
rispetto al quale essa sia invariante? L a  costruzione pub condursi ne1 modo 
seguente. 

Anzitutto se una cubica gobba è trasformata in se da  uiia involuzione 
gobba si vede subito che gli assi devono appoggiarsi alla cubica. V 'ha  di  
più: sieno A ,  A' i punti di appoggio; t, t '  le relative tangenti; n, x' i piani 
osculatori. Allora i piani ?r e A .  t' sono uniti; coi4 i piani x' e A ' .  t. Segue 
che gli assi della involuzione in parola sono precisamente le rette T .  (A . t'); 
7~' . ( A ' .  t) : se cioè si immagina il tetraedro x ,  nt, A . t', A' . t gli assi sud- 
detti sono quei due spigoli del tetraedro ohe incontrano ciascuno la curva 
in un sol punto. E si pub dire che fissati due punti della curva restano anche 
fissate due rette peï quei punti che possono rigiiardarsi come assi di una in- 
voluzione gobba che trasforma la cubica in se stessa. Allora per costruire un 
G:I rispetto al quale la curva sia invariante basterà prendere su di essa tre 
coppie, di punti, armoniche a due, a due e ripetere per' ciascuna la costru- 
zione precedente. Otterrenio cos1 le tre involuzioni gobhe del Gll cercate. 
Passiamo adesso a costriiire un G::' di cui il precedente Gf è gruppo qun- 
drinomio. Se una collineazione a puiodo 3 trasforma la cubica gobba i n  se 
stessa, abbiamo già osservato che la collineazione deve essere soltanto assiale 
(non biassiale). Adesso si pub aggiungere che l'asse di puriti uniti della col- 
lineazione deve essere una corda della curva, che le tangenti nei punti di  
appoggio debbono incontrare l'asse di piani uniti nei due punti uniti che 
l'asse medesimo contiene, clie finalmente quest'ultimo deve essere la interse- 
zione dei piani osculatori alla curva nei due punti suddetti. Viceversa si vede 
subito che se una collineazione a periodo 3 soddisfa a tali condizioni, In 
curva è mutata in sè stessa. Cib premesso sieno sulla cubica, A A', BB', C C' 
le tre coppie di punti che hanno servit0 a iridividuarne Gil. Esse individuano 
anche sulla curva uri G, di proiettività binarie appartenente a un G,, pure 
di proiettività binarie perchè la curva è razionale. Sia II una delle proietti- 
vità binarie a periodo tre del G,, su,ddetto cd 211, 111' i punti uniti di 12. 
Allora la collineazione spaziale a periodo 3 che ha la retta AI ICI' per asse 

(*) Analogainvnte si vede che il solo Gif, fri.a i griippi tetraedrici, e il GY,, fra gli ot- 
taedrici, ainiuettono cubiclie gobbe invûrinnti. 
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di punti uniti, che ha per asse di piani uniti la intersezione dei piani oscu- 
latori alla curva in M, M' e su questa intersezioiie per punti uniti quelli 
situati sulle tangenti in M, M' è la collineazione che aggiunta al G:' ge- 
nera il Gl,l cercato. 

Pinalinente per trovare il G6, indichiamo con C,, C, due proiettività 
del G,, binario a periodo 2 e 3 rispettivamente e orserviamo che sulla cnrva, 
a causa della sua razionalita, esiste un G,, binario di cui uns proiettività I 
a periodo 2 soddisfa le condizioni I C', I= C i ,  (1 CJS = 1. L a  proiettivith 
binaria I insieme al G, ,  binario individua il G,, hinario sulla curva. Rb- 
bene i punti doppi d i  1 individurtno, a1 modo indicato sopra, una involuzione 
gobba che t r~s fo rma  l a  cubica in se stessa e che col G:il genera il gruppo 
cercato G,V,. 

5 IV. STUDIO DI UN'ALTRA PARTICOLARE SUPERFICIE INVARIANTE. 

29. Oltre le superficie singolari del f a~c io  (trovato al  n." 22) studiate 
ne1 paragrafo precedente, esiste ne1 fascio medesimo un'altra superficie note- 
vole che possiede 60 rette senza essere'rigata e di cui orn vogliamo esporre 
le proprietà p~incipali. 

Riprendiamo percib 1'~quazione del fascio suddetto : 

+ 2 \j3 (xi + 1 x2) (x, x* $ x, x,) + 

Da questa risulta che l a  retta x ,  = O, x, = O, cioè l'asse di piani uniti 
di (a b c )  tocca tutte le superficie del f8scio in ( O  O 1 O), (O O O l ) ,  cioè nei 
due punti uniti di (u  b c )  che esistorio su quell'asse. Siccome G z  opera tran- 
sitiva.mente sopra le sue collineazioni a periodo 3, cos1 ne viene che tutti gli 
assi di piani uniti delle collineazioni in pa roh  toccano tutte le superficie del 
fascio nei due punti uniti che ciascuno contiene. Se dunque si considera 
quella superficie del fascio che passa per un punto di uno d i  tali assi eeterno 
ai due punti di contatto in discorso, ne segue che tale superficje conterrà 
per intero quell'asse e quindi anche i nove rimanenti. 
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La superjîcie cerca ta  è dunque cura ttevizxata dal con t e n e ~ e ,  per in tie2.0, 
i dieci assi  d i  pimi &ti dei sottogvuppi d i  3.0 ordine. Ecco dunque trovato 
ztn pritno gruppo d i  10 rette esistenti per intero sul la superficie e sgheinbe 
a due, a due. (Infatti se due s'incontrassero, il loro piano sarebbe unito per 
il gruppo generato dai due G,  relativi, cioè O per un G::, O per l'inter0 G,V,: 
ma nè G',!, nb GL hanno piani invarianti.) 

L'equazione della superficie si ottiene da quella. del fascio per h = 1 ed 
è la seguente : 

30. Cerchiamo le altre rette della superficie. Percib osserviamo che 
tagliando F col piano x, = p x, la sezione si spezza in x, = 0 e 

L e  condizioni perchè la (1) abbia almeno un punto doppio sono una 
qualunque delle seguenti : 

ùiscutiamo separatamente le (2) dalla (3). 
31. Una qualsiasi delle (2) ci fornisce una seconda specie di rette esi- 

stenti sulla F e che chiameremo rette di seconda specie. Fer  stabilirne l'e- 
sistenza si osservi che ciascuno dei piani x, $- \ / 3  x, = 0, \13 x ,  + x, = O taglia 
la F oltre che nella (x, = 0, x, = O) in un'altra retta e in una conica non 
degenere. Cib accade se ci serviamo dei valori di (E che annullano le prime 
due delle (2). Se ci serviamo della 3." si hanno i due piani x, f i x, = 0 
ognuno dei quali taglia la F oltre che nella (x, = O, x, = O) jn tre rette 
che si incontrano in uno stesso punto di (z, = 0 ,  x, = O), cioè dall'asse d i  
punti uniti di (a  b c) e che sono rappresentate da : 

xi(& i+\ /3)+x:(f  id3-1)=0. 

Sembrerebbe dunque che le rette che provengono da1 soddisfare la 3.a 
delle (2) fossero di specie diversa da quelle che provengono da1 soddisfare 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  tom0 VIiI. 
- 
3 
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le prime due delle (2) medesime. Cib non è. Infatti, si consideri la 
(x, + x, \/3= 0, x, = O) proveniente da1 valore di p che soddisfa l a  prima (2). 
Essa è uiiita per la (a b c). liivece per effetto della (c  e d )  seguente : 

si osservi che la stessa retta (x, + x , \ / 3 =  0, x, = O) da luogo al ciclo delle 
tre rette 

le quali si appoggiano tutte e tre alla ret ta:  

che k asse di piani uniti per la (ce  a?) e passano pes il punto (\/% - 1, \/2, 0) 
che è situato sull'asse di punti uniti della (ce d) medesima. Si vede anche 
che la quadiica polare di (dg, - 1, @, 00) si compone dei due piani: 

dei quali il primo è piano tangente a F in ( d 3 ,  - 1, d2, O) e contiene le 
tre rette (4). Cib prova l'affermazione fatta. 

Le rette che si trovano considerando le soluzioni (2) saranno chiamate 
le rette di 2.a specie della siip~rficie P. Quante sono esse? P e r  rispondere 
a tale domarida osserviamo che le considerazioni precedenti fatte per la 

(x, + x, \13= 0, x, = O) ,  unita per (a  b c ) ,  possono ripetersi per la (a c b )  . 
( C  e d )  a O c) = ( a  e d ) ,  e per !a ( a  c b )  (a e d )  ( a  b  c )  = (b  e d), nelle quali tra- 
sformaziorii la  retta in questierie rimane inalterata. Dunque le rette d i  

1 0 .  6 

3 
- 20. Abbiamo quindi il seguente teorema : 2.a specie sono - - 

La superjîcie F possiede altre 20 ?.ette. Esse s'incontrano a tre, a Ire 
in 20 punti d i  F ed esistono a tre, a tre in  20 piani tangetzti a E' in guisa 
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che quelle clle passano per  u n  punto esistono anche i n  u n  piano e viceversa. 
Si ha cosi un nuovo icosagono invariunte ,  9.ispetto al G,V,, d i  cui  i ver t ic i  
sono analoglzi a i  no t i  p n t i  d i  ECKARDT sul le  supe$%e cubiche part icolar i  
che portano u n  ta l  nome. Per  ogn i  vertice passuno dre re t te  d i  2." specie; 
sopra o g n i  w t t a  d i  2." specie esistono t re  v e ~ t i c i  dell'icosagono suddetto. La 
sezione del  piano tangente in u n o  d i  t a l i  vertici  si compone delle t re  y-ette 
d i  2.a specie che v i  passano e dell'asse d i  p i a n i  u n i t i  della collineazione CI 

periodo 3 che perlnutu quelle t re  rette. 
k quertto il secondo gruppo di rette esistenti per intiero sulla F. 
Tanto sulle 10 rette di 1." specie, quanto su quelle di 2." il G,V, agisce 

transitivamente. 
32 Finalmente, l'equazione (3) del n." 30 ci fornisce l a  3." specie di 

rette sopra II'. Sin la (3) soddisfatta. Ognuna delle sue radici individua un 
piano passante per x, = 0, x, = O il quale taglia l a  superficie F ulteriormente 
in un trilatero. E poichè le radioi suddette sono tutte distinte esistono 4 di 
questi piani per ln retta in discorso e si hanno 12 nuove rette di F appog- 
giate n x, = O ,  x, = O. Ma anzitutto occorre dimostrare che le rette ora tro- 
vate sono nuove soluz ioni  effettivamente. Infatti : nessuna di esse pub esser 
retta di prima specie poichè appoggiandosi già a una retta di 1." specie (ne1 
caso precedente alla x, = 0, z, = O) avremmo due rette di  1." specie con un 
punto e un piano comune il che è impossibile (n.' 29). Yrendiamo poi a 
considerare una retta di 2." specie e dimostriamo che essa non pub figurarc 
fra le rette trovnte dianzi. Siccome il G,V, opera transitivamente sulle rette 
di 2." specie basterà considerare una qualunque di  esse: ad es. quella del 
numero precedente. Essa incontra gli assi di  piani uniti di ( c  e d ) ,  (a  e d) ,  
(b e d )  ed è unita per (a b c). Con cinscuno degli assi suddetti di ( c  e d ) ,  
( a  e d), ( b  e cl) individua un piano che taglia E' secondo 4 rette di cui 3 pas- 
sano per un punto, con l'asse di piani uniti di (a b c )  individua un piano 
secante la F secondo due rette e una conica non degenere. Cioè con nes- 
suno dei 4 suddetti assi dà luogo a un piano che tagli F ulteriormente se- 
condo un ver0 e proprio trilatero. Se dunque diinostreremo che la retta d i  
2." specie, sopra nominata, non incontra assi di piani uniti di altre collines- 
zioni a yeriodo 3, sarà dimostrnto rhe niuna retta di 2." specie figura fra 
le nuove soluzioni trovate al principio di questo numero. Percib osserviamo 
che se l a  retta r snddetta si appoggiasse all'asse di piani uniti di (O c d )  si 
appoggerebbe anche a quel10 di (a d c )  e di ( a b  d )  che sono le trasformate 
di (b  c d i  mediante il G,  = ( a  b c ) ,  poichè giova ricordare che la Y è unita 
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per un tale G,. Dunque la r appoggiandosi agli assi dei piani uniti di 
(a b c), (6 cd),  (a d c), (a b d) è necessariamerite una delle rette invarianti di 
G',:!e (n.' 3 e 4). Analoga considerazione esclude che la r possa incontrare 
l'asse di piani uniti di ( b  ce), O di (a  e c), O di (a b e). Dunque le rette di F 
forniteci dalla (3) del n." 30 sono sicuramente nuove soluzioni. 

33. Quante sono queste nuove soluzioni fra tutte? Per rispondere a 
tale domanda osserviamo anzitutto che qualunque sia il numero di queste 
rette di F, che chiameremo di 3.a specie, il G,V, opererà transitivamente su 
di esse. Ne segue che il loro numero sarà un divisore di 60. Ma non pub 
essere 60 altrimenti il numero totale delle sette di F sarebbe $4 cioè supe- 
riore a 64, limite massimo delle rette clie una superficie del 4." ordine pub 
contenere senza essere rigata (*). E d'altra parte è certo che F non è rigata 
perchè sarebbe anche singolare e le superficie singolari del fascio furono già 
considerate, nè fra esse figura la F ( 5  III). Deve dunque essere questo nu- 
mero un divisore di 60 inferiore a 60. Ma non pub essere né uno, né due, 
nè tre, né quattro perchè non esistono sistemi invarianti costituiti da un ta1 
numero di rette. Non pub esser cinque, perchè niuna delle rette invarianti, 
rispetto a un G,, appartiene a F. Non pub esser sei, perchè ciascuna dovrebbe 
essere invariante rispetto a un G,, e niun G,, possiede di tali rette. Non 
pub esser 10, perchè le sole rette invarianti che un G, possiede sono gli assi 
del G, che il G,  contiene. Non pub esser 12, perchè un G, non possiede 
rette invarianti. Xon pub esser 15 perchè ciascuna sarebbe invariante ~ispett~o 
a un G,. Ora è facile verificare direttamente che nessuna delle rette inva- 
rianti rispetto a un G, (le quali costituiecono una serie rigata) appartiene 
a F. E in ultimo non pub esser 20, perchè essendo ciascuna unita per un G, 
O sarebbe un asse di G,, O una retta di 2." specie. Non rimane diinque altra 
ipotesi che il numero cercato sia 30 e ciascuna sia quindi unita per una sola 
involuzione gobba. Ne segue che ciascuna di queste rette di 3." specie si 
appoggia agli assi di una involuzione gobba e agli assi di piani uniti di 4 0,.  
Dunque: Esistono sulla superficie F, oltre quelle ,qih trouate, ultre 30 rette 
2e quali a tre, a tre e insieme n unu retta di  la specie compongono 40 qua- 
driluteri piani giacenti per intiero szcllu superficie e ciascuno con i vertici 
twtti distinti. 

(*) SCHUR, Ueber eine besondere Classe von FlCic7zen vierter Ordnuny. Math. Annal., 
1'. 20. 
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La superficie non possiede zlltre rette. Perché non potrebbe possederne 
più di 4 per il già citato teorema di SCHUR e queste 4 dovrebbero costituire 
un  sistemn invariante. 

La superficie F possiede i l z  tutto 6 0  rette divise i n  tre  sistemi, inva-  
viatzti ciascuno, costiticiti d i  1 0 ,  di 2 0 ,  d i  3 0  rette sopra ognum dei quali  
i l  G,V, opera trnnsitivamente. 
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Sugli spazii che ammettono 
un gruppo continuo di movimenti .  

(Di GUIDO FUBINI, a Pisn.) 

MEMORTA 1. 

Questo lavoro e un altro che mi riservo di pubblicare fia breve trat- 
tano della teoria generale degli spazii che ammettono un gruppo continuo di 
movimenti, delle proprietà di questi gruppi, dei loro sottogruppi finiti discon- 
tinui, e della determinazione degli ~paz i i  a quattro dimensioni che ammettono 
un tale gruppo di moviinenti. 1 metodi di cui il prof. BIANCHI si servi (*) per 
determinare tutti gli spazii a tre dimensioni con un gruppo continuo di mo- 
vimenti non illuminano abbastama su1 problema generale : uno dei risultati 
del presente lavoro è appunto quello di dare un metodo generale per risol- 
vere con sole quadrature il problema, e che, applicato al caso particolare di 
spazii a tre dimensioni, permetterebbe di trovare rapidamente i risultati del 
prof. BIANCHI. Ma nè il nletodo generale, nè il metodo del prof. BIANCHI 
generalizzato possono poi condurre seiiza una interminabile serie di calcoli 
all'effettiva determinazione di tali spazii quando il numero delle loro dimen- 
sinni è maggiore di t r e :  la Memoria seguente svolgerà per il caso di quattro 
dimensioni un metodo assai più rapido, e comodo. 

Lo  studio infine dei sottogruppi finiti disoontinui di movimenti ammessi 
da tali spazii cmdurrà, fra l'altro, a notevoli rappresentazioni degli spazii 
dei tipi (VIII) e (IX) del prof. BIANCHI sulla sfera e sulla pseudosfera. 

(*) Memorie della Società Italiana delle Scienze, 1897: Sugli spaaii a tre climensioni, 
che ammettono, ecc. Questa Memoria sarà  in seguito indicata con ( A ) .  Avverto pure che 
la classica Theorie der Transformntlonsgruppen del LIE-ENGEL s a r i  indicata ia seguito 
soltanto col nome di LIE. 
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40 F u  b i n i :  Szdgli spaxii che a~nrnetto~~o 

Un altro risultato del presente lavoro che spero possa presentare qual- 
che interesse, è di dare le condizioni necessarie e sufficienti affinchè un gruppo 

- si possa considerare come gruppo di movimenti: condizioni, da cui si pub 
trarre qualche proprietà degna di nota per taluni di tali gruppi. 

Mi sia permesso ilifine di ringraziare qui vivamente l'illustre prof. LEVI- 
CIVITA, che acconsenti a leggere questo lavoro, prima che fosse pubblicato. 

$ 1. Noi vogliamo trovare anzitutto dei teoremi generali relativi alla 
ricerca degli spazii che aniniettono un gruppo continuo di movimenti: prin- 
cipio della nostra ricerca sarà di distingiiere il problema in due parti: la 
prima relativa alla ricerca dei gruppi, che si possono considerare come gruppi 
di movimenti di uno spazio, la seconda relativa alla determinazione di uno 
spazio, di cui sia noto il gruppo corrispondente. 

I l  teorema fondamentale della prima parte delle nostre ricerche B il se- 
guente : 

Se un g~uppo G ,  trasformu in sè zdno spazio Sn, e se le varietà rni- 
nime invarianti sono delle Vn-k, ognuna d i  peste y,-k è pure trasformata 
in sè da un g~uppo proprio ad rjz paranzetri, e i l  gruppo G, si pub, con ulz 
opportun0 cungz'amento d i  va~iabili, ridzdur~e a un gruppo transitive su n - k 
cariabdi (*). 

Per dimostrare il nostro teorema, prendiamo una varietà VAL1 composta di 
V n - k  invarianti, tale cioè che per ogni punto di Vk-, passi almeno una Vn-k 
invariante contenuta nella VnLl e scegliamo come coordinata (n - k + l)esima di 
un punto A di S, la distanza geodetica y,.-k+, da1 punto stesso alla V$,  in 
discorso. Le yn-h+, =  COS^. sono delle varietà Y,-, geodeticamente parallele 
alla V:L1 e quindi sono come la V:Ll invarianti, ossia composte J i  varietà 
rriinime invariaiiti. Immagiiiiamo ora nella V::>, scelta una VnL, composta pure 
di Vn.-k invarianti e consideriam0 la varietà VEL, generata dalle geodetiche del10 
spazio ambiente normali a Vn-, nei punti di V z i , .  Le ti.~sfcrmazioiii di G, 
inutando la V:L, e la VRL2 in sè stesse, e le geodetiche normali a VI:L, pure 

(*) Coine seppi, dopo clie questo lavoro e r a  g i i  terininato, in una hlemoria, che io 
non conoscevo, del BISCONCINI, inserita ne1 iVLlovo Cimeuto (Aprile 1801) : S u  una classifi- 
rnzione dei probleini dinnmici, questo teorema era g i i  stato enunciato: pero l a  dimostra- 
zione del BISCONCIYI in r e a l t i  vorrobbe invece provare che « ogni gruppo continuo con p 

trasformazioni infinitesime indipendenti s i  pub r idurre  a un gruppo su p v a r i a b i l i ~  ed è 
percib completamente sbagliata (cfr. Lm; vol. 1, ,§ log), percliè questa proposizione non è 
vera in generale. L e  mie co:isiierazioni r ~ n d o n o  rigorosi gli a l t r i  i ~ e i  risultati del Br- 
SCONCINI. 
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un gruppo contirtu0 d i  rnouimenti. 4 1 

in geodetiche normali a V E l ,  è ben certo che la Pi:'_, è una varietà in- 
variante, ossia che una lTn-k invariante che passa per un silo punto giace 
tutta in essa. L a  dovrà quindi tagliare ogni varieth Yn-k-c i  = C O &  pure 
in varietà irivaïianti. Posto questo, osserviamo che per determinare la  posi- 
ziorie di un punto di Sn, basterà conoscerne la proiezione geodetica A(') su 
V::!, e la coordinata yn-k+, . 

E noi siamo cos1 ricondotti per determinare un sistema di cooidinate in 
S,? a cercare uri sistema di coordinate per la  Vi:' , , la quale varietà è, come 
IO spazio ambiente, trasformata in sè da1 gruppo G,. E noi percib opere- 
remo sulla VgL, , come abhiamo operato in Sn. Noi determineremo cioè la 
posizione di un punto A(') di Vji' ne1 seguente modo: Prenderemo una va- 
rietà Vn!,  , tutta contenuta in VC-, e composta di varietà minime invarianti 
e jndividueremo un punto A(') di dando la sua distanza geodetica 
Yn--k+2 dalla V::i2 (cioè la distanza misurata sulla geodetica di Vj,"_, tirata 
da1 punto in discorso normalmente alla VEL,) e la posizione della sua pro- 
iezione Ac2) sulla V!:!, stessn. E come coordinata (n - k + 2)""'"" di un 
punto qualunque A di S, prenderemo appunto la y,-k+, testè definita, rela- 
tiva alla sua proiezione A(') sulla V:!, . Ora, per un ragionaniento già usato, 
è ben chiaro che le yn-k+2 =+cost. sono nella V;jL1 varietà irivarianti, perchè 
g e ~ d e t i ~ a m e n t e  parallele alla V:,'L, entro V:,'), ; e per quanto abbiamo no- 
tato saranno pure invarianti quelle varietà di Sn generate dalle geodetiche 
di Sn normali a TnLl nei punti di una di queste varietà y ~ - k + ~  =  COS^., ossia 
anche in tutto 10 spazio ambiente Sn le yn-k+e =  COS^. sono varietà (a n - 1 
dimensioni) invarianti. 

Ci siamo dunque ridotti a determinare la posizione di un punto A(z) di 
V:)-, . E anche qui, procedendo con 10 stesso metodo, prenderemo una T;:L3, 
contenuta nella e invariante; e definiremo la posizione di un punto 
A(2) di lTCIT:fLz dandone la distanza geodetica y,++, (cioé misurata lungo una 
geodetica d i  VnLz normale alla VI:!,) dalla Vt-3 stessa e la posizione della sua 
proiezione A(3) sulla V::L3 , E definiremo poi come coordinata (n  - Ii + 3)esima 
di un punto qualunque A di S, la yn-k+3,  testè definita, relativa alla pro- 
iezione A@) SU della proiezione A(') del punto A sulla VCIT:fi,. Per  una 
osservazione già usata, le y n - k t 3  = CO& (che nella VC/I::& sono varietà inva- 
rianti, perché geodeticamente parallele alla V:L3) sono varietà pure inva- 
rianti in V::'-, e quindi anche nello spazio ambiente Sn .  

Cosi si prosegue fino ad arrivare a una P!:),+, invariante, in cui la 
posizione di un suo punto qualunque A(k-4)  si definisce dandone la distanza 
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42 F H  b i n  i: Sugli spaxiz' che a?nnzettono 

geodetica y, da una V:iLk invariante della V:Lktl e la posizione della sua 
proiezione Ack) su118 stessa. E si definisce come coordinata nesima di un 
punto A di Sn la y , ,  testé definita, relativa a quel punto Ack-') di VnLk+l, 
a cui si perviene mediante le successive proiezioni considerate. Nella V:ik 
si assume poi un sistema qualsiasi di coordinate y , ,  y,,. .. y,-k ; e per le 
prime n - k coordinate di un punto A di Sn si scelgono appunto le y, . . . y,-k 
relative al corrispondente punto A(" di V',"_,; a cui si arriva mediante suc- 
cessive proiezioni. 

L e  osservazioni da noi fatte ci dicono senz'altro che le 

sono in Sn varietà invarianti, e che quindi le 

sono precisamente le varietà minime invarianti. 
Quale aspetto assume ora il nostro gruppo con questo sistema di varia* 

bili ? Intanto, siccome le y,-k,; = cost. sono, come si disse, varietà inva- 
rianti è certo che il nostro gruppo non trasforma le y,-k ,, , y,  - k , ,  , . . . y, 
ossia che se le trasformazioni di G, sono date dalle : 

(dove le f, conterranno parametri arbitrarii, sûrà certamente : 

fn-k,.i = y n - k + i  (i = 1 ,  2, . . . k). 
Ma noi diciamo di pih che le f, . . . fn-k non contengono y ,  -khi.. . y, 

e dipendono cioè soltanto (oltre che dai parainetri del gruppo) dalle variabili 
y,. . y , -k .  

In  alhre parole: noi dimostreremo che le prime u n - k a coordinate , 

y', . . . y',.-k di  quel punto A , ,  dove un punto A di cootdinate y , .  . . y n +  
. . . y, è condotto da  una trasformazione I' qualsiasi di G, non di- 

penclono dai valori di y,-k+, . . . y , ,  ossia che I' conduce il punto che ha 
per prime coordinate proprio y , .  . . y,+, e che ha  tutte le altre coordinate 
uguali a zero, ne1 punto, le cui prime coordinate sono y',  . . . y',-k e di cui 
tutte le altre coordinate sono nulle. 

O in altre parole io dirnostrerb che se A($)  è la proiezione di un piinto A 
di 8% sulla V:','_, , A(2) la proiezione di A(')  sulla . . .; A(k)  quella di 

(ii) Dove indicliiarmo con y'* i valori t rasformat i  delle yt, 
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un. gruppo continu0 d i  movimenti. 

A@--i) sulla Vn!k ,  e se una trasformazione r di G ,  conduce i punti A ed 
A(k) rispettivamente in B e in B', il punto B' coincide con quel punto B(k) 
di V::!k che si dedurrebbe da B con le accerinate successive proiezioni. E 
infatti, essendo V:L1 invariante, la geodetica per A normale a T7ELl sarà 
portata nella geodetica per B normale a 'CTStLl e quindi anche A(') sarà 
portato nella proiezione B(,) di B su B;:ii ; COSI A(2 )  sarà portato nella 
proiezione B(Z) di B(') su V::i2 ecc.; e CO& continuando arriveremo alla di- 
niostrazione dell'asserto, cioè che r conduce A(k) in B ( k )  e che quindi i punti 
B', B(" coincidoiio. 

5 2. Posto questo, noi ora procederemo a dare alcune proprietà d i  
un gruppo, che sono condizioni necessarie e sufficienti, affinchè esso si possa 
considerare come un gruppo di  rnovimenti. E comincieremo anzitutto dalla 
considerazione dei gruppi a trasformazioni infinitesime linearmente indipen- 
dent;; e rammenteremo che il Prof. BIANCHI dimostrb (e più sotto io ne darb 
una dimostrazione intuitiva., che ne spiega 1' intima ragione di essere) clie 
ogni gruppo G, transitivo su n variabili è ammesso da qualche spazio a t z  

dimensioni; noi dimostreremo anzi che cib è vero per qualsiasi gruppo a n 
variabili con trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti. Noi per 
oral a proposito di questi gruppi, non possiamo che dare il teorema seguente: 

Condixione necessaria e suficiente aflnclzè un gruppo G, a trasforma- 
xioni inJinitesime linearmente indipendenti su 1 6  + m variabili si possa con- 
siderare come gruppo d i  movinzenti d i  uno spazio ad n + m ditnensioni è che 
il gruppo sia simile a un grzcppo semnplicen~etzte transitivo su m lettere; cib 
che si pu6 anche esprivzere dicendo che G ,  deve essere un sottogruppo d i  un 
gruppo semplice~nente transitivo con tz + vn lettere ed n + m parametri (*). 

L a  c.ondizione è evidentemente necessaria; infatti il gruppo G, h a  comc: 
varietà minime invarianti delle V.: e, se Sn+,,, è uno spazio che amrnette 
G,, si vede tosto prendendo in esso quel sistema di coordinate, che fu defi- 
nit0 al paragrafo precedente che il gruppo G ,  sarà trasformato in un gruppo 
simile che opera transitivamente su m lettere. Che questa condizione sia anche 
sufficiente, si dimostra facilinente cosi: Se  G, è simile a un gruppo che opera 
transitivamente su m variabili y ,  y , .  . . y,, si introducano come coordinate 
appunto le y, y,.  . . y, insieme ad altre lz funzioni qualsiasi delle coordinate 
iniziali .'. . y,+, tali che y , .  . y, y,+, . . . y,+, siano indipendenti t ra 

(*) Ricordiamo pero esplicitamente (a scanso di ogni equivoco) che, come faremo ve- 
dere più tar.ii, queste condizioni sono sempre soddisfatte da un tale gruppo. 
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4 4 Fu b i n i :  Sugii spazii che ammettono 

loro. Le trasformazioni infinitesime di Gm insieme alle trasformazioni 
a 

- , . . a  
a 

2 - genereranno un gruppo r,+, , semplicemente transitivo, a y,+, a ynz+tz 

e di cui G, è un sottogruppo. Per  il citato teorema del prof. BIANCHI rmt,  
è ammesso da qualche Sm+, , che amrnetterà percib anche G,. 

Nella seconda parte di questa dimostrazione ahbiamo visto incidental- 
mente che se un G, è simile a un gruppo transitivo su m lettere, esso è 
anche sottogruppo di un r,+, transitivo in Sm+, . Viceversa se G, è sotto- 
gruppo di un r,+, transitivo in Sm+,, esso sarà certo un gruppo di  mvvimento 
di ciascuno degli spazii, che ammettono Fm+, e quindi, per quanto abbiamo 
dimostrato, sarh simile a un gruppo semplicemente transitivo su nz lettere. 

Noi più tardi dimostreremo che ogni gruppo n trasformazioni infinite- 
sime linearmente indipendenti pub essere considerato corne gruppo di movi- 
menti : il presente teorema ci darà percib alcune interessaiiti proprietà ge- 
nernli di gruppj siffatti; cib che permette di ngevolarne di molto la ricerca. 

$ 3. Abbiamo cosi studiato i gruppi a trasformazioni infinitesime li- 
nearmente indipendenti, che possono essere considerati (tutti) corne gruppi di 
movimenti e ahbiamo visto che in fin dei conti essi si riducono tutti ai gruppi 
transitivi, in cui il numero dei parametri eguaglia quel10 delle variabili. Ora 
ci proporremo la questione di riconoscere quando un gruppo a trasformazioni 
infinitesime linearmente dipendenti pub essere considerato conie gruppo di 
movimenti. Noi ora daremo una prima risoluzione di questo problema, av-c 
vertendo perb che noi vi ritorneremo più oltre, con altri metodi, e ottenendo 
una risoluzione più elegante ed intuitiva. 

Anzitutto osserveremo ohe per il teorerna fondamentale del 3 1, se il 
nostro gruppo è un gruppo G,+, a u n + m n parametri con sole n trasfor- 
mazioni infinitesime linearmente indipendenti, esso (avendo delle V, per va- 
rietà minime invarianti) sarà certo simile a un gruppo transitivo su n varia- 
bili, e si potrh oonsiderare come gruppo di movimenti di una variet? ad n 
dirnensioni. Noi supporremo senz'altro che jl gruppo sia già stato ridotto 
sotto questa forma, che diremo forma nownale del gruppo, con un opportun0 
cangiamento di variabili. Siano dunque 

le trasformazioni infinitesime del nostro gruppo Ga+, e sia 
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un gruppo continuo d i  movimenti. 45 

l'elemento lineare di uno spazio S, che ammetta Ga+,  . L e  formule di 
LING danno che 

E noi le scriveremo, ponendo 

sotto la  forma 

v ["' a aik 
r + a ,  = 0, ossia X1 (aik) + a:; = 0.  ,. a 

Il prof. BIANCHI osservb che in  virtù delle (1)' si h a  che 

X ~ [ X t ( a i k )  + a $ ]  -Xt [Xr(aik) -j-a:A-] ( 1 ,  t = 1 ,  2 ,  ..., n $ - m )  

è identicamente nullo: cib che del resto è intuitive perchè se un Sn amnîette 
due trasformazioni infinitesime X E ,  & esso deve ammettere anche la (Xz,  X t l  
P e r  ipotesi rn delle trasformazioni infinitesime del gruppo sono combinazione 
lineare delle altre n, le quali sono poi linearmente indipendenti. Noi aninlet- 
tererno che qiisste ultime sieno le X,, X,,  ..., Xn e porremo, indicando con 
yli) delle funziorii di x , ,  x,, .. . r,  

1L 

Xn+i=zt j i 'Xl  ( i r I 7  2 , . . , m ) .  
2=1 

E il sistema delle equazioni di K I L L I N ~  sa& d a  noi scritto nella forma 

Xl (a ik)  + a!$ = O ( Z =  1, 2 , . . .  n )  (3 
16 I l  

iu,,, (aik) - z X I  (aik) + a"" - 2 a:; = O ( t  = 1, 2 , .  .. m).  (4 
I=1 2=1 

Cib è chiaramente leoito perchè se alla (4) aggiungiaino 
11 

3 y?' [Xi (ai!) + a!$] 
I = l  

somma evideiitemente nulla in causa delle (3), otteniamo appunto l'equazione 
di KILLING relativa a X,+t ed a üik, come è scritta nella (1)'. E ora poichè 
è identicamente 
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4 6 Fu b i n i :  Suglz' spazii che ammettono 

ossia 

Il nostro sistema di equazioni rest 

(2 ,  à, k, r = l ,  2 ,... n)  
( t  = 1, 2 ,  ... m). 

cos1 mutato ne1 sistema di equazioni 
format0 dalle (3) e dalle (4)"'. Ora dalle (3), essendo il determinante delle 
5: (r, 1 = 1 ,  2 ,.. . n )  difyerente da zero si possono trarre le derivate delle 
aik in funzione delle aik stesse; e, per l'osservazione testé citata del pro- 
fessore BIANCHI si vede che affinchè il sistema delle (3), (4)"' sia integrabile 
basta clie 

1.' Le  (4)'" considerate corne equazioni lineari algebriche per le aik 

ammettono in un punto almeno una soluzione (che ci darà i valori iniziali 
delle aik). Si dovrà poi solo esaminare (volendoci restringare a spazii renli) 
se le solite disuguaglianze sono soddisfatte. 

2.' 1 primi membri delle (4)"' derivate rispetto a x , ,  z,, ... z, suc- 
cessivamente dieno per le (3) e le (4)"' stesse risultati identicamente nulli. 
Questa seconda condizione equivale anche (essendo il deteiminante delle Er' 
diverso da zero) all'altra condizione che applicando ai primi membri delle (4)"' 
le X i . .  .*X, si ottenga in virtù delle (3) e delle (4)'" stesse un risultato iden- 
ticamente nullo. 

Noi ora vogliamo far vedere che questa seconda condizione è sempre 
soddisfatta. 

Infatti per l'osservazione del prof. BIANCHI è sen~pre per le (3) e le (4)"' 
identicamente : 

[ t = 1 ,  2 ,... m] [il k, 1 = 1 ,  2 ,... n] 
ossia 
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Si ha pure identicamente : 

Xl [X, ( ~ i k ) ]  - Xr [Xl ( (~ ik) ]  + Xl [al%] - X, [a:;] = O 

( 1 ,  r ,  i, k = l ,  2 ,..., n) 
ossia 

y:' Xl [ X ,  (a ik) ]  - y: X ,  [Xl ( a i k ) ]  + y:' Xz (a") - y:) X, (a:$) = O 

ossia : 

Xz [y? X:. (aik)] - Xz ( y ? )  X, ( a i k )  - y:!' Xr [Xz (a ik ) ]  + 
+ Xz [@ u;;] - Xl [#] a$ - $2 X ,  (a::) = 0. 

E, poiché per le (3) , 
Xr (aik) + a2 = O 

sarà pure identicamente (in virtù delle (3) e delle (4)"')  

e quindi anche identicamente : 

Sottraendo dalla (5) la (6) troviamo l'identità: 

E poichè è identicamente: 

troveremo senz'altro identicamente : 

che è appunto quarito si voleva dimostrare. (Si ricordi che i primi meinbri 
delle (4)' e delle (4)"' sono identici.) 

Prima ora di venire a parlare della 1." condizione vogliamo fare un'os- 
servazione generale. 
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Se  u n  g r u ~ ~ p o  I' qualsiasi s i  pu6 considerare come gruppo d i  movinzenti 
d i  uno spazio a n dirnensioni, esso pub essere anche considet.ato come gruppo 
d i  movimenti d i  uno qzcalche spazio a un nzunero n + t d i  dinzensioni (t  in- 
tero qualsiasi). 

Supposto infatti il gruppo ridotto a forma normale in n O irieno varia- 
bili, e se 

d s ' = v a i k d ~ ~ d ~ ~  (i, k = l ,  2,  ... ?z) 5 
è l'elemento di uno spazio a n dimensioni che ammette il nostro gruppo, al- 
lora, come tosto si verifica 

d s P =  ~ a . i , d x i d x k $ - ~ a l , , d ~ ~ d ~ m  5 d m  

(i, k = 1 ,  2 ,... n )  (1,  m = n + l ,  ... n + t )  

dove le al, non dipendono dalle x,,  Xa ,.. . 2% è l'elemento lineare di uno 
spazio a n + t dimensioni che ammette il nostro gruppo. 

Dunqiie : 
df f inchè  u n  daIo gruppo, già ridotto a forma n o m a l e  in  n variabili, 

possa essere amtnesso colne y r t~ppo  d i  movimenti du  urzo spazio (che nntu- 
raimente non potrà avere nzeno d i  n dimensioni) è condizione necessal-ia e 
suficiente che le (4)"' considerate corne equazioni linelcri algebriche nelle a;k 

sieno i n  u n  pîcnto risolubili rispetto aile a i k .  Dunpue qzcesta condixione s i  
esprirne sernplicemente con 1'annullaî.si d i  una matrice. 

Ora osserviamo il primo membro delle (4)'" e vediamo tosto che il ter- 
a mine a;, El!' - è un  termine del determinante che si ottiene moltiplicando e a X k  

con le  note regole, in modo opportuno il determinante delle aik per il deter- 
minante delle S I '  e per l'lacobiano delle p(l). Quindi abbiamo : 

Condizione necessaria e suficiente afincliè i l  nostro gruppo già ridotto 
n forma normale possa essere considerato corne gruppo d i  ~novitnenti è che 
s i  possa trouare u n  determinante non nul10 sirnrnetrico 1 aik 1, i l  prodotto clel 
quule pet. i l  determinante 1 5: 1 ( Y ,  1 = 1 , 2 , .  . . n )  e per 2'Iacobiano delle 
y,! (r  = 1 , 2 ,. .. n) oitenuto i n  modo opportuno con le note regole sia, ahneno 
in u n  punto, semisimrnetrico. E cib per ciascun valore pa?.ticolare d i  t. 

Se ora n è dispari, il determinante semisimmetrico cosi ottenuto è nullo; 

e poichè 1 a h  1 =I= O 1 t,! 1 =/= 0, sarà a (y:) ?y. . . yn.) 
= O ossia le rp,t . . . y: a (xi  o. . . xn) 

non sono funzioni indipendenti. 
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un gruppo continuo di naouimenti. 49 

Quindi in  particolare : 
Se un Sn ammette un G,,+, transitive, esiste certamente nel caso ch? n 

sia disyari, p a l c h  trasfdrrmazione injnitesima per~rr tubi ie  con GR+, . 
5 4. Sia ora dato un gruppo, già ridotto sotto forma normale, cioè 

con tante trasformazioni infinitesinie linearmente indipendenti quante sono le 
variabili su cui opera il gruppo. Noi vogliamo esaminare come si semplifi- 
Cano in questo caso le equazioni di KILLINQ.. Siano 

le trasformazioni infinitesime del gruppo e sia 

l'elemento lineare di uno spazio a u n + t n dimensioni che ammetta il no- 
stro gruppo. 

Se noi scriviamo le equazioni di KILLING noi riconosciamo facilmente: 
1." Per  le a;k ( i ,  k = 1, 2 , .  . . n)  queste equazioni assumono proprio 

IR stessa forma, corne se noi volessirno cercare gli spazii ad n dimensioni 
ammessi da1 gruppo. 

2." P e r  le a i k  (i, k = n + 1, n + 2 , .  .. , n + t )  le equazioni di KIL- 
L I N ~  diventano semplicemente : 

E poichè delle XZ proprio ta sono linearmente 
plicemente : 

a aia -- -0 (Y= 1, 2 7 . . . ,  a Z r  

indipendenti, si lia sem- 

4 

e le equazioni di KILLINQ dicon0 soltanto che le a i k  in discorso sono funzioni 
soltanto di x,-+I ,..., x,+~. 

3." Per  le aik (i 5 n ,  k > n)  le equazioni di KILLINGI diventano: 

che è un sistema di equazioni che non contiene nessuna aik  del primo O del 
secondo tipo. Anzi questo sistema di equazioni si scinde per ciascuii valore 
di k in t sistemi di equazioni distinti, l'un0 relativo alle ai,,+, , i l  secondo 
alle aijn+n , eCC. (i  = 1 , 2 7.. . , n). 

dnnali di ~Uatematica, Serie III, tomo VIII. 7 
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5 0 Fu b i n  i : flugli spaziz' chs ammettono 

L e  equazioni relative alle uik (i, Ic 5 n)  si semplificano, ossia si possono 
ridurre a un numero minore di incognile mediante lé equazioni lineari (4)"', 
mentre nello stesso tempo per ciascuna delle aik da determinarsi si ottengono 
soltanto n equazioni. Queste osservazioni riescono utili specialmente per il 
calcolo effettivo degli elementi lineari da determinarsi. 

8 5. Ora noi vogliamo dimostrare, servendoci dei risultati finora ot- 
tenuti, il seguente teorema fondamentale : 

Con la sola risoluxione d i  equaxioni ulgebriche si possono determinare 
tutti i gruppi, che si possono considerare corne gruppi di  movimenti, tro- 
vccndo le loro trasformazioni infinitesime; con sole quadrature si possono 
determinare le tvasformazioni finite di tali gruppi, e gli elementi Iineari 
deg1.i spuxii loro corrispondenti. 

L a  dimostrazione di questo teorema è semplicissima: basta a tale scopo 
la semplice osservazione che ogni gruppo continuo, che si possa considerare 
come gruppo di movimenti, si pub, con un cangiamento di variabili ridurre 
sotto forma normale, cioè si pub far si che possegga tante trasformazioni in- 
finitesime linearmente itidipendenti quante sono le variabili su cui opera ef- 
fettivamente: in altre parole si pub ridurre n. essere transitivo sulle va.riabili 
che esso effettivamente trasforma. Osa noi sappiamo che con l a  risoluzione 
di sole equazioni algebriche si possono trovare tutte le possibili composizioni 
realmente distinte dei gruppi a un numero qualsiasi di parametri. Di più 
(LIE, Kap. 27, 29) con la sola risoluzione di equazioni algebriche si possono 
trovare tutti i gruppi continui transitivi, appena se ne conosca la composi- 
zione, c non si considerino distinti due gruppi simili. ,& cosi dimostrata sen- 
z'altro l a  prima parte del nostro teorema. Esaminando la fornia delle tra- 
sformazioni infinitesime dei nostri griippi si potrebbe dimostrare anche la terza 
parte del nostro teorema; ma il  procedimento più breve a tale scopo è il 
seguente: Si  ricordi anzitutto che con sole quadrature si possono trovare le 
equazioni finite del nostro gruppo, perché i l  gruppo è transitivo (LIE, 1. c.), 
cib che intanto dimostra la seconda parti: del nostro teorema. dllora distin- 
guiamo due casi : secondoche le dimensioni dello spazio da determinarsi sono 
in numero uguale O maggiore del nnmero delle variabili, su cui il nostro 
gruppo, che col procedimento precedente è stato evidentemente ottenuto sotto 
forma normale, opera effet,tivamente. Cominciamo a trattare il primo caso : 
sia cioè uguale il numero n delle dimensioni dello spazio da determinarsi 
e delle variabili su cui opera (tmnsitivamente) il gruppo. Sia A un punto 
generico del10 spazio e siano a'& valori qualsiasi che soddisfano alle equa- 
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un gruppo co~ t in~do  d i  movirnenti. 5 1 

zioni lineari (4)"' (supposte naturalmente risolubili) (dove alle xi si sostitui- 
scano le coordinate (xi0 ) del punto A) e, se vogliamo restringerci a spazii 
reali, anche alle solite disuguaglianze, se questo è possibile. Sia ora B un 
punto qualunque del10 spazio, in cui si vogliono trovare i valori delle a ik .  
Siccome il gruppo opera transitivamente nello spazio ambiente esiste almeno 
untE trasformazione T del gruppo che trasporta il punto B ne1 punto A ;  
essa porterà anche un intorno qualunque di B in un intorno di A ; di più 
essa si potrà ottenere con la sola risoluzionc, di equazioni finite. Sieno xi' le 
coordipate di B, e siano aik. i valori finora incogniti delle aik ne1 punto B. 
L a  T, stabilendo una oorrispondenza biunivoca tra gli intorni di B O di A,  
stabilisce una corrispondenza biunivoca tra i punti x;' + dx," e i punti 
xéOJ + d xt) ,  corrispondenza determinabile con differenziazioni ; le d x t J  ven- 
gono date corne espressioni lineari omogenee nelle d:~:', a coefficienti co- 
stanti. Sostituiamo nella a',?/C d x y  dxk'  alle d x?' i loro valori cos1 determi- 
nati, otterremo una forma quadratica nelle d x:,ll, che deve essere identica 
con 2 a:!) d xy) d xi' ; esprimendo questa identità, si hanno senz'altro i valori 
delle uI» ne1 punto qualunque z," dello spazio ambiente, espressi in funzione 
delle costanti iniziali a 2  . 

Passiamo ora al caso che il numero ra + tîz delle dimensioni del10 spazio 
sia maggiore del numero n delle variabili (x, ,  x,, ... x,), su cui opera effet- 
tivamente il gruppo, cosicchè nello spazio in discorso il gruppo non opera 
più transitivamente. E sia 

I'elemento lineare dello spazio. Per  le a, (i, k = n + 1 ,. . . , n f - m )  nulla vi 
sarebbe da dire, poichè noi sappiamo già che esse sono funzioni (del resto 
arbitrarie) delle Y,+, , z H t a ,  . . . , ( 5  4). I n  ogni modo si osservi clle 
affinchè il nnstro spazio ammetta effettivamente il gruppo in discorso, è con- 
dizione necessaria e sufiiciente che una trasformazjone T del gruppo che 
porta un punto B = x$ di una varietà V,  invariante in un altro punto 
A = xri  della stessa V, e quindi stabilisce anche una corrispondenza biuni- 
voca tra gli intorni dei due punti, porti anche l a  forma 

nella forma 
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Allora prendianio una varietà qualsiasi Vm a m dimensioni che abbia 
uno e un sol punto comune con ciascuna delle varietà Vvt minime invarianti 
e fissiamo in ciascun punto della Vm dei valori arbitrarii per le aik ancora 
da determinarsi, purcliè naturalmente essi soddisfino alle solite equazioni li- 
neari : cib clle corrisponde nll'introduzione di  funzioni aibitrarie. Pe r  poi de- 
terminare i valori a$ delle aik in un altro punto B qualsiasi di &+,, basta 
trovare quel punto A ,  in cui la varietà invariante Vn passante per B incontra 
la V,, e in cui le ail, ricevono dei valori noti ai2 e a'pplicare quindi ai  
punti A,  B il precedente procedimento. 11 nostro teorema B CO& dimostrato 
in generale. 

Naturalmente non con ogni speciale scelta delle funzioni e costanti ar- 
bitrarie su descritte si otterrà un tipo di spazio realmente distinto : anzi per 
le considerazioni generali del 9 1, noi possiamo supyorre, senza diminuire la 
generali th , 

dove le uguaglianze scritte in basso fuori delle parentesi indicano su quali 
varietà si possono supporre senz'altro verjficate le equazioni stesse. 

$ G. Ora noi ci vogliamo chiedere qual'è il significato delle relazioni 
lineari (4)"', a cui i valori iniziali delle a, devono sempre soddisfare. A 
questa domanda risponde siiibito la  seguente considerazione. 'Se noi ci rife- 
riamo p. es. al primo dei casi testè trattati e ricoïdiamo il metodo d i  cui 
noi ci siamo serviti, notiamo tosto che per trovare i valori delle aik in un 
punto B in funzione dei valori delle ail, in un punto A, ci siamo serviti di 
una trasformazione T che conducesse il punto B ne1 punto A .  Ora ne1 caso 
di trasformazioni infinitesime linearmente dipendenti osserviamo che i punti 
A,  B non individuano la traeformazione T, ma che anzi di tali trasforma- 
zioni ve ne sarà, in generale più di una:  ch& se S è la trasformazione pih 
generale che lascia fisso A, tutte le trasformazioni T S (O S T a seconda 
della notazione che si usa) conducono il punto R ne1 punto A .  E poichè 
le (4)"' ci danno le uniche condizioni a cui devono soddisfare i valori ini- 
ziali delle a ik ,  è ben chiaro che il loro significato è questo, che cioè, qual- 
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siasi trasformazione T S venga usata, i valori delle aik ne1 punto B siano 
sernpre quelli che si otterrebbero considerando la T. In altre parole esse si- 
gnificano, clze ogni trasfornzaziofze S del gruypo che lascia fisso il pzcnto ,4 
deve trasformnve i n  sè la forma 2 al? dx:?'dxk'.  Del resto risulta senz'altro 
chiaro da1 procedimento usato testé che se questa condizione è soddisfatta, 
allora i valori che si ottengono in uii punto B sono perfettamente determi- 
nati, e il gruppo è ammesso da uno spazio, il cui elemento lineare ha dei 
coefficient;, che ne1 punto A assumono il valore a:;. Possiamo dunque espri- 
mere sotto forma più elegante e concisa le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè un gruppo possa essere consideratci come gruppo di movimenti. 

Condizione necessaria e suficiente ulq2nché zcn gruppo G vidotto O no 
sotto forma normale s i  possa considerare colne grzhppo d i  lnovilnenti è clle 
q w l  suo sottogrzcppo r che lascia Jisso u n  pzircto A deterazi~zato, i n  cui i l  
gr.uppo sz'a; regolare, sia tule che esista alrneno un sistema d i  quadriche omo- 
tetiche i n  guisa che u n  p n t o  infinita?nente vicino ad A. non esca mai  per le 
trasformaxioni d i  r da quella d i  queste quadriche, che passa per esso, O ,  

i n  altre parole I' trasformi irz sè ciascuna quadj.ica d i  u n  sistelna d i  qua- 
chiche ornofetiche infinitamente vicine ad A (*). 

Se i l  gruppo è transitive basterà cl~iaranzente che questo nvvenga i n  u n  
solo pzinto (perchè allora avviens i n  tu t t i ) ;  se è intransitive ci6 dovrà accu- 
dere i?ô u n  pur~to d i  ciascutla v a ~ i e t à  rninima iizvariante. Questa distinzione 
è evidentemente superflua, se il gruppo è già ridotto a forma normale. 

Se queste condizioni sono soddisfatte, esiste infatti una forma 2 n:okdx:, dx;, 
che r trasforma in sè. 

Osservazioiie 1." Se uno di questi cosifatti sistemi di quadriche è for- 
mato d i  elissoidi, lo spaxio cor~ispo?dente si pu6 supporre yenle. 

. Osservazione 2." L e  condixioni Lnalitiche, che tvaducono ques te condixioni 
geometricl~e sotzo date dall'annullarsi d i  quella matî.ice, che esprime essere 
le (4)"' compatibili. 

5 7. È ben evidente ora che i gruppi G, transitivi su n variabili pos- 
sono essere considerati come gruppi di movimenti (teorema del prof. BIAXCHI) 
perchè in ta1 cas0 il sottogruppo r si riduce all'identith; o in altre parole, è 
cornpiutamente determinata la trasformazione che porta un punto B in un 
punto A ;  e quindi, dati arbitrariamente i valori delle ai, in A riescono sen- 
z'altro, coi nostri metodi, determinati i valori delle aik ne1 punto B. Quest'os- 
servazione rende evidente a priori il bel teorema del prof. BIANCHI. 

(") Si noti che cosi iuirnaginiarno il gruppo operante in uno spazio euclideo. 
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Ma questa stessa osservazione si pub senz'altro applicare a ogni gruppo 
con trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti e ne traggiamo il 
teorema : 

Ogni gruppo a trasformaxioni infinitesime linearmente indiperzdenti si 
pu3 considerare conice gruppo di movimenti. 

Confrontando questo risultato, che è immediato corollario del precedente 
teorema generale, con quel10 del tj 2 otteniamo il seguente teorema: 

Ogni gruppo G, generato da n trasfownaxioni linearmente indipendenti 
su un nzcmero yuakiasi n + m d i  variabili è simile a un gruppo G', sem- 
plicemente tra?zsitivo in ut70 spuxio ad n dimensioni, e, cid ch'è 10 stesso, si 
pud pensare sottogruppo di un gruppo transitivo su n + m + k lettere e con 
n + m + k parametri (doue k è un intero yualsiusi nu2lo O positivo). 

Nei precedenti paragrafi noi abbiamo risoluto due questioni: la priina, 
di riconoscere se un gruppo continu0 si pub considerare come gruppo di mo- 
vimenti, la seconda di indicnre un mezzo, col quale si possa determinare con 
sole quadrature, differenziazioni e risoluzione di equazioni finite tutti questi 
gruppj, e gli spazii che loro corrispondono. 

tj 8. Noi aggiungeremo ora una facile osservazione, che ci condurrà 
a un notevole risultato : 

Nessun gruppo, che si possu considerare colne gruppo d i  movimepzti, è 
pi& di una volta transitivo. 

Infatti se G è un tale gruppo ed S Io fipazio corrispondente, due punti 
di S hanno almeno un invariante : la loro distanza geodetica. 

P e r  la  stessa ragione : 
Se un gruppo G, si pu3 considemre come gruppo di movimenti, quel suo 

sottogruppo che lascia Jisso un punto generico è certo intransitive. 
Ne deduciamo : 
Nessun spazio S,  a un numero n > 2 d i  dinzensioni pud ammettel-e un 

n 2 + n - 2  grecppo r.eale a 
2 

parametri rd corile gruppo d i  movimenti, nè come 

sottogrzrppo del g~uppo totale di wtovimenti. 
Questo teorema per n = 3 fu dimostrato da1 prof. BIANCHI; noi 10 am- 

metteremo vero per n = nz - 1 10 dimostreremo per n = m. Sia, se è possi- 
bile, Sm uno spazio che ammetta un Gm,+,jt-2 di movimentj. Questo gruppo 

2 

è certamente transitivo, perché se non 10 fosse, esso sarebbe per il teorema 
del tj 1 simile a un gruppo di movimenti di uno spazio a meno di nt di- 
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m z + m - 2  m ( m - 1 )  
mensioni: cib che è assurdo, perchè 

2 2 
- Quindi quel 

suo sottogruppo che lascia fisso un punto generico è proprio un gruppo a 

parametri, cioè è proprio un G(,-,,,+(,-,,-, . Questo griippo per l'osservazione 
2 

precedente è intransitivo in G,, e per il teorema del 5 1 è simile a un 
gruppo di movimenti di uno spazio a u m -  1 n dirnensiorij. Cib che è pure 
assurdo, perchè noi abbiamo supposto dimostrato il nostro teorema per 
n = m - 1 .  

Ln nostra asserzione resta cos1 dirnostrata in generale. Cos1 pure si di- 
mostra : Se un S, amtnette un G,,+,-, (certo immnginario se n > 2), esso è 

2 

a curvatiwa costante, ossia anzmette anche uaz Ga,+, . Anche questo teorema - 
2 

si dirnostra col metodo di induzione completa. Ecco p. es. come si dimostra 
per un S4. Quel sottogruppo G, di G, che lascia fisso un punto generico 
di S, sarh intransitivo e avrà delle 7, per varietà minime invarianti, p. es. 
le ;e4 = cost., geodeticamente parallele. Esso si potrà immaginare operante 
(transitivamente) sulle x , ,  x,, x, (5  1). Questo G, pub chiaramente portare 
ogni segmento T di una di queste varietà in ogni altro segmento della va- 
rietà stessa uguale a T. Quindi dovendo esso ricondurre tutto Io S4 i n  sè 
senzn mutare le distanze, a due segmenti uguali di una delle x, = cost. cor- 
rispondono (per mezzo delle geodetiche normali alle x, = cost.) due segmenti 
tra di loro uguali su ogni x, = cost. Ma una x4 = cost. ammettendo un G, ,  
ammetterà un G , .  Quel gruppo G', che opera sulle z,, x,, T, come questo 
G, e lascia invariatri x4 trasformerg dunque in sè ogni r, -= cost., senza mutar 
l'eleinento lineare e percib sarà un gruppo di movimenti del10 S4, che quindi 
ammetterà un G,, . 

tj 9. Ritorniamo orn alle condizioni necessarie e sufficienti date al 5 6 
affinchè un dato gruppo continu0 si possa considerare come un gruppo di 
movimenti. Queste condizioni si possono anche enunciare cos\: Quel sotto- 
gruppo che lascia fisso zrn pzinto A deve essere un sottogruppo di zmo spuzio 
a cu~va tura  costante, qunndo 10 si pensi operante sulle rette niscenti da A ,  
cowsiderate come elementi, O ,  in alfre parole, deve lusciare fisso un cono qua- 
drico col vertice in A; di  pi& egli deve lasciare invariate le qciadriclie in-  
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finitanzente vicine ad A aventi questo con0 pes. con0 assintotico. L a  prima 
parte di queste condizioni non sarebbe evidenternente sufficiente, percliè p. es. 
anche il G, delle similitudini del10 spazio euclideo soddisfa ad esse. Esistono 
dunque altri gruppi che soddisfano soltanto a quella prima condizione e clle 
non sono altro che i gruppi di trasformazioni conformi. Osserverb clle la con- 
dixione affinchè nna trasformazione infinitesima generi lin gruppo di trasfor- 
mazioni conformi per 10 spazio 

è clie esista una funzione Ic delle xi tale clie 

Se k è costante essa si pua chiamare una trasformazione simile. 
Un'altra osaervazione è la seguente: Almeno per gruppi transitivi val- 

gono ancora i teoremi seguenti, clie si dimostrano come gli analoghi dei pa- 
ragrafi precedenti per le forme quadratiche: 

S i  possono costwire per quadrature tutte le fovrne di jef*enxial i  di or- 
dine qualunque che ammettono u n  gruppo contitzuo transitivo d i  operaxioni, 
e i ys.uppi cowispondenti. 

Condixione ?zecessaria e suficiente afinchè un gruppo transitivo possa 
trasformure i n  sè una forrna differenxiale d i  ot-dine qualunque n ,  è che quel 
suo so t tog~upyo che lascia fisso un punto ,4 t r a s f o m i  i punti infinitamente 
vicini ad A in modo che esista u n  sistema d i  superficie onzotetiche d i  nesirno 

ordine in jn i tamente  vicine ad A, ciascurza delle yzlali venga da2 detto sotto- 
gruppo trasformata in sè. 

Cos1 si possono pure generalizzare molti altri dei precedenti risultati. 
$ 10. Ricercliiamo ora effettivamente i gruppi a 1, 2, 3, 4 parametri 

che possono essere realmente considerati come gruppi di movimenti. Osser- 
viamo che se il numero delle Ioro trasformazioni dipendenti è minore O uguale 
a 3, essi devono ($ 1) potersi considerare come gruppi di movimenti di uno 
spazio a non più di tre dimension;, e quindi si possono prendere senz'altro 
dalla Memoria del prof. BIANCHI; si potrebbe perb anche, poichè il LIE 
diede tutti i gruppi su due variabili e insegnb un metodo per trovare tutti 
quelli su tre variabili, maminare l'un dopo l'altro tutti quelli dei tipi enun- 
ciati da LIE che non posseggono pih di quattro parametri, e di questi rite- 
nere soltanto quelli che soddisfano alle condizioni del § 6. Questo metodo 
sarebbe assai rapido, e servirebbe a trovare senx'altro direttamelzte i ri- 
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szrttati della pi& volte citnta Memorin del pro f .  BIANCHI. Si potrebbe anche 
infine costruire questi gruppi secondo il mio metodo del $ 5 ;  ma questa 
via sarehhe un PO' più lunga della precederite. Noi ilaturrilinente prenderemo 
questi gruppi nddirittura dalla Memorin del prof. RIANCHI, peichè il lettoic 
pub facilmente da si: vedere clie questi nltri metodi condurrebbero nppunto 
ai risultati del prof. BIANCHI. 

a II") X, = -- 
a a Xo = sen 2, -- -/- cotg x, cos x, -- X3 = (XI X?) a x2 a XI a x, 

a III0) x,,L ---- x - a a a 
a r t '  ? - a x 3 '  3 - -- - x3 - + (rL + Jt x,) - a a 2, a x3 

a IV") X , = e  $J-- e x.3 -- - a a a a 2 r , e - ~ ,  -. x --. x 3 = e x , -  
ci xi a x2 a x3 - a r 3 >  a X e  

a a a sen ys a Vo) X ,  = - ; X, = cosx, - - cotg x, sen r ,  - -/- - - 
3 3.3 a .ri a xz  sen xi x 3  ' 

Annnli S Ilfateinatica, Seric III, tom0 VIII. 

x, = (Xi X?) 
S 
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a .  I I )  x,=- 
8 . ~ e  ' 

a 12 sen .ys a , XJ = COS rp - cotg xi sen 2, - $- --- -- X, = CX, X,). 8x2 seii xi 8 $3 ' 
II tipo II0) ë III)" si potrebbero (la un puiito di rista generale conside- 

rnre corne identici. 
5 11. Tiaovi2rno orn i gi-uppi G4 a tixsforninzioni jnfiiiitesime indi- 

peridenti. Questo gruppo ( 5  1) si deve poter ridurrc a un giappo transitive 
su 4 letteisc. Pe r  determinare questi griippi potreinmo, seguendo i l  procedi- 
mento genci.de del 5 ,  ~*icorrere senz'altro ai metodi di LIE. Ma perb noi 
possi:tnio usare di  nietodi più rnpidi, in quaiito chc noi conosciamo tutti i G, 
transitivi. Potremo duriqiic prendero un sottogruppo G,  di G , ,  d i  cui cer- 
clieremo la cornposizione. Dn questa pot,icnio subito dedurre ( p i .  mezzo 
della penultiina tnbclln) iinn fornin, a cui possiaino imnmginare i-idottc le sue 
trasfoi-mazioiii infinitcsime ; l a  quarln trnsfoi~~inzioiie infinitesima di  G, si de- 
termina poi in guisa clic non sia coinbiïiazioiie liiienre dellc piwedenti,  e clle 
il G, dhia  la composizione volutn. 

Sia ora il G, non iiitegrabile (cfr. LIE: Vol. I I I ,  § 137); i l  gruppo de- 
rivato (X,, &, x) dovrh nvere una delle seguenti composizioni: 

(.Y,X3)=2X2 (X2X3)=i-Y3 
oppure 

(XI 1) = Y (x2 X3) == XI (X3 X,) = X, . 
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. E in ambi i casi si pub poi scegliere ,YA in modo che sia permutabile 
con le precedenti trasformazioiii. 

11 GQ (XI, -7j2, .Y3) è cmto a trasfocmazioni infinitesime linearinente in- 
dipendenti e ($ 1) si pub immaginare sempliceinente transitivo su t re  lettere. 

Ncl primo di questi casi avremo: 

avrerno, essendo (Xi, X4) = O (i= 1,  2 ,  3) 

do17e a, Pl 7, 1, sono funzioni qualunque di x,. 
Con procedimento arialogo ti.oviamo ne1 secondo caso : 

a 
l;--- X, = COS x, - a - cotg x, seri r ,  - + - - -Y3 = ( -Y, XJ . a sen .Te a 

a x 2  ax, a.x3 sen xi ax3 

si ottiene 

dore  y, J, sono funzioni di x, . 
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Del resto questi due casi, quando non si distingua realc da immaginario, 
sono da iiputarsi identici. 

Sia ora i l  G4 integrabile e sia un G, n trasformazioni non peimutabili 
il gruppo derivato. Iridicando con XI, X2, X3, ,X4 le trasformazioni genera- 
trici di G, potrerno porre (LIE, loc. cit.) O 

1") ('i, _7i,) = (xi x3) = 0 (x2 x3) = SI 

( X 1 X 4 ) = c X 1  (XJ4)=X2 ( X , X , ) = ( c - l ) X 3  
oppure 

In ambi i casi potremo fare 

avremo, ne1 primo casa, 

dove p i ,  y,,  y 3 ,  l4 sono funzioni di x,. 
S ia  ora il gruppo derivato di G, .un G2 e non contença il G ,  un G, a 

trasformazioni permutabili. Allora O il G, lia la  penultiina composizione, dove 
si ponga c = 1, oppure avrh la composizione: 

(XI X,) = (& &) = (XI X4) = (X, A-,) = O ( X ,  &) = x, ( X e  X4) = xz . 
Potremo fare : 
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e, posto 

dove y , ,  y,,  y 3 ,  Z4 sono funziani di x, . 
Contenga ora il G4 un G3 = (X,, X2, &) a trasformazioiii a due a due 

permutalojli. Potremo fare 

Si potrà poi scegliere x, in guisa che O 

1" 1 ( ) = XI ( ) = a X (,Y, S,) = c _S3 

e quindi 

oppure 

III0) (XI X,)  = x, (X, X,) = O ( X ,  X,) = XI 

e quindi : 

e quindi : 

oppure : 

VO) (X i  X,) = (X, X,) = O, (5, X,) == X2 
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6 2 Fu b if2 i: Sugli spaxii  che a l n ~ u e t t o n o  

e quindi : 
% -- 1 

y ;  tP - x3 + y 4 ;  t3 = y 3 ;  t 4  = - - 
Zr 

oppure : 

VI0) (XI ) = XI ( X o  X,) - X, (X, X,) = x2 + x3 
e quindi : 

1 
F i  = X I  + y, 5. = zr + X. + p2 t 3  = îli -t p>l i-I = - i; 

e quindi 

dove T I ,  y . ,  9, l4 sono îilnzioni di x, . 
3 12. Veniamo ora a un'altra partc del presente lavoro, dove io voblio 

esporre un metodo per la ricerca dei sottogruppi finiti discontinui dei gruppi 
continiii e, in modo speciale, dei gruppi che si possono considernre corne 
gruppi d i  movirncnti. I o  svolgerb guesti metodi, applicandoli dapprima effet- 
tivamenle a due esempii, agli  spazii cioè del tipo VIIIO) e IX") del prof. BI AN CH^, 
cib che ci permettedi anche di t r o ~ a r e  delle notevolissime rappresentazioni 
g e ~ n i e t i i ~ h e  di tali spazii e u h  sfera e sulla pseudosfera. 

Cominceremo dagli spazii del tipo lx"), che ammettono, con le notazioni 
del prof. BIANCHI un  gruppo generato dalle 

a a a senx? a XI = ; X,  = cos x2 - cotg X I  sen x, - + - - a .ri 2.2"~ sen ni a.r3 

x3 = (Xi X*) 
con la  cornposizione : 

Costi-uiamo il gruppo aggiunto di questo gruppo. Con le usuali notazioni 
di LIE, esso si ottiene dall'iiitegi-azionc del sistemn : 

de's 
d t  
- = 1, et t  - Ib2 e r 1  . 
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ossia 
e'; + e': + e': = cost. 

Questo gruppo aggiunto non è percib altro che il gruppo delle rotazioni 
di una sfera iii sè stessa; e poicliè se T è una trasformazione qual~inque del 
gruppo in iz ide  

T--' T T =  T, 

ne  traggianio che alla trnsformazionc A ,  t ,  A, t ,  A, t del gruppo inizinle corri- 
sponde iina rotaziorie della. sfera attorno a1 cliametro che 11:~ i cnseni di di- 
rezioni proporzionali a A ,  t ,  )., t ,  A, t ;  cib che si conferma col calcolo seguente. 
Derivando l a  (1) rispetto a t ,  ottenianio Fer le (2) e ( 3 ) :  

d'eli 
-- + 1.3) e', - )., (L, e', + A, et,)= O d t 0  

e poicliè per le ( l ) ,  (2), (3) si ha 

si avrà 

Identica equazione si trova per e',, e', . Indicando con A ; ,  Bi,  Ci delle 
costanti avremo dunque 

Serveiidoei delle ( l ) ,  (2\ ,  (3) e del fatto clie per t  = O 

potremo determinare le A i ,  Bi, Ci e otterremo irifine, scrivendo A, ,  l e ,  1 3 ,  
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6 4  Fu b i n  i: S u g l i  spuz i i  che a m m e  fiono 

in luogo di L I  t ,  I ,  t ,  I ,  t ,  H t  

1 1 1 3  Io À! 1 3  + e, (? - - sen JI- cos IJ) H H If- 

e le eguaglianze che se ne ottengono rotando. Queste eguaglianze 

(6) 

rappresen- 
tano appiinto una  rotazione attorno alla retta, i cui coseni di direzione sono 
proporzionali a A , ,  l , , ,  2,. P e r  trovarne l'anipiezza 8 ,  si osservi clle pi. note 
formole di Geometris analiticn 

donde sostituendo e sviluppando otteniamo : 

Abbiamo cosi trovato, coin metodo evidentemente applicabile a cnsi più 
generali, un gruppo di sostituzioni lineari isomorfo al gruppo dnto. E il no- 
stro risultato si pub esporre cos]: 

11 g m p p o  i n  discorso è oloedricunie~afe isomorfo nl g w p p o  de i  nloviolenfi 
d i  2 4 1 2 ~  s fera i n  sè: l ' i sa~ î~or f i s?m s i  sfabilisce, fcrcerzdo cowispondere aZh~  
trasformazione 

A, Xi + 1.2 X2 t 1 3  X3 

trna rotaxiowe d i  arnpiexza (Ai 4- 1.4 + 1,; attorno a quel piiizfo d i  zrnn s f e m  
(col ceittro ~ ~ e l l ' o r i g i n e )  le cu i  roordi91aie sono pvoporxionali n A , ,  i2 ,  1,. 

1 gruppi non sono perb simili, perchè mentre uno opera si1 t re  ani-inbili, 
I'altro opera in  realiii soltanto su due. 

M a  ora osserviarno che dati' due gruppi oloedricnmcnte isomorfi, non 
sempre dall'esistenzn di sott,ogruppi finiti discontinui per  I'uno si pub con- 
chiudere l'esistenza di sottogruppi finiti discontinui per l'altro. Cosi p. es. il 
gruppo delle rotazioni attorno rt un asse e il gruppo delle traslazioiii in unn 
direzione sono oloedricamente isomorfi, mentre perb per l'uno esistono sotto- 
gruppi discontinui finiti e per l'altro non ne esistono nffatto. 

Cib che si deve alle polidi'omie, ecc., che si possono presentare nm- 
pliando il campo in  cui opera un dnto gruppo. È: ben chiaro perh che a un 
sottogriippo finito discontinu0 di un gruppo,  corrisponderà un sottogruppo 
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isomorfo ne1 gruppo aggiunto, in generale. E quiridi dovremo prima ricercare 
i sottogruppi discontinui finiti del gruppo aggiunto. Questo problema è sen- 
z'altro risoluto ne1 nostro caso : i sottogruppi cercati ne1 gruppo a,ggiunto non 
sono che i gruppi dei poliedri regolari. E il nostro calcolo precederite defi- 
nisce senza ambigiiità i sottogruppi corrispondenti del gruppo iniziale, perchè 
dà ne1 modo più perspicuo quale trasformazione del nostro gruppo si deve 
far corrispondere a iina trasformazione del gruppo aggiunto. Ma per poter 
affermare che le  trasformazioni del grrlppo iniziale, corrispondenti alle tra- 
sformazioni del griippo di un poliedro regolare contenuto ne1 gruppo aggiunto, 
formino effettivamente un gruppo, bisogna, come risulta chiaramente dalle 
considerazioni precedenti, fissare bene il significato delle coordinate. A ta1 
fine serve l'importante osservazione che due g r u p i  oloedricnsnente isonzorfi 
non simili si possono spesso rsnde~e simili, i,lîzutando le variabdi su cui essi 
operano. Ne1 caso nostro il gruppo aggiunto, invece di essere considerato come 
un gruppo operante sui punti della sfera, sarà pensato come gruppo operante 
sugli elementi della sfera, cioè sulla sfera immaginata come luogo degli in- 
finiti enti che si definiscono darido un punto della sfera stessa e una direzione 
uscente da esso tangente alla sfera. 1 due gruppi risultano allora senz'altro 
simili, e con opportuna scelta delle coordinate di un elemento della sfera, essi 
riescono identici. Si prendano come coordinate di un elemento della sfera la 
colatitudine e l a  longitudine 8 ,  rp del punto corrispondente e la  derivata 

d 4 
G1'' = ds dove d s è la  lunghezza dell'elemento, d 8 I'iricremento di B muo- 

yendoci lungo di esso. Le trasformazioni infinitesime del gruppo aggiunto sono 

Posto 

avrerno che 17ultirna, rappresentando una rotazione attorno nll'asse dell'e u c, n 

sarà eguale a 

L a  seconda, essendo una rotazione attorno all'asse es,  lascia inrariato 
sen Bsen rp e quindi sarh della forma 

a a - cos 8 sen y - + sen 6 cos rp - 
a ? 

Annali di Mntemnticn, Serie III, tomo VIII. 9 
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66 Fuhitzi: Sugli spaxii  che ammettotzo 

dove k é una funzione da  determinarsi. Ma, poiché 

d -- a a 
a19 - 

sen B sen y - + sen 5 cos y - a ei a e2 

a -- a a a a , - - sen Q - $ cos O sen p - f cos 6 cos p - a es a e2 a e1 

si trova senz'altro 
1 k = - -  

sen 9 
e quindi 

Analogamente : 
a a SI =sen?-  + cosy cotge-. a e a 9 

Ampliamo ora il gruppo x,, X,, X3 immaginandolo operante anche 

a a a a 
X3 - - ; X2 = sen p cotg 8 - - cos a, - $ y ( ' )  sen y + a 'P a 'P a e a O( 

Lasciando ora il termine in a perché noi vogliamo soltanto occu- 

parci di corne il gruppo trasforma 6(", e osservando che d se = d Qt +senc8 d ye ,  

donde = \ 
- ' ' 

sostituendo alla L ( ' )  l a  nuova variabile + = 
sen F) 

il gruppo assume l'aspetto 

X -  a a a sen? a 
3 - X2 = sen y cotg 8 - - COS - + - - 

a ?  8 9  s e n O a +  
x, = (X, X?). 

Ponendo dunque 
Xi = y 

questo gruppo assume proprio la forma data da1 prof. BIANCIII. 
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zln gruppo contirtuo d i  movimenti. O 7 

Abbiamo dunque : 
L e  fomnule precedenti stabilisco~o una ~.appresentazione del nostro spazio 

sulla sfera euclidea pensata come luogo d i  elenîenti, tule che a i  movimenti 
dello spaxio itz  sè cors.ispondono movimenti della sfera i n  sè stessa. 

Se noi roglirimo ehe la rappresentazione sia biunivocn su tutta la sfera 
senza eccezione, resta senz'altro fissata la corrispondenza tra i punti dello 
spazio e le loro coosdinate. E possiamo dire : 

I g m p p i  finiti discontinzii degli spazii in  discorso sono quelli, che, netlu 
corrispondenxu prccedentemente fissata, co~.rispondono a i  g~.uppi dei poliedri 
~-e.qoZa~i 

Il fatto clle qui vediamo, cioè che i gruppi finiti discontinui dei nostri 
spazii sono oloed~.icamente isomo~$ a gruppi finiti discontinui d i  nzovimeuti 
d i  un0 spnzio ellittico è un fatto generale, clle s i  ripete sempre appeiza i l  
gwppo totale dei movime~zti non contenga trasforrnaxio?zi itzfinitesi~ne ecce- 
~ i o n a l i .  Infatti a un gruppo finito discontinuo di rnorimenti corrisponde un 
gruppo finito discontinuo ne1 gruppo aggiunto, che è in ta1 cas0 oloedrica- 
mente isomorfo al gruppo primitivo. E questo gruppo, essendo un gruppo 
finito .di operazioni lineari lascia sempre invariata uiia forma quadratica de- 
finita che è p. es. la  somnia della forma e: + eS + e3 e delle sue trasformate. 
Ne1 caso precedente questa forma è proprio u e: + eg + e3 n. 

Da queste osservazioni scaturisce senz'altro un metodo per ricercare in 
ogni cas0 cosiffatto se esjstono ne1 gruppo considerato sottogruppi finiti di- 
scontinui. II nostro metodo consiste net formare i l  yrzcppo aggiu~zto, e d i  de- 
t e r ~ n i n a ~ e  quali  delle sue trasformaxioni lasciw fissa unn forma quadratica 
definita, cid che s i  conyie con operazioni algebriche: considercrta poi questa 
farina puad~wtica posta uguale a zero come assoluto di uno spazio ellittico, 
vedere quali sottogrzlypi discontinui finiti d i  questo syaxio appartengo fzo p i r e  
al  grzqpo aggizinto. Jn concluçione anche riel caso più generale la ricerca 
si riduce alla determinazione dei gruppi finiti discontinui di uno spazio el- 
littico. Applicheremo ora questo procedimento, un po'modificato, a1 tipo VIIIo 
del prof. BIANCHI. Comincieremo da1 costruirne il gruppo aggiuiito. Esso viene 
definito dalle 

d e'i - + l , l e ' z -  A, e', = O 
d t 

d e', 
--- -+ 2 A, e', - 2 ib3 e', = O 
d t  

d é3 - + l2 er3 - À3 e', = 0. 
d t  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 8 Fu bina' :  Sugli spazii che u~~z?rtetto~lo 

Vediamo se qualche sua trasformazione lascia fissa una conica, E, poiohè 
per le pecedenti  equazioni, 

dé3  d é i  1 , d é ,  
et,= + ers - - -c ,  - = 

d t  2 d t  
O 

ossia 4 et, e', -. e': - cost., 

tutte le trasformazioni del gruppo lasciano fissa la  conica reale 
4 e', e', - e'i = 0. 

Allora senz'altro deduciamo che il nostro gruppo è oloedricamente iso- 
morfo ai  movimenti di una pseudosfera in sè percliè questa conica è renle, e, 
analogamente a quanto s'è fatto prima noi avremmo: 

11 nostro spuzio si pud riferGe bizlnivocamente alla pseudosfera pe?isata 
corne lzcogo dei suoi 6oS elementi in  modo che ai  movi~nenti della psetidosfeî.a 
in sè stessa corris~ondano movimenti del10 spazio in  sè. Questa corrispon- 
denza definisce per noi senz'altro la  corrispondenza tra  un punto di S3 e le 
sue coordinate. E allora senz'altro poichb eccetto casi banali, l a  pseudosfera 
non ammette gruppi finiti di movimenti in sé, ma ammette bensi gruppi in- 
finiti discontinui, avremo : 

Gli spaxii in discorso non ammetlouzo (tranne qualche cas0 banale) gruppi 
filtiti discontinui d i  mouiwienti: essi ammettono perà in f i ld i  grzippi znJifziti 
discontinui d i  nzovimcnti, isovzorfi oloedricamente a i  gruppi d i  Por~csn i .  

Yer gli altri tipi di S,, che arnrnettono un G, transitivo di movime~iti 
A ben facile riconoscere l'impossibilità di gruppi discontinui finiti. Basta in- 
fatti riconoscere l'aperiodicità di una  trasforinazione qualsiasi del gruppo ag- 
giunto. P. es. ne1 tipo VI0 il gruppo aggiunto è clefinito d a  

d e'i - + A ,  et3 - ILS e', = O 
cl t 

de' 
2 + k (A, els - 1, et,) = O 

cl t 
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un gruppo continuo d i  mouime?zti. 6 9 

che non pub essere periodica ne1 campo reale, poichè, essendo ),, =I= 0 ,  è 
e13 t  =I= 1. 

Se invece A, = O ,  si avrà : 

pure aperiodica se 
A, =;= O , O 1, =;= 0. 

L a  discussione è analoga per gli altri tipi. 
Invece ora di studiare quegli Sa che ammettono - - un G,, noi osserveremo 

che questi G, contengono una trasformazione infinitesima eccezionale e di-  
remo poche parole sui gruppi G, che contengono k trasformazioni Y,. . . Y k  

infinitesime eccezionali. Per  trovarne i sottogruppi finiti discontinui si trovino 
prima tutti i cosiffatti sottogruppi eventuali del gruppo aggiunto. Si deter- 
minano in un modo qualunque le trasformazioni corrispondenti del gruppo 
iniziale, cercando poi, se B possibile, di aggiungervi delle trasformazioni di 
quel sottogruppo d i  G, che viene generato dalle Y,. . . Yk, che siano perio- 
diche e che insieme alle precedenti generino effettivamente un gruppo della 
specie voluta. 

§ 13. Daremo ora un'applicazione dei nostri metodi alla determina- 
zione degli spazii che ammettono un G ,  oppure un G, O un G,  O un G,, 
oppure un gruppo a più di 4 parametri con sole 4 trasformazioni infinite- 
sime indipendenti. 

Pe r  i primi quattro casi il problema si risolve facilmente: peï iI quinto 
caso invece si vedrà che occorrono nuovi e particolari artifici, senza i quali 
i calcoli diverrebbero estremamente lunghi e ben difficilmente condurrebbero 
in fondo. 

A questo caso, è riservata una prossima Mernoria. 
Per  trovare gli spazii clie ammettono un G, basta (cfr. BIAKCHI (A) 

pag. 8) supporre i coefficienti dell'elemento lineare indipendenti da xi .  
Per  trorare gli spazii che arnmettono un G,, basta, ne1 primo caso, 

ammettere i coefficienti dell'elcmento lineare indipeudenti da XI, XZ. 
Ne1 secondo caso posto 

d s g = r ( ~ i k d ~ i d ~ k  ( i = 1 ,  2 ,  ... n) 
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7 O Fzl O i n  i: Szigli spazii cite amuzettono 

le forniule di KILLINB ci danno subito che 

dove le c ik  sono arbitrarie, purchè non dipendano d a  X I ,  x,. 
Spazi i  c h e  amnzeitotzo zin G, a ts.asfor~naziolzi i~l$nitesii~ze iszdipeizdeszti. 
Q u i  ricorderemo i risultati generali del 3 4. Yer trovare gli spazii cor- 

rispondenti a uno di questi tipi noi dovreino scindere il calcolo in due parti:  
uno relativo alle aik per i, k =  1, 2 ,  3 e l'altro relativo slle a;k  pcr 
i> 3, ?c 4 3. Quanto alle ajk dove i >  3, k )  3 noi sappiamo gih c h  esse 
possono essere funzioni arbitrarie indipendenti dalle x i ,  x, , x,. Esarnineremo 
orn uno dopo I'altro i varii tipi di G,, transitivi nelle x , ,  x,, x, già trovati. 

1." tipo). P e r  le nik dove 2, 1: = 1, 2, 3 otteniamo, iritegimdo le equa- 
zioni di K I L L ~ G ,  

-TI - - 
2 .  

a = c ; ut, = c, , ;  a, ,  = e in  e , a,, - exl (x, C,n $ cZ3) 
- 

a,, = ex& (xi c,, + 2 x, c, ,  + c,,) ais - e "xi c l ,  $ 

dove le c;k sono indipendenti da x,, x,, $3. Se 10 spazio in discorso è un 84, 
potremo supporre a,, = 1 ,  a,, = a,, = as4 = O e le cik funzioni di x4 . In ge- 
, . 

n e r a ~ e  avreino per le a i h ,  d o ~ e  i >  3, 16 6 3 

equazioni, che si intégrano senz'altro. 
2.0 tipo). Yer le ae dove i ,  k = 1, 2 ,  3 avremo per le equazioni di 

KILLING, che subito si integraiio,' 

che subito si integrano. 
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3.' tipo). Bvremo per le a;k (i, k = 1,  2, 3) 

a a23 
=1-- 

a a33 a.,, + h a,, + a,, = - - a X ,  ax1 2 a,, + 2 h a,, . 
Derivando la seconda di queste ultime equazioni rispetto a x, e portan- 

a ai3 dovi il valore di - dato dalla terza e tra la seconda e la terza formula .a 
cos1 ottenuta eliminando a,, , si ottiene : 

8 aie a aie 
F + ~ -  a + a,, = O. 

E, se cr & i sono le radici di xg  $- h x + 1 = O si a i d i  : 

dove 4, x non dipendono da x , ,  x:,, x,. 
Si ha quindi : 

8 nze Sostituendo nell'ultima per 'le - 9 -  a i loro valori, si h a  : a a s i  

Derivando ed eliminando tra I'equazione c.osi ottenuta. e . la precedente 
la a,, si trova: \ 

2 2  ar3 a a23 + 3 h - + (4 + 2 ht) - + 4 h a,, = 0. a X; a X; a xi 
Un'analoga equazione si troverebbe per a,, e si avïebbe: 

a25 = p e hzl + 4 e-hxl COS 2 p 2, + x e-h~c.sen 2 p x ,  
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7 2 Fu bini: Szbgli spnzii d e  arnmettono 

Si ha  poi a,,, = X, dove 9 ,  $J, sono funzioni indipendenti d a  x,  , z,, x3. 
Se Io spazio è un S,, potremo fare a. = 1, ai, = O (i = 1,  2, 3). 
Tn generale per le a,k (i > 3, k 5 3) otteniamo : 

ossia 
a aii -- ? ait sais - O  --$ai3 = O  -+hai3=0 a XI a X I  a  xi 

che si integrano senza difficoltà. 
4." tipo). P e r  le aik (2, Ic = 1, 2, 3) le equazioni e la loro integrrizione 

si trova già nelle pag. 67-68 di (A). Basterà immaginarvi le  a, b, c, d fun- 
zioni indipendenti d a  x , ,  x,, x,. 

P e r  le  Uik  (i> 3, k 5 3) t rovian~o le : 

a Bik -- a aii a ain a ais - 0  - --=- + ai* = O a x3 a xi a x 2  a $ ,  

che si integrano senz'altro. 
5." tipo). Valgono per questo considerazioni perfettaniente analoghe a 

quelle del tipo precedente. 
6." tipo). P e r  le aik (i, k = 1, 2, 3) si trova, integrando le equazioni 

di KILLING, e indicando con ~ i t t  delle funzioni indipendenti da x,, x,, x, che : 

Per le a i k  (i> 3, k 6 3) si ha : 

che tosto si integrano. 
7." tipo). Basta supporre le aik indipendenti d a  x i ,  r,, x,, x,. 
Spazii che ammettono ttn G3 a trasformazioni infinitesime litaeur-mente 

dipendenti. In questo caso si dovrà scindere Io studio per le a& in due altri 
casi, uno relativo alle aik (i, 1c = 2), 17altro per le cra (i> 2, kr 2). 
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1.' tipo). Tutte  le aik sono indipendenti da  x, ,  x,. P e r  le u;h (i, 1; = 1, 2) 
si trova dalle formole di KILLINQ clie : 

dove c,, i: indipendente da  x , ,  r,. 
P e r  le aik (i > 2, k r 2)  si ha  : 

che si integrano senz'altro. 
2." tipo). P e r  le a jk  (i, k = 1, 2 )  si hanno le : 

che si integrano tosto. 
P e r  le aik (i> 2, k 5 21 le formule di KILLINO darino, poichè le a tk  sono 

indipendenti d a  r ,  , clie : 

3." tipo). La discussione B perfettamerite analoga alla precedente. 
S p a z i i  che arnmeftono un grtcppo G, a trasfortnazioni i t z f i~~ i tes ime  di- 

pendenti. La ricerca d i  questi spazii in generale si fil come precedente- 
mente : noi, col solo fine d i  una maggiore brevità, studieremo soltanto gli S,, 
accontentandoci di aver fatto rilevare dagli esempii precedenti il metcido 
generale. 

1.' tipo). Potremo chiaramente porre, quando ci si restringa agli S,, 

Integrando le equazioni di KILLING, si trova 

air  = cl, ; a29 = e,, ; a,, = x, c,, ; njs = xi c,, + c , ,  ; a,, + a,, = O 

dove le c ik  sono indipendenti d a  x,, z,, x,. 
2." tipo). Posto, come sopra 

d sq = d x l +  1; a;k d xi d xk (i, IL = 
a& 

1, 2, 3) 
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otteniamo dalle equazioni di  I-CILLIRU, 

dove le Cik sono indipendenti da  x , ,  x,, x,. 
3." tipo). Posto 

si trova, con il solito procedimento, che : 

Spazi i  clte cdmmettono un gruppo G, non ideyrabi le  trlcnsitivo a irasfor- 
rnaxioni infinitesime Einearmente indipendenti. 

P r ima  di t rat tare  questo caso particolare, faremo alcune consideraznoni 
generali sugli spazii d i e  ammettono un G,, a trasformazioni infinitesime in- 
dipendenti. Osserveremo cioé che in  ognuno dei gruppi Gd cosifFatti, prece- 
dentemente determinati, eritrano degli elementi arhitrarii. E noi potremmo 
valercene per  condurre i n  due maniere i calcoli. 11 primo modo consiste ne1 
dare a questi elementi arbitrarii valori opportuni della massima semplicith, 
ricordando il teorema di  LIE che due gruppi semplicemente transitivi su110 
stesso numero d i  variabili e isomorfi sono anche simili. Il  secondo metodo 
consisterebbe ne1 prefissare all'elemento lineare da determinarsi una  forma 
saputa u a priori n possibile, lasciando quindi agli elementi arbitrarii clie en- 
t rano ne1 gruppo tutta l'arbitrarietà compatibile con questa forma. II primo 
nietodo è più opportun0 per Io studio degli spazii a un numero qualunque 
di dimensioni, il secondo per 10 studio degli Sq. Diamo ora un  esempio del 
primo metodo. 

Prendiamo p. es. il gruppo G ,  gene ra tq  dalle 
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Secondo i principii testè esposti potremo porre 

a a a a col clie si ha X , = ( c - l ) x l - + e x , - + r 3 - - - - .  
2 xi d xs ax3 ax4 

Per  le a ik  (i> 4, k > 4) basta supporre le funziorii iildipendenti dalle 
x , ,  x,, x,, 2,. Fer  le aik (i, k = 1, 2 ,  3 ,  4) troviamo per le formule di 
KILLING, 

a a11 a a12 i? a22 ô a u  a a14 a (624 - - - 
s l , = a y = à ; ; - , - a ; ; - a z ; = O ;  

a u,,  - -- 2 ( c  - 1) a,,; a m e  3 033 - 8 ad, 
a;;;-2c; -- 2a,,; -- - 0 ;  a x4 a r d  a x4 

8 ai2 -- -- (2- l ) a , *  + c a l ,  , ecc., ecc., a 
clle si integrano senz'altro. Per  le (i> 4, Ir r 4) si hanno le:  

che pure si integrano senza difficolth. Con questo stesso metodo si possono 
chiaramente studiare tutti gli altri tipi di G, . Noi, col solo scopo di non 
allungare questa Menioria con formule, clle poi non utilizzerernmo, ci restrin- 
geremo agli S, e useremo naturalmente del secondo metodo. Cominciamo ora 
a trovare gli S, con un G, transitivo non integrabile del primo tipo, avver- 
tendo che la prima parte dello studio ci servirà anche per i casi ulteriori. 
Sicoome il sottogruppo formato dalle ,Y,, XI, X3 ha le x, = cost. corne va- 
rietà invarianti potremo porre : 
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7 6 Fu b i t2 i :  Szîy li spazii  clze anzvzettono 

zio ammette allora, mivendo  le condizioni di KILCING relative ad  aik = a,, , 
a,?, a,,, a,, otteniamo : 

Indicando al  solito con A i k  il complemento algebrico di aik diviso per 
il d o r e  certamente non iiullo del determinante 1 f l ik  1 otterremo dalle ( B )  

Nei casi in cui, come ne1 nostro, 5,  pub  essere soltanto funzione di x4, 
esso è quindi per l a  ( a )  costante, e percib per le  (1) abbiamo che:  

_--  a Ei a " a E s  - O. Dunque le Ci non possono contenere a,; cosicchè la  
as4 U X ~  8x4 
nostra scelta dell'elemento lineare fa si che tutte le funzioni arbitrarie 
(della x,) che compariscono in X ,  sono semplici costanti. Queste considera- 
zioni valgono anche per molti dei casi seguenti e noi non le ripeteremo. 

Intanto avremo che le a ,  p,  y sono effettive costanti. E se noi scriviaino 
7 le  formole di KILIJNG per le aik (1, c =  1 ,  2, 3 )  relative a X,, X n ,  Xs ot- 

teniamo le formule paq. 67 di B. E ci basterà dall'esame di X,  ricavare le  
a, b, c,  d, e,  f che ne1 nostro caso sono fiinzioni di x,. Osserviamo intanto 
che nella X I  potremo (dividendo le a, P, y per una costarite certo non nulla) 
supporre l, = 1. Scrivendo le  equazioni di KILLINGI, otteniamo dei polinoniii 
in x , ,  r ,  d a  ugungliarsi a zero. Annullafido i coefficienti dei singoli termini 
(che sararino soltanto funzioni d i  x,) raggiungeremo il nostro scopo. L'eqiia- 
zione di KILLING relativa ad a, ,  ci d à  cos1 : 

L'equazione di KIT~LING per a,, ci dà, indicando con un apice la  deri- 
vazione rispetto x, : 
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un gmppo contitzuo d i  nzovime?ati. 7 7 

L'equazione di RILLINB relativa ad a,,  ci d à  infine : 

f 1 = 4 ( e y -  fP). 

L e  a, b, c, d, e, f si ottengono dunque integrando iin sistema linenre 
di equazioni differenziali ordinarie del prim'ordine. 

2." tipo). Prefisso come sopra all'elemento lineare la  forma 

si t rora  che 5, = p, 5 ,  = S, sono costanti. P e r  le n;k ( i ,  k. = 1, 2 ,  3) tro- 
viamo, poichk Io spazio deve ammettere i l  G, =(XI, X,, X:,) le eqiiazioiii 
di pag. 69 (A) dove soltanto le  costanti di integrazione saranno fiinzioni op- 
portune di  x,. Se  [, = O, queste îunzioni saranno proprio costanti effettive ; 
se lx= O, notiamo che muiando x, in Kr,, dove K è una costarite oppor- 
tuna, poiremo fare i ,  = E 4 ,  mentre, sostituendo al nostro spazio uno spazio 
simile, potrenio ancora porre a,, = 1. Si  ha C O F ~  

e le aik (i = 1 ,  2 ,  3) si troveranno ancora date dalle formule a. p3g. 69 
di (A) ,  dove le a ,  b ,  c: . .  si intendano ancora effettive costanti, ma  al posto 
di  x, si sostituisca x, - r, . 

Spaxii che amrrzettono un G4 a trnsfo~maxioni litzearmente indipetzdenti, 
integrabile e it cui gruppo derivato è m G, a trasformcrxioni ilzfinitesime 
non pe?vnutabili. 

1.' tipo). Anche qui potremo porre 

Avremo per l'osservazione fatta che y , ,  $ n ,  ys, l4 sono costanti effettire 
che indicheremo con l , ,  l,, 13, l4 cosicchè si potrà porre : 

Essendovi le ,Y,, X,,  X, il nostro spazio sa1 à del tipo : 

d s ~ d ~ x % + p d x ~ + 2 ~ d x , d z , + ~  d x ~ + 2 ( x , + + d ) c l x , d x 3 +  

+ 2 (2, x + 1) d x ,  d.r3 + (x: x + 2 x, 1. + p )  d x3, 

dove le Y 7 $ 7  Z, d ,  1, p sono funzioni d i  x4 . 
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78 Pub in i : Stigli spazii che awmettono 

Scrivendo le formule di  KILLING relative a Xa albiamo: 

Sostituendovi i valori trovati delle a i k ,  e integrando otteniamo: 

dove le pik sono costaiiti effettive. 
2." tipo). Anche qui si pone 

E se ne deduce che le Ei sono effettive costanti. Per  l'esistenza di XI, 
x2, X, si ha che d s" del tipo già citato al 1." caso. 

Scrivendo le equazioni di KILLING relative alla X ,  - lz X ,  - 1, e in- 
tegrando, troviamo : 

dove le p i k  sono costariti. 
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Spaz i i  che u~nmettono UM. G4 integrabde a ti.asformaxioni infinitesime in- 
dipendenti, d i  cui i l  grztppo derivato è un G, . 

P e r  il primo dei due casi di questo tipo, trovianio col solito procedi- 
mento delle pagine precedenti e con notazioni analoghe : 

Studiamo il secondo tipo di tali gruppi. 
Esso contiene un G,  a t~asforrnazioni infinitesime indipendenti del 

tipo Z.", dove si faccia h = 0. 
Sarh percib : 

$- 2 d x, d x, $- 2 2 ea'ld x, d x,, 
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8 O P u b i n i :  Sugli spuxii che 

e " l ~ ~ r  
Se cc = 0, valgono le stesse formule, dore  perb al termine - (che corn- 

u 

parisce in y ,  +, X) si deve sostituire il termine 

Spuzii che amnzetto~zo un G ,  cAe contengotao un G, a trusfortnaxioni in- 
finitesiine perrnutabili c le cui trasformaxioni iqînitesime sono litzearmente 
i2zdipendenti. 

In tutti i tipi già enumerati al 5 11 i coefficienti dell' elemento lineare 
corrispondente saranno funzioni della sola x,.  E noi potremo porre: 

d s ? = d x :  j- y a l l , d  xidx,  (i, k =  1, 2, 3). 
2,k 

Se ne ha clie la  y , ,  y,, y3 ,  14 sono costanti. 
L e  equazioni di KILLING diventano : 

a t k  37 aik ô ail -0  (i, Z=l, 2 ,  3). 1 ai*=+ 21 air-+Ii-- 
R=I ôxi a x4 

Sostituendovi per le E i  i loro ralori, int,egrando, indicando con hik delle 
costanti, troviamo : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Annali di Matemalica, Serie III, tom0 VIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ERRATA-CORRIGE DELLA MEMORIA : 

Le deformazioni tipiche 
d e i  c o r p i  so l id i  elast ici .  

(Di MICRELE QEBBIA, a Palerrno.) 

Nella figura sostituire o p  al posto di c, e viceversa. 

VI VI 
A~ u1 = V, A~ vl = O b2 = O, ~2 r/; = O 

cos (t' 9) cos (t' x) 

(1)' del n.' 64 (:)" del n." 6 1. 
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CORRECTIONS AU MEMOIRE ("1 : 

pm- H .  LEBESGUE, à Nancy. 

Daiis un mémoire : Itztégr.ale, Longueu~., Aire paru rkcemtnent dans les  Anlzali di 
JIaternatica j'ai laissé passer quclques e r reurs  assez graves pour que le  sens de certaiiis 
paragraphes en soit obscurci. 

Dans le  paragraphe 93 il faut corr iger  c e  qui se  trouve entre  M.' HILBERT re- 
marque q u e . .  . » et 6 Nous prenons pour A un ensemble partout dense dans P ;  . . . o de 
la manière suivante : 

M.' HILBERT remarque que s i  l'on a certains renseignemeats sur  l a  variation de l a  
fonction Ei il suffit de choisir pmmi  les Ei une suite d'éléments ej  tels que, a tout  point 
d'un enseuible A, partout  dense da& D, corresponde une valeur  de ej qui a une limite 
quand j augmente indéfiniment, pour que les  ej aient une limite. P o u r  préciser, nous sup- 
poserons que l'ensemble des nombres dérivés des E; considérées comm? fonctions d'une 
seule, quelconque, des variables x,, a,, . . . x, soit borné. 

Nous siillposoris donc que l'on ait, quels que soient i ,  x,, x,, . . . x,, h ,  p 

E; ((.Y,, .r2 ,... LI+, xp+l, ... x,) - Eg (LX,, x ,,... xp + h ,  xp+l ,... x,, ) 1 - h < JI, 

JI étant  fixe. N I U S  prenons pour A un ensemble déiiombr:ible partout dense dans D;. .. 
11 faut aussi remarquer  que, dans le  paragraphe 95, la le t t re  M a deux significations 

~listiiictes. TantGt elle représente un nombre fixe, tantôt elle désigne un point variable. 
L.1 fonction e (M)  es t  une fonction du point M. 

Au paragraphe 48 j'indique un moyen de définir des fonctions à variation totale égale 
à celle de l n  î'oiiction s e t  ayant  dans tout intervalle des maxiina et des minima. L a  
formation de  ces  fonctions dépend du choix d'une suite de nombres E, satisfaisant a cer- 
taines conditions. Le procédé que j'ai donne pour choisir les  nombres E, est  inexact; a u  

si-1 €,-1 
lieu de K Prenons pour r i  le plus petit  des nombres %!, -- , - , . . . tels q u e . .  . » 

E i - 1  C i - 1  fi-1 
j 'aurais dû dire K Prenoos pour E i  l e  plus grand des nombres - z ,  , - il81 - i l y , . m m  

q u e . .  . s 
Au paragraphe 16 l'inégalité O L y 4 /(y) doit ê t re  remplacée par  O i y 6 f (x) ; a u  

p:iragraphe 25 X doit ê t r e  remplacé par  r. 

Je  profite de cet te  occasion pour dire qu'a.u sujet du problème des aires  dans le  
plan, j 'aurais dû ci ter  les  t ravaux  de M.' GÉKARD; voir à ce sujet soit l a  thèse de 
M.' G ~ R A R D ,  soit l e  Bulletin de la Société 1Mnthémalique de France, soit la Géométrie élé- 
mentaire de GÉRARD e t  ~ ~ E W E N G L O W S I ~ I .  

i * j  V. 4 .me Cnhier du tome VI1 
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Sulla formula di Taylor. 

(Di ONORATO NICCOLETTI, a Pisu.) 

I n  una Nota, inserita nei Rendicont i  della B. Accadenziu d e i  L incv i  (*) 
ho dato per le serie doppie di TAYLOR una forrnula, che esprime l a  differenza 
tra  il valore di una funzione f (x, + h, y, + k) finita e continua insieme con 
tutte le sue derivate ne1 campo definito dalle disuguaglianze O r  lz< R, ,  
O r k < R,, e la somma dei p i m i  (m + 1) (12 + 1) termini della corrispon- 
dente serie doppia di TAYLOR : 

(pei quali si ha cioé O s p  ES m, O Y  & f a ) ;  questn differenza vien d a t ~  come 
somma di t re  integrdi ,  uno tloppio, gli altri due semplici. 

Questa formula, che ,  come nella Nota ricordata è detto esplicitamente, 
pnb estendersi alle funzioni di un numero qualunque di variabili, é ivi dedottn 
da una formula generale d'jntegrazione per parti ,  r e l a t i ~ a  a funzioni di n 
variabili indipendenti. Comunico, in quel ohe segue, un'alira dimostrazione, 
d i  carattere affatto elementare, della formula stesea, che do per il cnso ge- 
nerale di una funzione di PZ variabili indipendenti; ne dediico quindi u n s  for- 
mula arialoga, piii generale, donde segue una proprieth interessnnte delle serie 
multiple (reali) di TAYLOR. 

1. È noto (e  si dirnostra molto scmplicemente) che sotto ipotesi co- 
nosciutissime, che è inutile ricordare, Iri formula di TAYLOR per una funzione 

(") Sulle serie doppie di Taylor. (Rendiconti Lincei, 16 Giugno 1901.) 
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84 N i c c o l e t t  i :  

f ( x )  di una variabile reale z pub scrivqrsi al modo seguente : 

nella quale il resto Rm è dato dall'integral definito: 

Ove poi nll'integrale precedente si applichi convenientemente il teorema 
del valor medio, la (2) conduce immediatamente alle note forme del resto di 
SCL~MICH e ROCHE, di LAGRANGE, di CAUCHY (*). 

2. Sia ora y (x y)  una funzione delle due variabili reali x ed y, finita 
e continua con quelle derivate che dovremo considerare per x, 6 x 5 x ,  , 
go r y  G y I  ; e poniamo nella (1) (**) : 

cioh, per la (1) stessa, nella quale sia cambiato f in y, l î a  in n, x in Y, PO- 

(*) Cf. ad es. : GENOCCIXI e PEANO, Cnlcolo infinilesimale, png. 332. 
(Y;") Co1 simbolo { f},,,,..,, indichiamo il d o r e  di una funzione f (xl $, . . . Srr ) ne1 

ponto (a, a s . .  . a , ) ;  più oltre , se  il i,. . . i,t è una, ce r ta  permutazione de@ indici 
1, 2,. . . n ,  col simbolo ( f]ai,ah.,.ar,, indichiamo il valore che la  f prende per  si, = a , ,  

ziP = ai2 , . . . xill = aiR. 
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Sulla foî . tmla d i  T a y l o r .  

Avremo : 
va a (a+. (X q (xi - XO)* bi - 

+ (p(x1 y,) = y 2, 
ô'" ~ X X P ~ Y ~  ,xLyO p! v !  

Ma per la  (1) stessa, fattovi f ( x )  = (p (x y ) ,  si h a  : 

ne  segue, sostituendo sopra, la formula : 

m 98 - xo)~ (y1 - yo)' ar̂  +' (9 (x Y) 
y ($1 Y,) = XP 2' 

0 0 p.! v !  1 a ZP a yY' lx,y,, + R m n  7 (3) 

dove : 

K 

( an+i ? (x Y) 1 + + J ( y l - ~ j n l  fi. 8yn+.i %Y d g -  

cioè appunto la formula (B) della Nota sopra ricordata. 

3. P e r  vedere ne1 modo più semplice come questa, formula possa esten- 
dersi alle funzioni di un  numero qunlunque di variabili, è utile, portandovi 
alcuni evidenti cambiamenti di notazione, scrivere le forniole (1) e (3) al 
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8 6 N i c c o l e t t i :  

modo seguente : 

Introduciamo ora i si~nboli di operazioni : 

e iiel caso di due variabili indipendenti, poniamo: 

con questi simboli le formule (1") e (3') si scriveranno rispettivamente : 
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Sulla f omu la  d i  Taylor.. 8 7 

e in queste formule i secondi membri h a m o  rispettivamente il significato : 

Dalle formule (1**) e (3"") si ha subito, per induzione, la formula ge-- 
nerale. Sia f  ( x ,  x, . . . x,) una funzione delle n vasiabili reali xi .c2. . . x,, la 
quale ne1 campo definito dalle disuguaglianze: 

sia finita e continua con quelle derivate che dovremo considerare. Poniamo 
allora : 

1 . f ( x l x * .  . . x , ) =  f ( x l x , ; .  .x , )  

(hi - ai)mi+i ami \ f (xi . . . Xi-i ai Xi+i . . . 5%) . - 
f i ~ i  ! ai 1 6i - ai 

Ei f ( x i .  . . xi-i bi Xi+, . . . x,) = 

per i teoremi d'inversione delle derivazioni e della derivazione ed integrnzione 
sotto il segno integrale, sono le Di,. Ek sirnboli operatorî a due a due permu- 
tabili per i =\= k .  Con queste notazioni, noi diciamo che vurrà la fornzzda: 

Dl D,. .. D, f (a l  a, . . . a,) = (1 - El) (1 - E,) . . . (1 - En) f (b i  6 ,  . . . b,), (8) 

nella quale i due prodotti sirnbolici hanno il senso già sopra dichiarato. 
Poichè la (d) è vera per n = 1, n = 2, essa sarà dimostrata in generale, 

quando, suppostala vera fino 'ad un valore n ,  si dimostri per il successivo 
n + 1. In questa ipotesi, in luogo di f (x i  x , .  . . x,) sostituiamo nei due membri 
della (8) rispettivamente : 

(uguaglianza vera a causa della (1"")); per la permutabilità dei simboli D 
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88 N i c c o l e t t i :  

ed E con indici diversi, avremo :- 

Di  Do. . . D, Dn+i f (a,  a * .  . . an an+,) = - (1 - El) (1 - E2) . . . (1 - En) (1 - En+,) f (h i  b 2 .  . . bfi bn+i), 

cioè la (8) stessa, cainbiatovi n in n + 1. Essa è dunque vera in generale. 
Abbandonando i simboli operatorî cosi utili per la dimostrazione, scri- 

viamo esplicitamente la (8). Avremo la formula generale cui volevamo ar- 
rivare : 

111 m ,i 1 
f ( b i  b , .  4) - el # .  . ZKi 

O p i ! / ~ - 2 ! . . .  pn!  

- [ 
aP~+P+-trn f ] ( a ,  - a,ÿ1 ( b ,  - a,)p.. . . (an - a,)pn + a XF a xp.. . a XE" (a) 

(9) 

hiL bi, I 

+ (- l )k-i  2 . 
l S.. . ~ ( b , .  - z , , ) ~ ~ I . .  .(b,- xi , )mik.  

(jl,..ik) 1121, ! . . . mi, ! 
ail aik 

e nella (10) il sirnbolo 2 sta ad indicare che la somma relativa è estesa a 
( i ,  .&) 

tutte le coinbinazioni della classe k degli indici 1, 2, .  , . tz, e in ciascuno 
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Sulla formula d i  Taylor. 89 

dei termini della somma la ( ik+,  . . .in) indica la combinazione complementare 
(della classe n - k )  della ( i ,  i, . . . ik). 

4. Per  le ( 9 )  e (10) la differenza tra il valore della f (x, x, . . . x,) ne1 
punto ( b ,  b, . . . b,) e la somma dei p r i m i  ( m i  $- 1 )  (m, + 1).  . . (rn, + 1) ter- 
mini della corrispondente serie di TAYLOR 

(pei quali cioè si ha p i s  mi) é espressa come somma di 2n- 1 integrali 

(di aui (:) sono Y-pli , i quali portnno su opportune funzioni, che si hanno in 1 
guiça determinata dalla funzione data. 

Ci si forma una chiara idea della forma del resto R,, ...,,,, ricorrendo 
al linguaggio della geonietria ad  n dimensioni. Riguardiamo infatti le x,x,. . .x, 
quali coordinate cartesiane. dei punti di un Sn e in questo consideriamo il 
parallelepipedo ad n dimensioni colle faccie parallele agli iperpiani coor- 
dinati, di cui due vertici opposti sono nei punti (a, u, . . . a,), ( b ,  b,.  . . b,). 
Dalla (10) segue allora immediataniente che il resto Rm,,ns...m,, B uguale 
alla somma di tariti integrali definiti estesi a tutti gli S k  ( k  = 1, 2 , .  .. n) 
di questo parallelepipedo che contengono il vertice (b ,  b, . . . b,), presi positi- 
vamente O negativamente secondoché Ic ? dispari O pari ;  per ciascuno di 
questi integrali la funzione sotto il segno è determinata completamente dai 
valori della f(x,. . .x,) su l 'Sk  cui l'integrale è esteso. Questo fa intendere 
anche come la formula (9) possa ancora dedursi direttammte da una for- 
mula più generale d'integrazione per parti, nella quale è fondamentale la 
considerazione del parallelepipcdo sopra indicato ("). 

5. Dalle (9), (10) si deducono dei risultati degni di nota. Poniamo nella ( 10) : 

\ 

(*) Cf. nota citata, p. 468. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



9 O N i c c o l e t t i :  

con che la  (10) diventa 

decomponendo ogni esponente nt+ nella eomma di due 

(di cui p i , ( i l . . * i b )  > O), l'integrale Ic-plo Ail.. . ,  pub scriversi anche al modo se- 
guente : 

(il.,&)- ( i l . . . i k )  

Aili 2...ik = (bil - xi, )h . . , ( b  - ) -' mi. ! . . . mi, 1, 

ed anche applicando ripetutamente il teorema del valor medio: 

clle, sostituita nella (13) posta ~11a folwzn del ~ e s t o  d i  SCI,~MICH e ROCIIE. I n  
questa formula (12') le 8+(L1-.;k) sono ojportznie quantità comprese t ra  zero ed 
uno ; O < B. ZP (il*.;k) < 1. Facendo nelle (12*), (13) p;P(b-.ik' = mi, + 1 si ottiene 
la forma del resto d i  LAGIRANGE: 
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Sulla fovmula d i  Taylor. Ç 1 

poneiido invece tutte le piF uguali ad uno, si ha la forma d i  CAUCI~Y: 

Se  in questa poniamo : 

b i p  = aip + hip 
essa assume la forma: 

n (1 - Qi,(i ,... i,))m;, . . . (1 - 0 .  ( in  ... i ~ )  mik 
k - i  \' - 1 ,  

1 ?niL 1 . . . ~ 2 , 1  

Questa forma del resto è particolarmente importante. Ripetendo su essn 
(con lievi modificszioni) il ragionamento tenuto nella nota ricordata (p. 470 e ss.) 
per le funzioni di due variabili indipendenti, si ottengono le coiidizioni neces- 
sarie e suficienti perchè la serie di  TAYLOR per la Eunzione f (.ci x, . . . x,) 
relativa al punto iniziale (u, . . . a,) convenga assoiufar~zente ne1 campo defi- 
nit0 delle disuguaglianze 1 xi - ai 1 < Ri e in  questo campo abbia per somma 
la funzione stessa. È pereib necessario e sufficiente che le 2% - 1 espressioni 
che compariscono nella (1 5") : 

tendano uniforrnenzente al10 zero, ove in esse le il;, e le Bi,(il,.,i") si riguardino 
corne variabili indipejzdenti, assoggettate solo alle disuguaglianze 

\ 1 ~ i  \<Ri, 0 5 6. ( i l  ... i n )  a(. el, 
AnnaEi di Matemntica, Serie III, tomo VIII. 13 
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92 N i c c o l e t t i :  

quando zozo almeno degli indici n t i l . .  . m,, da cui la (18) dipende, tende a 
diventare infinito. 

6. L a  formula (9) conduce ad una formula pih generale, in cui essa 
stessa è conipresa. Supponiamo percib che gli indici 1, 2 , .  .. ta vengano di- 
stribuiti in k gruppi di Y,, u,, . . . vk elementi rispettivamente: 

X a ,  = agi + ( b b ,  - aa i )  i l ,  ( i  == 1, 2,. . . Y,) 
r p j  = anp, + (L6 - clpj)  t,, ( j  = 1 ,  2 ,... Y,) 
. . . . . . . . . . . . . . .  (17) 

xlS - ai, + (b18 - aia) t h ,  ( S  = 1 ,  2 , .. . vk). 

Mediante la trasformazione (17) la f ( x ,  x, . . . xn) diventa m a  funzioae 
F( t ,  t,. . . tk) delle Ic variabili reali t , ,  t ,,.. . th ,  la quale, per i valori delle 
t ,  . . . tk compresi tra O e 1 (questi limiti inclusi), in virtù delle ipotesi fatte 
sulla f (x, . . . x,), soddisfa alle condizioni di continuità e derivabilità, sutto le 
quali pub applicarsi la  formula (9). Quindi secondo questa forrnula avremo: 

1 
F ( 1 ,  l , - -*  l ) = f ( b i b 2 .  - q b n ) = z  l,,l! . ,  !. 

~ I J . , + -  .+P,, f 1 (b ,  - a , )p l  . . . (b, - a# + Zp,p,...pk, , a 5ir.l . . . a ~,, l~,. ,(.) 

dove la somma è estesa a tutti i valori positivi O nulli delle pl p, . . . p,, pei 
quali si ha:  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulla formula di  Taylor.  93  
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ed il resto Rp,p,...P, ha la forma: 

Questa è appunto la formula che volevamo ottenere. Pacendo in essa 
k = n, U, = U, = . - . = v, = 1, si ha  di nuovo la  (9) (con un semplice cam- 
biamento di variabili): ponendovi invece k = 1, v = n, si h a  la formula: 

f ( b ,  b , .  . . b,) = f (a ,  a , .  . . a,) 4- U, + 27, + . + Um + j 
1 

+ q ( 1 -  m !  t)" &n+l d tm+l F ( t )  d t, 
O 

nella quale con Ui abhiamo indicato il complesso dei termini della serie (11) 
che hanno la dimensione à, e la quale percib coincide colla ordinaria forma 
della formula di TAYLOR per le funzioni di n variabili, quand0 il resto si 
esprima mediante un integrale definito. 

chinro poi come sulla (18) possa eseguirsi una trasformazione analoga 
a quella che dalla (9) ha condotto alle forme del resto di  SCLOMICH e ROCHE, 
di LAGRANGE e di CAUCHY. 

7. L e  considerazioni che seguono, relative alle serie multiple, servono 
a porre in piii chiara luce il signi6cato e la portata della formula (18). 

Corne è noto, una serie rz-pla, (i cui termini dipendono cioè da lz indici): 

dicesi convergente quando la somma Sm, mz...m,, dei primi mi. m,. . . m, ter- 
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mini della serie stessa (pei quali cioè si h a  pi 5 mi) tende ad un limite deter- 
minato e finito S, so?n?nu della serie, quando tutti gli indici mi si facciano 
tendere imieme all'infinito, affatto indipendentemente l'un0 dall'altro. 

Ma sulla seric (22) pub procedersi ancora altrimenti. Se ne pub ad es. 
cercare la somma per li~zee, facendo nella somma Sm,,, ...,, tendere ciascun 
indice ?ni separatanze)zte e successiz;amente all'jnfinito; O, piii generalmente, 
distribuiti gli indici ml, în,,. .. m,, in gruppi, si pub in Sml ...,,, far tendere 
sepawtamet~fe e successivame?zte all'infinito gli indici di ogni singolo gruppo, 
sostituerido in ta1 guisa alla ricerca di un limite n-plo l a  ricerca successiva 
di n limiti semplici, O, più generalmente, di più limiti, ciascuno dei quali 
abbia una moltiplicità infwiore ad 92. 

Sulla serie multipla (22) si pub ancora operare al modo seguente: 
Distribuiamo gli n indici ?ni, m,, . . . m, in k gruppi (Jc G n)  rispettiva- 

mente di Y,  + v 2 . .  . uk elementi (con Y, $ v2 + + vk = n) e siano a,, u p  ,... ayl 
gli elementi del primo gruypo, f i ,  ... PVo quelli del secondo,. .. ?.,, A,, ... A,, quelli 
dell'ultimo gruppo. Riunendo allora in  un solo tutti quei termini della serie, 
per i quali ciascuna delle somme: 

ha un valore determinato, dalla serie n-pla data otteniamo una serie k-pla, 
della quale potremo cercare la somma O direttamente O con uno qualunque 
dei processi sopra descritti. 

È senz'altro evidente come dalla convergenza della serie data non segua 
affatto, in generale, l'esistenza di uno qualunque dei limiti sopra indicati e, 
quando anche esiatano, tanto meno la loro uguaglianza colla somma S della 
serie. Vi è perb una classe importantissima di serie, per cui una tale pro- 
prietà ha luogo, ed è quella delle serie assolutamente convergenti, le quali 
cioè restano convergenti quando ad ogni termine si sostituisca il suo valore 
nssoluto ; queste serie convergono infatti incondixionutamente, cioè indipett- 
dentemente dall'ordine dei termini, e per esse uno qualunque dei processi di 
nddizione sopra descritti conduce sempre al10 stesso limite S, somma della 
serie (*). 

(") Cf. A. PRINGSHEIM , Zur Theorie der Doppelreilhen (Munchener Bericlite, 1397, 
H. 1, S. 101 u. ff). 
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Ora la formula (18), corne è chiaro senz'altro, esprime la  somma dei 
primi (pi + 1). .. ( p k  + 1 )  termini della serie Ic-pla, che si ottiene dalla serie (11) 
di TAYLOR per la funzione f (x ,  . . . x,), quando gli n indici p, u,.  . . t*, si di- 
stribuiscano nei k: gruppi (19) del n.' 6, e si riuniscano in uno solo quei ter- 
mini, per i quali gli indici di ciascun gruppo hanno una somma costante. In  
cib appunto sta, secondo noi, il significato e I'importanza di essa formula, 
in quanto essa permette di  assegnare in forma finita per un'jntiera classe di  
serie (a parte la loro convergenza O meno) la somma dei primi termini di 
una qualunque delle serie dedotte dalla data al modo indicato. Se  questo ac- 
cada ancora per altre classi di serie, a me non è noto, né credo sia stato 
mai finora studiato. 

Contigliano, li 13 Febhraio 1902. 
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Studio geometrico 
della quartica gobba razionale. 

(Di G .  MARLETTA, cz Catania.) 

N e 1  presente scritto mi propongo di fare uno studio puramente geo- 
metrico della quartica gobba razionale, considerandola come proiezione della 
quartica normale del10 spazio da quattro dimension; (CLIFFORD). 

Ho raggiunto in ta1 modo una notevole semplicith di ragionamenti ed 
unità di metodo. La  piii gran parte dei fatti proiettivi già noti intorno alle 
quartiche sghembe di 2." specie, trovati per vie molto diverse (ma per 10 
più con strumenti analitici) da parecchi Autori, saranno qui raccolti in breve 
spazio, e considerati da un unico punto di vista. 

Si tratterà, naturalmente, anche dei casi speciali più notevoli, come la 
quartica equianarmonica, la quartica dotata di punto doppio, e quella con 
una O due tangenti stazionarie. L'ultimo capitolo sarà dedicato ad alcune 
involuzioni notevoli inerenti alla curva, involuzioni che sono state considerate, 
geometricamente e analiticamente, da1 chiarissimo prof. BERZOLARI, per uria 
curva razionale qualunque di un S,. Non é scopo di questo lavoro il portnr 
contributo di nuove proposizioni alla teoria delle quartiche sghembe razionali. 
Ma I'Autore si lusinga, che l'interesse per la semplicità e novità della trat- 
tazione supplisca, presso i Lettori, alla scarsa novità dei risultati. 

1. Il con0 quadrico dei piani trisecanti uiia quartica normale c di S,, 
e passanti per un punto generico O di questo, e il con0 cubico che da O 
proietta una qualunque d delle superficie normali del terzo ordine che c<on- 
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9 8 M a r  Z e t t a  : Studio yeo~netrico 

tengono la c, si' secano, a prescindere da1 con0 a due dimensioni che pro- 
ietta la curva da O, in una superficie rp del secondo ordine. 

Se il piano che passa per O e seca la superficie à in una conica è un 
piano trisecante c, la  superficie o, si comporrh di questo piano contato due 
volte; in contrario, sia M un punto qualunque di y , :  il piano trisecante c e 
che contiene la retta O M seca la d in  quattro punti, e quindi conterrà una 
generatrice di essa. Adunque in questo secondo caso, la g, si compone di due 
piani (trisecanti). 

Proiettando da O in uno spazio ordinario S,, l'immagine di c è una 
curva del quarto ordine e di seconda specie che indicheremo con c , ,  e per 
quanto abbiamo detto inferiamo : 

L a  qtcartica gobba raxionule è la  parxiale intersexione dell'iperboloide 
costiteiito dalle sue trisecanti, e d i  uns ~ i g n t a  cubica aventi i n  cornune O l a  
direttrice doppia d i  quest'ultimu, O dzce generatrici sghembe ("). 

2. Da1 fatto che le tangenti e i piani osculatori alla quartica nor- 
male c costituiscono rispettivamente una superficie ed una varietà entrambe 
del sesto ordirie, segue imnlediatamente che 

la sviluppclbile osculatrice della quartica gobba t.axionale è del sesto or- 
dine e della sesta classe (*#). 

Si osservi inoltre che il contorno apparente della varietà cubica delle 
corde di c fatto da O su S, , 

è la  sviluppabile Oitange~zte d i  c ,  ; essa è quiizdi del sesto ordine e dellu 
piarta classe (***). 

3. Giacchè un iperpiano qualunque seca la sviluppabile osculatrice 
di c in una sestica razionale con quattro cuspidi e dotata quindi di sei punti 
doppi apparenti, segue che 

la czirva doppia della sviluppabile osculatrice d i  c,  è una  sestica (*"?). 
.Indicheremo con a e 2 la superficie delle tangenti e la  varieth dei piani 

osculatori della c. 
4. È: noto (Crimoao) che l a  guartica normale c determina in S, una 

ordinaria polarità rispetto ad  una quadrica a tre dimensioni O, essendo polo 

(*) CREUONA, i&)not%t irztorno alln curva pbOn del 4.0 orditze pet. In p a l e  passa 
unn soln superficie di 2.0 gt-ado, 5s 2, 5. (.Inn. di Matem., serie 1, torno IV.) 

("*) CREJIOXA, 1. c . ,  +j 11. 
(*") CKEJIONA, 1. c., 3 20. 

(*""") CRB>IQNA, 1. C., § 13. 
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e polare un punto qualunque di S, e lo spazio ordinario clie unisce i quattro 
punti di contatto degl' iperpiani iperosciilatoii di  c uscenti da quel punto. 

L a  c giace su O,  e l'iperpiano tangente a qiiesta varieth in un punto 
arbitrario di c, è l'iperpiano iperosculatore a questa curva in detto yunto. 

L a  sestica secondo cui un iperpiano qualuiique seca a, giace in una su- 
perficie qiiadrica: correlativamente ahbiamo che gl'iperpiani clie proietta~io 
da O i piani osculatori di c inviluppano un con0 quadrico a tre dirnensioni. 

Proiettando in 5, abbiamo: 
I piani osculatori d i  c ,  toccano u n u  stessn qziadricu c l ~ e  è i scr i t tu  nella 

sviluppabile osczclatrice della curva (*). 
Corne corollario ne segue: 
I sei p ian i  osculatori  c o d o t t i  da u n  punto  alla c u ~ v a ,  iocca?~o uîzo 

stesso cono guadrico (*). 
5. L e  tracce in 8, degl'iperpiüni iperosculatori alla c e passnnti per 0, 

sono qua t t ro  piatzi s taz ionari  della qunrtica c ,  . 
Proiettando la c da una retta arbitraria di S, per O ,  in un piano, si 

ottiene una quartica con tre nodi, (se la retta si sceglie in modo da r~on in- 
contrare .;), che ha  quattro tangenti doppie, di cui gli otto punti di co~itatto 
stanno su di una stessa conica. Segue che gli otto piani che dall'asse di proie- 
zione varino ai punti di contatto delle otto tangenti a c &e giacciono nei 
quattro iperpiani bitangenti clie passano per essa, fanno parte di un cono 
quadrico (di seconda specie). 

Proiettando in S, abbiamo: 
L e  otto vette c o d o t t e  d a  zuz  punto dello s p x i o  ( o ~ d i n a r i o )  ni  pzit& d i  

contatto de i  qua t t ro  p ian i  bitatzgenti condotti p e r  tale punto sono getzeratrici 
d i  w o  stesso cono qundvico (*"). 

6. Analogamente proiettando la c sopra un piano (corne sopra), si ot- 
tiene una quartica trinodale, ed è noto che i suoi sei flessi sono sopra una 
stessa conica. Adunque possiamo concludere, che i sei piani che dall'asse d i  
proiezione vanno ai punti di contatto dei sei piani osculatori che essa incontra, 
giacciono in uno stesso couo quadrico (di 2.a specie). 

Secando poi con S3 si ha: 
Le sei  rette che da u n  punto  d i  S3 vanno  ai p u d  d i  contatto dei  sei 

piltrzi osczdatori  uscerzti d(tl ptcrzto, s tunno in zc9z cono quadvico. 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 VIII. 
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Se inoltre rnmmcntiamo (7 un  notevole teorema sulle quarticlie trino- 
dali, possiamo concludere che 

i l  cono qtladrico delle otto  ett te che d a  un pujlto qz ia luwpe  P d i  S, 
171-oiettano i punt i  d i  contatto dei piani  bitangenti  c ,  e usceviti d a  Y ;  quel10 
toccuto da i  sei p iani  oscu2utori d i  c ,  per P, e l ' a l t ~ o  cono q u a d ~ i c o  delle sei 
rette che d a  questo punlo proiettano i p u n t i  d i  contatto dei  det t i  sei  pitrni 
osculatori, appar tengom ad ut20 stesso fascio. 

7. Se 218 è un punto di c, questa è proiettata dalla retta O 211 in un 
piano generico, in una cubica con un nodo, clle h a  quindi tre flessi in una 
stessa retta. Segue che la O M incontra fuori da M ,  tre piani osculatori 
della c (coine del resto doveva essere, giacclib questa è tripla per la varieth 
planare l), e che i tre punti di contatto giacciono in uno stesso iperpiano 
con la retta 0 M. 

Proiettando in S, abbiamo: 
D a  ut2 puîzto a d d m r i o  della q u a d i c u  ci  possono condzr~si  tre piani 

oscu7ntori al la  ~nedes imx ,  e i tre  pun t i  d i  coîztatto d i  qzcesti s t a m o  in u n  
piano che passa per i l  punto co/isicZerato della curva (""). 

Al10 stesso risultato si perviene osservando che in una involuzione d'or- 
dine 1% e di specie n - 1, quando 91. è dispai-i, gli lz punti n-pli  costituiscono 
un gruppo dell'i,pvoluzione. 

8. Un iperpiano (2 scca a in unn scstica razionale con quattro cu- 
spidi: ne segue che per un punto qualunque di Q passano sei corde di essa. 
Correlativamente abbiamo clle in un iperpiano qualunque passante per O 
esistono sei piani intersezioni degli iperpiani che si ottengono proiettando 
da  O due piani osculatori arbitrari di c. 

Ne segue immediatamente che : 
Iu U I Z  piano qualunque d i  S3 esistono sei rette itztersexioni d i  due p ian i  

oscula t o ~ i  della q u w t i c a  c,. 
9. L a  proiezione di c da una retta generica r di S4 uscente da1 

punto O, ki un piano è una quartica con tre nodi, ed è noto clle in una 
curva siffatta le sei tangenti ad essa nei tre puiiti doppi inviluppano una 
conica. Ne segue che i sei iperpiani determinati da r e dalle sei tangenti 
u c negli estremi delle tre corde di questa che si a p p ~ g ~ i a n o  ad r ,  sono 
tangenti ad uno stesso con0 quadrico (di seconda specie). 

(*) Grtoss, Ueh die CoiîzOinn)zten Lincïre~ Fowmsgstetne, welche ebenen rationnlcn 
Curverz auyeordnet sind., I I I ,  5 2. (Math. Annalen, Bd. 32.) 

(X*) CREUONA, 1. c., 9 10. 
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I n  allora proiettando in S3 si h a :  
I sei  p i a n i  che passano per  zrn pntto qzialunqzte del10 spnxio (ord inwio)  

e per  le sei  tangent i  a l la  quart ica  ci neg l i  e s t remi  delle t r e  corde per esso, 
toccano u n o  stesso con0 quadrico (*). 

h noto inoltre clie in iina qiiartica piana con tre nodi, le sei tangenti 
che si possono condurre dai punti doppi a toccare altrove la curva, invilup- 
pan0 una stessa conica. Segue, proiettando dalla retta r ,  che gl'iperpiani 
determinati da r e dalle sei tangenti a c che incontrano i piani individuati 
dalla r e dalle tre corde c,he si appoggimo a questa retta (diverse dalle 
tangenti negli estremi), inviluppano uno stesso con0 quadrico (di seconda 
speoie). 

Proiettando in S, abbiamo: 
I sei p i a n i  che passuno per un punto pualunpue dello spaxio (ordinario) 

e per  le sei  tangent i  a l l a  quartica. c ,  che s i  aypoggiano ( f u o ~ i  da qtiesfa 
czn*vu) a l le  t re  corde per. i l  dato  punto,  invi luppano un coîzo quad l i co  (*). 

10. Rammentiamo (**) che la quartica normale c è trasformata in sk 
stessa da ogni omografia involutoria avente per asse un asse  della varietà 
cubica r costituita dalle corde di c, e per piano direttore il piano polare di 
yuell'asse rispetto alla varietà quadratica O. E si sa, inoltre, che i piani di- 
~ t t o r i  sono i piani in numero doppiamente infinito, di coniche della super- 
ficie del quarto ordine luogo dei punti d'incontro dei piani osculatori di c. 

Ne segue che un piano direttore contiene due punti della quartica. 
11. Sia .rr un piano direttore e p l'asse relativo: un iperpiano per ;i 

secn ulteriormente c in  due punti X, Y, tali che la. corda d = X  Y si ap- 
poggia a p ,  e che il gruppo X Y M N  è armonico, dove è J k p d ,  ed 
N z d .  

Se è X, p. es., infinitamente vicino ad N (ne1 qua1 caso questo è uno 
dei due punti di c in x ) ,  anche Y è infiiiitamente vicino ad N, cioè: Il piano 
osculatore alla quartica normale c in uno qualunque dei due punti che questa 
curva ha in un piano direttore, seca questo stesso piano lungo una retta. Se  
quindi ora rammentiamo (*"*) che i tre piani direttori per un punto con- 
corrono in una retta, proiettando in S, abbiamo: 

(*) GREJZONA, 1. c., 5 16. 
(**) SEGRF, Sulle varietcl cu6ic7~e del10 spnzio a qunttî-O clitnensioni e su certi sistem; ... 

n. 43. (Mem. della R. Acc. di Scienze di Torino. Serie II, tomo XXXIX.) 
(** :) SEGRE, 1. c., n . O  43. 
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Esistono tre c o d e  di  c , ,  che chiameremo covde principali, concowenti 
in u ~ o  stesso pzlnto, e tali che ciascuna d i  esse è L'intemezione dei due piani 
osczr1utoî.i u c ,  nei due punti in  cui essa s i  nppoggiu a questn curvu (y. 

Viceversa, osserviaino che il piano di due punti di c ,  e del punto CO- 

mune ai due piani osculatori a questa curva nei due punti ora detti, é un 
piano direttore, giacchè la direttrice semplice della rigata che 1' ha nell'iper- 
piano delle due tangenti a c nei due punti considerati, è un asse, e inoltre 
è la polare del piano in parola, giacendo anche nei due iperpiani iperoscu- 
latori nei soliti due punti della curva c. 

12. Siano n, p ,  G i tre piani direttori passanti per il centro di proie- 
zione O, e pl Y ,  s i tre ossi rispettivi. 

La corda della quartica c clie giace in TT, p. es., dovendo incontrare 
entrambe le rette r ed s ,  passa per il punto r S .  Le due rette che da O proiet- 
tano gli éstremi della corda di n, p. es., sono separnte armonicamente dalla 
retta h= .ir p o e dall'altra che si ottiene proiettando da O il punto r S .  Ora 
siccome le due prime rette costituiscono I'intersezione di i: col con0 quadrico 
a tre dimensioni costituito dai piani trisecanti la c e passanti per 0, dedu- 
cianio che la retta congiungente questo punto con l'altro r s è reciproca 
della h rispetto al cono quadrico in  parola. 

Ne segue immediatamente che l'iperpiano proiettante da O il piano 
x ~ p r  s è polare della retta L rispetto al con0 quadrico medesimo. 

Chiameremo tet~aedro prirzcipah in S, quel10 costituito da1 triedro delle 
corde principali della quartica c , ,  e del piano polare del vertice H, di questo 
rispetto alla quadrica delle trisecanti. 

Da quanto sopra si è detto, si vede clle la traccia del piano ;r, p. es., 
c la proiezione della retta p, sono spigoli opposti del tetraedro principale, 
gincchè la corda di c clie giace in x ,  passa per il punto r S. In  allora pos- 
siamo concludere (10) : 

La quartica (generale) c ,  cor~isponde a se stessa in  tre involzcxiotzi as- 
siali. Gli assi d i  ciasczinn involzcxione sono due spigoli opposti del tetraedro 
pincipale (**). 

(*) BERTIN, Sulla c u ~ v a  goOba dz g.0 od ine  e 2.aspeciel n.' 1 e 11. (Rend. 1st. Lom- 
bardo, serie II, Vol. V, 1872.) 

("*) SEGRE, 1. ci, 41 e ERAXBILLA, Le otnopnjfe c71e mutano in se stessa m n  cuma 
goMa rrrzioiaale del quarto orcliize, 5 1. (Rend. del R. 1st. Lombardo, ser ie  II, Vol. XX, 
1887.) 
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13. Il con0 circoscritto da1 punto O alla varieth quadratica O, è se- 
cato dallo spazio ordinario S, lungo una superficie di secondo grado :,, clle 
tocoa i piani stazionari della quartica cl  nei loro punti d'iperosculazione. 

Osserviamo che se il punto O fosse sulla varietà quadratica O,  il cono 
sestico delle corde della sviluppabile osculatrice di c ,  passanti per esso, si 
ridurrebbe a l  con0 quadrico di O nell'iperpiano a questn varietà tangente ne1 
punto O, contato tre ~ o l t e .  

Segue che ogni retta di O è trisecante della sviluppabile osculatrice di c, 
e viceversa. 

Prendendo le forme polari abbiamo che un piano che tocca O lungo una 
retta, è incidente tre piani osculatori della curva c. 

Sia E un iperpiano tangente a O in un certo punto T, e passante per 0 :  
esso seca questa. varietà in un con0 quadrico 5 avente il vertice in T. 

Conducendo da O i due piani tangenti a E ,  otteniamo nelle due rette di 
contntto due generatrici della quadrica di contatto del cono circoscritto da O 
a O, e nelle loro immagini in S,, due generatrici della quadrica E , ,  e queste 
rette sono tali che per ciascuna di esse passano tre piani osculatori della c , .  
Viceversa è chiaro che ogni retta siffatta è una generatrice della quadrina E , .  

Adunque : 
Il luogo delle rette da cui si possono conduwe ire pitrni o scu la to~ i  alla 

q u u ~ t i c u  c , ,  è m a  quadrica E ,  clze tocca i piani stnxionari nei purzti i n  mi 
essi toccano p e s t a  c u ~ v a  (*). 

Osservando ancora che il piano che proietta da O una retta qualsivoglia 
di O è tangente a questa, dediiciamo senz'altro che 

la quadrica E ,  è i?zsc?-itta nella sviluppabile osculatrice della qunrtica c l  ("1. 
14. 11 cono del sesto ordine proiettaiite da O la sviluppabile oscula- 

trice della curva c, e il con0 quadrico dei piani trisecanti per lo stesso puilto, 
si secnno in una superficie del dodicesirno ordine, della quale facendo astra- 
zione del con0 quartico che da O proietta la quartica c ,  contato due volte, 
resta un luogo del quarto ordine che è costituito da  quattro piani. Infatti se 
è M un punto di esso, per la retta O M passano un piano trisecante ed un 
d t r o  contenente una. tangente della curva c. 

Affinchè il loro iperpiano non sechi questa curva in più di quattro punti, 
il punto di coritatto della tangente in discorso deve essere uno dei puiiti di 
secamento del piano trisecante, e giacchè il punto ,JI non è ne1 con0 che 

(") CREMONA, 1. C., 5 1%. 
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da O proietta c, detto punto di contatto non è nella retta 0 M, e quindi 
due piani in discorso coincidono. 

Proiettando in S,, si ha: 
Esistono quuttvo pzrnti della quartica gobba ~nx ionu le  c , ,  nei quali lu 

tungelate alla cuvva secn uncora la curvu stessa ("). 
15. Evidentemente il con0 quadrico di seconda specie circoscritto alla 

vririetà quadratica O da una retta arbitraria uscente da O ,  ha  per traccia 
i n  S, il con0 quadrico circoscritto alla quadrica E ,  dalla traccia della detta 
retta. 

Sia P, un punto qualunque dello spazio ordinario S,: gli otto punti CO- 

muni alla quartica c, ed al con0 quadrico circoscritto da P, alla E , ,  sono 
le immagini delle due quaterne di punti che la quartica c ha nei due coni 
qwidrici della varietà 0, aventi per vertici i due punti in cui questa è secata 
dalla retta O Pi. 

In  allora se in particolare P, é un punto della c , ,  immediatamente se 
ne deduce che 

I l  coolzo clvcosnitto alla qztadrica E ,  da un pzinto a r b i t ~ n ~ i o  della qua+ 
tica c , ,  ha u n  contatto qundripunto con questa c w v a  nel suo vertice. 

Al va~iav-e del p u d o  Pi sulla cuvva, s i  ottiene un s i s t ~ m a  sernplicenzcnte 
infinito d i  coni q ~ a d r i c i  d'indice otto. 

Qiiesta seconda parte segue dall'osservare che la retta C) P, secs la va- 
rictà @ in due punti, per ciascuno dei quali passano quattro rette di questa 
che si appoggiano alla quartica c ;  od anche, direttamente, notando che il 
con0 quadrico circoscritto ad E ,  da un punto arbitrario dello spazio ordi- 
nario S,, seca la quartica c,  in otto punti. 

16. Cliiameremo iperboloide corvispondente ad un d a t ~  punto A, della 
quartica c , ,  quel10 che è determinato dalle tangenti a questa curva nei tre 
punti i cui piani osculatori passano per A , .  \ 

Si ottiene in t:il modo un sistema semplicemente iiifinito d' iperboloidi , 
di cui voglianlo trovare l'indice. 

Osserviamo primieramente che esso è necessariamente un multiplo di 4, 
giacchè ciascun iperboloide passante per il punto di concorso delle tre corde 
principali, viene trasformato da ognuna delle tre involuzioiii assiali che mu- 
tano in sè stessa la quartica c i ,  in un altro iperboloide del sistenia r pas- 
sante anch'esso per il punto di concorso delle tre corde principali. 
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Sin ora F ,  i l  punto di secamento di una tangente-secante di c l ,  e proiet- 
tiamo la sviluppabile osciilatrice 5, di qiiesta, sopra un piano o,, in un in- 
~ i luppo  che chiameretno cr',. I n  questo avïemo un'involuzione di prima spe- 
cie e di terz'ordine, essendo coniugate le immagini di tre tangenti di c,, i 
cui punti di contatto siano tali che i t i  essi i piani osculatori concorrono in 
uno stesso punto di questa curva. Tre  rette coniugate di G', determinano tre 
punti corne loro intersezioni a due a due, il luogo dei quali B una curva p', 
razionale, giacchè i suoi punti si possono far corrispondere biunivocamente 
alle tnngenti di G ' ~  . 

Sta'oiliamo Bopra una retta arbitraria r' di w , ,  una corrispondenza d i  
CISASLES, chiamando .corrispondenti due punti qualora stiano in  due tangenti 
coniugnte. Se si nota che la ciirva irnmagine di ci è una cubica dotata di 
cuspide, e che quindi è della terza classe, si vede subito che gl'indici della 
co r r i~pond~nza  in esame, sono entrambi eguali a 6. Perb è facile vedere clle 
lc dodici coincidenze si riducono a sei (distinte). Ne segue che la curva q', 
(che è il luogo di queste coincidenze), è del sesto ordine. Ora se indichiamo 
con 4 x l'indice che si vu01 trovare, evidentemente per un punto arbitrario 
di cl passano 4 x - 2 iperboloidi del sistema (prescindendo dai due infinitn- 
mente vicini). Anzi guelli passanti per H', e che danno tre tangenti coniu- 
gate della o', , saranno precisamente 4 x - 3 (perché l'iperboloide corrispon- 
dente ad F,, passa per Ir',). Quindi siccome per ciascuno di questi 4 x - 3 
iperboloidi, si ottiene un punto trip10 della q', , segue clie deve essere ne- 
cessariamente x = 1. 

Concludiamo adunque che 
Gl'iperboloidi corrispondenti ai diversi  punti della curva cl , fornmrio 

un sis  tema semplicernen te infinito d'indice qua t tro ("). 
17. Dato un punto A ,  di cl fncciamo ad esso corrispondere i due 

punti B, in cui questa curva è secata ulteriorniente dall'iperboloide corrispori- 
dente ad esso. 

Siccome per ogni punto della curva passano due degli iperboloidi in 
esame, cos) possiamo dire che ad un punto BI corrispondono due punti A , .  
Indichiamo con A questa corrispondenza (2, 2). 

(") BI~RZOLAR~, Sintla czwva gobhr raaiona2e de2 par to  ordiize, 2. (Rend. 1st. Lomh., 
serie II, Vol. XXIII, fasc. II.) e S o p a  alczcizi iperboloidi annessi alla czwvn goLbn razio- 
nale clel pum.t'orcline, 9 (id., vol. XXV, fasc. XIV). 
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I qua t t ro  elemetzti u n i t i  d i  essa sono, evidentemente, i pzitzti di seca- 
men to  delle quat tro  tutzgenti-secanfi ("). 

Sia pl una delle tre corde principali: ne1 fascio di piani avente pl per 
asse, stabiliamo una corrispondenza di CHASLES, chiamando corrispondenti due 
piani ogni qualvolta proiettano due punti corne A ,  e B,  . Gl'indici della cor- 
rispondenza sono entrambi egunli a due, giacchB se A ,  ed A', sono due punti 
di cl  in uno stesso piano per p ,  , i punti che ad  essi corrispondono in forza . 
di A, sono divisi in due coppie, ciascuna giacente in un piano per p l ;  cib i? 
dovuto all'involuzione assiale, di cui p, i: un asse, che trasforma l a  curva c l  
in se stessa. 

Osserviarno inoltre che delle quattro coincidenze, due si ottengono projet- 
tando d a  p,  due coppie di puilti di secamento delle tangenti-secanti, e clie 
le altre due ci danno due coppie involutorie della corrispondenza A .  

Infatti se A ,  e B, sono in lino stesso piano per pl ,  e si-, nessuno di essi 
B punto di secarnento per qualcuna delle qunttro tangciiti-secanti, iiidicando 
con a ,  e p, gl'iperboloidi corrispondenti ad essi rispettivamente, da1 fatto 
che K ,  passa per Bi, segue che P ,  passerh per A , ,  giaccliè l'involuzione as- 
siale di cui p, è lin asse, e che trasforma c,  in sè stessa, deve trasformare B, 
jn A , ,  ed a, in  F i .  Adunque la  coppia A , ,  R, è m a  coppia involutoria di 8. 

Di coppie siffatte ne abbiamo 2 .  3, tenendo conto delle altre due corde 
principali. Ma una corrispondenza asimnietrica (2, 2) non p ~ i b  avere più di due 
coppie involutorie, quindi deduciarno senz'altro che la corrispondcnza A è sinz- 
nzetrica. 

Adunque: 
L'ipe~*boloide cowispoade~zte  ad  u n  putzto qualungue della czwru c l ,  ta- 

gliu Zcl czwvu stessa in due punt i ,  s g l i  i pwbolo id i  cowispowdenti  c( puesti, 
p a s s a m  e n  t r ~ ~ n i b i  per il pun to  p i n z i t i v o  (*). 

18. Da1 fatto che il cono dei piani trisecanti c e clie passano pcr 0, 
è di secondo grado,  segiie che il rapport0 anarmonico degl'iperpiani che 
proiettano d a  un piano trisecante c, quattro punti arbitïari di questa, è CO- 

stante al  variare del piano trisecante. 
Correlativamente abbiamo che i punti in  cui quattro iperpiani iperoscu- 

latori di c sono secati da  una retta a cui appartengono tre  iperpiani ipero- 
sculatori della medesima curva, è costante al  variare d i  questa retta. 
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Se ora quindi noi osserviamo che una tangente di c ,  pub considernrsi 
come comune a tre iperpiani iperosculatori (successivi) di p e s t a ,  proiettai~do 
in $, deduciamo: 

L e  ta~zgenti della quartica gobba vazionale cl secano i quattro piirni 
stazionari i n  gruppi d i  punti aventi un rapport0 aranrinonico costuizte (*). 

Od anche: 
L e  tangenti deila yuartica cl appnrtengono ad itn coqdesso  ietrnedrale 

(O d i  REYE), i l  czci tetraedro fondanzefifale è costituito dai  piani staxio?znri 
della curvu (*). 

19. Osserviamo che se p, e Y ,  sono due quadriche coniugate nell'iiivo- 
luzione di secondo grado esistente ne1 fascio deterrninato dalla quadrica E ,  e 
da quella X, delle trisecanti c i ,  involuzione che ha  queste due quadriche come 
elementi doppi, il complesso di BATTAGLINI determinato (+y da esse con- 
tiene (""") le tangenti comuni ad E ,  e x i ,  giacchb queste sono coniugate 
nell'involuzione clie pl e u, determinano come elementi doppi ne1 fascio in 
parola. Ma le tangenti alla quartica c, toccano (13) entramlie le quadriclie 
E ,  e x,, quindi esse appartengono al complesso di BATTAOLINI deterrninato 
da pl  e Y , .  

Concludendo abbiamo : 
Le tangenti della qzrartica c ,  appartengotzo a tut t i  i complessi quadlsa- 

tici d i  BATTAOLINI, che vetzgono detemzinati da due quadriclte qualunque fra 
loro coniugate nell'involuxione d i  secotzdo y a d o  che le E ,  e il, d e f e r ~ n i n a f ~ o  
asszinte cotne eleme~zti doppi, ne1 fascio d i  quadriche che esse medesinze iu-  
dividuano ("**'). 

20. Si noti ora, che le tangenti di c, non possono toccare alcun'altra 
quadrica del fascio in quistione, e quindi se 1,; e p, sono due qiiadïiclie del 
fascio non coniugate nell'involuzione i cui elementi doppi sono C, e x,, esse 
determinano un complesso di BATTAGLINI che non conticne le tangenti di c,, 
giaccliè queste toccano solamente queste due ultime qundriclie, Che, d'altra 

(*) STUDY, UeOe?. dia Rnumcui.veiz vierter Ordnung, zweiter Art. (Leipzig. Beiiclite, 
1886.) 

(**) ASCHIERI, Sopra un comnplesso di  2.0 grado. (Giorn. di Matein., Vol. VIII, 1870.) 
(***) STUR~II, Die Gebilcle I. u. II. Grades der Liniengeornehie, ecc., I I I .  (Leipzig, 

1892-93-96.) 
(**%*) BERZOLARI, Sui cornhinanti dei sistenzi d i  forme bitznrie nt~?aessi alb curce gobbe 

~acionnli  de2 qum- t 'o rdk  3 7, 37. (Ann. di Matein., serie II, tomo SS, 1892.) 

~ n n a l i  di  Maternatica, Serie I I I ,  tom0 VIII. 1 ;> 
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parte, non sono coniugate iiell'involuzione i cui elementi doppi sono l,, e pl, 
contrariamente a corne dovrebbe essere se le tangent; di c,  facessero parte 
del complesso di  BATTABLINI determi~~ato  dalle medesime quadriche A , ,  p, . 

Adunque possiamo enunciare il seguente teorema : 
L e  coppie d i  yzludriche del fascio iizdividzlato dal le  E , ,  x,, t a l i  da de- 

te?.minm-e covzpiessi d i  BSTTAGLIBI a cu i  appu~' te) igono tu t t e  le f a n g e n f i  del la  
y i ~ n r t i c a  ci , sono solametzte quelle costiluite d a  d u e  quadriclie coniztgate nel-  
l 'involzizio~ze di secondo g?.ado che ne1 fascio i n  paro la  v ien deternzinafn,  
dal le  due E , ,  X, assutzte conte elementi  doppi (*). 

21. Termino questo primo capitolo osservando che per brevith trala- 
scio di esporre alcurii teoremi dovuti al chiar. prof. CREMONA; tcoremi che il 
lettore pub trovare nella Memoria più volte citata, giacchè le dimostrazio1.i 
di essi, si possono agevolmente condurre, pur servcndosi sempre della qunr- 
tica razionale normale c, ad  imitazione di quelle che nella detta Meinoria si 
trovano. 

Non par10 nemmeno della (onica) superficie di STEINER della quale c, è 
iina curva assintotira, rimandando il lettore al dotto laroro citato del chin- 
rissinio prof. SEGRE. 

II. 

1 .  Sia il centro di proiezione O, un punto generico della varietà qua- 
dratica O (1, 4). 

Il cono sestico delle corde della sviluppabile 0 (1, 3) passanti per esso, 
si riduce al con0 quadrico secondo cui l'iperpiano tangente in O a 0 ,  sec& 
questa stessa varietà, cono quadrico che è da, contarsi t re  volte. 

Quindi ogni retta di O è trisecante della sviluppabile G ,  e viceversn. 
Segue che questa varietà è il luogo dei punti O da ciascuno dei quali ln 
quartica normale c è proiettata nello spazio ordinario S3 secondo una qiiar- 
tica gobba razionale c , ,  la cui sviliippabile osculatrice possiede una conicn 
i r ip la  invece di una seatica doppia. 

(*) BERZOLARI, S ~ r i  cowzhinanti ..., 1. c. ,  5 7, 38. 
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Una quartica siffatta snrà chiamata qziartica eguia9zn~mo~~ica .  
In questo capitolo supporrenlo sempre che il puiito O sia  un punto ge- 

nerico d i  O. 
2. 1 quattro punti di contatto degl'iperpiani iperosculntori di  c che 

passano per  0, giacciono riel17jperpiano tangente in qiiesto stcsso punto alla 
varietà. quadratica O, ossia su1 con0 quadrico di qursta  aveiite O pe ï  ver- 
tice; inoltre i quattro ipespiani iperosculatori in  discorso, toccano questo cono 
quadrico. E viceversa. Proiettaiido in S3 si ha  : 

1 p n t i  d i  contatto dei quattro piani s t a x i o n a ~ i  d i  zmn qzlartica eqz~ia- 
tznrnzo~tica, s l a ? ~ ~ i o  sulla cotzica tt*ipla della sua svilzcppabile osczdut~ice,  e 
questu conica è toccata i n  questi p n t i  da i  quattro p i m i  stcaxional-i. 

Viceversa : 
S e  i qunttro puizti d i  contatto dei piani staxionavi d i  wia  quarticu gobba 

i-ozionale sono i n  uno stesso piano, l n  quartica è epuiu~zar~zo~z ica  (*). 
3.  Da1 fatto che per u n  punto qualunque O di  Sq, e in particolare 

di  O, passano quattro iperpiani iperosculatori alla quartica normale c ,  segue 
che esistono quattro rette della varietà quadsatica passanti per O e che i n -  
contrano questa curva. 

Si è visto jnoltre che le rette di @ sono trisecanti della sviluppabile O, 

la quale, evidentemente, ha la curva c corne cuspidale; ne  s e p  che cia- 
scuna delle sopradette quattro rette incontra ulteriormente in un  sol punto O, 

cioè si appoggia fuori dalla c, ad  una  sola tangente di questa curva. O ïa  il 
piano che proietta d a  O questa tangente seca Io spazio ordinario S, in  una 
retta tangente-secnde della quartica. c , ,  ed il punto di  secamento è la traccia 
dclla ret ta  di  O uscente d a  O, e che incontra ln  c e la tangente di  questa 
di cui si parla, ret ta  che h a  per  traccia in  S3 uno dei quattro punti i i i  cui 
In c, è toccata da i  quattro piani stazionari. 

Adunque : 
Nel la  quartica gobba eqzciamtmonica i qzlattro pzcnti d i  con tatto dei 

pintzi stazionari, cadojzo nei puL t ro  d i  s e c m e ~ i t o  delle tangeizti-secutlti (**). 
Viceversa è facile vedere che 
p e s t a  pmprietà è car.atter.isticu pela la quartica equin~zatwolzica. 

(*) ARJZRXANTE, SUL% curve gobb,~ razionnl~ del quarto oi.dii~e. (Giorn. di Battaglini, 
Vol. XI, n.O 7.) - BRAJI~ILLA, Ricerche analilichc intorno alle czo-ve gobOe ?-naioncrli clel 
qzcnî.6 ordine. (Atti del R. 1st. Veneto, tom0 3.", serie û.", 1853.) 

(*") BERTINI, 1. C , 21. 
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4. Si è visto (1, 10) che se si proietta da O il piano polare della 
retta per cui passano i tre piani direttori uscenti da questo stesso punto, si 
ottiene I'iperpiano polare di delta retta rispetto al con0 quadrico dei piani 
trisecanti che passano per 0. 

Ne1 caso in esame, il piano polare della retta di concorso dei piani di- 
rettori per 0, giace nell'iperpiano polare di questo punto, che non è altro se 
rion l'iperpiano tangente alla varietà quadratica O nello stesso punto O. 

Proiettando in  S3 abbiaino : 
I l  piano della conica tripla della sviluppabile osczdntrice della quartica 

epuiatznrnzonica, B i l  piano polure del punto d i  concorso delle corde princi- 
pali, rispetto alla quadrica delle trisecanti la c u ~ v a  (*). 

5. Una tangente alla quartica normale c tocca il con0 quadrico dei 
piani trisecanti questa curva e che passano per 0, nello stesso punto in cui 
tocca la c. Ne segue che le rette proiettanti da O i punti d i  contatto delle 
tre tangenti a c che sono appoggiate ad una qualunque della semplice infi- 
nità di rette della varietà O per 0, sono reciproche d i  questa retta rispetto 
al con0 quadrico dei piani trisecanti la  quartica normaIe. Adunque al va- 
riare della retta di @ per 0, l'iperpiano che unisce questo punto ai ire punti 
di contatto, inviluppa un con0 quadrico di seconda specie il cui asse è la  
polare iiell'iperpiano tangente alla varietà @ iii 0, rispetto a l  con0 dei piani 
trisecanti che passano per quest'ul timo punto. 

Proiettando in  S3 si ha  : 
L e  tangela ti di  z u t  a quartica yobba equianamonica sotao distribuite i n  

teme, ognuna delle quali è costituita da tangenti concorrenti in uno stesso 
pztnto. Questo ed i l  piano dei loro punti d i  contatto sono polo e piano po- 
lare rispetto alla quadrica delle trisecanti; e i piani dei punti d i  contatto 
delle terne di [angenti che concorrono in  u n  punto inviluppano un cono qua- 
drico, i l  cui vertice è i l  pzmto d i  co?zcorso delle tre corde pl-incipccli (*%). 

6. Da quanto si disse (1, I l )  segue che il trilatero p r s è autocon- 
iugato sispetto alla conica traccia di Q ne1 suo piano. Proiettando d u  O si 
ottiene un triedro autoconingato rispetto al con0 delle rette di O uscenti 
da O, e facendone la forma polare rispetto al con0 dei piani trisecanti per 
questo stesso puiito, e poi proiettando nello spaxio ordinario S3,  possiamo 
senz'altro inferire che : 

(*) BR.~~\IBILLA, Sopra nlczcni casi particolari clella curvn gobbn razionale del 4 .0  or- 
clinc, 111, S. (Rendiconto dclla Acc. delle Scienze Fis. e Mat, di Nnpoli. Anno XSIV, 1883.) 

(*y BR.~IBILIA,  1. c., III, 11. 
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Il trispigolo delle corde przizcipali è autoconiugato rispetto a l  cono in- 
vibuppato dai  piani dei punti d i  contatto delle tangenti a ci condotte da un 
punto della covzica tripla della svilzcppabile osculatrice (*). 

7. Per l'ipotesi fatta siil punto O, i piani che passano per esso e che 
toccano la varietà O liingo una retta, sono quelli taugenti al con0 quadrico 
che questa varietà, ha  nell'iperpiano che la tocca nello stesso punto O. Segue: 

il litogo delle rette dalle quali s i  possono condurre tre piani ad osczrlare 
una q u a r t k a  gohba equianarnzonica, è costitzdo dalle tangenti della colzica 
tripla della svilzcppaOile osculatrice della curva medesima. 

8. Ragionando analogamente a corne si fece al n.O 14 del cnpitolo 
precedente, e tenendo conto del17ipotesi fatta su1 centro di proiezione O, de- 
duciamo senz'altro che : 

Il cono puadrico proiettu~z te la conica tripla della sviluppabile oscu ta- 
trice della quartica gobba equianarnzonica c,, da u n  punto pzialtinque d i  que- 
s t ~ ,  ha zclz contatto quadripzitzto ne1 suo vertice cota questa stessn czwva. 

1. È noto (**) che Fer un punto generico della varieth cubica I' co- 
stituita dalle corde della curva c, passano due rette, chiamate nssi, che in- 
contrano una semplice infinità di corde. 

Ne segue supponendo il centro d i  proiezione O sopra una corda M N  
della, c, clie esistono in S3 due pzinti A ,  e BI du i  qualz' la quartica c , ,  che 
per l'ipotesi fatta è dotata d i  un nodo, viene proiettata mediante due coui 
quadrici (*"). 

Cib si rende anche evidente osservando che ciascuno di questi coni qua- 
drici è ln proiezione in  S, della superficie cubica normale costituita dalle 
corde di c, che si- appoggiano ad uno dei due assi uscenti da1 punto 0, pro- 
iezione che vien fatta da questo punto medesirno (**). 

. (*) BRBMBILL,~, 1. C. 

(**) SEGRE, 1. c., n.' 43. 
(***) BRA~IBILLA, S u k  cwun gobba del 4.0 o)&ze dotata di  p n t o  d q p i o ,  $ 3. (Rend. 

dell'Ist. Lombardo, serie II, Vol. XVII). 
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2. L' iperpiano S iperosculatore a c in Q ,  passi per 0: esso seca la 
varietà cubica r in una rigata del terzo ordine mente per direttrice doppia 
la tangente p alla curva c in Q, e per generatrici le coppie di assi uscenti 
dai vari punti della p. Ora, da1 fatto chc O giace in El segue clie per esso 
passa una generatrice di questa rigata cubica, l a  quale dovendo essere u n  
asse, saià uno dei due assi O A , ,  O Bi uscenti da1 punto O. 

Proiettando in S, abbiamo : 
La tangente in un pziizto d' iperosculaxione della c, passa pef.  truo dei  

due pzinti A l ,  B, (*). 
Inoltre, siccome 1' iperpiano E seca la superficie cubica normale, la cui 

direttrice è, p. es., O A i ,  lungo questa retta e nella tangente q contata due 
volte, vale a dire è tangente lungo questa retta, segue che: 

I p ian i  s taz ionar i  cli cl pei  q u a l i  ln tangente  ne1 pzcnto d i  cotttatto con- 
corre in A i 7  ovvero iiz B,, toccano lzingo le tungent i  r i s p e t t h e  i coni qzict- 
dr i c i  che p o i e t t u n o  doppiuntente la c, da1 pun to  A l 7  ovvero da1 pztnto B,  (*"). 

3. Sia invece 2 un iperpiano qualunque pei due assi O A , ,  O Bi: i 
quattro punti in cui esso seca la quartica c sono i vertici di un quadrangolo 
gobbo tale che due lati opposti si appoggiano ad uno, ed altri due lati opposti 
si appoggiano all'altro dei due assi; e cib perchè le corde della quartica nor- 
male c appoggiate ad un asse costituiscono una superficie cubica normale. 
Sia X Y una delle due corde in che si appoggiano ad  O d , ,  p. es. L'i- 
perpiano i 2  determinato dalle tangenti alla c nei punti X, Y, è ("*y tan- 
gente alla varietà r, e secherà questa in uiia rigata cubica che lia la corda S Y 
per direttrice doppia, e per generatrici le corpie di assi uscenti dai vari punti 
di essa. Quindi 12 contiene la retta O A , .  

Proiettando da  O in S, si ha  che le tangenti negli estremi di uiia corda 
di cl passante per A , ,  O per R,, giacciono in un piano che contiene il 
punto A,  O Bi, la clualcosa, del resto, è evidente da per se stessa. D a  questa 
osservazione segue senz'altro : 

Un piuno qunlunque passante per la  re l ta  Ai BI,  seca la  quart ica  c,  in 
qua t t ro  p u n t i  t a l i  che itz essl le t a n g e ~ t t i  a l la  czirva costituiscono un qz1ad1.i- 
latero gobbo (""9. 
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dellu quartica gobba razionale. 113 

Od anche : 
Ogni tangente d i  c,  ittdividzia zm quadrilatero goMo circoscritto a questa 

c w v a  (*). 
4. Per  la quart,ica in esame oltre delle tre involuzioni assiali corne ne1 

cas0 generale (1, 111, abbiamo due omologie armoniche che trasformano in 
se stessa la curva, giacchè (**), com'è noto, la  quartica c corrisponde a se 
stessa nelle due omografie involutorie di assi O A , ,  O BI , e i cui piani di- 
rettori sono rispettivamente i piani polari di queste rette r i sp~ t to  alla varieth 
quadratica O. 

Adunque : 
L a  qzlartica colt un nodo c, cor r i spzde  a se stessa nelle due o ~ w l o g i e  

avmoniclze i cui centri sotlo A l  e BI, e i cui  piani d'olnologia sono ~ i s p e t -  
tivamercte i l  piano polave d i  A ,  ~ i s p e t t o  al cotzo quadrico ( B , ) ,  e i l  piano 
polare d i  B, rispetto ad ( A , )  (***). 

5 .  Il luogo del punto comune xlle due tangenti a c, negli estremi di 
una corda uscente da  A , ,  p. es., è una curva giacente ncl piano polare di A ,  
rispetto al cono qiiadrico (B,), la quale è incontrata in tre punti da una retta 
qualunque di questo piano (essendo del sesto ordine la sviluppatile osculatrice 
della cl).  

Segue : 
Ln curva doppia della sviluppuhile oscuhtrice d i  zina quarlica yobha'co~z 

nodo, è composta d i  due wbiche p i a m  sitziute rzei piani p o l w i  del vertice d i  
ciasculz cono biproiettante la curva rispetto all 'altro cono ("*y). 

Evidentemente poi 
la  sviluppnbile bi tangede d i  c, è costitw'fa da i  piani t a ~ z g m t i  a i  co~zi 

p a d v i c i  ( A , )  e ( B i )  (****"). 
6 .  Posto 2 = M N ,  indichiamo con f e g i due assi uscenti diil 

punto O. 
Le tangenti in 211 ed N alla quartica normale c determinano un iper- 

pinno clle seca la varietà I' in una rigata cubica la cui direttrice doppia i: 
la corda 1, e quindi a questn superficie appartengono f e g. 

( d )  BRASIDILLA, 1. c., n.' 5-8. 
(+>) SEGRE, 1. c., § 43. 

(+%*;) BRAJIBILLA, Le omogî.a/z'e c72e mutano in se stessa . . . , 1. c.,  $ III, 11. 
(****) SALXON-FIEDLER, Analytiz'sclze Geometrie des Rnuines, I I ,  Abth., 5 111. 

( ***-+) BR~UIBILLA, 1. C. dei Rend. Acc. di Nnpoli, n.' 15 e 16. 
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Proiettando in S, concludiamo: 
L e  tangenti ne1 nodo della cl sono situate i n  u n  piuno passante per la 

 etf fa A,  BI (*). 
Si osservi che i due iperpiani che da 2 proiettano i piani osculatori a c 

in 1 i  ed N, si secano in un piano w per la stessa 1, il cui iperpiano polare 
rispetto al con0 quadrico di seconda specie di vertice 2 e proiettante c, è 
quel10 determinato dalle tangenti a questa curva in 211 ed N. Ora un iper- 
piano ad arbitrio che contiene il piano f g ,  seca il sopradetto cono quadrico 
di seconda specie, in un con0 quadrico ordinario rispetto al quale la retta 
secondo cui è secato il piano w è la  polare del piano f g .  E siccome i quattro 
punti in cui è secata l a  c costituiscono un quadrangolo gobbo di cui due lati 
opposti si appoggiano ad f ,  ed altri due lati opposti a g, segue che la rima- 
nente coppia di lati opposti si deve appoggiare alla polare di f g, cioè alla 
traccia di w. 

Proiettando ne segue : 
Il terxo punto diagonale dei qzcadravtgolo pz'ctno contpleto costituito dalle 

tracce d i  c ,  in u n  piano qsalunque passante yer la retta A ,  Bi, d i  cui due 
punti diagonali sono A l  e BI, è la traccia della retta interseaione dei due 
piani osculatori alla c ,  riel szco lzodo (**). 

7. La quartica gobba c,  dotata di un nodo possiede, a sirniglianza di 
quella generale, tre corde principali, uiia delle quali è evidentemente la w t t a  
conzune a i  due piani osculatori net nodo d i  essa. Inoltre è noto (***) che 
queste tre corde passano per uno stesso punto che è il vertice del con0 qua- 
drico inviluppato dai piani 8 ,  dei tre punti di contatto dei tre piani oscula- 
tori di ci e passanti per uno stesso punto di questa. Sia Cl questo vertice, 
e siaiio X I ,  Y,,  2, , T, i quattro punti in cui la quartica c, è secata da1 
piano SI  = A ,  BI CI , supponendo inoltre che le rette SI Y,,  T ,  2, passino 
per Ai , e che le TI X I ,  2, Y, passino per Ba. 1 due piani 8 ,  relativi 
ad X,, Y, si secano lungo una retta la cui traccia in 5 ,  è nella retta che 
congiunge Bi al punto comune alle rette X, 2, , Y, Ti. Analogamente di- 

(") BRAMBILLA, 1. c., Sulla curva gobOa del quarto ordine. . . , n.O 4. 
(**) BRAMBILLA, 1. C., n.' 6. 

(*'*) Dopo aver dimostrato (1, 21), seguendo l'illiistre prof. CREMONA, che i piani 6, 
inviluppsno un con0 quadrico; affinchè si possa concludere che il vertice di questo è il 
punto di concorso delle tre .corde principali, basta osservare clie il piano 8, relativo ad 
uno degli estrem: di una corda principale, deve contenere questa stessa corda. 
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casi pei due piani 8, relativi ad  XI e T,, ci06 essi passeranno per un punto 
della retta che unisce A ,  al punto cornune alle rette X, Z, ed Y, T,. Ma i 
due piani 8 ,  considerati devono passare per il punto C, , quindi è precisa- 
mente C, = X, 2, . Y, T,, cioè : 

G l i  estremi delle due corde l)rincipali  (a pr-esrinderg da puella ziscente 
da1 nodo), costituiscono un qzdadvangolo (piano) completo d i  czli due pulzti 
diagonali sono i punti  A ,  e B, (*). 

8. Si è visto che la curva doppia della sviluppabile osculati,ice di c l ,  
é composta di due cubiclie piane che indicheretno con y', e y", . 

Il cono quadrico ( A , ) ,  p. es., ha due generatrici che sono le tangenti 
alla quartica ci in due punti d'iperosculazione; e siccome questa curva cor- 
risponde a se stessa nelle due omologie armoniche sopra studiate, segue che 
queste due generatrici del con0 (A,), tangenti a c i ,  sono situate in uno stesso 
piano col punto B I .  

Siano M i  ed NI i punti d'iperosculazione in discorso. 
L e  tangenti a c, nei due punti in cui è' incontrata dalla generatrice 

di (R,) successiva alla M, N, , si secano in un punto Pi infinitamente vicirio 
ad A , .  Analogamente le tangenti alla quartica nei due piinti in cui ad essa 
si appoggia la generatrice del con0 quadrico (BI) a cui è successiva la ilfi N , ,  
determinano un altro punto &, anch'esso infinitamente vicino ad A , .  E sic- 
corne i punti della curva ci successivo e precedente ad Ml giacciono ilel 
piano tangente del con0 quadrico ( A , )  lungo la geneiatrice A,  Mi, e simil- 
mente i punti della c, successivo e precedente ad N,  giacciono ne1 piano 
tangente ad ( A , )  lungo la A ,  N , ,  segue che i punti Pi e Q, sono nella setta 
(uscente da A,)  comune ai due piani tangenti ora detti. Adunque se jndi- 
chiamo con y", precisamente la cubica il cui piano passa per A , ,  verliamo 
che essa in questo punto ha un flesso. 

Concludendo si ha : 
Ciasczinn delle czibiche piane y' e y" ha un Jlesso rispettiuanzente in B, 

e in A , ;  ln tangente d'inflessione d i  y', è la polare del piuno delle dzce tan- 
genti della quarticu c ,  le qunli appartengoîzo a l  cou0 (R,)  rispetto a l  cotzo 
stesso, od in a l t r i  tepmini è l a  retta d'itztersexione dei due pialzi staxionari 
che toccano 21 con0 (B,). 

Analogatnen te dicasi per la cubica g", (**). 

( :) BRAMBILLA, Sulla cuî.va go& de l .  . . , § 3, 1. C. 

(*") BRADIDILLA, Sopra nlcuiîi casi pnî-ticolnr-i . . . , IV, 17, 1. C. 

Annali di  Matemalica, Serie III, tom0 VIII. 
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9. Notiamo che le due omologie armoniche nelle quali la quartica c ,  
corrisponde a se stessa, mutano l'uno nell'altro i due m m i  per il nodo di c , ,  
giacchè l'omografia involutoria in S, di asse O A , ,  p. es., trasforma il ramo 
della quartica normale c  passante per M in quello, della stessa curva, che 
contiene il punto IV, dove, corne si disse in principio di questo capitolo, i 
punti M ed LN sono gli estremi della corda di c che esce da1 centro di pro- 
iezione O. 

È poi evidente che il nodo D, della c,, è doppio per entrambe le CU- 

biche g', e g",; anzi si pub aggiungere clie per esse è una cUspide, giacchè 
esso è intersezione di due coppie (successive) di tangenti alla c,, corrispon- 
denti in una determinata delle due omologie armoniche. Il punto, poil della 
cubica g', p. es., successivo a D, è intersezione delle tangenti a c ,  nei due 
punti successivi a Di (l'uno in un ramo e l'altro nell'altro ranio) e allineati 
con A, ;  ne segue che qiiesto punto è comune ai due piani osculatori alla ri 
in D, ai due rami di questa curva. 

Concludendo abbiamo : 
L e  due cubiclle (piane) nelle qua l i  s i  decompone l a  curva doypia de l ln  

sviluppabile o s c u l a t k e  d i  u n a  quart ica  gobba dotata  d i  nodo, hamzo ciasczuîa 
ecna czispide tael punto  doppio della q u a ~ t i c a ;  ed hanno Ivi  per t m y e n t e  czc- 
spidirle cornulte l 'intersexione dei  due p ian i  osculatori  (y). 

10. Se il centro di pïoiezione O è, in particolare, sopra la tangente t 
di c in un punto M di questa, la quartica c,  ha una cuspicle nella. traccia hf,  
in S, della retta t. 

Dei quattro piani stazionari, tre sono infinitamente vicini costitiiendo un 
unico piano clie chiarneremo piano osculaiove cuspidcr le, riservando al rimn- 
nente il nome di p i a ~ z o  staxioncrî.io. 

Per le ipotesi fatte circa il punto O, la sviluppabile osculatrice della qunr- 
tica c ,  è del quirite ordine,  e della quar ta  clusse (**). 

Inoltre notiamo dei tre puiiti in cui la sviluppabile oscul~trice della 
quartica c B secatn da uiin qualunque della semplice infinità di rette della 
varietà quadratica O passanti per 0, uilo é costantemente qucsto rnedesimo 
punto. 

Ne segue che 
l a  sviluppabile osculatrice della quartica yobba c, dotata d i  cuspide h a  

(*) BRAMBILLA, 1. C., IV, 17. 
(**) BRAMBILLA, 1. c., V, 19. 
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del la quartica gobba mzionale. 

una conica doppia. Questa giace ne1 piano che dal punto d i  contatto del q)in?zo 
staxionario pwietta la tangente czcspidale. Inoltre questa conica tocca i l  piano 
staxionario m l  punto i~z cui qucsto è toccato dalla quurtica, ed è tangente 
sella cuspide al la tangente cuspidale ("). 

11. Osservia~iio che ne1 cas0 in esame della quartica gobba razionale c, , 
cioè per l'ipotesi fatta su1 centro di proiezione 0, abbiamo : 

I l  lzcogo delle rette del10 spaxio (ordinario) S2, per ciascuna delle quali 
pussano tre piani osculutori alla curva stessa, è costituito dalle tangenti alla 
conica d o ~ p i a  della sviluppabile osculatrice della qztartica nzedesimu c, . 

Inoltre notisi che analogamente a quanto si disse al n.' 8 del capitolo 
precedente circa la quartica equianarrnonica, concludiamo che 

i l  cotzo quadrico p~oiet tante la conica doppia della svdzq~pabile oscula- 
trice della quartica gobba con cuspide c i ,  da u n  punto ad a?.bit~io d i  questa, 
ha un contatto quadt-Qunto ne1 suo vertice con p e s t a  curva ?~zedesitna. 

IV. 

1. Sia il centro di proiezione O un punto generico della varietà pla- 
nare 2, cioè per esso passi un piano osculatore della quartica normale c,  ed 
uni) solo. 

L a  yuartica ci acquista una tangente stazionaria nella traccia di  questo 
unico piano osculatore p passante per il punto O ,  il punto di contatto es- 
sendo l'immagine in S, del purito di contatto con c di questo piano p. 

La classe della sviluppabile osculatrice a questa nuova quartica ci è 
cinque (**), giacchè una retta ad arbitrio per O incontra altri cinqua piani 
osciilatori della curva c. 

Siccorne, poil ogni retta uscente da  O e ne1 piano p incontra le due tan- 
genti (successive) di c in questo stesso piano, cioè da1 fatto che ogni retta 
siffatta pub considerarsi corne cordp della sviluppabile O, segue che 

(*) BRAMBULA, 1. c., V, 19. 
(**) BRARIBILLA, Nota citata dell'Ist. Veneto, n.O 5. 
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Z'ordine della c w v a  nodale del la  soilz~;ppaOi2e osctilatrice della qua].- 
tica cl in esurne, è cirzqzle. 

fi chiaro inoltre che questa curva h a  solamente due p i m i  sta,cionari, 
giacchè dei quattro iperpiarii iperosculatoi'i della c ,  passanti per il punto 0,  
due (successivi) sono queili che contengono il piano p. 

Osserviamo, infine, che siccome questo piano tocca la varietà quadra- 
tica O lungo la tangente di c in esso contenuta, 

l a  qzindrica E ,  h a  colne getzerpat&e ln  tai~getzte staxiouaria della quar-  
tica cl ("). 

2. Dei tre piani osculatori distinti iiicontrati dalla retta che da O 
proietta un punto arbitrario della quartica c, uno è fisso ed è p ;  segue che 

per zut pti~lto qualunyue di c, plrssano d u e  so l i  p i a n i  oscerlntori 
a 1 troue. 

Si ha  cos1 sulla quartioa c, un'involuzione quadratica i cui punti doppi 
sono i punti di contatto dei due piani stazionari (""). 

Osserviamo inoltre che sicconie l'omografia involutoria determinata da 
un asse e da1 relativo piano direttore, deve trasformare in se stessa la quar- 
tica normale c, abbinmo che un piano direttore che passi per il p m t o  0, 
deve necessariamente contenere il punto in cui la c B osculata da1 piano p. 

In allora giacchè u n  piano ad arbitiio condotto per una tangente alla 
quartica e nell'iperpiano iperosculatore ne1 punto di contatto di questa, con- 
tiene un sol asse, cos1 correlativameiite, per il puiito O passa un  sol piano 
direttore, ci& il piano osculatore p conta per due piani diiettori. 

Proiettando in S, abhiamo : 
Delle tt-e corde pr incipal i  della quart ica  gobbu c, , dzie s m o  a s s w b i t e  

dal la  tangente s taxionaria  (* "). 
3. Sia ora O un punto doppio della varieth planare 8, ed indichiamo 

con ,IL e v i due piani osculatori di c che passano per esso. Per questa ipo- 
tesi la quartica c l  è dotata di due talzgeruti stacionarzé. 

Ginccliè una retta arbitraria uscente da1 punto O incontra altri quattro 
1)iani osculatori della curva c, avremo che 

l a  sviluppabile osculatrice della quart ica  ci è della quar ta  classe ('*"). 

(*) BR-WBILLA, 1. c., na0 6. 
('*) BRSJIRILLA, 1. C., n.O 5. 

('*") CREMONA, Sopra u m  certcn cm-va gobbn di quart'ordine. (Rend. del R. k t .  Loinlr, 
serie II, Vol. 1, 186s.) 
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Analogamente a coine si ragiorib ne1 n." 1 di questo capitolo, dedu- 
ciamo che 

è puattro l'ordijze dellu curva nodule d i  questa supe~yficie sviluppabile. 
e che inoltre 
questcb c w v a  nodale è dotata d i  due tancyenti staziot~arie nelle tnngenti 

sfaxionarie d i  c,  , con gli  stessi pziuti d i  contlrtto (*). 
Per  dimostrare quest'ultinia parte basta considerare la sezione di o fatta 

c,on un iperpiano ad arbitrio per p ,  p. es. 
Notisi iiioltre clie i due flessi di c ,  assorbono completamente i puriti di 

contatto dei quattro piani stazionaii di questa curva, giacchè dei quttttro 
iperpiani iperosculatori che passano per il puiito 0, due (successivi) conten- 
gono il piano p ,  ed d t r i  due (successivj) contengono l'altro piano oscu- 
latore Y. 

Osserviamo ancora che ragionando analogamcnte a corne si fece ne1 n.' 12 
del cap. 1, deduciaino clie, ne1 caso in esame, 

la  quadvica E l  Ira cotne gerieratrici le due tavcgenti staxioîzcwie della 
c211"Va Ci . 

4. L'iperpiano polare di O rispetto alla varietà qtiadratica 0, seca la 
sviluppabile osculatrice o, nelle due tangeriti di c nei punti di contatto con 
questa dei piani osculatori p e Y ,  e in una quartica çobba razionale. 

Applicliiamo a questa il teorema (1, 5) ,  che dice appartenere ad uno 
stesso con0 quadrico le otto rette che, da un punto qualunque dello spazio in 
cui è iinmersa la detta quartica, proiettano i punti di coritatto delle otto 
tangenti della curva medesima, iiei quattro piani bitangrnti passanti per quel 
punto. Prendiamo, indi, le forme polari rispetto a O ,  e proiettiamo in S3 .  
Avremo : 

I piani oscalalori d i  cl  nei p n t i  d i  contatto delle otto ta?zgenti clze a 
coppie s i  secuno nei quattro p m t i  dove un piano a r h i t r a ~ i o  d i  S, seca la  
cuvva nodale della svilzcppabile osczdatvice d i  c ,  , secafzo questo piano medc- 
sinzo in otto rette che toccano zuzw stessa conicu. 

5. Sia A un punto della quartica normale c :  proiettando questa c u r w  
dalla retta O A  soprn un piano yualunque, si ottiene una cubica di cui due 
flessi sono le tracce dei piani p e v ;  l'altro punto d'iiiflessione, poi, sia do- 
vuto ad un certo punto B di c, che è tale, quindi, che il piano osculatore 
in esso alla curva incontra la retta O A. 

(*) BRA~IBILLA, Sopra alcuni cnsi particolari.. . , 1. c., 1, 4. 
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Giacchè i tre flessi sono, coin'& noto, in una s t e m  retta,  le quattro 
rette O A ,  O B, O M, O N (dove ,Il ed N sono i punti in cui j piani p e r 

osculano la c), sono in uno stesso iperpiano. 
Adunque dato un purito A di c, l'unico piano osculatore di questa curva 

che seca la setta 0 ,4 ( a  prescindere dai piani p e y), ha per punto di oscu- 
lazione l'ulteriore intersezione della quartica c con l'iperpiano dei quattro 
punti O, A,  31, N.  Ne segue, senz'altro, clle viceversa l a  retta OB è se- 
cata da1 piano osculatore in A alla c. 

Proiettando da O in S3 aabbiamo: 
I p u d i  d d l a  qzrnrtica gobba con due tungenti s t a x i o t z u ~ i e ,  posso~zo ac- 

c o p p i w s i  secondo uditwoluziotze raz ionale  d i  secondo grado, tale cl'e i l  piano 
osculatore alla c u w a  itz  un suo purzto, passa pel comiiyato d i  questo itt det ta  
involzizione (*). 

È poi evidente che 
i pun t i  doppi d i  questa involuxio~ze sono i pzwt i  d'injtessiotle della 

curva. 
6. I l  luogo della retta, che unisce due punti coniugati, è la rigata 

gobba del terzo ordine proiezione da O della corrispondente superficie cubica 
normale in S A ,  costituita dalle corde di c congiungenti due punti coniugati 
nell'involuzione quadratica secata sulla stessa c degl'iperpiani che passano per 
il piano 0 MN. 

L a  rigata gobba in S,,  di cui si parla, ha evidentemeiite come assin- 
totica la  curva c , ,  e l a  congiungente i due punti di flesso come direttiice 
doppia, giacchè essa (del resto) è traacia in S, di un piano che seca secondo 
iina conica la superficie cubica normale di soprn. 

7. Da1 fatto che ciascuno dei due piani osculatori p e v coiitiene due 
tangenti (successive) della cusva c,  segue clle 

le tangen t i  s tuz io~zurie  del lu  qzinrtica c l ,  sono generatrici  d i  t-egresso 
del la  sviluppabile osculatrice d i  p e s t a  (*'). . 

Siano A, 3, Jf, Il, E cinque punti successivi di c ,  e B,  M ,  D siano 
precisamente ne1 piano osculatore p. L'iperpiano delle rette A B, &f D, che 
sono le tangenti (non  successive) nei punti A ed ?Il alla curva c, contiene il 
piano B MD,  e quindi passa per 0. Analogamente dicasi per l'iperpiano 
delle B M, D E. 
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Concludendo si ha  : 
L e  due tangenti stazionarie della quaî.tica c, sono generutrlci d i  regresso 

per lu sviluppabile bitangente d i  qziesta (*). 
8. Sia ô un piano direttore uscente da1 punto O. Se è a' I'asse rela- 

tivo a questo piano, cioè la. polare di esso rispetto alla varietà qiiadratica 0, 
l'omografia involutoria (d, ô) trasforma, evidentemente, l'uno nell'altro i piani 
osculatori p e Y ;  segue che la retta M N  incontra 8, e c,he quindi i due 
piani O M N  e ci' sono incidenti. 

Notiamo che (1, 10) il piano O M N è un piano direttore. 
È noto ('*) che il luogo del punto comune a due piani osculatori qua- 

lunque della curva c, è una superficie onialoide del quarto ordine, rispetto 
alla quale i piani direttori sono quelli delle sue coniche (in numero doppia- 
mente infinito). 

Da  cib (ovvero osservando che come nell'iperpiano determinato da due 
tangenti a c soiio infiniti a s ~ i ,  COB) correlativamente) segue che per il punto O 
passa una semplice infinith di piani direttori. 

Proiettando in S3 si h a  : 
Esiste ?ma senzptice in$fiità d i  involuxioizi ass ial i  cke trasfumra~zo in 

se stessn la quartica gobbu con due tanyenti staxionarie (*""). 
Di queste involuzioni assiali, una è, evidentemente, quella di cui si parlb 

ne1 n." 4 di questo capitolo, ed ha  per assi la retta 2 ,  = M ,  N , ,  e l'altra 
2' , = - u ,  Y , ,  dove con p ,  e Y ,  indichiamo i piani stazionarj rispettivamente in 
M ,  ed N,. 

Questa pnrticolare involuzione assiale ha i punti Ji, ed N,  come doppi, 
e qiiesti punti, poi, sono comhgati,  per quanto si è detto ne1 principio di 
questo numero, in una qualunque delle altre involuzioni assiali, che chiame- 
remo involuzioni i. 

9. Se indichiamo con t ,  e t ' ,  gli assi di una qualutique delle involu- 
zioni i, e precisamente con t ,  la traccia in S, del piano direttore, per quanto 
si disse ne1 n.' G di questo capitolo, od anche osservando che il centro di 
proiezione O giace nella superficie omaloide del quarto ordine immersa i n  S, 
di cui ne1 numero precedente si è parlato, deduci~mo che 

(*) BRAMUILLA, 1. c., 1. 
("1 SEGRE, 1. c., 43. 

(*"*) DEL RE, O inopn fze  che mutano in se stessn uizn ce r l a  curaa g o t b n  clel 4 . 0  o r -  
dine e 2.0 specie, e c o w e l n z i o u i . .  . , 1, 1; 11, 4. (htti dclln R. Acc. della Scie nzc di Toriiio, 
Vol. 20, 1886-87.) 
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i l  luogo delIa retta t ,  è tma rigata gobba del ter20 ordine, avente la  
retta 1, per direttrice doppia, e la re t fa  l ' ,  pels direttrice semplice. 

Chiameremo F i  questa superficie. 
Osserviamo che se prendiamo sulla qiiartica c ,  una coppia di piinti ad 

arbitrio, determiniamo un'unica delle sopradette involuzioni i, di cui un asse 
è la generatrice di p, che passa per l'ulteriore punto in cui questa superficie 
è secata dalla retta congiungeiite i due punti considerati sulla curva. 

Evidentemente 
i l  p~odo t to  d i  due delle involuziotzi i, 2 ufi'omografia (non i~zvolzdoria), 

che indicherenzo con 0, lu p a i e  trasformn la quartica cl i n  se stessa, e in 
cui i pîcnti M ,  ed N, sono uniti. 

Viceversa 
ogni omografia non involutorin O cosiffuttu, è, i?z  inf ini t i  modi, prodotto 

d i  due invohxioni  assiali  i (*). 
Infatti un'omografia O dovendo avere i punti M, ed N ,  come elementi 

uniti, resta perfettamente determinata se si assegna una sua coppia qualunque 
di punti corrispondenti Pl QI . Ma scelto un altro punto arbitrario R, di c l ,  i 
due punti Pl, Ri sono corrispondenti in una determinata i, delle involuzioni .i, 
e cos1 anche &, ed R, sono coniugati in un'altra determinata involuzione i,. 
In  allora l a  data omografia O è, evidentemente, il prodotto delle due invo- 
luzioni il , i2 (**). 

10. Gli assi relativi ai piani direttori uscenti da1 centro di proie- 
zione O,  costituiscono la rigata cubica sezione della varietà r (1, 9) fatta 
con l'iperpiano polare del punto O rispetto all'altra varietà 0. 

Questa r i g ~ t a  cubica h a  quindi per direttrice doppia la retta M N ,  
Ne segue che 
i l  luogo della retta t ' ,  è una  rigata cubica Pt, avente la  1 ,  come diret- 

trice doppia, e l a  l ' ,  colrie diretfrice semplice. 
Osseïviamo che i punti di appoggio sulla l ' ,  delle coppie di generatrici 

di 0, uscenti da uno stesso punto della direttrice doppia l , ,  determin~no sulla 
detta retta Z', un'irivoluzione qiiadratica i cui punti doppi sono i punti i n  
cui la  I f 1  è secata dalle due tangenti stazionarie, e cib perché il piano oscu- 
latore p, p. es., conta per due dei tre piani direttori uscenti dalla retta O M, 

(*) DEL RE, 1. c., § III, 7. 
(**) P e r  le cowelnzioni (involutorie O no) clie mutano la curva cl nella sviluppabile 

dei piani osculatori, veggasi 17elegnnte studio del prof. DEL RE (loc. cit.). 
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(corne si disse ne1 n.' 2 d j  questo capitolo, mentre d'altra parte si pua no- 
tare che il piano O N N  è già un piano direttore). 

In altri termini possiamo dire che 1' involuzione sulla l ' ,  di cui si 
parla, non è altro che l'involuzione determinata su questa retta dalla qua- 
drica ci  . 

Si  osservi ancora che siccome le due rette t ,  e t', provengono da un 
piano (direttore) per O e dalla relativa retta polare, esse sono polari rispetto 
alla medesima quadrica t , .  Segue immediatamente che la congiungente il 
punto t ' ,  Z', con l'altro t ,  l , ,  e quella che unisce i punti t ,  1', e t ' ,  Z, sono due 
generatrici rispettivamente delle due rigate P,  e P r , .  Adunque se infine ram- 
meritiamo clie i due punti in cui le rette t ,  , i', si appoggiano alla 1 ,  
sono coniugati armoriici degli altri due M, , N, , possiamo senz'altro infe- 
rire che 

le due superficie /3, e fi', s i  corrispondono nelle due olnologie arrnoniche 
( M ,  , Y ,  e ( N , ,  r*,) ; eid amhe rtelle due cAe hanno per centro i due punti e ,  l ' ,  , 
e Fer piani d'ornologia i due piani tangenti ad E ,  twgli stessi punti  nzu 1.i- 
spettivanfetzte scamhiati (*). 

1. Sia G, un punto qualunque del10 spazio ordinario S, in cui giace 
la quartica gobba razionale c,, che supporremo sia genemle. 

Indichiamo con y il piano polare della retta g = O G, rispetto alla va- 
rietà quadratica @. 

Gl'iperpiani del fascio di base r/ secano la curya c nei gruppi di un'in- 
voluzione Ig del quarto ordine e della prima specie. Chiameremo If1 l'invo- 
luzione di c ,  immagine della I g .  

Cominciamo ad  osservare che la I g  contiene il gruppo dei quattro punti 
che la quartica normale c h a  nell'iperpiano Oy. Inoltre siccome O è nella 
retta g, cosi l'jperpiano polare di esso passa per y. 

(*) DEI, RE, 1. c., 5 Ir, 5. 

Amali di Maternatien, Serie III, tomo VIII. 
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h facile poi dirnostrare che la retta g e l'iperpiano 0 y sono forme po- 
lari rispetto alla polarità nella stella di centro O il cui con0 fondamentale è 
il con0 quadrico a tre dimensioni circoscritto alla varieth qundratica @ dallo 
stesso punto O. 

D a  quanto si è detto, proiettando in S, deduciamo: 
Dato urt p n t o  qualmque  G ,  dello spaxio ordinario S,, resta defermi- 

nata sulla quadica  gotba razionale c , ,  zcn'invoiuzio~ae I,GI del quarto ordirle 
e della prima specie. Ad essa appartengotzo i l  gruppo dei p w t i  d i  cojztatto 
dei piani stuxionari, e quel10 secato sulla curva dulp iano polare del  punto G ,  
rispetto alla quadrica E , .  Izol tre  a' suoi punti doppi sono i pzinti d i  co~ztatfo 
con c ,  dei sei piani osczttatori d i  qztesta che passano per G ,  (v). 

2. Volendo effettivamente costruiïe l'involuzione Ijl basta procedere 
ne1 modo seguente: 

Per  i quattro punti di contatto dei piani stazionari e per i quattro punti 
in cui la quartica c,  è secata da1 piano polare di G, rispetto alla E , ,  si con- 
ducano risyettivamente due quadricbe pnssanti entrarnbe per altri quattro 
punti ad arbitrio scelti sulla stessa curra. Queste due quadriche si secano i n  
una quartica di prima specie clie determina un fascio di quadriclie d i e  stac- 
cano, evidentemente, sulla curva c ,  l a  riciiiesta ILI. 

È facile vedere che di queste quartiche di prima specie se ne lia una 
sestupla infin~tà. 

3. Facilmente anche si dimostra che i quattro piani stazionari, le sei 
rette che questi a due a due determinano, e i quattro punti in cui a tre a 
tre si secano, sono i luoghi dei punti che determinnno sulla c,  involuzioni 
rispettivamente dotate di uno, due, tre printi fissi. 

4. In particolare consideriamo la retta ?A ~x p G ,  dove r, p, G sono i 
tre piani direttori uscenti da O. Un iperpiano arbitrario passante per n, p. es., 
seca ulteriormente la quartica normale c in due punti la cui congiungente 
incontra nella retta p il piano x r p  r. s ,  dove p ,  r ,  s sono le rette polari 
rispetti~amente dei piani T, p, o. Se quindi considerjarno gli nltri due iper. 
piani che uniscono i piani p e G ad uno qualunque dei due punti di c ot- 
tetiuti corne sopra si è detto, otteniarno altri due punti della curva che in- 
sicme coi pinimi due giacciono in uno stesso iperpiano passante per i l  piano %. 

(?) STUDY, 1. C. BERZOLARI, Sui co~nbimnti dei sistemi. . . , 1. c., 5 5 ,  n.' 37 c 2S ; c 

Sulle czwve ~~nsioîzali di uno spnzio lilzeme ad un numero paZ i ique  di di,ncns;oizi, n.' 12. 
(Xnn. di J/latem., serie II, tom0 XXI.) 
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Proiettando in S, abbiamo : 
Esisfe szillu. quartica c, 21n'involerzione di  quarto ordilze e di prima sye- 

cie: i puattro puuti di zliz gr typo sono tal i  che i ire piani  passanti per u?lo 
di  essi e per le tre corde principali, secano c, nei trc rinianenfi ("). 

Questa particolare involuzione sarà chiamata inz;oluxio11e sizigetica. 
Corne corollario segue che 
i coni quudrici del fuscio aveizte per base le qztattro rette cke dul 

ptinto d i  concorso delle corde yr imipal i  proiettallo i putzti d i  zcn gruppo qua- 
lunpzie dell'involzcxione sixigetica, secano la ci nei grzcppi dell'involuxione 
stessu (*"), 

giacchè di detto fascio fanno pavte le quadriche ciascuna costituita da  
due facce opposte del quadrispigola completo sopradetto. 

5. Osserviamo che ciascuna delle omologie arrnoniche (p, n), (Y, p ) ,  
(s, G) trasforrna un piano w trisecante la quartica c e passante per 0, in un 
altro piano or analogo, e tale che uno dei punti di c in w congiunto con uno 
(determinato) dei punti clie la stessa. curva h a  in o', determina una retta che 
si appoggia tanto a p quanto a n (p. es.). Se in particolare o è un piano 
tangente-secante, e tale é quindi anche o', la ietta clle unisce i due punti 
di contatto si appoggia tanto a p, quanto a 7; (p. es.). 

Ne segue che i quattro punti di contatto dei piani per O tangenti-se- 
canti, giacciono in uno stesso iperpiano passante per X ,  cioè costituiscono un 
gruppo della involuzione P. 

Analogamente dicasi dei punti di secamento. 
Proiettando in S,, e rammentando quanto si disse ne1 ne0 1 di quesio 

capitolo, si h a  : 
I punti d i  contatto e i punti  d i  secamento delle tangeuti-secanti, e i 

punti di contatto dei p iani  staxionari, costituiscoîzo tre gruppi dell'involuxione 
sixigetica (***). 

Per  quanto si disse nella fine del n.' 1 di questo capitolo, abbiamo clie 
g l i  estremi delle tre corde principali sono i pultti doppi dell'iîzvoluxione si- 
xigetica; e pr-ecisumetzte gli  estrerni d i  una stessa corda principale costitzti- 
scono un grzcppo de2l'iinvolzrxione (***). 

Questa seconda parte segue dall'osservare che come i piani osculatori 

(") BEILTINI, 1. c., 13. 
("E) BERZOLARI, Sui combinanti. . . , 1. c., § 4, 18. 

(***) BERTINI, 1. C. 
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negli estremi delle t re  corde di c che si appoggiano ad  h ,  secano questa 
stessa retta, cosi, correlativamente, le tangenti alla curva c in detti punti> 
incontrano il piano X. 

6. Siano E ed F i piinti di contatto di uno 3 dei q u a t t r ~  iperpiaiii 
bitangenti l a  quartica c e che passano per la  retta h = r p o. L'omografia in- 
volutoria (p, j.) muterà E in un  altro iperpiano 8' passante per li (retta unita 
in 7.)  ed anch'esso bitangente alla c, giacchè detta omografia trasforma puiiti 
infinitamente vicini, in altri cosiffatti. 1 punti di contatto di 3' saranno E',  P r ,  
e le rette E E', E' F i  si appogginno al piano x s p  9. s ( e  precisamente a l l :~  
retta y). Analogamente si lianno le  altre due coppie di rette E E", F II"' ; 
EE"', F F ' " ,  dovute alle omografie involutorie (r, p), (s, G). Ne segue sen- 
z'altro che 

i p m t i  d i  cowtatto dei piani bitattgenti condotti dut punto d i  concorso 
delle tre corde p inc ipal i ,  al la p a r t i r a  c , ,  costituiscono due gruppi dell'involtc- 
xione sixigetica ('). 

Se A, è un purho di dirarnazione del sistema simmetrico A (1, 17),  tali  
anche saranno i suoi trasforrnati mercè le tre involuzioni assiali che mutano 
la quartica c, in se stessa. Quindi (V, 4) deduciamo che 

i qtcattro punti d i  diramaxiolze de l  sistenza siwmetrico A, fo?.mano un 
gruppo dell' inuoluxione sixigetica (**). 

7. Ragionando i n  modo analogo a quel10 che si fece ne1 nu0  1 del 
presente capitolo, deduciaino che 

da ta una ~e tta qualsivoglia dello spazio ooditzario S, , rinzane indiuidua ta 
sulla c, zen' involmione d i  parte orcline e d i  seconda specie , costittcita da 
tut t i  i grvcppi delle zizvoluxio& I, che i sifzgoli punti della data retta deter- 
minano sulla quartica stessa ("9. 

Ed anche 
dato u n  piano arbitral-io d i  S,, i g ~ z q p i  delle iwuoluxiowi dete?.nzide 

szclla c, da i  singoli putzti del piano, costituiscono su questa curva zrn'involu- 
xione del quarto o ~ d i n e  e della terza specie (***). 

Osserviamo irioltre che 
i grz~ppi  ciascuno formato dai  punti doppi delle intioluxioni IL,  che sulla 

(*) BERZOLARI, Sui conzbinnizti . . . , 1. c., 3 2, 11. 
(**) BEICZOLSKI, Sulla c u m n  goban.. . , 1. c., 3. 

(+**) BERZOLAYI, Sulle c i a w  ~mzionnli.. . , 1. c. 
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c, deferminano i silagoli punti d i  zttza retta data t , ,  costituiscono un'involu- 
zione I )  del sesto ordine e della pvi~rta specie. 

Notiamo che ciascun gruppo di questa involuzione si cornpone dei punti 
di contatto dei sei piani osculatori della quartica c i ,  che concorrono in uno 
stesso punto della retta data. 

8. Ne1 caso particolare che la curva ci possegga due tangenti stazio- 
narie, la I, ha  due punti fissi nei due flessi della quartica. 

Sia A, un punto arbitrario di 8,: una retta t ,  uscente da  esso, e corda 
della. curva doppia della sviluppabile osculatrice della ci, curva doppia che 
sappiamo (IV, 3) essere una quartica con due tangenti stazionarie corne la c , ,  
e che chiameremo cl , ,  determina su ci un'involuzione IEl che è del quarto 
ordine se facqiamo astrazione dei due punti fissi. 

1 quattro punti in cui la  ci è osculata dai quattïo piani osculntori che 
passano per uno qualunque dei due punti in cui la ti si appoggia alla quar- 
tica di, giacciono ne1 piano determinato dalle due tangenti che concorrono 
ne1 punto che si considera. Segue che la 1: ha due gruppi piani, ed è per 
conseguenza c,ostituita dai gruppi d i  quattro punti in cui la ci è secata dai 
piani che passano per la retta comune ai due piani ciascuno determinato 
dalle due tangenti a questa curva concorrenti in uno dei punti in cui alla di 
si appoggia la t, . I n  allora possiamo anche dire che i quattro punti in cui 
la quartica (con due tangenti stazionarie) c,  è osculata dai quattro piani oscu- 
latori che concorrono in un puntd A, arbitrario di S3, giacciono in uno 
stesso piano. 

Viceversa sia a, un piano qualsivoglia del10 spazio ordinario S,: i piani 
osculatori in tre dei punti in cui la ci è secata da a,, concorrono in un punto, 
tale che il piano dei punti di contatto dei quattro piani osculatori a ci e pas- 
santi per esso, non pub essere altro che il piano cc,, e cib per quanto si è 
detto. Segue che i piani osculatori nei quattro punti in cui la c, è secata da 
un piano qualunque di S,, concorrono in uno stesso punto. 

Adunque abbiarno in questo spazio una corrispondenza biunivoca tra i 
punti e i piani, ed essa è tale, corne sopra si è visto, che se un punto de- 
scrive una retta, il piano corrisponderite inviluppa un'altra retta, cioè la cor- 
rispondenza di cui si parla è una correlaxione. 

Si osservi ora che i punti di una retta arbitraria di S3 e quelli in cui essa 
è secata dai piani corrispondenti, formano due punteggiate proiettive, le quali 
hanno sei punti uniti nei punti in cui la data retta seca la sviluppabile oscu- 
latrice della quartica c , ;  ne segue che tut t i  i punti della retta sono uniti. 
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Concludendo abbinmo: 
La puartica con due tangenti s f a s i o n a ~ i e  dc fer~nina  tlello spazio m a  po- 

lari tà  ?zulZa, esselzdo polo e piano po1ar.e urz pzinto e il piano dei yztnti di 
contatto dei q u n t t ~ o  piani osczllatori della cuwa che cottcon-ono ?zel da10 
272(1~t0 (*). 
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Saggio  di una teor ia  generale delle equa- 
zioni dell'equilibrio elastico per un 
oorpo isotropo. 

(Di ORAZIO TEDONE, a Gelloua.) 

MEMORIA 1. 

PREFAZIONE. 

metodi aventi carattere di gcneralith, che, Bnora, sono stati adope- 
rat i  per risolvere i problemi di equilibrio elastico per un corpo isotropo, si 
riducono, sostanzialmente, a due : a quello classico di LAMI$, per sviluppi in 
serie di funzioni senzplici ed a quello, per integrali definitj, detto, comune- 
mente, di BETTI-CERRUTI. Il primo, gi5 creato e feljcemente adoperato per 
ottenere la soluzione di molti altri problemi di meccanica e di fisica-nui- 
tematica, oltre al fatto che la sua applicabilità non va al di là di un nu- 
mer0 di casi molto limitnto, per quanto riguarda i l  nostro prohlema, si com- 
plica ancora per la difficolt~, spesso non facilmente superabile, della determi- 
nazione delle costanti quando si passa a soddisfare alle condizioni in superficie. 
Il secondo ha  certamente un aspetto di grande generalità, ma ,  forse nppunto 
per questa sua grande generalità, esso ha  tutti i caratteri di un metodo astratto, 
rnostrandosi poco adatto e pieghevole nci problemi , relativamente semplici , 
dell'equilibrio dei corpi isotïopi. Che se col suo impiego si sono ottenuti no- 
tevoli risultati, per me, questi risultati debbono attribuirsi più a quello che vi 
iianno messo di studio e di pensiero gli illusiri cultori della scienza clie esso 
metodo lianno voluto vivificare che a siin intrinseca virtù. 
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Queste considerazioni volgevo in mente d a  molto tempo quando ho do- 
vuto approfondire llargomento per altro scopo. Da1 mio studio ho  potuto ri- 
clivare dei principi generali che mi paiono assai più adatti di quelli finora 
in uso per ottenere, O almeno per tentare, la soluzione dei problemi di equi- 
librio elastico per corpi isotropi. L1esposizione di questi principi e l'appljca- 
zione di essi a diversi problemi speciali costituirà a p p u ~ t o  il soggetto di questa 
Memoria e di qualche altra che potrà farle segilito. 

I o  spero che, quando avrb dimostrato che si possono risolvere tutti i pro- 
blemi di cui è nota l a  soluzione, con metodo uniforme, con semplicità e, forse 
anche, con eleganza; che unlaltra non piccola categoria di problemi è suscet- 
tibile di soluzione, anch'essa, relativamente semplice, saranno giudicati con 
una certa indulgenza le mie opinioni ed il mio lavoro. . 

P e r  quanto mi sarà possibile, presenterb le soluzioni dei singoli problemi 
sotto forma di integrali definiti avendo queste soluzioni, su  quelle presentate 
sotto forma di sviliippi in serie, il vantaggio di racchiudere in modo sintetico 
tutti gli elementi : dati e risultati, oltre ai  mezzi di uria verifica, speeso, 
pronta ed agevole. E d  anche perchè, volendo, dalle espressioni analitiche per 
integrali definiti si possono di frequente, con facilità, ottenere delle espressioni 
analitiche per serie, mentre il problema inverso non è altrettanto agevole. 

In  questa Memoria mi occuperb dei problemi in cui l a  superficie del corpo 
elastico è un piano, ovvero uila sfera. 

1. FORMOLE E PRINCIP11 GENERALI. 

1. Stabiliamo subito di chiamare x ,  y ,  x le coordinate di un punto 
qualunque del10 spazio e ,  ogni volta che si tratterà di rappresentare u n a  
funzione con un integrale definito, di chiamare [, q ,  < le coordinate del 
punto variabile sulla superficie, O nella porzione di spazio, a cui l a  integra- 
zione sarà estesa. Stabiliamo pure di indicare sempre con S l a  porzione di 
spazio finita, od infinita, e connessa occupata da1 corpo elastico e con a la  
sua superficie esterna l a  quale supporremo che, in ogni caso, soddisfi alle con- 
dizioni sotto le quali si pub applicare il teorema di GREEN ne110 spazio $. 

P e r  non introdurre inutili complicazioni, supporremo seinpre che il corpo 
elastico non sia soggetto a forze esterne di massa. Allora le equazioni inde- 
finite dell'equilibrio elastico di un corpo omogeneo ed isotropo si potranno 
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in cui A e p sono le due note costanti di LmÉ, le quali, corne si sa, sono 
soggette alle condizioni : 

3 A $ - 2 p > O 1  p > o .  (3)  

Le componenti X,, Irfl? Zn della tensione agente su di un elemento su- 
perficiale del corpo elastico, individuato in giacitura dalla normale n, sono 
date dalle formole : 

Se indichiamo, per brevità di notazione, con L,  M, N i valoïi che 
- X,, - Y,, - 2, assumono nei punti di o quando la normale n a o s'in- 
tenda diretta nell'interno di S, il problema più generale, di cui vogliamo oc- 
cuparci, si pub enunciare cosi: Determinwre u n  sistema d i  funxioni u ,  v, tu 

regolari e soddisfacenti ulle (l), ovvero alle \2), in S e tuli c7ze tre delle 
espressioni u, v, w ;  L, M, N, fra cui non ve ne siano due, colne u ed L, corri- 
spondenti al10 stesso asse coordinato, acyuistino nei pzcnti d i  CT valori ussegnnti. 

Annali di Matematica, Serie ILI, tom0 V I X  1 S 
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2. P e r  risolvere questi problemi cominciamo a stahilire alcune for- 
mole fondamentali. Indichiamo percib con G la solita funzione di GREEN re- 
lativa al10 spazio S ed al punto (x, y, x )  interno ad S, la quale, come si sa, 
considerata come funzione delle coordinate del punto variabile ( E ,  q, <), OV- 

vero delle coordinate (x, y ,  x) del polo, è regolare ed armonica (") in S,  
tranne per 5 = x, = y, r= x ,  ne1 quale caso .diventa infinita come 

e si annulla nei punti di o. Indichiamo, analogamente, con G,  l 'altra fun- 
zione di GREEN la  quale nell'interno di S soddisfa alle stesse condizioni di G, 

d Gi mentre su a la derivata normale - acquista un valore costante (**) clie 
d l z  

è nullo soltanto ne1 caso in cui S si esteiide all'infinito. In quest' ultimo 
caso G e G ,  si annullano all'infinito come funzioni potenziali. È noto che, 
sotto queste condizioni, le funzioni G e G ,  esistono e sono determinate uni: 
vocamente in casi generalissimi. 

Se osserviamo, allora, che, essendo 0 una funzione armonica in S ,  la 
prima delle (1) si pub scrivere 

applicando il teorema di GREEN alle funzioni G e u + --- ' + ' x i in S, ne1l7i- 
2 ;J. 

potesi che u e e sieno regolari in 8, si trova 

(a) P e r  precisione di linguaggio dioismo qui che per  funzione armonica intendiamo 
ogni hnzione il cui parametro differenziale di second'ordine é, generalinente, nullo, e per 
funzione armonica e regolare ogni funzione che, oltre ad  essere armonica, è uniforme, 
finita e continua insieme alle derivate di prim'ordine in  quella porzione di spszio in cui 
la consideriamo. 

("") Volendo costruire effettivamente l a  funzione G, è, forse, più opportuno pnrt i re  da112 
definizione del KLEIN, per  l a  quale G, h a  in S due poli di prim'ordine nci punti (x, y, z ) ,  

(xO, yo, go) ,  invece di uno solo, coi residui + 1 e - 1 e tale clie dG1 sii o si annulla. 
tl  n 
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la quale formula si pub scrivere anche 

Similmente, sotto le stesse condizioni per u e 8, applicando in S il teo- 
X + P  rema di GREEN alle funzioni G, e u + -- z 0 si ha 

2r. 

la quale formola si pub pure scrivere 

Considerazioni analoghe valgono, naturalmente, anche per le altre due 
equazioni (1). 

Qui vogliamo ancora osservare che, se S si estende all'infinito, le CO- 

stanti che compaiono nei secondi membri (6) O (6') sono nulle; perb, in 
questo caso, per l'applicahilità del teorema di GREEN) supporremo che 1" fun- 

zione s + - x e e le analoghe si annullino all'infinito di ordino superiore 
2 P. 

3. Se ora si tratta di risolvere il problema dell'equillbrio elastico quando 
sulla superficie a sono dati i valori degli spostainenti u, v, w, cominceremo 
ad osservare che potremo scrivere, a causa della (5) e delle analoghe: 

e che, in queste formole, i primi termini dei secondi membri sono noti. Il 
problema è allora ridotto a determinare la funzione 8, armonica e regolare 
in S, in modo che sia identicamente verificata l'equazione 
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ossia 

Si pub osservare clie, nella ipotesi fatta su 8 ,  il primo ed il secondo 
membro della (7) sono due funzioci armoniche; ne viene che la (7) sarà ve- 
rificata identicamente in 8 se essa è verificata identicamente in tutti i punti 
della superficie o. Il problema propostoci pu6 quindi ridursi a determinare i va- 
lori che deve assumere e nei punti di G, dalla equazione a cui si riduoe la (7) 
nei punti di O. Con questi ralori si costruirà la funzione armonica B. 

Se invece si tratta di risolvere il problema dell'equilibrio elastico quando 
su O sono dati i valori di L, M ,  N, cominceremo ad osservare che, per 
le (41, possiamo scrivere : 

e che quindi, per la (6)  ed analoghe: 
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nelle cui formole i prjmi termini dei secondi membri sono noti. In  questo 
caso il problema è ridotto a determinare le quattro funzioni 8, a,, m,, a, ar- 
moniche e regolari in S e che ivi verifichino identicamente le quattro equazioni : 

Non svilupperemo queste equazioni, ma non mancheremo di osservare 
che su di esse si possono fare delle considerazioni analoghe a quelle che 
abhiamo fatto sulla (7). 

Se, finalmente, poi si tratta di risolvere il problema dell'equilibrio ela- 
stico ne1 caso in cui siano date alcune delle u ,  v ,  zu ed alcune delle L ,  
M, N, con la restrizione indicata, ci si servirà opportunamente delle (5) e 
delle (8) ed il resto della soluziorie si coridurrà come riel caso precedente. 

La determinazione della funzione armonica 8 dalla (7) ,  ovvero la deter- 
minaziorle delle funzioni 8 ;  a,, a,, a, dalle (9) O da  equazioni analoghe, 
costituisce la difficoltà peculiare del corrispondente problema di equilibrio 
elastico. Qui non ci occupiamo di dimostrare che la (7), O ,  per es., le (9), 
mantengono un significato sulla superficie o e che sono adatte a determinarci 
j valori di ' O ,  ovvero di 8 ; a,, a,, a,, come fiinzioni finite e continue dei 
punti di a. Cib avverrà certamente sotto condizioni molto generali, ma  una 
risposta precisn a siffatte quistioni costituirebbe il teorema d'esistenza per i 
iiostri problemi, e su cib speriamo di poter tornare in seguito. 

II. PROBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTICO È LIMITATO DA UN PIANO INDEFINITO. 

1 .  Caso ilz cui sul piano limite sono dati: es, v, W .  Supponiamo clle 
il corpo elastico sia limitato da1 piano 5 = 0 ed occupi quella porzione di 
spazio in cui x > O .  In questo caso la funzione G di GREEN, relativa al 
punto (x, y ,  z)  interrio ad S, si riduce a 
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chiamando r ed r ,  le distanze del punto (x ,  y ,  x) e del suo simmetrico, ri- 
spetto al  piano x = O, da uno stesso punto ( 5 ,  ?, c) di S. Quindi, osservando 
che per c - 0 

la (5') e le equazioni analoghe ci danno subito : 

mentre 5 sa ià  data dall' equazione 

d a  cui 

Inversamerite, siipposto che le  funzioni u, v ,  w, date su a, sieno funzioni 
finite e continue dei punti del piano G, aventi le derivate parziali del primo 
ordine rispetto ad x e y pure finite, e che nei punti all'infinito del10 stesso 

1 piano rn si annullino d i  ordine superiore a quel10 di - gli integrali: 
r 

sono funzioni finite e continue in tutto 10 spazio; le loro derivate prime:  
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e le loro derivate seconde: 

sono funzioni finite e continiie in S, che tendono a limiti finiti quando 
ci avviciniamo ai punti di a ;  le funzioni u, v ,  w, date dalle (IO), quaiido 

si suppone che 1' integrale J:d o sia dato dalla (12), sono regolari e sod- 
d 

disfano identicamente alle equazioni (1) in S, qualunque sieno i valori delle 
costanti l e p, e, inoltre, quando ci avviciniamo ai punti di U, tendono ai 
corrispondenti valori assegnati in questi punti; la funzione 8 ,  infine, data 
dalla ( I l ) ,  è armonica e regolare in S e su u tende a valori finiti. 

2. Caso i n  cui sui piano limite sono dat i :  L, M, N. La funzione G, 
di GREEN relativa al10 spazio S ed al punto (x, y, 

e, quindi, su o acquista il 

cos n 5 = O, 

le (8) ci daranno subito: 

2 
valore -. Se si osserva r che, per c = 0: 

d a 

e resterà, per completare la soluzione del nostro problema, da determinare le 
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funzioni armoniche 0, a, e n, dalle equazioni: 

1 3 N  Ll'EdG]-- 
4 7 ; l J .  a p  O a %  O r 4 ~ 3 ~  a O S B  r d u ,  

Per determinare 8, Q,, a, da queste equazioni, osserviamo  ch^, essendo: 

Fra gli integrali : 

sussistono le s t e m  relnzioni diffmenziali che sussistono fra le quantith 8 ;  a,, 
wI, a,. Quindi 

e la 1" delle (14) ci da 
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L e  d t r e  due equazioni (14) ci dànno nllora, subito: 

e tutti gli elementi del problema sono determinati. 
Inversamente, se  supponiamo che L, IV, N sieno funzioni finite e con- 

tinue dei punti d i  o che all'infinito si annullano di ordine superiore ad 
1 , gli integrali : 

r 

saranno funzioni armoniche finite e continue in tutto 8; le derivate del primo 
ordine degli integrali del primo tipo e le derivate dei primi due ordini degli 
integrali del secondo tipo convergeranno a limiti finiti nei punti di 0; per cui le 
limzioni 8,  a , ,  a,, determinate dalle (15) e (17),  saranno armoniche e regolari 
in S e convergeranno verso limiti finiti su 5. S e  poi osserviamo che 

risulta che anche le u, v, ze, determinate dalle (13), sono funzioni regolari 
in S e soddisfano identicamente alle (l), qualunque sieno A e p. Se, infine, 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 VIII. 19 
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osserviamo che, per le j 13 1 : 

a e  a e  a o  nell'ipotesi cbe le derivate -- - , - abbiano lirniti finiti su o, il che si a &  a y  a z  
ottiene sicuramente se si suppone che L, M, N abbiano le derivate prime 
finite su a, si  trova: 

e le condizioni al contorno sono anche verificate. 
Ponendo : 

- 
d o ,  911 = ~ ~ ( z l o g ( z + r ) - r ) d u ,  

82 = N z log ( z  + r )  - Y) d o, - J i  

si trova facilmente : 
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e le espressioni (13) prendono la forma cshe è stata data loro da1 profes- 
sor CERRUTI : 

3. Caso i n  cui su1 piano &&te sono dut i :  16, v ,  N .  Per  risolvere il 
problema propostoci ora ci serviremo delle formole : 

I l  problema è risoluto appena si riesce a 
è data immediatamente dalla equazione 

determinare e e questa funzione 

Sotto condiziorii, agevoli a ricercarsi, per le funzioni u, v ,  N, su1 piano a, 
si mostra, inversamente, che tutte le condizioni del problema sono soddisfatte. 

4. Caso in  cui su2 piano limite sono d a t i :  L,  JI, zu. Questo nuovo 
problcma si risolve, anche facilmente, con le formole: 

A + ~ .  a aae 
fa, , J z r d o ,  0 
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e deterniinando 8 ,  a,, a, dalle equazioni: 

Queste formole risolvono senz'altro il problema, corn' è facile verificare 
anche direttamente, quando si suppone che i dati soddisfino su1 piano a con- 
dizioni analoghe a quelle che abbiamo fissato riei casi precedenti. 

Possiaino anche aggiungere che dalle ultime due delle (21) si ha  

e che, quindi, 8 è data, semplicemente, dalla formola 

5. Casi  in cui su1 piano limite sono dati: zc, M, w, ovvero L, v, w. 
Questi due nuovi problemi sono identici giacchè l'uno si ottiene dall'altro con 
Io scambio degli assi x e y. Supporremo che sieno dati u ,  Al, lu e scrive- 
rem0 le formole: 
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In queste formule compaiono le sole incognite û e a,, quindi, per la sofuzione 
del problema, è sufficiente la determinazione di queste due quantità. La se- 
conda di esse è data immediatamente dalla formola 

mentre û dev'essere ricavata da un'equazione che, facendo uso della (23), si 
riduce a 

Ora siçcome 6 è armonica ed inoltre é eguale a 

ponendo 

si trova, facilmente, che all'equazioile (24j si pub dare la forma 

t ry J LW log (z  + r~ a u  - - a g J  y a c +  ay;J W l o g ( z + r . ) L ( ~  
0 a u 

Possiamo dimostrare agevolmente che non vi pub essere che una sola 
funzione 8 armonica e regolare i n  S,  tale che la corrispondente funzione y 
soddisfi la (24'). Se, infatti, se ne potessero determinare due û e 8') chia- 
mando ?' la funzione analoga a rp e relativa a €", la differenza 
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dovrethe soddisfare l'equazione 

Ora, ponendo : 

l'integrale generale dell'ultima equazione è dato da 

4J =fi ( t l )  4- f 2  ( t z )  + f 3  (4 
essendo fi ,  f,, f, funzioni arbitrarie. Ma poichè anche t ,  , t, e x possono ri- 
tenersi come parametri arbitrari, affinchè + soddisfi d l '  equazione A" O ,  
dev'essere 

f " ,  - cost., f " ,  = cost., f I r 3  = cost. 

Se poi si osserva che e deve anche annullarsi all' infinito, risiilta f", = O 
1 a z +  

e quindi, identicamente, e - e' = - - 2 8 7 2  = 0. 

D'altra parte, se cliiainiamo t;', ?' le coordinate x e y che compaiono 
ne1 secondo membro della pl'), si trova facilmente che la fiinzione di x, y, x :  

in cui d 5' = d 5' d ?', soddisfa alla (24') ed è armonica. L a  prima proprietà 
è evidentemente soddisfatta, giacchè la funzione di r ,  y :  

~oddisfa alla (24') quando il secondo rnembro è nul10 e diventa infinita per 
x = t ' ,  y = come log 1.. I n  quanto alla seconda si osserverà che, se x è una 
funzione dei punti del piano u che si annulla all'infinito, insieme alle deri- 
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vate prime : 

P = i % ~ ~ ~ \ / ~ &  (z-[~)~+- ---(Y l - k 2 ~ .  - do ' ,  . . . 
u 

e quindi 

per cui, essendo il secondo membro della (24') una funzione armonica che 
si annulla all'infinito, anche la y, è una funzione armonica. 

Dalla (25) risulta subito anche : 

t & j w l o g ( z + r ) d o  ] log -- 1,. (% -u + m 11- (Y - ri? , 
u 

Vicerersa, ne u, Y, lu, su O, sono dnti come funzioni finite e continue, 
aventi le derivate parziali del prim'ordine finite ed inoltre u, tu si annullano 

1 
nei punti all'infinito di o di ordine superiore ad -, mentre M si annulla d i  

1' 
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1 ordine superiore a - , il secondo membro della (24') sarh uiia funzione ar- 
re  

monica, regolare in X, che si annulla all'iiifinito e tende su o a valori finiti. 

Con queste condizioni anche le funzioni 1, -do e 8, date dalle (25) e (26), J: 
sono armoniche e regolari in S e tendon0 a valori finiti quando ci avvici- 
niamo ai punti di o. L e  u, v,  w date dalle (22) sono regolari in S, soddi- 
sfano ident.icamente le (1) in questo stesso spazio e verificano le condizioni 
al contorno corne si mostra facilmente. 

6. Casi in cui sulpiatzo limite sono dati: u, M, N, ovvero L, v,  AT. An- 
che questi due problemi non differiscono che per 10 scambio degli. assi x ed y 
e si risolvono corne i precedenti. Fermandoci al cas0 jn cui sono dati zc, M, N, 
cominceremo a scrivere le forrnole : 

e basterà determinare le funzioni û e a, dalle due equazioni: 
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Ora dalla seconda di queste equazioni si ricava: 

+ $ :iJ~log ( z + r )  d o ,  
u 

quindi, sostituendo nella prima e introducendo la funzione rf del caso prece- 
dente, si trova che rp deve soddisfare alla equazione 

Questa equazione è dello stesso tipo della (24') e la  funzioiie c f ,  anche 
in questo caso, si determina corne ne1 caso precedente. 

111. PROBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTiCO È: LIMITATO DA UNA SFERA. 

1. Casa z'1z mi sulla s fera limite sono da t i :  u, v, W .  Spaaio interno. 
Chiamiamo R i l  raggio della sfera i l  cui spazio iiiterno S è occupato da1 
corpo elastico e ,  insieme al punto (x, y ,  z )  interno ad S ,  consideriamo il 
punto (x,, y , ,  2,) reciproco del punto (x,  y ,  x) rispetto alla sfera di raggio R 
e le distanze r ,  r ,  di questi due punti da un punto qualunque (5 ,  v ,  <) di S. 
Poniamo, inoltre : 

Com'è notissimo, la funzione G di GREEN relativa al punto (x, y, x )  ed 
alla sfera di raggio R, è data da 

Annali di Malematica, Serie III, tom0 VIII. 
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mentre sulla superficie o  della sfera di raggio R 

Per  conseguenza la (5') e le analoghe ci daranno subito : 

R2 - l2 U u=- A + lJ. a e 
4 n R  <r j , ao  8 n R p  

+ - - ( R ~ - P ) - S - ~ ~ ?  a x  Cl 

e, per risolvere completamente il problema propostoci, resta solo da determi- 
nare û dall'equazione 

à R 2 - l 2  " w  '"+p [!!-do, 
+ à z ( a x J r 3 d " ) - q i .  3 2 .  r 

dove 

Percib ricordiamo che 

Ne viene che 6 resta determinnta dalla (32) quando avremo determinato la 
funzione armonica 

dall'equazione 
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L'integrale generale di questa equaxione b dato da 

dove x è una funzione arbitraria di due parametri qualunque che, insieme ad 1, 
individuano c ia~cun  punto del10 spazio. Notando ora che (i dev'essere finita 
in S e che tale è la prima parte del secondo membro della (33), anche 

per 1 = 0, ne viene che, se - ' > 0, cam'è appunto il casa della ele- 
h - 3 ~  

sticità, dev'essere x = O .  L a  espressione di rp cosi determinata i: finita in tu t ta  
la sfera S, la superficie compresa, ed è in S una funzione armonica. Questa 
seconda asserzione si prova notando che, se 

dom c è 

e quindi, 

una costante positiva qualunque, si ha  pure: 

se + è armonica, lo è anche p. 

(*) Se chiamiamo infatti 1, a, le coordinate polari d i  un punto, abbiamo 

a c o s a c o s p  a s e n p  3 a = ,en a  cos p - + ---- 
a x a 1 E , a  z s e n c c a p  

e quindi 

+ l-C-1 c o ~ a  cos p sen a 
O O 
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Risulta anche, facilmente, dalllessere 

e da note proprietà della funzione potenziale che, se u ,  v ,  zo sono funzioni 
finite e continue di due parametri che iiidivjduano i punti di a, insieme alle 
derivate prime, nd hanno le derivate seconde rispeito a questi parametri finite, 
le derivat,e prime di 9 e 0 tend0110 a valori finiti su a e sono soddisfatte iden- 
ticamente le (1) e le condizioni al contorno. 

1."'" Spuxio esterno. Risolviamo ora 10 stesso problema ne1 caso in cui 
il corpo elastico, invece di occupare 10 spazio interno alla sfera di raggio R, 
occupi tutto 10 spazio indefinito esterno ad essa. La  funzione G di GREEK, 
anche in questo crtso, è 

Solo è da notare che adesso il punto (x, y, x )  è esterno alla sfera G, mentre 
(x,,  y , ,  x , )  è interno. Pel valore della derivata normale, su G ,  si ha  invece 

quindi le formole (10) vanno modificate cosi: 

L'equazione che determina y ,  essendo ne1 cas0 presente 

è perb ancora la (31') e quindi p sarà sempre data dalla (33) in cui per li- 
miti d'integrazione prenderemo cio ed Z. L'espressione di .g dev'essere deter- 
minata in modo che il limite del prodotto 1 g, per Z = CO non diventi irifi- 
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nito, percib, aiiche in questo caso, bisognerà porre x = 0 e potremo quindi 
scrivere 

Le  ulteriori consjderazioni non differiscono da  quelle fatte ne1 cas0 pre- 
cedente. 

2. Caso in  ccui sulla sfera limite sono dati: L, M, N. SpaxzO interno. 
Per  otteiiere la soluzione di questo problema conviene tener presente che le 
quantità L, M, N devono essere supposte assoggettate alle condizioni : 

che sono necessarie perchè il corpo elastico sin in equilibrio. 
L a  maniera più  emplic ce per risolvere il problema propostoci mi sembra 

la seguente. 
Osserviamo dapprima che le equazioni (1) danno luogo alle altre: 

il che vu01 dire che le equazioni (1) si trasformano in  loro stesse quando alle 
a funzioni incognite si applica l'operazione 1 -. e notiamo anche le formole a 1' 

seguenti : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



152 T e  d o n  e : Saggio d i  w a  teoriu yenerale d e l l e  epmxiotzi  

Per  i risultati del numero precedente possiamo scrivere: 

e queste formole, per eesere, a causa del teorema di GREEN: 

si riducono subito alle altre : 

Le condizioni in  superficie, avendosi su G: 

diventano, ne1 caso presente : 

a u  a *  aw per cui, eliminando - -, per mezzo di queste relazioni, dai primi 
a p  ' ap a p  

termini dei secondi membri delle (38'), avremo: 
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Conviene trasforniare ancora queste formole, osservando primamente che 

, a . . .  S . . .  i . . . . . . . . . . . . . .  

onde 

secondariamente che fra le quantità : 

sussistono le stesse relazioni differenziali che sussistono fra le quantith 6'; a , ,  

m, , a,. hfatt i ,  l'espressione 

p. es. , si aiinulla su G ed il suo AL B 

essendo, quindi, anche armonica, è nulla identicamente in tutta la  sfera S, e 
sarà 

Infine che, per mezzo di questa relazione, la  (40) si riduce all'altra 
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Quindi le (38"), a causa della (40') e delle formnle analoghe, diventano: 

La  risoluzione del nostro problema è ridotta alla determinazione delle 
quattro funzioni incognite O ;  a,, w,, m3 dalle quattro equaziorii seguenti, di 
cui scriviamo, per brevità, soltanto le prime due, potendosi ricavare subito le 
altre due, dalla seconda, con permutazioni circolari : 

3 X+P a - 0  
- z -  1 d o ,  + S  4 z R 1 i .  a l .  r 1 
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P e r  determinare 8,  riprendiamo la notazione del nuniero precedente: 

Indicando, allora, con @ l'espressione data dalla 

la prima delle (41) si riduce a 

essendo a e b le radici dell'equazione 

1 valori d i  queste due radici sono dati d a :  

b =  2 1 + r. - d P  A + pl2 - 2 (3 1 + 2 ' ~ )  (1 -t p.) 
2 0 + rd) 

e quindi, per essere A + p > O ,  p > O ,  sono sempre immaginari coniugati. 
L'integrale generale dell'equaziorie (441, ovvero (447, è dato da 

Z 1 

essendo X ,  e X, due funzioni arbitrarie di due parametri qualunque clie, in- 
sierne ad 2, individuano ciascun piinto del10 spazio. Ora la prima parte del 
secondo membro della (45) è una funzione armonica, regolare in S e reale 
perchè non muta di valore scambiando a con b .  Affinchè la seconda parte 
sia reale è necessario che X ,  e X ,  sieno immaginarie coniugate; ma poiché 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VI11 21 
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si pub scrivere 

1 a- b - $++-[( Xi + x.) COS (_ log 2) + 9 sen -- 
- 

2 
( a  1% z)] 

z 
e, sotto questa forma, si verifica facilmente che essa non è armonicn, cosi bi- 
sogna porre 

xi = x-2 = o. 
Resta dunque per y, 

Determinato y ,  e quindi 8 per mezzo delle (42), le rotazioni 51, .a,, G, 

~i calcolano con una semplice quadratura. L a  seconda delle (41), infatti, si 
pub scrivere 

Dividendo questa equazione per 1, integrando fra O ed 1 ed osservando c h  
la quantità arbitraria introdotta dall'integrazione, dovendo essere una funzione 
armonica, regolare in S ed indipendente da  2, non pub ridursi ad d t r o  che 
ad una costante h , ,  si trova 

Se si osserva che, a causa della relitzione 
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si pub scrivere 

risulta subito che il primo termine del secondo membro della (47) B finito 
anche per 1 = 0. 

In modo analogo si calcolano G, e 6, e le espressioni relative si ottengono 
dalla (47) scanibiando circolarmente gli indici 1, 2, 3 e le lettere x, y, z ;  
L, Ml N. 

Gli spostamenti u, v, w che ancora ci restnno da determinare, si otten- 
gono dalle (38"') con una quadratura. Se dividiamo ciascuna delle (38"') Fer 1, 
integriamo fra O ed 1 ed osserviaino che le quantità arbitrarie introdotte dalla 
integrazione, dovendo essere, corne le altre parti oostituenti u, v, w ,  funzioni 
regolari in S, dovendo soddisfare all'equa,zione A2A2 O ,  e l  dippiù, essere 
indipendenti da  1, non possono ridursi che a delle costaiiti le,, k,, le,, tro- 
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Anche qui, se osserviamo che a causa delle relazioni : 

si pub scrivere : 

risulta che le espressioni (48) di u, u, w sono finite anche per I =  0. 
Inversamente, se L, M, N sono funzioni finite S continue delle coordi- 

nate dei puiiti della sfera o, insieme alle derivate prime, ed aventi de- 
rivate seconde finite, la @ determinata dalla (43), la rp determinata dalla (45') 
e la 0 data, per mezzo di y ,  dalla seconda delle (42:, sono funzioni armo- 
niche, regolari in S e nei punti di  G tendono, insieme alle derivate prime 
a valori finiti. Cib risulta facilmente osservando che, p. es., 

e tenendo presenti ben note proprietà della funzione potenziale. Similmente 
a,, a,, a, dati dalla (47) e dalle analoghe, sono funzioni armoniche e rego- 
lari in S che tendono a valori finiti nei punti di o. Poichè ora,  eviderite- 
mente, sono soddisfatte le equazioni: 

se fra le 0; a,, a,, rrr, sono verificate le (2), saranno verificate anche le (1). 
Per  mostrare che i valori di u, v, w da noi trovati soddisfano alle (1) basta 
quindi, dimostrare che i corrispondenti valori di 8; a , ,  a,, a, soddisfano le (2). 
Si ricava intanto facilmente dalle analoghe alla (46) 
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Ma, d'altra parte, per la (42), 

a causa. della (44). Integrando ora 1' equazione 

a a% 8 m, A 3- 2 /J. a 8 rispetto ad 1 ,  con la condizione che -- - a z  a ~ +  7 8 ;  sia regolare 
in S, si trova 

a 7 ~ ~  i + g P  a 9  --- +--- a~ a $  - O. 
2~ a $  

ossia le equazioni (2) sono verificate. Infine, poichè dalle (38"') risulta 

a  a~ e, per l =  R - - 3 .  . . tendon0 a valori finiti, sono soddisfatte anche le 
a l  a x  

condizioni in  superficie. 
Il metodo indicato per risolvere il problema precedente vale qualunque 

sieno 1 e p ; ma, se 1. + p > 0,  p > O, possiamo anche asserire che il problema 
ha una sola soluzione determinata a meno di uiio spostamento rigido aibi- 
trario del corpo elastico. 

2." Spazio estertzo. 11 problema dell'equilibrio elastico per 10 spazio 
esterno alla superficie sferica di raggio I 1 ,  quando in superficie son date 
L, M, N, si pub risolvere con metodo perfettamente analogo al precedente, 
Partendo dalle (37),  dopo aver applioate ad esse le formole (34) e quindi 
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la formola di trasformazione 

si trova : 

Siccorne ora su o : 

.% Y 2 
COS tz x = -- > COS n y = - - y cosnz = - -  d a -- - 

h' R B '  d n  8 2 '  
I 

le condizioni al contorno ci danno : 

e quindi posaiamo scrivere : 

Ossesvando poi che : 
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e quindi, al posto delle (38"'), avremo le formole : 

Esse sono identiche alle (38"'), tranne ne1 segno dell'ultimo termine. Si- 
milmente, le equazioni a cui devono soddisfare e; G,, w 2 ,  c ,  saranno iden- 
tiche alle (4 l), tranne ne1 segno dell'ultimo termine. Se ora,, ponendo sempre 

fl 

osserviarno che 

trovianio subito clie (p soddisfa alla stessa equazione differenziale (44, quando 
si supponga 9 determinata dalla relazione 

Potremo percib porre ancora 
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L a  soluzione del problema è completata dalle formole: 

Le funzioni <r, rp e 0 date dalle : (51), (52 e (50) si annullano all'infi- 
nito, e le altre funzioni ô,, (z,, 6, ; ZC, v,  tu sono state determinate con questa 
condizione. L a  verifica a posteriori si fa con considerazioni analoghe a quelle 
fatte ne1 cas0 precedente. 

3. Caso in cui sulla s fera  l imiie sono dati: L ,  v ,  W .  A causa della 
si~nmetrja della superficie sferica rispetto agli assi coordinati, i problemi in 
cui sulla sfera son dati: u, M, w, ovvero u, v, N, non differiscono che per 
il diverso nome degli assi coordinati da1 problema che ci proponiamo di ri- 
solvere. In questi nuovi problenii, per non dilungarci troppo, lascieremo da 
parte il cas0 del10 spazio esterno sia perchè l'estensione è agevole, sia perchè 
essi non hanno nella teoria. della elasticità l'importanza di quelli gih risoluti. 

Cominceremo, prima di tutto, a stabilire alcune notazioni ed alcune for- 
mole di cui ci serviremo costantemente. P o n i a m o  cioè: 

z 

pl ,  y ' ;  +;, +'; sono funzioni armoniche, regolari in S e fra di loro simistono 
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le relazioni seguenti : 

il qua1 sistema di formole è completato dalle formole che uniacono y e +; 
R 0 e Gi cioE: 

t 

Si vede facilmente che $ ;  +', , + I o ,  J113 soddisfano alle stesse relaziorii diffe- 
renxiali a cui soddisfano 9 ;  J 1 , ,  $ 2 ,  +, e quiiidi 6 ;  ô,, (y,, 6,. P e r  es., si lia 

(*) Più in generale, le espressioni 

dove c é unn costnnte positiva qiialunque, sono cirmoniche, regolari i n  S e sono l.gntc 
dalle stesse relazioni differenziali da  cui sono legate 0; 4,, W,, 4,. L o  stesso pub dirsi 

1 

delle espressioni che si ottengono eseguendo l'operazione . d l  su O ;  Cl, W,, G, 

O 

an numero qualunque di volte, potendo variare  anche il valore della costante c ogni nuova 
volta che si ayplica 170perazione indicatn. 

Annali di Malemahka, Ser ie  II[, tomo VIII. 22 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



164 Te d o n  e :  Saggio di  utza teoria generale delle eq.~crx;o& 

Poniamo anche, per brevità: 

e notiamo che: 

se sono soddisfatte, corne supponiamo, le condizioni : L d c = O , . . . j 
Dopo cib, per risolvere il problema propostoci, ci serviremo della prima 

delle formole .(38"'), divisa per 1 ed integrata fra O ed 1, e delle ultime due 
formole (30) : 

(r) Formole di questa specie si sarehbero potuto ottenere partendo dalle (8) e sosti- 
tuendo in esse, per G,, l'espressione 

O 

Con le formole a cui accenniamo si sarebbe potuto risolvere anche il problema del n.O 2; 
perb esse si mostrano meno suscettibili a facili trasformazioni di quelle da noi preferite. 
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ed il problema è ridotto a determinare le fuozioni inoognite 8;  %, , 6,; C, 

dalle equazioni : 

Per  far cib osserviamo, intanto, che gli ultimi due termini della prima di 
queste equazioni, a meno del segno, si possono scrivere 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 T e d o n e :  Saggio d i  2 1 9 2 ~  t e o h  gener.de delle eqeraxiotzi 

e, per essere: 

O 

l'iiisieme di termini (60) si riduce a 

L'ultima trasformazione l'abbiamo ottenuta sostituendo per (5, il suo va- 
- 

ivre dato dalla seconda dolle (59;, ed abbiamo iiidicato con a 

a a l'operazione che consiste nell'eseguire due volte l'operazione y - - z - . a z a 74 
Possiamo dunque sostituire la prima delle (59) con l'altra: 

R a s  a v  aw =- , a , + ~ + = -  
I 

a a w  av a  aw av - 2  - ---- . 
2 1 -'.P[~EJ~ O - a;) a,(,, a J ]  
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Osservando ancora che 

la (62) si trasforma nell'altra 

Da  questa equazione bisogna ricavare, prima d i  tutto, Conviene, per 
questo, introdurre coordinate polari, ponendo, p. es. : 

z = E cos a , y = 1 sen a cos p , x = I sen a sen P. 

Si trova allora subito 

e quindi la (62') si trasforma nell'altra 

Se la deformazione è di rotazione jntorno all'asse x, y' si determina con 
quadrature. 

Ne1 caso generale questa equazione, prendendo pei variabile indipen- 
dente log I ,  invece di 1, diventa un'equazione a coefficienti costanti del tipo 
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ellittico che si sa trattare completamente col metodo delle approssimazioni 
successive. Perb la maniera più agevole e più naturale per trattare la qui- 
stione presente ci sembra quello basato sull'uso delle funzioni sferiche. Se 
poniamo : 

indicando con P,, Vn, Wn dei polinornii sferici, armonici di grado f i ,  il 
secondo membro della (62") si ridurrà a 

e la quantità sotto il segno sommatorio ~ a r à  un polinomio armonico, sferico di 
grado n - 1. Dovendo ora y' essere una funzione armoriica e regolare in S, 
possiamo supporla anch'essa sviluppnta i n  serie di polinomii sferici, armoiiioi 
in  modo da avere 

60 

y' = 2 y'n . 
O 

Essendo allora, evidentemente 

dovrà essere 

Introducendo coordinate polari al posto di coordinate cartesiane, si sa che 
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a l  secondo membro si pub dare la forma 

A -t 2 y. 
(An, i  COS i /3 + BPI,; sen i @) @,,i 

in cui le O,,,; sono funzioni di a soltnnto ed in ciii le costanti An,i,  B, j de- 
von0 ritencrsi note. Se si pone l a  y', sotto una forina analoga e si cerra di 
rendere identica 1' iiltima equazione scritta, si 1 rova che dev' essere 

(A>l,i COS i fi + Bn,i sen i F) @n,i  

(2 .  + 1, (, + 1, (1 + 2 $1 - (1 + i2 

e quindi 

( A n , i  COS i fi $ B,t,i sen i p) on,; 
O 

(63) 

11 calcolo eseguito mostra, oonteinporaneamente, che esiste una SOIR fun- 
ziune q>' soddisfacente alle condizioni imposte. Inoltre, poichè la serie 

è assolutamente ed uniformemente convergente in S, della stessa proprietà 
gode anche la serie (63). 

Trovata ?', sono determinate, in conseguenza, e 5 ed anche (zl,  v ,  zu. 

Ma è facile dimostrare che anche +le e tr3 e quindi $,, t,; G,, (7,; u restano 
determinate. La terza delle (59), infatti, si pub scrivere, tenendo conto della 
relazione . 

e delle (61): 
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e d a  una formola analoga è determinata anche 6,. Con quadrature si trove- 
rnnno qt e 9, e quindi $',, +', ed  u. 

È facile verificare clie, con condizioni mclto larghe per  i dati, le formole 
trovate soddisfano a tutte le  condizioni imposte. 

4. Cuso i?z cui sullla s f e m  limite sono dat i :  zr,  M, N. ,4nche qui os- 
serviamo che a causa della simmetria della sfera i problemi in cui su G sien 
dati:  L, v, NJ ovvero L, M, w non differiscono da  quel10 propostoci clie 
per il nome diverso degli assi coordinat;. Ed aggiungiamo subito che le dif- 
ficoltà che s'incontrano nella soluzione di  quest'altro problema sono della stessa 
natura di quelle che si sono incontrate ne1 problema precedente. Percib sol- 
tanto accenneremo alla soluzione di esso. 

Si partirà dalle formule : 

1 + IJ, a (P + - -  ( R  - 1 - + cost. ) (65) 
8 n R p  a Y 

e si cerclierà quindi di  determinare 6 ;  t,,, c,, 6, in  modo che sieno identi- 
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camente verificate le equazioni: 

2w,= . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
AnnaZi di Malematicn, Serie III, tomo VZII. 23 
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mentre la prima delle (66) ,  facilmente, si pone sotto la forma 

a Eseguendo su quest'equazione l'operazione 2 - notando che le operazioni a 
a a 1-- e x - -  a 

y sono permutabili e faceiido uso della identith riportata a z  a~ 
a pag. 167 e della (667 ,  si trova 

a3 ae 19' a a' 
2(?.+2,)Z3- + ( 9 1  + 1 6 , ~ ) 1 ' - + ( 7 à +  I O p )  1 ,y- \ a l3 a l4 

8 s  CD1 ae 9' 
- 2 ( À - 1 2 , ) l  L+ (3 "+S , ) f l =  

a l a p 2  
( 6 7 )  
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Da questa equazione si determina p' corne sopra., sviluppando il secondo 
membro in funzioni sferiche. Restano allora determinate y, 0 ed u e con qun- 
drature, partendo dalla (66'\, Sr , ,  +, e 6,. Sostituendo nella terza della (66) )  

a + e  a+;. per - 9 - - .  
ax a x  

si ottiene un'equazione che, con semplici quadrature, ci pub determiriare S', 
e quindi +, , 6, . Al10 stesso modo si possono determinare +', , $, e a,, e re- 
stano, in conseguenza, deterininati anche v e W. 

I V .  DI ALTRE CONDIZIONI  AL CONTORNO CHE SONO ATTE A D  INDIVIDUARE LE SOLUZIONI 

DELLE EQUAZIONI INDEFINITE DELL'EQUILIBRIO DEI CORPI ELASTICI ISOTROPI. 

1. Basta un esame, anche superficiale, delle soluzioni dei problemi 
d'equilibrio elastico, date precedentemente, per persuadersi che in esse vi sono 
già tutti gli elementi per risolvere i problemi analoghi in cui, incece delle 
tensioni O degli spostnmenti , sien dati , sulla superfioie c ,  i valori di 
dzc d v  d w  . d u  dw 

- 3  - 3  - 3  O di u clw 
' Kt ' d n  

O di u ,  v --, e quelli che si ottengono 
dl2 cln d n  ' d l t  

da questi scainbiando il nome degli assi coordinati. E i concetti generali 
indicnti in 1 possono servire di guida per tentare la  soluzione di questi 
problemi anche negli altri casi in cui G è differente da un piano O da una 
sfera. 

Non ho notizia clie sia mai d a t a  fatta la ricerca delle condizioni più 
generali in superficie che sono coinpatibili con le equazioni indefinite (1). 
Per  quanto una simile ricerca possa avere scarso valore per la  teoria della 
elasticità, credo, cib nonostante, che essa possa giovare a portar lume al10 
studio dei sistemi di equazioni a derivate p~rz ia l i ,  lineari, di ordine supe- 
riore al primo, dei quali quelli dell'equilibrio dei corpi isotropi devono rite- 
nersi fra i più semplici. Qui vogliamo jndicare brevemente alcune forme di 
condiziorii in superficie per le quali il calcolo delle variaxioni basta a darci 
la dimostrazione dei teoremi di unicità e d'esistenza. Certamente queste di- 
mostrazioni, oltre a richiedere che u, v, ru ahbiano derivate regolari al con- 
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torno, sono soggette aile solite critiche del principio di DIRICIILET; pure ho 
l'opinione che, in ricerche di indole generale, forniscano indicazioni preziose. 

Cominciamo percib a dare alle equazioni : 

diverse altre forme, servendoci delle 'note identith : 

Se dalle (a), per mezzo di queste identità, eliminiamo A2 u ,  A2 u ,  A2 zo, tro- 
viamo le equazioni (2) già riportate : 

Se invece eliminiamo 2 - - 3 si trovsno le equazioni: a.: a y y  a 3  

Sonimando, infine, membro a membro le (a) con le (h ) ,  si ottiene: 

Ci fesmeremo soltanto sulle forme (a), (c), (d), (e) delle equazioni (l), ma 
è chiaro che altre, con 10 steeso mctodo, O con metodi analoghi, se ne 
possono ottenere. 

Moltiplichiamo ora le (a), rispettivamente, per 8 u ,  8 u ,  d w , sommiamo 
ed integriamo ad una porzione di spazio S. Troviamo subito cosi 

= - p o 2 ( d u + A * . ~ c o s n z  d n  p. du- 1 
0 

dove 
(au)' ("")';zly 

f i t < =  - + - + , ,... a $  a y  
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Se nella equazione ( f )  facciamo d u = zc, 8 v = v ,  8 w = w , la  equazione 
s t e m  si muta nell'altra 

Supponendo clle sulla superficie G debbano essere verificate le condizioni : 

cl ,  c , ,  c, essendo delle costanti positive, la  (y) ci dà: 

>O,si deve avere s = o = w = O i n  t u t t o S  e, per conseguenza, essendo - 
P- 

e su G. Col solito ragionamento, da questo risultato, si deduce poi che un 
sistema di soluzioni u, v, w delle equazioni (a) con le condizioni al contorno: 

in cui L', M t ,  N t  sono funzioni note dei punti di o,  sono univocamente de- 
terminate. Dalla ( f )  risulta, jnvece, che le funzioni u ,  v ,  zu le quali su o 

sono soggette alla condizione 

1 f [ ~ ~ u + l l ~ r v + ~ ~ u i  -- 2 (cl U' + Ce v0 C S  tu2)  a G =  COS^. 1 
u 

e rendono minimo l'integrale 
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soddisfano alle equazioni indefinite ( O )  ed alle condizioni in superficie (a'). 
Ammesso quindi l'esistenza di questo injnirno, è provato anche il teorema 
d'esistenza. L e  costanti ci! c,, c, possono raggiungere i valori limiti O ed cm, 
indipendentemente una dali'altra. 

Questo ragionamento pub applicarsi anche alle altre forme (c) ,  (d), ( e )  
delle equazioni (1) e a ciascuna di esse viene a corrispondere una forma 
detesniinata delle condizioni in superficie cornpatibile con le stesse equazioni. 
Esse possono scriversi cosi : 

LI1-c, u f (1, + 2 (~.j Ocosrtx -1 2 p  (6, cos?zx -6, cosn  y ) = O , .  . . ( c f )  

L e  ultime contengono, come caso particolare, quelle introdotte fin da  priii- 
cipio e che corrispondono a dare in superficie le tensioni, ovvero gli sposta- 
menti. 

Ogni volta che le condizioni in superficie sono tali che quella corrjspon- 
cl 26 dente all'asse x contenga u ovvero - e nessuno degli altri spostamenti e 
d n '  

derivate normal;, e la  cosa analoga valga per quelle corrispondenti agli assi y 
e x, si pub cercare di risolvere il problema della determinazione della solu- 
zione delle equazioni (a),  corrispondente alle date condizioni in superficie, con 
i principii esposti in 1. 

V. ALCUNE OSSERVAZIONI SUI RISULTATI PRECEDENTI. 

1. 1 problemi relativi ad  una porzione di spazio limitata d a  un piano, 
O da  unn sfera, di cui ci siamo già occupati, devono essere ritenuti come i 
più seinplici fra i problemi di equilibrio elastico di un corpo isotropo. Essi sono 
caratterizzati dalla proprietà che le equazioni da  cui dipende l a  determina- 
zione delle quantità 8 ; 6, , Ci,, c,, si possono porre sotto l a  forma di equazioni 
differenziali ordinarie O a derivate parziali; mentre, ne1 caso generale, queste 
quantità compariranno , nelle nominate equazioni, sotto integrali di superficie 
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iridipendenti fra  loro. L a  part$olarità notata è in relazione col fatto che ogni 
funzione armonica, in una  porzione di spazio limitato d a  un piano, O da  una  
sfern, si esprime facilmente, con 1';tiuto di sole derivazioni, per la  funzione 
potenziale di una  massa distribuita su1 piano O sulla sfera con una densith 
proporzionale ai valori clle l a  stessa funzione arnionica assume i n  superficie. 

Aggiungiaino che i problerni relativi alla porzione di spazio limitato d a  
un piano e quelli relativi alla porzione di s p ~ z i o  limitata da una sfera non 
sono indipcndenti gli uni dagli altri, chè anzi i primi possono ricavarsi fa- 
cilmente corne casi particolari dei secondi quando il raggio della sfera cresce 
indefinitamente. P e r  quanto cib possa pareïe evidente, pure non stimo inutile 
dimostiarlo rigorosamente, almeno in un caso, tanto più che, credo, questo 
non è mai stato fatto in modo esplicito. Percib supponiamo che la, sfera d i  
raggio R, considerata in III, abbia il centro, iiivece clie nell'oiigine delle coor- 
dinate, ne1 punto x = 0, y = O, x = - R. Bisognerh allora porrc nelle f'orinole 
di quel paragrafo x + R e C -1 R al posto d i  z e c. Supponendo x ,  y ,  ;z 

finite, è cliiaro che : 

. E Iim - = 1 1" - lim - - = lin1 L Z ~ + ~ J ~ - ~ - Z ' +  ~ R z - ~ ~  - 
7 

i k o o  R h'=m R R=W M 

Prendiamo ora n considerare le formole (34) e (35) che danno l a  solu- 
zione del problema dell'equilihrio elastico per 10 spazio esterno alla sfera di 
raggio R quando in superficie sono dati gli spostamenti: 

con 
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Al limite, per R = clo, i valori di u, v ,  w ; 6 diventano : 

e, poicliè, pel caso della sfera, 

al limite, per R = w, si ha 

Qiiesti valori d i  u ,  v ,  20 e di 0 coincidono appunto con quelli dati dalle 
(10) e (11) di II. 

(*) S' in tende clie, in questo passaggio al limite, si suppone che gli integrali d u , .  . . 1: 
O 

restino fini t i  anche al limite. 
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2. l?3 ovvio notare che 10 stesso procedimento da noi indicato pel cas0 
di tre dimensioni, vale anche pel easo di due dimensioni ed anche, più ge- 
neralmente, se volesse considerarsi, pel caso delle equazioni dell'equilibrio 
di un corpo isotropo in uno spazio lineare ad un numero qualunque di di- 
mensioni. 

Affinchè, perà, non si pensi ch' io vada troppo oltre nella estirnaziorle 
delle mie vedute, soprattutto da1 lato dell'originalità, noterb ora che è più 
facile spiegarmi, per aver mostrato abbastanza chiaramente in che cosa esse 
consistano, che le radici del metodo da me seguito per ottenere la soluzione 
dei problemi di equilibrio elastico per un corpo isotropo, si possono ritrovare 
fin nei più antichi lavori sull'argomento. Questo è vero, specialmente, per cib 
che si riferisce ad assumere corne note certe funzioni incognite e a deter- 
minarle poi dopo aver soddisfatto alle condizioni in superficie. Questa via è 
chiara ne1 metodo che THOMSON ha seguito per ottenere la soluzione del pro- 
blema della sfera elastica. L a  ricerca di quelle soluzioni particolari di  cui ~i 
ha  bisogno per l'applicazione del metodo BITTI-CERRUTI, portano tracce non 
meno evidenti di queste idee. Anche le belle soluzioni per integrali tlefiniti 
dei problemi della sfera (*) e del semispazio, date da1 prof. ALMANSI, hanno, 
in fondo, questa origine. Yiù esplicito di tutti, ne1 seguire questa via, mi pare 
perb che sia il prof. CESARO il quale, nella sua ü Introd. alla teoria matem. 
dell'Elast. », dopo aver data la soluzione del problema del semispazio col me- 
todo BETTI-CERRUTI, ne presenta un'altra che t?? molto simile a quella data in 
questo lavoro, e alla pag. 120 dice : 

I l  prof .  CERRUTI ha  trattato i l  problema precedente u per dare u n ' i l h -  
straxione abbastanza facile del wetodo yenerale n proposto da  BETTI, Quando 
non s i  h a  in vista questo scopo, m a  s i  vuole so7tanto ruggiungere l a  solu- 
zione del problema dei  sîtoli elastici, è ben facile pervenire con procedimento 
pi2 rupido e diretto alle forrnole getaerali ottenute du1 prof.  CERRUTI , e ciO 
senxa  inu un ci are a u condurre la  soluzione in modo che possa somnzinistrare 
quulche lume per la  trattaxione d i  problemi analoghi n (**). B a s t a  i n f a t t i  ri-. 
guardare provvisoriai~zente corne nota la dilataxione eubica 8, calcolare poi g l i  

(*) Mi piace, qui, citare il lavoro del prof. SOXIGLIANA: S O ~ C I  Z'eqztil. di un covpo 
elast. . . . Ann. della R. Scuola Norrn. Sup. di  Pisn, 1557, in cui si trovnno inolti cnlcoli 
clie ricordano quelli  ALIMANS IMAN SI, dei cluali pero il prof. ALMANSI non aveva, certo, 
notizia. 

(**) Le parole virgolate sono del prof. CERRUTI. ACC. dei Lime< 1587, p. 81. 

AnnaZi di Maleînatlca, Serie I I I ,  tom0 VIII. 24 
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spostamenti (u, v, w ) ,  e dedurne t?'espessione d i  O :  quesla ficnxione si trova 
cosi isolata in  una relaxione che serve a determinarla. 

Spero perb, sarh riconosciuto che con l a  jntroduzione delle formole (5) 
e (5') contenenti le funzioni di GREEN G e G, e con le altre osservazioni fatte 
in 1, qixeste idee vengono ad acquistnre una generalità ed una potenza che 
prima non avevsno. 
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Sull'integrazione d i .  alcune equazioni 
lineari alle derivate parziali. 

(Di TOMMASO B O ~ G H O ,  a Torino.) 

PREFAZIONE. 

1 1  prof. Brmm in alcune Note pubblicate negli Alti della B. Acca- 
demia dei Lincei (a. 1886), ha determinato le condizioni affinchè due equa- 
zioni a derivate parziali, di 2.' ordine, con due variabili indipendenti, abbiano 
soluzioni comuni; in questa Memoria mi propongo di stabilire la condizione 
analoga per due equazioni lineari, a derivate parziali, d'ordine qualunque a 
coefficienti costanti O variabili, e di mostrare corne la condizione otteniita 
permetta di trovare la forma dell'integrale generale di alcune classi di equa- 
zioni differenziali lineari. 

Ne1 cap. 1 stabilisco alcune formole introducendo le derivate funzionali 
di espressioni differenziali lineari. Indicando con 3 un'espressione differenziale 
lineare, a quante si vogliano variabili, e con u ,  v due funzioni di tali va- 
riabili stabilisco, fra altro, le formole che esprimono 

Suppongo poi, ne1 cap. II, che l'espressiorie 9 abbia coefficienti costanti 
e dimostro che se le funzioni u ,  v soddisfano all' equazione 9 = O ,  la fun- 
zione U = x u + v verifica l'equazione W U  = O. Pe r  stabilire la proprietà 
inversa basta dimostrare l'esistenza di una funzione che soddisfa a due certe. 
equazioni differenziali lineari. Dimostro direttamente che, per vari tipi di 
equazioni differenziali, a quante si vogliano variabili, tale funzione esiste 
sempre, mentre ne1 cap. III stabilisco, ne1 caso di due variabili, la condi- 
zione necessaria e sufficiente affinchè due equazioni differenziali lineari, a 
coefficienti costanti, delle quali una è omogenea, abbiano soluzioni comuni. 
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L e  proprietà precedenti per&ettono di dirnostrare (cap. IV) che ogni 
funzione U che verifichi l'equazione 9, U= O, pub, in generale, rappresen- 
tarsi colla forrnola : 

le u essendo funzioni clle soddisfano all'equazione 9 = O. Se l'espressione 9 B 
decomponibile in fattori, l'integrale generale dell'equazione 9 = O pub espri- 
mersi rnediante integrali di altre equazioni più semplici. 

Molte delle precedenti proprietà valgono anche per equazioni a coeffi- 
cienti variabili, come mostro ne1 cap. V. 

Ne1 cap. VI  trovo, ne1 caso di due variabili, la condizione necessaria e 
sufficiente affinchè due equazioni lineari, a coefficienti variabili, delle quali 
una è omogenea, abbiano soluzioni comuni. 

Indicando con u una funzione che soddisfa d l '  equazione 9 u = 0 ,  di- 
mostro (cap. VII) che tutte le espressioiii 3 di secondo ordine, a coeficienti 
costanti, yer le quali si ha  

9"(xZ + yz) ZI] = O 

sono riduttibili al A? di LAPLACE. 
Da ultimo esyongo un procedimento per integrare l'equazione: 

(f,, fi,, f essendo date funzioni di x, y ,  ed a costante) ne110 spazio indefinito 
limitato da1 piano x y ,  supponendo di conoscere, su questo piano, il valore 
della funzione U e dclle sue derivate norrurili successive dei primi rn - 1. 
ordini. 

1. Ricordinmo anzitutto le definizioni e le principali proprietà delle 
derivate funzionali di espressioni differenziali lineari ~d un% variabile. 

Indicheremo, per brevità, con 9 l'espressione differenziale lineare 
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o<e le a denotano funzioni di x e D è I'ordinaria operazione di deriva- 
d zione - - 
d x  

Se u è una funzione di x si h a :  

osservando che 
D i ( x u ) = x  Dia + à  D i - ' u  7 

si avrb : 

onde : 

La differenza: 9 (x u)  - x 6 u, è dunque un'espressione della stessa forma 
della (1); essa pub rjguardarsi come ottenuta dalla (1) mediante la regola 
ordinaria di derivazione, applicata come se il simbolo D fosse la  variabile. 
Per questa ragione, l'espressione i) a; i Di-' u dicesi derivata funzionale (*) 

S 
di 2 ai Di u ; indicando con - il simbolo di tale derivazione funzionale, 

d x  
avremo : 

che scriveremo anche : 

sicchè la (3) potrerno pure scriverla : 

Analogamente si pub considerare la derivata funzionale seconda, terza, ecc., 
Sr 324 

di 5) u. Indicando con - la derivata hnzionale d'ordine r di D u ,  
d X' 

(*) Per msggiori particolari sulle derivate funzionali cfr. PINCHERLE e AXALDI, L e  
operazioni distributive e le loro applicnzioni nlPAnalisi; pag. 100 e seg. (Boiogna, Zani- 
chelli; a. 1901). 
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si ha: 
Sr 9 21 -- - zi ai Y ! (t) Ili. ru, 

a x r  ,. 

che pub ancora sbriversi : 

ft facile vedeïe che 

Se si è un'espressiolie lineare analoga a (D si h a :  

Se v è un'altra funzione di x, si ha, da una formola di LEIBNIZ : 

the possiamo ancora scrivere: 

ed aggiungendo al secondo membro dei termini identicamente nulli : 

ricordando l'espressione di (D se ne trae : 

che chiamasi formola di D'ALEMBERT. 
2. Estenderemo ora al caso di espressioni differenziali lineari con due 

variabili indipendenti, le formole stahilite ne1 $ precedeiite. 
Sia n una funzione di x, y, allora le scritture 

ar+s  u 
si riterranno equivalenti a -. a xr a Ys 
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Applicando la (2) si ha : 

D ; D ; ( x u ) = x D ; D ; u + r D ; - l  D i u ,  

quindi ponendo : 
l lb  ar+s rn 

9 = &S ars -7 - Z r s  a,, Dm Dy , (r + s m) 
O a x9 a yS 

ove le a sono funzioni di x, y, si ottiene : 

9 ( X  U) = x Z a,, DL Di u + 2 a,, r Dy u  , 
da cui : 

9 ( x a ) - x 9 ~ = 2 a , , r D ; - l  D y u ;  

ora ,  il secondo membro pub riguardarsi corne ottenuto d espr essione 
z a,, DL Dy u, cioè da 9 u , mediante la regola ordinaria di derivazione par- 
ziale rispetto ad x, applicata corne se i simholi D x ,  Dy fossero le due va- 
riabili indipendenti. Noi darc:mo percib all'espressione 2 a,, Y DL-' D; u il nome 
di derivata fu.nxionale (parxiale) rispetto ad x di 9 z c ;  indicando con 
6 
az questa operazione di derivazione, abbiamo : 

onde la formola precedente pub scriversi : 

Ponendo : 
a ,=ax+by+c ,  

ove a, b, c sono costanti, si ha  facilmente : 

6 
nella quale - indica l'operazione di derivazione funzionale rispetto ad y. a zl 

U 

Si possono pure considerare le derivate funzionali parziali successive ri- 
spetto ad z, y  di % u. Si ha : 
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186 B o  y y i o  : SzclZWeyrazione di alcune equazioni lineari 

il primo membro 10 indicheremo anche con "' b chiaro che : 
a x 1 t a y k 7  

inoltre : 

Stabiliremo ora una formola analoga alla (5). 
Se v è un'altra funzione di  r, y ,  si ha dalla (4): 

aggiungendo all'ultimo membro dei termini identicamente nulli si pub an- 
cora scrivere : 

ricordando 

ossia, sotto 

Si noti 

l'espressione (6) di 9 se ne deduce: 

forma sviluppata : 

a u m v  
9(2cv)==u~2)+- --- \ 

(a, a s  +gF)+ 1 

I'analogia di questa formola colla formola di TAYLOR relativa ad 
un polinornio di g a d o  m ;elle due variabili x, y .  

Sia ad es. 
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si h a :  

quindi 

3. Ne1 caso di n variabili indipendenti x,, x,, . . .: x, si possono de- 
8 8 6 finire delle operazioni -- , -- . . . - di derivazione funzionale analoghe a .ci a xg a ~n 

a quelle coiisiderate precedenternente. 
Poniamo : 

ove le a sono funzioni di T,, Zn,. .., Xn. 
S e  u è una funzione di x,, x?,, . . , Xn si h a  la formola seguente, ana- 

loga alla (7) : 
8 9 IL 

qxiu)=xi(L?u+- 
ô xi 

(10) 

che scriveremo anche : 

Ponendo : 
clm= (1, X I  + a 2 x 2  + . a  . .t a,xn, 

Annali di iMatematica, Serie III, toino VI[[. 
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ove a,, a,,., , , an sono costanti, è facile dedurre dalla (10) : 

ahe scriveremo anche ~ o t t o  la forma: 

Consideriamo ora p funzioni lineari qualunque d i  x , ,  Y,, . . , Y,, e 
siano : 

a,, = a,, xi -t a,, x, 4- - . + an, 2% 

as2 = a12 Xi as* $2 $. . . .  -k Xn 

si ha  facilmente, applicando la (11): 

e in generale : 

S lt b 
. 9 (azl a,, . . .  a, u) = [$ ail ( ~ i  + &)] [+ ai* ( x i  

"1 
(12) 

- . . [$ aip (xi + 9 14 ; 

se ne trae : 

questa formola permette di calcolare 6 (P. u), ove P è un poljnomio in x, ,  
X2,..., Xn. 

La (8) pub estendersi facilmente al caso di n variabili; si ottiene cos'i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



al le derivate parziali. 189 

la formola : 

In particolare, se a è costante : 

che pub aucora scriversi : 

ove 9, è un'espressione analoga a 9. 

II. 

4. Supponiamo orn, in cib the segue, che i aoefficienti n che compa- 
riscono nell'espressione (9) di I, &no quantità costanti. 

Indichiamo poi con 6,, (D,, ..., B~ delle espressioni differenziali lineari, 
a coefficienti costanti, analoghe a 9. 

I?C chiaro allora che 

lnoltre dalle ( I l ) ,  (12) 5 3 si ha : 
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, D . . . sq , a . .  . a u = [: a i  ( xi + atJ][' - + ai2 ( x i  + - a:)]  a . 

8 
. . . [ ~ a + ( , i + z ) ] a , ~  ,... ~ , u .  

1 (31 

1 

Se, in particolare, 

risulterà, dalle (2), (3) : 

~q (a,, aX2 . . . a,p u) = [ 1 ai, ( xi + & ) ] [ ~ a i ? ( x i + & J ] . . .  

Dalla (2') si ha ancora, ricordando la (1) : 

5. Dalla (4) segue senz'altro 1s proprietà seguente : 
S e  la f iuzxiow ec soddisfa all' equtcxione Tq-' u = O , la firnzionr? a,  u 

ve?-i$clzerà E'equazione Tq (a ,  u) = b). 

I n  particolare: S e  la  funziorze zc soddis fa  all 'equasiofie 2 u = O, lu fua- 
xione x, u v e ~ i f i c h e r à  Z'equaaione T 2  ( x ,  u) = O. Questa propriatà pub pure 
dedursi subito dalla (10) § 3 ; infatti, se 3 u = O, la (10) porge : 

onde : 

Ne segue facilmente c.he, se 3 zc = O, la funzione $ 3  ZL soddisfa all'equa- 
zioiie Ta (xi u)  - O, e che in generale sarà : 

W ( X ~ U )  = O ;  
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analogamente risulterà : 
Tn (x: x p  -)' 24) = O, 

e in generale : 

Ne viene clle se P è un polinomio di grado r q - :, si h a  (supposto 
sempre E u = 0) : 

m ( P . u ) = O .  

6. Dalle proprietà esposte ne1 paragrafo precedente si deduce ancora : 
Se le funxioni u ,  v soddisfuno all'epuaziotze = O ,  ln funzione 

U= 2, u + u vet.ifi;fiehevà Z'equnxiotze E2 1: = 0. 
Or si presenta spontanea la domanda : L a  funxiotze pi& generale U che 

soddisfu all'epuaxione Z2 U = O pub porsi sotto la forma U = x i  u + v, oce , 
v sono funxioni che verificano l'equazione D = O ?  

Vedremo che, ne1 caso di due variabili, la risposta a tale questione è, 
in generale, affermativa ; se il numero delle variabili è > 2 stabiliremo (8 8) 
questa proprietà per varie forme iiell'espressione P. 

È cliiaso intnnto che per stabilise questn proprieth è necessario e suf- 
ficiente dimostrare che, data la funzione U, si pub sempre determinare una 
funzione za che verifichi le equazioni 

ossia, ponendo 'Y -= 9 U :  
SEu 

= Y, a xi 

essendo Zy U = O, risulta dall'espressione di Y! : '3 Y = 0. 
Possiamo trasformare questo sistema di equazioni ne1 modo seguente. 

Sia + una funzione clie soddisfa all'equaziorie 

e poniamo : 

si ha  allora dalle (5), (6) : 
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e, posto : 
cP- -  w 

SB* 
la funzione Q verificherà l'equazione - - - O ,  e si avrà 3 y = @ ;  percib a xi 
come si vede è fiecessario e suficiente dimostrare cke, supposta v e ~ i j c a t a  
l'equuxione : 

esiste sempre una funxione y che soddisfa aZ2e equnxioni: 

7. È facile stabilire una lirnitazione a cui deve essere aasoggettata 
l'espressione 9 affinchè le (81, (9) siano compatibili. 

Sia f una funziorie di x,, x,,. . . , x,, e consideriamo l'equazione T f = O ;  
poniamo poi in quest'equazione f = ealxl+"-x:+-.-i "ax*  , ove le a sono costanti, 
si otterrà, riducendo, l'equazione : 

che si chiama l'equazione catutteristica dell'equazione proposta T = O ;  come 
si vede essa si ottiene dalla r3) = 0 leggendo invece di 

ar, are, 
9 -  , . . . ,  - a ax9 ax2 2 

rispettivamente : 
0.7 , a p , .  . . , a?. 

8 È chiaro che l'equazione caratteristica di - = O è la derivata, ri- a $, 
spetto ad a , ,  della (10). 

Sia poi T', = O un'altra equazione analoga alla (c? - O, e sia PI (a) = O 
la sua equazione caiatteristica; - allora possono presentarsi i due casi se- 
guenti : 

2." Non esiste nessun polinomio che divida entrambi i polinomi P, PI. 
2." Esistono polinomi che dividono entrambi i polinomi P, P, . 
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Ne1 primo caso i polinomi P, P, sono prinii tra Ioro, percib noi diremo 
che le corrispondenti espressioni 23, DI sono pvime tra loro (*). 

8D 
Orbene se le espressioni F, - non sono prime tra 1ot.0, la pop& a XI 

zione del § pvecedente non G pi& vera, i n  gelzerale. 

Infatti,. supponiamo ad es., che sia = -- d' allora le funziani u, u ohe 
axe ' 

soddisfano all'equazione XI = 0, sono funzioni lineari di x ,  e la funzione 
U =  x u + v risulta percib di 2.' grado in x, mentre invece l'integrale ge- 

d4 nerale dell'equazione 52% =- = O è una funzione di 3.' grado in x. Alla 
d x" 

stessa conclusione si arriva esaminando le equazioni (7), (8), (9) che ora 
si riducono alle seguenti : 

le quali sono incompatibili. 

siano prime tra loro; il caso in Noi supporremo pertanto che P, - a x, 
cui questa condizione non è soddisfatta sarà trattato più tardi (5 16). 

8. Indichiamo un procedimento pe,r ottenere una funzione y che ve- 
rifichi le (8)) (9) .  

Il metodo che si presenta più naturale è il seguente: Si integri la (€9, 
si otterrà cos1 un'espressione d i  y contenente delle funzioni arbitrarie; queste 
funzioni arbitrarie si dovranrio poi determinare in modo che questo valore 
di y verifichi pure la (9). Ottenuto dunque l'integrale generale della (8), tutto 
si riduce a mostrare che si pub sempre disporre delle funzioni arbitrarie che 
vi compariscono, in modo che la (9) risulti soddisfatta. 

(") Sono ad es. espressioni prime t r a  loro l e  seguent i :  

invece le espressioni 

a non sono prime t r a  loro, perche hanno a coinune l'espressione -. a x: 
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Perb questo procedimento non pub applicarsi in generale, perchè, salvo 
in casi particolari, non si conosce la natura dell'integrale generale della (8). 
Ora appunto ci limiteremo a considerare alcune forme di D per le quali $1 

possa ottenere facilmente l'integrale generale della (8) ; ne1 cap. seguente, 
considerando il cas0 di due sole variabili, mostreremo con un metodo affatto 
diverso che esiste sempre una funzione rp che soddisfa alle (a), (9). 

8) Sia 

a a a ove le a sono costantj, e P é un polinomio in - -- --, a coef- a a tc, a x,z 

ficienti costanti. 
L a  (8) diventa: 

di cui è assai facile trovare l'integrale generale. L7equazione caratteristica 
di essa è 

a , a ~ + a , ~ ; " ~ + . . . - f - a , ~ = O ;  

supponiamo, per maggior generalità, cho essa abbia radici multiple ; sin ad 
es. a' una sua ratlice multipla d'ordine r ,  e siano a,+, , a,+:,.. . , le altre 
sue radici, che supporremo semplici ; d o r a  l'integrale generale dell'equa- 
zione (8') è : 

ove f , ,  f, ,..., f, sono funzioni arbitrarie di x,, x ,,..., x , .  
$ 9 ~  Poichè la funzione @ soddisfa all'equazione (71, cioè -- O, avremo: a xi 

le P essendo funzioni ben determinate di xs, $3, ... , X n .  

Cib posto, si ha, applicando la (14) 5 3 :  

in cui a,, 9,+, , . . . , 9, sono espressioni analoghe a 9. 
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Ricordando la  (121 8 3 si pub ancora scrivere: 

Sviluppando le potenze indicate di ( r i  + ) , poi sostitoendo nelln (9), 

vale a dire confrontando le espressioni ottenute per ~ r f  e (I, si ottengono Ir 
equazioni : 

$1.-1 9, f,. 
a zl.-i 5 FI 

i 

dall'ultima delle (11) si pub ricavare f i . ,  dalla penultima si a r r h  poi f,-, e 
c o 4  via, infine I R  prima fornirà f i  ; dalle (12) si ottengono fi.+, , . . . ,  f,, . 

B) Siipponiamo che 

La (8) pub scriversi, in qiiesto caso: 

ove le fj,i sono funzioni arbitrarie d i  tutte le variabili salvo T j .  

Annali di Mdemntica, Serie III, toino VIII. 26 
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$ 9 0  
- O, avremo analoga- Poichè la funzione @ soddisfa all'equazione --- - a xi 

mente : 
l l ls  mm 

(D - Zi x";l FIi + si 3:-1 FSi f . . . + Li Fni, 
1 ? 1 

le Fj,i essendo funzioni date di tutte le variabili salvo r j  . 
Si avrà applicando la (13) 5 3 :  

sviluppando ed osservando che dall'espressione di 9 risulta: 

Confrontando coll'eepressione di @ abbiamo le equazioni : 

9 f i i  = Fti, (i= 1, 2 ,  .m.j wI) (1 3) 

ed altri n, - 2 sistemi analoghi hanno luogo per le funzioni fii ,  f i i , . . . ,  fni .  

Cib posto, dalle (13) si possono rieavare le funzioni f t i ;  ddl'ultima 
delle (14) si pub ottenere f,,,*, dalla penultima si ha poi fi,,,-(, e cos) di 
seguito, infine la prima fornirà f,, . In modo analogo si otterranno le fun- 
zioni fZi ,  f i ; ,  > ,  .) fni .  
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C) Assumiamo 9 sotto la forma : 

le a essendo quantità costanti. 
La  (8) diventa : 

che si integra assai facilmente e porge: 

le f i  essendo funzioni arhitrarie di tutte le variabili eccetto xi. 

L a  funzione B che soddisfa all'equazione !??-?'=O, safa data analoga- a 

in cui Fi indica una funzione nota di tutte le variabili eccetto xi. 
Applicando la (14) 3 3 si ha : 

le Bi essendo espressioiii andoghe a !S. Confrontando coll'espressione di (1) 
si ottengono le equazioni : 

3 , f i=Fi ,  ( i = l ,  2 ,  ..., n ) ,  

che permettono di determinare le funzioni f i .  
In modo analogo si potrebbe procedere se fosse : 

Si potrebbero rnoltiplicare gli esempi di espressioni 9 per le quali 
le (8), (9) risultano fra loro compatibili. 

Si pub dire che per ogni espressione 9, tale che si conosca l'integrale 
generale della (8), il metodo precedente di dimostrazione permette di rico- 
noscere che le (8), (9) ammettono soluzioni comuni. 
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III. 

SOLUZIONI COMUNI A DUE EQUAZIONI LINEARl, I COEFFICIENT1 COST4NTI, 

CON 2 VARIABILI IXDIPENDENTi. 

9. Ora mostreremo, ne1 cas0 di due variabili indipendenti, con un 
precedimento fondato solo su operazioni algebriche e di derivazinne, che 
le (8), (9) banno sempre soluzioni comuiii ; anzi dedursemo questa proyrietà 
come caso particolare di un'altra assai più generale. 

Sia una funzione di x, y e consideriamo le equazioni lineari: 

ove le a, CL' sono coefficienti costanti, e x è una funzione incognita d i  x, y. 
Supponiamo poi dapprima che le espressioni B, ,  3r siano prime tra 

loro ; allora io dico che : 
La conr1izio)ae ?zecessur.iu e szificiente a f i ~ l c l ~ E  le (11, (2) nbbinuo solu- 

xiojti cornuni è c7ze siu socldisfutta Z'equuxio?ce : 

È facile vedere che tale condizione è necessaria. Infatti si ha dalla (1): 

Q5Ji,Z===Q4' =3 ,9  9 2 1 

onde, per la (2): - (1, = 0, . ' 1 2  

come si era asserito. 

911 

(*) Scrivendo 2 ,  intendiarno clle ad 2, j liisogiia dare quei valori (iriteri e positivi O 
O 

111 

nulli) la cui somma e L ,n ; quando s c r i v e ~ e m o  Xrij  iiitendercmo di dare  ad i ,  j solo i 
O 

vnlori (interi e positivi O nulli) l a  cui somma vale m. 
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10. Mostriamo ora che quella condiziorie è pure sufliciente. 
Il procedimento che applicheremo per stabilire questa, psoprietà pub 

schematicamente co:npendiûrsi ?,orne segue : 
1.' faremo vedere che le equazioni proposte permettono di defiriire 

tu t te  le derivate della funzione incognita, a partire da un certo ordine, i r i  
funzione di elementi noti e delle derivate d'ordine anteriore ; 

2." mostseremo che le espressioni cos) ottenute sono effettivamente le 
derivste di una certa funzione, la qunle risulta poi detesminata a meno di 
uri ceito numero di costnriti arhitrarje. 

Prendjarno yercjO I n  derivate pal-ziali successive dei primi n - 1 ordini 
dalla {l), e dei prirni în - 1 ordiiii della (2); otteniamo cosi le equazjoni : 

poilendo, pes brevità : 

possiamo scrivere : 
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Le equazioni (ô), (7) sono n + rn in tutto e sono di ordine m + n - 1 ,  
onde supposto diverso da zero il determinante d'ordine $8 + m format0 coi 
coefficieiiti delle funzioni y ,  che è 

amo aonz O O . . .  O O 

O amo . . .  al,,-,  ao, O . . .  O O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O O . . .  O am,, ~ ; , m - - - ~  . . .  a,, O 

O O . . .  O O amo . .' . a, , , - ,  a,, 

a' i in- l  . . .  s'on O O . . .  O O 

O a '  . . .  a',,,-, ' O . . .  O O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O . . .  O afna a'jin-i . . .  alon O 

O O . . .  O O alno . . .  alon 

esse determinano le m + n derivate d'ordine m + n - 1 della funzione z in 
funzione delle derivate d'ordine inferiore, cioh determinano le y in funzione 
delle p. 

11. Cib posto, è chiaro che basta determinare le p,,, in modo che 
siano soddisfatte le equazioni ai differenziali totali : 

Indichiamo poi con f una funzione di x, y e delle p,,, (queste quantità es- 
sendo ora riguardate come variabili indipendenti) e consideriamo le equazioni: 

- 

Allora in virtù d i  una nota proprietà (*) affinchè il sistema (8) sia in- 

(*) Cfr. ad es. JORDAN, Cours d'Analyse; II édit ion,  tome III, $ 4 (Paris, a. 1896). 
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tegrabile è necessario e sufficiente che il sistema (9) sia Jacobiano, cioè che 
sia identicamente : 

X ( P f ) - -  Y ( X f ) = O .  

Ora, ricordando che se 

avremo : 

osservando che dalle (9) si deduce : 

dovrà dunque essere identicamente : 

Queste equazioni sono in tutto qu + n -  1; g iom perh notare clie esse 
non sono tutte indipendenti, perchè ora mostreremo che se è soddisfattrt una 
di esse, lo saranno pure tutte le altre. 

Infatti prendendo 1'X e l'Y di amho i membri delle (6), (7) otteninmo 
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Dalle (ô'), (6 ') si h a  sottraendo : 

e, dalle ('if), (7") : 

onde le m + ri -- 1 incognite X - Y sono legate: dalle fît + ?z - 2 
equazioni (Y , ) ,  (7 , ) ,  che sono lineari ed omogenee; inoltre la maltrice dei 
coefficienti si ottiene, come si riconosce subito, da1 determinante A soppri- 
mondo l'ultima verticale e l'ultima orizzontale, e poi ancora l'orizzontale cor- 
rispondente all'ultirna delle (6) (cioè quella clîe si ottienc per IL = 0); tale 
matrice consta quindi di m +. n - 1 verticali ed u z  + n - 2 orizzontali, ed 
i determinanti di ordine .m 4- 91 - 2 estratti da  quella matrice non possono 
essere tutti nulli, altrimenti sarebbe pure nul10 A ,  cib che si è escluso; ri- 
solvendo quindi le (6 , ) ,  (7,)  rispetto ad m + n - 2 incognite i cui coefiicienti 
costituiscaiio uno d i  questi determinanti non nulli, avremo queste incognite 
espresse come funzioni 1ineai.i ed omogenee della rimanente, onde se questa è 
nulla, sono pure nulle tutte le altre m + 12 - 2 ; e cib prova il nostro asserto. 

12.  Ora mostreremo che dalle (10) si deduce la (3), e viceversa. 
Infatti dalle (ô'), dall'ultima delle (6") (ci06 quella corrispondente a d  

h = O )  e dalle (6), (4) si ricava: 
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che pub scriversi : 

nt-? fi-l 

t Z1ij O a , j  ( i f h h  O a f h k  (Pi+hd+k + X h k  O a 1 h k  piihd+k\ i + 

ora, in virtù delle ( 5 ) ,  (7) le espressioni entro le (. . .) sono entramhe nulle, 
quindi rimane : 

Ora osserviamo che se nelle (7') al posto di h ~i legge h - 1 e si per- 
mutano h, k con i, j si h a  : 

98 n - l  91-2 , 
x h k  a ' h k  X y j+h- i , j+k  + L ' h k  a 'hk  $'i+h,j+k+ E h k  a hk P;+h,j+kr 0, 

O O O 

( =  1 2 ,  m i + j = m ) ;  
dall'ultima delle (7") (cioè quella corrispondente ad h = O )  permutando h, k 
con i, j si ottiene : 

Il 11-1 ri -2 

x h k  ~ ' h k  Y c f h , m + k - i  + z ' h k  a'hk cfh7m+k + x h k  a'hk ph,rn+k = 0. 
O O O 

Sostituendo nella (11) e riducendo, si deduce : 

Annali di Maiematica, Serie [II, tom0 VIII. 27 
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Ora, se le (10) sono soddisfatte, le quantità entro le (. . .) sono nulle e 
cos? otteniamo le (3). Inversamente, se la (3) è soddisfatta, l'equazione pre- 
cedente unita alle (6,), (7,) dà un sistema di nz $ n - 1 equazioni lineari ed 
omogenee fra le rn + n - 1 incognite X y,,,+, - Y y,+,,, , e siccorrie il de- 
terminante dei coefficienti, a m m o  del segno, vale A ("), il quale è stato 
supposto diverso da zero, devono necessariamente esser nulle tutte le h o -  
gnite, e cosi otteniamo le (10). 

ed il determinante delle (ô,), (12), (7,) è 

(*) Cib s i  verifica assai facilmente; pcr mnggior cliiarezza, consideriamo il  caso di 
In = 3, n = 2 ; allora 

I o  f1120 n ' I l  a r 0 2  l 
orlandolo con una verticale ed una orizzontsle pub ancora scr ivërsi :  

' 3 0  a21 %2 l'03 0 
O - afo2 (xs0 - fl'02 f12i + a'20 - ar02 a ~ 2  + ' 0 3  urli O 

a l 2 0  a l11  n'O2 O O 

O a r 2 0  ( ~ ' 1 1  a f 0 2  O 

O O a l20  (2'11 1 

A = 

sottrnendo dalla seconda orizzontale l ' u l t i ~ ~ ~ a  moltiplicata p e r  aO3,  esso diventa : 

f130 f121 O12 ' 0 3  ' O  

O ' 3 0  %l a03 

a'20 a',, d o  O 0 

O a'20 a a r 2  O 

O 0 ar*O a r l l  aro9 

Y 

a30 a$¶ ai 2 ' 0 3  
O 

O - arOz a,, - aro2 a,, - nro2 n,, - ' 0 3  

O a l 2 0  a', 1 a102  0 

O a r 2 0  a r l l  a l 0 2  O 

O O $20 (2'11 1 

; 

dividendo infine la seconda orizzontde per  - a',, e moltiplicando l'ultiina verticale per  do2 
si ha appunto A. 
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In ta1 modo il nostro teorema è completamente dimostrato. 
Abbiamo supposto che il determinante A fosse divers; da zero; perb i l  

teorema, in generale, continua ancora a sussistere anche se A = O  (*). 
Se, in particolare, si suppone : 

le equazioni (l), (2), (3) si riducono rispettivamente alle (9), (8), (7) 5 6 ; 
onde cosi è provato che, ne1 caso di due variabili, esiste sernpre alrneno una 
funzione p che soddisfa alle (€9, (9) 5 6, e percib il teorema del 5 6 risulta 
dimostrato. 

Si potrebbe anzi dimostrare che ogni funzione U che verifichi l'equa- 
zione Ez U = O pub, in generale, porsi sotto la forma : U =  a, zd $ v, ove a,  
è una funzione lineare di x, y ed u ,  v sono funzioni che soddisfano all'e- 
quazione 3 = 0. 

13. Supponiamo che le espressioni %,, 3, non siano prime tra loro; 
siano cioè della forma : 

ove D', a'' sono espressioni prime tra h o .  
L e  (l),  (2) diventano allora : 

orbene la condixione necessaria e suficiente afinchè le equaxioni precedetzti 
abbiano soluzioni comuni è che sia soddisfatta l'eqzcuxione 

Infatti, posto Z= 51 z ,  le equazioni ( 1 ' )  possono scriversi : 

(*) Infatti sia ad es. 

si h a  evidentemente A = O  ; integrando la seconda si lia : z = ex f (y) , f essendo 
una funzione arbi t rar ia  di y ; l a  funzione <P poi è della forma : Q> - fl F y) ; e poichè 

d f 9, z = ex - = 6, si conclude --$'(y), da oui si pub r icavare l a  funzione f. 
d Y  C ~ Y  
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2C6 B o g g  i o  : Sull ' integraxioue d i  alcune equaxioni  l ineari  

e, pel teorema del S 9, si conclude che la oondieione necessnria e sufficiente 
affinchè le equazioni precedenti abbiano soluzioni comuni è appunto 3" @ = 0, 
come avevamo enunciato. 

14. Se le espressioni E,, %, sono prime tra loro, si pub dimostrare 
che se l a  funzio?te Q> soddisfa al l 'equazione E, = 0 , esiste sempre zcua 
funzione z che verifica le equaz ion i :  

Infatti, pel teorenia del § 9, si ha che se 2, = O  esiste sempre una 
funzione x ,  che soddisfa alle equazioni : 

- 
9, Z i  = @ , x 2 x , = 0 ;  

per la  s t e m  ragione, esisterà pure una funzione x ,  che soddisfa a queste 
altre : 

Di 8 2  = X1 ) 532 X e  = O , 
e quindi anche alle seguenti : 

931x ,=Q,  D,x,=O; 

analogamente si deduce che esisterà iina funzione x, che verificherà le equa- 
zioni : 

P: x3 = (D , b 2  z3 = O ) 

e cosi v ia ;  onde il teorema è dimostrato. 

IV. 

INTEGRALE GENERALE DEI~IA'EQUAZIONE 9; 9: = 0. 

15. Vediamo alcune applicazioni dei teoremi del cap. precedente ; con- 
sidereremo, come dianzi, il aaso di due variabili indipendenti x ,  y. 

8 3 
Supponiamo, al solito, che le espressioni i-, -- siano prime t ra  loro. a n ;  

Allora si ha  : 
O g n i  fictvxiotte U che verifica I'equaxione T P + ~  U = O ' y u 6  set tzpe  m p -  

presentars i  mecliante p -t 1 f u w i o n i  zc, , ?h2,. . . , up+, cke verifkano 1' equa- 
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xione EI = 0, per mezxo della for~nola (") : 

Infatti poniamo : 
U -  aY:Pi -$- U , ,  

ove u l ,  U ,  sono funzioni da determinarsi; avremo, ricordando la (13; § 3 : 

supponiamo ora che la funzione u, verifichi 1' equazione % z l ,  = O ,  allorn è 
facile vedere che il primo termine del secondo mernbro si riduce a 

in modo che si pub scrivere : 

se ora si assoggetta ancora la funzione u, a soddisfare all'equazione 

risulterà : 

Ponendo : 

e osservando che D + i  U =  O, si conclude : 'S, = O ; dovremo pertanto de- 
terminare la funzione u,  in modo che siann soddisfatte le equazioni : 

il che, pel teorema del $ 14, è sempre possibile. 
Consideriamo ora la funzione U, che soddisfa all'equazione Tp U, = O ; 

(*) S e  l'equazione 9 = O si riduce all'equazione di LAPLACE A2 = O,  questo teorema 
e del prof. ALMANSI ; cfr. ALMANSI, Sull'integ?-azione del2' equrtzione difierenzinle AZfl- 0. 
(Annali di Matematica;  serie III, tom. II, a. 1898.) . . 
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potremo porre, analogamente a quanto si fece per la funzione U :  

onde : 
Ui = xp-' Uo -t U2, 

u=XPu, +Xp- i21?  + Ue, 

e troveremo che, assoggettando la funzione un a soddisfare alle equazioni : 

il che, corne sappiamo, è sempre possibile, risulterà : 

Si porrà percib analogamente : 

U, = X P 2  Us + U3 
e risulterà : 

U=zP u, + xp~;p-~ZC* + @-P ZC, + U,, 
e cos1 via ; infine si avrà : 

e le funzioni ui verificheranno l'equazione .9 - 0 ; cosi il teorema è di- 
mostrato. 

Con analogo procedimento si pub dimostrare che la  funzione U pub, in 
generale, anche porsi sotto la forma : 

Pi essendo un polinomio di grado i in x, y. 
16. Supponiamo che l'espressione 3 sia il prodotto di due altre espres- 

sioni lineari 9,, Be,  prime t ra  loro, cioè : '2 = 9, 3,. 

Allora si pub dimostrare che ogni ficnzione U che soddisfa al2'equaxione 
Q U = O pub esprimersi colla formola : 

ove U r ,  17" sono fumzioni cht! soddisfano alle equa,zioni Di U' = 0, 3, U" = 0. 
Infatti, ragionando corne a 9 6, basta dimostrare che, data la funzione U 

si pub sempre determinare una funzione U" che soddisfa alle equazioni : 
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che possiamo scrivere, posto - U: 
hi U f f  -1 <P 

7 92 Ur! = O  ; 
osa, poichè la funzione soddisfa evidentemente all'equazione 2, Q = O ,  in 
virtù del teorema del 8 9 tale funzione U" esiste sempre, e cos1 il teorema 
è dimostrato. 

La  proposizionqrecedente pub estendersi evidentemente al caso in cui Q 
è prodotto di quante si vogliano espressioni lineari, prime tra loro a due 
a due. 

Consideriamo ora un'espressione della forma: 

ove D,, 3, sono espressioni lineari prime tra loro, ed inoltre sono pure prime 
8 si 8 TE tra loro D,, -- , ed F, , - a  a x Sin poi U una funzione che soddisfa all'e- ax 

quazione D U = O ; pel teorema precedente si pub porre : 

U =  0' + Ur', 

Ur, U" essendo funzioni che verificano le equazioni PI U'  = 0, L3; Ur' = 0. 
Applicando il teorema del 3 precedente, abhiamo che la funzione U' pub 

esprimersi colla formola : 

le u'i essendo funzioni che soddisfano all'equazione 9, = 0. 
Similmente si pub porre : 

Abbiamo cos; espresso la fumione U cke soddisfa ull'equaxione 
2: 9; 77 - 0 per mexxo di funzioni che vet.ificano le equazioni 3, = O ,  

= o. 
Analogo risultato vale per un'espressione 9 della forma: 

È chiaro cbe ne1 CRSO ora considerato rientra quel10 escluço ne1 $ 7, cioè 

Per quanto precede possiamo concludere : 
Se ~'espressione 3 è decomponibile ne1 prodotto d i  altre espvessioni Ei- 
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210 B og y i o :  SzsZl'integraxione d i  alcedne equa.zioni lineari 

neari, l'integrale generale dell'epuaxione b = O pud esprimersi mediante gli 
integrali di altre equazioni pi& sernplici. 

17. Il teorema del 5 6 permette d i  esprimere p funzioni che verificario 
l'equazione Bg = O mediante 2 p funzioni che soddisfano all'equazione 9 = 0. 
Esiste perb un caso particolare in cui questo numero pub ridursi a p $- 1. 

Sa Supponiamo percib, al solito, che 9, - siano prime fra loro, e siano 
ax 

poi % , ,  Q,. .., T p  delle espressioni analoghe a 9, ed U , ,  U,,. . , U, fun- 
zioni tali che 

~ U i = T i f ,  ( i = 1 , 2  ,..., p), ( 1 )  

ove f è una funzione che verifica I'equazione 9 f = O. 
È chiaro intanto ohe le funziani Ui verificheranno l'equazione DP = O. 

Orbene, io dico che si pub porre: 

y ,  Z L ~  essendo p + 1 funzioni che soddi~fano all'equazione T = 0. 
Infatti, da queste equazioni si ha, ricordando la (10) § 3 :  

che si riduce a 

confrontando colla (1) si vede che si pub scrivere: 

P essendo un polinomio che soddisfa alle equazioni Pi P= O (*). Poichè, 
corne risulta dalle (l), le funzioni Ui non mutano aggiungendo ad f il poli- 
nomio - Y, ne segue che si pub supporre nella formola precedente P= O ;  

(*) S e  il minimo ordine delle derivate che compariscono nelle Di è v ,  P s a r à  un 
polinomio di grado v - 1 ; in particolare, se  in qualcuna delle Di vi sono termini non 
contenenti derivate, P s a r a  zero. 
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vediamo percib che la fiinzione y deve soddisfare alle due equazioni : 

ed essendo T f = O, esiste sempre, come sappiamo, tale funzione y. 
Dopo ci6 le (2) forniscono le funzioni u i ;  e cos? la proprietà è di- 

mostrata ("). 

18. Estenderemo al caso di equazioni lineari a coefficienti variabili, le 
proprietà stabilite nei $5 precedenti ; supporremo dunque che i coefficienti cr 
che figurano nell'espressione (9) 5 3 di T' siano date funzioni di r , ,  r,, . . . , x, . 

Converrà premettere alcune osservazioni. Indicando con 9, un'espressione 
analoga a 9, è chiaro che in generale le espressioni .9, 9, norz sono com- 
nztctabili, cioè non si ha : 

92,=a,9, 

rnentre invece cib accadeva quando i coefficienti erano costanti. Del pari, 
quando i coefficienti erano costanti, l'espressione a2, che stava ad indicare 
D 'i\, potera pure considerarsi corne quadrato simbolico di 9; ne1 caso at- 
tuale, invece, la scrittura W deve solo. ritenersi una ahbreviazione di T T ; 
10 stesso dicasi per BS, sa, . . . 

Cib premesso, sopponiamo che le espressioni B, siano comrnuta- a xi 
bili (**). Allora se si indica con zc una funzione che soddisfa al]' equazione 

a2 a2 (-) S e  9 = - + 7 + - il tcoremn precodente B del prof. h r a r ~ s i .  Cfr.: AL- 
a z 2  a~ a z z  

m x s r ,  Sulla cleformazione della sfew elastien. (Xeinorie della R. Accadéinia delle Scienze 
di Torino;  serie II, tom. XLVII, a. 1897.) 

8 9 
(*%) facile d u e  eseinpi di e~press ion i  9 per  ciii 9, - sono coinmutal~ili.Iiidicliinino a J 

a infatti con P (&) un  polinomio in - a coefficienti oostanti, e con 4 
8x1 ( "1 as ,% 

Annali di Matematica, S e r i e  I I I ,  tomo VIII. 28 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



212 Bo g g  i O :  Sull'integ~.axione d i  alcune equaxioni Einea~i 

9 u = O, si ha dalla (10) €j 3 : 
8 6 2c 

9 (x, 21) = - 9 a xi 
da  cui: 

la quale inostra che la funzione x, u verifica l'equazione S2=0. 
Similniente è facile vedere che se T u = O l a  funzione xf-' u soddisfa 

all'equazione isq = 0. 
19. Consideriamo più particolarmente'il caso di due variabili indipen- 

denti x, y. 
S V  Supponiamo che le espressioni 9, - siano commutabili e siano prime 
ax 

tra loro (*); allora si pub dimostrare che ogni funxione U che verificlzi l'e- 
quaxiotw W U =  O pub esprime.r.si wediante la fomola 

U=xu+v, 

u, v essendo funxioni clle soddisfuno all'equaxione a = 0. 
Procedendo come a $ 6 si riconosce che basta dimostrare che esiste 

sempre una funzione y che soddisfa alle equazioni (8), (9) 5 6, cioQ : 

SB@ 
ove 8 è uoa funzione che verifica l'equazione - - - O. a x 

Questa funzione y esiste effettivamente, e cib risulta come caso partioo- 
lare di un teorema che dimostreremo ne1 cap. seguente. 

a un polinomio in - , . . . , - a i cui coefficienti siano funzioni di tut te  l e  ~ a s i a b i l i  a x, a xfl 
snlvo a, ; d o r a  assumendo : 

") a x, , 

- 
6 9 

6 P  , onde si siconosce subito clie 9, - sono eommutabili. si lia: - - - a xi a XI a cl 
6 9 

Cosi ponendo : 9 =: P .  Pl si ha - = P, , da cui *:$cile t rapre 1% corn- a a XI 
6 9 

mutabi l i t j  d i  9 e - a$, * 

(*) Cioè non abbiano a comune, coine fattore, nessuna espressioiie differenziale lineare. 
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Si pos8ono ora stabilire agevolmente le proprietà seguenti , analoghe a 
quelle del cap. IV.  

8 %  Supponendo come dianzi che 9 - siano commutabili e prime tra loro, , ax 
si pub dimostrare che ogni funxione U cke soddisfa all'equaxione W+' U = O 
pub sempre rappresentarsi ?nediante p + 1 funzzoni u ,  , u,, . . . , u ~ + ~  che ve- 
rificano l'equaxione 9 = O per mexxo della formola: 

La dimostrazione di questa proprietà è identica a quella esposta a 5 15. 
Si supponga ora che l'espressione % sia decomponibile ne1 prodotto di 

.due fattori %,, 93, commutabili e prirni tra loro. Si  pub allora dimostrare, 
come a § 16, che ogni funxiotte U cke soddisfa all'eyzcaaione 9 U = O pub 
esprimersi colla forwiola : 

U =  U' + U", 
U', U V  essendo funxiani che verificano l e  equaxioni 9, U '  = 0, 9, U" = 0. 

Più in generale, siipponiamo che l'espressione % possa porsi sotto la 
forma : 

CL? = 9;' %$a . , . q r ,  

ove a,,  9,,.. ., 9, sono espressioni a due a due commutabili e prime tra 
loro, ed inoltre sono pure commutabili e prime tra loro le coppie di espres- 

sioni : 9 a,, 8 % .  9 2 ,  ,y; 8 ~ 2 .  Q-, -. Si pub in ta1 cas0 dimostrare che 8 PT 
ax 

ogni funziotze U che soddisfa a211equaxione LP U = O pub rappresentarsi me- 
dinnte ka forrn.01~ : 

le zc, essendo funxioni che soddisfano all'equaxione Dé aij = 0. 

Ragionando corne a 8 17, e supponendo che siano commutabili a 3  
e prime tra loro, si pub dimostrare che se le espressioni Ti, E,,... , Pp sono 

(") Questa formola sussiste anche se l'espressione 9 essendo ad fz variabili indipen- 
denti è della forma [l] considerata nella nota della pag. precedente ; perche in ta1 caso 
è facile mostrare, con procedimento analogo a quel10 del 5 8 al. A), che le (1) ammet- 
ton0 soluzioni comuni. 
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commuti~bili con 9 e se U,,  U,,  ..., U, sono funzioni tali che 

f essendo unn funzione che soddisfa all'eqiiazione 3 f = ô, si pub porre : 

ove le  funzioni y ,  ui soddisfano a117equazione 3 = 0. 
Questo teorema permette di esprimere le p funzioni U, ,  U,,. .. , U,, che 

verificano 17equazione 3' = 0 ,  mediante sole 13 + 1 funzioni clie verificmio 
l'equazione 3 = O ,  anzichè per rnezzo di 2 p  funzioni, corne darebbe l'appli- 
cnzionc iminediata del primo teorema di questo 3. 

VI. 

20. Stabiliamo ora le proprietà analoglie a quelle del cap. III. 
Indichiarno con (D una funzione di z, y e consideriamo le equazioni dif- 

ferenziali seguenti, della stessa forma di quelle considerate ne1 § 9 : 

ove ora le a, a' sono funzioni date di x, y. 
Supponianlo poi che le espressioni a,, a, siano prime tra  loro e siano 

commutabili, cioè, indicando con f una funzione d i  x, y che sia: 

Allora si h a  il teorema : 
La condixione rzecessa~ia e sufficiede af f incl~è le (11, (2) abbiano solu- 
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zioni  conzuni è che sia soddisfatta I'equaxione (*) : 

Procedendo corne a 3 9 si vede subito che questa coiidizione è ne- 
cessaria. 

Mostriamo ora che è anche sufficimte. 
Vediamo percib anzitutto quali relazioni devono sussistere fra i coeffi- 

cienti a, a' affinchè la (a) sia soddisfatta. Applicando l a  (8) § 2, si l ia:  

Eguagliando nei secondi membri i coefficienti d i  

otteniamo i gruppi di equazioni : 

(*) Ne1 cltso di equazioni di 2.' ordine, anche non lineari, la questione è s ta ta  trat- 
tata da1 prof. BIANCHI. Cfr. : BIANCHI, Sulle so2uzioni co~nuni a due equazioni a der2vrcte 
paraidi d i  2.0 ordine con due varinbili. (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei , se- 
rie 4.", vol. II, 2 . O  semestre  1886.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



216 Bo g g i o  : Sull'integr.axione d i  alcune equaxioni lineavi 

8 9 1  ~ ' O O  8 3 2  a00 - 9 2  ai0 + -a;. 9 1  a',, + ,, - 
8 pi a00 8 ~ z o o o  ) Dl a',, + --- = TE- a,, $ - a Y a Y 

8 91 a'is 1 S2 a'oo S  Tz a10 1 8 % ~  a00 
9i a'2o .t +iT axa = Bz aeo + ax  +in a x a  

1 am-1 a, a',, i 9 4  
= 

(W - i)! a Y--' + z a 1 

che esprimono le relazioni ceroate. 
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21. Cib posto, operinmo corne a Cj 10; p r e n d i m o  cioè le derivate dei 
primi n - 1 ordini della (1) e dei primi m - 1 ordini della. (2), si ha CO&: 

$, . . (k) 83 a'ij ai«+h+k-f 2 

O" p a YP a &th a y . ï+k-~  + 
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introducendo, come a § 10, le p,,, , y ,,,, abbiamo: 

Le equazioni (6), (7) sono n $ m in tutto e sono di ordine m -t n - 1 ; 
supponendo che il determinarite A dei coefficienti delle funzioni q, non si 
annulli, esse permettono di ricavare le m + lz funzioni y ,  in funzione 
delle p. 

22. Procediamo ora come a 3 11, cioè consideriamo i sistemi (8), (9) 5 1 1 
ed esprjmiamo che il sistema (9) deve essere Jacobiano; si trova allora che 
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devono ancora esser soddisfatte le m $ n - 1 equazioni (10) 5 I l ,  cioè: 

Xrp,,,+, - yyr+i,s = O, (r 3- s = m + n. - 2) ; (10) 

queste equazioni non sono perb tutte indipendenti, perchè è facile mostrare 
che se è soddisfatta una di esse, 10 saranno pure tutte le altre. 

Infatti prendendo 1'X e l'Y dei due membri della (6) si ha: 

IZ k a a + W  a,j 

+ X e a  O 1 1  Zk  (.) ( @ )  a a Y p Pi+h-ac+k-P = 
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prendendo poi 1'X e l 'Y dei due membri della ( 7 )  otteniamo due equazioni, 
che chiameremo (7'), ('i"), e che si ottengono rispettivamente dalle (6'), (6") 
leggendo n ed a', invece di m ed a, e poi mettepdo O come secondo 
membro. 

Dalle (6'), (6") si ottiene, sottraendo, la (6,) kj 11 ; cos1 dalle (7'),  (7")) 
mediante sottrazione, si h a  la  (7,) S 11; possiamo percib dire che anche in 
questo caso sussiste la conclusione del $ 11. 

23. Ora, ragionaudo come a $ 12 ,  faremo vedere che dalle (10) si 
deduce la (3), e viceversa. 

Infntti dalle ( 6 3 ,  e dall'ultima delle (6") (cioè quella che si ha per 
h =O),  e dalle (6), (4) si deduce: 
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consideriamo ora l'espreseione entro la j . . . 1 ; sostituendo in essa alle quantith 
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entro le (. . .) i loro valori ricavati dalle (5), (7), tale espressione diveilta: 
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e l'ultima delle (7") (cioé quella che si ha per h =O) permutando h, k 
con i, j porge : 

sostituendo nella prima 2 della (u ) ,  poi sostituendo l'espressione (a) cosi ot- 
teauta nella (11) al posto della 1 . .  - 1  si ottiene un'equazione che chiame- 
remo (1 1')) semplificandola, tenendo conto delle (a,) ,  (cc,), (a,), , . . essa si 
riduce a queat'altra (") : 

(*) Si verifica facilmente che la (Ilr) si riduce alla (12) rnediante le (a,), (cc,) , . . . 
Prendiamo ad es. nellâ (11') il gruppo di termini contenenti le funzioni y, esso, corne 6 
facile riconoscere, è il seguente: 

ove, nella penultima 2 la i varia da 1 ad m ; quest'espresaione possiamo ancora scri- 
veria : 
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224 B o g g  i o  : Sull'in tegraxione d i  alcutze equaxioni l i n e a ~ i  

che coincide colla (12) 5 12. S e  ne trae, come a $ 12, che se le (10) sono 
soddisfatte B pure verificata la (3), f: viceversa. Cosi la  nostra, proposizione 
è dimostrata. 

Supponendo, in  particolare : 

si trac, da1 teorema ora dimostrato, il primo teorema del $ 19. 
Se le espressioni T,, 5, non fossero prime t r a  loro, sussisterebbe un 

teorema analogo a quel10 del 5 13. 
Supponendo che le  espressioni a , ,  T, siano commutabili e prime t ra  

loro, si pub dimostrare, come a § 14,  che se la futmione soddisfa all'e- 
quazione r;', @ = O ,  esiste s e m p e  unn fitnxione z che ver.ifica le equaxioni : 

orn, questo gruppo di termini e nullo; prendiamo infatti ad es. il coefficiente di cpm+,~-i,o, 

esso è: 

orri, la prima delle ( u ~ + , - ~ )  ci d j :  

4- (8 - l)! dfl-- l ,~  'z0] 1- A n ! arB0 a,n-l,o, 

ossia: 

l a  quale uiostra, appunto che il coefficiente di y,,~+,-i,o, scritto dianzi, è nullo. 
In  modo analogo si riconosce clle son nulli i coefficienti delle al t re  p, e infine i coef- 

ficienti delle p. 
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atle derivate parxiali. 225 

QII. 

24. Indichiamo con iZ) un'espressione lineare a due rariabili indipen- 
denti, a coefficieriti costanti, cioS un'espressione della forma (6) 3 2, ove le a 
si suppongono costanti. 

Sia poi 24 nna funzione che verifichi l'equazione 9 11 = O. Si tratta di  
determinare tutte le forme di % tali che ponendo : 

la funzione U verifichi l'equazione E2 U =  O. 
Applicmdo la (13) § 3 si h a :  

ossia, sviluppando, e ricordando che 3 u = 0 : 

da cui 

onde, se si vuole che sia D2 U =  O, dovrà essere: 

se ne deduce : 

ove 9, è un'espressione lineare arbitraria, di un tipo analogo a 3. 
Indicando con f ( a ,  O ) ,  f, ( a ,  B )  rispettivamente i primi membri delle 

equazioni caratteristiche delle equazioni = 0, E, = 0, è chiaro che per ot- 
tenere un'espressione P che verifichi l'equazione precedente, basterà deternii- 
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226 Bo g g  i o  : Sull'integrazione di alcune equazioni lineari 

nare un polinomio f (a, P)  che verifichi l'equazione : 

fo essendo un polinomio arbitrario in a, B. 
25. Per  determinare il polinomio f applicheremo il metodo dei coeffi- 

cienti indeterminati. 
Supponiamo dapprima die  f, si riduca ad uila costante che chiame- 

remo 4 c. 
fi e~iden te  che il polinomio f dovrh allora essere di 2.' grrido; poniamo 

percib : 
f = a,, a2 + 2 a, ,  a 0 + a,, po + a, ,  a $ a,, 6 + a,, , 

ove le n sono costanti da determinarsi. Sostituendo nella (1) ed eguagliando 
i coefficienti delle stesse potenze di a, P si hanno le equazioni : 

la 3." di queste equazioni porge subito : 

a , ,  = O, ovvero a,, + a,, = c, 

onde il sistema (2) si scinde nei due seguenti : 

a:, = c a*, 

ai, = c a,, 

a , ,  = O 

a,, a, ,  == c a,,  

aor a,, = c a,, 

aio + a:, = 4 c a,, , 

al, + a,, = c' 

~ S O  al0 + a i ,  soc = c a,,, 
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Una soluzione del sistema (3) si ha  ponendo: 

cui corrisponde la  forma seguente di f :  

C ,  a , ,  , a,, essendo costanti arbitrarie. 
L e  altre soluzioni del sistema (3) condurono ad espressioni 9 che sono 

casi particolari della precedente, ovvero sono della forma: 

A,  B, C indicando delle costanti. 
Occupiamoci ora del sistema (4). Sottraendo la seconda. equazione dalla 

prima, si ha:  
al, - a:, = c (a*, - a,,), 

da oui: 
Us, = LIo2 , Ovvero a,, + a,, = c ; 

percib il sistema (4) dà luogo ai due seguenti : 

le soluzioni dei quali forniscono per 9 delle espressioni della forma (6). 
Dall'espressione (5) di 9 si deduce : 
Se  la funzione zc soddisfa all'equazione : 
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228 B O g g i O : Sull'integvaaione d i  alcune equuzioni lineari 

la funzione U = (xe + yS) u verificherh l'equazione : 

a a + 40 +a: ,  2U (Ca2 + a,.= + a,, - a3' 4 c 1 
'O perb facile riconoseere che l'espressione ( 5 )  di 9 è ridiicibile al a8 

di LAPLACE. Infatti facendo il cambiamento di funzione: 

I'equazione (7) si riduce senz'altro all'equazione di LAPLACE : Ae v = 0. 
Quanto alla forma (6), mediante una sostituzione lineare essa pub ri- 

dursi ad  un'espressione differenziale ordinaria. 
Si pub pertanto enunciare il teorema: 
Tutte le espressioni D lineari, d i  2.0 ordirie, a coeflcielzti costulzti, tali 

cke posto : 

u= (2" yY4) U, (a U = O) 

risulti D2 U = O ,  sono riducibili al A' di LAP~ACE O ad espressioni diferen- 
ziali ordinarie. 

Supponiamo ora che f, sia un polinomio di grado n in a ,  P ,  allora f 
dovrà essere un polinomio di grado n $ 2 ;  perb la  deterrninazione dei coef- 
ficienti di f dà  luogo a sistemi assai complicati di equazioni di 2." grado, di 
cui non è agevole assegnare la soluzione generale. 

26. Indichiamo con S 10 spazio indefinito limitato da un piano o, che 
'assumeremo corne piano x y, con f ,  f i ,  f, tre funzioni regolari dat,e di x, y 
e con a una costante. 

Si tratta di determinare una funzione U, regolare in 8, che verifichi in 
ogni punto di S l'equazione : 

e che su1 piano o assuina, colla sua derivata rispetto alla normale interna 

due date successioni di valori a, Y. 
a n  

Si ha intanto evidentemente : 
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alle derivate parziali. 229 

è percib chiaro che le espressioni 

sono commutabili, quindi, in virtù di quanto si disse nella nota della pag. 213, 
potremo porre : 

U = z v f  th, 

zs, v essendo funzioni che soddisfano allPequazione : 

Sul piano U, cioé per z = O, si ha  : 

U=u=@, 

quindi, per determinare la funzione u si hanno le equazioni : 

E facile mostrare che se f < O  esiste una sola funzione n che soddisfa 
a queste equazioni e che all'infinito assume un valore costante. 

Infatti, se esistessero due di tali funzioni, la loro differenza U' verifi- 
cherebbe le equa,zioni : 

e si annullerebbe all'infinito; percib avrebbe in S un massimo positivo ed un 
minimo negativo. Ora cib é impossibile, perchè sia ad es. M (a,, y,, x,) il 
punto ove U' assume il massimo valore positivo; si avrà ivi: 

Cib posto, la formola di TAYLOR, col resto di LAQRAN~E,  porge : 
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230 Bo g gi O : Sull'in tegrazione d i  ulcune epuaxioni lineuri 

ove E ,  q ,  sono rispettivamente c.onîpresi tra x ed x,, y ed y,, x e x,. 
Essendo Ur  massima in M si deduce facilmente dalle equazioni precedenti: 

(A2 U ' ) , v e  O ; 
poichè inoltre : 

( f uo, < 0, 
risulta : 

cib che è assurdo, perchè si h a :  

Analogamente si dimostra l'impossihilità di un minimo negativo. Ne 
segue che l a  funzione 6'' è nulla in  tutto S ;  da cib si deduce la pop- ie tà  
enunciata (*). 

Cerchiamo ora le equazioni a cui soddisfa la funzione v. 
Supponendo che la direzione positiva 

l'interna di S, si ha, nei punti di a : 

percib la funzione o verifica le equazioni : 

che sono del10 stesso tipo delle (8). 

dell'asse z sia quella che va nel- 

(") Questo metodo di dimostrazione è dovuto ad A. PARAF. Cfr. PARAF, Sur le pro- 
blème de DIRICHLET et son extension au cas de l'équation linéaire générale. (Annales de la, 
Faculté des Sciences de Toulouse; a. 1892) 
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In ta1 modo la questione proposta è stata ricondotta alla risoluzione dei 
due sistemi (B), (9). Si determinerà percib anzitutto, mediante le (8) (*), la  
funzione u, e poil per mezzo delle (9), la funzione v .  

Più in generale, per determinare la funzione U che soddisfa nei punti 
d i  S all'equazione : 

e che su a assurne colle sue derivate normali succ,essive 
dini, dei valori assegnati, si porrà : 

dei primi m - 1 or- 

ove le u sono funzioni che soddisfano all'equazione : 

esse si determinano successivamente con un procedirnento analogo a quel10 
indicato ne1 caso precedente. 

(*) Relativamente all'integrazione di questo sistema in un dato campo, vedasi: 
PICARD, Sur la théorie générale des équations aum dérivées partielles et La méthode des 

approdmations successives. (Journal de Mathématiques; a. 1890, 1896, 1900.) - E. LE-ROY, 
Intégration des équations de la  chaleur, Thése. (-4nnales de 1'Ecole Normale Supérieure 
de Paris; a. 1897.) 
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232 B o g y i o :  Sull'integrasione di alcune equazaoni lineari. ecc. 
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Sopra le coniche bitangenti alle 
superficie algebriche. 

(Di MATTEO BOTTASSO, a Torino.) 

L e  questioni di pluricontatto e di contatto d'ordine superiore d'una co- 
nica con una superficje, che non sia un piano, non consta siano state risolte 
neppure in casi particolari. 

La presente Nota apporta un primo contributo a tale classe di problemi, 
poichè stabilisce la condizione di bicontatto d'una conica con una superficie, 
Fa, generale ne1 suo ordine. 

Il metodo che seguiremo consister& ne1 ridurre, in parte, il problema 
nostro, relativo alle coniche dello spazio, ai prohlemi analoghi, risoluti dallo 
ZEUTHEN, per ie coniche del piano, appoggiandoci ad un teorema TE O HAL PH EN 
sulla teoria delle caratteristiche delle coniche. Per  risolvere poi completa- 
mente la, questione, ci gioveremo easenzialmente delle relazioni, che legano i 
caratteri d'un sistema coi di coniche col numero delle coniche del sistema 
che degenerano in una coppia di rette coinplanari, distinte O coincidenti; e 
quindi ci guiderà, in sostanza, il concetto stesso seguito dallo ZEUTHEN nella 
determinazione delle coniche d'un piano pluritangenti ad una curva di questo, 
dotata di sole singolarità ordinarie (*). 

1. Adotteremo il calcolo coi simboli d i  condizione, traendo le nota- 
zioni relative da1 classico trattato dallo SCHUBERT (**) ; epperb indichererno 

(') ZEUTHEN, Nouvelle méthode pour détermther les cmact6ristipues des systèînes de 
coniques. (Nouv. Ann. de Math., 2.ième sér ie ,  t. V, 1866.) [È la riproduzione d'una Me- 
moria dell'hccademia Danese, da1 titolo : Nyl Ridrag til Laeren ,ont Systemer af Kegle- 
snil, ecc. ; Copenaghen, 1865.1 Queste ricerche furono poi complétate da1 CAYLEY, 011 the 
curves wich sntisfy given conditions. (Philosophical Transactions, t. CLVIII, pag. 75, 1868; 
oppure : Collected Mathematical Papers, t. VI, pag. 191.) 

(*) KnlkzTZ der abz6hlenden GeomekYe. Leipzig, 1879. 

-4nrzali di ïiinle)~znticn, Serie  I I I ,  tom0 VIII. 3 1 
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2 34 Bo t t ct s s O:  Sopra le coniche bitmgen t i  

la  condizione (semplice) per una conica d'avcr il suo piano passante per un 
dato punto, O d'appoggiarsi ad una data retta, O di toccare un piano dato 
rispettivarnente con p, Y, p. Le condizioni (semplici) di degenerazione d ' m a  
conica, O in una coppia di rette incidenti e distinte, O in una retta doppia 
con due vertici ed un piano che ad essa appartengono, s'indicheranno rispet- 
tivamente con d ed q. 

Diremo inoltre a, (n) la condizione (doppia) per una conica di toccare 
in due punti distinti una Pm; e o.', ( f i )  la condizione (pure doppia) per le 
coniclie d'un piano di  bitoccare una curva yn di questo, generale ne1 suo 
ordine. 

2. Lo ZEUTREN, considerando le coniche dei sistemi elementari me del 
piano, costituiti da tutte le coniche del piano che soddisfano ad uiin delle 
quattro condizioni triple b3, uep, Y p2 e p3, ha  nlostrato che quelle fra esse 
che bitoccano una yn, generale ne1 suo ordine, sono rispettivamente in nu- 
mero di (*) 

Ora, pel teorema del CREMONA sulle caratteristiche delle coniche d'un 
piano, la condizione per queste di bicontatto con yrL, ossia il numero delle 
coniche d'un sistema mg del piano che bitoccano yn, dev'essere CO& espresso: 

~ ' z  ( 4  = x (n) Y? + y (12) Y p + x (12) pz, 

ove 2, y, x son fiinzioni dell'unico carattere, n ,  di y, e v Z ,  Y p, pz son i ca- 
ratteri del sistema wg considerato. Questi caratteri pei sistemi elementari w' 
del piano, prima definiti, sono eguali rispettivamente ad (1, 2, 4), (2, 4, 4), 
(4, 4, 2)) (4, 2, l), e quindi s'avraniio le relazioni : 

le quali permettono di ricavare x ,  y ,  x ,  e s'ottiene cosi, corne espressione 
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esplicita di a', (n)  la seguente : 

3. Pel teorema di HALPHEN sulle caratteristiclie delle coniche dello 
spazio (**) la condizione a, (n) di bicontatto d'una conica con Fa,  che 
esprime pure il numero delle coniche d'un sistema 2 me bitangenti ad Fn, 
è rappresentata da un poliriomio omogeneo di secondo grado in p, V ,  p, i cui 
coefficienti dipendono esclusivamente da  n. Ora, se il sistema 2; è piano, cioè 
se son nulli i termini che contengono la p ,  la cc, (n) si riduce ad a', (n ) ,  e 
quindf si ha : 

P e ï  determinare i coefficienti x', y', x', che compaioilo in questa forinola, 
basterà. ovviamente pïociirarci il valore di a, ( 2 2 )  peï tre convenienti sistemi ro2 

di coniche: e cib noi faremo considerando tutte le coniche che rispettivamente 
soddisfano alle condizioni sestuple p4 y', ,uP v2 p' e p us ; troveremo cioè le co- 
niche dello spazio soddisfacenti alle condizioni 

p? u4 ag (12)) p? v2 pz co (n), ,u v5 a, (pz). 

A ta1 fine ci gioveremo delle relazioni siulboliche (***) 

le qud i  permettono di ridurre la nostra ricerca alle questioni dei coiitatti di 
rette con Fn, e dei contatti delle coniche d'un piano con una sua curva y. 

Converrà pure tener presente la relazione (****) 

(9 S e  si moltiplica yuest'espressione di a', (11) p e r  p3, s'ottiene la 4." delle formole 
citate di ZEUTHEN, della quale non s'A fatto uso. 

(g*) HALPHEN, Mémoire sur la détermination des colziques e t  des szwfaces du second 
ordre. Troisième partie. (Bulletin de la Société Mathématique de France,  t. II, 1874.) 

(a**) SCHUBERT, loc. cit., pag. 92. 
(*+*a) Ibidem, pag. 95. 
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che esprime per una conicn la condizione, doppia, di passaggio per un punto 
dato, e dalla quale segue : 

pe u2 = P 2  -+ 4 p3 2 .  (4) 

4. Applicando la (4) e la prima delle (2),  s'ottiéne : 

1 
p2 Y* (n)  = 4 p3 v 3  U ,  (tz) + Pz v d' u2 (18) )+ 

2 4 + ,- Pz YJ a. ( r i )  f - 3 P2 p Y x 2  (n), 

ed esserido P2 Y YJ uz (12) = 0, P z  ,U Y CI, (12) = p3 u3 aZ ( n ) ,  si potrà scriveïe : 

16 
pt u4 a, (TL) = ' P v a CI, (~1) + - y: u3 ., (n). 

3 3 ( 5 )  

Poichè è noto del secondo membro di questa eguaglianza il secondo ter- 
mine, basterà cercariie il primo, cioè PZ v cl  a. (n). 

A questo scopo, dico A , ,  A, i punti della condizione Pz, n la retta, della 
condizione v ,  ed x, y le due rette incidenti di cui si compone una 3, soddi- 
sfacente alla condizioiie imposta P?v uz (n). 1 casi che si possono presentare 
dovranno allora, di necessità, rientrare in uno dei due segueriti : 1.') una 
delle due rette di ô, p. es. x ,  passa per i due punti A , ,  A,, e llaltra in- 
contra a; 2.') una delle due rette di 8 ,  e sia la x, passa Fer l'un0 dei due 
punti dati, p. es. A, ,  e s'appoggia alla retta a, mentre l'altra retta, y, passa 
pel rimanente punto, Aq : le soluzioni di questo caso, per 10 scambio che si 
pub fare dei due punti A , ,  de, dovranno contarsi due volte. 

Ne1 primo caso, perchè sia soddisfatta la condizione a, ( f a ) ,  possiamo sup- 
porre O che la y, appoggiata ad a, sia hitangente ad F n ,  O che le sia tan- 
gente ed inoltre il vertice di d' appartenga ad F n .  Essendo 

l'ordine e la classe della congruenza delle rette bitangenti .ad F R ,  sarà 
sz (n + 1) ( f a  - 2) (n  - 3) il numero di queste bitangenti appoggiate allc, 
rette a ed A i  A , ,  ognuna delle quali costituisce colla x = A ,  A ,  una 8 che . 

soddisfa al problema. I n  secondo luogo osserviamo che per ognuno degli n 
punti d'incontro di x= A i  A, con Fn passano precisamente nZ - n - 2 rette, 
le quali, appggiandosi ad a, toccano altrove F n ,  e ciascuna di esse ci dà 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



una nostra $ col vertice sulla superficie, per il qua1 fatto si deve considerare 
come una soluzione doppia (*), e cos1 s'hanno altre 2 rz (n2 - n - 2)  solu- 
zioni. I l  numero delle soluzioni pel primo cas0 è dunque 12 (vz - 2) (n" 1). 

Ne1 secondo cas0 possiarn supporre che le due rette x ,  y O siano en- 
trambe tangenti, O I'una di esse sia tangente ed il vertice giaccia sopra Fa, 
od infine che y sia bitangente alla superficie. L e  rette per A , ,  nppoggiate 
ad a, che toccano F n  sono n (n - l),  ed una yualsiasi di esse è incontrata 
da fz (n - 1) tangenti alla superficie passanti per A, ,  onde nella prima ipo- 
tesi si hanno 12' (1% - 1)' soluzioni. Poiciiè poi ognuna delle dette ta (n - 1) 
tangenti alla superficie per A, jncontra ulteriormente Fn in ?a - 2 punti , 
sono n (n  - 1) (tz - 2) le coniclie 3 ,  la  cui x tocca Fn ed il cui vertice 
giace sopra questa, le quali contano percib come 2 n (tz - 1)  (tz - 2) soluzioni. 
I l  con0 circoscri~tto d a  A, alla superficie incontra quest' ultima, fuori della 
curva di contatto, in una c u v a  d'ordine ~zyn - 1) - 2 11 (n - 1); onde sono 
n ( n  - 1 )  ( t a  - 2 )  le rette per A, appoggiate alla sezione yn del piano A, a 
con Fn, le quali toccmo altïove la superficie, e.d ogniina ci dà una d ,  che 
lia la  retta y tangente ad Fn ed il vertice sopra questa; epperb, in ta1 modo, 
s'ottengono 2 n (n - 1) ( n  - 2) soluzioni, come nella precedente ipotesi. In- 

1 fine ognuna delle - n (n - 1 )  (n  - 2) (n - 3 )  bitangenti ad Fn, che escon 
2 

da A, ,  individua una conica S che soddisfa al problema, e s'l-ianno cosi al- 
trettante soluzioni. Nel secondo cas0 s'hanno quindi 

soluzioni, da c,ontarsi, per quanto s'è detto in principio, due volte. 
Sicchè concludiamo essere P z  Y 5 (11) =: 4 n (n  - 1 )  ( p l 2  - 3). 

nella (5), e ricordando che è 

1 
p3 u3 ut (n )  = - 

2 
n(n -  l ) ( n p f  3 n - 6 ) ,  

(*) P e r  quanto concerne la  molteplicita colla quale uns  conica degencre va conside- 
r a t a  come soddisfacente alle imposte condizioni, s e  queste son formate con v e p, ci a t -  
terremo al10 SCHUBERT (loc. cit., pag. 93); e, s e  s i  t r a t t a  invece di condizioni di contatto, 
c i  a t terremo a quanto 13 posto rigorosamente in evidenza da110 ZEUTHEN (-OUV. Ann., loc. 
cit.), notando che queste molteplicità non possono mutare quando si passi a considerare 
in  luogo d'una c u r v a  piana, una superficie di cui detta curva è sezione. 
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s'ottiene : 
pz u4 u2 ( n )  = 4 n ( N  - 1 )  (12' f 2  n - 5). (6) 

5. Per  la (4) e la  seconda delle (2) si ha : 

ed essendo identicamente 

Pz p v u2 ( n )  = O, Pz p p u2 ( f i )  = p3 u2 p u2 ( t ~ ) ,  

s'avrà la relazione : 

la quale riduce il calcolo di IJ' pz a ,  (n )  a quel10 di P" d aa, (Y&). 
Per avere questo nunlero dico nuovamente A , ,  A, i punti della condi- 

zione Pz, ed indico con TL il piano della condizione p ,  su1 quale deve stare 
il ~ ~ e r t i c e  di d = (x, y). Non si potranno allora presentare che i due casi se- 
guenti: l.") Cna  rett,a, p. es. la x ,  di d coincide colla retta A, A, ;  2.') uaa 
retta, x, di d passa per A , ,  e l'altra passa per A, . 

Ne1 primo caso la retta y di CI dovrà passare pel punto A,  A, 7t = x  i;, 

quindi non potrà essere che una delle -5 PZ (n - 1 )  ( n  -- 2 )  (n - 3) rette bi- 
2 

tangenti ad Fn, uscenti da ta1 punto, e ci darà cos) altrettante soluzioni. 
Ne1 secondo cas0 si dovrh supporre O che una delle due rette x, y sia 

bitangente, ovvero che sian t ~ n g e n t i  entrambe, oppure che l 'una d'esse sia 
tangente (ad Fn), ed il vertice appaitenga inoltre alla superficie. L e  bitan- 
genti ad F*, che escono da ciascuno dei punti Ai,  sono 

ed ognuna individus una conica ô che soddisfa al problema, epperb s'avranno 
in questo modo n (12 - 1) (n  - 2 )  (?a - 3)  soluzioni. Le  nostre coniche ô, le 
cui due rette toccano entrambe Fn,  son tante quanti sono i puilti comuni 
alle sezioni con is dei coni tangenti ad F* che escono da  A ,  ed A , ,  cioè 
f i2  ( 1 2  - 1)2. S'è già notato che le rette del con0 tangente ad Fn col ver- 
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tioe in 8 1 ,  le quali s'appoggiano alla sezione .in della superficie con r, ma 
hanno il loro punto di contatto fuori di n, sono n (n  - 1 )  (n - 2) : ogriuna 
di esee ci dà una nostra ô, col vertice sopra F", la quale va percib con- 
tat,a due volte; e poicbè i l  detto per A l  vile anche &A,, avremo in 
4 n (n  - 1)  (n - 2 )  soluzioni. 

Dopo cib, osservando inoltre che per la condizione ,C imposta alle 8, 
le soluzioni ottenute devono contarsi 2' volte, potrà concludersi essere . 

Pz p d u,(n)=st(n - 1)(5 rze-9 n +  2). 

Ed allora, sostituendo nella (7), tenendo pure presente che si ha 

po 9p2 u2 (n) = n (n - 1)  (n2 j- 3 n - 8), 

pS v pz u1 (n) = 2 f i  (n - 1) (n2 + n - 5), 
s'ottiene : 

p2 uZ pz aZ (12 )  = 4 12 (n - 1) ( 3  ne + 12 - 11). 

6. In virtù delle (3) e (2) si h a :  

1 
p v5 a2 (n) = 2 pz v 4  a,  (n) + P v 3  d a, (n )  + 

e, riconoscendosi essere identicamente 

P u3 v a* (1%) = 0, P p v3 z2 (n) = pz Y' gs (1%) - 2 pS u3 a2 (a), 

s'avrh : 
1 10 

p u5 u2 ( n )  = - Pu3 d a, (n) + 3- p2 u4 a. ( n )  - p3 vS % (71). 
3 3 

Per quanto si è visto, già sappiamo essere : 

pP v 4  a, (n) = 4 rz (n. - 1) (n2 + 2 n - 5) 
e basterà quindi calcolare PuJ d' no (n). 

totale 

tutte 

A ta1 6ne,  se A è il punto della condizione P, ed a, 7 a,, a, son le 
rette della condizione v3, osçerviamo che un& delle rette di (2, y), p. es. X, 
duvrà necessariamente pessare per A,  e potrs non appoggiarsi ad alcunn 
delle ai (che dovranno allora incontrare tutte la y), od appOg.giarsi ad una 
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delle a i  (mentre la y s'appoggerà alle altre due), od incontrare due delle a i  
(mentre la  restante a i  sarh incidente ad y). P e r  i vari modi di scelta delle 
rette ai ognuna delle soluzioni, che s'ottengono nei due casi ultimi, andrà 
contata tre volte. 

Ne1 primo caso pub anzitutto supporsi che x sia bitangente ad Fa, e 
s'hanno allorn 12 (n - 1) (n  - 2) (n - 3) soluzioni ; ovvero che tanto x quanto y 
tocchino Fa, ottenendo cosi altre 2 n y n  - 1 ) ~ o l u z i o n i .  Volendo invece che s 
sia tangente alla superficie, ed il vertice di d stia sopra questa, basterh osser- 
vare che ta1 vertice dovrà esser uno dei punti in cui la schiera delle rette 
appoggiate ad a, ,  a,, a, incontra la curva d'ordine n. ( n  - 1) (n - 2) d'ul- 
teriore intersezione di Fn col con0 ad essa circoscritto da  A ,  fuori della 
curva di contatto ; epperb s'hanno in ta1 guisa 2 91 (rz - 1) (n - 2) soluzioni, 
da contarsi ognuna due volte. Iiifine, supposta la y tangente ad Fa, poichè 
sono 2 n (n - 1) le rette appoggiak ad a , ,  a,, a,, che toccano la superficie, 
otterremo di nuovo 2 in (n  - 1)  (n - 2) coniche d col vertice soprn Fa, che 
pure rappresentano un numero doppio di soluzioni. Onde, ne1 primo caso, il 
niimero complessivo delle soluzioni è n ( 1 1  - 1 )  (3 n" fi - 10). 

Ne1 secondo caso, quando x passando per A incontra p. es. a , ,  supposto 
che tanto x quanto y sian tangenti ad F n ,  si hauno 2 n y n -  1)' soluziorii; 
se invec,e y bitocca la superficie, il numero delle soluzioni che s70ttengono è 
pïecisamente eguale a quel10 delle rette bitangenti ad Fn appoggiate ad 
a,, a,, cioè n (n + 1) (n - 2) (n - 3). - Pub pure supporsi che il vertice 
della nostra à appartenga ad F m :  se questa è a l l ~ r a  toccata dalla retta x ,  
abbiamo n. (n - 1) ( n  - 2) di  tali $ da contarsi ciascuna due volte corne so- 
luzione. Vediamo ora quando Fn è invece. toccata dalla retta y. La rigata 
d'ordine 2 n (n - 1) delle tnngenti ad E'n appoggiate ad a , ,  a,, a, taglia la 
superficie, fuori della curva di contatto d'ordine ne, in una curva d'ordine 
2 n2 (n - 2) : tanti son quindi i punti del piano A a, , appartenenti ad  Fn, 
ciascuno dei quali è vertice d'una conica d, la cui y tocca la superficie; ep- 
perb in ta1 guisa otteniamo 4 n2 (n  - 2) soluzioni. - Quindi il numero delle 
soluzioni ottenute ne1 secondo cas0 sarà n  in - 1 )  (3 ne + n -- 10) ; e, quand0 
si scambino fra di loro le ai, s7avranno in totale 3 n (n - 1) (3 n.' + n - 10) 
soluzioni. 

Infine, nell'ultimo caso, la retta x ,  dovendo passare per A ed appog- 
giarsi p. es. ad  a ,  ed a,, è fissa: onde In retta y a sarà bitangente, oppure 
toccherh semplicemente In superficie ed il vertice di d starà sopra questa. Le  
coniclie d che soddisfano al problema sono lz (12 $ 1) (72 -- 2) ( n  -- 3) nella 
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prima ipotesi , ed n (n2 -- n - 2) nella seconda ; qiiest' ultime perb si devono 
contare due volte. Tenendo poi conto degli scambi che si possono effettuare 
fra le a i ,  si trae che ne1 terzo caso s'hanno 3 n  (n - 2) (n2 - 1 )  soluzioni. 

Raccogliendo s'avrà : 

Pu3 8 CL) ( f i )  =  FI^ ( n  - 1 )  (15 n2 + n - 46). 

Quindi, sostituendo nella ( 9 ) ,  abbiamo : 

,u v 6  a2 (n)  = n  (n  - 1)  (17 nZ + 23 n - 74) .  (10 )  

7. Se moltiplichirtmo ora la (1) succesaivamente per p.' v4,  pz va p" p. v 5 ,  

poichè è (") : 

s'ottiene : 
1 

p 2 v 4 a 2 ( ~ ) = y ' f  2 2 ' + a n ( n - 1 ) ( 8 n 2 +  2 0 n - 4 7 )  

p 2 v t p 2 a 2 ( n ) = 4 y '  + 4 x 1 + 2 f i ( n - 1 ) ( 6 f i 2 + 6 n - 2 9 )  

p. v5 a2 ( n )  = X' + 8 y' + 1.4 Z' + n ( n  - 1)  (17 fi2 + 35 n - 96) .  

Queste relazioni7 insieme ai r i~ultat i  ( 6 ) ,  (8), ( 1 0 )  prima ottenuti, ci 
dànno le equazioni : 

4 y 1 + 4 z ' = - n ( n -  1 ) ( 4 n - 7 )  

x' + 8 y'+ 142' =- 2 f i  (pz - 1 ) ( 6  rz - I l ) ,  

dalle quali, ricavando x', y', x' ,  e sostituendo poi nella ( l ) ,  si ha  : 

(*) SCHUBERT, 100. cit., pag. 95. 
(**) Della formula cosi ottenuta si pub fare  l a  verifica seguente: Se si considera il 

sistema, w2, delle sezioni d'una data  quadrica (f2 coi piani d ' m a  stella (O), l e  coniche di 

Annali di Watematica, Ser ie  III, towo VII?. 32 
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8. L a  formola a cui siamo giunti esprimerà il numero delle coniche 
non  degetzeri d'un qualsivoglia sistema oo" che bitoccano una data E'n, la 
quale non abbia alcuna particolare relazione col sistema considerato : ossia, 
rimanendo fisso questo, possa supporsi che la Fa occupi nello spazio una 
posizione generica. Se cib non fosse, potrebbe accadere che il numero con- 
siderato, O diventasse infinito, O, pur restando finito, comprendesse coniche 
degeneri della specie 8, v ,  O della terza specie (retta doppia con un vertice 
sopra di essa), con certe molteplicità. L'HALPHEN (*) ha  dimostrato ed espresso 
con rjgore, ne1 caso di sistemi semplici O quadrupli d'un piario, quand'è che, 
volendo escludere le coniche degeneri, è tuttavia valida la teoria delle carat- 
teristiche; ma non essendo state estese quelle ricerche, non possiamo dire se, 
escludendo le coniche degeceri quando si  presentano, il numero u q  ( 1 2 )  con- 
tinui ad esser dato da  iina espressione del tipo di quella scritta. 

9. L a  (11) permette di trovare tutti i n u m e r i  che s i  viferiscotzo a CO- 

niche soddisfacenti  a d  u n a  O pi& condixioni d i  bicontatto con du te  supe~ f i c i e ,  
generali  ne i  1070 ordini ,  e soddisfano inoltve ad  al tve  condixioni,  senzplici o 

no, anche i r ~ i d u c i b i l i  (*"), delle p a l i  s i  conoscoîzo le e s p ~ e s s i o n i  i r z  funxione 

d i  P ,  y, P. 
Come esempio, si pub ricercare il w m e r o  delle coniche dello spaxio che 

bitoccano qua t t ro  superficie F?, Fia, F?, F:i( (in posizione generica le une 
4 

rispetto alle altre), cioè il numero rappresentato da  ni a, (fii). 
1 

Se si eseguisce direttamente questo prodotto, sostituendo poscia, ne1 ri- 
sultato, alle condizioni di dimensione otto, formate con p ,  Y ,  p, i loro valori 

un ta1 sistema, che bitoccano P t ,  non son altro che le sezioni di y2 fatte coi piani clie 
sono bitangenti alla curva r z n ,  intersezione di y2 con F n ,  cioè coi piani bitangenti a l  
con0 che da O proietta l a  curva ï. O r a  questo cono, di classe 2 n2 con n (fz - 1) gene- 
ratrici doppie, ammette  2 n (iz - 1) (122 + n - 4) piani bitangenti, e ta1 numero s' ottiene 
pure dalla (11) quando in essa s i  pongano i carattesi del particolare sistema considerato, 
che s i  riconoscon essere : 

(*) HALPHEN, Camcté~istiques des systèmes d.e coniques. (Jour. de 1' Ec. Polit., 
45.iéme Cahier, 1878.) 

(**) Ciob, quelle condizioni che non si possono ottenere corne prodotto di a l t re  di di- 
mensione minore. 
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numerici (quali si trovano, ad es., in SCHUBERT, IOC. cit., pag. 95), s'ottiene : 

ove le sommatorio s'intendono estese a tutti i termini che si posson forniare 
con n, ,  n,, n,, n , ,  del tipo di quel10 scritto: l'apice posto alla sommatoria 
indica il numero dei termini che questa contiene. 

Quando le quattro superficie f i  abbiano tutte 10 s t e m  ordine n, si lia: 

1 
ai (n) = - n4 (n - 1)"23 n8 + 68 n7 - 398 n6 - 692 n5 f- 

4 

Yonetido n = 2, s'ottiene che le coniche de210 spazio, le qzlali bitoccarto 
quattro qzcadriche date, sono in numero d i  448. 
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Sul limite del quoziente di due funzioni. 

(Di ETTORE BORTOLOTTI , a Modenn.) 

f Qiiando si cerca il limite del quoziente - di due funzioni che sono in 
? 

uno stesso punto entramhe infinite od infinitesime, si ricorre solitamente al 

f ' limite del quoziente -, delle loro derivate (*). Ora ,  non solo pub accadere 
Q 

che il primo limite esista, senza che esista il secondo, ma pub anche darsi 
che quest'ultimo esista, e non il primo. Cib per il fatto che le f ' ,  y' possono 
avere dei fattori comiini Che, al crescere indefinito di x, sempre presentano 
qualche cambiamento d i '  segno e che, nella ricerca del limite del quo- 

riente sono trascurati. 
'P 

COS] se si fa f = x 4- sen x cos x , (p == e*enx (s + sen x cos z) , si ha 
f '  = 2 COS' X, y '  = COS x esenx (x + sen x cos x + 2 cos x). 

Si vede che lit f '  è sempre positiva O nulla, In y' cambia continuamente 
di sègno, e non è possibile determinare due numeri positivi E ,  p., titli che,  
nei punti di un determinato intorno (x ,,,, ..., cm), sia 

€ y '  < f f I q ' .  (1) 
f '  11 quoziente -T , tolto il fattore cos x comune ai  due termini, diventa 
9, 

infinitesimo per x: = m. Quel10 delle funzioni, come subito si scorge, non lin 
1 limite, m a  oscilla, fra - ed e. 
e 

(*) Lo STOLZ dimostra che si pub invece cercare quello delle -difïerenze finite, nelle 
Memorie: Ueber die Grenzwerth der Quotienten (Mat. Ann. XIV, pag. 232-239, XV, 
pag. 556-559) ; Verallgemeinerung e i r m  Satz von Cauchy (Mat. Ann. XXXIII, pag. 23S,, 
anche quest'ultimo limite pub non esistere, pur esistendo quello del quoziente delle fun- 
zioni. Cfr. anche CESARO (Rend. Acc. Luicei, 1888, pag. 116). 
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Lo STOL~, che cita codesto esenipio (*), pare voler attribuire cib al fatto 
che, le due derivate, f '  e y', sono insierne nulle in infiniti punti di ogni in- 
torno dell'infinito, ed esclude, ne1 suo enunciato, le coppie di funzioni le ciii 
derivate sono, in un insieme di  punti [[] che hanno limite superiore + cio, 
contemporaneamente nulle od infinite. Vedremo perb che tale esclusione non 
è necessaria, a patto che quelli fra i punti [ t ; ]  che sono sitnati in un inter- 
val10 finito qualunque, costituiscano un insieme di dimensione esterna nulla; 
cioè, -- per usare una denominazione da me jntrodotta (**), per analogia a. 
quella usata da110 STOLZ stesso e ~ ~ ~ ~ ' H A R N A c H ,  - che l'insierne di tutti i 
punti [ t ; ]  sia discreto. 

Il quesito generale che mi sono proposto è il seguente : 
Tiz quale relaxione deae stare la estensione del17insieme d i  tutti i punti [ r ]  

di  un determinato intorno (x,, . . . + 00) nei qzla2i le f '  non sono irzsie~ne 
nulle f iè  infinite ed è soddisfuttu una ~elazione della, forma 

112, ,., positivi (O 1au11Z) deternzinuti, a qutlla del,?' inskme dei punti [El di 
quel medesirno inforno doue tale relaxions pu6 12012 essere soddisfntta e le f ' ,  
y' possofio esswe insielne nulle od infinaite, perché s i  possa esset. certi delln 
esistenxa d i  ?i?z intorno ( x , , , ~ ,  .. . + CO) i n  ogtzi punto del p a l e  sin 

pi Y, diversi da110 zero e dall'infinito, szon variabiki con r ? 

Ne1 5 1, per eliminare le difficoltà che nascono dalla supposizione clie 
le funzioni f ' ,  y' possano avere punti di infiriito O di infinitesirno comuni, ho 

f '  sostituito alla considerstzione del quoziente , quella delle relazioni di gran- 
p 

dezza fra le funzioni medesime f ' ,  y'. 
1 risultamenti ottenuti in questo paragrafo mi perrsieltono, ne1 5 II, d i  

stabilire delle condizioni sufficienti per la esistenza della (2). 
Ho visto che, quando non si introduca alcuna nuovn ipotesi oltre quelle 

che in simili ricerche solitamente si slmmettono per le funzioni f, y, 

(*) Mat. Am,,  XV, pag. 557. 
(**) Cfr. la nota: Contributo alla teoria cleyli insiemi. Rendiconti Ace. Lincei. 

2 . O  Sem., serie 5.", fasc. 2.' (1902)). 

è con- 

Vol. XI, 
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dizione sufficiente che sia discreto l'insieme dei punti [<] dove la (1) pub no11 
essere soddisfatta e le f '  y' possono essere insierne nulle od infinite. 

Ne1 $ III, introducendo in più la ipotesi che delle diie fiinzioni \ f 1, 1 rp 1, 
ilna almeno vada all'infinito sempre crescendo, ho  visto che è sufficiente che 
il rapport0 fsa le estensioni degli insiemi dei punti L E ] ,  [x] situati nell'inter- 
vallo (x, . . . x), diventi infinitesimo per x = + m. 

Non occorre dunque che la estensione dell'insienie [El sia nulla,, basta 
che essa sia infinitesima rispetto alla estensione dell'insieme [XI. 

Talé condizione è tanto poco restrittiva da  raggiungere la condizione 
necessaria da  me appunto trovata riel $ V. 

L a  ricerca delle condizioiii i i e c e s s a i * i e ,  è sempre d a t a  considerata 
corne difficilissima, nessurio, credo, tolto i l  DU-BOIS-REYMOND (*), h a  tentato 
di risolverla. Questi è costretto ad amrnettere che esistano determinate anche 
le derivate seconde f", pu, e che sieno infinitesimi entrambi i quozienti 
f "  al" -, +, per x = + oo; cib che restringe di troppo il campo delle sue ri- 
f '  TJ 
cerche. II punto di vista da1 quale egli è partito B poi sostanzialrnente di- 
verso da1 mio. Le condizioni che io impongo alle due funzioni della varin- 
bile reale x f i  cp, ad un valore, monotone, finite, continue, derivabili in ogni 
intorno (xo . . . + oo) sono sostanzialmente queste: che delle due funzioni f, y ,  
una almeno tenda all'infinito sempre crescendo, e, delle due derivate f ,  y ' ,  
una almeno sia integrabile (propriamente od impropriamente) in ogni inter- 
val10 finito (x,. . . x);  trovo d o r a ,  corne condixione necessu~in (teoserni 11 
e 12), che i l  ~ a p p o r t o  delle estensioni degli irrsiemi dei punti [El, [z] d i a m i  
definiti, corztenecti nell'in£ervallo (x, . . . x) sia infinitesimo, peî. x = + oo, e 
uià mi permette in particolare di enunciare la condizione iaecessai*i;t 

e s i i f f i e i e n t e  (teoremi 10 e 13) perchè il quoziente 1: 1 sia infinito (infi- 

nitesimo) per x = + m. 

Nsl caso in cui i limiti dei qnozienti delle funzioni e delle derivate sieno 
entrambi determinati per x = + cu>, ho cercato, con le Ossewaxioni ai  

(") Ueber Iutegmtion und Bi/f+ere)ttntion iizfii~itcirer Relntionen (Jlat. Annalen XIV, 
pg. 498-506). Cfr. anche STOLZ : UeOey die Grenmcerthe der Quotienten (Mat. Ann. S I V ,  
pag. 237-238). 
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n.i 7 ($ II) e 10 ($ IV) di stabilire le rapidità relative di tendenza al li- 
mite di quei due quozienti. 

Sono giunto cos1 a criteri che permettono di trar partit0 da1 teorema 
~ ~ ~ ~ ' H Ô P I T A L ,  anche quando il quoziente delle derivate si ripresenti sotto ln 

00 O 
forma - O sotto l'altra . 

QO O 
Tali criteri sono di non dubbia utilità pratica e si enunciano brevemente 

dicendo : 
Se le funzioni f (x), cp (x) sono entrambe infinite per x = + oo , se la, 

f espressione (L  : C) è per x = 4- oo infinita (infinitesima), il quoziente - 
P Y P 

non pub ivi essere determinato senza essere infinitesimo (infinito). 
Se le funzioni f (x), g, (x), sono entrambe infinitesime per x = + oo, se 

la espressione ($ : 5) è infinita (infinitesima) per x = + oo, il quoziente f 

non pub essere ivi determinato senza essere anch'esso infinito (infinitesimo). 

F r a  le molte applicazioni che si possono fare della teoria qui svolta, ne 
ho scelta una che ha  speciale interesse, poichè si riferisce alla determinazione 
dell'ordine di irifinito delle funzioni, ed in particolare di quelle funzioni mo- 
notone che soddisfano la relazione 

. f ( . x + l )  lim -- = 1. 
z=m f (s) 

M'è sembrato opportuno considerare queste funzioni come appartenenti 
ad m a  stessa classe, che è la prima nella classific~zione secondo la rapidità 
di crescenza da  me proposta in una Memoria, che pub considerarsi come 
preventiva, stampata negli Atii della Società dei Matematici e N a t u ~ a l i s t i  
di  Modena, l'anno 1901. 

L'opportunità di codesta classificazione risulta manifesta delle conside- 
razioni seguenti : 

Se si dà alla x una successione di valori x, + n,  in = 1 , 2 ,  3 , .  . .) si 
pub far coincidere la successione f (x, $ 1 2 )  con quella dei prodotti parziali 

m 

di un determinato prodotto infinito il (1 +E, , ) ,  ed anche, se si vuole, con 

quella delle somme 
S , , = u , + u , + . .  .+u ,  
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Osa, se la f ( x )  è monotona non decrescente, le b, e le un sono tutte 
positive O nulle. Se l a  f ( x )  appartiene a quella classe prima, ad essa cor- 
rispondono prodotti infiniti il cui fattore generale 1 $ b, tende ad 1 e reci- 
pïocamente. Le serie a termirii positivi, il cui termine generale zc, tende al10 
zero per 12 = cm, sono tutte corrispondenti a funzioni della, classe prima. 

Queste serie e quei prodotti infiniti sono corne è noto i più studiati ed 
i più ovvi, i soli che possano convergeïe, quelli ln cui divergenza, quando 
non convergano, è meglio oonosciuta. 

Si osservi in secorido luogo chc! le fi6nzioni monotone che Iia~zvzo de?.ivata 
logatitmica infinitesima appavtengono tutte a quelln p~ inaa  classe (Teo- 
remi 2 . O ,  3 . O ,  4." del 5 VI) e che le funzioni di quella p ~ i î n a  classe diver- 
gono meno mpidatnetzte della esponevzxiale eu" (a  numero reale po~it~ivo), pro- 
prieth queste che mi paiono rilevanti, pensando alla impûrtanza che hanno 
ne1 calcolo infinitario il comportarriento assintotico della derivata logarit- 
mica (*), ed in quel10 delle funzioni intere il confronto con la rapidità di 
ci.escenza della esponenziale f iax (**). 

Le pioprietà enunciate saranrio qui dimostrate con maggiore generalit;i, 
di quel clîe 10 siano nella citata Memoria, e saranno anche messe in evi- 
denza le condizioni sotto cui possono dimostrarsi le proposizioni reciproclie: 
L e  funxio~zi della p.inta classe lianno derivata l o g a d m i c a  itzfinitesiwc. L e  
funxioni tîzonotolze d e  divergono meno ~apida~ne9ête della espolzenxiale eux cllj- 
pwtengono ai la prima classe. 

Ne risulterà cosi la risoluzione del quesito : 
Sotto quali condixioni s i  p h  ritenere che i due fat t i :  d i  avere derivata 

logaritnzica infinitesima; d i  diuevgere meno rapida?îzente di eux; sovzo pet. wza 
duta funzio~ie m n o t o n a ,  conseguenxa Pzazo d a l l ' a l f ~ o ?  

Messe cosi in sodo le pïoprietà fondamentali delle fiinzioni della. prima 
classe, si pot& poi definire iina seconda classe stabilendo che essa debba 

(*) Cfr. p. es. Du BOIS REYUOZTD, questi Amznli, Serie II, Vol. IV, pz;. 318-333::. 
(**) Vedi p. es. Bonsr,. Fonctioîzs Enti2,-e.s, png. 7 .  

Annali di Matemntica, Serie III, toiuo V U .  33 
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comprendere le fuiizioni f (z) tali che fatto il r a p p o r t ~  

ne risultino funzioni y (2) della prima classe, e che non sieno esse stesse della 
classe prima. 

S i  vede facilmente che le funzioni d i  questa classe divergono meno ra- 
pidamente di e a ~ ' ,  e non meno rapidamente di eas, (a reale positiva). 

Con eguale facilitcl si definiscono le classi successive, e si cewgno le 
proprietà assintotiche delle fiinzioni che le compongono. 

Cib è stato già accennato riella citata Jfemoria, e risiiltercl rneglio d : ~  
un prossimo lavoro. 

1. Seguendo le notazioni usate iiella mia Nota : Contî.i6zdo allu /eol.iu 
cleyli itzszémi (*) rappresenterb con 2, uri insieme discre to  di  punti [:'] situriti 
in un intorno (x, . . . + 00). L a  estensione esterna della parte di questo in- 
sieme che Q situata in un intervallo (z,. . . x) finito qualunque, è dunqiie 
sempre identicamente nulla. 

Indicheremo con K, l'insieme dei punti clie rimangono nell'intorno 
(Y,. . . -+ m) dopo che se ne sono tolti tutti i punti di un iusieme Z, . 

Queste definizioni non escludono il caso in cui 2 ,  si componga di un 
numero finito di puntj, e KI comprenda tutti i punti di un de t e rmin~ to  in- 
torno dell'infinito. 

2. Consideriamo prima il caso di due funzioni f, y,  entrambe mono- 
tone in uu determinato intorno (2,. . . 3 w). 

Sicc-.ome, col prendere r,  abbastanza grande, possiaino sempre fare 'che . 

in quell'intorno le funzioni date non abbia.no cambiamenti di segno, cos] si 
potranno considerare corne monotone anche le funziiini 1 f 1, 1 y 1 ,  che si ot- 
tengoiio prendendo i loro valori assoluti. Queste ( f j ,  1 y 1 hanno dunque 
sempre limite determinato (finito, nul10 od infinito) per z = n0 ; ed averido 
noi specialmente in vista i casi in cui esse sono ivi entrarnbe infinite od in- 

(*) Loc. cit., n." 13, png. 51. 
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finitesime, potrerno limitarci alla consideraziorie di quelle coppie f, y, di fun- 
zioni, i cui valoi-i assoluti [ f ( ,  / cp :, sono contemporaneamente non decre- 
scenti O non crescenti. 

TEOREMA 1.' Sieî~o f (x) rg (x) due funzéoni della variabile reale x ad am 
vulore, ?nonototle e de~ ivah i l i  in tu t t i  i punti  d i  u n  determinnto intoîstto 
(xo . . . -+ 00;, 

i loro vulon' assolîrti 1 f 1 ,  1 rf 1,  sieno, ivi,  imieme non decresce?zti, 
delle due derivate f ' ,  y', una almeno p. es. l a  y' sia atta ul la iute- 

graxione definitu i n  ogni i n t e ~ w d l o  d i  ampiezxu /hita (x, . . . x), 
esista~bo due nulneri positivi m, M ,  tal i  clle i l  limite inferiore dei 

culuri assoluti che la  f' assmze tzei pzmti d i  u.12 iizsieme I ! ,  , conzpresi in oytti 
tralto (x,, xs + 8,) 2, > xo, 8, > O,  non siu rni~zore del corrispondede limite 
inferz'ore dellu funxione 1 (2' 1, e clle i l  limite supevior.e della \ f '  1, in quegli 
stessi punti, non sia nznggio~.e del limite superiore cor)-ispoidenfe della fun- 
zione M 1 y' i . 

Dico che esistono tre n u m e f i  fiîtiti positivi x,,, , p ,  Y ,  ta l i  clle 

Ed infatti, per le ipotesi poste, e pel teorema 3.' della Nota : Alcuîai 
teorewi che possono tener luoyu d i  yzcello della wedia, pubblicata lie1 fasci- 
colo 4.' dello stesso semestre dei Rendiconti dei L i m e i  (posto, per fissare le 
idee, che sia y' quella fra le due derivate che si suppone atta alla integrazione 
definita), in ogni intervallo finito (x, . . . x), x > x, > x, , si ha  : 

Siccome la y' conserva il medesirno segno in tutti i punti, dove non è 
niilla, dell'intervallo ' r ,  . . . z), cosi nvremo ancora 

riz 1 ? (T) -- 9 (xi) 1 < 1 f (y) - f (y,) 1 < Af l ? (2) - ? ( X I )  1 . (3) 

Se .ora le funzioni monotone f (x), y (x) . . . non si riducono a aostanti 
riunieriche, cib che escluderemo, potremo trovare un valore di x abbnstanza 
grande, perchè non sia nulla la differenza 1 p (x) - ? (z,) 1 . Questa poi, in 
d o r e  assoluto, non pot& più diminuire, col crescere di x, e, per ogni valor 
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finito di r ,  sarà finita e determinata. Potremo durique dalle (3) dedurre la 
sepuente : 

Tenendo iiota del fatto che, in nessun puiito a distanza finita, le f e 
possorio esser nulle nB infinite, avremo anoora : 

Indichianio con s, un valose di x maggiore di x i  e per il quale non è 
nulla nessuna delle due differenze: fr,) - ? (T.,), f (3,) - f (xi), poniamo poi : 

avremo 
o < J , < ~ ,  o . = a , - a  

ed anclîe 

Dalla (5) percib ricaveremo : 

1 
Questa appunto, fatto 1 - & = p ,  rn r,, = x,,, è la fosn~iila 

richiesta. 

Si considerino p. es. le funzioni 

f = x + sen z cos x y s X 3 senS x COS X. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



L e  loro derivate 

f' = 2 cose x , p' = COS? x (1 f 4 senz x), 

sono nulle in infiriiti punti di ogni intorno dell'infinito. P e r  la  determinazione 
del comportamento assintotico del loro quoziente non sesvireLbe nè l'ordi- 
nario teoremn ~ ~ ~ ~ ' H Ô P I T A L ,  nè  il criterio del10 STOLZ. Se si ossesw perb che 
i punti dove esse sono entrambe nulle, costituiscono certamente un insieme 
discreto, che nei rimanenti punti si lia sempre: 

e ohe tutte le altre coiidizioni dell' enunciato sono soddisfatte, potremo sen- 

z'altro concludere che il quoziente è situato fra due numeri finiti e di- 

versi dallo zero, per tutti i valori di z di un  deterniinatc, iiitorno dell'infi- 
nito : cioè che esse hanno lo stesso osdine di irifiriito. Cib del resto, in questo 
caso, si verifica subito diïettamente. 

3. Vi sono funzioni che ,  pur  non esseiido monotone, si possono dire 
ge?zeralmente crescenti O decrescenti. 

Tali  sono le funzioni relativamente alle quali, ad agni ntinzero positivo x, 
dell ' intervallo (x, . . . -t oo), dove s i  supponyono finite, c o n t i w e ,  ucl u n  vulore,  
si pz16 far c o r r i s p o d e r e  utz secondo w m e y o  x, >_ - Y, per  modo che i va lor i  
corr isponde~zt i  u p n t i  dell'i?ztervallo (x, . . . + co) sierzo t u t t i  nzuggiori ( lm'- 

n o r g  d i  quelbi corr ispo~zdent i  a punt i  de1l ' in te)ml lo  (x, . . . x,). 
I n  particolare cib h a  luogo per le funzioni clie sono infinite (infiiiite- 

sime) ne1 punto x = 00, e sono finite (diverse dallo zero) in ogni punto a 
distanza finita. 

Pe r  funzioni generalmente crescenti si hanno i teoremi seguenti: 
TEOREMA 2.' Sietlo f e due  fzmzioni del la  unriabile veule x a d  zm va- 

lore,  finite, continue e devivabil i  in t u t t i  i p m t i  d i  2 m  deternzinato i ~ z t o ~ ? ~ o  
(xo . . . w). 

Il valoî-e assoluto 1 j s iu  i v i  motzotono, f ion decrescente. 
Relut ivamente  u l la  funziorie f ,  esistano tre fiztnzeri yos i t i v i  x, > - x, , x, , 

ô, t a l i  che 
X > % ,  I 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



254 B o r t o l o t t i :  Szd limite del quoxiettte 

Lu deiiuata sin a t ta  al la  integraxione definita i?z ogfzi intervallo d i  
artqiexza finita (x, . . . x). 

Relativatnente alle derivate f ', y', esista u n  numero positiuo M tale cAe, 
il l imite szcperiore dei valori assoluti, cAe la f '  assunle nei  p u d i  d i  u n  in-  
sienze IC, , si tuat i  in u n  itzter.vailo di umpiexaa arbitraria (x,, . . . a ,  $ cl,) 
x, > x, , d ,  > O ,  n o n  sia nzaggiore clel l imite szcperio~e corrispondente clellu 
fulzzione 2Cf \ ?' 1 . 

Dicu che esiste wz nzcnle~o positivo x, tale c h e :  

Ed irifatti, per le ipotesi poste, e pel teorema 4.' della mia Nota : Al- 
c d  teoremi, ecc., già citata, si ha : 

S e  la 9 non è costante in tutto l'intorno (x, . . . m), cib clie escluderemo, 
si potrà determinare un numero x, abbastanza grande perchè x >  - x,, 

1 > 0, avremo percib, dalla (12) : 

Chiarniamo con z, quello dei due numeri x2, x3, clle ilon minore, te- 
neiido conto della (IO), avremo dalla (13): 

corne appunto vole~amo provare. 
O s s s ~ v a z r o ~ ~ .  È facile vedere che, se l a  1 f 1 fosse morzotona tzon decre- . .  . 

scente, se pet la fosse soddisfatta ( a  coridiziune s > ~ 2 ,  1 P($ 1 < 8 < 1 , 
se la f '  fosse iutegj.abile ed i l  l imite inferiore dei suai valori assuluti nei 
punti d i  ulz itzsieme 15, situati  nel l ' inte~uallo (x,, . . . Xs $ &) as > Xo, ds > 0, 
non fosse ifzferiore a quello della m 1 9' ] in  quegli stessi punti, s i  avrebbe: 
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4. Ne1 caso in cui nè la  f, iiè la sieno monotone, m a  abbiano quella 
generale tendenza a d  aumentare che fu definita a l  n.' 3 ,  dovremo studiare 
le relazioni fra le funzioni e le derivate, considerando ed il valore assoluto, 
ed il segno clie esse hanno. Le proprietà che si ricaveranno saranno prati- 
camente meno importanti di quelle date nei numeri precedenti, m a  spesso 

utili per In studio del quoaiente e -  I n  particolare eniinciererno il teorema, 

di facilissima dirnostrazione : 
TEOREMA 3.' Le funzioni  f ,  ?, del la  variabile rectle x siefzo ad wz Ca- 

!ore, ,finite, continue, d e ~ i v a b i l i ,  i t z  2412 i n t o ~ n o  (r,. . . m), esistaizo qwxttro 
~ z z m e r i  posi t iv i  x, ,  r,, cl,, cl,, t a l i  che 

Del le  due  derivate zcva almeno p. es. l n  ?' s ia  a t ta  a l l a  integraizione 
deJinifa i f z  ogn i  in tervnl lo  d i  ampiezxa $finita (x, . . . x), e s i  possano dcter- 
nlinare due n u m e r i  112, M, t a l i  che, pel- i p u n t i  d i  un determinato  insierne K ,  
s i f : ~ a t i  in u n  in terval lo  (r,, . . . , x, + d,) r ,  > x,, d, > 0, sia 

il limite inferiore della f '  > del limite inferiore di nz y' 

n superiore n < n superiore n M ?'. 

Dico che esiste un I z m e r o  x, ta le  cke 

5. 1 risultarnenti conseguiti ne1 5 1 permettono di enunciare i teoremi 
seguenti : 

TEOREMA 1.' Sieno f, (2, due  funz ion i  della variabile reale x ad tut va- 
lore, wmzotone e deriuabili  i n  t u t t i  i puriti d i  un determinato  in torno 
(2, . . . + m), i loro va tor i  asso lu t i  1 f 1 ,  ( cp 1 , sieno en t rambi  non  decrescenti, 
i punt i  dove le derivate f ' ,  T' sono ud zuz tempo n u l l e  od in f in i te  e quel l i  
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dove m n  pzib essere soddis fat ta  u m  relaxione della f o w m  : 

x , , , , ~  , 111 , M ,  numet.i posit ivi ,  rosti tuiscano un ins ieme discreto Z, [il. 
I n  t u t t i  g l i  a l t r i  pufzti x dell ' intorno ( x  ,,,, . . . t CU) x ,,,, Mz x, , sieno 

invect! soddisfatte le (1) e le f ' ,  ?' n o n  sieno ins ieme vztcl1e od injinite.  
Delle due derivate f ' ,  y', u n a  alnzeno s i a  u t t a  a l la  integraxione definita 

i f t  ogn i  i n  t e ~ v a l l o  j înito (x ,  . . . z). 
Sarh possibile d e t e m z i n a ~ e  due  n u m e r i  positivi, d ivers i  da710 z e r o  p, v ,  

ed Ibn terxo ~ z z w z e ~ o  a,,, ubbastatzxa grande  pe~c l zé  : 

Infatti: l a  condizione m 1 y' 1 c < 1 f '  1 5 M 1 y' 1 i: soddisfatta in tutti i punti 
di un insieme X,, e sono parimenti soddisfatte tutte le altre ricliieste per la 
validità del teor. lu, § Io. 

Corne esempio, proponiamoci di determinare i 'ordine di iiifinito della 
flinzione : 

x 

f ( x )  =(srnt z . ecosx ci x. 

Paragoniamola percib con l a  funzione, infinita del primo ordine : 

'3 (x) = x - sen x cos x. 

L e  derivate f '  (x) = sen" ecosx, ?' = 2 sen2 x sono insieme nulle in irifi- 
niti punti 5 che costitiiiscono un insieme E, certamente discreto, ed iii tutti 
i rimanenti punti [ X I  dell'intorno ( 0 . .  . + m) è soddisfatta l a  relazione 
1 f '  e 

-- < < - , ci6 basta Fer assicurarci clle l a  funzione f' proposta, è infi- 2 e  (D 2 
nita del primo ordine per x = m. 

TEOREMA 2.' Sieno f ( x ) ,  cp (z) due funzioni  dellu variubile venle x clcl  

utz valore, finite, contirz~ie, dej.ivabili i n  t u t t i  i pzirati d i  uvz intorno (x, . . . 00). 

Il artlore assolrrto (3 l sicr i v i  s e n l p e  non  dervesrente. 
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Lu f ( x )  soddisj ulza velaxione della forwa : 

doue x i ,  x,, d sono numeri positivi determinati. 
Delle due derivate f ' ,  y', una almeno sia atta alla integraxione deJinita 

in ogni intervallo finito ( x ,  . . . x ) ,  e, fatta tutto al pi& eccezione dei punti 5 
d i  un insieme discret0 E,, esse non sieno ad un tempo nulle od ilzfinite e 
soddis$no la relazione : 

Ml X M  , numeri positivi determinati. 
Esisteranno due numeri positivi Y ,  x u ,  tali che : 

TEOREMA 3.' Le funxioni f, y ,  della variabile reale x sieno ad un ua- 
lore, jrtite, derivabili i n  un intorno (x,,. .. + ml. 

Esistano quattro numeri positivi z,, x,, d , ,  d,, tali die 'si ubbia: 

Delle due derivate, una alnzeno sia atta alla integrazione deJinita in 
ogni intervallo Jnito (x , ,  . . . x) e, fatta al pi& eccezione dai punti d i  un in- 
sierne discret~ S,, non sieno insisme nulle azè infinite e retzdano soddisfatta 
una relazione della forma : 

m, M, numeri determinati (positivi, nulli, o negatiui). S i  potrà trovare un 
numero positivo x,,, , tale che : 

M 
z>  xp1., (1 - J*) W<f-- < -. - (x) = 1 - 8, 

Annali di Matematicn, Serie III, tomo VIII. 
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Dimostriamo, per esempio di quest'ultimo teorenia, che la funzione : 
2 

f (z) =Jeos s . s~o~x-tg2~ (1 + cos x - x t g  s) d x 
O 

non 6 ,  per x =  oo, infinita di ordine superiore al primo. 
Confrontiarnola percib con la funsione 

y ( % )  - ec0sX (x  + sen $1. 
Le derivate 

f '  (x) = COS x e~osx-tg~x(1 + COS x - x tg  X) 

y' (x) = COS x ecoSx (1 3- cos .?: - x tg x) 

sono insieme nulle in un insienle discret0 di punti, ed in tutti gli altri punti 
f' si ha  O S 1 ( l .  

- Y -  
~ a c i l m e u t e  si verificano le condizioni richieste del1'en"noiato per le fun- 

zioni f, y ;  e si conclude percih che esiste un numero positivo L tale che, 
f in tutti i punti di un determinato intorno (x,,.. . ao), si ha. 0 5 - I L .  

- 9 -  

6. OSSER~AZIONE l.a Se delle due funzioni f, y, una almeno è infinitn 

per ..t: = cro, quel10 dei due numeri 8, < 'P ("') ehe gli corri- 

sponde, pub farsi, per xp,, abbastanza grande, tanto piccolo quanto si vuole. 
1 

Dei due numeri p = (1 - a,), v = uno dunque pub esser fatto tanto 
i - 8i 

vicino quanto si vuole ad 1, e cosi dei due numeri p m ,  v M ,  fra i quali è 
compreso il quoziente delle funzioni, uno almeno pub farsi tanto prossirno 
quanto si vuole al corrispondente dei numeri m, M fra i quali è compreso 
il quoziente delle derivate. 

I n  particolare si ha il teorema: 

TEOREMA 4.' Sieno f e y due ficnxiorii d d a  variabile reale x ad un va- 
lore, wonotone e de~ivabili i n  tutii i punti d i  ulz in tomzo (%*,. . . + CO), infi- 
nite entrambe ne1 putito x = oo. Delle due derivate f ' ,  24nn alnzeno sia 
atta crila integraxiolae definita Zn oglzi intervalIo Jitzifo (x,, . . . x), ed il l o ~ o  
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yuoziente / f obbia limite determinato i (jînito, nul10 od infinito), quando 

la x tende all'infinito percowedo una successione qualunpue [Y,] estratta 
da uu insieme K, ; nei punti d i  K, le derivute medesime non sie~to insieme 
nulle nè infinite. 

Anche se lungo injhite altre successioni [&], (lim 5,  = m 
n=m 

f '  tende ad un limite diverso da A, O non tende a nessvn limite; purchè 171 
i punti [En] costituiscano, ne1 Zoro complesso, un h i e m e  discreto, si pub as- 
serire che è 

qualunqîie sic$ il modo con cui x tende all'itzfinito. 

7. OSSERVAZIONE Sna È importante notare che, nei casi considerati dal- 
I'ultinio teorema, il quoxiente delle fuwioni e quello delle derivate non hantzo 
iîz generale la stessa rapidità di tendenm al limite, nemmerio quando esista 
anche il limite I del quoziente delle derivate, iridipendente da1 modo con 
cui x tende all'infinito (*). 

P e r  vedere la ragione di questo fatto si consideri che preso un numero 
positivo arbitrario B ,  e trovato un numero r, tale che 

la formula (9) trovata alla pag. 252, ci dà: 

cioè : 

(*) È notevole il fatto che una considerazione cosi semplice ed  ovvia sia finora sfug- 
gita ai geometri, che spesso usano il teorema ~ ~ ~ ~ ' H Ô P I T A L  p e r  determinare l'ordine di 
infinito del quoziente di due funzioni, supponendo che sia noto quello del quoziente delle 
derivate. Per ci tare  l'esempio piu recente, si  vedano le Leçons sut- les séries R termes 
positifs del BOREL (Paris  1903) alle pagg. 45 e 46. 
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Bisogna ora trovare un numero x',, ahbastanza grande 1.2spetto a d  x,, 

( )  , 3 = soddisfino le due relazioni perchè i quozienti 8, = --- 
f ( . ~ l e )  9 (x E) 

e prendere x > x',, se si vuole aver la certezza che sia 

A1 tendere di E al10 zero r ,  tende all'infinito, ed anche, in geneïnle al- 
x'E meno, tende all'infinito il rapporto - - Sembrerebbe di poter concludere che 
XE 

il rapporto  delle fzrnxioni f ion tende al  Zinzite pi% rup idamente  d i  quello delle 
derivate. Anche tale conclusione perb non sarebbe rigorosa perchè, se le con- 
dizioni richieste per i l  numero r', sono sufficienti per la esattezza della (12), 
non sono perb sempre necessarie, ed in particolare la (12) potrebhe anche 
essere soddisfatta per valori x", di x inferiori a quelli che rendono valida 
la (10). . 

A questo pïoposito si noti che, se la rapidità di convergenza al limite del 
f quoziente - dovesse eeere superiore a quella del quoziente fi 7 il numero z: 
? ? 

dovrebbe essere in tale relaeione col numero r,, dianzi definito, da rendere 
infinitesimo il rapporto 

O, ne1 caso di h = + oo, da rendere infinito il rapporto 

Si verifica subito, nei casi di À = O, O di 'A = oo, che il rapporto delle 
funzioni non pub essere infinitesimo (infinito) di ordine superiore a quello 
delle derivate. 

Sia per es. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di due fimzioni. 26 1 

Supporremo che la hnzione $ (x) = f'x) -- non si& un8 di quelle che 
9 ($1 . . 

fanno infinite oscillazioni in tratti arbitrariamente piccoli. Questa condizione 
del resto ;3 certamente aoddisfatta se si amrnette la ipotesi che la  derivakt 
I+' (x), sia jntegrabile in ogni intervallo finito di  un determinato intorno del- 
l'infinito. (DINI, Fondamenti, pa,g. 283.) Cib posto, potremo determinare una 
successione di segrnenti : 

x n + k , ,  h , > O ,  n = 1 ,  2 ,  3 ,... +-no, l i m x , , = + m ,  
Il=W 

tali che sia contemporaneamente : 

kc h,, f ($7, 4- k) < f ( ~ n )  
- y (xtt + k )  = in (xJ2)  ' ( ~ n + k )  > (xn). 

Ed infatti, nelle jpotesi poste per le f i  ., nei tratti dove si ha 

e cib è escluso dalle jpoteai che le f e y sieno monotone e che le f ' ,  9' non 
possano essere nulle contemporaneamente se non in punti di un insieme di- 
s c r e t ~ .  

In' tali segmenti si avrà ancora peroib : 

cioè : 

Siccome queste diseguaglianze debbono aver luogo per tutti i valori PO- 
sitivi di k < k ,  , ne dedurremo : 

e cib esclude che sia infinitesimo il rapporto : 
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I l  ragionamento fatto vale indipendentemente dalla ipotesi clle sia deter- 
f ' (4 minato il limite di -,- . S i  consideri ora che, se il quoziente 'd- avesse 
P (4 ? (4 

per x = + n? limite fitiito e diverso da110 zero, il quoziente delle derivate 
dovrebbe tendere al10 stesso limite, almeno lungo certe determinate succes- 

sioni sa, e percib il quoziente 1 : fl, non potrebbe essere determinato per 
'3 Y 

x = + CG senza avere ivi il valore 1. 
Potremo dunque enunciare il seguente crPierio : 
Se le funxioni f (x), rp (x) sono entrambs infinite per x = CO, se la espes-  

sione fZ-@ è ne1 panto x = m infinita (infinitesima), i l  puotierrte 
(4. Y' (XI 

f delle due funxioni - non puh essere dete~minato senxa essere inJinitesirno 
? 

(in$nito). 

Questo criterio ha  pratica importanza nei cnsi in cui anche le f ' ,  1' 
sieno entrambe infinite per z = m. P e r  citare un esempio notis~imo, fatto 
f = e", g, = xP, il fatto che la (17) è in questo caso infinitesima e che per 
x > p. $'(x) è positiva, induce alla conclusione che l'ordine di infinito della f 
è superjore a qualunque nuniero reale p. 

hTon è poi da credere (corne semhrerebbe di poter fare leggendo alla 
prima i trattati di calcolo) 'che le funzioni che sono infinite per z - + ao, 
non possano, in quel pzlnto, aveî. de~ivata  determinata, se fion infinita; ve- 
dremo infatti fra poco, che tutte le funzioni che hanno ordine di infinito in- 
feriore al 1.' non yossono avere derivata determinata ne1 punto x = $- oo, 
se questa non è infinitesima. 

$ III. 

8. Indicherb con E2 [ 5 ]  O brevemente con 3, un insieme di punti [El 
s (4 situati nell' intorno (x,,. .. + m), se il rapporto fra la estensione 

esterna della parte di Y, coiitenuta, nell'intervallo (xo, ... 2) e In lunghezza 
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di questo medesirno intervallo, tende al10 zero per x = cio ('). Indicherb 
ancora con K, [x], o semplicemente con K2 l'insieme dei punti che rimangono 
nell'intervallo (x,, . .. + m) dopo che se ne sono tolti quelli di un insieme F, . 

Mi propongo ora di dimostrare che, introducendo per le f', y' alcune 
nuove ipotesi che nei casi ordinari sono sempre verificate, i punti E nei quali 
il quoziente delle derivate pua assumere valori arbitrari possono costituire un 
jnsieme E,, cioè anche avere dimensione infinita, senza. che il quoziente delle 
funzioni cessi dall'essere determinato ne1 punto .I: = $ oc. 

TEOREMA 5.' Sia f (x) una funxione della va~iabile x, ad un valors, finita 
nzonotona e derivabile in  tutti i punti a disfanxa finita d i  zin intomo 
(xo, ... -+ 00). 

Se ad ogni numeyo E positivo assegnato si pub fur corrispondere un nu- 
nzero x, abbastanxa grande perchè in un insienze K, di punti sitztati entro 
l'intorno (x,, . . . + oo) sia 1 f '  (x) 1 < E ,  

se esiste un numero positivo M t a b  che la relaxione [ f ' (x )  1 > M nolz 

possa aver luogo che tzei punti d i  un insienze discret0 3, , 
se la f '  (xj è infegrabile (propiantente od irnpmpriamente) in ogtzi ilz- 

terval10 filzito (.rO,. . . x), 
potrenzo deterutinare due  lum me ri positirvi p, xP, tali che sia: 

Supponiamo, per fissare le idee, che la f (x) sia positiva non decrescente 
nell'intorno (x, , . . . f oo), anche la f '  ( A )  sarà ivi positiva, O nulla. Esoludiamo 
anche il caso che f ( a )  sia costante in tutti i punti di un determinato intorno 
dell'infinito. Ne1 qua1 caso il teorema è evidente. 

Indichiamo con F ( x )  una funzione che è eguale ad  f '  (:c) nei punti 
dove questa è < M, ed è = 0,  nei punti dove è f '  (x)) M. Poichè questi 
ultimi punti formano un insieme discret0 E,, la estensione esteïna di quella 
parte di Z, che è contenuta in un intervallo finito qualunque (Y,,. .. x) sasà 
identicamente nulla : nvremo percib : 

(*) Cfr. la mia Nota, Conliibulo alla teoria degli insienzi, n.O 10. 
("*) Cfr. p. es. E. H. MOORE, Of irqwoper. definite iiztegrnls. (Srsiis.  of. the Ailier. 

Math. Soc., Vol. 2, n . 9 ,  pag. 307, teorema I V  (Corollsrio).) 
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Dividendo I'intervallo ( x  ,,... :c) in tratti di lunghezza d',, à,, cl ,,... ed 
indicando con Fr uno qualunque dei valori che la F (x) assume ne1 tratto b,, 
avrenio ancora 

f (x) - f (x,,) = lim 2 8, Fr . 
&=O 

P e r  ogni sistema di valori 8, i termini della somma al secondo membro 
sono tutti positivi ( O  nulli). Riiinisco insieme quelli che corrispondono a va- 
lori Er,. .< E ,  e quelli che corrispondono a valori F, > E ,  minori perb senipre, 
corne ~appiaino, di M. 

Indicando con S ( x )  l'estensione esterna della parte di 3, contenuta in 
(x,, . . . xj, avrenio immediatamente : 

x>x,, f ( x ) - f ( x I ) < ( x - x p ) ~ - t S ( x ) M .  

Di qui si ricava 

E 
Per  le ipotesi poste si ha  lim --- (') = O : ad ogni numero o = po- 

z=or fr - XE 

tremo far corrispondere un z, abbastanza grande perché 

epperb a7 

cioè 

Fissato un x,> x. al quale corrisponda un valore diverso dallo zero pni 

avremo in fine 

X > X ~ ,  f(- :C < 2 p. c. d. d. 
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TEOREMA 6.' Sien0 f, 1, due funxioni della variabile reale x, ad un va- 
l o ~ e ,  Jitzite, continue, monotone, dwivabili nell'intorno (x, , . . . + m). La  ? sia 
sempre crescente ed infinita per x = $ oo. Le loro tle~ivate sieno atte alla 
integ~axione definita (propia od impropîia) in ogni intel-val10 finito (x, , . . . 5). 
I l  puoziente f3', esclusi tutto al pilr i punti di un ifisiewia discreto E,, 

? (XI 
ulibia, nell'in£owzo considerato, limite stiperiore Jinito, ed, almeno per i punli 
di un ivasieme Il2, sitzruto in  am deteîminato intonzo (x, , . . . + CO), si mata- 
tenga inferiore ad un numeîo positivo arbitravio &. 

f (4 - Ci6 busta per poteme conc1udet.e : lim - - 0. 
X E 0 0  9) (*'M) 

Se poniamo infatti z = cp (x), stabiliremo fra i punti dell'intorno (x,, . . . oo) 

e quelli dell'intorno (2, = p ( x o ) ,  . . . + 00) una corrispoiidenza biunivoca, or- 
dinata, continua, e potremo applicare le coriclusioni trovate ai  nai 18, 19, 20, 
della mia Nota: Contributo alla teoria degli insiemi. I n  particolare, ad un 
insieme discreto di punti g,  ( 5 )  dell'intoruo (x,, . . . no) coïrisponderà un in- 
sieme discre t~ dell'intorno (x , ,  , . . . CO), e ad un insieme hq [XI, corrisponderà 
ancora un insieme Ke [x]. Ora, ricavando dalla x = cf (x) la  funzione inversa 
x = + (x), questa sarà ancora sempre crescente ed infinita per n: = + CO, 
avremo dunque : 

Applicando ~ l l a  F (5 )  il teoremn precedente, si avrà infine : 

F (4 f ($1 lim - = 0, cioè ancora : lim - - - O. 
z=w 2 x=w ( n ~ )  

COROLLARIO. Sieno f, y, fulzxioni della variabile reale x ad un valore, 
.finite, deriwbili in tutti i punti a distarzza finita dell'intorno (x, . . . + m), 
le derivate f i ,  ?' sieno atte alla integraxione definita a% ogrzi intervablo finito 

( x  , . . . a\, i l  loro puoziente f - esclusi tutto ul piil i punti di un insieme 
'9 

discret0 Z, non abbia limite suieriore infinito ed, almeno quando x va all'hztl- 
f '  nito lungo successioni estrattc da un insieme K, ,  si  nbbia lim = A ;  A jînito 
, 

e diverso dailo zero. Se oltre a cib la funxione va all'infilzito sempe cre- 
scendo per x = + ml e la funzione F = f - A cp è monotona in un  determi- 

f (-1 nato intorno dell'infinito ; cib hasteh pet. concludere che è lim - = A. 
z=+w (f (3) 

Annali di Mnlematica, Serie II[, toino VIII. 35 
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L a  dimostrazione si fa applicando il teorema precedente alle fun- 
zioni F, ?. 

. y' 1 
Se si considera che, nei punti di K,, si ha hm , = - -  si vede fa- 

r = w f  ?, ' 
cilmente che il teorema ~i pub applicare tutte le volte che delle due fun -  
zioni f, 9,  una allneno vada all'infinito sempre crescendo. 

TEOREMA 7.' Sieno f e 5; dzre funxioni della vaviabile veale x, ad z i n  
va2ot.e) finite, continue, monotone, derivabili iv~ tutto l'intorno (x, , . . . -+ CO). 

La  f sitc sempre cvescerate ed in.nita per x = $- no. Le lovo derivate f ' ,  
sieno atte alla integrazione definita in ogni intervnllo finito (x,, ... x). II 

paoziente f :  (5) 2 esclusi tutto al pIU i putdi d i  UH itisieme discveto i, , non 
? 

abbiu limite inferiore nutlo ed, almeno nei p u d i  di  un insielne K, contenzlti 
neil'intomo ( x ~ ,  . . . $- ao) si mantenga superiore LI quatunque ?lztnlero posi- 
tivo M. Cib basterà per poterne concludere 

Le condizioni che, in forza di questi ultimi teoremi, sono sufficienti per 

la esistenza del lim f ( x )  - sono molto generali. 
9=00 '? (3) 

11 quoziente delle derivate pub assiirriere valori arbitrari in infiniti 
puriti 6, si  domandu solo che il mppo~ to  fru /a estensione esternn dell'in- 
sieme d i  questi p u d i  6 contenuti in un intevvallo (x, , . .  . x), e la lunghezza 
dell'intervullo stesso, sia infinitesirno per x = m. 

Vedremo fra poco che queste condizioni sono anche necessarie perché 
f <XI sia nul10 (od jnfinito) il lim - . 

,=w p (z) 

9. Ci siamo fino ad ora specialmente occupati di funzioni non decre- 
scenti, ed in particolarc di quelle che sono infinite per T = m. 

Analoghi risultamenti si hanno per le funziorii ~ 0 1 2  cves~enti. Queste Iianiio 
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sempre limiti determinati e finiti ( O  nulli) per x = m. Se è lim f (x) = sr, e 
î=w 

poniamo F = f (x', - cc, la F sarà una Çunzione positiva, monotona, tendente 
al10 zero, e ne1 caso che la f (x)  sia derivabile la F avrà in ogni punto la 
stessa derivata della f. 

Possiamo dunque limitarci al caso di funzioni positive, monotone, infi- 
nitesinie per x = cc. 

Non intendo dilungarrni su questo argomento, mi limiter6 anzi ad un 
cenno della dimostrtzzione del seguente teorema che servirà a far risaltaie 
alcune differenze, del resto poco notevoli, che si riscontrano. 

TEOREMA 8." Sieno f (x), rf (x) due funxiorzi della variabile reale x, ad 
ut2 valore, monotone, positive, derivnbili i n  tutti i punti dell'intorno 
(x,, . . . + m), injnitesime per x = + oo. Utaa aimeno delle due derivate, 
pet- es. la y', sia atta alla integraxione definita i n  ogni inteî.vallo Jim'to 
(x,,. .. x). Esistano due numeri m, M positivi ed un riumero x , , , , ~ ~ ,  abbasta~zxa 
grande perchè, fatta al pi& eccexione dai punti d i  un insielne disweto 
Y, [53, si abbia : 

x>x,n,u,  mI (9 ' 15  \ff1<MI$(- 
Cid Oasterà per poterne codudere  : 

f (x) x , ,  m < - < M .  
9 (4 - 

Basta infatti, analogamente a quanto s'è fatto pel teorema 1 . O ,  notare 
ehe dalle condixioni proposte si ricava 

Si pua ora prendere x abbastanza grande, rispetto ad xi, perchè i quo- 

zienti -- (') ' (x) sien0 minori di qualonque quantith positiva, dunque rirnaoe 
f (xi, ' cpo 
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10. O s s ~ ~ v a z r o ~ ~ .  È bene notare che, se le derivate f ' ,  9' non sono 
nulle od infinite contemporaneamente se non nei punti di un insieme di- 
s c re t~ ,  il quozientc delle funzioni è contenuto fra gli stessi limiti di quello 
delle derivate, e per punti del10 stesso intorno ( T , , ! , ~ ,  .. . w). 

Se dunyue il quoxiente delle derivate ha limite detevmitzuto 1 (fitzito, 
nullo od infinito) quello delle fzinzioni tende al10 stesso iinzite cota vapiditic 
no?, minore. 

Cib a distinzione del fatto, a suo luogo accertato, che lia luogo per i 
quozienti di funzioni infinite per x = m. 

Ne1 caso presente, di funzioni cioè infinitesime peï z = + co, monotone 
f (LI in un determinato intorno (x,, ... + 00) ;  avsemo che: Se il quoxiente - 
IP (x) . . 

f (4 . f '  (4) 
pub é infinito (in$nitesimo) per x 5= + m, la espessione - --- 

( ?  (XI . m. (a) 
Iia limite fittito e dive~so essere infinitesima (infinita). Se il quoziente -- 

'P ("1 
jf") - f ' " ) ) ,  se è deteminata, tende ad 1 yn. dallo zevo, la espressione -- -- 
? (XI ' ?' (4 

5=m. 

Si ricava d i  qui il seguente criterio : 

Se lu espvessione 2 infinita (infifiitesirnu) per x = m, i l  yuo- 

f xiente - delle due funxioni f i  y, in$lzitesime entrainbe per x = w,  non pt~b 
'P 

esseve determilzato senxcn essere anch'esso infinito (infinitesirno). 

Questo criterio ha iinportanza pratica per il fatto che la derivata di una 
funzione infinitesima per :o=m,  nori pub essere determinata ne1 punto 

f '  x = m, senza esser ivi infinitesima, e percib il quoziente ha sempre la 
9 

O forma indeterminata -, rnentre che la espressione (f : f) pub esserc in 
O '9 9 

molti casi determinata. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



11. 1 teoremi seguenti hanno pe ï  iscopo d i  stabilire delle condizioni 

fiecessarie per la esistenza del lim - (a) . Accostando i riiultamenti ciie tro- 
z=+m ÿ (x) 

veremo a qiielli conseguiti nei 5 precedenti, ne risulterairno in taluni casi 
molto importanti, le condizioni necessarie e sufficienti per la validità del cri- 
terio dell' H~PITAL. 

TEOREMA 9.' Sia f (x) una funzio~te della variabile male x, ad un vu- 
lore, monotona, finita, continua, delmivabile ziz tutti i punti di u n  determi- 
tzato itztorno (x,,. . . $ m). Esistu un nupneyo positivo h a ctci si possa f u ~  
cowispo~zdere un nuruzero xx > x, tale che : 

La derivata f '  (x) sia inoltre atta alla integt-azione defi~zita (propia 
od impropria) in ogni intervallo (x,, . . . x). 

Dico cke esiste un Izumeyo finito e diverso dallo zero p ,  a cui si pub 
coorditza~.e un x, abbastanza g r a d e  perchè la condizione : 

sia soddisfatta almeno in tutti i punti d i  zln insie~ne K, sittcuto nell'intorno 
(xp, ... 00). 

È facile vedere che la  condizioiie (21) finisce coll'esser soddisfatta per 
tutti i termini x, che hanno indice abbastanza grande, d i  infinite successioni 
tendenti all'infinito (*). . , 

Consideriamo ora l'insieme [El dei punti 5 ,  nei quali essa pub non es- 
sere soddisfatta. Uico che questo insieme è uno d i  quelli che nei $ prece- 
denti furono indicati con 12. 

Sia xp = X, , xo, x3,. .. , una successione che tende all'infinito sempre 
crescendo, e supponiamo che x, nori s i a ,  per n = CG, infinita di ordine su- 

f (.) (*) Cfr. p. es., STOLZ, loc. cit., D. B. REYUOND : U&r den Satz lim f '  (x) = lim -- , 
a 

(Mat. Ann. XVI, pag. 550). 
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periore al primo : cioè che esista un numero positivo v ,  ed un indice t i ,  ab- 
bastanza grande perchè sia: 

Indichiamo con JI , ,  $,,, a,,, . . (rc = 1 ,  2 ,  3,  ...) i limiti inferiori degli 
intervalletti situati ne1 segment0 (x,, ... x,+,) e che contengono punti, o punti 
lirniti dell'insjeme [El. 

Entro qualunque tratticello a,,,,, che faccia parte di uno degli interval- 
letti a,,, deve essere dunque situato nlmeno uno dei punti 5 in cui si h a  

1 f '  (5) 1 > A, ( A ,  positivo, scelto prima a piacere). (23) 

Tenendo coiito della integrabilità della f '  e del fatto clle essa ha sempre 
il medesimo segno in tutti i puiiti , dove non B nul la ,  dell' interval10 
(X ,,.. . x,+,), avremo percib : 

1 f ( r n + i )  - f ( Z n )  1 > Ai 3 àw . (24) 

Poniamo ora che la somma S, = i, a,,, che rappresenta la dimensione 
esterna della parte di [ l ]  contenuta in (x,, ... r,+,) si mantenga superiore 
a d  un numero o indipendente da  n. Ricordando che la f (x) è monotona, 
avremo dalla (24) : 

i f ( ~ n + i ) - f ( x i ) I  > f i c À i  

e, per la (22) 
I f ( G + l )  - f ( x i )  I > x@+i 0 A i  

cioè 

f (si) Ma, al cïescere di n ,  il quoziente - tende al10 zero, potremo dunque 
Xn+1 

determinare due numeri positivi v , ,  N, tali che 

h 
Supposto ora A, = , ne viene : 

'11 C 

in  contraddizione con la (20). 
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1 S e  poniamo p = -, vediamo dunque che le diinensioni esterne S,, degli 
v G 

insiemi di punti E ,  che possono fare eccezione alla (21) e sono situati negli 
intervalli (x, , . . . x,+ ,), dove x, è una successione sempre crescente infinita, 
per n = oo di ordine non superiore a1 primo, divengono infinitesime per 
1.2 =m. 

Tutt i  i punti [El costituiscono quindi un insieme S, (* j  corne appunto 
volevarno provare. 

Ili particolare : Se 1 t) / è infinitesiwia, per 2 = m , iioè se 1 f (2) ( è 

i?$nita d i  ordine inferiore al p i m o ,  la de~ivnta  f '  (x! ? infinitesima, per .7: 

c71e tende all'injhaito luwgo qunlu~wpe successione r, esfimatta da u n  in- 
sierne K, . 

12. Ricordando il teorenia 5." potremo concliidere : 

TEOREMI 10.' Sia f (.c) tuta furzxione della variabile r ,  ad un valore, 
finitu, continua, derivabile, monotonu irz tutti i punti d i  un determinato irl- 

torno (x,, . . . + m). 
L a  sua derivata sz'a atta alla integ~axione definita (p~opr iu  od impn- 

p.ia) i n  ogni intervailo finitu (Y,, . . . x) , ed, esclusi tutto al pi& i punli d i  
am insieme discreto, abbia, nell' intorno (a, ,  . . . + ao), limite sz4per.iol.e Jinito. 

Condixione necessaria e siifficiente perchè sia 

f (x) lim - = O, 
x=+oo 2 

ci02 perchè la funaione data sia fiafinita d i  ordine i?~feriore al priono, per 
x = + O C ,  si è che i l  rapporto fra la dinzensione esterna dell' insienle [ i l  
dei punti contenuti i n  zin intevvallo (x,,.. . x) e nei qzmli la f '  (x) non 
pzrb essere in .naloj-e assoluto minore del nzimero positivo E scelto a pincere, 
alla climensione dell'insieme [ X I  d i  quei punti dove invece è 1 f' ( a )  1 < E , 
tenda a210 xet.0, col crescere indefinito d i  x. 

13. TEOREMA 11.' Sia Y una funzione delln vn~icibile r e d e  x ,  ad zuz 
valore, fiîzita, continua, derivabile, sempre crescente in tzitti i punti dell'in- 

(*) Cfr. il n.O 9 della inia Nota, Contr-ibuto alln teoria degli insiemi. 
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torno (a,, . . . m )  , e sia infinitln ?tel pufit0 x = x. Sia f (x) una funxione 
monotona, Jinita, continua, derivubile nei pzrtzti d i  quel medesimo intorno e 
la sua derivatcc sia atla alka integmxione definita in  ogni intervallo finito 
(x,, .. . x). Esistano due nncmeri positivi A ,  x i ,  tuli che 

Dieo che la velazione f>) < p l ,  p positiuo determinato, ha luogo in 
? (x) 

tutti i punti di un insieme IL contenzdo in  un deteriminato intorno (x,, ... oo). 

La dimostrazione non offre difficoltà ed 6 analoga a quella fatta per il 
teorema 6.' 

Cos1 pure tralasciamo la, dimoatrazione del teorema seguente : 

TEOBEMA 12.' Se 1 f 1 e 1 p 1 sono funxioni della va,;*tabile reale x, ad un 
ualore, sernpre crescenti, finite, continue, derivabili in  tutti i punfi a distawa 
finitu d i  ztn intorno (x,,. . . -1- m), infinite entrambe per x = + oc. Se le loro 
dwivate sotzo atte alla integ~axione defistita in oglzi intervallo finito (x,, . . . x). 

Se ha luogo la relaxione : 

esisteranno due numepi positivi p ,  v ,  ed un numero x,, ubbastanxu grande 
pe~chè in tutti i punti di un insielne K2 contenzdo neil' ilztovno ix,, , . . . cio) 
sia soddisfattu la relaxione 

f Ir1 particolare : Se il quoaiente - , ha,  per x = + cu , limite determi- 
1 

nato (finito od iqînito), quello delle dtkvate, tende, almeno lungo Ifinite suc- 
ressioni est~atte in 1î2odo qualutzqnre da un irzsieme K2, a que2 medesimo 
limite. 

Ricordando i teoremi 6.' e '7.' potremo in fine enunciare i teoremi : 

TEOREMA 13.' Sieno f e y due fi~nxioni della variabile reale x, ad un 
valore, finite, contintce, monotone, derivlnbili nell'intorno (x,, . . . w). Ln (p (In f )  
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ino1tl.e sia senlpre c ~ e s c e n t e  ed infinita pey x = $ m. I? quoziente delle 
l o ~ o  derivate non possa aveve l imite szipwiore i n j n i t o  (l imite inferiore nullo) 
se n o n ,  tzitt'al p i ù ,  lzei punt i  d i  zcu lnsieitze discreto;  le derivate mede- 
sitne sieno atte al la  integmxione debnita in ogni  i n t e r ~ u l l o  jînito (x,, ... z'. 
Dico cke, condiaione riecessai-ia e sufficiente, perchè Z'ordzne d i  infi- 
nito della f sia inferioj-e (superiu?.e) a quello della y, s i  è clle, ad ogni n u -  
rnero positivo E piccolo ad arbitrio,  (grunde quanto s i  vuole) possa coordi- 
n a r s i  ura minzero a*,  tale che i l  ~ a p p o ~ t o  fra la estensiotze esterîzcr: dell ' insien~e 
dei pzlnti [ir] s i tuut i  nell'intervul[o (Y,, ... x) pei qzlali è soddis fat ta  la  ve- 

f' (4 Iaxione - < e ' 3 '  > .) ai in  esiensione de117 hs ie ine  dei  pun t i  [El 
?' (x) 

in c u i  quella relaxione non pub essere soddis fnt ta ,  tetzda all' infinito in -  
s i m e  ad Y. 

OSSERVAZIONE. I l  teorema 12, insielne col cmollario del teor. G o ,  non 
possono senz'altro fornirci le condizioni iiecessarie e sufficienti per l a  esisteriza 

f del limite )., Jiwito e diverso dallo zero;  pel quoziente - -  . Invero : l a  con- 
a 

dizione di essere inonotona , per la  F = f - ). p ,  è stata trovata suBiciente, 
ma  non risulta corne necessaria dalle dimostrazionj fatte. 

ij VI. 

L o  studio del comportamento assintotico della dewbata lognritmiccr, che 
fii già da1 Du BOIS REYMOND posta a base della classificazione delle funzioni 
secondo llordine di infinito (*), h a  assunto in questi ultimi tempi importanza 
specialissima per  tutte le qujstioni riguardaiiti il calcolo infinitario. 

Non sembrerà quindi inopportuno che io qui accenni alle applicazioni 
che trovano, in questo campo, alcuni dei teoremi stabiliti nei $5 precedenti. 

14. Per conservare le notazioni usate precedentemente, indicherb con 
S2 un insieine di punti [El appartenenti ad un intorno (x,, . . . 4- a), se il 
rapport0 fra  la estensione esterna della parte di  Ec contenuta nell'intervallo 
(x,, . . . z alla lunghezza x - x, dellliiiterrallo stesso, è infinitesimo per z = W. 

(9 Questi Atznnli, Serie II, Vol. IV, pag. 388-393 (1S70). 

Annali di ~Mntemnticn, Serie III, tom0 VZIL 
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Indicherb con Tc2 l'insieine dei punti che rimangono nell'intervallo (z,, . . . + cio) 
dopo che se ne sono tolti i punti [Cl. 

15. TEOREMA 1.' Sia f (x) zina fzllzxjone della vaî~iclbile ~ e a l e  x, ad ulz 

valore ,  f iniiu,  c o n t i ~ m a ,  monotomz e che h a  clel-ivata a t ta  a l la  in tegrazione 
definih in o g n i  in terval lo  finito di un de t c rmina to  intorno (z,, . . . +- m). 

Dico che, se essa soddis fu  ln corzdixi'one 

l u  sua  derivatu iogaritrnicu d inJinitesima per  x che tende a l l ' i n j n i t o  lungo 
i?zj?rite srcccessio~zi 6, che costituiscono ne1 loro complesso un ins ienfe  egual- 
mente  denso nelZ7in torno (x ,  , . . . 4 m\, e che : 

a d  ogni~nzirnero yosifico E se ne pz4 c o o r d k a r e  tnzo x, ubbasfanxu g ~ u m l e  
perchè, in t u t t i  i puizti [XI d i  u n  insieme n'? contenuto i n  (Y,, . .. w), sia sod- 
d i s fu t ta  la re laxio~ze  : 

Ci limiteremo, per maggior senîplicità, a funzioni f (x) positive rion de- 
crescenti. 

Facilinente si ~ e d e  che, per qualurique nuinero h positivo anche varia- 
bile con x ma non avente l imi te  superiore infinito, si ha, per le ipotesi poste: 

Di qiii si ricava 

baiIn (1') si deduce che, ad ogiii coppia di numeri h ,  u-, positivi arbi- 
trari, si pub coordinare un numero Xh ,a i  abbastanza grande perché 

Dalle (3) percib ricaveremo : 
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f (tS,ld G N a  si ha --- > 1 , dunque, posto - = c ,  XI,,, .= x' , si 11a 
j(a) - h 

Poichè, ad ogni coppia Y, I r ,  corrisponde un numero situato fix x, 
ed x + h,  cosi la. (4) prova la prima parte del teorema. 

Dico ora che non è possibile clce es idnno  due numersi positivi n ,  3, a i  
qual i  s i  possa coordinare un nuwero  M ubbas tawa grande ,  petmchè, avendo 
scelto a p i u c e ~ e  zcn valore x, dell ' intorno (x, . . . + so), se ne trovi poi u n  
altro alnzeno X, > x, tale, che I1i?zsieme dei punti  6 s i tuat i  nell ' i?zfeî~vallo 
(x., , 2, -{- M )  e pers i p a l i  s i  pub soddisfare la condiaione : 

f '  ( 5 )  > 3, 
f ( S r )  = 

abbia estensione eslerna non  minore d i  r i .  

Dato che un tale intervallo esista, poichè, per le ipotesi poste, le fun- 

zioni f '  (x), - f' (r) , sono entrambe integrabili, ed è inoltre : 
f (.XI 

avremo : 

e, per la (5), e per la ipotesi posta sulla estensione esterna dell'insieme [<], 

Cib dovendo accadere per valori x, grandi a piacere, contraddice l'ipotesi 

Si vede dunyue che l'insieme dei punti [FI, dove la (2) pub non essere 
soddisfatta, gode della. proprietà che la estensione esterna di quella sua parte 
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clle è contenuta in un intervallo (.a. . . .x $- JI )  di ampiezza finita, diverita 
inhi tes ima col crescere indefinito di x. L'insieme [ t ]  è percib (") un in- 
sieme &, e quel10 dei punti dove invece In (-2)  è soddisfatta è un in- 
sierne Tc2. c. d. d. 

1.6. TEOREMA 2.' S i a  f (.çj Idna fzinxione della varinbile  eul le x, ad ,16n 
c a l o ~ e ,  f i~zita,  continuu, nlonotona e clle amvzette derivata u t ta  alla in tegrazione 
def in i fa  il, qualunque in terval lo  firlito delllintor.lzo (.T, . . . + m). 

Ad ogni  nzinzero E posit iuo,  se n e  possa c o o r d i n a ~ e  wao x, abbustanzu 
gvatlde perchè l n  relaxiolze : 

s ia  soddisfatta ne i  p u n t i  [ t ]  d i  zcn h s i e m e  detaso egualrnente ~zell'i~ztot.tzo 
(2, . . . + m). 

Dico che s i  ha 

Preso infatti un  numero x > x,, dividiamo l'intervalle (x, . . . x + 1) in 
un numero arbitrario di tratti d , ,  d 2 ,  a3 , .  .. 

Entro  ogni tratto 8, si dovranoo poter trovare punti nei quali è soddi- 
sfatta l a  (7). 

Indichiamo con 5, uno di tali punti. 
P e r  la  integrabilita, della f '  (x), avremo : 

Possiamo sempre supporre x, abbastanza grande perchè la  f (x)  non 
cambi segno, e quindi non si annulli ma i ,  nell'intorno (.z,, . . . + 00). Ivi è 

f ' (4 dunque integrabile anche la funzione - . 
f (x) 

Supponiamo, per fissare le idee, che la f (a) sia positiva non decrescente: 
avremo allora : 

(*) Cfr. il n , O  9 del iuio Co?ttributo ulln teoria degli insiemi. 
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epperh, dalle (9) si h a  : 

e cib prova l'asserto. 

17. Accostando questo teorema al precedente, si vede clle 12 condi- 

zione c(E)< E ,  ohe pel teor. 1 . O  è necessaria e per il teorema 2.' sufficiente, 
f ( 5 )  

f (3 i- 1) affinchè si abbia lim -- = 1 ,  non E dai due enunciati richiesta pe~-  gli 
*=a f (4 

stessi insiemi di punti. E: cioè: i punti nei quali deve essere soddisfatta l a  
condizione riecessaria costituiscono un  insieme non necessariamente denso in 
ogni punto dell'intorno in cui esso è situato, cib è sempre richiesto invece 
da1 secnndo teorema. 

P e r  giungere ad  una condizione necessaria e sufficiente basterebbe pro- 
vare che l'insieme IC2 (s) di cui si è fatto parola al teor. 1." è denso egual- 
mente in tutti i punti di un determinato intorno dell'infinito. 

E bene di non confondere il complesso di tutti i termini (,,h delle suc- 
cessioni lungo le quali si h a  

con I'insieme dei punti pei quali è 

Fissato un E ,  ad ogni salore di h corrisponde un valore x,,h tale che 

ma,  non si pub escludere che,  al tendere di h al10 zero ~ , , h  non tenda al- 
l'infinito, e cosi non si  pub asserire che ,  entro un determinato intorno del- 
l'infinito, i valori che fanno parte di successioni lungo le quali è soddisfatta 
l a  (11) soddisfino anche tutti l a  (12). 

Quella convergenza uniforme che occorrerebbe richiedere, ha sicuramente 
luogo quando si tratti di funzioni che hanno derivata logaritmica determi- 
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f '  (3) non nata ne1 punto x - m; poichè, in forza delle ( I l ) ,  jl limite : lim - 
z=m f (4 

pub esistere senza essere nullo. 
Si  pub aggiungere aricora clle: 
il teorema fondamentale della inia Memoria : Szd la  Determinazione del- 

iJordine d i  i?$/zito, vale, per le furizioni clie hanno derivata  Zogaritrnica de- 
t e r m k a t a  per x = + m l  indipendentemente dalle ipotes i  che la delsivu ta or-  
cîi~zaria f '  (x) , s ia  integrabile i n  ogn i  i~z t e w a l l o  Ji?zifo (x, . . . J) e che s ia  
determinuta  per z = + oo. 

Dimostrerb infatti il teorema seguente : 

TEOREMI 3.' C o d i z i o n e  .necessaria e suf ic iente  a f i n c h è  ulaa ficnuione 
f (c) del la  onriubile reale J, ad tin valore,  firzita, contimln,  mo?zotona, deri-  
vabile in t u t t i  i pzrnti d i  un detewniîzato in torno (x, . . . + m) e che ammet te  
de).ivata logaritnzica d e t e m i n a t a  a~zclte tzel pzrtato x = + CO, soddisfi la con- 
clixione 

lim f ( x + l ) _  
x=w f (x) - ' 1  

è clle la  sua  derivata loyarit inica s in  infinitesitna per  x = m. 

La formula (4) trovata al teor. (l), senza aver ricorso alla eupposta in- 
tegrabilità della f '  (x), diniostra appunto che la condixione è necessaria. 

V e i i i ~ m o  alla seconda parte : La condixio??e è suficiente.  Questa, che ne1 
inio lavoro più volte cittlto, Szilla determittazioite,, ecc., h a  I'importanza mag- 
giore, si trova ivi dimostrata in  t re  diversi modi. Mi permetto di riportare qui a 

la, terza dimostrazione perchè è semplicissin~a ecl h a  l a  massiina generalità. 
Supponiamo, per fissare le idee, che la  f (x) sia positiva non decrescente, 

e vediamo se è possibile clie lungo una successione J, di punti tendenti al- 
l'iiifiaito, sia sempre 

Si ha intanto : 
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Se uonianio: 
L 

abbiamo : 
1 5 l???, < S- dl,, , (16) 

e percib, tenendo conto delle (15) e (13), si h a  dalla 14 :  

Poichè B è iina quantita costante > 1, l a  (17) ci dice che non è possi- 
bile che l a  dcrivata logaritmica sia infinitesima per x = m. 

18. Se, come è supposto nella mia Memoria, ci si limita alla consi- 
derazione di  quelle funzioni che sono finite, continue, monotone, derivabjli i n  
tutti i punti di lin determinato intoino (x, . . . + m), e che hanno derivata, 
logaritmica determinata ne1 purito x = + m,  e si dicoilo appartenere alla 

f 4- 1) - prima classe quelle per le quali è soddisfatta la coridizione lim - 
s=m f (4 - 1, 

potremo, analogamente a quanto iv i  è detto rie1 Teorema foficlamentale, con- 
cludere : Condizione ~zecessa~iu  e szrflcie~zte p e x h è  zcna fi~nzione uppu~.tengu 
a l l a  yriwu classe, s i  è che aOOia c1eril;atn logwitnzica iwfi~zitesitna per n: = + m. 

19. OSSERVAZIONE 1. La condizione di cxvere derivata logn~.itmica de- 
t e ~ h z a t a ,  cEie noi abbiamo iinposto alle funzioni della prima classe, limita, 
più di quel clie occorra, In utilith pratica del teorema fondamentale. 

Vi sono infatti îunzioni per le quali pub dirsi clle una  tale condizione 

è conseguenza necessaria del fatto lim f ( z + l )  =,. 
%=a f (8) 

P e r  vedere, con maggiore chiarezza, le ragioni di  questa cosa, escludo 
i punti x dove è f '  (x) = 0, nei quali la  derivata logaritmica è identicamente 
nulla. Ricordando d i e  la f (x) è rnonotona, re r rb  cosi ad  escludere anche che 
sia f '  (tzih) = O e p0ti.b scrivere : 

Di qui, essendo 

lim f (h~) = 1, 
e=m f (y) 
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deduco : 

Ora,  per le formule (4), si ha  : 

D ' a h  parte, per ogni Valore di x, si h a  

cioè, preso un numero positivo N maggiore di 1, si pub ad ogni valore di z 
far corrispondere un H, tale che 

dalle formu le yrecedenti, 
maggiore di xetSo, f:itto 11 

Ogniqualvolta adunque esista 2 0 2  l;alorepositie;o JI con lu p q w i e t à  espessrr 
e le II ,  co~.risl~ondetzti abbiano limite infe~iove I l  
< H, in tiitte le formule precedenti, ne verrà 

e la derivnta logaritmica sarà ~ e s a n î e n t e  infinitesima, in conseguenza della 
f(x + 1) ipotesi lim --- - 1. 

z=oo f(.r) 

r i  l a l e  conclusione potrà esseïe erronen. solo quand0 sia H= 0. 
Si osservi perb che, in qiiesto caso, ad ogni coppia di niimeri positivj 11, M, 

deve potersi coordinare un numero positiro rh abbastanza grande percliè, in 
ogni intorno (x,.  . . , + w), 2 > xh, esista almeno un  punto x' con la pro- 
prietà : 

f '  <x') > M, -- x' < % y  < x' + 11. 
f ' (:.Tl, 11) 

S e  ora consideriamo che h pub essere scelto piccolo a 
bitrariamente grande, e che d'altra parte in ogni punto x' 

si vede che, se la f (x) non è infinitesima almeno lungo 

piacere ed Al as- 
si ha sempre 

determinate suc- 
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cessioni_"di valori x tendenti all'infinito, non è possibile che essa soddisji l a  
condixione segztente : 

Es i s ta  ulz numero positivo d' al  quale s i  possa coordinare zttz 9zume~o h 
positivo tale,  che, entro oyni  tratto d i  awpiexza nzin0r.e od eguule ad h, d i  un 
determinato itztorno dell'infinito, la oscillaxione della funxione f '  (z) sia mi- 
nore d i  CI. 

In particolare si vede Che: 
Se per una  funxione della variahile reale x, ad zila vnlore, wonotona e 

derivabile itz ogrzi intovno dellfinJinito, è soddisfatta l u  ~e tax ione  

se la  derivatu Zoyaritmica fB >ion è infinitesima ne1 ptrrto x = + m, e la  
f (4 

derivata o rd inwia  f' ( x ) ,  è i v i  determinata, senxa essere infinitesi~nu, qzcesta 
stessa derivata nogz puh essere conti.rzua uniformemente in urt de temhta to  itz- 

t o m o  dell'i~zfiviito. 

Tenendo conto del fatto che le funzioni con cui pih di frequente s'lia 
che fare ne1 calcolo infinitario, hanno sempre derirata uniformemente conti- 
nua in un intorno determinato dell'infinito ed infinita per x = + ml tornerà 
utile il seguente teorema : 

TEOREMA 4.' Se una  funxione della oariabile ~ e a l e  x, ad u n  valore, rno- 
notona e d e h a b i l e  in un determinato intorno dell'infinito, suddisfa la C O H -  

dizione lim f ( x  + ' ) = 1, se l a  sria derivata ordinaria f ' ( x )  è continua uni- 
.%=- f (x) 

formemente in u n  determinato intorno dell'inJinito ed é determiltata ne2 pzinto 
x = + 00, senxa essere iui  infinitesima; cib basterà per concludere 

Si noti, a questo proposito, che, d a  un noto teorema del prof. C. ARZELB 
(Cfr. Sulle  serie d i  funxioni. Mem. Acc. di Bologna, anno 1899, pag. 135) 
si deduce subito che, per ogni segment0 finito (x,,. . x) ad ogni numero po- 
sitiro E ,  pub coordinarsi un numero positivo h abbastanza piccolo perchè la 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 VIII. 37 
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somma dei segmenti clhis nei quali non è :  

I f ' ( $ )  - f '  (L,n) 1 < E  

sia tanto piccola quanto si vuole. 
Cib pub servire di conferma a quanto f u  dimostrato al teorema 1.' di 

questo 5. 
20. O s s ~ ~ v ~ z ~ o n . ~  II. Taluno che h a  fama meritata di geometra illu- 

stre e clie è in questo genere di quistioni specialmente versato, mi ha  invi- 
tato ad esaminare con maggiore profondità l'importante argomento trattato 
nelle pagine precedenti, per vedere: se alcune delle condizioni espresse negli 
enunciati dei teoremi 1.' e 4." non fossero ne1 fatto superflue, e non vi ap- 
parissero se non per la necessità di rendere rigoroso i l  ragionailiento. 

Tn particulare : esaminare (in relazione al Teor. 4.") se non fosse suffi- 
ciente, per l a  derivata f '  (x), la  condizione di essere finita e continua in ogni 
punto a distanza finita. 

Ora non è difficile citare l'esempio d i  una funzione monotona, finita, de- 
rivabile in ogni intorno dell'infinito, finita anche ne1 punto x = + m, e qui~idi 

tale da  rendere soddisfetta la relazione liin (x + l) = 1, la cui derivata è 
m=m f (3) - 

pure finita e continua in  ogni punto a distanza finita, ma, lungo certe suc- 
cessioni 5,, , è infinita ne1 punto :c = + cm. 

Tale è la funzione rappresentata dalla curva 

tracciata al modo seguente : 
Indichiamo con h ed Y due dati numeri positivi, e con p un numero 

maggiore d i  1. 
Consideriamo pui le successioni : 
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Partendo ora da un punto qualunque del piano x y ,  che chiameremo 
(x, , y,) traccianio un segmento 1 (xi ,  y,) - (x, 4- h l  y,) 1 parallelo all'asse 
delle x. 

Ne1 termine (x, + 11, y,) tracciamo un arco di cerchio tangente a quel 
segmento, con raggio r , ,  centro ne1 punto (x, $. k ,  y, + Y,), ed ampiezza ?, . 

I l  termine di questo arco, avrà per coordinate, 

5 i = x i + h + ~ i ~ e n r p i ,  q i = y , $ r , ( l  - cosrp,). 

I n  questo punto si continui la curva con un secondo arco eguale e tan- 
gente al primo, ma con la roncavità rivolta verso l'asse delle x. 

Chiamando con x,, y, le coordinate del termine di questo arco, conduco 
i n  questo punto un segmento di lunghezza IL parallelo all'asse delle x, con- 
tinuo la curva con due archi tracciati in modo analogo ai precedenti ma coi1 
raggio Y,, ed ampiezza y,. Proseguo cos1 indefillitamente. 

Le ordinate y, della curva tracciata, non crescono più rapidainente delle 
1 

somme Sn della serie 2 - 9  epperb la funzione rappresentata da quella curva 
nP 

(evidentemente monotona e continua) è finita per x = + oo. 

L a  tangente varia con continuità, non è mai perpendicolare all'asse x, - 
ma, nei punti di asciçse (,, fa angoli p che tendono al limite -Lm 

2 
L a  derivata, lungo la successione, E ,  è dunque infinita, per n = f a, 

Y' ed il rapport0 - non pub essere infinitesirno. 
Y 

Con una lieve rnodificazione si costruisce una funzione sempre cî.escelzte, 
che conserva 1s medesima proprietà. 

Basterà p. es. dare a i  segmenti rettilinei inclinazioni positive +,, con 
la condizione che la successione +, , +,, +, , ., . diventi infinitesima di  ordine - - - 

1 r 

superiore alla successione - - y , ,  - 
2 2 1" ' -  2 

rp, , . . . , conservare per 

gli archi circolari i medesimi raggi, e per quelii che volgono la convessità 
verso l'asse 2, anche le stesse ampiezze, disponendoli in modo che si con- 
servino a due a due tangenti fra di loro ed ai segmenti rettilinei a cui si 
congjungono. 

21. Le difficoltà clie si incontrano quando si cerchi il comportamento 
assintotico della derivata logaritmica, e che ne1 fatto dipendono dalla forma 
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che assume il criterio inverso di quel10 d e l l ' H Ô ~ r ~ a ~ ,  sono in parte eliminate 
quando si risalga dalla derivata logaritmica al logaritmo. 

Poichè, nei $5 precedenti, abbiamo trovato delle condizioni necessarie e 
szificienii per l'applicazione del teorema d e l l 7 H Ô p ~ ~ ~ ~ ,  potrerho senza nessuna 
difficoltà eseguire questo passaggio. 

E d  anzitutto, se conserviamo la definizione di classe lna, data al n." 18;  
scorgeremo subito che i lognritmi delle funzioni appartenenti alla 1.' classe 
soddisfano le condizioni richieste da1 Teor. 10; e ne concluderemo che : 

Conditione necessaria e sz~ficiente perchè una fiinxione della variabile 
veale x firzita, continzra, nzonotona, dehabile irz tutti i purzti di un detemi- 
nnto into~no clell'infinito, ed avente derivata logaritmica detewzinuta unclze 

ne1 punto del17inJinito, soddisfi la conditione lim (" + l) = 1, si è che i l  
z=co f (x) 

suo lognritrrno sia hzfinito di  ordine inferiore al primo. 
D'onde la espressione 

y = 

x E (3) monotona, E (2) finita, continua, derivabile in tutti i punti di intorno 
(2, , . . . + m), infinitesima per x = + oz,, per le funzioni appartenenti alla 
prima classe, trovata al n." 32, della citilta Memoria. 

22. L'enunciato precedente contiene delle condizioni superflue, ed, in 
particolare, quella che la derivata logaritmica sia determinnta 'ne1 punto 
x = + m. Si lianno cioh i teoremi segiienti : 

TEOREMA 5.' Sia f (x) uua funxione della vaviabile reaie x, ad un va- 
lore, fiuita, continua, selîzpre crescente in  tutti i pztnfi di  un detevminato in- 
toi-no (r, . . . m) ed abbia derivata atta alla integraxione deiînita in  ogni in- 
tervallo finito (x, . . . x). 

Dico che, se è soddisfutta la relaxione 

lim f (.% 4- 1) = 1, 
z=oo f (.c) 

il logaritmo cp = lg f , ,?ton pub essere infinito di  ordifie superiore nè e g u l e  
al primo. 

Supponiamo infatti che y = l g  f ,  sia per x = + w, infinita d i  or- 
dine > 1. 

F 
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L a  funzione y ,  che per le ipotesi poste è sempre crescente, finita, con- 
tiriua ed ha derivata atta alla integrazione definita, dovrebbe soddisfare la 

condiziona > tn, (vz positivo determinato). 

Per  il Teorema 1 2 . O ,  dato al $ V, si dovrebhero poter deterniinare due 
numeri positivi p, xp, tali che in tutti i punti di un insieme K2 contenuto 
nell'intorno (x, , . . . ao), 1 y' (x) 1 > p nz. 

f '  (4 Preso un nurnero E positivo < p rn, la condizione ( (x) 1 = ( -- / < r ,  
f (XI . . < .  

non potrebbe dunque essere soddisfatta clie in un insieme Z , = ( J , .  . . m) - IG. 
L a  condizione che al Teorema 1." è stata rjconosciuta necessaria, perchè 

esista la relazione lim (x + l) = 1, non potrebbe percib essere aoddisfatta. 
x=oo f (x) 

TEOREMA 6." Sia : f = ex+). Lu E (x) sia m a  funxione fimitu, nzonotona 
in ulz intortzo (x, . . . + mj , injinitesima per x = + m. La a E (5) sia an- 
ch'essa rnonotonu in qziello stesso intomo. Cib Lasta per potere asserire che 

. . .  

Poniamo, anche qui, che la f (x) sia positiva, non decrescente e che la 
E (x) sia positiva, e percib non crescente, in tutto l'intorno (x, . . . +- 00). 

Scriveremo : 

Poichè è lim e " ~ )  = 1, si tratta di prnvare che è 
x=w 

lim (x + 1) 1 E (X + 1) - E (x) 1 = 0. 
*=O0 

Ora, per essere s E (x) positive non decrescente, si ha 
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lim E (x) = 0, 
x=m 

sarà anche lim (x + 1) 1 E (x + 1) - E (2) 1 = 0, e cib dimostra il teorema. 
x=m 

È notevole il fatto clle, per questa dimostrazione, non è necessaria la 
csritiairiitai della f (x) nB, conseguentemente, della e (x). 

23. Se vorremo estendere osa il concetto di classe anche a funzioni 
finite, continue, monotone, derivabili in tutti i punti di un intorno (z, . . . -+ m), 
delle quali non è richiesto che ne1 punto x = $ oo sia determinata la derivata 
logaritmica; se continueremo ad assegnare alla classe prima quelle fra tali 

funzioni per le quali si ha lin] (s + = 1, potremo enunciare il seguente 
G m  f (a) 

criterio : 

Tutte le funxioni sempre crescenti appartenenti alla prirnu classe hanno 
la forma y = ezi("), lim E (x) = O. 

x=w 

Le funxioni della forma y =  ex"^), doue X E  (x )  ed E ( x )  sono entrambe 
monotone, e la E (x) è jifiltital continua, derivabite in un intorno (xo. . . + w), 
infinitesima pet* LX = + oo, appartengono alla prima classe. 

Stabilite cosi le proprietà fondamentali delle funzioni appartenenti alla 
prima classe, non sarà difficile dedurne quelle relative alle classi superiori. 

Ho già mostrato, nella Memoria preventiva più volte citata, qua1 profitto 
se ne tragga per la Determinazione dell'ordine d i  infinito. Quesito questo 
fino ad ora non risolto e pub dirsi anche flan istucliato, se non per classi li- 
mitatissirne di funzioni. 

Spero in un prossimo lavoro di riprendere questo argomento, el seguendo 
la traccia segnata in quella prima Memoria, di svolgerlo con quella larghezza 
e quel rigore che esigono la sua importanza e le difficolth che esso presenta. 

Mi è grato intanto ringraziare qui il mio vecchio maestro e Caro amico 
prof. CESARE ARZELÀ, pei consigli e gli incoraggiamenti di cui mi è stato coï- 
tese durante la compilazione della presente Memoria. 

Riodena, 13 Aprile 1902. 
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Alcuni teoremi sui determinanti. 

(Di ONORATO NICCOLETTI, a Pisa.) 

I n  una ricerca relativa ad uns classe d i  equazioni algebriehe a radici 
reali sono stato condotto ad alcuni teoremi sui determirianti, il primo dei 
quali costituisce un'estensione, a mio credere, non priva d'importanza di un 
noto teorema di HESSE (*). Mi perrnetto cornunicarne in quel clle segue la 
dimostra.zione. 

1. Si abbia un determinante di ordine 9z : 

ai i  ai2 ... air 

a,, aza ... al, 
. . . . . . . . .  
clt1 ali ... ut, 

y 1 1  q 1 2  - qw 

q 2 1  q 2 2  qw 

. . . . . . . . .  
qu1 gu, . q,, 

ne1 quale abbiam posto in evidenza due matrici complementari: 

... (a)  A=IIaikII ( =  k = l , 2  r) 

( b )  b ( 1  2 .  m = l ,  2 .  .. S )  

O, se si vuole, le altre due, pure complementari (e che potrebbero opportu- 
namente dirsi adiacenti a ciascuna delle due matrici A e B) : 

... ... ( p )  P=IIpi,II ( i = 1 , 2  t ;  ~ . = 1 , 2  S )  ) 
. ( 4 )  Q z ( j q z k  I I  ( l =  1, 2 . . .  24; k = 1, 2 . .  Y) .  i (2) 

( ) Cf, R ç s q  Eiiz Beter)ni,zniate~lsntz. (Giornnle di  Crelle, Vol. GO, p. 319.) 
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Nella matrice A indichiamo con a ,,...,,, 3 ,... pJ il .minore di ordine p for- 
mato colle righe a, . . . cc,, colle colonne @, . . . & (supporremo sempre 
U, < al < . . < trp ; Pi < Pe < . . < f ip) e con notazioni del tutto analoghe 
designiamo i minori 'delle matrici B, P, Q. 

Cib premesso, sia, per fissare le idee: t r r (e quindi u s) e svilup- 
piamo il determinante D, secondo il teorema di LAPLACE, per i minori della 
matrice delle prime t righe. 1 miaori di questa matrice possono distribuirsi 
in gruppi, ponendo in un medesirno gruppo quei minori che contengono uno 
stesso numero di colonne della matrice .P (O della -4); il numero di questi 
gruppi è evidentemente uguale al minore dei due numeri t + 1, s + 1, cioè, 
ricordando che t r r ,  s 5 u ,  e indicando con u il nzinore dei quaitro nu- 
meri r ,  s, t ,  u, è uguale ad u +- .l. 

Un minore qualunque del gruppo pmO (con O s p  r a) potri  indicarsi cogli 
indici delle colonne delle matrici A e P che contiene: porremo hrevemente: 

e sarà (a,,  a, . . . ut-,) una .conibinazione qualsiasi della classe t - p dei nu- 
meri l, 2 . . .  r ;  

(y, 7,. . . y,) una combinazione qualsiasi della classe p dei numeri 
1, 2 . . .  S. 

Se con . . . ccr), . . ys) indichiamo le combinazioni 
conzplenzetztari (di classe r - t + p , s - p r i~~e t t ivamente )  delle due 
(a, 8 , .  . . ar-p), (1,. . . y?), il minore complementare in D di Ma, -~ -a t+71-m*7~  

sarh il determinante di ordine u = r  - t -1- s 

la  loro classe comune è data da: 

quindi, pel teorema di LAPLACE, si avrà: 
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(1,Z ... r) 
in cui il simbolo 2 sta ad indicare che la relativa somma va estesa a 

(a,.. ut-,,) - ,  
tutte le combinazioni ( a ,  . . . ut-,) della classe t - ,G dei numeri 1, 2 . . . Y, e 
un analogo significato ha  l'altro simbolo sommatorio. 

Sviluppiamo ora ciascun determinante di ordine t per i 
minori della matrice delle prime t - p colonne; indicando percib con 
( B i  p z .  . . P t - p )  una combinazione della classe t - p dei numeri 1, 2 .  . . t, con 
(fit-,+, . . . P t )  la complementare, si avrà, ancora per il teorema di LAPLACE: 

- aai"+t-e;"l".at-p P ~ t - , + y B t : u Ï ~ r ,  

Affatto analogamente, sviluppando il determinanteNal....,....y? di ordine u 
per i minori della matrice delle prime zl - s + p colonne, si ha, ponendo : 

ed indicando con (8, Js. . . J,+p) una combinazione della classe tu -+ p dei nu- 
meri 1, 2 . .  . u, con (8,+,+, . . . 8,) la  complementare: 

. b  J w t e  + l " ' " i ~ ~ + l " ' ~ ~  ' qJ,.*+'w+8;'t-e+l'oar 

Mediante le (€9, (7), (8) la  (5) si trasforma (con semplici riduzioni) nella 
formola seguente : 

(*) Corne B chiaro da tutto il ragionamento, yer un minore di ordine zero v a  n e l h  (10) 
posta l'unità positiva. 

Annali di Matematica, Serie  III, tom0 VIII. 35 
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Le formule (9) e (10) costituiscono il teorema cui volevarno pervenire, 
che pu6 dirsi opportunamente i l  teorema di  HLSSE getleralixxato. P e r  mezzo 
di esse formule il determinante D viene espresso come un aggregato qua- 
drilineaw ed itztievo dei minori dei successivi ordini delle quattro matrici 
A, B, P, Q, n due a due complementari od adiacenti, colle quali il deter- 
minante stesso si compone. Diremo anche che per le (9) e (10) il determi- 
nante D B sviluppato peT i nzi~zori delle due matvici complementari A e R 
(O P e Q), od anche, più brevemente, p e ~  i minori d i  una qualzrnque di  esse 
mntrici. 

2. Se la quantità w ,  data dalla (7), è nulla, due delle quattro matrici 
A ,  B, P, Q, e precisamente le A e B, sono quadrate. In  questo caso si pos- 
sono porre le formule (9) e (10) sotto una forma molto più semplice. 

Chiamiamo infatti A,,. .5:pl,,.p, il comple~nento algehrico ne1 determinente 
A del minore di ordine p aal...adp ,... t e ;  analogamente sis BaL...5:Bl...~, il com- 
plemento algebrico in B del minore b ,  ... yg,...a ; si avrh allora nella (1 0) 
(ricordando che ora t - Y, u = s) : 

con lievi modificaziorii di indici, si ha allora dalle (9), (IO), (111, la formula: 

dove ancora a è il minore di due numeri ed s, tali che Y $ s = n, ordine 
di D. Diremo che per la (12) il determinante D è sviliippato per i minori 
di nno qualunque dei due deterrninanti A O B. È: ben chiaro, ed è nffatto 
inutile insistervi, come uno sviluppo analogo si possa. avere per i minori di 
due qualunque minori complementari di D. 

(*) S'intcnde che per' p = O An ,... ce; p,...p, A ; Byl...y,. <y1 ... CF, = B. 
l i 
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L a  (12) comprende corne casi particolari alcune formule note;  ponendo 
in essa s = 1, Y = n - 1, si ha  il teorerna di HESSE già citato in principio; 
se delle matrici quadrate A e B quella di ordine minore si suppone formata 
di elementi tutti nulli, la  (12) si riduce al10 svjluppo di un determinante orlato 
con un certo nurnero di rjghe e colonne (y). 

3. Alcune osservazioni sui risultati che precedono. 
a )  In un termine qualunque del10 sviluppo del determinante D, corne 

è dato dalle formiile (9) e (IO), il prodotto dei termini principali dei singoli 
(determinanti) fattori è evidentemente un termine del determinante D e col 
suo segno: ne segue che questo termine.ha in D il segno: 

(il che del resto si verifica molto agevolmente). Supponiamo inoltre, per fis- 
sare le idee, che sia ad es. : 

t e s e  1'5~. , (13) 

le quattro matrici P, A, B, & si diranno allora, ~zell'orditze sc9itt0, priwza, 
seconda, terza, pzcarta matrice. Con queste convenzioni, il risultato del n.O 1 
pub enunciarsi al modo seguente: Si consideri nella prima matrice un mi- 
nore qualsiasi di ordine p,  nella matrice complementare, l a  quarta, si consi- 
deri pure un minore qualsiasi di ordine tu + p ; sopprimendo in D le righe e 
le coloniie che forrnan questi due minori, rirnangon due minori, l'uno di A ,  
l'altïo di B. I I  prodotto d i  questi yuattro rninori col seyno con c z ~ i  i l  pro- 
dotto dei loro ternzi~ti pritzcipali figuru tael detemzinalîte D è un termine del10 
sviluppo di  D secondo le ( 9 )  e (10): e si ottiene appunto i l  vulore d i  D 
somnzando tut t i  i termini ottcmtti i n  ta1 gzcisa da tutLi i nzinori della 
prima watrice. 

Un risultato affatto identico si ha, riferendosi, icvece che alla prima ed 
alla quarta, alla seconda e tema matrice. 

b) Chiamiamo C A ,  c g ,  c p ,  CQ le caratteristiche delle quattro matrici 
A, P, B, Q : se consideriarno l a  matrice formata dalla riunione di due ma- 
trici adiacenti, ad es. : delle A e P, la sua caratteristica riori pub evidente- 
niente supernre cA + c p ;  se essa caratteristica è d'altra parte minore del nu- 

(*) Cf. M. ARNALDI, SUL deter~sinanti orlnti. . . (Giorriale di Battaglini, Vol. 34; 
pag. 209, 1896.) 
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mer0 t delle sue righe, il determinante D è uguale al10 zero. Ne segue il 
risultato (che potrebbe dedursi direttamente dalle formule (9) e (10)): 

Se  ha luogo una delle quattro disuguaglia?zxe : 

ca+cp<t ,  cA+cQ<rl C B + C P < S ,  C B + C Q < U  (14) 

i l  determinante ll è nzdlo. 
c )  Nessuna delle quattro disuguaglianze superiori abbia luogo : sia in-. 

vece ad es. : 
CA -1- CP = t. (ed insieme CA > O, cP > O). (15) 

Nelle (9) e (10) sono allora nulli tutti quei termini, per cui è p=]= cp .  

Poichè inoltrc ciasciina delle due matrici A('A', ~ ( ' p )  associate delle A e P 
dei ranghi G A ,  cp rispettivamente (*), hanno la caratteristica 1, si potrà porre, 
indicando con p, Y, (p, 0) delle funxioni mx iona l i  delle aik ( p r s )  : 

Per le (15) e (16) le (9) e (10) allora diventano : 

V ~ l . . . ~ c A  . 'R..*Y~~ b ~ w . + c p + ~ . . ~ ~ l ; ~ C p + l ~ ~ ~ ~ S  ~~i.~*~v+cp;*cA+d+l***"I 

('*) Cf. NICCOLETTI, Sulle matrici associute ad unrc matrice data (Atti dell'Accademia 
di Torino, giugno 1902). 
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si ha  infine : 
D =  G .  H ;  

donde i l  teorema : 
S e  itz u n  determimzante d i  ordiite îz si h a  u n a  matr ice  d i  IUZ certo ?tu- 

mero  d i  t i g h e  (colonne) e d i  tu t te  le colotz~ie (righe), l a  quale  s ia  decomn~o- 
tzibiEe i n  due  matvic i  parxial i ,  colt elenzenti tzoiz t u t t i  nu l l i ,  t n l i  che l a  s o m w a  
delle loro caratterist iche iigrragli i l  numero  delle riglie (colonne) de l la  m a -  
t ~ i c e  che le  contzéne, i l  de terminante  stesso s i  decompone ne1 prodotto d i  due  
funxioni r a k o n a l i  de i  suoi elementi. 

d)  I n  ciascun termine dello sviluppo di D, secondo le formole (9) 
e (IO), figura un minore della matrice Q di ordine maggiore od uguale a 
w = r - t = u - s ,  uno della B di ordine maggiore od uguale a 
zo' = s - t = u - r. Ne segue immediatamente : 

S e  h a  luogo una delle due d i suguag l ianse :  

CU < 2u'j cQ < w,  (19) 

il d e t e r m i m n t e  D è lzullo. 
e)  Si abbia invece ad es. : CQ = zu ; nelle formule (9) e (10) bisogna 

limitarsi al valore p = O ; inoltre si pub porre: 

indicando le ,C e a determinate funzioni razionali degli elementi q i k .  

Si ponga allora uelle (9) e (10) p -;; O (e quindi p ~ , - ~ + ~ . . . p ~ ~  ,... = 1); e, 
per l a  (20), si ponga anche : 

si avrà : 
D = lx. N ;  

cioè il teorema: 
Ove abbicl lzioyo zwa u lme~zo  delle due ugzlaglinnxe 

i l  determi~zante  L) si decornpo~te ancora n e 1  prodotto d i  due firtzxioni rnz io-  
w l i  dei  suoi elenîenti. 
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f )  Si supponga in particolare : 

E allora w = n - 2, 20' = O j il teorema precedente si siduce ad un noto 
t,eorema di HESSE (*). 

4. I l  teorema espresso dalle formule (9) e (10) è compreso corne caso 
particolare in un teorerna molto più generale. 

In un determinante D di ordine n dividiamo le righe in i grupgi di 
Y,, 1. ,,.. . ri righe ciascuno, (Y,> O), le colonne in k gruppi di s,, s,, ... sk 
(s, > O )  colonne ciascuno, di guisa cha si abbia 

Determiniaino poi tutte le soluzioni (che sGno evidentemente in numero 
finito) in numeri jntieri, positivi e nulli, del sistema di i + lc equazioni nelle 
i k quantità a,, : 

Indicando con (a,,) una determinata soluzione delle (24), dividiamo le 
righe (le colonne) del gruppo r, (del gruppo s,) in L (i) gruppi parziali di 
a,,, apo... a , ~  righe (a,,, a ,,... a+ colonne) e consideriarno gli i lc deter- 
minanti DaFe (minori di D) che si ottengono colle righe e colonne a, del 
gruppo r ,  (e s,), avvertendo che per un minore di ordine nul10 intendiamo 
l'unità positiva. Si ha  allora : 

a)  Il prodotto degli i lc minori Dape ura definiti fa purte del determi- 
natzte D, quando al10 stesso prodotto si attribuisca il segno che il prodotto 
dei loro termini principali, (che è evidentemente un termine di D) ha ne1 
determinante D. 

Si considerino ora tutte le possibili soliizioni delle equazioni (24); per 
ciuscu?za di esse soluzioni tutti i posaibili modi diversi di divisione delle 
rjghe 1, e delle colonne s, in gruppi parziali, corrispondedi alla soluzione 

(*) Cf. HESSE, loc. cit., pag. 320. 
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considerata; ed ogni volta si consideri, col suo segno, il prodotto dei nu- 
meri Da/<" che si sono ottenuti. Si ha allorn : 

b)  L a  soinina d i  questi p o d o t t i  è ugzrale a l  de t eminan t e  D. 
Accenniamo sommariamcnte alla dimostrazione di questo teorema. 
Osserviamo innarizi tutto che esso è già noto per alcuni ralori partico- 

lari dei numeri i e k. Cosi ad es. : per i = k = 2, si ha  il teorema espïesso 
dalle formule (9) e (10); per i (O k) = 1, k (od i) qualunque si ha  il teo- 
rema di LAPLACE sotto la sua forma più generale (*); per i = lc = n si ha 
Io sviluppo del determinante D secorido l'ordinaria definizioiie, ecc. Potremo 
adunque procedere per induzions e dimostrarne la verità per un certo si- 
stema (ik), quando si sia già ammesso per qualunque sistema (1 m), per cui 
si abbia 1 r i, ln c Ir ed insieme 1 + 112 < 2 + k. Supponiamo allora che uno 
dei due indici i, k, ad es. : i sia maggiore di uno; poniamo : 

n = r i  f n', con fa' = r, + r,  + . . + ri ; (25) 

e sviluppiamo D, seoondo i l  teorema di LAPLACE, per la niatrice delle r, righe 
del gruppo r , .  Dovremo considerare un minore qttalunque 2Cf di questa ma- 
trice, il suo complementare N, e al loro prodotto attribuire il segno con cui 
i l  prodotto dei loro termini principali figura in D, quindi sommare tutti questi 
prodotti. Il minore M di ordine r ,  conterrà un certo numero d i  colonne, a,,, 
del gruppo s, (a,, s O ) ;  il complementare N ne conterrà s', - s, - a , , ;  e sarà 
anche evidentemente 

k 

2, alp = y ,  
1 

(26) 

e quindi anche 
b 

Xfp s', = n'. 
1 

Sviluppiamo ora il minore M mediante il teorema di LAPLACE genera- 
lizzato (O cib che fa 10 stesso per il teorema enunciato sopra in cui si sia 
fatto 1% = r, , i = 1 , g p  = a,,) per le matrici delle colonne a , ,  , r r , ,  . . . a , k  in 
esso contenute; verrà M uguale alla somma di un certo numero di prodotti 
di k deteminanti degli ordini a , ,  , a,, .. . a ,k ,  con un segno determinato. Svi- 
luppiamo quindi il  minore complementare N secondo il teorema superiore, per 
le righe r,, 9- ,... ri e per le colonne s r , ,  s', ... sIk (si noti che il teorerna 

(") Cf. ad  es. : PASCAL, Beterinii~nrzli, pg. 51. 
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superiore è ver0 per ipotesi per i valori i- 1 e k); verrà N uguale alla 
somma di un  certo nurnero di prodotti (con un segno determinato) di 
(i - 1 )  k determinanti N i a p p  (P = 2 ,  3 . .  . i, p = 1 , 2 . .  . k )  corrispondenti, 
in tutti i modi possibili, alle soluzioni del sistema: 

4 \ 
r, = 2, a,, ( p  = 2, 3 . . . i) 

1 / 
i 

srp = Tp$? ( p  = 1, 2 . .  . k) \ 
Da1 prodotto di M per 11' e dalla somma dei prodotti analoghi che figu- 

rano nello sviluppo di D si ottiene quindi che D è uguale alla somma di un 
certo nurnero di proilotti di i k deterniinanti corrispondenti, in tutti i 
9nodi possibili, alle soluzioni del sistema (27), combinate con tutte quelle 
della (26). Ciascuno di questi prodotti figura poi in D con un segno deter- 
minato. M a  ricordando che 

ne segue che in ta1 guisa si ottengono tutte le possibili soluzioni delle equa- 
zioni (24j e, corrispondentemente ad una determinata soluzione, tutti i modi 
possibili di divisione dei gruppi delle righe Y, e delle colonne s, in gruppi 
parziali corrispondenti. Inoltre, considerando in ciascuno degli i Ic determinanti 
fattori di ciascun termine della somma cos1 ottenuta i l  suo termine principale, 
il prodotto di questi terniini principali (che è evidentemente un termine di D) 
viene nello sriluppo ad  avere il sepno stesso del termine d a  cui è tolto: questo 
segno è dunque quel10 con cui figura nello sviluppo ordinario di D il pro- 
dotta di essi termini principali : il che evidentemente completa l a  dimostra- 
zione del teorema eniinciato. 

5. Da1 teorema precedente segue un'interessante identità, aritmetica. 
Ogni termine del10 sviluppo di D secondo esso teorema contiene n,,(+,!) 
termini del determinante D, essendo (a,,) la soluzione delle (24) cui il ter- 
mine corrispoiide : ad  z r m  di queste soluzioni corrispondono evidentemente: 

l l p  ~p ! T ' s !  . P L  termini del10 sviluppo di D secondo il teorema supe- 
%P (arp !) ~ J P P  ( ~ P P  9 
riore : d'altra parte D contiene n ! termini, prodotti d i  n dei suoi elementi; 
ne  segue l'identità (che sarebbe agevole dimostrare coi rnetodi del calcolo 
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essendo la somma estesa a tutte le possibili soluzioni distinte in numeri in- 
teri, positivi O nulli, delle epuazioni (24) .  

Pisa, 25 Novembre 1902. 
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D e  la determinaison de certaines fonc- 
tions d'aprbs des conditions données. 

(Pav 1. H. GRAF, à Berne.) 

n = a  1 DE LA FONCTION f (x) =l- log (1  - 2) $ = 2 2". 
,t=l 12 

O 

log(1 + x )  - logx 
d x ;  

a f ( - $ )  l o g ( l + r ) - l o g z  
f(- ;)  =J X ax - - X ; (4) 

-m 

=- log (1 - xt) a 
X ' 

- log (1 + x) (1 - x)-4 x-' 
(1) (4)T [ f f ( - ) ]  - x 1 (8) 
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log (1 - x) (1)  pius (5)' [ f  (4 + f (2.1 = -- 1-x > (9) 

- X" (1 + x)*-i 
i2) (3)' [ f ( -  x) + f ( l - x ) ]  - x (1 -. Lc) ' (10) 

a l og  x  . 
(2) (4)' z[ f ( -%)+f ( -+)]  =-- X '  ( I l )  

a 
(2 )  (51, [f(-- 4 + f (-)] = 

log (1 - x')" (1 + x)-l . 
1 - x  x(1-x) ' (12)  

(3) (4)' &[f( l -s )+f( -+)]  = log x"-i x (1 - (1 x) + x) ' (1 3) 

a - (3) (51, & [ f u - x )  +f(- )]-  1 - x, 
log x xx (1 (1 - - x) x) 1 . 

(14) 

a 
(4) 5  à,[f(-;)f f ( ~ $ ) ]  = 

logxx-' (1 - x)" (1 + x)'-" 
x(1-3) ; (15) 

a 
1)  moins 2) - [ f  ( x )  - f (- x)] - - log (1 + x) (1 - x)-i 

a x a (16)  

a log x-z (1 - x)- 
1) - 3) z [ f ( x ) - f ( l - x ) l  E x (1 - x) (17)  

a log x (1 - ~ ~ 1 - a  
1)  - 4) z [ f ( x ) - f ( - ; ) ]  = X ( 1  8) 

a log (1 - X)X--~ 
1 )  - 5 )  [ f - f )  1 - x  =- x (1 - x) (19) 

a log (1 + xp-1 x-" 
2) - 3) a T [ f ( - ~ ) - f ( i - ~ ) ]  = X ( I  - X I  (20) 

a log x (1 + x)-~ 
2 )  - 4) F & [ f ( - x ) - f ( - ; ) ]  - x (21)  

a 
2 )  - 5)  G [ f ( - Z ) - f ( 2 ) ]  

= log (1 $- x)x-' (1  - X)-$ 
1-x x (1 - x) (22) 

log cx: (1 + $;)cc-' 
3 )  - 4) & [ f ( l - x ) - f ( - $ ) ]  = ; c ( l - x )  (23)  

a log X x  (1 - 3 ) - 1  
3)  - 5) [ f  (1 - 2) - f (sx)] = (1 - %) (24) 

4) - 5 )  - f ) ]  = log xx-4 (1 x(1-x) + .x)'-2 (1 - x)-i (25)  
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Quelques unes de ces relations sont très-bien construites polir être utili- 
sées dans la théorie, p. e. : 

log (1 - x2) 1 
d x" - f (x') x 2 

O 

D'après (7) on a 

d [f (4 + f (1 - $11 = - log (1 - x) 
X 

f ( x )  + f ( l - x ) = c - - l o g x . l o g ( 1  -2). 

La constante est égale à f (1) 

f (x) + f (1 - X) = f (1) - log x . log (1 - x). (28) 

D'après 9) on a 

log (1 - x ) d x = - l o g ( l  -x )d log( l  -x) 

1 - - [log (1 - x)I2. t ( x i f f ( s $ ) =  2 

D'après (11) on a 
log x 

d [ f  (4) + f -- =- - d x  33 x 
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La constante C est égale à - f (l), donc 

1 
f ( -$Hf ( -$ )=- f (1 ) - -  2 (log x)% (30) 

Dans le commencement on suppose x réel dans les relations 26) 28) 29) 
et 30) et la valeur de x prise entre les limites O et 1 ; donc O < x < 1 et 
ainsi 1ogx et log (1 - x) sont réels. Si l'on substitue dans la relation (29) 
1 - x au lieu de x on reçoit 

1 f(1-Cr)+ f ( 1 - ; ) = - Y  (log x)t. (31) 

En soustrayant de (31) la relation (30) 

X (32) 

De même de 28) la relation (26) 

1 f (1 - 2) - f (- x) - f (1) - log x log (1 - x) - à f (x') (33) 

f (1 - S) - f (- $) = f (x') + log x . log (1 - 2). 
2 

Nous écrivons pour le moment t au lieu z et nous conduisons la variable t 
1 

de sa position entre O et 1, en passant le nord du point 1 à la valeur - 3  qui x 
est > 1, alors 1 - t perd sa valeur 1 - x, la phase étant zéro, il passe par 
le sud de zéro, avec une phase décroissante, pour prendre la valeur négative 

1 1 - x  1 - - = - -  dont la phase est - n. Par ce mouvement, log (1 - t) 
X X 

s'est transformée en - i n  +log (1 - x )  -log x. En même temps t2 a perdu 
1 sa valeur x h t  a passé par le nord de 1 à - - & 

L a  relation (33) se change donc comme suit: 
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Nous additionnons (33) et (35) 

f ( l - x ) - f ( - x ) + f ( l - + f  ( - $ ) = 2 f ( l ) - m g x - -  
_Z I - 

f (1) la relation (32) 

1 1 - (log 2)' - 3 f (x2) - 1- f (k) y 

f (x') +- f , = 2 f (1) - 2 i n log x - (log x)? 
( l )  

En substituent x pour x4, on a 

x = 1  donne une relation absolument identique; cela nous prouve qu'elle est 
juste. 

On doit procéder de la même manière avec la relation (30). 

Nous trasportons la variable t de la valeur - - par le nord de 1 à la x 

valeur + '. alors l'argument u de log u se déplace au nord de zéro de x  
X 

à - r, par conséquent log u se change en i 7: +log x, en somme 

f (- x) sa trasforme en f (x) 1 (log xy en (i n + log xy, 

Tc4 7cs 

f (1) = -g- et d'après (27) f (- 1) = - - 12 . (39 
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Si l'on a 
k m  1 x - = S*, ].=, 1=n  

et le nombre de  BERNOULLI 

alors 

et pour ta = 1 

comme 

donc 

ce qui correspond très-bien à la definition de f (x) au titre de ce travail. 

En soustrayant et en additionnant a) et P )  
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II. 

LE PROBLÈME P O S ~ ~  EST DE TROUVER UNE FONCTION ENTIERE f (2) DU DEGRÉ IZ DE 

TELLE NATURE QUE, AVEC 12 1 < 1, DANS LE DEVELOPPEMENT DU PRODUIT 

log (1 + 2) f (4 

Nous supposons 
I=n 

f (x) -: r, -41 $"-A, 
&O 

alors le coéfficient du terme xn+" dans le produit log (1 -j- x). f (x) se déter- 
mine comme suit : 

donc le cokfficient de xn+rn que nous désignons par est égal a :  

L e  problème demande 

pour les valeurs m = 1, 2, 3 , .  . ., n. 
Nous multiplions (1') par (m + f i ) ,  alors on a 

Annali di Matematica, Serie III, tom0 VIII. 
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En soustrayant a) de f i ) ,  y ) .  .. 5 )  on obtient les resultats suivants : 

"'n (la -. A) (- 1)l Al - .... - (m - l) 22 (1 + 110 + 4 - O ,  pour m = 2 ,  3 n. 

Nous divisons par . - (m - l ) ,  alors on a 

Nous multipliens par ( f i  + m - l), 

nous répétons le même procédé, alors nous recevons, après avoir divisé par 
- (m - 2) : 

et ainsi en répétant toujours la même opération on arrive à un systhme 
d'équations : 
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E n  effet si on multiplie (4) par (n - m - r),  et qu'on répète la  même 
procédé et enfin qu'on divise par - (9n - 1. - l) ,  on obtient l'équation sui- 
vante 

L'analogie des équations (4) et (5) nous proure que (4) est bien juste. 
A présent nous prenons toujours dans les Gquations (1) (2) (3) .  . . (4) la 

première seulement de chaque système, donc de ( 1 )  

k n - r  ( a - l ) ( n - 1 - 1 )  ...( a - 1 - r  
m = r + i ,  2 + '1 (- 1)qal  = o. ô) 

(A + 1) (1 + 2) . . . (A + r)  (1 + r + 1) 
Alors 8 )  nous généralison et nous aurons 

La  derniére équation du système (6) donne 
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L'avant-dernière, r 5= n - 2, nous donne 

A2 = (n - 1) n (12 + 1) (12 + 2) (n 4- 2) 1 
4 ( n -  2 ) ! 2 1 2 1 7  

Nous recevons pour le terme général de (6) 

1 = (- 1,l. - . - (n - Y) 1 (12 + 1) 1 
12-r Al(n-'-A)[ ( n - Y - l ) l ( A + ~ +  111 

mais 

donc le terme général de (6) est égal à 

n - r  
Mais 

pour 
r-O, 1, 2, 3 . . .  (a-1). 

Nous avons donc trouvé le coefficient de la fonction f (s) et la fonction 
elle-même qui satisfait le problème pos6, par consequent la fonction cherché 
s'appelle : 
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III. 

DETERMINAISON D'UNE FONCTION f (x), QUI DANS L'INT$RIEUR DU CIRCLE RAYON 1 S U -  

TOUR DE ZÉRO EST DÉVÉLOPABLE PAR DE9 VALEURS DE LA COMPOSANTE RÉELLE 

SUR LA PÉRIPH~RIE DE CE CERCLE. 

On descrit un cercle autour de zéro par le rayon a < 1 ,  x soit dans 
cl l'intérieur de ce cercle, alors est déliors du cer- 

cle a, la variable t parcourt sa périphérie avec des 
phases croissantes et on a d'après CAUCHY 

1 d t  - 1  - f ( x j  ; r J f ( t ) T z -  ~ Z X  
(1)  

de même 

1 1 d t 1 -j- 2 f ( t ) T = - Z f ( o )  (2) 

et en additionnant (1) et (2) 

Comme 2 est situé dehors du cercle on a, si la variable u parcourt x 
la périphérie du cercle a avec des phases croissaiites 

analogue 
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et en additionnant (4) et (5) 
, \ 

ar Si l'on substitue 21 = - 
t 

alors t parcourt la périphérie du cercle a 

avec des phases décroissantes et (6) se transforme en 

Si x' est conjugué de x, alors la fonction g (2') est oonjuguée à la fonc- 
tion f (z) et si on présume f (0 )  comme étant réel, alors f (O) =g(O) et en 
soustrayant (7) de (3) on a 

Dans cette dernière formule - f ( t )  + g - est la composante rbelle 
2 ' [  (31 

de la fonction f (t) prise le long de la périphérie du cercle a et la fonction 
est monogène aussi longtemps que a < 1. 

NOUS soulevons la question si la monogénité se maintient encore dans 
le cas où a est devenu égal à 1 où cesse-t-elle dans quelques points de la 
périphérie ainsi que l'intégration est encore possible? 

Supposons t = a eie, alors f ( t )  = f ( a  eie)  et h (0)  soit la limite de la 
composante reelle de f ( u  eie) si le rayon croit à la valeur 1, û réel, 

h ( O + 2 x ) = h ( O ) ,  f(O)réel, 

on a d'après la formule (7) 

O 

valable pour tous les a rg~ments  1 x (< 1.. 
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Désignons la valeur absolue de x, donc 1 x 1 = m alors 

1 + l n  ( 1 n' est jamais plus grand que - - 
I l - m l  

Donc si a designe f 1 ou - 1 dans ce sens que a h  (8) goit toujours 
positif, 

1 f ( x )  1 ne peut pas depasser 
O 

et il est sGr que l'expréssion (8) est une expréssion convergente, si 
2 2 

[a h (9) d 9 est convergent. 
J 
0 

Cela supposé, nous développons dans (8) 

et en substit'uant en (8) 

Supposons r < 1, p réel, u (Y, p) la composante delle de f (x) = f (y eiu), 
alors 

2n 

pendant que 
2 z  

Ir ( y )  = ' J 1, (9) 
1 - r z  

2 7c 1 + re - 2 r cos 6) 
d w, 

O 
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donc 

O A. = 1, O M = Y, par LM doit passer la chorde 
mouvable PQ, A P = w ,  I l & = # ,  A B = A  C = E ,  
r = c o s ~ ,  M P = p ,  M Q = c ,  alors p o =  

d a  d +  ( l - + r ) , ( l - r ) = l  - r z  -=- , p g = l  $ r z -  
D ' P  

A 2 r COS w, donc 

1 - r2 (1 - r2) d o  d w =  - - 
1 $ r 2 - 2 r c o s o  p2 

9 
-- 6 2'" d m = - d w = d # .  

P " P 
Dans la dernière intégrale on introduit ces valeurs 

Si w passe d'abord de - E à + E et ensuite de + E à 2 n - E ,  alors + 
passe d'abord de - (T - E )  à x - E et ensuite de z - E à x $- E et on reqoit 
l'intégrale 

n-E  

Nous désignons par m le maximum de la difference 1 h ( y  + a) - h (y) 1 le 
long de la circonférence du cercle, par p celui dans l'interval - e < o < E ,  alors 
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Si nous supposons E suffisant petit, et h (p + o) reste continue dans Ic 
voisinage de w = O, alors nous pouvons faire p aussi petit que possihle. Si 
l'on doit faire 1 u (r, y) - h ( y )  1 plus petit que le nombre petit et positif c, 

E na E on met E < - alors p < 5 - - . Si la valeur p, qui correspond a la va- 
r>t 'Z 

leur E ,  remplit ces condition, alors nous avons ce que nous demandons. Si p 
ne remplit pas ces conditions, ces dernières sont certainement remplies par 
un p encor plus petit et comme à cet plus petit p correspond aussi un plus 
petit E ,  les conditions sont remplies. Donc : Si Il (8)  est partout fini et con- 
tinu dans le point 8 = cg l'expression u(v, y )  - h (y) se rapproche continzlel- 
lement à zéro pendant que le yayon r accroit jzrsqu'à la valeur 1. 

Si pour les valeurs 8 = a, , a, , a,. . . 
h ( 8 )  devient infini mais tellement que en supposant les nombres f i , ,  y , ,  . . , 

assez petit qu'on peut rendre les intégrales 

aussi petit qu'on desire et en supposant les valeurs E ,  , a,, . . . a, hors de 
l'interval 

y - ~ < K q ,  4-) 
nous désignons par v la somme des valeurs absolues des intégrales 

par m le maximum des valeurs absolues de la différence h (? + w) - h (?) le 
long de la péripherie restant du cercle dehors des regions de l'infini 

alors on peut rendre v aussi petit que l'on veut et l'on a 

O O 
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alors 

rn F o s  f i  u - r cos (u - R,= - 
7C 

') h (p + W )  d +. 1 $r2-2rcosw 
O 

Si l'on pouvait indiquer exactement comment est la construction de la 
fonction h ( 0 )  afin que la dernière intégrale, qui peut être repr6sentée par 

et en laissant croitre le rayon r puisqu7à 1, prenne une valeur finie qu'on 
pourrait faire aussi petit que possible si la nombre n devient assez grand : 
alors pour tous ces cas serait prouvée 7n convergence de l'expression 

Alors on a 
, - 

COS n o - r COS (n  - 1) w d w = O ;  
1 - 2 r cos w -1 rZ 

O 

on peut cela aussi prouver dans la. manière suivante : 
Cette dernière expression est la composante réelle de 
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IV. 

LES VALEURS BORDÉES h ( e )  D'UNE FONCTION f (x) SONT DONNÉES LE LONQ DE LA 

P~~RIPHÉRIE  D'UN CERCLE AVEC LE CENTRE 1 ZÉRO ET LE RAYON 1. AU POINT a 
SITUJ? SUR L'AXE R ~ E L L E  ENTRE 0 ET 1 SE TROUVE UN POINT DE DISCONTINUITÉ, 

DANS LEQUEL LA FONCTION A LA VALEUR - 
x-a 

Nous formons la différence 

I f  i ~ n  1-im --- 
x-a 1 -- a 

(1) 

x 

et substituone x = eie, la valeur de x à la periphérie, alors l'expression est 
égale 

Donc la composante réelle de l'expression (1) est égale à O et  dans l'in- 
térieur il a la valeur de discontinuité préscrite. Dans III nous avons trouvé 
l'expression d'une fonction determinée par les valeurs bordées h ( O ) ,  qui est 
partout dans le cercle continue et dérivable comme 

1 eie 4- x 
f ($1 = , Sh ( 6 )  de. 

O 

Si nous ajoutons (2) à l'expression (l), nous recevons une fonction 

qui satisfait le problème posé. 
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DE L'INFLUENCE DES POINTS DE DISCONTINUITÉ LOGHRITHMIQUES, QUI SE TROUVENT SUR 

LA PÉRIPHÉRIE D'UN CERCLE dUTOUR DE ZÉRO ET AVEC LE R A Y 0 2  1. 

Nous formons la fonction 

Si x se trouve au centre, c'est-A-dire pour .x = O la fonction prend la 
valeur log ei(P-") = i ( f i  - a) et nous laissons marcher x jusqu'à la périphérie 
donc jusqu'à ei?. Alors pour l'interval a < cp < (3 
l'expression (1) 

P - y  
EC 2 i sin -- 

=loge  . 2 
a - y  

2 i sin - 
2 

F - y  e-. sin - 
= log (- 1). e 2 2 

' P - t C  
sin - 

2 

P -- p sin - 
= log 2 

sin T= 
2 

ce qui est la valeur de (1) dans l'interval indiqué dans la périphérie du cercle. 
Pour l'autre partie de la périphérie, pour l'interval 

/ 3 < ? < 2 + a  
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. B-[P 
O 2  F-cp 

e 2isin- 
pi? - ei? 

log . 
2 

- ei? = log 
e 

2 

Y - F  . 8-u sin - 
1- 

2 
= log e 

2 

? - a  sin -- 
2 

'P-F sin - .p -. 
= log f g a >  

? - a  sin - 
2 

ce qui est la valeur de (1) dans l'interval indiqué de la périphérie. Dans les deux 
cas on a supposé que les logarithmes des nombres positifs en question sont réels. 

Si nous construisons la fonction 

où a réel, alors la composante réelle 
1) dans l'interval a < p < B est 

F - a  F - a  o i ( n + - ) - a - = a ;  i n  2 2 .i; 

2) dans l'interval < (p < 2 1; + a 

a B - a  P - a  i*i(a)-a-=o- 2 7c 

Maintenant nous dévéloppons f (x) dans une série de puissances crois- 
santes de x, nous avons 

a a f ( x ) = - -  
2 TG (P -- a) + log 

ei" 1 - - ( P )  
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Si nous substituons dans (3) x = e+', la série n'est que convergente, si q, 
diff'ere de tr ainsi que de B. , 

Désignons par h (y) la composante réelle de f (eiy), nous voulons chercher 
la Faleur de h (y). Du produit (e-"la - e-inp) eint on doit à cause du fac. 

cc * teur ;- seulement prendre les termm qui sont multipliés par i, donc 
2 x 

i (sin n y cos n u - cos la g, sin n a) = i sin n (y - cl.) 
4 

- i ( s i n n q , c o s n p  - cosn y s i n n  6) =-;sin%(?-P) 

n P - x  sin n (p - a) sin n (y - 8) j h(p)=;.- 2 
n - 2  tl=l J 

9t-a 2 F-c i  + 2 - sinfi-. cosn 
91=1 12 2 

Nous fixons maintenant dans la périphérie du circle n divers points de 
discontiwitd logarithmz'ques 

. . . . . . . . . 
et nous remplaçons 

a par ux 

B n ai ; ,  

a ,, ux 
et nous recevons d'après (2) 

et en aditionnant cette valeur pour A- 1, 2, 3 , .  . .n ou 
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% 
h (y) signifie la composante réelle de f ( e i i ) ,  alors 

Représentons les points de discontiniiité logarithmiques situés tous en- 
semble .en introduisant un points de l'infini, alors 4 

eiaA+i - x i . e i e . d B  
log L i a i  - 2. se transforme en 

3 e i "~  

la formule (5) en 
Z n  2~ 

1 i Li0 
-Jn(0 ) .2 -  2 n i  - 2: 

O O 

donc 

Si h ( 8 )  n'est pas une veritable f (x) sur aucune partie du contour, alors 
f (;c) ne peut pas être continué dehors l'aire du cercle, cette fonction f (x) 
n'existe plus hors de l'aire du cercle. 

J e  dois ces exemples à mon feu prof. L. SCHLAEPLI. J e  les ai appro- 
fondis et élargis et j'estime qu'ils sont d'une certaine valeur pour les recher- 
ches dans ce genre de fonctions. 

Berne, en décembre 1902. 
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