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Sopra i gruppi finiti di collineazioni qua-
ternarie, oloedricamente isomorfi con
quelli dei poliedri regolari.

(D¢ Epesrpo Craxt, a Milano)

ll problema di determinare tutti i gruppi di collineazioni quaternar e
che sono oloedricamente isomorfi con i gruppi di rotazione dei poliedri re-
golari, rientra in quello pilt generale di determinare i gruppi finiti, linears,
isomorfi, ecloedrici eon i gruppi to‘ali, od alterni sopra n elementi. Il problema
& stato risoluto dal Mascuke, nel campo ternario e quaternario, in un notevole
Javoro (*) mediante ana trattazione esclusivamente analitica con la quale
Pautore stabilisce, caso per caso, le sostituzioni generatrici dei gruppi cereati,
senza perd prendere in particolare considerazione alcuno di essi. Il desiderio
di ritrovare le formole di Mascukg, con semplici considerazioni geometriche,
per cid che riguarda quelli fra 1 suddetti gruppi che sono oloedricamente
isomorfi con i gruppi di rotazioni dei poliedri regolari, fu il primo avvia-
mento a questo lavoro e a cid & dedicata la 1.* parte. Si giunge cosi per
una via che mi sembra piu facile e pit spedita di quella di Mascake alla
determinazione dei dodici tipi possibili, enunciati al n.° 11. Tre di essi sono
tetraedrici, cinque ottaedrici e cinque icosaedrici. Dieci fra tutti sono reali
e quindi rientrano nella classificazione che fa il Baenera dei gruppi quater-
nari reali nel suo recente lavoro (¥¥). T due gruppi rimanenti non si possono
mettere sotto forma reale e quindi escoro dalla classificazione del Baexena.

(") MascukE, Bestimmung aller terndren und quaterndren Collineationsgruppen, welche
mit symmelrischen und allernirenden Buchstabenvertauschunsgruppen holoedrisch isomorph
sind. Math. Annal,, Bd. LL

(**) BacnNera, I gruppi finili reali di sostituzioni quaternarie lineari. (Circolo Mate-
matico di Palermo, anno 1901.)
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2 Ciani: Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie,

Essi sono il G e il GY, di cui 'ultimo & in particolar modo interessante.
Allo studio sistematico del G & dedicata la seconda parte di questo lavoro
pil ampia e pil sviluppata della prima. La lettura di entrambe & indipen-
dente dalle Memorie suindicate di Mascnke e Baenera. Anche in questa in-
dipendenza sta un altro dei motivi per i quali ho scritto la prima parte, la
quale a rigor di termini io avrei potuto tralasciare rimandando il lettore alle
citate Memorie. In ogni modo, chi di queste Memorie avra conoscenza, anche
superficiale, trovera ad ogni punto di contatto il richiamo esatto dell'una e
delPaltra con la indicazione della pagina relativa.

Quanto alla seconda parte, debbo dire qui le ragioni che mi hanno in-
dotto ad approfondire lo studio del gruppo icosaedrico G, a preferenza di
tutti gli altri. Esse sono le seguenti. Anzitutto la distribuzione dei gruppi
trovati nelle cinque categorie descritte al n.° 11 mostra gia che il gruppo
icosaedrico G}, & quello che fra gli altri presenta qualche maggiore difficolta
di studio. In ogni modo, poi, & quello che offre anche !'interesse maggiore.
Ilo cominciato dalla considerazione della figura costituita dagli elementi uniti
delle sue collineazioni. Essa ha, per cosl dire, come nucleo invariante, da
cui 8i pud partire per descriverla, un notevole sistema di cinque rette sghembe
a due, a due, e costituite in guisa che a quattro, a quattro ammettono una
sola trasversale comune. Se dunque si aggruppano a quattro, a quattro nei
cinque modi possibili si trovano cinque di queste trasversali: ebbene esse
compongono un secondo sistema affatto simile al primo; e nel medesimeo
modo con cui il secondo & dedotto dal primo, si deduce il primo dal se-
condo. Il legame geometrico fra 1 due sistemi & mutuo: entrambi sono inva-
rianti e sopra entrambi il gruppo G, funziona da gruppo alterno (n.° 17).
Ora, se & ovvio immaginare un gruppo icosaedrico quaternario funzionante
da gruppo alterno sopra cinque punti, o sopra cinque piani, non sembra al-
trettanto ovvio pensarne uno che funzioni come tale sopra cinque rette dello
spazio.

Un altro motivo che rende interessante il gruppo GJ, & che fra i cinque
gruppi icosaedrici trovati esso & l'unico che sia dotato di cubiche gobbe in-
varianti. Ne possiede due (n.” 26) e per questo lato la sua teoria si rianno-
derebbe felicemente a quella cost ampia e feconda della cubica gobba.

Relativamente alle superficie invarianti & a notarsi come tutti i gruppi
trovati, all’infuori di Gf e GY,, potendosi mettere sotto forma reale posseg-
gono almeno una quadrica invariante. Rimangono fuori il GIy e GY, i quali
non ammettono neé superficie quadriche, né superficie cubiche invarianti e
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oloedricamente isomorfi con quelli dei poliedri regolari, 3

soltanto il secondo ammette superficie quartiche invarianii. Cosicche il GY, pud
anche caratterizzarsi, fra tutti i gruppi trovati, come quello per il quale I'or-
dine minimo delle superficie invarianti & proprio il 4.° onde l'interesse che
il G, assume rispetto a tali superficie (n.° 19). Esse compongono un fascio
notevole di superficie irriduttibili (n.° 22). Fra esse, quelle singolari sono sol-
tanto quattro: Due sono fornite naturalmente dalle sviluppabili osculatrici
delle due cubiche gobbe invarianti; le altre due posseggono dieci punti doppi
ciascuna, vertici di due notevoli decagoni invarianti, costituiti dai 20 punti
uniti dei sottogruppi di sesto ordine (n.° 23).

Fra le superficie non singolari del fascio citeremo quella di cui & og-
getto I'ultimo capitolo. Essa possiede 60 rette e non altre. Tali 60 rette si
dividono in tre gruppi di dieci, di venti, di trenta, ciascuno invariante e fra
le configurazioni formate da tali gruppi & notevole quella del secondo com-
posta da venti rette che passano a tre, a tre per venti punti della superficie
ed esistono a tre, a tre in venti piani tangenti alla superficie medesima in
guisa che quelle che passano per un punto esistono anche in un piano e vi-
ceversa.

PRIMA PARTE.
Le collineazioni generatrici dei gruppi cercati.
§ I. Grurri DEL TETRAEDRO.

1. Un gruppo tetraedrico G,, contiene come sottogruppo invariante un
gruppo quadrinomio G,. Quindi noi cominceremo dall’esaminare le possibili
specie proiettive di un gruppo quadrinomio nello spazio a tre dimensioni. Ora,
un tal gruppo deve comporsi dell’identitd e di tre sostituzioni a periodo due,
cosl che ciascuna equivalga al prodotto delle altre due. Ma nello spazio sud-
detto una collineazione a periodo due & necessariamente una omologia ar-
monica, o una involuzione gobba e quindi si & condotti alle seguenti tre
specie proiettive di G,.

(a). I gruppo & costituito dall’identithd e dalle tre involuzioni gobbe di
cui gli assi sono le coppie di spigoli opposti di un medesimo tetracdro. As-
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4 Ciani: Sopra i gruppl finiti di collineazioni quaternarie,

sumendolo come tetraedro di riferimento; per sostituzioni generatrici possono
prendersi evidentemente le seguenti

—x, — X, s :r,) (xi — T, — &y T,

z, T, I, I, z, Ty Ty T

Indicheremo questo gruppo con GY.

(b). 11 gruppo & costituito dalla identitd e da tre involuzioni gobbe di
cui gli assi sono tre coppie armoniche a due, a due di una stessa serie ri-
gata. Questa serie & invariante rispetto al gruppo, la coniugata & composta
di rette invarianti ed & anche invariante, naturalmente, la quadrica sostegno.
Assumendo per tetraedro di riferimento uno che sia autoconiugato rispetto
nlla quadrica e disponendo opportunamente dal punto unita le sostituzioni
generatrici del gruppo possono essere le seguenti:

— T, Ty —I; I — T3 T, ry, — X
) .
x, X, z; T, X Xy x,
Lia quadrica in parola & X x?= 0. Indicheremo questo gruppo con GI'.’
(¢) 11 gruppo & costituito dall’identitd, da due omologie armoniche
cost che il centro di una & sul piano fondamentale dell’altra e dalla involu-
vione gobba che ne & il prodotto. Il gruppo pud essere generato dalle due:
—r, T, @ xA) (2, — . Xs .'r‘)
!
R R x, Ty T 7,
dove la posizione del tetraedro di riferimento & manifesta.
Indicheremo quest’ultimo con G
2. Tornando adesso al (@,, da costruire osserviamo anzitutto che Je
rostituzioni del suo sottogruppo quadrinomio debbono essere simili: si esclude
dunque che tale sottogruppo sia il G!'. Cominciamo dal caso in cui il sot-
togruppo in parola sia GI. Per costruire il G,, che si cerca dovesi aggiun-
gere una collineazione C, a periodo 3 Ja quale permuti circolarmente le in-
voluzioni gobbe di G!. Segue che tre facce del tetraedro fondamentale di G

saranno pure permutate circolarmente da ; mentre la quarta faccia rimarra
immutata. Assumendo questa per a«, =0 e disponendo opportunamente del

punto unitd si trova
‘T! :‘ri xl T‘
03 = ( .

Iy X ¥y X
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oloedricamente isomorfi con quelli del poliedri regolari. 5

La C; aggiunta a G| genera il G, cercato e che indichiamo con GY,.
Esso & proiettivamente identico col gruppo delle rotazioni del tetraedro re-
golare e coincide col « tetraeder I » di Mascmke (pag. 274) e col G,, di Ba-
onEra (pag. B9). Le collineazioni a periodo 3 del gruppo sono assiali. Esiste
un punto invariante (000 1) e un piano invariante (z, = 0).

3. Assumiamo invece come sottogruppo quadrinomio il GIl. Poicht GI
¢ invariante rispetto al G,, da costruirsi, ne viene che rispetto a quest’ultimo
saranno pure invarianti la quadrica @ e le due serie rigate che essa sostiene.
Ad una di queste serie appartengono gli assi delle tre involuzioni gobbe
del G Indichiamo con le coppie (m, m'), (n, n'), (p, p') tali assi. La serie
coniugata a quella cui appartengono questi assi pud essere composta di rette
invarianti ciascuna rispetto al G,, incognito, o no. Consideriamo separata-
mente 1 due casi. Nel 1.° le collineazioni a periodo 3 che si debbono ag-
giungere sono necessariamente biassiali e possono caratterizzarsi nel se-
guente modo. Si osservi anzitutto che le ferne (m n p), (m'n'p’) posseggono
la stessa coppia di rette hessiane. Altrettanto accade per le terne simili
(mnp, m'n'p); (ma'p, m np); (ma'p, m'np). Ebbene, si vede subito
che le 4 coppie di rette, che cosl si hanno, costituiscono le 4 coppie di
assi delle collineazioni cercate. Sopra ogni gencratrice della serie coniugata
a quella cui appartengono mm’, nn', pp' si viene quindi a stabilire un
g.. di proiettivitdh binarie subordinate. 1. @,, ora trovato lo indicheremo
con G!T e poiché & costituito da collineazioni tutte biassiali, lo chiameremo
« il G,y biassiale ». Nel 2.° dei casi sopra accennati si vede facilmente che
le collineazioni a periodo 3 da aggiungerc non sono pilt biassiali, ma sol-
tanto assiali. Basta determinarne una. Siano percid h e k le rette hessiane
del gruppo mnp, o di m' n'p' (che & lo stesso), e su tali rette b e %k as-
sumiamo a piacere i punti M M', N N' in guisa perd che le rette M M,
N N’ siano generatrici della quadrica @. Allora la collineazione cercata
avih M N’ per asse di punti uniti, M’ N per assi di piani uniti (o vices
versa) con la condizione ulteriore che 1 piani M N' N, M N' M’ sieno i
due piani uniti per I'asse di punti uniti e che M’ ed N sieno i due
punti uniti sull’asse di piani uniti. Indicheremo con G il (7, che cosl si
ottiene.

4. Per rappreseniare analiticamente i due G,, trovati nel numero pre-
cedente & utile per il momento, e indispensabile per il seguito, mettere sotto
altra forma il GI! del n.° 1 Con apposita ed evidente scelta del tetraedro
di riferimento & facile vedere che le involuzioni gobbe di GII possono seri-
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6 Ciani: Sopra i gruppi finite di collineazioni quaternarie,

versi (MascHkE, pag. 275)

AN

x4, 2 — Ly + 75\ 2 23\ 2+ 2, ro\ 2 —uw,
? ) y =C‘2
:T‘ frg x3 x(
w,—}—x4e\,'2 — Xy + @5 s’\/? X5 € \2‘—}- 7 x, & \'?Z—-:t‘.) o
) ) b =
Xy X, Z3 Xy )
Z, 4 et 2 — 2, F 26\ 2 T, et 2 42, T\ 2 —a, .
’ - ’ =C,
\ x, T, T x,

dove ¢, ¢ sono le radiei cubiche immaginarie dell’unita.
e o . , :
Ebbene, si ottiene il G, o il G, a seconda che si aggiunge al pre-
cedente G la prima v la seconda delle seguenti collineazioni a periodo 3:

, T, €, 23 £Xy4 , T, T, eX; €1y
(= - C,= .
JL’, X, 1‘3 a.‘ xl Lo X x-‘

La quadrica invariante & in entrambi i casi la:
Q=z,2,—zx;0,=0.

Nel 1.° caso sono invarianti tutte le rette di una serie rigata di questa
quadrica (quella cui appartiene la x, =— 0, x, =0). Nel 2.° caso esistono due
sole rette invarianti che sono le (z, =0, 2,=0), (x, =0, 7, =0). Il Gl e
il GUI attuali sono rispettivamente i « tetraeder 1IT e II» di Mascnke (pa-
gina 275-77) e I'R,, e il G}, di Baoxera (pag. 59).

§ II. Grurpl DELL'OTTAEDRO (0 DEL C€UBO).

5. La discussione relativa ai possibili gruppi ottaedrici dipende in modo
semplice dalla specie dei relativi sottogruppi tetraedrici.

Cominciamo dal caso in cui il sottogruppo G,, del Gy, cercato sia il G,

(n.° 2). Per raggiungere lo scopo basta aggiungere una collineazione a pe-

riodo 2 rispetto alla quale il GY, sia invariante e siano invarianti il punto

(0001) eil piano z,=10. Se dunque questa collineazione & una involuzione

gobba, una dei suoi assi passerd per (0001) ed esisterd in una faccia del

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



oloedricamente isomorfi con quelli dei poliedri regolari. 7

tetraedro fondamentale e I'altro esisterd in 2, =0 e passerd per un vertice
del tetraedro medesimo in guisa che questo rimanga inalterato per effetto di
Xe 1 — X3 T4
Ty X2 T3 X4
il G,, cercato e che indicheremo con GI, . Esso & proiettivamente identico
col gruppo delle rotazioni dell’ottaedro regolare e coincide con « I’ Qctae-
der » I di Mascake (pag. 293) e con il Gy, di Baexera (pag. 125).

Se invece la collineazione che si aggiunge al GI, & omologia armonica,
essa avrd per centro un punto di uno spigolo del tetraedro fondamentale in
x, =0, e per piano fondamentale un piano per lo spigolo opposto in guisa
da trasformare in se il tetraedro medesimo. Per essa si pud dunque prendere:
Xy X1 X4
(.’l‘i X2 X3
che & manifestamente diverso, proiettivamente parlando, da GI,. Il G%; coin-
cide col G, di Baenera (pag. 125) e con « l'octaeder II » di Mascuxe (pa-
gina 293). Per caratterizzare proiettivamente il G'l basta osservare che esso
permuta in tutti modi possibili i 4 piani:

$;+w2+r3+x4:07 "—x|—x2+x3+x4=0

T —x— 2+ x,=0, — 4 r,—a,+x,=0

tale collineazione., Essa & quindi( ) Questa col GI, genera

X . .
;). Questa col GY, genera un G,, che indicheremo con G e
4/

e tiene fisso 2, = 0. Dunque il GI! pud considerarsi come sottogruppo di un
(150 . Ciod del G, costituito da tutte le collineazioni che scambiano in tutti
i modi possibili le facce di un pentaedro, o i vertici di un pentagono gobbo.
Precisamente & uno dei cinque sottogruppi che tengono fissa una faccia del
pentaedro, o un vertice del pentagono.

6. Se assumiamo per gruppo alterno del G, cercato il G, o il GIII
& evidente che le collineazioni a periodo 2 da aggiungere non possono essere
omologie armoniche dovendo esse trasformare in se il sottogruppo alterno.
Una tale collineazione sard dunque una involuzione gobba. Supponiamo dap-
prima che il sottogruppo alterno sia G (n.° 3). Ne viene che gli assi della
collineazione suddetta saranno rette reciproche rispetto alla quadrica inva-
riante @, ovvero apparterranno alla serie rigata di m m/,... Ecco quindi una
suddistinzione che conduce a due gruppi diversi. Per caratterizzarli pren-
diamo una generatrice » di @ di sistema diverso da m, m',... Sopra questa
esiste un ¢,, di proiettivita binarie subordinate del G!! e tale g,, individua
un ¢, pure di proiettivitd binarie del quale g.» & gruppo alterno. Sieno M,
N i punti doppi di una delle sei involuzioni sopra r che bisogna aggiungere

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Ciani: Sopra ¢ gruppi finiti di collineazion! quaternarie,

al g,. per trovare il g¢,,. Prendiamo adesso un’altra generatrice »" di @ di
ugual sistema di #, e sieno M’ N’ i punti di +' analoghi ad M, N in guisa
che le rette M 3M', N N' appartengano a . Ebbene, tanto la involuzione
gobba che ha per assi M M', N N', quanto quella che ha per assi M N,
M' N trasformano GI! in se stesso e con questo generano i due G,, cercati
rispondenti ai due punti della sottodistinzione dianzi fatta. Per ottenerne lo
formole relative si prendano per rette » ed »' rispettivamente (x, = 0, r; = 0);
(¢, =0, 2, =0) e su queste:

M=(1,0,0,4), N=(,0,0, —i), M'=(0, 1, —i, 0), N'=1(0, 1, 4, 0).

Allora le due involuzioni gobbe che hanno per assi (M M', NN');
(MN', M'N) sono rispettivamente

(aq —_—2, X, —x,) (:t;4 Ly — Xy — X,
) ?

x, Ty Xy z, T, X, Z, T

e aggiunte al G!! generano i due G, cercati che noi indicheremo con GU!
e con G!Y. Entrambi posseggono 18 omografie biassiali: lc sei rimanenti sono
pure biassiali per il 1.° ma non per il 2.° Ecco perché chiameremo G}
gruppo biassiale, Sono reite invarianti per esso tutte le generatrici di @ del
sistema 7 r'... Invece il G} possiede due sole rette invarianti che sono s ed
r'. Gllle G coincidono con gli « octaeder IV e V » di Mascake (pag. 294-95)
e con Rj,, R,, di Baexera (pag. 125). -

7. Ammettiamo finalmente che i1 G,, da costruirsi abbia per gruppo
alterno il GIIt (n.i 3 e 4). Le due reite invarianti del GII' compongono una
coppia invariante per il G, cercato. Ma & facile vedere che niuna di esse
potra essere separatamente invariante rispetto alle involuzioni gobbe da ag-
giungersi. Perché, se cid fosse, applicando a tali rette le considerazioni fatte
nel numero precedente per » 7’y si verrebbe alla conclusione che la involu-
zione gobba che ha per assi M M', N N', ovvero quella che ha per assi le
MN', M' N dovrebbe cambiare unu delle collineazioni a periodo 3 di G!!!
nel suo quadrato il che & impossibile perchd tanto I'una quanto P'altra delle
suindicate involuzioni scambia fra loro I'asse di punti uniti e 'asse di piani
uniti della collineazione a periodo 3 in parola. Dunque la involuzione gobba
cercata permuta fra loro le due rette (2, =0, 2,=0,; (@, =0, 2,=0) o
quindi sara della forma:

T_(a:r,+bx3, cx,+dz,, mz,+fnr,, px,+qx3)

, Ty e o
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oloedricamente isomorfy con quelli del poliedri regolari. 9

Ora si esiga che sia 7'C; T'=C3, e dopo che si abbia 7'C, 71 = C,
(n. 4) e si & condotti alla

Xy By — ¥ — X
TE( .

r X X3 Xy

Questa, aggiunta al G ci fornisce V'ultimo G., della nostra discussione
che noi indicheremo con GY,. E identico con « l'octaeder III» di Mascnke
(pag. 294) e col G7, di Baenera (pag. 125).

§ III. Grurrr DELL'ICOSAEDRO (0 DEL DODECAEDRO).

8. Un gruppo icosaedrico contiene cinque sottogruppi tetraedriei simili
fra loro. Segue che i 5 G, di un G quaternario sono proiettivamente iden-
tici. Cerchiamo di costruire un Gy, partendo da una delle tre specie projet-
tive di G, trovati al § I. Ma anzitutto osserviamo che dato un G,, quater-
nario per trovare un G, di cui G, sia sottogruppo basta determipare una
collineazione T' che soddisfi alle seguenti condizioni

T,=1, TCST=C§, (T02>3=1

dove C,, C; sono due collineazioni del G,, con i periodi 2 e 3.
Determinata la T, essa col G,, individua il Gy, richiesto. Cid premesso
cominciamo dal considerare il caso in cui i sottogruppi (,, del G, cercato
sieno della specie G, (n.° 2). Avremo dunque in Gy, cinque Gl,. Ciascuno
possiede un punto e un piano invarianti. Pud darsi che i cinque punti (e
quindi anche i cinque piani) coincidano oppure che sieno distinti e quindi
che esista un pentagono gobbo (e quindi anche un pentaedro) invariante. Ecco
dunque una suddistinzione da farsi. Se i cinque punti coincidono, ¢id signi-
fica che (000 1) & invariante rispetto al Gy, cercato e che & anche inva-
riante x,=0. Le collineazioni a periodo due di un G, sono proiettivamente
identiche, dunque la 7' & una involuzione gobba, ha un asse passante per
(0001), I'altro in 2, =0 e quindi & della forma:
(ax,+-bxs+cuxs, dz,+ex,+fos, g, +haw,+ha,, mz, ) T
< X, s T3 r, ) '
Annali di Matematica, Serie IlI, tomo VIIL
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10 Ciani: Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie,

Assumiamo per C, e per C; (ni 1, 2)

— Xy, — Xy, X3, Iy Tay T3y Tyy Ty

x, T, X3 It]’. X, X, rg Ty
ed esigiamo che Ja T soddisfi alle condizioni anzidette
T°=1, TC,T=C;, (TCp=1.

Si & condotti allora alla

(—ax,—brstcx,, —br,—ecx,tar,, —cx,—ar,4 b, :n) 7
( x, r, s 2, )
dove
1 —1+.5
bz—g’ (77C= B)

Il Gy cos) individuato ¢ identico proieitivamente col G, delle rotazioni
del’icosaedro ¢ lo indicheremo con G},. Esso coincide con « I'ikosaeder I »
di Masceke (pag. 279) e col G, di Baexera (pag. 79).

Se invece 1 cinque punti invarianti dei cinque G, sono distinti, esiste
un pentagono gobbo invariante. Il G4, cercato non & altro che il sottogruppo
alterno di un G . Ciot del G, totale che permuta in tutti i modi possi-
bili i vertici del pentagono (o le facce di un pentaedro). Indicheremo con
Gl un tal gruppo. Le sue collineazioni possono rappresentarsi sotto la forma:

C= s (4, hy kL, m=1, 2, 3, 4, 5)

r; Tp Xk X} Tm
Xy Xy Xz Xy Xy

dove C rappresenta una sostituzione pari e si ha Za;=0. Il G coincide
con « I'tkosaeder II » di Mascake (pag. 280) e col G4, di Baexera (pag. 79).

9. Assumiamo ora per sottogruppi tetraedrici la specie Gii. Si pre-
senta anche qui una suddistinzione a seconda che si esige che esista una sola
quadrica invariante per tutti i b G,,, ovvero che le cinque quadriche sieno
tutte distinte componendo un’insieme invariante rispetto al G5 cercato. Co-
minciamo dal primo caso: esiste una quadrica @ invariante per tutti i cinque
G!1. Ne viene che gli assi delle collineazioni a periodi 2 e 3 dei cinque G,
appartengono a una stessa serie rigata sopra @ onde la serie rigata coniu-
gata & costituita da reite invarianti rispetto all’intero Gs . Fra queste sa-
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oloedricamente isomorfi con quelli dei poliedri regolari. 11

ranno anche le (z, =0, z,=0), (¢;=0, 2;=0) per cui 7' sara della forma:

(hayt-kay, ma,dnas, pr, 197, rx,—}-sx‘?
( xl -Tg :L‘3 x4 )

—T... (1)

prendiamo per la C, e C'; quelle del n.° 4. La condizione I'C’s T'= C ; reca
anzitutto
h=m=q=8=0

e dalla T'*=1 risulta kr=mnp, per cui si pud prendere intanto:

_(aau, bry,, acx,, bax, @)

z, 1, T x,

La invarianza della @ del n.° 4 reca poi o« = 1. Dopo, esigendo I'ultima
condizione (T C.? = 1 secondo il n.° 8 si trova, necessariamente a =1 e

2@+0)4ab=20

soddisfatta la quale, T' & individuata e il gruppo costruito.

Esso ¢ evidentemente composto di collineazioni tutte biassiali e pereid
lo chiameremo il gruppo icosaedrico biassiale indicandolo con GN. E « I'iko-
saeder IV » di Mascuke (pag. 284) e 'R, di Baanera (pag. 79).

Passiamo adesso al secondo punto della suddistinzione dianzi fatta. Le
quadriche invarianti dei 5 sottogruppi G'} sono tutte distinte. Una collinea-
zione a periodo 3 appartiene, insieme al suo quadrato, a due sottogruppi G'}:
dunque nel caso attuale i suoi due assi esisteranno contemporaneamente sulle
due quadriche invarianti di due tali GII per cui esse si taglieranno secondo
altre due rette sghembe fra loro e appoggiate agli assi di tutte le collinea-
zioni dei due GL in questione. Quindi ciascuna di queste due ultime rette,
essendo invariante rispetto a due G, sard invariante rispetto all’intero G,
da costruirsi. Assumendo tali rette per (x,=0, ,=0), (,=0, ;= 0) la
T incognita avra la forma (1) precedente; dalla quale si passa in ugual modo
alla (2). Soltanto non pud dirsi che sia «a*=1 perché @ non & invariante
rispetto al G, da costruirsi. Dopo, la condizione (T'C,*=1, reca a=2b e
per a la equazione 2 «* 4 2 4-2=0. Con cid le condizioni richieste per la T'
sono soddisfatte e il nuovo G, & individuato. Noi lo indicheremo con GY.
Esso & « I'ikosaeder V » di Masceke (pag. 284). Non figura fra i gruppi di
Baexera perché non pud mettersi sotto forma completamente reale, Le sue
collineazioni a periodi 2 e 3 sono biassiali, ma non le rimanenti.
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12 Ciafi: Sopra i gruppi finiti di collineazioni quaternarie,

10. Non rimane a discutere altro caso che quello in cui la specie dei
G, sia la G (ni 3 e 4). Assumiamo per C, e C; quelle del n.° 4. Gli assi
di C; sono x,=0, x,=0 come luogo di punti uniti; e ,=0, 2, =0 come
inviluppo di piani uniti. A causa della condizione 7' C; T'= C? ne viene an-

zitutto che le rette suddette sono unite per T' e quindi quest’ultima avrd la

forma :
(ax,+bry, cx,+da,, ma,-Fnax,, p:c;,-l—qx“, T
S s s S

Se, su questa, si completa la esigenza della condizione T C; T = C; si
trova m =¢q =0 e dopo, osservando che T*=1 e che T non pud essere
omologia armonica, si ottiene necessariamente a + d = 0, a* -+ b ¢ = n p. Poj,
per esigere la condizione (1" C,)* = 1, non importa svolgere completamente il
calcolo intero di (7' C,)%. Si calcoli anzitutto (T’ C,)* tenendo conto delle con-
dizioni gid trovate per i coefficienti. E per la (7' (,)* si calcoli solo la prima
sostituzione in z, che & la seguente:

2,=(@—3ubc+6abn+t+2apcH2apn)x, +
+(—3atb+bctdatp—26n—2pbc—2pbn)x,+
J-Batb—lct2bn—ap—pbc—pbn)\2x;, -}
—}-(a3—3abc+2apc—apn)\/2x4.

Perché sia (I'C.)) =1 & condizione necessaria anzitutto che nella pre-
cedente siano nulli i coefficienti di x,, 25, #,. Cominciando dall’annullare il
coefficiente di z, e tenendo conto che si ha «*+bc=mnp si trova necessa-
riamente p=210; poi ahnullando il coefficiente di x, si ottiene a*=3bc e

finalmente con 'annullare il coefficiente di «, si ha n=2c¢.
Per cui si ricavano, come necessarie, le relazioni:

at=3bc, n=2¢, p=2b, a+d=0.

Ma si constata facilmente che esse sono anche sufficienti. Prendendo
b=c=1, la T diviene

/xl\1§+x2 ‘Tl_xg\’g 23"4 2.’L‘3 11
l x Xy &y H )
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oloedricamente isomorfi con quelli dei poliedri regolars. 13

Questa, col G individua il G, cercato che rappresenteremo con GJ.
Esso ¢ identico con « I'ikosaeder » III di Masceke (pag. 281). Non figura fra
i gruppi di Baenera perche, come il precedente, non pud mettersi sotto forma
reale. '

11. Riassumendo i gruppi trovati, essi possono distribuirsi nelle se-

guenti divisioni: :

L® T tre gruppi di rotazioni dei poliedri regolari: (GY,, G, GL).

IL* I tre gruppi biassiali: (G, GIIt, G,

ITL® Tre sottogruppi del G, totale sul pentagono gobbo (o sul pen-
taedro): (GL,, GII, GY).

IV.2 Quattro gruppi dotati ciascuno di una e una sola coppia in-
variante di rette : (G111, GQIY, GY, GW).

V.2 Il G}, che non pud farsi rientrare in alcuna delle divisioni
precedenti.

I gruppi trovati sono dunque in tutto 13 (perchd il G, appartiene a due
divisioni: I* e IIL?). Di essi, tre sono tetraedrici, cinque ottaedrici e cinque
icosaedrici. I soli GYY, GY, non si possono mettere sotto forma reale. (BAGNERA,
pag. 79 e 125)) ‘

PARTE SECONDA.
Studio del gruppo icosaedrico G}, .

§ I. LA CONFIGURAZIONE COSTITUITA DAGLI ELEMENTI UNITI
DELLE SUE COLLINEAZIONI.

12. Nelle poche linee che hanno servito di introduzione abbiamo gia
parlato delle ragioni di preferenza che lo studio del GY, presenta sugli altri
gruppi trovati (¥). Ci proponiamo adesso di svolgere questo studio incomin-

(*) Forse non sarebbe privo d’interesse anche lo studio dei tre sottogruppi del Gyq
totale di collineazioni che operano sul pentagono gobbo, o sul pentaedro, trasformandolo in
ge stesso e meglio ancora lo studio sistematico di tutto un tale Gyy. In esso trovereb-
bero il loro posto naturale le molte proposizioni d’indole proiettiva, gia conosciute, e che
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14 Ciani: Sopra i grupps finiti di collineazioni quaternarie,

ciando dal considerare gli elementi uniti delle collineazioni del gruppo e i
loro legami geometrici.

Anzitutto caratterizziamo con le lettere q, b, ¢, d, e i cinque sottogruppi
tetraedrici del GY e con la lettera e in particolare il GIL generato dalle

Ci, Cs del 1.° 4, ciod dalle ’

. 19, b2, 2,0\ 2 2 — m,
C=(ab)eqy=] TN tanZ, @24, 02—
A H xs X, S

C~’3=(abc)=§x“ Lyy €T3, e’cm)).
Ca, @ 2 ox )

Allora, n.° 10, il GY & generato da G, e dalla
T=(ab)(de)=§x'\§+x“ n—ond, 2o, 2o

x, xz 11‘3 x‘ )

La sostituzione T' C, C; & rappresentabile con (abcde) e quindi ha il
periodo 5. Calcolandola si trova:

2 =2,\3—a, + 1,62 +,e2\6
S L=, + X\ 3 — 25 e\[6 + 2\ 2
( Ty=x,.2\2—r,.2¢
T =2,.2y2 5. 2.

(abede)=

La equazione in p che serve a trovarne i punti uniti possiede le 4 radici

riguardano il pentagono gobbo, o il pentaedro, e sarebbe facile trovarne altre in guisa da
interpretare geometricamente tutto cid che riguarda il Gy, totale su cinque oggétti. Si
presenterebbe spontanea la estensione in un iperspazio gualunque. Cioé lo studio della
geometria dell’ (n + 2)-gono o dell’ (r + 2)-edro in un S, lineare mediante il G(n4e2)! to=
tale di collineazioni che permutano in tutti i modi possibili i vertici dell’ (» 4+ 2)-gono, o
gli iperpiani dell’ (» + 2)edro. In questo rientrerebbero come casi particolari la geometria
proiettiva del quadrilatero in S, e del pentaedro in S; e quindi anche, come casi ancora
pit particolari, la metrica del triangolo (la cosidetta geometria del triangolo) e la me~
trica del tetraedro. Le molte proposizioni metriche riguardanti il triangolo o il tetraedro
(casi particolari di proprieta preiettive riguardanti il quadrilatero e il pentaedro) e la fa~
cilita con cui si ottengono tali proposizioni, dipendono forse in gran parte dalla esistenza
del gruppo in questione.
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oloedricamente isomorfi con quelly dei poliedri regolars. 15

immaginarie di
P+(12)=0

e quindi esistono 4 soli punti uniti distinti.

13. Cid premesso osserveremo che i sottogruppi di un gruppo icosae-
drico si possono distribuire, insieme ai loro relativi sottogruppi, nelle tre specie
seguenti :

1.* Dieci gruppi di 6.° ordine.
2.% Sei gruppi di decimo ordine.
3.* Cinque gruppi di dodicesimo ordine (gruppi tetraedrici).

In totale si hanno, in GY,, quindici involuzioni gobbe, venti collineazioni
assiali a periodo 3; ventiquattro collineazioni a periodo 5 con 4 punti uniti
ciascuna e 1’identita.

Cominciamo dai dieci sottogruppi di 6.° ordine. Essi sono del tipo

(@abe)y, (ac)(de), (ab)(de), (bc)(de), con r=1, 2, 3.

Ogni collineazione a periodo 3 insieme al suo quadrato individua uno di
questi G5. Ora il G, opera transitivamente sulle sue collineazioni a pe-
riodo 3, quindi altrettanto fard sopra i suoi 10 G4. Ciod:

I dieci gruppi di 6.2 ordine sono proiettivamente identici. Quindi basta
considerare la configurazione di uno di essi, ad es. del precedente. Esso con-
tiene un gruppo del 3.° ordine G, che & invariante e generato dalle potenze
di (abe). Segue che 1 6 assi delle involuzioni gobbe di G5 si appoggiano
agli assi del ;. Ma, per esempio, con (abc) e con (ac)(de) si pud gene-
rare l'intero Gy dunque il punto dove un asse di (ac)(d e) incontra I'asse di
punti uniti di (abc) & invariante rispetto all'intero (s e quindi esso appar-
tiene anche a un asse di (¢d){de) e a uno di (bc)(de). Valgono le consi-
derazioni duali. Dunque i sei assi delle involuzioni gobbe del G, s'incontrano
a tre, a tre in due punti sull'asse di punti uniti del &, ed esistono a tre, a
tre in due piani passanti per I'asse di piani uniti del G, medesimo. I punti
in cui tali 6 assi si appoggiano all’asse di piani uniti suddetto, compongono
due terne binarie di cui una & la forma @ dell’altra: i1 due punti del co-
mune hessiano sono i due punti uniti di G che si trovano sull’asse di piani
uniti. Dualmente ecc. Dunque un G, possiede due punti invarianti e due
piani invarianti. Yogliamo adesso dimostrare che non esiste alcuna collinea-
zione di @7, che trasformi uno dei due punti nell’altro, ovvero uno dei due
piani nell’altro. Infatti, notiamo anzitutto che due G, diversi non possono
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16 Ciani: Sopra © gruppi finiti di collineazioni quaternarie,

avere un punto invariante comune perché un tal punto sarebbe invariante
rispetto a G,. Ne viene che se esiste in G, una collineazione capace di ef-
fettuare il transito suindicato, essa deve trasformare il G, in se stesso e quindi
gli assi di punti uniti e di piani uniti del sottogruppo (5. Questi assi sareb-
bero dunque invarianti rispetto al G e rispetto a una collineazione esterna
al (s, e quindi anche rispetto all'intero G cid che & impossibile perche il
Gy non possiede coppie di rette invarianti. Possiamo dunque enunciare i se-
guenti resultati:

I 30 asst delle 15 involuzioni gobbe §’incontrano a 3, a 3 in 20 punt:
ed esistono a 3, a 3 in 20 piani in guisa che quelli che passano per wun
punto esistono anche in un piano. Questi 20 punti si dividono in due deca-
gont invarianti ciascuno rispetto all’intero GY, e dualmente i 20 piani si di-
vidono in due decaedri invarianti pure ciascuno, rispetto al medesimo GY,.

Ciascun decagono & iscritto in uno dei due decaedri. Vedremo nel nu-
mero seguente che i vertici dei due decagoni esauriscono tutti i possibili in-
contri degli assi delle involuzioni gobbe. E vedremo anche che:

I due decagoni precedenti costituiscono ¢ poligoni invarianti che hanno
1l minor numero possibile di vertici.

Ogni asse di una involuzione gobba contiene un vertice dell’'uno e un
vertice dell’altro decagono. Indicheremo con le lettere D, D’ questi decagoni.
Tenendo presenti le collineazioni a periodo 3 si pud anche dire che:

I dieci vertici del decagono D, o D’ esistono a tre, a tre in dieci piani
passanti a tre, a tre per dieci rette che sono gli assi dei piani uniti delle
collineazioni a periodo 3 ecc. Dualmente ecc....

14. Passiamo ai sei sottogruppi di decimo ordine. Uno di essi G, &
del tipo:

@bedey, (@b)(ce), (bo)(da) (cd)(eb), (de)(@e), (ea)(bd)

dove r=1, 2, 3, 4, 5. Un tal G,, possiede dunque un @, invariante che &
quello generato da (a bcde)y. E siccome un gruppo icosaedrico opera tran-
sitivamente sui propri G5 ne viene che altrettanto fa sopra i G,. Quindi: 1
sei gruppi di 10.° ordine sono proiettivamente identici. Si vede subito che 1
24 punii uniti dei Gy (n.° 12) sono tutti distinti. Perch®, non possono coincidere
due appartenenti a un medesimo G altrimenti le sue collineazioni non avreb-
bero il periodo finito 5; non possono coincidere due appartenenti a G, di-
versi, perch® se coincidessero, un tal punto sarebbe invariante rispetto a due
G, e quindi rispetto all’intero G}, ,
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Consideriamo un G, : ad es. quello che contiene le sostituzioni sopra
descritte. Ogni involuzione gobba del gruppo cambia Gy in se stesso e quindi
trasforma in se stesso il tetraedro degli elementi uniti. Vogliamo escludere
che cid avvenga per il fatto che gli assi di tali involuzioni passino per i
vertici. Intanto siccome il Gy opera transitivamnente sulle involuzioni gobbe
del G, ne viene che niuna di esse potrd avere per assi due spigoli opposti
del tetraedro in questione. Diciamo di pilt che nemmeno pud essere che l'asse
di una passi per un vertice. Infatti un tal vertice, essendo unito per il G5 e
per una sostituzione di G, esterna- al G5, & unito per tutto il G,, e quindi
per quel punto passa un asse di ciascuna delle rimanenti involuzioni gobbe
del Gy, medesimo. Inoltre, siccome tutti i G, sono identici, dal punto di
vista proiettivo, ne viene che altrettanto accade per i rimanenti G,,. Cid
premesso, si osservi che una involuzione gobba: ad es.: (ab)(ce), appar-
tiene a due G, e precisamente ai due G, individuati da (abcde), (abedc,”.
Dunque un asse s di (ab)(ce) incontra un asse di ciascuna delle involuzioni
gobbe seguenti :

Go@a) (cd)(eh) (@&)(ac) (ea)bd)
Go@d, Ccd@e), @ade), (a)bd.

Inoltre, a causa dei due G, cui appartiene (a b) (ce) segue che s si appoggia
anche a un asse di ciascuna delle

(@b)(de), (ab)(ed), (ce)(dd), (ce)(ad)
Dunque s incontrando un asse di ciascuna delle

(be)(da), (ca)(dd), (abd)(cd)

appartiene alla quadrica invariante di G, (n.° 4). Analogameute si vede
che s appartiene alla quadrica invariante di G ; a quella di GI; di GIL;
e finalmente, come asse di (ab)(ce), s appartiene anche alla quadrica inva-
riante di G}',. Ma cid & impossibile perché¢ le cinque quadriche suddette
non hanno certo rette comuni. Quindi: I dieci assi delle cinque involuzioni
gobbe di un G, si appoggiano tutti ai medesimi due spigoli opposti del te-
traedro unito del gruppo senza perd contenerne alcun vertice. Siamo adesso
in grado di giustificare due affermazioni contenute nel numero precedente. La
prima si & che i decagoni D e D’ assorbono tutti i possibili punti d’incontro
degli assi delle involuzioni gobbe. Infatti se dus tali assi s’incontrano, il
punto d’incontro & unito per il sottogruppo generato da quelle due involu-
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zioni il quale & pecessariamente o un G,, o un G4, o un G, . Un G, non
possiede punti uniti perche & della specie GI' (n.° 1), e ora abbiamo dimo-
strato che nemmeno un G, possiede punti uniti; dunque il punto d’incontre
In questione & unito per un G, e quindi & un vertice di D, o D',

La seconda affermazione era che D, o D' rappresentavano i poligoni
invarianti di minor numero possibile di vertici. Anche questo risulta imme-
diatamente. Infatti se esistesse un poligono invariante con meno di 10 ver-
tici esso ne avrebbe necessariamente uno, o due, o tre, o quattro, o cinque,
o sei. Ma non pud averne né¢ uno, né due, né¢ tre perché G non possiede
neé punti, né rette, né piani invarianti. Non pud averne quattro perché a causa
dei G, quei quatiro sarcbbero ciascuno uniti per tutti i G, il che abbiamo
gia notato al principio di questo numero essere impossibile. Non pud averne
né cinque, n& sel perché ciascuno sarebbe unito per un G,;, o per un G,
mentre tanto i (f,, quanto i G,, non hanno punti uniti.

15. Indichiamo con G i gruppi di 5.° ordine ponendo:

G =(abedey, GP=(abeedy, GI=(abdeey, G =(abedey,
GP=(abdecyr, G¥=(abecdy
con
'=l, 27 3, 4, 5.

Consideriamo un punto P, unito per G{. Tal punto non pud essere
unito per aleun altro Gy come abbiamo gia osservato; non pud essere unito
per una collineazione a periodo 3 perchd sarebbe unito per I'intero gruppo
generato da quella collineazione e da GV e quindi per il Gy ; e finalmente
non pud P, essere unito per alcuna involuzione gobba perché essa con GV
da origine o a un G,, che & privo di punti uniti (numero precedente), o al G,
che ne & privo ugualmente. Dunque se a P, applichiamo le 12 sostituzioni
di un gruppo tetraedrico troviamo 12 punti tutti distinti. Indichiamoli nel
seguente modo :

La (ab) (cd) effettua i cicli (P, P,) e (G G5

» (@ac)(bd) n » (P Py) » (G &)
» (@d)y(dc) n (PP » (@) _
»  (abc) » n (PiPsPy) » (G GDGY)
» (abd) s n  (P.P;Py) » (GY G®G)
” (a cd) » 9 (P, P, Pm) " (G;U Gf,f) G.('.s))
» (bed) » » (PP, P.) » (GG GY).
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Ciot P, P, sono uniti per ¢{"; P, P, per G®; P; Py per G} ; Ps P, per G
P, P, per G®; P, P,, per G®. Sieno P' P ,; P, P's; P'sPy; Pol,
P, P'.; P,P', le coppie di punti uniti rimanenti dei G, suddetti nell'or-
dine suddetto. Le involuzioni gobbe del G{" ad es.: trasportano tutte P, in
P, e P’y in P, ecc. (n.° 14). Dico che non esiste alcuna collineazione in
GY che trasporti P, in P’, ovvero in I”;. Infatti se una tale collineazione
esiste deve necessariamente trasformare in se stesso il G{" perché due @; non
possono avere alcun punto unito comune (n.° 14), quindi essa deve apparte-
nere al G, di cui GV & invariante e per conseguenza tale collineazione non
pud essere altro che una delle involuzioni gobbe del G, ma niuna di esse
trasporta I in P’,, ovvero in I,

Dunque ¢ 24 punti uniti delle collineazioni a periodo cinque si dividono
in due dodecagoni invarianti ciascuno (e quindi intransitivi) rispetto al Gg.
Manifestamente essi sono i soli dodecagoni invarianti possibili.

16. Andiamo finalmente ai cinque sottogruppi di dodicesimo ordine
(sottogruppi tetraedrici). Ciascuno contiene un G!' invariante e quattro G,
costituiti ognuno dalle potenze di una stessa collineazione a periodo 3. Un G,
appartiene a due sottogruppi tetraedrici: cosi ad es. (abcy appartiene a
G, GIIL. Gli assi di due G, non hanno alcun punto comune: se essi in-
fatti appartengono a uno stesso G ¢id risulta immediatamente dalla costru-
zione del G!'' medesimo (n.° 3); se essi non appartengono a uno stesso G
non esistono in alcun sottogruppo di Gg e quindi non possono avere un punto
o un piano unito comune altrimenti quel punto, o quel piano, sarebbe inva-
riante rispetto a G .

Ogni @' ammette due rette invarianti (n.° 4). Si hanno cosl dieci rette
le quali compongono una figura assal interessante che c¢i proponiamo ora di
considerare. Intanto rappresenteremo con (a’ @'') le reite invarianti di Gl ;
con (b'b") le rette invarianti di GI'L; con (¢'¢”) quelle di GUL; con (d'd")
quelle di @' e con (¢'e”) quelle di GUL. Ogni tale coppia & costituita da
rette sghembe. Osserviamo poi, che il Gg opera transitivamente sui G3. Quindi,
ricorrendo alla rappresentazione analitica del GUL si vede (n.i 12, 4) che
I'asse di piani uniti della collineazione (@ b ¢) incontra le rette €', ¢’ nei due
punti uniti che quell’asse contiene. Ma (a b ¢) appartiene anche a G!I, dunque
quei due punti apparterranno anche a d’, d’. In conclusione; prese due qua-
lunque coppie come (d'd”), (¢'e”’); una qualsiasi retta dell’'una incontra una
vetta de]l’altra. Esistano dunque i punti ¢'.d", ¢’ .d'; dico che allora non

possono esistere invece i punti ¢ .d'; €'.d". Infatti si noti che la (ab)(de)
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porta d” in ¢, ovvero in ¢". Se esistesse il punto ¢’ .d' esso, come ¢ d’, sa-
rebbe unito per la collineazione (¢ bc): in ogni modo uno dei due punti ¢'d’,
¢’ d"' sarebbe anche unito per la (ad)(de) e quindi invariante per il G, cui
appartiene (abc). Ma nessumno dei due punti invarianti del G, in questione
pud esistere sopra ¢ ovvero sopra ¢ (n.° 23). Si conclude quindi che ciascuna
delle dieci rette in discorso si appoggia ad altre quattro e non piiL.

17. Sieno a”, V", ¢, d” appoggiate alla ¢’ e le a'b' ¢’ d’ quelle appog-
giate ad ¢". Ci propom'amo di dimostrare che i due gruppi o'0'c d'¢,
a"b' " d" e sono, ciascuno, invarianti rlspetto a GY. Infatti la (abec) tiene
fisse le ¢, ¢", d', d" e quindi produce i cicli (a’d'¢'), (a” 4" ¢"). Dopo, si con-
sideri la (ae) (bd). Essa deve portare ¢' in a”, ovvero in a'. Ma & impossi-
bile che ¢ sia, da essa, portato in a” perché il punto e'.a” sarebbe unito
per (ae)(bd) e per (bcd) e quindi invariante rispetto al G, generato da
(ae)(bd) e da (bed) il che & assurdo poiche un tal punto esiste sull’asse di
punti uniti di (b cd) (n.° 13), mentre invece il punto ¢'.a" esiste sull’asse di
piani uniti di (bed) (n.° 16). Dunque la (a ) (b d) trasforma ¢ in &’ e quindi
¢" in a". La stessa collineazione deve trasportare &' in d', ovvero in d". Ma
se b fosse trasformato in d", il punto ¢".d" che esiste per ipotesi, sarebbe
trasformato nel punto a”.d" il quale invece non pud esistere altrimenti ap-
plicando la (b cd) si vedrebbe che a" 4" ¢"d" esisterebbero in un medesimo
piano manifestamente invariante rispetto a @U'L. Quindi (ae) (b d) trasforma
0" in d' e per conseguenza b" in d". Siccome poi la (@ e) (bd) medesima ap-
partiene al GUL i suoi assi si appoggiano a ¢/, ¢" e quindi tanto ¢/, quanto ¢”
sono sue rette unite. In conclusione i sistemi a'd'c¢' d'¢e; a"b"c¢"d" ¢’ sono
invarianti, ognuno, rispetto ad (abc) e (ae)(bd). Ma con queste due colli-
neazioni si pud generare Vintero &Y (poiche esse non appartengono insieme
ne a un Gg, né a un G,;) e quindi I'affermazione & dimostrata.

Viceversa se mnpqr & un sistema invariante di cinque rette, il G fun-
zionerd sopra di esso come gruppo alterno e quindi ad es. la m deve essere
invariante rispetto al G, che permuta npqr; per cui m & una delle dieci
rette in questione, ecc.

Possiamo dunque enunciare i seguenti resultati:

Il @Y, possiede due e due soli sistemi invarianti che siano costituiti cia-
scuno da cinque rette e sopra ognuno di questi esso fumziona da gruppo
alterno.

Queste 10 rette si distribuiscono anche in 5 coppie invarianti ciascuna
rispelto @ uno det 5 sottogruppi tetraedrici.
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Le rette di ogni sistema sono sghembe a due, o due ma ognuna di esse
st appoggia a 4 dell’altro sistema.

La ¢ si appoggia ad a'd’ ¢’ d. Se oltre ¢’ esistesse un’altra retta »
appoggiata ad a' b ¢'d, la quadrica individuata da e’, ¢/, » sarebbe inva-
riante rispetto a GIIL il che & impossibile (n.t 3, 4). Segue: I due sistemi inva-
rianti suddetti sono costituiti in guisa che le cinque retle di uno di essi si
appoggiano a quattro, a quattro a una delle cinque rette dell’altro e vice-
versa. In alire parole si pud anche dire che le retie dell’un sistema prese a
quattro, a quattro i tutti ¢ modi possibili ammettono sempre una sola tra-
sversale comune (invece che due). Queste cinque trasversali che cosi si otten-
gono compongono Ualtro sistema. Complessivamente, le 10 retie in parola si
incontrano a due, a due in 20 punti, vertici di un icosugono invariante ri-
spetto al GY, .

18. Viceversa: fra i cinque gruppi icosaedrici trovati quali di essi
ammettono sistemi invarianti di cinque rette? ovvero: quali di essi possono
funzionare da gruppi alterni sopra cinque rette? Sieno m, n, p, ¢, r le rette
in questione. Il @,, che tiene fissa una di esse non pud essere il G, (n.° 2)
perché esso non possiede rette invarianti. Cid esclude che il G, cercato sia
il G o il G} (n.° 8). Anche il GII lo si esclude subito. Infatti: sia il G,,,,.
quello che tiene fissa, ad esempio, la . Ne viene che la r appartiene alla
serie rigata costituita da rette invarianti rispetto a G,,,.. Ma tale serie ri-
gata & la stessa per tutti i cinque: G Giony Guogp; Gioyg; Gisyr. Quindi
mnpqr sono generatrici di questa serie e quindi ognuna & invariante ri-
spetto a GIII. Rimangono G e GY . Di quest’ultimo abbiamo gid trattato
nel numero precedente. Quanto a G}y ricorderemo che esso possiede cinque
serie rigate costituite da rette invarianti- rispetto ai cinque G,,. Se dunque
si parte da una generatrice di una di queste e le si applica un Gy si tro-
verd un sistema di 5 rette sulle quali il GV funzionerd da gruppo alterno e
dunque in questo caso 1 sistemi invarianti cercati sono oo'. Ma niuno di
questi gode la proprietd caratteristica di cui godono 1 due sistemi trovati
nel numero precedente. Infatti sia a'd'¢'d ¢ uno dei sistemi sopra i quali
il @] funziona da gruppo alterno. Intanto & manifesto che due di tali
rette non s’incontrano. Perch& se cid accadesse tutte s’incontrerebbero a due,
a due e quindi o esisterebbero in un piano, o passerebbero per un punto’
invarianti rispetto al GlY, mentre tale GIj non ammette né punti, n& piani
invarianti. Cid premesso, vogliamo adesso dimostrare che non esiste una sola
retta appoggiata a 4 delle rette a' b’ ¢' d ¢'. Sia infatti a” la sola retta ap-
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poggiata a b'c'd ¢'. Essa appartiene alla quadrica invariante di GYY,. La
retta b’ appartiene invece alla quadrica invariante di G1V,. D’altra parte,
siccome a” & la sola retta appoggiata a & ¢ d ¢ ne segue che queste 4 rette
sono, ciascuna, tangenti alla quadrica invariante di @LY,. Allora, ricordiamo
che nel caso attuale le collineazioni a periodo 3 sono biassiali e che due
qualsiasi delle cinque quadriche in questione si tagliano secondo gli assi di
una tale collineazione e secondo le due rette invarianti rispetto al GIY (n.° 9).
Per il punto a”. %" passa un asse s della collineazione (¢ de), il quale esiste
anche nel piano a”b'. Esso & diverso da a” (per il n.° 9) e anche da &
perché altrimenti anche le rimanenti ¢ d'e a’ sarebbero assi di collineazioni
a periodo 3 (mentre il GIY & transitivo su queste collineazioni che sono dieci
e non hanno assi comuni). Si trovano cosi delle condizioni irrealizzabili.
Perche se s" & Valtro asse di (cde), s' si appoggia a &’ ed appartiene alla
quadrica invariante di G),: per cui &' & tangente a tale quadrica nel punto
b".a" e la incontra altrove, ciod &’ le appartiene per intero insieme a s e a”.

La quadrica invariante suddetta si spezza il che & impossibile (n.° 4).

§ I In rascio D1 SUPERFICIE DI 4.° ORDINE INVARIANTI

RISPETTO AL GRUPPO G Y.

19. Fra tutti i gruppi trovati (n.° 11), i soli GIY e G non si possono
mettere sotto forma analitica completamente reale (Baanera: pag. 79 e 125,
Ne segue che tutti gli altri posseggono almeno una quadrica invariante (Ba-
avErA : pag. 3). Il @7 e il Gy, non la posseggono. Le cinque quadriche in-
varianti dei loro cinque @\, sono tutte distinte e soltanto prese insieme com-
pongono una superficie invariante. Essi non posseggono nemmeno superficie
cubiche invarianti. Basta percid osservare che una superficie cubica non pud
essere invariante rispetto a un GI' (n.° 1). Infatti gli assi di una delle invo-
luzioni gobbe del @il vengono scambiati fra di loro per opera di una qua-
lunque delle altre due involuzioni del gruppo, quindi upa retta appoggiata
agli assi suddetti deve assorbire nei punti di appoggio un numero pari delle
sue intersezioni con la superficie: esternamente ne rimane quindi un numero
dispari il che & impossibile. Dunque una tal retta appartiene alla superficie
per intero. Ciod le appartengono le oot rette unite per le involuzioni gobbe
del G il che & ugualmente impossibile.
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Passando alle superficie di 4.° ordine si vede facilmente che njuna di
esse pud essere invariante rispetto al Giy. Infatti le collineazioni a periodo 3
del GIV sono biassiali. Se una superficie quartica & invariante rispetto a una
tale collineazione almeno un asse di questa esiste sulla superficie. D’altra
parte esistono in GLY involuzioni gobbe che trasformano uno nell’altro gli assi
di una data collineazione a periodo 3 (ad esempio la T del n.° 9 opera in
tal modo sulla C’'; del n.® 4). Dunque tutti gli assi delle 10 collineazioni di
periodo 3 esistono sulla superficie supposta. Nessuno di questi assi pud esser
retta doppia per la superficie perche se lo & uno, lo sono tutti e si cadrebbe
in una quadrica doppia. Ne segue che ogni retta generica appoggiata agli
assi di una medesima delle collineazioni in discorso incontra fuori degli assi
la superficie in due punti (il che & impossibile a causa del valore 3 del pe-
riodo), ovvero le appartiene per intiero il che & anche assurdo perche appar-
terrebbero alla superficie le oo® rette di 10 congruenze lineari.

Dimostreremo invece nel numero seguente che il G possiede an fascio
di superficie quartiche invarianti. E sard quindi giustificata la seguente af-
fermazione :

Il @Y, é Uunico fra tutti ¢ gruppi trovati che goda la proprietd che
Vordine minimo delle sue superficie invarianti sia il quarto. _

20. Ci proponiamo di trovare il fascio cui sopra abbiamo accennato.
Basta percid esigere la invarianza rispetto alle tre collineazioni C,, C;, T
del n.° 12. Accenneremo qui rapidamente al modo pil sollecito di condurre
i calcoli relativi. Indichiamo con = la superficie generica cercata. Semplici
osservazioni sullo scambio prodotto fra wx, e x, dalla T' e le esigenze cui con-
ducono il possesso della C, ci danno per X la forma seguente :

S=a-tpaityritdr, v, fpaiai=0
dove «, 8, y, ¢ sono binarie in x,, x, delle forme seguenti:
=aritbait+caie,+dx i+ 0l
B=ex,+gx; y=fr,+La,
do=I1lzi+mai+qxx,.

Si noti che la = non pud essere riduttibile perché non esistono sistemi di
uno, o due, o tre, o 4 piani che siano invarianti rispetto a GJ . Cid esclude
che « sia nullo identicamente: perché con « =0 identicamente esistono 2 e
quindi venti punti doppi di 2 situati a 4, a 4sulle a'd'c¢'d'¢, o' b"c"d"¢"
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onde queste rette sarebbero doppie, ecc., ecc. Cid premesso, esigiamo la in-
varianza rispetto a T'. Per effetto della 7' la = si cambia nella 2’ seguente:

S=o+8p ait+8y i+ 42, +16p2x;ai=0

dove o, ', ¥', ¢' indicano cid che divengono le binarie «, 3, 7, ¢ per effetto
y Py 7 y 9y 7
della sostituzione binaria

/ 1o Y

{ay3+ 2, T, — 2, \/3

, )
Z, 2,

Se = deve coincidere con I si deve avere anzitutto

a=pa

dove p & un fattore di proporzionalita. Cid da luoge alle condizioni seguenti:

9a4+b +3.3c+ \/§d+3n=pa§ ....... "
a+9b— V3c—3V3d4-3n=pb
12,30 —4 \5b—8d—-4\§1z=pc§ ........ @
4,30 —12y3b—8c+4y3n=pd
18 (@) —6y3(c—d)—2n=0pn... (3)
Da cui _
(a—b)(8—_p)+(c+d) 4,3 =Oz “)
(a—Db) 168 —(c+d)(8+p) =0
@+0)(10—p)+(c—d) 2V3 + 6n =02
(@4b) 8V3 +(c—d)8—p)— 8V3n =0 (5)

(@+b) 18 —(c—d).6y3 —@2+p)n=0 )
annullando i determinanti dei coefficienti si trovano le due equazioni in p
seguenti :
(e 416)(p — 16) =0
(p + 16) (p — 16 = 0.

Dunque, necessariamente, deve essere p== 4 16 altrimenti la « si an-
nulla identicamente.

21. Prima di proseguire nella ricerca delle condizioni che provengono

dall’esigere che 3 possegga la T' distinguiamo i due casi: p =16, p = —16.
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Sia dapprima p==16. Le (4) si riducono a una sola; cosi pure le (5) e
si & condotti necessariamente alle due:

=5c+d—|;2n\/§, b___—c——5d:|—2n\/§ 6)
43 4\3
e si vede allora che anche le (1), (2), (3) sono soddisfatte.
Poi dovremo avere: *
=2y, =28, J=439

a

da cui: B 3
FtV3tg, j_t—yV3 )
2 - B 2 (7)
l=m-+qy3.
Invece con p= —16 si trova:
a__5n+3\/§d b_—n+3\/§d, c_4n+3\/§d
— 18 - 18 T 3ys
___eV3+tyg _gV3—e 8
f——— B ’ h— 2 ()
=— L =1, p=o
== "o P

22. Esigendo finalmente la invarianza della superficie 3 rispetto alla C,
del n.° 12 si trovano le seguenti nuove condizioni che si riscontrano neeces-
sarie e sufficienti:

f=2y2a; g=—2y2b; h=—c\y2; Il=3¢
e=d\2; m=38d; p=n; g=-—2n.

Queste non sono conciliabili con le (8) a meno che tutti i coefficienti non
siano nulli. Si associno allora con le (6), (7), si riduca a forma intera e si
vedrd che 1 coefficienti possono esprimersi tutti in funzione di un sol para-
metro 2 indipendente. Si & quindi condotti alla equazione seguente la quale
rappresenta il fascio cercato.

@A+ Da, @3 +2¢22Y) + (0 +2) @ (— 23 + 2V2a) +
+ 23 (2 4+ 1 22) (#2325 ) -

26 (A2, 28— 22 23) + 3 — 1) (£, 20 — 25 2,)* = 0.
Annali di Malematica, Serie I, tomo VIIL 4
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§ III. Lie SUPERFICIE SINGOLARI DEL FASCIO.

23. Per cercare le superficie del fascio dotate di punti singolari &
assai utile effettuare una trasformazione di coordinate la quale lasci fissi i
punti (0001), (0010) e trasporti gli altri due punti fondamentali nei due
punti invarianti di quel G; cui appartiene (ab¢). Questi punti sono:

A=24V3, 1,0, 0); A'=(—2+V31,0,0)
e la trasformazione suddetta & la seguente:

2,2 +V3) Fa, (—2+V3), w4, x,

z, z, Ts X,

Mediante questa, la equazione del nostro fascio diviene:
F=ut!(55+32y3) %+ 41 4 243 | 4ot | (55 — 321 3) A+ (41 —24/3) | +
+ 2, (@24 23) A6+ 2V2) + V2| 2 (23— 2D A (— V6 +2V2) +-y2 | -+
datma, | —32 421+ 12V3 ) d-xiw 2, |32 —21 +12y3 | +

F18(— Doyt o (O — 1) ad zp=0.

1l valore di A che annulla il coefficiente di «{ individua una superficie
del fascio che ha un punto doppio conico in (100 0) ciod in un vertice del
decagono D. Ma il GJ, opera transitivamente sui vertici di D (n.° 13); dunque
tale superficie ha 10 punti conici nei vertici suddetti. Analogamente, il va-
lore di X che annulla il coefficiente di «} individua una superficie del fascio
che ha 10 punti doppi nei vertici del decagono D'. Niuna di queste due su-
perficie ha altri punti doppi oltre i 10 suddetti. Infatti niuna di esse po-
trebbe possederne un altro P senza possederne in conseguenza pilt di altri 6
(a causa dei trasformati di P per mezzo del GY). Avremmo quindi una super-
ficie di 4.° ordine con pilt di 16 punti doppi e quindi con infiniti punti doppi
costituenti una curva che non pud comporsi di rette, o di coniche a causa
della sua invarianza rispetto al G§,. Sard quindi una cubica gobba. Ma le
cubiche gobbe invarianti del G§ sono solamente due e le superficie del fascio
che le contengono sono certamente diverse dalle attuali (n.° 25).
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La esistenza di queste due superficie ci fornisce dunque una nuova pro-
prietd dei decagoni D e D' (n.° 13). Essa pud esprimersi cosi:

I vertici dei due decagoni D, D" (formati dat punti uniti dei sottogruppi
di 6.° ordine) si possono riguardare come punti doppi di due superficie di
4.0 ordine invarianti ciascuna rispetto al Gy,, U una circoscritta o D e
Paltra a D'.

Esse appartengono al fascio precedente e sono individuati dai valori
di A dati da

(55 % 323) 2 41 + 243 = 0.

I punti doppi di ciascuna sono coniei.

24. Nessuna delle due superficie, ora trovate, & un simmetroide.

Sia ¢ una di esse. Per escludere fa possibilitt che essa sia un simme-
troide osserviamo anzitutto che per un punto doppio P di ¢ non passano
rette esistenti sopra ¢. Infatti, anzitutto I'equazione di ¢ ci dice che la retta
x; =0, ,= 03 asse di punti uniti per (@ bc); non appartiene a ¢. Sia s
questo asse ed # una retta supposta esistente sopra ¢ e passante per P. Allora
il piano r.s taglia la (abc) secondo una omologia piana a periodo 3 che
ha s per asse e per centro il punto @ dove il piano r.s taglia 2,=0,
x,=0. Se Q non esiste sopra », poiche » & diverso da s, ne viene che ap-
plicando a r la omologia piana suddetta troveremo altre due rette ¢, »" ap-
partenenti a ¢ e passanti per P. Ksse dunque appartengono al cono oscula-
tore in P e poich& sono tre rette in un piano segue che il cono in questione
si spezza e P & biplanare mentre osservammo gia che deve essere conico
(n.° 23). Se poi Q esiste sopra r», ciod appartiene a ¢, esso coinciderd neces-
sariamente con (00 10), o con (000 1) e in tal caso si verifica direttamente
sulla equazione di o che # non esiste. Segue adesso che ¢ non pud essere un
simmetroide, perche se lo fosse il cono circoscritto a ¢ da un suo punto doppio
si spezzerebbe in due coni cubici di cui le 9 generatrici comuni sarebbero le
rette che uniscono quel punto doppio agli altri 9 (*). Ora nel caso attuale
queste rette non possono appartenere a ¢, quindi le due cubiche di contatto
dei due coni suddetti hanno comuni i nove punti doppi rimanenti e quindi
coincidono in una sola invariante rispetto al G, cui appartiene (abc). Ma
in tal caso essa deve appoggiarsi in due punti diversi all’asse di punti uniti

(*¥) CL p. es. Roun, Die Flaclen vierter Ordnuny hinsichtlich iherer Knotenpunkte und
iherer QGestaliung, Math. Annal. 29,
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di (@bc) che & ,=0, x,=0 (0. 25) e non pud essere pit curva di con-
tatto con ¢ di un cono cubico col vertice in P.

25. Per completare la ricerca delle superficie singolari del nostro fascio
cerchiamo le intersezioni di 2;=0, #,=0 con le equazioni che si oltengono
annullando le derivate prime della F' del n.° 23, il che equivale a cercare
i punti doppi del fascio che esistono eventualmente sopra I'asse di punti uniti
di («bec). Otterremo cosi le due equazioni semplicissime seguenti:

x,{xf((55+32\/§)k+41+ 24\/5)—{—-9(7«—1)333!:0

xzix;((sf)—32\/5)1+41—24\/§)+9(1—1)xg}=0.'

Le soluzioni (1000), (0100) con (55 % 32y3)2 4- 41 + 243 =0 sono
gia state considerate al n.° 23. Escludendole, rimangono le due condizioni

x32(55+32\/§)7«+41+24J§;+9(X—1)x3=0
xz{(55—32\/§)>.+41—24\/§l+9(z_1)xz=o.

che debbono esser soddisfatte insieme. Annullandone la resultante si trova:
212 —21-4+2=0.

I due valori di 1 che questa equazione individua determinano due su-
perficie del fascio dotate ciascuna di due punti doppi distinti sopra l'asse di
punti uniti di (@ b¢). Per esaminarne la specie si osservi che la quadrica po-
lare di un punto (y,y,00; generico sopra ;= 0, z,= 0 rispetto a una su-
perficie generica del fascio &:

glmyi+30 D+ 120—Dnzyiy + 2t lnyi+30—1) gl =0
dove per brevith si & posto:
m= (b5 + 32y3) A+ 41 + 243, 0= (55 —32\3)% 4 41 — 24 3.

La quadrica precedente si compone di due piani. Essi coincideranno
quando sia:

SA—1myt+30—1)nyi + (m"—27(7\—1)’)?/1%=0'
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D’altra parte i punti d’incontro di x; =0, x,=0 con una superficie
generica del fascio sono dati da

myt+nyi-+18(A—1)yiy; = 0.

Ebbene la condizione, in 2, perché le ultime due equazioni coincidano

¢ ancora
232 —214-2=0.

Cid dimostra che i due punti doppi in questione sono uniplanari. Ma il
GY opera transitivamente sopra tutti 1 sottogruppi di 6.° ordine, quindi cia-
scuna delle due superficie ora trovate possiede 20 punti uniplanari e quindi
ne ha infiniti. D’altra parte né la superficie, né il luogo dei suoi punti doppi
uniplanari possono spezzarsi (n. 20, 23), quindi non rimane altra ipotesi am-
missibile che la superficie sia la sviluppabile osculatrice di una curva gobba.
B cos) stabilita la esistenza delle due cubiche gobbe invarianti del GJ (*).
Le due soluzioni ora trovate costituiscono le sviluppabili osculatrici delle due
cubiche suddette.

26. Dimostriamo adesso che le due sviluppabili precedenti e le due
superficie con 10 punti doppi ciascuna, trovate al n. 23, costituiscono tutte
le possibili superficie singolari del nostro fascio. Percid osserveremo, avanti,
che le due cubiche gobbe ora trovate sono le sole invarianti rispetto al Gg.
Infatti sia C una cubica gobba invariante rispetto a GY. Essa sard inva-
riante anche rispetto a uno qualunque dei sottogruppi G, e quindi le facce
del tetraedro degli elementi uniti di tali G5 debbono tagliare, ciascuna, la C
in un gruppo di 3 puntt invariante rispetto a (5. Dunque la C passerd per
due vertici M M' del tetraedro suddetto: se ¢ e ¢ sono le tangenti a C in
M, M' e n, «' 1 piani osculatori; saranno facce del tetraedro i piani =, =’
e i piani M.t', M'.4 I punti MM’ si corrisponderanno nelle cinque in-
voluzioni gobbe che col Gy formano un G, (n.° 14) e quindi la curva C
sard necessariamente circoseritta a uno dei dodecagoni invarianti formati con
i 24 punti uniti dei sei Gy (n.° 15). Ma tali dodecagoni sono due. Dunque
le cubiche C non possono essere altro che due, ciod quelle gid trovate nel
numero precedente. Cid premesso ammettiamo che la superficie ¢ sia una
delle superficie singolari del fascio. Essa non pud esser degenere (n.° 20). I
suoi punti doppi saranno in numero finito o infinito. Nel 1.° caso non pos-

(*) Koun, Ueber die Oktaedérlage und die Tkosaéderlage von zwei cubischen Raum-
curven. Wien, Ber. 108, 58-68,
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sono essere pit di 16 e debbono costituire un poligono invariante. Esso
dunque sard necessariamente, o uno dei due decagoni del n.° 13, o uno dei
due dodecagoni del n.° 15. Se & uno dei decagoni si hanno le soluzioni del
n.° 23. Se & uno dei dodecagoni si osservi che essi appartengono effettiva-
mente a tutte le superfici del fascio, ma soltanto le due sviluppabili oscula-
trici del n.° 25 li ammettono come punti doppi perché se fossero doppi per
tutte le superfici del fascio, tutte dovrebbero contenere le due cubiche gobbe
invarianti (incontrandole in 24 punti). Cid non & evidentemente. E dunque
impossibile che la ® abbia un numero finito di punti doppi nei vertici del-
I'uno, o dell’altro dei dodecagoni in parola. Nel 2.° caso poi in cui la ® pos-
segga infiniti punti doppi essi debbono costituire una curva non degenere
(n.° 23) che non pud essere né una retta, né una conica perché il G, non
ammette né una retta, né una conica invariante. Tale curva sard dunque una
cubica e poiché abbiamo gia osservato che tali cubiche invarianti sono sol-
tanto due si ricade nélle due sviluppabili gia considerate. Possiamo dunque
enunciare 1 seguenti teoremi:

Il GY possiede due e due sole cubiche gobbe invarianti. Ciascuna é cir-
coscritta a uno dei due dodecagoni invarianti costituiti dai 24 punti uniti
dei sottogruppi di 5.9 ordine. Sono secanti comuni delle due cubiche ¢ 10
assi di punti uniti dei sottogruppt di 3.° ordine (*).

Il medesimo G possiede quattro sole superficie singolari invarianti di
4.0 ordine. Due sono, naturalmente, le sviluppabili osculatrici delle due cu-
biche gobbe precedenti; le altre due hanno 10 punii doppi conici ciascuna
nes vertice det decagoni D e D' e sono quelle git descritte al n.o 23.

27. Fra i cinque gruppi icosaedrici trovati (n.t 8, 9, 10) il @Y sard
I'unico dotato di gubiche gobbe invarianti? La risposta & affermativa. In-
fatti, osserviamo che una collineazione a periodo 3 che ammette una cubica
gobba invariante non pud essere biassiale perché una tal curva non possiede
trisecanti. Cid esclude il GII e il GIY (n.° 9).

Poi, osserveremo che se un G, ammette una cubica gobba invariante
esso non pud essere un G (n.° 1) costituito cioé dalle tre involuzioni gobbe

che hanno per assi le tre coppie di spigoli opposti di uno stesso tetraedro.
Cid esclude 11 Gl e G (n.° 8).

(*) SturM, Combien y a-t~il de secantes communes ¢ deux cubiche gauches? Annali
di Matematica, serie I, Tomo III,
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Il GJ, ¢ Punico fra ¢ cinque gruppi icosaedrici {rovati il quale sia do-
tato di cubiche gobbe invarianti (non degenert) (*).

28. Viceversa data una cubica gobba come si pud costruire un G,
rispetto al quale essa sia invariante? La costruzione pud condursi nel modo
seguente.

Anzitutto se una cubica gobba & trasformata in se da una involuzione
gobba si vede subito che gli assi devono appoggiarsi alla cubica. V’'ha di
pitt: sieno A4, A’ i punti di appoggio; £, ¢ le relative tangenti; =, #’ i piani
osculatori. Allora i piani = e A.¢ sono uniti; cosi i piani o’ e A".%. Segue
che gli assi della involuzione in parola sono precisamente le rette =. (4. ¢);
n' . (A'.%): se ciod si immagina il tetraedro =, o', 4.4, A'.¢ gli assi sud-
detti sono quei due spigoli del tetraedro che incontrano ciascuno la curva
in un sol punto. E si pud dire che fissati due punti della curva restano anche
fissate due rette per quei punti che possono riguardarsi come assi di una in-
voluzione gobba che trasforma la cubica in se stessa. Allora per costruire un
G rispetto al quale la curva sia invariante basterd prendere su di essa tre
coppie, di punti, armoniche a due, a due e ripetere per ciascuna la costru-
zione precedente. Otterremo cosi le tre involuzioni gobbe del GU cercate.
Passiamo adesso a costruire un G di cui il precedente GI' & gruppo qua-
drinomio. Se una collineazione a periodo 3 trasforma la cubica gobba in se
stessa, abbiamo gid osservato che la collineazione deve essere soltanto assiale
(non biassiale). Adesso si pud aggiungere che I'asse di punti uniti della col-
lineazione deve essere una corda della curva, che le tangenti nei punti di
appoggio debbono incontrare 1’asse di piani uniti nei due punti uniti che
I'asse medesimo contiene, che finalmente quest’ultimo deve essere la interse-
zione dei piani osculatori alla curva nei due punti suddetti. Viceversa si vede
subito che se una collineazione a periodo 3 soddisfa a tali condizioni, la
curva & mutata in sé stessa. Cid premesso sieno sulla cubica, 4 4, BB, C C'
le tre coppie di punti che hanno servito a individuarne G Esse individuano
anche sulla curva un G, di proiettivita binarie appartenente a un G,; pure
di proiettivita binarie perché la curva & razionale. Sia Q una delle proietti-
vita binarie a periodo tre del G, suddetto c¢d M, M’ i punti uniti di Q.
Allora la collineazione spaziale a periodo 3 che ha la retta M M’ per asse

(*) Analogamente si vede che il solo G fra i gruppi tetraedrici, ¢ il GY,, fra gli ot~

taedrici, ammettono cubiche gobhbe invarianti.
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di punti uniti, che ha per asse di piani uniti la intersezione dei piani oscu-
latori alla curva in M, M’ e su questa intersezione per punti uniti quelli
situati sulle tangenti in M, M’ & la collineazione che aggiunta al G} ge-
nera il G cereato. ’

Finalmente per trovare il @, indichiamo con C,, C, due proiettivita
del G, binario a periodo 2 e 3 rispettivamente e osserviamo che sulla enrva,
a causa della sua razionalitd, esiste un G, binario di cui una proiettivitd I
a periodo 2 soddisfa le condizioni IC,I= C}, (I C,)*=1. La proiettivita
binaria I insieme al G, binario individua il G, binario sulla curva. Eb-
bene i punti doppi di I individuano, al modo indicato sopra, una involuzione
gobba che trasforma la cubica in se stessa e che col Gl genera il gruppo
cercato G .

§ IV. STupio DI UNALTRA PARTICOLARE SUPERFICIE INVARIANTE.

29. Oltre le superficie singolari del fascio (trovato al n.° 22) studiate
nel paragrafo precedente, esiste nel fascio medesimo un’altra superficie note-
vole che possiede 60 rette senza essere"rigata e di cui ora vogliamo esporre
le proprietd prineipali.

Riprendiamo percid 'equazione del fascio suddetto:

QA4 1)z (2 +2022) + (A 2) me (— 22 2y223) +
-+ Qvg(xf'l-)xg)(x! X + s 2,) -
F2V6 a2l —xp23) +3(A— 1) (3,2 — 2, 2,)' = 0.

Da questa risulta che la reita x, =0, z, = 0, cioé 'asse di piani uniti
di (abc) tocca tutte le superficie del fascio in (0010), (0001), cioé nei
due punti uniti di (« b¢) che esistono su quell’asse. Siccome GJ; opera tran-
sitivamente sopra le sue collineazioni a periodo 3, cosl ne viene che tutti gli
assi di piani uniti delle collineazioni in parola toccano tutte le superficie del
fascio nei due punti uniti che ciascuno contiene. Se dunque si considera
quella superficie del fascio che passa per un punto di uno di tali assi esterno
ai due punti di contatto in discorso, ne segue che tale superficie conterrd
per intero quell’asse e quindi anche i nove rimanenti.
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La superficie cercata é dunque caratterizzata dal contenere, per intiero,
¢ dieci assi di piant uniti dei sottogruppi di 3.° ordine. Ecco dunque trovato
un primo gruppo di 10 rette esistenti per intero sulla superficie e sghembe
a due, a due. (Infatti se due s’incontrassero, il loro piano sarebbe unito per
il gruppo generato dai due G, relativi, ciot o per un G, o per l'intero G :
ma n& GUI né GY hanno piani invarianti.)

L’equazione della superficie si ottiene da quella del fascio per A =1 ed
¢ la seguente:

I'= \/‘aT(x'} — i)+ 2z, 2, (22 + 23) + 2\/5(90, ad — x, ) +
+ 2\/6(.:', w3 + 5 23) 4+ 6 23, (27 - 23) = 0.

30. Cerchiamo le altre rette della superficie. Percid osserviamo che
tagliando F' col piano x, =p x, la sezione si spezza in x,=0 e

23 (p+V3) (1V8 — 1) (u* + 1) + 22 23 (u +3) + 22 2} (V3 — 1)+
+6x, 50, (p*+1)=0.

Le condizioni perché la (1) abbia almeno un punto doppio sono una
qualunque delle seguenti:

V’+\/§=07 f*\/3_1=01 w+1=0 (2)
(p4y3)t (pV8 — 1 (2 + 12 =0 (3)

discutiamo separatamente le (2) dalla (3).

31. Una qualsiasi delle (2) ci fornisce una seconda specie di rette esi-
stenti sulla F' e che chiameremo rette di seconda specie. Per stabilirne I'e-
sistenza si osservi che ciascuno dei piani z, 4+ \/§ x, =0, V3, + 2, — 0 taglia
la F oltre che nella (x, =0, z, = 0) in un’altra retta e in una conica non
degenere. Cid accade se ci serviamo dei valori di p che annullano le prime
due delle (2). Se ci serviamo della 3.* si hanno i due piani z, £ 7 2,=0
ognuno dei quali taglia la F oltre che nella (z,=0, 2,=20) in tre rette
che si incontrano in uno stesso punto di (2;==0, z,=0), ciot dall’asse di
punti uniti di (a bc) e che sono rappresentate da:

23 (% i y8) + a3 (£ iy3—1)=0.

Sembrerebbe dunque che le rette che provengono dal soddisfare la 3.2
delle (2) fossero di specie diversa da quelle che provengono dal soddisfare

(
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le prime due delle (2) medesime. Cid non é&. Infatti, si consideri la

(2, + 2,83 =0, x,=0) proveniente dal valore di p che soddisfa la prima (2).
Tissa & unita per la (abc). Invece per effetto della (ced) seguente :

2, =u,\3 41+ 22z,
Ho=—x, 41,3+ 222,
T=2,2— 2,6+ 2,
T, =x,\/6 + 2,2 — 2 x,

Co. T=(ab).(cd).(ab)(de) ={(ced)=

si osservi che la stessa retta (z, +,\3 =0, 2,=0) da luogo al ciclo delle
tre rette

xi—}—xz\/§=0); xz\/§+x3+\/§x4=oz. 23+ 2, — 252 2,6 =0 ]
z2,=0 S’ x‘\/5+x2—xgd§=0 ’ V22, 4+ 2, =0 )

le quali si appoggiano tutte e tre alla retta:
@+ 23+ 2,/2=0 Z
z, \/5——:/02 - 225 \/§ =0

che & asse di piani uniti per la (ced) e passano per il punto (y3, — 1, V2, 0)
che & situato sull'asse di punti uniti della (ced) medesima. Si vede anche
che la quadrica polare di (3, —1, y2, 0) si compone dei due piani:

2,23+ 22 =0, x{3—x+2:2=0

dei quali il primo & piano tangente a F in (3, — 1, \/2, 0) e contiene le
tre rette (4). Cid prova l'affermazione fatta.

Le rette che si trovano considerando le soluzioni (2) saranno chiamate
le rette di 2.* specie della superficie F. Quante sono esse? Per rispondere
a tale domanda osserviamo che le considerazioni precedenti fatte per la
(. + x, \/§=O, x,=0), unita per (abc), possono ripetersi per la (acbd).

(ced)abc)=(aed), e per la (acb)(aed)(abc)=(bed), nelle quali tra-
sformazioni la retta in questiene rimane inalterata. Dunque le rette di

2.% specie sono = 20. Abbiamo quindi il seguente teorema:

La superficie F' possiede altre 20 rette. Esse s’incontrano a ire, a tre
in 20 punti di ' ed esistono a tre, a tre in 20 piani tangenti a F' in guisa
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che quelle che passano per un punfo esistono anche in un piano e viceversa.
S¢ ha cost un nuovo icosagono invariante, rispetto al GJ, di cui i wvertic
sono analoghi ai noti punti di Eckaror sulle superficie cubiche particolar:
che portano un tal nome. Per ogni vertice passano ire rette di 2.% specie;
sopra ogni retta di 2.2 specie esistono tre vertici dell’icosagono suddetto. La
sezione del piano tangente in uno di tali vertici si compone delle tre rette
di 2.2 specie che vi passano e dell’asse di piani uniti della collineazione a
periodo 3 che permuta quelle tre rette.

B questo il secondo gruppo di rette esistenti per intiero sulla F\

Tanto sulle 10 rette di 1.* specie, quanto su quelle di 2.* il Gy, agisce
transitivamente.

32 Finalmente, I’equazione (3) del n.° 30 ci fornisce la 3.* specie di
rette sopra F'. Sia la (3) soddisfatta. Ognuna delle sue radici individua un
piano passante per #,= 0, x, = 0 il quale taglia la superficie F' ulteriormente
in un trilatero. i poiché le radici suddette sono tutte distinte esistono 4 di
questi piani per la retta in discorso e si hanno 12 nuove rette di F' appog-
giate a 2, =0, z, = 0. Ma anzitutto occorre dimostrare che le rette ora tro-
vate sono muove soluzioni effettivamente. Infatti: nessuna di esse pud esser
retta di prima specie poiché appoggiandosi gia a una retta di 1.* specie (nel
caso precedente alla o, =0, 2,=0) avremmo due rette di 1.* specie con un
punto e un piano comune il che & impossibile (n.° 29). Prendiamo poi a
considerare una retta di 2.* specie e dimostriamo che essa non pud figurare
fra le rette trovate dianzi. Siccome il G, opera transitivamente sulle rette
di 2.* specie basterd considerare una qualunque di esse: ad es. quella del
numero precedente. Hssa incontra gli assi di piani uniti di (ced), (aed),
(bed) ed & unita per (abc). Con ciascuno degli assi suddetti di (ced),
(@ ed), (bed) individua un piano che taglia F secondo 4 rette di cui 3 pas-
sano per un punto, con P'asse di piani uniti di (¢ bc) individua un piano
secante la F' secondo due rette e una conica non degenere. Ciod con nes-
suno dei 4 suddetti assi da luogo a un piano che tagli F' ulteriormente se-
condo un vero e proprio trilatero. Se dunque dimostreremo che la retta di
2.* specie, sopra nominata, non incontra assi di piani uniti di altre collinea-
zioni a periodo 3, sara dimostrato che niuna retta di 2.* specie figura fra
le nuove soluzioni trovate al principio di questo numero. Percid osserviamo
che se la retta » suddetta si appoggiasse all’asse di piani uniti di (becd) si
appoggerebbe anche a quello di (@d¢) e di (abd) che sono le trasformate
di (b ¢ d) mediante il Gy;=1(abc), poiché giova ricordare che la » & unita
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per un tale G;. Dunque la » appoggiandosi agli assi dei piani uniti di
(@abc), (bed), (adc), (@bd) & necessariamente una delle rette invarianti di
G (ni 3 e 4). Analoga considerazione esclude che la » possa incontrare
I'asse di piani uniti di (bce), o di (zec), o di (abe). Dunque le rette di ¥
forniteci dalla (3) del n.° 30 sono sicuramente nuove soluzioni.

33. Quante sono queste nuove soluzioni fra tutte? Per rispondere a
tale domanda osserviamo anzitutto che qualunque sia il numero di queste
rette di ', che chiameremo di 3.* specie, il GJ, opererd transitivamente su
di esse. Ne segue che il loro numero sard un divisore di 60. Ma non pud
essere 60 altrimenti il numero totale delle rette di F' sarebbe $4 cioé supe-
riore a 64, limite massimo delle rette che una superficie del 4.° ordine pud
contenere senza essere rigata (*). E d’altra parte & certo che F non & rigata
perché sarebbe anche singolare e le superficie singolari del fascio furono gia
considerate, né fra esse figura la F' (§ III). Deve dunque essere questo nu-
mero un divisore di 60 inferiore a 60. Ma non pud essere né uno, né due,
ne tre, né quattro perché non esistono sistemi invarianti costituiti da un tal
numero di rette. Non pud esser cinque, perché niuna delle rette invarianti,
rispetto a un G,, appartiene a F. Non pud esser sei, perché ciascuna dovrebbe
essere invariante rispetto a un G, e niun G,, possiede di tali rette. Non
pud esser 10, perche le sole rette invarianti che un G, possiede sono gli assi
del G4 che il G, contiene. Non pud esser 12, perche¢ un G5 non possiede
rette invarianti. Non pud esser 15 perche ciascuna sarebbe invariante rispetto
a un G,. Ora & facile verificare direttamente che nessuna delle rette inva-
riantl rispetto a un G, (le quali costituiscono una serie rigata) appartiene
a F. E in ultimo non pud esser 20, perché essendo ciascuna unita per un G,
o sarebbe un asse di G5, o una retta di 2.* specie. Non rimane dunque altra
ipotesi che il numero cercato sia 30 e ciascuna sia quindi unita per una sola
involuzione gobba. Ne segue che ciascuna di queste rette di 3." specie si
appoggia agli assi di una involuzione gobba e agli assi di piani uniti di 4 G;.
Dunque: Esistono sulla superficie I, oltre quelle git trovate, altre 30 rette
le quali a tre, a tre e insieme @ una retta di 1.% specie compongono 40 qua-
drilateri piani giacents per intiero sulla superficie e ciascuno con ¢ vertict
tutte distinti.

(*) ScHur, Ueber eine besondere Classe von Flichen vierter Ordnung. Math, Annal.,
p. 20.
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La superficie non possiede altre rette. Perché non potrebbe possederne
pitt di 4 per il gia citato teorema di Scaur e queste 4 dovrebbero costituire
un sistema invariante.

La superficie I' possiede in tutto 60 rette divise in tre sistemi, inva-
rianti ciascuno, costituiti di 10, di 20, di 30 rette sopra ognuno dei quali
il GY¥ opera transitivamente.
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Sugli spazii che ammettono
un gruppo continuo di movimenti.

(D¢ Guiwo Fusmv, a Pisa.)

MEMORIA 1.

Questo lavoro e un altro che mi riservo di pubblicare fra breve trat-
tano della teoria generale degli spazii che ammettono un gruppo continuo di
movimenti, delle proprieta di questi gruppi, dei loro sottogruppi finiti discon-
tinui, e della determinazione degli spazii a quattro dimensioni che ammettono
un tale gruppo di movimenti. I metodi di cui il prof. Branchr si servi (*) per
determinare tutti gli spazii a tre dimensioni con un gruppo continuo di mo-
vimenti non illuminano abbastanza sul problema generale: uno dei risultati
del presente lavoro & appunto quello di dare un metodo generale per risol-
vere con sole quadrature il problema, e che, applicato al caso particolare di
spazii a tre dimensioni, permetterebbe di trovare rapidamente 1 risultati del
prof. Biancm. Ma né il metodo generale, née il metodo del prof. Brawcur
generalizzato possono poi condurre senza una interminabile serie di calcoli
all’effettiva determinazione di tali spazii quando il numero delle loro dimen-
sioni & maggiore di tre: la Memoria seguente svolgera per il caso di quattro
dimensioni un metodo assai piut rapido, e comodo.

Lo studio infine dei sottogruppi finiti discontinui di movimen!i ammessi
da tali spazii condurrd, fra 1’altro, a notevoli rappresentazioni degli spazii
dei tipi (VIII) e (IX) del prof. Biancur sulla sfera e sulla pseudosfera.

(¥*) Memorie della Societa Italiana delle Scienze, 1897: Sugli spazii a tre dimensiont,
che ammettono, ecc. Questa Memoria sara in seguito indicata con (A4). Avverto pure che
la classica Theorie der Transformationsgruppen del Lie-ENeEL sarj indicata in seguito
soltanto col nome di LIk,
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Un altro risultato del presente lavoro che spero possa presentare qual-
che interesse, & di dare le condizioni necessarie e sufficienti affinché un gruppo
’si possa considerare come gruppo di movimenti: condizioni, da cui si pud
trarre qualche proprieta degna di nota per taluni di tali gruppi.

Mi sia permesso infine di ringraziare qui vivamente 'illustre prof. Levi-
Civita, che acconsentl a leggere questo lavoro, prima che fosse pubblicato.

§ 1. Noi vogliamo trovare anzitutto dei teoremi generali relativi alla
ricerca degli spazii che ammettono un gruppo continuo di movimenti: prin-
cipio della nostra ricerca sara di distinguere il problema in due parti: la
prima relativa alla ricerca dei gruppi, che si possono considerare come gruppi
di movimenti di uno spazio, la seconda rvelativa alla determinazione di uno
spazio, di cui sia noto il gruppo corrispondente.

Il teorema fondamentale della prima parte delle nostre ricerche & il se-
guente :

Se un gruppo G trasforma in sé uno spazio Sy, e se le varietd mi-
nime invarianti sono delle V,_p, ognuna di queste V,_3 € pure trasformata
i se da un gruppo proprio ad m parametri, e il gruppo Gpm st pud, con un
opportuno cangiamento di variabili, ridurre a un gruppo transitivo su n —k
variabili (*),

Per dimostrare il nostro teorema, prendiamo una varietd V7., composta di
Va-r invarianti, tale cio¢ che per ogni punto di ¥V, ; passi almeno una V,_;
invariante contenuta nella V', e scegliamo come coordinata (n —k + 1)esime {j
un punto 4 di S, la distanza geodetica y,-z+, dal punto stesso alla 7§, in
discorso. Le . g+, = cost. sono delle varieta V,_, geodeticamente parallele
alla V., e quindi sono come la V3, invarianti, ossia composte di varietd
minime invarianti. Immaginiamo ora nella V" | scelta una V', composta pure
di V-x invarianti e consideriamo la varieth V., generata dalle geodetiche dello
spazio ambiente normali a V', nei punti di V' ,. Le trasfcrmazioni di G,,
mutando la V3, e la Vi, in sé stesse, e le geodetiche normali a V" pure

(*) Come seppi, dopo che questo lavoro era gia terminato, in una Memoria, che io
non conoscevo, del BiscoNcinI, inserita nel Nuovo Cimento (Aprile 1901): Su una classifi-
casione dei problemi dinamici, questo teorema era gia stato enunciato: pero la dimostra-
zione del BiscoNcint in realta vorrebbe invece provare che « ogni gruppo continuo con p
trasformazioni infinitesime indipendenti si pud ridurre a un gruppo su p variabili» ed é
percid completamente shagliata (cfr. Lie; vol. I, § 109), perché questa proposizione non é
vera in generale. Le mie cousilerazioni rendono rigorosi gli altri hei risultati del Br-
SCONCINL
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un gruppo continuo di movimenti. 41

in geodetiche normali a V¥ ,, & ben certo che la 7 ; & una varietd in-
variante, ossia che una V,_p invariante che passa per un sno punto giace
tutta in essa. La V., dovrd quindi tagliare ogni varietd y,-x+, = cost. pure
in varietd invarianti. Posto questo, osserviamo che per determinare la posi-
zione di un punto di S,, basterd conoscerne la proiezione geodetica A®) su
Vii e la coordinata y,—p+ .

E noi siamo cosi ricondotti per determinare un sistema di coordinate in
S», a cercare un sistema di coordinate per la V' ;, la quale varietd &, come
lo spazio ambiente, trasformata in s& dal gruppo G,.. E noi percid opere-
remo sulla V{’,, come abbiamo operato in S,. Noi determineremo ciod la
posizione di un punto 4® di ¥ ; nel seguente modo: Prenderemo una va-
rietd V') o, tutta contenuta in ¥V'{_; e composta di varietdh minime invarianti
e individueremo un punto A® di V., dando la sua distanza geodetica

Yn--k+e dalla V3, (ciod la distanza misurata sulla geodetica di V2, tirata

dal punto in discorso normalmente alla V' ,) e la posizione della sua pro-
iezione A® sulla V' , stessa. E come coordinata (n— k - 2)*sms di un
punto qualunque A di S, prenderemo appunto la ¥, k. testé definita, rela-
tiva alla sua proiezione A® sulla V2 ,. Ora, per un ragionamento gia usato,
& ben chiaro che le 4,1, = cost. sono nella V>, varietd invarianti, perche
geodeticamente parallele alla V', entro V' ;; e per quanto abbiamo no-
tato saranno pure invarianti quelle varietda di S, generate dalle geodetiche
di S, normali a V), nei punti di una di queste varietd ¥, x., = cost., ossia
anche in tutio lo spazio ambiente S, le y,-py, = cost. sono varietd (a n —1
dimensioni) invarianti.
Ci siamo dunque ridotti a determinare la posizione di un punto A® di
w_o. E anche qui, procedendo con lo stesso metodo, prenderemo una V73, 5,
contenuta nella V), , e invariante; e definiremo la posizione di un punto
A® di V¥, dandone la distanza geodetica #,-g+s (ciod misurata lungo una
geodetica di V¥, normale alla V) ;) dalla V_; stessa e la posizione della sua
proiezione A® sulla V. E definiremo poi come coordinata (n — & - 3)esima
di un punto qualunque A4 di S, la yn_3,;, teste definita, relativa alla pro-
iezione A® su V', della proiezione A del punto 4 sulla V) ,. Per una
osservazione gid usata, le 9, g+s = cost. (che nella V', sono varieta inva-
rianti, perché geodeticamente parallele alla V7 ;) sono varieta pure inva-
rianti in V§_, e quindi anche nello spazio ambiente S, .
Cosl si prosegue fino ad arrivare a una V{_;,, invariante, in cui la
posizione di un suo punto qualunque Ak si definisce dandone la distanza
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42 Fubini: Sugli spazii che ammetiono

geodetica ¥, da una V7, invariante della V) ,(; e la posizione della sua

proiezione A™ gsulla V) , stessa. E si definisce come coordinata nesime di un
punto 4 di S, la y,, testt definita, relativa a quel punto A®*-) di VP .,
a cul si perviene mediante le successive proiezioni considerate. Nella Vi,
si assume poi un sistema qualsiasi di coordinate y,, #,,... ¥n-x; e per le
prime n — k coordinate di un punto A di S, si scelgono appunto le y, ... ynx
relative al corrispondente punto A™® di V§_, a cui si arriva mediante suc-
cessive proiezioni.
Le osservazioni da noi fatte ci dicono senz’altro che le

Yn—k+i = cost. (t=1, 2,..., k)
sono in S, varietd invarianti, e che quindi le
Yn-k+s == COSt. 3. .., Y, = cost.

sono precisamente le varietd minime invarianti.

Quale aspetto assume ora il nostro gruppo con questo sistema di varia-
bili ? Intanto, siccome le ¢, g.;= cost. sono, come si disse, varietd inva-
rianti & certo che il nostro gruppo non trasforma le yn i, Yn-kiey.. Yn
ossia che se le trasformazioni di G,, sono date dalle:

Ye==ft(Yseos Ynk Yn-trr+o-Yn) (t=1, 2,..., n) (¥
(dove le f; conterranno m parametri arbitrarii, sard certamente:
fn—k+i= Yn-k+i (2 = ]7 27 see /C).

Ma noi diciamo di pitt che le f,...f.x non contengono ¥, ... 4yn
e dipendono ciod soltanto (oltre che dai parametri del gruppo) dalle variabili
Yieo o Yn—k.

In altre parole: noi dimostreremo che le prime «n—k» coordinate
Yoo Y nr di quel punto 4,, dove un punto A4 di coordinate y,...4, %
Yn-ks1..-Yn & condotto da una trasformazione I' qualsiasi di G, non di-
pendono dai valori di Yn-g+i...%n, ossia che I' conduce il punto che ha
per prime coordinate proprio ¥,...4Y.—k, € che ha tutte le altre coordinate
uguali a zero, nel punto, le cui prime coordinate sono ¢'y...7% n-r € di cui
tutte le altre coordinate sono nulle.

O in altre parole io dimostrerd che se A & la proiezione di un punto A
di S, sulla V), , A® la proiezione di A® sulla VI, , ..., A® quella di

(*) Dove indichiamo con g'; i valori trasformati delle yy,
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A®-9 sulla V. e se una trasformazione I' di G,, conduce i punti 4 ed
A®) rispettivamente in B e in B, il punto B’ coincide con quel punto B*)
di V¥, che si dedurrebbe da B con le accennate successive proiezioni. E
infatti, essendo V., invariante, la geodetica per A normale a V%), sard
portata nella geodetica per B normale a V{_; e quindi anche A" sara
portato nella proiezione B® di B su Vi ;; cost A4® sara portato nella
proiezione B® di B® su V), ecc.; e cosi continuando arriveremo alla di-
mostrazione dell’asserto, ciod che I' conduce A®) in B® e che quindi i punti
B, B® coincidono.

§ 2. Posto questo, noi ora procederemo a dare alcune proprietd di
un gruppo, che sono condizioni necessarie e sufficienti, affinch® esso si possa
considerare come un gruppe di movimenti. E comincieremo anzitutto dalla
considerazione dei gruppi a trasformazioni infinitesime linearmente indipen-
denti; e rammenteremo che il Prof. Biancar dimostrd (e pilt sotto io ne dard
una dimostrazione intuitiva, che ne spiega 1’intima ragione di essere) che
ogni gruppo G, transitivo su n variabili & ammesso da qualche spazio a n
dimensioni; noi dimostreremo anzi che ¢id & vero per qualsiasi gruppo a n
variabili con trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti. Noi per
ora, a proposito di questi gruppi, non possiamo che dare il teorema seguente:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un gruppo G, a trasforma-
ziont infinitesime linearmente indipendenti su n -+ m variabili si possa con-
siderare come gruppo di moviments di uno spazio ad n --m dimensioni é che
ol gruppo sia simile a un gruppo semplicemente transitivo su m lettere; cid
che si puo anche esprimere dicendo che G, deve essere un sottogruppo di un
gruppo semplicemente transitivo con n-|-m lettere ed n -+ m parametri (*).

La condizione & evidentemente necessaria; infatti il gruppo G, ha come
varieth minime invarianti delle V,,: e, s¢ S,.+»n & uno spazio che ammette
Gm, 81 vede tosto prendendo in esso quel sistema di coordinate, che fu defi-
nito al paragrafo precedente che il gruppo G, sarid trasformato in un gruppo
simile che opera transitivamente su m lettere. Che questa condizione sia anche
sufficiente, si dimostra facilmente cosi: Se G, & simile a un gruppo che opera
transitivamente su m variabili y,¥,...yn, si introducano come coordinate
appunto le ¥, y,... ¥y, insieme ad altre » funzioni qualsiasi delle coordinate
iniziall Ym+1.'v . Ymin tali che 4 .. Ym Ymtr+ . Ymen siano indipendenti tra

(*) Ricordiamo pero esplicitamente (a scanso di ogni equivoco) che, come faremo ve-
dere pit tardi, queste condizioni sono sempre soddisfatte da un tale gruppo.
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loro. Le trasformazioni infinitesime di @G,, insieme alle trasformazioni
0

0 Ym+t ’ 0 Ym+n
e di cui G, & un sottogruppo. Per il citato teorema del prof. Biancar T'piyp
¢ ammesso da qualche S,,:n, che ammetterd percid anche G, .

Nella seconda parte di questa dimostrazione abbiamo visto incidental-
mente che se un @, & simile a un gruppo transitivo su m lettere, esso &
anche sottogruppo di un I'min transitivo in S,... Viceversa se Gy, & sotto-
gruppo di un Iy, transitivo in Sy.is, esso sard certo un gruppo di mevimento
di ciascuno degli spazii, che ammettono I',., e quindi, per quanto abbiamo
dimostrato, sara simile a un gruppo semplicemente transitivo su m lettere.

Noi piu tardi dimostreremo che ogni gruppo a trasformazioni infinite-
sime linearmente indipendenti pud essere considerato come gruppo di movi-
menti : il presente teorema ci dara percid alcune interessanti proprietd ge-
nerali di gruppi siffatti; cid che permette di agevolarne di molto la ricerca.

§ 3. Abbiamo cosi studiato 1 gruppi a trasformazioni infinitesime li-
nearmente indipendenti, che possono essere considerati (tutti) come gruppi di
movimenti e abbiamo visto che in fin dei conti essi si riducono tutti ai gruppi
transitivi, in cui il numero dei parametri eguaglia quello delle variabili. Ora
c¢i proporremo la questione di riconoscere quando un gruppo a trasformazioni
infinitesime linearmente dipendenti pud essere considerato come gruppo di
movimenti. Noi ora daremo una prima risoluzione di questo problema, av+
vertendo perd che noi vi ritorneremo pilt oltre, con altri metodi, e ottenendo
una risoluzione piu elegante ed intuitiva.

Anzitutto osserveremo che per il teorema fondamentale del § 1, se il
nostro gruppo & un gruppo Guim & «m -+ m » parametri con sole n trasfor-
mazioni infinitesime linearmente indipendenti, esso (avendo delle V), per va-
rieta minime invarianti) sard certo simile a un gruppo transitivo su n varia-
bili, e si potrd considerare come gruppo di movimenti di una varietd ad =
dimensioni. Noi supporremo senz’altro che il gruppo sia gia stato ridotto
sotto questa forma, che diremo forma normale del gruppo, con un opportuno
cangiamento di variabili. Siano dunque

X, = ;léﬁ”(x‘.--xn)% (t—_—l) 2,...72—[—7%')

v ey

genereranno un gruppo I'y.n, semplicemente transitivo,

le trasformazioni infinitesime del nostro gruppo Gnim € sia

d st = 2aikdx,-dxk
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Pelemento lineare di uno spazio S, che ammetta G, ., . Le formule di Kic-
LiNeé danno che

oai | "Ll) "m ]
Eiil)a‘;f-i-,)( 0 +a kraé ) 0 (I, r=1,2,.,n). (1)

-
E noi le seriveremo, ponendo

/ a E'l’ a f('g)
a(lli = E Lalr 7z 'L Ahr a‘xl)

I

sotto la forma

S "’a““j a% =0, ossia X;(am) - al=—0. (1)

Il prof. Biaxcar osservd che in virtu delle (1) si ha che
Xl [Xt((l,’k)-l—-a‘,% ——.Xt [Xz(a,-k)—{—a}l,L (l, =1, 2,..., n—}- m) (2)

¢ identicamente nullo: cid che del resto & intuitivo perché se un S, ammette
due trasformazioni infinitesime Xj, X, esso deve ammettere anche la (X;, X;\
Per ipotesi m delle trasformazioni infinitesime del gruppo sono combinazione
lineare delle altre », le quali sono poi linearmente indipendenti. Noi ammet-
teremo che queste ultime sieno le X, X,,..., X, e porremo, indicando con
¢ delle funzioni di z,, 2,,... a»

7
Xovi= X" X0 (i=1, 2,... m).

E 1l sistema delle equazioni di KiLuive sard da noi seritto nella forma:

Xi(aix) + a2 =0 (I=1, 2,... n) (3)
X+t (a,—k)—l‘_‘ of Xi(am) + o™ — Zq{" ah =0 (t=1, 2,... m). (4)
Cid & chiaramente lecito perché se alla (4) aggiungiamo
V ? [ X1 (air) + afl

somma evidentemente nulla in causa delle (3), otteniamo appunto 'equazione
di Kiunive relativa a Xy,4¢ ed a aix, come & scritta nella (1)'. K ora poiche
¢ identicamente

X+t (azk) - 2_4 ?m Xi (aik) =0
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le (4) diventano

a;?’t:t) lﬁ ? a(l) - 0 (4)'
ossia
n 0 ((P;tl gtrl;) N a ) \
N g hN N ,®
= Y [; don V3 ka T 3 (4)’
s 0 (I E) 0 z'b]
b N t)
+ r—1 e [‘T‘ a T E () X 0 \
ossia

(ba% l)a?;t)) —'O (l’ 'l., k’ 7"—:1, 2,--. ﬂ) 4 114
ﬁ(awg akrgr oxi) (t‘—"-l, 2,”. m). ( )

Il nostro sistema di equazioni resta cosl mutato nel sistema di equazioni
formato dalle (3) e dalle (4)”". Ora dalle (3), essendo il determinante delle
EP(ry =1, 2,... n) differente da zero si possono trarre le derivate delle
aix in funzione delle a; stesse; e, per l'osservazione testé citata del pro-
fessore Biancur si vede che affinche il sistema delle (3), (4)" sia integrabile
basta che

1.° Le (4)" considerate come equazioni lineari algebriche per le aix
ammettono in un punto almeno una soluzione (che ci dard i valori iniziali
delle a;x). Si dovra poi solo esaminare (volendoci restringere a spazii reali)
se le solite disuguaglianze sono soddisfatte.

2.° I primi membri delle (4)” derivate rispetto a z,, #,,... &, suc-
cessivamente dieno per le (3) e le (4)" stesse risultati identicamente nulli.
Questa seconda condizione equivale anche (essendo il determinante delle &7
diverso da zero) all’altra condizione che applicando ai primi membri delle (4)"”
le X,... X, si ottenga in virtu delle (3) e delle (4)" stesse un risultato iden-
tlcamente nullo.

Noi ora vogliamo far vedere che questa seconda condizione & sempre
soddisfatta.

Infatti per Posservazione del prof. Biaxcmr & sempre per le (3) e le (4)
identicamente :

Xi[Xoie (@ir) 4 afi] — Xoie [ X (a,k) +aj]=0

[t=1,2,...m] [}, k, I=1, 2,... n]
ossia

X [Xonee (@ir)] — Xoae [ Xi (ain)] + X; (a89) — Xnre (aff)) = (%)
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Si ha pure identicamente:
Xi [ X, (ein)] — X, [Xo(win)] + Xa[a?)] — X, [ah] =0
) (¢, r, ¢, k=1, 2,..., n)
ossia
o X [ X (ain)] — ¢ X [Xa (ain)] 4 98 Xi(ai) — ¢ X, (aft) = O
ossia :
Xi[o¥ X, (ain)] — Xi(99) X, (@in) — ¢ Xy [Xi(ain)] +-
+ X1 [¢p o] — Xi [¢V] o — ¢ X, (@) =
E, poiché per le (3)

7

X, (air) + 0l =
sard pure identicamente (in virth delle (3) e delle (4)"")
Xi[o X, (aik ] - (Pm X, [Xl (air) ] )]+ Xa [?;«n " 4 X, (a(") =0

e quindi anche identicamente:
31 bt X, o] — 9 X (X laa)] + X [s8 ] — g2 Ko (@) ] = 0. (©)
Sottraendo dalla (5) la (6) troviamo l'identith :

[ n+t(a=k)—24?“’X (a,k)] [ Xore— 3 o0 X '](X;(a,k))

+ Xl[ fn+t) —_ 2‘ q/(t) lr)] [ bt — 2‘ ?;ﬂ X ](a(ll)

r=1

E poiché & identicamente:
Xn+t'— \‘ ?(,”X =0
troveremo senz’altro identicamente :

Xy\ai™ — 5] 9y m) 0 (I=1,2,... n)

r=

che & appunto quanto si voleva dimostrare. (Si ricordi che 1 primi membri
delle (4)" e delle (4)" sono identici.)

Prima ora di venire a parlare della 1.* condizione vogliamo fare un’os-
servazione generale.
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Se un gruppo T' qualsiasi si puo considerare come gruppo di movimenti
di uno spazio a n dimensioni, esso pud essere anche considerato come gruppo
de movimenti di uno qualche spazio a un numero n -1t di dimensioni (¢ in-
tero qualsiasi).

Supposto infatti il gruppo ridotto a forma normale in » o meno varia-
bili, e se

ds’=2_;,ca,-kd:r;dxk (¢, k=1, 2,... n)
%

& lelemento di uno spazio a n dimensioni che ammette il nostro gruppo, al-
lora, come tosto si verifica

ds2=L/:a,-kdx,-dxk—]—f,azmdxzdxm

e

im

(i, k=1, 2,...n) (I, m=n-+41,.. n41)

dove le a;, non dipendono dalle z,, 2,,... 2, & I'elemento lineare di uno
spazio a n + ¢ dimensioni che ammette il nostro gruppo.

Dunque:

Affinché un dato gruppo, gid ridotto a forma normale in n variabili,
POSSa essere ammesso come gruppo di movimenti da wuno spazio (che nalu-
ralmente non potrd avere meno di n dimensioni) é condizione necessaria e
sufficiente che le (4)'"" considerate come equazioni lineari algebriche nelle ai
sieno in un punto risolubili rispetto alle ax . Dunque questa condizione si
esprime semplicemente con Uannullarsi di una matrice.

Ora osserviamo il primo membro delle (4)” e vediamo tosto che il ter-

mine ; a; £Y % & un termine del determinante che si ottiene moltiplicando
=

con le note regole, in modo opportuno il determinante delle @i per il deter-
minante delle £¥ e per I'lacobiano delle ¢!¥. Quindi abbiamo :

Condizione necessaria e sufficiente affinché il nostro gruppo gia ridotto
@ forma normale possa essere considerato come gruppo di movimenti é che
st possa trovare un determinante non nullo simmetrico |a |, il prodotto del
quale per il determinante | &P | (r, l=1, 2,... n) e per Ulacobiano delle
90 (r=1, 2,... n) oltenuto in modo opportuno con le note regole sia, almeno
in un punto, semisimmetrico. K ¢id per ciascun valore particolare di t.

Se ora n & dispari, il determinante semisimmetrico cosi ottenuto & nullo;
0(p0 8% . .. 01)

d(xi 22, .. 2%n)

—_ 1 t (t)
=0 ossia le ¢f...¢;

e poiche {ai |[==0 &/ |==0, sara

non sono funzioni indipendenti.
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Quindi in particolare :
Se un S, ammette un G, transitivo, esiste certamente nel caso che n
sia dispari, qualche trasfdrmazione infinitesima permutabile con G, .

§ 4. Sia ora dato un gruppo, gid ridotto sotto forma normale, ciod
con tante trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti quante sono le
variabili su cui opera il gruppo. Noi vogliamo esaminare come si semplifi-
cano in questo caso le equazioni di Kwwine. Siano

Xi= Y & (2 xg.-.xn)a% (I1=1, 2,..., n+m)

le trasformazioni infinitesime del gruppo e sia

S .
ds’=2]‘a;kdm;dxk (¢, k=1, 2,..., n41)
1,k
I'elemento lineare di uno spazio a «n - ¢» dimensioni che ammetta il no-
stro gruppo.
Se noi seriviamo le equazioni di Kiuize noi riconosciamo facilmente:

1.° Per le aj (¢, k=1, 2,... n) queste equazioni assumono proprio
la stessa forma, come se noi volessimo cercare gli spazii ad » dimensioni
ammessi dal gruppo.

2.° Per le ai (i, k=n-41, n+42,..., n-1) le equazioni di K-
uive diventano semplicemente :

¢ £ 0 air —0

,-;‘1 r 0 xr
E poiche delle X; proprio » sono linearmente indipendenti, si ha sem-

plicemente :

Qaik _ o (r=1,2,..., n)

e le equazioni di Kimrive dicono soltanto che le @i in discorso sono funzioni
soltanto di Zpsyye..y Znse.

3.° Per le ai (4 =n, k> n) le equazioni di Kiuive diventano:
0
R

aik 08}
gy i—- =10
0 xr + ; ke D i
che ¢ un sistema di equazioni che non contiene nessuna a; del primo o del
secondo tipo. Anzi questo sistema di equazioni si scinde per ciascun valore
di k in ¢ sistemi di equazioni distinti, I'uno relativo alle @;ns,, il secondo
alle ainie, ece. (t=1, 2,..., n).
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Le equazioni relative alle a; (4, &k =n) si semplificano, ossia si possono
ridurre a un numero minore di incognite mediante lé equazioni lineari (4)",
mentre nello stesso tempo per ciascuna delle a;, da determinarsi si ottengono
soltanto # equazioni. Queste osservazioni riescono utili specialmente per il
calcolo effettivo degli elementi lineari da determinarsi.

§ 5. Ora noi vogliamo dimostrare, servendoci dei risultati finora ot-
tenuti, il seguente teorema fondamentale :

Con la sola risoluzione di equazioni algebriche si possono determinare
tutti © gruppi, che si possono considerare come gruppi di¢ movimenti, tro-
vando le loro trasformazioni infinitesime; con sole quadrature si possono
determinare le trasformazioni finite di tali gruppi, e gli elementi lineari
degli spazit loro corrispondenti.

La dimostrazione di questo teorema & semplicissima: basta a tale scopo
la semplice osservazione che ogni gruppo continuo, che si possa considerare
come gruppo di movimenti, si pud, con un cangiamento di variabili ridurre
sotto forma normale, ciog si pud far sl che possegga tante trasformazioni in-
finitesime linearmente indipendenti quante sono le variabili su cui opera ef-
fettivamente: in altre parole si pud ridurre a essere transitivo sulle variabili
che esso effettivamente trasforma. Ora noi sappiamo che con la risoluzione
di sole equazioni algebriche si possono trovare tutte le possibili composizioni
realmente distinte dei gruppi a un numero qualsiasi di parametri. Di piu
(Lie, Kap. 27, 29) con la sola risoluzione di equazioni algebriche si possono
trovare tutti i gruppi continui transitivi, appena se ne conosca la composi-
zione, e non si considerino distinti due gruppi simili. 1 cost dimostrata sen-
z'altro Ja prima parte del nostro teorema. Esaminando la forma delle tra-
sformazioni infinitesime dei nostri gruppi si potrebbe dimostrare anche la terza
parte del nostro teorema; ma il procedimento pilt breve a tale scopo & il
seguente : Si ricordi anzitutto che con sole quadrature si possono trovare le
equazioni finite del nostro gruppo, perché il gruppo & transitivo (Lie, 1. ¢.),
cid che intanto dimostra la seconda parte del nostro teorema. Allora distin-
guiamo due casi: secondoche le dimensioni dello spazio da determinarsi sono
in numero uguale o maggiore del numero delle variabili, su cui il nostro
gruppo, che col procedimento precedente & stato evidentemente ottenuto sotto
forma normale, opera effettivamente. Cominciamo a trattare il primo caso:
sia cioé uguale il numero n delle dimensioni dello spazio da determinarsi
e delle variabili su cui opera (transitivamente) il gruppo. Sia 4 un punto
generico dello spazio e siano a}, valori qualsiasi che soddisfano alle equa-
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zioni lineari (4)"’ (supposte naturalmente risolubili) (dove alle x; si sostitui-
scano le coordinate (z) del punto A) e, se vogliamo restringerci a spazii
reali, anche alle solite disuguaglianze, se questo & possibile. Sia ora B un
punto qualunque dello spazio, in cui si vogliono trovare i valori delle a;.
Siccome il gruppo opera transitivamente nello spazio ambiente esiste almeno
una trasformazione 7' del gruppo che trasporta il punto B nel punto 4;
essa porterd anche un intorno qualunque di B in un intorno di 4; di pit
essa si potrd ottenere con la sola risoluzione di equazioni finite. Sieno ;' le
coordipate di B, e siano a;, 1 valori finora incogniti delle @, nel punto B.
La T, stabilendo una corrispondenza biunivoca tra gli intorni di B o di 4,
stabilisce una corrispondenza biunivoea tra i punti z;! +dz” e i punti
z + dz, corrispondenza determinabile con differenziazioni; le dx ven-
gono date come espressioni lineari omogenee nelle dux,”, a coefficienti co-
stanti. Sostituiamo nella o d ¥ d ) alle dz 1 loro valori cosi determi-
nati, otterremo una forma quadratica nelle dz; che deve essere identica
con 2aj)dx? dxy'; esprimendo questa identitd, si hanno senz’altro i valori
delle ¢f} nel punto qualunque ;¥ dello spazio ambiente, espressi in funzione
delle costanti iniziali a}.

Passiamo ora al caso che il numero n 4 m delle dimensioni dello spazio
sia maggiore del numero » delle variabili (z,, «;,... @), su cui opera effet-
tivamente il gruppo, cosicché nello spazio in discorso il gruppo non opera
pitt transitivamente. K sia

ds’=§aikdx,-dx,¢ (¢ k=1, 2,..., n+4m)

'elemento lineare dello spazio. Per le a,, (7, k=n-}1,..., n 4-m) nulla vi
sarebbe da dire, poiché noi sappiamo gid che esse sono funzioni (del resto
arbitrarie) delle #p4iy Znrsy.ovy Zuvm (§ 4). In ogni modo si osservi che
affinche il nostro spazio ammetta effettivamente il gruppo in discorso, & con-
dizione necessaria e sufficiente che una trasformazione T del gruppo che
porta un punto B=ux" di una varietd V, invariante in un altro punto
A ==z della stessa V, e quindi stabilisce anche una corrispondenza biuni-
voca tra gli intorni dei due punti, porti anche la forma

Nag (@) )dzl day

by

nella forma
2;‘ A (xz"’) d .’D,-o d T;g .
17
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52 Fubini: Sugli spazii che ammettono

Allora prendiamo una varieta qualsiasi ¥, a m dimensioni che abbia
uno e un sol punto comune con ciascuna delle varietd V,, minime invarianti
e fissiamo in ciascun punto della V,, dei valori arbitrarii per le a; ancora
da determinarsi, purché naturalmente essi soddisfino alle solite equazioni li-
neari: cid che corrisponde all’introduzione di funzioni arbitrarie. Per poi de-
terminare 1 valori ;) delle a; in un altro punto B qualsiasi di S,y basta
trovare quel punto A, in cui la varietd invariante V, passante per B incontra
la V,n, e in cui le a; ricevono dei valori noti e} e applicare quindi ai
punti A, B il precedente procedimento. Il nostro teorema & cosi dimostrato
in generale.

Naturalmente non con ogni speciale scelta delle funzioni e costanti ar-
bitrarie su descritte si otterra un tipo di spazio realmente distinto: anzi per
le considerazioni generali del § 1, noi possiamo supporre, senza diminuire la
generalita X

Unap =0 k=1, 2,..., n, n42,..., n +m)

Antipt+s = 1
(an+2,k = 0),. =0 (k =|= n -} 2)

(an+2,n+2)w”¢‘=o == 1
(@nron=0apzapmo  (k=l=n+3)

(an+3,n+3)xn+,:mn+2=o = 1 y eccC.

dove le uguaglianze scritte in basso fuori delle parentesi indicano su quali
varietd si possono supporre senz’altro verificate le equazioni stesse.

§ 6. Ora noi ci vogliamo chiedere qual’® il significato delle relazioni
lineari (4)"”, a cui i valori iniziali delle a; devono sempre soddisfare. A
questa domanda risponde subito la seguente considerazione. Se noi ci rife-
riamo p. es. al primo dei casi testé trattati e ricordiamo il metodo di cui
noi ci siamo serviti, notiamo tosto che per trovare i valori delle a; in un
punto B in funzione dei valori delle a; in un punto 4, ci siamo serviti di
una trasformazione T' che conducesse il punto B nel punto A. Ora nel caso
di trasformazioni infinitesime linearmente dipendenti osserviamo che i punti
A, B non individuano la trasformazione 7, ma che anzi di tali trasforma-
zioni ve ne sara, in generale pillt di una: che se S & la trasformazione pil
generale che lascia fisso 4, tutte le trasformazioni 7T'S (0 ST a seconda
della notazione che si usa) conducono il punto B nel punto 4. E poiché
le (4)" ci danno le uniche condizioni a cui devono soddisfare i valori ini-

DY

ziali delle @z, & ben chiaro che il loro significato & questo, che cio®, qual-
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siasi trasformazione T'S venga usata, i valori delle @; nel punto B siano
sempre quelli che si otterrebbero considerando la T'. In altre parole esse si-
gnificano, che ogni trasformazione S del gruppo che lascia fisso il punto A
deve trasformare in s¢ la forma 2afdx? dxy. Del resto risulta senz altro
chiaro dal procedimento usato teste che se questa condizione & soddisfatta,
allora i valori che si ottengono in un punto B sono perfettamente determi-
nati, e il gruppo & ammesso da uno spazio, il cui elemento lineare ha dei
coefficienti, che nel punto 4 assumono il valore a3 . Possiamo dunque espri-
mere sotto forma pil elegante e concisa le condizioni necessarie e sufficienti
affinché un gruppo possa essere considerato come gruppo di movimenti.

Condizione necessaria e sufficiente affinché un gruppo G ridotto o no
sotto forma normale si possa considerare come gruppo di movimenti é che
quel suo sottogruppo T' che lascia fisso un punto A determinato, in cui il
gruppo sia regolare, sia tale che esista almeno un sistema di quadriche omo-
tetiche in guisa che un punto infinitamente vicino ad A non esca mai per le
trasformazioni di T' da quella di queste quadriche, che passa per esso, o,
in altre parole T trasformi in sé ciascuna quadrica di un sistema di qua-
driche omotetiche infinitamente vicine ad A (¥).

Se il gruppo é transitivo basterd chiaramente che questo avvenga in un
solo punto (percheé allora avviene in tutti); se é intransitivo cid dovrd acca-
dere in un punto di ciascuna varietd minima invariante. Questa distinzione
¢ evidentemente superflua, se il gruppo & gia ridotto a forma normale.

Se queste condizioni sono soddisfatte, esiste infatti una forma X e} dx* dx;,
che T' trasforma in s&.

Osservazione 1.* Se uno di questi cosifatti sistemi di quadriche é for-
mato di elissoidi, lo spazio corrispondente si pud supporre reale.

Osservazione 2.* Le condizioni analitiche, che traducono queste condizioni
geometriche sono date dall’annullarsi di quella matrice, che esprime essere
le (4)" compatibili.

§ 7. B ben evidente ora che i gruppi Gy, transitivi su n variabili pos-
sono essere considerati come gruppi di movimenti (teorema del prof. Biaxcai)
perché in tal caso il sottogruppo T si riduce all’identitd; o in altre parole, &
compiutamente determinata la trasformazione che porta un punto B in un
punto A4; e quindi, dati arbitrariamente i valori delle @;; in A4 riescono sen-
z'altro, coi nostri metodi, determinati i valori delle @; nel punto B. Quest’os-
servazione rende evidente a prior: il bel teorema del prof. Bianchr

(*) Si noti che cosi immaginiamo il gruppo operante in uno spazio éuclideo.
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Ma questa stessa osservazione si pud senz’altro applicare a ogni gruppo
con trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti e ne traggiamo il
teorema :

Ogni gruppo a trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti si
pud considerare come gruppo di movimenti.

Confrontando questo risultato, che & immediato corollario del precedente
teorema generale, con quello del § 2 otteniamo il seguente teorema:

Ogni gruppo G, generato da n trasformazioni linearmente indipendenti
su un numero qualsiasi n 4+ m di variabile é simile a un gruppo G', sem-
plicemente transitivo in uno spazio ad n dimensioni, e, cid ch’é lo stesso, si
pud pensare sottogruppo di un gruppo transitivo su n-m -k lettere e con
n -+ m + k parametrs (dove k & un infero qualsiusi nullo o positivo).

Nei precedenti paragrafi noi abbiamo risoluto due questioni: la prima,
di riconoscere se un gruppo continuo si pud considerare come gruppo di mo-
vimenti, la seconda di indicare un mezzo, col quale si possa determinare con
sole quadrature, differenziazioni e risoluzione di equazioni finite tutti questi
gruppi, e gli spazii che loro corrispondono.

§ 8. Noi aggiungeremo ora una facile osservazione, che ci condurra
a un notevole risultato :

Nessun gruppo, che si possa considerare come gruppo di movimenti, é
pit di una volta transitivo.

Infatti se G & un tale gruppo ed S lo spazio corrispondente, due punti
di S hanno almeno un invariante : la loro distanza geodetica.

Per la stessa ragione:

Se un gruppo G, si pud considerare come gruppo di movimenti, quel suo
sottogruppo che lascia fisso un punto generico é certo intransitivo.

Ne deduciamo: ‘

Nessun spazio S, a un numero n>2 di dimensioni pud ammettere un

nt+n—2

gruppo reale a parametri né come gruppo di movimenti, né come

sottogruppo del gruppo totale di movimenti.
Questo teorema per n =23 fu dimostrato dal prof. Biaxcar; noi lo am-
metteremo vero per n —m — 1 lo dimostreremo per n=m. Sia, se & possi-

bile, S,, uno spazio che ammetta un G, _, di movimenti. Questo gruppo
2
¢ certamente transitivo, perche se non lo fosse, esso sarebbe per il teorema

del § 1 simile a un gruppo di movimenti di uno spazio a meno di m di-
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mtt+m—2__ m(im—1) . e
5 3 - Quindi quel

suo sottogruppo che lascia fisso un punto generico & proprio un gruppo a

m? - m—2

mensioni: c¢id che & assurdo, perche

— m

parametri, cioé & proprio un G, _jyim_1—s - Questo gruppo per 'osservazione
2
precedente & intransitivo in G, e per il teorema del § 1 & simile a un
gruppe di movimenti di uno spazio a «m—1 » dimensioni. Cid che & pure
assurdo, perché¢ noi abbiamo supposto dimostrato il nostro teorema per
=m—1.
La nostra asserzione resta cosl dimostrata in generale. Cosl pure si di-

mostra: Se un S, ammette un G, ,_, (certo immaginario se n>>2), esso é
2
a curvatura costante, ossia ammetie anche un G, . Anche questo teorema
2
si dimostra col metodo di induzione completa. Ecco p. es. come si dimostra

per un S,. Quel sottogruppo Gs di G, che lascia fisso un punto generico
di S, sard intrausitivo e avrd delle V, per varietd minime invarianti, p. es.
le it, = cost., geodeticamente parallele. Esso si potrd immaginare operante
(transitivamente) sulle z,, 2., 2, (§ 1). Questo G5 pud chiaramente portare
ogni segmento 7' di una di queste varieth in ogni altro segmento della va-
rietd stessa uguale a T. Quindi dovendo esso ricondurre tutto lo S, in sé
senza mutare le distanze, a due segmenti uguali di una delle x, = cost. cor-
rispondono (per mezzo delle geodetiche normali alle x, = cost.) due segmenti
tra di loro uguali su ogni z, = cost. Ma una x, = cost. ammettendo un Gj,
ammetterd un G,. Quel gruppo G's che opera sulle »,, z,, , come questo
G, e lascia invariato z, trasformerd dunque in sé ogni x, = cost., senza mutar
Pelemento lineare e percid sard un gruppo di movimenti dello S,, che quindi
ammetterd un G,,.

§ 9. Ritorniamo ora alle condizioni necessarie e sufficienti date al § 6
affinche un dato gruppo continuo si possa considerare come un gruppo di
movimenti. Queste condizioni si possono anche enunciare cosi: Quel sotto-
gruppo che lascia fisso un punto A deve essere un sottogruppo di uno spazio
a curvatura costante, quando lo si pensi operante sulle rette uscenti da A,
considerate come elementi, o, in altre parole, deve lasciare fisso un cono qua-
drico col vertice in A; di pitv egli deve lasciare tnvariate le quadriche in-
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finitamente vicine ad A aventi questo como per cono assintotico. La prima
parte di queste condizioni non sarebbe evidentemente sufficiente, perché p. es.
anche il G, delle similitudini dello spazio euclideo soddisfa ad esse. Esistono
dunque altri gruppi che soddisfano soltanto a quella prima condizione e che
non sono altro che i gruppi di trasformazioni conformi. Osserverd che la con-
dizione affinch® una trasformazione infinitesima generi un gruppo di trasfor-
mazioni conformi per lo spazio

ds’=2a,~kdx.-dxk

¢ che esista una funzione k delle z; tale che
X(Z a,-kdx,-dxk)=k2a,-kdx,-dxk.

Se k & costante essa si pud chiamare una trasformazione simile.

Un’altra osservazione & la seguente: Almeno per gruppi transitivi val-
gono ancora i teoremi seguenti, che si dimostrano come gli analoghi dei pa-
ragrafi precedenti per le forme quadratiche:

Si possono costruire per quadrature tutte le forme differenziali di or-
dine qualunque che ammettono un gruppo continuo transitivo di operazioni,
e ¢ gruppt corrispondents.

Condizione necessaria e sufficiente affinché un gruppo transitivo possa
trasformare in sé una forma differenziale di ordine qualunque n, é che quel
suo sottogruppo che lascia fisso un punto A trasformi ¢ punti infinitamente
vicint ad A in modo che esista un Sistema di superficie omotetiche di nesimo
ordine infinitamente vicine ad A, ciascuna delle quali venga dal detto sotto-
gruppo trasformata in sé.

Cosl si possono pure generalizzare molti altri dei precedenti risultati.

- § 10. Ricerchiamo ora effettivamente i gruppi a 1, 2, 8, 4 parametri
che possono essere realmente considerati come gruppt di movimenti. Osser-
viamo che se il numero delle loro trasformazioni dipendenti & minore o uguale
a 3, essi devono (§ 1) potersi considerare come gruppi di movimenti di uno
spazio a non pill di tre dimensioni, e quindi si possono prendere senz’altro
dalla Memoria del prof. Bianchr; si potrebbe perd anche, poiché il Lie
diede tutti i gruppi su due variabili e insegnd un metodo per trovare tutti
quelli su tre variabili, esaminare I'un dopo I'altro tutti quelli dei tipi enun-
ciati da Lie che non posseggono pilt di quattro parametri, e di questi rite-
nere soltanto quelli che soddisfano alle condizioni del § 6. Questo metodo
sarebbe assai rapido, e servirebbe a itrovare senz’aliro direttamente ¢ ri-
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sultati della pinv volte citata Memoria del prof. Biaxcur. Si potrebbe anche
infine costruire questi gruppi secondo il mio metodo del § 5; ma questa
via sarebbe un po’ pitt lunga della precedente. Noi naturalmente prenderemo
questi gruppi addirittura dalla Memoria del prof. Brancur, perche il lettore
puo facilmente da s& vedere che questi altri metodi condurrebbero appunto
ai risultati del prof. Braxcur

Gruppt G, :
0
Xl = ﬁ i

Gruppt G, a trasformaziont infinitesime naturalmente linearmente indipendenti.

0 - 0 _ .0

) Xi=,— X, =5
0 —, 3_ ___3 .
) Xi—em- X,=

Gruppt G, a trasformazioni infinitesime linearmente dipendenti.
0 0 0 0

D X=pn Y=gn H=%0m "0
II°) X,— 0 X,—senc i—]—cot x, CoS & 0 x = (X, X,)
R S £ 20w g & Y20 e s tae

U 2 . G A N PN I
III) Xl=972 e = 7 -~ ~ Xs—xgﬂ—;—}"g(e xg)a—

Xe

Gruppt G, a trasformazioni infinitesime linearmente indipendenti.

o 0. x 0. x__ 9 4 0 47 9
I) X‘—E) e’ Xe_a«l'a’ XB— 3x1+(§+w3)6x2+ 2 03
0y 0 . x_ 0. x__0 0 9
II) A’_al‘z’ X",—aﬁ‘s’ Xs_ 0 x1 xﬁﬁ_{—hx“axs
0 __ @ 0. yx_20 9 0
Y Xi=g2s Xe=goi N=gu— oy o tha)
v — s a —_— 2 :;_a___. - Ji' — a . — xl——a—-
IV) X'—ewﬁx. x2ex3xs 2a‘ze~’”ax3, Xﬂ—ﬁ_xs’ Xo=e 0 x
0 _ 0 _ 0 9 , senrs 0
V°) V=5 X2—C()Sx28.r1_COtgx’senx’9—m+senx.8xs’
XS—:(A’KX?)
Annali di Matematica, Seric I, tomo VIIL. 8
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6N x 90 . x 9. x__0 .0
VI) Ai_afl‘z, X’wﬁws’ Xa—. 0oy {—T"Bme
o _ 0. x_ 0., y_ 0
VIP) Xi=g L= L=yg,

Gruppi G, a trasformazioni infinitesime linearmente dipendenti.

o S a . . a . ___~i a .
I) ;\l—gb_-/l'g’ Xg-—a_;?', Xzﬂ 8(1‘1—!—'?38,—7@2’
0 1 0 0
X4———:l‘38r +~2—(CL‘, TS)TI‘Q 1‘18—:;'3
n v D i 2 9
II) Xg-—-a'—“, Xa——-ama, Xa—a—q—l—*.'r?a/[‘?,

Ouwe 1-—n*das

X4=721+;—(C36I_'__m;) 0 ne-« ¢

o B . — a .
1"y X, = g X, =
nsenaxr: 0

sena, 03’

X, = cos r, — cotg z, sen x,aianz—{— X=X, X))
1l tipo I1°) e II[)® si potrebbero da un punto di vista generale conside-
rare come identici.

§ 11. Troviamo ora 1 gruppi G, a trasformazioni infinitesime indi-
pendenti. Questo gruppo (§ 1) si deve poter ridurre a un gruppo {ransitivo
su 4 letterc. Per determinare questi gruppi potremmo, seguendo il procedi-
mento genecrale del § 5, ricorrere senz altro ai metodi di Lie. Ma perd noi
possiamo usare di metodi pit rapidi, in quanto che noi conosciamo tutti i G,
transitivi. Polremo dunque prendere un sottogruppo G, di G,, di cui cer-
cheremo la composizione. Da questa potremo subito dedurre (per mezzo
della penultima tabella) una forma, a cui possiamo immaginare ridotte le sue
trasformazioni infinitesime; la quarta trasformazione infinitesima di G, si de-
termina poi in guisa che non sia combinazione lineare delle precedenti, e che
il G, abbia la composizione voluta.

Sia ora il G, non inlegrabile (cfr. Lie: Vol. III, § 137); il gruppo de-
rivato (X, X;, X;) dovrad avere una delle seguenti composizioni:
(X, Xo)= X, (X X5)=2X; (X Xy) = X3
oppure

(X)) =Y (LX)=X (LX)=X.
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-E in ambi i casi si pud poi scegliere X, in modo che sia permutabile
con le precedenti trasformazioni.

Il G:(X,, X;, X;) & certo a trasformazioni infinitesime linearmente in-
dipendenti e (§ 1) si pud immaginare semplicemente transitivo su tre lettere.

Nel primo di questi casi avremo: '

a -
0

P 0
X|= e"‘m%:-‘xz 6““3!62'—2932 e~ 'dx:,; XL’:%; X3=ex3

Posto :
- N 0
avremo, essendo (X;, X)=0 (i=1, 2, 3)

0¢ g
=t e m=0; e-%gwf

e

gy P — L (@A®) — ple-w )

g§3+2 267" —25x,0 x“=0
_.3954_8&_853_954% 0 &y , d¢;
exa,rl Twe 55@—31,2—0 %—@—0 5—;_0(1_1 2, 3)

donde, integrando,

Ei==ax?+208x 4y e =—20 (e, +B) + «

1

53='—2(0€x"+'ﬁ) E4='—l‘

dove a, £, y, I, sono funzioni qualunque di z,.
Con procedimento analogo troviamo nel secondo caso:

. d . 0 0 senax: 0
XNo= 3 X2=cosr22—£—cotgx,senx2a—x—z—*———?———— X;=(X, Xj).

RS sen &y das
E, posto
X, = : Ei (Xiy X4y Tsy @) aat
si ottiene

, - 0 0
Ei=¢&,=0 54—‘-‘?3‘7,3‘%1’87‘

dove o, ¢ sono funzioni di z,.

i
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Del resto questi due casi, quando non si distingua reale da immaginario,
sono da riputarsi identici.
Sia ora il G, integrabile e sia un G, a trasformazioni non permutabili
il gruppo derivato. Indicando con X,, X;, X;, X, le trasformazioni genera-
trici di (, potremo porre (Lig, loc. cit.) o
IO) (X‘ Xg) = (Xl XS) = 0 (Xg Xa) == Xl
(X, X4) = X| (X‘g X4) = Xg (X"'g X4) = (C -_ 1) X3
oppure
IIO) (X| Xz) = (X; Xg) = 0 (Xg ng) = X]
(X, X4)=2 X1; (Xg X4) = Xg; (X;; X4)=X2 + Xg .
In ambi i casi potremo fare
%

Xi=7

0 - 0 0

o U Gy
E posto
)
o 1—1 ! axi
avremo, ne] primo caso,

5|=.(C—1)x:+?t ‘fz=—x4?3+(}xz+?z

1
s =23 + ¢s 54=—T4
e nel secondo
2
Ei=xl+q’t ‘sz="'0;‘_xa%+272+?z_
1
£3=x3—x1+?3 54‘-—-——74

dove ¢., 92, 9s, L, sono funzion: di z,.

Sia ora il gruppo derivato di G,-un G, e non contenga il G, un G; a
trasformazioni permutabili. Allora o il G ha la penultima composizione, dove
si ponga ¢ =1, oppure avrd la composizione:

(X’ Xg) = (Xz Xg) = (X1 X4) = (X3 ;Xv‘) = 0 (X, Xg) == X| (Xg X4) = Xg .

Potremo fare:

0

CXm L Xm—ya
XNi=fm K= D=t
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e, posto
3 0
X4 = i‘Z“I Ei ﬁ >
avremo :
, 1
£|=§°| 52=e—x“\?z 53=x3+?3 Eyg=——>

ls

dove 9., ¢,, s, & sono funzioni di z,.
Contenga ora il G, un G, =(X,, X;, X;) a trasformazioni a due a due
permutabili. Potremo fare

-_. 0 -0 _ 0 v 0
Xi=gor Ne=g.0 X=g0s Xi= Sl

Si potra poi scegliere X, in guisa che o

%) (X X)=X (XxX)=aX, (LX)=c¢X,
e quindi
=249, L—arto, E=cx+t g, ,54_____%
oppure

I’) (X, X)=cX, XX)=I+o)X (%HX)=X, +cX,
e quindi:

f—emtmdo; h=(tonta; h=cnte; h——1
oppure

I11°) (X, X)) = X, (X, X))=0 (X; X)) = X,
e quindi:
. 1
L=ato  L=a+te L=u+te L=—7

oppure

IVe) (X X)) =X+ X, (X, X)) = &, (X, X)) =X, + X;

e quindi :
f=p  h=atbe  h—e  h=—
oppure :
Vo) X X)=XX)=0, (X,X)=2X,
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e quindi:

, , . 1
5117301; g - xs“}‘?z; S = ¢33 54‘:‘_‘?‘—

oppure :
VIO) (Xa )(4) =X, (X2 Xd) = X, (Xs X4) = X. 4+ X
e quindi:
gizxn—i"{’a gz_—'-’rz‘{"xs‘{"?z Eszxa'l"% £1="—E
oppure
VII®) (XiX)=0 (t==1, 2, 3)
e quindi
- 0 0 0 1 0
SR PR RN S
dove g1, ¢, ¢, I, sono funzioni di x,. )

§ 12. Veniamo ora a un’altra parte del presente lavoro, dove io voglio
esporre un metodo per la ricerca dei sottogruppi finiti discontinui dei gruppi
continui e, in modo speciale, dei gruppi che si possono considerare come
gruppi di movimenti. Io svolgerd questi metodi, applicandoli dapprima effet-
tivamente a due esempii, agl spazii ciod del tipo VIII®) e IX°) del prof. Biaxcar,
cid che ci permetterd anche di trovare delle notevolissime rappresentazioni
geometriche di tali spazii sulla sfera e sulla pseudosfera.

Cominceremo dagli spazii del tipo 1X"), che ammettono, con le notazioni
del prof. Biaxcnr un gruppo generato dalle

0

- . 0 senxs 0
oxs’

0
X, =coszx — cotg z, sen o, — —
: : g *0xs + senay 9.rs

0.1
X, = (X, X))

X,

con la composizione :
(Xl Xv)'= Xa; (Xz X3\=X1; (Xs Xa)=4Y2-

Costruiamo il gruppo aggiunto di questo gruppo. Con le usuali notazioni
di Lig, esso si ottiene dall’integrazionc del sistema :

(l? == )\2 613 - )\3 6', (1)
de ' : ¢
detZ == )\3 (4 . )q e 3 (Z)
d ’ ' ’

de;:zleg—).?e,. (3)
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Donde

ossia
e+ et -+ e =cost. (4)

Questo gruppo aggiunto non & percid altro che il gruppo delle rotazioni
di una sfera in st stessa; e poiché se 7' & una trasformazione qualunque del
gruppo iniziale

T TT=T,

ne traggiamo che alla trasformazione 2, ¢, %, ¢, 2 ¢ del gruppo iniziale corri-
sponde una rotazione della sfera attorno al diametro che ha i coseni di di-
rezioni proporzionali a A, ¢, 2. ¢, X; £; cid che si conferma col calcolo seguente.
Derivando la (1) rispetto a ¢, otteniamo per le (2) e (3):

d? ll 9 ! ! !
d—j?""()'2+7-§)e|—>~1()\292+1363)=0

donde :

de de'y de's de's
ge TR, x.(u dt+)*dt)_0
e poiché per le (1), (2), (8) si ha

3,. de
;)"' dt

si avra

3 e . R de‘_
0t L.

Identica equazione si trova per ¢, e3 Indicando con 4;, Bi, C; delle
costanti avremo dunque

¢i=Ai+ Bisen Ht-- Cicos I { (¢t=1, 2, 3) (5)
dove

=402
Servendoci delle (1), (2Y, (3) e del fatto che per {=0
e'i=e; (=1, 2, 3)

potremo determinare le A;, By, C; e otterremo infine, serivendo Ay Aey s, H
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64 Fubini: Sugli spazii che ammetiono

in luogo di 2, ¢, 2, ¢, 2 t, H¢

r )\0‘ )\112 Il?
e, = ( + cos H( i ))—I— (HZ —l—H n H— 0 sH) .
Mhs e o
e (72 — G sen TT— 222 cos H)

e le eguaglianze che se ne ottengono rotando. Queste eguaglianze rappresen-
tano appunto una rotazione attorno alla retta, i cui coseni di dirézione sono
proporzionali a 1,, %, 2. Per trovarne I'ampiezza ¢, si osservi che per note
formole di Geometria analitica

Mol 2 ) VD PR

2

AR M

€ 6 €6

o

= c0s 8

' 7 !

€y €, €3

e, €, €
donde sostituendo e sviluppando otteniamo:
6= H.

Abbiamo cosl trovato, con metodo evidentemente applicabile a casi pilt
generali, un gruppo di sostituzioni lineari isomorfo al gruppo dato. E il no-
stro risultato si pud esporre cosl:

Il gruppo in discorso & oloedricamente isomorfo al gruppo dei moviments
di una sfera in sé: Uisomorfismo si stabilisce, facendo corrispondere alla
trasformazione

A X|+)~2X2+ As Xs

una rotazione di ampiezza X2 4 23+ 22 attorno a quel punto di una sfera
(col centro nell’origine) le cui coordinate sono proporzionali a A 3., .

I gruppi non sono perd simili, perche¢ mentre uno opera su tre variabili,
'altro opera in realta soltanto su due.

Ma ora osserviamo che dati due gruppi oloedricamente isomorfi, non
sempre dall’esistenza di sottogruppi finiti discontinui per l'uno si pud con-
chiudere 'esistenza di sottogruppi finiti discontinui per I'altro. Cosi p. es. il
gruppo delle rotazioni attorno a un asse e il gruppo delle traslazioni in una
direzione sono oloedricamente isomorfi, mentre perd per I'uno esistono sotto-
gruppi discontinui finiti e per 'altro non ne esistono affatto.

Cid che si deve alle polidromie, ecc., che si possono presentare am-
pliando il eampo in cui opera un dato gruppo. I ben chiaro perd che a un
sottogruppo finito discontinuo di un gruppo, corrispondera un sottogruppo
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un gruppo continuo di movimenti. 65

isomorfo nel gruppo aggiunto, in generale. E quindi dovremo prima ricercare
i sottograppi discontinui finiti del gruppo aggiunto. Questo problema & sen-
2’altro risoluto nel nostro caso: i sottogruppi cercati nel gruppo aggiunto non
sono che i gruppi dei poliedri regolari. E il nostro calcolo .precedente defi-
nisce senza ambiguitd 1 sottogruppi corrispondenti del gruppo iniziale, perche
da nel modo piu perspicuo quale trasformazione del nostro gruppo si deve
far corrispondere a una trasformazione del gruppo aggiunto. Ma per poter
affermare che le trasformazioni de] gruppo iniziale, corrispondenti alle tra-
sformazioni del gruppo di un poliedro regolare contenuto nel gruppo aggiunto,
formino effettivamente un gruppo, bisogna, come risulta chiaramente dalle
considerazioni precedenti, fissare bene il significato delle coordinate. A tal
fine serve I'importante osservazione che due gruppi oloedricamente isomorfi
non simile si possono spesso rendere simili, mutando le variabili su cui essi
operano. Nel caso nostro il gruppo aggiunto, invece di essere considerato come
un gruppo operante sui punti della sfera, sara pensato come gruppo operante
sugli elementi della sfera, cio¢ sulla sfera immaginata come luogo degli in-
finiti enti che si definiscono dando un punto della sfera stessa e una direzione
uscente da esso tangente alla sfera. I due gruppi risultano allora senz’altro
simili, e con opportuna scelta delle coordinate di un elemento della sfera, essi
riescono identici. Si prendano come coordinate di un elemento della sfera la
colatitudine e la longitudine 4, ¢ del punto corrispondente e la derivata

6 = g—:a dove ds & la lunghezza dell'elemento, d 6 I'incremento di § muo-

vendoci lungo di esso. Le trasformazioni infinitesime del gruppo aggiunto sono
eaez(r)'eaea'eaea
I el PN 9 . L.
3962 Oes’ " Des de)’ 2361 Tle:
Posto , ,
e; = ¢os 0, €, == 8en 6 sen g, e, ==sen 4 cos o
avremo che V'ultima, rappresentando una rotazione attorno all’asse delle « 5 »
sard eguale a
0
X, =L
99
La seconda, essendo una rotazione attorno all’asse e, lascia invariato
sen Gsen ¢ e quindi sard della forma

ed%—esﬁ—k(*cosesen?%—l—Sengcos?ae ,

Annali di Matematica, Serie I, tomo VIIL 9
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dove k£ & una funzione da determinarsi. Ma, poichg

0 0
8?_-—senesengoa—ei—{—sen6cosg>%
d 0 0 0
2 7 . 4 g
50 sen98e3+cos0sen<paez—{—cos/cos?ae‘
si trova senz’altro
pe 1
T senf

e quindi

- 0 0
}\2=sencpcotgaa—q’—cos)o e
Analogamente :

, 0 0
A,—sencpa—e—}—cos<;>cotg9—ae .

Ampliamo ora il gruppo X,, X,, X, immaginandolo operante anche

su 60 = 21—2, o) =%—f- Avremo:
0 0 0 0
X3=%; X2=senq>cotg68—(P-cosgoﬁ+q:(‘)sencpm—l—

hsenol 2
1 [q,(i) cos ¢ cotg & — 61 sen? 9] 0 ot
X, = (X, X.).

. . . .0 \ . :
Lasciando ora il termine in Fou’ perché noi vogliamo soltanto occu-

parci di come il gruppo trasforma 6, e osservando che ds* = d¢*+sen*6dy¢?,
\1— 01

a
donde ¢{) — *————, sostituendo alla (1) la nuova variabile ¢ = ast__
sen \1— fgoe
il gruppo assume l'aspetto
9 _ 0 0 seng o
Xs= 7o Xz—sencpcotgeﬂ— cosgoa—e—}-senew
X, = (X, X.).
Ponendo dunque
xg =
=0
X3 =

questo gruppo assume proprio la forma data dal prof. Brawcnr
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Abbiamo dunque :

Le formule precedenti stabiliscono una rappresentazione del nostro spazio
sulla sfera euclidea pensata come luogo di elementi, tale che ai movimenti
dello spazio in sé corrispondono movimenti della sfera in sé stessa.

Se noi vogliamo che la rappresentazione sia biunivoca su tutta la sfera
senza eccezione, resta senz'altro fissata la corrispondenza tra i punti dello
spazio e le loro coordinate. E possiamo dire :

I gruppi finiti discontinui degli spazii in discorso sono quelli, che, nella
corrispondenza precedentemente fissata, corrispondono ai gruppt dei poliedri
regolari.

Il fatto che qui vediamo, ciot che 7 gruppi finiti discontinui dei nostri
spazii sono oloedricamente isomorfi « gruppi finiti discontinui di movimenti
di uno spazio ellittico ¢ un faito generale, che si ripete sempre appena il
gruppo totale dei movimenti non contenga trasformazioni infinitesime ecce-
zionali. Infatti a un gruppo finito discontinuo di movimenti corrisponde un
gruppo finito discontinuo nel gruppo aggiunto, che & in tal caso oloedrica-
mente isomorfo al gruppo primitivo. E questo gruppo, essendo un gruppo
finito "di operazioni lineari lascia sempre invariata una forma quadratica de-
finita che & p. es. la somma della forma ef - ¢; + ¢ e delle sue trasformate.
Nel caso precedente questa forma & proprio « e} 4 e3¢5 ».

Da queste osservazioni scaturisce senz'altro un metodo per ricercare in
~ogni caso cosiffatto se esistono nel gruppo considerato sottogruppi finiti di-
scontinul. Il nostro metodo consiste nel formare il gruppo aggiunto, e di de-
terminare quali delle sue trasformazioni lascino fissa una forma quadratica
definita, cid che si compie con operazioni algebriche: considerata poi questa
forma quadratica posta uguale a zero come assoluto di uno spazio ellittico,
vedere quali sotlogruppt discontinui finiti di questo spazio appartengono pure
al gruppo aggiunto. In conclusione anche nel caso pill generale la ricerca
si riduce alla determinazione dei gruppi finiti discontinui di uno spazio el-
littico. Applicheremo ora questo procedimento, un po’ modificato, al tipo VIII°
del prof. Biaxcnr. Comincieremo dal costruirne il gruppo aggiunto, Esso viene

definito dalle

de . '
Tdet—‘-l'—)“ez_)\ze‘:o
49 4 93 dy—2he, =0
dt i 3

de/s

W+12e'3_}3e'2=0.
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Vediamo se qualche sua trasformazione lascia fissa una conica. E, poiche
per le precedenti equazioni,

, dés , dés 1 ,dé, N
i B Pt WA Pt

0ssia d¢ ey — e} = cost,
tntte le trasformazioni del gruppo lasciano fissa la conica reale
4é,ey—e;=0.

Allora senz’altro deduciamo che il nostro gruppo & oloedricamente iso-
morfo ai movimenti di una pseudosfera in s& perche questa conica & reale, e,
analogamente a quanto s’¢ fatto prima noi avremmo:

Il nostro spazio si pud riferire biunivocamente alla pseudosfera pensata
come luogo dei suoi oo® elementi in modo che ai movimenti della pseudosfera
in sé stessa corrispondano moviment: dello spazio in sé. Questa corrispon-
denza definisce per noi senz’altro la corrispondenza tra un punto di S, e le
sue coordinate. E allora senz'altro poichd eccetto casi banali, la pseudosfera
non ammette gruppi finiti di movimenti in s&, ma ammette bensi gruppi in-
finiti discontinui, avremo :

Gli spazii in discorso non ammetlono (tranne qualche caso banale) gruppi
finiti discontinui di movimenti : essi ammettono perd infiniti gruppi infinity
discontinut di movimenti, isomorfi oloedricamente ai gruppi di PoINCARE.

Per gli altri tipi di S,, che ammettono un @, transitivo di movimenti
& ben facile riconoscere 'impossibilita di gruppi discontinui finiti. Basta in-
fatti riconoscere I'aperiodicith di una trasformazione qualsiasi del gruppo ag-
giunto. P. es. nel tipo VI° il gruppo aggiunto & definito da

de'i . ,
-—(l—ti+)~‘63~—7\36;=0
de', , ,
-CZT+IL(1263'~1362)=O
de’s
77 =0.

donde, se 233==0,
) A
e = 7;— (5 —es 6t + e, 6t
’ 2, ] hagt Rt
62=—7—\3~ea(1——e J)+e2eld
€y = e
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\

che non pud essere periodica nel campa reale, poiche, essendo 2;==0, &

Se invece 23 =0, si avra:
el‘=—)\‘e3t+e‘
erg=;—h)\333t+eg

]

€3 =€y

pure aperiodica se
2==0, o XA==0.

La discussione e analoga per gli altri tipi.

Invece ora di studiare quegli S; che ammettono un G4, noi osserveremo
che questi G, contengono una trasformazione infinitesima eccezionale e di-
remo poche parole sui gruppi G, che contengono % trasformazioni ¥,... Y%
infinitesime eccezionali. Per trovarne i sottogruppi finiti discontinui si trovino
prima tutti i cosiffatti sottogruppi eventuali del gruppo aggiunto. Si deter-
minano in un modo qualunque le trasformazioni corrispondenti del gruppo
iniziale, cercando poi, se & possibile, di aggiungervi delle trasformazioni di
quel sottogruppo di @, che viene generato dalle Y,... Yy, che siano perio-
diche e che insieme alle precedenti generino effettivamente un gruppo della
specie voluta.

§ 13. Daremo ora un’applicazione dei nostri metodi alla determina-
zione degli spazii che ammettono un G, oppure un G, o un G, o un @,,
oppure un gruppo a pilt di 4 parametri con sole 4 trasformazioni infinite-
sime indipendenti.

Per i primi quattro casi il problema si risolve facilmente: per il quinto
caso invece si vedra che occorrono nuovi e particolari artifici, senza i quali
i calcoli diverrebbero estremamente lunghi e ben difficilmente condurrebbero
in fondo.

A questo caso, & riservata una prossima Memoria.

Per trovare gli spazii che ammettono un @, basta (cfr. Biascmr (A)
pag. 8) supporre i coefficienti dell’elemento lineare indipendenti da .

Per trovare gli spazii che ammetiono un @,, basta, nel primo caso,
ammettere i coefficienti dell’elemento lineare indipendenti da z,, ..

Nel secondo caso posto

dst= Yandr;dag (t=1, 2,...n)
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le formule di Kimune ci danno subito che
Ak = Xy Ak + Con (k =;= )
Aye = T} @y +2c,2 + o,

dove le ¢ sono arbitrarie, purché non dipendano da z,, x..

Spazii che ammetiono un G, a trasformazioni infinitesime indipendenti.

Qui ricorderemo i risultati generali del § 4. Per trovare gli spazii cor-
rispondenti a uno di questi tipi noi dovremo scindere il calcolo in due parti:
uno relativo alle a; per ¢, k=1, 2, 3 e l'altro relativo alle a; per
i>3, k=3. Quanto alle a; dove >3, k>3 noi sappiamo gia che esse
possono essere funzioni arbitrarie indipendenti dalle x,, ., #;. Esamineremo
ora uno dopo Paltro i varii tipi di G;, transitivi nelle z,, z,, 2, gia trovati.

1.° tipo). Per le a; dove 7, k=1, 2, 3 otteniamo, integrando le equa-
zioni di Kivwixg,

24

2,
Ay = Cyyj Ay = Cy; a,2=eﬂe o Qa3 == €T (W4 Cyy T C0)

r,
Ay = €% (X} Cg —[— 2%, €y -+ 033) a;=¢" (2, 12 - c13)

dove le ¢;x sono indipendenti da ,, 2., %. Se lo spazio in discorso & un §,,
potnemo supporre a“—l Uy =y = A3y = Oe le ¢ir funzioni di z,. In ge-
nerale avremo per le a;x, dove z>3 k=3

. . . ) g 1
Gaim _ Jaim _ . Oan 0 laie=—aa3_aie-*—ai3=0
Jxs 0 s Y Om DxL 2 0 x4

equazioni, che si integrano senz'altro.
2 tipo). Per le ai dove i k=1, 2, 3 avremo per le equazioni di

KILLING, che subito si integrano, , ‘
Ay =Cyy Oy = C;p 6% am = ¢,3 I% Q2 = Cgp €% 3 gz = Cy3 elrrh)a

a33 — (33 e?hw‘

dove le cix sono indipendenti da z,, @) s _
Se lo spazio & un S, si pud fare an=10a=0(@=1,2 3).
In generale per le an (i>3, k = 3) avremo:

dain _.0air —0 — . Oaik awa_ﬁz_}_ 8xs__0

dxe  0Oas FEn 8 Tk

che subito si integrano,
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8.° tipo). Avremo per le ap (4, k=1, 2, 3)

dair _ Odair _
3&72——31'3—0’
8 ai B @12 6 i3 (9 a22
0—871_871 a|3——0—x-’—a12+kd‘3*—+2
a“%»a + h ags + a 02 __ g, +2ha
—'ax ?2‘ 23 33—ax Qa3 33 .

Derivando la seconda di queste ultime equazioni rispetto a z, e portan-

dovi il valore di g 2 dato dalla terza e tra la seconda e la terza formula
X1

cosl ottenuta eliminando a,s, si ottiene:

0% iz 3 0as

,Eg + +a£2=0' -
E, se « * 783 sono le radici di z?—{—hz—l—1=0 sI avra:

@ = @ cos B, + x " sen B,

dove ¢, x non dipendono da x,, 22, ;.
Si ha quindi:

-0 a2 0? a3 0ass
A3 = —

5 aaa _
&1

0 a3
D Boc2 Bai_l- 8m1+8

Sostituendo nell’ultima per le O 089 i 1o valori, si ha:
0 a1 0 @1

8 az3 ?) azs

—{—4 23—|—h =2hay

Derivando ed ehmmando tra l’equaz1one cosl oitenuta- e la precedente
la as si trova:

N\

836!23 +3k5 a2s+(4_1.2k’)aa23 +4ha,=0.

Un’analoga equazione si troverebbe per a. e si avrebbe:

Gy =¢¢€ ’W'-l—«,be haeos 2 B, -+ x e '¥sen 2B x,

1 da ' 1 d'am , Dan h
(123=_"2“ﬂ‘7 Aass 251.:"1’ ( "l“*)

0:1'1 2
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Si ha poi a,, = x, dove ¢, ¢, x sono funzioni indipendenti da z,, ., 7.
Se lo spazio & un S,, potremo fare a, =1, a;y=0 (1=1, 2, 3).
In generale per le ai (>3, k=3) otteniamo:

dair __ Oain _ Oair 3xs_l_ B(xz-l—kxg)
Toe  dms  dm g T 0 ak

ossia

3a;1_0 Oaie 4 —0 8ais+hai3=0

02 o 01 0 x4
che si integrano senza difficolta.
4.° tipo). Per le aw (¢4, k=1, 2, 3) le equazioni e la loro integrazione
si trova gia nelle pag. 67-68 di (A). Basterd immaginarvi le a, b, ¢, d fun-
zioni indipendenti da z,, z;, ;.
Per le ay (>3, k= 3) troviamo le:

dair _ g Oain _ Oais _ Jais toan—0

0xs dar  0axz O
8 air 0 (e—%) 0 (a}e—m) 0(Qaeem)
a x1 _l— i a xn - a12 a Tk - al3 a Tk - 0

che si integrano senz'altro.
5.° tipo). Valgono per questo considerazioni perfettamente analoghe a

quelle del tipo precedente.
6.° tipo). Per le ax (4, k=1, 2, 3) si trova, integrando le equazioni

di Kiruive, e indicando con yix delle funzioni indipendenti da z,, @,, #; che:

Wyy =Yy Giz= i} T3==xiz; Giz=2Ti Yo T X3} G2z ="2Ts Yoo} Yos

Az = T} Yoo -2 2, Xes T Xas -
Per le ai (¢>>3, k=3) si ha:

Oain _ Dair _ . Oan _ Dai _ ddis
0 x2 0 x» T dm - 0 1 0 %

— xs

che tosto si integrano.
7.° tipo). Basta supporre le aix 1nd1pendent1 da z,, 2,, s, 2.

Spazii che ammettono un G, a trasformazioni infinitesime linearmente
dipendenti. In questo caso si dovrd scindere lo studio per le @i in due altri
casi, uno relativo alle ai (3, k= 2), altro per le ay ({1 >2, k=2).
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1.° tipo). Tutte le a;x sono indipendenti da z,, 2;. Per le ax (7, L =1, 2)
si trova dalle formole di Kintixae che:

Qg == Ay = Cyy a, =0

dove ¢,, & indipendente da x,, u,.
Per le aix 1 >2, k=2) sl ha:

Ba[k_izam_o 0 x2 0w 0
dxy Oas s “Oxn
che si integrano senz’altro.
2.° tipo). Per le aa (7, k=1, 2) si hanno le:
aaa;: =0 a,=0¢ %%:— =2aq,cotgx, a;=a,sen’z,

che si integrano tosto.
Per le a;x (1> 2, k= 2) le formule di Knuive danno, poiché le a. sono
indipendenti da x,, che:

ai, = aq; = 0.

3.° tipo). La discussione & perfettamente analoga alla precedente.

Spazii che ammettono un gruppo G, a trasforinazioni infinitesime di-
pendenti. La ricerca di questi spazii in generale si fa come precedente-
mente : noi, col solo fine di una maggiore brevita, studieremo soltanto gli S,,
accontentandoci di aver fatto rilevare dagli esempii precedenti il metodo
generale.

1.° tipo). Potremo chiaramente porre, quando ci si restringa agli S,,

dst=dz;+ Sandaidar (G, k=1, 2, 3).
TR

Integrando le equazioni di Kiruiva, si trova
Ay ==C11y (Qge==Csay Qg =T Cooy QA3zz= x: Coe + €1 y Qe ‘I" ay3 = 0

dove le c¢ix sono indipendenti da z,, x,, 2.
2.° tipo). Posto, come sopra

ds*=dx;+ Yardzidak (4 k=1, 2, 3)
[N
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74 Fubini: Sugli spazii che ammetlono

ofteniamo dalle equazioni di Kiuing,

Uiy = Chyy (s3 = C33y Q3 =MNE"C3, Qy=20a,;=0,
gy = €% [(1 — n?) ¢,y |+ n® ¢

dove le c¢;x sono indipendenti da z,, %, 5.
3.% tipo). Posto
dst=dz;+ Nanduida (4, k=1, 2, 3)

ik
si trova, con il solito procedimento, che :

Ui =1C; Ui =0Cy; B2=0p=0; au=ncycosa,

Uy = 02 Cy3 COS* 2y + €y, SEN% I, .

Spazii che ummettono un gruppo G, non integrabile transitivo a trasfor-
mazioni infinitesime linearmente indipendent. ‘

Prima di trattare questo caso particolare, faremo alcune considerazioni
generali sugli spazii che ammettono un G,, a trasformazioni infinitesime in-
dipendenti. Osserveremo cioé che in ognuno dei gruppi @G, cosiffatti, prece-
dentemente determinati, entrano degli elementi arbitrarii. E noi potremmo
valercene per condurre in due maniere i calcoli. II primo modo consiste nel
dare a questi elementi arbitrarii valori opportuni della massima semplicit,
ricordando il teorema di Lie che due gruppi semplicemente transitivi sullo
stesso numero di variabili e isomorfi sono anche simili. Il secondo metodo
consisterebbe nel prefissare all’elemento lineare da determinarsi una forma
saputa « a priori » possibile, lasciando quindi agli elementi arbitrarii che en-
trano nel gruppo tutta Parbitrarieth compatibile con questa forma. Il primo
metodo & pil opportuno per lo studio degli spazii a un numero qualunque
di dimensioni, il secondo per lo studio degli S,. Diamo ora un esempio del
primo metodo.

Prendiamo p. es. il gruppo G, generato, dalle

0. x_0 . . 9 9
Xl—al‘z, X2-—m, X3=—a_&(’: xs%;

=l =Dt el L 4 gt om ) -+

S G N PR PR

a3 ls B_x—;'
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un gruppo continuo di movimenti. 75

Secondo i principii testé esposti potremo porre
?12?2=€D3:()7 l4;:.1

. . 0 0 0 0
.col che si ha X4—(c—l)x,8—n+cx2%+x3%_a_z.

Per le ai (¢ >4, k> 4) basta supporre le funzioni indipendenti dalle
Xy, Ty X3, %,. Per le aip (7, k=1, 2, 3, 4) troviamo per le formule di

KirLive,

0 art 5 a2 3 Q2 3 44 8 127 9 24

Vo dm dm 0w 0w fm O
Jass . Oain __ Oaik _
0 a1 ——2(123, 312_—323 0
Far (Y
3(!11_( . aaez_ 9(733_‘ 0 au .
814—2(6—1)61“’ ax4—2c, ax4 Z 33 ax‘—o)
3an
o =(@x—1)a,+ca., ecc., ecc,

che si integrano senz'altro. Per le aix (=>4, k=4) si hanno le:

dair __ Oair ) 0 ain _0ws

Fe i =00 Tgm Y gm, =

Eazk 8 0 air 0 ry 0 2 Jas
(c—1ex, 7 +( a,.a—y—kwtcana——mﬁ-am-a?k:o

che pure si integrano senza difficoltd. Con questo stesso metodo si possono
chiaramente studiare tatti gli altri tipi di G,. Noi, col solo scopo di non
allungare questa Memoria con formule, che poi non utilizzeremmo, ci restrin-
geremo agli S, e useremo naturalmente del secondo metodo. Cominciamo ora
a trovare gli S, con un G, transitivo non integrabile del primo tipo, avver-
tendo che la prima parte dello studio ci servira anche per i casi ulteriori,
Siccome il sottogruppo formato dalle X, X,, X; ha le x, = cost. come va-
rietd invarianti potremo porre:

ds*=duxi+ Noandx;d (4 k=1, 2, 3).
%

Se X f= \‘ E, (xr) 9 . & una trasformazione infinitesima che quello spa-
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76 Fubini: Sugli spazii che ammettono

zio ammette allora, serivendo le condizioni di Kiirve relative ad ap = ay,
Ausy A3y G4 Otteniamo :

0%

900 =0 ()
3 0k , 0& .
gt =0 (=12 3). (&)

Indicando al solito con A4 il complemento algebrico di ai diviso per
il valore certamente non nullo del determinante |a;x| otterremo dalle (8)
z; 3 1
g—i:—kzlz‘lik% (¢t=1, 2, 3). (I)
Nei casi in cui, come nel nostro, £, pud essere soltanto funzione di z,,
esso & quindi per la («) costante, e percid per le (I) abbiamo che:
a—£1=,a£2= a—E'a=0. Dunque le £ non possono contenere z,; cosicche la
Oxs  Oxs  0xs
nostra scelta dell’elemento lineare fa si che tutte le funzioni arbitrarie
(della z,) che compariscono in X, sono semplici costanti. Queste considera-
zioni valgono anche per molti dei casi seguenti e noi non le ripeteremo.
Intanto avremo che le «, 3, y sono effettive costanti. E se noi scriviamo
le formole di Kiuxa per le ap (4, £=1, 2, 3) relative a X,, X,, X, ot-
teniamo le formule pag. 67 di B. E ci basterd dall’esame di X, ricavare le
a, b, ¢, d, e, f che nel nostro caso sono funzioni di z,. Osserviamo intanto
che nella X, potremo (dividendo le «, 8, y per una costante certo non nulla)
supporre [, = 1. Scrivendo le equazioni di KiLuing, otteniamo dei polinomii
in z,, r, da uguagliarsi a zero. Annullando i coefficienti dei singoli termini
(che saranno soltanto funzioni di x,) raggiungeremo il nostro scopo. L’equa-
zione di Kmrve relativa ad «,, c¢i da cosi:
d (a?)
daxd

=4 (a®f — abd).
L’equazione di Kimuixae per a; ci da, indicando con un apice la deri-
vazione rispetto w,:
b=0a'74+2bB—a(c+2d)
¢+2d =60y—ea)
d=20by—ea)
¢ =(c+2d)yy—2ef—af.
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L’equazione di Kiwrive relativa ad ae, ci da infine :
['=4(y—Th.
Le a, b, ¢, d, e, [ si ottengono dunque integrando un sistema lineare

di equazioni differenziali ordinarie del prim’ordine.
2.° tipo). Prefisso come sopra all’elemento lineare la forma

12,3
dar'j—l— :‘; a,-kdx,'da‘k
2,k

si trova che & =y¢, & = ¢ sono costanti. Per le ax (7, k=1, 2, 3) tro-
viamo, poiche lo spazio deve ammettere il G,=(X,, X,, X,) le equazioni
di pag. 69 (A) dove soltanto le costanti di integrazione saranno funzioni op-
portune di x,. Se £ = 0, queste {unzioni saranno proprio costanti effettive;
se £, =0, notiamo che mutando z, in Kx,, dove K & una costante oppor-
tuna, poiremo fare £;=2£&,, mentre, sostituendo al nostro spazio uno spazio
simile, potremo ancora porre a, = 1. Si ha cosl '
0 d

oas | G

.X4=

ele ap(t=1, 2, 3) si troveranno ancora date dalle formule a pag. 69
di (A), dove le a, b, ¢,.. si intendano ancora effettive costanti, ma al posto

di a; si sostituisca z; — x,.
Spazii che ammettono un G, a trasformaziont linearmente indipendenti,
integrabile e il cui gruppo derivato é un G, a trasformazioni infinitesime

non permutabili.
1.° tipo). Anche qui potremo porre

ds’:-—da*f—l—zaikdx.-dxk (i,k=l, 2, 3)

1418

Avremo per 'osservazione fatta che ¢,, ¢,, 9;, I, sono costanti effettive
che indicheremo con 1, I,, I, I, cosicche si potrd porre :

: 1
v=(—1Nz,+l E=9—zlitcr, E=u 54_:_14.

Essendovi le X,, X,, X; il nostro spazio saia del tipo:
dst=dzi49dxi+2¢do,de, - xdxi+ 2@ ¢ +9)dx, dxs +
+2(x, x+Dda,drs (2} + 22, 24 p)d a5,

dove le ¢, ¢, 7, 9, A, u sono funzioni di z,.
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78 Fubini: Sugli spazii che ammettono

Scrivendo le formule di Kmiine relative a X, abbiamo:

flo— Dz L] 2% g c— 1) 22 pan e — 1) 52 +

3(00’)2—13.1'1) 8(cxs—lsac1) .3_063 8%3_l M
0 Tk + an: 0 xi T s oxk + 0xi Ui 0o

+ Gz

Sostituendovi 1 valori trovati delle @i, e integrando otteniamo:

e?cl_a#;

X =P
g = elte—t)La ; —1 Pe el® D '
6 = U | — 2 by ey, 1 g |

pR— el4(c+l)w; !

c_l_l 1 Pe ete-2 L ps } (si noti che ¢==1)

2L 4
I lx 4 l; - 4 + i l¢ - ) +
p= e? & 3 ¢ 1 st ¢ (e-1)z (c l)zp% eq (e—)a p33 }

.zl Is

l
a pa—— eCZ).%‘; { . ‘f‘i e(c j)lla"{_—zs 1)23 el Ly

— P N +p,3E
dove le pir sono costanti effettive.
2.° tipo). Anche qui si pone
dst=da2+4 Nagpdx;dxy.
ik
E se ne deduce che le /; sono effettive costanti. Per l'esistenza di X,
X., X, si ha che ds* & del tipo gia citato al 1.° caso.

Serivendo le equazioni di Kwuive relative alla X, — 1, X, — 1, X, e in-
tegrando, troviamo :

2= DPe et
A= 1 (o Ly s o)
po= e (I3 pyy €18 - 2, pyy € - )
¢ = 15— (L + L) pos €47 — Lipas T4+ poa |
3=t |y — 1 (L 4 Iy) Pog €825 — (1,4 1) pug €22 + 1, pyy €les —
— Ly P i — U pay g €8]
¢ =L@ (L 4 L) poe 8@ — 2 (1, 4 L) prg €27 + 2 pas Ly 2, (I 4 1) el -
F Lps®i—2 Lpa i+ pu|

dove le p; sono costanti.
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un gruppo continuo di movimenti. 79

Spazii che ammettono un G, integrabile a trasformazioni infinitesime in-
dipendenti, di cui il gruppo derivato é un G,.

Per il primo dei due casi di questo tipo, troviamo col solito procedi-
mento delle pagine precedenti e con notazioni analoghe :

ds*=daxi+edxi+2¢dx, de, 4+ yda; + 2@ ¢+ 9)dx das +

+2@ x+2)dr,das+ (2l + 22,2+ p)d x5
dove

= P €

¢ = eb® (— Ly Py 8% + o)

¢ =—2pi Ll 12 py, 2l + p,,

A =el2 (U, 1, oo 4 + Pis)

g e 2 L L Py @+ B B pas + pyg |

S=e@ pst L Liperi— U1y poy el — 1, Pz €4 4= 1, Iy pyy €li®s —
— ULl L pnx el

Studiamo il secondo tipo di tali gruppi.
Esso contiene un G, a trasformazioni infinitesime indipendenti del

tipo 2.° dove si faccia k= 0.
Sara pereid :
ds*==dzit+ydaei+2¢e”dada, e dal+pdal +
“*"Qdegdxs“}'2>.em‘dxgdx3,
dove le ¢, ¢,... dono funzioni di z,.

? M . .
Nell'espressione trovata per la X, f saranno al solito le ¢ vere costanti,
e, come si vede percid tosto, potremo porre, indicando con «, 3, /, costanti,

0 0 0 1 0
X == o &% —_— . .
! * 02 +Be atcz + s dxs i 024

Integrando le relative equazioni di Kiniixe, e indicando con p; delle
costanti, abbiamo:

= Pqs g("--fl)l.z'a

H =p33' e?l,a:‘

S = p,, e2lm
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£

x = el.xs (__é Pes e“l.xl + pxa)
8

= et (—. o P22 el -+ Pn?)

el
?=—'25(p12_eal’w'—£p22[ ] 'I‘Pn)-

Se a =0, valgono le stesse formule,

parisce in ¢, ¢, x) si deve sostituire il termine
lix,.

Spazii che ammettono un G, che contengono un G, a trasformazioni in-
finitesime permutabili e le cui trasformazioni infinitesime sono linearmente
indipendenti.

In tutti 1 tipi gid enumerati al § 11 i coeflicienti dell’ elemento lineare
corrispondente saranno funzioni della sola x,. E noi potremo porre:

ds*=dzi+ Xagdr;da, G, k=1, 2, 3).
4wh

Se ne ha che la ¢, ¢:, s, I, sono costanti.
Le equazioni di Kiuuive diventano:

3 08 0 aii .
2“ Lkak+£4az; —O (/L=17 2) 3)

3
2:: 08k 0% 0 ail 0 G, 1—1, 2, 3).

l/wavcl+d lka _l—';lax:

Sostituendovi per le £; i loro valori, integrando, indicando con A, delle
costanti, troviamo :

IO) a,, = h“ eel_a;q (0 = hee e?l,am, (s == Nys e’l-””*
Ao = hiy ehlta)a, oz = hyy elde+e)z Ay =h elil1+e)a,
1% a,, = h, ei+2dles g =, e?lews  q,, = h,, etllt+c)a,
ez = (Li hio Ty - gy) e 0420)8 g == gleas (L ]y o, - Do)
s = €@ (L by, 282 hys L2y - Fss)
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un gruppo continuo di movimenti. 81

IIIO) Uro=hos Gyg=1ihoe Xy + his Ay = 72‘ Ui hay r,tholyxi+ by

% li hos 3 + _2' Ly hs T, ‘l".(ku + hes) I 2+ by

Ay =Uhexi +2h iz, Iy

a‘3=

U3 == % hooxt 4 1 by 2t + 1, (hn Fh) i+ 21 b, + by
IVO) agg = hg; 6?l‘x*; a,g = e?l‘w’l { ]lgz l‘ a‘4 + k’g l ;
ay = el ('!: hss xi+21, kie T, + hu)
= ot (z; hu“’; A Uy has 70 + h),

13 has

e b B 0t 5 Gl O T L, |

Qa3 == 3”“%{ heoo U %; + BTy ri+ (hu 'I" hzs) l: r, + 2 Lixihg + Trgs t

VO) ay=hy, 7 Qee = by y Q== his y Qo3 = Iy hey 2, + hes;
Qs =Uhsx 4 his
Ay =1} hyy ] 421 by 2, + s
VI%) @y = hyy 5% @y = hy, 1% @,y — h,, €20
Qg = ¢l l lihe x4 hi | Q= el l Lihsy 24 + hos f
Uy = W& | I3 hoy 22+ 21, hyg 2y + B}«
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ERRATA-CORRIGE DELLA MEMORIA ;

Le deformazioni tipiche

del corpi solidi elastici.

(Di MicaeLe Gessia, a Palermo.)

Errori
—67“0 +7po + Tt;‘(o

%, Bos Yo

2
)
™

Correziont
Ir ot Trpt i
Ua'y+ VE )+ Wy
! ’ 7
“oy Boy Yo
c?

7y

Nella, figura sostituire op al posto di 6z e vieeversa.

12
A =0, A2V, =
Pz, y, z)=T" (‘f‘)
I (9)
al (@) + 5T () + 7T (5)
(10)
‘T, + K8
Er
ag
]735’1’_]71 01
- ‘ %cos (¢ 2)dw
cos (¢'y)
1 1
= o—
R R
— B
(I) del n.° 64
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AU =0, 27, =0
Ty (2, 9, 5) =Ty

1"7,

o‘«[‘av"{-e’ry‘}" YFz
an
f[‘y-—ffﬂdc

) =

g
hyey —hycg
o (¢

—3:)
cos (¢’ x)

1 1
w,_w
oy ox
(') del n.° 64,

cos (¢ =) d o
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CORRECTIONS AU MEMOIRE (*):

INTEGRALE, LONGUEUR, AIRE

pw H. LEBESGUE, @ Nancy.

Dans un mémoire: Intégrale, Longueur, Aire paru récemment dans les Annali di
Matematica j’ai laissé passer quelques erreurs assez graves pour qué le sens de certains
paragraphes en soit obscurci.

Dans le paragraphe 95 il faut corriger ce qui se trouve entre « M. HILBERT re-
marque que...» et « Nous prenons pour A un ensemble partout dense dans P;...» de
la maniére suivante :

M." HiLBERT remarque que si 'on a ceértains renseéignemeats sur la variation de la
fonction Ly il suffit de choisir parmi les E; une suite d’éléments e; tels que, a tout point
d’un ensemble A, partout dense dans D, corresponde une valeur de ¢; qui a une limite
quand j augmente indéfiniment, pour que les ¢; aient une limite. Pour préciser, nous sup-
poserons que I’ensemble des nombres dérivés des E; considérées comm= fonctions d’une
seule, quelconque, des variables @, @y ,... @n soit borné.

Nous supposons done que P’on ait, quels que soient ¢, @, 25,... @n, h, p

Iif' ‘J']’ Xgseos Lpy Lpdl, o oc,.)—E; (.’I),, Xgyens .’L‘p"l—h, Lpiy--- J'u)
h

< M,

M étant fixe. Nous prenons pour 4 un ensemble dénombrable partout dense dans D;...

Il faut aussi remarquer que, dans le paragraphe 95, la lettre M a deux significations
distinctes, Tantot elle représente un nombre fixe, tantdt elle désigne un point variable.
L fonction e (M) est une fonction du point M.

Au paragraphe 43 j'indique un moyen de définir des fonctions a variation totale égale
a celle de la fonction x et ayant dans tout intervalle des maxima et des minima. La
formation de ces fonctions dépend du choix d’une suite de nombres ¢, satisfaisant & cer-
taines conditions. Lie procédé que j’ai donné pour choisir les nombres ¢, est inexact; au
lieu de « Prenons ;le plus petit d bres =t HoL ML el
ieu de «Prenons pour ¢;le plus petit des nombres ==, —=, "=,... tels que...»
- P TUPT . . € §i-1  &i—1 .
jlaurais d@ dire « Prenons pour g; le plus grand des nombres — —,.. . tels

i—-1
NI P AT A

que...»

Au paragraphe 16 Pinégalité 0 =y = f(y) doit étre remplacée par 0=y =[(x); au
paragraphe 25 ¥ doit étre remplacé par e.

Je profite de cette occasion pour dire qu’au sujet du probléme des aires dans le
plan, jaurais dit citer les travaux de M." GERARD; voir a ceé sujet soit la thése de
M." GERrARD, soit le Bulletin de la Société Mathémalique de France, soit la Géométrie élé-
mentaire de GERARD et NIEWENGLOWSKI.

t*; V, 4,me Cahier du tome VII
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Sulla formula di Taylor.

(Di Oxsoraro Niccourrri, @ Pisa.)

In una Nota, inserita nei Rendicont: della R. Accademia dei Lincei (*)
ho dato per le serie doppie di Tavror una formula, che esprime la differenza
tra il valore di una funzione f(z, + %, 4, + k) finita e continua insieme con
tutte le sue derivate nel campo definito dalle disuguaglianze 0 =h << R,,
0=k<R,, e la somma dei primé (m-}1)(n 4 1) termini della corrispon-
dente serie doppia di Tayror:

- 1 a‘u-p’f [ X
%l’w" {J_—Yv_! (a_xf‘—ay")(woyo) h ' L

(pei quali si ha ciog 0 =p=m, 0=v =n); questa differenza vien data come
somma di tre integrali, uno doppio, gli altri due semplici.

Questa formula, che, come nella Nota ricordata & detto esplicitamente,
pud estendersi alle funzioni di un numero qualunque di variabili, & ivi dedotta
da una formula generale d’integrazione per parti, relativa a funzioni di =
variabili indipendenti. Comunico, in quel che segue, un’alira dimostrazione,
di carattere affatto elementare, della formula stessa, che do per il caso ge-
nerale di una funzione di # variabili indipendenti; ne deduco quindi una for-
mula analoga, pilt generale, donde segue una proprieta interessante delle serie
multiple (reali) di Tavror.

1. B noto (e si dimostra molto semplicemente) che sotto ipotesi co-

N

nosciutissime, che & inutile ricordare, la formula di Tayror per una funzione

(*) Sulle serie doppie di Taylor. (Rendiconti Lincei, 16 Giugno 1901.)
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIIL. C12
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34 Niccoletti:

f(x) di una variabile reale x pud scriversi al modo seguente:

f@) =F @)+ @ —z) f (@) + - L ) () 4

+- %J‘(xi - x)m f(mH) (@) dw= (1)

\‘ (%’1 TO) f(F) 0) o0 m' f(xl _'x)m f(mﬂ) (x dx’

nella quale il resto R, & dato dall’ 1ntegral definito :

J (21— ) im0 () @)

Ove poi all’integrale precedente si applichi convenientemente il teorema
del valor medio, la (2) conduce immediatamente alle note forme del resto di
Scromice e Rocrg, di Lacrance, di Cavcry (*).

2. Sia ora ¢ (zy) una funzione delle due variabili reali z ed y, finita
e continua con quelle derivate che dovremo considerare per z,=z=u7,,
Yo=Yy =1y,; e poniamo nella (1) (*¥):

o) { O L —yo)n | "
@) —o @y)+ /)i Qa(jy)zm+,,.+(y —Y z (q;;xy)zwy
L 0 e (@
+n,f(y W) y=

@
—y)"—gfn%y—)dj,

_ 3 =y Pen)) L (]
—%” v! 0y \ay, J(y,

Yo

ciod, per la (1) stessa, nella quale sia cambiato f in ¢, m in n, z in ¥, po-
niamo :
f@)=¢(@y.).

(*) Of. ad es.: GenNoconr e Peano, Calcolo infinilesimale, pag. 332.

(¥¥) Col simbolo {f)a,a,.a, indichiamo il valore di una funzione f(x; @, ... %n) nel
punto (@ ay... an); pitt oltre, se 7, ¢...% & una certa permutazione degli indici
1,2,...n, col simbolo {flasan.ap indichiamo il valore che la f prende per wa=o,
Loy == Ry g Ly =0y
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Sulla formula di Taylor. 85

Avremo:
&3 (o)) (@ — @)t —y)
Py = ";'( oot 0y \’w% plvl +
1 &y m am—klcp (m y)
+mf($1_w) I 0 gmtt wyldx+
n 0 (& (B — @) (0" 0 (2y)
n’f(y' y”ﬂ“‘!“" el 0 . Oat uygd%

Ma per la (1) stessa, fattovi f(x)=¢ (xy), si ha:

&y

L 1 — Zo 1 gm+1
Sl (@eln) oy L [ (a2 2y,

p! 0 at 0 am+t

o

ne segue, sostituendo sopra, la formula :

p(ry) =S B R =y HPRSB | 4 R, )

Y rry Pl
dove :
Rmn=”1—'!f1(x,——x)mgw—;;%@gx%dx+ \
% |
,@.J(ya—w"‘%—'_,fﬁ,ff”x‘ydy~ \ o

cioe appunto la formula (B) della Nota sopra ricordata.
3. Per vedere nel modo pilt semplice come questa formula possa esten-

dersi alle funzioni di un numero qualunque di variabili, & utile, portandovi
alcuni evidenti cambiamenti di notazione, scrivere le formole (1) e (3) al
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modo seguente :

b,
o) =B

m! oar

f (ay)

by -—

ay

fb.b)= (b — a)m+1 (bs — az)ntt  gm4n

m! n! oo 0ay

f (a: ae)
(61 - CM) (be - ae)

+

by by
1 omat , be 1 o+ £ (by

0 xm+1 8_1/”+*
b, b,
T
m'n‘ff(b—x (bg"—’y) dedy.

Introduciamo ora i simboli di operazioni:

(bs — a)m+t g
m ! 0ay

f(a)

by — ’

D4 f("’x) =

b,
B fb) = [ G =y [0 @) d

e nel caso di due variabili indipendenti, poniamo:

(bL — @) gm f(OM y)
D f(a,, y)= pong 9a§”§bi-—a1 ) \\
be —ag)n+t ¢ | f(x, ae
D. f (@, a;) = ( na' : da3lb i 2‘/}:‘;: ; )
mam+1 {(z9) >
Ef(bn Y) _—j(b - ) 3];:/ dx) g

Ef(w, b)= [(b—w;—‘y’;ﬂ?ﬂdy;/

az

+m!j(b — @y fin ) (2) d

(1*)

(3%)

(%)

(6)

con questi simboli le formule (1*) e (3*) si scriveranno rispettivamente :

D1 f(ai) = (1 - Ex) f(bi)
D,D,f(a,a)=(1 — E)(L —E,)f(b b))
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e in queste formule i secondi membri hammo rispettivamente il significato :
A—=E)f)=7Fb)—E ()
(1 —E) (1 — Ey) (6, b)) =
=f,b)—E f(b,b)—E,[f(bb)+ E E,f(b,bs,).

Dalle formule (1**) e (3**) si ha subito, per induzione, la formula ge-
nerale. Sia f(x,%,...x,) una funzione delle » variabili reali z, x,...z,, la
quale nel campo definito dalle disuguaglianze :

o, =;=b;(t=1, 2,... n)

sia finita e continua con quelle derivate che dovremo considerare. Poniamo
allora :

Lof(@oms. . o) =f(x,25:..2,) \
Dif(my...Tiy @ Liry...2p)=
(bi — aiymi+1 . 0 {F (&0, Diet Qi Bita ... Tn) ) |
o m! 3 ari | bi — ai ! )

Eif @ @i bi®ive oo, ) =

b:
1 -amﬂ-!f e n

per i teoremi d’inversione delle derivazioni e della derivazione ed integrazione
sotto il segno integrale, sono le D;, K% simboli operatorf a due a due permu-
tabili per i=|=%. Con queste notazioni, noi diciamo che varrd la formula:

DiDe. Dpf(@ite. . an)=(1—E)1—Ey)...(L—Eg) f(bibs...bx), (3)

nella quale i due prodotti simbolici hanno il senso gia sopra dichiarato.

Poiche la (8) & vera per n =1, n =2, essa sarh dimostrata in generale,
quando, suppostala vera fino ‘ad un valore n, si dimostri per il successivo
n -+ 1. In questa ipotesi, in luogo di f(x, #,... x,) sostituiamo nei due membri
della (8) rispettivamente :

D,., f(xa Lovoln, an+1) =(1 — En+() f(x, Zye' oln, bn+,)

(uguaglianza vera a causa della (1**)); per la permutability dei simboli D
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ed E con indici diversi, avremo :
DiD;...D,Dypys faas...00004,)=
=1—E)1—E)...Q—E) Q1 —Eur) f(bide.. . bubnyl),
ciot la (8) stessa, cambiatovi # in n - 1. Essa & dunque vera in generale.
Abbandonando i simboli operatort cosi utili per la dimostrazione, scri-

viamo esplicitamente la (8). Avremo la formula generale cui volevamo ar-
rivare:

’bz.”n=m i _—__-.
Flubeeebn) = B X oy

Olrt-Latetin f 9
. —a (b, — 2 —
l@x’f* o, ..0 g (b — @ (b — an)s. .. (bn ) - ©)
+Rm1m2"'mn7 /
dove :
1 by D f \
. mi+1
Bompom, = Zi, mi, ! f (b3, — ;)i 3 5 ot E(%.b.yub,-,,) dzi —
aiy
1 bﬁ bl‘a
= iy mi Ty f l- (bs, = i) (b, — i)
Qsy  Aiz

dwhdwig—l—"'_}"

i oM+ Mis2 f

a xi,mﬁ-’-‘. a xi Mig+14 }(-‘”nwia ‘,3 biu)

U A T afaf(b.. W (biy= @) ) (10)

{ omittmipk f
l 0 it L L 0 @y Mkt

)dxil"'dxik+ ek

.
(@2 y bigerebi,

bl bz bn

ml'n’tz i ! JJ fnz(b—x)mi.

a a

2.;m;+n
. a 1 f

Dt 0 an 1) gy QX A8y dity; |

+(— 1

e nella (10) il simbolo = sta ad indicare che la somma relativa & estesa a
()

tutte le combinazioni della classe & degli indici 1, 2,... n, e in ciascuno
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Sulla formula di Taylor. 89

dei termini della somma la (¢g+...%,) indica la combinazione complementare
(della classe n — k) della (2,7, ... 1)

4. Per le (9) e (10) la differenza tra il valore della f(z,z,...2,) nel
punto (b, b,...5,) e la somma dei primi (m, 4 1) (m, + 1)...(m, + 1) ter-
mini della corrispondente serie di Tayror

S’; 1

R Tl b Z
Pas el pPm

‘ v " (11)

! Otstbatetin f
10z 0 2o ... 0 w,Pn

}( b= B — e (o — \
a

(pei quali cio& si ha p;=m;) & espressa come somma di 2*—1 integrali
(di cui (1:) s0no 1'-pli), i quali portano su opportune funzioni, che si hanno in

guisa determinata dalla funzione data. .
Ci si forma una chiara idea della forma del resfo Ru...m,, ricorrendo
al linguaggio della geometria ad » dimensioni. Riguardiamo infatti le z,2,...2,
quali coordinate cartesiane dei punti di un S, e in questo consideriamo il
parallelepipedo ad » dimensioni colle faccie parallele agli iperpiani coor-
dinati, di cui due vertici opposti sono mnei punti (a,ds...an), (b)b:...by).
Dalla (10) segue allora immediatamente che il resto R,mg...m, € uguale
alla somma di tanti integrali definiti estesi a tutti gli Sk (=1, 2,... n)
di questo parallelepipedo che contengono il vertice (b,b,...b,), presi positi-
vamente o negativamente secondoché % ¢ dispari o pari; per ciascuno di
questi integrali la funzione sotto il segno & determinata completamente dai
valori della f(z,...2,) sull’ Sy cui l'integrale & esteso. Questo fa intendere
anche come la formula (9) possa ancora dedursi direttamente da una for-
mula piu generale d’integrazione per parti, nella quale & fondamentale la
considerazione del parallelepipedo sopra indicato (*).
5. Dalle (9), (10) sideduconodeirisultati degni di nota. Poniamo nella (10):

biy b‘k

1 " .
Ail"tﬂ‘--ik = m f.. .J (bi1 -—_— x,;l)mi', . e (bm bd miﬁ»)m”‘ .
(12)
Myt +mitk f

a J'i.mi|+‘ e a xikmt'k““ g(”}'l".ml.k 9 biga,roobin)

dx;ldxig...dx;k,

(*) Of. nota citata, p. 408.
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con che la (10) diventa

B = ﬁk (—1pt X ) Aiiy i (13)

Myee- My 1 (7y- 12k
decomponendo ogni esponente #;, nella somma di due
Mip == g lieeit) oy Chreesin)

(di eui il > 0), l'integrale k-plo A;...; pud seriversi anche al modo se-
guente:

1 by ?‘k
(.’Lll...t'k)_ (i)
Ailig-n’ik =m J‘. . .J (bil—x"‘)f‘ll i s 0 (b1l¢: -—_ mik)"'lk —1
ai (ll'k
(o) ()

. (bil_ x,‘l)vh . (bi'k -_ x,-k)"w +1

omigt itk f

: ds; ...dx;;
. -1 i . i i
0 ri Mt L. 0 WMt Vs, ) bigage bia) \ L

ed anche applicando ripetutamente il teorema del valor medio:

1 — 0, Guin) prj—plieiin g g, Greda) ymig—pitedi) 11

A;

."[k‘ ) - s .
' miy Lo g Lo el g e

. (bi. - aii)mi'-!—l s (blk - al’k)mik+‘ .

s oMt rmigtk f

(12%)

Y (x',»e:a,-e-kﬂgg'"lk)(bie-aie) 3 ey * + * biy)

(p=132¢°k)

che, sostituita nella (13) porta alla forma del resto di Scromicn e Rocue. In
questa formula (12¥) le ;%% sono opportune quantita comprese tra zero ed
uno ; 0 < ;0w < 1. Facendo nelle (12%), (13) p;,l# = m;, - 1 si ottiene
la forma del resto di Laeravce:

n biy — az))mictt L .. (bs, — @, )M+
R = ¥ (— 1)k-! (&4, i % ® .
et 21‘ (=1t ¥

(i (miy +1) 1. (mi, + 1)1
Ot +mith f 2 < (14)
0 oc,-lmiﬁl . 0 xikmiwl )(xl.g:a’,e+o,e(i""ik)(b'-gua.-e) 3 Bitty * « » bin) 3

(p=1y2eerk) '
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ponendo invece tutte le g, uguali ad uno, si ha la forma di Cavcny:

‘anx"'mn =

# 1— ei (i,...i;.,))mil Ve (1 - 01- (il...ik)yn{k
— ¥ — 1 k-1 © ( 1 % .
%h ( ) (i,.-.‘.z'k) mi, l... M |
. (b[‘ -_ a,'l)mit e (bu —_ aik)mik . (15)
a”’i,+"'+mik+kf }

0 x;matt L. 0 xy, Miet!

(xig‘;alq'l'el'g(tlmtk)(bie_"a"g) ; bikh"‘bin)‘
(p:l)?"'k)

Se in questa poniamo:

bip = Qi -+ kt’p )
essa assume la forma:

n 1 — gi(i,...ik))m;‘ . (1 —_— ei_.(i""i’”))mz'k \
Rm:. iy, = )k (— l)k“ .\.: ( : ’ :
1

(Eim i) Mig ooy, | (
Omi+e itk f N FRORE I R (15%)
. gl Tl (fuesit), o \
0 arymintd || 0 Mkt (@ig=@i, i, v Riyy @iy Fhip e dhe)
(r=1y2+k) )

Questa forma del resto & particolarmente importante. Ripetendo su essa
(con lievi modificazioni) il ragionamento tenuto nella nota ricordata (p. 470 e ss.)
per le funzioni di due variabili indipendenti, si ottengono le condizioni neces-
sarie e sufficienti perche la serie di Tayvor per la funzione f(r,x,...x,)
relativa al punto iniziale (a, ... a,) convenga assolufamente nel campo defi-
nito delle disuguaglianze | z;— a;| << R; e in questo campo abbia per somma
la funzione stessa. II percid necessario e sufficiente che le 2» — 1 espressioni
che compariscono nella (15%):

1— gi‘(,',_.,ik))m,-1 (1 — eik(il...’ik]))711'k \
mi Lo mg, !
( 8mf‘1+'--mz:k+k f Chi Pt Ty it .
' [0 wiymintl .9 gyt (wig:aiewii’(il...ik)hie ) @iy ctha, eai R ) (16)
(p=hy2+2k)
k=1, 2,... n) )

tendano uniformemente allo zero, ove in esse le 7;, e le ;™ si riguardino
come variabili indipendenti, assoggettate solo alle disuguaglianze

|hi|<<BR;, 0=¢;,0M=1,
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 13
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quando uno almeno degli indici m; ...m,, da cui la (18) dipende, tende a
diventare infinito.

6. La formula (9) conduce ad una formula pitt generale, in cui essa
stessa & compresa. Supponiamo percid che gli indici 1, 2,... » vengano di-
stribuiti in % gruppi di v, v,,... vz elementi rispettivamente:

iy Hagens dgl; ‘81, ﬁz,--o sz;n-o; 7&1, )g,.-. AVI:? (U|+V2+"'+Uk=n)

e poniamo:

.’Ea;=aai+(bd,_’a¢i)t‘7 (i==1’ 21 y’)

‘Tﬁj=aﬁj+(l)(%_aﬁ1) by (j=1, 2,... v) 1

o, =a,+ 0, —m) i, (5=1, 2,... w).

Mediante la trasformazione (17) la f(x,%,...x,) diventa una funzione
F (i t,...t) delle k variabili reali t,, £,,... t, la quale, per i valori delle
t,... 1, compresi tra O e 1 (questi limiti inclusi), in virtl delle ipotesi fatte
sulla f(z,...x,), soddisfa alle condizioni di continuita e derivabilita, sotto le
quali pud applicarsi la formula (9). Quindi secondo questa formula avremo:

v_ L .
“oalopa!

F(,1,. 1) =f(bb,...bs) =
(18)

a/I.I+--.+}L,, f %
. 0 xib1. .. 0 Tufn a)

by — @) . .. (by = @)’ + Bppepis )

dove la somma & estesa a tutti i valori positivi o nulli delle g, g2 ... py, pei
quali si ha:

f}‘¢1+1u“ﬂ+”'+l‘(“l’1fp‘; Hﬁ;+l‘ﬁ,+"'+!"ﬁy2—4—p2;"';

(19)
e, e, = Dk,
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ed il resto Rpp,..p, ha la forma:

1
1 3Pi.+1F(l...l ti 1...1)
. —_ 1. \P; Y h L —
o j (1 — t:)2s, i it

0

Rp.py"m =

—V 1—t pll l—tplz'
(1;19)7)11 i, .[J( (

' oPitPitt F(1...1, & ...8,, 1
0 t; pit! 0 ¢;Pi+?
11

e [ [ — ) (= e

(20)

SELF PR PR

0P+ 4Ptk F (4 te .

. tk)
IR tkPHI dt,dt,...d1.

Questa & appunto la formula che volevamo ottenere. Facendo in essa
k=mn, vy=vy=+--=v, =1, si ha di nuovo la (9) (con un semplice cam-
biamento di variabili): ponendovi invece k=1, v=mn, si ha la formula:

by b)=F(a.a...a0)+- Ui+ U+« +Up+

} 2
+3 f(l-t) Lt SOF Y (21)

nella quale con U; abbiamo indicato il complesso dei termini della serie (11)
che hanno la dimensione ¢, e la quale percid coincide colla ordinaria forma
della formula di Tavror per le funzioni di » variabili, quande il resto si
esprima mediante un integrale definito.

T chiaro poi come sulla (18) possa eseguirsi una trasformazione analoga
a quella che dalla (9) ha condotto alle forme del resto di ScLomicn e Rocne,
di LaaraneE e di Cavcay.

7. Le considerazioni che seguono, relative alle serie multiple, servono
a porre in pilt chiara luce il significato e la portata della formula (18).
Come & noto, una serie n-pla, (i cui termini dipendono cioé da n indici):

5 U g, (i=1, 2...) (22)

dicesi convergente quando la somma Sy p...m, dei primi my. m,...my ter-
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mini della serie stessa (pei quali ciod si ha p; = m;) tende ad un limite deter-
minato e finito S, somma della serie, quando #ufti gli indict m; si facciano
tendere dnsieme all’infinito, affatto indipendentemente 'uno dall’altro.

Ma sulla seric (22) pud procedersi ancora altrimenti. Se ne pud ad es.
cercare la somma per linee, facendo nella somma S, n...n, tendere ciascun
indice m; separatamente e successivamente all’infinito; o, piu generalmente,
~ distribuiti gli indici m,, m_,... m, in gruppi, si pud in Sy, ..., far tendere
separatamente e successivamente all’infinito gli indici di ogni singolo gruppo,
sostituendo in tal guisa alla ricerca di un limite n-plo la ricerca successiva
di » limiti semplici, o, pilt generalmente, di pilt limiti, ciascuno dei quali
abbia una moltiplicita inferiore ad n.

Sulla serie multipla (22) si pud ancora operare al modo seguente:

Distribuiamo gli » indiei m,, m,,... m, in k gruppi (kK =mn) rispettiva-
mente di », v, ... v elementi (con v, + v, + -+ + v =) € sian0 ay, asyees ay,
gli elementi del primo gruppo, B,...3,, quelli del secondo, ... 2,y s,... A, quelli
dell’ ultimo gruppo. Riunendo allora in un solo tutti quei termini della serie,
per i quali ciascuna delle somme:

R T R o N N CRRTR S sl ST o

ha un valore determinato, dalla serie n-pla data otteniamo una serie k-pla,
della quale potremo cercare la somma o direttamente o con uno qualunque
dei processi sopra descritti.

i senz'altro evidente come dalla convergenza della serie data non segua
affatto, in generale, I'esistenza di uno qualunque dei limiti sopra indicati e,
quando anche esistano, tanto meno la loro uguaglianza colla somma S della
serie. Vi & perd una classe importantissima di serie, per cui una tale pro-
prietd ha luogo, ed ¢ quella delle serie assolufamente convergenti, le quali
ciod restano convergenti quando ad ogni termine si sostituisca il suo valore
assoluto; queste serie convergono infatti incondizionatamente, ciod indipen-
dentemente dall’ ordine dei termini, e per esse uno qualunque dei processi di
addizione sopra descritti conduce sempre allo stesso limite .S, somma della
serie (*).

(¥) COf. A. PrinasHENM, Zur Theorie der Doppelreihen (Minchener Berichte, 1897,
H. 1, s. 101 u, fI).
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N

Ora la formula (18), come & chiaro senz’altro, esprime la somma dei
primi (p,+1)...(pr+ 1) termini della serie k-pla, che si ottiene dalla serie (11)
di Tavror per la funzione f(x,...x,), quando gli n indici p u,...p, si di-
stribuiscano nei % gruppi (19) del n.° 6, e si riuniscano in uno solo quei ter-
mini, per i quali gli indici di ciascun gruppo hanno una somma costante. In
cid appunto sta, secondo noi, il significato e I'importanza di essa formula,
in quanto essa permette di assegnare in forma finita per un’intiera classe di
serie (a parte la loro convergenza o meno) la somma dei primi termini di
una qualunque delle serie dedotte dalla data al modo indicato. Se questo ac-
cada ancora per altre classi di serie, a me non & noto, n¢ credo sia stato
mai finora studiato.

Contigliano, li 13 Febbraio 1902.
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Studio geometrico
della quartica gobba razionale.

(Di G. Marugrra, @ Calania.)

Nel presente scritto mi propongo di fare uno studio puramente geo-
metrico della quartica gobba razionale, considerandola come proiezione della
quartica normale dello spazio da quattro dimensioni (Crirrorp).

Ho raggiunto in tal modo una notevole semplicitd di ragionamenti ed
unita di metodo. La pilt gran parte dei fatti proiettivi gid noti intorno alle
quartiche sghembe di 2.% specie, trovati per vie molto diverse (ma per lo
pit con strumenti analitici) da parecchi Autori, saranno qui raccolti in breve
spazio, e considerati da un unico punto di vista.

Si trattera, naturalmente, anche dei casi speciali pilt notevoli, come la
quartica equianarmonica, la qnartica dotata di punto doppio, e quella con
una o due tangenti stazionarie. L’ultimo capitolo sard dedicato ad alcune
involuzioni notevoli inerenti alla curva, involuzioni che sono state considerate,
geometricamente e analiticamente, dal chiarissimo prof. Berzovari, per una
curva razionale qualunque di un S,. Non & scopo di questo lavoro il portar
contributo di nuove proposizioni alla teoria delle quartiche sghembe razionali.
Ma I’Autore si lusinga, che I’interesse per la semplicith e novitd della trat-
tazione supplisca, presso i Lettori, alla scarsa novita dei risultati.

QUARTICA GENERALE,

1. 11 cono quadrico dei piani trisecanti una quartica normale ¢ di S,
e passanti per un punto generico O di questo, e il cono cubico che da O
proietta una qualunque ¢ delle superficie normali del terzo ordine che con-
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98 Marletta: Studio geometrico

tengono la ¢, si secano, a prescindere dal cono a due dimensioni che pro-
ietta la curva da O, in una superficie ¢ del secondo ordine.

Se il piano che passa per O e seca la superficie ¢ in una conica & un
piano trisecante ¢, la superficie ¢ si comporrd di questo piano contato due
volte; in contrario, sia M un punto qualunque di ¢: il piano trisecante ¢ e
che contiene la retta O M seca la ¢ in quattro punti, e quindi conterrd una
generatrice di essa. Adunque in questo secondo caso, la ¢ si compone di due
piani (trisecanti).

Proiettando da O in uno spazio ordinario S;, I'immagine di ¢ ¢ una
curva del quarto ordine e di seconda specie che indicheremo con ¢,, e per
quanto abbiamo detto inferiamo :

La quartica gobba razionale é la parziale intersezione dell’ iperboloide
costituito dalle sue trisecanti, e di una rigata cubica aventi in comune o la
direttrice doppia di quest'ultima, o due generatrici sghembe (*).

2. Dal fatto che le tangenti e i piani osculatori alla quartica nor-
male ¢ costituiscono rispettivamente una superficie ed una varieta entrambe
del sesto ordine, segue immediatamente che

la sviluppabile osculatrice della quartica gobba razionale é del sesto or-
dine e della sesta classe (**).

Si osservi inoltre che il contorno apparente della varieta cubica delle
corde di ¢ fatto da O su S;,

¢ la sviluppabile bitangente di ¢, ; essa é quindi del sesto ordine e dellu
quarta classe (***).

3. Giacché un iperpiano qualunque seca la sviluppabile osculatrice
di ¢ in una sestica razionale con quattro cuspidi e dotata quindi di sei punti
doppi apparenti, segue che

la curva doppia della sviluppabile osculatrice di ¢, ¢ una sestica (****).

Indicheremo con & e = la superficie delle tangenti e la varietd dei piani
osculatori della ec.

4. B noto (Cuirrorp) che la quartica normale ¢ determina in S, una
ordinaria polaritd rispetto ad una quadrica a tre dimensioni ©, essendo polo

(™ Cruyona, Memoria intorno alla curva gobba del 4.2 ordine per la quale passa
una sola superficie di 2.0 grado, §§ 2, 5. (Ann. di Matem., serie I, tomo IV.)
(*¥) CreMoNy, L c., § 11,
(**#*) Cremona, L. c., § 20.
(¥*#%) Cruyona, L. c., § 13.
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e polare un punto qualunque di S, e lo spazio ordinario che unisce i quattro
punti di contatto degl’ iperpiani iperosculatori di ¢ uscenti da quel punto.

La ¢ giace su ©, e l'iperpiano tangente a questa varietd in un punto
arbitrario di ¢, & V'iperpiano iperosculatore a questa curva in detto punto.

La sestica secondo cul un iperpiano qualunque seca o, giace in una su-
perficie quadrica: correlativamente abbiamo che gl’iperpiani che proiettano
da O i piani osculatori di ¢ inviluppano un cono quadrico a tre dimensioni.

Proiettando in S; abbiamo:

I piani osculatori di ¢, toccano una stessa quadrica che ¢ iscritta nella
sviluppabile osculatrice della curva (¥).

Come corollario ne segue:

I set piani osculatori condotti da wn punto alla curva, foccano uno
stesso cono quadrico (*). '

5. Le tracce in S; degl’ iperpiani iperosculatori alla ¢ e passanti per O,
sono quattro piani stazionari della quartica c,.

Proiettando la ¢ da una retta arbitraria di S, per O, in un piano, si
ottiene una quartica con tre nodi, (se la retta si sceglie in modo da non in-
contrare 7), che ha quattro tangenti doppie, di cui gli otto punti di contatto
stanno su di una stessa conica. Segue che gli otto piani che dall’asse di proie-
zione vanno ai punti di contatto delle otto tangenti a ¢ che giacciono nei
quattro iperpiani bitangenti che passano per essa, fanno parte di un cono
quadrico (di seconda specie).

Proiettando in S, abbiamo:

Le otto rette condotte da un punto dello spazio (ordinario) ai punti di
contatto dei quattro piani bitangenti condotti per tale punto sono generatrici
di uno stesso cono gquadrico (**).

6. Analogamente proiettando la ¢ sopra un piano (come sopra), si ot-
tiene una quartica trinodale, ed & noto che i suoi sei flessi sono sopra una
stessa conica. Adunque possiamo concludere, che i sel piani che dall’asse di
proiezione vanno ai punti di contatto dei sei piani osculatori che essa incontra,
giacciono in uno stesso cono quadrico (di 2. specie).

Secando poi con S; si ha:

Le sei rette che da un punto di¢ S; vanno ai punti di contatio dei sei
piani osculatori uscenti dal punto, stanno in un cono quadrico.

(*) Cremona, Ll c., § 12
(**) Crexony, L c., § 10.

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 14
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Se inoltre rammentiamo (*) un notevole teorema sulle quartiche trino-
dali, possiamo concludere che

il cono quadrico delle otto rette che da un punio qualunque P di S,
proiettano ¢ punti di contfatto dei piani bitangenti ¢, e uscenti da P; quello
toccato dai sei piani osculutori di ¢, per P, e Ualtro cono quadrico delle set
rette che da questo punlo proiettano ¢ punti di contatto dei detti sei piani
osculatori, appartengono ad uno stesso fascio.

7. Se M & un punto di ¢, questa & proiettata dalla retta O M in un
piano generico, in una cubica con un nodo, che ha quindi tre flessi in una
stessa retta. Segue che la O M incontra fuori da M, tre piani osculatori
della ¢ (come del resto doveva essere, giacche questa & tripla per la varietd
planare ), e che i tre punti di contatto giacciono in uno stesso iperpiano
con la retta O M.

Proiettando in S; abbiamo:

Da un punto arbitrario della quartica c, possono condursi tre piani
osculatori alla medesima, e © tre punti di contatto di questi stanno in un
piano che passa per il punto considerato della curva (**).

Allo stesso risultato si perviene osservando che in una involuzione d’or-
dine » e di specie n — 1, quando n & dispari, gli » punti n-pli costituiscono
un gruppo dell'ipvoluzione.

8. Un iperpiano Q scca o in una scstica razionale con quattro cu-
spidi: ne segue che per un punto qualunque di Q passano sei corde di essa.
Correlativamente abbiamo che in un iperpiano qualunque passante per O
esistono sei piani intersezioni degli iperpiani che si ottengono proiettando
da O due piani osculatori arbitrari di c.

Ne segue immediatamente che:

In un piano qualunque di S; esistono sei relie intersezioni di due piani
osculatori della quartica c,.

9. La proiezione di ¢ da una retta generica » di S, uscente dal
punto O, i un piano & una quartica con tre nodi, ed & noto che in una
curva siffatta le sei tangenti ad essa mnei tre punti doppi inviluppano una
conica. Ne segue che i sei iperpiani determinati da » e dalle sei tangenti
a ¢ negli estremi delle tre corde di questa che si appoggiano ad r, sono
tangenti ad uno stesso cono quadrico (di seconda specie).

(*) Gross, Ueber die Combinanten bindrer Formensysteme, welche ebenen rationalen
Curven zugeordnet sind., 11, § 2. (Math. Annalen, Bd. 32.)
(**) Crevona, L c., §19.
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In allora proiettando in S, si ha:

I sei piani che passano per un punto qualunque dello spazio (ordinario)
e per le sei tangenti alla quartica ¢, negli estremi delle tre corde per esso,
toccano uno stesso cono quadrico (¥).

B noto inoltre che in una quartica piana con tre nodi, le sei tangenti
che si possono condurre dai punti doppi a toccare altrove la curva, invilup-
pano una stessa conica. Segue, proiettando dalla retta s, che gl’iperpiani
determinati da r e dalle sei tangenti a ¢ che incontrano i piani individuati
dalla » e dalle tre corde che si appoggiano a questa retta (diverse dalle
tangenti negli estremi), inviluppano uno stesso cono quadrico (di seconda
specie). ‘

Proiettando in S, abbiamo:

I sei piani che passano per un punto qualunque dello spazio (ordinario)
e per le sei tangenti alla quartica ¢, che si appoggiano (fuori da questa
curva) alle tre corde per il dato punto, inviluppano un cono quadrico (¥).

10. Rammentiamo (**) che la quartica normale ¢ & trasformata in se
stessa da ogni omografia involutoria avente per asse un asse della varietd
cubica T' costituita dalle corde di ¢, e per piano direttore il piano polare di
quell’asse rispetto alla varietd quadratica ©. E si sa, inoltre, che i piani di-
rettori sono i piani in numero doppiamente infinito, di coniche della super-
ficie del quarto ordine luogo dei punti d’incontro dei piani osculatori di e.

Ne segue che un piano direttore contiene due punti della quartica.

11. Sia = un piano direttore e p l'asse relativo: un iperpiano per =
seca ulteriormente ¢ in due punti X, Y, tali che la corda d=XY si ap-
poggia a p, e che il gruppo X Y M N & armonico, dove & M=pd, ed
NE I d.

Se & X, p. es, infinitamente vicino ad N (nel qual caso questo & uno
dei due punti di ¢ in =), anche Y & infinitamente vicino ad N, cio&: Il piano
osculatore alla quartica normale ¢ in uno qualunque dei due punti che questa
curva ha in un piano direttore, seca questo stesso piano lungo una refta. Se
quindi ora rammentiamo (***) che i tre piani direttori per un punto con-
corrono in una retta, proiettando in S, abbiamo:

(¥) Crexoxa, L c., § 16.
(**) SeerE, Sulle varietd cubiche dello spazio a quatiro dimensioni e su certi sistemi...
n. 43. (Mem. della R, Acc. di Scienze di Torino. Serie II, tomo XXXIX.)
(***) Skerg, L c., n.° 43.
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Esistono tre corde di ¢,, che chiameremo corde principali, concorrenti
in uno stesso punto, e tali che ciascuna di esse & Uintersezione dei due piani
osculatori a ¢, nei due punti in cui essa st appoggia a questa curva (*).

Viceversa, osserviamo che il piano di due punti di ¢, e del punto co-
mune ai due piani osculatori a questa curva nei due punti ora detti, & un
piano direttore, giacche la direttrice semplice della rigata che I' ha nell'iper-
piano delle due tangenti a ¢ nei due punti considerati, & un asse, e inoltre
& la polare del piano in parola, giacendo anche nei due iperpiani iperoscu-
latori nei soliti due punti della curva c.

12. Siano =, p, ¢ i tre piani direttori passanti per il centro di proie-
zione O, e p, », s 1 tre assi rispettivi.

La corda della quartica ¢ che giace in =, p. es., dovendo incontrare
entrambe le rette » ed s, passa per il punto »s. Le due rette che da O proiet-
tano gli estremi della corda di =, p. es., sono separate armonicamente dalla
retta h=rnpo e dall’altra che si ottiene proiettando da O 1l punto »s. Ora
siccome le due prime rette costituiscono I'intersezione di = col cono quadrico
a tre dimensioni costituito dai piani trisecanti la ¢ e passanti per O, dedu-
ciamo che la retta comgiungente questo punto con I'altro rs & reciproca
della A rispetto al cono quadrico in parola.

Ne segue immediatamente che 1" iperpiano proiettante da O il piano
x=prs & polare della retta L rispetto al cono quadrico medesimo.

Chiameremo fetraedro principale in S, quello costituito dal triedro delle
corde principali della quartica ¢,, e del piano polare del vertice H, di questo
rispetto alla quadrica delle trisecanti.

Da quanto sopra si & detto, si vede che la traccia del piano =, p. es,
¢ la proiezione della retta p, sono spigoli opposti del tetraedro principale,
giacche la corda di ¢ che giace in m, passa per il punto #s. In allora pos-
siamo concludere (10):

La quartica (generale) ¢, corrisponde a se stessa in tre involuzioni as-
stali. Gl asst di ciascuna tnvoluzione sono due spigoli opposti del tefraedro
principale (**).

(*) Berrivg, Sulla curva golba di 1.0 ordine e 2. specie, n' 1 e 11. (Rend. Ist. Lom-
bardo, serie II, Vol. V, 1872.)

(**) Seere, L. c., 44 e BravBiLLA, Le omografie che mutano in se stessa una curva
gobba razionale del quarto ordine, § I (Rend. del R. Ist. Lombardo, serie I, Vol. XX,
1887.)
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13. Il cono circoscritto dal punto O alla varieth quadratica ©, & se-
cato dallo spazio ordinario S, lungo una superficie di secondo grado «¢,, che
tocca 1 piani stazionari della quartica ¢, nei loro punti d’iperosculazione.

Osserviamo che se il punto O fosse sulla varietd quadratica @, il cono
sestico delle corde della sviluppabile osculatrice di ¢, passanti per esso, si
ridurrebbe al cono quadrico di © nell’iperpiano a questa varietd tangente nel
punto O, contato tre volte.

Segue che ogni retta di © & trisecante della sviluppabile osculatrice di ¢,
e viceversa.

Prendendo le forme polari abbiamo che un piano che tocca ©® lungo una
retta, ¢ incidente tre piani osculatori della curva c.

Sia Z un iperpiano tangente a © in un certo punto T, e passante per O:
esso seca questa varieth in un cono quadrico £ avente il vertice in T.

Conducendo da O i due piani tangenti a &, otteniamo nelle due rette di
contatto due generatrici della quadrica di contatto del cono circoseritto da O
a 0, e nelle loro immagini in S;, due generatrici della quadrica ¢,, e queste
rette sono tali che per ciascuna di esse passano tre piani osculatori della ¢,.
Viceversa & chiaro che ogni retta siffatta & una generatrice della quadrica e,.

Adunque:

Il luogo delle rette da cui si possono condurre tre piani osculatori alla
quartica c,, ¢ una quadrica e, che focca ¢ piani stazionari nei punte in cui
essz toccano questa curva (*).

Osservando ancora che il piano che proietta da O una retta qualsivoglia
di © @& tangente a questa, deduciamo senz’aliro che

la quadrica ¢, é inscritta nella sviluppabile osculatrice della quartica c, (*).

14. Il cono del sesto ordine proiettante da O la sviluppabile oscula-
trice della curva ¢, e il cono quadrico dei piani trisecanti per lo stesso punto,
si secano in una superficie del dodicesimo ordine, della quale facendo astra-
zione del cono quartico che da O proietta la quartica ¢, contato due volte,
resta un luogo del quarto ordine che & costituito da quattro piani. Infatti se
¢ M un punto di esso, per la retta O M passano un piano trisecante ed un
altro contenente una tangente della curva c.

Affinche il loro iperpiano non sechi questa curva in pi di quattro punti,
il punto di contatto della tangente in discorso deve essere uno dei punti di
secamento del piano trisecante, e giacché il punto M non & nel cono che

(*) Crevoma, L., § 12.
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da O proietta ¢, detto punto di contatto non & nella retta O M, e quindi
due piani in discorso coincidono.

Proiettando in S;, si ha:

Esistono quattro punti della quartica gobba razionale c,, nei quali la
tangente alla curva seca ancora la curva stessa (*).

15. Evidentemente il cono quadrico di seconda specie circoscritto alla
. varietd quadratica ® da una retta arbitraria uscente da O, ha per traceia
in S, il cono quadrico circoseritto alla quadrica ¢, dalla traccia della detta
retta.

Sia P, un punto qualunque dello spazio ordinario S;: gli otto punti co-
muni alla quartica ¢, ed al cono quadrico circoscritto da P, alla ¢, sono
le immagini delle due quaterne di punti che la quartica ¢ ha nei due coni
quadrici della varietd ©, aventi per vertici i due punti in cui questa & secata
dalla retta O P,.

In allora se in particolare P, & un punto della ¢,, immediatamente se
ne deduce che ,

Il cono circoscritto alla quadrica e, da un punto arbitrario della quar-
tica ¢,, ha un contatto quadripunto con questa curva nel suo vertice.

Al variare del punto P, sulla curva, si ottiene un sistema semplicemente
infinito di coni qradrici d’indice otto.

Questa seconda parte segue dall’ osservare che la retta O P, seca la va-
ricta ® in due punti, per ciascuno del quali passano quatiro rette di questa
che si appoggiano alla quartica c¢; od anche, direttamente, notando che il
cono quadrico ecircoscritto ad e, da un punto arbitrario dello spazio ordi-
nario S;, seca la quartica ¢, in otto punti.

16. Chiameremo ¢perboloide corrispondente ad un datc punto A, della
quartica ¢,, quello che & determinato dalle tangenti a questa curva nei tre
punti i cui piani osculatori passano per A4,. '

Si ottiene in tal modo un sistema semplicemente infinito d’iperboloidi,
di cui vogliamo trovare V'indice.

Osserviamo primieramente che esso & necessariamente un multiplo di 4,
giacche ciascun iperboloide passante per il punto di concorso delle tre corde
principali, viene trasformato da ognuna delle tre involuzioni assiali che mu-
tano in s& stessa la quartica ¢,, in un altro iperboloide del sistema ¢ pas-
sante anch’esso per il punto di concorso delle tre corde principali.

(*) CrEMONA, L e, § 11.
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Sia ora F', il punto di secamento di una tangente-secante di ¢,, e proiet-
tiamo la sviluppabile osculatrice s, di questa, sopra un piano ,, in un in-
viluppo che chiameremo &’,. In questo avremo un’involuzione di prima spe-
cie e di terz'ordine, essendo coniugate le immagini di tre tangenti di ¢y, 1
cui punti di contatto siano tali che in essi i piani osculatori concorrono in
uno stesso punto di questa curva. Tre rette coniugate di ¢, determinano tre
punti come loro intersezioni a due a due, il luogo dei quali & una curva ¢’
razionale, giacche 1 suoi punti si possono far corrispondere biunivocamente
alle tangenti di o', .

Stabiliamo sopra una retta arbitraria »' di @,, una corrispondenza di
Cuasces, chiamando corrispondenti due punti qualora stiano in due tangenti
coniugate. Se si nota che la curva immagine di ¢, & una cubica dotata di
cuspide, e che quindi & della terza classe, si vede subito che gl’indici della
corrispondenza in esame, sono entrambi eguali a 6. Perd ¢ facile vedere che
le dodici coincidenze si riducono a sei (distinte). Ne segue che la curva ¢,
(che & il Juogo di queste coincidenze), & del sesto ordine. Ora se indichiamo
con 4« l'indice che si vuol trovare, evidentemente per un punto arbitrario
di ¢, passano 4z — 2 iperboloidi del sistema (prescindendo dai due infinita-
mente vicini). Anzi quelli passanti per F', e che danno tre tangenti coniu-
gate della o', , saranno precisamente 4 £ — 3 (perché 'iperboloide corrispon-
dente ad F',, passa per F,). Quindi siccome per ciascuno di questi 4z —3
iperboloidi, si ottiene un punto triplo della ¢',, segue che deve essere ne-
cessariamente z = 1.

Concludiamo adunque che

Gliperboloidi corrispondenti ai diversi punti della curva c,, formano
un sistema semplicemente infinito d’indice quatiro (*). .

17. Dato un punto A, di ¢, facciamo ad esso corrispondere i due
punti B, in cui questa curva & secata ulteriormente dall’iperboloide corrispon-
dente ad esso.

Siccome per ogni punto della curva passano due degli iperboloidi in
esame, cosl possiamo dire che ad un punto B, corrispondono due punti 4,.
Indichiamo con A questa corrispondenza (2, 2).

(*) Brrzorawri, Sulla curva gobba razionale del quarto ordine, 2. (Rend. Ist. Lomb.,
serie II, Vol. XXIII, fase. IL) e Sopra alcuni iperboloidi annessi alla curva gobba razio-
nale del quartordine, 9 (id., vol. XXV, fase. XIV).
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I quatiro elementi uniti di essa sono, evidentemente, ¢ punti di seca-
mento delle quattro tangenti-secanti (*).

Sia p, una delle tre corde principali: nel fascio di piani avente p, per
asse, stabiliamo una corrispondenza di Caasies, chiamando corrispondenti due
piani ogni qualvolta proiettano due punti come A, e B,. Gl'indici della cor-
rispondenza sono entrambi eguali a due, giacché se A, ed 4, sono due punti
di ¢, in uno stesso piano per p,, 1 punti che ad essi corrispondono in forza -
di A, sono divisi in due coppie, ciascuna giacente in un piano per p,; cio &
dovuto all'involuzione assiale, di cui p, ¢ un asse, che trasforma la carva c,
in se stessa.

Osserviamo inoltre che delle quattro coincidenze, due si ottengono proiet-
tando da p, due coppie di punti di secamento delle tangenti-secanti, e che
le altre due ci danno due coppie involutorie della corrispondenza A.

Infatti se A, e B, sono in uno stesso piano per p,, e se nessuno di essi
& punto di secamento per qualcuna delle quattro tangenti-secanti, indicando
con o, e B, gliperboloidi corrispondenti ad essi rispettivamente, dal fatto
che a, passa per B,, segue che B, passerd per A,, giacche l’involuzione as-
siale di cui p, & un asse, e che trasforma c, in sé stessa, deve trasformare B,
in A,, ed «, in 5,. Adunque la coppia 4,, B, & una coppia involutoria di A.

Di coppie siffatte ne abbiamo 2.3, tenendo conto delle altre due corde
principali. Ma una corrispondenza asimmetrica (2, 2) non pud avere pilt di due
coppie involutorie, quindi deduciamo senz’altro che la corrispondenza A & sim-
metrica.

Adunque:

L’iperboloide corrispondente ad un punto qualunque della curva c,, ta-
glia la curva stessa in due punti, e gli iperboloidi corrispondenti a questi,
passano entrambe per ¢l punto primitivo (*).

18. Dal fatto che il cono dei piani trisecanti ¢ e che passano per O,
¢ di secondo grado, segue che il rapporto anarmonico degl’iperpiani che
proiettano da un piano trisecante ¢, quattro punti arbitrari di questa, & co-
stante al variare del piano trisecante.

Correlativamente abbiamo che i punti in cui quattro iperpiani iperoscu~
latori di ¢ sono sccati da una retta a cui appartengono tre iperpiani ipero-
sculatori della medesima curva, & costante al variare di questa retta.

(¥) Berzovary, 1 c., 3 e 9 risp.
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Se ora quindi noi osserviamo che una tangente di ¢, pud considerarsi
come comune a tre iperpiani iperosculatori (successivi) di questa, proiettando
in S;, deduciamo:

Le tangenti della quartica gobba razionale ¢, secano i quatiro piani
stazionart in gruppi di punte aventi un rapporto anarmonico costunte (¥).

Od anche:

Le tangenti deila quartica ¢, appartengono ad un complesso tetraedrale
(o di ReyE), il cul tetraedro fondamentale ¢ costituito dai piani stazionari
della curva (*).

19. Osserviamo che se p, e v, sono due quadriche coniugate nell’invo-
luzione di secondo grado esistente nel fascio determinato dalla quadrica ¢, e
~da quella yx, delle trisecanti ¢,, involuzione che ha queste due quadriche come
elementi doppi, il complesso di Barracumst determinato (**) da esse con-
tiene (***) le tangenti comuni ad ¢ e yx,, giacché queste sono coniugate
nellinvoluzione che p, e v, determinano come elementi doppi nel fascio in
parola. Ma le tangenti alla quartica ¢, toccano (13) entrambe le quadriche
& € yx., quindi esse appartengono al complesso di Barragrint determinato
da ki € v

Concludendo abbiamo :

Le tangenti della quartica c, appartengono a tutti ¢ complessi quadra-
tici di Barraerivy, che vengono delerminati da due quadriche qualunque fra
loro coniugate nell’involuzione di secondo grado che le ¢, e y. determinano
assunte come elementi doppi, nel fascio di quadriche che esse medesime in-
dividuano (****). '

20. Si noti ora, che le tangenti di ¢, non possono toccare alcun’altra
quadrica del fascio in quistione, e quindi se 2; e p, sono due quadriche del
fascio non coniugate nell'involuzione i cui elementi doppi sono ¢, e y,, esse
determinano un complesso di Barraeuint che non contiene le tangenti di e,,
giacché queste toccano solamente queste due ultime quadriche, che, d’altra

(*) Srtupy, Ueber die Raumcurven vierter Ordnung, aweiter Art, (Leipzig. Berichte,
1886.)
(¥*) AscHierl, Sopra un complesso di 2.0 grado. (Giorn, di Matem., Vol. VIII, 1870.)
(¥#¥%) SturM, Die Gebilde I, w. II. Grades der Liniengeomelrie, ecc., 1IL. (Leipzig,
1892-93-96.)
(**#*) BERrzZOLARI, Sui combinanti dei sistemi di forme binarie annessi alle curve gobbe
razionali del quart'ordine, § 7, 37. (Ann. di Matem,, serie II, tomo XX, 1892)
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parte, non sono coniugate nell’involuzione i cui elementi doppi sono 2, e p ,
contrariamente a come dovrebbe essere se le tangenti di ¢, facessero parte
del complesso di Barraeuixt determinato dalle medesime quadriche 2, g, .

Adunque possiamo enuneciare il seguente teorema :

Le coppie di quadriche del fascio individuato dalle ¢, x,, tali da de-
terminare complessi di BartraerLit @ cui appartengono tutie le tangenti della
quartica ¢, sono solamente quelle costituite da due quadricle coniugate nel-
Uinvoluzione di secondo grado che nel fascio in parola vien delerminata,
dalle due e,, y, assunte come elementi doppi (*).

21. Termino questo primo capitolo osservando ehe per brevitd trala-
scio di esporre alcuni teoremi dovuti al chiar. prof. Cremoxa; tcoremi che il
lettore pud trovare nella Memoria pilt volte citata, giacche le dimostrazioni
di essi, si possono agevolmente condurre, pur servendosi sempre della quar-
tica razionale normale ¢, ad imitazione di quelle che nella detta Memoria si
trovano.

Non parlo nemmeno della (unica) superficie di Stemer della quale ¢, &
una curva assintotica, rimandando il lettore al dotto lavoro citato del chia-
rissimo prof. SEeRrE.

II.
QUARTICA EQUIANARMONICA.

1. Sia il centro di proiezione O, un punto generico della varietd qua-
dratica @ (I, 4).

Il cono sestico delle corde della sviluppabile o (I, 3) passanti per esso,
si riduce al cono quadrico secondo cui I'iperpiano tangente in O a @, seca
questa stessa varietd, couo quadrico che & da contarsi fre volte.

Quindi ogni retta di © ¢ trisecante della sviluppabile o, e viceversa.
Segue che questa varietd & il luogo dei punti O da ciascuno dei quali la
quartica normale ¢ & proiettata nello spazio ordinario S; secondo una gnar-
tica gobba razionale ¢,, la cui sviluppabile osculatrice possiede una conica
tripla invece di una sestica doppia.

{*) BrrzoLARI, Sui combinanti..., 1. c., § 7, 38,
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Una quartica siffatta sard chiamata quartica equianarmonica.

In questo capitolo supporremo sempre che il punto O sia un punto ge-
nerico di .

2. I quattro punti di contatto degl’iperpiani iperosculatori di ¢ che
passano per O, giacciono nell'iperpiano tangente in questo stesso punto alla
varietd quadratica @, ossia sul cono quadrico di questa avente O per ver-
tice; inoltre 1 quattro iperpiani iperosculatori in discorso, toccano questo cono
quadrico. Ji viceversa. Proiettando in S, si ha:

I punti di contatto dei quattro piani stazionari di una quartica equia-
narmonica, stanno sulla conica tripla della sua sviluppabile osculatrice, e
questa conica € toccata in questi punti dai quattro piani stazionari.

Viceversa :

Se © quattro punti di contatto dei piani stazionari di una quartica gobba
razionale sono in uno stesso piano, la quartica é equianarmonica (*).

3. Dal fatto che per un punto qualunque O di S,, e in particolare
di @, passano quattro iperpiani iperosculatori alla quartica normale ¢, segue
che esistono quattro rette della varietd quadratica passanti per O e che in-
contrano questa curva.

Si & visto inoltre che le rette di © sono trisecanti della sviluppabile o,
la quale, evidentemente, ha la curva ¢ come cuspidale; ne segue che cia-
scuna delle sopradette quattro rette incontra ulteriormente in un sol punto o,
ciog si appoggia fuori dalla ¢, ad una sola tangente di questa curva. Ora il
piano che proietta da O questa tangente seca lo spazio ordinario S; in una
retta fangenfe-secante della quartica ¢,, ed il punto di secamento & la traccia
della retta di © uscente da O, e che incontra la ¢ e la tangente di questa
di cui si parla, retta che ha per traccia in S, uno dei quattro punti in cui
la ¢, & toccata dai quattro piani stazionari.

Adunque:

Nella quartica gobba equianarmonica © quatiro punti di contatto dei
piani stazionari, cadono ner quatiro di secamento delle tangenti-secanti (**).

Viceversa & facile vedere che

questa proprietq ¢ caratteristica per la quartica equianarmonica.

(*) ARMENANTE, Sulle curve gobbe rasionali del quarto ordine. (Giorn. di Battaglini,
Vol. XI, n.° 7.) — BrampiLLA, Ricerche analitiche intorno alle curve gobbe razionali del
quarto ordine. (Atti del R. Ist. Veneto, tomo 3.°, serie 6.2, 1885.)

(*#) BerTiNg, L ¢, 21.
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4. Si & visto (I, 10) che se si proietta da O il piano polare deila
retta per cui passano i tre piani direttori uscenti da questo stesso punto, si
ottiene I'iperpiano polare di delta retta rispetto al cono quadrico dei piani
trisecanti che passano per O.

Nel caso in esame, il piano polare della retta di concorso dei piani di-
rettori per O, giace nell'iperpiano polare di questo punto, che non & altro se
non !'iperpiano tangente alla varieta quadratica © nello stesso punto O.

Proiettando in S, abbiamo: :

11 piano della conica tripla della sviluppabile osculatrice della quartica
equianarmonica, ¢ il piano polare del punto di concorso delle corde princi-
pali, rispetto alla quadrica delle trisecanti la curva (*).

5. Una tangente alla quartica normale ¢ tocca il cono quadrico dei
piani trisecanti questa curva e che passano per O, nello stesso punto in cui
tocca la ¢. Ne segue che le rette proiettanti da O i punti di contatto delle
tre tangenti a ¢ che sono appoggiate ad una qualunque della semplice infi-
nitd di rette della varieta @ per O, sono reciproche di questa retta rispetto
al cono quadrico dei piani trisecanti la quartica normale. Adunque al va-
riare della retta di © per O, l'iperpiano che unisce questo punto ai tre punti
di contatto, inviluppa un cono quadrico di seconda specie il cui asse & la
polare dell'iperpiano tangente alla varieta © in O, rispetto al cono dei piani
trisecanti che passano per quest’ultimo punto.

Proiettando in S, si ha:

Le tangenti di una quartica gobba equianarmonica sono distriduite in
terne, ognuna delle quali é costituita da tangenti concorrenti in uno stesso
punto. Questo ed il piano dei loro punti di contatto somo polo e piano po-
~lare rispetto alla quadrica delle trisecanti; e © piani dei punti di contatio
delle terne di fangenti che concorrono in un punto tnviluppano un cono qua-
drico, il cus vertice é il punto di concorso delle tre corde principali (**).

6. Da quanto si disse (I, 11) segue che il trilatero prs & autocon-
ingato rispetto alla conica traccia di @ nel suo piano. Proiettando da O si
ottiene un triedro autoconiugato rispetto al cono delle rette di © uscenti
da O, e facendone la forma polare rispetto al cono dei piani trisecanti per
questo stesso punto, e poi proiettando nello spazio ordinario S,, possiamo
senz’altro inferire che:

(*) BrauBiLLa, Sopra alcuni casi particolari della curva gobba razionale del 1.0 or-
dine, 11, 8. (Rendiconto della Ace. delle Scienze Fis. e Mat, di Napoli. Anno XXIV, 18853.)
(*#) BrAMBILLA, L c., IIL, 1L,
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Il trispigolo delle corde principali é autoconiugato rispetto al cono in-
viluppato daz piani dei punti di contatto delle tangenti a ¢, condotte da un
punto della conica tripla della sviluppabile osculatrice (*).

7. Per l'ipotesi fatta sul punto O, i piani che passano per esso e che
toccano la varieta © lungo una retta, sono quelli tangenti al cono quadrico
che questa varietd ha nell’iperpiano che la tocca nello stesso punto O. Segue:

4 luogo delle rette dalle quali si possono condurre tre piani ad osculare
una quartica gobba equianarmonica, é costituito dalle tangenti della conica
tripla della sviluppabile osculatrice della curva medesima.

8. Ragionando analogamente a come si fece al n.° 14 del capitolo
precedente, e tenendo conto dell’ipotesi fatta sul centro di proiezione O, de-
duciamo senz’altro che:

Il cono quadrico proiettunte la conica tripla della sviluppabile oscula-
trice della quartica gobba equianarmonica c,, da un punto qualunque di que-
sta, ha un contatto quadripunto nel suo vertice con questa stessa curva.

IIL

QUARTICA CON PUNTO DOPPIO.

1. T noto (**) che per un punto generico della varietd cubica I' co-
stituita dalle corde della curva ¢, passano due rette, chiamate assi, che in-
contrano una semplice infinita di corde.

Ne segue supponendo il centro di proiezione O sopra una corda M N
della ¢, che esistono in S, due punti A, e B, dai quali la quartica c,, che
per Uipotesi fatta ¢ dotata di un nodo, viene protettata mediante due coni
quadrici (***).

Cid si rende anche evidente osservando che ciascuno di questi coni qua-
drici & la proiezione in S; della superficie cubica normale costituita dalle
corde di ¢, che si-appoggiano ad uno dei due assi uscenti dal punto O, pro-
iezione che vien fatta da questo punto medesimo (**).

(*) BraMBILLA, L. c.
(**) SEerg, L c., n.° 43.
(**¥*) BraMBILLA, Sulla curva gobba del 4.0 ordine dotata di punto doppio, § 3. (Rend.
dell’Ist. Lombardo, serie II, Vol. XVII).
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-

2. Liperpiano E iperosculatore a ¢ in @, passi per O: esso seca la
varieta cubica I' in una rigata del terzo ordine avente per direttrice doppia
la tangente ¢ alla curva ¢ in @, e per generatrici le coppie di assi uscenti
dal vari punti della ¢. Ora, dal fatto che O giace in &, segue che per esso
passa una generatrice di questa rigata cubica, la quale dovendo essere un
asse, sard uno dei due assi O 4,, O B, uscenti dal punto O.

Proiettando in S, abbiamo:

La tangente in un punto d’iperosculazione della ¢, passa per uno dei
due punti A,, B, (*).

Inoltre, siccome 1’ iperpiano = seca la superficie cubica normale, la cui
direttrice &, p. es., O 4,, lungo questa retta e nella tangente ¢ contata due
volte, vale a dire & tangente lungo questa retta, segue che:

' 1 piani stazionari di ¢, pei quali la tangente nel punto di contatto con-
corre in A, ovvero in B,, toccano lungo le tangenti rispettive i coni qua-
drici che proiettano doppiamente la ¢, dal punfo A,, ovvero dal punto B, (**).

3. Sia invece E un iperpiano qualunque pei due assi O 4,, OB,: 1
quattro punti in cui esso seca la quartica ¢ sono i vertici di un quadrangolo
gobbo tale che due lati opposti si appoggiano ad uno, ed altri due lati opposti
si appoggiano all'altro dei due assi; e cid perche le corde della quartica nor-
male ¢ appoggiate ad un asse costituiscono una superficie cubica normale.
Sia X Y una delle due corde in E che si appoggiano ad O A,, p. es. L'i-
perpiano Q determinato dalle tangenti alla ¢ nei punti X, ¥, & (***) tan-
gente alla varietd I') e secherd questa in una rigata cubica che ha la corda XY
per direttrice doppia, e per generatrici le coppie di assi uscenti dai vari punti
di essa. Quindi Q contiene la retta O A, .

Proiettando da O in Sy si ha che le tangenti negli estremi di una corda
di ¢, passante per A4,, o per B,, giacciono in un piano che contiene il
punto 4, o B,, la qualcosa, del resto, ¢ evidente da per se stessa. Da questa
osservazione segue senz altro :

Un piano qualunque passante per la retta A, B,, seca la quartica ¢, in
quatiro punti tali che in essi le tangenti alla curva costituiscono un quadri-
latero gobbo (****),

(*)
(¥

)
(%**)
)

Braupinna, L c., § 3.
BramMBILLA, L ¢, § 4.
SEGRE, 1. ec.

(*#**¥) BRAMBILLA, L. e, ni B-8.
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Od anche:

Ogni tangente di ¢, individua un quadrilatero gobbo circoscritto a questa
curva (*). '

4. Per la quartica in esame oltre delle tre involuzioni assiali come nel
caso generale (I, 11), abbiamo due omologie armoniche che trasformano in
se stessa la curva, giacché (**), com’& noto, la quartica ¢ corrisponde a se
stessa nelle due omografie involutorie di assi O 4,, O B,, e i cui piani di-
rettori sono rispettivamente 1 piani polari di queste rette rispetto alla varieta
quadratica ©.

Adunque :

La quartica con un nodo c, corrisponde a se stessa nelle due omologie
armoniche ¢ cui centri sono A, e By, e i cui piani d’omologia sono rispet-
tivamente il piano polare di A, rispetto al cono quadrico (B)), e il piano
polare di B, rispetto ad (A,) (¥**).

5. Il luogo del punto comune alle due tangenti a ¢, negli estremi di
una corda uscente da 4,, p. es., & una curva giacente nel piano polare di 4,
rispetto al cono quadrico (B,), la quale & incontrata in fre punti da una retta
qualunque di questo piano (essendo del sesto ordine la sviluppabile osculatrice
della ¢,).

Segue:

La curva doppia della sviluppabile osculatrice di una quartica gobba con
nodo, & composta di due cubiche piane situate nei piani polari del vertice di
ciascun cono biproiettante la curva rispetto all’altro cono (****).

Evidentemente poi

la sviluppabile bitangente di ¢, ¢ costituita dai piani tangenti ai cont
quadrici (4,) e (By) (F****).

6. Posto {= M N, indichiamo con f e ¢ i due assi uscenti dal
punto O.

Le tangenti in M ed N alla quartica normale ¢ determinano un iper-
piano che seca la varietd I' in una rigata cubica la cui direttrice doppia &
la corda I, e quindi a questa superficie appartengono [ e g.

(*) BraspiLra, 1 e, n.' 5-8,
(**) Skere, L c., § 43,
#%#) BRAMBILLA, Le omografie che mutano in se stessa..., 1. c., § I, 11

( k2

(###¥) SALMON-FIEDLER, Analytische Geomelrie des Roumes, 11, Abth., § 111,

) S
(k) Brausinra, 1. c. dei Rend. Ace, di Napoli, n! 135 e 10.
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Proiettando in S, concludiamo:

Le tangenti nel nodo della ¢, sono situate in un piano passante per la
retta A, B, (¥).

Si osservi che i due iperpiani che da ! proiettano i piani osculatori a ¢
in M ed N, si secano in un piano « per la stessa [, il cui iperpiano polare
rispetto al cono quadrico di seconda specie di vertice I e proiettante ¢, &
quello determinato dalle tangenti a questa curva in M ed N. Ora un iper-
piano ad arbitrio che contiene il piano fg, seca il sopradetto cono quadrico
di seconda specie, in un cono quadrico ordinario rispetto al quale la retta
secondo cui & secato il piano w & la polare del piano fg. E siccome i quattro
punti in cui & secata la ¢ costituiscono un quadrangolo gobbo di cui due lati
opposti si appoggiano ad f; ed altri due lati opposti a g, segue che la rima-
nente coppia di lati opposti si deve appoggiare alla polare di fg, cio¢ alla
traccia di w.

Proiettando ne segue:

11 terzo punto diagonale del quadrangolo piano completo costituito dalle
tracce di ¢, in un piano qualunque passante per la retta A, B,, di cui due
punti diagonali sono A, e B,, ¢ la traccia della retta intersezione dei due
piani osculator: alla ¢, nel suo nodo (**).

7. La quartica gobba ¢, dotata di un nodo possiede, a simiglianza di
quella generale, tre corde principali, una delle quali & evidentemente la retta
comune ai due piani osculatori nel nodo di essa. Inoltre & noto (**¥*) che
queste tre corde passano per uno stesso punto che & il vertice del cono qua-
drico inviluppato dai piani 6, dei tre punti di contatto dei tre piani oscula-
tori di ¢, e passanti per uno stesso punto di questa. Sia C, questo vertice,
e siano X,, Y,, Z,, T, i quattro punti in cui Ja quartica ¢, & secata dal
piano &, =4, B, C,, supponendo inoltre che le rette X,Y,, T, Z, passino
per 4,, e che le T, X,, Z,Y, passino per B,. I due piani 6, relativi
ad X,, Y, si secano lungo una retta la cui traccia in & & nella retta che
congiunge B, al punto comune alle rette X,Z,, Y, T,. Analogamente di-

(*) BraMsiLra, L c., Sulla curva gobba del quarto ordine. .., n.° 4.
(**) BramsiLLa, 1. c., n. 6.
(***) Dopo aver dimostrato (I, 21), seguendo lillustre prof. CREMoNA, che i piani 6,
inviluppano un cono quadrico; affinché si possa concludere che il vertice di questo é il
unto di concorso delle tre .corde prineipali, basta osservare che il piano 9, relativo ad
P p P p 1
uno degli estremi di una corda principale, deve contenere questa stessa corda.
g principale, q
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casi pei due piani 6, relativi ad X, e 7', ciod essi passeranno per un punto
della retta che unisce A, al punto comune alle rette X, Z, ed ¥, T,. Ma i
due piani 4, considerati devono passare per il punto C,, quindi & precisa-
mente C, =X, 7,.Y, T, cioé:

Gli estremi delle due corde principali (a prescindere da quella uscente
dal nodo), costituiscono un quadrangolo (piano) completo di cui due punti
diagonali sono ¢ puntc A, e B, (*).

8. Si & visto che la curva doppia della sviluppabile osculatrice di ¢,,
¢ composta di due cubiche piane che indicheremo con ¢', e ¢",.

Il cono quadrico (4,), p. es., ha due generatrici che sono le tangenti
alla quartica ¢, in due punti d'iperosculazione; e siccome questa curva cor-
risponde a se stessa nelle due omologie armoniche sopra studiate, segue che
queste due generatrici del cono (4,), tangenti a ¢,, sono situate in uno stesso
piano col punto B,.

Siano M, ed N, i punti d’iperosculazione in discorso.

Le tangenti a ¢, nei due punti in cui & incontrata dalla generatrice
di (B,) successiva alla M, N,, si secano in un punto P, infinitamente vicino
ad 4,. Analogamente le tangenti alla quartica nei due punti in cui ad essa
si appoggia la generatrice del cono quadrico (B,) a cui & successiva la M, N,,
determinano un altro punto @, anch’esso infinitamente vicino ad 4,. E sic-
come i punti della curva ¢, successivo e precedente ad M, giacciono nel
piano tangente del cono quadrico (4,) lungo la generatrice 4, M,, e simil-
mente i punti della ¢, successivo e precedente ad N, giacciono nel piano
tangente ad (4,) lungo la 4, N,, segue che i punti P, e @, sono nella retta
(uscente da A,) comune ai due piani tangenti ora detti. Adunque se indi-
chiamo con g", precisamente la cubica il cui piano passa per 4,, vediamo
che essa in questo punto ha un flesso.

Concludendo si ha:

Ciascuna delle cubiche piane g' e g ha un flesso rispettivamente in B,
e in A5 la tangente d’inflessione di g’y e la polare del piano delle due tan-
genti della quartica ¢, le quali appartengono al cono (B,) rispetto al cono
stesso, od in altri termini ¢é la retfa d’ intersezione der due piani stazionari
che toccano il cono (B,).

Analogamente dicasi per la cubica g",(**).

(¥) BraMBILLA, Sulle curva gobba del. .., § 3, 1. c.
(**) BramsiLLa, Sopra alcuni casi particolari. .., IV, 17, L c.

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 16
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9. Notiamo che le due omologie armoniche nelle quali la quartica ¢,
corrisponde a se stessa, mutano I'uno nell’altro i due ram¢ per il nodo di ¢,,
giacché 'omografia involutoria in S, di asse O 4,, p. es., trasforma il ramo
della quartica normale ¢ passante per M in quello, della stessa curva, che
contiene il punto N, dove, come si disse in principio di questo capitolo, i
punti M ed N sono gli estremi della corda di ¢ che esce dal centro di pro-
iezione O.

T poi evideute che il nodo D, della ¢,, & doppio per entrambe le cu-
biche ¢, e ¢”,; anzi si pud aggiungere che per esse & una cuspide, giacche
esso & intersezione di due coppie (successive) di tangenti alla ¢,, corrispon-
denti in una determinata delle due omologie armoniche. Il punto, poi, della
cubica ¢', p. es., successivo a D, & intersezione delle tangenti a ¢, nei due
punti successivi a D, ('uno in un ramo e l'altro nell’altro ramo) e allineati
con A,; ne segue che questo punto & comune ai due piani osculatori alla ¢
in D, ai due rami di questa curva.

Concludendo abbiamo:

Le due cubiche (piane) nelle quali si decompone la curva doppia della
sviluppabile osculatrice di una quartica gobba dotata di modo, hanno ciascuna
una cuspide nel punto doppio della quartica; ed hanno tvi per tangente cu-
spidale comune U’ intersezione dei due piani osculatori (*).

10. Se il centro di proiezione O &, in particolare, sopra la tangente ¢
di ¢ in un punto M di questa, la quartica ¢, ha una cuspide nella traccia M,
in S della retta %

Dei quattro piani stazionari, tre sono infinitamente vicini costituendo un
unico piano che chiameremo piano osculatore cuspidale, riservando al rima-
nente il nome di piano stazionario.

Per le ipotesi fatte circa il punto O, la sviluppabile osculatrice della quar-
tica ¢, & del quinto ordine, e della quarta clusse (**).

Inoltre notiamo che dei tre punti in cui la sviluppabile osculatrice della
quartica ¢ & secata da una qualunque della semplice infinitd di rette della
varietd quadratica © passanti per O, uno & costantemente questo medesimo
punto.

Ne segue che

la sviluppabile osculatrice della quartica gobba ¢, dotata di cuspide ha

*) BrRAMBILLA, L. c., IV, 17.
bl
(**) BrAMBILLA, L c., V, 19,
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una conica doppia. Questa giace nel piano che dal punto di contatto del piano
stazionario proietta la tangente cuspidale. Inoltre questa conica tocca il piano
stazionario nel punto in cui questo é toccato dalla quartica, ed & tangente
nella cuspide alla tangente cuspidale (*).

11. Osserviamo che nel caso in esame della quartica gobba razionale ¢,
cioé per lipotesi fatta sul centro di proiezione O, abbiamo:

Il luogo delle rette dello spazio (ordinario) S;, per ciascuna delle quale
passano tre piani osculatori alla curva stessa, & costituito dalle tangenti alla
conica doppia della sviluppabile osculatrice della quartica medesima c, .

Inoltre notisi che analogamente a quanto si disse al n.° 8 del capitolo
precedente circa la quartica equianarmonica, concludiamo che

il cono quadrico proiettante la conica doppia della sviluppabile oscula-
trice della quartica gobba con cuspide c,, da un punto ad arbitrio di questa,
ha un contatto quadripunto nel suo vertice con questa curva medesima.

IV.

QUARTICA CON UNA O DUE TANGENTI STAZIONARIE. -

1. Sia il centro di proiezione O un punto generico della varietd pla-
nare X, ciod per esso passi un piano osculatore della quartica normale ¢, ed
uno solo. ’

La quartica ¢, acquista una tangente stazionaria nella traccia di questo
unico piano osculatore p passante per il punto O, il punto di contatto es-
sendo I'immagine in S, del punto di contatto con ¢ di questo piano p.

La classe della sviluppabile osculatrice a questa nuova quartica ¢, &
cinque (**), giacch® una retta ad arbitrio per O incontra altri cinque piani
osculatori della curva ec.

Siccome, poi, ogni retta uscente da O e nel piano p incontra le due tan-
genti (successive) di ¢ in questo stesso piano, cioé dal fatto che ogni retta
siffatta pud considerarsi come cordg della sviluppabile s, segue che

(*) BrambiLra, L c., V, 19,
(**) BramBiLLA, Nota citata dell’Ist. Veneto, n.° 5.
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Pordine della curva nodale della sviluppabile osculatrice della quar-
tica ¢, in esame, € cinque.

E chiaro inoltre che questa curva ha solamente due piani stazionari,
giacche dei quattro iperpiani iperosculatori della ¢ passanti per il punto O,
due (successivi) sono quelli che contengono il piano p.

Osserviamo, infine, che siccome questo piano tecca la varietd quadra-
tica © lungo la tangente di ¢ in esso contenuta,

la quadrica ¢, ha come generatrice la tangente stazionaria della quar-
tica ¢, ().

2. Dei tre piani osculatori distinti incontrati dalla retta che da O
proietta un punto arbitrario della quartica ¢, uno & fisso ed & p; segue che

per un punto qualunque di ¢, passano due soli piani osculatori
altrove.

Si ha cosl sulla quartica ¢, un’involuzione quadratica i cui punti doppi
sono 1 punti di contatto dei due piani stazionari (**).

Osserviamo inoltre che siccome I’omografia involutoria determinata da
un asse e dal relativo piano direttore, deve trasformare in se stessa la quar-
tica normale ¢, abbiamo che un piano direttore che passi per il punto O,
deve necessariamente contenere il punto in cui la ¢ & osculata dal piano p.

In allora giacech® un piano ad arbitrio condotto per una tangente alla
quartica e nell’iperpiano iperosculatore nel punto di contatto di questa, con-
tiene un sol asse, cosl correlativamente, per il punto O passa un sol piano
direttore, ciod il piano osculatore p conta per due piani direttori.

Proiettando in S, abbiamo:

Delle tre corde principali della quartica gobba c,, due sono assorbite
dalla tangente stazionaria (**).

3. Sia ora O un punto doppio della varietd planare X, ed indichiamo
con p e v i due piani osculatori di ¢ che passano per esso. Per questa ipo-
tesi la quartica ¢, & dotata di due tangenti stazionarie.

Giacche una retta arbitraria uscente dal punto O incontra altri quattro
piani osculatori della curva ¢, avremo che

la sviluppabile osculatrice della quartica c, é della quarta clusse (***).

(*) BramBILLA, 1. ¢, n.° 6.
(¥*) BraMBILLA, L c., n.° 5.
(**¥*) CremoNA, Sopra una certa curva gobdba di quartordine. (Rend. del R. Ist. Lomh,,
serie II, Vol. I, 1868.)
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Analogamente a come si ragiond nel n.° 1 di questo capitolo, dedu-
ciamo che

¢ quattro Uordine dellu curva nodale di questa superficie sviluppabile.

e che inoltre

questa curva nodale ¢ dotata di due tangenti stazionarie nelle tangenti
stazionarie di c,, con gli stessi punti di contatto (*). :

Per dimostrare quest’ultima parte basta considerare la sezione di ¢ fatta
con un iperpiano ad arbitrio per g, p. es.

Notisi inoltre che i due flessi di ¢, assorbono completamente i punti di
contatto dei quattro piani stazionari di questa curva, giacche dei quattro
iperpiani iperosculatori che passano per il punto O, due (successivi) conten-
gono il piano p, ed altri due (successivi) contengono I'altro piano oscu-
latore v.

Osserviamo ancora che ragionando analogamente a come si fece nel n.° 12
del cap. I, deduciamo che, nel caso in esame,

la quadrica e, ha come generatrici le due ftangenti stazionarie della
curva c, .

4. L'iperpiano polare di O rispetto alla varietd quadratica @, seca la
sviluppabile osculatrice ¢, nelle due tangenti di ¢ nei punti di contatto con
questa dei piani osculatori yx e v, e In una quartica gobba razionale.

Applichiamo a questa il teorema (I, 5), che dice appartenere ad uno
stesso cono quadrico le otto rette che, da un punto qualunque dello spazio in
cui & immersa la detta quartica, proiettano i punti di contatto delle otto
tangenti della curva medesima, nei quattro piani bitangenti passanti per quel
punto. Prendiamo, indi, le forme polari rispetto a ©, e proiettiamo in S;.
Avremo:

I piani osculatori di ¢, nei punti di contatto delle otto tangenti che a
coppie si secano nei quattro punti dove un piano arbitrario di S, seca la
curva nodale della sviluppabile osculatrice di c,, secano questo piano mede-
simo in otto rette che toccano una stessa conica.

5. Sia A un punto della quartica normale ¢: proiettando questa curva
dalla retta O 4 sopra un piano qualunque, si ottiene una cubica di cui due
flessi sono le tracce dei piani p e v; I’altro punto d’inflessione, poi, sia do-
vuto ad un certo punto B di ¢, che & tale, quindi, che il piano osculatore
in esso alla curva incontra la retta O A.

(*) BraupiLLa, Sopra aleuni casi particolart..., l c., I, 4.
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Giacche 1 tre flessi sono, com’¢ noto, in una stessa retta, le quattro
rette 0 4, OB, OM, ON (dove M ed N sono i punti in cui i piani u e »
osculano la ¢), sono in uno stesso iperpiano.

Adunque dato un punto A di ¢, unico piano osculatore di questa curva
che seca la retta O 4 (a prescindere dai piani p e v), ha per punto di oscu-
lazione 'ulteriore intersezione della quartica ¢ con I'iperpiano dei quattro
punti O, 4, M, N. Ne segue, senz'altro, che viceversa la retta OB & se-
cata dal piano osculatore in A alla c.

Proiettando da O in S; abbiamo:

I punti della quartica gobba con due tangenti stazionarie, possono ac-
coppiarsi secondo un’involuzione razionale d¢ secondo grado, tale che il piano
osculatore alla curva in un suo punto, passa pel coniugato d¢ questo in detta
involuzione (*).

E poi evidente che

¢ punti doppi di questa involuzione sono ¢ punti d’inflessione della
curva.

6. Il luogo della retta, che unisce due punti coniugati, & la rigata
gobba del terzo ordine proiezione da O della corrispondente superficie cubica
normale in S,, costituita dalle corde di ¢ congiungenti due punti coniugati
nell’involuzione quadratica secata sulla stessa ¢ degl'iperpiani che passano per
il piano O M N.

La rigata gobba in S,, di cui si parla, ha evidentemente come assin-
totica la curva c,, e la congiungente i due punti di flesso come direttrice
doppia, giacché essa (del resto) & traccia in S, di un piano che seca secondo
una conica la superficie cubica normale di sopra.

7. Dal fatto che ciascuno dei due piani osculatori x e v contiene due
tangenti (successive) della curva ¢, segue che

le tangenti stazionarie dellu quartica c,, sono generatrici di regresso
della sviluppabile osculatrice di questa (*¥).

Siano A4, B, M, D, E cinque punti successivi di ¢, e B, M, D siano
precisamente nel piano osculatoxe w. L'iperpiano delle rette A B, M D, che
sono le tangenti (non successive) nei punti A ed M alla curva ¢, contiene il
piano B M D, e quindi passa per O. Analogamente dicasi per 1'iperpiano
delle BM, D E.

(*) CrEmona, 1. c.
(**) BrambiLia, 1. c., L
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Concludendo si ha :

Le due tangenti stazionarie della quartica c, sono generatrict di regresso
per la sviluppabile bitangente di questa (*).

8. Sia ¢ un piano direttore uscente dal punto 0. Se & d I'asse rela-
tivo a questo piano, cioé la polare di esso rispetto alla varietdh quadratica O,
I'omografia involutoria (d, J) trasforma, evidentemente, I'uno nell’altro i piani
osculatori ;1 e v; segue che la retta M N incontra ¢, e che quindi i due
piani O M N e J sono incidenti.

Notiamo che (I, 10) il piano O M N & un piano direttore.

I noto (**) che il luogo del punto comune a due piani osculatori qua-
lunque della curva ¢, & una superficie omaloide del quarto ordine, rispetto
alla quale i piani direttori sono quelli delle sue coniche (in numero doppia-
mente infinito).

Da cid {ovvero osservando che come nell’iperpiano determinato da due
tangenti a ¢ sono infiniti assi, cosl correlativamente) segue che per il punto O
passa una semplice infinitd di piani direttori.

Proiettando in S, si ha:

Esiste una semplice infinite di involuzioni assiali che trasformano in
se stessa la quartica gobba con due tangenti stazionarie (***).

Di queste involuzioni assiali, una &, evidentemente, quella di cui si parlo
nel n.° 4 di questo capitolo, ed ha per assi la retta I,=M,N,, e l'altra
I''=u,v,, dove con p, e », indichiamo i piani stazionari rispettivamente in
M, ed N,.

Questa particolare involuzione assiale ha i punti M, ed N, come doppi,
e questi punti, poi, sono coniugati, per quanto si & detto nel principio di
questo numero, in una qualunque delle altre involuzioni assiali, che chiame-
remo involuzioni <.

9. Se indichiamo con ¢, e ¢, gli assi di una qualunque delle involu-
zioni 7, e precisamente con f, la traccia in S, del piano direttore, per quanto
si disse nel n.° 6 di questo capitolo, od anche osservando che il centro di
proiezione O giace nella superficie omaloide del quarto ordine immersa in S,
di cui nel numero precedente si & parlato, deduciamo che

(*) BrauMBILLA, L e, L
(**) SEerE, L. c., 43.
(***) DeL RE, Omografie che mutano in se slessa una cerla curva gobba del 4.° or-
dine e 2.% specie, e correlazioni ..., I, 1; II, 4, (Atti della R. Ace. delle Seienze di Torino,
Vol. 22, 1886-87.)
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el luogo della retta ¢, & una rigata gobba del terzo ordine, avente la
retta 1, per direttrice doppia, e la retta I', per direttrice semplice.

Chiameremo £, questa superficie.

Osserviamo che se prendiamo sulla quartica ¢, una coppia di punti ad
arbitrio, determiniamo un’unica delle sopradette involuzioni ¢, di cui un asse
& la generatrice di 3, che passa per l'ulteriore punto in cui questa superficie
& secata dalla retta congiungente i due punti considerati sulla curva,

Evidentemente

il prodotto di due delle involuzioni 4, é un’omografia (non involutoria),
che indicheremo con 0, la quale trasforma la quartica c, in se stessa, e tn
cut ¢ punti M, ed N, sono uniti.

Viceversa

ogni omografia non involutoria O cosiffatta, e, in infiniti modi, prodotto
di due involuzions assiali © (*).

Infatti un’omografia 0 dovendo avere i punti M, ed N, come elementi
uniti, resta perfettamente determinata se si assegna una sua coppia qualunque
di punti corrispondenti P, @,. Ma scelto un altro punto arbitrario B, di ¢,, i
due punti P,, B, sono corrispondenti in una determinata ¢, delle involuzioni 7,
e cosl anche @, ed R, sono coniugati in un’altra determinata involuzione 7,.
In allora la data omografia 0 &, evidentemente, il prodotto delle due invo-
luzioni 7,, % (**).

10. Gli assi relativi ai piani direttori uscenti dal centro di proie-
zione O, costituiscono la rigata cubica sezione della varieta I' (I, 9) fatta
con l'iperpiano polare del punto O rispetto all’altra varieta ©.

Questa rigata cubica ha quindi per direttrice doppia la retta M N.

Ne segue che

il luogo delly retia t', ¢ una rigata cubica B, avente la I, come diret-
trice doppia, e la U, come diretirice semplice.

Osserviamo che i punti di appoggio sulla 7', delle coppie di generatrici
di $, uscenti da uno stesso punto della direttrice doppia /,, determinano sulla
detta retta I, un’involuzione quadratica i cui punti doppi sono i punti in
cui la 7'y & secata dalle due tangenti stazionarie, e cid perche il piano oscu-
latore g, p. es., conta per due dei tre piani direttori uscenti dalla retta O M,

(*) DEL RE, L c., § III, 7.
(**¥) Per le correlazioni (involutorie o no) che mutano la curva c; nella sviluppabile
dei piani osculatori, veggasi l'elegante studio del prof. DL RE (loc. cit.).
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(come si disse nel n.° 2 di questo capitolo, mentre d’altra parte si pud no-
tare che il piano O M N & gia un piano direttore).

In altri termini possiamo dire che 1'involuzione sulla /', di cui si
parla, non & altro che I'involuzione determinata su questa retta dalla qua-
drica ¢, .

Si osservi ancora che siccome le due rette £, e ¢, provengono da un
piano (direttore) per O e dalla relativa retta polare, esse sono polari rispetto
alla medesima quadrica ¢, . Segue immediatamente che la congiungente il
punto ¢, /', con l'altro ¢,7,, e quella che unisce i punti ¢, e ¢, 7, sono due
generatricl rispettivamente delle due rigate 8, e 8',. Adunque se infine ram-
mentiamo che i due punti in cuil le rette £,, ¢, si appoggiano alla [,
sono coniugati armonici degli altri due M,, N,, possiamo senz’altro infe-
rire che '

le due superficie 8, e f'y st corrispondono nelle due omologie armoniche
(M,, v)) e (N, p); ed anche nelle due che hanno per centro @ due punti ¢ ',
e per piani d’ omologia i due piani tangenti ad e, negli stessi punti ma ri-
spettivamente scambiati (*).

V.

InvoLuzioNl NOTEVOLI.

1. Sia G, un punto qualunque dello spazio ordinario S, in cui giace
la quartica gobba razionale ¢,, che supporremo sia generale.

Indichiamo con y il piano polare della retta g = O G, rispetto alla va-
rietd quadratica ©.

G1'iperpiani del fascio di base y secano la curva ¢ nei gruppi di un’in-
voluzione I9 del quarto ordine e della prima specie. Chiameremo I Vinvo-
luzione di ¢, immagine della 19.

Cominciamo ad osservare che la 19 contiene il gruppo dei quattro punti
che la quartica normale ¢ ha nell'iperpiano Oy. Inoltre siccome O ¢ nella
retta g, cosi I'iperpiano polare di esso passa per y.

(*) Den Rg, 1 ¢, §II, 5.
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 17
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Ii facile poi dimostrare che la retta g e I'iperpiano Oy sono forme po-
lari rispetto alla polaritd nella stella di centro O il cui cono fondamentale &
il cono quadrico a tre dimensioni circoscritto alla varieth quadratica @ dallo
stesso punto O.

Da quanto si & detto, proiettando in S; deduciamo:

Dato un punto qualunque G, dello spazio ordinario S;, resta defermi-
nata sulla quartica gobba razionale c,, un’involuzione 1% del quarto ordine
e della prima specie. Ad essa appartengono il gruppo dei punti di contatio
dei piani stazionari, e quello secato sulla curva dal piano polare del punto G,
rispetto alla quadrica e,. Inoltre © suoi punti doppi sono i punti di confatlo
con ¢, dei set piani osculators di questa che passano per G, (*).

2. Volendo effettivamente costruire I’involuzione I¢ basta procedere
nel modo seguente:

Per i quattro punti di contatto dei piani stazionari e per i quattro punti
in cui la quartica ¢, & secata dal piano polare di G, rispetto alla ¢,, si con-
ducano rispettivamente due quadriche passanti entrambe per altri quattro
punti ad arbitrio scelti sulla stessa curva. Queste due quadriche si secano in
una quartica di prima specie che determina un fascio di quadriche che stac-
cano, evidentemente, sulla curva ¢, la richiesta I¢: .

B facile vedere che di queste quartiche di prima specie se ne ha una
sestupla infinita.

3. Facilmente anche si dimostra che i quattro piani stazionari, le sei
rette che questi a due a due determinano, e i quattro punti in cui a tre a
tre si secano, sono i luoghi dei punti che determinano sulla ¢, involuzioni
rispettivamente dotate di uno, due, tre punti fissi.

4. In particolare consideriamo la retta h=npa, dove =, p, ¢ sono i
tre piani direttori uscenti da O. Un iperpiano arbitrario passante per =, p. es.,
seca ulteriormente la quartica normale ¢ in due punti la cui congiungente
incontra nella retta p il piano y=prs, dove p, r, s sono le rette polari
rispettivamente dei piani =, p, 0. Se quindi consideriamo gli altri due iper-
piani che uniscono i piani p e ¢ ad uno qualunque dei due punti di ¢ ot-
tenuti come sopra si & detto, otteniamo altri due punti della curva che in-
sicme coi primi due giacciono in uno stesso iperpiano passante per il piano y.

(%) Srupy, L c. BErzoLARI, Sui combinanti dei sistemi..., 1. e, § 5, n.) 27 ¢ 28; ¢
Sulle curve razionali di uno spasio lineare ad un numero qualuaque di dimensioni, n.° 12,
(Ann. di Matem., serie II, tomo XXI)
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Proiettando in S; abbiamo:

Esiste sulla quartica ¢, un’ involuzione di quarto ordine e di prima sye-
cie: © quattro punti di un gruppo sono tali che i tre piani passanti per uno
di essi e per le tre corde principali, secano ¢, nei tre rimanenti (*).

Questa particolare involuzione sard chiamata involuzione sizigetica.

Come corollario segue che

¢ coni quadrici del fascio avente per base le quattro rette che dal
punto di concorso delle corde principali proiettano ¢ punt di un gruppo qua-
lunque dell’ involuzione sizigetica, secano la c, nei gruppi dell’involuzione
stessu (**),

giacchd di detto fascio fanno parte le quadriche ciascuna costituita da
due facce opposte del quadrispigolo completo sopradetto.

5. Osserviamo che ciascuna delle omologie armoniche (p, =), (r, ¢),
(8, ) trasforma un piano o trisecante la quartica ¢ e passante per O, in un
altro piano ' analogo, e tale che uno dei punti di ¢ in » congiunto con uno
(determinato) dei punti che la stessa curva ha in o', determina una retta che
si appoggia tanto a p quanto a = (p. es.). Se in particolare » & un piano
tangente-secante, e tale & quindi anche o', la retta che unisce 1 due punti
di contatto si appoggia tanto a p, quanto a = (p. es.).

Ne segue che i quattro punti di contatto dei piani per O tangenti-se-
canti, giacciono in uno stesso iperpiano passante per x, cio& costituiscono un
gruppo della involuzione I*.

Analogamente dicasi dei punti di secamento.

Proiettando in §;, e rammentando quanto si disse nel n.° 1 di questo
capitolo, si ha:

I punti di contatto e i punti di secamento delle tangenti-secanti, e ¢
punti di contatto dei piani stazionari, costituiscono tre gruppi dell’involuzione
sizigetica (***),

Per quanto si disse nella fine del n.° 1 di questo capitolo, abbiamo che
gli estrem? delle tre corde principali sono ¢ punti doppi dell’involuzione si-
zigetica; ¢ precisamente gli estremi di una stessa corda principale costitui-
scono un gruppo dell’ involuzione (***).

Questa seconda parte segue dall’osservare che come i piani osculatori

(*) BexTmvg, L c., 13,
(**) Berzorarr, Sui combinanti..., L c., § 4, 18.
(***) BerTINg, L c,
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negli estremi delle tre corde di ¢ che si appoggiano ad %, secano questa
stessa retta, cosi, correlativamente, le tangenti alla curva ¢ in detti punti,
incontrano il piano x.

6. Siano F ed F i punti di contatto di uno = dei quattre iperpiani
bitangenti la quartica ¢ e che passano per la retta k== po. L’omografia in-
volutoria (p, ) mutera = in un altro iperpiano E' passante per % (retta unita
in =) ed anch’esso bitangente alla ¢, giacche detta omografia trasforma punti
infinitamente vicini, in altri cosiffatti. I punti di contatto di = saranno ') F’',
e le rette EE', F'F' si appoggiano al piano y=ps (e precisamente alla
retta p). Analogamente si hanno le altre due coppie di rette EE") FF";
EE", FF'", dovate alle omografie involutorie (r, p), (s, o). Ne segue sen-
z'altro che

¢ punti di contatto dei piani bitangenti condotti dal punto di concorso
delle tre corde principali, alla quartica c,, costituiscono due gruppi dell’involu-
zione sizigetica (*).

Se A, & un punto di diramazione del sistema simmetrico A (I, 17), tali
anche saranno 1 suoi trasformati mered le tre involuzioni assiali che mutano
la quartica ¢, in se stessa. Quindi (V, 4) deduciamo che

¢ quattro punti di diramazione del sistema simmetrico A, formano un
gruppo dell’ involuzione sizigetica (*¥).

7. Ragionando in modo analogo a quello che si fece nel n.° 1 del
presente capitolo, deduciamo che

data una retta qualsivoglia dello spazio ordinario S, , rimane individuata
sulla ¢, un’involuzione di quarto ordine e di seconda specie, costituita da
tutti i gruppi delle involuzioni I, che i singoli punti della data retta deter-
minano sulla quartica stessa (***).

Ed anche

dato un piano arbitrario di S, ¢ gruppi delle involuzioni determinate
swlla ¢, dai singoli punti del piano, costituiscono su questa curva un’ involu-
zione del quarto ordine e della ferza specie (***).

Osserviamo inoltre che

¢ gruppi ciascuno formato dai punti doppi delle involuzioni I, che sulla

(*) BErZOLARI, Sui combinanti..., 1. ¢, § 3, 1L
(¥**) Berzorarl, Sulla curva golbba..., l. c., 3.
(**¥) BeRrzoLARI, Sulle curve raszionali..., l. ¢
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¢, determinano i singoli punti di una retta data t,, costituiscono un’involu-
zione I del sesto ordine e della prima specie.

Notiamo che ciascun gruppo di questa involuzione si compone dei punti
di contatto dei sei piani osculatori della quartica ¢,, che concorrono in uno
stesso punto della retta data.

8. Nel caso particolare che la curva ¢, possegga due tangenti stazio-
narie, la I, ha due punti fissi nei due flessi della quartica.

Sia A, un punto arbitrario di S;: una retta ¢, uscente da esso, e corda
della- curva doppia della sviluppabile osculatrice della ¢,, curva doppia che
sappiamo (LV, 3) essere una quartica con due tangenti stazionarie come la c,,
e che chiameremo d,, determina su ¢, un’involuzione I% che & del quarto
ordine se facciamo astrazione dei due punti fissi.

I quattro punti in cui la ¢, & osculata dai quattro piani osculatori che
passano per uno qualunque dei due punti in cui la ¢, si appoggia alla quar-
tica d,, giacciono nel piano determinato dalle due tangenti che concorrono
nel punto che si considera. Segue che la I ha due gruppi piani, ed & per
conseguenza costituita dai gruppi di quattro punti in cui la ¢, & secata dai
piani che passano per la retta comune ai due piani ciascuno determinato
dalle due tangenti a questa curva concorrenti in uno dei punti in cul alla d,
si appoggia la £, . In allora possiamo anche dire che i quattro punti in cui
la quartica (con due tangenti stazionarie) ¢, & osculata dai quattro piani oscu-
latori che concorrono in un punte A4, arbitrario di S,;, giacciono in uno
stesso piano.

Viceversa sia «, un piano qualsivoglia dello spazio ordinario S;: i piani
osculatori in tre dei punti in cui la ¢, & secata da «,, concorrono in un punto,
tale che il piano dei punti di contatto dei quattro piani osculatori a ¢, e pas-
santi per esso, non pud essere altro che il piano «,, e ¢id per quanto si &
detto. Segue che i piani osculatori nei quattro punti in cui la ¢, & secata da
un piano qualunque di S;, concorrono in uno stesso punto.

Adunque abbiamo in questo spazio una corrispondenza biunivoca tra i
punti e 1 piani, ed essa & tale, come sopra si & visto, che se un punto de-
serive una retta, il piano corrispondente inviluppa un’altra retta, cioé la cor-
rispondenza di cui si parla & una correlazione.

Si osservi ora che i punti di una retta arbitraria di S, e quelli in cui essa
& secata dai piani corrispondenti, formano due punteggiate proiettive, le quali
hanno ses punti uniti nei punti in cui la data retta seca la sviluppabile oscu-
latrice della quartica c;; ne segue che futti i punti della retta sono uniti.
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Concludendo abbiamo:

La quartica con due tangenti stazionarie defevmina nello spazio una po-
lavita nulla, essendo polo e piano polare un punto e il piano dei punti di
contatto dei quattro piani osculatori della curva che concorrono nel dalo
punto (*).

(atania, gennaio 1902,

() CreyonNa, Sopra una certa..., 1, c.
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Saggio di una teoria generale delle equa-
zioni dell’equilibrio elastico per un
corpo 1isotropo.

(Di Orazio Tepong, a Genova.)

MEMORIA I

(CorPI LIMITATI DA UN PIANO O DA UNA SFERA.)

PREFAZIONE.

I metodi aventi carattere di generalita, che, finora, sono stati adope-
rati per risolvere i problemi di equilibrio elastico per un corpo isotropo, si
riducono, sostanzialmente, a due: a quello classico di Laus, per sviluppi in
serie di funzioni semplici ed a quello, per integrali definiti, detto, comune-
mente, di Berri-Cerrurr. Il primo, gid creato e felicemente adoperato per
ottenere la soluzione di molti altri problemi di meccanica e di fisica-ma-
tematica, oltre al fatto che la sua applicabilitd non va al di 1a di un nu-
mero di casi molto limitato, per quanto riguarda il nostro problema, si com-
plica ancora per la difficolta, spesso non facilmente superabile, della determi-
nazione delle costanti quando si passa a soddisfare alle condizioni in superficie.
Il secondo ha certamente un aspetto di grande generalita, ma, forse appunto
per questa sua grande generalitd, esso ha tutti i caratteri di un metodo astratto,
mostrandosi poco adatto e pieghevole nei problemi, relativamente semplici,
dell’equilibrio dei corpi isotropi. Che se col suo impiego si sono ottenuti no-
tevoli risultati, per me, questi risultati debbono attribuirsi pilt a quello che vi
hanno messo di studio e di pensiero gli illusiri cultori della scienza che esso
metodo hanno voluto vivificare che a sua intrinseca virtu.
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Queste considerazioni volgevo in mente da molto tempo quando ho do-
vuto approfondire I'argomento per altro scopo. Dal mio studio ho potuto ri-
cavare dei principi generali che mi paiono assai piu adatti di quelli finora
in uso per ottenere, o almeno per tentare, la soluzione dei problemi di equi-
librio elastico per corpi isotropi. L’esposizione di questi principi e I'applica-
zione di essi a diversi problemi speciali costituird appunto il soggetto di questa
Memoria e di qualche altra che potra farle seguito.

To spero che, quando avrd dimostrato che si possono risolvere tutti i pro-
blemi di cui & nota la soluzione, con metodo uniforme, con semplicitd e, forse
anche, con eleganza; che un’altra non piccola categoria di problemi & suscet-
tibile di soluzione, anch’essa, relativamente semplice, saranno giudicati con
una certa indulgenza le mie opinioni ed il mio lavoro.

Per quanto mi sara possibile, presenterd le soluzioni dei singoli problemi
sotto forma di integrali definiti avendo queste soluzioni, su quelle presentate
sotto forma di sviluppi in serie, il vantaggio di racchiudere in modo sintetico
tutti gli elementi: dati e risultati, oltre ai mezzi di una verifica, spesso,
pronta ed agevole. Ed anche perche, volendo, dalle espressioni analitiche per
integrali definiti si possono di frequente, con facilita, ottenere delle espressioni
analitiche per serie, mentre il problema inverso non & altrettanto agevole.

In questa Memoria mi occuperd dei problemi in cui la superficie del corpo
elastico & un piano, ovvero una sfera.

I. FORMOLE E PRINCIPII GENERALI

1. Stabiliamo subito di chiamare z, y, 2 le coordinate di un punto
qualunque dello spazio e, ogni volta che si trattera di rappresentare una
funzione con un integrale definito, di chiamare £, », ¢ le coordinate del
punto variabile sulla superficie, o nella porzione di spazio, a cui la integra-
zione sara estesa. Stabiliamo pure di indicare sempre con S la porzione di
spazio finita, od infinita, e connessa occupata dal corpo elastico e con o la
sua superficie esterna la quale supporremo che, in ogni caso, soddisfi alle con-
dizioni sotto le quali si pud applicare il teorema di Greex nello spazio S.

Per non introdurre inutili complicazioni, supporremo sempre che il corpo
elastico non sia soggetto a forze esterne di massa. Allora le equazioni inde-
finite dell’equilibrio elastico di un corpo omogeneo ed isotropo si potranno
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dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 131

porre sotto una qualunque delle due forme seguenti:

Nu+lt”g§=q

T P S SR TS T

A'”’*%Hg‘:=’ /
e
e+20l)+ou (202 =0, m—g(3r—52) | @
Q+wﬂhﬂ(%—%%w,m:ﬂ%—%)l

in cui A e p sono le due note costanti di Lawmg, le quali, come si sa, sono
soggette alle condizioni :

324-2p>0, p>0. (3)

Le componenti X, Y», Z, della tensione agente su di un elemento su-

perficiale del corpo elastico, individuato in giacitura dalla normale %, sono
date dalle formole :

Xn=1210cosnx -+ 2 ( +mscosny—mocosnz) ‘

Y.=26cosny 4 2p( —I—mlcosnz—wscosnx) '

. (4)
Z,1=7u9cosnz+2pz(g—l;—|-m2 CoSN & — @, cosny)a
d 0 0 0
Eﬁ%=9—xcosncv—]—a—ycosny—{—a—zcosnz. ]

Se indichiamo, per brevitd di notazione, con L, M, N i valori che
— Xu, — Y., — Z, assumono nei punti di ¢ quando la normale n a ¢ §’in-
tenda diretta nell’interno di S, il problema pill generale, di cui vogliamo oc-
cuparci, si pud enunciare cosi: Deferminare un Sistema di¢ funzioni u, v, w
regolari e soddisfacenti alle (1), ovvero alle (2), in S e tali che tre delle
espressioni u, v, w; L, M, N, fra cui non ve ne siano due, come u ed L, corri-
spondentt allo stesso asse coordinato, acquistino nei punti di ¢ valori assegnati.
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132 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazion:

2. Per risolvere questi problemi cominciamo a stabilire alcune for-
mole fondamentali. Indichiamo percid con G la solita funzione di Green re-
lativa allo spazio S ed al punto (z, y, 2) interno ad S, la quale, come si sa,
considerata come funzione delle coordinate del punto variabile (£, », &), ov-
vero delle coordinate (z, y, 2) del polo, & regolare ed armonica (*) in S,
tranne per { =, y =y, {=2¢, nel quale caso -diventa infinita come

L r=Je— gt = T G—t),

e si annulla nei punti di ¢. Indichiamo, analogamente, con G, l'altra fun-

zione di GrEEN la quale nell’interno di S soddisfa alle stesse condizioni di G,

. aG .
mentre su ¢ la derivata normale d—n‘ acquista un valore costante (**) che

& nullo soltanto nel caso in cui S si estende all’infinito. In quest’ ultimo
caso G e G, si annullano all'infinito come funzioni potenziali. B noto che,
sotto queste condizioni, le funzioni G e G, esistono e sono determinate uni-
vocamente in casi generalissimi.

Se osserviamo, allora, che, essendo ¢ una funzione armonica in S, la
prima delle (1) si pud scrivere

A 2
Af[u+—jfx e]=0,

applicando il teorema di Greex alle funzioni G e u -+ —— + V x5 n S, nelli-

potesi che # e 6 sieno regolari in 5, si trova

N N VA PR ol “wf G
“—E_‘“Elnd" 2 p 8wy 5 dc (5)

(2

(*) Per precisione di linguaggio diciamo qui che per funzione armonica intendiamo
ogni funzione il cui parametro differenziale di second’ordine &, generalmente, nullo, e per
funzione armonica e regolare ogni funzione che, oltre ad essere armonica, ¢ uniforme,
finita. e continua insieme alle derivate di prim’ordine in quella porzione di spazio in cui
la consideriamo.

(**) Volendo costruire eflettivamente la funzione G, &, forse, pili opportuno partire dalla
definizione del KLEIN, per la quale G| ha in § due poli di prim’ordine nei punti (x, y, z),

1

. . . - d@G .
(29, Yos %), invece di uno solo, coi residui 41 e — 1 e tale che dp SUOs annulla.
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la quale formula si pud scrivere anche

_ 1 (,d6, X+yf d6 .
“=i=)%an 87y - )6dndc' (®)
Similmente, sotto le stesse condizioni per u e 6, applicando in S il teo-
rema di Greex alle funzioni G, e 4 + —— ;LP z 6 st ha
1 fdu Qe 1+ur
U=— dnG‘da—T‘mwe—swuv in -} cost., (6)

la quale formola si pud pure scrivere

)\ d '—)e ’
2 G da— +"'f =G dotcost.  (6)

U= —
8wy

Considerazioni analoghe valgono, naturalmente, anche per le altre due
equazioni (1).

Qui vogliamo ancora osservare che, se S si estende all’infinito, le co-
stanti che compaiono nei secondi membri (6) o (6") sono nulle; perd, in
questo caqo, per l'applicabilith del teorema di Greew, supporremo che la fun-

+H

zione u |+ —"-x ¢ e le analoghe si annullino all’infinito di ordine superiore

ad —-
o
3. Se ora si tratta di risolvere il problema dell’equilibrio elastico quando

sulla superficie ¢ sono dati i valori degli spostamenti w, v, w, cominceremo
ad osservare che potremo scrivere, a causa della (5) e delle analoghe:

1 (4G, A+ Ao d@a

o [0 2 m_fge_da
1 dG e, x+u 4G )
=in d o f —da, (5")
1 aa

)
e che, in queste formole, i primi termini dei secondi membri sono noti. 1l
problema & allora ridotto a determinare la funzione 6, armonica e regolare
in S, in modo che sia identicamente verificata I'equazione

0w

aw+ T

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



134 Tedone: Sagyio di una teoria generale delle equazioni

0ssia
Ak Bp, _ 1[0 (46 fa_f_d_G 2 [ut0al]-
21 g—ﬂ[axJudn d0+3_?/' Udndo+3szdndc
T B L)
i (= aaty af”az T @
7\—{—% dG i
8ry [376 dn do +3 J d +8 fg& ]

Si pud osservare che, nella ipotesi fatta su 6, il primo ed il secondo
membro della (7) sono due funziori armoniche; ne viene che la (7) sara ve-
rificata identicamente in S se essa & verificata identicamente in tutti i punti
della superficie a. Il problema propostoei pud quindi ridursi a determinare i va-
Jori che deve assumere 6§ nei punti di o, dalla equazione a cui si riduce la (7)
nei punti di . Con questi valori si costruird la funzione armonica 6.

Se invece si tratta di risolvere il problema dell’equilibrio elastico quando
su ¢ sono dati i valori di L, M, N, cominceremo ad osservare che, per
le (4), possiamo scrivere :

du A
ew _ — oS 2
in 2y.L 3 feosne —wm;Cco8n Yy + w,c08N 2,

e che quindi, per la (6) ed analoghe:

U = +417c [[;&Lecosnii—{—wscosnn-—mzcosnc] G.ds— \
7\+y A4y (dib
2 u SWHJ " G d s + cost.,
v———fMG dc—{— f[—@cosnn—{—m cosn:—w3cosnE]G do —
B ®)

;_prﬁ—)\stfj dnb G.d s - cost.,

a

w=81? fNG da+ f[~ﬁcosna;—{—csacosn*—m,cosnn]G do—

. 6
Aty A dC
2 8':y.

Gda+cost )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo. 135

nelle cui formole i primi termini dei secondi membri sono noti. In questo
caso il problema & ridotto a determinare le quattro funzioni 6, ,, @,, @, ar-
moniche e regolariin S e che ivi verifichino identicamente le quaitro equazioni:

du , 0v , 0w dw Qv
a—a—m—l—w—*-%-, 20‘=3_?‘/_—E’ ) (9)
9 ou 0Ov ov dw

02=—"'—'

77 " dx’ 2% T dy

Non svilupperemo queste equazioni, ma non mancheremo di osservare
che su di esse si possono fare delle considerazioni analoghe a quelle che
abbiamo fatto sulla (7).

Se, finalmente, poi si tratta di risolvere il problema dell’equilibrio ela-
stico nel caso in cui siano date alcune delle #, v, w ed alcune delle L,
M, N, con la restrizione indicata, ci si servird opportunamente delle (5) e
delle (8) ed il resto della soluzione si condurrd come nel caso precedente.

La determinazione della funzione armonica ¢ dalla (7), ovvero la deter-
minazione delle funzioni ¢; =, @,, ®, dalle (9) o da equazioni analoghe,
costituisce la difficoltd peculiare del corrispondente problema di equilibrio
elastico. Qui non ¢i occupiamo di dimostrare che la (7), o, per es., le (9),
mantengono un significato sulla superficie o e che sono adatte a determinarci
i valori di 4, ovvero di §; ®»,, W, w;, come funzioni finite e continue dei
punti di o. Cid avverrd certamente sotto condizioni molto generali, ma una
risposta precisa a siffatte quistioni costituirebbe il teorema d’esistenza per i
nostri problemi, e su cid speriamo di poter tornare in seguito.

Iy

Il. ProBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTICO E LIMITATO DA UN PIANO INDEFINITO.

1. Caso in cui sul piano limite sono dati: u, v, w. Supponiamo che
il corpo elastico sia limitato dal piano 2==0 ed occupi quella porzione di
spazio in cui 2>0. In questo caso la funzione G di Greewn, relativa al
punto (x, y, 2) interno ad S, si riduce a
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chiamando » ed r, le distanze del punto (z, y, 2) e del suo simmetrico, ri-

spetto al piano z=0, da uno stesso punto (£, », ¢) di S. Quindi, osservando
che per ¢ ==

2l
i@ __ ?LG) 9 (z) _._2(_,’"_)
dn—(ac 3;-_-0—— 7‘3,§:0— az :0,
la (5') e le equazioni analoghe ci danno subito :

1 9 (u At

YT T orde 7d6+4/»y 800 rda

1 0 Ud )\-—I—-u

v=—2—7=52 P - 47',u, (10)
o 1 0 w 7\+u \
W=, rda+ 32 da, ’

mentre ¢ sara data dall'equazione

{J.

sGaw aalos] 4 ay) vde g [T ae] an

da cui
2 . 0 (u 0 v 2 (w \
f do l—}—su[ax wdat+ 7d°+a—zf7d°]' (12)

Inversamente, supposto che le funzioni , v, w, date su o, sieno funzioni
finite e continue dei punti del piano o, aventi le derivate parziali del primo
ordine rispetto ad x e y pure finite, e che nei punti all’infinito dello stesso

piano ¢ si annullino di ordine superiore a quello di %, gli integrali:

a7 v w

[ Lads, J*dc, ®qq
I or r r

[ o

o

sono funzioni finite e continue in tutto lo spazio; le loro derivate prime:

0 duds 0 (w duds 0 (u .
o, Lda—[2E%, 7, Yao=[orlc, ﬁf—da,..

[
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e le loro derivate seconde:

N e O N LA
0 x? 357" 0y To0y)on r? o22)

02
——rxef f dss.-

sono funzioni finite e continue in S, che tendono a limiti finiti quando
c¢i avviciniamo ai punti di ¢; le funzioni u, v, w, date dalle (10), quando

si suppone che I integrale f;dc sia dato dalla (12), sono regolari e sod-

disfano identicamente alle equazioni (1) in S, qualunque sieno i valori delle

costanti A e g, e, inoltre, quando ci avviciniamo ai punti di o, tendono ai
corrispondenti valori assegnati in questi punti; la funzione 6, infine, data
dalla- (11), & armonica e regolare in 5 e su ¢ tende a valori finiti,

2. Caso in cus sul piano limite sono dati: L, M, N. La funzione G,
di Greev relativa allo spazio S ed al punto (x, y, 2), si riduce a

1 1
)
ST . . 2 .
e, quindi, su ¢ acquista il valore P Se si osserva che, per ¢ = 0:

0

cos n=0, cos ny=0, cos ng=1, %:ag

le (8) ci daranno subito:

.l (L, 1 (= Atud 08
u_4'TUP.IT dO' 2_75er0+ 4,”(]‘ axJ’—crda’,
M y Atpd (06
4Ty ( d —l_ J do' 4-ﬁf’~ b—yf—c?‘dc, (13)
~ (¥ 1 (5 Adp @ ron ‘
w——4—ul~l.>[-7da—4~ﬁj‘7dc+ 4ﬁyﬁ’—z7d0' /

e resterd, per completare la soluzione del nostro problema, da determinare le
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funzioni armoniche 4, =, e =, dalle equazioni:

9x+3p, 1 {2 (L ?
2 6m4ﬁy[5fﬂj7‘ d0+8y,’ do +3 [ dd] \
* 1§10 {w 0 (=
_—5;[55Jr d°-8y 77d0]’
' " 14
ol R Y e |
4wy By r dndytor

1 L ¢ (N 1 2 (9 j
wZ:tlwp.{E:_"r dcu.ﬁfﬁ' dd}+4n?35 r do. }

(4]

Per determinare 6, w,, ®», da queste equazioni, osserviamo che, essendo:

_8_ mdc_ dbdo G[KZG~ 00800 8J‘G 0fda,

0r 5577’@y_r ¢o= on r 0z 7~do ag: L

fra gl integrali :
{%do‘; %ﬁda, inf(}la, ?fda',

g g g

sussistono le stesse relazioni differenziali che sussistono fra le quantitd 6; oy,

@y W Quindi
0 mzd 0 ‘Ed A 20 9 d A42p

8%‘ T oyl o= 2y, az v T T T
o

e la 1* delle (14) et da

-1 Jo[L (M oy A
0~2W(X+y4)[5}f1'd6+8yjr d6+ﬂfrdd] (1%)
donde

f 1 0
!;d«=———7[9—~JLlog(z+7)dc+

(16)
+~2§—ny]0g(z+f')da+é—~;fNIOg(z—}—r)do]'
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Le altre due equazioni (14) ci danno allora, subito:

1 0o (N ]l[
m'=4wy‘[ayJ‘ da’———f J |

1
M et ) LRI

+a%fMlog(z—l—r)da—{—a—szlog(z—{—r)da]s

[asz d°]

1 0
Tir(xFp) ?39&[3% leog(z—{—?)da

(17)

+a—nylog (z—}-r)dc—[—;—szlog(z+7‘)do~]

e tutti gli elementi del problema sono determinati.
Inversamente, se supponiamo che L, M, N sieno funzioni finite e con-
tinue dei punti di o che all’infinito si annullano di ordine superiore ad

;1; , gli integrali:

f%da,... fL]og(z—l—r)da;. .

saranno funzioni armoniche finite e continue in tutto S; le derivate del primo
ordine degli integrali del primo tipo e le derivate dei primi due ordini degli
integrali del secondo tipo convergeranno a limiti finiti nei punti di ¢; per cui le
'unzioni , @,, w,, determinate dalle (15) e (17), saranno armoniche e regolari
in S e convergeranno verso limiti finiti su . Se poi osserviamo che

Jorras=s[; e = [ologetra,

risulta che anche le u, v, w, determinate dalle (13), sono funzioni regolari

in S e soddisfano identicamente alle (1), qualunque sieno 2 e p. Se, infine,
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osserviamo che, per le (13):

ou + 00
0z 4-cy,az,’_ do+o— 2p. Ei_x,
oo __ 1 0 (M, Aty 08

0z 4mp oz T 2p. "0z’
ow 1 0 (N A A+ 060
R wy'zf?da_?y.e 2p "0z’

nell’ipotesi che le derivate 8—6, @, 2% abbiano limiti finiti su o, il che si
ow 0y 0z

ottiene sicuramente se si suppone che L, M, N abbiano le derivate prime

finite su o, si trova:

111112,;(%—@)_1&11i if~L—da-_—._—L,

z=0 8 2
0 v . )
]:[‘(‘)2&*(3 +wl)=——M, 1112(2y8—z+7\9)=—N,
e le condizioni al contorno sono anche verificate.
Ponendo:

s=leog(z+r)do, SJE:fMlog(z-{—r)da, 9z=fN10g(z+r)da

§=J~L (z]og(z +7) —.r)da, n =fM(zlog (2 47)— r)do,

g [

N = N(zlog(z—l—r)—-r)da

om L, oN oY , oM , 0N

b=ty tas t=mt gy Yo
si trova facilmente:

o ¢ X
;dc=—1+y, f&log(z+r)da=—l+”,
ji‘dc—_L _9?__@)__ 19y
r  2p\dy 0=z 2( -+ p) dy
m o, 1(30_ 3N 1y,
Tio=—g, E—B_:H-Q(Hy)ax
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e le espressioni (13) prendono la forma che & stata data loro dal profes-
sor CErruTI:

" 4np 0z An(Atp)dx 4mpdx  4mc Oy\dw g/)’
_Loom 1 oy = ?_4»__11(@_?_9 (13)
 4mp 0z An(A+p) 0y 4npdy 4mpix\dw )
__1—8%_{_ 4 z 9%,

T 4mp 0z '4n(Atp) 4mpde

3. Cuaso in cui sul piano limite sono dati: u, v, N. Per risolvere il
problema propostoci ora ci serviremo delle formole:

1 0 (» Ate,
u_—ﬂﬁz,frda fdc’

47ry
1 4 v N
ve— gz ) pdet 4wzayf¢d°’ , (18)
_ L (N, 1 (f Atp b
W= ny.jrda 47:er +47‘y az d

Il problema & risoluto appena si riesce a determinare ¢ e questa funzione
¢ data immediatamente dalla equazione

5=—o—-‘ﬁz—m%[ml ds +an de ——de°] (19)

Sotto condizioni, agevoli a ricercarsi, per le funzioni %, v, N, sul piano a,

si mostra, inversamente, che tutte le condizioni del problema sono soddisfatte.

4. Caso in cut sul piano limite sono dati: L, M, w. Questo nuovo
problema si risolve, anche facilmente, con le formole:

1 L, 1 (o 7\-{—y 0 (09 \
u—4:77‘l- Tdc 2w 7 ¢ /v}l- 33? 9C do,
1 M 1 Atu 9 (06 [
v= n-y.f?da-{_él_»J +47‘y 8/ FId rdo, (20)
_ 1 0 w r 4 p 0 00
w= 27 0z 7do +415L 8z 8C7da
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142 Tedone: Saggio di una teorin generale delle equazioni

e determinando ¢, »,, =, dalle equazioni:
l+2y.9____1_[1 D L g 1a[ydc 9’J‘_l_0_do]_\
0=2) r

P 2y3m 2uay
1 3' ws 0 (o
—ﬂ[%_ > 495, 7‘“]’
[ g (21)
w 1 11[
0|=_2—j‘5“z[ﬂ d +2U dGJ’

1 . w
@ = 5?545J7d“+ﬂf7d4'

Queste formole risolvono senz’altro il problema, com’é facile verificare
anche direttamente, quando si suppone che i dati soddisfino sul piano a con-
dizioni analoghe a quelle che abbiamo fissato nei casi precedenti.

Possiamo anche aggiungere che dalle ultime due delle (21) si ha

BN 5 (o 1[1 2 (L
- [ d y.[7d°J= l Fdot

B

970 27| 2u 390
1 8 M 0 {w
w7l o —aa) 7 ee]
e che, quindi, § ¢ data, semplicemente, dalla formola
- [l 2 (L 1 0 (M _ﬁﬂi} ,
g—w()\—}—2y)[2‘u.8m rd0+2yu dy rdo_ 0 2 rda (1)

5. Casi in cui sul piano limite sono dati: u, M, w, ovvero L, v, w.
Questi due nuovi problemi sono identici giacché 'uno si ottiene dall’altro con
lo scambio degli assi z e y. Supporremo che sieno dati w, M, w e scrive-
remo le formole:

__ 10 e, 0 (0
w=-— d°+4w,sz7-d°’

1 ‘M 1 (0N
”=4mA7“°+2 f?d“+

( an do — yofﬁlog(z—i—r)da, )

1 0 w .U‘
w—""gwézf;d“ f da.
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In queste formule compaiono le sole incognite ¢ e ®,, quindi, per la soluzione
del problema, & sufficiente la determinazione di queste due quantitd. La se-
conda di esse & data immediatamente dalla formola

S 22;AMJ¢i+dUIMd4, (23)

mentre 6 dev’essere ricavata da un’equazione che, facendo uso della (23), si
riduce a

A438p, 1 0 0 u 1 o '
= 9_2w5;L—55 Lot gy [Mlog (e +ryde—
0 (w 0 .

) 0°
4:_:} 7 f&locr (z4+r)do.

Ora siccome & & armonica ed inoltre & eguale a
1 0
—_ g;a?felog (z—l—r)dd',
ponendo
¢ ='[910g (z +1r)doa,

si trova, facilmente, che all’equazione (24) si pud dare la forma

AfBp 2ty A4 2pd f
2p  Oat R 82[ do+

R | w (24)
pb_,[ log(z+r)da——f da o+ 55 2leog(z—{-f)d]

ag

Possiamo dimostrare agevolmente che non vi pud essere che una sola
funzione 6 armonica e regolare in S, tale che la corrispondente funzione ¢
soddisfi la (24'). Se, infatti, se ne potessero determinare due ¢ e &, chia-
mando ¢' la funzione analoga a ¢ e relativa a ¢, la differenza

$=9—y¢
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144 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazion:

dovrebbe soddisfare 'equazione

A3 pozy |
2 8x2+

+2p0%
w oy

Ora, ponendo:

VT \/x+3y, . \/1+2y._. \/7\'—}—311.
t,—x\/——p +ty o y ly=—2x —_—y. iy 2 .

integrale generale dell’ultima equazione & dato da

g=rF ()12 (t) + fs(2)

essendo f,, f;, fs funzioni arbitrarie. Ma poiché anche f,, #, e 2 possono ri-
tenersi come parametri arbitrari, affinche ¢ soddisfi all’equazione A*=0,
dev’essere

f'y=cost.,, f',= cost., "7y = cost.

Se poi si osserva che ¢ deve anche annullarsi all’infinito, risulta f“;=0

1 0%y

Trmaer
D’altra parte, se chiamiamo &', »" le coordinate x e y che compaiono

nel secondo membro della (24'), si trova facilmente che la funzione di #, y, 2

1 0
5”=ﬁa“ |- fd+

%’M og (#+) dc——f do +

o

¢ quindi, identicamente, 6 — §' = —

1
T

(25)
—I——ag—fwlo (z—l—r)da]]oa\/ 5 -— 2 (y— ')ZS
on’* & sVogs, @t Aton YT

in cui do' =d§& dy, soddisfa alla (24') ed & armonica. La prima proprieta
¢ evidentemente soddisfatta, giacche la funzione di , y:

Y NP
loo\/ﬁ_ﬂ(x-—é) +x+2yv(.'/ 7)

soddisfa alla (24") quando il secondo membro & nullo e diventa infinita per
x=1=t, y=nx come logr. In quanto alla seconda si osserverd che, se x & una
funzione dei punti del piano o che si annulla all’infinito, insieme alle deri-
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vate prime:

9 2 p- : - N d ol —
éEfﬂ%V1+3ﬁ”—Ey+x+gyw—”)d““

X- "\2 . P W\ ’
IOg\/7\+3}/ 5)+1+2y_(?/ 7)) da""

e quindi

A2fxlog\/H3 (0 £ + 55, =) 4o =

[ 9u P , /
=.[A2xlogVI—-{—P:%;J,(x—s)E_I—)\_i_ Q‘U,(”—")edo’
per cui, essendo il secondo membro della (24') una funzione armonica che
si annulla all’infinito, anche la ¢ & una funzione armonica.
Dalla (25) risulta subito anche:

-[ da—Q—Tasza[ a—aa—,af%dc—{-
—}-%%J‘Mlog(z—l—r)da——%fz—:da—}-

o

.

-{-a—gj‘wlo (z+r)da|lo \/ 2p (x—E) + (y — ')
R & EVaF e\ T YTl

1 03 , 0 (u
o= —gmga) 47 =gz [ Fao

12 b [
-]—FW-[Mlog(z—{—r)da—a—%J L5

(26)

o

* [ 2 p. T ] ~
+3a’2J wlog (= + ")da]l"g\/x +y3.u. @—=&r 3 +y2y.(-’/_")' |

o
Viceversa, se u, M, w, su o, sono dati come funzioni finite e continue,
aventi le derivate parziali del prim’ordine finite ed inoltre u, w si annullano

nei punti all'infinito di ¢ di ordine superiore ad ~— > mentre M si annulla di
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146 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

. . 1 . 7 4
ordine superiore a ok il secondo membro della (24') sard una funzione ar-
monica, regolare in S, che si annulla all’infinito e tende su ¢ a valori finiti. .

Con queste condizioni anche le funzioni o, J%dc e 9, date dalle (25) e (26),

g
sono armoniche e regolari in S e tendono a valori finiti quando ci avvici-
niamo ai punti di o. Le u, v, w date dalle (22) sono regolari in S, soddi-
sfano identicamente le (1) in questo stesso spazio e verificano le condizioni
al contorno come si mostra facilmente.
6. Casi in cu sul piano limite sono dati: u, M, N, ovvero L, v, N. An-
che questi due problemi non differiscono che per lo scambio degli assi # ed y

e si risolvono come i precedenti. Fermandoci al caso in cui sono dati w, M, N,
cominceremo a scrivere Je formole:

1 M 1 ™ )\ 6
v—4wyojl7dc—l—é—;f7da (7—-f do —
[ [

27
-—ﬂfalog(z—}—r)do),
S Y T N Y S
e basterd determinare le funzioni ¢ e o, dalle due equazioni
T et Pt FEAR o B
+$%J%dc—li:‘aa;2.[elog(z—l—r)do, (28)
el e a2
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Ora dalla seconda di queste equazioni si ricava:

..[-%da=‘ %M[%J'Nlog(z-l—r)dc—f%{da]_{-

o o (o)

?8‘ f@log(z+7)do,

quindi, sostituendo nella prima e introducendo la funzione ¢ del caso prece-
dente, si trova che ¢ deve soddisfare alla equazione

At2pote  Atpdie_ 0 fl 1 0 (M \
2 8w’+ no 0y? 0x0z rda—l__ay P

(29)
1 0 N 1
+§—y.3_§ 7da PRI leog(z-}—r)da

Questa equazione & dello stesso tipo della (24') e la funzione ¢, anche
in questo caso, si determina come nel caso precedente.

III. PrOBLEMI IN CUI IL CORPO ELASTiCO B LIMITATO DA UNA SFERA.

1. Caso in cui sulla sfera limite sono dati: u, v, w. Spazio interno.
Chiamiamo R il raggio della sfera il cui spazio interno S & occupato dal
corpo elastico e, insieme al punto (z, y, z) interno ad S, consideriamo il
punto (x,, y., 2,) reciproco del punto (z, y, 2) rispetto alla sfera di raggio B
e le distanze r, 7, di questi due punti da un punto qualunque (&, , ¢) di S.
Poniamo, inoltre :

I—FTT TS o= FFT T
rt+yn+2t=1pcoso.

Com’¢ notissimo, la funzione G' di Green relativa al punto (z, y, 2) ed
alla sfera di raggio R, ¢ data da

1 R1
G—=t_21,
r I
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 20
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mentre sulla superficie o della sfera di raggio B

dd (a_G) (Re—le) .
dn 0> g—R— Ryrs Jo=p

Per conseguenza la (5') e le analoghe ci daranno subito:

R —r 2 2
“=ersd +87rRu.(R_l)8xI do,

B Atp
== 47:R da+ (R l)ayf do, (30)
w=R2—l2 w A+

0
4= R . F“da+8¢Ru(Rz_l2)3_—zJ 7da’

[}

e, per risolvere completamente il problema propostoci, resta solo da determi-
nare ¢ dall’equazione

0 (R2—1 [ u 0 (RE—12 [ v
6=3_:1:(47::R Jr_3d7)+8_y(47rR ,[F;da)+

+oslemr

31

dove

0 0 0 0
laz"”am ! y@y ! rra
Percid ricordiamo che

nRe—(Rz—zj% =2Z§J da—{—J‘—?Tdc. (32)

o

Ne viene che 6 resta determinata dalla (32) quando avremo determinato la
funzione armonica
= ji d g
,
dall’equazione
x"*_?"’lgzp_y =ai[(R2 l?)f do’] \

.
—[—:—y[(R’ — 1) f% da]+a-;[(Rz — zy{’?"‘ dc}.

g

(31
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L’integrale generale di questa equazione & dato da
e 3
. v A+3u s 0 T 2
e rU L P e B
’ ’ " (33)

- ].-i—au

+ = [ Lao]+ L@ —u [ Fao|lar4r T,

dove y & una funzione arbitraria di due parametri qualunque che, insieme ad /,
individuano ciascun punto dello spazio. Notando ora che ¢ dev’essere finita
in S e che tale & la prima parte del secondo membro della (33), anche

per /=0, ne viene che, se —=

AT

—3}L>O, com’® appunto il caso della ela-

sticith, dev’essere y = 0. La espressione di ¢ cosl determinata & finita in tutta
la sfera S, la superficie compresa, ed & in S una funzione armonica. Questa

seconda asserzione si prova notando che, se

l
qa=z—cfz«:—4¢dz,
0
dove ¢ & una costante positiva qualunque, si ha pure:

14 l
Dot [r2tarey,... wg=tet [Enaydl
0

0x
0
e quindi, se ¢ & armonica, lo & anche .

(*) Se chiamiamo infatti I, ¢, B le coordinate polari di un punto, abbiamo

i 0

cosw cosB g senf g
Ay = senacosf T + —— S — e 9 f

e quindi

7 l
sen«cosf v

(g—c J.lc—-l ¢ dl) = —cl—¢=lgena cosfiJ'lc—l ydi+4 — +

0 0

Sl

Z z
. sen oV
- l-e—1cosa €OS ﬁflc'l g—i— dl —1—c-1 Se—nEJ -1 ﬂ‘a dl=
0 0

AN

1
=l—°_lfzc(sen°‘cosﬁ8 l 0* Isenagh

0
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Risulta anche, facilmente, dall’essere
n fudo 0 (uds uds
—l)f 21 : +fr,---

e da note proprieta della funzione potenziale che, se u, v, w sono funzioni
finite e continue di due parametri che individuano i punti di ¢, insieme alle
derivate plime, ed hanno le derivate seconde rispetto a questi parametri finite,
le derivate prime di ¢ e 6 tendono a valori finiti su s e sono soddisfatte 1den—
ticamente le (1) e le condizioni al contorno.

1. Spazio esterno. Risolviamo ora lo stesso problema nel caso in cui
il corpo elastico, invece di occupare lo spazio interno alla sfera di raggio R,
occupi tutto lo spazio indefinito esterno ad essa. La funzione G di Greex,
anche in questo caso, &

Solo & da notare che adesso il punto (2, y, 2) & esterno alla sfera s, mentre
(%, ¥, 2) & interno. Pel valore della derivata normale, su ¢, si ha invece

i _(o6) _(P=r)
dn T ap,e:R—_ R =R

quindi le formole (10) vanno modificate cosi:

I'—R:( u )\+u . e
P—Rf o A+ 0
ey ch 8w R(L(z B3, j da, (34)
?—R? (w )\—{—y. 9
v="rmr et A Rz)a j

[

L’equazione che determina ¢, essendo nel caso presente

-_477139_215[[ do -+ [”“

O‘

e perd ancora la (31') e quindi 7 sarh sempre data dalla (33) in cui per li-
miti d’integrazione prenderemo oo ed I. L’espressione di ¢ dev’essere deter-
minata in modo che il limite del prodotto I¢ per /= oo non diventi infi-
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nito, percid, anche in questo caso, bisognerd porre y =0 e potremo quindi
scrivere

l 420 \

— =t i f AR PR J—dc]-l— (

+a” —l’)f%da]-}-%[(R*—l?)J%”dl. s

Le ulteriori considerazioni non differiscono da quelle fatte nel caso pre-
cedente.
2. Caso in cui sulla sfera limite sono dati: L, M, N. Spazio interno.
Per ottenere la soluzione di questo problema conviene tener presente che le
quantita L, M, N devono essere supposte assoggettate alle condizioni :

(35)

deo=‘[Mda=deq=J'(nN~—CM)da= \

(36)
=f(gL—EN)do=f(EM—nL)d‘7=07

che sono necessarie percheé il corpo elastico sia in equilibrio.

La maniera pill semplice per risolvere il problema propostoci mi sembra
la seguente.

Osserviamo dapprima che le equazioni (1) danno luogo alle altre:

A?(lg—;‘)+l—t—*"a—a;(l%+e)=o,
w15+t e ) =
w( 1)+ o éaa_z(lg—%”):
S G DR T G R U -

il che vuol dire che le equazioni (1) si trasformano in loro stesse quando alle

(37)

funzioni incognite si applica 'operazione laal; e notiamo anche le formole

seguenti:

v (152 8]
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Per i risultati del numero precedente possiamo scrivere:

du R—10 0w do , X 4p p, 7 00 ds
ldl 47 Jp 18 " Bmp (B — )ax_‘ap r +

Atp e g @ [0, (38)
+sﬁRy‘(R—”a—5f;d )

e queste formole, per essere, a causa del teorema di Greex:
1

-
0606 7 . l 39
si riducono subito alle altre:

ZM=R2_Zz "Ju ds )\+;L(R2_l2)8_6_+

ol 47 99 3 4u 0z
2 (0 > (38)
- 22y . _
+16 Ry(R l)amfrdc, >
c e e e e
Le condizioni in superficie, avendosi su o:
COSNE=—m——, COSNY——2 cosnz— 2, 4 _ 0
—T R Y= CTTR a0

diventano, nel caso presente:

L—lﬁ +2 (au—i‘ﬁ'w}—%mz 9 e

donde :

du L Aoz Y z .

77 g 2aRC T R™ TR

.l..duavaw di te relazioni. dai primi
per cui, eliminando a—P—’ Wa 7o per mezzo di queste relazioni, dai primi

termini dei secondi membri delle (38'), avremo:

0w Re—p (Lds R*—2 (/ dae
ZW_ 8mp. ) 8 4z R (2z/£0+n53—cm2)7~ +

g

X4 . 0h +y . 0 ] (38')
+5 (R—l)ﬁ+~TR;<R—l>axj ds,
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Conviene trasformare ancora queste formole, osservando primamente che

—B(ibds yB—r(bds  B—P E—w
47:Rf = 4R f 3 + 47 R J9 r3 do =

R—2 9 (0
=0t 4 op 7559
onde
B —p ds % \
. j(—ae +nu3—cmg)7=2—;xe+yws—zme+
. (40)

RT—-12T A 0 9 ( 0 (@
ey [273.37 r °+a j > 45 7d’}’

secondariamente che fra le quantita:

0 () D2

f-dc; Pds, [Zde, [Zdo
r r r r

o g g g

sussistono le stesse relazioni differenziali che sussistono fra le quantitd ¢; =,,
@, »,. Infatti, I'espressione

B =0+ 2075 [ pdet2u(g; [Fae—gp [Fae)],

p. es., si annulla su ¢ ed il suo A* &

_2[(14—3) +2y(a;: %—2‘3)]=0;

essendo, quindi, anche armonica, & nulla identicamente in tutta la sfera S, e
sara

(X+2y.)a%f-?:d6—|—2y.(a dc-——-J-—dc)

Infine che, per mezzo di questa re]azmne, la (40) si riduce all’altra

il da 2
4= R f(2yu£6+””3“¢“’2)7:=2—P‘x9—l-yws-—zm+
A+ 2 (40
g v
+my. (Rz_lz)aw do. /
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Quindi le (38"), a causa della (40') e delle formole analoghe, diventano

l@u

_ R-7 de__ A
P

sy é—fl—xe-—yms—fzm,—}-
xw CEO A A LY
g (B — )803 441:127 la r
ov R—1* (Mdos A
l—a———= 87‘:;}. e —ﬁyﬁ—zwl+xm3+

e A ] . o 20
oy B0y~ T amr, F lz)a—yJ?d"’
law RE—172 ( Ndo A
0l 87

[

pry ——2V‘z9—wwg+ym,+

l—{—y.(Rg_l? 3 Aty

)82_1471Ry.(2 lg)ﬁzf ds.

La risoluzione del nostro problema & ridotta alla determinazione

altre due, dalla seconda, con permutazioni circolari

0 (R*—10I* (Lds 0 [R2—1* (Mdg
ﬁ—l—e:a—x( 8w u 73 )+—8_é( 8w »,f r3 )+

0 (R—p (Nds\ 3%, , p—> 08
+8z( 87 73 )—2(1.6—1— 2 1 l l_l—
33t

pp 2 (8
2 47:Ry¢l3lJ rda

3 o 9 (RR—it [ Ndo\ 3 (R'—2 [ Mdo
l~l+m‘"9—y(l6wf re )__( )+

167:;:. r3
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inazl delle
quattro funzioni incognite ¢; ®,, ®,, @, dalle quattro equazioni seguenti, di
. . & .

)
cui seriviamo, per brevitd, soltanto le prime due, potendosi ricavare subito le

(41)

(38")



dell’equilibrio elastico per un corpo isotropo.

Per determinare 6, riprendiamo la notazione del numero precedente:

=;[%da, e Re-—zl b +g.

o

Indicando, allora, con ® l'espressione data dalla

2(1; y-)q)___é%[(Rg_le)ﬁ szc}Jraa[ l)JMdc]+

73
, 0 e _ 7 [Ndo
Ta—z[(R l)f k: ]

la prima delle (41) si riduce a

2 0°9  3A42p
! 3l2+ P

3 42

0‘?
Yt aeTe

?=(D7

ovvero a
d(,0¢ ¢ _
la—l(la—l—l—ago) (l—+aq>) @,
essendo @ e b le radici dell’ equazione

. 2)+up 3%+ 2w
t At p Jr2(1+y-)

I valori di queste due radici sono dati da:

=0.

_2rtp V@A —2 B2 0+ )
20 +p)

b— 9hFp—Jer Fpr—20BA+2p) (A + p)
2(A + )

(42)

—

(43)

(44)

(44

e quindi, per essere A+ >0, w>0, sono sempre immaginari coniugati.

L’ integrale generale dell’equazione (44, ovvero (44'), ¢ dato da

4 i
.__}_ ~a—b-1 - P& Lz
‘P"laojl dlflbl(l)dl+la+lb
0

(45)

essendo x, e x, due funzioni arbitrarie di due parametri qualunque che, in-
sieme ad /, individuano ciascun punto dello spazio. Ora la prima parte del
secondo membro della (45) ¢ una funzione armonica, regolare in S e reale
perché non muta di valore scambiando a con b. Affinche la seconda parte
sia reale & necessario che x, e y, sieno immaginarie coniugate; ma poiche

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIII
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81 pud scrivere

£ 2 G o (5 o )+ 2 e (5 g )|
T2
l

e, sotto questa forma, si verifica facilmente che essa non & armonica, cosi bi-
sogna porre

x‘ == X.g = 0.
Resta dunque per ¢,

l l l !
1 1 (1 1 (0,
?_—__l;fz«t—b—’dzflb—updl:a—_b(ﬂlb—'@dl—ﬁﬁ (Ddl)=
0 0 0 0

PYRRTIN ) p A L 52
S e (B0 TR
;AT IT W g (\ log-|¢d
200 +p) g i

(45")
__—20+
VB QA4 p)E— 22

Determinato ¢, e quindi 6 per mezzo delle (42), le rotazioni @, =, @,

si calcolano con una semplice quadratura. La seconda delle (41), infatti, si
pud serivere

L R2—l2 Ndc) (R2—l2 Mdc>+
0l 8w 8wy f r? (
’ \ (46)
I o(_ 09 0¢ 3r+2p ( 09 6@)
+47:R81(z8y -yaz) 8w K 28/ yaz
Dividendo questa equazione per [, integrando fra 0 ed I ed osservando che
la quantita arbitraria introdotta dall’integrazione, dovendo essere una funzione

armonica, regolare in S ed indipendente da [/, non pud ridursi ad altro che
ad una costante h,, si trova

o 0 (R*— 1P (Nds 8(R2—l2| Mdos
j'—f 3y(8~ry ‘ ) 02\ 8mp ) 43 )_+
0 4 [

o (47)

/

l
1 dp 09\ 3x+2p(fz0¢ y o
+47cR(zETy yaz)_ 8w Ry (?5__1; 10z )dl_}—h'

0
Se si osserva che, a causa della relazione

I(Nn—Mc)da=0,

L
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si pud serivere
0 (B*—28¢ (Ndo)y 9 2IMdc)__
0 ( 87 73 ) 8_ w )

=_SZHJ~N(7A3+3R2;19)(1 + Z ‘JM(E+3R2;Z2)da+

+3 =L f(Nn—Mc)(5 &)

risulta subito che il primo termine del secondo membro della (47) @& finito
anche per I=0.

In modo analogo si calcolano &, e &, e le espressioni relative si ottengono
dalla (47) scambiando circolarmente gli indici 1, 2, 3 e le lettere z, y, 2;
L, M, N.

Gli spostamenti u, v, w che ancora ci restano da determinare, si otten-
gono dalle (38'"") con una quadratura. Se dividiamo ciascuna delle (38"") per /,
integriamo fra 0 ed ! ed osserviamo che le quantitd arbitrarie introdotte dalla
integrazione, dovendo essere, come le altre parti costituenti «, », w, funzioni
regolari in S, dovendo soddlsfare all’equazione A*A*=0, e, dlpplu essere

indipendenti da I, non possono ridursi che a delle costantn k,, oy ks, tro-
viamo subito:

N z__e___é__i ? P —
+ o B0 1 iage ® — 1) G| b=yt s,

l
di(RE—101® (Mds A « ..
,0=J_l_ f = _.2_‘[L-y0—zw‘-|—mw3+

8
mt (48)
Atw 38 At v 0% _
+ 5 (B “lz)a ey At lz)ayg‘H% bz hs 7,
!
dl({R*— 2 (Nds A - -
2()==f7§ 8y 73 _ﬁze~xw,+yw,+
0 o
» -y _ 8 At pa_ 09 by, — A h
+ g B )()z tinpe® 05 ;+ @ Y- |
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158 Tedone: Saggio di una teoria generale delle equazioni

Anche qui, se osserviamo che a causa delle relazioni:

J‘de=0,

si pud scrivere :

! ’
dlR*—[]* [Lds diR—P [ 1 1

1 8wp J s )1 4wy JL(r;—Ra)do"
(&) g g g

00 _ 3 b9 1 209

dx 4nRox 27RIl0x

risulta che le espressioni (48) di u, », w sono finite anche per /=0.

Inversamente, se L, M, N sono funzioni finite & continue delle coordi-
nate dei punti della sfera o, insieme alle derivate prime, ed aventi de-
rivate seconde finite, la ® determinata dalla (43), la ¢ determinata dalla (45)
e la 6 data, per mezzo di ¢, dalla seconda delle (42', sono funzioni armo-
niche, regolari in S e nei punti di ¢ tendono, insieme alle derivate prime
a valori finiti. Cid risulta facilmente osservando che, p. es,

0 [ ;e o (Lds)_ @_a_Lda Lds
Z’_:E[(R_l)f 7'3] 2l5l3 +3 8wf

e tenendo presenti ben note proprieta della funzione potenziale. Similmente
@, @, o; dati dalla (47) e dalle analoghe, sono funzioni armoniche e rego-
lari in S che tendono a valori finiti nei punti di o. Poiché era, evidente-
mente, sono soddisfatte le equazioni:

— _|_ 0w L 8_9) .

- ax 9J PP 1= oy 0z
se fra le ¢; @, @, @, sono verificate le (2), saranno verificate anche le (1),
Per mostrare che i valori di u, v, w da noi trovati soddisfano alle (1) basta
quindi, dimostrare che i corrispondenti valori di ¢; »,, ., @, soddisfano le (2).
Si ricava intanto facilmente dalle analoghe alla (4())
2 5“*)__3_(1?_’33)_*&32_
0z dy 00}  4mBp Oz

1 ¢ 0o , 32+42u ]

_4ﬁ1297{l912+ 2.u 91 20 1"

01!
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Ma, d’altra parte, per la (42),
)\+2y,“8{( 35) 1 9[7\+2(J.l252’9+31+2ul3<p],

2p. 0ax\'0l) 4nRox| p or e 01
quindi
_?_(zéff)__a_la_ms)+>‘+2f"_a_(l.a_e)=
dz\ 01 oy\ 01 2p Jdx\' 01
R o 0% 33 +2p .00  3X+42p ]~
—47:Ry.8x[ RS 7 e VAU YO Al ke

a causa della (44). Integrando ora 1’ equazione

a 622 __a_ 3553 7\%'2(.1.3 aﬁ)_
ﬁ‘z'(laz) ay(l‘az)Jr 2. 52(187 -
2 2 =0

. . . awz amg L 0] .
rispetto ad 7, con la condizione che is ?);+ TREE sia regolare

in §, si trova
0% 0w 7\+2[J,39__
0z 8y+ 2 8x_0°

ossia le equazioni (2) sono verificate. Infine, poiche dalle (38") risulta

x 0u y 2 R*— 1 (Lds
197““(97”37"’”27): anl ) e T
PN ) 0 09
+475R(R3_l3)57—3—x’
e, per [=R 0 3_@’ tendono a valori finiti, sono soddisfatte anche le
7p ’8& 333 )

condizioni in superficie.

Il metodo indicato per risolvere il problema precedente vale qualunque
sieno A e p; ma, se 2 4- >0, u >0, possiamo anche asserire che il problema
ha una sola soluzione determinata a meno di uno spostamento rigido arbi-
trario del corpo elastico.

2.° Spazio esterno. Il problema dell’equilibrio elastico per lo spazio
esterno alla superficie sferica di raggio R, quando in superficie son date
L, M, N, si pud risolvere con metodo perfettamente analogo al precedente.
Partendo dalle (37), dopo aver applicate ad esse le formole (34) e quindi
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la formola di trasformazione

H
o=
00ds r B 1 ]
J-97—-—7'—=J0~a—9—d0—4n‘6—-—-2n9—ﬁf7da,
s1 trova:
duw I*—R? duds l—}—y . _8_6
la_z— 4w dp 13 U R2)9x+

o

At o ')
+167ngL(l—R f da,

Siccome ora su o

COS N & = = cos n oy — - COSNZ = 4 0
B’ Y=g =B dn ol
le condizioni al contorno ci danno:
ou L Aoz y 2
ow __ 4 4T g— Y a
o1 PR T I R
e quindi possiamo scrivere :
0w * — R? de 12—
lﬁ—— 87w 73 47:R ( Z5674_}7133_03?)

7\“}"&‘- 2 286 )‘JF‘U 2
o 4 (¢ _'R)%_}—IGWRU( _R)a f do

Osservando poi che:

?—R? (6 _ — R?
47 R fTE e 9+ An R ?)xf da,.
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si trova:

r— R 59 Y L S S
4:7FR + pno; —¢& 'ﬁ——ﬁx —I—yo)3—zo),+

3 Gis
+-4W13(2uaxf 4o+ 7, f e f'dﬁzz
_ O e ol - . Al
__2y'x0+yus zm,—l—‘iny R)axfrd"’

e quindi, al posto delle (38’”), avremo le formole :

0u de A
= e f BT A
A A g

2 2 2_'2__3_ i
4. (¢ —R)%_Zél Ry.( R)axfrdc’

Esse sono identiche alle (38"), tranne nel segno dell’ultimo termine. Si-
milmente, le equazioni a cui devono soddisfare §; @,, &,, ¢; saranno iden-
tiche alle (41), tranne nel segno dell’ultimo termine. Se ora,, ponendo sempre

0
= [ Lan
. ag
osserviamo che

-—417:R9=2l —{-q), (50)

troviamo subito che ¢ soddisfa alla stessa equazione differenziale (44, quando
si supponga ® determinata dalla relazione

2(xl_;y.)(p_ [(l, RQ)JLdGJ+ay[l_R2)JMdG]

ife-m 2]

Potremo percid porre ancora

(51)

~

2241 i I3 -
—20+p z\ma)J T 20 o (\/3 (A +u) =2

V3 ()2 — 2 20 1)

(P=

log ;)wz. (52)

[=4]
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La soluzione del problema & completata dalle formole:

ld *—R? (Nds ___ﬁ(lg—-R2 Mdc)]__
JT[ ( 8w 73 ) 0z\ 8wu J. 3 ,
! (53)
{0y e ke flere_aie)y,
R( gy Vae) T BRRe J\UTy T 150
"ldl 1?—R? (Ld A
— G - ~
u=J7[— 8%y 73 _E}Ixe—y‘”s‘l‘z"“z— )
i x+ 20 3 A4+ 2 o G4
v 2y YT b 2 __ R2 _@ \
LGRS raa i vy il R)Bx]’ |

Le funzioni ®, ¢ e ¢ date dalle: (51), (52 e (50) si annullano all’infi-
nito, e le altre funzioni &,, &,, &,; u, v, w sono state determinate con questa
condizione. La verifica a posteriori si fa con considerazioni analoghe a quelle
fatte nel caso precedente.

3. Caso in cus sulla sfera limile sono date: L, v, w. A causa della
simmetria della superficie sferica rispetto agli assi coordinati, i problemi in
cui sulla sfera son dati: », M, w, ovvero u, v, N, non differiscono che per
il diverso nome degli assi coordinati dal problema che c¢i proponiamo di ri-
solvere. In questi nuovi problemi, per non dilungarci troppo, lascieremo da
parte il caso dello spazio esterno sia perché 'estensione & agevole, sia perchd
essi non hanno nella teoria della elasticita 'importanza di quelli gid risoluti.

Cominceremo, prima di tutto, a stabilire alcune notazioni ed aleune for-
mole di cui ci serviremo costantemente. Poniamo ciog:

l
0 , 1 X
?=f7dc, qa=7fdlj7dc, )
[ 0 (4
\* (55)
/

l
Hz,i:'f%idc, ¢',-=17fle Mde i=1,2,5.
4 0

[

¢y ¢'3 Yi, ¢'s sono funzioni armoniche, regolari in S e fra di loro sussistono
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le relazioni seguenti:

l
2 ;1
=751 =70f9"”
: &7 1 [ °Y
pi= 7 (L) =¢i+ 155> ¢i=7bf‘#idl

il qual sistema di formole & completato dalle formole che uniscono ¢ e ¢;
af e ¢; ciod:

471'R9—2l -{—go, 9=2nRI fl 26?dl
(56)
1

trRe;=210¥ 1y gi—2xRT fzz L

Si vede facilmente che ¢'; ¢'y, ¢',, ¢ soddisfano alle stesse relazioni diffe-
renziali a cui soddisfano ¢; ¢,, ¢, ¢s e quindi £ &,, &, &. Per es., si ha
0 4/: _ 0 4/3) _

oy |

%fl fo+ewi+eu(ie-28) =0

(20 2% 122

(*) Pik in generale, le espressioni:

1 : 1 K 1 ! 1 r
7ch—leau; 7ch—lmldl, —Zc—ch—lmzdl, 7J le=15, d 1
‘0 0 0 0

dove ¢ é una costante positiva qualunque, sono armoniche, regolari in S e sono l-gate

dalle stesse relazioni differenziali da cui sono legate 6; &, &;, &;. Lo stesso pud dirsi
1

. . . 1 ~
delle espressioni che si ottengono eseguendo 1'operazione 7[10—1...dl su 0; &,, &, &

un numero qualunque di volte, potendo variare anche il valore della costante ¢ ogni nuova
volta che si applica loperazione indicata.
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Poniamo anche, per brevith:

Y V=(R*—Z’JJ”st’ W= (B —1y[ 22

R—1lcosw -+ d
2R g
(57)

(
= (ML — g log B0 L0 g,

. 1 1 R—1Icosw -+ »
%= | N[5 —ggle g de
e notiamo che: ,
0¢ RE-P° —12 L
‘i e f de o 49

se sono soddlsfatte, come supponiamo, le cond1z1om dec—O

Dopo ¢id, per risolvere il problema propostom ci serviremo della prima
delle formole-(38"), divisa per I ed integrata fra 0 ed /, e delle ultime due
formole (30):

8 ) 1 )\ 1 )\ 7 7 !

“=4—n?—m(‘27”?+”3 )+ e+
A e |
+47:Ryul W BWRyu( )iﬁ_z'l—COSt' )
2+ 9

_ P 2 _J¢ _j_)
v—4nR+8wRu.(R ") 5y
. At pe 09
w_4wR+87cRy(R Me’

(*) Formole di questa specie si sarebbero potuto ottenere partendo dalle (8) e sosti-
tuendo in esse, per G,, Pespressione

G1=i+£.?__J1(L;£L)d

Con le formole a cui accenniamo si sarebbe potuto risolvere anche il problema del n.° 2;
pero esse si mostrano meno suscettibili a facili trasformazioni di quelle da noi preferite.
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. . . . . « . . - ~ . ~
ed il problema & ridotto a determinare le funzioni incognite 65 @&,, &, &
dalle equazioni:

,_ 1 ot i@_V,aW) 2 0oy
C ATpdx 47L‘R(ay_raz 4 Ru \

Aty At p " 1 [
+4TRy. 8002 1—277Ry.96 - .

o
+y% giz]“‘ 13[5@(*”’”g—g)“"?’aaq;a—zaaiz]’

R e i B b e v (4 pantd
R el bt L Eirey vl G A 1
+2W+ys;lsaigz+;r+1eibzﬁ‘,— N
213[1 + a%_ ;;_q:_ 2]_1_ (59)

1 A 3‘ba 34/2 '
+m[2p +Jaz %—4‘*]’

" _____1__3V 1 a@ A 09 09\ __
2w3—4wR dx 4mpoy 47:Ry(x6y yax)
_7\4‘6" It ¢ At a‘?_l_
47 Rp 6908_1/ 27:Ru
1 [ x 3% 94‘2
1 A 3413 34)2
47:R[2u 2y o y T~ ay]'

Per far cid osserviamo, intanto, che gli ultimi due termini della prima di
queste equazioni, a meno del segno, si possono scrivere

) , :
87:13(1.[29’_9’ +wa%(2?—?)]+

e (60)
RV @k —¥) =2 L @b — )]
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e, per essere:

b w_ A+3- 09 o — o 9 o
'3‘;(24’3—‘1’3)_— 2u. _37(2A 4)+az(2q" LP.),

0 , A4+2um @ , 0 '
a—i(2%—l‘b2)= 9 5(2?"" )‘l‘a—y(g%—%)a

(61)
!
4w R |

2411_‘1”(: (;ldl)

Iinsieme di termini (60) si riduce a

A At
81:Ry( ?)_* 4% Ru 8:!'(2

1 14
a 1 . a 1 - . )\ _ ’
+yﬁ(Tfo)‘dl)—Zﬂ(Tuf(-ldl)~SﬂR"(2? (P)+
0 0
)\+f" a . , '}\—|—2J _3_ N An
+ x_‘(z?_ )_Sﬂ:Ry.lal(Q? ?) <00)

)\"“'!J. 2-_ _a_)z,

for]s (aw HREA e vl
8 Rl @z oy 0=z 8/ oy 0z

L’ultima trasformazione I’abbiamo ottenuta sostituendo per &, il suo va-

lore dato dalla seconda delle (59}, ed abbiamo indicato con (yz-;?—z—za—ay)2

. . . : 0 0
I'operazione che consiste nell’eseguire due volte 1'operazione y 55

¢') — )‘+2P !

5 ,
ey —a—l(?so—c?)+

Possiamo dunque sostituire la prima delle (59) con l'altra:

At+2p ,  3348p 8(9 09 At 09¢ {
2 p. vt 2u Lo +l u. xé‘r_—{— \
v 9 (09 _“ﬂ'- ?L?'_Lﬁ( 9 _ i)’ '
2= ”am(laz) o Ve T ep \ Ve Yay) =
Ro% , 0V , oW (62)
=vow Tay T T

I
1 0 [0W oV 0 (0W oV
‘@fﬂMAW“fﬂ—szJ 5|
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Osservando ancora che
09\ p0%¢ _
+ 22 ( F z) - a ot

o 0°9'
y—z) +2 ya +2xza Pl

2 .
( %—z )?Jrl azz'H

la (62) si trasforma nell’ altla

A42p 57\—}—2'1 A+2u, 920
PR LY r 28y
2p. @ 2 ol
A+ 0 ey, Rp?
7
1 D (AW 9V o (AW _ 3V
—?lo‘dl[yﬁ—z(ﬁy Bz) 3J(5Ty_— 82)]

Da questa equazione bisogna ricavare, prima di tutto, ¢'. Conviene, per
questo, introdurre coordinate polari, ponendo, p. es.:

z=1cosa, y=Isenacosf, 2= Isenasenp.

Si trova allora subito
0 _,0 _ 0
Y92 %5y~ 8

e quindi la (62') si trasforma nell’altra

1 A u 82?,_*}‘*“139
7¥+5 +l£az2+2(1+2y.)apﬁ‘x+2y, P
ow oV (62%)
toy T zzf‘“[ w2y — 7)== 55 - )]
Se la deformazione & di rotazione intorno all’asse z, ¢ si determina con
quadrature.

Nel caso generale questa equazione, prendendo per variabile indipen-
dente log /, invece di I, diventa un'equazione a coefficienti costanti del tipo
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ellittico che si sa trattare completamente col metodo delle approssimazioni
successive. Perd la maniera pit agevole e pill naturale per trattare la qui-
stione presente ci sembra quello basato sull’uso delle funzioni sferiche. Se
poniamo :

¢ W,

O, V=3V. W=
0

ob48

cMg

indicando con ¢,, V,, W, dei polinomii sferici, armonici di grado =, il
secondo membro della (62”) si ridurrd a

gRE}(?n 0Vn aWn lj [i(ﬁwn_BVn _
u, 6.97 8y 0z 21 Y3 0z

, 0 (a Wa _ 0Vn K

3y 0y 0z
e la quantita sotto il segno sommatorio sard un polinomio armonico, sferico di
grado n — 1. Dovendo ora ¢’ essere una funzione armonica e regolare in S,

possiamo supporla anch’essa sviluppata in serie di polinomii sferici, armonici
in modo da avere

q)l — z 89’71
0
Essendo allora, evidentemente
l +l2 ,=2(2n—{—1)(n+1)c‘o,n
g? ) 2

dovra essere

@2rn+1DH+1) , At 0% v (B 9%an
2 ?"+&(x+2y)aw'—x+aglg PRl

B Vn+| 3 Wn+1 8 VVn«H 0 Vn+i
+ 0z 2lfdl[ Bz( 9y 0z )—

0 (8 Wris  0Vatt ) ]E .

TFiy\ oy T e

Introducendo coordinate polari al posto di coordinate cartesiane, si sa che
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al secondo membro si pud dare la forma

) l n n‘ . .
) : 2 . ([i) %" (4nyi cos i 8 Byjisen i f) Oy

in cui le @,,; sono funzioni di « soltanto ed in cui le costanti A,,;, B, de-
vono ritenersi note. Se si pone la ¢, sotto una forma analoga e si cerca di
rendere identica 1'ultima equazione scritta, si frova che dev’essere

9 () 3, (An,icos7B -+ BuyiseniP) On,i
P =20 EEn I DaF D6 20— 0+ B @

e quindi

" 3 v & (A;1,1COS?B+B;1,1 Senzﬁ) On,i
7 _2”20‘“(1%) ¥EntDwinotzn—otmE 6

Il calcolo eseguito mostra, contemporaneamente, che esiste una sola fun-
zione ¢ soddisfacente alle condizioni imposte. Inoltre, poiche la serie

ijn (_Ilz)" é:].- (Anyi 03¢ B - Byyiseni f) Ony;

& assolutamente ed uniformemente convergente in S, della stessa proprietd
gode anche la serie (63).

Trovata ¢', sono determinate, in conseguenza, ¢ e 4 ed anche &,, v, w.
Ma & facile dimostrare che anche ¢'; e '3 e quindi ¢;, Y33 @, &3 u restano
determinate. La terza delle (59), infatti, si pud scrivere, tenendo conto della
relazione -

0 ' 0
g Q=¥+ @b — ) s Rl — ) =

e delle (61):

Vo e—— ———— e e

" 47mp 0z 4mR 0w 4= RBp

Aty Atp 09 Adw D oo
+47rRy 3x3z+2nRy T 47:Ry. 0z 2e—¢)+ (64)

x
+ 1| Vs Q= VI =
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e da una formola analoga & determinata anche &. Con quadrature si trove-
ranno . e ¢, e quindi ¢'5, ¢'5 ed wu.

E facile verificare che, con condizioni mclto larghe per i dati, le formole
trovate soddisfano a tutte le condizioni imposte.

4. Caso in cui sulla sfera limite sono dati: w, M, N. Anche qui os-
serviamo che a causa della simmetria della sfera i problemi in cui su ¢ sien
dati: L, v, N, ovvero L, M, w non differiscono da quello propostoci che
per il nome diverso degli assi coordinati. Ed aggiungiamo subito che le dif-
ficoltd che s'incontrano nella soluzione di quest’altro problema sono della stessa
natura di quelle che si sono incontrate nel problema precedente. Percid sol-
tanto accenneremo alla soluzione di esso.

Si partird dalle formule:

—_ Y )‘+y‘ 2_239
u——477R+ (R l)ﬁ’

87 Ry
- — g g e+
tiaglay e ey o) F e 2T
+§%+_PU (R’—l’)‘g—g—l—cost. (65)
v — g (ag F et b v )+
Foglarer tovim )+ hhr 1y

I o 2 - P %Jr cost.

e si cercherd quindi di determinarve ¢; ¢,, &,, & in modo che sieno identi-
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camente verificate le equazioni:

_ 1 29 _ ,0¢ ﬂi"t_( 09 _ ai')._
47:R(y P )+ y @

3y 8% R p 2 2y

1 9 e 9_443)__ b a_&h] (66)
1 _ ' R a‘IJs)_ @4‘_’1_ 2‘:"_*]

+4WR[ 24"+x(ay+ 92 2y ezl

_H&*( 00 _ p09)__Atp 09"  Afp 00
zax xaz) 4%Ry.l23ayaz 27:Ry.x z+

o ox
S T T R 7
oo (ep e Heete it -85,
2 g = . - N
Annali di Matematica, Serie TII, tomo VIIL =3
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Ora, per essere

A
+4;R[ 24, & o (aw a;g’) ’/aaq’yl 8341; _
. [4¢1+213*‘—2¢. 12—
—ot o Ch—¥),
la seconda delle (66) si scrive:
e B "

S U7 LA L £ LY (LA S A '
4:77R(yaz zay)+ s=fip \Y 3.7 5q) S
mentre la prima delle (66), facilmente, si pone sotto la forma

_ 1 o U 1 oM 0N T AN
’ R jx (3J+3z) 4= R rl Z}—
(66")
)

57\—{-4:/, o A A4 aq)_ A+
+87':Ry.lg_l_ 4~RJ +2~:Ru o 347‘Ry

A ! 3

Eseguendo su quest’equazione 'operazione lail’ notando che le operazioni

(’)al e z—a—— Y d sono permutabili e facendo uso della identitad riportata

a pag. 167 e della (66"), si trova

2(>'+2“”3b;g +(91+16;;.)1*52;2_*_(714.10”)353?7_

—o(t2u1 0¥ +(31+2H)w=

a 95932 m 9N (6D
—21 2], oM _)
acr+R(aJ T ]
— 9 (9% Lim)_, 2_(33?_3’”3)}.
ZR[zaJ(a./ 9z) Yaz\ay a8z
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Da questa equazione si determina ¢’ come sopra, sviluppando il secondo
membro in funzioni sferiche. Restano allora determinate ¢, 6 ed u e con qua-
drature, partendo dalla (66", ¢',, ¢, e &,. Sostituendo nella terza della (66),

9 4’2 ALS
per == S

A+2p 00 M l+2ud@

AR
2{1 aa 0 2y +

iy’

si ottiene un’equazione che, con semplici quadratare, ci pud determinare ¢,
e qu1nd1 ¢2y @ . Allo stesso modo si possono determinare ', ¢; e @;, € re-
stano, in conseguenza, determinati anche v e w.

IV. DI ALTRE CONDIZIONI AL CONTORNO CHE SONO ATTE AD INDIVIDUARE LE SOLUZIONI
DELLE EQUAZIONI INDEFINITE DELL’EQUILIBRIO DEX CORPI ELASTICI I1SOTROPI,

1. Basta un esame, anche superficiale, delle soluzioni dei problemi
d’equilibrio elastico, date precedentemente, per persuadersi che in esse vi sono
gia tutti gli elementi per risolvere i problemi analoghi in cui, invece delle
tensioni o degli spostamenti, sien dati, sulla superficie ¢, i valori di
du dov dw dv dw . dw . .
in’ dn’ an’ © di u, T dn’ © di u, v, T quelli che si ottengono
da questi scambiando il nome degli assi coordinati. E i concetti generali
indicati in I possono servire di guida per tentare la soluzione di questi
problemi anche negli altri casi in cui o & differente da un piano o da una
sfera.

Non ho notizia che sia mai stata fatta la ricerca delle condizioni piu
generali in superficie che sono compatibili con le equazioni indefinite (1).
Per quanto una simile ricerca possa avere scarso valore per la teoria della
elasticitd, credo, cid nonostante, che essa possa giovare a portar lume allo
studio dei sistemi di equazioni a derivate parziali, lineari, di ordine supe-
riore al primo, dei quali quelli dell’equilibrio dei corpi isotropi devono rite-
nersi fra i pil semplici. Qui vogliamo indicare brevemente alcune forme di
condizioni in superficie per le quali il calcolo delle variazioni basta a darci
la dimostrazione dei teoremi di unicitdh e d’esistenza. Certamente queste di-
mostrazioni, oltre a richiedere che u, v, w abbiano derivate regolari al con-
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torno, sono soggette alle solite critiche del principio di Diricnrer; pure ho
Popinione che, in ricerche di indole generale, forniscano indicazioni preziose.
Cominciamo percid a dare alle equazioni:

Atuv 090

Atu - ” 3—:1::0"" (a)
diverse altre forme, servendoci delle mote identita :
00 0 B2 0By
2 —_— —
su=g +2(52 - 5%, (b)

Se dalle (a), per mezzo di queste identitd, eliminiamo A’u, A’v, A®w, tro-
viamo le equazioni (2) gia riportate :

50 dés 9@\
(7\+2y~)ﬁ—|—2p(az——ay)—0,... (©)
Se invece eliminiamo %%, %Z, g_@ > si trovano le equazioni:
(x+2H)A2u+2(z+H(3a“; ?a%)=o,... )
Sommando, infine, membro a membro le (a) con le (b), si ottiene:
29 00s 00
xﬁ+2y(mu+ay (')z) 0, (©)

Ci fermeremo soltanto sulle forme (a), (¢c), (d), (¢) delle equazioni (1), ma
¢ chiaro che altre, con lo stesso metodo, o con metodi analoghi, se ne
possono ottenere.

Moltiplichiamo ora le (@), rispettivamente, per du, ¢ », J w, sommiamo
ed integriamo ad una porzione di spazio S. Troviamo subito cosi

oxfdsz(mu ' 1:*”96)3“_
S

=—-Idaz(gz+)\:~‘uecosnx)6u— (f)

—39 —;—J(Au—kAv—k Aw +3—’:ies)ds

S

sum (s )+ Gal -

dove
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Se nella equazione (f) facciamo du=wu, dv=v, dw=w, la equazione
stessa si muta nell'altra

Atpog,
SJ(Au+Av+Aw+ 6)db+

+Jd E(d —}—)jpecosnx)u-—o v

[

Supponendo che sulla superficie ¢ debbano essere verificate le condizioni:

du A+ p . dv A+ p - i
It m eosny —eiu=0, - . fcosny —c,v=0,

Ao

geosnz—caw=~0
dn B

€iy Co, C; essendo delle costanti positive, la (g) ci da:

~f(Au+Av+Aw+ il ee)db +

—}—f(c, wt e, vt +euw)de=0

e, per conseguenza, essendo >0, si deve avere u=v=w =0 in tutto S

r e
g

e su . Col solito ragionamento, da questo risultato, si deduce poi che un
sistema di soluzioni u, v, w delle equazioni (a) con le condizioni al contorno:

L —eu —I—du+)‘+“ecosnx—0,... (@)

in cui L', M’, N’ sono funzioni note dei punti di ¢, sono univocamente de-
terminate. Dalla (f) risulta, invece, che le funzioni w, v, w le quali su o
sono soggelte alla condizione

J[L'u—]—M'v%—N’w-——;(c,u’+cgv*—{—cswz)]dc-——eost.

(¢4

e rendono minimo l'integrale

HAu+Av +Aaw .:; 6‘)dS

8
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soddisfano alle equazioni indefinite (¢) ed alle condizioni in superficie (a').
Ammesso quindi 'esistenza di questo minimo, & provato anche il teorema
d’esistenza. Le costanti ¢,, ¢;, ¢; possono raggiungere i valori limiti 0 ed oo,
indipendentemente una dall’altra.

Questo ragionamento pud applicarsi anche alle altre forme (c), (d), (¢)
delle equazioni (1) e a ciascuna di esse viene a corrispondere una forma
determinata delle condizioni in superficie compatibile con le stesse equazioni.
Esse possono scriversi cosi:

L' —ec,u+(A+2p)6cosnz + 2u(d,cosnz—aseosny)=0,... (c)

L' —c,u -{—(7.+2p)fl—::+2();—1'—{L)(<7>300sny——(-">zcosnz)=0,... (@)

LY —c,u+20cosnz+2u (% + By c08n 1y — &, cosnz) =0,... (e)

Le ultime contengono, come caso particolare, quelle introdotte fin da prin-
cipio e che corrispondono a dare in superficie le tensioni, ovvero gli sposta-
menti.

Ogni volta che le condizioni in superficie sono tali che quella corrispon-

du . . .
dente all’asse x contenga # ovvero —— ., e nessuno degli altri spostamenti e
o) b

dn
derivate normali, e la cosa analoga valga per quelle corrispondenti agli assi y
e 2, si pud cercare di risolvere il problema della determinazione della solu-
zione delle equazioni (@), corrispondente alle date condizioni in superficie, con
1 principii esposti in I

V. ALCUNE OSSERVAZIONI SUI RISULTATI PRECEDENTI.

1. T problemi relativi ad una porzione di spazio limitata da un piano,
o da una sfera, di cui ci siamo gia occupati, devono essere ritenuti come i
pit sempliei fra i problemi di equilibrio elastico di un corpo isotropo. Essi sono
caratterizzati dalla proprietd che le equazioni da cui dipende la determina-
zione delle quantitd 6; &,, &,, &, si possono porre sotto la forma di equazioni
differenziali ordinarie o a derivate parziali; mentre, nel caso generale, queste
quantitd compariranno, nelle nominate equazioni, sotto integrali di superficie
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indipendenti fra loro. La particolarita notata & in relazione col fatto che ogni
funzione armonica, in una porzione di spazio limitato da un piano, o da una
sfera, si esprime facilmente, con I'aiuto di sole derivazioni, per la funzione
potenziale di una massa distribuita sul piano o sulla sfera con una densitd
proporzionale ai valori che la stessa funzione armonica assume in superficie.

Aggiungiamo che i problemi relativi alla porzione di spazio limitato da
un piano e quelli relativi alla porzione di spazio limitata da una sfera non
sono indipendenti gli uni dagli altri, ché anzi i primi possono ricavarsi fa-
cilmente come casi particolari dei secondi quando il raggio della sfera cresce
indefinitamente. Per quanto ¢id possa parere evidente, pure non stimo inutile
dimostrarlo rigorosamente, almeno in un caso, tanto piu che, credo, questo
non & mai stato fatto in modo esplicito. Percid supponiamo che la sfera di
raggio R, considerata in III, abbia il centro, invece che nell’origine delle coor-
dinate, nel punto x =0, y =0, 2 = — R. Bisognera allora porre nelle formole

di quel paragrafo 24 R e ¢+ R al posto di 2 e ¢. Supponendo z, y, z
finite, & chiaro che:

fmp=t S R
iml m(Z20 (¥ 2 20 9\_ 0
ggﬁiigﬁﬂRaw+Ray+Raz+aJ 22

Prendiamo ora a considerare le formole (34) e (35) che danno la solu-
zione del problema dell’equilibrio elastico per lo spazio esterno alla sfera di
raggio I quando in superficie sono dati gli spostamenti:

P—R?(u Ay 0
u:mj—dc—}— (2_Re)a%f7da,...

SRU

n ! A42u

0w TEE (R D [ (g,
T TR DR P (LT EX X

5
[(Rz-— I7) J— ds ] a%[(R _ m({[’%da”dz

con
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Al limite, per B = oo, i valori di %, v, w; ¢ diventano:

w= >2- idc-{—)\ mal —[%do‘,...

2= ) 13 47y 3.’5~
(o2 [
P 6 —1 2 9
=g [wde=gn & S
[ g

e, poiche, pel caso della sfera,

122
T Tgse ! Mo

] 0 . u? l H3a | 9 e [ %
== Tl R P G L R L

Rl O 3 )

W 1 u v w

4

+ (R l)[a [_ua_ +5%!%dc+aizgj‘%dc”,

al limite, per R = o0, si ha

0

2 7dc_-—2n1=
=xivéy‘i_g Las—z[ L LdeL%J[’%dGJF%J'%dc”:
S [ Bl e & 200

[

Questi valori di #, v, w e di 4 coincidono appunto con quelli dati dalle
) 194 q
(10) e (11) di IL
(*) S’intende che, in questo passaggio al limite, si suppone che gli integrali r:‘dc,..‘

[}
restino finiti anche al limite.
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2. B ovvio notare che lo stesso procedimento da noi indicato pel caso
di tre dimensioni, vale anche pel caso di due dimensioni ed anche, pill ge-
neralmente, se volesse considerarsi, pel caso delle equazioni dell’ equilibrio
di un corpo isotropo in uno spazio lineare ad un numero qualunque di di-
mensioni.

Affinche, perd, non si pensi ch’io vada troppo oltre nella estimazione
delle mie vedute, soprattutto dal lato dell’originalita, noterd ora che & piut
facile spiegarmi, per aver mostrato abbastanza chiaramente in che cosa esse
consistano, che le radici del metodo da me seguito per ottenere la soluzione
dei problemi di equilibrio elagtico per un corpo isotropo, si possono ritrovare
fin nei pit antichi lavori sull’argomento. Questo & vero, specialmente, per cid
che si riferisce ad assumere come note certe funzioni incognite e a deter-
minarle poi dopo aver soddisfatto alle condizioni in superficie. Questa via &
chiara nel metodo che Tromsox ha seguito per ottenere la soluzione del pro-
blema della sfera elastica. La ricerca di quelle soluzioni particolari di cui si
ha bisogno per 1'applicazione del metodo Bsrri-Crrruri, portano tracce non
meno evidenti di queste idee. Anche le belle soluzioni per integrali definiti
dei problemi della sfera (*) e del semispazio, date dal prof. Armansi, hanno,
in fondo, questa origine. Piu esplicito di tutti, nel seguire questa via, mi pare
perd che sia il prof. Cesaro il quale, nella sua « Introd. alla teoria matem.
dell’Elast. », dopo aver data la soluzione del problema del semispazio col me-
todo Bermi-CerruTi, ne presenta un’altra che & molto simile a quella data in
questo lavoro, e alla pag. 120 dice:

Il prof. Cerrumt ha trattato il problema precedente « per dare wun’illu-
strazione abbastanza facile del metodo generale » proposto da Berri. Quando
non st ha in wvista questo scopo, ma si vuole soltanto raggiungere la solu-
zione del problema dei suoli elastici, & ben facile pervenire con procedimento
pite rapido e diretto alle formole generali oftenute dal prof. Cerrum, e cid
senza rinunciare o « condurre la soluzione in modo che possa somministrare
qualche lume per la trattazione di problems analoghe » (**). Basta infatti ri-
guardare provvisoriamente come nota la dilatazione cubica 6, calcolare poi gli

(*) Mi piace, qui, citare il lavoro del prof. SomiGLIANA: Sopra U equil. di un corpo
elast. ... Ann, della R. Scuola Norm, Sup. di Pisa, 1887, in cui si trovano molti caleoli
che ricordano quelli delPArmawsi, dei quali perd il prof. ALMANSI non aveva, certo,
notizia.

(¥*) Le parole virgolate sono del prof. CERRUTI. Ace. det Lincer, 1882, p. 8l.

Annali di Malematica, Serie III, tomo VIIL 24
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spostamenti (u, v, w), ¢ dedurne U espressione di 8: questa funzione si trova
cost isolata in una relazione che serve a determinaria.

Spero perd, sard riconosciuto che con la introduzione delle formole (5)
e (5'y contenenti le funzioni di Greex G e G, e con le altre osservazioni fatte
in I, queste idee vengono ad acquistare una generalitd ed una potenza che
prima non avevano.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sull'integrazione di.alcune equazioni
lineari alle derivate parziali.

(Di Tommaso Boearo, @ Torino.)

PREFAZIONE.

Il prof. Biancmr in alcune Note pubblicate negli At della R. Acca-
demia dei Lincei (a. 1886), ha determinato le condizioni affinché due equa-
zioni a derivate parziali, di 2.° ordine, con due variabili indipendenti, abbiano
soluzioni comuni; in questa Memoria mi propongo di stabilire la condizione
analoga per due equazioni lineari, a derivate parziali, d’ordine qualunque a
coefficienti costanti o variabili, e di mostrare come la condizione ottenuta
permetta di trovare la forma dell’integrale generale di alcune classi di equa-
zioni differenziali lineari.

Nel cap. I stabilisco alcune formole introducendo le derivate funzionali
di espressioni differenziali lineari. Indicando con D un’espressione differenziale
lineare, a quante si vogliano variabili, e con #, v due funzioni di tali va-
riabili stabilisco, fra altro, le formole che esprimono

D (& u), D (2™ ), D (u v).

Suppongo poi, nel cap. II, che I'espressione D abbia coefficienti costanti
e dimostro che se le funzioni #, v soddisfano all’equazione D =0, la fun-
zione U=z u -} v verifica I'equazione D* U = 0. Per stabilire la proprieta
inversa basta dimostrare l'esistenza di una funzione che soddisfa a due certe .
equazioni differenziali lineari. Dimostro direttamente che, per vari tipi di
equazioni differenziali, a quante si vogliano variabili, tale funzione esiste
sempre, mentre nel cap. III stabilisco, nel caso di due variabili, la condi-
zione necessaria e sufficiente affinche due equazioni differenziali lineari, a
coefficienti costanti, delle quali una & omogenea, abbiano soluzioni comuni.
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Le proprietd precedenti permettono di dimostrare (cap. IV) che ogni
funzione U che verifichi 1'equazione 7 U =0, pud, in generale, rappresen-
tarsi colla formola:

U=am=tu, 2™ uy 4+ 4 2 Uy -+ 4,
le u essendo funzioni che soddisfano all’equazione D = 0. Se I'espressione D &
decomponibile in fattori, I'integrale generale dell’equazione ® = 0 pud espri-
mersi mediante integrali di altre equazioni piu semplici.

Molte delle precedenti proprietd valgono anche per equazioni a coeffi-
cienti variabili, come mostro nel cap. V.

Nel cap. VI trovo, nel caso di due variabili, la condizione necessaria e
sufficiente affincheé due equazioni lineari, a coefficienti variabili, delle guali
una & omogenea, abbiano soluzioni comuni.

Indicando con # una funzione che soddisfa all’ equazione @u =0, di-
mostro (cap. VII) che tutte le espressioni O di secondo ordine, a coeflicienti
costanti, per le quali si ha

* [(@* +y°)u] =0
sono riduttibili al A® di Liaprace.
Da ultimo espongo un procedimento per integrare I’ equazione:

0? 0* 0? 0 0 0 mn
(W+7+a7+fa%+fzﬂ+“5;+ f) U =0,

(f\, fz, f essendo date funzioni di =, y, ed a costante) nello spazio indefinito
limitato dal piano « y, supponendo di conoscere, su questo piano, il valore
della funzione U e delle sue derivate normali successive dei primi m—1
ordini.

ALCUNE FORMOLE.

1. Ricordiamo anzitutto le definizioni e le principali proprietd delle
derivate funzionali di espressioni differenziali lineari ad una variabile.
Indicheremo, per brevita, con D I'espressione differenziale lineare

®=amDm+am_.Dm-‘+---—}-a‘D—}—a():il],-a,-Di,
0
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ove le a denotano funzioni di z e D & I'ordinaria operazione di deriva-

ione i .
zione ——
Se % ¢ una funzione di 2 si ha:
SDu=§,-a,-D"u; (1)
0
osservando che
Di(zuy=aDiu-+iDiu, (2)
si avra: ‘
O (z u) = S a; (@ Diw i Di-t ),
0
onde :

"

D(ru)--2Du= Y;a;¢ D~ u. (3)
1

La differenza: D (x u) — 2 D u, & dunque un’espressione della stessa forma
della (1); essa pud riguardarsi come ottenuta dalla (1) mediante la regola
ordinaria di derivazione, applicata come se il simbolo D fosse la variabile.
Per questa ragione, I'espressione Y «;¢Di-*u dicesi derivata funzionale (¥)
di ¥ a; Diwu; indicando con P il simbolo di tale derivazione funzionale,
avremo:

8@“_ ) m m

- — Nea: Dty —= N;q:2 Di-t
d.:)g' ——da}‘d‘ta;D u——%zang 14,

che scriveremo anche:

3D ¥ » .
d_x__d—x%iaipt ——%iaiz Di-ty
sicché la (3) potremo pure scriverla:
dDw
Dru)=2du+ "

Analogamente si pud considerare la derivata funzionale seconda, terza, ecec.,
" Dy

di © w. Indicando con
dxr

la derivata funzionale d’ordine r di Du,

(*) Per maggiori particolari sulle derivate funzionali cfr. PINGHERLE e AmaLDI, Le
operazioni distributive e le loro applicazioni all’ Analisi; pag. 100 e seg. (Bologna, Zani-
chelli; a. 1901).
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si ha:

o Ddu ¥
d x* -El ,r‘( )Dl T
che pud ancora scriversi:

8;%=®(x"‘u)—rx®(xr—i u)+(72')ngg(xr_z u)__l_(_ 1y o w.

Tt facile vedere che

o (3sDu\  dr+s Du
d.m"(dms T Tdares

Se D, & un’espressione lineare analoga a D si ha:

3r rDu , O Diu
dor (DU T D) =+

Se v & un’altra funzione di x, si ha, da una formola di Lemwnz:
D'(uv)=)j(.)Dﬁu.D‘-ﬁ 0,
0 \J
che possiamo ancora scrivere:

1 . 8 Diy

ed aggiungendo al secondo membro dei termini identicamente nulli:

D"(uv)———ﬁj% Diw. YD s
0 .

d ol -

Di(uv) =

oys

)
ricordando l'espressione di D se ne trae:
mo1] . 5Dv
uv)y=Y;i—Diu
D(uo)= i Diu—or (5)
che chiamasi formola di D’ArEmBERT.
2. Estenderemo ora al caso di espressioni differenziali lineari con due
variabili indipendenti, le formole stabilite nel § precedente.
Sia » una funzione di x, y, allora le scritture
D Dsu, D: Dru
0"t u

s1 riterranno equivalenti a ~——~— -
q a xr a ?/s
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Applicando la (2) si ha:
DiDi(xuw)y=2D;D5u-+rD;t Dsu,

quindi ponendo:
m or+s

D= 27‘3 Ars

- a—m=§rsa” D; D;, (7' + SfM) (6)

ove le a sono funzioni di z, y, si ottiene:

D(@u)y=2a2a:D;Dsu -+ Sasr D' Diu,
da cui:
D(xu)—xDu=Za,r D Diu;

ora, il secondo membro pud riguardarsi come ottenuto dall’ espressione
3 aps D Dju, cioé da Du, mediante la regola ordinaria di derivazione par-
ziale rispetto ad x, applicata come se i simboli D,, D, fossero le due va-
riabili indipendenti. Noi daremo percid all’espressione = a,s# D2~1 DS u il nome
di derivata funzionale (parziale) rispetto ad = di Dw; indicando con

b) . Coae :
7z questa operazione di derivazione, abbiamo :

5 >
St = 30, Dy Dyu=3a,r D:- Dju,

onde la formola precedente pud scriversi:

ED(wu)=x®u+8;Dwu- (7
Ponendo :
az=—ax-+by-+tec,
ove a, b, ¢ sono costanti, si ha facilmente:
b 39D
@(awu)=ax®“+a“a—iﬁ+b—a—yg7

nella quale 38—3/ indica Yoperazione di derivazione funzionale rispetto ad y.

Si possono pure considerare le derivate funzionali parziali successive ri-
spetto ad x, y di ©Du. Si ha:

il (o) =zamntir(;)(7) D D5 s

oxh\ 0 yk
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. . o dht+k Dy .
il primo membro lo indicheremo anche con ——=—; & chiaro che:
dah gyt

Otk Dy . Otk Dy
dah dyk ~ Dykdar’

inoltre :
ok Qh Du oh Ok Du

oyt dah  dak oyk

Stabiliremo ora una formola analoga alla (5).
Se v & un’altra funzione di x, y, si ha dalla (4):
. 1D %1 pe . Do
D: D5 (uv) =D [D; (uv)] = yEii—!Dx o p =

0

Ll & 1 .. 0 DIDSy

=N =Y DiDiu, et
ot i1 g T y 1 0zt oyl

aggiungendo all’ultimo membro dei termini identicamente nulli si pud an-

cora scrivere :
n 1 . Y+ DD .
DiDS(uv)= ¥ij-—— D Dy ——2"4", (p=1r, s
x y( ) %U@!J! x y ﬁxlayﬂ ( ) )

ricordando 1'espressione (6) di © se ne deduce:
L N L %
@(NU) —'T'-%qi'—j!D;D;uW’
ossia, sotto forma sviluppata :

@(uv)-——-uﬂDv—l—(%sgbxy—l—g—Zsa—?))—f—

1 (0¢ud:Dow u Do |, PudDo
+27(W 0 x? +23x8y8m9y+—6’? 0y )+ (8)
1 [omudm Do cm oy Sm D p
+.’.+M[3xm axm +mawm_iay axm_iay_*_
. (m om y dm Do omu dm Do
+(2)3xm-’3y2 sonog T T oy ay]

Si noti I'analogia di questa formola colla formola di Tayror relativa ad
un polinomio di grado m nelle due variabili z, .
Sia ad es.

0t o0t \? .
o= 5o Ty A
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si ha:
3D 0 0 A 3D Uk 0t 0 0 A%
ro ~MemToplas i oy il tagl ey
32 D 0 , 9D o *D L0
dar = Sam TN aay = Siway’ dr T Sap AN
YD _ gy 0, D _gd D 0 ¥ 0
o’ dx’ a0y 0y 0xdy oz 0y oy’
8459__8459_24 ) 9D D 8-
dat oyt T Taroy cwoyr ) daroyr !
quindi
Oudd2y  DudAly
— 2 4.7
A*A*(uv)=uA*A v—|—4( 70 0w Ty 8y)+
0?u v . ?u %o 0%u 0% v
+4(8—xéw2+ 3x8y8x8y+3y28_y2)+
. 0Audv , 0A°udvw s e
4 2AMuA v—}~4(am o+ 45t 8y)+ v A A 4,
3. Nel caso di » variabili indipendenti z,, «,,..., #, si possono de-
. . .0 ) Ca .
finire delle operazioni 5 n T di derivazione funzionale analoghe
a quelle considerate precedentemente.
Poniamo :
m Oyt +7n
D= anz n Qryrges mm’ (ridret o Fra=m) (9)

ove le a sono funzioni di #,, ®ey..., Zn.
Se w & una funzione di z,, %.,..., Z» si ha la formola seguente, ana-

loga alla (7):

3D
ED(CC, 'l«l)—‘xz~L _l_ ale (10)

che scriveremo anche:

D (2 0) = (:r +

Ponendo :
(lx———'—‘a,x;-["azx?"l"" -k U Tn y
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188 Boggio: Sullintegrazione di alcune equazioni lineari

OVe @,, Gq,..., Gx S0NO costanti, & facile dedurre dalla (10):

dDu dDu dDu
@(awu)=amﬁ}u—{—(a,ﬁ—}— agﬁ_i_...d;_an??n),

xX - 1 W \ 1 a i . )

Consideriamo ora p funzioni lineari qualunque di ., 25, .., ¥a, €
giano :

Ay == Oy Ty F gy T -+~ Uy Tn

Qg == (g5 xi—}‘azexz"i""'_l"“m ZTn

Qzp = a:px4+aszz+' s Anp Tn
si ha facilmente, applicando la (11):
|

n 3
D (am (1] u) =9 [awl (am u) = [214 ai (x,- + %) @] (am u) =

[ g o

e in generale:

tasar =[St [l 2]

0 i ]
n 3 (12)
-°-[211a.'p(xi + axi)]&)u;
se ne trae:
3 \m
ED(x?’u)=(x,-—|—a—xi) Du; (13)

questa formola permette di calcolare © (P.u), ove P & un polinomio in z,,
Lageany Ty .
La (8) pud estendersi facilmente al caso di n variabili; si ottiene cosi
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la formola:

n du 35’2)1) Lo 0?u 02w
s:(uv)_uzm+21‘,a—% 0 xi 2'2"”69: 0 xj 0xi 0 xj
1 & 0%u B Dov
1N
RaEY V0 T 0 0 an daid w0 xR +
1 & om u dm Do
RRETEEE
SRR POILEY prr v Pl P Fr T

In particolare, se ¢ & costante :

S a? am om

3(6%1?1“)__6%1;1(1_'_“ +2|ax2+ +m'3xm)®u7

che pud ancora scriversi:
D (%% u) = e P, u, (14)

ove D, & un’espressione analoga a 9.

II.
INTEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIONE D= 0.

4. Supponiamo ora, in cid che segue, che i coefficienti a che compa-

riscono nell’espressnone (9) di D siano quantitd costanti.
Indichiamo poi con D, Ds,..., Dy delle espressioni differenziali linearj,

a coefficienti costanti, analoghe a ED
E chiaro allora che

3 0 D2
%(91532 == Sz ®2+ED’9£L‘
3D
_3-@4——99“"9.% W

0 Zi

Inoltre dalle (11), (12) § 3 si ha:

D D,...05u, (2
@;@2..-@q(a@-u) Eaikx‘—!ﬁaxt) 1 . )
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190 Boggio: Sull'integrazione di alcune equazioni linears

) . (3)
[_; aip (x + m)]@, Dp...Dyu
Se, in particolare
Dy=Tp=' =Dy =09,
risulterd, dalle (2), (3):
Tl (ayu) = 2 a,-(x,- -+ 82) T u, (29
. -[2 @ip (x,- + E)izﬂ T u.
Dalla (2) si ha ancora, ricordando la (1):
TY(apu) =2 a; ;i Tu -} 2 a; 3@@;14_(” Dlu+qgTit3a 883? = )

—am@qu—l-q(z a,g@)m—ﬂu.

5. Dalla (4) segue senz'altro la proprietd seguente :
Se la funzione w soddisfa all equazione TI-*u =10
verifichera Uequazione T (ay u) =").
In particolare: Se la funzione w soddisfa all’equazione Du =0, la fun-
zione x,u verifichera I'equazione T*(r,u)= 0. Questa proprietd pud pure
dedursi subito dalla (10) § 3; infatti, se D% =0, la (10) porge:

y la funzione azu

3D
fD(x,u)=a—‘;1u,
onde :
@2(m,f¢)=@g—2u=%—b;o\u=0.

Ne segue facilmente che, se Du =0, la funzione x}u soddisfa all’equa-
zione T3 (xiu) =0, e che in generale sard:

TI(xi u)=0;
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analogamente risultera :
. 4 (o] 2§17 ) =0,
e in generale:

Ty, opu)=0, (At ratetra=g—1).

Ne viene che se P & un polinomio di grado =¢q — 1, si ha (supposto
sempre T u =0):
I(P.u)=0.

6. Dalle proprietd esposte nel paragrafo precedente si deduce ancora:

Se le funzioni u, v soddisfano all’ equazione © =0, la funzione
U=u2,u + v verificherd l'equazione ©* U == 0.

Or si presenta spontanea la domanda: La funzione pit generale U che
soddisfa all’equazione T* U =0 pud porsi sotto la forma U=z, u - v, ove
“, v SONo funzio;zi che verificano l'equazione D=07?

Vedremo che, nel caso di due variabili, la risposta a tale questione g,
in generale, affermativa; se il numero delle variabili & > 2 stabiliremo (§ 8)
questa proprieta per varie forme dell’espressione T.

I chiaro intanto che per stabilire questa proprieta & necessario e suf-
ficiente dimostrare che, data la funzione U, si pud sempre determinare una
funzione u che verifichi le equazioni

©(U— x,u)=0, Du=0,
ossia, ponendo ¥ = D U:
3w
021
Du=0; (6)

=Y, ()

essendo T* U = 0, risulta dall’espressione di ¥: DV =0.
Possiamo trasformare questo sistema di equazioni nel modo seguente.
Sia ¢ una funzione che soddisfa all’equazione

3DY
0 & _‘If,
e poniamo :
we=yg 4 g;
si ha allora dalle (5), (6):
3D
=0 Dg=-—0y,
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192 Boggio: Sull’integrazione di alcune equazioni linear:

e, posto:
¢=—-Dy,

Do . .

=0, e sl avrda D o= d; percid
3 7 ) ¢ » P
come si vede ¢ necessario e sufficiente dimostrare che, supposta verificata
Pequazione :

la funzione @ verifichera l'equazione

= 01 (7)

esiste sempre una funzione ¢ che soddisfa alle equazions :

¢

3Do
@(P_.—_(D. (9)

7. E facile stabilire una limitazione a cui deve essere assoggettata
'espressione D affinche le (8), (9) siano compatibili.
Sia f una funzione di z,, :,..., #,, e consideriamo ’equazione ® f = 0;
poniamo poi in quest’equazione f= ¢n#+®Zt1%2n  oye le a sono costanti,
si otterra, riducendo, I’equazione :

m

Pa)= g},r Ay pyorop, A1 alnion = 0, (10)

che si chiama l'equazione caratieristica dell’equazione proposta T =10; come
si vede essa si ottiene dalla © = 0 leggendo invece di

87'1 67‘2 at‘n

oap’ dap’ T Dain’
rispettivamente :

(% 2 )
Oty % yreey &y

[+

D . .
=0 & la derivata, ri-

E chiaro che I'equazione caratteristica di

spetto ad «,, della (10).
Sia poi ©, =0 un’altra equazione analoga alla =0, e sia P, («) =0
la sua equazione caratteristica; - allora possono presentarsi i due casi se-

D

&1

guenti :
1.° Non esiste nessun polinomio che divida entrambi i polinomi P, P,.
2.° Esistono polinomi che dividono entrambi i polinomi P, P,.
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Nel primo caso i polinomi P, P, sono primi tra loro, percid noi diremo

che le corrispondenti espressioni ©, D, sono prime tra loro (*).
[£n)

. 3D . .
Orbene se le espressioni ¥, 3. tOm sono prime tra loro, la proposi-
1

zione del § precedente non é pite vera, in generale.

. . . d? . 4
Infatti, supponiamo ad es., che sia © = —-— ; allora le funzioni %, v che
) ? da,;g ? )
soddisfano all’equazione © =0, sono funzioni lineari di 2, e la funzione

U =2 u -+ v risulta percid di 2.° grado in z, mentre invece 'integrale ge-

nerale dell’equazione Q2=ad;4=0 ¢ una funzione di 3.° grado in z. Alla

stessa conclusione si arriva esaminando le equazioni (7), (8), (9) che ora
si riducono alle seguenti:

a®_ o 42 _o @9 _
ix=% 270 =
le quali sono incompatibili.
Noi supporremo pertanto che D, 87 siano prime tra loro; il caso in
I8

cui questa condizione non & soddisfatta sara trattato piu tardi (§ 16).
8. Indichiamo un procedimento per ottenere una funzione ¢ che ve-
rifichi le (8), (9.

Il metodo che si presenta pil naturale & il seguente: Si integri la (8),
si otterrd cosl un’espressione di ¢ contenente delle funzioni arbitrarie; queste
funzioni arbitrarie si dovranno poi determinare in modo che questo valore
di ¢ verifichi pure la (9). Ottenuto dunque I'integrale generale della (8), tutto
si riduce a mostrare che si pud sempre disporre delle funzioni arbitrarie che
vi compariscono, in modo che la (9) risulti soddisfatta.

(*) Sono ad es. espressioni prime tra loro le seguenti:

7 92 92
D= —r, D= ;
dx? 9y 170wy
invece le espressioni
. 82 . 32
PTha U Ty

non sono prime tra loro, perché hanno a comune 1’espressione ai
@
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194 Boggio: Sull’integrazione di alcune equazioni lineart

Perd questo procedimento non pud applicarsi in generale, perche, salvo
in casi particolari, non si counosce la natura dell’integrale generale della (8)-
Ora appunto ci limiteremo a considerare alcune forme di © per le quali s
possa ottenere facilmente l'integrale generale della (8); mnel cap. seguente,
considerando il caso di due sole variabili, mostreremo con un metodo affatto
diverso che esiste sempre una funzione ¢ che soddisfa alle (8), (9).

A) Sia
a0 oM+t a4 oM 0 0
D= m—l—l@af”’+‘+7n Bw’”+ -I—am +P((3xz 313’“',8%1),

: . . .. 0 0 0
ove le @ sono costanti, e P & un polinomio in z—» 5 —s:--» =—, a coef-

0x2 @ &s 0 Zn

ficienti costanti.
La (8) diventa:

0D __ om-1 ¢ _ _ ,
ax oaxm+ iaw?;—1+"'+am9‘—07 (8)

di cui & assai facile trovare l'integrale generale. L’equazione caratteristica

\

di essa &

pal e~ = 0;

supponiamo, per maggior generalita, che essa abbia radici multiple; sia ad
es. o' una sua radice multipla d’ordine », e SiaN0 a1y, Griay...y am le altre
sue radici, che supporremo semplici; allora l'integrale generale dell’ equa-
zione (8') &
= v (fi + f? + S x:'-l fr) + ¢ fr+l + - + gn fm y
ove iy foyeer, fm sono funzioni arbitrarie di a,, #s,..., s.
dD®

Poiche la funzione @ soddisfa all’equazione (7), cioe T 0, avremo:
i

= o (F, 42, Fy 4 ;= F) 4 600 By -+ e

le F' essendo funzioni ben determinate di @,, %sy..., ¥n.
Cid posto, si ha, applicando la (14) § 3:

Do=e*a [Dfi+ 9, (x f) -+ + D (2 )] +
+ e"M® Dy fM—i 4. + e D, fm )

in cui Dy Dysy,y ..., Dm 8000 espressioni analoghe a .
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Ricordando la (12) § 3 si pud ancora scrivere:

e LY AT CR VA Y SIS (RS A

0 a4

+ e D, fr+l + o e Dy fm .

N

Sviluppando le potenze indicate di (ur, + ahm \), poi sostituendo nella (9),

-vale a dire confrontando le espressioni ottenute per
equazioni :

D¢ e ¢ s ottengono le

3@ 5@: 3 54 Dy £
ofi+ i+ Tl o+ 2T \

0

8!3 glr 2
ft 2 ol ) R

@‘fs_l_..._!_("; )m_ps

3
0,

(11
o frib =) 2l
glfr":Fr‘

$0'+|f7‘l-l= ’r+4,---7 @n‘lfmzﬁvm; <12)

dall’ultima delle (11) si pud ricavare f,, dalla penultima si avra poi f,._, e
cosi via, infine la prima fornird f,; dalle (12) si ottengono foriy. ..y fin.
B) Supponiamo che

1 O+ M 3 0 0
SD:m—{—l?)x’,"'”aw?_l’ﬂ. O am +P( 2D das a.m)

La (8) pud seriversi, in questo caso:

3D ] P LR PR )
oar  dxMmoate...0am )

onde:

am n, n

?= 1ﬁ1+\tx’1f2i+"‘+z‘ixi—lfni,
1

ove le fj; sono funzioni arbitrarie di tutte le variabili salvo a;.
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Poiche la funzione @ soddisfa all’equazione 8_3%? = 0, avremo analoga-
1

mente :

911

b S Bt ool Fut o Sioit oy,
1

le Fj,; essendo funzioni date di tutte le variabili salvo x;.
Si avra applicando la (13) § 3:

sw=$@ﬁ$mi9ﬂ+g@+a)“®&+

My

ot Bt o) 2 s

sviluppando ed osservando che dall’espressione di 9 risulta:

1D fir

T =0, (r=2, 3,..., m,),

si pud serivere:
"y A My 1 6i—j—‘ D f?i
= 11' i—1 17 7 . 4 17
5Dq> % xl @f; 2‘ %J( ) 2 ax;_]_l +
my i—1 D : My i—1 1 31-—4-—1 D 7",,”
+ 33 e o+ 5 e

Confrontando coll’espressione di @ abbiamo le equazioni:

Dfu=F, (i=1,2,.., m) (13)
m 8{-.1@ 9; Ji—2 ; ,
LV S
g (F = 1) 3= 0
2341( 2 ) oz ‘—‘thz,..., (14)

3D fom
ED fi,rn_;i + (mg -_ 1) a;i 2 = F2,m2_" @f??mz =4 F27m2

ed altri n — 2 sistemi analoghl hanno luogo per le funzioni fi, fiir+r fie

Cid posto dalle (18) si possono ricavare le funzioni f,;; dall'ultima
delle (14) si pud ottenere fom,, dalla penultima si ha poi fiym-., € cosl di
segmto, infine la prima fornird f,,. In modo analogo si otterranno le fun-

zioni f317 f‘i) ©) fm
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C) Assumiamo 9D sotto la forma:

1(0 20 0 0 0
Q“E(W—“’) (ﬂ—“?)“' (_Ec—n_“")"'P(a_a?;""’ %T)

le @ essendo quantitd costanti.
La (8) diventa:

(=) s
Bxl— 3&6‘1 ! 0 a2 i A awn »P=Y

che si integra assai facilmente e porge:
¢ = Pl f‘ + e“iw’a’ﬁ _.l_ e + eandn fn ,

le f; essendo funzioni arbitrarie di tutte le variabili eccetto «;.

La funzione @ che soddisfa all’equazione 8aEDI:D=O, sard data analoga-

mente da:
P = e¢h* F‘ + ez _F"2 _I_ e + ean%n Fn’

in cui F; indica una funzione nota di tutte le variabili eccetto ;.
Applicando la (14) § 3 si ha:

SD? — el ®4f1+3a“w’ fDefe _l_ e _l_eauxn Sjnfn;

le D; essendo espressioni analoghe a ©. Confrontando coll’espressione di @
si ottengono le equazioni:

D fi=Fi, t=1, 2,...,, n),

che permettono di determinare le funzioni f;.
In modo analogo si potrebbe procedere se fosse :

. a m, a Mg a Mn
®=(E—x—i—a4) (a—wz—ag) ...(m—an) .
Si potrebbero moltiplicare gli esempi di espressioni D per le quali
le (8), (9) risultano fra loro compatibili.
Si pud dire che per ogni espressione D, tale che si conosca 1'integrale

generale della (8), il metodo precedente di dimostrazione permette di rico-
noscere che le (8), (9) ammettono soluzioni comuni.
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II1.

SOLUZIONI COMUNI A DUE EQUAZIONI LINEARI, A COEFFICIENTI COSTANTI,
CON 2 VARIABILI INDIPENDENTI.

9. Ora mostreremo, nel caso di due variabili indipendenti, con un
precedimento fondato solo su operazioni algebriche e di derivazione, che
le (8), (9) hanno sempre soluzioni comuni; anzi dedurremo questa proprieta
come caso particolare di un’altra assal piu generale.

Sia ® una funzione di x, ¥ e consideriamo le equazioni lineari:

Dir=Siag 007 (%) (1)
Y

@zzzﬁ“ ij @i.=0, (2)
0

ove le a, a' sono coefficienti costanti, e # & una funzione incognita di z, .
Supponiamo poi dapprima che le espressioni D,, D, siano prime tra
loro ; allora 1o dico che:
La condizione necessuria e sufficiente affinclié le (1), (2) abbiano solu-
ziont comuni & che sia soddisfatta U'equazione :
& 0+J &

T2 b= ¥iia’ =

0. (3)

I facile vedere che tale condizione & necessaria. Infatti si ha dalla (1):

®2®1z:®2(pzblgzz,
onde, per la (2):
.@2 (1)207

come sl era asserito.

m
(¥) Scrivendo 2 intendiamo che ad 7, j bisogna dare quei valori (interi e positivi o

m
nulli) la cui somma é = ; quando scriveremo 2’ intenderemo di dare ad ¢, j solo i
0

valori (interi e positivi o nulli) la cui somma vale .
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—_—

10. Mostriamo ora che quella condizione & pure sufficiente.

II procedimento che applicheremo per stabilire questa proprietd pud
schematicamente compendiarsi come segue :

1.% faremo vedere che le equazioni proposte permettono di definire
tutte le derivate della funzione incognita, a partire da un certo ordine, in
funzione di elementi noti e delle derivate d’crdine anteriore ;

2.° mostreremo che le espressioni cosl ottenute sono effettivamente le
derivate di una certa funzione, la quale risulta poi determinata a meno di
un certo numero di costanti arbitrarie.

Prendiamo percid le derivate parziali successive dei primi n — 1 ordini
della (1), e dei primi m—1 ordini della (2); otteniamo cosi le equazioni:

m Qi+i+h+l 5 otk @
2 g = g (Hk=n—2)
% Oi+j+h+k o

N T2 — ¢
%1‘161 U@.%Z'Jrhaij‘"k 0 ) (h -{—kém 2),
114 Oi+j+n—t g on—t ¢

;ij Y G g ylk Y gk’ (h+h=n— 1),

7 Oi+j+m—1 g

%}/ja'z‘jm:ﬂ, h+k=m—1);
ponendo, per brevita :

or+s 2

pr;s=my ~(r—}—s£m+n——2)

gmtn—~1 5

%S___Eﬁcr—ayﬁ’ (r+s=m-+n—1),

possiamo serivere :

7 ah—}—k &
;ij Qi§ Pivhyj+b = WE ' (k, -+ k=mn— 2) (4)
i @5 Pivhyjir =0, (h4k=m—2) (5)
0
n n—~1 3”-1 o

%:lfj Qij Fithyj+h T .?ﬁj Aij Pithyj+k = am » (h4+bk=n— 1) (6)
7 1

X 05 gismirn~F g @55 Pismgrr = 0, h+Fk=m—1). (1)

0
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0

Le equazioni (6), (7) sono # --m in tutto e sono di ordine m -} n — 1,
onde supposto diverso da zero il determinante d’ordine 2 -}-m formato coi
coefficienti delle funzioni ¢, che &

Amo  Am—iy1 + « Qom 0 0 . e 0 0
0 Umo  « + « Qiym~-1  Oom 0
0 0 ... 0 Umo Qiymey « « « Oom 0
y 0 0o ... 0 0 Cmo  + L. Qiym-1 Gom
Uno @uyn—t - -«  Qon 0 o ... 0 0
0 Gy« o @ipoy @on 0o ... 0 0
0 o ... 0 Ano @in-s . « . Ao 0
0 o ... 0 0 an ... @ipp-y A

esse determinano le m - n derivate d’ordine m -}-n — 1 della funzione 2 in
funzione delle derivate d’ordine inferiore, ciod determinano le ¢ in funzione
delle p.

11. Cid posto, & chiaro che basta determinare le p,,s in modo che
siano soddisfatte le equazioni ai differenziali totali:

dpr,s =_pr+|,sdx +pr,s+1 d Yy, (r +s=m-4n— 3) ) (8)
dpr,s=§°r+a,sdx+?r,s+ldy, (7°+S=m+n—2). >

Indichiamo poi con f una funzione di z, y e delle p,,s (queste quantitd es-
sendo ora riguardate come variabili indipendenti) e consideriamo le equazioni:

m-+-n -3 m—l—‘r,l——2 0 f .
= ax E” Drtass 310 'I' 24’"3 Prt+1ss 3prs_0 (9)

myn -3 a m+n-2 a
Y=L+ S e g e gt 1L =0,

Allora in virth di una nota proprieta (*) affinche il sistema (8) sia in-

(¥) Cfr. ad es. JorbAN, Cours d’Analyse; II édition, tome III, § 4 (Paris, a. 1896).
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tegrabile & necessario e sufficiente che il sistema (9) sia Jacobiano, ciod che
sia identicamente :

X(Yf)—Y(X[f)=0.

Ora, ricordando che se

[ a m a
Xo=Yi iaj; Yo=X:Y; cp‘
1 A

si ha
" 0
X(Yg)— ¥ (Xo)= S (X (¥ — 7 (¥ [2

avremo :

m+zz~—3 af
Y=Y &Xf)= Zos (Xprysts— Yprons) 5= +

mtn-2

” 0
+ 21'3 (X ?7‘734*! h Y?r+l,s) a f )
[ DPrs

osservando che dalle (9) si deduce:

Xpr;s+l = Prtysty = Ypr+5,s,
rimane '

m4-n—2 Bf
X(Yf)— Y(Xf)= 24 (X @rysrs — YSOH-HS) B prs”?

dovra dunque essere identicamente :
X?r,sﬂ - Y‘Pr-n,s = 0; (7' +s=m+n— 2)' (10)

Queste equazioni sono in tutto m 4 n—1; giova perd notare che esse
non sono tutte indipendenti, perché ora mostreremo che se & soddisfatta una
di esse, lo saranno pure tutte le altre.

Infatti prendendo I'X e I'Y di amhbo i membri delle (6), (7) otteniamo:

1 w2

m—
24 ij Aij X?:-I hyj+k + Z i§ Qi Pith+1yj +k + 21‘7 ij Dithrayj+r ==

3n¢ (6
2‘ Q5 Y‘De+h~,7+k + Em Qij Pithej+h+1 + iq Aij Pishyj+her = )
and) \ (6”)
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2 -1
' N !
Nii @' X gingger + X @ Gienenger + j
0 . 0 '
11—“2 , \ (7 )
+ g\om;i @' ij Pirhrsgjrk = 0, (h+k=m—1)
n—I1
\ 7 N7 ’
Yiai Y Pithoj+h X O Pirnhyjrrts
0 0
1
11—2 (7 )

_]— 7} a’ ij Pi+hyj+hir = O (]t + k= m — 1)
Dalle (6", (6') si ha sottraendo :

”m

}.4 ij Ui (X Cithyj+h+s — Y?i+h+nj+k) = 0, (ll +k=n— 2) (61)
e, dalle (T), (1)

n

‘:‘J @5 (X givnjirrs — Y ganrnjin) =0, (h+k=m—2); (7)

onde le m 4 n — 1 incognite X ¢rys11 — ¥ 9r14ys sono legate dalle m +-n — 2
equazioni (8,), (7,), che sono lineari ed omogenee; inoltre la matrice dei
coefficienti si ottiene, come si riconosce subito, dal determinante A4 soppri-
mendo l'ultima verticale e I'ultima orizzontale, e poi ancora 'orizzontale cor-
rispondente all'ultima delle (6) (cioé quella che si ottiene per & =0); tale
matrice consta quindi di m + n — 1 verticali ed m 4 n— 2 orizzontali, ed
1 determinanti di ordine m 4-n—2 estratti da quella matrice non possono
essere tutti nulli, altrimenti sarebbe pure nullo A4, cid che si & escluso; ri-
solvendo quindi le (6,), (7,) rispetto ad m + n — 2 incognite i cui coeflicienti
costituiscano uno di questi determinanti non nulli, avremo queste incognite
espresse come funzioni lineari ed omogenee della rimanente, onde se questa &
nulla, sono pure nulle tutte le altre m 4+ n— 23 e ¢id prova il nostro asserto.
12. Ora mostreremo che dalle (10) si deduce la (3), e viceversa.

Infatti dalle (6'), dall’ultima delle (6") (ciod quella corrispondente ad

h=0) e dalle (6), (4) si ricava:

n—1 2 m—l m»—-"
Al ’ u
204’6 a n—k;k(z ij Qij X?H—n—l ~kyj+k "l‘ u ij Xij Pitn— kyj+k + H’J Qi Pitn- ksg+k) +
, m m—l m~
+ aon 2 Y(Dz,_ﬂ-n 3 ~ u Qij Pisj+n + 2 A’J a;; Pi,j)rn) -+

n—1 m m—1 m 2
’ !
-+ 02‘ hk Q Rk ( i 7§ Aij Qithoj+h “l‘ z ij @if Pivhyj+k + ZU ij Pithej k) +
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n—2 1 m—2
+ E hk @ hk (Z 7§ @ij Pi+hog+k + A ij Aij P”hmk-{- Z’J aij P1+h,g+k) ==

n—1 3" bl on o 11—1 oh+k @
N\l ’ a
— 20‘}: A n-kyk m + d'in 9.1/” + X ~ Mk @hk A Dk yh

n—2 Uh-}-k &
=+ 24"" Whk 5o, dah gy’
che pud seriversi:

”m n—1

\Ld !
24 i Aij lz" a’”—kﬂ‘ X $itn—1-kyj+k -+ a'on Y Qisj+n—1 +
0 0

n—1 n—2
-+ Z'hk @1k it hoj+r + ik AR pz‘+k,j+k] +
0
m—1

+ 2 ij i (u hk @ Bk Pi+hij+k + th o' nr Pit h,_9+k\ +

m—2 ah+k )
+ VU alj (th a Ik prﬁ h)]'t‘k) z"k a hk 7~ 7~ 1% 8 h a k

ora, in virtu delle (5), (7) le espressioni entro le (...) sono entrambe nulle,
quindi rimane :

" n—1
i [Ek @ n-toh X Qian 1-kyjsk T+ @on ¥ ginjen 1 + 2
0 0
nTl , n—2 , \ (11)
-+ X hk @'k irhyjrr + ;hk a hk pia-h,j+k] =9, 0.
0

Ora osserviamo che se nelle (7') al posto di % si legge A — 1 e si per-
mutano k, k con ¢, j si ha:
n—2

Z nk @' pk X @ivhoryii + 2, hk @ Rk Githyi+h th a1k Pirny+k =0,

(t=1,2,...,m; i+j=m);
dall’ultima delle (7") (ciod quella corrispondente ad = 0) permutando %, k
con %, j si ottiene:

n—1 n—=2

2‘ ke &' nke Y Qrymak-s 2‘ hk @ hk Qhymik + th &'k Phymrk = 0.
Sostituendo nella (11) e riducendo, si deduce:

m—1
— &' on Zk Am—~1sk (X ¢m—k—1yn+k — Y Pm- k,n+k--|) -+
0

n—I1
+ Gom 2k Cn-ryk (X on-h-iym+k — Y Pn-bymrt-1) = Do ¥
U
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Ora, se le (10) sono soddisfatte, le quantitd entro le (...) sono nulle e
cosi otteniamo le (3). Inversamente, se la (3) & soddisfatta, I'equazione pre-
cedente unita alle (6,), (7,) da un sistema di m -+ n — 1 equazioni lineari ed
omogenee fra le m -+n — 1 incognite X ¢pys01— Y ¢pyyys, € siccome il de-
terminante dei coefficienti, a meno del segno, vale 4 (*), il quale & stato
supposto diverso da zero, devono necessariamente esser nulle tutte le inco-
gnite, e cosl otteniamo le (10).

(¥} Cio si verifica assai facilmente; per maggior chiarezza, consideriamo il caso di

m=3, n=2; allora
a3 Qa4 9 o3 0
0 Q30 2% a9 Qog
A= dy a'yy a'oy 0 s
@'g9 a'y g2
0 0 N a'yy @og

ed il determinante delle (6,), (12), (7)) ¢é

3o Oy g o3
0 — o9 A3 = @log Ay + gy @y — oy Ayg T+ Ao3 'y

a'yg ady @ oo 0 ’
0 g0 a'y Ao

orlandolo con una verticale ed una orizzontale puod ancora seriversi:

30 91 T g3 0
0 — dlog gy ~— o gy + Qg3 @'gg — @log 1y + o3 @'y, 0
@99 a'yy &oq 0 0 |,
@99 a'y @02 0
0 0 a'sy a'yy 1
sottraendo dalla seconda orizzontale I’ultima moltiplicata per ags, €sso diventa:
@30 Y g o3 0
0 —dlpg gy  — @y — gty — g
a9 'y &g 0 0 )
0 /50 a'yy @'og 0
0 0 a'go W'y 1

dividendo infine la seconda orizzontale per — a'y, e moltiplicando V'ultima verticale per a'g
si ha appunto A.
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In tal modo il nostro teorema & completamente dimostrato.

Abbjamo supposto che il determinante 4 fosse diverso da zero; perd il
teorema, in generale, continua ancora a sussistere anche se A =0 (*).

Se, in particolare, si suppone :

oz
)

$1=®, ED2= b
x

b

le equazioni (1), (2), (3) si riducono rispettivamente alle (9), (8), (7) § 6 ;
onde cosi & provato che, nel caso di due variabili, esiste sempre almeno una
funzione ¢ che soddisfa alle (8), (9) § 6, e percid il teorema del § 6 risulta
dimostrato.

Si potrebbe anzi dimostrare che ogni funzione U che verifichi I’ equa-
zione T* U =0 pud, in generale, porsi sotto la forma: U=a,u + v, ove a,
& una funzione lineare di #, y ed u, v sono funzioni che soddisfano all’e-
quazione D = 0.

13. Supponiamo che le espressioni 9,, D, non siano prime tra loro;
siano cioé della forma :

$‘=®,@, $2=z"”:‘>,

ove ©’, ©” sono espressioni prime tra loro.
Le (1), (2) diventano allora:

DDz=09, D"D2=0; (1)
orbene la condizione necessaria e sufficiente affinche le equazioni precedent:
abbiano soluzioni comuni é che sia soddisfatta Iequazione

"9 =0.
Infatti, posto Z= Dz, le equazioni (1) possono scriversi:

©Z—0, D Z=0,

\

(*) Infatti sia ad es.

0z 9z
Dz2—=", Dyz2=——2=0,
! 0xady 2 0.
si ha evidentemente 4 =0, integrando la seconda si ha: z=e* f(y), f essendo
una funzione arbitraria di y; la funzione ® poi & della forma: ® —=e¢* F y); e poiche
dr af

Dz = ew@-——:d), si conclude dy= (y), da cui si pud ricavare la funzione f.
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e, pel teorema del § 9, si conclude che la condizione necessaria e sufficiente
affinche le equazioni precedenti abbiano soluzioni comuni & appunto " ¢ =0,
come avevamo enunciato.

14. Se le espressioni ©,, ¥, sono prime tra loro, si pud dimostrare
che se la funzione © soddisfa all’ equazione T, P =0, esiste sempre una
funzione z che verifica le equazioni:

P =19. D, 2 =1).

Infatti, pel teorema del § 9, si ha che se ©,® =0 esiste sempre una
funzione 2, che soddisfa alle equagzioni:
@;z,Z(D’ 12z|=0;
per la stessa ragione, esisterd pure una funzione 2, che soddisfa a queste

altre:
@(z’g:z‘, @222=O,

e quindi anche alle seguenti:
@?ZQ":(D, @22220;

analogamente si deduce che esisterd una funzione 2, che verifichera le equa-
zioni :
- @?zgz(b’ @223=0,

e cosl via; onde il teorema & dimostrato.

IV.
INTEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIONE D? D¢ = 0.

15. Vediamo alcune applicazioni dei teoremi del cap. precedente ; con-
sidereremo, come dianzi, il caso di due variabili indipendenti x, y.

N

. . . 0D . .
Supponiamo, al solito, che le espressioni ©, . — siano prime tra loro.

o
Allora si ha:
Ogni funzione U che verifica 1'equazione T2+ U = 0 pud sempre rap-
presentarse mediante p + 1 funzioni w,, ts,..., Uy, che verificano ' equa-
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zione D = 0, per mezzo della formola (*):

U=aPu, + 2P u, - +2up + thps, .
Infatti poniamo :
U: :L‘Pui '+' U‘,

ove %,, U, sono funzioni da determinarsi; avremo, ricordando la (13, § 3:
P U=[( + ) @P]u + o U,

supponiamo ora che la funzione w, verifichi I’equazione Du, =0, allora &
facile vedere che il primo termine del secondo membro si riduce a

3D
R (aw Uiy

in modo che si pud scrivere:

2 U=p! ( )u.+£DPU,,

se ora s1 assoggetta ancora la funzione u, a soddisfare all’equazione

3D
p!(a—x)p“;”—:@PU

risultera :

o2 U, =0.
Ponendo :
1
— Z)—! QP.U,

e osservando che Tr+ U=0, si conclude: ©® = 0; dovremo pertanto de-
terminare la funzione w, in modo che siano soddisfatte le equazioni:

3
(3;3)1]“‘:(1)7 ED““_“()) (3)(1):‘0)7

il che, pel teorema del § 14, & sempre possibile.

Consideriamo ora la funzione U, che soddisfa all’equazione T2 U, = 0;

(*) Se lequazione D =0 si riduce all’equazione di Laprace A? =0, questo teorema
¢ del prof, Avvansi; efr. Aumansy, Sull integrazione dell equaszione dzﬂ“er enziale A __ (),
(Annali di Matematica; serie III, tom, II, a, 1898,
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potremo porre, analogamente a quanto si fece per la funzione U:

U=uor"'u,+U,,
onde :
U=2Pu, +2r*u,+ U,,

e troveremo che, assoggettando la funzione w, a soddisfare alle equazioni:

3 Dyt 1
(8_;)? u, = ®,, Du,=0, (<1>,=(—p—_—1)—!331’-‘ U,; ED‘I)‘=O),
il che, come sappiamo, & sempre possibile, risultera :
ot U, = 0.
S1 porrd percid analogamente:
U, =ar-2u, + U,

e risultera :
U=xpu‘+ xP“’u; +xp-2u3 + U3,

e cosl via; infine si avrd:
U=aPu, + aP~tuy 4+ + Lty 4 tpy,

e le funzioni w; verificheranno I’equazione D ==0; cosi il teorema & di-
mostrato.

Con analogo procedimento si pud dimostrare che la funzione U pud, in
generale, anche porsi sotto la forma :

’U=Ppu‘+PP__kug+"‘+P‘uP+up+l’

P; essendo un polinomio di grado ¢ in z, y.
16. Supponiamo che 'espressione D sia il prodotto di due altre espres-
sioni lineari D,, D,, prime tra loro, cioe: © =9I, D,.
Allora si pud dimostrare che ogne funzione U che soddisfa all’equazione
DU=0 pud esprimersi colla formola :

U=0'+4+T",
ove U', U" sono funzioni che soddisfano alle equazioni ©, U' = 0, D, U" = 0.

Infatti, ragionando come a § 6, basta dimostrare che, data la funzione U
si pud sempre determinare una funzione U’ che soddisfa alle equazioni :

2,(U—U")=0, 2,U"=0,
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che possiamo scrivere, posto ® = o, U':
2U0"=0, 9U0"'=0;

ora, poiché la funzione @ soddisfa evidentemente all'equazione ©,® =0, in
virth del teorema del § 9 tale funzione U" esiste sempre, e cosi il teorema
¢ dimostrato.

La proposizione precedente pud estendersi evidentemente al caso in cui ®

¢ prodotto di quante si vogliano espressioni lineari, prime tra loro a due
a due.

Consideriamo ora un’espressione © della forma:
D= ED{’ SD%)
ove P, D, sono espressioni lineari prime tra loro, ed inoltre sono pure prime
tra loro 9, %?‘—‘, ed D,, sa—iz Sia poi U una funzione che soddisfa all’e-
quazione ® U= 0; pel teorema precedente si pud porre:
U=U0'+10",
U', U” essendo funzioni che verificano le equazioni ©2 U’ =0, ©7U" = 0.

Applicando il teorema del § precedente, abbiamo che la funzione U’ pud
esprimersi colla formola :

U'=au +ar-tuy ... 4 TUp-y + Uy,

le u'; essendo funzioni che soddisfano all’equazione 9, = 0.
Similmente si pud porre:

UI/ J— xp-; u'l’ + 1.1)_2 u//2 + o _I_ L “!Ip_’ + ur'p’ (EDg u//i — 0).

Abbiamo cost espresso la funzione U che soddisfa all' equazione
LD U=0 per mezzo di funzioni che verificano le equazioni D, =0,
D, =0.

Analogo risultato vale per un’espressione D della forma:

D=0 DPPr... DPr,
E chiaro che nel caso ora considerato rientra quello escluso nel § T, cioé
. . 3D .
il caso in cui 9, 3, 1On sono prime tra foro.

Per quanto precede possiamo concludere :
Se Vespressione D ¢ decomponibile nel prodotto di altre espressioni li-
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nears, Vintegrale generale dell'equazione © =0 pud esprimersi mediante gli
integrali di altre equazioni pik semplici.

17. Il teorema del § 6 permette di esprimere p funzioni che verificano
Iequazione P* =0 mediante 2 p funzioni che soddisfano all’equazione ® = 0.
Esiste perd un caso particolare in cui questo numero pud ridursi a p -+ 1.

Supponiamo pereid, al solito, che D siano prime fra loro, e siano

r3
poi D,, ®s,..., Tp delle espressioni analoghe a D, ed U,, U.,.. , U, fun-
zioni tali che

EDUi:Eif’ (i=1? 27“'7?)) ()

ove f & una funzione che verifica 'equazione D f= 0.
E chiaro intanto che le funzioni U; verificheranno 1'equazione ©* = 0.
Orbene, io dico che si pud porre:
U=2%,9 4 u;, =1, 2,..,p (2)

0.

9, u; essendo p + 1 funzioni che soddisfano all’equazione T =
Infatti, da queste equazioni si ha, ricordando la (10) § 3
39D

(:9) Du;,
che si riduce a
U — = [229).
D i—i,‘(—ax ),

confrontando colla (1) si vede che si pud scrivere:

Do
s —f+P7

P essendo un polinomio che soddisfa alle equazioni ©; P=0 (*). Poichg,
come risulta dalle (1), le funzioni U; non mutano aggiungendo ad f il poli-
nomio — P, ne segue che si pud supporre nella formola precedente P=0;

(¥) Se il minimo ordine delle derivate che compariscono nelle ®; & v, P sara un
polinomio di grado v— 1; in particolare, se in qualcuna delle D; vi sono termini non
contenenti derivate, P sara zero.
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vediamo pereid che la funzione ¢ deve soddisfare alle due equazioni:
P ¢

3@ -
2f—f, 2¢=0,

ed essendo T f=0, esiste sempre, come sappiamo, tale funzione s.

Dopo c¢id le (2) forniscono le funzioni u;; e cosi la proprieta & di-
mostrata (*).

V.

EQUAZIONI LINEARI A COEFFICIENTI VARIABILI.

18. Estenderemo al caso di equazioni lineari a coefficienti variabili, le
proprietd stabilite nei §§ precedenti; supporremo dunque che i coefficienti «
che figurano nell’espressione (9) § 3 di T siano date funzioni di o, a,,..., 2,.

Converrd premettere alcune osservazioni. Indicando con D, un’espressione
“analoga a D, & chiaro che in generale le espressioni D, D, non somo com-
mutabili, cioé non si ha:

®E4=@|:D,

mentre invece cid accadeva quando i coefficienti erano costanti. Del pari,
quando i coefficienti erano costanti, I'espressione ©*, che stava ad indicare
© T, poteva pure considerarsi come quadrato simbolico di ©; nel caso at-
tuale, invece, la scrittura ®* deve solo ritenersi una abbreviazione di T
lo stesso dmasx per D%, D4 ..

NS

. . _ 3D .
Cid premesso, supponiamo che le espressioni © siano commuta-
) ? a X1

bili (*¥). Allora se si indica con « una funzione che soddisfa all’ equazione

2 2
(*) Se D= 33 5 93?/ + 7 2t il teoréma precedente é del prof. ALwawnst Cfr,: Arn-

Manst, Sulla deformazione della sfera elastica. (Memorie della R. Accademia delle Scienze
di Torino; serie 1I, tom. XLVII, a. 1897.)

(**) E facile dare esempi di espressioni ® per cui D, - sono commutabili. Indichiamo

0L
infatti con P( 9 )un polinomio in 0 a coefficienti costanti, e con P, ( 0 e i)
0%, E o 2 0Ly
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIII. 28
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Du=0, si ha dalla (10) § 3:

S
@(x; u)= 627’
da cui: 5 5
D .
D (2, u)=$(am®£u)=%(fb u) =0,

la quale mostra che la funzione z, u verifica ’equazione $*=0.
Similmente & facile vedere che se T 4 =0 la funzione 27— u» soddisfa
all’equazione TI=0.
19. Consideriamo pit particolarmente il caso di due variabili indipen-
denti z, y.

Supponiamo che le espressioni D, 3, Sano commutabili e siano prime
tra loro (*); allora si pud dimostrare che ogni funzione U che verifichi U e-

quazione D* U =0 pud esprimersi mediante la formola
U=2zu-v,

u, v essendo funzioni che soddisfano all’equazione © = 0.
Procedendo come a § 6 si riconosce che basta dimostrare che esiste
sempre una funzione ¢ che soddisfa alle equazioni (8), (9) § 6, cioe:
dDo
0x

=0, D¢ =0, (1)
N @ (I)
7o =0.
Questa funzione ¢ esiste effettivamente, e c¢id risulta come caso partico-
lare di un teorema che dimostreremo nel cap. seguente.

ove ® & una funzione che verifica 'equazione

un polinomio in 5—27 - b—z‘_ i cui coefficienti siano funzioni di tutte le variabili
n

2
salvo @, ; allora assumendo:

.

0 ) ( 0 0 )
@:1%—— p o, ..., 2, 1
awl + 1 a @y ! a x,, [ ]
si ha: D _ 2D , onde si riconosce subito che D, 2D sono commutabili,
dx 0 0%y

. . 3 3P . .
Cosi ponendo: D = P. P, si ha D _ ~—. P, da cui é facile trarre la com-
5D om0
mutabilita di D e — .
0 &4

(*) Cioé non abbiano a comune, come fattore, nessuna espressione differenziale lineare.
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Si possono ora stabilire agevolmente le proprietd seguenti, analoghe a
quelle del cap. IV.

N 3D . o .
Supponendo come dianzi che 9D, a;D siano commutabili e prime tra loro,

si pud dimostrare che ogni funzione U che soddisfa all’equazione T2+ U =0
pud sempre rappresentarsi mediante p 4+ 1 funzioni u,, uy,..., Upy, che ve-
rificano 'equazione D =0 per mezzo della formola :

U=apu, 4Pyt o 2 up 4 ups o (%)

La dimostrazione di questa proprieta & identica a quella esposta a § 15.
Si supponga ora che I'espressione D sia decomponibile nel prodotto di
due fattori D,, ©, commutabili e primi tra loro. Si pud allora dimostrare,

come a § 16, che ogni funzione U che soddisfa all’equazione © U=0 pud
esprimersi colla formola :

U= UI + U/l’
U', U" essendo funzioni che verificano le equazioni D, U =0, D, U" = 0.

Pit in generale, supponiamo che I'espressione D possa porsi sotto la
forma :

%:@f‘@g’”...@f”,

ove D,, Ds,..., Dr sono espressioni a due a due commutapili e prime tra

loro, ed inoltre sono pure commutabili e prime tra loro le coppie di espres-
- 3¢ 3% T o . .
sionl: 9P, a—%; Ds %;. vy O, Sa—x Si pud in tal caso dimostrare che

ognt funzione U che soddisfa all'equazione © U =0 pud rappresentarsi me-
diante la formola :

.
U= 2:‘{ (@ w2 gy e+ @ iyt i)

le u;; essendo funzioni che soddisfano all’equazione D, u; = 0.

Ragionando come a § 17, e supponendo che @, g% siano commutabili

e prime tra loro, si pud dimostrare che se le espressioni T,, ©,..., Tp s0N0

(*) Questa formola sussiste anche se I’espressione D essendo ad n variabili indipen-
denti & della forma [1] considerata nella nota della pag. precedente; perché in tal caso

é facile mostrare, con procedimento analogo a quello del § 8 al. A), che le (1) ammet-
tono soluzioni comuni.
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214 Boggio: Sull’integrazione di alcune equazioni linears

commutabili con D e se U,, U,,..., U, sono funzioni tali che
2U, =97, (¢=1, 2,..., p),
f essendo una funzione che soddisfa all’equazione D f= 0, si pud porre:
U=xz9D;¢ 4+ u, (t=1,2,..., p)

ove le funzioni ¢, u; soddisfano all’equazione ® = 0.

Questo teorema permette di esprimere le p funzioni U,, U,,..., Up, che
verificano I'equazione ©*=10, mediante sole p + 1 funzioni che verificano
I'equazione ® =0, anziché per mezzo di 2 p funzioni, come darebbe I'appli-

cazione immediata del primo teorema di questo §.

VI
SOLUZIONI COMUNI A DUE EQUAZIONI LINEARI, A COEFFICIENTI VARIABILIL

20. Stabiliamo ora le proprietd analoghe a quelle del cap. III.
Indichiamo con ® una funzione di «, ¥ e consideriamo le equazioni dif-
ferenziali seguenti, della stessa forma di quelle considerate nel § 9:

=N g e
@13:%0(1;} a%‘layﬂ—(b (I)
_n‘ , Ji+i 2 .
@22:%,~ja,-jm—0, (2)

ove ora le a, a' sono funzioni date di z, y.
Supponiamo poi che le espressioni 9,, D, siano prime tra loro e siano
commutabili, cioe, indicando con f una funzione di z, y che sia:

D, D=9, [ (a)

Allora si ha il teorema:
La condizione necessaria e sufficiente affinche le (1), (2) abbiano solu-
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zioni comuni é che sia soddisfatta Iequazione (*):
@2 b = O- (3)

Procedendo come a § 9 si vede subito che questa condizione & ne-
cessaria.

Mostriamo ora che & anche sufficiente.

Vediamo percid anzitutto quali relazioni devono sussistere fra i coeffi-
cienti a, a' affinché la (@) sia soddisfatta. Applicando la (8) § 2, si ha:

\ ’ al+j f nv 9‘” f al—’_]"'l f 8 7 a 1)
D, — ‘ 2 " 1= V. AN j
D f=  nd o (a R (’)ya) <t g@ Xt g JJ @ik (6 xH gy +
oiritt f d D1 ai + 1 (oS B Dialy 49 Oiti=tf  8*Diaij
ouxt oyt dy 0xi+2 0y 0t dxittoyitt dxody
6i+j+2f oy a'ij gi+j+m f om Ty “’75
ot o+t 9 g0 )+ '+W(i)xi+m3yj 0 xm +
oiti+m f om P, d’ij giHi+m £ dm P, G’ij
0 xi+m—4 G i+t 9 gm—10y +ee 0 i 0 yi+m g ym

bl

+ m

ed

n 3i+jf ”: 0""3 Qi f 0 Ds ai;
Y = ¥..4 A . . J
Piti+t f 8 Deayj 1 31+J+2 f 02 Deaij divite f 0 Ds aij
St ay )+_(9xi+”i)yi s T 25mmaygsi daay T
ity BB gy LB Sy
0xtdyi+r 0y (@ gy O an
Qician f 30Ty aij QiHi+n f 3 De “ij) .
0 ai+n—1 g yj+4 o uLn—1 0 Yy zt 'd?/_;.wz 0 y"

+n

Eguagliando nei secondi membri i coeflicienti di

i a_f a_f o f o f ocf omHn—t f . am+n—1f
’300’@?/’3372’3an Z)y‘“ 7axm+ﬂ—l, ’ aym+n-x

otteniamo i gruppi di equazioni :
I4
fDi @' g = Ty Ay (“o)
(¥) Nel caso di equazioni di 2.° ordine, anche non lineari, la questione é stata trat-
tata dal prof. Bianchr Cfr.: Biancui, Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate

parziali di 2.9 ordine con due variabili. (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, se-
rie 4.2, vol. II, 2.° semestre 1886.)
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216 Boggio: Sull’integrazione di alcune equaziont lineari

d
D, 0y 3@1;}00 D, ay, - faDQxaoo
3 0T (ou)
a a
D.a'y 1Joo_,:2 Gy + 82‘/00
, O D a'1e 1 32PDiaw ) 0 T2 o 1 32 Dsan
Dbt G T o g T Dt gy tarTam
—~ O Di ot 3 Diaio 32 Dy a’vo 3 Daans
T, a4 + + = + +
R N dy 0wy Dz s o.x

(“2)

3 D2 aro 32 Dz aro
%y Toway

8@1(101 1 82 D a'oo 81\2 Aot 1 82 De Qoo
Niaoz‘l‘ +§—!—ay2—=@gaoe+ 7y a1 PR

1 dm=1 Dy @'ny 1 0m Dy @'n—1y0

(m—1)1 9zt + m ! 0 xm
_ 1 dn—1 De ame i o Dy am—1,0
T (m—1)! fant n! 0 xn

Sm—l @1 a’no

|+

1 [3’""‘ D1 @' n—1yt 4+ (m —1)

(m—1) ! o rm—14 0 xm—20 Y
dm D, a’n—z,l Im D, @ n—1,0 _
+m' 0 xm +m 956’”—‘53/]—
1 dn-1 Py ABm—141 =1 Ds amo
=(n—l)![ g T —1)3 axn—eay ]"‘ (CH

37 Ds tm—2,1 3" Ds m—1,0
+W[ 0 an +"8x"—‘6y]

1 dm D, a/o,n—i
toal T =

1 8m—i Dy a’on
(m —1)! ogym-?

1 3n—1 Ds aym 1 3Dy Qoym—1

T (n—1)1  gyn—t Tt T

che esprimono le relazioni cercate.
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21. Cid posto, operiamo come a § 10; prendiamo ciod le derivate dei
primi » — 1 ordini della (1) e dei primi m — 1 ordini della (2), si ha cosi:

" Ot+j+h+k 2 m 0% ai; Oi+j+h+k—a o
N — i A
LRy y]+k + %” 2‘ ( ) Qat §aivh—" g yitk
m k\OF aij oi+ith+h—f z
+ 2".9 ;5 (B) P yﬁ 0 zi+h ayj+k+l3 +

z k\ 0~ +& Qij al+.7+h+k-”—‘3 2
- U ( ) B) 0x*o y? 0 xi+h—a p yj—f—k,_ﬁ

ah-f-k(p

& Ditjtrhth g h\ 0% a'ij Oi+i+h+h—o 2
Vg, VT TR ]

Rl Py 2‘ Z ( ) 0 g™ 0 ath= g yick

k 0B o' Oi+i+hak—B g
B U %
. 21.7 514@ (p) oyP 0ai+thp yit+h—g

R N A Y R I e e
+ Sii Mo ﬁ-*@ )(FJ 0 0 yP 0 wi+h—o g yi+k—F

th4+-k=m—2)

=0

Oiri+n—t o @;; OFHHHn—1-% g
2‘” Ry yi+k + “” 2‘ 0 x* 0 xr+h—= 9 yi+k

0B a;; Oiri+n—1-B g

E“Zﬁ()ay@ Tah g T

"2“ Rk (7 o+ @i Diti+n—t—a_p 5
AR Eﬁ(d) (ﬁ) DL DYP § coirh—a ) gorh—p

b

1 1

~—y“2 (h+]€=n—1)

Lo, Ditj+m— gy & - 13 k) o a'ij Ditj+mat—a 4
ZU:’J @i 0 2i+h g yi+k +E’J za( ) e m +
no k (E\OFa'y; Oiitm—1-B 4

..f' ZU zpl ) p] y{a itk 7 yj-fk—ﬁ

0%+P o i OHHI+m—i-a_p 4

7 34 k
—!—szzmzﬁb‘( )( )amﬁayﬁ 3mi+h~"'8?/j+k-ﬁ=0
(h+ b= m—1);
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introducendo, come a § 10, le p,e, 9s:, abbiamo:

n h 5 au
241] Qij Pi+hyj+k -+ uUZ ( ) 7z Pirh—asj+k +

oh+k @

T ok oyk’

\

m o ij " 1‘ 07+B a, 2
+.m2w(p) a;; Pishgsi-p + Jij 2 uﬁ( )( )Wa‘ay@ Dith=osjtk - = \ (4)

h+lk=n—2) |

o 5o 0 a’;;
i @i Piroart Nij Yo (“) 5o Dith-oy+k +
0 ¢ 1 J

Lo ()R oy
- Zij Zﬁ ( ,) W@]Pthk—ﬁ +

o ——
o~~~
Ot
~—

1 o

n‘ h‘ k‘ h 8”+‘3a, :
+ 55 3 0) () o dpepanmine=0, (il=m—2)

m m—l %l‘ N h a “/J \
\I
‘ i 5 Pirnyjke .m Aij Pithyj+k i A.a”( ) 7 z" Pith oyr+k

m Je 39 aij
+2wuﬁ( ) 2y g PDiclyjtk- g+ (
Tov v, (b 0°+F a;; ©)
+ Aodi_]' Al‘a Ai‘p (“) (B) a e 9 1/{.3 p1+h ay+k—B = g
on—1 o
. n— 1 h 8 (t,
‘ -id a' ij Pit hoj+k + 41-7 a ij Pi+hyj+k ‘l’ Z’J H"( ) 3 x/ Pith-ay+k +
08 a';;
+ ZU 24?‘( P ylg Pithyi+k—p + (7)

X 07+8 a’;
UZ aﬁ( )( )axagg;ppi+h-»a,j+k—p=0, h+Ek=m—1).

0

Le equazioni (6), (7) sono n -+ m in tutto e sono di ordine m -+ n—1;
supponendo che il determinante A dei coefficienti delle funzioni ¢ non si
annulli, esse permettono di ricavare le m --n funzioni ¢, in funzione
delle p.

22. Procediamo ora come a § 11, cioé consideriamo i sistemi (8), (9) § 11
ed esprimiamo che il sistema (9) deve essere Jacobiano; si trova allora che
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devono ancora esser soddisfatte le m + n— 1 equazioni (10) § 11, ciod:
X orstr— Y ¢pinys =0, (r+s=m+n—2); (10)

queste equazioni non sono perd tutte indipendenti, perché & facile mostrare
che se & soddisfatta una di esse, lo saranno pure tutte le altre.
Infatti prendendo I'X e I'Y dei due membri della (6) si ha:

n m—2
24 ij 0ij X @iahyjrk Z iJ j Qirhrojrk T N ] @ij Pivh ik +
1 ml a h\ ] a 7
T ‘f_‘ is h aa Qi+hyj+k —l— A 7.7 24 (‘) P ::,{ Pith—atiyy+k +
m—1 h aa a;
-+ ,f.".? ;d( ) ’I;i Pith- a+1yj+k +
w, 8 2f a;
+ ; ij 3 %+h+47;+k 1 + 2‘ i 24# ( 3 ‘,gj Pitht1y4k-p +
m—1 i ap aij
+ Eu ;ﬁ( F; yp Pithpryipr—p -+
"m k a +B ay (6 )
ZA Z" ;ﬁ (“)( 20 P yp Pith-atuth-g +
+ E if a z ?1+hv+k + %u Px Ps+hu+k -+
”i h1 ay k ap‘l’ a,
+ %1}' 21‘1( ) ) .,6“"']‘ p¢+h ay+-k + 21] _‘p ({3 ) m@ Pithojtk--p +
m ko E (] 07+B+1 g ;
+ £ 3 30 [o) () T psn-amen-e =
or @
=g (tE==n—1),
m m—1 m—2
Zu i Yoirmjrr + Eﬂ Qij Pithoj+key + Vq @ij Pithyjrher T
m. " a i
+ %] i ikt + Z i 2 ( ) o Pith-ayikir+
(6")

0
m h a aij
+ ;fj 21“ (d) 7 * Dith-arjitrts + E if k 5 ?/ ‘Pz+hu+k +

m’ k‘ a
+ X 2245( ) ayp Pt+hv+k-ﬁ+*+zv 2.@( ) ayp Dithyj+i-p-1t )

Annali di Matematica, Serie 1II, tomo VIII, 29
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monoko(h 0%+E ay; 2, 0a;
+ ;ij lea 21‘@(01)( ) Wpﬁh-w#rﬁi—i + z‘ Py y Pithyj+k +

0"+ a

m—1 3a,-'
-+ %“ij ﬁp&hw& + Zij § ( ) 7 3 y Pith-asjti +

oP+1 a;
+ZU ZF( ) 3?/;3,:_14 Pithyj+r-p + (6")

\ N \ d+[g+l a;;

+ 503 (1) (¢) rorayin peesio-a =
oo
T Dk gyt

h+h=n—1);

prendendo poi 'X e I'Y dei due membri della (7) otteniamo due equazioni,
che chiameremo (7'), (7"), e che si ottengono rispettivamente dalle (6°), (6”)
leggende n ed a'; invece di m ed aj; e poi mette/ndo 0 come seconde
membro.

Dalle (6'), (6") si ottiene, sottraendo, la (6,) § 11; cosi dalle (7°), (7),
mediante sottrazione, si ha la (7,) § 11; possiamo percid dire che anche in
questo caso sussiste Ja conclusione del § 11.

23. Ora, ragionando come a § 12, faremo vedere che dalle (10) si
deduce la (3), e viceversa.

Infatti dalle (6'), e dall’ultima delle (6”) (ciog quel]a che si ha per
h=0), e dalle (6), (4) si deduce:

n—1

m—1 m—32
\ ’ 7 \l .
Zo‘k a'n-kyk [204 i§ @i X Qin—1-hyj+k -+ }_] 1§ ij Pivn—hyjrk Zoﬂ'j @5 Pitn-j+k T+

+zwm—1—@“f

Yitn—1—rijtr _J["

m n—1—%k —_1 =\ 0% "
+ % is ;a (n « \) P ai Pitn—r—arj+r +

m n—l—k k [, 1 —} aa+p+1 o;
T My (O L

m——2

! . .
+ @on [Z i 0if ¥ Pirjrn—s + s "G Qij Pinjn + X A’J @ij Pirj+n -

n=1 of [227)

m/ 8
+ ;1’; ('n —_— 1) aaZ 9”_7+n—l + E’U 2‘.3( ) 8 yp p‘7.7+n -B +
day

m=-1 n—1 —1 ap i m
+ E” 2113 (" ) a il g Disitn-p + Z iy 3 Pirjta—1 T
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m=1 3 @ m u=l /p 1 aﬁ-;-i a;
-+ EU 7y o Piripn—t N A.W Zﬁ( ) prr,j Pirj4n—1 "F] +

n—1

-+ E'hk ok {Z}j @i 9irhyj+k

0°%+8 a;
ﬁ( )( ) a e aa;ﬁ pﬁ-h-a,;-;-k—ﬁ] +

+ %ﬁhk a'hr [E;j @jj Pivhyj+k +

7

%
+oot S 3

HMN

1

, 7 k (h 0°+E ay;
+ + }6‘1} Ed ‘}T‘ﬁ( )(B) awma y’;g p¢+h—aw_71-k ﬁ}

1

n—1 on @ me  n=l 3 ARtk & n—2 otk @
= 3 Cncin g g T gy R0 @ g Xk a0

che pud scriversi:

m n~1
j i ij [:«k @t X Qivn—1—pnjsk + @ on ¥ Pirjan—i + Xhh 'k Pithyjor +

n—2 n—1

+ th o 1k P;+hu+kJ + Z @5 (Z W @k q’z+h7j+k+ Ehh a'n Pwhmk) +

m~2

-+ ZU a5 (Ehk & v pz+h”+k) -+

{ong i . a i
+ 3 @i (z (0= 1—B) 5T gunmsie
0 0

m otk ko — 1 — k) (k\ 0+ ay
o B B0 )(p)mpw'“"“ o)+

3 a,,

(11)

+ a’m (‘ i (n 9’1)]1-”—! +

=1y —1 8P+ i
+ - +E¢J Aﬁ(n@ ) a?/pz; sz+n—1-P)+

n—1 m h’ a o
-+ z‘hk a'nr “zj - “\o| 722 Pith—nijtk -+
0

m h E\ 0%+f ay
+ + z')] .‘d- (Z) (@) a * a yﬁ pz+k~l,j+k ﬁ)

phtk &
= thath’

consideriamo ora I'espressione entro la |...!; sostituendo in essa alle quantitd
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entro le (...) 1 loro valori ricavati dalle (5), (7), tale espressione diventa:

n—1 n—=1
z] ai [zk an_k,k X Pitn—1~i1j+% + a on Y?l,]*l'ﬂ*( + z hk a wk Qithg+r +
n—=2 m—1 0% o'nr
+ th o' pi+h,j+k] Z i o (Z‘hk i (d) o Pixh- asj+k +
0
noJ 08 a'nn
-+ an },p( ) g Ditmirip -t
1 Y

L A 0“+€ a'nn
-+ %hk b a Zﬁ (:)( ) ?a* o &yﬁ pt-f—h-m.}-f-ic—ﬁ) (a)

T
me2 = 0% d'nk
— Zij aij (%hk 21( ) 5z Dith-erith +

08
+ Ehk Zﬁ( ) 9';’/2’%%% -¢+
0%+8 o' nr )

+ zkk Edf 2#9( )( ) mpb{-h—m;]-l-k 8

osserviamo ora che la (7'), leggendo 2 — 1 al posto di % e poi permutando
hy k& con ¢, j pud seriversi:

n—92

“ @ X Giga-nger + 3 “ 1E @ i Pipirjin Ehh & hk Pitmgon =

n =1

d aahk i—1\0%a'n
‘O‘Jhk(l Pz ?z-{—hwim-kk—thz‘( . ) 300“ pz-[—h -y ke T

7l i—1 1\ g~ a’nk ’ .0 a’hk
— Xink D F e Pith-aypn— E hk J Pifrs $h~1"
o < « 0x ay
2, & 0Ff a'hr g 0F a'nk
-~ % hk 22‘13 ( ) ) y@ Dithyj+b—g — Ehk z ( ) ) {3 Pivhyj+h-g —

noi-l Jfs 1 0%+8 a'py . O a'nk
—_— %hk Zlm 2:‘@( )( ) prh—myﬁh g z hk Pz Qi+h—1yj+k ™

s d (f— 1\ 0 a'ny
%‘_‘h rre ’PHh —9j+k ™ N hk Zl:a( « )—-——-—a o Pith—a—1yjik—
a4 ami o'
_—ghk 4B 8 axayp Pivh-vyjth-g—
R s G R P S | 0+P+1a
_ y J . .
Oth i 24@ ( ) (B) m Di+h—a—1yj+k-p

(t=1, 2,..., m; t-g =m);
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e 'ultima delle (7") (ciod quella che si ha per k=0) permutando 2, %
con ¢, j porge:

n—2

E k& nn Y Qhymak~1 -+ Z Rk @ bk Ghymik Ehk @k Phym+h =

aahk 2, m=l fm 1\ 0B a'up
———*th(m——l) By ?h,m+k~|"‘§hk%ﬁ( 8 )W}?h,m+k-p'—

sl mal (i — 1\ 08 a'hr
- ;hk - {8( 8 ) W Prym+h-pg — 2‘ hk ?h,m+k—

f—1 a o hk n m=1 o 1 a{q_‘ a’hk
_ zhk : ph,m+k P~ Zhh 2@( ) ¥ Phymtk~1-8 3

sostituendo nella prima 2 della («), poi sostituendo 1'espressione () cosi ot-
tenuta nella (11) al posto della {...] si ottiene un’equazione che chiame-
remo (11'), semplificandola, tenendo conto delle (a5}, (@), (as),... essa si
riduce a quest’altra (*):

m—1

- a’on %k D ~kyk (X Ym-k-1yn+k — Y?m~-hm+k--») +

)’ (12)
n~1
-+ Gom %k a,n~k7h (X Pr-k-sym+k Y ?n«k;erk—x) == D, (D; %

(¥) St verifica facilmente che la (117} si riduce alla (12} mediante le {a), («),...
Prendiamo ad es. nella (11'} il gruppo di termini contenenti le funzioni ¢, esso, come &
facile riconoscere, & il seguente:

Lol w 0 ais 0
I o n-Rk zij (ﬂ — k} a Qidn ~t=~kyjt-k + zk a n—Ik >‘ i k= ay ‘P’-‘{‘"’kﬂ"“k -1 +
) o

w80y m a’hk
+ aon z; n ‘é“" Yig+n—~1 — )' i “’1.7 -~ hh ( a T Qit-h—L4+k —

N 2 & ux

~ f’i; ai; E’hw 7y Qi hyil—1 — aOm hk L
Q

?hﬂn'f‘k -1

ove, nella penultima £ la ¢ varia da 1 ad m; quest’espressione possiamo ancora scri-
veria :

n—1 [T # m’ ‘s
6 d ? oa
2% & nekk 2 o (7 = B) 2 @itttk + Ehr &k S b e Gidhjth-1 —
S 0 0 0y

w .0 O nk w n .0 'k
— 2 4y 2 Bkt Pith-1g4r — 255 aij e j Pi-thith—1,
0w [ 0 cy
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che coincide colla (12) § 12. Se ne trae, come a § 12, che se le (10) sono

soddisfatte ¢ pure verificata la (3), ¢ viceversa. Cosl la nostra proposizione

¢ dimostrata.
Supponendo, in particolare :

(=4

D

x

N o

=, 3=

>

»

si trae, dal teorema ora dimostrato, il primo teorema del § 19.

Se le espressioni T,, ©, non fossero prime tra loro, sussisterebbe un
teorema analogo a quello del § 18.

Supponendo che le espressioni ®,, T, siano commutabili e prime tra
loro, si pud dimostrare, come a § 14, che se la funzione ® soddisfa all’e-
quazione T, ® =0, esiste sempre una funzione 2 che verifica le equazion::

—(sz=q), @22’=0.

ora, questo gruppo di termini é nullo; prendiamo infatti ad es. il coefficiente di ©pgn—10,

\

e8s0 e.

a a’ a
’ a mO_ Ao 1 8 n0 a n0

0 aAmo
PE + a'n—1 29

go "M Gy

a,n(] n

ora la prima delle (%mtn—1) ci da:

1 14
(m—_m [ (m — 1) am—10 a'no + m ! amo %’ +(m—1tlam i

. 0 alno] ,
T
oy

1 1 .,
" ml b0 @10 = (T'—T)' [(n - 1) V' n—1.0 o + nlau aa ZO +

0 amo 1
+ n—=1)ta"n-11 dyl - i n!a'no am—10,
ossia:
02 0 0 w0 'y 0 mo ' 0 Amo
ma - - =na Uy
mOanIam],lay nOam‘}‘nl,lay;

la quale mostra appunto che il coefficiente di ¢m--n—10, scritto dianzi, é nullo.
In modo analogo si riconosce che son nulli i coeflicienti delle altre ¢, ¢ infine i coef-

ficienti delle p.
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VII.
APPLICAZIONI.

24. Indichiamo con D un’espressione lineare a due variabili indipen-
denti, a coeflicienti costanti, cioé un’espressione della forma (6) § 2, ove le a
sl suppongono costanti.
Sia poi ® una funzione che verifichi I'equazione Du = 0. S1 tratta di
determinare tutte le forme di T tali che ponendo :

U= (xz + yz) U,

la funzione U verifichi Yequazione ©* U = 0.
Applicando la (13) § 3 si ha:

D [(@*+y*)u] = [(90 -+ 9%)24— (_1/ + nyﬂ D u,

ossia, sviluppando, e ricordando che Du =0:

@[(x’—f—yz)u]=2x8§xu -l—2y8®u

3 D 0 D
oy +(a7 W)“’
da cui

U =9 [(x’+y2)u]=2(g—§)2u+2(8®)2u,

a2y

onde, se si vuole che sia ©* U= 0, dovra essere:
3 DY J DY
(52 et (5y) =0

3Dy /YD)
(a—m)+(a‘y“)=®°®’

se ne deduce:

ove D, & un’espressione lineare arbitraria, di un tipo analogo a 9.
Indicando con f(x, B), f,(x, B) rispettivamente 1 primi membri delle

equazioni caratteristiche delle equazioni © =0, ©, =0, & chiaro che per ot-

tenere un’espressione T che verifichi 'equazione precedente, bastera determi-
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226 Boggio: Sull'integrazione di alcune equazioni lineari

nare un polinomio f(«, B) che verifichi 'equazione :
o\, (0F):
() +(55)=rn M

fo essendo un polinomio arbitrario in a, A.
25. Per determinare il polinomio f applicheremo il metodo dei coeffi-
cienti indeterminati.
Supponiamo dapprima che f, si riduca ad una costante che chiame-

remo 4 c.
E evidente che il polinomio f dovrd allora essere di 2.° grado; poniamo

pereio :

f=a'20a2+2a““ﬁ+a2252+a10“+a016+a()07

ove le a sono costanti da determinarsi. Sostituendo nella (1) ed eguagliando
1 coefficienti delle stesse potenze di «, 8 si hanno le equazioni:
a2, 4 af, =c a, \
g, + 0f, = € O
Qoo C1y + Gys Gyy =€ Ay,
Azo Byo = Qs @gy = C Ayo
oz oy T Qyy Gyo = C Uy,

a%o'l—agi = 40&00;
la 3.* di queste equazioni porge subito :
a, =0, ovvero as- a,=c,

onde il sistema (2) si scinde nei due seguenti:

9
@5 = C Azo @G+ 0F, = € ay,
2
agz = C Qo2 & + a%i = C Qe
a,=20 By + Ao =C
3 (4)
U3 Ayo == € Ay O30 Byo + @y Aoy = C @y
Aye Qoy == C Gy, Qo2 (oy + Ay Ao = C Qg
2 2
a%0+a%i=4:ca001 a10+aog—4caon-
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Una soluzione del sistema (3) si ha ponendo:
Oz == Gps = C

2
__ % -+ aa,
Qoo == 4c ’

cui corrisponde la forma seguente di f:
f(d, 6)_6(02+ﬁ)+ a10a+a0‘ﬁ+a10+ aog

onde

_ ﬁ _32— aao‘*‘am
© = (g )+ O gy L %)

¢, @, @y essendo costanti arbitrarie.
Le altre soluzioni del sistema (3) conducono ad espressioni D che sono

casi particolari della precedente, ovvero sono della forma:
(Ai-usi-{—c)’z (6)
oz 0y
4, B, C indicando delle costanti.

Occupiamoci ora del sistema (4). Sottraendo la seconda equazione dalla

prima, si ha:
@5 — Gp = € (@0 — os),

da cui:
ago = aog ) ovvero 6120 + a20 C, )

percid il sistema (4) di luogo ai due seguenti:

@, + af, =cay a% 4 a%, =cay
2ay=c Qo + Qoo =2¢
Q20 Ayo 4 Wiy Qos == € Gyo Q30 Qiop + Quy Bgy = C Uy
f Gop Qoy -1 G4y Qg = € Gy, Qoo Aoy + A4y By = C Ay,
\ a?o+a34=4caoo \ a‘fo+a§,=4caoo,

le soluzioni dei quali forniscono per © delle espressioni della forma (6).

Dall’espressione (5) di D si deduce:
Se la funzione u soddisfa all’equazione :

CAzu‘f‘amgu'Famgu“l“aw;aoru——o (M
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la funzione U = (2* 4 y*) u verificherd l'equazione:

ate + a3,
(cA +a‘°6 +a°‘8y+ 1o )U 0.
B perd facile riconoscere che ) espressione (5) di ® & riducibile al A?
di Larrace. Infatti facendo il cambiamento di funzione :

1 " 1
_"2“10 "zamy
Uu=1"ve

’equazione (7) si riduce senz'altro all’equazione di LapLace: A = 0.

Quanto alla forma (6), mediante una sostituzione lineare essa pud ri-
dursi ad un’espressione differenziale ordinaria.

Si pud pertanto enunciare il teorema:

Tutte le espressioni © lineari, di 2.2 ordine, a coefficienti costanti, tali
che posto :

U= +y)u, (Qu=0)

risulti ©* U= 0, sono riducibili al A* di Larrace o ad espression: differen-
ziali ordinarie.

Supponiamo ora che f, sia un polinomio di grado » in «, 3, allora f
dovra essere un polinomio di grado » + 2; perd la determinazione dei coef-
ficienti di f dd luogo a sistemi assai complicati di equazioni di 2.° grado, di
cui non & agevole assegnare la soluzione generale.

' 26. Indichiamo con S lo spazio indefinito limitato da un piano o, che
*assumeremo come piano %y, con f, f,, [, tre funzioni regolari date di z, y
e con a una costante.

Si tratta di determinare una funzione U regolare in S, che verifichi in

ogni punto di S I’equazione:

(a i thiptagt1U=0, (a=7h4 4 55)

e che sul piano ¢ assuma, colla sua derivata rispetto alla normale interna
oU

57 due date successioni di valori @, ¥.
Si ha intanto evidentemente :
d d 0
(S it gyt ags T ) =2+
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& percid chiaro che le espressioni
2 a 2 a
Mthhhi et m(vhg e )

sono commutabili, quindi, in virtd di quanto si disse nella nota della pag. 213,
potremo porre :
U=zv+u,

u, v essendo funzioni che soddisfano all’equazione :
0 0 . 0
A+ f,a—x‘}"fgﬂ -7-aa—z+f=0.

Sul piano o, ciod per z2=0, si ha:
U=u=29,

quindi, per determinare la funzione u si hanno le equazioni:

Mutf 0 g, 0 St alfu=0 8 ) -

U=~ su a.

B facile mostrare che se f<<O esiste una sola funzione w che soddisfa
a queste equazioni e che all'infinito assume un valore costante.

Infatti, se esistessero due di tali funzioni, la loro differenza U’ verifi-
cherebbe le equazioni :

LA
U'=0 su o

U’

L0U - :
@ —— +fU =0 in S

e si annullerebbe all’infinito; percid avrebbe in S un massimo positivo ed un
minimo negativo. Ora cid & impossibile, perche sia ad es. M (%o, ¥, 2,) il
punto ove U’ assume il massimo valore positivo; si avra ivi:

(%%)M= (aﬁz )M - (%—Z)Mz 0

Cid posto, la formola di Tavror, col resto di Laeranee, porge:

A

- 14 1 ? 2 !
U' (@, Yo, 20)—U' (@0 4o, 2) =5 @ —5)' 55U & 0, 2)
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U' (%o, y, 20) —U' (@, Yo, 2:) = _(y—y0)2 U (Toy 7y 20)

U' (2, Yo, 2 —U' (0, y,, 20) = g(z—zo)2 U (Toy Yoy &Y

ove &, n, ¢ sono rispettivamente compresi tra z ed #,, y ed y,, 2 € 2,.
Essendo U’ massima in M si deduce facilmente dalle equazioni precedenti:

A*U0Yy=0
poiché inoltre :
(f U’)M < 07
risulta:

) ouU’ ,
(20 + 150 4155 + oS 1) <o,
cid che & assurdo, perché si ha:

v aw ,
R R TR L

Analogamente si dimostra I'impossibilith di un minimo negativo. Ne
segue che la funzione U’ & nulla in tutto S; da cid si deduce la proprieta
enunciata (¥).

Cerchiamo ora le equazioni a cui soddisfa la funzione w.

Supponendo che la direzione positiva dell’asse z sia quella che va nel-
Vinterno di S, si ba, nei punti di ¢:

oU_0U _
on 0z + 5 z

percid la funzione v verifica le equazioni:
sz—l—f, +f& ,@—{—fv:O in S
©)
V=Y — — su ¢

0z
che sono dello stesso tipo delle (8).

(*) Questo metodo di dimostrazione ¢ dovuto ad A. Parav. Ofr. ParAF, Sur le pro-
bléme de DIRICHLET el son extension au cas de Uéquation linéaire générale, (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse; a. 1892.)
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In tal modo la questione proposta & stata ricondotta alla risoluzione dei
due sistemi (8), (9). Si determinerd percid anzitutto, mediante le (8) (*), la
funzione u, e poi, per mezzo delle (9), la funzione v.

Piu in generale, per determinare la funzione U che soddisfa nei punti
di S all'equazione:

. o 0 0 m
(B f i +al+f =0

e che su ¢ assume colle sue derivate normali successive dei primi m — 1 or-
dinj, dei valori assegnati, si porrd :

U=2m"u 4+ 2" U+ - -+ 20up-y + thn,
ove le u sono funzioni che soddisfano all’equazione :

0 0
S fuga ot fgy b ags =05

esse si determinano successivamente con un procedimento analogo a quello
indicato nel caso precedente.

(¥) Relativamente all’integrazione di questo sistema in un dato campo, vedasi:
Prcarp, Sur la théorie générale des équations auwx dérivées partielles et la méthode des
approximations successives. (Journal de Mathématiques; a. 1890, 1896, 1900.) — E. Le-Roy,

Intégration des équations de la chaleur, Thése. (Annales de 1'Ecole Normale Supérieure
de Paris; a. 1897)
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Sopra le coniche bitangenti alle
superficie algebriche.

(Di Matteo Borrasso, a Torino.)

Le questioni di pluricontatto e di contatto d’ordine superiore d’una co-
nica con una superficie, che non sia un piano, non censta siano state risolte
" neppure in casi particolari.

La presente Nota apporta un primo contributo a tale classe di problemt,
poiche stabilisce la condizione di bicontatto d'una conica con una superficie,
F'» generale nel suo ordine.

Il metodo che seguiremo consisterd nel ridurre, in parte, il problema
nostro, relativo alle coniche dello spazio, ai problemi analoghi, risoluti dallo
Zevtrey, per le coniche del piano, appoggiandoci ad un teorema dell’HaLpuEN
sulla teoria delle caratteristiche delle coniche. Per risolvere poi completa-
mente la questione, ¢i gioveremo essenzialmente delle relazioni, che legano i
caratteri d’un sistema oo* di coniche col numero delle coniche del sistema
che degenerano in una coppia di rette complanari, distinte o coincidenti; e
quindi ci guiderd, in sostanza, il concetto stesso seguito dallo Zrursexy nella
determinazione delle coniche d’un piano pluritangenti ad una curva di questo,
dotata di sole singolarita ordinarie (¥*).

1. Adotteremo il calcolo coi simboli di condizione, traendo le nota-
zioni relative dal classico trattato dallo ScruerT (**); epperd indicheremo

(¥) ZrurueN, Nouvelle méthode pour délerminer les caractéristiques des systémes de
conigues. (Nouv. Ann. de Math., 2.iéme gérie, t. V, 1866.) [E la riproduzione d’una Me-
moria dell’Accademia Danese, dal titolo: Nyt Bidrag til Laeren om Systemer af Kegle-
snil, ece.; Copenaghen, 1865.] Queste ricerche furono poi completate dal CaYLEY, On the
curves wich satisfy given conditions. (Philosophical Transactions, t. CLVIII, pag. 75, 1868;
oppure : Collected Mathematical Papers, t. VI, pag. 191.)

(**) Kalkil der abzdhlenden Geometrie, Leipzig, 1879.
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la condizione (semplice) per una conica d’aver il suo piano passante per un
dato punto, o d’appoggiarsi ad una data retta, o di toccare un piano dato
rispettivamente con g, v, p. Le condizioni (semplici) di degenerazione d’una
conica, o in una coppia di rette incidenti e distinte, o in una retta doppia
con due vertici ed un piano che ad essa appartengono, s'indicheranno rispet-
tivamente con d ed .

Diremo inoltre «, (z) la condizione (doppia) per una conica di toccare
in due punti distinti una F'#; e o/, (n) la condizione (pure doppia) per le
coniche d’un piano di bitoccare una curva y» di questo, generale nel suo

ordine.

2. Lo Zruraex, considerando le coniche dei sistemi elementari oo? del
piano, costituiti da tutte le coniche del piano che soddisfano ad una delle
quattro condizioni triple % »*p, vp® e p° ha mostrato che quelle fra esse
che bitoccano una y*, generale nel suo ordine, sono rispettivamente in nu-
mero di (¥)

%n(n—l)(n’+3n——-6), n(n—1)(nt +3n—8),

2n(n—1)(n*4 n—>5), 2n(n—1) ([ —3).

Ora, pel teorema del Cremona sulle caratteristiche delle coniche d’un
piano, la condizione per queste di bicontatto con 4, ossia il numero delle
coniche d’un sistema oo* del piano che bitoccano ™, dev’essere cosi espresso:

as(n)=1x(n)v +y(n)vp+ 2(n)e

ove z, ¥, ¢ son funzioni dell’unico carattere, n, di y, e +*, vp, p® son i ca-
ratteri del sistema oo® considerato. Questi caratteri pei sistemi elementari oo®
del piano, prima definiti, sono eguali rispettivamente ad (1, 2, 4), (2, 4, 4),
(4, 4, 2), (4, 2, 1), e quindi s’avranno le relazioni:

z42y+de=gnin—1)(w43n—6

2zt+4yt+4z=nn—1)w +3n—38)
444y +22=2nn—1)(n*+n—>5),

le quali permettono di ricavare z, y, 2, e s'ottiene cosi, come espressione

(*) ZeuTHEN, loc. cit., pag. 206.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



alle superficie algebriche. 235

esplicita di ', (n) la seguente :

W)=l — |2 —n—1)»+@En—9)vp+2] (%),

3. Pel teorema di Hareuen sulle caratteristiche delle coniche dello
spazio (**) la condizione «,(n) di bicontatto d’una conica con F'7, che
esprime pure il numero delle coniche d’un sistema = oco® bitangenti ad F'7,
é rappresentata da un polinomio omogeneo di secondo grado in g, v, p, i cui
coefficienti dipendono esclusivamente da n. Ora, se il sistema £ & piano, ciog
se son nulli i termini che contengono la u, la «, () si riduce ad o', (»), e
quindi si ha:

o (m) = )ty (v + 2 (e + |
1

—I—Zn(n—l){2(nz—n——1)v2+(4n—9)vp+2p?|. S M)

Per determinare i coefficienti «', %', 2/, che compaiono in questa formola,
bastera ovviamente procurarci il valore di «, (n) per tre convenienti sistemi oo*
di coniche: e ¢id noi faremo considerando tutte le coniche che rispettivamente
soddisfano alle condizioni sestuple u® !, p?»®¢® e wy®; troveremo ciod le co-
niche dello spazio soddisfacenti alle condizioni

vt ag (), ptv® f ey (), VS o (1),

A tal fine ci gioveremo delle relazioni simboliche (*¥*)
1 2 4 2 1 2
v=gdtzatop, p=gdtaatop (2)

le quali permettono di ridurre la nostra ricerca alle questioni dei contatti di
rette con F'», e dei contatli delle coniche d’un piano con una sua curva .
Converra pure tener presente la relazione (¥**¥)

P=pv—2p, ®3)

(¥) Se si moltiplica quest’espressione di o'y (1) per 3, s’ottiene la 4.2 delle formole
citate di ZeuTHEN, della quale non s§’¢ fatto uso.
(¥**) HALPHEN, Mémoire sur la délermination des coniques el des surfaces du second
ordre. Troisiéme partie. (Bulletin de la Société Mathématique de France, t. II, 1874.)
(###) Scmuskrr, loc. cit., pag. 92.
(###) Ibidem, pag. 95.
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che esprime per una conica la condizione, doppia, di passaggio per un punto
dato, e dalla quale segue:

y2u2=P2+4y.3:/. (4)

4. Applicando la (4) e la prima delle (2), s'ottiene :
ptuta, (n) =4 p3v® a, (n) + % P2y o, (n) +

2 4 5,
+ 3<P2Vna,(n)+§ Ptyya,(n),
ed essendo P?vya,(n) =0, P*pva,(n) =p*s®a,(n), si potra scrivere:
pE vt ay (1) = % P:yvia,(n) 4+ 1—; w3 % a, (). (5)

Poiche & noto del secondo membro di questa eguaglianza il secondo ter-
mine, basterd cercarne il primo, ciod P?v d a, (n).

A questo scopo, dico 4,, 4, i punti della condizione P2, @ la retta della
condizione v, ed z, y le due rette incidenti di cui si compone una 9, soddi-
sfacente alla condizione imposta P*ya,(n). I casi che si possono presentare
dovranno allora, di necessitd, rientrare in uno dei due seguenti: 1.°) una
delle due rette di J, p. es. #, passa per i due punti .4,, 4,, e P'altra in-
contra @; 2.°) una delle due rette di J, e sia la x, passa per I'uno dei due
punti dati, p. es. 4,, e s’appoggia alla retta a, mentre Valtra retta, y, passa
pel rimanente punto, 4. : le soluzioni di questo caso, per lo scambio che si
pud fare dei due punti 4,, 4., dovranno contarsi due volte.

Nel primo caso, perchd sia soddisfatta la condizione «, (), possiamo sup-
porre o che la y, appoggiata ad @, sia bitangente ad F», o che le sia tan-
gente ed inoltre il vertice di ¢ appartenga ad F». Essendo

Sn—1@—2)(—3) ed  n(n—2)m—9
Pordine e la classe della congruenza delle rette bitangenti .ad F'*, sard
nn+1)(@m—2)(n—3) il numero di queste bitangenti appoggiate alle
rette @ ed A, 4,, ognuna delle quali costituisce colla x = A4, 4, una J che
soddisfa al problema. In secondo luogo osserviamo che per ognuno degli n
punti d’incontro di # = A, 4. con F'» passano precisamente n* —n — 2 rette,

le quali, appoggiandosi ad @, toccano altrove F'», e ciascuna di esse ci da
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una nostra ¢ col vertice sulla superficie, per il qual fatto si deve considerare
come una soluzione doppia (*), e cosi s’hanno altre 2n (n*—n — 2) solu-
zioni. Il numero delle soluzioni pel primo caso & dunque n (n — 2) (n* — 1).

Nel secondo caso possiam supporre che le due rette x, y o siano en-
trambe tangenti, o I'una di esse sia tangente ed il vertice giaccia sopra F'»,
od infine che y sia bitangente alla superficie. Le rette per A4,, appoggiate
ad a, che toccano F'” sono n(n — 1), ed una qualsiasi di esse & incontrata
da n(n — 1) tangenti alla superficie passanti per A,, onde nella prima ipo-
tesi si hanno n®(n — 1)® soluzioni. Poiché poi ognuna delle dette n(n—1)
tangenti alla superficie per A, incontra ulteriormente F'» in »—2 punti,
sono n(n— 1)(n — 2) le coniche ¢, la cui # tocca F~ ed il cui vertice
giace sopra questa, le quali contano percid come 2n (n — 1) (n — 2) soluzioni.
Il cono circoscritto da A, alla superficie incontra quest’ultima, fuori della
curva di contatto, in una curva d’ordine #* (n — 1) — 22 (n — 1); onde sono
n(n—1)(n—2) le rette per A, appoggiate alla sezione y» del piano 4,a
con I'* le quali toccano altrove la superficie, ed ognuna ci da una J, che
ha la retta y tangente ad F'» ed il vertice sopra questa; epperd, in tal modo,
s'ottengono 2n (n — 1) (n — 2) soluzioni, come nella precedente ipotesi. In-

fine ognuna delle %n(n—l)(n—2) (n — 3) bitangenti ad F'7, che escon

o

da 4., individua una conica J che soddisfa al problema, e g’hanno cosi al-
trettante soluzioni. Nel secondo caso s’hanno quindi

%n(n— 1) 3n+n--10)

soluzioni, da contarsi, per quanto s'¢ detto in principio, due volte.
Sicche concludiamo essere P2y da, (n) = 4n (n —1) (n* — 3).
Sostituendo nella (5), e ricordando che &

y3y3a,(n)=%n(n—1)(n2+3n—6),

(*) Per quanto concerne la molteplicita colla quale una conica degencre va conside-
rata come soddisfacente alle imposte condizioni, se queste son formate con v e p, ci at-
terremo allo ScruBert (loc. cit., pag. 93); e, se si tratta invece di condizioni di contatto,
ci atterremo a quanto & posto rigorosamente in evidenza dallo ZeuTHEN (Nouv. Ann., loc.
cit.), notando che queste molteplicita non possono mutare guando si passi a considerare
in luogo d’una curva piana, una superficie di cui detta curva é sezione.
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s'ottiene :
pria,(n)=4n(n—1)@n +2n—5). (6)

5. Per la (4) e la seconda delle (2) si ha:
szze“e(")=’4!*3”92“2(")‘1‘%1)2?5“2(")—}‘

+ ;‘PSP")%(")‘{‘T:‘PL'PH%(");

ed essendo identicamente
P2 pyay(n)=0, P2 upay(n)y=pdv®pa,(n),

s'avrd la relazione:
2 2
pvtptay (N) = —3—P2p3a2 (n) + 4p3up9a2(n)+§y.3»?pa,(n), (M

la quale riduce il calcolo di p®u®p®a, (n) a quello di P?pd o, (n).

Per avere questo numero dico nuovamente 4,, 4. i punti della condi-
zione P2 ed indico con = il piano della condizione p, sul quale deve stare
1l vertice di ¢ =(#, y). Non si potranno allora presentare che 1 due casi se-
guenti: 1.°) Una retta, p. es. la x, di ¢ coincide colla retta A4, 4.; 2.°) una
retta, x, di ¢ passa per 4,, e laltra passa per A4..

Nel primo caso la retta y di ¢ dovra passare pel punto 4,4, r=xr,

quindi non potra essere che una delle % n(n—1)(n—-2)(n—3) rette bi-

tangenti ad F'”, uscenti da tal punto, e c¢i dard cosl altrettante soluzioni.

Nel secondo caso si dovrd supporre o che una delle due rette z, y sia
bitangente, ovvero che sian tangenti entrambe, oppure che I’una d’esse sia
tangente (ad F»), ed il vertice appartenga inoltre alla superficie. Le bitan-
genti ad F'», che escono da ciascuno dei punti 4;, sono

Snm—1)(n—2)(—3),

ed ognuna individua una conica ¢ che soddisfa al problema, epperd s’avranno
in questo modo #(n—1)(n — 2) (n— 3) soluzioni. Le nostre coniche o, le
cui due rette toccano entrambe F'”, son tante quanti sono i punti comuni
alle sezioni con w dei coni tangenti ad F'» che escono da 4, ed 4,, cioe
n® (n — 1)°. S’¢ gia notato che le rette del cono tangente ad F'* col ver-
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tice in 4,, le quali s'appoggiano alla sezione y* della superficie con =, ma
hanno il loro punto di contatto fuori di =, sono #(n — 1) (n — 2): ognuna
di esse ci da una nostra J, col vertice sopra F'#, la quale va percid con-
tata due volte; e poiche il detto per 4, vale anche per A4,, avremo in totale
4n(n—1)(n—2) soluzioni.

Dopo cid, osservando inoltre che per la condizione ¢ imposta alle J, tuite
le soluzioni oftenute devono contarsi 2! volte, potra concludersi essere:

Prpda(my=n(n—1)(5n—9n+ 2)
Ed allora, sostituendo nella (7), tenendo pure presente che si ha
b3y () —n (n— 1) (n* + 30 —8),

prvgtea(n)=2n(n—1)(n +n—05)
s’ottiene :
Pt play (n)y=4nm—1)(83n*+n—11) (8)

6. In virth delle (3) e (2) si ha:

(Au5a,(n)=2p’v‘ocg(n)+%Pu’c}ag(n)+

2 4
+§ Pusnaz(n)—{—?P{.c V2 oy (1),
e, riconoscendosi essere identicamente
P yay(n)=0, Pusde, (n)=p2vto,(n) —2 p? v a, (),
s’avra : .
5 1 3 10 2,4 8 3,3 o 9
@y az(n)=§_Pu &ag(n)%——s—pva,(n)——?)yu 2 (n). (9)

A

Per quanto si & visto, gid sappiamo essere :
p* vda, (1) =%n(n— 1) (n* +3n—6),

pivia,(n) =4nn—1)@ 4+ 2n—>5),

e basterd quindi calcolare P.3 d o, (n).

A tal fine, se 4 & il punto della condizione P, ed @i @, @ son le
rette della condizione 1%, osserviamo che una delle rette di ¢ ?(x, ), p- es. x,
dovrd necessariamente passare per 4, e potrd non appoggiarsi ad alcuna
delle a; (che dovranno allora incontrare tutte la y), od apP0ggiarsi ad una
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delle a; (mentre la y s’appoggerd alle altre due), od incontrare due delle a;
(mentre la restante a; sard incidente ad y). Per i vari modi di scelta delle
rette a; ognuna delle soluzioni, che s'ottengono nei due casi ultimi, andra
contata tre volte.

Nel primo caso pud anzitutto supporsi che z sia bitangente ad F'», e
s’hanno allora n (n — 1) (n — 2) (n — 3) soluzioni; ovvero che tanto « quanto y
tocchino F'#, ottenendo cosi altre 2 n? (» — 1)* soluzioni. Volendo invece che
sia tangente alla superficie, ed il vertice di ¢ stia sopra questa, basterd osser-
vare che tal vertice dovrd esser uno dei punti in cui la schiera delle rette
appoggiate ad a,, @,, a; incontra la curva d’ordine »n (n—1)(n — 2) d'ul-
teriore intersezione di F'» col cono ad essa circoscritto da A, fuori della
curva di contatto; epperd s’hanno in tal guisa 2n (n — 1) (n — 2) soluzioni,
da contarsi ognuna due volte. Infine, supposta la y tangente ad F'%, poiché
sono 2n (n — 1) le rette appoggiate ad a,, a., a.;, che toccano la superficie,
otterremo di nuovo 2#n (» — 1) (n — 2) coniche ¢ col vertice sopra F'%, che
pure rappresentano un numero doppio di soluzioni. Onde, nel primo caso, il
numero complessivo delle soluzioni & n (n — 1) (3 n* + n — 10).

Nel secondo caso, quando z passando per A incontra p. es. a,, supposto
che tanto 2 quanto y sian tangenti ad F'», si hauno 2 n*(n — 1)* soluzioni;
se invece y bitocca la superficie, il numero delle soluzioni che s’ottengono &
precisamente eguale a quello delle rette bitangenti ad F» appoggiate ad
@y, @3, ci0d n(n + 1)(n — 2) (n — 3). — Pud pure supporsi che il vertice
della nostra ¢ appartenga ad F'”: se questa ¢ allora toccata dalla retta z,
abbiamo n (n — 1) (n — 2) di tali ¢ da contarsi ciascuna due volte come so-
luzione. Vediamo ora quando F* & invece.toccata dalla retta y. La rigata
d’ordine 2 n (n — 1) delle tangenti ad F'™ appoggiate ad a,, a,, a, taglia la
superficie, fuori della curva di contatto d’ordine »*, in una curva d’ordine
2n*(n — 2): tanti son quindi i punti del piano A @,, appartenenti ad I,
ciascuno dei quali & vertice d'una conica d, la cui y tocca la superficie; ep-
perd in tal guisa otteniamo 4 n® (n — 2) soluzioni. — Quindi il numero delle
soluzioni ottenute nel secondo caso sard n (n — 1) (3 n* + n — 10); e, quando
si scambino fra di loro le a;, s’avranno in totale 3n (n — 1) (3 n* + n — 10)
soluzioni. .

Infine, nell’ultimo caso, la retta x, dovendo passare per 4 ed appog-
giarsi p. es. ad @, ed a., & fissa: onde la retta y o sard bitangente, oppure
toccherd semplicemente la superficie ed il vertice di ¢ stard sopra questa. Le
coniche ¢ che soddisfano al problema sono n(n 4 1)(n — 2)(n —3) nella
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prima ipotesi, ed n (n® -~ n — 2) nella seconda; quest’ultime perd si devono

contare due volte. Tenendo poi conto degli scambi che si possono effettuare

fra le aqi, si trae che nel terzo caso s’hanno 3 »n (n — 2) (»* — 1) soluzioni.
Raccogliendo s’avra :

Pyroa,(n)=mn(n—1)(15n® 4 n — 45).

Quindi, sostituendo nella (9), abbiamo :
pv az(n)—n(n-—1)(17n’+23n——74) (10)
7. Se moltiplichiamo ora la (1) successivamente per wp?v4, pn®y® p% w15
poichg & (*):
pt =1 pvlp =2 plpt=4 potpt=4
pisf =38 ptp =14 pt vt pt =24 potpt =16
pv'=34 pfp=052 pfpr=T6 phvt=plsp'=0,
s'ottiene :
B tay () =y + 22 + 5 n(n—1) (8t + 20n— 4T)
priplas(n) =4y + 42 +2n(m—1)(6 % 4 6n—29)
pray(n)=2 48y + 142 4+ n(n—1) (17 n* 4 35 n — 96).

Queste relazioni, insieme ai risultati (6), (8), (10) prima ottenuti, ci
danno le equazioni:

y+2d=—rn—1)(4n—")
4y +42=—nn—1)4n—17)
v +8y 142 =—2n(n — 1)(6n — 11),
dalle quali, ricavando z', y', 2/, e sostituendo poi nella (1), si ha:

sa(my= 4 n(n—1){8(2n—3)pr—2(tn—Tpr+
FE—n— 1) (dn—9)vp+ 24| (V)

(11)

(*) Scuuserrt, loc. cit., pag. 95.
(**) Della formula cosi ottenuta si pud fare la verifica seguente: Se si considera il
sistema, oo%, delle sezioni d’una data quadrica ¢? coi piani d’una stella (O), le coniche di

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIII. 32
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8. La formola a cui siamo giunti esprimerd il numero delle coniche
non degenert d’un qualsivoglia sistema oo? che bitoccano una data F'z, la
quale non abbia alcuna particolare relazione col sistema considerato: ossia,
rimanendo fisso questo, possa supporsi che la F'* occupi nello spazio una
posizione generica. Se cid non fosse, potrebbe accadere che il numero con-
siderato, o diventasse infinito, o, pur restando finito, comprendesse coniche
degeneri della specie ¢, », o della terza specie (retta doppia con un vertice
sopra di essa), con certe molteplicith. L'Harprex (*) ha dimostrato ed espresso
con rigore, nel caso di sistemi semplici o quadrupli d’un piario, quand’é che,
volendo escludere le coniche degeneri, & tuttavia valida la teoria delle carat-
teristiche; ma non essendo state estese quelle ricerche, non possiamo dire se,
escludendo le coniche degereri quando si presentano, il numero ¢, (#) con-
tinui ad esser dato da una espressione del tipo di quella scritta.

9. La (11) permette di trovare tutti i numeri che s¢ riferiscono a co-
niche soddisfacenti ad una o pit condizioni di bicontatto con date superficie,
generali nei loro ordini, e soddisfano inoltre ad alire condizioni, semplici o
no, anche irriducibili (**), delle quali si conoscono le espressioni in funzione
di p, v p.

Come esempio, si pud ricercare il numero delle coniche dello spazio che
bitoccano quattro superficie Fyr, Fis, Fis) F#¢ (in posizione generica le une

4
rispetto alle altre), cioé il numero rappresentato da II; «, (n;).
1

Se si eseguisce direttamente questo prodotto, sostituendo poscia, nel ri-
sultato, alle condizioni di dimensione otto, formate con g, v, p, i loro valori

un tal sistema, che bitoccano F», non son altro che le sezioni di ¢% fatte coi piani che
sono bitangenti alla curva I'27  intersezione di ¢% con F», cioé coi piani bitangenti al
cono che da O proietta la curva I'. Ora questo cono, di classe 272 con n(rn — 1) gene-
ratrici doppie, ammette 2 (n — 1) (v + n — 4) piani bitangenti, e tal numero s’ottiene
pure dalla (11) quando in essa si pongano i caratteri del particolare sistema considerato,
che si riconoscon essere:

pr=1 pyv=pe=2 V=vp=p¢i=4

(*} HALPHEN, Caractéristiques des systémes de coniques. (Jour. dé 1’Ee. Polit.,
45.iéme Cahier, 1878.)

(¥*) Cioé, quelle condizioni che non si possono ottenere come prodotto di altre di di-
mensione minore.
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numerici (quali si trovano, ad es., in Scausert, loc. cit., pag. 95), sottiene :

4 1 4
[‘J;a,(ni)=zl'lim (ni—1) -
1, 1

A ngmyny [28 0, nyngny + 17 340, ny 0y — 9 26 0, my, — 47 24, 4 151] —

— 863 ninini—423%nin;n, -+ 138 X nin,ny, 3-316 26nin; — 156 = nin, —

— 202 2*n,nym; — 576 240} — 4 260, n, + 528 34n, 416},

ove le sommatorie s’intendono estese a tutti i termini che si posson formare
con n,, n,, ns, n,, del tipo di quello scritto: 'apice posio alla sommatoria

indica il numero dei termini che questa contiene.
Quando le quattro superficie F; abbiano tutte lo stesso ordine », si ha:

ot (n) = 4 (n — 1)* (23 + 68 w7 — 398 s — 692 n* -+
1 3703 nt — 2680 n® — 2328 ¢ + 2112 n -+ 416).

Ponendo n = 2, s'ottiene che le coniche dello spazio, le quali bitoccano
quattro quadriche date, sono in numero di 448.
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Sul limite del quoziente di due funzioni.

(Di Errore Borrororr, ¢ Modena.)

Quando si cerca il limite del quoziente A di due funzioni che sono in

)
uno stesso punto entrambe infinite od infinitesime, si ricorre solitamente al
limite del quoziente L; delle loro derivate (*). Ora, non solo pud accadere

che il primo limite esista, senza che esista il secondo, ma pud anche darsi
che quest’ultimo esista, e non il primo. Cid per il fatto che le /', ¢" possono
avere dei fattori comuni che, al crescere indefinito di x, sempre presentano
qualche cambiamento di’ segno e che, nella ricerca del limite del quo-

’

zlente fp—,sono trascurati.

Cosl se si fa f=ux 4 senzcosz ==g%™ (¢ }-senxcosx), si ha
v ¢ )
'=2co0s*x, ¢ = cosx e (x + sen z cos & - 2 cos x).
y ¢
Si vede che ]a f' & sempre positiva o nulla, la ¢’ cambia continuamente
di ségno, e non & possibile determinare due numeri positivi ¢, v, tali che,
nei punti di un determinato intorno (zey,..., °0), sia

e <f <pug. 1
Il quoziente %P‘r » tolto il fattore cosa comune ai due termini, diventa
infinitesimo per x = oo. Quello delle funzioni, come subito si scorge, non ha

limite, ma oscilla fra L oede.
e

(*) Lo Srorz dimostra che si pud invece cercare quello delle -differenze finite, nelle
Memorie: Ueber die Grenzwerth der Quotienten (Mat. Ann. XIV, pag. 232-239, XV,
pag. b56-509); Verallgemeinerung eines Satz von Couchy (Mat. Ann. XXXIII, pag. 238,
anche quest’ultimo limite pud non esistere, pur esistendo quello del quoziente de]le fun-
zioni. Cfr. anche CEsaro (Rend. Acc. Lincei, 1888, pag. 116).
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Lo Srorz, che cita codesto esempio (*), pare voler attribuire cid al fatto
che, le due derivate, f' e ¢', sono insieme nulle in infiniti punti di ogni in-
torno dell’'infinito, ed esclude, nel suo enunciato, le coppie di funzioni le cui
derivate sono, in un insieme di punti [¢] che hanno limite superiore - oo,
contemporaneamente nulle od infinite. Vedremo perd che tale esclusione non
& necessaria, a patto che quelli fra i1 punti [£] che sono situati in un inter-
vallo finito qualunque, costituiscano un insieme di dimensione esterna nulla;
ciod, — per usare una denominazione da me introdotta (**), per analogia a
quella usata dallo StoLz stesso e dall’ Harvxacr, — che I'insieme di tutti i
punti [£] sia discreto.

Il quesito generale che mi sono proposto & il seguente :

In quale relazione deve stare la estensione dell’insieme di tutti © punti [2]
di un determinato intorno (x,,...-+ oo) nei quali le f' ¢ non sono insieme
nulle né infinite ed ¢ soddisfatta una relazione della forma

m<‘z,—
i e

<M (1)

m, M, positivi (o nulli) determinati, a quella dell'insieme dei punti [§] di
quel medesimo inforno dove tale relazione pud non essere soddisfatta e le f,
¢ possono essere insieme nulle od infinite, perché si possa esser certi della
esistenza di un intorno (2, ,... + o) 1 ogni punto del quale sia

my.<.£ <v M, (2)

iy, v, diverss dallo zero e dall’infinito, non variabili con x?

Nel § I, per eliminare le difficolta che nascono dalla supposizione che
le funzioni f', ¢’ possano avere punti di infinito o di infinitesimo comuni, ho
e

’
]
v

sostituito alla considerazione del quoziente

quella delle relazioni di gran-

dezza fra le funzioni medesime f*, ¢

I risultamenti ottenuti in questo paragrafo mi permettono, nel § II, di
stabilice delle condizioni sufficienti per la esistenza della (2).

Ho visto che, quando non si introduca alcuna nuova ipotesi oltre quelle
che in simili ricerche solitamente si ammettono per le funzioni f, ¢, & con-

(¥*) Mat. Aan,, XV, pag, 557.
(**) Ctr. la nota: Contributo alla teoria degli insiemi. Rendiconti Ace. Lincel. Vol. XI,
2.° sem., serie 5.%, fasc. 2.° (1902).
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dizione sufficiente che sia discrefo 'insieme dei punti [£] dove la (1) pud non
essere soddisfatta e le f' ¢’ possono essere insieme nulle od infinite.

Nel § III, introducendo in piu la ipotesi che delle due funzioni |fl, | ¢l
una almeno vada all'infinito sempre erescendo, ho visto che & sufficiente che
il rapporto fra le estensioni degli insiemi dei punti [£], [«] situati nell’inter-
vallo (%, ... 2), diventi infinitesimo per x = -+ co.

Non occorre dunque che la estensione dell’insieme [£] sia nulla, basta
che essa sia infinitesima rispetto alla estensione dell’insieme [x].

Talé condizione & tanto poco restrittiva da raggiungere la condizione
necessaria da me appunto trovata nel § V.

La ricerca delle comdizioni mecessarie, & sempre stata considerata
come difficilissima, nessuno, credo, tolto il Du-Bois-Reymonp (*), ha tentato
di risolverla. Questi & costretto ad ammettere che esistano determinate anche

1

le derivate seconde f”, ¢, e che sieno infinitesimi entrambi i quozienti

%s %, per x ==--o0; ¢id che restringe di troppo il campo delle sue ri-
cerche. Il punto di vista dal quale egli & partito & poi sostanzialmente di-
verso dal mio. Le condizioni che io impongo alle due funzioni della varia-
bile reale  f, ¢, ad un valore, monotone, finite, continue, derivabili in ogni
intorno (2, . . . - 00) sono sostanzialmente queste: che delle due funzioni f, ¢,
una almeno tenda all’infinito sempre crescendo, e, delle due derivate f, ¢/,
una almeno sia integrabile (propriamente od impropriamente) in ogni inter-
vallo finito (z,...2); trovo allora, come condizione necessaria (teoremi 11
o 12), che ¢l rapporto delle estensioni degli insiems dei punti [£], [x] dianz:
definiti, contenutt nell’intervallo (x,...x) sia infinitesimo, per x — 4 oo, e
¢id mi permette in particolare di enunciare la condiziome mneeessaria

¢ sufficiente (teoremi 10 e 13) perche il quoziente I%‘ sia infinito (infi-

nitesimo) per x == -- oo.

Nel caso in cui i limiti dei quozienti delle funzioni e delle derivate sieno
entrambi determinati per z = -+ oo, ho cercato, con le Osservazioni ai

(¥) Ueber Integration und Differentation infinitirer Relationen (Mat. Annalen XIV,
pag. 498-506). Cfr. anche Srtorz: Ueber die Grenzwerthe der Quotienten (Mat. Ann. XIV,
pag. 237-238).
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ni 7 (§ II) e 10 (§ IV) di stabilire le rapiditd relative di tendenza al li-
mite di quei due quozienti.

Sono giunto cosl a criteri che permettono di trar partito dal teorema
dell’'Horirar, anche quando il quoziente delle derivate si ripresenti sotto la

forma 2‘;, o sotto l'altra 0
00 0

Tali criteri sono di non dubbia utilita pratica e si enunciano brevemente
dicendo :
Se le funzioni f(x), ¢(x) sono entrambe infinite per z =+ o, se la

espressione (% : {T) & per x = -4 oo infinita (infinitesima), il quoziente %
non pud ivi essere determinato senza essere infinitesimo (infinito).
Se le fanzioni f(z), ¢ (), sono entrambe infinitesime per x = 4 oo, se

f f

la espressione (—Z— : @,) & infinita (infinitesima) per z = +- oo, il quoziente e

¥ i

non pud essere ivi determinato senza essere anch’esso infinito (infinitesimo).

Fra le molte applicazioni che si possono fare della teoria qui svolta, ne
ho scelta una che ha speciale interesse, poiché si riferisce alla determinazione
dell’ordine di infinito delle funzioni, ed in particolare di quelle funzioni mo-
notone che soddisfano la relazione

. flet1)
e b
M’¢ sembrato opportuno considerare queste funzioni come appartenenti
ad una stessa classe, che & la prima nella classificazione secondo la rapidita
di crescenza da me proposta in una Memoria, che pud considerarsi come
preventiva, stampata neglt Aéti della Societd dei Matematici ¢ Naturalisti
di Modena, 'anno 1901.
I’opportunita di codesta classificazione risulta manifesta delle conside-
razioni seguenti :
Se si da alla « una successione di valori z, =, (n=1, 2, 3,...) si
pud far coincidere la successione f(z, + n) con quella dei prodotti parziali

Py= (L0 (1 +5)... (145,

di un determinato prodotto infinito IT(1+5,), ed anche, se si vuole, con
1

quella delle somme

Spe=tw s+ 41,
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di una serie
.00
Yy
1
Ora, se la f(x) & monotona non decrescente, le b, e le u, sono tutte
positive o nulle. Se la f(x) appartiene a quella classe prima, ad essa cor-
rispondono prodotti infiniti il cui fattore generale 1 4+ b, tende ad 1 e reci-
procamente. Le serie a termini positivi, il cui termine generale u, tende allo
zero per # = oo, sono tutte corrispondenti a funzioni della classe prima.
Queste serie e quei prodotti infiniti sono come & noto i piu studiati ed

i pitt ovvi, 1 soli che possano convergere, quelli la cui divergenza, quando
non convergano, & meglio conosciuta.

Si osservi in secondo luogo che le funzioni monotone che hanno derivata
logaritmica infinitesima appartengono tutte a quella prima classe (Teo-
remi 2.° 3.% 4.° del § VI) e che le funzioni di quella prima classe diver-
gonro meno rapidamente della esponenziale e** (a numero reale positivo), pro-
prietd queste che mi paiono rilevanti, pensando alla importanza che hanno
nel calecolo infinitario il comportamento assintotico della derivata logarit-
mica (¥), ed in quello delle funzioni intere il confronto con la rapidita di
crescenza della esponenziale ¢2# (**).

Le proprietd enunciate saranno qui dimostrate con maggiore generalith
di quel che Jo siano nella citata Memoria, e saranno anche messe in evi-
denza le condizioni sotto cui possono dimostrarsi le proposizioni reciproche:
Le funzioni della prima classe hanno derivata logaritmica infinitesima. Le
funzioni monotone che divergono meno mpzdamente della esponenziale e*® ap-
partengono alle prima classe.

Ne risulterd cosl la risoluzione del quesito :

Sotto quali condizioni si pud ritenere che ¢ due fatti: di avere derivata
logaritmica infinitesima; di divergere meno rapidamente di ¢4 ; sono per una
data funzione monotona, consequenza Puno dall’alfro?

Messe cosi in sodo le proprietd fondamentali delle funzioni della prima
classe, si potra poi definire una scconda classe stabilendo che essa debba

*) Cfr. p. es. Du Bois ReyyMoND, questl Annali, Serie I, Vol. IV, pag. 338-355.
P y 4 ) » PG

%) Vedi p. es. BorREL. Fonctions Entiéres, pag. 7.
y Dag
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comprendere le funzioni f(z) tali che fatto il rapporto

flz+1)
= ¢ (x)
7@)
ne risultino funzioni ¢ (x) della prima classe, e che non sieno esse stesse della
classe prima.
Si vede facilmente che le funzioni di questa classe divergono meno ra-
pidamente di e, e non meno rapidamente di e2*, (a reale positiva).

Con eguale facilitdh si definiscono le classi successive, e si cercano le
proprietd assintotiche delle funzioni che le compongono.

Cid & stato gia accennato nella citata Memoria, e risultera meglio da
un prossimo lavoro.

§ L.

1. Seguendo le notazioni usate nella mia Nota: Contributo allu teoria
degli insiemi (*) rappresenterd con E, un insieme discreto di punti [£] situati
in un intorno (z,...--00). La estensione esterna della parte di questo in-
sieme che ¢ situata in un intervallo (z,...x) finito qualunque, & dunque
sempre identicamente nulla.

Indicheremo con K, Pinsieme dei punti che rimangono nell’ intorno
(y...-+ oo) dopo che se ne sono tolti tutti i punti di un insieme Z, .

Queste definizioni non escludono il caso in cui E, si componga di un
numero finito di punti, e K, comprenda tutti i punti di un determinato in-
torno dell’'infinito.

2. Consideriamo prima il caso di due funzioni f, ¢, entrambe mono-
tone in un determinato intorno (z,...-+ o).

Siccome, col prendere x, abbastanza grande, possiamo sempre fare che
m quell’intorno le funzioni date non abbiano cambiamenti di segno, cosl si
potranno considerare come monotone anche le funzioni | £}, |¢!, che si ot-
tengono prendendo i loro valorl assoluti. Queste [f', [¢| hanno dunque
sempre limite determinato (finito, nullo od infinito) per # = oo; ed avendo
noi specialmente in vista i casi in cui esse sono ivi entrambe infinite od in-

(*) Loe. ecit., n.° 13, pag. 51.
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finitesime, potremo limitarci alla considerazione di quelle coppie f, ¢, di fun-
zioni, 1 cui valori assoluti |f|, |¢', sono contemporaneamente non decre-
scenti 0 non crescenti.

Trorema 1.° Sieno f(x', ¢ (x) due funzioni della variabile reale x ad un
valore, monotone e derivabili in tutti < punti di un determinato intorno
(xoo.. T 00),

¢ loro walori assoluti |f|, | 9|, sieno, tvi, insieme non decrescenti,

delle due derivate ', ¢', una almeno p. es. la ¢' sia atta alla inte-
grazione definita in ogni wntervallo di ampiezza finita (x,...x),

esistano due numers positivi m, M, tali che il limite inferiore dei
valors assoluti che la ' assume nei punti di un insieme K., compresi in ogni
tralto (xs, xs + ds) ws > Xy, ds >0, non sia minore del corrispondente limite
inferiore dellu funzione m|¢'|, e che il limite superiore della | '\, in quegli
stessi punti, non sia maggiore del limite superiore corrispondente della fun-
zione M |¢'|.

Dico che esistono tre numeri finite positivi X, , p, v, tali che

T > Lpy

f (2) (1)
©®m < m l <vM. ’

Ed infatti, per le ipotesi poste, e pel teorema 3.° della Nota: Alcun:
teoremi che possono ftener luogo di quello della media, pubblicata nel fasci-
colo 4.° dello stesso semestre dei Rendiconti dei Linces (posto, per fissare le
idee, che sia ¢’ quella fra le due derivate che si suppone atta alla integrazione

definita), in ogni intervallo finito (z,...z), £ >x,>2,, si ha:

Jmie @ de<if@—rf@)|< [M]7 @) dw. @)

/

Siccome la o' conserva il medesimo segno in tutti i punti, dove non &
nulla, dell'intervallo ‘z,...x), cosi avremo ancora

mlo(@ -—o ()| <|f(@) — @) < Mlo(x)—o(x)]. (3)

Se .ora le funzioni monotone f(x), ¢ (x)... nou si riducono a costanti
numeriche, cid che escluderemo, potremo trovare un valore di x abbastanza
grande, perche non sia nulla la differenza |¢ (#) —o(#,)|. Questa poi, in
valore assoluto, non potrd pit diminuire, col crescere di z, e, per ogni valor
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finito di «, sard finita e determinata. Potremo dunque dalle (3) dedurre la
seguente :

m<’m < M. (4)

Tenendo nota del fatto che, in nessun punto a distanza finita, le f e 2
possono esser nulle né infinite, avremo ancora:

f(’l,ﬂ
f (). 7iz)

m < ! o () v Ex‘)) < M. )
o

Indichiamo con z, un valore di z maggiore di z, e per il quale non &
nulla nessuna delle due differenze: o (x,) — ¢ (x)), f () — f (&), poniamo poi :

f (1) o o (21) —_
Flag ™" oG ©
avremo
0<o, <1, 0<d. << N
ed anche
> %
£ (xy) FACARPI 1 (8)
\ 0<f()<o“.<l, 0<<9(x) de <1 \
epperd
1 (1)
G, 1
1—a’<1_<p(.’m) 1___0‘2
9 (@)
Dalla (b) percid ricaveremo :
9"> Xa )
(@) M (9
m 27<’ (_/r) <1\81 S
1

Questa appunto, fatto 1 —d;==p, T8 Y T = T, ¢ la formula

richiesta.

Si considerino p. es. le funzioni

f==x--senzcose =42 T sen®xcosz.
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Le loro derivate
f'=2cos*z, o' =cos*x (1 4 4 sen®x),
sono nulle in infiniti punti di ogni intorno dellinfinito. Per la determinazione
del comportamento assintotico del loro quoziente non servirebbe ne I’ ordi-
nario teorema dell’HO6pirar, né il criterio dello Storz. Se si osserva perd che
i punti dove esse sono entrambe nulle, costituiscono certamente un insieme
discreto, che nei rimanenti punti si ha sempre:

/ 2.
20¢1>1f 1> 2141,
e che tutte le altre condizioni dell’ enunciato sono soddisfatte, potremo sen-

z’altro concludere che il quoziente ‘i é situato fra due numeri finiti e di-

w
{

versi dallo zero, per tutti 1 valori di # di un determinato intorno dellinfi-
nito: cioé che esse hanno lo stesso ordine di infinito. Cid del resto, in questo
caso, si verifica subito direttamente.

3. Vi sono funzioni che, pur non essendo monotone, si possono dire
generalmente crescenti o decrescenti.

Tali sono le funzioni relativamente alle quali, ad ogne numero positivo x,
dell’intervallo (z, ... -+ oo), dove si suppongono finite, continue, ad un valore,
8¢ puod far corrispondere un secondo numero x,>x, per modo che i valori
corrispondenti a punti dell’intervallo (z,...- o) sieno tutti maggiore (mi-
nori) di quelli corrispondenti a punti dell’intervallo (z,...x,).

In particolare cid ha luogo per le funzioni che sono infinite (infinite-
sime) nel punto z = o0, e sono finite (diverse dallo zero) in ogni punto a
distanza finita.

Per funzioni generalmente crescenti si hanno i teoremi seguenti:

Teorema 2.° Sieno f e ¢ due funzioni della variabile reale x ad un va-
lore, finite, continue e derivabili in tutti i punti di un determinafo intorno
(24...00). ‘

Il valore assoluto || sia dvi monotono, non decrescente.

Relativamente alla funzione f, esistano tre numeri positive x,> x,, ¥,
¢, tali che

x>,

< 1.
o |=0<t)
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La derivate o' sia atta alla integrazione definita in ogni intervallo di
ampiezza finita (%, ...x).
Relativamente alle derivate [', o', esista un numero positivo M tale che,
1l limite superiore dei valori assoluti, che la [’ assume nei punti di un in-
sieme K, , situati in un intervallo di¢ ampiezza arbitraria (%,... s + ds)
xs >y, ds >0, non sia maggiore del limite superiore corrispondente della
funzione M\o'|.
Dico che esiste un numero positivo x, tale che:
T > X4, j
f(z) M (11)
sy <1-5 )
Ed infatti, per le ipotesi poste, e pel teorema 4.° della mia Nota: Al-
cuni teoremi, ecc., gia citata, si ha:

[f@)—f@)|< M|y (@)—o @)l (12)
Se la o non & costante in tutto intorno (z,... o), ¢id che escluderemo,

si potrd determinare un numero =z, abbastanza grande perché x> 1,,
|o (@) —o(x)| >0, avremo percid, dalla (12):

x> xs j
f@) —f () | > (13)
s@—sG) M

Chiamiamo con x, quello dei due numeri ,, :, che non & minore, te-
nendo conto della (10), avremo dalla (13):

r >,
f (x) M
co(Jc) —3
come appunto volevamo provare.

Osservazione. E facile vedere che, se¢ la | f| fosse monofona non decre-
Pl o5 1
9 (%) =
se la f' fosse integrabile ed il limite inferiore dei suoi valori assoluti nei
puntt di un insieme K, situati nell'intervallo (x,,... %s+ ds) @s>,, ds >0,
non fosse inferiore a quello della m|¢'| in quegli stessi punti, si avrebbe:

r >,
> (L —29d)m.

scente, se per la 9 fosse soddisfatta la condizione x > %,

f ()
o (2)
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4. Nel caso in cui né la f, né la » sieno monotone, ma abbiano quella
generale tendenza ad aumentare che fu definita al n.° 3, dovremo studiare
le relazioni fra le funzioni e le derivate, considerando ed il valore assoluto,
ed il segno che essc hanno. Le proprieta che si ricaveranno saranno prati-
camente meno importanti di quelle date nei numeri precedenti, ma spesso

s
0]

v

utili per lo studio del quoziente In particolare enuncieremo il teorema,

di facilissima dimostrazione :

Trorema 3.° Le funzioni f, 9, della variabile reale x sieno ad un va-
lore, finite, continue, derivabili, in un ntorno (x,...o0), esistano quatiro
numeri positivi «,, r,, d,, J&y, tali che

f (@) l 9 (@)
<o <1 '
f () SR EACON
Delle due derivate una almeno p. es. la o' sia atta alla integrazione
definita in ogni intervallo d¢ ampiezza finita (x,...x), e si possano deter-
minare due numeri m, M, tali che, pei ¢ punti di un determinato insieme K,
situati in un intervallo (x5,..., 2, +dg) vs> x,, ds >0, sia

x> 2, I <0, < 1.

il limite inferiore della f'> del limite inferiore di m ¢’
»  superrore  » < » superiore » M.
Dico che esiste un numero x, tale che
r > 2,

f (=) M
(1—6\9)"’5%)51—31

§ L.

5. I risultamenti conseguiti nel § I permettono di enunciare 1 teoremi
seguenti : '

Teorema 1.° Sieno f, o, due funzioni della variabile reale x ad un va-
lore, monotone e derivabili in tutte ¢ punti di un determinato intorno
(% ...+ o0), © loro valori assoluti |f|, | 9|, sieno entrambi non decrescenti,
¢t punti dove le derivate ', o' sono ad un tempo nulle od infinite e quelli
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dove non pud essere soddisfatta una relazione della forma :

x>xm,M
! 1
m<[7:0,— <M (1)
I % k

Tam, My, M, numeri positivi, costituiscano un insieme discreto =, [2].

In tutti gli altre punti x dell'intorno (%,,3,... + 00) @, y> x,, sieno
invece soddisfatte le (i) e le ', o' non sieno insieme nulle od infinite.

Delle due derivate ', o', una almeno sia atta alla integrazione definita
in ogni intervallo finito (x,...x).

Sara possibile determinare due numer: positivi, diversi dallo zero p, v,
ed un terzo numero ., abbastanza grande percheé :

x < &y )
\ 2
y’ms‘-f—l<vM. 5 @
—le
Infatti: la condizione m|¢' | <|f | < M|¢' | & soddisfatta in tutti i punti
di un insieme K,, e sono parimenti soddisfatte tutte le altre richieste per la
validita del teor. 1°) § 1°

Come esempio, proponiamoci di determinare I'ordine di infinito della
funzione :

@x
flx) =|sen®z.e0s* d 2.
)

[{

Paragoniamola percid con la funzione, infinita del primo ordine:
¢ (x) =x — sen x cos 2.

Le derivate f'(x)=sen®x e®s* o' = 2senz sono insieme nulle in infi-
niti punti ¢ che costituiscono un insieme =, certamente discreto, ed in tutti
1 rimanenti punti [x] dell'intorno (0...4 oo) & soddisfatta la relazione
1 f e . . . . : . .
5e < <5’ cid basta per assicurarci che la funzione f proposta, & infi-
nita del primo ordine per z = ov.

Trorema 2.° Sieno f(x), ¢ (x) due funzioni della variabile reale x ad
un valore, finite, continue, derivabili in tutti i punti di un intorno (x,. .. oco).
Il valore assoluto || sia {vi sempre non decrescente.

.
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La f(x) soddisfi una relazione della forma :

r>a,, xo<x1<xz,

dove x,, x,, & sono numers positive determinati.

Delle due derivate ', ¢', una almeno sia atta alla integrazione definita
in ogni intervallo finito (z,...x), e, fatta tutto al pik eccezione dei punti £
di un insieme discreto E,, esse non sieno ad un tempo nulle od infinite e
soddisfino la relazione :

*>Ty
£ <o @)
o (x) =7

M, xy, numer: positivi determinati.
Esisteranno due numeri positivi v, ., tali che:

x>, (5)

TroreMa 3.° Le funzioni f, ¢, della variabile reale x sieno ad un va-
lore, finite, derivabili in un intorno (%,,... -+ 0°).
Esistano quattro numer: positivi «,, s, 01, 9, tali che si abbia:

f (xl)

r>am, L |?“W<&<L (6)

(@)
Delle due derivate, una almeno sia atta alla integrazione definita in
ogni intervallo finito (x,,... x) e, fatta al pit eccezione dai punti di un ine

sieme discreto E,, non sieno insieme nulle né infinite e rendano soddisfatta
una relazione della forma :

e>a, m=locm, (1)

m, M, numer: determinati (positivi, nulli, o negativi). Si potrd trovare un
numero positivo ., tale che:
flx) - M
L > Lups, (1—23dy)m ’_—) . (8)
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IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



258 Bortolotti: Sul limite del quoziente

Dimostriamo, per esempio di quest'ultimo teorema, che la funzione:
5 f(x) =fcos x . ecosz—te’s (1 4 cose —w tga)dx
0

[ fet ooy =tlim 7y
non &, per &= oo, infinita di ordine superiore al primo.
Confrontiamola percid con la funzione

¢ () = ecos* (z 4 sen .
Le derivate

f' (x) = cos z ecose—te’ (1 -}~ cos 2 — 2 tg )

¢' (%) = cos x evos (1 - cos & — x tg x)
sono insieme nulle in un insieme discreto di punti, ed in tutti gli altri punti
siha 0< 2 <1

Facilmente si verificano le condizioni richieste dall’enunciato per le fun-
zioni f, ¢; e si conclude percid che esiste un numero positivo L tale che,

in tutti i punti di un determinato intorno (z,,... 00), si ha 0;—(§§L.

6. Osservazione 1.* Se delle due funzioni f, ¢, una almeno & infinita

ACON 0y = ?(2) e gli corri-
9 ()

sponde, pud farsi, per z,,, abbastanza grande, tanto piccolo quanto si vuole.

per x = oo, quello dei due numeri ¢, < l

. . 1
Dei due numeri p = (L — dy), v= T, ? upo dunque pud esser fatto tanto

vicino quanto si vuole ad I, e cosl dei due numeri pm, » M, fra i quali &
compreso il quoziente delle funzioni, uno almeno pud farsi tanto prossimo
quanto si vuole al corrispondente dei numeri m, M fra i quali & compreso
il quoziente delle derivate.

In particolare si ha il teorema:

Trorema 4.° Sieno [ e ¢ due funzioni della variabile reale x ad un va-
lore, monotone e derivabili in tulli ¢ punti di un intorno (x,,-.. -} oo), infi-
nite entrambe nel punto x = oco. Delle due derivate f', ¢', una almeno sia

atta alla integrazione definita in ogni intervallo finito (z,,... %), ed il loro
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P

quoziente . e

abbia limite determinato X (finito, nullo od infinito), quando

la x tende all’infinito percorrendo una successione qualunque [r,] estratia
da un insieme K,; nei punti di K, le derivate medesime non sieno insieme
nulle né infinite.

Anche se lungo infinite altre successioni [£,], (lim En = oo) il quoziente
]f—} tende ad un limite diverso da %, o non tende a nessun limite; purché
@ punti [En] costituiscano, nel loro complesso, un insieme discreto, st puod as-
serire che é

lim £ _ 9)

e=oo ¢ (%)

ualunque sia 40 modo con cui x tende all’infinito.
q

7. Osservazione 2. B importante notare che, nei casi considerati dal-
Pultimo teorema, ¢l quoziente delle funzioni e quello delle derivate non hanno
in generale la stessa rapidith di tendenza al limite, nemmeno quando esista
anche il limite 2 del quoziente delle derivate, indipendente dal modo con
cui z tende all'infinito (¥).

Per vedere la ragione di questo fatto si consideri che preso un numero
positivo arbitrario e, e trovato un numero z, tale che

x> 1., x~egg,§3§x+s, (10)

la formula (9) trovata alla pag. 252, ci da:
a—o(t—a) <l <0401

clod:

x—(x—e)a,—e<f%”§_x+9;£%%+s.

(*) E notevole il fatto che una considerazione cosi semplice ed ovvia sia finora sfug-
gita ai geometri, che spesso usano il teorema dell’HorITAL per determinare 1'ordine di
infinito del quoziente di due funzioni, supponendo che sia noto quello del quoziente delle
derivate. Per citare I’esempio piu recente, si vedano le Lecons sur les séries d lermes
positifs del Borer (Paris 1902) alle pagg. 45 e 46.
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Bisogna ora trovare un numero z'., abbastanza grande rispetio ad x.,

perchd i quozienti d, =;~%% y Oy == ;Efz)) soddisfino le due relazioni
O o a—ge <, (11)
e prendere x> x',, se si vuole aver la certezza che sia
A—2¢ <f((‘”))<x+2 (12)

Al tendere di ¢ allo zero x, tende all'infinito, ed anche, in generale al-

meno, tende all’infinito il rapporto %E~ Sembrerebbe di poter concludere che

A

il rapporto delle funzioni non tende al limite pit rapidamente di quello delle
derivate. Anche tale conclusione perd non sarebbe rigorosa perché, se le con-
dizioni richieste per il numero 2, sono sufficienti per la esattezza della (12),
non sono perd sempre necessarie, ed in particolare la (12) potrebbe anche
essere soddisfatta per valori 2, di z inferiori a quelli che rendono valida
la (10).

A questo proposito si noti che, se la rapidith di convergenza al limite del

f

quoznente — dovesse essere superiore a quella del quoziente Zﬂ il numero 2”,

dovrebbe essere in tale relazione col numero x., dianzi definito, da rendere
infinitesimo il rapporto
AGD
ACOlk
9’ (@")
o, nel caso di A =+ oo, da rendere infinito il rapporto
AED)
o(@e) 14
) ()
9 (")

Si verifica subito, nei casi di =10, o di A = oo, che il rapporto delle
funzioni non pud essere infinitesimo (infinito) di ordine superiore a quello
delle derivate.

Sia per es.

(13)

A=1lim L =lim £ —

=00 @ L=00
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Supporremo che la fanzione ¢ (x) = f@) non sia una di quelle che

o)
fanno infinite oscillazioni in tratti arbitrariamente piccoli. Questa condizione
del resto ¢ certamente soddisfatta se si ammette la ipotest che la derivata
¢’ (x), sia integrabile in ogni intervallo finito di un determinato intorno del-
Vinfinito. (D, Fondamenti, pag. 283.) Cid posto, potremo determinare una
successione di segmenti :

Zn 4 hn, hna>0, n=1, 2, 3,... 400, lim ,, = 4+ o0,

tali che sia contemporaneamente : B
k< hn, Py Py ey s L (Zatr) > ¢ (Tn). (15)

Ed infatti, nelle ipotesi poste per le f, ¢, nei tratti dove si ha

f(@n 4 k) <f(00n),
¢ (@n + k) = ¢ (xn)

¢ (Xn 4 k) = ¢ (@)

f(@nt+ k) = f(@n)

e cid & escluso dalle ipotesi che le f e ¢ sieno monotone e che le f7, ' non
possano essere nulle contemporaneamente se non in punti di un insieme di-
sereto.

In tali segmenti si avrd ancora pereid:

f(xn + k) —f (Z’n) < f(mn)
9 (@n ) — 9 (@n) = o (@)

non pud essere

senza che sia anche

cioe :
f o+ 0k) < f(@n)
¢ (2n + 6 k) = o (xn)

Siccome queste diseguaglianze debbono aver luogo per tutti i valori Po-
sitivi di k<%, , ne dedurremo :

f’(x") < f(‘Tn) ,
¢ (@n) = @ (2n)
e cid esclude che sia infinitesimo il rapporto :

fl@) . f (=)
EREO) (17

(18)

(n=1, 2, 3,... 4+ ),

nel punto z = - oo,
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Il ragionamento fatto vale indipendentemente dalla ipotesi che sia deter-
minato i] limite di i(—x) Si consideri ora che, se il quoziente 1(2) avesse
v’ (%) 9 (%)

per & = 4 oc limite finito e diverso dallo zero, il quoziente delle derivate

dovrebbe tendere allo stesso limite, almeno lungo certe determinate succes-

,

sioni #,, e percid il quoziente —g : 7(;—,, non potrebbe essere determinato per

2 == -}- o0 senza avere ivi il valore 1.

Potremo dunque enunciare il seguente eriterio:

Se le funzioni f(x), 9 (x) sono entrambe infinite per x = oo, se la espres-
(), f'(x) , P , o . . .
— < = ¢ nel punto x = oo infinita (Infinitesima), il quoziente

delle due funzions 7’3 non pud essere deferminato senza essere infinitesimo
]
(infinito).

Questo criterio ha pratica importanza nei casi in cui anche le f', 4
sieno entrambe infinite per 2 = oo. Per citare un esempio notissimo, fatto
f=e% ¢=2u", il fatto che la (17) & in questo caso infinitesima e che per
x> p ' (x) & positiva, induce alla conclusione che I'ordine di infinito della f
& superiore a qualunque numero reale p.

sione

Non ¢é poi da credere (come sembrerebbe di poter fare leggendo alla
prima i trattati di calcolo) ‘che le funzioni che sono infinite per x =+ oo,
non possano, in quel punto, aver derivata deferminata, se non infinita; ve-
dremo infatti fra poco, che tutte le funzioni che hanno ordine di infinito in-
feriore al 1.° non possono avere derivata determinata nel punto z = - oo,
se questa non & infinitesima.

§ IIL

8. Indicherd con =, [£] o brevemente con =, un insieme di punti [¢]
. . . . S(z .
situati nell’intorno (z,,... -} o0), se il rapporto x_fm fra la estensione

esterna della parte di Z, contenuta nell'intervallo (#,... #) e la lunghezza
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di questo medesimo intervallo, tende allo zero per 2z = oo (*). Indicherd
ancora con K, [x], o semplicemente con K, l'insieme dei punti che rimangono
nell'intervallo (z,,... + o) dopo che se ne sono tolti quelli di un insieme Z,.

Mi propongo ora di dimostrare che, introducendo per le f’, ¢' alcune
nuove ipotesi che nei casi ordinari sono sempre verificate, 1 punti £ nei quali
il quoziente delle derivate pud assumere valori arbitrari possono costituire un
insieme E,, cioé anche avere dimensione infinita, senza che il quoziente delle
funzioni cessi dall’essere determinato nel punto = + oc.

TroremMa 5.° Sia f(x) una funzione della variabile x, ad un valore, jinita
monotona e derivabile in tutte ¢ punti a distanza finita di un intorno
Zyy... 00\

Se ad ogni numero ¢ positivo assegnato st pud far corrispondere un nu-
mero x, abbastanza grande perché in un insieme K, di puniti situati entro
Uintorno (x.,...+ o0) sia |f (x)]| <e,

se esiste un numero positivo M tale che la relazione | (x)| > M non
possa aver luogo che ner punti di un insieme discrefo B, ,

se la ' (x) & inlegrabile (propriamente od impropriamente) in ogni in-
tervallo finito (x,,... x),

potremo determinare due numeri positivi u, x,, tali che sia:

g \IL;U)|<EP..

Supponiamo, per fissare le idee, che la f(x) sia positiva non decrescente
nell’intorno (z,,... + 00), anche la f' (x) sard ivi positiva, o nulla. Escludiamo
anche il caso che f () sia costante in tutti i punti di un determinato intorno
dell'infinito. Nel qual caso il teorema & evidente.

Indichiamo con F'(r) una funzione che & eguale ad f’'(x) nei punti
dove questa & < M, ed & =0, nei punti dove & f'(x)> M. Poicht questi

-

ultimi punti formano un insieme discreto E,, la estensione esterna di quella

parte di Z, che & contenuta in un intervallo finito qualunque (r.,... ) sara
identicamente nulla : avremo percid:

f (@) —f () =ff’ (z) dx =fF(x) dx (**).

(*) Cfr. la mia Nota, Contributo alla teoria degli insiemi, n.° 10,
{(**) Cfr. p. es. E. H. Moorr, Of improper definite integrals. (Trans. of. the Amer.
Math. Soc., Vol. 2, n.° 3, pag. 307, teorema IV (Corollario).)
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Dividendo Vintervallo (z.,... «) in tratti di lunghezza d,, d,, ds,... ed
indicando con F, uno qualunque dei valori che la F (x) assume nel tratto o,
avremo ancora

f@)—f@)=lim 83, F,.

Per ogni sistema di valori d, i termini della somma al secondo membro
sono tutti positivi (o nulli). Riunisco insieme quelli che corrispondono a va-
lori F',<e, e quelli che corrispondono a valori F', >, minori perd sempre,
come sappiamo, di M.

Indicando con S(z) I’estensione esterna della parte di =, contenuta in
(%sy... x), avremo immediatamente :

w>a, @) —f@)<@E—o)e+ S @) M

Di qui si ricava

f(®) — f (@) 8 (@)
exeg e <t M
Per le ipotesi poste si ha lim S(@)

=0: ad ogni numero ¢ = ;4 po-

x=oc T — Xt

tremo far corrispondere un x, abbastanza grande perche

x> g, %Sixls <,
epperd avremo: .
s>z, EZIE) g
ciog
)
x

Le

1 — =&

. Fle) .o . . . Zp
é — L . te ——r——
la differenza 1 7z, Clod un valore finito @ per il quoziente — 75
f ()

avremo in fine
x> f(@) < 2 d. d
) T KE. C. . .
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Treorema 6.° Steno f, ¢, due funzioni della variabile reale x, ad un va-
lore, finite, continue, monotone, derivabili nell’inforno (x,,... -+ o0). La ¢ sia
sempre crescente ed infinita per x = + oo. Le loro derivate sieno atte alla
integrazione definita (propria od impropria) in ogni intervallo finito (x,,... ).
f ()
¢ (@)
abbia, nell’intorno considerato, limite superiore finito, ed, almeno per ¢ punts
di un insieme K,, situato in un determinato intorno (x.,...-- o), si man-
tenga inferiore ad un numero positivo arbitrario e.

Cid basta per poterne concludere : lim [ (&) =0.

Se poniamo infatti z = ¢ (), stabiliremo E‘; i punti dell'intorno (z,,... o)
e quelli dell’intorno (2, = ¢ (2,),...+ o) una corrispondenza biunivoca, or-
dinata, continua, e potremo applicare le conclusioni trovate ai n.! 18, 19, 20,
della mia Nota: Contributo alla teoria degli insiems. In particolare, ad un
insieme discreto di punti E, (§) dellintorno (x,,... o) corrispondera un in-
sieme discreto dell’intorno (z,,... o), e ad un insieme K, [x], corrispondera
ancora un insieme K, [2]. Ora, ricavando dalla 2= ¢ () la funzione inversa
x = ¢ (2), questa sard ancora sempre crescente ed infinita per x = - oo,
avremo dunque :
f(x) __ F(2) f (x) :
[@=feE)=F@, o=, LiL-re
Applicando alla F'(2) il teorema precedente, si avra infine:

lim £ _ 0, ciod ancora: lim =) _ g,
z=c0 ? x=c0 @ (U)

Il quoziente » esclusi tulto al pits © punti di un insieme discrefo E,,

Cororrario. Sieno f, o, funzioni della variabile reale x ad un valore,
Jinite, derivabili in tutti i punti a distanza finita dell'intorno (, ...+ o),
le derivate 'y o' sieno atte alla integrazione definita in ogni intervallo finito

(20 ++. @), €l loro quoziente f -« esclust tutto al pitv © punti di un insieme

discreto B, non abbia limite superiore infinito ed, almeno quando x va all’infi-
?

nito lungo successioni estratte da un insieme K,, st abbia lim % = 1; A finito

e diverso dallo zero. Se oltre a cid la funzione ¢ va all’infinito sempre cre-
scendo per x == oo, ¢ la funzione F=f— Lo & monotona in un determi-
. 172 . " \ T x
nato intorno dell’infinito; cid basterd per concludere che é lim Fx) A
: e=+o 9 (%)
Annali di Maleinatica, Serie lI[, tomo VIIL 35
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La dimostrazione si fa applicando il teorema precedente alle fun-
zioni F, o.

Se si considera che, nei punti di K,, si ha lim %=
cilmente che il teorema si pud applicare tutte le volte che delle due fun-
zioni f, 9, una almeno vada all’infinito sempre crescendo.

; si vede fa-

> | -

Teorema 1.° Sieno f e ¢ due funzioni della variabile reale z, ad un
valore, finite, continue, monotone, derivabili in tutto I’ intorno (z,,...+ o).
La f sia sempre crescente ed infinita per x = - oo. Le loro derivate f', ¢’
sieno atte alla integrazione definita in ogni intervallo finito (x,,... x). 1!
£ (@)
¢ (7)
abbia limite inferiore nullo ed, almeno nei punti di un insieme K, contenuti
nell’ intorno (xy,... 4 o0) s¢ mantenga superiore a qualunque numero posi-
tivo M. Cio bastera per poterne concludere

. f (@)
xl_—lfw o (%)

quoztente s esclusi tutto al pin ¢ punts di un insieme discrefo Z,, non

= 00,

Le condizioni che, in forza di questi ultimi teoremi, sono sufficienti per

la esistenza del lim 7(2) sono molto generali.
w=c0? (£)

11 quoziente delle derivate pud assumere valori arbitrari in infiniti
punti &, si domanda solo che il rapporto fra la estensione esterna dell in-
sieme di questi punti § contenuti in un intervallo (%,,... %), e la lunghezza
dell’intervallo stesso, sia infinitesimo per x = oo.

Vedremo fra poco che queste condizioni sono anche necessarie perche

f@)

sia nullo (od infinito) il lim —=

a=x 0 (X)

§ IV.

9. Ci siamo fino ad ora specialmente occupati di funzioni non decre-
seenti, ed in particolare di quelle che sono infinite per » = oc.
Analoghi risultamenti si hanno per le funzioni non crescent/. Queste hanno
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sempre limiti determinati e finiti (o nulli) per z=occ. Se & lim f(x) = «, e

=00

poniamo F' = f(x) — a, la F' sard una funzione positiva, monotona, tendente
allo zero, e nel caso che la f(x) sia derivabile la I avrd in ogui punto la
stessa derivata della f.

Possiamo dunque limitarei al caso di funzioni positive, monotone, infi-
nitesime per z = oc.

Non intendo dilungarmi su questo argomento, mi limiterd anzi ad un
cenno della dimostrazione del seguente teorema che servira a far risaltare
alcune differenze, del resto poco notevoli, che si riscontrano.

Teorema 8.° Sieno f(x), ¢ (x) due funzioni della variabile reale xz, ad
un valore, monotone, positive, derivabili in tutti ¢ punti dell’intorno
(Zoy... -}~ 00), infinitesime per x=-+ co. Una almeno delle due derivate,
per es. la ¢, sia atta alla integrazione definita in ogni intervallo finito
(%ny... x). Esistano due numeri m, M positivi ed un numero x,, y, abbastanza
grande perché, fatta al pit eccezione dai puntc di un insieme discreto
E, [£], si abbia:

2> @ny,  mlg| S |f|< Mg

Cid bastera per poterne concludere :

f (z)
x> X m<< qa(—x)i M. 19)

Basta infatti, analogamente a quanto s'e fatto pel teorema 1.° notare
che dalle condizioni proposte si ricava

f{x) —f(an)

- T ey =
ciog
flz)
f(xl) f(wi)
H 1) Ly > m < ~..
= e R TO NI &
¢ (#1)
Si pud ora prendere z abbastanza grande, rispetto ad z,, perché i quo-
zienti ;((x)) ?(( )) sieno minori di qualunque quantitd positiva, dunque rimane
Z1 21
f (2
L Dary ms?(Tl) < M. e. d. d.
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10. Osservazione. 1 bene notare che, se le derivate 7/, ¢’ non sono

nulle od infinite contemporaneamente se non nei punti di un insieme di-

sereto, il quozientc delle funzioni & contenuto fra gli stessi limiti di quello
delle derivate, e per punti dello stesso intorno (a,,,... ©0).

Se dunque il quoziente delle derivate ha limite determinato % (finito,

nullo od infinito) quello delle funzioni tende allo stesso limite con rapidild
non minore.

Cid a distinzione del fatto, a suo luogo accertato, che ha luogo per i
quozienti di funzioni infinite per = oo,

Nel caso presente, di funzioni cio¢ infinitesime per x = - oo, monotone

in un determinato intorno (#,,... -+ o0); avremo che: Se il quoziente £{x)

9 (r)

e infinito (infinitesimo) per x = 4 oo, la espressione (f(,g (T;) now Puo

essere infinitesima (infinita). Se il quoziente (%) ha limite finito e diverso

? (x)
(f (@) .7 (;v)), se ¢ determinata, tende ad 1 per
%" () ‘

dallo zero, la espressione

r = oo,
Si ricava di qui il seguente criterio:

f.f

Se la espressione (— Y ) ¢ infinita (infinitesima) per x = oo, il quo-

f

ziente ry delle due funzioni f, ¢, infinitesime entrambe per x = oo, non pud

N

essere deferminato senza essere anch’esso infinito (infinitesimo).

Questo criterio ha importanza pratica per il fatto che la derivata di una
funzione infinitesima per = oo, non pud essere determinata nel punto

’

o .. o S . f
x = oo, senza esser ivi infinitesima, e percid il quoziente 7 ha sempre la

. . 0 . ’ s .
forma indeterminata 3’ mentre che la espressione (% f—) pud essere in

molti casi determinata.
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§ V.

11. T teoremi seguenti hanno per iscopo di stabilire delle condizioni

necessarie per la esistenza del liT Z(Tz; Accostando i risultamenti che tro-
=4+

veremo a quelll conseguiti nei § precedenti, ne risulteranno in taluni casi

molto importanti, le condizioni necessarie e sufficienti per la validita del cri-

terio dell’ Hoprrar.

TroreMa 9.° Sia f(x) una funzione della variabile reale x, ad un va-
lore, monotona, finita, continua, derivabile in tutti ¢ punti di un determi-
nato intorno (x,,... + o). Esista un numero positivo X a cui si possa far
corrispondere un numero x> x, tale che:
lf_(ﬁ)

T

x> m, <A (20)

La derivata f'(x) sia inolire atta alla integrazione definita (propria
od impropria) in ogni intervallo (x,,... ).

Dico che esiste un numero finito e diverso dallo zero p, a cui si pud
coordinare un x, abbastanza grande perché la condizione :

(@) <e, (21)
sia soddisfatta almeno in tutti ¢ punti di un insieme K, situato nell’intorno
(@pyerr )

E facile vedere che la condizione (21) finisce coll’esser soddisfatta per
tutti i termini x, che hanno indice abbastanza grande, di infinite successioni
tendenti all’infinito (*).

Consideriamo ora I'insieme [£] dei punti £, nei quali essa pud non es-
sere soddisfatta. Dico che questo insieme & uno di quelli che nei § prece-
denti furono indicati con Z,.

Sia z,=2x,, x,, @,,..., una successione che tende all’infinito sempre
crescendo, e supponiamo che x, non sia, per n = oo, infinita di ordine su-

(¥) Cfr. p. es., Stovz, loc. cit., D. B. Revyoxp: Ueber den Satz lim ' (z) = lim M )
Mat. Ann, XVI, pag. 550).
Mat. Ann, XVI, pag. 550)
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periore al primo : ciod che esista un numero positivo v, ed un indice n, ab-
bastanza grande perché sia:

n>n,, > (22)

Ikt

Indichiamo con 9,4, don, Oan,. . (=1, 2, 3,...) 1 limiti inferiori degli
intervalletti situati nel segmento (n,... *,+,) e che contengono punti, o punti
limiti dell'insieme [£].

Entro qualunque tratticello dy,sn, che faccia parte di uno degli interval-
letti d, deve essere dunque situato almeno uno dei punti £ in cul si ha

L (&) > (%, positivo, scelto prima a piacere). (23)

Tenendo conto della integrability della £’ e del fatto che essa ha sempre
il medesimo segno in tutti i punti, dove non & nulla, dell’intervallo
(Tnye.r Xnyy), avremo pereiod :

1 (@) — F (@) [ >0 S n - (24)
Poniamo ora che la somma S, = ¥ dy,, che rappresenta la dimensione
esterna della parte di [£] contenuta in (2,,... ¥x+)) si mantenga superiore
ad un numero o indipendente da n. Ricordando che la f(x) & monotona,
avremo dalla (24):

[f @) — fla) | > nad
e, per la (22
lf(-’vn+4) — f(x;) | > @privod,

cioe ‘
|f(xnﬁ‘>yal‘__f(xi) , (25)
Tn+i L+
Ma, al crescere di n, il quoziente 7;—(10‘,) tende allo zero, potremo dunque
Mty

determinare due numeri positivi »,, N, tali che

n> N, | __fifx") 1 v, a A (26)
A .
Supposto ora A, = ", ne viene:
Tn> Ty, \ %an) >4,

in contraddizione con la (20).
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Se poniamo p = \% » vediamo dunque che le dimensioni esterne S, degli

insiemi di punti £, che possono fare eccezione alla (21) e sono situati negli
intervalli (2,,... n+,), dove z, & una successione sempre crescente infinita,
per n=oo di ordine non superiore al primo, divengono infinitesime per
n = oo.

Tutti 1 punti [£] costituiscono quindi un insieme E, (*) come appunto
volevamo provare.

In particolare: Se ¢ infinitesima, per x =oc, cioe se |f(z)| é

@),
S

infinita di ordine inferiore al primo, la derivata f' (x) ¢ infinitesima, per x
che tende all’infinito lungo qualunque successione x, estratia da un in-
sieme K, .

12. Ricordando il teorema 5.° potremo concludere:

Trorema 10.° Sia f(r) unae funzione della variabile x, ad un valore,
finita, continua, derivabile, monotona in tutts i punti di un determinato in-
torno (x,,... -+ ©).

La sua derivata sia atte alla integrazione definita (propria od impro-
pria) in ogni intervallo finito (xy,... ), ed, esclusi tutto al pit i punii di
un insieme discreto, abbia, nell’ intorno (,,... -} o0), limite superiore finito.

Condizione mecessaria e sufficiente perché sia

f(x)

lim -2 —

r=+o0 & ?

cioé perche la funzione data sia Tnfinita di ordine inferiore al primo, per
x =00, st & che il rapporto fra la dimensione esterna dell’ insieme [£]
dei punti contenuti in un infervallo (x.,... x) e ner quali la f'(x) non
pud essere in valore assoluto minore del numero positivo ¢ scelto a piacere,
alla dimensione dell’ insieme [x| di quei punti dove invece é |f' (x)|<e,
tenda allo zero, col crescere indefinito di z.

13. Treorema 11.° Sia v una funzione della variabile reale x, ad un
valore, finita, continua, derivabile, sempre crescente in tutti i punti dell’ in-

*) Cfr. il n.° 9 della mia Nota, Contributo alla teoria degli insiemi.
]
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forno (%o,... ), e sia infinita nel punlo x=~. Sia f(x) una funzione
monotona, finita, continua, derivabile nei punti di quel medesimo intorno e
la sua derivata sia atfa alla integrazione definita in ogni intervallo finito
(@9,... ). Esistano due numeri positivi ), @y, tali che

f(x)\

x > ) ) o (x) < A.
7 (x)
9 (@)
tutti 1 punti di un insieme K, contenuto in un determinato intorno (x,,... o).

<ud, p positivo determinato, ha luogo in

Dico che la relazione

La dimostrazione non offre difficolth ed & analoga a quella fatta per il

teorema 6.°
Cosl pure tralasciamo la dimostrazione del teorema seguente :

Trorena 12.° Se | f] ¢ | ¢| sono funzioni della variabile reale x, ad un
valore, sempre crescenti, finite, continue, derivabili in tutti ¢ punti a distanza
finita di un intorno (x,,... -+ o), infinite entrambe per x = -} oc. Se le loro
derivate sono atte alla integrazione definita in ogni intervallo finito (x,,... x).

Se ha luogo la relazione :

x> x, m <

=

(@)
? (x)
esisteranno due numeri positivi p, v, ed un nwmero x,, abbastanza grande
perché in tutti ¢ punti di un insieme K, contenuto nell’ intorno (Xu,,... oo)
sia soddisfatta la relazione

<M

= )

am<f

(@ v M.

N

—

In particolare: Se il quoziente %, ha, per x = 4 oo, limite determi-

nato (finito od infinito), quello delle derivate, tende, almeno lungo infinite suc-
cessiont estratte in modo qualunque da un insieme K,, a quel medesimo
limite.

Ricordando i teoremi 6.° e 7.° potremo in fine enunciare i teoremi :

TeoreMa 13.° Sieno f e o due funzioni della variabile reale x, ad un
valore, finite, continue, monotone, derivabili nell’intorno (€,,... o). La ¢ (la f)
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inoltre sia sempre crescente ed infinita per x = - oo. Il quoziente delle
loro derivale non possa avere limite superiore infinito (limite inferiore nullo)
se non, tutt’al pit, ner puntc di un ‘nsieme discreto; le derivate mede-
sime sieno atte alla integrazione definita in ogni intervallo finito (%y,... @\
Dico clhe, condizione necessarvia e sufficiente, perché Uordine di infi-
nito della f sia inferiore (superiore) a quello della ¢, si é che, ad ogni nu-
mero positivo & piccolo ad arbitrio, (grande quanto si vuole) possa coordi-
narse un numero a, tale che il rapporto fra la estensione esternn dell’insieme
dei punti [x] situati nell’intervallo (x.,... x) pei quali & soddisfatta la re-
o, (1w

?’ () ?" ()
i cut quella relazione non puo essere soddisfatta, tenda all infinito in-
sieme ad 2.

Osservazione. Il teorema 12, insieme col corollario del teor. 6°, non
possono senz’altro fornirei le condizioni necessarie e sufficienti per la esistenza

f

del limite 2, finito e diverso dallo zero; pel quoziente o Invero: la con-

lazione

> s) alla estensione dell’ insieme der punti [&]

dizione di essere monotona, per la F'=f— 29, & stata trovata sufficiente,
ma non risulta come necessaria dalle dimostrazioni fatte.

§ VI.

Lo studio del comportamento assintotico della deriwvata logaritmica, che
fu gid dal Du Bois Revmonp posto a base della classificazione delle funzioni
secondo l'ordine di infinito (*), ha assunto in questi ultimi tempi importanza
specialissima per tutte le quistioni riguardanti il calcolo infinitario.

Non sembrerd quindi inopportuno che io qui accenni alle applicazioni
che trovano, in questo campo, alcuni dei teoremi stabiliti nei §§ precedenti.

14. Per conservare le notazioni usate precedentemente, indicherd con

-

=, un insieme di punti [£] appartenenti ad un intorno (z,,...4 ), se il

—

rapporto fra la estensione esterna della parte di =, contenuta nell’intervallo
(%5,... z alla lunghezza x — x, dell'intervallo stesso, ¢ infinitesimo per & = oc.

(*) Questi Annali, Serie II, Vol. IV, pag. 338-393 (1870).
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIII. 36
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Indicherd con K, I'insieme dei punti che rimangono nell’intervallo (2,,... 4 oo)
dopo che se ne sono tolti i punti [£].

15. Trorema 1.° Sia f(x) una funzione della variabile rveale x, ad un
valore, finita, continua, monotona ¢ che ha derivata atta alla integrazione
definita in ogni intervallo finito di un determinato intorno (x,,... -4 o).

Dico che, se essa soddisfa la condizione

lim 221 g (1)
r=c0 () !
la sua derivata logaritmica é infinitesima per x che tende all’infinito lungo
infinite successioni &, che costituiscono nel loro complesso un insieme egual-
mente denso nell’intorno (x,,...+ o, e che:
ad ogm"numew Positivo ¢ se ne pud coordinare uno x. abbastanza grande
perché, in tutti < punti [x] di un insieme K, contenuto in (srz, . 00), sia sod-
disfutta la relazione :

ACON
) | < @

Ci limiteremo, per maggior semplicitd, a funzioni f(«) positive non de-
crescenti.

Facilmente si vede che, per qualunque numero % positivo anche varia-
bile con # ma non avente limite superiore infinito, si ha, per le ipotesi poste:

f(z+ k) ,
93]:12 7 (x) =1 1)

Seriviamo poi :
f(q"}_h):f()_*_hf(*w)h) xésw;hga”‘{‘h:

Di qui si ricava

f(x + Il) - f (-zc,h) f(ax,h)
@ e T )

Dalla (1) si deduce che, ad ogni coppia di numeri %, o, positivi arbi-
trari, si pud coordinare un numero 3, , abbastanza grande perch

o>ane, 1<EED g4
= f=
Dalle (3) percid ricaveremo :
hf (E,) f(Cx,h)
fGan) ~ ()

L 2> Thya y <, 2 <bpp<r-+ h
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G .
— ==¢, X}ys = X5, SI la

Ma si ha ZGo) =1, dunque, posto —

f(z)

X > e,

flgw,h)
f (Ew, h)

Poiche, ad ogni coppia «, &, corrisponde un numero £z situato fra z,
ed = -+ h, cosl la. (4) prova Ja prima parte del teorema.

<€, wé&w;hé”"l—h (4)

Dico ora che non é possibile che esistano due numeri positivi », J, ai
quali si possa coordinare un numero M abbastanza grande, perché, avendo
scelto a piacere un valore x, dell’intorno (x,...- o), se ne trovi poc un
altro almeno x, > x, tale, che U insieme dei punti & situati nell’ intervallo
(9, @, -+ M) e per © quali si pud soddisfare la condizione :

1 ()
>4, 5
@ = ©)
abbia estensione esterna non minore di .
Dato che un tale intervallo esista, poiche, per le ipotesi poste, le fun-
' (x)

zioni [’ (z), Flz) 50O entrambe integrabili, ed & inoltre:

) o 7@ ;
Fleg & Fy =0 )

& > %y,

avremo :
XM

f(rz+M)——f(-'ce)=Jf’ @dz,

M

flas - M) ‘ (%) T’/('”))dm

f(%‘z) f (:L‘

:,

e, per la (5), e per la ipotesi posta sulla estensione esterna dell'insieme [Z],
f (o2 -+ M) '
1 (22)

Cid dovendo accadere per valori «, grandi a piacere, contraddice I'ipotesi

. f(e M)
= b

Si vede dunque che Pinsieme dei punti [£], dove ]a {2) pud non essere
soddisfatta, gode della proprietd che la estensione esterna di quella sua parte

—1>90.
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che & contenuta in un intervallo (v...x 4 M) di ampiezza finita, diventa
infinitesima col crescere indefinito di 2. L’insieme [£] & percid (¥) un in-
sieme Z,, e quello dei punti dove invece la (2) & soddisfatta & un in-
siecme K,. c. d. d.

16. Trorema 2.° Sia f(x) una funzione della variabile reale x, ad un
valore, finita, continua, monotona e che ammette derivata utta alla integrazione
definita in qualunque intervallo finito dell'intorno (x, ... -} o).

Ad ogni numero ¢ positivo, se me possa coordinare uno x, abbastanza
grande perché la relazione :

(&)
1
e (7)
sia soddisfatta nei punti [£] di un insieme denso equalmente nell’intorno
(e . o o)
Dico che si ha
im Fle+1) _
Llinx = 1. (8)

Preso infatti un numero o > z., dividiamo lintervallo (z,... z-+1) in
un numero arbitrario di tratti J,, J,, ds,..

Entro ogni tratto 7, si dovranuno poter trovare punti nei quall ¢ soddi-
sfatta la (7).

Indichiamo con &, uno di tali punti.

Per la integrabilita della f' (2), avremo :

f(z+ 1) —f(x)=lim ¥, (&). (9)

Possiamo sempre supporre z. abbastanza grande perché la f(x) non
cambi segno, e quindi non si annulli mai, nell’intorno (z,,...4 ). Ivi &
£ (z) (50)

f(x)

Supponiamo, per fissare le idee, che la f(x) sia positiva non decrescente:

avremo allora:

dunque mteglabl]e anche la funzione

) G
s/ ) <

wsetl SEITSTG

(*) Ctr. il n° 9 del mio Contributo alla teoria degli insiemi.
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epperd, dalle (9) si ha:

7o+ 1)

e cid prova I’'asserto.

o>, —lim §4, - —him 39,250 0 (10)

17. Accostando questo teorema al precedente, si vede che la condi-
(e
zione f~(’)<s, che pel teor. 1.° & necessaria e per il teorema 2.° sufficiente,

£ )

affinchd si abbia lim 7211

e=x [ )
stessi insiemi di punti. I ciog: 1 punti nei quali deve essere soddisfatta la
condizione necessaria costituiscono un insieme non necessariamente denso in
ogni punto dell’intorno in cui esso & situato, cid & sempre richiesto invece
dal secondo teorema.

Per giungere ad una condizione necessaria e sufficiente basterebbe pro-
vare che I'insieme I, (7) di cui si & fatto parola al teor. 1.° & denso egual-
mente in tutti i punti di un determinato intorno dell'infinito.

E bene di non confondere il complesso di tutti i termini £z, delle suc-

cessioni lungo le quali si ha

=1, non & dai due enunciati richiesta per gli

: f,(zx,lz) ___
o e an

con 'insieme dei punti pei quali &

f' (Ex,h)
ey < e (12)

Fissato un ¢, ad ogni valore di % corrisponde un valore a,, tale che

f’ (E.c,h)
f(gx,h)

ma, non si pud escludere che, al tendere di h allo zero .., non tenda al-
Vinfinito, e cosl non si pud asserire che, entro un determinato intorno del-
I'infinito, i valori che fanno parte di successioni lungo le quali & soddisfatta
la (11) soddisfino anche tutti la (12).

w>‘f87h7 mg_gx)h gx +- ]l; <€)

Quella convergenza uniforme che occorrerebbe richiedere, ha sicuramente
luogo quando si tratti di funzioni che hanno derivata logaritmica determi-
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. (%
1m ——( ) non
=0

nata nel punto x ==oc; poiche, in forza delle (11), il limite: 1 ;(ﬁ)

Ea
pud esistere senza essere nullo.

Si pud aggiungere ancora che:

il teorema fondamentale della mia Memoria: Sulla Determinazione del-
Pordine di infinito, vale, per le funzioni che hanno derivata logaritmica de-
lerminata per @ = -4 oo, indipendentemente dulle ipotesi che la derivata or-
dinaria f'(z), sia integrabile in ogni intervallo finito (#,...«) e che sia

determinata per x = - oo.
' Dimostrerd infatti il teorema seguente :

Teorena 3.° Condizione necessaria e sufficiente affinché una funzione
f(«) della variubile reale «, ad un wvalore, finita, continua, monotona, deri-
vabile in tutte ¢ punti di un determinato intorno (%,...--o0) e che ammette
derivata logaritmica determinata anche nel punto x — + oo, soddisfi la con-
dizione

lim F@+ 1 __ 4

v=o f(z)

¢ che la sua derivata logaritmice sia infinitesima per x = coc.

La formula (4) trovata al teor. (1), senza aver ricorso alla supposta in-
tegrabilita della /' (x), dimostra appunto che la condizione e necessaria.

Veniamo alla seconda parte: La condizione é sufficiente. Questa, che nel
mio lavoro pilt volte citato, Sulla determinazione, ecc., ha I'importanza mag-
giore, si trova ivi dimostrata in tre diversi modi. Mi permetto di riportare qui
la terza dimostrazione perché & semplicissima ed ha la massima generalita.

Supponiamo, per fissare le idee, che la f(x) sia positiva non decrescente,
e vediamo se & possibile che lungo una successione ., di punti tendenti al-
Pinfinito, sia sempre

’

f(x"+1)/>5

S 9L (13)

Si ha intanto:

[(#n + 1) = f(2a) + ' (Ea), tn < én Stn -1,

| fleat1)

£&) _ fantl)  flan) _ _fl)_ ' 14
fEn = & T FE fG)
f(wn)
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Se poniamo:

f(mn -+ 1) _ f(zn) . -
. “Fwa " M ) T (1%)
abbiamo :
1<m,<M,, (16)
e percid, tenendo conto delle (15) e (13), st ha dalla 14:
[P Ma—1 _Mi—1 . 1 1
fE)  ma ZTH =1 Mn>1 ) (17

Poiche ¢ & una quantitd costante > 1, ]la (17) ci dice che non & possi-
bile che la derivata logaritmica sia infinitesima per z = oo,

18. Se, come & supposto nella mia Memoria, ci si limita alla consi-
derazione di quelle funzioni che sono finite, continue, monotone, derivabili in
tutti 1 punti di un determinato intorno (z,...-}o0), e che hanno derivata
logaritmica determinata nel punto = +4-o, e si dicono appartenere alla

. . . .. . x+1
prima classe quelle per le quali & soddisfatta la condizione lim f(f (;) ) 1,
a=x
potremo, analogamente a quanto ivi & detto nel Teorema fondamentale, con-
cludere : Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione appartenga
alla prima classe, si é che abbia derivata loguritmica infinitesima per v = + oo.

?

19. Osservazione I. La condizione di avere derivata logaritmica de-
terminata, che noi abbiamo imposto alle funzioni- della prima classe, limita,
pit di quel che occorra, la utilith pratica del teorema fondamentale.

Vi sono infatti {unzioni per le quali pud dirsi che una tale condizione

& conseguenza necessaria del fatto lim M =1,
z=x [(Z)

Per vedere, con maggiore chiarezza, le ragioni di questa cosa, escludo
i punti « dove & ' (x) =20, nei quali la derivata logaritmica & identicamente
nulla. Ricordando che la f(x) & monotona, verrd cosi ad escludere anche che
sia [’ ({zn) =0 e potrd scrivere:
£ @ fr@ FGoun) fEN
f(z) _f’ (57';71) 7 (Eayh) f (=)

Di qui, essendo
: f(-z"sh) .
e =
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deduco :

i £ _ i @ F G,

=00 f(’r) x:oof (aw,h) f(-y',h
Ora, per le formule (4), si ha:

lim (xw,h)
-11_00 f(“T;”)

D’altra parte, per ogni valore di @, si ha

lim £ () = ' (&),
=0

ciog, preso un numero positivo M maggiore di 1, si pud ad ogni valore di =
far corrispondere un H, tale che

h<H,, ?f(§%<ﬂ[, v < b <z I

Ogniqualvolta adunque esista un valore positivo M con la proprietd espressa
dalle formule precedenti, e le H, corrispondenti abbiano limite inferiore 11
maggiore di zero, fatto I < H, in tutte le formule precedenti, ne verra

lim ;(f)-—()

r=o f(x)
e la derivata logaritmica sard veramente infinitesima, in conseguenza della
ipotesi lim flet+1) 1.
potest o F )

Tale conclusione potrd essere erronea solo quando sia H = 0.

Si osservi perd che, in questo caso, ad ogni coppia di numeri positivi A, M,
deve potersi coordinare un numero positivo x abbastanza grande perché, in
ogni intorno (x,..., -} o), > x;, esista almeno un punto 2’ con la pro-
prieta :

£ Py :
>M T <Zigp<w —+ .
f ("’sh)

Se ora consideriamo che & pud essere scelto piceolo a piacere ed M ar-

bitrariamente grande, e che d’altra parte in ogni punto ' si ha sempre

F(x)
]ll_l'_f(}f (Cw,h) 1,

si vede che, se la f (#) non & infinitesima almeno lungo determinate suc-
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cessioni_di valori # tendenti all'infinito, non é possibile che essa soddisfi la
condizione sequente :

Esista un numero positivo 0 al quale si possa coordinare un numero h
positivo tale, che, entro ogni tratto di ampiezza minore od equale ad h, di¢ un
determinato intorno dell'infinito, la oscillazione della funzione f'(x) sia mi-
nore di d. '

In particolare si vede che:

Se per una funzione della variabile reale », ad un valore, monotona e
derivabile in ogni intorno dell’infinito, ¢ soddisfatta la relazione

. fle+1)
hm — . = b
f ()

se la derivata logaritmica non & infinitesima nel punto x = - oo, e la

f (@)
derivata ordinaria f'(x), é i delerminata, senza essere infinitesima, questa
stessa derivata non pud essere continua uniformemente in un determinato in-

torno dell’infinito.

Tenendo conto del fatto che le funzioni con cui pitt di frequente s’ha
che fare nel calcolo infinitario, hanno sempre derivata uniformemente conti-
nua in un intorno determinato dell'infinito ed infinita per x = + oo, tornera
utile il seguente teorema: :

Trorema 4.° Se una funzione della variabile reale x, ad un valore, mo-
notona e derivabile in un determinato inforno dell’infinito, soddisfa la con-
dizione lim LZ 1)

w= [ (Z)
formemente in un determinato intorno dell’infinito ed é determinata nel punto
X = - 00, senza essere iwi infinitesima ; cio bastera per concludere

=1, se la sua derivata ordinaria f' (x) é continua uni-

)
lim — 227 = (.
x‘i‘i f(x) 0

Si noti, a guesto proposito, che, da un noto teorema del prof. C. Arzrrd
(Cfr. Sulle serie di funzioni. Mem. Acec. di Bologna, anno 1899, pag. 135)
si deduce subito che, per ogni segmento finito (x,,. . ) ad ogni numero po-
sitivo ¢, pud coordinarsi un numero positivo % abbastanza piccolo perche la

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 37
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somma dei segmenti dz,, nei quali non &:
[ (@) —F (Ban) | <e

sia tanto piccola quanto si vuole.

Cid pud servire di conferma a quanto fu dimostrato al teorema 1.° di
questo §.

20. Osservazione II. Taluno che ha fama meritata di geometra illu-
stre e che & in questo genere di quistioni specialmente versato, mi ha invi-
tato ad esaminare con maggiore profondita I'importante argomento trattato
nelle pagine precedenti, per vedere: se alcune delle condizioni espresse negli
enunciati dei teoremi 1.° e 4.° non fossero nel fatto superflue, e non vi ap-
parissero se non per la necessita di rendere rigoroso il ragionamento.

In particolare : esaminare (in relazione al Teor. 4.°) se non fosse suffi-
ciente, per la derivata f’ (x), la condizione di essere finita e continua in ogni
punto a distanza finita.

Ora non & difficile citare I'esempio di una funzione monotona, finita, de-
rivabile in ogni intorno dell’infinito, finita anche nel punto z = + o, e quindi

tale da rendere soddisfatta la relazione lil_n f(;f(%") 1)

pure finita e continua in ogni punto a distanza finita, ma, lungo certe sue-
cessioni &,, & infinita nel punto =+ oo.
Tale & la funzione rappresentata dalla curva

=1, la cui derivata &

X9 Yo

-
AL

Z1Y

tracciata al modo seguente :

Indichiamo con % ed » due dati numeri posmw, e con p un numero
maggiore di I.

Consideriamo poi le successioni:

Py = —
Y

g 9n=;(1—2—n) (n=1, 2,... x).
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Partendo ora da un punto qualunque del piano xy, che chiameremo
(#,, y,) tracciamo un segmento |(x,, y,)— (x;-+5%, y,)| parallelo all’asse
delle z.

Nel termine (x, + %, y,) tracciamo un arco di cerchio tangente a quel
segmento, con raggio r,, centro nel punto (z, + k, y, -+ r,), ed ampiezza o,.

Il termine di questo arco, avra per coordinate,

g, =x,4h+4risenq,, m=1y, + 7 (1l —cosg,).
In questo punto si continui la curva con un secondo arco eguale e tan-
gente al primo, ma con la concavita rivolta verso 'asse delle .
Chiamando con z,, ¥, le coordinate del termine di questo arco, conduco
in questo punto un segmento di lunghezza /. parallelo all’asse delle x, con-
tinuo la curva con due archi tracciati in medo analogo ai precedenti ma con
raggio 7., ed ampiezza ¢,. Proseguo cosl indefinitamente.

Le ordinate ¥, della curva tracciata, non crescono pill rapidamente delle
somme S, della serie En%, epperd la funzione rappresentata da quella curva

(evidentemente monotona e continua) & finita per x = 4 occ.

La tangente varia con continuithd, non & mai perpendicolare all’asse z,

W

ma, nei punti di ascisse £,, fa angoli ¢, che tendono al limite
La derivata, lungo la successione, £, & dunque infinita, per n = -+ oo
ed il rapporto —‘Z— non pud essere infinitesimo.

Con una lieve modificazione si costruisce una funzione sempre crescente,
che conserva la medesima proprieta.

Basterad p. es, dare ai segmenti rettilinei inclinazioni positive ¢, con
la condizione che la successione ¢,, ¢, ¢s,... diventi infinitesima di ordine

w ™ ™

. . g v
superiore alla successione - % — %2y 5 — 9s,..., conservare per

2
gli archi circolari i medesimi raggi, e per quelli che volgono la convessita
verso 1’asse x, anche le stesse ampiezze, disponendoli in modo che si con-
servino a due a due tangenti fra di loro ed ai segmenti rettilinei a cui si

congiungono.

21. Le difficolta che si incontrano quando si cerchi il comportamento
assintotico della derivata logaritmica, e che nel fatto dipendono dalla forma

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



284 Bortolotti: Sul limite del quoziente

che assume il criterio inverso di quello dell’'Ho6pirar, sono in parte eliminate
quando si risalga dalla derivata logaritmica al logaritmo.

Poiche, nei §§ precedenti, abbiamo trovato delle condizioni necessarie e
sufficients per P'applicazione del teorema dell'Hépirar, potremo senza nessuna
difficolta eseguire questo passaggio.

Ed anzitutto, se conserviamo la definizione di classe 1.7, data al n.° 18;
scorgeremo subito che i logaritmi delle funzioni appartenenti alla 1.* classe
soddisfano le condizioni richieste dal Teor. 10; e ne concluderemo che :

Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione della variabile
reale x finita, continua, monotona, derivabile in tutti ¢ punti di un determi-
nato intorno dell’infinito, ed avente derivata logaritmica determinata anche

nel punto dell'infinito, soddisfi la condizione lim flet1) 1, si & che il

a=c0 1 (%)
suo logaritmo sia infinito di ordine inferiore al primo.
D’onde la espressione
Yy = e2&(x)

z ¢ (#) monotona, ¢ (z) finita, continua, derivabile in tutti i punti di intorno
(Zoy .« ), infinitesima per x = -- o, per le funzioni appartenenti alla
prima classe, trovata al n.° 32, della citata Memoria.

22, L’enunciato precedente contiene delle condizioni superflue, ed, in
particolare, quella che la derivata logaritmica sia determinata nel punto
2= -} oo, Si hanno cio¢ 1 teoremi seguenti:

TeoreMa 5.° Sia f (%) una funzione della variabile reale z, ad un va-
lore, finita, continua, sempre crescente in tutti ¢ punti di un determinato in-
torno (7 ...%) ed abbia derivata attn alla integrazione definita in ogni in-
tervallo finito (%,...x).

Dico che, se é soddisfutta la relazione

lim L&D 4
ez ()
il logaritmo ¢ =1lgf, non pud essere infinito di ordine superiore né eguale
al primo.
Supponiamo infatti che ¢ =lgf, sia per x = 4 oo, infinita di or-
dine > 1.

)
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La funzione ¢, che per le ipotesi poste & sempre crescente, finita, con-
tinua ed ha derivata atta alla integrazione definita, dovrebbe soddisfare la

condizione

@ ‘ > m, (m positivo determinato).

Per il Teorema 12.° dato al § V, si dovrebbero poter determinare due
numeri positivi p, «,, tali che in tutti i punti di un insieme K, contenuto
nell’intorno (,,... o), |¢' (#)| > n m.

Preso un numero ¢ positivo <<z m, la condizione | ¢’ (z) | = \;(7(30)‘ L,
non potrebbe dunque essere soddisfatta che in un insieme E,=(.£4... ) — K,.
La condizione che al Teorema 1.° & stata riconosciuta necessaria, perchd

esista la relazione lim L% 1)
x=00 f(x)

= 1, non potrebbe percid essere soddisfatta.

TeorEMA 6.° Sia: f= 2@, La ¢(z) sia una funzione finita, monotona
in un inforno (z,...- o°), infinitesima per x= 4 o, La x¢(z) sia an-
ch’essa monotona in quello stesso inforno. Cid basta per potere asserire che

flo 1)

st ha B;nm .—fW = 1.

Poniamo, anche qui, che la f(#) sia positiva, non decrescente e che la
e (x) sia positiva, e percid non crescente, in tutto l'intorno (z,...-- o).
Scriveremo :

FEH1) | gt n)-ace) — gelo) | oot Dletesn)—c(a),
f(x)

Poiche & lim ¢(®) = 1, si tratta di provare che &

Tr=x

lim (#+ 1) ]efz+1)—e(2)] =0. (18)

=0
Ora, per essere 2 ¢ (x) positivo non decrescente, si ha

(z+De(z4+1)>xe(®)

ed anche

F+Dle@+D)—c@|>2e@) —(c+1)e(2)

@+ Dle@)—e(@+ D <e(2)
Poiche si ha

e(@) —e(@+1)20, (@)>0,
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ed &:
lim ¢ () = 0,

=00
sard anche lim (x4 1)je(z 1) —e(2)! =0, e ¢id dimostra il teorema.

E notevole il fatto che, per questa dimostrazione, non ¢ necessaria la
continuita della f(r) n, conseguentemente, della & (x).

23. Se vorremo estendere ora il concetto di classe anche a funzioni

finite, continue, monotone, derivabili in tutti i punti di un intorno (,.. .-} o),
delle quali non & richiesto che ne] punto # = - oo sia determinata la derivata
logaritmica; se continueremo ad assegnare alla classe prima quelle fra tali
. .o . >+ 1
funzioni per le quali si ha lim f@+1)

z=o [ (%)

= 1, potremo enunciare il seguente

criterio ;

Tutte le funzioni sempre crescenti appartenenti alla prima classe hanno
la forma y=e*®), lim ¢(x)=0.

Le funzioni della forma y =@, dove we () ed e(x) sono entrambe
monotone, ¢ la e (x) & finita, continua, derivabile in un intorno (%, ...+ o),
wnfinitesima per x = + oo, appartengono alla prima classe.

Stabilite cosi le proprietd fondamentali delle funzioni appartenenti alla
prima classe, non sara difficile dedurne quelle relative alle classi superiori.

Ho gid mostrato, nella Memoria preventiva pit volte citata, qual profitto
se ne tragga per la Determinazione dell’ordine di infinito. Quesito questo
fino ad ora mnon risolto e pud dirsi anche non 7studiafo, se non per classi li-
mitatissime di funzioni.

Spero in un prossimo lavoro di riprendere questo argomento, e, seguendo
la traccia segnata in quella prima Memoria, di svolgerlo con quella larghezza
e quel rigore che esigono la sua importanza e le difficolth che esso presenta.

Mi & grato intanto ringraziare qui il mio vecchio maestro e caro amico
prof. Cesare Arzeri, pei consigli e gli incoraggiamenti di cui mi & stato cor-
tese durante la compilazione della presente Memoria.

Modena, 13 Aprile 1902.
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Alcuni teoremi sui determinanti.

(Di Oxorato Niccorerrs, ¢ Pisa.)

In una ricerca relativa ad una classe di equazioni algebriche a radici
reali sono stato condotto ad alcuni teoremi sui determinanti, il primo dei
quali costituisce un’estensione, a mio credere, non priva d’importanza di un
noto teorema di Hesse (*). Mi permetto comunicarne in quel che segue la
dimostrazione.

1. Si abbia un determinante di ordine »:

iy Qg2 ooo By Py Pizeev Pus

Ay Aap e oo Qop P2y Pazves Pas

.................. ;o 1’ 2... ;
. at! atz P atr ptl _pte v pts . aik) p:'m l I1C — 1, 2 Ly
D_ q“ q‘g cee Gup b“ bls--. bls - qix, blm ’ l ==1’ 9. . u (1)
q“ q22 . 92r bu bez . bgs m= -l-; 2-.. S

.................. (t+u=r+s=n)
Fui Que v oo Qur bus bus o v bus

nel quale abbiam posto in evidenza due matrici complementari:
(a) Ad=|ax | t=1,2...¢; k=12...7) @
(b) B=|bm]| (=1,2...u; m=1,2...5s)

o, se si vuole, le altre due, pure complementari (e che potrebbero opportu-
namente dirsi adiacenti a ciascuna delle due matrici 4 e B):

(» P=lpml (¢=1,2...¢; m=12...5 )

(g) QEquk |l (l=1,2u, k=1,2...7’). 5 =)

() Of Hesse, Ein Determinantensatz. (Giornale di Crelle, Vol. 69, p. 319.)
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288 Niccoletti: Alcuni teorems:

Nella matrice 4 indichiamo con @s,...ap3,..., il minore di ordine p for-
mato colle righe a,...a,, colle colonne B,...B, (supporremo sempre
o<l gl Loy B <<Ba<l---<{,) e con notazioni del tutto analoghe
designiamo i minori ‘delle matrici B, P, Q. .

Cid premesso, sia, per fissare le idee: t =17 (e quindi u=s) e svilup-
piamo il determinante D, secondo il teorema di Larrace, per i minori della
matrice delle prime ¢ righe. I minori di questa matrice possono distribuirsi
in gruppi, ponendo in un medesimo gruppo quei minori che contengono uno
stesso numero di colonne della matrice P (o della d); il numero di questi
gruppi & evidentemente uguale al minore dei due numeri ¢4 1, s+ 1, ciog,
ricordando che ¢t =r, s=wu, e indicando con « il minore dei quatiro nu-
mert r, s, t, u, & uguale ad « 4 L.

Un minore qualunque del gruppo p™° (con 0 =p = «) potra indicarsi cogli
indici delle colonne delle matrici A e P che contiene: porremo brevemente:
Ma.%'"at_gwr'w=|aian Qia, v v iy, 5 Pivy Piy,- - pfve' G=1,2...%) (3)
e sard (a,, as... a;p) Una-combinazione qualsiasi della classe #— p dei nu-

meri 1, 2... 7}
(7:9:... 7,) una combinazione qualsiasi della classe p dei numeri
1, 2... 8

Se con (ar—priy Gg—prass. &)y (7p+1-.. vs) indichiamo le combinazioni
complementars (di classe r — ¢4 p, s— p rispettivamente) delle due
(2 250.. aep)y (70o+. 7,), il minore complementare in D di Mo e, e
sard il determinante di ordine u—=r—¢--s )

Na;--wt.e;v,"'ve =
= lqk“’—e'l“l 3 qk“t—e-{—%’ ey qka,'.; bk79+1’ bk79+2 yve bk’hl (4)
(bk=1, 2... u);

la loro classe comune & data da:

t(t+1)+ +21‘.z’°‘m+2i:s}’z7

quindi, pel teorema di Larrace, si avra:
t(t+1)

D= (-1 (— 1)re
( ) EP ) (teniag—y) (e 1) (5)

e

(L) (1.8)

i—-e 4
2 oy 26 e

1 1
(— 1) My,ln.¢t_e-‘7’....’e . “:"‘“t-—g’#l“"’e’ ?
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. c o 127 . .
in cui il simbolo ¥  sta ad indicare che la relativa somma va estesa a

(4o 2 )
tutte le combinazioni (a,...a;,) della classe £—p dei numeri 1, 2... 7, e
un analogo significato ha I'altro simbolo sommatorio.

Sviluppiamo ora ciascun determinante My...o, ey di ordine ¢ per i
minori della matrice delle prime f#— p colonne; indicando percid con
(B:Bs... Bt-p) una combinazione della classe ¢ —p dei numeri 1, 2... ¢, con
(Be~p#1+ « . Be) la complementare, si avra, ancora per il teorema di Laprace:

(t—o)(t—o+1)
3 (1...t)

<ﬁ'~'%—9) (=1 (6)

' aﬁl"'pt-—g;a‘l"'df—g ppt—g+1"'pt'-71"'79 ¢

MG.'"%_Q;V.-'-*/@ =(—1)

Affatto analogamente, sviluppando il determinante Na,...a,_ -y, di ordine u
per i minori della matrice delle prime u — s -}-p colonne, si ha, ponendo :

W=4—8=r—1 )

ed indicando con (d,ds... dy4,) una combinazione della classe w - p dei nu-
meri 1, 2... u, con (Jyspss... d) la complementare :

wio A
. ( l)m_;ww g 1)%“”
El'“at__g;yl'"'/e - (’sl"'(’w-l'e) (8)

~

' b6w+g+l"‘°‘u?79+1"'73 * qax"'aw—l—g;“t—g-l-l"'“r *
Mediante le (6), (7), (8) la (b) si trasforma (con semplici riduzioni) nella

formola seguente :
w(w-l—l)

D—(—1) " J(=1r

M) U ()
Oer R T WA e 2 M L e 9)

.Da,lu-a_t_egplu.pt_ewl- ..ygn‘al.naw{-f; )

essendo : Dal...at_e:pl.;.pt_g._,,l....,g., ey =
t—o 1w+
2o+ Py)+ ’-’r Ye +~Te‘)-r
. , ) (10)
- . fgt"'pt—ggal"'“t-—g . Jw+e+l.uau-_yg+1-..ys .

*
. pﬁt_e_l_l...pt;rl-..ye . qal"' w—i—g;“t—g—H"'Gr ( ).

(*) Come & chiaro da tutto il ragionamento, per un minore di ordine zero va nella (10)
posta unita positiva,

Annali di Matematica, Serie III, tomo VIII. 38
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290 Niccoletti: Aleuni teorems

Le formule (9) e (10) costituiscono il teorema cui volevamo pervenire,
che pud dirsi opportunamente ¢l feorema di Husse generalizzato. Per mezzo
di esse formule il determinante D viene espresso come un aggregato qua-
drilineare ed intiero dei minori dei successivi ordini delle quattro matrici
4, B, P, , a due a due complementari od adiacenti, colle quali il deter-
minante stesso si compone. Diremo anche che per le (9) e (10) i1 determi-
nante D & sviluppato per ¢ minori delle due matrici complementari A e¢ B
(0 P e Q), od anche, pit brevemente, per ¢ minori di una qualunque di esse
matrice.

2. Se la quantith w, data dalla (7), & nulla, due delle quattro matriei

4, B, P, @, e precisamente le 4 e B, sono quadrate. In questo caso si pos-
sono porre le formule (9) e (10) sotto una forma molto pill semplice.

Chiamiamo infatti A, agBoB, il complemento algebrico nel determinante

A del minore di ordine p u,.c.nyp,eeg, 5 analogamente sia Ba,...s .., 1] cOM-
plemento algebrico in B del minore bul...ae.p‘...gu; si avrd allora nella (10)

(ricordando che ora =17, u=3s):
\

e
2 (¢ +Bw)
(—1) a =4
) « GpeeBy g':“n"'“r-g 13/'-9—{—1"'[31';“;'—-9—} 172,
ey
%a (Ve + 9 )
(_‘ 1) . bae_*_lu.as;ye_,_lu-ys == Bal"'8£1:7| "7{7;

con lievi modificazioni di indici, si ha allora dalle (9), (10), (11), la formula:

{‘ (1) (1...) \

‘D == AP (.—- 1)( 24 2 Ad."'me:ﬁ""ﬁu * B‘/l""/u’uaf'.aﬁ) *
0 (aw-ae) (YI"'VQ) ’ N

(ﬁ""ﬂ{]) (5,(59) )

. pal...ae;a‘...% . q'/l""/,‘;'ﬁl"'ﬁ\; (*)

(12)

dove ancora « & il minore di due numeri » ed s, tali che » 4 s =wn, ordine
di D. Diremo che per la (12) il determinante D & sviluppato per i minori
di uno qualunque dei due determinanti 4 o B. B ben chiaro, ed & affatto
inutile insistervi, come uno sviluppo analogo si possa avere per i minori di
due qualunque minori complementari di D.

(*) S’intende che per'p =0 Aai,__ae;ﬂi.,,p’e =4; BV‘"'VQ‘. Sndy = L.
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La (12) comprende come casi particolari alecune formule note; ponendo
in essa s=1, r=mn — 1, si ha il teorema di Hesse gid citato in principio;
se delle matrici quadrate 4 e B quella di ordine minore si suppone formata
di elementi tutti nulli, la (12) si riduce allo sviluppo di un determinante orlato
con un certo numero di righe e colonne (*).

3. Alcune osservazioni sui risultati che precedono.
@) In un termine qualunque dello sviluppo del determinante D, come
& dato dalle formule (9) e (10), il prodotto dei termini principali dei singoli
(determinanti) fattori & evidentemente un termine del determinante D e col
suo segno: ne segue che questo termine. bha in D il segno:

( I)M’+e+za+2ﬂ+27+28

2
(i1 che del resto si verifica molto agevolmente). Supponiamo inoltre, per fis-
sare le idee, che sia ad es.:
t=s=r=u; (13)

le quattro matrici P, 4, B, @ si diranno allora, nell'ordine scritto, prima,
seconda, terza, quarta matrice. Con queste convenzioni, il risultato del n.° 1
pud enunciarsi al modo seguente: Si consideri nella prima matrice un mi-
nore qualsiasi di ordine p, nella matrice complementare, la quarta, si consi-
deri pure un minore qualsiasi di ordine w - p; sopprimendo in D le righe e
le colonne che forman questi due minori, rimangon due minori, 'uno di 4,
Paltro di B. Il prodotto di questi quatiro minori col segno con cui ¢l pro-
dotto dei loro termind principali figura nel determinante D é un termine dello
sviluppo di D secondo le (9) e (10): e si ottiene appunto il wvalore di D
sommando tutli ¢ termini otfenuti in tal guisa da twtti ¢ minori della
prima matrice.
Un risultato affatto identico si ha, riferendosi, invece che alla prima ed
alla quarta, alla seconda e terza matrice.
b) Chiamiamo ¢4, cp, cp, co le caratteristiche delle quattro matrici
A, P, B, Q: se consideriamo la matrice formata dalla riunione di due ma-
trici adiacenti, ad es.: delle 4 e P, la sua caratteristica non pud evidente-
mente superare ¢, + ¢p; se essa caratteristica & d’altra parte minore del nu-

(¥) Cf M. ArwavLor, Sui determinanti orlati... (Giornale di Battaglini, Vol. 34;
pag. 209, 1896.)
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292 Niccoletti: Alcuni teoremsi

mero ¢ delle sue righe, il determinante D & uguale allo zero. Ne segue il
risultato (che potrebbe dedursi direttamente dalle formule (9) e (10)):
Se ha luogo una delle quattro disuguaglianze :
catFep<lty  cqateglry, cptep<ls, cptce<lu (14)
1l determinante D & nullo.
¢) Nessuna delle quattro disuguaglianze superiori abbia luogo : sia in-,
vece ad es.: _
¢4+ cp=1t. (ed insieme ¢y >0, cp>0). (15)
Nelle (9) e (10) sono allora nulli tutti quei termini, per cui & p=l=cp.
Poiché inoltre ciascuna delle due matrici A4, PP ggsociate delle A e P
dei ranghi ¢4, cp rispettivamente (¥), hanno la caratteristica 1, si potrad porre,
indicando con y, v, (p, @) delle funzioni razionali delle ai (p,s):
ap‘...pc AT = ppl..-pc . v“x"'%
4 4 4 4 (16)

ppcA+1"'pt?71"'70p = PfgcA+1"‘ﬁt . qV:"'VcP o

Per le (15) e (16) le (9) e (10) allora diventano :

(t01) cq4 cp wtcp
(o > 308
+er e Q) (L) (L.20) Zo@othotSere + 24 9y
2 {1, 8 1 1 1
D= (-1 > Y (=1

el
(@55 ) ButBo ) e p) Gindipgep)
. {},ﬁ‘...peA . Vulu.aoA . ppC_A‘l-l“.pt . UV‘-.-VCP .
. bazo+cp+1"'3u3VcP+1"'73 . gal...5w+cp.‘¢u+1...¢r )

ponendo quindi:

4
“(104-1) >
G _ ( l)uiT'f‘cP (1...‘1) (— l)lwﬁtop p
(ﬂx-%cA) A BGA ABcA+l Bs

S Sy S :(17)
1e?) (1.”?) (]-..?t) Tmaw"l' lé‘ Ve + %)7 i

H= % X x 1

(a,...acA) (71"'701)) (J,...ow_l_cP)

Va,l.-oq,c 'a"?l""/c waf-c +1".61L.’76 +1-ny$ qa""aw-l-c L +lou¢r
A P P P P4

(#) Cf. NiccoLerT1, Sulle matrici associate ad una matrice datg (Atti dell’Accademia
di Torino, giugno 1902).
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sl ha infine:
D=G.H; (18)

donde il teorema :

Se in un determinante di ordine n si ha una matrice di un certo nu-
mero di vrighe (colonne) e di tutte le colonne (righe), la quale sia decompo-
nibile in due matrici parziali, con elementi non tutti nulli, tali che la somma
delle loro caratieristiche uguagli il numero delle righe (colonne) della ma-
trice che le contiene, il determinante stesso si decompone nel prodotto di due
funzioni razionali dei suoi elementi.

d) In ciascun termine dello sviluppo di D, secondo le formole (9)

e (10), figura un minore della matrice @ di ordine maggiore od uguale a

w=1r —t=wu — s, uno della B di ordine maggiore od uguale a
w =s—t=u—r. Ne segue immediatamente :
Se ha luogo uwna delle due disuguaglianze :

cp < W, co << w, (19)
il determinante D é nullo.

e¢) Si abbia invece ad es.: ¢y =w; nelle formule (9) e (10) bisogna
limitarsi al valore p = 0; inoltre si pud porre:

Qoo oy ey = B3, ey <Gy, (20)

indicando le p e o determinate funzioni razionali degli elementi gix.

Si ponga allora nelle (9) e (10) p =0 (e quindi DBy Bineerty = 1); e,
per la (20), si ponga anche:
i%m+t(t;1) (L. 7) %""“
M=(—1) 57 (—1)' Gig ey Tay s,
(aicetry @1
(L0 %’ 5
N= ) S Y
sl avra:
D=M.N; (22)

cio¢ il teorema:
Ove abbia luogo una almeno delle due uguaglianze

cp = w, Co=1w,

il determinante D si decompone ancora nel prodotto di due funzioni razio-
nale der suoi elementi,
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J) 81 supponga in particolare :
t=s5=1, r=u=n—1.

E allora w=n— 2, w0 = 0; il teorema precedente si riduce ad un noto
teorema di Hesse (*).

4. Il teorema espresso dalle formule (9) e (10) & compreso come caso
particolare in un teorema molto pilt generale.
In un determinante D di ordine #» dividiamo le righe in ¢ gruppi di
*iy Tsy... t; righe ciaseuno, (r,>>0), le colonne in % gruppi di s, Ssy... S
(s, > 0) colonne ciascuno, di guisa che si abbia

o q
n=%pr,‘-———-%ﬁsh. (23)

Determiniamo poi tufte le soluzioni (che sono evidentemente in numero
finito) in numeri intieri, positivi e nulli, del sistema di ¢ + % equazioni nelle
ik quantitd a,,:

k
7'#=}l-ma.up5 (=1, 2...79)
(24)

sp=;pa,,p; (e=1,2...F%). )

Indicando con (a,,) una determinata soluzione delle (24), dividiamo le
righe (le colonne) del gruppo r, (del gruppo s,) in % (¢) gruppi parziali di
Quiy Bpzee. Qur Yighe (@i, @y... a;, colonne) e consideriamo gli ¢ % deter-
minanti Dy, (minori di D) che si ottengono colle righe e colonne a,, del
gruppo 7, (é s,), avvertendo che per un minore di ordine nullo intendiamo
P'unitd positiva. Si ha allora:

a) Il prodotio degli ik minors Ds,, ora definiti fa parte del determi-
nante D, quando allo stesso prodotto si attribuisea il segno che il prodotto

dei loro termini principali, (che & evidentemente un termine di D) ha nel
determinante D.

Si considerino ora fuffe le possibili soluzioni delle equazioni (24); per
ciascuna di esse soluzioni tutti i possibili modi diversi di divisione delle

righe 7, e delle colonne s, in gruppi parziali, corrispondenti alla soluzione

(*) Cf. Hessg, loe. cit., pag. 320.
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considerata ; ed ogni volta si consideri, col suo segno, il prodotto dei nu-
meri Dg,, che si sono oftenuti. Si ha allora:

by

b) La somma di questi prodotti é uguale al determinante D.
Accenniamo sommariamente alla dimostrazione di questo teorema.
Osserviamo innanzi tutto che esso & gia noto per alcuni valori partico-

lari dei numeri ¢ e k. Cosi ad es.: per ¢ =k =2, si ha il teorema espresso
dalle formule (9) e (10); per ¢ (0 k) =1, %k (od ¢) qualunque si ha il teo-
rema di Larrace sotto la sua forma piu generale (*); per ¢=%k=mn si ha
lo sviluppo del determinante D secondo l'ordinaria definizione, ecc. Potremo
adunque procedere per induzione e dimostrarne la veritd per un certo si-
stema (¢ k), quando si sia gid ammesso per qualunque sistema (/m), per cui
si abbia I =i, m=Fk ed insieme ! + m <<¢ -+ k. Supponiamo allora che uno
dei due indici 7, k, ad es.: ¢ sia maggiore di uno; poniamo :

n=7"+n1, con 7l’=r:+"3+"'+ri; (25)

e sviluppiamo D, secondo il teorema di Larracg, per la matrice delle », righe
del gruppo »,. Dovremo considerare un minore qualunque M di questa ma-
trice, il suo complementare N, e al Joro prodotto attribuire il segno con cui
il prodotto dei loro termini principali figura in D, quindi sommare tutti questi
prodotti. I] minore M di ordine r, conterra un certo numero di colonne, a,,,
del gruppo s, (@, = 0); il complementare N ne conterra s', =s, — a,,; e sara
anche evidentemente

k
%]p Uig=T, (26)
e quindi anche
k
%}’P s, =n' (26%)

Sviluppiamo ora il minore M mediante il teorema di LaprLace genera-
lizzato (o cid che fa 1o stesso per il teorema enunciato sopra in cui si sia
fatto n =17r,, i=1, s, =a,,) per le matrici delle colonne a,,, ¢.... a;x in
esso contenute; verrd M uguale alla somma di un certo numero di prodotti
di k& determinanti degli ordini @,,, @,... a,x, con un segno determinato. Svi-
luppiamo quindi il minore complementare N secondo il teorema superiore, per
le righe 7, ;... r; e per le colonne s';, §'5... s'x (si noti che il teorema

(*) Cf. ad es.: Pascar, Deteriminanti, pag. 51.
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superiore & vero per ipotesi per i valori ¢— 1 e k); verra N uguale alla
somma di un certo numero di prodotti (con un segno determinato) di
(¢— 1)k determinanti N,“#e (b=2, 3...4, p=1, 2... k) corrispondenti,
in tutti i modi possibili, alle soluzioni del sistema :

%
’”#=¥maﬂp k=2 3...79
. @7

e ——

s',,=§,,a,‘{, (=1, 2... k).

Dal prodotto di M per N e dalla somma dei prodotti analoghi che figu-
rano nello sviluppo di D si ottiene quindi che D & uguale alla somma di un
certo numero di prodotti di ¢k determinanti D', corrispondenti, in futti i

modi possibili, alle soluzioni del sistema (27), combinate con tutte quelle
della (26). Ciascuno di questi prodotti figura poi in D con un segno deter-
minato. Ma ricordando che

Sp="5+

ne segue che in tal guisa si ottengono #utfe le possibili soluzioni delle equa-
zioni (24) e, corrispondentemente ad una determinata soluzione, futéz i modi
possibili di divisione dei gruppi delle righe », e delle colonne s, in gruppi
parziali corrispondenti. Inoltre, considerando in ciascuno degli ¢ & determinanti
fattori di ciascun termine della somma cosi ottenuta il suo termine principale,
il prodotto di questi termini principali (che & evidentemente un termine di D)
viene nello sviluppo ad avere il segno stesso del termine da cui & tolto: questo
segno ¢ dunque quello con cui figura nello sviluppo ordinario di D il pro-
dotto di essi termini principali: il che evidentemente completa la dimostra-
zione del teorema enunciato.

5. Dal teorema precedente segue un’interessante identitd aritmetica.

Ogni termine dello sviluppo di D secondo esso teorema contiene Il,,(d,,!)
termini del determinante D, essendo (a,,) la soluzione delle (24) cui il ter-
mine corrisponde: ad wna di queste soluzioni corrispondono evidentemente :
Mpra!  Tpsp!
e (app!)  Typ (awpl)
riore : d'altra parte D contiene n! termini, prodotti di » dei suoi elementi,
ne segue l'identitd (che sarebbe agevole dimostrare coi metodi del caleolo

termini dello sviluppo di D secondo il teorema supe-
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combinatorio :

1 n! .
Y —_— - == ¢ .. = .
I ) T T (p=1,2...4,p=1, 2.. k) (28)

essendo la somma estesa a tutte le possibili soluzion:i distinte in numeri in-
teri, positivi o nulli, delle equazions (24).

Pisa, 25 Novembre 1902.
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De la determinaison de certaines fonc-
tions d’aprés des conditions données.

(Par 1. H. Grar, & Berne.)

De 1a ronctioN f(2) _f— log (1 -—-x) — = E} — ",

n=1 n?

De 'intégrale du titre on déduit: ?g—(;)=—log(1 — ) -—;-;

dx of (—x)
ox

fe-z) =[—log(1+2 %7, = —log(1+2) 1 ;

f—2) =flogz. (22 Ul=o) e,
g1 +2)log 3f(~%) g (1 4+ 2) — log &
f(_ ) f do; ——r= ¢ :
(2] ~fi=2es Lrms)-et=,
O plus @), 5% [f@ + F(—2)] e —ay,
Q) » @) @+~ logl—s) | oo
A | L
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1)
(@)
(2)
@)
®)
3)
(4)
1)
1)
1)
1)
2)
2)
2)
3)
3)

4)

pus (), Z[rw +r(Z2)] =502,

B Sl D) =Bt
Wy lfea+r(-3)] =—"8%

O R R e =) log(lg(wl')i(;)ﬂ)—,
n o (4), %c f(l—x)+f( ] logwwl—a_(lx;rw),
o 2] e,
moins 2) . [f(z) — f (— ] ~ e+ na—a)

- 3 a%[f(x) f(l—a)] =1°gw;zl(l_ —x)x)W—l
S_— 5%[f(ao)_f(_ml)] gt — o

b -rfEn) -t

- 3 %[f(—x)— f(l—a)] _10g(;2‘1—x_)a;;x-x

— 4 a—a{f( n—f(—1)] =lezltor

= 0 &froar(-2) -z

L = Rt

- 9 Al -
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Quelques unes de ces relations sont trés-bien construites pour &tre utili-
sées dans la théorie, p. e.:

D’apreés (6) on a:
AF@) + (1 —a)] =—EE=2D 4,

@£
—_LlsQ—a) o
f@+7(—a)= 5 [ BB gp =L p(a)
F@)+7(—2)= 3 () (26)

z=1, fO)+F(=1)=5F(1)

fl—1)=— £V (27)
D’aprés (7) on a
L@ +F(1—a)=—EL=D g, 4 02T g,
A[f @)+ f(L—2)] =~ d[log 2. log (1 —x)]
fl@)+ f(1l—2)=C—logx.log {1l —x).
La constante est égale & f (1)

f(@)+ f(l—x)=7(1)—log z.log (1 —2) (28)

D’aprés 9) on a

a[r@+ f(l——_%)]=+“’g_l(l__7“2dx=—-10g(1—x)dlog(l—x)

1@+ f(=5) =~ 5 log (1 —a)]- 29)

I

D’aprés (11) on a
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La constante C est égale & — f (1), donc
=) +f(—5) = =7 (1) — 5 Gog " (30)

Dans le commencement on suppose 2 réel dans les relations 26) 28) 29)
et 30) et la valeur de w« prise entre les limites 0 et 1; donc 0 <<z <1 et
ainsi log z et log (1 — z) sont réels. Si Pon substitue dans la relation (29)
1—2 au lieu de « on regoit

FA—a)+7 (1= %)== log o). (31)
En soustrayant de (31) la relation (30)
fA—a)—fl=a+ (1= 1) = f(=5) =0 @

De méme de 28) la relation (26)
fl—2)— f(—z)=f() —logolog(1 —x)— 3 ()  (39)
et (32) et (33)
(L= 3)—f(=5) =% 7@)+log . log (1 —a). (34)

& &

Nous écrivons pour le moment ¢ au lieu et nous conduisons la variable ¢
de sa position entre 0 et 1, en passant le nord du point 1 & la valeur %, qui

est > 1, alors 1 —¢ perd sa valeur 1 — z, la phase étant zéro, il passe par
le sud de zéro, avec une phase décroissante, pour prendre la valeur négative
1 11—z

1— = dont la phase est —n. Par ce mouvement log (1 — ¢)

s'est transformée en — {7 +log (1 —2)—logz. En méme temps # a perdu
sa valeur z* et a passé par le nord de 1 & ;12—

La relation (33) se change donc comme suit:

f(l— l)—f(_l)=f(l)—inlogm+1ogx.log(1—x)—

[ @x

— (log @) — f(xi) . (35)
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Nous additionnons (33) et (35)

f1—a)— =)+ (L= %) = F(— 5| =2 F() = ixloga —

7 (1) la relation (32) o
~ (log2)t — 3 £@) — 5 73>

alors :

£(1) —ilogz— (log ) —+ f(@) — = f(—l—) —o. (36)

212

f(x®) 4- f(zl;) =2f(1)—2inlog x — (log x)*.
Iin substituent 2 pour «*, on a

fa)+f(3)=2F Q) = inlogw— 4 (og o). (37)

z =1 donne une relation absolument identique ; cela nous prouve qu’elle est
juste.
On doit procéder de la méme maniére avec la relation (30).

Nous trasportons la variable ¢ de la valeur —xi par le nord de 1 & la

1 ; .
valeur +E’ alors Pargument « de logu se déplace au nord de zéro de =z
a — x, par conséquent log w se change en ¢ = --logx, en somme

f(—2) se trasforme en f(2) (log )t en (i + log =),
=z o e r(d)

F@+7(5)=— )~ g Grtlogay

@ +7(3)=—r0+5 —inloga— 5 (ogey (38)

%=1, 3f(1)=§

F)="" et dapris 27) f(—D=—1s-  (39)
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Si l'on a
l:go 1
= ﬁ == Szn
et le nombre de BrrNoULLI
2(2n)!
B.=2001 s,
alors
1 1,1 (2 %) . B
Sn=tmtagmtgmt = 2(2m)!
et pour n=1
1 1 L
S, =1+ % + 9 + 3 «)
comme
1
B; = _6‘ 9
done

f)=8="=%

ce qui correspond trés-bien & la definition de #(x) au titre de ce travail.

FeD="3 (1 g=—ltp gt =t ==
l— g — o= 8
En soustrayant et en additionnant «) et 3)
Yag=itwtwt = )
et rtEtE o= 9)
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II.

LE PROBLEME POSE EST DE TROUVER UNE FONCTION ENTIERE f(Z) DU DEGRE # DE
TELLE NATURE QUE, AVEC |Z|<C1, DANS LE DEVELOPPEMENT DU PRODUIT

log (1 + ). f ()

LES COEFFICIENTS DES PUISSANCES &+i z®t2 .., 4°" SOIENT EGAUX A ZERoO.
) ?

Nous supposons

2=n

f(x) = Zgo 4x xn_lr (1)

alors le coéfficient du terme x7+™ dans le produit log (1 4 ). /(x) se déter-
mine comme suit :

1 amt)
log (1 42) =+ + (— 1yn+*- m+)\+...

@)=+ dran-i .

done le coéfficient de z7+m que nous désignons par [xn+"] est égal &:
’ 1?; (— 1)m+3~1 4,

= m+2

Le probleme demande
2._n (___ 1)* 4, ,
zéf) CETa (1)

pour les valeurs m =1, 2, 3,..., n.
Nous multiplions (1’) par (m -+ n), alors on a

A=n (__
(m + n) Z ( :)_{4)—0 pour m=1, 2, 3,...
— r (= 1) A _
m—I; (n_l—l)lé‘o “——‘(7‘+]) 0 a)
= ;
— T (=14
m"‘27 (n+2)léf) ———W 0 ﬁ)
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 40

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



305 Graf: De la determinaison

Sn(—1p 4
m=3, (n+3)1§0(1£3’

=0 7)

A=n 1)1 A
= =), ¢
m=mn, 2n }‘ Y ) )

En soustrayant 2) de f£), y)... §) on obtient les resultats suivants:

_Se=n=Dn4H_,
S 0+1E@+y
I=n(n— ) (— 1) Ay
TS ICEEY
=4 (n —N) (= 1) 4
—3 zo =SV ICERY

2 =)

=0

= (g -— ) (— 1) Ay

—e=D 3T Enary O

et en généralisant
B A=n (n — )\) (— 1)1 Ax
B R e e
Nous divisons par — (m — 1), alors on a
N CER)) .

2 (1+1)(1+M)(

Nous multiplions par (n + m —1),

=0, pour m =2, 3,... n.

1Y 4, =0, m=2, 3,... n @)

(n + m— 1)2()‘+1)()\+m)( 124, =0,m=2, 3,...n,

nous répétons le méme procédé, alors nous recevons, aprés avoir divisé par
—(m—2):

i=n—2 (n — )\) (n._.. A — ]_)
v IV Ay — —
=5 ()~+1)(7\—|-2)(7\—|—m)( 1) 4y =0,m=3, 4,... n 3)
et ainsi en répétant toujours la méme opération on arrive & un systeme
d'équations :

l:!lj")'(n—l)(n—)\——1),._(11,_)\_r+1) —' _ |
g OADOTFY..0FN0Fm (—1) 4= 2 0
m=r+1,r+2,.., n )
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En effet si on multiplie (4) par (n —m — ), et qu'on répete la méme
procédé et enfin qu’on divise par — (m —# — 1), on obtient 1'équation sui-
vante

==l (=N (n—A—1)...(a—r—1r)
< (7\+1)(1+2)...(1+r+1)(1+fn)( )4, =0 5)
m=r-42, r43,... n '
L'analogie des équations (4) et (5) nous prouve que (4) est bien juste.

A présent nous prenons toujours dans les équations (1) (2) (3)... (4) la
premiére seulement de chaque systéme, donc de (1)

=n 1

m=1 z:}:) 1+1(_1)AA1=0 N
de (2)

= i S et _

"= A aFnorn V=0 5
de (3)

R I Y .
"= = (3'+1)(7\+2)()\_i_3)( 1)"A;—O /)
de (4)
m=r41, 1=(Tr(n—l)(n—l—l)...(n—x_r+1)(_I)AAA=0' N

2 OFDEF2)...0FnOFr+)
Alors J) nous généralison et nous aurons

I=yer Al (n—2)!
;%(w+w+nwn—r—n1“'

La dernitre équation du systéme (6) donne

) 4,=0, r=0,1,...(n—1). (6)

= A l(e—2)!

ATTwiorni— DA=0
1
A"—WA‘__—-O’ 4,=1
- __(r+D!
=+ D)=
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L’avant-derniére, » = n — 2, nous donne

2
n(n—{—l)A2=

n 1
IR il oy 0

A2=(n—1)n(n—l—1)(n—!—2) (n+ 2)!

4 w—2)t2r2l’
done

(n+2)!
A’=(n—x)mu' ()

Nous recevons pour le terme général de (6)

M (n—2)! 1P 4y = (1Y rlm—N1(n+ !
(1+r+1)1(n—r—x)1( ) YT OFrF D) I —r =21 (n— NI

=(—1p- 1 (n—1)! ) (n+ )1
o ) n—r Mm—r—=nNI @—r—DIQFr+1)1°

(w421 __( n -4 A )—(_1)1+r+1(_’”’+r)
—r—DI0FrF+1)1" Wtrd1)™ rfr 1)

done le terme général de (6) est égal &
(— 1)r+t n—r —n+r
n—r n—r—l) 7&—#—1'—[—1)'

l:f‘z‘—r(_l)rﬂ.( n—r —n —]—-?’ ___l:%—"(—l)“" 0 -0
= n—r n—r—A\Ar41 = on—r n+1

mais

Mais

pour
r=0,1,9 3... (n—1).

Nous avons donc trouvé le coefficient de la fonction f(x) et la fonction

elle-méme qui satisfait le probléme posé, par consequent la fonction cherché
s'appelle :

1=‘n ( +1)[ Nn—r __
f@)=2 (nix)mux =0
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ITL

DETERMINAISON D'UNE FONCTION f (%), QUI DANS L'INTERIEUR DU CIRCLE RAYON 1 Av-
TOUR DE ZERO EST DEVELOPABLE PAR DES VALEURS DE LA COMPOSANTE REELLE

SUR LA PERIPHERIE DE CE CERCLE.

On descrit un cercle autour de zéro par le rayon a <1, x soit dans
e a® 5
Pintérieur de ce cercle, alors — est déhors du cer-

cle a, la variable ¢ parcourt sa périphérie avec des L
phases croissantes et on a d’apres Cavcny /

2,14[‘7‘()————7”(:5), (1y \ "ii:/’} /u

oo

L

de méme

iz — s O =570 @

29w

et en additionnant (1) et (2)

F@) =51 O=51 O] 25— 5] at

flo) ~ 51O =gz [ 50225 3)

a’ . . .
Comme — est situé dehors du cercle on a, si la variable u parcourt

la périphérie du cercle @ avec des phases croissantes

1 d
= [ 9 )=, 4)
T
analogue
1 1 du 1 -
2——z_ﬁf—-?g(u 7———?9(0) (3)
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et en additionnant (4) et (5)

1
—590)= chg( _, du
x
a2
u 4+ —
1 1 1 d
—5 9 =571 59 :g‘;; (6)
u——-—.
xr

2 .
Si Von substitue u:—i—a alors ¢ parcourt la périphérie du cercle a
avec des phases décroissantes et (6) se transforme en

_ 1 (e =2+t dt
g() 2zwf§9(g) rt—1t t (7)
Si z' est conjugué de z, alors la fonction g (x") est conjuguée a la fone-

tion f(x) et si on présume f(0) comme étant réel, alors f(0)—=g(0) et en
soustrayant (7) de (3) on a

o= [ slro+o()] £ (8)

t— x

Dans cette derniére formule —2—[f @) +g(a7)] est la composante réelle
de la fonction f(¢) prise le long de la périphérie du cercle a et la fonetion
est monogeéne aussi longtemps que a <1.

Nous soulevons la question si la monogénité se maintient encore dans
le cas ol @ est devenu égal & 1 ol cesse-t-elle dans quelques points de la
périphérie ainsi que l'intégration est encore possible ?

Supposons t=a ¢e®, alors f(f) =f(ae?) et h(0) soit la limite de la
composante réelle de f(ae®) si le rayon croit & la valeur 1, 6 réel,

h (9t 2x)=h(9), f(0) réel,

on a d’aprés la formule (7)

ele — 2 ela

2
1 e +ux e®idh .
f(x)—mfh(e)- . . a=1
0

fo)=g= [10) FEE 46 (®)
0

valable pour tous les arguments |z |<<1.
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Désignons la valeur absolue de z, donc |x|=m alors

AT et i 1-+m
T l n’ est jamais plus grand que ‘ =l

Donc si « designe + 1 ou — 1 dans ce sens que « & (6) soit toujours
positif,

| f(x)| ne peut pas dépasser —1—— ii—jﬁf«h(&)dé,
0

et il est sir que l'expréssion (8) est une expréssion convergente, si
2

fa h(6)dé est coilvergent.
0

Cela supposé, nous développons dans (8)

Zt9+x—1+2xe-'°+2x’e ..

n=oo .
=1 + 9 24 xn e—m@
n=1

et en substituant en (8)

fx)= f il+2 > ane- mﬂzde

n=—1
0

2
f(x)=217fh(9)de+i§ an - %fh(a).e—wde.
0 - 0

Supposons 7 < 1, ¢ réel, u (r, ¢) la composante réelle de f(x) = f(r €¥),
alors

s o) L " 1— f—p=0
u(”?)—2,‘_'0fh(6)'1+¢2_2rcos(e_({3)de’ d0=dm

pendant que

2

[y

. 1j 1—r do
2% ) 14 rt—2rcoso

<p>—-fh<«»> 1= g4,

14-r2—27rcoso
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done
27
1—r?
wi D—h@ =55 G+ =20 fTr—grmst® O
i
04=1, OM=r, par M doit passer la chorde
mouvable PQ, AP=w, DQ=¢, AB=AC=c¢,
B\ r=cose, MP=p, MQ =0, alors po=
P do di
14+ l—r)=1—r% —==%, p*=1+r"—
D /7\ ( )+ ") P T
\ (3 Mja 27 eos w, donc
1— 2 (=) do _
/¢ 11 r—2rcose  © p? o

2 po o
=?—dm=?dw:d¢.

Dans la derniére intégrale on introduit ces valeurs

ulr, —h@) = 5= [(he+ o) =kl dy. (10)

Si @ passe d’abord de —e & + ¢ et ensuite de ¢ & 27 —¢, alors ¢
passe d’abord de — (1:- e) & m—e¢ et ensuite de ® —¢ & 7} ¢ et on regoit
I'intégrale

T—E&

ur, 9= hg =gz [[He+o) —h@]dy+
—n+te
¢

-Ff;fw(?+w%—h@ﬂd¢-

Nous désignons par m le maximum de la difference | 2 (9 + o) @)] le
long de la circonférence du cercle, par p celui dans I'interval — ¢ < o < ¢, alors

T—E

oz [l +o) —h@lay | <
—nte

n-}-e
57 [+ —nEay | <5

m. e

Ly 9)— ()| <p+ =
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Si nous supposons ¢ suffisant petit, et % (9 4 ) reste continue dans le
voisinage de w = 0, alors nous pouvons faire u aussi petit que possible. Si
I'on doit faire |4 (r, ¢) — k(9)| plus petit que le nombre petit et positif ¢,

on met e<—§, alors p<£—— Si la valeur y, qui correspond & la va-

leur ¢, remplit ces condition, alors nous avons ce que nous demandons. Si u
ne remplit pas ces conditions, ces derniéres sont certainement remplies par

un p encor plus petit et comme a cet plus petit  correspond aussi un plus
petit ¢, les conditions sont remplies. Done: St & (6) est partout fini et con-

tinu dans le point 6 = ¢ Uexpression wu(r, ) — h(9) se rapproche continuel-
lement & zéro pendant que le rayon r accroit jusqu'a la valeur 1.
Si pour les valeurs 6 =«,, a5, as...
h (9) devient infini mais tellement que en supposant les nombres g, 7,,...
assez petit qu'on peut rendre les intégrales
atn
f L@ do, ...
o —f
aussi petit qu'on désire et en supposant les valeurs o,, ay,... «, hors de
interval :
g—e<< <9 e,
nous désignons par » la somme des valeurs absolues des intégrales
w=a=—9=n
o= |+ =Ry,
w=a,~p—p,
par m le maximum des valeurs absolues de la différence & (9 4 ) — % (p) le
long de la péripherie restant du cercle dehors des regions de I'infini

al_—?'—ﬂl<m<al—(?+7‘ etc.,

alors on peut rendre » aussi petit que I'on veut et l'on a

lu(ry §)—hig) |<v+ptm. =
Si Pon pose
2r

2
“("1‘?)=—;[h(?+m)dw é‘__.lr‘.lljifh(qa—}*w).coslw.dw—l- Ra,
0

0
Annali di Matematica, Serie III, tomo VIIL 41
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alors
o

cos n & — 7 ¢os (n — l)w
R":?f 1+72—2rcoso hip + a) dg.

0

Si P'on pouvait indiquer exactement comment est la construction de la
fonction % (¢) afin que la derniére intégrale, qui peut étre représentée par

o
fh (o + ) coS 7 o —-lr cos(n—1)w a4,

— 2

et en laissant croitre le rayon » puisqu’a 1, prenne une valeur finie qu’on
pourrait faire aussi petit que possible si la nombre n devient assez grand:
alors pour tous ces cas serait prouvée la convergence de expression

2n . 2
X i=o 1
h(?)=§}7—t‘h(?+w)dw+ﬂ§1 —_;Jh(y—}-w)coslw.d:;;.
0 0

Alors on a

2 )
fcos;ow—rcos(n——l)m
*1—2rcosw-4 r

dw=0;

0

on peut cela aussi prouver dans la maniére suivante :
Cette derniére expression est la composante réelle de

o
. 1 1 di

i L0 ao f J .t
f t”(t—r) t—yp fn +
) 0 -

171 dt 2% 2%

= =. _—— == ()

zJ o e r"”+rn 0.
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IV.

Lis vALEURS BORDEES % () D'UNE FONCTION f (%) SONT DONNEES LE LONG DE LA
PERIPHERIE D'UN CERCLE AVEC LE CENTRE A ZERO ET LE RAYON 1. AU PoOINT @
SITUE SUR L'AXE REELLE ENTRE 0 ET 1 SE TROUVE UN POINT DE DISCONTINUITE,

DANS LEQUEL LA FONCTION A LA VALEUR ——> ot A =1+ im, parRTOUT,

CE POINT A EXCEPTE’}, LA FONCTION EST CONTINUE ET DERIVABLE.

Nous formons la différence

I+im |I—im
r—a 1
——a

x

1)

et substituons x=1¢#®, la valeur de « & la periphérie, alors I'expression est
égale
_l+im  l—im _ (I+im) (e —a) — (I —1im)(et? — a)
T d—a eP—a (" —a) (e~ —a)
1
1—2acos0—{—a2 {

(! + ¢ m) (cos § — ¢ sin §) — (I — ¢ m) (cos § + ¢ sin §)
—(l+im)at+ (A —im)a]

24 .
jm(cos6—a)—1Ising!,

=1—2a¢cos@—{—a2

Done la composante réelle de I'expression (1) est égale & 0 et dans I'in-
térieur il @ la valeur de discontinuité préscrite. Dans III nous avons trouvé
Vexpression d’une fonction determinée par les valeurs bordées h (8), qui est
partout dans le cercle continue et dérivable comme

f(@) ——[ (0) G52 (@)

Si nous ajoutons (2) & I'expression (1), nous recevons une fonction

l—{—zm _(—=ima
—a l—az

o [7(9; +xda (3)

0

F(x)=

qui satisfait le probléme posé.
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V.

Dz L'INFLUENCE DES POINTS DE DISCONTINUITE LOGARITHMIQUES, QUI SE TROUVENT SUR
LA PERIPHERIE D'UN CERCLE AUTOUR DE ZERO ET AVEC LE RAYON 1,

Nous formons la fonetion

1 P g—
08 in — po

, ot 0<a<<B<2m. (1)

Si z se trouve au centre, c'est-a-dire pour # =0 la fonction prend la
valeur log ef-%) =1 (8 — a) et nous laissons marcher  jusqu'a la périphérie
done jusqu'a ¢, Alors pour l'interval « <<¢ <8

¢f —oir | 0P —1
st — g7 08 ia_p 1

(2 — e

Pexpression (1) = log.

2

=log e'
[

 f—e  24s8in ——+
‘T2
=loge

o . f—a
_lOgF—l"’t(ﬂ'—]— P )
2

ce qui est la valeur de (1) dans l'interval indiqué dans la périphérie du cercle.
Pour Pautre partie de la périphérie, pour I'interval

fLloL22m+ta
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317

on a

ce qui est la valeur de (1) dans l'interval indiqué de la périphérie. Dans les deux
cas on a supposé que les logarithmes des nombres positifs en question sont réels.

Si nous construisons la fonction
__a elf — B—a
f(x)_ﬁc- log i—z " 2=
ol a réel, alors la composante réelle
1) dans linterval o <9 << 8 est
a . B—ua p—a .
i_wz(n_i- 3 )—a o = A
2) dans linterval f<<¢ <27+«

a .[(p—a f—a
mz(2) il o,

b

(@)

Maintenant nous dévéloppons f(x) dans une série de puissances crois-

santes de x, nous avons

i8 1_{&
f(x)=—§%(ﬁ-—d)+%]og:_id%l——i£—;

== @—a) + (-

a Nn=0 1 . n—oo
.- — N —p-inf pn AN
_l' ki i né‘l n ¢ T ”‘:-‘1
o e Y1 . .
f)= am (B—a) + T ”Zl - (e—in® — e-inf) gm,
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Si nous substituons dans (3) T = e, la série n'est que convergente, si ¢

differe de « ainsi que de 8. .
Désignons par & (¢) la composante réelle de f(e??), nous voulons chercher

la valeur de % (¢). Du produit (e-in* — e-inf)¢in? on doit & cause du fac-
teur zi_- seulement prendre les termes qui sont multipliés par ¢, done

Z(sinngCOSNa — COSN ¢ SIN 7 a)=1=8IN1(p — o)
*

—i(sinngcosnfB—cosngsinn 5)=—zsinn(p—f)

a p—o aj”:gPSin"(?““)f_”%wﬂ‘”(‘?’_—@z

h(9)=_-——+

w2 n = n §
=5+ [T R0 g =)
T f YL 1)) I

Nous fixons maintenant dans la périphérie du circle n divers points de
discontinuité logarithmiques

ot,txz...dn,

0.<¢1<d2...<dn<2ﬂ"
“n+1=277~'+0‘1
ﬁn+2—_':2n+az

et nous remplagons

et nous recevons d’aprés (2)

2 1, o4+l — 2 1 o ( )
— —_—_ a —
i e —x . i NG A

et en aditionnant cette valeur pour 1=1, 2, 3,...n ou

= et — g 1 n=%
fo) =X Rl ~ ez 5 B (0 —m) (5)
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.
h () signifie la composante réelle de f(¢i?), alors
k() =0y, ay < ¢ < @t
A=1,2,3...n

Représentons les points de discontinnité logarlthmlques situés tous en-
semble en introduisant un points de l'infini, alors

oy =0
apy —oan=4d§8
a=h (‘9) )
ei%i41 — o i.69.d40
———— se transforme en ——
e — % ¢'—a

la formule (5) en

—fh(e) g L0 de——fh ©0)ds,

donce

@)=

—1§d9

. 2r ‘ ‘
fo) =5 [40) %G E2 ao. (6)
0

Si k(6) n’est pas une veritable f(x) sur aucune partie du contour, alors
f(x) ne peut pas étre continué dehors l'aire du cercle, cette fonction f(x)
n’existe plus hors de l'aire du cercle.

Je dois ces exemples & mon feu prof. L. SceraerLr. Je les ai appro-
fondis et élargis et j'estime qu'ils sont d’une certaine valeur pour les recher-

ches dans ce geure de fonctions.

Berne, en décembre 1902.
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