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GEOMETRIE

ANALYTIQUE

GEOMETRIE DANS I’ESPACE
LIVRE PREMIER

CHAPITRE PREMIER

DES COORDONNEES.

1. La Géométrie analytique a trois dimensions  pour objet
Papplication de I'Algébre & I'étude des figures smuées d’une
maniére quelconque dans I'espace

Pour résoudre cette question il faut commencer pak-déterminer
a l'aide de nombres la position d'un point dans 'eshace; on y
arrive en généralisant le systéme de coordonnées Imaginé par
Descartes.

Coordonnées rectilignes.

2. Tracons dans l'espace trois droites #'z, 'y, 2% non situdes
dans un méme plan et se coupant en un point 0 ; par un point quel-
I i
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2 LIVRE I. — CHAPITRE 1

conque M de I'espace menons des plans parallcles aux trois plans
A zoy, Yoz, zox, nous formerons
7 un parallélipipide 0 ARBPCQM.
Q l.e point M sera déterminé:
1° Si I'on donne les longueurs
0A, 0B, 0 C des arétes de ce
parallélipipéde ;

[

/

=2

2 2°8ilon indique le sens dans

\ / N / lequel ces longueurs doivent étre
B R portées a partir du point 0 sur

\y les droites x'z, y'y, %'3.

Pour fixer ce sens on convient
d’affecter les longueurs 0A, 0B,
oC du signe -} quand elles doivent &tre portées respectivement
dans les directions oz, 0y, 0z, et de les affecter du signe — quand
elles doivent étre portées dans les directions o', 0y', 0%'.

La longueur 0 A, affectée d'un signe convenable, est appelée
Pabscisse du point M ; nous la désignerons généralement par la
lettre x.

La longueur 0B, affectée d’un signe convenable, est appelée
lordonnée du point M ; nous la désignerons généralement par la
lettre y.

Enfin la longueur oC, affectée d’'un signe convenable, est
appelée la cote du point M ; nous la désignerons généralement
par la leitre z.

Les trois quantités z, y, » sont dites les coordonnées rectilignes
du point M.

Les trois droites 2'z, ¥'y, %% sont les axes de coordonnées;
Z'x est Paxe des x, y'y est 'axe des y et 'z I'axe des 2.

Les trois plans xoy, y0%, 0z sont les plans de coordonnées ;
on les désigne souvent par les dénominations suivantes: plan
des xy, plan des yz, plan des zx.

Le point o intersection des trois axes de coordonnées est
appelé l'origine des coordonnées.

On dit que les coordonnées sont rectangulaires quana 1les
droites 0z, oy, 0% forment un triédre trirectangle ; on dit qu’elles
sont obliques dans le cas contraire.

Fig. 1.

Remarques. — 1° Les sommets P, Q, R du parallélipi-
péde o ARBPCQM situés dans les plans de coordonnées sont les
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DES COORDONNEES 3
projections du point M sur ces plans parallélement aux axes de
coordonnées. Les coordonnées de ces projections par rapport aux
deux axes placés dans le plan de coordonnées qui contient res-
pectivement chacune d'elles ont les valeurs indiquées dans le
tableau suivant :

P{-” Q

z

4 R{x.
z y

Aumnsi les projections d’un point sur les plans de conrdonnées
parallelement aux axes de coordonnées ont deux coordonnées
communes avec celles de ce point,

2¢ Par le point M menons a I'axe 0z une paralléle terminée au
point R ol elle rencontre le plan des xy, puis par le point R une
paralléle a I'axe oy terminée au point A ou elle rencontre I'axe ox.
La ligne brisée 0 ARM est appelée le contour des coordonnées du

point M (fig. 1).

Représentation des surfaces.

3. Théoréme. — Une surface est représentée par une équation
entre les coordonnées d’'un quelconque de ses points.

Soit S une surface quelconque; tragons dans I'espace trois

axes de coordonnées ox, 0y, 0% et prenons 7
dans le plan des zy un point quelconque R.
La paralléle menée par le point R a l'axe 0z M
rencontrera la surface S en un ou plusieurs
points tels que M. Il résulte de la que, quand
on connait l'abscisse £ et I'ordonnée y du
point M, sa cote z est déterminée ; en d’autres
termes, la cote z est une fonction de I’abscissex
etde l'ordonnée y considérées comme variahles
indépendantes.

Quand la surface S sera définie par une pro-
priété géométrique convenant a chacun de ses points, la forme
de la relation qui lie les coordonnées d’un point de la surface ne
changera pas, lc point se déplagant sur la surface. Il existera
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4 LIVRE I. — CHAPITRE I
donc entre les coordonnées d’un point quelconque de lasurface S
une relation

f(z,y,2)=10

de forme invariable. Cette relation est appelée I'équation do la
surface S.

Ainsi I'équation d'une surface est la relavion de forme constante
qui lie les coordonnées de I'un quelconque de ses points.

Réciproquement foule équation

entre les coordonnées x, y et % représente en général une sur-
face. ‘

Pour démontrer cette réciproque, nous examinerons d’abord
deux cas particuliers.

1° L'équation (1) ne contient qu'une seule coordonnée, z par
exemple.
Cette équation est de la forme

f(3)=0;

on en tire

) x z:Ci z=(}2 ZZC;;. . e

les quantités ¢ étant des constantes.
g Chaque équation telle que z=¢; repré-
sente le lieu des points ayant une cote cons-
tante, c’est-a-dire évidemment un plan paralltle au plan des x y
et coupant 0z en un point G, dont la cote est c;.

Fig. 3.

Théoréme. — Une équation & une seule variable représente un
faisceau de plans paralléles au plan des coordonnées qui correspond
aux deux variables wentrant pas dans I'équation.

Remarque. — En particulier, les équationsz =0, y=0,z=0

représentent respectivement les plans des coordonnées z0y, x03,
yox,
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DES COORDONNEES 5

20 D'équation (1) ne contient que deux coordonnées, x et y par
exemple.
Celte équation est de la forme 7

cetle courbe menons des paralldles a oz,

nous formerons un cylindre; soit M(x, 3, y)

un point de ce cylindre. La projection du yp
point M sur le plan zoy faite paralléle-
ment 4 0% sera un point P de lacourbe AB
qui, rapporté aux axes oz, 0y, aura pour coordonnées « ¢t f; on
aura donce

. M

) f(z, y)=0;

dans le plan des zy elle représente une

courbe AB. Par les différents poinls de 4 -
2

Fig. 4.

f(a«, p)=0.

Cette relation exprime que les coordonnées «, B, y du point M
satisfont & I’équalion (2). Maintenant les coordonnées d’'un point
de I'espace non situé sur le cylindre ne salisfont pas a cette
équation, car la projection de ce point sur le plan zoy, faite pa-
rallélement 4 0%, n’est pas située sur la courbe AB; il résulte de
la que I'équation (2) représente un cylindre dont les génératrices
sont paralléles a l'axe 0z.

Il peut arriver que ce cylindre soit imaginaire ou composé de
droites paralléles & 0z ; ccla aura lieu quand la courbe AB sera
imaginaire ou composée de points isolés les uns des autres.

Théoréme. — Une équation & deux variables représente un cy-
lindre dont les génératrices sont paralléles a Uaxe des coordonnées
qui correspond & la variable n’entrant pas dans I'équation.

Ces deux cas particuliers étant examinés, reprenons I'équation
a trois variables

(1) f(@": Y, z):O.

Dans cette équation posons z =1, elle devient

f(x, Y, Y)=0;

la nouvelle équation & deux variables x et y représente un cylin-
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6 LIVRE 1, — CHAPITRE I

dre AB dont les génératrices sont paralltles a4 0z. Les points de
ce cylindre dont les coordonnées satis-
font a ’équation (1) sont ceux pour les-
quels on a z=v, c’est-a~dire ceux qui
sont situés sur la courbe A'B' intersec-
tion du cylindre avecle plan P ayant pour
équation z=-v. Quand y variera d’une
maniére continue entre certaines limites,
le cylindre AB se déformera en général
d’une maniére continue, et le plan P se
déplacera aussi d’'une maniére continue.

J Le lieu des points dont les coordonndes

Fig. 5. satisfont & 'équation (1) est donc engen-
dré par une courbe A'B’ qui se déplace et se déforme suivantune
loi déterminée ; par suite, ce lieu est une surface.

Représentation des lignes.

4. Une ligne G est l'intersection de deux surfaces; elle scra
done représentée par deux équations

(3) f(xr Y, z):0 fi(x’ Y, Z)IO

considérées simultanément.
Si, entre les équations (3), on élimine successivement y et z, on
obtient deux équations de la forme

(4) o(z,2)=0 o (z,y)=0;

cnacune d’elles, prise isolément, représente un cylindre et nous
allons démontrer que ces deux surfaces sont les cylindres proje-
tant la ligne G sur le plan des zz et sur celui des zy.

Soit M un point quelconque de C, ses coordonnées z, ¥, %' sa-
tisfaisant aux équations (3), les équations

[(@,y,2)=0 f(«,y,2)=0

ont une solution commune z—2%; majs le résultant de ces
équations est 9,(&', §¥')==0, donc le cylindre représenté par la
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DES COORDONNEES 1

seconde des équations (4) contient la courbe C. La méme chose
a lieu pour le premier cylindre.

Remarqgue. — On a démontré que toute solution des équations
(3) satisfait aux équations (4), mais la réciproque peut ne pas étre
vraie. Les équations (4) représenteront la courbe C, mais elles
pourront aussi représenter en méme temps une autre courbe.
Pour expliquer ceci par un exemple bien simple, considérons une
ellipse E dans I'espace; les cylindres qui la projettent sur les
plans xo0z, xoy seront coupés par ces plans suivant des ellip-
ses E,, E,. Soient A, B les points ol un plan P paralléele au
plan yoz coupe Pellipse E et (Aa,, Aay), (Bb,, Bb,) les généra-
trices correspondantes des deux cylindres projetants. Les géné-
ratrices (Aay, Aay) se couperont au point A de 'ellipse E et les
génératrices (Bb,, Bb,) au point B de cette courbe; mais, en
associant les génératrices (A a,, Bb,) oules génératrices(B),, Aa,)
on obtiendra deux points situés sur les cylindres projetants et
n’appartenant plus a l'ellipse E.

Remarque. — Pour représenter une courbe située dans I'un
des plans de coordonnées, on joindra a 'équation de ce plan celie
d’une surface passant par cette courbe. Par exemple les équations

2=0 flx,y, 2)=0

représenteront une courbe située dans le plan zoy.

Relation entre les angles que fait une direction
avec les axes de coordonnées.

Angle de deux directions.

5. Définition. — Soient 0D, oD’ deux demi-droites se coupant
au point o; on appelle angle des deux directions D, D' langle
moindre que = formé par les demi-droites oD, oD'.

Remarque. — Si l'on prend des points D, D' sur chacune des
demi-droites 0D, 0D', 'angle que nous venons de délinir est celui
qui est opposé au c6té DD’ dans le triangle DoD'.

Pour fixer dans I'espace une direction 0D que I'on peut suppo=
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8 LIVRE I, == CHAPITRE I

Y

ser appartenir a une droite passant par l'origine, on donne les
angles «, B, y que fait cette direciion
avec les trois directions ox, oy, 0% des
coordonnées positives. La connaissance
de deux de ces angles « et B ne suffit pas
pour fixer la direction 0D ; car si l'on
décrit autour de ox et de oy des demi-
cones dont les angles au sommet soient
respectivement « et B, ces deux cones se
coupent suivant deux génératrices sy-
métriquement placées par rapport au
plan zoy. La connaissance de I'angle y
est donc nécessaire pour reconnaitre
laquelle de ces deux généralrices représente la direction 0D.

Ce qui précéde montre encore que les angles «, g, v sont liés
par une relation.

Nous nous proposons de trouver cette relation ainsi que I'an-
gle V formé par deux directions 0D, 0 D'; nous appellerons o', ', v’
les angles que fait la direction 0D’ avec les trois directions oz,
0y, 0% des coordonnées positives.

Nous examinerons deux cas.

6. Premier cas. — Les coordonnées sont rectangulaires. — Sur
la direction 0D prenons un point M(x, ¥, %), construisons le
contour 0 ARM de ses coordonnées et appelons [ 1a longueur oM.
(fig-8.)

Projetons orthogonalement les deux chemins 0 ARM, oM suc-
cessivement sur les directions oz, 0y, 0z, 0D, 0D', nous aurons
les relations

(5) z=Ilcosa  y=Ilcosp z==lcosy
(6) zcosa |- ycosp +-zcosy =1
) xcosa J-ycoss +zcosy =lcosV.

Entre les équations (5) et (6) éliminons «, ¥, %, I, nous obtien-
drons la relation

cos2a 4 cos2B -4 cos?y=1.

Théoréme. — La somme des carrés des cosinus des angles que
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DES COORDONNELS 9

fait une direction avec trois directions rectangulaires est égale &
Vunité.

Entre les équations (5) et (7) éliminons z, ¥, %, I, nous obtien-
drons la relation

J— ! 1 ol e
cos V =rcosxcos«' -~ cos fcos B’ - cosycosy';

elle fait connaitre le cosinus de l'angle des deux directions 0D,
oD'.

Condition de perpendicularité. — Pour que les deux direc-
tions 0D, 6D’ soient perpendiculaires il faut et il suffit que I'on
ait

cosacose’ - cosBeosp -} cosycosy =0.

7. Deuxiéme cas. — Les coordonnées sont obliques. — Nous
désignerons par A, u, v les trois angles y0%, 30x, oy ; en proje-
tant, comme précédemment, orthogonale-
ment les deux chemins 0 ARM, oM sur les
directions oz, 0y, 0%, 0D, 0D', nous aurons
les relations

x ~+ycosy - zcosw =—=1lcosu
(8) ¢ xeosv Ly —~-zcosk =lcosp
zeosp Fycosh -z =lcosy

(6) xcosa -ycosB f-zcosy =1
(1) zcosd +ycosP J-zcosy =lcosV.

L’élimination de z, ¥, %, | entre les équations (5') et (6'), puis
entre les équations (5') et (7') donne les deux équations suivantes:

1 cosv cosp cosa
cosv 1 cosA cosf
(®) cosp. cosA 1 cosy | =0
cosx CosB cosy 1
et
i COSY  COSw  COS%
cosy 1 cosh  coss
9 cosy cosh 1 cosy | 0.
cos«' cos@ cosy cosV
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10 LIVRE I. = CIIAPITRE I

La premiere fait connaitre la relation qui lie les trois angles
@, P, v et la seconde détermine I'angle des deux directions 0D, oD .

8. Paramétres directeurs. — Si sur la directionoD on prend
un point M situé a I'unité de distance de 'origine, les coordon-
nées du point M sont appelées les parameétres directeurs de la direc-
tion 0D.

Les équations (8) et (9) prennent des formes plus simples quand
aux angles (o, B, v), («, 8, ¥') on substitue les parametres direc-
teurs (u, v, w), (¥, ¥', w') des directions 0D, oD'.

Dabord les équations (§'), (6'), (7') donnent entre ces para-
métres directeurs et les angles «, B, v, «', £, ¥, V lesrelations

u —+ v cosv - w cosp. —=cosua
{10 u cosv v -+ w cosk =cosp
ucosy. v cosr+w ==cosy
o —+'cosv 4 w'cosp. =cosa’
(11) w cosv ' —+w'cosk =cos B’
u cosp ' cosk - w' =cosy'
{12) ucosa v cosBfweosy = 1
(13) ucosa' 4vcosf -weosy =cosV

Dans I'équation (12) remplacons cos«, cos3, cosy par leurs
valeurs tirées des équations (10), et dans I'’équation (13) rempla-
¢ons cose', cos ', cosy' par leurs valeurs tirées des équations
(11), nous obtiendrons pour remplacer les équations (8) et (9)
les relations suivantes :

u2-4-v2 L w2+ 2owcosk -+ 2wucosu -+ 2up cosv=1,
cosV=uw + vv' + wu'
+ (vw' 4 wv') cosA - (wu' + uw')cosp. - (uv' 4 vu')cosv.
La premiere est une relation entre les paramétres directeurs

de la direction oD ; la seconde fait connaitre le cosinus de l'angle
des deux directions 0D, oD'.

9. Sinus du triédre formé par les axes des coordonnées
positives. — Représentons par Q le déterminant des incon-
nues Z, ¥, % dans les équations (5'), nous aurons

Q=1 —cos?A — cos2p. — cos2v | 2cosAcospcosv.
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DES COORDONNEES 11

La fonction Q que ’on rencontre assez souvent peut étre mise
sous une forme remarquable.

Pour cela décomposons cette fonction en un produit de {acteurs
du premier degré, en regardant cosx comme la variahle. L’équa-
tion Q=0 résolue par rapport a cosX donne

cosk=rcos (@ 4-v) et  cosh=cos(ux—v);

done

Q=—[cosA—cos(m+v)][cosA—cos(1x. —v)],
ou bien

A . — — _
Q=4sin¥sinyi2v ksinv—f—i ‘J'sin)\——b_—g' v.

Sous cette forme, on voit que  ne peut pas étre nul, car les
droites oz, oy, 0z formant un véritable triédre on a

0<it+u+tv<rn
pHv>2 v RS> e >y,

et O est toujours positif.

On vérifie facilement que Péquation 1 —Q =10 dont le premier
terme cos?) a un coefficient positif, donne pour cos A des valeurs
imaginaires ; par suite, la quantité Q est comprise entre 0 et 1;
elle ne sera égale a I'unité que si le triedre est trirectangle.

La quantité \/Q qui est comprise entre — 1 et -} 1 est quel-
quefois appelée le sinus du triédre, dont les faces sont A, ., v.

Signification géométrique de \/Q — Considérons le parallé-
lipipede que 'on forme en portant sur les
axes des coordonnées positives des lon-
gueurs 0 A=a,0B=0b, 0CG=c; l'aire de
la base 0 ARB aura pour expression absinv.

Soient CH Ja hauteur du parallélipipede
et 0D la direction paralléle a HC; cette di-
rection fera avec celles des axes des coor-

—
™

données positives des angles a=p=é

LUNNY 1

et y.
On a

CH=0CcosoCH=ccosvy;
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12 LIVRE 1. — CHAPITRE I

done le volume du parallélipipéde a pour expression
V =abcsinvcosy.

Maintenant I’équation (8) devient

1 cosv cosu 0
cosv 1 coS A 0
cosSu COSA 1 cosy

0 0 cosy 1
on en tire
Q = cos? ysin2v,
et par suite on a

V=abc \/ﬁ.

Ainsi le déterminant Q est égal au carré du volume du parallé-
lipipeéde que Ton forme en portant sur les axes des coordonnées
positives des longueurs égales & l'unité. ™

Projection des aires planes.

10. Soit A une aire plane limitée par un contour quelconque ; la
projection orthogonale de ce contour sur un plan P sera un second
contour limitant une aire @ qui est dite la projection de I'aire A
sur le plan P.

Théoréme. — La projection orthogonale d'une aire plane A sur
un plan est égale au produit de cette aire par le cosinus de U'angle
des deux plans.

Considérons d'abord un triangle ABC dont
~ un coté BC est paralléle au plan de projec-
/1 tion P; nous pourrons supposer que le
plan P aété transporté de maniére & passer
par le c6té BC.

D’aprés le théoréme des trois perpendicu-
laires, si aD est la hauteur du triangle pro-
jelé aBGC, AD sera la hauteur du triavgle
ABC. Le rapport des aires t et T de ces

Fie. 9. triangles qui ont méme base BC est égal a
celui des hauteurs aD, AD, c’est-a-dire au cosinus de I'angle «

A
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DES COORDONNEES 13

des plans des deux triangles: on a done
t="Tcosa.

Supposons maintenant qu’aucun c¢6té du triangle ne soit paral-
{¢'e au plan de projection ; nous pourrons transporter ce plan de
maniére a le faire passer par un des sommets du triangle et choi-
sir ce sommet B de telle sorte que le plan transporté ne coupe pas
les cotés du triangle.

Prolongeons AC jusqu’au point C' oli ce c6té rencontre le planP,
et projetons sur ce plan les points A, G
enaetc¢;les troispoints «, ¢, C' seront en
ligne droite. Maintenant on a, d’aprés ce
qui précéde,

aBC' = ABC'cos«
¢BC'=CBC(C'cosu ;

A

d’ol 'on tire par soustraction

t="Tcosa.

Le théoréme étant démontré pour un
triangle, on 'étendra & un polygone plan en décomposant cette
fignre en triangles.

Considérons enfin une aire plane limitée par un contour qui
pourra étre complétement curviligne ou composé de lignes droites
et d’arcs de courbes.

Dans ce contour inscrivons un polygone dont nous appellerons
Paire P ; sa projection sera un polygone inscrit dans la projec~
tion du contour, et si p est I'aire du polygone projeté, on aura

p=Pcosa.

Cette relation ayant lieu quelque petits que soient les cotés du
polygone inscrit est vraie pour les limites des airss p et I?, c'est-
a-dire pour les aires @ et A ; on a done

a=Acos«.

Remarque. — La relation

a=Acosa
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14 LIVRE I. — CHAPITRE 1

a la méme forme que celle qui lie la longueur d'un segment avee
celle de sa projection orthogonale sur un axe. Cette remarque
permet de ramener la projection des aires planes sur un plan a
celle d'une longueur sur un axe.

Par un point quelconque B du plan de I'aire A élevons sur ce
plan une perpendiculaire sur laquelle nous prendrons une lon-,
gueur BB' contenant autant d’'unités de longueur qu’il y a d’uni-
tés de surface dans A. Menons enfin sur le plan de projection P
une perpendiculaire 0%; la projection de BB' sur 0z contiendra
autant d'unités de longueur qu’il y a d’unités de surface dans
l'aire @ projection de A sur le plan P.

Théoréme. — La somme des carrés des projections d'une aire
plane A sur trois plans rectangulaires est égale au carré de cette
aire.

Soient oxyz le triédre trirectangle formé par les trois plans de
projection, et Az, Ay, A;les projections de l'aire A sur les plans
yoz, zox, xoy. Silon appelle «, B, y les angles que fait avec les
droites ox, oy, 0% la normale au plan de I'aire A, on aura

Az=Acose Ay=AcosB A;=Acosy;
d’olt
A,+A, A=A

Corollaire. — Dans un tétraédre trirectangle le carré de la face
onposée & Uangle solide trirectangle est égal & la somme des carrés
des trois autres faces.

Remarque. — Dans tout ce qui précede, nous n’avons consi-
déré que la valeur absolue de la projection d'une aire plane ; dans
heaucoup de cas il y a avantage a donner un signe a cette projec-
tion, nous n’indiquerons pas la convention par laquelle on déter-
nine ce signe.
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CIIAPITRE 1II

TRANSFORMATION DES COORDONNEES.

41. Soit
f(xi Y z)=0

'équation d'une surface rapportée a des axes ox, oy, 0z ; il est
souvent avantageux de rapporter cette surface a d’autres axes,
pour lesquels, quand ils sont convenablement choisis, 1'équation
de la surface peut prendre une forme plus simple.

Le probléme sera résolu si 'on sait exprimer les coordonnées
anciennes z, , zd’un point quelconque M de I'espace en fonction
des coordonnées nouvelles «', ¥', ' du méme point,

Nous distinguerons deux cas.

{° Changement d'origine.

12. Supposons que l'on transporte ies axes primitifs 02,0y, 03
dans la position o'x', 0'y’, 0'%'; aprés ce transport, les axes des
abscisses positives oz, 0’2’ seront dirigés dans le mémo sens,
ainsi que les deux axes des ordonnées posi-
tives et ceux des cotes positives.

La position des nouveaux axes sera dé-
terminée par les coordonnées &g, Yo, % de
la nouvelle origine o' relatlivement aux axes
primitifs,

Prenons dans l'espace un point quel-
conque M dont nous désignerons les coor- o
données anciennes par x, y %, et les coor-
données nouvelles par z', ¥, z'. Juignons le
point M aux points 0 et o'.

Le théoréme des projections nous donne
I’équation

proj. oM =proj. 00’ 4 proj. o' M.
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16 LIVRE I, — CHAPITRE II

En projetant successivement sur les trois axes des coordon-
nées primitives parallélement au plan des deux autres, 'équation
précédente nous donnera les trois relations

(1) r==x0+2 y=yo+¥y s=2%1%.

Ces formules résolvent le probleme proposé.

2° Changement de la direction des axes.

13. Soicnt ox, oy, 0z les axes de coordonnées primitifs et ox',
oy', ox' les nouveaux axes de coordonnées; ox, 0y, 0%, 0x', oY,
oz' étant les demi-axes de coordonnées positives:

Nous définirons la position

3',’ des nouveaux axes or', oy', 0%

en donnant les coordonnées
(u, v, w), @', v, w"), W, 0", w"
de leurs points directeurs D,

D', D" (G.P.21).
A Soit M un point quelconque
de l'espace; construisons le

contouroARMdesesanciennes
y cocrdonnées x, vy, %, et le con-

. ,/D’ y % tour 0A'R'M de ses coordon-
J ’ . ' ]

R nées nouvelles «', ¥, 2. En

Vig. 12. projetant successivement ces

deux contours sur ox paral-
lelement au plan yoz, sur oy parallélement au plan zox et sur o0z
parallélement au plan 2oy nous aurons (G. P. 21) les trois rela-
tions

z=ur +uy4u'z
®) y=vr +vy +v"%

z=wr+w'y '
qui résolvent le probléme proposé.

Il ne faut pas oublier que les parameétres directeurs u, v, w,
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TRANSFORMATION DES COORDONNEES 17
par exemple, ne sont pas arbitraires mais liés par la relation
u? 492 + w2+ 20w cosh + 2wucos p.42uv cosv=1,
dans laquelle &, ¢, v représentent toujours les angles 5oz, zox, xoy.
1l en est de méme des autres paramétres directeurs (i, v', w'),
Sl ).

Remarque. — Représentons par a, b, ¢ les cosinus des angles
que fait la direction ox' avec les trois directions oz, oy, 0z,
para, V', ¢, et par a’, ", ¢' les quantités analogues pour les
directions oy, 0z.

Le tableau T dont nous ferons souvent usage rappelle nette-
ment la signification des neuf quanlités que nous venons de dé-
finir.

T y b b | b

Les trois cosinus a, b, ¢, par cxemple, sont liés aux paramétres
directeurs u, v, w par les relations

u “+vecosvfweosp=a
®) ucosv v +weos A=1">
ucosu-Fvcosi+t+w =c.

On a des relations analogues enlre les paramétres directeurs
des demi-droites oy, 0z’ et les cosinus correspondants.

Cas particuliers. — 4° Le systéme primitif est rectangulaire.
—D’aprés les relations (3) et leurs analogues les cosinus direc-
teurs sont éganx aux parametres directeurs et les formules (2)
deviennent

x — axl + alyl +allz'
() y="ba' +Vy + V2
s=cx'-rcy + '3

11

9
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i8 LIVRE I. — CHAPITRE II
On a alors entre les neul cosinus les relations
a? b2 4-¢2 =1
(N a2-pbefce=1
a't b2 =1,

20 Les deux systémes sont rectangulaires,.— Outre 1ps relations (1)
on a encore
ad +bb 4-c¢ =0
(1IN da’ b e =0
a'a +0"b +c"c =0.

Remarque. — Quand les deux systémes d’axes sont rectangu-
laires, les neuf cosinus sont liés par siz relations, et frois seule-
ment d’entre eux sont arbitraires.

14. Dans le cas ou les deux systémes d’axes sont rectangulaires,
les neuf cosinus satisfont a d’autres relations souvent utiles mais
qui ne sont pas distinctes des relations (I) et (II).

En regardant le tableau T on voit que a, &, " par exemple sont
les cosinus des angles que fait la direction ox avec les trois di-
rections o', oy', 0%'; comme les nouveaux axes sont rectangu-
laires on a d’abord les relations

a4 a4 =1 ‘ab-i-a'b’ +a'h’ =0
(IT) b2 b2 4-b2=1 (AV){be4b'e¢ +b'¢" =0
2 fd=1 ( ca+cd +c"a" =0.

Pour obtenir les autres relations, nous allons résoudre les
équations (4) de deux maniéres différentes, par rapportax’,y', .

Ajoutons ces équations apres les avoir multipliées respective-
ment par a, b, ¢, puis par &, V', ¢, et enfin par a’, 6", ¢"; nous
aurons, en tenant compte des relations (I) et (II),

r=ax+bdby-tcz
y=dzr+by+tcz
Z2=a"z+by -+

Les mémes équations résolues par la régle de Cramer nous
connent

D= (K¢'— ¢ )& 4 (¢a" — de")y + (4" —Da")3
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TRANSFORMATION DES COORDONNEES 19

et des valeurs analogues pour y' et z'. (D est le déterminant des
inconnues x', y', %'.)
En comparant cette seconde solution 4 la premiére, on a

be"—c'V' =aD cda"—ac"="bD a'b'—ba"=¢D.

Ajoutons ces relations aprés les avoir élevées au carré et te-
nons compte de I'identité suivante:

(Im' —ml')2 - (mn' —nm')2 L (nl —In')2
= (24 metn2)(I2+m2+n'e) — (I 4 mm' +an')2
qui est due a Lagrange, nous aurons
((L72+b'g+c'g)(ar/2+br/2 _|_c”2)_(alall _‘"blb/l_‘_clc”)ﬂ‘r
= (a2 b ) D2

c'est-a-dire D === 1, a cause des relations (I) et (II).
En résumé nous avons les nouvelles relations suivantes:

"

a a a
b b Vi|i=4+1
¢c ¢ ¢

a b ¢

bvcu _.c!bll - cyau_ a:cv - alb/l_ b-av
et celles que 'on déduit des trois derniéres en permutant lcs
accents.

Théoréme. — Soit le déterminant

"

a a a
D=|b b V']|.
c ¢ ¢

Si la somme des carrés des éléments de chaque colonne est égale
a Uunité; si de plus la somme des produits des éléments correspon-
dants de deux colonnes quelconques est nulle, alors :

1° Ces deux propriétés sont vraies pour les lignes.

20 Le déterminant D est égal o + 1.

3° Le quotient de chaque 4lément var le mineur correspondant
est égal a 1 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



20 LIVRE I. — CHAPITRE II

15. 11 est racite o2 reconnaitresi I'ona D=+1 ou D=~—1.

Quand un corps solide tourne autour d’'un axe fixe, la rotalion peut s'ef-
fectuer dans deux sens différents. Pour les distinguer, on représente I'axe de
rotation par une demi-droite oI et 'on suppose un observaleur placé sur cette
demi-droite les pieds en o el la téte en I.

Si cet observateur voit la rotation s’effectuer de sa gauche vers sa droiie,
on dit que le sens de la rotalion est direct; il est dit inverse dans le cas
contraire.

Considérons maintenant un triedre trireclangle oxy z, et plagons lobser-
vateur les pieds en o et la téte successivement en z, y et ; il est aisé de
7__?_
2
0z qui aménent oy sur 03, 02 sur oz, ox sur oy sont & la fois directes ou
a la fois inverses.

Quand ces trois rotations seront directes, nous dirons que le triedre est
direct; quand elles seront inverses, nous dirons que le tricdre est inverse.

Cela posé, on peut énoncer la régle suivante:

voir que ies trois rotations d’une amplitude égale a — autour des axes oz, 0y,

Régle. — On devra prendre D =1 si les deux tricdres oxyz, oa'y's' sont
de méme espéce et D —=—1 si Uun est direct et Vautre inverse.

En effet, faisons tourner, d'une maniére continue, le triedre ox'y's’ autour
du point ¢ ; dans ce mouvement, le déterminant D ne pourra varier que d'une
maniére continue : comme il ne peut prendre que les valeurs 4 1 ou—1, ij
restera constant.

De cette remarque il résulte qu'il suffira de chercher la valeur que prend D
pour une position parliculiére du triédre mobile.

Faisons coincider 0z’ avec oz et oy’ avec oy ; deux cas pourront se pré-
senter:

1° Les deux triédres sont de méme espéce. — Dans ce cas, 0 2' coincide avec 03
et I'on a

a==p'=¢" =1
d=a"=b=b=c=¢=0;
done D=-1.

2° L'un des triédres est direct et Uautre inverse. — Dans ce cas, 03' coine
cide avec le prolongement de 0z, et l'on a

t=b0=—c"=1
d=a"=b=b'=c=c"=0;

done D =—1.
La regle énoncée est donc élablie,

Transformation générale.

16. Quand on change & la fois I'origine et la direction des axcs,
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TRANSFORMATION DES COORDONNEES 21

Ics formules de transformation sont

r=uzxytuz +uy +uz
y=yo+oa vy +v'&
s=z-twr +wy-+ws,;

clles sont du premier degré par rapport a «', y', %'

Classification des surfaces.

17. On divise les surfaces rapportées a des coordonnées rec-
tilignes en surfaces algébriques et en surfaces transcendantes,
suivant que leur équation est algébrique ou transcendante.

Quand I’'équation d’une surface est algébrique, on peut toujours,
en faisant dispavailre les radicaux et les dénominaleurs, la mettre
sous forme entiére.

Cela posé, on classe les surfaces algébriques d’aprés le degré
de leur équation mise sous forme entiere.

Si cette équation est du degré m, on dit que la surface est
d’ordre m.

On démontrera, comme dans la géométrie plane, que le degré
d'une équation mise sous forme entiére ne peut pas étre altéré
par la transformation des coordonnées.

Théoréme I. — Une surface algébrique d’ordre m est coupée par
un plan suivant une courbe qui est au plus d’'ordre m.

Prenons le plan sécant pour plan des zy, et soit
f(z, y, z)=0

I'équation de la surface. On aura I'équation de la section rappor~
tée aux axes ox, oy en faisant =10 dans 1’équation précédenle,
ce qui donne I'équation

f(z, y,0)=0
qui est au plus du degré m.

Théoréme II. — Une surface algébrigue d'ordre m est rencon-
: ' . .
trée par une droite au plus en m poinis.
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22 LIVRE 1. — CHAPITRE II

Prenons la droite pour axe des x et soit

[(x, y,z)=0

I'équation de la surface.

Pour avoir les abscisses des points ou la surface rencontre I'axe
des z, nous devons faire y=2z=0 dans son équation, ce qui
donne I'éyuation )

f(z,0,0)=0,

qui a au plus m racines, car elle est au plus du degré m.

Classification des courbes.

18. Définition. — On dit qu'une courbe est gauche ou & double
courbure quand tous ses points ne sont pas dans un méme plan.

Une courbe gauche est dite d’ordre m quand un plan quelconque
la coupe enm points.

Théoréme. — L'intersection de deux surfaces, Pune d’ordre m
et lautre d'ordre p, est une courbe de Uordre mp.

En effet un plan qnelconque coupe la premiére surface suivant
une courbe d’ordre m et la seconde suivant une courbe d’ordre p.
Or, d’apres le théoréme de Bézout, ces deux courbes ont géné-
ralement mp points communs.

Formules d’Euler.

19. Les formules qui permettent de passer d’'un systéme rectangulaire a un
autre systéme rectangulaire sont symétriques, mais elles ont I'inconvéuicnt
de renfermer neuf cosinus, dont frois seulement sont arbitraires; dans les
applications on ne doit donc jamais perdre de vue les six relations qui liemt
les neuf cosinus.

Il esy quelquefois avantageux, surtout en Mécanique et en Astronomie, d'em-
ployer des formules dans lesquelles n’entrent que trois constantes.

Ces formules sont dues 4 Euler ; nous allons les établir.

Soient oz yz, 02'y'z' les triedres trirectangles formés par les axes des coor-
données positives anciennes et nouvelles ; nous les supposerons de méme
espece, tous les deux directs, par exemple, et nous allons montrer qu'on
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peut amener le premier tri¢dre sur le sccond par trois rotations successives.

Les angles décrits dans chacune de
ces rotalions sont les conslantes
d’Euler.

Premiére rotation. — Soit N la
trace du plan Z'oy' sur le pian zoy.

Faisons tourner le triédre oxy z au-
tour de 0%, dans le sens direct, jus-
qu'a co que la demi-droite vx ren-
conlre, pour la premiére fuis, la
trace N ; soient o, la position que
prend alors oz, et ¢ I'angle compris
entre 0 et = décrit par cette demi-
droite.

Aprés cette rotation le triédre occu- Fig.13.
pera la position ox, ¥, 2.

Deuxiéme rotation. — Remarquons d'abord que la droite 02’ perpendicu-
laire au plan z'oy' est perpendiculaire sur la trace ox, et par suite siluée
dans le plan 20y, qui est perpendiculaire sur oz,.

Cela posé, faisons tourner le tridédre oz, y,z autour de ox,, dans le sens
direct, jusqud ce que o0z coincide avec 03/, et appelons 8 l'argle compris
entre 0 et 27 déerit par oz.

Aprés celte seconde rotalion, le triddre occupera la posilion oz, y.2"

Troisiéme rotation. — Remarquons que les droites ox,, ox', 0y., oy' per-
pendiculaires sur 03’ sont dans un méme plan.

Cela posé, faisons tourner le triédre 0z,¥.3' autour de 02', dansle sens di-
rect, jusqu’a ce que oz, coincide avec 0x'; comme ce triddre et le triédre o2y 3
sont de méme espéce, la demi-droite 0y, coincidera avec oy'. Appelons ¢
Iangle compris entre 0 et 2z décrit par oz,.

Quand on connaitra les trois angles ¢, 8, ¢, c’est-a-dire les constantes
d’Euler, on pourra, par trois rotalions successives, amener le triddre oxy 2
sur le triedre o2'y'z'.

Ce triedre occupera successivement les positions suivantes :

(1°) oxys (2°) 0z, Y, 2 (3°) 0z, .3 (4°) 0z'y's.
Soit M un point quelconque de l'espace ; désignons ses coordonnées par
rapport aux systémes (1), (2), (3), (4) respectivement par
(zy3) (%,,3) (,9.2") (2'y's).

Deux systémes d’axes consécutifs ont un axe commun, donc le passage d'un
systéme au suivant exigera seulemeni I'emploi des formules relatives a
transformation des coordonnées dans un plan.

On a ainsi, par ces transformations successives, les relations

r=uz,co8y —y,sind 9, = Y,c050 — 2'sinb z, =z'cosp—y'
y = ,sin ¢ 4y, cosd 2 = Y,sin 8-} 2'cosd . = &'sin ¢ -}y
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L’élimination des quanlités auxiliaires z,, ¥,, ¥, donne

Z=a'(cospcosy —singsing cosd) — y'(sinpcos ¢4 cosp sin cosb)
4 2'sinY sinb

y = a'(cosgsin ¢ } singcos Ycosh) — y'(sing sin ¢ — cosp zos §cos0)
— 2'cos ¢ sin@

z=2z'sinp sinb 4 y' cosgsinf+ z'cos b

Tclles sont les formules connues sous le nom de formules d’Euler,

Section d'une surface par un plan.

20. Quand on veut étudier les propriétés métriques de la sec-
tion d’une surface par un plan, par exemple reconnaitre si celte
section est un cercle, une hyperbole équilatére. .., il est souvent
utile d’avoir I'’équation de la section rapportée a des axes situés
dans son plan.

Les formules d’Euler donnent la solution de cette question.

Nous supposerons que la surface est rapportée a des axes rec-
tangulaires et que le plan sécant passe par 'origine. Si cette der-
niére condition n'était pas remplie, on transporterait I'origine en
un point du plan sécant, par exemple en 'un des points et il ren-
contre les axes de coordonnées oz, oy, 0%.

Prenons le plan sécant pour plan des &'y’ et pour axe desa’ sa
trace sur le plan oy, on aura o =0.

Par rapport au systéme ox', 0y, 0%’ les points du plan sécant
ont une cote nulle; on aura donc les coordonnées d’un point de
ce plan rapporté aux axes oz, 0y, 0% en faisant ' =0, o =0 dans
les formules d’Euler, ce qui donne

=2 cosy — ¥ sindcost
(5 y=2a'siny 4y cos¢cosh
=1y sinb.

En substituant ces valeurs de z, y, % dans 1'équation de la sur-
face, on aura 1'équation de la section rapportée aux axes ox', oy'.

Démonstration directe des formules précédentes. — Au
lieu de déduire les formules (5) de celles d’Euler nous allons les
démontrer directement en profitant des simplifications qui résul-
tent de ce que ’on a 2 =0 et de ce que I'axe des ' coincide avec
la trace du plan sécant sur le plan zoy.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



TRANSFORMATION DES COORDONNEES 25

Nous prenons ici pour axe des z' 1a trace du plan sécant sur le
plan zoy.

Menors, dans le plan sécant, une demi-droite oy' perpendicu-
laire sur 02’ ; puis une demi-droite 0z’ perpendiculaire sur le plan
sécant et dans un sens tel que les deux (riedres oxyz, ox'y s
soient de méme espece. Nous les supposerons directs.

Faisons tourner le triédre oxys, dans le sens direct, autour
de 0z jusqu’a ce que ox coincide
avec oz’ ; appelons ¢ 'angle com-
pris entre 0 et 2= décrit par oz.

Aprés cette rotation le triédre
occupera la position 0x'y, 2.

Remarquons maintenant que les
quatre droites 0%, 0%, 0y, 0y sont
dans un méme plan perpendicu-
laire 4 02

Cela posé, faicons fourner le
triedre oz'y, % autour de ox', dans
le sens direct, jusqu'a ce que 0z coincide avec 0% ; alors oy,
coincidera avec oy'.

Appelons 0 I'angle compris entre 0 et 2= décrit par 0z.

Quand on connaitra les angles ¢ et 6 dont le dernier est I'incli-
naison du plan sécant sur le plan zoy, on pourra, par deux rota-
tions successives, amener le triedre oz yz sur le triédre ox'y'%.

Ce triédre occupera successivement les positions suivantes :

Fig. 14,

(1°) o0xy% (2°) 0x' Y % () ox'y4.

Soit M un point quelconque du plan oy’ ; désignons ses coor-
données par rapport aux systémes (1), (2), (3) par

(x,9,%) (2,445 2) (z',y'.0).

Deux systémes consécutifs ayant un axe commun, on passera
d'un systéme au suivant a I'aide des formules relatives a la trans-
formation des coordonnées dans un plan.

On a ainsi, par ces transformations successives, les relations

r=r'cosy—y,siny  y, =1y cosh
y=2a'siny+ycosy z =y sind
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z=2a cosy —y'singcost
y = 'siny -}y cosgcos?
% =y sin0,

Distance de deux points.

21. Nous nous proposons de trouver 'expression de la distance
de deux points en fonction de leurs coordonnées.

Supposons d’abord que I'un des points donnés B coincide avec

Porigine et soient z, y, % les coordonnées de l'autre point A. Po-

sons oA =1 et appelons «, §, y les angles

7 que la direction oA fait avec les direc-

tions ox, oy, 0z des axes des coordonnées

positives. Projetons maintenant orthogona-

/ lement sur ces axes et sur 0A le contour des

0 ¢ 2 coordonnées 0CRA et le segment 0A, nous
aurons les relations

R x —+ycosv 4+ zcosp.=1lcosa

zcosv +y +zcosA=1cosp

K xeosy +ycosi 2 =lcosy
Fig. 15. xcosa—-ycosB|zcosy=I

entre lesquelles il faut éliminer cose, cosp, cosy. Pour cela il
suffit d’ajouter les trois premiéres, apres les avoir respectivement
multipliées par &,y et z; en tenant compte de la troisiéme relation,
on obtient la formule

P=2a?4y2 4224 2yzcosi+ 2zxcosp -+ 2xycosy
que nous écrirons, pour abréger, de la maniére suivante :
2=Zx2-}2Zyzcosi.

Cherchons maintenant la distance de deux points A(z, y, %),
B(z', y, %') situés d’'une maniére quelconque dans I'espace.

En transportant I'origine au point B on rentrera dans le cas
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précédent et I'on obtiendra, comme en géométrie plane, la for-
mule

P=Z2(zx—a')2+22(y—y) (3 —2")cosA.

Cas particulier. — Si les axes de coordonnées sont rectangu-~
laires, les formules précédentes deviennent

P=g2 49222
P=(2—aP2+(y—y)2+(z—2)%
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CHAPITRE PREMIER
DU PLAN.

22. L'équation générale du premier degré entre les trois va-
riables x, ¥, % est de la forme :

¢h) Az+By-4-Cz+D=0.

La surface représentée par cette équation ne pouvant étre cou-
pée par une droite en plus d'un point est un plan.

Nous allons démontrer directement cette proposition.

Examinons d’abord deux cas particuliers,

1o Les deux coefficients A et B sont nuls. — L’équation (1) de-
vient

' D
Cz+D=0 ou A=—r5;

elle représente un plan paralléle au plan xoy et coupant I’axe 0z

en un point dont la cote est—g.
20 Le coefficient C est nul. — L’équation (1) devient
Az+By+4D=0;

comme elle ne coniient pas %, elle représente un cylindre dont
les génératrices sont paralléles a 0% ; ce cylindre est un plan, car
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sa trace sur le plan des xy est une droite ayant pour équations
2=0 Az4By-|D=0.

Supposons enfin qu’aucun des coefficients A, B, C des variables
ne soit nul. La trace sur le plan des xy de la surface représentée
parl'équation (1) est une droile AB ayant
pour équations

2=0 Az+By+D=0.

CouponslasurfaceparunplanP (z=v)
paralléle au plan des 2y, la projection de
cette section sur ce plan a pour équation

Az +By4Cy+D=0;

c’est une droite A'B' paralléle a AB. La
section elle-méme étant la ligne suivant
laquelle le plan P, paralléle a xoy, ren-
contre le plan mené par A' B' paralléle-
ment & 0%, est une droite G paralléle & A'B’, et, par conséquent,
paralléle a AB.

Il résulte de la que la surface inconnue est un cylindre, car on
peut la regarder comme engendrée par une droite G paralléle
a AB. Ce cylindre est un plan, puisque sa trace sur le plan zox
est une droite AC dont les équations sont

y= Az 4 Cz+D=0.

Réciproquement, fout plan est représenté par une équation du
premier degré.

La proposition est évidente quand le plan est paralléle a I'un
des plans coordonnés, celui des xy par exemple, car il a alors
pour équation z =c.

En second lieu si le plan est paralléle a I'un des axes de coor-
donneées, 'axe 0z par exemple, on peut le considérer comme un
cylindre dont les génératrices sont paralléles & 0z et dont latrace
sur le plan xoy est une droite. Le plan considéré est donc repré-
senté par une équation de la forme

Ax+By+D=O.
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Supposons enfin que le plan donné P ne soit paralléle

7 a aucun des axes de coordonnées ;

/ soient A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, ¢)

les points ou il renconire les trois

G axes de coordonnées. Nous savons que
I'équation

1) Az+4+By-}+Cz4+D=0

représente un plan R ; elle représen-
tera en pariiculier le plan P, si l'on
peut disposer des coefficients A, B,C,D

B de maniére que le plan R passe par les
trois points A, B, G du plan P.
4 En exprimant que les coordonnées
de ces points satisfont a 'équation (1)
Fig. 11, . .
on obtient les relations
A 1 B 1 c_ 1
D a D™ b D ¢’

et I'équation (1) devient
T .y, %
2 -+ 24+ _1=0.
@) aTpT;—1=0
L’équation (2) représente le plan P, et la réciproque est com-

pletement démontrée.

Remarque. — L’équation (2) est celle d’un plan en fonction
des coordonnées des points ol il rencontre les axes de coordon-
nées.

Conditions pour que deux plans soient paralléles.

23. Théoréme. — Pour que deux plans soient paralléles, il faut
et il suffit que, dans les équations de ces plans, les coefficients
de z, y et 2 soient proportionnels.

Soient

Az-+Byl-CztD=0 Az4+By4+Cz+D=0
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les équations des deux plans. Pour que ces plans soient paralléles,
il faut et il suffit que leurs traces sur deux des plans coordonnés
soient respectivement parallélos. En exprimant cette double con-
dition on obtient sans difficulté les relations

A_B_GC
AT B C

Problémes sur le plan.

L’équation générale du plan

Az-+By+Ca+D=0

renferme trois paramétres; donc trois conditions simples sont
nécessaires pour fixer la position d’un plan dans I'espace.

24. Probléme I. — Treuver béquation générale des plans pas-
sant par un point donné A(x',y',%').

On obtiendra I'équation cherchée en éliminant D entre lcs
équations

Az 4By +Cz +D=0
Az + By +Cz+D=0,

ce qui donne I'équation

A(z—a)+B(y—y)+C(z—2)=0.

25. Probléme II. — Mener par un point donné A(x',y', ") u
plan paralléle & un plan donné P,

Soit
Az+4+By+Cz+D=0
'équation du plan P ; I’équation du plan inconnu sera de la forme
A@—a)+B(y—y)+C(a—z)=0.
Ce plan devant étre paralléle au plan P, on aura
A_B_C
ATB T

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



2 LIVRE II. =— CHAPITRE I

()

)

—

équation cherchée est donc

Alz—2z')+Bly—y)+ C(z—2z')=0.

26. Probléme III. — Trouver I'équation d'un plan passant par
wois points Ay (24, Y1, 24), Ae(T2, Yar 22), As(Z3, Y3, 23)-

Par une méthode semblable a celle qui a été donnée en géomé-
trie plane (G. P, 38) on trouve que 'équation cherchée est

z y = 1
Ty Yo % 1
Xy Yo %o 1
Ty Y3 %3 1

=0.

27. Probléme IV. — Trouver U'équation genérale des plans qui
passent par la droite d'intersection L de deux plans donnés P, P,.

Soient

P =A m—i—B y+C Z+D =0
Py=Az+B,y+Ciz+D,=0

Ies équations des deux plans donnés. L’équation
®) AP+, P, =0

représentera, quand on fera varier les constantes A, A, un fais-
ceau de plans passant par la droite L intersection des plans P, P;
en effet les coordonnées d’un point de L annulent P et P,.

En second lieu I’équation () représentera un plan quelconque R
passant par L; car on peut déterminer X et 2, de manicre que
I'équation (3) soit satisfaite par les coordonnées x=uza', y=y/,
2=2% d’un point M pris arbitrairement sur lg plan R, La relation
de condition est

AP 43, Py =0,

en représentant par P', P', les valeurs que prennent les fone-
tions P, P, quand on y remplace &, ¥, % par &', y', 3.
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En tenant compte de cette relaton, I'équation (8) devient

P P
4) — ==
4) iy

et le plan qu’elle représente se confond avec R.

Remarque. — L’équation (4) donne la solution du probléme
suivant :

Probléme V. — Trouver Uéquation d’un plan passant par un
point donné M (&', y, %') et par la droite L intersection des plans
P, P,.

28. Probleme VI. — Trouver Véquation générale des plans qui
passent par le point de concours S de trois plans donnés P, P, P,.

Soient
P=0 P,=0 P,=0

les équations des trois plans donnés, 1'équation cherchée sera
AP+42,P, +2,P,=0.

Iy’abord les plans représentés par cette équation passent tous
par le point S; en second lieu I’équation peut représenter un plan
quelconque R passant par S, car on peut déterminer les constan-
tes A, X4, X, de maniére qu’elle soit satisfaite par les coordonnées
de deux points pris arbitrairement sur le plan R.

29. Théoréme I. — Quand l'équation d’un plan contient un
A
Ay
représente passent par une méme droite.

En effet I'équation du plan est alors de la forme

paraméire arbitraire — au premier degré, tous les plans qu'elle

AP - 3,2, =0,

et cette équation est satisfaite quels que soient A et A, parles coor-
données de tous les points de la droite ayant pour équations

P:O P‘—_—‘O.
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30. Théoréme II. — Pour que trois plans avant vour équations
P=0 P,=0 P,=0
passent par une méme droite, 1 frut et il suffit qu’il existe entre
les fonctions P, Py, P, une relation linéaire et homogéne.
1° La condition est nécessaire. — Soient en effet
P=Az+By+4Cz+D =0

Py=Az+By+Cyz+D =0
Py =As2+Boy+Coz 4Dy =0

les équations des trois plans donnés P, P, P,. L'équation
®) AP +2P,=0

dans laquelle 2,, 23 sont des paramétres arbitraires, représente
tous les plans passant par la droite L intersection des plans Py,
P,; comme, par hypothése, le plan P passe par la droite L, il
pourra étre représenté par I'équation (5) ; en d’autres termes, il
existera des constantes X, X,, A5 qui ne sont pas toutes nulles et
telles que I'on aura idendiquement

AP 43, P, +-2,P, =0.

2° La condition est suffisante. — Supposons en effet que I'onait
Iidentité

(6) AP+ 3Py +23P, =0,
les constantes 1, 1, X, n’étant pas toutes nulles. Pour fixer les
idées, soit, par exemple,-)\>0; de I'idenlité (6) on tire la nou-

L <
velle identité

x g
P—E—.\—ipl——ipg,

elle nous montre que le plan P est représenté par 'équation
A A
7‘ P,+ 7’ P,=0C.
Donc ce plan passe par la droite d'intersection des plans Py, P,.
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Ezxpression analytique de la condition précédente. — En égalant
a zéro, dans l'identité (6), les coeflficients de «, ¥, % et le terme
constant, on obtient les relations

ArE A FA=0
. BA+ By +Bglg=0
Y CA—-Cy Ay - Cq 2, =0
DA D2+ D, 2 =0.

Ces équations sont homogénes par rapport aux quantités, %,,’
X2 qui ne sont pas toutes nulles; en les associant trois a trois on
voit que, si les trois plans passent par une méme droite, tous les
déterminants formés avec trois colonnes du tableau rectangulaire
suivant :

ABGCOD
Ay B, C, D,
A, By Cy D,

sont nuls.

Réciproquement, quand les déterminants (AB, Cy), (AB,Dy),
(AC,D,), (BC,D,) sont nuls les trois plans P, P,, P, passent par
une méme droite.

En effet ces relations expriment qu’on peut satisfaire aux équa-
tions (7) par des valeurs de A, 4, A qui ne sont pas toutes aulles,
et, par suite, I'identité (6) sera également satisfaite.

Remarque. — Les quatre conditions
(ABCy)=0 (AB,;Dy)=0 (ACDy)=0 (BCD,)=0

se réduisent a deux distinctes ; car, pour que le plan P contienne
la droite d’intersection des plans Py, Ps3, il suffit que deux points
de cette droite soient dans le plan P. Quand nous aurons étudié
I'intersection de trois plans, il sera facile de reconnaitre les deux
relations de condition qui sont distinctes.

31. Théoréeme IIl. — Quand I'équation d’un plan contient deux
PP
Ao’ dg
ces paramétres, tous les plans qu'elle représente passent par un
méme point,

parameétres arbitraires et quelle est linéaire par rapport &

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



36 LIVRE II. — CHAPITRE I

En effet I'équation du plan est alors de la forma
AP 43P+ 2P, =0,

et cette équation est satisfaite quels que soient 1}, Ay, X par les
coordonnées du point de renconire des trois plans P, Py, P,.

32. Théoréme IV. — Pour que quatre plans ayant pour équa-
tions

passent par un méme point, il faut et il suffit qu'il exisie entre les
fonctions P, Py, Py, Py une relation linéaire et homogéne.

1° La condition est nécessaire. — Soient en effet

P=Az+4+By+Cz}+D=0
Py=A2+4By+Cyjz+D; =0
Pa=As2+Byy + Cyz-4- Dy =0
Py=Ag2+ By + Cgz 4-D3=0

les équations des quatre plans P, P,, Py, P;. L’équation
® MPy 2Py - 23P3 =0

dans laquelle 4, A, 23 sont des paramétres arbitraires, représente
tous les plans passant par le point de rencontre S des trois
plans P, P,, P3; comme par hypothése le plan P passe par le
point S, il pourra étre représenté par I’équation (8) : en d'autres
termes, il existera des constantes 2, A;, Ag, A3 qui ne sont pas
toutes nulles et telles que 'on aura identiquement

©) AP 43, P, + 24Py +23,P, =0.

. 2° La condition est suffisante. — Supposons en effet que l'on
ait I'identité (9) et que la constante A par exemple ne soit pas
nulle ; on en tirera la nouvelle identité

A A A
=—P— P — P,
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elle nous montre que le plan P est représenté par 'équation
A A A
T'P, + fP2+73P3.—_0.

Ce plan passe donc par le point S intersection des plans P,,
Py, Ps. ,

Expression analytique de la condition précédente. — En déve-
loppant I'idendité (%) comme pour le Théoréme II, on trouve que
le déterminant (AB, C,D3) doit &tre nul,

La réciproque se démontre aussi de la méme maniére,

33. Probléme VII. — Trouver l'infersection de trois plans P,
Py, P,. :

Le probléme revient a la résolution et a la discussion des trois
équations

P=Az4+Byt+Cz+D =0
(10) Py=Ax+B,y+Cz4D,=0
Po=As&+ By +Co24Dy =03

cette question a été iraitée en Algébre; nous n’aurons ici qu'a
interpréter géométriquement les résultats connus.

Nous désignerons par G le déterminant des inconnues z, ¥, %,
et nous distinguerons plusieurs cas.

Premier cas. — Le déterminant G n'est pas nul. — Les trois
plans se coupent en un point unique a distance finie, ils forment
un véritable triédre.

Deuxiéme cas. — Le déterminant G est nul, mais un mineur
du premier ordre AB, — BA, par exemple n’est pas nul.
Ce cas se subdivise en deux autres.
(0 1° Le déterminant (AB, Dy) n'est pas nul. — Les équations (10)

sont incompatibles ; comme G est nul on a idendiquement (30)

() 2(P—D)424(Py—Dy) +3s(Py—Dy) =0,

ce qui montre que les trois plans transportés a l'origine passent
par une méme droite.

Les trois plans P, P;, P, sont donc paralléles & une méme
droite ; ils forment un prisme triangulaire indéfini et on peut les
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regarder comme se coupant en un point unique situé a distance
infinie.

o Le déterminant (AB,D,) est nul. — Si l'on donne a %z une
Yyaleur arbitraire, les équations P =0, P, =0 donnent pour z ety
des valeurs qui satisfont a I'éyuation P, =0; donc tous les points
de la droite intersection des plans P et P, sont situés dans le
plan F;,, et les trois plans passent par une méme droite.

Il résulte de 14 que les conditions nécessaires et sulfisantes
pour que trois plans P, P,, Py passent par une méme droite située
& distance finie sont

(AB,C,)=0  (AB,D,)=0.

11 ne faut pas oublier que cela suppose que le mineur AB, —BA,
n’est pas nul.

Troisiéme cas. — Tous les mineurs du premier ordre de G sont
nuls ; mais un élément au moins, A par exemple, n'est pas nul.

Ce cas se subdivise en deux autres.

1° Les déterminants AD, — DA,, AD, —DA, ne sont pas nuls
tous les deux. — Les équations (10) sont incompalibles; on \éiifie
facilement que les trois plans sont paralléles.

Remarque. — Dans ce cas les plans P, P, peuvent étre reje-
tés a I'inlini; cela aura lieu pour le plan P, par exemple quand
on aura a la fois A, =B, = G, =0, caril rencontrera chacun des
axes de coordonnées en un point rejeté a l'infini.

20 Les déterminants AD; — DA, ADy — DA, sont nuls. — Si
I'on donne a y et a z des valeurs arbitraires, I’équation P=20
donne pour x une valeur qui satisfuit aux équations Py =0,
P,=0; donc tous les points du plan P sont situés dans les
plans P,, P, et les trois plans se confondent.

Remarque. — Dans ce cas les plans P, et P, peuvent &tre in-
déterminés, c’est-a-dire que leurs équations peuvent prendre la
forme 0=0.

Il n’y a pas lieu d’examiner le cas ol tous les éléments A;, B;
C; sont nuls, car alors les plans dounés n’existent plus en realité.
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Equation du plan en fonction des angles que font les axes de
coordonnées avec la perpendiculaire abaissée de l'origine
sur le plan et de la longueur de cette perpendiculaire.

34. De l'origine abaissons sur le plan P une perpendiculaire 0D ;
désignons par p la longueur 0D et par «, B, y les angles que font
les directions ox, oy, 0% des coordon-
nées positives avec la direction oD.

Prenons sur le plan un point quel-
conque M(x, y, ), construi=ons le contour
de ses coordonnées et projetons ortho-
gonalement sur oD les deux chemins

D
0ARMD et oD. La projection de MD //>M

étans nulle, nous avrons la relation 0 T &
(11) xcosa4-ycosf-zcosy —p=0. R
Cette équation qui a lieu entre les coor-
données d’un point yuelconque du plan P, v
représeute ce plan. Fig. 18.

Remarque. — La forme que nous venons de donner a I'équa-
tion du plan nous permelira de trouver facilement les angles que
les axes de coordonnées font avec une normale a un plan ou la
distance d'un point 4 ce plan,

35.Probléme VIII. — Connaissant I'équation d’un plan, trouver
les angles que les directions positives des axes de coordonnées font
avec une normale au plan. (Coordonnées rectangulaires.)

Soit
P=Az+By{Cz+4+-D=0
I'¢quation du plan ; en désignant par «, 8, y les angles inconnus,
le plan sera aussi représenté par I'équation (41); on a done
cosa __ cosp _ cosy 1 (7<)
(12) P -,
A B G +VA24 B2} Ce

Les formules (12) donnent, pour chaque cosinus, deux valeurs
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égales et de signes coutraires; quelques développements sont
nécessaires si I'on veut préciser les angles qui correspondent
chacun des deux signes du radical.

Le plan P sépare 'espace en deux régions ; en chaque point M
de 'une de ces régions la fonction P conserve un signe constant,
car elle reste finie, continue et ne s’annule pas guand le point M
reste dans la méme région. Celte fonction change de signe quand
le point M passe d’'une région a 'autre; on le voit en plagant ce
point d’abord sur I’axe des z positifs puis sur I'axe des % négatifs,
Lafonction P se réduit alors 8 Gz + D, et elle a le signe de Cz
pour des valeurs absolues suffisamment grandes de z.

La région pour tous les points de laquelle on a P > 0 est appe-
lée la région positive de I'espace.

Celle pour tous les points de laquelle on a P <C0 est appelée
la région négative de 1'espace.

A partir de chaque point du plan, sur la normale en ce point,
on distingue deux directions opposées.

On appelle normale positive celle qui se dirige vers la région
positive du plan, et normale négative celle qui se dirige vers la
région négative du plan,

Cela posé, nous allons établir la régle suivante:

Régle. — Si dans les formules (12) on donne au radical le
signe +, elles déterminent les cosinus des angles que les directions
positives des axes de coordonnées font avec la normale positive ; si,
dans ces formules on donne au radical le signe —, elles déterminent
les cosinus des angles que les directions positives des axes de coor-
données font avec la normale négative.

Sur une normale au point M, (x4, ¥,, %;) du planP prenons une
longueur M\M' =y, les cosinus des angles «, £, y que ls direc-
tions positives des axes de coordonnées font avec la direction
M, M’ seront déterminés par I'une ou I'autre des formules (12). En
projetant orthogonalement M, M' sur ces axes on a, pour exprimer
les coordonnées &', y', ' du point M', les relations

&=z, +pcosa Yy =y, +pcosf % =2+pcosy.

Substituons ces valeurs dans la fonction P, nous aurons

Ar +By 4-Cz'+D=P, +p(Acosa - Becosp 4 Ccosy)
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ou bien
(13) P'=+,\/A2-F B2 (e,

en remarquant que P, est nul, tenant compie des équations (12) et
désignant par P’ la valeur que prend la fonction P pour z =1,
y=vy, s==1.

Si le point M' est sur la normale positive, P' est positif, et, dans
le second membre de ’équation (13), on doit adopter le signe -},
ce qui exige qu'on adopte également ce signe dans les équa-
tions (12).

Si le point M' est sur la normale négative, P' est négatif, et,
dans le second membre de I'équation (13), on doit adopter le
signe —, ce qui exige qu’'on adopte également ce signe dans les
équations (12).

La régle énoncée se trouve ainsi établie.

36. Probléme IX. — Connaissant les équations de deux plans,
trouver U'angle de ces deux plans. (Coordonnées rectangulaires.)
Soient

Az4+-By+4Cz4+D=0 Az4-By4Cz4+D=0
les équations des deux plans; ces plans forment entre eux deux
angles respectivement égaux aux angles formés par les normales
a ces plans. Désignons par «, B,y et par «, ', y' les angles que
les directions positives des axes de coordonnées font avec les
normales aux deux plans et par V I'un quelconque des angles
cherchés, nous aurons

cosV == cosacos« - cosfcos ' +-cosycosy';
d’ou, en vertu des formules (12),
AA' BB 4-CC
[(A*4-B=4C2) (A2 B2 O
Au signe - correspond le cosinus de Fangle des deux nor-
males positives ou des deux normales négatives; au signe —

correspond le cosinus de I'angle que fait une normale positive
avec une normale négative.

cosV=r+

Condition de perpendicularité de deux plans. — Cette con-
dition est exprimée par la relation

AA'+ BB 4 CC =0.
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LIGNE DROITE,

37. Toute droite de I'espace peut étre considérée comme l'in-
tersection de deux plans, une droite sera donc représentée par
deux équations du premier degré

P=Az+4+By+(Cz+D=0 P=A'2+4+By+4+Cz+D =0
considérées simultanément.

Projections d'une droite. — Supposons que AB'—BA' ne
soit pas nul, les équations précédentes pourront étre résolues par
rapport 4 x et a y; elles donneront des valeurs de la forme

1) r=az+p Yy=bz+q.

Ces équations sont celles des plans qui projettent la droite sur
le plan 0% et sur le plan yoz. On peut aussi considérer la pre-
miére comme I'équation de la projection de la droite sur le
plan zo% et la seconde comme celle de la projection de cette droite
sur le plan yo3.

Remarque. — Pour obtenir les équations (1) on a supposé que
la quantité AB' — BA' n’était pas nulle, ¢’est-a-dire que les traces
des plans P et P' sur le plan xoy n’étaient pas paralléles. Cela
revient & supposer que la droite de 'espace n’est pas paralléle au
plan zoy.

Ainsi les équations (1) représentent toutes les droites de 1'es=
pace, excepté celles qui sont paralléles au plan xoy ; dans ce cas
les équations de la droite sont évidemment de la forme

2=h y=oaztpL.

Pour cette raison nous emploierons rarement les équations (1);
nous représenterons la droite par d’autres éyuations que nous
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allons établir et qui offrent le double avantage d’8tre symétriques
et générales. :

38. Par l'origine menons a la droite donnée une paralléle sur
laquelle nous prendrons un point quel-
conque D(a, b, ¢) ; soient xy, Yy, % les coor-
données d’un point fixe A de cetle droite,
et x,y,% celles d’'un point variable M de
la méme droite. Par le point A menons des
droites Az', Ay', A%, respectivement pa=
ralléles aux axes oz, 0y, 0% ; puis, par les
points D et M, menons parallélement a
laxe des x des droites rencontrant, la pre-
miére,le plan zoy au point d et,la deuxiéme,
le plan z'Ay' au point m.

Lesdeux triangles semnblables Dod, MAm 7
donnent Fig. 19.
Mm AM
Dd~ oD
ou
T—1xy
=
en posant p — &4-
oD
On verrait de méme que l'ona L 90 —*"%0 __ p 3 les coor-

b
données d’un point quelconque M de la droite satisfout donc aux
relations

T—To__Y—Yo__ B—%__
@) a b T ¢

On vérifie facilement que les formules (2) sont générales pourvu
que 'on regarde p comme positif quand les directions AM et 0D
sont de méme sens, et p comme néatif quand ces directions sont
de sens contraire.

Les mémes formules monirent qu’'une droite de I’espace peut
étre représentée par les équations

I—a’o_gl—y,_W_z,—zg

a b ¢

3
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Cas particuliers. — 1° La droite est paralléle au plan des xy.
— Le point D est alors dans le plan xoy ; par suite, ¢ est nul et
les équations (3) deviennent

LT—xy __Y—UYo
—_—— = —2%,=0.
a b E%

2° La droite est paralléle & U'axe des 3. — Le point D est alors
sur cet axe ; par suite, a et b sont nuls et les équations (3) devien-
nent

r—xo=0 y—Yo=0.

Remarques. — 1° Dans la suite nous représenterons toujours
une droite par les équations (3); pour appliquer les résultats
trouvés au cas ol la droite est représentée par les équations (1),
il suffira de poser c=1, zy=1p, Yo=4¢, % =0.

2° Nous appellerons les coordonnées a, b, ¢ du point D les coef-
ficients de direction de la droite ; ces coefficients sont évidem-
ment proportionnels aux paramétres directeurs u, v, w de cette
droite; on a done

a b ¢
4 ———— = Za24-23h A.
(% e _\/ a?+-2Zbccos

3° Si les coordonnées sont rectangulaires, les paramétres direc-

teurs sont les cosinus des angles «, B, y que les axes de coor-
données font avec la droite ; les équations (3) deviennent alors

T—%o__Y—UYo__3—%

cosa cosp  cosy

4° Pour que deux droites soient paralléles il faut et il suffit que
leurs coefficients de direclion soient proportionnels.

Condition pour que deux droites soient dans un méme plan.

39. Soient

m—xozy—yo:g—zo_o T—=%y Y—h_2—%__,

a b ¢ ; a b ¢
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LIGNE DROITE 45

les équations des deux droites données L et L/, et
Ar4+By+4+Cz+D=0

I'équation d'un plan quelconque P.

Les valeurs de p et de p' qui correspondent aux points ou les
droites L et L' rencontrent le plan P sont données par les équa-
tions

(Aa+Bb+C¢)p +Aty+Byy+-Cz+D=0
(Ad +Bb +GCc')p' +-Ax,+By,+Cz +D=0.
Pour que les droites L, L' soient situées dans un méme plan P,

il faut et il suffit que les équations précédentes soient satisfaites,
quels que soient p et ¢'; on doit donc avoir

Aa+Bb4-Cc =0 Axy+Byy+Cz+D=0
Ad+Bb4+Cd=0 Az,+By,+Cz +D=0,

ou encore

A{zyg —2) +B(Yo— 1)+ C(20—3%,) =0
Aa +Bb +Cec =0
Ad +Bb 4 Cc' =0.

En éliminant A, B, C entre les équations précédentes, on
obtient, pour exprimer la condition cherchée, la relation

Zo—&y Yo—Y1 %o—%
a b ¢ =0;
a b ¢

elle est satisfaite en particulier quand les droites sont paralléles,
car les éléments des deux derniéres lignes du déterminant pré-
cédent sont alors proportionnels.

Problémes sur la ligne droite.
40. Probléme I. — Trouver les équations d'une droite passant

var deux points donnés A(z',y, %), B(z",y", &").
Par une méthode semblable a celle quia été exposée en géomé-
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46 LIVRE II, — CHAPITRE II

trie plane (G.P. 88) on trouve pour les équations de la droite
inconnue.

z—2 y—y _ z—%

2 —z _yr/ — yr - zll_zl.

Si le point B coincide avec l'origine, ces équations deviennent

z_ Yy %
xl - yl i zl
41. Probléme II. — Connaissant les équations d'une droite,
trouver les angles qu'elle fait avec les axes de coordonnées.
Soient
T Yy %
a b ¢

les équations de la droite transportée a l'origine ; appelons D le
point de cette droite dont les coordonnées sonta, b, cet «, B, y les
angles que les directions posilives des axes font avec la direc-
tion 0D.

Supposons d’abord les coordonnées rectangulaires, nous aurons

a=0Dcose  b=0Dcosp c=o0Dcosy
0D = (a2-}-b2 4 ¢2)5.
Done

a b ¢
€08 4 — —— cos

(a® + bz_l_ 62)-;- = (ae _I_b: —«}—c*)% cosy = (ae_I_ bz+ 62)%.

Supposons maintenant les coordonnées obliques ; sur la direc-
tion oD prenons une longueur od =1, et soient u, v, w les coor-
données du point d, c’est-a-dire les paramétres directeurs de la
droite. Nous aurons

cosa—1u -} vcosv -+ weosy
et
a b ¢ i
-=-=—=[X%a24-2ZbccosA] " ;
Ty g R sA]%s
car a, b, cayant respectivement les signes de u, v, w, on doit, dans
les formules (4) du paragraphe 38, donner au radical le signe -+
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LIGNE DROITE 47
On a done

cosa _ cosf . cosy
a-bcosvt-ccosw  acosvtb-tccosd” acosp | beosk ¢

—[Za?42Ebecos] T

42. Probléme III. — Connaissant les équations de deux droites,
trouver l'angle V de ces deux droites.

Soient

les équations des deux droites transportées a l'origine. Appe-
lons D le point de la premiére dont les coordonnées sont a, b, ¢,
et D' le point de la seconde dont les coordonnées sont a', o', ¢ ;
nous allons chercher le cosinus de 1'angle V formé par les direc-
tions 0D, oD'.

Supposons d’abord les coordonnées rectangulaires ; si (v, 8, ¥),
(o, ', ') sont les angles que les directions positives des axes
font avec les directions 0D, 0D, on a

cos V=cosxcosa’ -} cosBcosp -} cosycosy',

aa' -+ bb' 4~ cc
@2 402+ ey (@242 4-¢2)F
Supposons maintenant les coordonnées obliques ; sur les direc-
tions 0D, 0D’ prenons des longueursod =od =1, et soient (u,v,w),

(u',v', w') les coordonnées des points d, d', c’est-d-dire les para-
métres directeurs des deux droites, nous aurons

cosV=

cos V= Zuu 4 Z(vw' -+ wv')cos},
d’ou
Taa + Z(be' 4+ b cosh

cosV = ; -
[(Za2 +-2Zbccos))(Za24-22b'c cos)]?
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48 LIVRE II, — CHAPITRE II

Condition de perpendicularité de deux droites. — Ceite
condition est

aa’ +bb' +¢c' =0
en coordonnées rectengulaires et
Zaa' + Z(be' 4 cb')cosh=0

en coordonnées obliques.
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CHAPITRE III

DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX,

43. Nous allons maintenant résoudre quelques problémes pour
lesquels nous aurons & combiner une droite avec un plan,
Nous représenterons par

T—To__Y—Yo_ 2—%__
L a b ¢ _°

les équations de la droite, et par
P Az-+By+4Cz4+D=0

celle du plan.

Condition pour qu'une droite soit paralléle 4 un plan.

44. La valeur de p qui correspond au point out la droite L ren-
contre le plan P est donnée par 1'équation

1) (Aa+4Bb+-Ce)p+Axy+Byy 4 Czy+D=0.
Pour que la droite soit paralléle au plan, il faut et il suffit que

son point de rencontre avec le plan soit rejeté a I'infini; la con-
dition cherchée est donc '

Aa+BbICe=0.

Conditions pour qu’'une droite soit située dans un plan.

45. Pour que la droite soit située dansle plan P, il faut et il suffit
que I'équation (1) soit satisfaite quel que soit p; les conditions

I 4
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50 LIVRE 1I. — CHAPITRE III

cherchées sont done

Aa+Bb+Ce=0  Azy+By,+ Gz D=0,

Conditions pour qu'une droite soit perpendiculaire
a un plan.

46. Nous supposerons les axes de coordonnées rectangulaires et
nous ferons la méme hypothése pour lous les problemes relatifs
aux angles et aux distances qui seront résolus dans ce chapitre.

Quand nous ne ferons plus cette hypothése, nous aurons soin
de l'indiquer.

Uue droite perpendiculaire & un plan se confond avec une nor-
male & ce plan; par suite, les directions positives des axes de
coordonnées font des angles égaux avec la droite et une des deux
directions de la normale au plan; les conditions cherchées sont
done

A B
a b

SRl

2)

Remarque. — Il est aisé de vérifier que les relations précé-
dentes expriment que les traces du plan sur chacun des plans de
coordonnées sont respectivement perpendiculaires aux projec-
tions de la droite sur ces mémes plans.

47. Probléme I. — Par un point A(x', y', ¥') mener un plan
perpendiculaire sur une droite donnée L.

Le plan passant par le point A, son équation est de la forme
A(s—a)+Bly—y)+C(z—=)=0;

en tenant compte des relations (2), on voit que I'équation du plan
cherché est

(s —)+b(y—y) +c(s—7)=0.

48. Probléme II. — Trouver les équations des plans perpen-
diculaires aux axes de coordonnées.

Nous supposerons ici les coordonnées obligues, car, quand elles
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DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 51

sont rectangulaires, le probléme est immdédiatement résolu et les
équations des plans inconnus sont de la forme

r=p Yy=4q Z=r.

Cherchons par exemple I'é juation d’un plan perpendiculaire a
I'axe ox; les angles que les directions positives des axes de coor-
données font avec l'une des directions de la normale au plan
sont « =0, p=v, y =. L'équation du plan inconnu est donc

z-fycosvtzcospu —p=0.
Posons

S=ua2-ty2|-224-2yzcosr +2zzxcosp | 2z ycosy;

les plans perpendiculaires aux axes o, 0y, 0% auront respectis
vement pour équations
1o 1 1
3S:—p=0 -8, —q=0 5 5, —r=0.
Remarque. — De ce qui précéde il résulte que les équations
d'une droite perpendiculaire au plan xoy par exemple sont

49. Probléme III. — Connaissant les équations d’une droite et
celle d’un plan, trouver U'angle V que la droite fait avec le plan.

L’angle inconnu V est le complément de I'angle V, que la
droite fait avec la normale au plan ; les équations d'une normale
au plan transportée a l'origine étant

s
(@R}

on a
Aa-+Bb+4Ce

cosV,=sinV= .

[(A2 B2 C2)(a2 b2 +e) |

Cette formule fait connaitre le sinus du complément de’angle V,
formé par les directions allant de l'origine aux points qui ont
respectivement pour coordonnées (a, b, ¢) et (A, B, C).
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52 LIVRE II. — CHAPITRE III

Détermination des distances.

50. Probléme IV. — 1° D'un point donné A (', y', ') abaisser une
perpendiculaire sur un plan P ; 2° trouver la longueur de cette per-
pendiculaire.

1° Les équations de la droite cherchée sonl de la forme

!

z—x y—y z—2%
a ~ b T ¢

Cette droite sera perpendiculaire au plan P, sil'on a

A B G
—_———=

a b c

les équations de la perpendiculaire inconnue sont done

! !

T—2 y—y x—3
A~ B T G

20 Pour trouver la longueur d de cette perpendiculaire, on
pourrait calculer les coordonnées de son pied B, puis chercher la
distance des points A et B dont on connait alorsles coordonnées.
On arrive plus rapidement au résultat de la maniére suivante:

Supposons d’aburd que le point A coincide avec l'origine ; en
appelant d la distance de l'origine au plan, nous savons que ce
plan peut étre représenté par I'équation

xcosa-|ycosB 4 zcosy —d=0.

En identifiant cette équation avec celle du plan, on obtient les
relations

X) cosa _cosp  cosy  —d
\ A~-B ¢ D

d’ol I’on tire

d d
com:—I—)-A cosp:—_—ﬁB cosy=—="0C.
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DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 53
Portons ces valeurs de cos«, de cosp et de cosy dans la rela-
tion
cos?a - cos?p - costy==1, (%)

nous obtiendrons la formule

=2 .

(AQ+BQ+CQ)§

Supposons maintenant que le point A ne coincide plus avec
I'origine. On raménera ce cas au précédent en transportant I'ori-
gine au point A ; I'équation du plan deviendra

Az +By+Cz+D'=0
en posant

D'=Az 4By 4-Cz L D.

La distance du point A au plan sera donc donnée par la for-
mule

d_Ax’+By’+Cz’+D
(A2 B2 Ca)%
Daus la formule précédente, le dénominateur est une quantité

positive ; cette formule sera générale si l'on fait la convention
suivante:

La distance d est regardée comme positive quand, par rapport
au plan P, le point A se trouve dans la région positive de U'espace ;
elle est regardée comme négative quand le point A se trouve dans
la région négative de Uespace.

51. Probléme V. — Trouver les équations des plans bissecteurs
des angles formés par deux plans dont on donne les équations.

Soient

Ar+By+Cz4+D=0 A'x2+}+By+|+Cz-4+D'=0

les équations des deux plans donnés P, P'. Enregardant les plans
bissecteurs comme le lieu des points également distants des
plans P, P', on obtient immédiatement, pour les représenter, les
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54 LIVRE II. — CHAPITRE III
équations
Ax+By+Cz+D_+A’x—}—B’y+C'z—l—D"

1

(A2 B2} Co)¥ (A2 BetCet

52. Probléme VI. — Etant données les équations d'une droite L,
trouver : 1° les équations de la perpendiculaire abaissée du point
M{x',y,%) sur la droite; 2° la longueur de cette perpendiculaire.

1° Soient

L T=%_Y—Y__2—=%__
a b ¢ ‘

les équations de la droite donnée L. La perpendiculaire MB
abaissée du point M sur cette droite
se trouve a l'intersection du plan P
passant par le point M et la droite L,
avec le plan () passant parle point M

, et perpendiculaire sur la droite L.
Le plan P passant par le point M,

B
A % son équation est de la forme

ofb 4 A@@—&)+Bly—y)+C(z—2)=0;

en exprimant que ce plan contient la
Y i droite L, on a les deux relations de
Fig. 20. condition

A@ro— ) +Byo—y) +C(z —2)=0
Aa+BbCe=0

L’équation du plan P est donc
r—z y—y z—4
Zo—T Yo—Y %—=z [=0.
a b c
Quant a I’équation du plan Q, elle est

@) a(z—a)+b(y—y)+e(z—2)=0.

2¢ Les coordonnées (z, ¥, %) du point B pied de la perpendicu-
laire MB sont données par les équations (L) et (3) considérées si-
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DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 55

multanément ; ces coordonnées étant connues, la distance MB=d
sera donnée par la formule

(4) P=(c—a R+ (y—y)2+G—s)
Le probléme se trouve ainsi ramené & éliminer z, y, z entre les
équations (L), (3) et (4).

Des équations (L) tirons les valeurs de z, y, % en fonction de p
pour les porter dans les éyuations (3) et (4), nous aurons

Vv
©) TETrte
et

e B=@ =) O —y) + E— 2 —2Ve (6 + D+ )
v« posant, pour abréger I'écriture,

V=a(x' — x0) -+ b(y" — o)+ ¢(3 —20).

En éliminant ¢ entre les équations (5) et (6), on obtient la for-
mule

2t . . . [ald—z) by —y) e —2) T
M) &= —2o) + (' —yo)°* + (' —2z,f [a® ) aﬁ—;—lb’—;—/(}j- ( ]

Remarque. — 1° Des considérations géométriques permettent
d’écrire immédiatement la formule précédente.

Soit, en effet, A le point de la droite L qui a pour coordon-
nées I, Yo, %, le triangle rectangle MAB donne

——2 —2 —2
MB =d2=MA —BA ;

en remarquant que MA est la distance des deux points M(z',y',%'),
A(7o. Yo, %0) et que AD est la distance du point A au plan Q, on
retrouve la formule (7).

2°¢ Cette formule écrite de la maniére suivante :

o (a2 F 02 [(2'—20)* 1y — 4o )t + (2" — 20)%] —[a(2!— &) B (y'— yo) + ¢(3' = 2,)]*
- 2

d ai_l_[li_l_ci

puis transformée par l'identité de Lagrange, devient

sl (3 —30)—e(y' —yo ) A [e(a!— o) —a (' — 35) ]2 +[a(y' ~¥o) —b(2'— %) ]*
dr e
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53. Probléme VII. — Connaissant les équations de deux droi-
tes L, L', trouver : 1° les équations de la perpendiculaire commune
a ces deux droites; 2° la longueur de leur plus courte distance.

Par la droite L' menons un plan P paralléle a la droite L ; on

déterminera la posilion de la perpendicu-
L laire commune a ces deux droites en re-
marquant qu’elle est lintersection des
plans Q et R perpendiculaires au plan P
et passant respeclivement par les droites
L, L'

La longueur de la plus courte distance
sera égale a la distance d'un point quel-

Fig. 21. conque de la droite L au plan P,
Soient
L T—% _Y—Y_2—%
a b ¢
L' x;m‘l:y_b;ylzz_c;zi

les équations des droites L,, L'. Cherchons d’abord I’équation du
plan P.

Ce plan passant par le point A'(&4, ¥y, %,) de la droite L', son
équation est de la forme

Alz—2,)+B(y—y,)+C(z—2)=0;

en exprimant que le plan est parallele aux droites L et L, on
obtient les relations

Aa+Bb-+Ce=0 Ad+Bb+Ccd=0;
done I'équation du plan P est

T—x Y—y, %—7%
a b ¢ =0,
a b ¢
ou

(x—xl)U'l-l—(y—yl)U;”—l—(z—z,)U;:O

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 57

en posant

> o
[SWEY

el )
s
S

Par un calcul analogue au précédent on trouve facilement que
les plans Q et R ont pour équations

T—To Y—Yo 2—%0 T—Ty Y—Y 2—%
Q a b c =0 R| 4 v ¢ |=0;
' 1 .
Ul Um Un Ul Um Un

ces équations considérées simultanément représentent la perpen-
diculaire commune,

On aura la longueur d de la plus courte distance en scherchant
la distance du point A (2o, Yo, %) de la droite L au plan P, ce qui
donne

[(Zo—2) U, + (Yo—94) U, + (20— 2,) U, 12
U Uz U2 '

54 Remarque. — Quand la droite L' devient paralléle a L, la
longueur de la plus courie distance est évidemment égale a la
distance d’un point quelconque de L & la droite L.

Dans cette hypothése,les quantités U’u 16

m?

@ &=

U'” deviennentnulles,

et 'expression de d? prend la forme illusoire g

Pour expliquer ce résultat, il suffit de remarquer que le planP
est alors un plan queleconque passant par la droite L', et que la
distance du point A (o, 9o, %,) & ce plan peut varier depuis zéro
jusqu’a la distance des deux droites paralléles.

Cependant la formule (8) étant toujours applicable, quelque

petites que soient les quantités U'[, U:” ,U:l, on doit pouvoir, en
faisant tendre ces quantités vers zéro d’aprés une loi convenable-
ment choisie, déduire de la formule l'expression de la plus courte
distance pour le cas particulier considéré.

Par le point A’ de la droite L' menons une droite A'L, paral-
léle a AL ; si I'on fait tendre U;, U

' » “
w U, vers zéro d’apres une loi
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58 LIVRE 1. — CHAPITRE IIL

arbitrairement choisie, la droite A'L' tendra vers A'L, en décri-
vant un cbne quelconque ayant pour sommet le point A'.

Le plan P aura pour position limite le plan tangent & ce céne
suivant la génératrice A'L,, c’est-a-dire un plan quelconque pas-~
sant par A'L,.

Quant aux plans Q et R, ils auront pour limites des plans per-
pendiculaires a ce plan P et passant 1'un par L l'autre par A'L,,
c’est-a-dire des plans paralléles entre eux ; leur intersection sera
done rejetée & Vinfini.

Or, quand les droites L, L' sont paralléles, leur perpendicu-
laire commune n’est pas rejetée a I'infini, mais sa position n’est
pas déterminée.

Cette remarque montre que, pour déduire de la formule (8)
I’expression de la plus courte distance des droites L et L' quand

elles deviennent paralléles, il faut faire tendre vers zéroles quan-
'

tilés UL, U,, U; d’aprés une loi telle qu’a la Iimite les plans Q et R
se confondent.
Posons

! ! '
Ul=mh Umzph Un:Yh’
a, B, 1, h étant des fonctions de a, b, ¢ et de a', V', ¢', dont la der-
niére h tend vers zéro quand @', b', ¢ tendent respectivemen
vers @, b, ¢; la formule (8) deviendra

, a(Ly—21) +BYJo—y) %o — %) ]2
@) de___[ (%, Tﬁ.ﬁp?i.{jﬂ 1],

et les équations des plans Q, R deviendront

T—%o y—Yo 33— %o T—y Y—Y, 3—12
a b ¢ a b ¢ =0.
« 8 Y a B Y

A la limite ces plans sont paralleles, puisque a', b', ¢' tendent
respectivement vers a, b, ¢; pour qu'ils se confondent, il suffit
donc que le plan R passe par le point A (%o, Yo, %) qui appartient
au plan Q. Ainsi les fonctions inconnues «, 8, y devront satisfaire
a la relation

Q =0 R

Lo— Xy Yo—Yy Z—72%
) a b c =0,
: « g Y
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DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 59

ou, en développant, a la relation

“[b( —z,)—c(yo—y,)]+p[c(x.,—.1:,)—a —Z,)]
+vylatyo—y,)— bz, —x,)]=0.

Maintenant la somme aU', —l—bU'm —}—cU'n qui n'est autre chose

que le déterminant U dans lequel on remplace I, m, n par a, b, ¢
est identiquement nulle ; done on a aussi

10) acFbB+cy=0
Des équations (9) et (10) on tire facilement

a _ 8 Y
(a2 02t c®)(wo—a,)—aV (@ -Fb2-4c?) (Yo—y)—bV (a’+b’+¢’;(zo—z,)—cv

en posant

V=a(xo— 1)+ b(4o — Y1)+ ¢(%0 — %)

En portant ces valeurs de «, §, y dans la formule (8), elle
devient

[(2 b2 4 ) 5(20 — 2,)2 — V2P

= G o - o o — V]
ou enfin
Ve
0*=Z(xo — x,)? T et fbrdr

Cette formule représente bien le carré de la plus courte dis-
tance des deux droites paralleles L, L', car elle exprime le carré
de la distance d'un point de 'une de ces droites & l'autre.

Expression du volume d’un tétraédre en fonction
des coordonnées des sommets.
55. Soient
Ay(ZyY1%) Ag(ZaYaZe) As(T3y3zs) As(Tsys%s)

les sommets du tétraédre; I’é.quation du plan de la base A, A; A,
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sera
r oy
Ty Ys
I3 Ys
Ty Ysu

¥

%9
%3
%y

— e

et, les coordonnées étant rectangulaires, la hauteur A, H aura

pour expression
Ty
Lo
Z3
T

AH=

Y1
Ys
Ys
Ys

%y
%

%3
%y

F
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en représentant par By, By, B; les projections orthogonales de
Paire B de la base A,A3A, sur les plans de coordonnées.
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done, si on appelle V le volume du tétraédre, on aura
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Dans le second membre de la formule (11), on devra choisir le
signe de maniére que ce second membre soit positif ; nous allons
établir une régle permettant de fixer ce signe.

Supposons que le tétraedre se déplace dans ’espace, les coor-
données de ses sommets varieront d’une naniére continue ; donc
si le second membre de la relation (11) peut varier, il varicra
d’une maniére continue. Or, ce second membre ne peut prendre
que les valeurs 6V ou — 6V ; done, il restera constant.

Il résulte de 1a que, pour déterminer le signe qu'on doit prendre
dans le second membre de la relation (11) on peut donner au té-
traedre une position particuliére.
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DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 61

Pour fixer les idées, nons supposerons que le triédre formé par
les axes des coordonnées positives est direct.

Plagons la base A;AgA; du tétraédre dans le plan £oy de ma-
niére que le sommet A, soit & I'origine, le sommet Az sur I'axe
des x positifs et le sommet A, dans la région des % positifs ; on
aura

6V:ix3y4zi.

Deux cas peuvent se présenter :

° Le sommet Ay est, par rapport & Uaxe des x du coté des y po-
sitifs. — Le produit x3y,%, étant alors positif, on doit, dans le
second membre de la relation (11), affecter le déterminant du
signe -

Par un point  intérieur au triangle A;A3A; menons, au plan
de ce triangle, une perpendiculaire wI dirigée dans la région de
I’espace ou se trouve le sommet A; du tétraédre, dans sa posi-
tion primitive. Supposons un observateur placé sur la demi-
droite wl, les pieds en o et la téte en I; dans le cas qui nous
occupe, un mobile parcourant les cotés du triangle A, Az A,, dans
Pordre indiqué par les lignes du déierminant & partir de la se-
conde, paraitra tourner dans le sens direct.

2° Le sommet A, est, par rapport & Vaxe des x du coté des y né-
gatifs. — On doit alors, dans le second membre de la relation (11),
affecter le déterminant du signe —- Quant au mobile dont nous
venons de parler, il paraitra tourner dans le sens indirect.

Nous pouvons donc énoncer la régle suivante :

Régle. — Soient AjA,AzA, les sommels du tétraédre ranges
dans Uordre indiqué par les lignes du déterminant de la formule
(11), & partir de la premicre. Par un point w intérieur au triangle
A, A3 A, menons, au plan de ce triangle, une perpendiculaire wl
dirigée vers la région de Uespace ol se trouve le sommet A, du té-
traédre, et supposons un observateur placé sur la demi-droite wl,
les pieds en o et la téte en 1.

On affectera le déterminant du signe 4 quand un mobile parcou-
rant les cotés du triangle Ay AzA,, dans Uordre indiqué par les
lignes du déterminant a partir de la seconde, paraitra tourner dans
le sens direct.

On affectera ce déterminant du signe — si le mobile pa~ait tour-
ner dans le sens indirect.
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62 LIVRE II. — CHAPITRE III

Remarque. — Quand le triédre formé par les axes des coor-
données positives est inverse, on doit donner au déterminant un
signe conlraire & celui qui résulierait de I'application de la régle
précédente.

Expression des coordonnées d'un point variable d’une droite
en fonction d’'un seul paramétre.

56. Les formules

r@'—%:!/—?/o:z—zo_
a b c ¢

trouvées au paragraphe 38 donnent une premiére solution du
probléme proposé.

Deuxiéme solution. — Prenons sur la droite donnée deux
points A(x,, y,, %), B(%g Yo %), et soit M{z, y, z) un point
variable de cette droite.

Posons

MA .
MBT X

les quantités % et . étant de méme signe quand le point Mest sur
le segment AB et de signes contraires quand ce point est situé en
dehors du segment.

Cette relation homogéne par rapport aux segments MA, MB
situés sur une méme droite, reste vraie quand on projette
cette droite sur les plans coordonunés; on a donc (G.P. 58)

z . u _ 3 A1
ALy ey AYytpYe  As tpzs Adp

Ces relations rendues homogénes deviennent

T _ Y . z . t .
Ay F %y Ay twle  Atpze  Mytpls’

dans les résultats obtenus a 1’aide de ces derniéres formules, on
devra poser

t=t‘ =t3=1.
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DROITES ET PLANS COMBINES ENTRE EUX 63

Centre des distances proportionnelles.

57. L.a définition du centre des distances proportionnelles de
p points A, A,, ..., A situésdans un méme plan (G.P. 59) s'étend
immédiatement au cas ol ces points occupent des positions quel-
conques dans 'espace. D'un autre c6té, toutes les relations qui
existent entre les segments de droites que I’on considére dans
cette définition, restent vraies quand on projette ces points sur les
plans coordonnés ; les coordonnées o, $, y du centre des distances
proportionnelles ont donc pour expressions

Imx zmy Zmz
o= - —_ = — =

=m =m ™ 3m’
en désignant par &,y,% les coordonnées d'un quelconque des
points A, et par m le parametre correspondant.

Centre des moyennes distances. — En supposant tous les
paramétres m égaux entre eux, on aurales coordonnées du centre
des moyennes distances des points donnés ; elles ont pour expres-
sions

Zz 2y 2z
a:—- —_— —— _——
p T T
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CIIAPITRE 1V
SPHERE.

Equation de la sphére en coordonnées obliques.

58. Définition. — La sphére est une surface dont tous les points
sont également distants d'un point appelé centre.

La distance constante de chaque point de la surface de la sphére
au centre est le rayon.

s

Cette définilion conduit immédiatement & l'équalion de la
sphére.

Soient x4, Yo, % les coordonnées du centre de la sphére, R son
rayon, et &, ¥, 5 les coordonnées d’un point quelconque de sa
surface ; son équation sera

1) S(x—20)2+22(y — yp) (58— %) cosA —R2=0
ou, en développant,

&) 222 +4-2Zyzcosh — 22 (2 = Yo CoSv - 2, coS )T
+ 22 4 28y zcos) — R2=0.

Quand la sphére varie, les coefficients qui changent dans
I’équation (2) sont ceux des termes du premier degré, et le terme
tout connu. L’équation de la sphére est donc de la forme

(3 f=2a2+23yzcosi+2C,242Cy--2C{z+D, =0.

Réciproquement, toute équation de la forme précédente repré-
sente en général une sphére, pourvu que les angles des axes de coor-
données soient 2, u., v.

En effet, en identifiant les équations (2) et (3), on obtient les
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SPHERE 65

quatre relations

z, + yocosv -+ %cosp 4 Cy =0

(4) xgcosv -y, +zgcosh 4-Cy =0
Zocosp +yocosd 4%, +C:=0
(®) 222422 yo%c052 —R?=Dj,

qui contiennent quatre inconnues o, Yo, %o, R ; donc l'identifica-
tion des équations (2) et (8) sera en général possible.

59. Il faut maintenant examiner si les équations (4) et (5) don~
neront toujours pour Iy, %o, %, R des valeurs admissibles.

Equations du centre. — Les équations (4) qui déterminent le
centre sont appelées les équations du centre ; elles sont toujours
compatibles, car le déterminant des inconnues o, %o, %o est la
quantité & qui n’est pas nulle (9).

Si f représente le premier membre de 1'équation (8), les équa-
tions du centre sont

'

r-;o::o f%:O f‘o=0'

Détermination du rayon. — On peut remplacer I'équation (5)
par une autre plus simple; pour cela il suffit d'y ajouter les
équations (4) multipliées respectivement par — %o, — Yo, — %o, C@
qui donne I'équation

(6) Cy2o+ Cy o+ C %+ Dy +R2 =0.

L’élimination de o, Yo, %, entre les équations (4) et (6) donne
pour déterminer le carré du rayon, ’équation

1  cosv cosp. G440
cosv 1 cosh Cj40

cosp cosk 1 G40

¢, G, C D,}Re

ou
1 cosy cosy G
cosv 1 cosd Gy OR$ =0
cosg cosh 1 Gy +eR*=0
U "
¢ G G D
o 5
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66 LIVRE II, — CHAPITRE 1V

Si la derniére équation donne pour R une valeur réelle, I’équa-
tion (3) représente une véritable sphére.

Si cette équation donne pour R une valeur nulle, 1'équation (3)
ne sera vérifiée que par les coordonnées du centre ; on dit que la
sphére se réduit 4 un point,

Enfin si I'on trouve pour R une valeur imaginaire, I'équa-
tion (3) n’est vérifiée par les coordonnées d’aucun point de l'es-
pace; on dit alors qu’elle représente une sphére imaginaire.

Remarque. — Rendons homogéne I'équation (3) en y rempla-
T Y %
vt
nous appelons ¢(Z, ¥, %, t) le premier membre de I’équation (3)
ainsi modifiée, nous aurons

cant x, ¥, % par , puis en chassant le dénominateur {2 ; si

19, = Ca%o -+ Cyy, + Cy 20+ Dy to.

Dans la pratique,on convient de remplacer le symbole ; 920 par
le symbole; f, ; I'équation (6) devient alors

1fi.+ R =,

Conditions pour que I’équation générale du second degré
représente une sphére.

60. L’équation générale du second degré & trois variables est

Az +A'y2+A"%24+2Bys+2B'z0 2B zy
+4-2Cr+4-2Cy+42C"3s4+-D=0;

pour qu’elle représente une sphére, il faut etil suffit qu’'on puisse
Videntifier avec I'équation (3).

Les relations d’'identification sont
B B B _GC_C_C_

D
— Al A¥ ___ — p— J— —_—
(N A=A=A"— .

cosA  cosp  cosv Gy

"
1

Ces relations au nombre de neuf contiennent quatre indéter-
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SPHERE 67

minées Cy, C;, G:: D,, et 'on aura les cing relations qui doivent
lier les coefficients A, A', A”, B, B, B", C, C', C”, D, en éliminant
les cinq indéterminées entre les équations (7). Cetlte élimination
est toute faite, car les six premiéres fractions, dans les équa-

tions (7), ne contiennent pas C,, C;, C;', D,.
Les conditions cherchées sont donc
B B B’

A=A=A"=——= = °
cosA cosp  COsv

Théoréme. — Pour que U'équation du second degré & trois va-
riables représente une sphére, les angles des axes de coordonnées
étant A, w, v, il faut et il suffit:

1° Que les coefficients des carrés x2, y2 et z2 soient égaux.

2° Quapres avoir divisé I'équation par ces coefficients égaux, les
coefficients des rectangles yz, zx, £y soient respectivement égaux
& 2cos), 2cosp, 2cos v.

Equation de la sphére en coordonnées rectangulaires.

61. Quand les coordonnées sont rectangulaires, I'équation (1)
devient

@) (@—20) Y — U+ (5 —2) —RE=0;

et, en développant,
@) 224y +a—2z0r—2¢,y —2%05 423+ 2+, —R*=0;
cette derniére équation est de la forme
@) f==z2+y*+22}2C,z-4+2C,y+2Cz+D,=0.

Les équations du centre sont ici

;f;ozxo—l—(]i:O ;f;h:yo—*—c:—_—o ;f;°=ZO+G;,=O;
quant au rayon il est donné par la relation

R*=C;+C2+Cj2—D,.
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68 LIVRE II. — CHAPITRE 1V

Conditions pour que l'équation générale du second degré
représente une sphére, les axes des coordonnées étant
rectangulaires.

Les conditions cherchées sont
A=A=A" B=B =B"=0.

Théoréme. — Pour que Uéquation du second degré a trois
variables représente une sphére, les axes des coordonnées étant
rectangulaires, il faut et il suffit :

1° Que les coefficients des carrés a2, y? el %2 soient égaux ;
20 Que les termes en yz, sz, ry manquent dans Uéquation.

Equation de la sphére rapportée a divers axes particuliers.

62. 1° Le centre est a Vorigine. — L’équation de la sphére est
2?4y 23+ 2y zcosh+2zxcosp -+ 22y cosv—R2 =0
en coordonnées obliques, et
x2+y24-22—R2=0
en coordonnées rectangulaires.

2° L’axe des x est un diaméire et les axes des y et des z sont deux
droites rectangulaires situées dans le plan tangent a Vexirémité de
ce diamétre, — L’équation de la sphére est alors

242422 2Rx=0.
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EXERCICES.

{4+ Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les relations

‘”:aml__{_a'yl_{_allzl
y= bxl_l_blyl_l_bllzl
z=cx'+cy 'y

représentent les formules permettant de passer des axes oz, 0y, 02 aux axes
ox', 0y 03'.

Démontrer que si le déterminant (ad'¢") est nul, tous les points M(z,y,%)
obtenus en faisant varier 2/, y', ' sont dans un méme plan passant par le
sommet o du triedre oz y 2.

2> Etant donnée une conique A, trouver dans I’espace le lieu des points
tels que l'expression de la distance de chacun d’eux a I'nn quelconque des
points de cette conique soit une fonction linéaire des coordonnées du point
de la conique. )

Ce lieu se compose de deux coniques B, C appelées les focales de la
conique A.

Les trois coniques A, B, C forment un groupe tel que chaque conique est
une focale des deux aulres.

Si I'on joint deux points m, m' d’une focale B & chaque point M de la co-
nique A, la somme ou la différence des rayons vecteurs Mm, Mm' est cons-
tante.

Le rapport des distances du point M au point m et a une droite D située
dans le plan de la conique A est constant. La droite D passe par le point ol
la normale au point m de la focale B rencontre le plan de la conique A.

3> Dans tout angle iriedre, les plans bissecteurs des angles diedres inté-
rieurs se coupent suivant une méme droite. — Les plans menés par les
arétes et par les bissectrices des faces opposées, se coupent suivant une
méme droite. — Les plans menés par les bissectrices des faces perpendicu-
lairement aux plans de ces faces se coupent suivant une méme droite. — Les
plans menés par les arétes perpendiculairement aux plans des faces oppo-
sées se coupent suivant une méme droite.

4° Les plans menés perpendiculairement aux arétes d’un tétraédre en leurs
milieux se coupent en un méme point.

5° Si par les milieux des arétes d’'un tétraédre, on méne des plans perpen-
diculaires al'arfte opposée, les six plans ainsi obtenus passent par un méme
point.

6» Lorsque, dans un tétraédre, deux arétles sont respectivement perpendi-
culaires aux arétes opposées, les deux dernieres arétes sent aussi perpendi-
culaires entre elles.

Les quatre hauteurs se rencontrent en un méme point H et réciproque-
ment.
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70 LIVRE II. — CHAPITRE IV

Les perpendiculaires communes aux arétes opposées se coupent au point de
rencontre des hauteurs.

Les normales menées aux faces par leur centre de gravité se coupent en
un méme point g.

Le centre de gravité du tétraddre et les points H, g sont en ligne droite.

7° Etant donnés deux tétraddres ABCD, A'B'C'D’ si les perpendiculaires
abaissées des sommets A, B, C, D du premier sur les faces B'C'D’, C'D'A’,
D'A'B', A'B'C' du second, respectivement, concourent en un méme point;
alors les perpendiculaires abaissées des sommels A', B', C', D' du second sur
les faces BCD, CDA, DAB, ABC du premier, respectivement, sont aussi
concourantes.

8 Trouver la distance ! d’'un point A(z,, ¥, %,) & une droile représentée
par les équations
P=Az4+By+4+Cz4+D =0
Q=A'z+4+B'y+Cz+4+D=0.

En représentant par P, Q, les valeurs que prennent les fonctions P, Q
POUr T =2y ¥ =Yy %= 3%, ¢t posant

A B C
U={A B C
a B v

leg coordonnées du pied de la perpendiculaire satisferont aux équations

(@—2) Uy + (y— 9o) Up+ (3— 2,) U, =0
(W— 1)U, —(3—3,)Uy =A'P,— AQ,
(3—5,)U,— (z — z,) U} = B'P, — BQ,
(#— &,) Uy — (y — %,) U, = C'P, — C Q.

On obtient I'expression de I* en ajoutant les équations précédentes, aprés
les avoir élevées au carré.

9° Lieu des points d’égale puissance par rapport a deux sphéres. (Plan
radical.)

Lieu des points d’égale puissance par rapport & trois sphéres. (Axe ra-
dical.)

Les axes radicaux de quatre sphéres prises trois a trois concourent en un
méme point. (Centre radical.)

10° Par un point donné p on méne une sécante quelconque qui rencontre
en a et a' une sphére donnée, le point p' conjugué harmonique du point p
par rapport aux points @ et ¢' décrit un plan. (Plan polaire du point p.)

11° Trouver I’équation de la sphére coupant 3 angle droit quatre sphéres
données.

12 La sphére coupant a angle droil quatre sphéres données est le lieu des
points de I'espace dont les plans polaires par rapport a ces sphéres, passent

par un méme point ; elle est aussi le lieu du point de concours des quatre
plans polaires.
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13+ Le lieu décrit par le point de contact de deux sphdres variables tan-
gentes entre elles et 2 deux sphéres fixes est une sphére S; la ligne des
centres des sphéres variables touche la sphére S.

Le lieu décrit par le point de contact de deux sphéres variables tangentesf
entre elles et a trois sphéres fixes est un cercle G; la ligne des centres des
sphéres variables touche le uercle C.

14° On considére une série de sphéres ayant deux a deux le méme plan
radical et I'on propose de démontrer les propriétés suivantes :

Il y a dans la série deux sphéres de rayon nul ou points limites L, L'.

Si d’un point du plan radical commun on méne des plans tangents aux
sphéres de la série, les points de contact sont sur une méme sphére passant
par les points L, L' et coupant orthogonalement toutes les sphéres de la
série.

Les plans polaires d'un point P relativement aux sphéres de la série pas-
sent par une droite fixe D, et les plans polaires d’'un point P' de la droite D
passent par une droite D’ sur laquelle se trouve le point P. La sphére dé-
crite sur PP’ comme diamétre coupe orthogonalement les spheres de la série.

Enfin la droite PP’ touche aux points P et P! deux sphéres de la série.

15° On considére une série de spheéres ayant trois & trois le méme axe ra-
dical et I'on propose de démontrer les propriétés suivantes :

Il y a dans la série une infinité de sphéres de rayon nul ou points limites;
ces points sont situés sur la circonférence d’'un cercle C.

Si d’un point de l'axe radical commun on meéne des plans tangents aux
spheres de la série, les points de contact sont sur une sphére passant par
le cercle C et coupant orthogonalement les spheéres de la série.

Les plans polaires d’un point P relativement aux sphéres de la série pas-
sent par un point fixe P/, et les plans polaires du point P' passent par le
point P. La sphére décrite sur PP! comme diamétre coups orthogonalement
toutes les sphéres de la série.

Enfin la droite PP’ touche aux points P et P’ deux sphéres de la série.
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SURFACES.

CHAPITRE PREMIER

TANGENTE ET PLAN TANGENT.

63. Tangente. — Soit M un point quelconque d’une courbe, ses
coordonnées z, ¥, % pourront étre considérées comme des fonc-
tions d'une méme variable indépendante w. Appelons Az, Ay, Az
les accroissements de ces coordonnées qui correspondent & un
accroissement Aw de la variable w ; les coordonnées nou-
velles £ -+ Az, y -+ Ay, 3} Az définiront un autre point M' de la
courbe, et la sécante MM' sera représentée par les équations

X—r Y—y Z—z
Az~ Ay Az
Aw Aw Ao

Lorsqu’'on fait tendre A w vers zéro, la sécante devient la tan-
gente a la courbe, au point M ; les équations de cette tangente
sont donc

X—2z Y-— Z—z
) =—¥_27F,
x Yy P

r

en représentant par £, ', %' les dérivées des fonctions z, y, % par
rapport a w.
Supposons que la courhe soit définie par deux équations

® f(z, y,2)=0 @) F(x,y,2)=0
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PLAN TANGENT 3

entre les coordonnées z, ¥, % ; en appliquant la régle des fonc-
tions composées, on aura entre les dérivées &', ¥/, z' les relations

@ 2f,+yf,+2f,=0 () 2F,+yF,+%F,=0,

qui feront connaitre des valeurs respectivement proportionnelles
a ces dérivées. En portant ces valeurs dans les équations (1) on
aura les équations de la tangente.

Aulieu d'opérer de cette maniére, il est évident qu’on arrivera
au méme résultat en remplacart, dans les équations (4) et (5), les
dérivées &', y', 2’ par les différences X — 2, Y —y, Z — z aux-
quelles elles sont respectivement proportionnelles, d’apres les
équations (1).

Les équations de la tangente sont donc

©) (X—=2)f, +(Y—=y)f, +(Z—2)f,=0
(1) (X — )F, 4 (Y —y)F, 4 (Z — z)F,=0.

64. Plan tangent. — Soient
[(X,Y,2)=0

I'équation d’une surface donnée S et, sur cette surface, une
courbe MA passant par le point M(z, y, z).
Si I'on associe & I'équation précédente I'équation

F(X,Y,Z)=0

d’une surface S' passant par la courbe MA, la tangente au point M
de cette courbe sera représentée par les équations (6) et (7).

Faisons varier la fonction F de maniere que la surface S' passe
toujours par le point M, nous obtiendrons, sur la surface S, des
courbes passant par le point M, et comme I'équation (6) ne change
Pas, les tangentes au point M de toutes ces courbes sont situées
dans le plan représenté par I'équation (6). Ce plan est dit tangent
au point M de la surface S.

Théoréme. — Le lieu des tangentes menées, en un point M, &
toutes les courbes tracées sur une surface et passant par ce point,
est en général un plan.
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Remarque. — Le théoréme précédent cesse d’étre vrai quand,
pour un point M de la surface, on a en méme temps

f; =0 f;’ =0 f: =0.
Nous dirons plus loin quelques mots de ces points particuliers.

65. L’équation (6) du plan tangent peut étre mise sous une
forme plus simple.
Rendons homogéne la fonction f en y remplacant x, y et 2

Ty % .
par '3 et s puis posons

T %
t"'f<f' 5.2 =9(2,Y 5 1t);
t
nous aurons 'identité

x?;—l-y?;—{—zq);—l—ttp;’:’-:mg)(x, Y % t)‘

Pour t=1, la fonction ¢(z, y, %, t) devient f(z, y, %), et par
suite elle s’annule ; les fonctions ‘P'x' qz;’ cp; deviennent f;» f;» f;
Quant & la valeur que prend alors ,» nous conviendrons de la

7 . ! .
désigner par f,. Nous aurons alors la relation

ofy+yfy,+2f,+ =0,

et 'équation du plan tangent prendra la forme suivante :
Xfo+ Y1, +2f+T=0;

on devra toujours poser T=1{=1,

66. On peut obtenir immédiatement I'équation du plan tangent
sous cette forme, quand I'équation de la surface est algébrique et
de forme entiere.

Soient z, ¥, 2 les coordonnées d'un point M de la surface S,
et X, Y, Z celles d’un point quelconque d’'une sécante passant
par le point M,

Les coordonnées «, £, v d'un des points M’ ol la sécante ren-
contre de nouveau la surface pourront étre représentées par les
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formules

« _ B __ v _ & |
lx+yX—7\y+pY_7\z+pZ—)\t+yT

pourvu que I'on convienne de faire t="T =6 =1 dans les résul-
tats que nous allons obtenir.

Cela possé, soit
f(x, 9,3 t)=0

Yéquation rendue homogéne de la surface, les valeurs de A et de
qui correspondent aux points olt la sécante rencontre la surface
satisferont a I'équation

Oz~ pX, Ay +¢Y, Ax+4pZ, M+ T) =0.

En développant et remarquant que pour =1 le coefficient
f(z, y, %, t)du premier terme du développement est nul, I’équation
précédente devient

R LAY, 24T
8 m—2 2 , ) ] o
+ s (X Y1201+ =0,

Pour que la sécante touche au point M une courbe tracée sur
la surface et passant par ce point, il faut et il suffit que ’équation
précédente admette la racine double p. =0 ; on doit donc avoirla
relation

X[+ Yf,+2f,+Tf,=0.

Cette équation, aprés qu’on y a fait T—=¢t=1, représente un
plan qui contient les tangentes au point M de toutes les courbes
tracées sur la surface et passant par ce point, c’est-a-dire le plan
tangent.

67. Points multiples. — Lorsqu’une droite quelconque L pas-
sant par le point M rencontre une surface algébrique S en m
points dont p coincident avee le point M, on dit que ce point est
multiple et d’ordre p.
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Si I'on n’a pas simultanément
(9) fz=0 fy;=0 fz=0 ft=o’

I'équation (8) n’admet qu'une seule fois la racine p=0, quand
X, Y, Z restent arbitraires; le point M est simple.

Si au contraire les équations (9) sont vérifiées, I'équation (8)
admet la racine . = 0 avec le degré deux de multiplicité, le point M
est un point double.

Pour que la sécante L touche, au point M, une courbe tracée
sur la surface et passant par ce point, il faut et il suffit que I'équa-
tion (8) admette la racine triple =0 on doit donc avoir la re-
lation

(Xf+Yf, +2f,+1f,)P =0.

Nous verrons plus tard que cette équation, aprés qu'on y a
fait T =t=A\, représente un cone du second ordre.

Si les coordonnées du point M annulaient & la fois les dérivées
partielles du premier ordre et celles du second ordre de la fone-
tion f(Z, ¥, %, ), cepoint serait triple, et le lieu des tangentes au
point M de toutes les courbes tracées sur la surface et passant
par ce point serait un cone du troisiéme ordre.

Plan tangent a I'origine.

68. Théoréme. — Quand une surface algébrique passe par Uori-
gine, I'équation du plan tangent en ce point s'obtient en égalant &
zéro les termes du premier degré dans U'équation de la surface mise
sous forme entiére.

Nous supposons ici que, dans I'équation de la surface, les
termes de moindre degré sont du premier degré; c'est le seul
cas que nous examinerons.

En groupant ensemble les termes de méme degré, I'équation de
la surface prendra la forme

ch(x; yr z)+?m—i(x’ Y, z)+ L '+?l(‘x' Y, z)=0'
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Soient

z y %
10 T_y_5_
(10) Z =7 p

les équations d'une droite L passant par l'origine ; les valeurs de p
qui correspondent aux points ot cette droite rencontre la surface
seront les racines de I'’équation

pmom(a, by )4« « . +pyy(a, by ¢)=0.

Pour que la droite L touche, & l'origine, une courbe passant
par ce point et tracée sur la surface, il faut et il suffit que I'équa-
tion précédente admette la racine double p =0, c¢’est-a-dire que
Ton ait

(11) ?1(0, b, ¢)=0.

En éliminant @, b, ¢ entre les équations (10) et I'équation (11),
on aura, pour représenter le lieu des droites L jouissant de cette
propriété ou le plan tangent a 'origine, 1'équation

‘?1(97, Y, Z):O.

Le théoréme énoncé est donc démontré.

Plan tangent aux surfaces du second ordre.

69. Pour abréger le langage, nous désignerons souvent une
surface du second ordre sous le nom de quadrique.
L’équation générale d'une quadrique, rendue homogéne, est

f=Ax2+Ay2+A"22{2Byz42B'22+42B"xy
+2Czxt4-2Cyt+2C"2¢ 4+ Di2=0;

pour ces surfaces, I'équation
(12) Xf,+Yf,+Zf+Tf;=0

du plan tangent au point M (z, ¥, %) peut étre écrite de la ma-
niére suivante :

afy 4 ylytaf g4ty =0.
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70. Probléme I. — Etant donnée l'équation d’un plan
aX+bY+c¢Z+4dT=0,

exprimer que ce plan est tangent & une quadrique donnée.

Pour exprimer que le plan considéré est tangent & une qua-
drique, il suffit d'identifier son équation avec I'équation (12), ce qu
donne les équations de condition

3

=7=2),

Sl

o f:
T

ol A représente une inconnue auxiliaire.

Comme le point de contact M est sur la surface, la fonc-
tion f(z, y, %, t) est nulle pour =1, ou, ce qui est la méme
chose, on a

af o+ yfy+af,411,=0,
équation qui devient

(14) ar+bytczt+dt=0,

en tenant compte des relations (13).
I reste & éliminer z, y, %, t, A entre les équations (13) et (14), ou,
en développant, entre les équations

Az+4+B'y4Bz4+Ct—ar=0
B'z+A'y+B s+-Ct—br=0
Bz+4+By+A2+Ct—¢r=0
Cz+Cy+C'z24+Dt—dr=0
az+by+tezs-+dt =0

Représentons par H le discriminant de la fonction f, c'est-a=
dire posons

A B B C
H—|B" A" B C
B B A C
C ¢ D
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le résultat de cette élimination sera

o=
> &

==0.

o8

Remarque. — Le déterminant U est un invariant, car il est le
discriminant de la fonction

1@, y, % t)+2)\(az + by 4 a4 dt)
des cinq variables z, y, %, t, A.
71. Probléme II. — Etant données les équations d'une droite

P=aX+bY+4cZ+dT=0
P=dX+4bY+cZ4dT=0

exprimer que cette droite est tangente & une quadrique.

Soient x, ¥, % les coordonnées du point de contact; le plan tan-
gent a la surface en ce point aura pour équation

Xf,+Yf,+2f, +Tf, =0.
Ce plan devant contenir la droite donnée sera aussi représenté
par 'équation
2(AP4X¥P')=0;
on aura donc les relations
#5) fy=206+Na) f,=2004NV) fy=20c4+N¢) f;=20d+Nd).

A ces relations il faut j oindre les suivantes:

(16 az+bytcztdt=0
) dx+bytcz+dt=0

qui expriment que le point de contact est sur la droite, et aussi
sur la surface, si I'on tient compte des relations (15). On obtien-
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dra la relation cherchée en éliminant z, ¥, 3, t, A, X' entre les
équations (15) et (16); cette relation est

P a o d
H . b v
e ¢
d a|="

a b c¢cd 00
ab ¢ d 0o

Remarque. — Le déterminant V est un invariant, car il est le
discriminant de la fonction

f@,u,2,t)+2x(ax 4 by +cz4dt)+ 2N @z b'y--c'z-4-d7)
des six variables z, y, %, t, A, X.
72. Probléme III. — Etant données les équations d’une droite
P=0 P =0,

reconnaltre si cette droite rencontre une quadrique en des points
réels ou imaginaires.

Les deux points de rencontre étant confondus quand la fonc-
tion V est nulle, on prévoit que, les deux points ne coincidant
pas, leur nature dépendra du signe de cette fonction; comme
cette fonction est un invariant, elle conservera son signe si l'on
prend la droite donnée pour axe des x, c’est-a-dire si I'on pose

a=c¢=d=0 et ¢ =b=d=0,

On a alors
V=1b2c?(AD —C?).

D’un autre co6té, les abscisses des points ou I'axe des z ren-
contre la quadrique sont les racines de 1'équation

Az24+2Cz+D=0.

Elles sont réelles ouimaginaires suivant que le binéme C2 — AD
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est positif ou négatif; donc les points de rencontre de la droite et
de la quadrique

réels } s lon a{ V<0

seront { imaginaires | V>0

NORMALES.

73. Définition. — On appelle normale la perpendiculaire & un
plan tangent menée par le point de contact.

Le point ou la normale rencontre la surface a angle droit estle
pied de cette droite, ou encore son point d’incidence.

Les coordonnées étant rectangulaires les équations de la nor-
male ayant pour point d'incidence un point M(z, y, %) sont

X—2t Y—y Z—zx

fg f’ f;
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GENERATION DES SURFACES.

74. Quand une surface est définie par une propriété géomé-
trique commune & chacun de ses points, on obtient son équation
en traduisant, a 'aide des symboles de 1’Algébre, cette propriété
géométrique.

C’est ainsi que nous avons pu écrire immédiatement I'équation
de la sphére.

Dans la plupart des cas, une surface est considérée comme le
lieu des positions occupées par une courbe qui se déplace et se
déforme d’aprés une loi déterminée.

Cette courbe est appelée la génératrice de la surface.

Onreconnait que la loi de déformation et du déplacement de la
génératrice est déterminée lorsque ses équations ne contiennent
qu'un seul paramétre arbitraire.

11 est facile de voir qu'une courbe dont les équations contien-
nent plus d’un paramétre arbitraire n’engendre pas une surface.

En effet, en profitant de 'indétermination de ces paramétres, on
pourra faire passer la courbe considérée par un point quelconque
de I'espace ; la courbe pourra étre imaginaire pour.les points de
certaines régions de I’espace, mais il existera, en général, d’autres
régions pour tous les points desquelles elle sera réelle.

Par exemple, les coordonnées étant rectangulaires, les équa-
tions

x@_{_yS:R?_a?_YQ 2=r,

ol « et y sont des paramétres arbitraires, représentent des cer-
cles situés sur les sphéres qui ont pour équation

xﬁ_‘_yﬂ_{_zQ:Rﬂ__aQ.

On peut faire passer un de ces cercles par chaque point de
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I'espace intérieur a la sphére de rayon R ayant pour centre I'ori-
gine des coordonnées.

Il résulte de 1a que les cercles considérés n’engendrent pas
une surface mais le solide intérieur & la sphére précédente.

Recherche de I'équation d'une surface.

Nous distinguerons deux cas.

75. Premier cas. — Les équations de la génératrice contiennent
un seul paramétre arbitraire. — Soient

G F(z, 9,2 ¢)=0 Fy(z, y, 2, 2)=0

les équations de la génératrice G ; nous allons montrer qu'on
obtient ’équation de la surface engendrée par cette courbe en
éliminant « entre les équations G.

Nous représenterons par

R Y(z, ¥y, 3)=0

le résultant des équations G.

Soit G, une position de la génératrice pour laquelle a=ua, ;
prenons sur cette courbe un point quelconque M,(z, ¥y, %),
nous aurons

F(zy, Yy, 2, ) =0 Fy(®4, Y1y %1, o) =0.
Ces relations montrent que les deux équations
F(zy, y1, 2y, 0)=0  Fy(24, Y1, 3, 2)=0

ont une racine commune «=ua, ; par suite, les coordonnées du
point M, satisfont a ’équation R,

Ceci démontre que la surface engendrée par la courbe G est
une des nappes de la surface représentée par I’équation R.

Reste a faire voir que tous les points de la surface R appar-
tiennent en général a la surface engendrée par G.

Prenons sur la surface R un point quelconque M'(z', ¥, 2') ;
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comme l'équation R =0 est le résultant des équations G, les deux
équations

F(x" y'v Z,0)= 0 Fi(w” 1/', %, 0‘)=0

auront une racine commune o = «'. Done, par chaque point de la
surface R passera une courbe G ; de plus, cette courbe sera tout
entiére sur la surface R d'aprés la premiére partie de la démons-
tration. Il résulte de 1a que toutes les nappes de la surface R
peuvent étre considérées comme engendrées par la courbe G.

Remarque. — Cette conclusion peut étre en défaut, par exemple
quand la valeur « =o' est imaginaire pour tous les points d'une
nappe de la surface R ou pour des points particuliers de cette
surface. Elle peut encore étre en défaut si le paramétre «,
d’aprés la nature du probléme, ne peut pas prendre toutes les
valeurs réelles imaginables.

Nous ne donnerons pas d’exemples de ces cas exceptionnels;
pour les comprendre, il suffira de se reporter aux développements
donnés dans la Géométrie plane (Liv. 11, ch. 1II).

76. Deuxiéme cas. — Les équations de la génératrice renferment
p paraméires. — Soient

G F(2,y,%8 01,09 . . ,00)=0 F(&,9,% 0,0,...,0p)=0

les équations de la génératrice. Pour que cette courbe engendre
une surface, il faut qu'un seul des p parameétres «;, og, . . .,y s0ib
arbitraire.

Il résulte de cette remarque que les p parameétres doivent éire
liés par p—1 équations de conditions

(1) 9, =0 9o =0 cpp_1=0.

On démontrera comme dans le premier cas que, pour obtenir
I'équation de la surface il faut éliminer les p paramétres entre les
équations G de la génératrice et les relations de conditions (1).

77. Dans les applications, on définit ordinairement la loi sui-
vant laquelle la génératrice se déplace et se déforme en I'assu-
jettissant a rencontrer des courbes fixes, que 'on nomme direc-
trices.
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Soient

(2) f(z,y, s)=0 fi(‘”’ y,2)=0

les équations d’une directrice ; on exprimera que la génératrice
rencontre la directrice en écrivant que les quatre équations (G)
et (2) sont vérifiées par un méme systéme de valeurs de x, ¥, %,
c’est-a-dire en éliminant z, y, 2 entre ces quatre équations. On
obtiendra ainsi une seule relation de condition entre les para-
meétres oy, og, « « «, tp.

En résumé, lorsque les équations de la génératrice renferment
p parameétres, il faut, pour que cette courbe engendre une sur-
face, 'assujettir a rencontrer p — 1 directrices.

Nous allons appliquer les considérations générales que nous
venons d’exposer a la recherche des équations de quelques sur-
faces.

Surfaces cylindriques.

78. Définition. — On appelle surface cylindrique ou cylindre
une surface engendrée par une droite qui se meut en restant cons-
tamment paralléle & une direction donnée D et en satisfaisant &
une autre condilion quelconque.

Soient
P=0 Q=0

les équations de la droite D ; les équations d’une génératrice G
seront de la forme

G P=« Q=p.

La droite G devant engendrer une surface, les paramétres « et 8
seront liés par une relation

® ?(a) B)=0.

On aura I'équation de la surface en éliminant « et g entre les
équations (G) et (3), ce qui donne 'équation

o(P, Q)=0.

De cette équation on déduit le théoréme suivant:
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Théoréme I. — Le premier membre de Uéquation générale d’'un
cylindre est une fonction de deux fonctions du premier degré.

79. Réciproquement, toute équation de la forme
@ ?(P, Q)=0
représente en général un cylindre.
Considérons en effet la droite G ayant pour équations
G P=a« Q=§;
si 'on assujettit les paramétres «, p & satisfaire a I'équation

? (2, p) =0,
cette droite G engendrera un cylindre dont les génératrices seront
tout entiéres situées sur la surface I représentée par l'équa-
tion (4); ce cylindre fera donc partie de la surface Z.

Maintenant le cylindre compose toute la surface =. Soient en
effet P', Q' les valeurs que prennent les fonctions P et Q quand
on y remplace &, y, z par les coordonnées z', y', 3 d'un point
quelconque M' de la surface =, on aura

?(F, Q) =0,
et en prenant « =P', g =, la droite G' qui a pour équations
P=P Q=0
passera par le point M'. Le point M' est donc sur le cylindre.

80. Théoréme II. — Le plan tangent en un point d'une géné-
ratrice d’un cylindre est tangent en tous les points de cette généra-
trice.

Pour faciliter la démonstration, prenons I'axe des z paralléle
aux génératrices du cylindre, I'équation de cette surface sera

f(z, !/)=0»

et celle du plan tangent au point M(x, ¥, %) sera

(X—a)f,+(Y—9)f,=0.
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Cette équation ne changeant pas quand le point M se déplace

sur la génératrice passant par ce point, car x et y restent alors
constants, la proposition est démontrée.

Théoréme III. — Le eylindre qui a pour directrice une courbe
plane d’ordre m est une surface du méme ordre.

Car si I'on prend le plan de cette courbe pour plan des 2y et
I'axe des 2 paralléle aux génératrices du cylindre, I'équation

flz, y)=0

de la courbe plane sera aussi celle du cylindre.

81. Marche a suivre pour trouver l'équation d’un cylin-
dre. — Soient

D f=0 f,=0

les équations de la directrice du cylindre. Nous prendrons les
équations de la génératrice sous la forme

X—2 Y—y Z—z

G a b ¢

Py

ou a, b, ¢ sont des constantes.

Pour exprimer que la génératrice rencontre la directrice, on
remplacera X, Y, Z, dans les équations (D), par leurs valeurs en
fonction de p tirées des équations G, et I'on éliminera p entre les
deux équations ainsi obtenues. Soit

¢(z,y, 2)=0

le résultat de cette élimination ; ’équation précédente sera celle
du cylindre, car z, y, z sont les coordonnées d’un point quelconque
de la génératrice G.

Exemple. — Trouver I'équation du cylindre ayant pour section
droite la courbe représentée par les équations

Xe Y: Ze
D a2 "2 2
aX +BY+yZ=0

Nous supposerons les coordonnées rectangulaires.

=1
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La génératrice qui est perpendiculaire au plan représenté par
la deuxiéme des équations (D) a pour équations

X—2_ Y—y Z—z _
« B "

a, B, y désignant les cosinus des angles que cette droite fait avec
les axes de coordonnées.

En exprimant que la génératrice rencontre la directrice D, on
obtient les deux relations de condition

( ;a>’+(yt§m2_(z+ﬂ>2_1=0

a c?

wg-+By+15+p=0,

entre lesquelles il faut éliminer p.
L’équation du cylindre est done

(@—Pa | ()—PE}_(—Pr2_,_,

a? b2 c
en posant
P=ux+py+y2.
Surfaces coniques.
82. Définition. — On apj;elle surface conique ou come une sur-

face engendrée par une droite qui se meut en passant constamment
par un point fixe S et en satisfaisant & une autre condition quel-
conque.

Le point fixe S est le sommet du cone.

Soient xy, Yo, %, les coordonnées du sommet S; les équations
d'une génératrice G seront de la forme

G T—xy=0a(%3—2%)) Y—Yo=1P8(2—1%).

La droite G étant encore assujettie & une condition, les para-
meétres «, § seront liés par une relation

(®) ¢ (e, p)=0.
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On aura I'équation du céne en éliminant « et B entre les équa-
tions (G) et (5), ce qui donne 'équation

T—2xy Y—1Yo

9( T—% Yl ) —0.
5—2% %—7%

De cette équation on déduit le théoréme suivant :

Théoréme I. — Le premier membre de Uéquation générale d’'un
cone ayant pour sommet le point S(Zy, Yo, %), €st une fonction
homogéne des différences x — g, Yy — Yo, % — %o-

83. Réciproquement, toute équation de la forme

©) 9(”;“0 ?/;y_f’):o

Z—2%y B—7%
représente en général un cone.
Considérons en effer la droite G ayant pour équations
G T—2p=u(2—2%) Y—Yo=0(Z—%);
si 'on assujettit les paramétres « et p a satisfaire a I'équation
o(e, p)= 0,

cette droite G engendrera un céne dont les génératrices seront
tout entiéres situées sur la surface X représentée par ’équa-
tion (8) : ce cone fera done partie de la surface Z.

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, que ce céne
compose toute la surface Z.

84. Remarques. — 1° Quand le sommet du cone est a’origine,

I'équation (6) devient
Z Y\ _ .
o(51)=0

elle est homogéne par rapport aux coordonnées x, Y, %.

2° Soient
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les équations de trois plans formant un véritable triédre dont
nous désignerons le sommet par S; I'équation

f(P, Q, R)=0

homogeéne par rapport aux fonctions P, Q, R représentera un
cdne ayant pour sommet le point S.
On démontrera ce théoréme comme au paragraphe 83, en
posant
P=«R Q=¢R

et assujettissant a, B a satisfaire a la relation

f(a, B, 1)=0.
85. Théoréme II. — Le plan tangent en un point d'une généra-
trice d’'un cone est tangent en tous les points de cette génératrice.

Pour faciliter la démonstration, nous prendrons le sommet du
cone pour origine ; I'équation de cette surface sera

f(z,y, ) =0,

la fonction f étant homogéne par rapport aux coordonnées z,y, 2.
L’équation du plan tangent au point M(z, y, 2) du cone est

Xfo+Yf,+2Zf,=0;

comme les coefficients f;, f; R f'z sont des fonctions homogénes
de z, y, %, I'équation du plan tangent ne change pas quand le
point M se meut surla génératrice oM, car les coordonnées z, y, %
varient proportionnellement ; la proposition est donc démontrée.

86. Marche & suivre pour trouver ’équation d'un céne. —
Soient

D f(X,Y,2)=0 f,(X,Y,2)=0

les équations de la directrice du céne. Appelons o, Yo, % les coor-
données du sommet S ; X, Y, Z celles d’un point A de la courbe D,
et x, y, % celles d’'un point quelconque M de la génératrice SA;
on aura

X Y Z i

Xt +@ oty etz At1
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En remplacant, dans les équations (D), les quantités X, Y, Z

par leurs valeurs tirées des relations précédentes, on obtiendra
les deux équations

A2 Moy Az4-2\

f( )\il—i ’ xiH A1 )—0
12 Moty AH+1Y\

f‘( A1 a1 a1 )‘0'

Pour avoir I’équation du cone, il restera a éliminer A entre les
équations (7).

(7)

Remarque. — Quand le sommet du cdne est & I'origine, les
équations (7) deviennent

YA\ _
r(3.42)=o0
Ty 3\ _
fi(?az’i>‘—0;
en posant t =241,

On peut donc énoncer la régle suivante .

Régle. — Pour trouver Uéquation d'un cone ayant son sommet &
Vorigine, on rend homogeénes les équations de la directrice en y
x z I R
7 :fy ' et Uon élimine le paramétre t enire
les équations ainsi obtenues.

remplacant X, Y, Z par

Cas particulier. — Supposons que, le sommet étant toujours
a l'origine, la directrice du cdne soit la courbe d’intersection d’une
surface d’ordre m par un plan.

Dans I'équation de la surface groupons ensemble les termes du
méme degré; les équations de la directrice seront

D 1?m+?,,,_1+- e =0
ur+vyFwz=1.

En appliquant la régle précédente, on obtient pour représenter
le cone I'équation

9+ Wz oy +wie, , +@ztvytwate, ,+...=0.
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On voit que, pour obtenir I'équation du cone, il suffit de multi-
plier les termes de I'éjuation de la surface par des puissances
de ux-+ovy-+wz telles, guaprés cette multiplication tous les
termes soient du méme degré.

Corollaire. — Le cone ayant pour directrice une courbe plane
d’ordre m est une surface du méme ordre.

Exemple. — Trouver 'équation du cone ayant pour sommet un
point S(Zo, Yo, %) et pour directrice la section d'une sphére par un
plan P.

Nous prendrons pour axes de coordonnées trois diamétres rec-
tangulaires de la sphére, le plan oz étant perpendiculaire au
plan P.

Les équations de la directrice du cone rendues homogénes
seront

X2 Y2 |-Z2—R2T?
«X+yZ+hT=0,

En appelant X, Y, Z les coordonnées d’un point A de la direc.
trice, et z, y, % celles d'un point quelconque M de la généra-
trice SA, on aura

X Y _ z T
Ao+ dyo+y Azo-+x Aoht

Substituons ces valeurs de X, Y, Z, T dans les équations de la
directrice et posons { = t, =1, nous aurons les deux équations

Otg-2)2 0o -+9)2 4 020 F-2)2 = R2(A - 1)2
Mao~+y2+ ) a1+ h=0

en're lesquelles il faut éliminer A.
On trouve ainsi, pour représenter le cone, I’équation

by (@2, —220) +1(@ — 2) I + [a(y %o — 240) + Y (¥ 20 — 240)+ (g —20)]*
Fla(38—2 %) + h(z — 5) F=R*[a(x — L) + 1 (3— %) ]*

Surfaces conoides.

87. Définition. — On appelle surface conoide ou simplement co-
noide une surface engendrée par une droite qui se meut en restant
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paralléle & un plan fixe, s’appuyant sur une droite donnée et en
satisfaisant & une autre condition quelconque.

Le plan fixe est le plan ‘directeur du conoide ; quand la direc-
trice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur, le conoide
est droit ; il est oblique dans le cas contraire.

Soient

P=0 Q=0

les équations de la directrice rectiligne A et

R=0
celle du plan directeur. _
Les équations de la génératrice G seront de la forme

P=«(Q R=g¢.

La droite G étant encore assujettie & une condition, les para=
métres «, B sont liés par une relation

o(x, 8)=0,

et le conoide aura pour équation

(5 m)=0

De cette équation on déduit le théoréme suivant :

Théoréme. — Le premier membre de I'équation générale d'un
conoide est une fonction de trois fonctions linéaires P, Q, R dont

deux n’entrent que par leur rapport P

Q
Réciproquement, foute équation de la forme

(G-

représente un conoide.

Considérons en effet la droite G ayant pour équations

P=eQ R=§;
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si 'on assujettit les paramétres « et p a satisfaire a 'éyquation
(P(d" p) =0,

cette droite engendrera un conoide dont les génératrices seront
tout entiéres situées sur la surface X représentée par I'équation (8);
ce conoide fera donc partie de la surface Z.

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, que le conoide
compose toute la surface Z.

Remarque. — Quand on prend la directrice rectiligne A pour
axe des z et le plan directeur pour plan des xy, I’équation du co-

noide prend la forme
y
] < 2z’ z> =0.

Exemple. — Trouver U'équation du conoide droit circonserit a
une sphére.

Nous prendrons pour axes de coordonnées trois diamétres rec-
tangulaires de la sphére, 1'axe 0z étant paralléle a la directrice
rectiligne A et I'axe oz perpendiculaire a cette droite.

Si a représente la distance de I'origine a la directrice A, les
équations de cette droite seront

r—a=0 y=0.
La génératrice G a pour équations
y=ce{x—a) 2=r.
En exprimant que cette droite rencontre en deux points confon-
dus la sphére
xQ_l_yQ_l_zQ:RQ’
on obtient la relation de eondition
«2(a2 4 y2

Le conoide est donc représenté par 1'équation

R2) 442 —R2=0.

(@ +a*—R?)y2 4 (3 — R2)(z — a)2 =0
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On démontre facilement que la projection de la courbe de con-
tact du conoide et de la sphére sur le plan directeur zoy est un
cercle double décrit sur 0 A comme diamétre et que sa projection
sur le plan zox est une parabole.

Surfaces de révolution.

88. Définition. — On appelle surface de révolution une surface
engendrée par la rotation d’'une courbe autour d’un axe fixe auquel
elle est liée invariablement.

Tout plan passant par ’axe de révolution est un plan méridien ;
ces plans coupent la surface suivant des
. courbes évidemment égales entre elles et
appelées méridiennes.
Tout plan perpendiculaire & ’axe coupe
la surface suivant des cercles ayant leur C\
centre sur cet axe et qu'on appelle des
paralléles. \

De cette propriété résulte un nouveau
mode de génération qui se préte plus fa-

cilement que le précédent a la recherche \
de I'équation générale des surfaces de révo-
lution. Fig. 22.

Une surface de révolution peut étre consi-
dérée comme engendrée par un cercle de rayon variable, dont
le centre décrit une droite, dont le plan reste perpendiculaire &
cette droite et dont la circonférence s'appuie sur une direcirice
donnée.

Dans la recherche de I'équation d’une surface de révolution,
nous distinguerons deux cas.

89. Premier cas. — Les coordonnées sont rectangulaires et
Paxe de révolution coincide avec 03. — Un paralléle se projette

sur le plan £ oy suivant un cercle ayant pour centre 'origine ; ses
équations seront donc de la forme

G 24 y2=g?* LZK
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En exprimant que le paralléle rencontre la directrice donnée,
on obtiendra la relation de condition

¢(x, y)=0.

Si I'on élimine « et y entre cetie équation et celles de la gé-
nératrice on aura, pour représenter la surface de révolution,

I'équation
¢(a?+y2, 2)=0.

Cas particulier. — Supposons quela directrice soit une courhe
plane située dans le plan méridien zox, ses équations seront

y=0 f(x, z)=0.

En exprimant que le paralléle G rencontre cette courbe, on

f(\/;! Y) =0;
I'équation de la surface de révolution est donc
"(\/w2_l_y2’ Z) =0.

On voit que, dans le cas particulier que nous examinons, il
suffit, pour avoir ’équation de la surface de révolution, de rem-

obtient la relation

placer x par \/22--y2 dans I’équation de la méridienne.

Exemple. — Trouver Uéquation du tore, c'est-a-dire de la sur-
face engendrée par un cercle tournant autour d'un axe situé dans
son plan.

Prenons pour plan des #& un plan méridien qui coupera la sur-
g facesuivantdeux

cercles égaux G,

C;l'axedeszsera

I'axe de révolu-

tion, l'axe des x

la droite CC' et

¢ 0 C / laxe des y une

perpendiculaire

‘ au plan z0x me-
y 23.

néeparlemilieno

Fig, de CC'.
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Les équations du cercle C seront
y=0 (z—c)2+42*=R2,
et celle du tore

(Va2 fy2—e)* 22 =Re,

ou bien
(22 ty2 22— R =4 (a2 + ),
Le tore est donc une surface du quatriéme ordre.

90. Deuxiéme cas. — Les axes de coordonnées et I'axe de révo-
lution sont quelconques. — Soient

T—xy Y—Yo_ 5—%
a b ¢

les équations de I'axe de révolution.

Pour représenter un paralléle nous le regarderons comme la
courbe d’intersection d’'une spheére ayant son centre au point
A(zo, Yo, %) de 'axe de révolution, par un plan perpendiculaire
a cet axe.

Posons

o=1a2+y2+}+ 224 2yzcosr +2zxcosu |-2xycosv;

les cosinus des angles que I'axe de révolution fait avec les axes
de coordonnées seront respectivement proportionnels a

! ! ’

P Ps P

et la direction d’'un plan perpendiculaire a cet axe sera définie
par I'équation

! ! 1
P:x?a+y‘?b+ zq‘c:O'
Les équations d’un paralléle sont donc
=« P=g;

S représentant le premier membre de I'équation d’une sphére
ayant son centre au point A de I'axe de révolution.

U

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



98 LIVRE 1Il. — CHAPITKE II

En exprimant que le parallele rencontre la directrice donnde,
on obtiendra la relation

f(a, 8)=0,
et '’équation de la surface de révolution sera
f(S, P)=0.

De cette équation on déduit le théoréme suvivant :

Théoréme I. — Le premier membre de I'équation générale d’une
surface de révolution est une fonction d'une fonction lincaire P <t
du premier membre S de I'équation d’une sphére.

91. Réciproquement, toute équation de la forme
) (s, P)=0

représente une surface de révolution, S et P ayant les significations
indiquées plus haut.

Considérons en effet la courbe G ayant pour équations
G S=« P=g.

Quand«et B varient la premiére des équations(G) représente des
sphéres ayant yn centre commun A et la seconde des plans paral-
leles a celui qui a pour équation P=0. Il résulte de la que les
équations G représenteront des cercles ayant leurs centres sur la
perpendiculaire abaissée du point A sur le plan P, c’est-a-dire
sur une droite fixe; les plans de ces cercles sont d’ailleurs per-
pendiculaires a la droite fixe.

Cela posé, assujettissons les paramétres « et § & satisfaire a

I’équation
f(e, )=0,

les cercles G engendreront une surface de révolution dont les pa-
ralléles seront tout entiers situés sur la surface = représentée
par P'équation (9) ; cette surface de révolution fera donc partie de
la surface 2.

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, qu'elle com-
pose toute la surface Z.

92. Théoréme II. — 1° Les normales a une surface de révolution
renconirent I'axe de révolution.
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2° Les normales aux différents points d'un méme paralléle ren-
contrent cet axe aw méme point.

1° Prenons pour axe des z I’axe de révolution ; les coordonnées
étant rectangulaires, ’équation de la surface pourra étre mise
sous la forme

en posant u —x2 -} y2.
Ona

fo=—2x¢'(u) f,=—2y¢'(u) [,=1;

les équations d’une normale au point M(z, y,z) de la surface

sont donc
X—z Y—y Z-—3

2y (u)  299(w) —1

Cette droite rencontre ’axe des %, car si I'on fait X =Y =0
dans ses équations, elles donnent pour Z la méme valeur

1
ERRETION

2° Quand le point M se déplace sur le paralléle Z =z, le point
de rencontre de la normale avec I'axe 0% ne change pas, car z
reste constant ainsi que  qui représente le carré du rayon du
paralléle.

Réciproquement, toute surface telle que ses normales rencontrent
une méme droite L est de révolution.

Soient C la section de la surface par un plan P perpendiculaire
a la droite L, et O le point ol ce plan
rencontre L.

Par hypothése, la normale a la sur- N

face en un point M de la courbe C \
rencontre la droite L, en un point A. TN~
Cette normale MA est perpendiculaire ¢ \
a la tangente MT ala courbe C, et AO NN T
est perpendiculaire sur le plan de cette _l_ M
courbe ; donc, d’apres le théoréme des _
trois perpendiculaires, OM sera nor- L
mal au point M a la courbe C. Fig. 2%

Il résulte de la que la courbe C est un cercle, car les nor-
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males en ses différents points passent par un méme point O.

La surface qu'on peut considérer comme engendrée par les
cercles C est donc de révolution.

Pour compléter cette démonstration, il faut faire voir qu’une
courbe C dont les normales passent par un point fixe O est un
cercle.

Prenons le point fixe O pour origine des coordonnées rectan—
gulaires ; 'équation d'une normale au point M(z, y) de la courbe G

sera

Y—yz—i,(X—x),

Yz

Cette droite devant passer par l'origine, on aura la relation
Yy, +2=0,
d’ot 'on déduit 'équation
x2 + y? — R¢?
qui représente un cercle.

93. Surface gauche de révolution. — Cette surface est engen-
drée par une droite L tournant autour d'un axe auquel elle est lice
variablement.

Soit D une position particuliére de la droite mobile ; nous
prendrons pour axe des z'axe de révo-
lution, pour axe des x la perpendicu-
laire commune 0 A aux deux droites 0z,
D, et pour axe des y une perpendicu-
laire au plan zoz.

Les équations de la droite D seront

D r=a y=msz;

a désignant la plus courte distance des
droites 0% et D.

Un paralléle de la surface a pour
équations

Fig. 25. G r=vy .'172.—{—3/2:(1-

En exprimant que ce paralléle rencontre la directrice D, on
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obtiendra la relation
a2+ m2yd=uq;

il restera a éliminer « et y entre cette relation et les équations G,
ce qui donne I'équation

224 yr —m2z2=qe.

La surface est du secona orare et a pour méridienne une hyper-
bole ayant oz pour axe réel et 0z pour axe imaginaire ; elle peut
étre considérée comme engendrée par une hyperbols tournant
autour de son axe imaginaire. On la désigne sous le non de sur-
face gauche de révolution ou d’hyperboloide de révolution & une
nappe.

94. Equation générale des cones de révolution. — Soient
S(Zo, Yo, %) le sommet du cone ot

A S

X—xO_Y—yO_Z—zo
a b T ¢
les équations de l'axe de révolution SA. .
Sur la génératrice SG prenons un point '
quelconque M(x,y,%), les parametres direc~
teurs de cette droite seront respectivement

proportionnels aux différences
Fig. 2¢

Tr— Xy Y—1Y 22— Zo.

En exprimant que I'angle ASG a une valeur constanie 8, on
obtiendra pour représenter le cone I’'équation

[a(@—2) +b(y—po) +e(3—2)
a4+t

Interprétée géométriquement, cette équation donne le théoréme
suivant :

[@—z)*+ (y—yof + (3—2)]cos* 0 =

Théoréme. — Dans un cone de révolution le rapport des dis-
tances d’un point de la surface au sommet et & un plan mené par le
sommet perpendiculairement & I'axe, est constant.

95. Equation générale des cylindres de révolution. — En
exprimant que la distance d’un point quelconque du cylindre a
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I'axe de révolution a une valeur constante R, on obtient immé-
diatement, pour représenter le cylindre, I'équation

. [ale—z)+b y—y,) +c(2—2)]*

=R¢%;
a+ b+

(z—2)Y + (1 =) + (2—z,)

les équations de 1'axe de révolution étant

T—xo_ Y—Yo__E—%

a b c

Remarque. — Dans les deux paragraphes précédents on a sup-
posé les axes de coordonnées rectangulaires.

SURFACES REGLEES.

96. Définition. — On appelle surfaces réglées les surfaces engendrées. par
le mouvement d’une ligne droite.

On distingue les surfaces réglées en deux classes, les surfaces dévelop-
pables et les surfaces gauchess

Une surface réglée est dite développable, lorsque toutes ses génératrices
sont tangentes & une méme courbe que 'on appelle Uaréte de rebroussement
de la surface.

La surface est dite gauche quand ses générairices ne sont pas tangentes &
une méme courbe.

Soient

(LY z=at6p y=B8+4bp z=y+4co

les équations d’une droite ; elle engendrera une surface si les paramétres
a, 8, v, 8, b, ¢ sont fonctions d’une méme variable w.

On obtiendra I’équation de la surface en éliminant p et w entre les équa-
tions (L).(0

Si d'un point fixe S on meéne des paralléles aux génératrices d’une surface
réglée, on forme un cdne appelé le cine directeur de la surface.

Quand toutes les génératrices sont paralleles 2 un méme plan, le céne di-
recteur devient un plan et prend le nom de plan directeur.

97. Condition pour qu'une surface réglée soit développable. — Posons
10) p=e(w);

8i, enire les équations (L) et (10) on élimine p et w, on obtiendra entre les
coordonnées z, ¥, z deux équations qui représenleront une courbe C située
sur la surface. Pour que cette surface soit développable, il faut et il suffit
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qu’on puisse choisir la fonction ¢ de maniére que les droites L soient tan-

gentes a la courbe C.
En prenant les dérivées des deux membres des équations L par rapport a w
et considérant p comme une fonction de w on a

#' =o' +d'p4-ap
y=p+bo+0be
=y 4o oes

et les équations de la tangenle au point M(z, y, %,) de la courbe C seront

X—2z Y—y Z—z
(11) .’E’ = yl = Z’ °

Cette droile se confondra avec L si &', ', 2’ sont respeclivement propor
tionnels a @, b, ¢. En appelant g une quantité auxiliaire, on aura donc

alp'—p)tap4a'=0
(12) b(p'—p)+bp+8'=0
clp'—p)+co+1=0.

Ces trois équations du premier degré entre les quantités p etp' — p ne sont
pas compalibles en général ; pour qu’elles le soient, c’est-a-dire pour que la
surface soit développable, il faut que ’on ait

a a o
b v B |=o.
¢ ¢ ¥

Nous désignerons par U le premier membre de cetie égalité.
Celte condition étant remplie, on lire des deux premiéres équations (12)

(13) (ab' — ba')p + aB' — bo' =0

Cette équation fait connaitre la valeur de p qui corresponu au point ou la
génératrice L touche l'aréte de rebroussement.

98. Equation du plan tangent 4 une surface réglée. — Soient M (z,7,3)
un point quelconque de la surface et 8 la valeur de la variable w qui corres-
pond & la génératrice G passant par ce point; nous appellerons ¢ la valeur
de p relative au point M. ’

Si nous posons encore

p=q(w)

1a fonction ¢ étant seulement assujettie & prendre la valeur ¢ pour o =8,
nous obtiendrons, en faisant varier ¢, une infinité de courbes C passant par
le point M et situées sur la surface réglée.

L’é¢quation du plan tangent au point M est de la forme

I X—z)4+m(Y—y)+n(Z—2)=0;
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ce plan devant contenir la tangente au point M de la courbe C, tangeute qui
est représentée par les équations (11), on aura

lz' +my 4+ nz' =0,
c’est-a-dire

Ha't+a'ttat' )+ m(3' 4 bt4+0t')Fn(Y +c't+ct')j=2

Comme cette relation doit &tre satisfaite quand on fait varier ¢ dans les
conditions indiquées plus haut, elle aura lieu quel que soit #, et I'on aura

U+ a't)+m(p +0t)+n(y +¢t) =0
(I) \ la—[—mb—|—nc:0:{

L’équation du plan tangent cherché est donc

X—aqg—at Y—R3—0bt Z—y—ct
(14) o +a't g'4-o't Y4t =0.
a b [

Ce plan contient la génératrice G, car un point quelconque de celte géné-
ratrice a ses coordonnées de la forme

atap  BHb>  yHep.

Aprés qu'on a substitué ces valeurs des coordonnées dans I’équation du
plan tangenti, la premiére ligne et la troisieme ne different que par le fac-
teur p — 1.

99. La direction de ce plan tangent variera en général avec la position
du point de contact sur la génératvice. On voit en effet que I'équation du plan
tangent dépend de f.

Cherchons si, pour certaines surfaces, ce plan tangent peut étre le méme
en tous les points d’une génératrice.

Ajoutons aux éléments de la premiére ligne du délerminant (14) ceux dela
troisiéme multipliés par ¢, I'équation du plan tangent deviendra

X—a Y—p Z—vy
o 4-a't g4t Y +c't|=0.
a b [

En écrivant que, dans cette équation, les coefficients de Y —B el deZ — vy
Jivisés par celui de X — « donnent des quotients indépendants de ¢, on ob-
ticat les relations

cp'—by ey —ci' bo—ap
b —be ~ ac'—ca T ba'—ab”’

ou, en chassani les dénominateurs, les relations

aU=0 pU=0 ¢cU=0.
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comme @, b, ¢ ne sont pas nuls a la fois, on doit avoir U =0 et la surface est
développable.

Théoréme. — Un plan tangent a une surface developpable est tangent en
tous les points de la géndratrice rectiligne qui passe par le point de contact.

Paramétre de distribution. — Plan central. — Point central.
Ligne de striction.

100. Paramétre de distribution. — Soient G et G' deux génératrices d'une
surface réglée qui correspondent aux valeurs w
et w- Aw de la variable indépendante; leurs

équations seront o__z'—._—___(}

G z=atap y=p+bp z=v+0p

et Sk

])“ '\.\
S~
z=at+Aat (a4t Aa)p

G y=B4AB+{b+Ab)p e
z=y+Ay+(c+Ac)p.

Si 'on fait, pour abréger,
A, =bAc—cAd B,=cAa—aAc C,=aAb—bAa

g, =a+Aa b, =b-}+ Ab ¢, =¢+Ac

la plus courte distance d = pp' des deux génératrices G, G' et le sinus de
leur angle ¢ auront pour expressions

gMdatBapFCAy
VAT 4G
VA, + B, +C;

\/a’—i—b’-f-c’ \/af+bf+07

sin p =

Remarguons maintenant que, quand Aw tend vers zéro, les rapports

ont respectivement pour limites les mineurs du premier ordre A, B, Cdu dé-
terminant U relatifs aux éléments «, 8, y'; il en résultera ’

d _Ad+Bp4Cy_ v
S0 VALB+C VAL G

lim
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ot
. sinp .. ¢ VA + B4 C*
_:1 ——
m A =M ="y re
On déduit de 1a
L d et
=lime=——— __U.
p lm@ Ai_’_Bi_i_C!

La quantité p est appelée le paramétre de distribution relatif & la généra-
trice G.

Quand la surface est gauche, p n’est ni nul ni infini, excepté pour certaiges
génératrices particulieres. Celte quantité est nulle quand la surface est déve-
loppable.

101. Plan central. — Considérons le plan R qui passe par la générairice G
et la perpendiculaire commune pp’; il est perpendiculaire au plan P paral-
léle aux génératrices G, G'. Quand G' vient coincider aveec G, ce dernierplan
a pour position limite le plan tangent au cdne directeur de la surface suivant
la génératrice g parallele & G ; le plan R a donc aussi une position limite qui
est appelée le plan central relatif a la géncratrice G.

102. Point central. — En cherchant le point de rencontre de G avec le
plan S mené par G’ perpendiculairement au plan P, on obtient pour déter-
miner la valeur de p qui correspond au pied p de la perpendiculaire com=-
mune pp' I'équation

i ap—Aa bo—AB co— Ay
i e+ Ae b+ Ad ¢t Ac | =0
| A B, c,
d’olt I'on tire
. . . Aa Ag Ay
(Aj+B+C)e=|a+aes b+ab co+tac.
’ A, B, C,

Divisons par (Aw)® les deux membres de la relalion précédente et faisons
tendre Aw vers zéro, la quantilé p tendra vers une valeur r donnée par
I’équation
! B’ ,YI

(19) A*+ B4 C)r= b ¢
B C

On voit que, quand G' tend vers G, le point p tend vers un point limite o}
ce point o est appelé le point central relatif & la génératrice G.

103. Ligne de striction. — Chaque génératrice a un point central; le lieu
de ces points est la ligne de striction de la surface régiée.

On aura les équations de la ligne de striction en éliminant r et w entre
T'équation (15 et les équations de la génératrice G.
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Remarque I. — Quand la surface est développable on a
U=Ad+Bg' + Cy=0.
Si de cette relation et de l'identité
Aa+Bb+4Cec=0

on lire les valeurs de y' et de ¢ pour les porter dans la relation (15), on obtient,
aprés la suppression du facteur commun A*+4 B*- C?, I'équation

Crtap —ba'=0,

c'est-a-dire ’équation (13). Le point central est donc alors le point o G touche
I'aréte de rebroussement, et cette courbe devient la ligne de striction de la
surface.

Remarque II. — Lorsqu’une surface réglée a un plan directeur D, les pro-
jections des génératrices G, G' sur ce plan se coupent au point ol1il est ren-
contré par la perpendiculaire commune pp’; donc la projection de la ligne de
striction sur le plan directeur est ’enveloppe des projections des génératrices
sur le méme plan.

104. Nous avons vu que, dans une surface gauche, la direction du plan
tangent varie quand le point de contact se déplace sur une génératrice ; nous
allons chercher la loi de cette variation.

Soient G une génératrice d’'une surface réglée et G'la génératrice infiniment
voisine. Menons la perpendiculaire com-
mune pp' & G et a G'; posons pp' =d et 0_}3 a &
désignons par o le point central relatif a :
la génératrice G.

Par le point p' menons une paralléle G,
a G, puis, par le point ¢ de G un plan
perpendiculaire a cette droite. Ce plan
rencontrera G, au point b et G' au point ¢.
La droite ac est une corde de la courbe
d'intersection de la surface par le plan abc; donc, quand G' se confond avec
G, cette corde devient la tangente a cetie courbe au point @, el le plan Gac
devient le plan tangent au point ¢ de la surface réglée. Quant au plan G pp',
il devient le plan central relatif a G ; I'angle cab aura donc pour limite I'angle 8
que fait avec ce plan central le plan tangent au point a.

Les triangles abe, cbp' rectangles au point & donnent

be  be
t b= — = — =
ang ca =3 be = ap tang o,

¢ désignant toujours I'angle des deux droites G et G's
On tire de ces deux relations I'équalion

a
tang cab = -—5—.

tange
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ou, en passant a la limite, I'équation
z
(16) tangf§ —=—v
p

en représentant par z la distance du point @ au point central o et par p le
parametre de distribution relatifa G.

La relalion (16) due & Chasles résout la question proposée.

Quand z est nul le plan tangent coincide avec le plan central. Quand z
k7
2
contact est & I'infini est perpendiculaire au plan central.

Quand 2 varie de 0 a — o on trouve des plans tangents qui sont, par rap-
port au plan ceniral, symétriques de ceux que 'on a oblenus en faisant va-
rierzde 0a foo.

Lorsque la surface est développable, p est nul et 'angle 6 est droit ;1e plan
tangent en un point quelconque de la génératrice G est donc perpendiculaire
au plan central; ce plan reste le méme pour tous les points de la généra-
trice.

Nous retrouvons ainsi le théoréeme établi au paragraphe (99).

varie de 0 a -0, I'angle § varie de 0 a—» et le plan langent dont le point de

405. Considérons deux surfaces réglées £, Z, ayant une génératrice G com-
mune. Soient 0, 0, les deux points centraux de ces deux surfaces relatifs a
la génératrice G ; nous désignerons par 4 la distance 00,, par « I'angle que
le plan central R, de la surface ¥, fait avec le plan centrsl R de la surface X.
Nous nous proposons de délerminer les points M de la génératrice G pour
lesquels les deux surfaces ont le méme plan tangent.

Si 6 est I'angle que ce plan tangent commun fait avec le plan central R, il
fera avec le plan central R, I'angle 6 — «, et, en posant oM =z, on aura

x r—a
tangf =— tang (6 — a) =
» g( ) o

1

p et p, étant les parameétres de distribution des deux surfaces relatifs a la
génératrice G.

L’élimination de 6 entre les deux équations précédentes donne pour dé-
terminer & une équalion du second degré

{17) x*tanga — (atanga +p, —p)x 4 p(p,tanga —a)=0.

On en conclut que les deux surfaces ont le méme plan tangent en deux
points de la génératrice G.

Si les deux surfaces se touchent en frois/points de cette généralrice, elles
sont tangenties en chacun de ses points; en effet, I'équation (17) ayant trois
racines devient une identité. On dit alors que les deux surfaces se raccordent
suivant la droite G.

Pour qu’il y ait raccordement, il faut et il suffit que les points centraux et
les plans centraux coincident ; il faut en outre que les paramétres de distri-
bulion soient égaux.
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106. Remarque. — Lorsque les surfaces réglées ont le méme céne direc-
teur ou le méme plan directeur, I'angle « est nul et I'équation (17) s’abaisse
au premier degré.

Dans ce cas, les surfaces ont le méme plan tangent en un seul point a dis-
tance finie de la génératrice commune G ; elles se raccordent quand elles sont
tangentes en deux points de cette génératrice. Pour qu'il en soit ainsi, il faut
et il suffit que les points centraux coincident et que les deux paramétres de
distribution p, p, soient égaux.

Les surfaces de raccordement sont fréquemment employées en Géométrie
descriptive.
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SURFACES ENVELOPPES.

407. Soit f(=, ¥, 2, a) une fonction des coordonnées &, Y, 3 et d’'un para-
metre variable a; I’équation

f(z, y, 3, a)=0

dans laquelle on fera varier @, représentera une famille de surfaces.
Donnons au paramétre variable les valeurs ¢ et @ - k, les équalions

flz,y,3,8)=0 f(x,y’z)a+h)=0

représenteront des surfaces X, X' se coupant suivant une courbe ¢ définie par
ces équations considérées simultanément.
Les coordonnées des points de ceite courbe satisferont aussi & I’équation

f(.:v,y,.’;,a-l_—h)—f(x, yvzsa)_

0;
h

si l’on fait tendre h vers zéro, la courbe ¢ tendra vers une courbe G repré-
sentée par les équations

e flz, vy, %8)=0 @  falx,y,%e)=0;

nous dirons que la courbe G, appelée par Monge la caractéristique, est I'in-
tersection de la surface X avec la surface infiniment voisine de la méme fa-
mille.

Définition. — On appelle enveloppe d'une surface X dont I'équation contient
un paramétre variable la surface engendrée par les caractéristiques.

D’aprés ce qui précéde, on aura ’équation de l'enveloppe en éliminant le
parameéire @ enire les équations (1) et (2).
La surface variable X est appelée la surface enveloppée.

108. Théoréme. — Chaque surface enveloppée = est tangente & la surface
enveloppe E en tous les points de la caruactéristique correspondante.

Donnons au paraméire ¢ une valeur A, ce qui definit une enveloppee X, et
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SURFACES ENVELOPPES 111
une caractéristique C,; soit M,(z,, ¥, z,) un point quelconque de cette ca-

racléristique, le plan tangent au point M, de la surface X, aura pour équation

X —a)+m(Y—y,)+n(Z—2z)=0,
en posant

!
L =1 (@, 5,5, A
t .
m :f?/‘ (@), Y1y 31y A)
!
n = fz| (x‘l’ yl’ zﬁ A)'
D’un autre cdté, on peut prendre I'équation (1) pour celle de I'enveloppe,
pourvu qu’on y regarde a non plus comme une constante, mais comme une

fonction de z, ¥, z définie par I'équation (2).
L’equation du plan tangent au point M (2, y, z) de I'enveloppe sera donc

L(X —2)+M(Y— y) + N(Z—2)=0,
en posant

L = [y (2,9, 3, 8)+ a,f 4 (2,7, 2, )
M =f, (2,9, 3,a) + &, (2,1, 5 @)
N=F; (@, 9,z )+ a;fy (2,9, % a).

En tenant compte de la relation (2), les relations précédentes deviennent

sz.:;(xa Yy %, a)
M= f, (2,92 a)
N:fz'(m, Yy 2, a).

Cela posé, faisons coincider le point M avec le point M, qui est situé sur
Uenveloppe, alors x, y et z deviendront z,, y, et z,; de plus, @ prendra une
valeur numérique justement égale 3 A ; donc on aura

L=1 M=m N=mn,
et 'enveloppée I, touchera 'enveloppe E au point M, qui est quelconque sur
la caractéristique C,.
La surface X, touchera donc E en tous les points de la courbe C,.

109. Généralisation. — Supposons que I'enveloppée soit représentée par
une équation

@) f(«’ca%%a,b)=0
contenant deux paramétres variables liés par une relation
Q) ola, b)=0.

On démontrera, comme dans la Géométrie plane, que ’équation de 1’enve-
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loppe 8'obtiendra en éliminant @ et b entre les équations (3), (4) et I'équation

110. — Soit maintenant une famille de surfaces dont I'équation

(5) fiz,y, 2 a,b)=0
contient deux paramétres arbilraires o et b.

Supposons un instant @ ct b liés par une relation

b=1{(a)

I’équation (5) ne contiendra plus qu'un paramétre arbitraire a, et les équa-
tions de la caractéristique seront

[=0  fo+bf;=0.

Quelle que soit la fonction ¢, cetle caractéristique passera par les points Mé
définis par les équations

(6) f=0 fa=C f; =0.

Le lieu décrit par les points M; quand @ et b varient d’'une maniére arbi-
traire est I'enveloppe des surfaces considérées.

On obtiendra I'équation de I'enveloppe en éliminant a et & entre les équa-
tions (6).

On démontre, comme au paragraphe 108, le théoréeme suivant :

111. Théoréme. — Chaque surface enveloppée X est tangente & la surface
enveloppe E en tous les points M; qui correspondent & cette surface Z.

Il y a une différence qui mérite d’étre signalée entre l'enveloppe des sur-
faces & un seul parametre et celle des surfaces a deux paramétres.

Dans le premier cas, I'enveloppe et charque enveloppée ont une courbe de
contact.

Dans le second cas, ces deux surfaces sont seulement tangentes en un ou
plusieurs points.

112, Généralisation. — Supposons que ’enveloppée soit représentée par
une équation

{7 f(#,9,%8,b,¢)=0
contenant trois parametres variables liés par une relation
{8 ola,b,c)=0.

On démontrera, comme dans la Géométrie plane, que I'équation de l'enve-
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loppe s’obtiendra en éliminant a, b et ¢ entre les équations (7), (8) el les
équatlions

fo v Te¢

7 = -—, = —' -
Pa Py Pe
Applications.

413. Exemple 1. — Trouver Venveloppe d'un plan qui se meut suivant une
loi déterminée.

L’équation du plan ne contiendra qu'un seul paramétre arbitraire w; en
prenant pour parametre le coefficient de z, elle sera de la forme

) i=owz+yflw)+Flo)

L’équation de I’enveloppe s’obtiendra en éliminant w entre I'équation (9) et
T'équation

o) . C=z4yf(0)+ Flo)

On voit que les caractéristiques sont des droites et que la surface est ré-
glée. D’un autre c6té, le plan représenté par I'équation (9) est tangent en tous
les points de la caractéristique ; done la surface est développable.

On peut encore vérifier ce résultat de la maniére suivante :

Des équations (9) et (10) on tire

z=—yfo)—F(v) s=[[flo)—of(0)]y+Flo)—oF{x)

puis
z2+F (o) ¥ _z+eF(e)—F(o)

Iw) -1 of'(w)—f(v)
Le déterminant que nous avons désigné par U au paragraphe 97, est ici

f'(w) f"(w) —F'(w)
U= -1 0 0
of (w)—flw) of'(w) =—oF (o)

ou bien
1 (.I)) F" ( w)

U==]ur(w) wFw)]|

On voit que le déterminant U est nul ; donc la surface est développable.

114. De ce qui précéde il résulte qu'on peut définir une surface dévelop-
pable comme l'enveloppe d'un plan dont I'équation ne contient qu’un seul
parameétre.

o 8
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Cette nouvelle définition a sur celle qui a eté donnée au paragraphe 9o,
I'avantage d’embrasser les surfaces coniques el cylindriques.

Exemple II. — Trouver l'enveloppe des sphéres S qui passent par un point
donné A et dont le centre decrit une sphére X.

Prenons pour axes de coordonnées trois diamétres rectangulaires de la
sphere X, I'axe des « passant par le point A. Si I'on pose 0A =4d et si I'on
désigne par R le rayon de la sphére I, I'équation de la sphére S sera

1 g4yt —2a(x—d)—2by—2cz—d* =0,
et les coordonnées de son centre seront liées par la relation
12) a*+b*+ ¢t =R:

On aura l'équation de V'enveloppe en éliminant @, b, ¢ entre les équalions
(11), (12) et la relation

z—d__y_ %
(13) — =:=7

¢e qui donne
(@t 9t + 2 — P =4R[(z—d) + '+ 2°).
Cette équation étant de la forme
flw, y°*+2°) =0

représente une surface de révolution ayant pour axe la droite 0.
La méridienne située dans le plan des zx a pour équation

(@42 — @) =4R[(2—d)* +2*].

Ceite méridienne est un limagon de Pascal, car, en lransportant l'origine au
point A et passant aux coordonnées polaires, I'axe polaire étant Az, I'équa-
tion précédente devient

p=—2dcosw + 2R.

EXERCICES.

1e Trouver I'équation du plan passant par un point M d’une surface et la
coupant suivant une courbe pour laquelle le point M est double. (Plan tan-
gent.)

2° Démontrer que les surfaces représentées par les équations

ry=as Vatat+ Va4 yi=8 Ve ta— Vit y@i=y

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



EXERCICES 115

se coupent a angle droit. Interpréler géométriqguement les deux derniéres
équations.

3° Trouver I'équation d'une courbe tracée sur un cylindre de révolution et
qui se transforme en une ligne droite, quand on développe le cylindre sur un
plan. (Hélice.)

La portion d'une génératrice du cylindre comprise entre deux points de
rencontre consécutifs de cette droite aveec I'hélice est appelée le pas de cette
courbe.

4° Trouver la trace, sur le plan de base d’une hélice, du cylindre ayant
pour directrice cette hélice et dont les génératrices sont paralléles a la tan-
gente en un point donné de cette courbe. (Gycloide.)

(Le plan de base de I'hélice est celui d’une section droite du cylindre sur
lequel elle est tracée.)

5°¢ Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d’un point de
I’axe d'un cylindre de révolution sur les tangentes a toutes les hélices de
méme pas que I'on peut tracer sur ce cylindre.

6° Trouver la surface engendrée par les tangentes & une hélice. (Hélicoide
développable.)

7° Dans un plan tangent a un cylindre de révolution dont I’axe est 0z on
trace une ellipse dont un des axes BB'=2b coincide avec la génératrice de
contact; soit D la courbe oblenue en enroulant le plan tangent sur le cy-
lindre.

Trouver I’équation du conoide droit ayant pour directrices la droite 0z et
la courbe D.

On coupe ce conoide par un tore dont l'axe est 0z et dont le cercle géné-
rateur a pour diametre 'axe 20 de I'ellipse. Ce cercle situé dans le plan des
deux droites 0z, BB' touche BB’ au centre de lellipse.

Trouver la projection de la courbe d’intersection des deux surfaces sur un
plan perpendiculaire a I'axe 0z. (Spirales d’Archiméde.)

8 Trouver le lien géométrique des sommets des cOnes ayant pour direc-
trice un cercle tracé sur une sphére donnée et coupés par un plan donné
suivant des cercles, des hyperboles équilaleres ou des paraboles

9° La projection d’une section plane d’'un céne de révolution sur un plan
perpendiculaire a 1'axe mené par le sommet est une conique ayant pour l'un
de ses foyers le sommet et pour directrice correspondante l'intersection du
plan sécant et du plan de projection.

10¢ Trouver I'équation de la projection sur un plan perpendiculaire al'aze
d’'un cdne de révolution, d’une courbe tracée sur ce céne et qui se transforme
en une ligne droite quand on développe le cone sur un plan.

11° Trouver I'équation de la surface engendrée par une droite qui s’appuie
sur deux droites rectangulaires données D, D'et fait avec D un angle donué.

Etudier les sections de la surface par des plans paralléles aux droites D, D'
ou perpendiculaires a la droite D.

12° Trouver I'équation de la surface engendrée par une droite qui s’appuie
sur deux droites rectangulaires données D et D', et sur la circonférence d’un
cercle dont le centre est sur la droite D et dont le plan est perpendiculaire
a celle droite.

Etudicr les sections de la surface par des plans perpendiculaires a D,
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13° Soient deux cdnes de révolution ayant leurs axes paralleles, I'intersec~
tion de ces cbnes projetée sur un plan perpendiculaire & leurs axes est un
ovale de Descartes. (Quételet.)

Remarque. — Un ovale de Descartes est le lien des points tels qu’entre
leurs distances r, ' a deux points fixes F, F' appelés foyers on a la relation

r—4 ar'=2a.

La courbe a un troisieme foyer situé sur la droite FF',
En prenant pour pdie un foyer, I’équation de la courbe en coordonnées po-
laires est

p*—2(acosw -+ bsinw+¢)p+d=0.

14° Soient A, B deux coniques focales, les cones ayant méme sommet et
ces focales respeclivement pour directrices se coupent & angle droit.

15° Etant données une sphére et deux droites rectangulaires touchant la
sphére aux extrémités d’'un méme diameétre, trouver l’équation de la surface
engendrée par une droite qui s’appuie sur les deux droites données et reste
tangente a la sphére.

16° Trouver la surface engendrée par une ellipse variable qui a pour centre
un point donné 0, pour sommet un point donné A et dont un autre sommet
décrit une droite D.

17° Trouver I'équation de la surface engendrée par un cercle passant par
deux points donnés et dont la circonférence s’appuie sur une droite donnée.

18> La surface qui a pour équation

¥ 4 2ty —22xyz=0
est coupée suivant quatre cercles par la sphére dont 'équation est
e+ yr+r=1
9 La surface ayant pour équation
2+t 2 —8zyz=a*

est de révolution. (Goordonnées rectangulaires.)

20° La section d’un tore par ua plan bi-tangent se compose de deux cercles
égaux. (Yvon Villarceau.)

21° La section d’un tore par une sphére bi-tangente se compose de deux
cercles.

22°¢ La surface engendrée par une ellipse tournant autour d'une droite si-
tuée dans son plan est coupée suivant deux ellipses par un plan bi-tangent.
Les projections de ces ellipses sur un plan perpendiculaire & 'axe de révo-
lution ont pour foyer commun le point ol ce plan rencontre ’axe.

23> Etant donnés un plan P et un point 0, on joint le point ¢ aux diffé-
rents points M du plan et, par le point M, on méne un plan Q perpendicu-
laire sur oM ; trouver l'enveloppe des plans Q.

Méme question, en remplagant le plan P par une sphére n’ayant pas son
centre au point g,
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24> Démontrer que le lieu des centres des sphéres S tangentes & trois
sphéres données ayant pour centres les points m, m', m" est une conique A.

L'expression des distances des centres M des sphéres S aux trois poinis
m, m', m" est une fonction linéaire des coordonnées du point M ; il en résulte
que les trois points m, m', m" sont situés sur une des focales de la conique A.

Le lieu des points de contact des sphéres S avec chacune des sphéres don-
nées est un cercle.

L’enveloppe des sphéres S est appelée la cyclide de M. Dupin ; le probleme
suivant permet de trouver facilement 'équation de cette enveloppe.

25° On donne trois axes rectangulaires ef une ellipse A ayant pour équa-
tions
w! y!

z2=0 a? b

—1=0.

Sur cette ellipse on prend un point quelconque M ayant pour abscisse z,
et, sur sa focale hyperbolique B, on prend un point m ayant pour abscisse a.
Cela posé, on considére la sphére S ayant son cenire au peint M et pour

rayon
¢
R=+ ( z—h ),
a
h étant une constante et la sphére 8 ayant son centre au point m et pour
rayon
a
r=+4 ( h—- a).
\ ¢

Trouver la surface enveloppe des sphéres S, le point M décrivant 'ellipse A.

Si l'on prend trois sphéres s, s, s, ayant respectivement pour centres des
points m, m,, m, de I'hyperbole B, ces sphéres sont tangentes & la sphére
variable S; il en résulte que I'enveloppe des sphéres S est la cyclide de
M. Dupin.

Quand le point m décrit I'hyperbole B, les sphéres s enveloppent la méme
cyclide.

Les caractéristiques de I'enveloppe des spheres S sont des cercles dont les
plans passent par une méme droite ; les plans des cercles, caractéristiques de
I'enveloppe des sphéres s, passent aussi par une méme droite.

Démontrer que les sphéres S passent par deux poinls fixes silués sur la
focale B ; quand ces points sont imaginaires les sphéres S coupent orthogo-
nalement la circonférence d'un cercle doublement tangent & l'ellipse A.

Les sphéres s jouissent de propriélés analogues.

26° Les normales & une surface réglée aux différents points d’une généra-
trice sont sur un paraboloide hyperbolique. — On fera usage de la formule
de Chasles (104).

27° Deux surfaces gauches ayant une génératrice commune sont telles que
les deux plans tangents passant par cetle génératrice et qui leur sont com-
muns se coupent d angle droit. Démontrer que, pour la génératrice commune,
le plan central de I'une des surfaces touche I'autre au point ou le plan
eentral de celle-ci touche la premiére. (Mannheim.)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIVRE IV

CHAPITRE PREMIER

CLASSIFICATION DES (QUADRIQUES.

115. L'équation générale du second degré a trois variables est

de 1a forme.

(1) f=Ax2t+A'y2-LA"22-}2Byz+2Bzx-+ 2B xy

+2Cz4-2Cy+2C0"24+D=0;

nous nous proposons de classer les surfaces représentées par

cette équation et de déterminer leur forme.

Nous représenterons par A le discriminant de la fonction homo-

géne a frois variables

g=Az2+ A'y? 4 A"22+ 2Byz+ 2B 254 2B"zy

et par H celui de la fonction homogéne a quatre variables

Are+A'y24+ A"22+2Bys+2B'zx - 2B'xy

+2Czxt+2Cyt42C"zt+ Di2.

Nous poserons done

A B B 11;” E,

A=|B" A' B H= B B
B B A’

cC

B’
B

AI/
cr

G

. CI
CH
D

Pour fixer les caractéres analytiques des différentes classes de
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surfaces que nous aurons a considérer, nous nous appuierons sur
le théoréme suivant :

Théoréme. — Pour quw'une fonction homogéne et du second
degré de m variables soit la somme des carrés de n fonctions li-
néaires homogénes et distinctes de ces variables, il faut et il suffit
que le discriminant de cette fonction ne soit pas nul.

Pour que cette fonction soit la somme des carrés de n—p fonce-
tions linéaires homogénes et distinctes des mémes variables, il faut
et il suffit que tous les mineurs de son discriminant soient nuls,
jusqu’a ceux de Vordre p — 1 inclusivement.

Ce théoréme que I'on démontre en Algébre peut &tre établi par
les considérations employées en Géométrie plane (G.P. 109).
Division des quadriques en cing classes.

Nous examinerons les deux hypothéses suivantes :

1. — Les coefficients des carrés a2, y2, 22 dans la fonction f ne
sont pas nuls a la fois.

II. — Les coefficients de ces carrés sont nuls & la fois.

Les coefficients des carrés z2, y2 et 22 ne sont pas nuls
a la fois.

116. Pour fixer les idées, supposons AzO. On a identique=-

ment.
(2 f=§ (Az4+B"y4+B'z+Cl2+ Ay A"22 | 2Byz
+20y 420 a4 D— L (3'y+B s+ O

nous désignerons par P la fonction A x - B" y + B'z + C, qui n’est

. PR
pas autre chose que la demi-dérivée ;f, -

. A 1
L’expression qui suit le terme X P2, dans le second membre de
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la relation (2), est une fonction de deux variables au plus qui
pourra étre du second degré, du premier degré ou se réduire 4
une constante.

Si elle est du second degré, on a vu en Géométrie plane
(G. P. 104), qu'elle peut étre ramenée a 'une des formes sui-
vantes :

PO YR+
Q2 +R
Q2+ h.

Si elle est du premier degré, on la représentera par Q; si elle
est constante, on la représentera par A.

En résumé, dans I’hypothése considérée, la fonction f pourra
étre ramenée, par des transformations simples, a I'une des formes
suivantes :

I aP24p0Q24-yR24-h
II aP2} 8024 R

I «P24+ Q241

v «P24Q

v «P2 b,

Dans ces formes «, B, v, & sont des constantes et P, Q, R re-
présentent des fonctions linéaires des variables z, ¥, # contenant
la premiére trois variables, la deuxiéme deux variables et la
troisiéme une seule variable.

De celte remarque, il résulte que les plans représentés par les
équations

P=0 Q=0 R=0

forment un véritable triedre.

Les coefficients des carrés 22, y2 et 22 sont nuls a la fois.

On a alors

f=2Byz-42B'zx+2B'xy4+2Cx+2Cy+2C"z-1-D.

Les trois coefficients B, B', B" ne peuvent pas étre nuls en

>0.

méme temps; pour fixer les idées nous supposerons B<
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On a identiquement

@) f:%(Bz+B"x+ C')(By+B x4 C")4-2Cz4+D

—%(B”m—l—C’)(B’m—I—C”).

Nous désignerons par P et par Q les fonctions Bz B"2 4 C’

et By4B'z 4 C" qui ne sont pas autre chose que les demi-dé-
rivées | f;, i

2
L’expression qui suit le termeE PQ), dans le second membre

de la relation (3), est une fonction d'une seule variable qui pourra
étre du second degré, du premier degré, ou se réduire a une
constante.

Si elle est du second degré on laramenera ala forme yR2 -}- .

Si elle est du premier degré on lareprésentera par R ; si elle est
constante on la représentera par h.

En résumé, dans cette seconde hypothése, la fonetion f pourra
étre ramenée, par des transformations simples, 4 I'une des formes
suivantes :

I PQ+yRe+h
1I PQ--R
1 PQ -+ h.

Remarque I. — On a identiquement
_(PHQ\2 (P—0Oy\2 . 2.
o= (PH0) - (5" =~

donc les formes I', II', III' reviennent respectivement aux formes
I, II, III.

Remarque II. — Les fonctions linéaires Py, Q, peuvent con-
tenir les mémes variables, mais les plans représeniés par les
équations

ou, cc qui est la méme chose, par les équations

P+Q=0 P—Q=0,
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ne sont ni paralléles entre eux, ni rejetés a I'infini, ni paralléles
au plan des yz.

En effet ces plans passent par l'intersection des plans P et Q
qui est a distance finie; de plus B n’est pas nul.

D'un autre c¢dté la fonction linéaire R ne contient que la va-
riable x; de cette double remarque il résulte que les plans
représentés par les équations

P,=0 Q,=0 R=0
forment un véritable triédre.

117. De tout ce qui précéde il résulte que I'équation d’une qua-
drique peut étre ramenée a 'une des cinq formes suivantes:

I eP24-0Q24+ vyR2 =0
11 «P24+ 8024+ R=0

(G) I «P2tpQe4h=0
IV «P2lR =0
V. P2 b —0.

Ces formes sont évidemment distinctes ; on est donc conduit a
diviser les quadriques en cinq classes.

La premiére classe comprend toutes les quadriques dont I'équa-
tion peut étre ramenée a la forme

«P24 Q24 yR24-h=0.

La deuxiéme classe comprend toutes celles dont I'équation
peut étre ramenée a la forme

«P24-802-LR=0.

La troisiéme classe comprend toutes celles dont I'équation
peut étre ramenée a la forme

aP2 4 Q2 4 h=0.

La quatriéme classe comprend toutes celies dont 1’équation
peut étre ramenée a la forme

«P2}R=0.
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Enfin la cinquiéme classe comprend toutes celles dont 1'équa-
tion peut étre ramenée & la forme

aP2 4 h=0.

Caractéres analytiques des différentes classes
de quadriques.

118. Deux remarques trés simples nous permettront de trouver
immédiatement les caractéres analytiques des différentes classes
de quadriques.

Premiére remarque. — Pour fixer les idées, considérons les
quadriques de la premiere classe.
Posons.

P=p+l Q=y+m R=rin
l, m, n désignant des constantes et p, ¢, r des fonctions linéaires
et homogénes des variables z, y, 2.
Groupons en outre ensemble les termes de méme degré dans
la fonction f, nous aurons

f=¢e+ e+ %0-
Si I'on rend homogénes la fonction f et la fonction
U-P2+ §Q2+YR9+hv
on obtiendra I'identité
oty -+ Bgo==u(p+ 1)+ B(g - mOP -y (0t + bt
d’ou 'on déduit la nouvelle identité
=gt pg ot

On verra de méme que, pour les quadriques de la deuxiéme et
de la troisiéme classe, on a

y=op+fe?,
et que, pour celles de la quatriéme et de la cinquiéme classe, ona

p=uap2

Deuxiéme remarque. — Rendons homogénes la fonction f et
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les premiers membres des équations du groupe (G) ; remplacons
ensuite R¢ par
R+ t)’ < R—1t\a,
2 2 ’

on vérifiera, sans difficulté, les propriétés suivantes:

1° Pour les quadriques de la premiére classe, la fonction f ren-
due homogéne est la somme des carrés de quatre fonctions
linéaires, homogeénes et distinctes. Ge nombre se réduit a trois
si h est nul.

2° Pour les quadriques de la deuxiéme classe, cette fonction f
est la somme des carrés de quatre fonctions linéaires.

3° Pour les quadriques de la troisiéme classe, cette fonction f
est la somme des carrés de trois fonctions linéaires. Ce nombre
se réduit & deux si k est nul.

4° Pour les quadriques de la quarirteme classe, cette fonction f
est la somme des carrés de trois fonctions linéaires.

5° Pour les quadriques de la cinquiéme classe, cette fonction f
est la somme des carrés de deux fonctions linéaires ; elle est

_carré parfait si h est nul.

! Cesdeuxremarques étant faites, sil’on applique aux fonctions ¢
et f le théoréme rappelé au paragraphe 115, on formera immé-
diatement l¢ tableau suivant faisant connaitre les caractéres ana-
lytiques des différentes classes de quadriques :

>
A<0-

Premiére classe. N
H <O ou H=0. Cone
P

A=0 tous les mineurs du premier ordre ne sonl

Deuxidme classe. pas nuls.

HZO0.

A=0 tous les mineurs du premier ordre ne sont
Troisiéme classe, pas nuls.

H=0

A=0 tous les mineurs du premier ordre sont nuls.
Quatriéme classe. H=0 tous les mineurs du premier ordre ne sonl

pas nuls.

tous les mineurs du premier ordre sont nuls.
tous les mineurs du premier ordre sont nuls.

janill 22
(i
oo

Cinquiéme classe.
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DIVISION DES QUADRIQUES EN GENRES.

Premiére classe.

119. L’équation des quadriques de la premiére classe peut étre
ramenée a la forme

1 «P24 8024 yR24h=0;

nous prendrons pour nouveaux axes de coordonnées le triédre
OXYZ formé par les trois plans P, , R.

Quand on passe des anciens axes 0xy% aux nouveaux, la fonc-
tion linéaire P des variables «, ¥, # devient une fonction linéaire
des nouvelles variables X, Y, Z, qui, égalée a zéro, doit repré-
senter le plan YOZ dans le nouveau systéme d’axes.

De cette remarque, qui s’applique également aux fonctions Q
et R, il résulte que I'on peut poser

P=IX Q=mY R=nZ,

I, m, n étant des constantes.
L’équation des quadriques de la premiére classe rapportées
aux axes OXYZ sera donc

al2X2 4 pme Y2 4 yn2Z2 4+ b =0.

Nous distinguerons deux cas principaux qui correspondent au
genre ellipsoide et au genre hyperboloide.

120. Genre ellipsoide. — Les coefficients «, 8, y sont de méme
signe. — Nous pouvons supposer que ces trois coefficients sont
positifs ; ce cas se subdivise en trois autres.

1° h <<0. — Posons

02— — '2=__h_ =
al? pm? n?
P’équation de la surface deviendra
2 Y2 72
XT + -+ + —1=0.
a 2 l) 2 e 2
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Prenons sur l'axe des X de part et d’autre del’origine des lon-
gueurs OA=0A'=a'; surl’axe des Y deslongueurs OB=0B'=10';
sur I'axe des Z des longueurs OC = OC' =¢, la surface passera
par les points (A, A'), (B, B'), (G, C').

Les sections de la surface par les plans de coordonnées ont
respectivement pour équa-

tions
2

X=0 Y,; Z,——i: ,
bﬂ (:2
2 2

x Y=0 )_$+Z_I_1= ,

a2 c¢?2
2 2

Z=0 XT—Q—Y—,—L—_—O
a2 b2

Fig. 29.

Ces sections sont des ellip-
ses rapportées a deux diameétres conjugués et passant respecti-
vement par les points (A, A'), (B, B'), (G, C').
Maintenant la section de cette surface par un plan paralléle au
plan ZOY a pour e’quations
2
b2 o2 a?

cette section est une ellipse réelle quand d est compris entre — &'
et - a'. De plus les points ot ellerencontre les deux ellipses ABA/,
ACA’ sont, par rapport a elle, les extrémités de deux diamétres
conjugusés.

La surface peut donc etre considérée comme engendrée par
une ellipse dont le plan reste paralléle au plan YOZ et qui ren-
contre les ellipses ABA’, ACA’ en des points qui sont, par rapport
a l'ellipse mobile, les extrémités de deux diameétres conjugués.

On voit que la surface est limitée dans tous les sens ; on la dé-
signe sous le nom d’ellipsoide.

2° h=0. — L’équation
al2X2 4 pm2Y2 4 yn2Z2 =0
admet seulement la solution
X=Y==2Z=0.
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Elle représente un point; on dit que Uellipsoide se réduit a un
point.

8° h>0. — L’équation (I) n’admet aucune solution réelle; on
dit qu'elle représente un ellipsoide imaginaire.

121. Genre hyperboloide. — Les coefficients «, B, vy n'ont pas
le méme signe. — Nous pouvons toujours supposer que « et 8 sont
positifs et que y est négatif; ce cas se subdivise en trois autres.

1° h << 0. — Posons

Péquation de la surface deviendra

X2 Y2 Z2

a2 p2 c2

Prenonssurl’axe des X de part et d'autre de l'origine des lon-
gueurs OA=0A'=4¢'; surl'axe des Y des longueurs OB=0B'=/';
sur I’axe des Z des longueurs OC=00C'=¢, la surface passera
par les points (A, A'), (B, B') et
sera rencontrée par OZ en deux
points imaginaires.

Les sections de la surface par
les plans coordonnés ont respec-
tivement pour équations.

2 2
X=0 X,——z——lz,
b2 2
9 9
v=0 >-Z 1=,
a2 c‘l
2
z=0 2L¥ 4
a? p2

Les deux premiéres sections sont des hyperboles G, G' ayant CC’
pour diamétre imaginaire ; les diameétres conjugués de CC' sont
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respectivement BB’ et AA'. La troisiéme section est une ellipse
dont AA' et BB' sont deux diamétres conjugués.
La section de la surface par un plan paralléle au plan XOY a
pour équations
2=d T 4r—14%,
a? b? c?

cette section est une ellipse qui reste réelle quand d varie de — o
a + . De plus, les points ol elle rencontre les hyperboles G
et G' sont, par rapport & cette ellipse, les extrémités de deux
diamétres conjugués. Il est important de remarquer que les extré-
mités d’'un méme diamétre sont sur des branches différentes des
hyperboles G, G'.

La surface peut donc &tre considérée comme engendrée par
une ellipse dont le plan reste parallele au plan XOY et qui ren-
contre les hyberboles G, G' en des points qui sont, par rapport a
Iellipse mobile, les extrémités de deux diamétres conjugués;
deux extrémités d'un méme diamétre étant d’ailleurs siiuées sur
des branches différentes des hyperboles directrices.

On voit que la surface est formée d’une seule nappe indéfinie
dans tous les sens; on la désigne sous le nom d’hyperboloide a

une nappe.

2° h > 0. — Posons

z

I’équation de la surface deviendra

2 2 2
S0 N

a2 b2 e2

Les axes OX, OY rencontrent la sur-
face en des points imaginaires et
l'axe OZ la rencontre en deux points
réels G, ¢/, tels que 0OC=0C"=¢.

Les sections de la surface par les
Fig. 31 plans coordonnés ont respectivement
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pour équations

2 2
b2 ¢2
2 2

v=0 F-Zii=o,
a? ¢2
X2 Y2

2=0 S 4—f1=0,
a be

Les deux premiéres sections sont des hyperboles G, G’ ayant CC'
pour diamétre réel ; les diamétres conjugués de CC' sont respec-
tivement OY et OX. La troisiéme section est une ellipse imagi-
naire.

La section de la surface par un plan paralléle au plan XOY a
pour équations

2

cette section est une ellipse qui n’est réelle que pour les valeurs
de d non comprises entre —¢' et +-¢'.

De plus, les points ol elle rencontre les hyperboles G, G' sont,
par rapport a cette ellipse, les extrémités de dcux diamétres con-
jugués. Il est important de remarquer que les extrémités d'un
méme diamétre sont sur la méme branche d’hyperbole.

La surface peut donc étre considérée comme engendrée par
une ellipse dont le plan reste paralléle au plan XOY et qui ren-
contre les hyprrboles G, G' en des points qui sont, par rapporl a
Iellipse mobile, les extrémités de deux diamétres conjugués;
denx extrémités d’un méne diamétre étant d’ailleurs sur laméme
branche des hyperboles directrices.

On voit que la surface se compose de deux nappes séparées et
indéfinies I'une dans le sens des cotes positives, I'autre dans le
sens des cotes négatives ; on la désigne sous le nom d’hyperbo-
loide & deux nappes.

3° h=0. — L’équaiion de la surface, en mettant en évidence
les signes des coellicients, prend la forme

X2 Ye: 7¢°

——2 =o.

as be c”_
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Tout plan paralléle au plan XOY coupe la surface suivant une
ellipse réelle; de plus, 'équation précédente est homogéne par
rapport aux coordonnées X, Y, Z; la surface est donc un véritable
cone.

Deuxiéme classe.

122. L’équation des quadriques de la deuxiéme classe peut
étre ramenée a la forme

«P2+ L0 R=0.
Cette équation devient
«l2Y2 4 gm2Z2 - nX =0,

sil’on prend les plans P, Q, R pour les plans de coordonnées ZOX,
X Y, ZOY.
Nous distinguerons deux cas.

123. 1° Paraboloide elliptique. — Les coefficients « et p sont
de méme signe. — On peut toujours supposer que les coefflicients «
et 8 sont positifs et que le coefficient n est négatif. Si ce dernier
coelficient éiait positif, on
changerait le sens des abs-
cisses positives.

Posons

n n
29 — — 94 — ,
p= (==

I'équation de la surface de-
viendra

Y2 72
- '—,—2X=0.
P +Q

Fig. 32.

Les sections de la surface par les plans coordonnés ont respec-
tivement pour équations

Y2 72
X=0 - — =0,
P T q
2
Y==0 %—QXZO,
Y2

4
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La premiére section est une ellipse réduite & un point; le
plan YOZ touche donc la surface & 'origine.

Les deux autres sections sont des paraboles G, G' ayant OX
pour diameétre commun, respectivement tangentes aux axes OZ,
OY et s’étendant toutes les deux a l'infini dans le sens des abs-
cisses positives.

La section de la surface par un plan paralleéle au plan XOY a
pour équations

Z=d Xf —2X + d—,g =0;
D q
cette section est une parabole égale a la parabole G' et qui n’est
pas autre chose que cette parabole {ransporiée de maniere que le
point O de cette courbe vienne en un point D de la parahole G.

La surface peut donc étre considérée comme engendrée par la
parabole G' qui se transporte de maniére que le point O décrive
la parabole G.

On voit que la surface est formée d’une seule nappe limitée
dans le sens des abscisses négatives et illimitée dans le sens des
abscisses positives, on la désigne sous le nom de paraboloide
elliptique.

Les sections par des plans paralléles au plan tangent YOZ sont
des ellipses.

124. 2° Paraboloide hyperbolique. — Les coefficients « et f
sont de signes confraires.—
On peut toujours suppo-
ser « >0, g <0, <<0.

Posons

n n
M =—— 2=t —
p al? 1 —I_f)m‘l’
I'équation de la surface
deviendra
Y2 Z2

—— = —2X=0,
P

Les sections de la sur-
face par les plans coor- Fig. 33.
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donnés ont respectivement pour équations

2 72
X=0 1—5—, =0,
q
72

2
Z=0 %—2)(:0.

La premiére section se compose de deux droites passant par
I'origine ; le plan YOZ touche donc la surface en ce point.

Les deux autres sections sont des paraboles G, G' ayant OX
pour diamétre commun, respectivement tangentes aux axes OZ,
OY et s’étendant & V'infini la premiére dans le sens des abscisses
négatives, la seconde dans le sens des abscisses positives.

La section de la surface par un plan paralléle au plan XOY a
pour équations

cette section est une parabole égale a la parabole G' et qui n’est
pas autre chose que cette parabole transportée de maniére que le
pont O de cette courbe vienne en un point D de la parabole G.

La surface peut donc étre considérée comme engendrée par la
parabole G’ qui se transporte de maniére que le point O décrive
la parabole G.

On voit que la surface est formée d’une seule nappe illimitée
dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses
négatives; on la désigne sous le nom de paraboloide hyperbolique.

Les sections par des plans paralléles au plan tangent YOZ sont
des hyperboles dont doux diareétres conjugués sont paralléles I'un
a OY, l'autre a OZ. Quand le plan sécant rencontre la parabole G,
les extrémités du diameétre réel sont sur cette parabole ; quand il
rencontre la parabole G, les extrémités du diaméltre réel sont sur
cette parabole.

Troisiéme classe.

125. L’équation des quadriques de la troisiéme classe peut étre
ramenée a la forme

aP2 4802+ h=0.
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Quand h n’est pas nul, cette équation représente un cylindre
ayant pour directrice une ellipse réelle ou imaginaire, ou une hy-
perbole.

Quand h est nul, I'équation représente deux planssécants réels
ou imaginaires conjugués dont I'intersection est une droite réelle.

Remarque. — Il résulte de 1a que, pour que I'équation du second
degré a trois variahles représente deux plans sécants réels ou
imaginaires, il faut et il suffit que A soit nul, tous les mineurs du
premier ordre ne I'étant pas, et qu’en outre H soit nul ainsi que
tous ses mineurs du premier ordre.

Quatriéme classe.

126. L'équation des quadriques dela quatriéme classe peut étro
ramenée a la forme

«P2}-R=0;

elle représente un ¢ylindre parabolique.

Cinquiéme classe.

L’équation des quadriques de la cinquiéme classe peut étre ra-
menée a la forme

aP2+h=0;

elle représente deux plans paralléles réels ou imaginaires si h n’est
pas nul, et deux plans confondus si h est nul.

Dans ce dernier cas la fonction f est un carré parfait, donc H
est nul ainsi que tous ses mineurs jusqu’'a ceux du second ordre
inclusivement.

127. La méihode suivie pour diviser les quadriques en classes
et subdiviser les classes en genres, donne un moyen facile pour
déterminer la nature d’'une quadrique représentée par une équa-
tion donnée.

1l suffira pour cela de ramener, par les transformations indi-

quées précédemment, I'équation de la surface aux formes 1, II,
11, IV, V.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



134 LIVRE IV. — CHAPITRE 1

Comme la nature de la surface de chaque classe ne dépend que
des signes des coefficients «, , v, b, il sera inutile, dans les appli-
cations, de mettre en évidence les coordonnées X, Y, Z.

Discussion de quelques équations numériques
du second degré.
Exemple I. — Soit I'équation
x2-2y2 22222y — 22 — 4y — 434+ 2 =0.

On peut donner successivement a cette équation les formes sui-
vantes :

@ty —124-2y2 4222 — by — 422 —(y—1)2=0
P2t g2 4222 — 2y — Azt A —1=0
P2l (y—1)2+4222—4x4+2—2=0
P2 Q24 2(z—1)2 421 —4=0.

L’équation peut donc étre ramenée a la forme

P2 L Q2 Re42—4=0.

Donc
r<4 Ellipsoide.
=4 Un poing.
A >4 Ellipsoide imaginaire.

Exemple II. — Soit I’équation

224424222 4 4yx — 222 — 22y + 2y +- 2 =0.

s b
On peut la ramener & la forme

P24 (Q2—R24+A}1=0

en posant

P=g—y—% Q=y+% R=y—1.

Done
r<—1 Hyperboloide & une nappe.
A=—1 Cone.
A>—1 Hyperboloide a deux nappes.
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Exemple ITI. — Soit I'équation

224+ 3y2 42824 dyz 422y —8x— 4y —82=0.

On peut donner successivementa cette équation les formes sui-
vantes :

3\? o 3\ 2
(az—l—y—é) +3y9+2z~—|—4yz—4y-—3z—<y—§> =0
P9+2y9+2z9+4yz—y—3z—?—l:0
1 13\2 9 1 1\2
2 — — 2 — e —— —_ - —
P —{—2<2y 42z 2) + 222 —38% i 2(2% 2) 0
PQ—{—Q?—Q%—?:O.
L’équation peut donc étre ramenée & la forme
P24+ Q2L R=0;
elle représente un paraboloide elliptique.
Exemple IV. — Soit I'équation
24y24-222 2yz--222-+ 220y — 22 — 2y 22+ 2=0.

On peut la ramener a la forme

PP Q2L a—5=0,

en posant
P=z+4y+2—1 Q=z-2.
Done
A5 Cylindre elliptique.
=5 Deux plans imaginawres conjugués.
A>5 Cylindre elliptique imaginaire.

Exemple V. — Soit I'équation

2 4y2 22— 2yz— 2204 22y 4+ dx—22+2=0.
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On la raméne immédiatement a la forme
(z4y—2+2)2—2(2y —z+1)=0;
ellc représente un cylindre parabolique.
Exemple VI. — Soit I'équation
x2t-y2 922 —6yz+6rs—2ry—x+y—382421=0.

On la raméne immédiatement & la forme

(x—y—{—Sz—%)g—i—)\—%: .

Done
A <% Deux plans paraliéles réels.
A= % Deux plans confondus.
A >% Deuzx plans paralléles imaginaires.

Exemple VII. — Soit I'équation
2yz4-4x5— 22y —2x—1=0.

On peut donner successivement a cette équation les formes sui-
vantes :

2(z—w)(y+2x)—2x—i+4x9=0
2(s—)(y + 20+ 5 (42 — 1) —2 =0,

L’équation peut donc étre ramenée a la forme

PQ-}-RB——— ,

c'est-a-dire 4 la forme
P4+Q\® P—Q\2 . 5_
() -(57) +r—i=o

Elle représente un hyperboloide & une nappe.

128. Remarque. — Lorsque, par les transformations que nous
avons fait connaitre, on a donné a 1'équation du second degré
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I'une des formes du groupe G, on est certain que les plans P, Q, R
forment un véritable triédre : on peut alors prendre ces plans pour
plans coordonnés.

Il n’en est plus de méme quand on donne a priori I'équation de
la surface sous I'une des formes du groupe G.

Dans ce cas il faudra toujours commencer par examiner si les
trois plans P, ), R forment un véritable triedre. S’il en est ainsi,
tout ce qui a été dit précédemment reste vrai.

Si les trois plans P, Q, R ne forment pas un véritable triédre,
on aura entre les fonctions P, Q, R une relation de la forme

aP+bQ+cR+d=0.

L'une d’entre elles est donc une fonction linéaire des deux
autres et ’équalion de la surface deviendra

f(P7 Q)ZO)

Cette surface est done un ¢ylindre ; 1'étude de la section par un
des plans de coordonnées fera connaitre la nature du cylindre.

Exemple. — Soit I'équation

(@+y—2)2+ (@ 4y +25—1) (2w 2y +2) =0,

Elle est de la forme
P21+ QR=0,
et elle représentera un céne si les trois plans P, Q, R forment un
véritable triédre.
Ces trois plans ont pour équations
P=z-ty—2z2=0
Q=z+y+2z—1=0
R=2z+2y-}+2=0
et I'on voit facilement qu'ils ne se coupent pas ; la surface consi-

dérée est donc un cylindre,
La section par le plan y0z a pour équation

3y2+32248yz—2y —z=0.

Cette section est une véritable ellipse et la surface est un cy-
lindre elliptique.
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CENTRE. — CONE ASYMPTOTE. — PLANS DIAMETRAUX
DES QUADRIQUES,

Centre.

129. Définition. — On appelle centre d’une surface un point par
rapport auquel tous les points de la surface sont syméiriques deux
a deux.

Théoréme. — Pour que l'origine des coordonnées soit centre
d’une surface algebrique, il faut et il suffit que, dans son équation
mise sous forme entiére, tous les termes soient de méme parité.

En groupant ensemble les termes de méme degré, I'équation
de la surface prendra la forme suivante :

'9,”(:'0, Y, %)+ om—1(2, Y, 2) -+ ... +90(2, ¥, ) =0.

Une droite passant par l'origine est représentée par les équa-
tions
%

_Yy_* __
By P

I8

danslesquelles «, 8,y sont les coordonnées d’un point déterminé D
de la droite, x, y et z celles d'un point variable M de cette droite ;

s iy . oM . .
quant a la quantité p, elle est égale au rapport oD pris positive-

ment si les deux directions 0M, oD sont de méme sens, et néga-
tivement dans le cas contraire.

Les valeurs de p qui correspondent aux points ou la sécante
rencontre la surface sont données par I'équation

pmam (%, B v) " Tom—1(2, B, ¥) -+ -+ 0o( B, v) =0.

On démontrera comme en géométrie plane (G. P. 115) que, pour
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que l'origine soit centre, il faut et il suffit que Ion ait, quels que
soient «,p et vy,

?m—l(“, @1‘()=0 ?m—a(fl, @,Y)ZO...;

I’équation de la surface ne peut donc contenir que des termes des
degrésm, m —2, m —4...

Recherche du centre. — Pour trouver le centre d’une surface
on transportera ’origine en un point indéterminé A (2o, Yo, %), €t
I'on cherchera s'il est possible, en profitant de l'indétermination
des coordonnées &y, Yo, %, de faire disparaitre tous lestermes de
degré pair si la surface est d’ordre impair, et tous les termes de
degré impair si cette surface est d’ordre pair.

Application aux quadriques. — En transportant l'origine des
coordonnées au point A (&, Yo, %0) , 'équation générale f(x,y, 2) =0
des quadriques devient

2(2, 4, %) tf , -yl +5f, + (20, Yo, 30) =0,

9(x, ¥, 3,) représentant, snivant une convention déja faite, I'en-
semble des termes du second degré dans la fonction f. Pour que
la nouvelle origine soit centre, il faut et il suffit que l'on ait & la
fois

U U U
€y fo,= 0 fy., =0 [, =0.

Ces trois équations sont appelées les équations du centre.

Régle. — On obtient les équations du centre d'une quadrique en
égalant & zéro les dérivées partielles du premier membre de son
équation.

Discussion. — Si 'on considére z,, ¥, et zp comme des coor=-
données courantes, chacune des équations (1) représente un plan,
et le centre est au point d’intersection de ces trois plans.

Les équations du centre développées sont, en supprimant les
indices,

Az}By+Bz4+C =0
@ Bzt Ay+Bs+C =0
Bxz+By+ A2+ C'=0.
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Nous distinguerons plusieurs cas :
1° Les trois plans du centre forment un véritable triédre. — La
surface a alors un centre unique & distance finie.

2° Les trois plans du centre sont paralléles & une méme droite.—
La surface a un centre unique rejeté a 'infini.

Remarque. — Dans ce cas, I'un des plans du centre peut étre
rejeté a Uiufini.

3° Les trois plans du centre passent par une méme droite. — La
surface a alors une ligne de centres a distance finie.

Remarque. — Dans ce cas, Véquation d'un des plans du centre
peut se réduire & une identité.

4° Les trois plans du centre sont paralléles. — La surface a une
ligne de centres rejetée a l'infini.

Remarque. — Dans ce cas, I'un des plans du centre peut étre
rejeté a 'infini et un autre indéterminé.

5° Les trois plans du centre sont confondus. — La surface a un
plan de centres.

Remarque. — Dans ce cas, un ou deux plans du centre peuvent
&tre indéterminés.

De la discussion précédente, il résulte que les quadriques peu-
vent étre divisées en cinq classes.

Premiére classe. — Quadriques ayant un centre unique & dis-
tance finie ;

Deuxiéme classe. — Quadriques ayant un centre unique & dis-
tance infinie ;

Troisiéme classe. — Quarriques ayant une ligne de centres &
distance finie;

Quatriéme classe. — Quadriques ayant une ligne de centres &
distance infinie ;

Cinquiéme classe. — Quadriques ayant un plan de centres.

Nous allons démontrer que cclte classification est an fond iden-
tique avec celle que nous avons donnée an paragraphe 115.

Montrons, par exemple, que, dans les deux classifications, la
premiére classc comprend les mémes quadriques.
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Dans la premiére classification les quadriyues de la premiére
classe sont représentées par 1'équation

aX2 4 Y24 9224 h=0,

et 'on voit immédiatement que toutes les surfaces de cette classe
ont un cenlre unique a distance finie. Ces surfaces appartiennent
donc a la premiére classe, dans la deuxiéme classification,

Réciproquement, toutes les quadriques de la premiére classe
(deuxiéme classification) appartiennent a la premiére classe (pre-
micre classification).

En effet, s'il en était autrement leur équation pourrait étre ra-
menée a l'une des formes suivanles :

FY2 4 yZ24-2X =0 aX24+BY2+ h=0
«X242Y=0 aX2+h=0
et la surface considérée n’aurait pas un cenire unique & distance
finie.
Le méme raisonnement s’applique a la comparaison des qua-

driques des autres classes, dans les deux classilications.
Ces classifications sont donc identiues.

Equation des quadriques de la premiére classe
rapportées au centre.

130. Quand on prend pour origine le centre des quadriques de
la premiére classe, leur équation se simplifie et devient

A4 Ay24 A"22+2Bys+2B'z2+ 2B"xy + D, =0.
Calcul deDy. — On a
Dy = f(0, Yor %),

Xo, Yoo % désignant les coordonnées du centre, coordonnées
qui satisfont aux équations (1). Si 'on rend homogeéne la fonc-
tionf(x, y, z), le théoréme d’Euler donne I'identité

xof;."i‘yof;.-{—zof;.-l— tof;.EQf(x(h Yor %o o)e
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Lorsque, dans cette identité, on fait t{,=1, les coefficients
de xy, de yo et de % s’annulent d’aprés les équations (1); quant
au terme f( o, Yo, %0, lo), il devient égal a D,.

En résumé, pour avoir D,, il faudra éliminer Zy, ¥ et 2, enire
les équations

1., 1! 1.0 10
éf.l'o:O éf‘l[‘,:O —fz‘]:O Eftu—D‘:()’

2

ou on aura posé fhp =1, c’est-a-dire entre les équations

A 2+ B'yy+B 5+ C =0
By + A' yo+ B 2,4+ C =0
B/ 2y4B yo+ A'% - G =0
Ca+Cy+C2%+D —Dy=

On obtient ainsi la relation

431. Nous terminerons l'’étude du cenlre par quelques re-
marques, souvent utiles, sur les quadriques n'ayant pas un centre
unique a distance finie.

Théoréme I. — Quand Uéquation du second degréreprésente un
cylindre parabolique, les termes du second degré forment un carré
parfait. :

En effet, on a alors identiquement (116)

f(z, y, =aP24-Q,

P et Q étant des fonctions linéaires des variables z, y, 2.

Théoréme II. — Quand I'équation du second degré représente
deuz plans paralléles, I'ensemble des termes du second degré est,
un facteur constant prés, le carré de U'ensemble des termes du pre-
mier degré.

En effet on a alors identiquement (116)

f(x,y, 5) =aP24 h=ce(aztby+cz4+d)2+h
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ou bien

(i, y, ) = a(az 4 by +c2)® +2da(ax 4 by -+ ¢2) +- 9.
Cone des directions asymptotiques. — Cone asymptote.

432. Points & l'infini. — Lorsqu’on coupe une surface algé-
brique d’ordre m par une droite quelconque, 'équation aux abs-
cisses des points d’intersection est du degré m ; il peut arriver
que, pour certaines positions de la sécante, cette équation s’abaisse
au degré m — p. Dans ce cas, la droite ne rencontre plus en réa-
lité la surface qu’en m — p points, mais on convient de dire qu’elle
la rencontre en m points dont p se sont éloignés a I'infini.

Définition. — Quand toute droite paralléle & une direction D
renconire une surface en des points dont lun est rejeté & Uinfini,
on dit que la direction D est une direction asymptotique.

Le cone qui a pour génératrices les paralléles, menées par un
point de Uespace, & toutes les directions asymptotiques est appelé le
cone des directions asymptotiques de la surface.

Théoréme. — On obtient I'équation du cone des directions asymp-
totiques d'une surface algebrique en égalant & zéro U'ensemble des
termes du degré le plus €levé dans son équation mise sous forme
entiére.

Groupons ensemble les termes du méme degré, I'équation de
la surface prendra la forme

on(Z, Y, %) +om—1(x, ¥, %)+ . . . =0.

Soient a, B, v les coefficients de direction d’'une droite D ; une
paralléle a cette droite aura pour équations

T—%y Y —Yo_ Z—%

@ B Y

Les valeurs de p qui correspondent aux points ou cette paralléle
rencontre la surface sont données par 1’équation

e om (o By y) A~ 14 .. =0;
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I'un des points de rencontre sera rejeté a l'infini si 'on a

?"‘(“’ nB’ Y)=O

On aura Péquation du céne des directions asymptotiques. le
somnet étant a I'origine, en éliminant «, B, y entre la relation
précédente et les équations

x—

T_Y_ %
f

by
de la direction D.
L’équation de ce cone est donc

om (2, ¥, 3)=0.

En appliquant le théoréme précédent aux quadrignes et pre-
nant les équations de ces surfaces sous les formes réduites trou-
vées au paragraphe 116, on vérifie immédiatement les propriétés
indijuées dans le tableau suivant :

Réduitaunpoint Ellipsoide.
Réel. Hyperboloide.

Paraboloide ou
un cylindre el-
liptiques.

Réduit a4 une

droite.
Le cone des direc-

tions asymplo-| porme de deux

. est un uncylindre hy-
tiques est plans sécants. y ¥

perboliques.

e N e et .

Cylindre para-
holique ou for-
mée de deux
plans paral-
léles.

Formé d’un plan
double.

Si la surface% Paraboloide ou

Cone asymptote.
133. Définition. — On appelle cone asymptote d’un hyperboloide

le cone lieu des droites menées par le centre parallélement aux di-
rections asymplotiques.
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L’hyperboloide étant rapporté a son centre a pour équation

H
¢(z, ¥, Z)+73=0;

I'équation du cdéne asymptote est donc alors
olz, y, 3)=0.

On voit que chaque généralrice de ce céne rencontre la surface
en deux points rejetés a 'infini; par suite, on peut regarder le
cone asymptole de I’hyperboloide comme le liew des droites pas-
sant par son centre et rencontrant la surface en deux poinls rejetés
a Uinfini.

Théoréme. — Le cone asymptote est 'envelcppe des plans tan-
gents a Vhyperboloide dont le point de contact est rejeté a Uinfini.
Rapportons encore ’hyperboloide & son centre, et soient

g
t t

@
{

les coordonnées d’un point M de sa surface. L'équation du plan
tangent en ce point sera

? ! 1 H
3) 29, TY25 29,23 1=0,
et ’on aura en outre la relation
H
4 9l By )+ 2=0.

Si l'on fait tendre ¢ vers zéro, le point M s’éloignera a l'infini,
sur la surface de I’hyperboloide, dans la direction G définie par
les équations

D’un autre cété, les équations (3) et (4) deviennent
w?;+y@; +29,=0
¢, B ¥)=0}
I 10
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elles montrent que le plan tangent a 'hyperboloide, dont le paiat
de contact s’éloigne a l'infini, a pour position limite un plan tan-
gent au cone asymptote en tous les points de la droite G.

Remarque. — Ces plans tangenls limites sont aussi appelés
les plans asymptotes de I'hyperboloide.

Probléme. — Un hyperboloide étant rapporté i des axes quel-
conques, trouver I'équation du cone asymptote.

Soit

f(z,y,%)=0

I'équation de I'hyperboloide, les axes de coordonnées étant quel-
conques.

Si I'on transporte 'origine au centre de la surface, son équa-
tion deviendra

H
?(2,y,2) + 7 =0.
Dans le nouveau systéme d’axes, le cone asymptote a pour
équation
¢(x, y, 5)=0

(+43) =50

. o . I
Maintenant, quand on revient aux axes primitifs,la fonction ¢ - 1

ou bien

se change en f; donc dans le systéme d’axes primitifs I'équation
du cone asymplote est

H
f(xa Y, Z)——A—O.

PLANS DIAMETRAUX.

134. Définition. — On appelle surface diamétrale d’une surface
donnée S le liew des milieux des cordes de la surface S paralléles d
une direction donnée.

Nous allons démontrer que, dans les quadriques, les su1faces
diamétrales sont des plans.
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Ces surfaces diamétrales sont alors appelées plans diamétrauz.

Soient oD une droite passant par I'origine, a laquelle toutes
les cordes doivent étre paralleles, et «, B, v ses coefficients de
direction. Prenons dans 'espace un point quelconque P(z, y, %),
les coordonnées X, Y, Z d'un point variable pris sur la corde
passant par le point P seront données par les relations

X—2 Y—y Z—z
« B T

Soit maintenant
f(X,Y,Z)y=0

I'équation de la quadrique, les valeurs de p qui correspondent aux
points A et B ol la corde rencontre la surface sont les racines
de I’équation

[(x+ap, y+ Ep, 2+ vp)=0,

c’est-a-dire de I'équation
®)  ¢29(s, 1) Felaf,+ 6f, 411, + (2, 9. 2)=0.

Nous supposerons d’abord que le coefficient ¢(«, B, v) de p2 n’est
pas nul. — L’équation (5) donne alors pour p deux valeurs finies;
par suite, les points A et B ainsi que le milieu M de la corde AB
sont situés & distance finie, et I’on peut faire coincider le point
arbitraire P avec le milieu M. Cela étant, les racines de 1'équa-
tion (5) seront égales et de signes contraires, et l'on aura la
relation

©) af,+ 6, +11,=0,

a laquelle doivent satisfaire les coordonnées z, y, z du point M
milieu de la corde AB.

Cette relation étant du premier degré, on en conclut que, dans
les quadriques, les surfaces diamétrales sont des plans.

Remarque. — On vérifie facilement que I'équation des plans
diamétraux peut étre mise sous la forme suivante :

t 1 '

?, @ 9 , ,
xg+y§-+z§+ca+cp+c y=0.
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Discussion de I'équation des plans diamétraux.

135. Reprenons 'équation générale des plans diamétraux,

©) of 61, +1f,=0

et cherchons comment ces plans sont placés dans les quadriques
des différentes classes.

1° La quadrique est de la premiére classe. — Dans ce cas, tous
les plans diamétraux passentpar le centre, car les coordonnées de

Lo ' '
ce point annulent & la fois [, fy, [y

Réciproguement, fout plan passant par le centre est un plan
diamétral ; en effet, si 'on donne toutes les valeurs possibles aux
coefficients de direction «, B, y des cordes conjuguées d'un plan
diamétral, I’équation (6) pourra représenter un plan quelconque
passant par le centre.

Remarque. — Les réciproques des théorémes qui vont suivre
se démontrant de la méme maniére, il nous suffira de les énoncer.

20 La quadrique est de la seconde classe.— Dans ce cas, les trois
plans du centre sont paraliéles & une méme droite D, et, par l'in-
tersection de deux d’entre eux, on peut faire passer un plan paral-
l¢le au troisiéme ; on a donc identiquement

f=2f, Al v,

ct I'équation du plan diamétral devient

(a2, + (B +unf, +vy=0.

Y

Tous les plans diamétraux sont donc paralléles & une méme
droite D.

Réciproquement, fout plan paraliéle & la droite D est un plan
diamétral.

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que
I'un des plans du centre soit rejeté a I'infini ; le premier membre
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de son équation, f; par exemple, se réduit & une constante v et
Péquation du plan diamétral prend la forme

af;—}—pf;—{—v-{-:o.

La propriété que nous venons de démontrer subsiste encore.

3° La quadrique est de la troisiéme classe. — Dans ce cas les
trois plans du centre passent par une méme droite, et 'on a iden-
tiquement

[=3 1,
L’équation du plan diamétral devient
r o, /
(@420)f , +(E+wun)f, =0;
tous les plans diamétraux passent donc par la ligne des centres.

Réciproquement, tout plan passant par la ligne des centres est
un plan diamétral.

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que
I'un des plans du centre soit indéterminé, la propriété précédente

subsiste encore. En effet la fonction f;, par exemple, estnulle iden-
tiquement, et I'équation du plan diamétral prend la forme

of,+ B/, =0.

4° La quadrique est de la quatriéme classe. — Dans ce cas, les
trois plans du centre sont paralleles, et 1'on a identiquement

f,=2 4w
fo="f,+u.

L’équation du plan diamétral devient
(a+28+Ny)f,+up+u'y=0;

tous les plans diamétraux sont paralléles entre eux.
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Réciproquement, tout plan paralléle aux trois plans du
centre est un plan diamétral.

Remarque. — Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que
I'un des plans dn centre soit indéterminé et un autre rejeté al’in-
fini; la propriété précédente subsiste encore. En effet la fonc-

! !
tion fy, par exemple, étant nulle identiquement et la fonction f,

se réduisant a une constante p’, ’équation du plan diamétral prend
la forme

! !
of A~ y=0.

5° La quadrique est de la cinquiéme classe. — Dans ce cas, los
trois plans du centre sont confondus, et I’on a identiquement

’__ U ! Y]
f,=*, [=Xf,
L’équation du plan diamétral devient

(28X y)f,=0;
tous les plans diamétraux sont confondus.

Remarque. — Dans le cas qui nous oceupe, il peut arriver que

deux des plans du centre soient indéterminés ; la propriété pré-
! i

cédente subsiste encore. En effet les fonctions fy » [,» par exemple,

étant nulles identiquement, 1'équation du plan diamétral se ré-
duit &

of , = 0.
Plans diamétraux singuliers.

136. Nous allons maintenant examiner le cas ou les coeflicients
de direction de la droite oD satisfont a la relation

‘?(77 &, Y):O;

c'est-a-dire le cas ou 0D est une direction asymptotique de la
quadrique.
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Dans cette hypothése, I’équation (5) a une racine infinie, et I’'un
des deux points A ou B est rejeté a l'infini; le milieu M de la
.corde AB est donc lui-méme, en général, rejeté a linfini, et I'on
ne peut plus, comme dans la premiére hypothése, faire coincider
le point P avee le point M.

Assujettissons les coordonnées du point P a satisfaire & 1'é-
quation

of, 81,11, =0,
c'est-a-dire a I'équation

? ?
xZ—"—{—ya‘f—i—z;—{—Ca—{—C'p—l—C”Y_—.O.

Sil'on regarde z, y, s comme des coordonnées courantes, cette
équation représentera un plan (; pour toutes les positions du
point P dans le plan Q, le coefficient de p, dans I'équation (5),
sera nul et les cordes menées parallelement & oD rencontreront
la surface en deux points rejetés a l'infini.

Maintenant il est facile de démontrer que toutes ces cordes sont
situées dans le plan Q ; pour cela, il suffira de faire voir qu'clles
sont paralléles & ce plan, car elles ont avee lui un point com-
mun P,

Or on a identiquement

“?u_i_p%'*—‘f‘?, ;2?(‘7'7 e, v);

mais, par hypothese, le second membre de cette identité est nul,
on a donc la relation

wo, + pe,+ 1o, =0,

qui exprime que la direction oD est paralléle au plan Q.

En résumé, le plan Q est le lieu des droites paralléles a la direc-
tion asymptotique oD et rencontrant la quadrique en deux points
rejetés a Uinfini.

Remarque. — Le plan ) coupe la quadrique smvant une co-
nique C; si le point P coincide avec un pointde cette corique,
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I'équation (5) devient une identité et la corde correspondante est
située sur la surface.

Ainsi toutes les cordes menées par un point de la conique C
parallélement a la direction asymptotique oD sont situées sur la
quadrique ; cette conique se compose donc, en général, de deux
droites réelles ou imaginaires paralléles a oD.

Nous verrons plus loin que, pour certaines quadriques, 'une
des droites et méme les deux droites peuvent &tre rejetées al’in-
fini.

Dans tous les cas, le plan Q coupant la quadrique suivant deux
droites dont le point de rencontre est d l'infini, est un plan
asymptlote.

137. Nous allons maintenant faire connaitre les principales pro-
priétés des plans diamétraux singuliers dans les différentes qua-
driques.

Nous remarquerons d'abord que I'ellipsoide, le paraboloide
elliptique et le cylindre elliptique n’ont pas, en réalité, de plans
diamétraux singuliers, car ces surfaces n’admettent pas de cone
asymptote.

1° La surface est un hyperboloide. — Les plans diamétraux sin-

guliers étant des plans asymptotes, on en conclut le théoréme
suivant (133) :

Théoréme. — Les plans diamétraux singuliers d’un hyperboloide
sont tangents au cone asymptote.

2° La surface est un paraboloide hyperbolique. — Dans ce qui va
suivre nous représenterons par P et (Q deux fonctions linéaires et
homogénes des variables z, y, z; et par P,, Q, les valeurs que
prennent ces fonctions quand on y remplace x, y,  respecti-
vement par o, B, y.

Nous poserons donc

P=azx{bytcz Q=dat+bytcs
et

P,=aa+tbp+cy Q=datbp+cy.

La quadrique étant un paraboloide hyperbolique, la fonction ¢
est une différence de deux carrés que l'on pourra meltre sous la
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forme 2PQ. L’équation générale des plans diaméiraux singuliers
est

PO, 4 QP, 4 Ca+ G p+C'y=0,
et 'on a la relation
¢ (o B, y)=2PQ,=0.

On voit que les plans diamétraux singuliers forment deux sé-
ries ; I'équation des plans d’une série est
»

PQ,+GCat+Cp-C'y=0 avee P,=0,
et celle des plans de l'autre série est
QP+ Coa-C'p4C"'y=0 aveec Q,=0.

En combinant I'équation des plans de la premiére série, par
exemple, avec celle de la surface

2PQ + 20z 20y +2C"z D=0,

on obtient, pour représenter la section de la surface par ce plan,
les deux équations du premier degré

PQ, +Ca+4CB4C'y=0
20 20z4-2Cy+2C'54D
Q,~  Caf CBFCly

La section est done formée de deux droites dont l'une est re-
jetée a l'infini.

Théoréme. — Les plans diamétraux singuliers d'un paraboloide
hyperbolique forment deux séries; les plans de chaque série sont
paralléles entre eux et coupent la surface suivant deux droites dont
Uune est rejetée o I'infini.

3° La surface est un cylindre hyperbolique. — L’équation du
cylindre pouvant étre mise sous la forme

PQ4+ k=0,
celle des plans diamétraux singuliers sera

PQ1+QP|=O;
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et I'on aura la relation
¢ (= £ )= P,1Q,;=0.
Il y a done deux plans diamétraux singuliers déterminés ayant
respectivement pour équalion

P=0 ou Q=0;
ils coupent le cylindre suivant deux droites rejetées a I'infini.

Les plans diamétraux singulicrs sont indéterminés s1 «, 3, ¥
annulent a la fois P, et Q.

Théoréme. — Le cylindre hyperbolique admet deux plans dia-
métraux singuliers déterminés coupant chacun la surface suivant
deux droites rejetées & Uinfini, et des plans diamétraux singuliers
indélerminés.

4° La surface est un cylindre parabolique. — L’équation du cy-
lindre pouvant étre mise sous la forme

P24+2Cer+2C0y+2Cz-+D=0,
celle des plans diamétraux singuliers sera
PP, - Ca+C'p4C'y =0;
et I’on aura la relation
9(a, B, y)=P; =0.

Les plans diamétraux singuliers sont donc, en général, rejetés
a linfini; ils sont indéterminés quand les coelficients de direc-
tion «, B, y satisfont en outre a la relation

Ca4-Cp4C'y=0,
c’est-a-dire quand oD est paralléle aux génératrices da cylindre.

Théoréme. — Les plans diamétraux singuliers d'un cylindre
parabolique sont rejetés & Uinfini ou indéterminés.

5° La surface se compose de deux plans paralléles. — L’équa-
tion de la surface pouvant étre mise sous la forme

P24 h=0,
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celle des plans diamétraux singuliers sera

Ppi =0 )
et 1'on aura la relation

2
(e, B, Y,):P1 =0.
Les plans diamétraux singuliers sont donc indétorminés.

Théoréme. — Les plans diamétraux singuliers d'une quadrique
formée de deux plans paralléles sont indétermines.

138. Pour compléter I'étude des plans diamétraux singuliers, nous allons

montrer qu’on peut les considérer,  un certain point de vue, comme des plans
diamétraux.

Afin de faciliter la démonstration, nous prendrons le plan diaméiral singu-
lier Q comme plan des zoy, I'axe des x étant paralléle a la direction asymp-
totique correspondante.

Reprenons I'équalion générale des quadriques

Ax*4-A'y* 4+ A"z} 2Byz -+ 2B z24-2B"zy
+2Cz+42Cy+42C"s4+D=0.

L’axe des  coupant la surface en deux points rejetés a l'infini, on a
A=C=0.
Maintenant la section de la surface par le plan oy, qui a pour équations
2=0 A'yp*+2B"zy+2Cy+D=0,
doit représenter deux droites paralleles 3 oz, les deux droites ou une seule

d’entre elles pouvant d’ailleurs étre rejelécs a I'infini j par suite B” doil étre
nul et ’équation de la quadrique devient

f=Ay*+ A"z +2Byz 2852420y +2C"z+ D =0.

Cela posé par un point P(z, y, 0) du plan £oy menons une corde parall¢le
a une direction oD faisant avec ox un angle o, les coordonnées d'un point
quelconque de celte corde seront données par les relations

X—z Y—y_ Z

@ B Y

Les valeurs de p qu1 correspondent aux points A et B ol la corde rencontre
la surface sont les racines de 1'éguation

0ol B, ¥) FelBfy 1 f:) +(z v, 0) =0,
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car on a ici
f.t =9B'2=0.

Quant aux coordonnées X, Y, Z du milieu M de la corde AB elles soat
fournies par les équations

0 X—o_Y—y_z__ Bfy+ifs

« B Zolapt)

Si l'on fait tendre w vers zéro, la corde devient paralléle & ox; par suile 3
et vy tendent vers zéro.
Assujeltissons B et y & satisfaire a la relation

p=my,

alors, si 'on fait tendre y vers zéro, les équations (7) montrent que X, Y, Z
ont respectivement pour limites

_mfy o

SEPT T

Y=y Z=0;

comme m est quelconque, on voit que le point M a pour limite tel point que
I'on voudra de la paralléle menée a oz par le point P.

Il résulte de la que chaque point du plan oy peut étre regardé comme le
milien d’une corde paralléle & o et située dans ce plan; ce plan peut done
étre considéré comme un plan diamétral.
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EQUATION EN S. — PLANS PRINCIPAUX,

Etude algébrique de I’équation en S.

139. Larecherche des plans principaux d'une quadrique conduit
a considérer I'équation du troisiéme degré

A—S B B’
) AS)=| B A'—S B |=0;
B’ B A"—S

nous commencerons par étudier cette équation que I'on appelle
Péquation en S.

Cette étude a été faite par plusieurs géomeétres; nous allons
exposer successivement les méthodes de Cauchy et de Jacobi qui
permettent de montrer que ’équation en S a ses racines réelles
et de séparer les racines (1).

Nous modifierons les analyses de ces deux géometres, ce qui
pous permetira d’en présenter les résultats par des considéra-
tions ayant entre elles une assez grande analogie.

Représentons par @, o', @’ les mineurs principaux du détermi-
nant A(S) et parb, b', " ses mineurs secondaires, ce qui revient
a poser

@ —=(A'—S)(A"—8)—B2 b =BB"—B (A —8)
d =(A"—S)(A —S)—B® §=B'B —B (A'—8)
@ =(A —S)(A' —S)—B?® )=BB —B'(A"—8)

(1) Caucny, Exercices de Mathématiques,t. III, p. 15 t. IV, p. 140.
Jacosy, Journal de Crelle, t. XII. — Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. 111,
p. 190.
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Nous aurons les identités suivantes, qui sont faciles a véri-
fler:

(A —S)A(S)=a'a" — D2 B AS)=Wb"'—ba
@) (A’ —S8)A(S)=a"a —b2 (3) BA(S)=bb —ba
(A"—S)A(S)=aa' —b? B"A(S)=b b —b"a".

La considération des identités (2) nous conduira & la méthode
de Cauchy, et celle des identités (3) a la méthode de Jacobi.

Méthode de Cauchy.

140. Nous distinguerons quatre cas.

Premier cas. BB'B”zO. — Considérons 1'équation =20,

¢'est-a-dire I'équation
(A'—8)(A"—8)—B2=0.

Si, dans la fonetion @, on remplace successivement S par — w0 ,
A", A' et + 0, en supposant, pour fixer les idées, A" moindre
que A’, les résultats auront les signes indiqués dans le tableau
suivant :

S —w® A" A Lo
a 4+ —B: —B* 4.

On voit que I’équation =0 a deux racines réeiles, inégales et
différentes des quantités A" et A’. L’une des racines s, est com-
prise entre — oo et A", 'autre s, entre A’ et 40,

Supposons d’abord qu’aucune des racines s,, S, n’annule o', ce
B"B

T

Si, dans la seconde des identités (2), on remplace S successi-

vement par §, et par S,, le second membre se réduira a la quan-

qui revient & dire qu'aucune d’elles n'est égale a4 A’ -—

tité —b'2 qui n’est pas nulle. Il résulte de la que les produits
(A"—sy)A(s)), (A'—s$5)A(S,) sont négatifs ; mais le facteur
A'— s, est positif, et le facteur A' — s, est négatif, donc on aura

A(s,) <0 A(sy)>0.
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Cela posé, dans la fonction A(S), remplagons successivement &
par —oo, §;, 85, Fo0, les résultats auront les signes indiqués
dans le tableau suivant :

19

s (—e 84 s +
A L+ -+ -

On voit que I'équation A (S)=0 a trois racines réelles S, S,,
S, et nécessairement inégales.

Supposons maintenant que s, annule b', la seconde des iden-
tités (2) montre que A(s,) est nul.

L’équation A(S)=0 admet donc la racine s, et comme elle a
encore une racine S comprise enlre s, et -}~ , ses trois racines
sont réelles.

Remarque. — Quand s, annuled', cette quantité annule anssi b";
cela résulte de Ja troisieme des identités (2). On a donc

BB BB’

81:A'—?:A”——' B *

Maintenant en formant la dérivée de A(S), on trouve

N(S)=—(a+ta +a);
d’olu I'on déduit facilement

B’Q B”Q
Ny ="t D b (sy),

Cette relation montre que, si b(s;) n’est pas nul, les trois ra-
cines S,, S,, S3 sont distinctes.
Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire quand on a

B'B" B'B__,, BB
A——p-=A—pgr=A—ppr

la valeur commune de ces trois rapports est une racine double.

Deuxiéme cas. B"=0, BB’EO.— L’équation en S devient

(A—S)(A'—8)(A"—8)—B2(A—8)—B2(A'—S)=0.
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Si l'on suppose d’abord A <CA’, on pourra former le fableau
suivani :
S — @ A A +
AS) L+ = o+ -

11 montre que 'équation A(S)=20 a ses trois racines réelles et
indgales.

Supposons maintenant A =A'; I'équation A (S)=0se décom-
pose en deux ‘

A—S=0 (A—S)(A"—S)—B2—B2=0.

La premiére donne S=A, et I'on montrera, comme on I'a fait
précédemment pour I'équation @ = o0, quo la seconde équaltion a
ses deux racines réelles, distinctes et qu'elles différent de A.
L’équation A(S)==0 a donc ses troisracines réelles et distinctes.

Ainsi, quand un seul des coefficienis B, B', B" est nul, l'équation
A(S)=0a ses trois racines réelles et inégales.

Troisiéme cas. B'=B"=0, Bzo. — L’équation A(S)=0
devient

(A—S8)[(A'—8)(Ar —8)—B]=0;

elle admet la racine A et les deux racines distinctes de I'équation
o= (A'—S)(A"—8)—B2=0. |)

Cette équation a donc encore ses trois racines réelles et géné-
ralement distinctes.

Pour que I'équation ait une racina double, il faut que A annule
a, ou que l'on ait

(A'—A)(A" —A) —B2=0.

Quatriéme cas. B==B'=B"=0. — L’équation A(S)=0
devient

(A—8)[A'—8)(A" —8)=0.

Quand les coefficients A, A, A" sont inégaux, les troisracines
de cetle équation sont réelles et inégales; quand deux de ces
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coelficients sont égaux, I'équation a une racine double; enfin ses
trois racines sont égales, quand les trois coefficients A, A’, A"
sont égaux,

En résumé, Péquation A(S)=0 a ses trois racines réelles et
généralement distinctes.
Elle a une racine double quand on a

' u> _B‘B”_ I_Ii?; n_@ —
BBB'Z0 A——=A—pr=A"——7,=

ou bien quand on a
B=B'=0 (A'—A)(A"—A)—B2=0,

Elle a une racine triple quand on a

B=B'=B"=0 A=A=A",

Méthode de Jacobi.
141. On a encore a distinguer quatre cas; nous examinerons
seulementl’hypothése BB’B"?O, Ies trois autres cas se traitant

comme dans la méthode de Cauchy.
Nous nous servirons ici des identités (3).
Désignons var A, X', 1" les racines des équations

b=0 b' =0 b= 0’
c'est-a-dire posons

. B'B" r s BB w__ iy BB
A=A——gm V=A-p V=A—g

Z3us aurons
b=B(S—1) V=B (S—X) b'=B"(S—1A").
Remplagons S par A dans la premiére des identités (3), par 2

1 11
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dans la deuxiéme et par X" dans la troisiéme, il en résultera

AQx )=B§1 (A=) (A=—2")
s =2 o=
A= %—E"(xﬂ_x)(x"—w).

Supposons d’abord les trois quantités A, 3", 1" inégales, ct soit
A<<X' <C)". Deux cas peuvent se présenter.

1° BB'B” > 0. — Dans la fonction A (S) remplacons successi-
vement S par — o0, A, 2, ¥, ;-0 , les résullats de ces substitu-
tions auront les signes indiqués dans le tableau suivant:

S —% A X XN 4w
A(S) + + - + -

Il montre que Yéquation A (S)=0 a ses trois racines réelles,

inégales et séparées par la suite
A Y Y 4w

2° BB'B"<0. — Le tableau précédent est alors remplacé par

le suivant :
S — A X )V 4w
a®) (+ — + = -

11 montre que I'équation A (S)=0 a ses trois racines réelles,

inégales et séparées par la suite
— @ A » AT,

Supposons maintenant que deux des trois quantités A, ', 3"
soient égales; soit, par exemple, N =2".

Pour S =X +-¢lapremiére des identités (3) donne

AN te)=+ ﬁ%HBW+BWH N —N)e-bher4-1e3,

On peut prendre le nombre positif ¢ assez petit pour que A(x' —+e)
ait le signe de son premier terme; donc les racines de I'éguation
A (8) = 0 sont séparées par l'une des deux suites

A N—e X¥4e oo
—~ A N—c V4o
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suivant que BB'B" est positif ou nézatif. Elles sont réelles et
distinctes; mais l'une d’elles est égale a X', car ¢ est aussi petit
que I’on voudra,

Supposons enfin A=13"=1)"; chacune des identités (3) donne

B'B” B"B BB
= e — )2 —_— A — — ).
A(S)=—(s—12 (81— = — 37 )

L’équation A (S) =0 a une racine double S=2, et I'on a

B'B’ B'B BB
A=A ——=A"— —A"— .

B A' BI A Bll
142. L’étude compléte des méthodes de Cauchy et de Jacobi
nous a fait connaitre les conditions nécessaires et suffisantes pour
que I’équation en S ait des racines multiples; nous allons traiter
directement cette question et démontrer les deux théorémes sui-

vants :

Théoréme I. — Pour quwun nombre o soit racine double de
Uéquation en 3, il faut et il suffit que ce nombre annule tous les mi-
neurs du premier ordre du déterminant A(S), sans annuler tous
ses éléments.

1° Ces conditions sont nécessaires. — En effet, ¢ étant supposé
racine double annule d’abord A (S) et par suite, d'apres les 1den—
tités (2), satisfait aux équations

aa'=bm aa=0b2 aa' =Db"2.

On conclut de la que, pour S =g, les trois mineurs principaux
a,d, a’ sont nuls ou de méme signe.

Maintenant e doit annuler aussi la dérivée A'(S), c'est-d-dire
la somme

ata-+a";
donc les trois mineurs principaux sont nuls pour S=g, el par
suite aussi les trois mineurs secondaires b, o', b”.

Je dis maintenant que le nombre ¢ n’annule pas tous les élé-
ments du déterminant A (S); car, s'il en était ainsi, la dérivée
seconde

A"(S)=2(A—S}A'—S +A"-—-8)

s’annulerait et ¢ serait racine triple.
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2° Les conditions sont suffisantes. — En effet, tous les mineurs
du premier ordre élant nuls pour S=y¢, on a a la fois

A(e)=0  A'(e)=0.

D’un autre cdté, des égalités
n

(A'—c)(A"—c)=B2 (A" —c)(A—o)=B2 (A—oc)(A’—0)=B'3,

il résulte que les quantités A — ¢, A' — g, A" — o sont nulles ou
de méme signe. Elles ne sont pas toutes nulles, car, s’il en était
ainsi, on aurait B=B'=B" =0, et tous les éléments du déter-
minant A(S) seraient nuls, ce qui est conire I'hypothése; on a

donc A”(c)zo, et ¢ est seulement racine double.

Développement des conditions précédentes. — On doit avoir, 4 la
fois,
(4) a=0 a=0 a'=0
(5) b=0 =0 b"'=0.

Nous distinguerons quatre cas.

Premier cas. BB’B”?O. — Des équations (5) on tire

BB" B'B A — BB'
BT AT

comme ces valeurs de S satisfont aux équations (4), les conditions

nécessaires et suffisantes pour que 'équation en S ait une racine

double sont

BIBH , BNB " BBI
A—g =A—F=A—F"
Deuxiéme cas. B" =0, BB’z 0. — La fonction b" se ré-

duisant 3 BB' n’est pas nulle; donc I'équation en S ne peut pas
alors avoir de racines multiples.

>
<

0" =0 sont satisfaites d'elles-mémes, et I'équation b =10

Troisiéme cas. B'=B" = 0,B-_0.—Les équations ¥' =0,
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donne S=A; en portant cette valeur dans les équations (4), on
trouve la relation de condition

(A'—A)(A"—A)—B2=0.

Quatriéme cas. B=B'=B"=0. — Les équations (5) sont
satisfaites identiquement ; quant aux équations (4), elles exigent
que deux des coefficients A, A', A" soient égaux.

Théoréme II. — Pour quwun nombre ¢ soit racine triple de
Pégquation en S, il faut et il suffit que ce mombre annule tous ies
éléments du déterminant A(S).

1° Ces conditions sont nécessaires. — En effet, d’aprés le théo-
réme I, sdoit annuler a, a',a", et par suite satisfaire aux égalités
(A'—0) (A" —)=B' (A'—0)(A—0)=B* (A—o)A'—0s)=B".

On voit que les trois quantités A —o, A'—q, A" —o¢ sont
nulles ou de méme signe ; elles sont nécessairement nulles, car on
doit avoir

A"(e)=2(A—o} A —o{- A" —0)=0.
Les quantités A —¢, A' — ¢, A" — ¢ étant nulles, il en est de
méme de B, B', B".

20 Ces conditions sont suffisantes. — En effet, quand elles sont
remplies, on a a la fois,

A(e)=0 A'(e)=0 A"(s)=0.

Corollaire. — L’équation en S ne peut pas avoir trois racinés
nulles. — En effet on aurait alors a la fois

A:A':A”:B:B'iB":O,
et I'équation de la surface ne serait plus du second degré.

Remarque. — Cette propriété peut étre établie directement.
L’équation en S développée est

S8 —MS?-PS—A=0
en posant
A4+AH+A"=M

A'A" — B2 A"A—B*+AA'—B'?=P,
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166
Pour que cette équation admette trois racines nulles, il faut et

il suffit que I'on ait

M=0 P=0 A=0.

Si du carré du premier membre de la premiére égalité on re-
tranche le double du premier membre de la seconde, on obtientla

relation
A2 A"+ A"s | 2B2 4 2B2 2B 2 =0.

On devrait donc avoir
A=A'=A"=B=B'=B"=0.

PLANS PRINCIPAUX.

143. Définition. — On appelle plan principal d'une quadrique un
plan diamétral perpendiculaire aux cordes qu'il divise en deux par-

ties égales.

Ces cordes sont dites principales.
Dans ce qui suit nous supposerons les axes de coordonnées

rectangulaires.
Soient «, £, y les cosinus directeurs d’une direction 0D, les
équations de cette direction et celle du plan diamétral correspon-

dant seront respectivement

r_y_ =%
« B v
et
?“ ?' (P' r "
()  wgtyygtrzgtCetCp0y=0.

Le plan diamétral sera principal s'il est perpendiculaire 4 la

dircction 0D, c’est-a-dire sil’on a

Désignons par S la valeur commune des trois rapports précé-
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dents, le probléme sera ramené a la résolution des équations
suivantes:

1 ' '
(7) 39, — Sa=0 %QB—SQ:O §"PY_SY=0
@) Sp g p=t

ol les inconnues sont S, «, B, 7.
Les équations (7) développées deviennent

/ (A—=S8)a+B"p+4By=0
(1 B'at(A'— 8) 6+ By=0
B'« B8+ (A" —8)y=0.

Ces équations linéaires et homogénes par rapport a «, B, y
doivent étre vérifiées par des valeurs de ces inconnues dont I'une
au moins n’est pas nulle, car la somme de leurs carrés est égale
a l'unité ; le déterminant formé par les coelficients de ces incon-
nues doit donc étre nul, et 'on a pour déterminer l'inconnue
auxiliaire S I’équation

A—S B’ B
B’ A'-—-S8 B =0.
B' B A"—S

. L'équation précédente n’est pasautre chose quel’équation A(S)=0
étudiée au commencement de ce chapitre.

Il nous reste maintenant a faire I’étude du plan principal et de
la direction principale en tenant compte de la nature des racines
de I'équation en S.

Remarquons auparavant qu’en vertu des relations (7) 1'équa-
tion (6) du plan principal prend la forme

(9) S(az+ py+12)+ Cat-C'p -+ Cry=0.

Etude du plan principal et de la direction principale

144. Théoréme I. — A une racine simple de U'équation en S
correspondent une direction principale déterminée et un seul plan
principal.
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En effet, cette racine simple n’annulant pas tous les mineurs du
premier ordre du déterminant A(S), les équations (7') se rédui-
sent a deux distinctes et donnent des valeurs uniques et détermi-
nées pour les rapports de deux des quantités «, 8, y & la troisiéme.

A cette racine simple correspondent donc une seule direction
principale et un seul plan principal.

Théoréme II. — A une racine double de U'équation en S corres-
pondent une infinité de directions principales paralléles & un méme
plan et une infinité de plans principaux passant par une méme
droite.

En effet, cetle racine double annulant tous les mineurs du pre-
mier ordre du déterminant A (S), les équations (7') se réduisent
a une.

Si 'on suppose d’abord que BB'B" n’est pas nul, la racine
double a pour valeur

BB" ., BB ., BB
S~A—-—B—_A _F_A g

et les équations (7') se réduisent a I’équation unique

e B Y g,
B+BI+BH——O'

a la racine double correspond done une infinité de directions prin-
cipales paralléles au plan qui a pour équation

T Y2
§+B7+BH—0'

Sil'on suppose ensuite B'=B" =0, la racine double a pour
valeur S—=A, et I'on a en outre la relation

(A'—A) (A" —A)—B2=0.

La premiére des équations (7') devient une identité, et les deux
autres se réduisent & I'équaiion unique

(A'—A)s +-By=0.
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A la racine double S—=A correspond encore une infinité de
directions principales paralléles au plan qui a pour équation

(A'—A)y+Bz=0.
Dans les deux hypotheéses 1'équation du plan principal prend la
forme
P+42Q=0,

P et ) étant deux fonctions linéaires déterminées et X un para-
metre arbitraire ; & une racine double correspond donc une infi-
nité de plans principaux passant par une méme droite.

Théoréme III. — A une racine triple de Uéquation en S cor-
respondent comme direclions principales toutes les directions de
Uespace et une infinité de plans principaux passant par un méme
point.

En effet, la racine triple annulant tous les éléments du déter-
minant A(S), les équations (7') se réduisenta des identités ; toute
direction de Pespace peut donc étre considérée comme principale.

D’un autre cdté, I'équation (9) du plan principal contient deux

R e . a B . . .
paramétres arbitraires -, - au premier degré; il y a donc-une
T

infinité de plans principaux passant par un méme point ayant pour
coordonnées

w—_g _ g CII
- S

La quadrique est alors une sphére.

Théoréme IV. — Les directions principales qui correspondent
& deux racines différentes de U'équation en S sont perpendiculaires
entre elles.

Soient en effet («, 8, v), («', §', v') les cosinus des angles que
font avec les axes de coordonnées les directions principales qui
correspondent aux racines différentes S, S'. On a, en vertu des
équations (7), les relations

1{ v ' 1!
Se=je, Sa'=3%
4 ’ ' At l »
S@:ﬂ’p S'f =3z%
'S T
ST—é?Y SY ::26?.(;
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d’otr I'on déduit
(8= (aa' 88+ 1) =5 (¥ 0+ Fop + 7o - w0 — Bog— Vo)

Le second membre de la derniére relation est nul, car la fonc-
tion ¢ étant homogéne et du second degré, on a

@'¢, +Bog v e, =opy +Boytyop-

Le premier membre de la méme relation est donc également
nul, et comme le facteur S — S' est différent de zéro, il en résulte

aa' 4B+ vy’ =0;

les deux directions principales considérées sont donc perpendi-
culaires entre elles.

145. Des théorémes précédents on déduit un corollaire impor-
tant.

Corollaire. — Dans toute quadrique il y a toujours au moins
trois directions principales formant un triédre trirectangle.

En effet, sil’équation en S a ses troisracines inégales, les trois
directions principales qui leur correspondent sont perpendicu-
laires deux & deux.

Sil'équation en S a une racine double et une racine simple, les
directions principales, en nombre infini, qui correspondent & la
racine double sont dans un plan P perpendiculaire a la direction
principale D qui correspond ala racine simple. On prendra pour
arétes du triédre trirectangle la direction D et deux droites rec-
tangulaires paralleles au plan P.

Si ’équation en S a une racine triple, on pourra prendre pour
arétes du triédre trirectangle trois directions quelconques per-
pendiculaires deux a deux.

Remarque. — Pour compléter I'étude des plans principaux, il
reste 4 examiner ce qui arrive quand l'équation en S a une ou
deux racines nulles.

Tout ce que nous avons dit des directions principales reste vrai
dans cette hypothése, mais les plans principaux présentent des
particularités qui méritent d’étre signalées.
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Nous distinguerons deux cas principaux :

1° La racine nulle est simple. — L’équation (9) du plan princi-
pal se réduit a
Cae+4Cg+4C"'y=0.

Supposons d'abord que la quantité G + G'p 4 C” y ne soit pas
nulle, le plan principal est alors rejeté a I'infini ; d’un autre coté,
les équations (7'), ou I'on doit faire S=0, deviennent

A«t+DBp4+By=0
(10) B'«+A'g4+By=0
B'e-+Bp+A"y=0.

Ces relations expriment que les trois plans du centre, trans-
portés a I'origine, passent par une méme droite; la quadrique
appartient donc & la deuxiéme classe; elle est un Paraboloide.

Supposons maintenant que 'on ait

Ca-tCp+Cry=0,

le plan principal est alors indéterminé.

D’un autre ¢dté, la relation précédente jointe aux relations (10)
exprime que les trois plans du centre passent par une méme
droite; la quadrique appartient donc a la troisiéme classe, elle
est un cylindre elliptique ou hyperbolique.

20 La racine nulle est double. — Dans ce cas les équations (10)
se réduisent a une.

Supposons d’abord que foutes les valeurs de «, 8, y qui satisfont
aux équations (10) n’annulent pas la quantité Ca - G'g4- C"y, le
plan principal est alors rejeté a linfini.

D'un autre coté, les équations (10) se réduisant & une, les trois
plans du centre transportés a l'origine se confondent; la qua-
drique appartient donc & la quatriéme classe, elle est un ¢ylindre
parabolique.

Remarque. — Parmi les systémes de valeurs de «, §, v qm
salisfont aux équations (10), il y en a un pour lequel on a

Ca+C'p+ G’y =0,

le plan principal correspondant est indéterminé.
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Supposons maintenant que pour toutes les valeurs de «, 8, 1
satisfaisant aux équations (10) on ait

(11) Ca-C'p+4 Cy=0,

le plan principal est alors indéterminé.

D’un autre cété, les éqnations (10) et (11) se réduisant a une
seule, la quadrique a un plan de centres, elle appartient a la cin-
quieme classe,
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DIAMETRES ET AXES.

146. Définition. — On appelle diamétre d'une quadrique la
droite intersection de deux plans diamétrauzx.

Il résulte de cette définition qu’un diamétre est représenté par
les équations

m fo+n f,-+p =0

(1) U U U
myfy - fy -y [, =0

de deux plans diamétraux, considérées simultanément, I'équation
de la quadrique étant

f(x, y, 3)=0.
Des équations (1) on tire

’ U '

fp _ f, _ f

= = )
np,—pny  PMmy—mp; MmNy —niny

les dénominateurs des trois rapports précédents représentent des
constantes arbitraires «, B, y; done les équations d’un diamétre
quelconque d'une quadrique peuvent étre mises sous la forme
suivante

-

s Ty o

LI R
Si I'on se reporte aux propriétés des plans diamétraux dansles
différentes classes de quadriques, on en conclut immédiatement
les propriétés suivantes : :
1° Dans les quadriques de la premiére classe tous les diamétres
passent par le cenire,
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2° Dans les quadriques de la deuxiéme classe tous les diamétres
sont paralléles & une méme droite.

3° Dans les quadriques de la troisiéme classe tous les diamétres
sont confondus avec la ligne des centres.

4° Dans les quadriques de la quatriéme classe tous les diamétres
sont rejetés a linfini.

5° Dans les quadriques de la cinquiéme classe toute droite située
dans le plan des centres est un diamétre.

147. Théoréme 1. — Le lieu des cenires des sections d’une qua-
drique par des plans paralléles entre eux est un diamétye.

Remarque. — On prend quelquelois cette propriélé comme
définition des diametres.
Soient
f(z,y,2)=0
I'équation de la quadrique et,
2) «@+ By Fyz-+h=0

celle d’un plan sécant, dans laquelle «, 8, v sont des constantes
et h un paramétre variable.
Si, dans I'équation de la surface, on remplace %z par sa valeur

(3) L ol

tirée de 1'équation du plan, on obtient ’équation de la projection
de la section sur le plan des xy. Maintenant, le centre de cette
projection est évidemment la projection du centre de la section;
il résulte de la que, pour déterminer ce centre, il suffira de joindre
" al'équation (2) les équations obtenues en égalant a zéro les dé-
rivées par rapport a £ et 4 y de 'équation de la section projetée.

On peut obtenir ces dérivées sans faire la substitution dont
nous avons parlé ; il suffit d’appliquer le théoréme des fonctions
composées a la fonction f(z, y, z) en regardant z comme une
fonction de x et de y délinie par la relation (3).

On obtient ainsi les deux équalions

(4) o= 1=0 f,—Ef,=o.
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Pour avoir I'équation du lieu des centres des sections, il fau-
drait éliminer h entre les équations (4) et (2) ; comme les équa-

tions (4) ne contiennent pas h, elles représentent le lieu des
centres.

Ce lieu est donc un diamétre D défini par les équaiions

! U

fo I, I
o By
Nous dirons que le diamétre D est conjugué du plan P qui a
pour équation '

ax+ By +yz=0.

Remarque I. — Quand le plan P est défini par deux droites
ayant pour équations

le diameétre D peut éire représenté par les équations

m fp-tnf,+p =0

(%) : , .
mxfx"l‘"afy‘i‘lhfz:o

des deux plans diamétraux partageant en deux parties égales les
cordes paralleles & ces deux droites.

En effet, I’équation du plan P est alors

x Y %
m n p | =0,
my L Py

et celles du diameétre D sont

U U U

fe  f, I

npy—pny,  pmy—mp, mu,—nm,’

de ces équations on tire facilement les équations (5).
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Remarque II. — Quand la surface a un centre unique, le dia-
métre D est paralléle aux cordes que le plan diamélral paralléle au
plan P divise en deux parties égales.

En effet, soient (a, b, ¢) les coefficients de direction de ces
cordes, le plan diamétral aura pour équation

I r !

P ?p Pe
25 tyg +ag+Cat Qb Cle=0.

Comme il est parallele au plan P, on aura les relations

‘P:; ‘P,b
6 L=
(6) s B

elles expriment que le point (a, b, ¢) est situé sur la droite ayant
pour équations

I

'
e
Y

] T

% ¥y Y

-_— :—,

« By
¢’est-a—dire sur le diamétre D transporté a l'origine: ce diamétre
est donc bien paralléle a la direction définie par les coefficients
de direction a, b, c.

148. Droites et plan conjugués en direction. — On dit
qu'une droite D et un plan P sont conjugués en direction quand les
cordes que le plan diamétral paralléle au plan P divise en deux
parties égales sont paralléles a D.

Soient
r_y %
I {
et
urt+ vyt wz=

les équations qui définissent les directions de la droite D et du
plan P; la relation qui exprime que cette droite et ce plan ont des
directions conjuguées est

t

‘Pg_
—=

g3~

= ]g® -
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En effet, les cordes que le plan diamétral paralléle au plan P
divise en deux parties égales sont définies par les équations

Pz Py 9
; ’

elles seront paralléles a la droite D si les équations précédentes

sont satisfaites pour t =, y =, s =1, c'est-d-dire si 'ona

(1) fa_¥o_ Py
u w
Théoréme II. — Si, par le sommet du cone asymptote d'une
quadrique, on méne une droite D et un, plan P conjugués en direc-
tion, le point d oi la droite D rencontre le plan Q d’'une conique T
sifude sur ce cone est le pole, par rapport & cette conique, de la
droite p intersection des plans P et Q.

Soient en effet
9(X,Y,Z)=0

I’équation du céne asymptote de la quadrique, I'origine étant au
sommet, et
X_Y_ 12
« 7
uX4+0vY 4+ wZ=0

celles de la droite D et du plan P.

Les directions des axes de coordonnées étant quelconques, on
peut supposer que l'on a pris le plan des xy paralléle au plan Q ;
soient 0'x’, o'y’ les traces des plans z0x, 20y sur le plan Q.

Par rapport aux axes o'z, 0'y', l€s coordonnées du point d sont

$=z’h y:ﬁh,
X Y

et I'équation de la droite p et celle de la conique I' sont respec-
tivement
uX+rY4wh=0
(X, Y, h) =0,
11 12
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La polaire du point d par rapport & la conique I' a pour équa-
tion

Xoy(x, 4, h)+ Yo, (2, 9, h) +he, (2, 9, b) =0.

Si, aprés avoir remplacé z, y par leurs valeurs, on multiplie

les deux membres de cette équation par %, elle devient

Xy (@ 8, 1)+ Yoo (% B, 1)+ ho, (s, B, v) =0,

ou bien
uX-+vY4wh=0

en tenant compte des relations (7). La polaire du point d coincide
donc avec la droite p.

149, Plans diamétraux conjugués. — On dit que deux plans
digmétrauxr d'une quadrique sont conjugués quand les cordes que
Uun d'eux divise en deux parties égales sont paralléles & Vautre.

Pour établir la relation exprimant que deux plans diamétraux
d’une quadrique sont conjugués, nous distinguerons deux cas.

Premier cas. — La quadrique appartient & la premicre classe. —

En prenant son centre pour origine, ’équation de la quadrique
sera

¢(%, y,2)+D=0,
et les équations

urtovyt+wz=0 wzrtvytuwz=0

représenteront deux plans diamétraux P, P'.
La direction des cordes que le premier plan P divise en deux
parties égales est définie par les équations

{
% %y %
u

Il faut exprimer que ces cordes sont paralléles au plan ¥, ou
bien que la droite représentée par les équations précédentes est
située dans le plan P/, .
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Pour cela il suffira d’éliminer z, y, % et 1 entre les quatre équa-
tions

;;cp;+)\u=0 ;cp‘;—{»—)\v:o ;:c?’ —Aw=10Q

2
vrt+vytwz=0,

ce qui donne la relation

A B" B uj

B A B v | __ 0
B B A" w|
uw v w 0

Cette relation dont nous désignerons le premier membre par Qv
est symétrique par rapport a (u, v, w), (u, v, w'); donc chacun
des plans P, P’ est parallele aux cordes que I'autre divise en deux
parties égales.

En désignant par a, a', " les mineurs principaux du détermi-
nant A et par b, b', " ses mineurs secondaires, la relation ® = 0
développée prend la forme

auw' +a'vv' 4+ a"ww' + b (wv' +vw') 0 (uw 4+ wu') ' vw +ur')=0.

Deuxiéme cas. — La quadrique appartient & la deuxiéme classe.
— Dans ce cas, la relation ® = 0 n’exprime plus que les plans P
et P’ sont conjugués, mais que 1'un d’eux est un plan diamétral..

En elfet, on sait que le déterminant A est nul sans que tous les
mineurs du premier ordre le soient; il en résulte que tous les mi-
neurs principaux ne sont pas nuls, car les identités

AA=dd'—b B A=D"—ab
(8) A'A=d"a —b2  B'A=Db"b —al’
A"A=aa' —b'® B'A=bY —a'b

montrent que les égalités a —=a' =a” =0 entrainent les sui-
vantes: b=1>0'=b"=0.

Soit, par exemple, az 0.0na

ad=(au-t+b"v-F-bw)(au 4-b"v' 4+ b'w')
—+ (ad' — b”ﬂ)vv' + (aa" —blﬁ) ww' - (ab —b'D") (wv' 4 vw),
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ou bien
ab=(au+bv-+bw)(aw+b"v +0w),

n !
car les coefficients aa'—b 2, aa"— b2, ab—b'b" sont nuls en
vertu des identités (8).
L’équation ® =0 se sépare donc en deux

au +b"v +-b'w =0
aw' +b"v' +b'w =0.

Ces derniéres expriment que les plans P ou’ P’ sont paralléles
a la droite ayant pour équations

’ ,

7=0 g =0

c’est-a-dire que I'un de ces plans est diamétral.

Pour trouver, dans I'hypothése considérée, la relation qui ex-
prime que deux plans diamétraux sont conjugués, remarquons
que I’équation de la quadrique est alors de la forme

X2 +Y2 4202 4-2C'y+2C"2s4+D=0
avece=*t1ei
X=lz+my-Lnz Y=Iz+m'y-+n's.
Les équations
uX+vY4+h=0 uwXFv'Y4+H=0

représenteront deux plans diamétraux quelconques P, P,

Soient «, 3, v les coefficients de direction des cordes que le
plan P divise en deux parties égales, ce plan sera aussi repré-
senté par I'équation

XX, +YY,+Ca}+-CB4+Cy=0
en posant

X =la4mp+ny Y,=lat+ms4n'y;
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on a donc les relations

Xy _eY, CatfCp4Cry

U ) h

Les cordes devant étre paralléles au plan P', on a aussi

WX, oY, =0;
la relation cherchée est donc
eun' -0’ =0.

Remarque. — Cette relation convient aussi aux surfaces de la
troisieme classe ; quant aux surfaces de la quatriéme et de la cin-
quiéme classe, elles n’ont pas de plans diamétraux conjugués, car
pour les premiares tous les plans diamétraux sont paralléles, et
pour les deuxiémes les plans diamétraux se confondent.

Théoréme III. — Deux plans diamétraux conjugués P, P' d'une
quadrique & centre déterminent sur un plan quelconque Q deux
droites p, p' qui sont conjuguées par rapport & la section T' du cone
asymptote de la surface par le plac Q.

Le centre étant pris pour origine, les équations du edne asymz-
tote de la quadrique et celles des deux plans P, P’ seront respec-
tivement :

o(x, y, 5)=0
ux vy 4+wz=0 ve—4v'yws=0.

On peut supposer que le plan des xy est paralléle au plan Q,
alors les équations de la conique I1' et des droites p, p' rapportées
aux traces o'z, o'y’ du plan Q sur les plans zox, 50y seront

Cp(.’L', Y, h):0
ur-+vyt+wh=0 wrtvy+t+wh=0.
La relation exprimant que ces deux droites sont conjuguées
par rapport a la conique I est (G. P. 250).

A B Bbhr u
B A Bh v
B'h Bh A"h2 wh
u v  wh 0

=0,

ou bien ®=0; le théoréme est donc démontré,
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150. Droites conjuguées en direction. — On dit que deur
droites D, D' ont des directions conjuguées quand Uune d’elles est
paralléle au plar diamétral divisant en parties égales les cordes pa—
ralléles & Vautre.

Soient

et

les équations des droites D, D', la relation qui exprime que ccs
droites ont des directions conjuguées est

) wo,+p ?p+(° =0.

En cffet, le plan diamélral divisant en parties égules les cordes
paralleles & D, transporté a I'origine, a pour éqration

T, Yoy +20, =03

en exprimant que ce plan est paralléle & D' on obtient la rela-
tion (9).

Remarque. — Cette relation pouvant étre écrite de la maniére
suivante :

ag, -+ By + o,/ =0,
8 Y

la droite D est aussi paralléle au plan diamétral divisant en deux
parties égales les cordes paralleles a D',

Théoréme IV. — Si, par le sommet du cone asymptote d’une
quadrique, on méne deux droites D, D' conjuguées en direction, les
points d, d' ou ces droites rencontrent le plan Q d'une conique T
située sur ce cone sont conjugués par rapport & la conique.

En effet, le plan mené par le sommet du cone asymplote paral-
lélement au plan diamétral partageant en deux parties égales les
cordes paralléles & D, contient la droite D’; il passe donc par le
point d'. D'un autre cdté, sa trace sur le plan Q est la polaire du
point d par rapport a la conique I' (Théoréme II); donc les deux
points d, d' sont conjugués par rapport a I,

Définition. — On dit que trois droites D, D', D" forment un
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systéme triplement conjugué, quand elles sont deux & deux conju-
guées en direction.

Théoréme V. — Si, par le sommet du cone asymptote d'une
quadrique, on méne trois droites D, D', D” conjuguées en direction,
les points d, d', d" oit ces droites rencontrent le plan Q d'une co-
nique T située sur ce cone déterminent un iriangle conjugué par
rapport & cette conique.

Cette proposition est une conséquence immédiate du théo-
reme IV.

151. Diameétres conjugués. — Deux diametres d'une quadrique
a centre sont dits conjuqués quand leurs directions sont conjuguées;
ces droites sont telles que chacune d'elles est située dans le plan
diamétral partageant en deux parties égales les cordes paralléles
a Vautre.

Les coelficients de direction («, 8, y), (=, &, y') de deux dia-
metres conjugués sont liés par la relation

) @9, B9+ 0, =0

Quand ces deux diamétres coincident, la relation précédente
devient '
¢ (w By 1) =0;

les deux diameétres se conlondent donc avec une génératrice du
céne asymptote.

Théoréme VI. — Deux diamétres conjuqués d'une quadrique &
centre sont aussi deux diamétres conjugués de la section de la sur-
face par le plan qui les contient.

On vérifie immédiatement cette proposition en prenant les deux
diametres conjugués pour axes des x et des y. On a, en effet,

p=0, +=0, et « =0, y=0;
la relation (9) devient

B9, (2, 0, 0)=0,

ou hien
Bll o @v — 0,
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et il en résulte B” =0. L’équation de la section de la surface par
le plan zoy est donc

Ax24A'y?21-D=0;
ce qui montre que cetle section est rapportée & deux diamétres
conjugués.

Définition. — Trois diamétres d'une quadrique & centre sont
dits conjugués quand ils sont conjugués deux a deux ; ces droites
sont telles que chacune d'elles est située dans les plans diamétraux
partageant respectivement en deux parties éqales les cordes paral-
léles aux deux autres.

Les coefficients de direction («, B, v), (<, ', ¥'), (", B, ¥"') de
trois diamétres conjugués sont liés par les relations

apyt+ Pogt Yo =0
@ 9yt B o+ 19, =0
a“?a—i— {5"?@+ Y”?YZO'

Si I'équation de la quadrique est de la forme

yQ z?
BT E=
ces relations deviennent
2L BF
V v' n I "
—l—pp 'I_ Y =0
adiied Y__Y_:
2 + b‘.’ + 02 O

Théoréme VII. — Dans une quadrique & centre il y a une infi-
mité de systémes de diamétres conjugues.

En effet, la conique T section du gdne asymptote par un plan )
admet une infinité de triangles conjugués et les droites qu1 joi-
gnent le centre de la quadrique aux sommets de 'un de ces
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triangles forment un systéme de diamétres conjugués (Théo-
réme V).

On peut encore démontrer cetle proposition de la maniere sui-
vante :

Soit OC un diameétre quelconque de la quadrique; dans le plan
diamétral P conjugué de OC, menons deux diamétres OA, OB
conjugués par rapport a la section de la quadrique par le plan P;
ces deux diamétres seront conjugués par rapporl a cette qua-
drique (Théoréme VI).

D’un autre co6té, les diamétres OA, OB sont respectivement
conjugués de OC, car ils sont situés dans le plan diamétral P
conjugué de OC ; done les trois droites OA, OB, OC forment un
systeme de trois diamétres conjugués.

152. Probléme. — Etant données deux quadriques, trouver une
direction de cordes telle que les plans diamétraux correspondants
dans les deux surfaces soient paralléles.

La direction d’un plan diamétral ne dépendant que des coeffi-
cients des termes du second degré dans I’équation d’une qua-
drique, le probléme revient a chercher une direction de cordes
telle que les plans diamétraux correspondants dans les cones
asymptotes des deux quadriques données coincident, ces deux
cones ayant le méme sommet O.

Soient I', I les sections des deux cones asymptotes par un
méme plan Q, et OD une direction de cordes telle que les plans
diamétraux correspondants, dans les cones asymptotes des deux
quadriques données, coincident avec un méme plan P.

Le point d o OD rencontre le plan () aura povr polaire, par
rapport aux coniques I, I", la droite p intersection des plans P
et Q (Théoréme II). Le probléme est ainsi ramené & trouver les
points qui ont la méme polaire par rapport.a ces coniques.

On sait que ces points sont les points doubles des couples de
sécantes communes aux coniques I', I,

Le probléme a trois solutions réelles quand les deux coniques
[, I'" se coupent en quatre points distincts et réels ou en quatre
points imaginaires ; il n’a plus qu’une solution réelle quand les
deux conigues se coupent en deux points réels et en deux points
imaginaires, c’est-a-dire quand les cones asymptotes des deux
quadriques transportés de manjére a avoir le méme sommet, se
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coupent suivant deux génératrices réelles et deux génératrices
imaginaires.

En particulier, le probléme a toujours trois solutions réelles si
I'une des quadriques est un ellipsoide ; car les deux coniquesT', I
se coupent alors en quatre points imaginaires, puisque l'une
d’elles est imaginaire.

Remarque. — Les droites OA, OB, OC joignant le sommet
commun des deux cdnes asymptotes aux trois sommets A, B, G
du triangle conjugué commun aux deux coniques I', I" forment
un systéme de trois directions triplement conjuguées.

Si les deux quadriques appartiennent a la premiére classe et
ont le point O pour centre cornmun, les droites OA, OB, OC for-
ment un systéme de diametres conjugués communs.

Quand l'une des quadriques est un ellipsoide, ces trois dia-
métres sont réels, et 'on peut les prendre pour axes de coordon-
nées ; les équations des surfaces ont alors les formes suivantes :

AzztA e+ A"2 4D =0
Ax?+ Ay +A 224D =0

153. Nous allons maintenant considérer le cas ou l'une des
quadriques est une sphére, 'autre étant quelconque.

Nous savons qu'il existe un systéme réel de trois directions OA,
OB, OC triplement conjuguées parrapport aux deux quadriques;
comme l'une des quadriques est une sphere, ces trois directions
sont principales et forment un triédre trirectangle. Nous retrou-
vons ainsi le théoréme suivant démontré au paragraphe 145.

Théoréme. — Dans toute quadrique il y a toujours au moins
trois directions principales formant un triedre trirectangle.

Les axes élant rectangulaires, soient

A2+ A2+ A2+ 2Byz+2B'zx+2B"xy=0
24y 22 =0
les équations des cOnes asymptotes de la quadrique et de la
sphére, le sommet commun étant & P'origine.

Si I'on coupe ces deux cones par un plan () paralléle au plan xoy
les équations des sections I'; I'" rapportées aux traces o'z’, o'y’
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des plans zox, zoy sur le plan Q seront

[ =Az2+A'y2-FA"h2 1-2Bhy 128 hz J-2B" 2y =0
I =22+ h2=0.

Considérons I'équation
{10) r—SI"=0

qui représente toutes les coniques passant par les points com-
muns aux courbes I, I'; puisque I'une d’elles est imaginaire,
I'équation
A—S B” B
A(S)=—({ B" A'—S8S B =0
B B A"—S8

obtenue en égalant a zéro le discriminant de la fonction I' — ST
aura ses trois racines réelles et généralement distuictes.

L’équation précédente est I'équation en S de lu quadrique con-
sidérée ; la réalité des racines de cette équation se trouve donc
démontrée de nouveau.

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que
T’équation en S ait une racine double.

Il faut pour cela que les coniques T, I" soient simplement tan-
gentes ou doublement tangentes.

La conique 1" étant imaginaire, le contact ne peut pas Ctre
simple, car le point de contact serait réel.

Le contact étant double, I'équation (10) représente une droite
doubie, aprés qu'on y a remplacé S par laracine double del'éua-
lion en S; cette racine doit donc annuler tous les mineurs dun
premier ordre du déterminant A(S).

Cherchons enfin les conditions nécessaires et sullisantes pour
«fue I'équation en S ait une racine triple.

Cela ne peut avoir lieu que dans les trois hypothéses sui-
vantes :

1° Les coniques I', I ont un contact du deuxiéme ordre.

2° Ces coniques ont un contact du troisiéme ordre.

3° Ces coniques se conlondent.

Les deux premiéres hypotheses doivent étre écartées ; car, dans
chacune d’elles, le point de contact est réel.
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Les coniques doivent donc se confondre, et la fonction I' — ST
est identiquement nulle quand on y remplace S par la racine triple
de I'équation en 3. On a donc

S—=A=A'=A" B=B—=B"=—0.

On voit que la racine triple annule tous les éléments de A(S).
Nous retrouvons ainsi les deux théorémes démontrés au para-
graphe 142.

154. Remarque. — L’analyse exposée dans le paragraphe pré-
cédent subsiste quand les coordonnées sont obliques ; Péquation
du cone asymptote de la sphéere est alors

22+ y2 4224 2yscosk+2zxcosp + 2xycosv=0,
et 'équation en S de la quadrique devient

A—S  B"—Scosv B'—Scosp
A(S)=| B"—Scosv A'—S B —Scosk [=0.
B'—Scosy. B—Scosk A"—S

Cette équation a ses trois racines réelles et généralement dis-
tinctes.

Pour qu'un nombre o soit racine double, il faut et il suffit que
ce nombre annule tous les mineurs du premier ordre du déter-
minant A(S), sans annuler tous ses éléments.

Pour qu’'un nombre ¢ soit racine triple, il faut et il suffit que ce
nombre annule tous les éléments du déterminant A(S).

Axes. — Sommets.

155. Définition. — On appelle axe d'une quadrique la droite
intersection de deux plans principaux ; les points ol les axes ren—
contrent la surface sont les sommels.

Les quadriques de la premiére classe ont en général lrois axes.
Les quadriques de la deuxiéme classe ont un seul axe.
Dans les quadriques de la troisiéme classe la ligne des centres
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est un axe ainsi que les axes de symétrie d’une section droite
quelconque du cylindre. .

Laligne des centres est plus particuliérement considérée comme
élant I'axe du cylindre.

Dans les quadriques de la quatriéme classe les axes de symé-
trie de chaque parabole principale peuvent étre considérés comme
un axe de la surface. '

Enfin dans les quadriques de la cinquiéme classe chaque per-
pendiculaire commune aux deux plans qui la composent et cha-
cune des droites situées dans le plan des centres est un axe de la
surface.
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REDUCTION DE L'EQUATION D'UNE QUADRIQUE
PAR LA TRANSFORMATION DES COORDONNEES.

156. On sait que, dans toute quadrique, il y a toujours au moins
trois directions de cordes principales formant un triedre trirec-
tangle. ’

Nous nous proposons de trouver la forme que prend I'équation
de la surface quand on choisit les axes de coordonnées paralléles
a ces directions principales et de simplifier ensuite 1'équation
ainsi obtenue.

Nous supposerons la quadrique donnée rapportée a des axes
de coordonnées rectangulaires ox, 0y, 0% ; son équation est

(1) f[=e¢(z,y,3)+2Cx+2Cu+2C"34+-D=0

en posant
o(x,y, z) =Ax2-|- Ay A"22 |- 2Byz 4+ 2R'z2 | 2B"xy.
Soient

r—oex'+ o'y o2

y=>pa'+py ¢

A=y Y'Y 1
les formules qui permettent de passer des anciens axes aux nou-
veaux o', oy', 0z’ formés par trois directions principales per-
pendiculaires deux a deux.

Aprés ce changement d’axes I'équation de la quadrique de-

viendra

Aix's_[_Aiy'e +A;'z'2 +2B, y'z' -{—2B;z'x'+ QB;x'y'
+2C,2 +2Cy +2C5 +D=0
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en posant
Cy=0Ca +-Cp Cy
G, =Co +Cg +C"y
G"l' =Cao" 0"+ C"y".
On peut donner des formes trés simples aux expressions des
coefficients Ai, A’l, A:, Bi, B’l, BZ.
Pour obtenir A,, par exemple, il faut chercher le coefficient
de z'2 dans le développement de la fonction

2ot oy a7, B2 B Y B, 10 HYY )

et l'on peut évidemment, pour simplifier les calculs, suppo-
ser ¥ =—=2z'=0. On trouve immédiatement

Ay=9(x, B 1)

. " y .
De méme, pour obtenir 2B, coefficient de 'y’ on pourra

!

poser z' =0 et développer la fonction
glad +ay, 60 HEY, 12 41y

en se bornant aux termes qui contiennent z'y' en facteur.
On trouve facilement

2B =~.a+@ p“l‘(‘?y

. . ' "
On obtient des expressions analogues pour A, A , et pour B,

Soient S,, 3,, S les racines de 1'équation en S auxquelles cor-
respondent respectivement les directions principales o', 0y, 62’ ;
en considérant en particulier la racine S, on aura

Q

L«

[+ 3
Cn déduit de 1a

Ay =29(s 0 1) 3( 09 H 1oy ) =S,
21-3',':«'%1—@'?'@%“7 oy =25y (o 6 + ) =0.
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En résumé, quand on rapporte une quadrique a trois axes res-
pectivement paralléles a trois directions principales formant un
triédre trirectangle, les termes en y'#', 2'x’, 'y’ disparaissent, et
les coefficients des carrés des variables ont respectivement pour
valeurs ' \

A =8 A,=S, A =5,

L'équation de la quadrique devient donc
@) Slm'ﬂ—{— S y?48,52420 o + 2C y' 4+ 26,7 +D=0.

Sil'on transporte 'origine au point (Zy, Yo, 2o), I’équation (2)
devient & son tour

(3 8,X248 Y245 72420 X +2C,Y+2C 24D =0
en posant
4 C2=SIm0+G’ Cg:Seyo—}—C‘ CQ=S3z0—{—Cl
2 2 2, o "
Dizsqxo—ksgyo+Saz0—'—201x0+201y0+201z0—|—D.
Nous allons distinguer plusieurs cas.

1° La quadrique appartient & la premiére classe. — Le détermi-
nant A n’est pas nul, et, par suite, I'équation en S n’a pas de
racine nulle ; on peut alors poser

C, C. C
"’70:—8—1 yo=—S2 z‘oz—s—s,

et I'équation (3) devient
S X248, Y2 S3Z2 -+ D, =0.

2° La quadrique appartient & la deuziéme classe. — Le détermi-
nant A est nul, mais tous ses mineurs du premier ordre ne sont
pas nuls; I’équation en S a donc une racine nulle, mais cette
racine est simple. Supposons par exemple S, =—0; on aura en

méme temps G,zo, car, s'll en était autrement, la quadrique

aurait une ligne de sentres.
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On peut déterminer Yy, %o, &, par les équalions
8,¥,+C,=0 S,z +C,=0
) 4 [
Seyz+83%o+261xo+201y0+2clzo+n=0’
et I'équation (3) devient
8. Y2 S372 420, X =0.

3° La quadrique appartient a la troisiéme classe. — Le détermi-
nant A est encore nul, mais tous ses mineurs du premier ordre ne
sont pas nuls; I'équation en S a une racine nulle, et cette racine
est simple. Supposons par exemple S, =0; on aura en méme
temps G, =0, car la quadrique a une ligne de centres a distance
finie.

On peut déterminer y, et % par les équations

1] "
8,9,+C,=0 8,2, +C, =0
et le coefficient D, aura pour valeur
2 2 ' "
D, =8,y,+8,3,+2C,y,+2C, % +D;
I’équation (3) devient donc
S,Y24 8,72+ D, =0.

4° La quadrique appartient & la quatriéme classe. — Le déter-
minant A est nul ainsi que tous ses mineurs du premier ordre;
I'équation en S a donc une racine nulle et cette racine est double.
Supposons par exemple S, =S, =0, on n’aura pas a la fois

f
C,=¢C,=0,
car la surface aurait un plan de centres : soit, pour fixerles idées,
t > .
C, <O.

On peut prendre =0 et déterminer %, et yo par les équa-
tions
"
S,z +C, =0

2 r r " _
8,3, +20,y,+2C 3+ D=0,
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et I'Cyuation (3) devient

(5) SWA

,2°-120,X 420, Y =0.

Maintenant, a la racine double S, =S, =0 correspondent une
infinité de directions principales paralléles a un méme plan; les

axes OX, OY paralleles & ox', 0y’ sont deux droites rectangu-
laires quelconques paralléles & ce plan.

Les cosinus @, §, y qui définissent la direction OX satisfont
aux équations

qui se réduisent @ une; pour déterminer ces cosinus, nous join-
drons a I'une des équations précédentes la relation

Cy=0Ca+4C'84C"y=0.
L'équation (5) de la quadrique deviendra alors
2 1
8,Z"42C,Y=0.
5° La quadrique appartien! & la cinquiéme classe. — L’équation

en S a encore deux racines nulles ; nous supposerons S; =S, =0.
Comme la surface a un plan de centres, on aura

On peut prendre £y—=1y,=0 et déterminer %, par 'équation
"
8,%,+C, =0;
le coefficient D, aura pour valeur
D,=8,z,+2C, z,+D,
et 'équation (8) deviendra

Ssz'—{—Dl‘:-O.
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157. En résumé, nous voyons que I'équation d'une quadrique
peut étre ramenée a 'une des formes suivantes :

I S, X2 +-S,Y2 8,72+ D, =0
Il S, Y2 48,72 4-2C, X =0

I Sy Y2 48,72 4+ D, =0

v S,7° +2C Y=0

v Sy 22 - D, =0.

L’équation I représente des quadriques ayant un centre unique
a distance finie et rapportées a trois plans principaux; les axes
de coordonnées sont des axes de symétrie de la surface.

On peut appliquer & cette équation tout ce qui a été dit aux
paragraphes 120 et 121 ; en mettant en évidence les signes des
coefficients et la grandeur des axes de symétrie, on obtient les
six formes suivantes :

X2 2 9
;ﬁ'{‘ Z% —l-cz—g— 1 =0 ellipsoide réel.
Genre '
ellipsoide. a_e‘l‘ b—iz_l—c—g =0 un point.

2
- -+ BT -+ & -+1=0 ellipsoide imaginaire.

Xe Yz 72
ET ke e 1 =0 hyperboloidea1 nappe.
Genre Xe Y2 70 0w
hyperboloide.} 2 " b2~ 2 =0 cine.

Y2 Z2
+ T -|— 1 =0 hyperboloide & 2 nappes.

Remarque. — La gnantité D, qui est le terme tout connu dans
Iéquation de la quadrique rapporlée a son centre, a pour va-
leur (130)

D,=--
1A

L'équation II représente des quadriques ayant un centre unique
a l'infini; ces surfaces sont rapporiées a4 deux plans principaux
YOX, ZOX et au plan tangent ZOY au sommet O de la surface.

On peut appliquer a cetle équation tout ce qui a été dit aux
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paragraphes 123 et 124 ; en mettant en évidence les signes des
coefficients et la grandeur des paramétres des paraboles princi-
pales, sections de la quadrique par les plans principaux, on ohtient
les deux formes suivantes :

Y 29X —0 paraboloide ellipti
Genre F_FE— =0 paravboloide eliiptique.

i 2 2
paraboloide. )¥* 7% 2X =0 paraboloide hyperbolique.

P g

L’équation 1II représente des quadriques ayant une ligne de
centres a distance finie; ces surfaces sont rapportées a deux
plans principaux YOX, ZOX, et le plan ZOY est le plan d’une
section droite quelconque.

En mettant en évidence les signes des coefficients et la gran-
deur des axes de la section droite, on obtient les cinq formes
suivantes:

Y2 72

7 +c_9 — 1 =0 cylindre elliptique.
Y2 2
= -+ % =0 une droite.

-

Y2 Z . S
7 -+~ & 1 =0 cylindre imaginaire.

Ye 72

i f—a — 1 =0 cylindre hyperbolique.
2 2

2{_2_ f_% =0 deux plans sécants.

L’équation IV représente des quadriques ayant une ligne de
centres a l'infini; ces surfaces sont rapportées a un plan prin-
cipal XOY, au plan ZOY d'une section droite quelconque et au
plan ZOX touchant la surface en tous les points de l'aréte OX
suivant laquelle elle est coupée par le plan principal.

En mettant en évidence la grandeur du paramétre de la para-
bole, section droite de la surface par le plan ZOY, on obtient la
forme unique suivante :

22 —2pY =0 cylindre parabolique.

L’équation V représente des quadriques ayant un plan de
centres; le plan XOY est le plan des centres, les deux autres
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plans de coordonnées sont deux plans perpendiculaires entre eux
et au plan X0Y.

En mettant en évidence les signes des coefficients, on obtient
les trois formes suivantes:

72 —h2 =0 deux plans paralléles réels,
VA =0 deux plans confondus.
Z2 - k2 =0 deux plans paralléles imaginaires.

Conditions pour qu'une quadrique soit de révolution.

158. La considération des formes réduites obtenues dans le
paragraphe précédent permet d’établir immédiatement le théo-
réme suivant qui résout la question proposée.

Théoréme. -~ Pour quune quadrique soit de révolution, il faut
et il suffit que I'équation en S ait une racine double.

En effet, quand une quadrique est de révolution, I'axe de révo-
lution est un axe de symétrie de la surface; de plus, les sections
par des plans perpendiculaires a cet axe sont des cercles.

En exprimant cette propriété a I’aide des équations réduites

8,X2 -+ S, Y24 8,72+ D, =0
S, Y2 8,72 +-2C, X =0
SQY2 —*—‘Sq Z2 +D’ '-:0

des quadriques de la premiére, de la deuxiéme et de la troisiéme
classe, on vérifie immédiatement le théoréme énoncé.

Les quadriques de la quatrieme et de la cinquiéme classe ne
sont pas en réalité des surfaces de révolution, bien que I’équation
en S qui leur correspond admette une racine double S, =S, =0.
Cependant on peul, a la rigueur, regarder un systéme de deux
plans paralléles (quadrique de la cinquiéme classe) comme une sur-
face de révolution autour d’'une quelconque des perpendiculaires
communes a ces deux plans.

159. Le théoreme précédent peut &tre établi sans recourir aux
formes réduites, en s’appuyant sur la proposition suivante:

Théoréme. — Pour qu'une quadrique soit de révolution, il faut
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et il suffit qu'il existe une valeur de S telle que la fonction
?(.’E, Y, Z) - S(xa _I_ye +z2)
soit un carré parfait. (Goordonnées rectangulaires.)

1° La condition est nécessaire. — En effet, la quadrique étant de
révolution, son équation est de la forme

f(Z,P)=0
en posant

E=8(a2ty2t22—2x0x — 2,y — 22,24 d)
P=ux}vytwz+h.

Cette équation devant étre du second degré ne pourra conte-
nir P qu'au second degré au plus, = qu'au premier degré, et ne
renfermera pas le produit P2 ; on aura donc identiquement

o(z, y, ) =S(2® 4 y> +2?) + (ux vy +-wz)2;
d’oll
o(Z, y, 2) —S(x2+y2 -+ 22) ={ux vy +wz).

Cette relation montre que, pour une valeur convenablement
choisie de S, la différence

(%, ¥, 5) —S(2% 9% +-2?)
est un carré parfait.

2° La condition est suffisante. — En elfet, si elle est remplie,
on a identiquement

o(%, 9, ) =8(2+ 9>+ %) 4 (uzr vy +wz)?,
et I'équation de la quadrique prend la forme
S(@24-y2+22) 4 (urtvy+wz24-2Cx+4-2Cy-+2C"2s4+D=0.

Son premier membre étant une fonction du premier membre
del'équation d’une sphére = et du premier membre de 'équation
d’un plan, la quadrique est de révolution.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CONDITIONS POUR QU'UNE QUADRIQUE SOIT DE REVOLUTION 199

L’axe est la perpendiculaire abaissée du centre de la sphére
sur le plan qui a pour équation

ur+vy+wzs=0.

Maintenant, d’aprés un théoréme connu, on exprimera que la
forme quadratique

2(2, y, 3) —S(a*+ 9> +2%)

est un carré parfait en écrivant que tous les mineurs du pre-
mier ordre de son discriminant A{S) sont nuls; donc S doit étre
une racine double de I'équation en S.

Pour I'expression analytique de cette condition nous renverrons
au paragraphe 142.

160. Equations de I'axe. — Nous distinguerons plusieurs cas.

1° BB B"zO — On sait qu'on a alors

BB B'B BB
A—— — — A — _ — A"
5= B B B’

on en déduit
—prr (LY, %)\
(a1, 5)—S@+y o) =B ( T+ L4+ %)
Les coordonnées du centre de la sphere X sont d’ailleurs

. 9 CI C”

s °s T3’

donc les équations de I'axe sont

C\ _pfy O\ _pif, 0 &
B(m—l——b;)_B (y+§>_B (ZT_S->
2° B'=B"=0. — On sait qu’on a alors
S=A (A'—A)(A"—A)—B2=0;

on en déduit

o(x, Y, 3)— (2t 142 +-%) = e [(A' —A)y+Ba*,
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Les équations de 'axe sont donc

Cl CII
C y+5 T
*15=0 =T B

3> B=B'=B"=0. — On sait qu'on a alors

S=A"=A";
on en déduit

o, ¥, 2) —S(a2 -t y2+22) = (A—A')2%
Les équations de l'axe sont done

C’ GH
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CHAPITRE VI

INVARIANTS.

161. Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'appliquer la
théorie des invariants aux quadriques.

Nous représenterons toujours par H le discriminant de la
fonction

f[=Ax2+A'y2 - A"22 |- 2Byx-}-2B'z2+2B"zy
+2Cxt-2Cyt2C"2t4-Di2;

par A celui de la fonction
p=Az24A'y2 |+ A"22--2Bys -} 2B'20 - 2B"zy;

enfin nous désignerons par — M, P les coefficients de S2 et de S
dans I'équation en S développée.
Cela revient a écrire cette équation de la maniére suivante :

S8 —MS24+PS—A=0,
ou bien a poser
M=A+”A'+A” , ' ,
P=AA —B2-}AA—B2{AA —B?
Théoréme. — Une quadrique étant rapportée a des axes rectan-

gulaires, quand on passe de ce systéme d’axes & tout aulre sysiéme
d'axes rectangulaires, les fonctions

M P A H

conservent les mémes valeurs.

Considérons d’abord les trois fonctions

M P A
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qui ne dépendent que des coelficients des termes dela fonction .

Quand on transporte les axes, ces coefficients ne changent
pas; donc les trois fonctions précédentes conservent les mémes
valeurs.

Reste a démontrer qu'il en est encore de méme quand on
change la direction des axes en conservant l'origine, ces axes
restant d’ailleurs rectangulaires.

L’équalion en S s'obtient en égalant & zéro le discriminant de
la fonction

p—S(a?+y*+ 4,

et 'on a démontré (G. P. 132) que les coefficients de cette équa-
tion sont des invariants.
Il en résulte que les fonctions

M P A

conservent les mémes valeurs, car le carré du module de la
substitution linéaire définie par les formules de transformation

g=oX+odYa"Z
y=6X-+HEY 452
a=yX+yY4+"2

est égal a I'unité (14).

Corollaire. — Une quadrique étant rapportée a des axes rectan-
gulaires ; quand on passe de ce systéme & tout qutre systéme d’'axes

éqalement rectangulaires, les racines de U'équation en S conservent
" les mémes valeurs.

En effet, les coefficients de cette équation conservent les mémes
valeurs.

Considérons maintenant la fonction H; comme elle dépend des
coefficients de tous les termes de la fonction f, on devra changer
a la fois l'origine et la direction des axes. Cette transformation
revient 4 faire, dans la fonction f, la substitution linéaire définie
par les formules '

g=12,T+aX 'Y J-a"Z
y=yo T+ pXApYL "2

2 =T+ yX+y Yoy
t =T.
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Le carré du module de celte substitution étant égal a l'unité,
il en résulte que H, qui est un invariant, conserve la méme va-
leur aprés la transformation compléte des coordonnées.

162. Nous allons appliquer le théoréme précédent a la réduc-
tion d’une quadrique aux formes les plus simples, les deux sys-
témes d’'axes de coordonnées anciens et nouveaux étant supposés
rectangulaires.

Le probléme se compose de deux parties:

1° Trouver la forme des équations réduites ;

2° Calculer les coefficients qui entrent dans les formes réduites
et trouver les équations qui fixent la position des nouveaux axes
par rapport aux premiers.

163. Pour trouver la forme des équations réduites, nous nous
appuierons sur le théoréme suivant qui résulte de ce que I'équa-
tion en S ne peut pas avoir trois racines nulles (142).

Théoréme. — Toute quadrique admet au moins un plan prin-
cipal situé & distance finie.

Prenons ce plan principal pour plan des £'y’, I'équation de la
quadrique prendra la forme

A 724§ (2,y)=0.

La section de la surface par le plan des £'y' est une conique G
ayant pour équations

Z=0 ¢ (2, y)=0.

En déplacgant les axes 0’2, o'y’ dans le plan x'oy', ce qui n’altére
pas Z, on raménera I’équation de cette conique & la forme

AX24A Y2 4D, =0,

si elle est du genre ellipse ou du genre hyperbole.
On la raménera a la forme

A Y? 420, X =0,

si elle est une parabole.
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On la raménera a la forme
A Y2+ D, =0,

st elle se compose de deux drotes paralléles
On la raménera a la forme

2C,Y =0,

st elle se compose de deux droites dont U'une est rejetéde & linfini.
Enfin, I'équation de cette conique pourra se réduire a une
constante D,.
De ce qui précéde il résulte que I'équation d’une quadrique
peut toujours étre ramenée a I'une des formes suivantes :

1 A X2 4 A Y2 A Z2 4D =0
11 AY? £ AZ2 120X =0

-

-~

111 AIY2 +Ai ZQ—}—D‘ZO
1AY A1Z9+201Y=0

n
A% A‘ZQ—f—D‘:O.

164. Pour résoudre la seconde partie du probleme, nous nous
appuierons sur ce que la fonction H et les racines S;, S,, S; de
I’équation en S ne changent pas de valeur, quand on passe de la
forme primitive fa I'une des formes réduites que nous désigne-
rons par F. Nous aurons a distinguer ¢inq cas.

i° La quadrique appartient & la premiére classe. — La forme
réduite est

F=A,X2+AY2A 224D, =0,
et Péquation en S qui correspond a F est

(A,—S) (A,—S) (A, —8)=0;
on a donc
A=S, A=S, A|=S,
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Pour calculer Dy, égalons les discriminants des fonctions f
et ' ; nous aurons

H=D‘S‘Sg_)83=:DlA;
d’ou

D=--
L’équation de la quadrique est done
, !
S‘XQ+SBXQ+S3Z‘+K= 0;

la surface est rapportée a trois axes de symétrie.

Reste a trouver les équations de ces axes GX, CY, CZ par
rapport aux axes primitifs oz, oy, 0z.

Pour cela, transportons d’abord I'origine au centre C (z, ¥, %o),
ce qui revient a rapporter la quadrique aux axes Ca', Cy', Cz' res-
pectivement paralleles aux axes primitifs; I'équation f=0 de-
viendra

o(x', ¥, %)+D,=0.

La forme de cette équation montre que, quand on passe dcs
axes Cx', Gy, Cz' aux axes CX, CY, CZ, la fonction

=g @, Y, 8)— S (@2 4y2 459
devient

Uy = (S; — ) X2} (S, — 8) Y2 |- (S — 8) Z2.

La fonction u, égalée a zéro représente deux plans quand on y
remplace S par une des racines S,, Sy, S;.

Pour S=S8,, ces plans se coupent suivant la droite CX.

Pour S=1,, ils se coupent suivant la droite CY.

Pour S =21, ils se coupent suivant la droite CZ,

Les axes de coordonnées sont ici CX, CY, CZ.

Il résulte de cette remarque que I'équation v =10, pour les
mémes valeurs de S, représente des couples de plans se coupant
suivant les mémes droites, les axes de coordonnées étant main-
tenant Cx', Cy', G3',
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Si l'on veut avoir les équations des droites CX, CY, CZ rap-
portées aux axes primitifs oz, oy, 0z, il suffira de remplacer
Z, i, %' par £ — &y, Y — Yo, 8 — %, dans deux des équations

et d’y faire ensuite successivement

S:S‘, S:SQ, S:S.‘.

o

2° La quadrique appartient & la deuxiéme classe. — La forme
réduite est

F=A, Y*4AZ242C X =0.

On a ici A=0, une des racines S; de I'équation en S est nulle
et les deux autres Sy, S3 sont données par équation

¢y 82—MS+P=0.
On trouve, comme dans le cas précédent,
A=S8, A=S8;

puis en égalant les discriminants des fonctions f et F on obtient,
pour déterminer G, la relation

H_—CiSQS?)——PC“

L’équation réduite de la quadrique est donc

S, Y2+ 8,72 + 2x\/_%= 0.

Remarque. — On trouve pour C, deux valeurs égales et
de signes contraires; on démontrera, comme en géométrie
plane (G. P. 134), que, donner a C, le signe du coefficient S,,
revient 4 pre1 dre pour axe des abscisses positives X la portion
de la droite X'CX extérieure a la parabole principale située dans
le plan YCX.,

La quadrique est rapportée & deux plans principaux et au plan
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tangent au sommet C; I'axe CX est 'axe de syméirie de la sur-
face et les axes CY, CZ sont les tangentes au sommet G des deux
paraboles principales.

On obtiendra les équations de I'axe de symétrie CX en le con-
sidérant comme l'intersection des deux plans principaux.

L’intersection de cetle droite avec la surface fera connaitre les
coordonnées &y, Yo, %o du sommet C.

Pour avoir les équations des droites CY, CZ rapportées aux
axes primitifs ox, 0y, 0%, il suffira, comme dans le cas précédent,
de remplacer &', ¥, ¥ par x —xy, Yy — Yo, — % dans deux des
équations

u,=0 u¢=0 u,=0

obtenues en égalant a zéro les dérivées partielles de la fonction

! ! r
u=g(, g, 2) —S (242 4352),
et d'y faire ensuite successivement S=8&,, S==S5;.

3° La quadrique appartient & la troisiéme classe. — La forme
réduite est

F=A Y:4A'Z2} D =0;

I’équation en S a encore une racine nulle, et les deux autres Sy, S;
sont données par 1'équation (1).
On a comme précédemment

A‘=S2 A1=Ss‘

Dans le cas qui nous occupe, I'invariant H étant nul ne peut
plus servir a calculer le coefficient D,.

Pour déterminer cette inconnue, remarquons que, quand on
passe des anciens axes aux nouveaux, la fonction f devient

S, Y24+ 83724 Dy
dong la fonction f— D, devient
S, Y2 4-8,72,

Cette fonction étant égale a la somme des carrés de deux fonc-
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tions linéaires, tous les mineurs du premier ordre de son discri-
minant

A B' B G
B" AA B C
Hi= B B A" Cu

¢ ¢ ¢ D-—D,
sont nuls.
Egalons, par exemple, & zéro le mineur relatif a I'élément A,
nous aurons I'équation

A B O
B A" e -0 ;
GI ¢ D— D.

d'otr I'on déduit
(A’A" _ BQ) Di — IIA H
cette relation fait connaitre D,.
La quadrique qui est un eylindre & base elliptique ou hyper-

bolique, est rapportée a deux plans principaux et au plan d’une
section droite.

La droite CX, qui est la ligne des centres du cylindre, est dé-
terminée par deux des équations suivantes :

Quant aux droites CY, CZ, on obtiendra leurs équations comme
dans le cas précédent; seulement x,, ¥y, %, désigneront ici les
coordonnées d’un point quelconque de la ligne des centres.

Invariant particulier aux cylindres. — En égalant a zéro
les mineurs du déterminant H, relatils aux éléments A, A', A",
on a les relations

(AA"—By D, =H,
(A"A —B% D =H,
(AA’ —B Q)Dl-:HAu’

d'ol1 I'on déduit par addition

PD, =H, 4 H, +H,,.
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Maintenant, si I'on désigne pur b2, ¢2 les carrés des demi-axes
de la section droite du cylindre, on a

D D
g — __ 1 e —_ 1
b s, c S,
d’on
D? D?
chQ: ! :__l
8,8, P’

et, par suite,
beP\/P=H,+H,+H,,.

Comme P est un invariant, on voit que, pour les cylindres
elliptiyues ou hyperboliyues, la somme

' ' '
H,--H, 411,
est un invariant.

Cette proposition s’étend au cylindre parabolique, en regardant
cette surface comme la limite d'un cylindre elliptique ou hyper-
bolique.

Nous désignerons cet invariant particulier par Li; on a alors

L

D1:13’

et I'éqnation réduite des cylindres elliptiques ou hyberboliques

devieut

&w+%m+;=m

4° La quadrique appartient & la quatriéme classe. — La forme
réduite est )

AZ242C Y=0.

Dans ce cas, A est nul ainsi que tous ses mineurs du premier
ordre ; donc, deux des racines S;, S, de I'éyuation en S sont
nulles, et la troisiéine S; est donnée par 'équalion

(2) S—M=0.

1I
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Una
A‘=S3:_-M.

! . - . .
Ponr calculer Cl, nous nous servirpns de 'invariant L ; enle

calculant pour la fonction IV, nous anrons la relation
! " !
L=—0C2A =—Cp2M.

L’équation réduite de la quadrique est done

MZQ_'LQY\/———_—O.

!
Remarque. — On trouve pour G, deux valeurs éga'es et de
signes conlraires; on démont era, comme en géoméliie plane
’
(G. P. 134), que, donner a CI le ~igie du coeflicient M, revient a

prendre pour axe des ordonnées yositives Y la portion de la
droite Y'CY exlérieure a la purabole, sectlion deoite du eylindre.

Ce cy in Ipe est rapporté au plan principal XCY, au plan ZcX
tangeul le long de la généralrice CX située dans ce plan princi-
pal bt a nu plan queleonque ZCY perpendiculaire a CX.

La reclhierche des équalions de ces lrois plans ne présente au-
cune dillienlté.

5° La quadrique appartient & la cinquicme classe. — La forme
réduite est

AZ2 D, =0;

I'égnation en S a encore deux racines nulles, et la troisiéme Sy
est dounée par I'équalion (2).
O. a doue
"
A =8=M.

Les invariants précédemment trouvés étant nuls ne peuveut
pas secvir au caleul de Dy. Pour delerminer cetle inconnue, re-
maryuous (ue, yuand on passe des anciells axes aux LOUYVOAUX,
la luuctivn [ devicut

MZ24D,;
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donc la fonction f— D, devient
MZ2,

et tous les mineurs du second ordre de son discriminant H, soxl
nuls.

Egalons, par exemple, a zéro les mineurs obtenus en suppri-
mant les lignes et les colounes yui renlerment les élémouts
A’, A, nous aurons I'éyualion

A C
=0,
G D—D,
d’ou I'on déduit
AD,=AD —(C2?;
cette relation fait eonnaitre D,.

La guadrique qui se compose de deux plans paralléles est rap-
portée an plan des centres XCY et 4 deux autres plans perpen-
diculaires entre enx et au précédent,

La recherche des équations de ces plans ne présente aucune
difficulté.

Remarque. — On a les trois relations
AD,=AD—C2? A'D,=AD—C®? A'D,=A"D—C’
d’ou 'on déduit par addition
MD, =MD —C2 —C2—C".

Maintenant, si I'on appelle 2d la distance des deux plans pa-
ralle.es, on a
Md24-D;=0
et, par suile,
M2d2 = C2 1-C'2 4 C'2 — MD,

Comme M est nn invariant, on voit que, pour un systéme de
deux plans paralléles, la lonclion

MD—C2—C2—C'*
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est un invariant. En le désignant par N, I'équation réduite sera
N
MZ2 - —=0.
r M

165. De ce qui précéde il résulte gqne la nature d’une gquadrique
rapporlée a dus axes rectangulaires quelconques dépend des six
quantités

M P A H L N

Les quatre premieres M, P, A, H sont des invariants pour
toutes les quadriques; la cinquiéme L est un invariant pour les
quadriques de la quatriéme et de la cinquiéme classe, enfin la
sixiéme N est un invariant pour les quadriques de la cinquiéme
classe.

APPLICATIONS DIVERSES DES INVARIANTS
D'UNE QUADRIQUE,

166. Soient
Ax2+A'y2 4+ A"22Byz+2B'22+2B"2y D, =0

I'équation d'une quadrique a centre unique rapportée a trois dia-
métres rectangulaires queleonques, et A, B, G les points ou ces
diameétres rencontrent la surface. On a

1 A 1 A 1A
0A> D 0op? D, oc D
d’ou
1 1 1 1
—t=—=t==—5(A+AFA").
0A® 0B OC Dy

Quand on fait tourner les axes de coordonnées autour du
centre O, en les laissant rectangulaires, les quantités Dy et
A+ A"+ A" ne changent pas de valeur; done la somme

1 1 1
2 -2 2

0A®  0B* 0OC

reste constante. De 1a résulte le théoréme suivant :
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Théoréeme. — Dans toute quadrique a centre unique la somme
des carrés des inverses de trois diamétres rectangulaires quelconquas
est constante.

Corollaire. — L’enveloppe des plans passant par les extrémites
de trois diamétres rectangulaires d'une quadrique & centre unique
est une sphére concentrique.

En effet, menons la hauteur OH du tétraédre OABC, on sait
que I'on a
1 1 1 1

TS

2 | =3

O 0aA’ ' OB

donc OH reste constant quand le triédre trirectangle OABC se
déplace en lournant aulour de son sommet.

Condition pour qu’on puisse placer un triédre trirectangle
sur un cone du second ordre.

167. Théoréme I. — Pour qu’on puisse placer un triédre trirec-
tangle sur un cone du second ordre ayant pour équation

Az A'y2 |+ A"22+ 2Byx+4-2B'22 +-2B"2y =0,
il faut'et il suffit que Vinvariant
M=AJA +A
soit nul. (Goordonnées rectangulaires.)

1° La condition est nécessaire. — Supposons en effet qu'on
puisse placer un triedre trirectangle sur le cone; si 'on prend
les aréles du tiiédre pour axes de coordonnées, I'équalion du
cone sera

! n
B,yz+4B,zz+4B 2y =0.

Pour ce systéme d’axes particulier, I'invariant M est nul ; donc
il est également nul pour le systéme primitif.

2° La condition est suf/isunte — Pienons pour axe des z une
génératrice quelconque oG du cdue; son équalion sera

' ’ "
A 224 A y242B y»+2B 22 2B 2y =0.
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La scclion du céne par le plan zoy, dont les équations sont
r a "
2=0 A x?4A y+2B xy=0,

est une hyperhole équilaiére; car, par hypothése, A +A'| est
nul. Cctie section se compnse done de deux droites rec'an-
gulaires 0A, 0B, et les trois génératrices 0A, 0B, oG du cone
forment un triédre trircctangle.

Remarque. — La généralrice 0C élant queleonque, on voit que
si, sur un c¢é e du second ordre, on pent placer un ricdre Lris
reciangle, on peut alors en placer une infinité.

Un parcil cone est dil équilutére el tons les hyperboloi les dont
il esl le cone asynptote sonl également dils équilatéres.

Condition pour qu‘on puisse circonscrire un triédre
trirectangle 4 un cone du second ordre.

168. Théoréme II. — Pour qu’on puisse circonserire un (riédre
trirectangle a un cone du second ordre ayant pour équalion

A2+ Ay24 A"224-2Byz+4-2B 22+ 2B'xy =0,
il faut et il suffit que U'invariunt
P=AA"—DB2}A"A —DB2}AA' — D'
soit nul. {Coordounées rectangulaires.)

1o La condition est nécessaire. — Supposons en eflct qu'il existe
un lmédre Lrirectangle circousceril au cone, et soit

2 r 9 " 9 U " o
Az 4+ Ay A2 +42Byz+2B ze+2B 2y=0
I'écquation de cette surface, gnand on prend les trois faces du
tricdre pour plans de coordonudes.

On aura

r 2 d ' ' 'I_-
AA—B=0 AA D=0 AA—B2=0;
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Pinvariant > étant nul ponr ce systrme d’'axes particulier, il est
également nul pour le systéme primitil.

2° La condition est suffisante. — Prenons pour plan des zy un
plan T tangeut au cdne, 0.4 aura

AN —B—0;
comme, par hypothése, I'mvariant I> est nul, on aura aussi
A'A"— D2 A"A —DB'2=0.

Cette relation montre que, si les plans zox, zoy ne conpent pas
le cone suivant de «x droiles confondnes, Pune des seclions sera
du genre ellipse et Paulre da g nre hyperbola.

Faisons tourner d'un angle d-oit le plan zo0x autonr de oz, le
genre de la section du edue par ee plan changera de nature ; done
il y a, dans I'intervalle, nne position du plan mobile ponr laquelle
la seciion sera du genre parabole, c'esl-a-dire composée d'une
droite double.

Prennns cette position S dn plan pour plan des zox, alors
A"A — DB2scra nui el par snite anssi A'A” — B2; le plan Rds 20y
sera «one tanmrent an eéne. On voit gne les teois plans R, S, T
formeul un triédre Lrireclangle circo iserit au cone.

Remarque. — Le plan tangent T étant quelconque, il en
rézuile que, si l'on peut circonscrive wn Wiédre teirectangle a un
coue du second ordre, on peul en circonscrire une infinité.

It ne sera pas inut le de montrer que les denx théorémes pré-
cédents sont corrdlauls ;) celie proposition résulte de la considé-
raliou des coues supplémcnlaires.

Cdnes supplémentaires.

169. Définition. — Etant donné un cone C, le lieu des normales
mences par le sommel S anx pluns tungents est un cone C' qui est
dit supplémentaire du cone C.

Réciproquement, le cone C est supplémentaire du cone C'.

Soient en effet P, P deux plans langents au ¢éne C, el SA, SA'
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les normales correspondantes; la droite SD intersection des
plans P, P’ sera perpeniliculaire au plan ASA'.

Si le plan P’ vient se coulondre avec le plan P, la droite SD a
pour limite la droite Sa géuérutrice de contact du plan P avee
le cone C et le plan ASA' a pour limite un plan Il tangent au
cone C'.

Le cone C peut donc étre considéré comme le lieu des normales
menées par le sornmet S aux plans tangeuts du céne C'.

Probléeme. — Etant donnée I'équation

Ar24-A'y2+A"224+2Byzs+ 2B 224 2B"ry=0
d'un cone du second ordre C, trouver U'équation du cone supplé-
mentaire G'. (Goordonnées rectangulaires.)

La relation exprimant que le plan P ayant pour équatiou
ux vy -+wz=0
touche le cone C, est

A B" B u
B" A B o] 0
B B A" w|
u v w 0

ou, en développant,
au? 4 a'v2 4 a"w2 4 2bvw -+ 20'wu+20"uv =0,

a, a', a’ représentant les mineurs principaux et b, b', " les mi-
neurs secondaires du délerminant A.

D’un autre c6té, les équations de la normale, menée au plan P
par le sommet du coéne G, sont

x
u

Véquation du cone C' est done

ar2+ay>4a"s2+2byz+4 20" 3x - 20"2y =0.

11 2st aisé de vérilier analytiquement que le coéne C est de son
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cOté supplémentaire du céne C', en se servant des identités

AA=da"—b? BA=0bb"—ab
A'A=a"a — b2 BA=bb —a'b
AA=ad —b2 B'A=bb —a'b".

Remarque. — Il est évident que si I'on peut placer un triédre
trirectangle sur 'un des cones, on peut circonscrire a 'antre un
triedre trireclangle ; les théorémes I et II sont donc corrélatifs
(161, 168).

On pourra placer sur le ¢éne C' un triédre trirectangle si la
somme @ +a' 44" est nulle; done, dans 1a méme hypothése, on
pourra circonscrire au cone G un triédre trirectangle. La relation
exprimant que le cone C jouit de cette propriété est done

A'A" — B2 A"A—B2H AA' —B'2=0;

on retrouve ainsi un résultat obtenu précédemment a l'aide des
invariants.

170. Probléme. — Trouver la condition nécessaire et suffisante
pour yu'un plan P, passant par le sommet d'un cone du second
ordre C, coupe la surface suivant deux droites rectonguluires.
(Coordonnées rectangulaires.)

Soient
? (x’ Y, %) =0

ur+vy+wz=0

I'équation du cone C et ceile du plan P, F'origine étant an sommet
du cone.

L’équation du cylindre qui a pour section droite la seclion du
cone C par le plan P s'oblicndra en éliminant p entre les deuy
équalions '

et

029 (4, v, W) (uy, + o+ wy) o (@, y,2) =0
ux +ovy 4+ ws -+ (e v2 - w2) p=0.

En remarquart que {'on a identiquement

! ] 1] ' ] L]
ug,+vo, +we, =9 +yo 129,
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on oblient 'égnation

wr vy -Fwz\2 ur-rytwz o ' '
L2 2 3 ) P, w)— = 2——2(.%(9"—1.—3}?”—]—2?‘”)
W4 vttw U+ 2+ w

“+o(x,y,2)=0.

Il faut exprimer que les denx plans représentés par celte éqna-
tion sont rectangulaires; pomur cela il sullira d’exprimer que, sur
ces denx plans, on peul placer un triédre Lrirectangle.

Ou obuenl ainsi la relaiion

o (u, v, w) = (A4 A" 4+ A") (u2+4 124 w?).

171. Probléme. — Trouver la condilion nécessaire et suffisante
pour que les plans langents menés i un cone du second ordre G par
une droite I) passant pur son sommet soient recianguluires. {Goor-
données rectangulaires.)

Soient

les éqnations de la droite D, l'origine étant au sommet du cdne.
A c lle droile correspondra, dans le cone G’ supplémentaire du
c¢one G, un plan P passant par son sommet et, aux deux plans tan-
gents au cone C passant par D, correspondront les deux généra-
trices intersection du cone G’ par le plan P. Si les deux plans
tangents sont rectanguiaires, les deux généralrices seront rec-
tangulaires et réciproquement.

Pour résoudre le probléme proposé, il suffit done d’appliquer
au cone C' le résullat obtenu dans le probléme précédent.

En représenlaut par

®(x,y,2)=0

I'équation du céne C', la relation cherchée sera

@ (s 6, 1) = @+ +a) @2+ 241,

PROPRIYTI'S DES DIAMITRES CONJUGUES
D'UNE QUADRIQUE A CENTRE

172. La théorie des invariants, étenduo aux coordonnées obli-
ques, va nous permellre d'ctablir, pour les quadriques a cenire
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unique, des théorémes analozues aux théorémes d’Apollonus
démonlrés en géomélrie plane.

Supposons, pour fixer les idées, (ue la quadrique soit un ellip-

soide. Soient
X2 Y2 72
Stpta—1l=

I'équalion de cette surface rapporiée a ses axes de symétrie, et

JQ
S 1=

son équalion quand elle est ra-portée a trois diamétres conju-
gués luisant entre cux des angles X, u, v

Quanl on passe des axes oX, 0Y, 0Z aux axes oz, 0y, 0%, lo
terme constunt — 1 ne chauge pas; done la fonetion

o= D42,
devient
a2 Y2 22
=atnta
D'un autre coté la fonction
X2 | Y2 |72

devient

2t y2 422+ 2yzcos A+ 2zx cos p-+2 1y cosv.
Maintenant, d’aprés un thénréme démontré (G. P. 132), les

éqnantions en S oblenues en égalanl & zéro les discriminants des
deux lonclions

@ — (X2 Y479

1
q—g(x5+y9+z9—}-2yzcos)\—}—Qz-x cos w2y cosv)

sonl ideutiques.
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Ces deux équations sont

BB
(lcie 15) (b’ 13) (612 S) CO“)“’O‘ZU- ens v

1 1\ cos2x 1 rosa cosv
(a’! S) o2 (bﬂ S <02 > o ‘

ou bien
(S—a?) (S—Iﬂ) (S—c“’) 0
a9+b9+02 SL{— b%%lu~7\+0 Qagsm?m—{-a?bi‘sm’v)S
—a2h2c2Q=0.

En les identifiant, on obtient les relations
a2bet¢2=q2 22
3 b'ece sirﬂk+cl9alﬂsin2p+a'9bl%iu9v:b902—|—c?a9—|—a?b’
a’b’c’\/sl =abe,
d’oli résulte le théoréme suivant :

Théoréme I. — Dans un ellipsoide : 1° la somme des carrés de
trois diumétres conjugués est constante; 2° la somme des carrés des
faces du parallélipipéde construit sur trois diametres conjugués est
constante; 3° le volume de ce parallélipipéde est constant.

Remarque. — Pour inlerpréter la troisiéme des relations (3),
on s’est servi de la signilication geomélrique de la quantité &
donnée au paragraphe 9.

173. Diamétres conjugués égaux de I'ellipsoide. — Si I'el-

lipsoide admet des diamétres conjngués égaux, en désignant par
24’ leur longueur commune, on aura

Bat=a2 402+ c2;

les extrémités des diamélres conjugués égaux se trouveront done

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PROPRIETES DES DIAMETRES CONJUGUES D'UNE QUADRIQUE 221

a l'intersection de I'ellipsoide avec la sphére ayant pour rayon

\/a?—i—lﬂ—f—c3
—

En retranchant de 'équation de l'ellipsoide
x2 y? 22
stpta— =0

celle de la sphére mise sous la forme suivante

3a2 3y2 322
—1=0
a9+b9+c‘2+a9—1—b2+c“~’+a2+b?—i—09 !
on obtient I'équation
202 —b2—¢2 _ 2p2—c2—q? 202 —a2— b2
pe 2 E 2+ 3 2=0.

Elle représente un véritable cone, car on a
22 —b2—c2>0 et 2¢2—a2—02<C0

en supposant, ce qui est permis, a>b>c.
Les génératrices de ce cone I' sont des diametres de I'cllip-
2 2 2
soide ayant pour longueur 2\/———“ _H; +¢ .

Reste a démontrer qu’on peut associer trois a trois les généra-
trices du céne de maniére a former un systéme de trois diamétres
conjugués. A

Soit OC' une génératrice quelconque du cone et C' le point ou
elle rencontre 'ellipsoide; le plan diamétral conjuzué de OC'
coupe l’ellipsoide suivant une ellipse qui admet deux diamétres
conjigués égaux OA', OB'. Les trois diamétres OA’', OB, OC
forment d’ailleurs un systéme conjugué par rapportal'ellipsoide;
on a done

204 +0C” = a2 4-b2 4 2,
d’olt

a? 4 b2} ¢?

OA" = 3
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Celle relation montre qne les dinmétres OA’, OB' sont des gé-
nératrices du céne I'. En résmné les trois droites OA', O, OC
forment un sy-téme de diameéires conjugnés égaux de Uellipsoide,

La génératrice OC' élaut quelconque, il y a, dans Uel.apsoide,
une infinilé de systémes de diaméires conjngucs égaux.

Remarque. — On pourra vérifier dans la suite que le cone I’
est homoryclique a Uellipsoide, ¢’est-a-dire que les deux surluces
sonl coupées suivant des cercles par les mémes plans.

174. Pour passer du casde I'e!lip=oi.le a celui de I'hyperholoide
a une nappe, il sullit de changer ¢ et ¢’ eu ci et ¢'i; los relulions
(8) deviennent

! ' !
atb2—c2=q2} 02—

o, o oo .

b2c?sin?i-t-c?2a2?sin?y—a?bh? sin2v=1_,2c2 4 c242 — 22

¢ Va=adbe.

Peur passer du cas de I'ellipsoide & celui de I'hyperboloide a
deux nappes, il sullira de changer a, @', b, V', en ai, a'i, bi, Vi, ce
qui donne des relations analogues aux précédentces.

L’interjrétation géométri jue de ces deux groupes de relations
ne présenle aucune dilliculté.

175. On peul démontrer les propriétés des diamétres conjugués
d’'une qnadrigie a centre sans s’a, puyer sur la théorie des inva-
riants, en se servant des relalions qui expriment que lrois dia-
melres sont conjugués (151).

Nous suppo=erons d’abord que In quadri-jue est un el'ip=oide.

Soient 0A’, OB', OC' trois diamctres conjugués, a', V', ¢ lenrs
demi-longuenrs et (2, ¥, %), (X4, Y12 %), (Xa, Yo %) les coordon-
nées de lenrs extrémités A', B', (', la surlace élant rapportée a
ses axes de symétrie.

On aura les relations

a2 2 22 x,:ro J, Yo | %1%
atEte=! wtw +ca—
2 2 2

Y zl__ T2

a2 V2 T e T a2

2 2 2

_aé Yy %2_1 -’”’i JU1+*~|
atpte=t T
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qui deviennent

e L N
6 drE b=t () e b g by =0
Wit fryr=1 e + pf 4 vy =0

en posant
T, Y, A_
a b ° PR
x yl ! zi '
6 —i=' = e
(6) 7= p — B . =1
‘TC_‘_ i !ﬁ.’ " _",’_:u
i b_—p P

Les relations (4) et (5) sont jnstement celles qui lient les nesif
cosit us que Lrois directions reclangn aires font avee lrois axes
de coordounées supposés reclangulawes ; done les neul quan-
tilés

(% B y) (e B, 7) la”y 8", ")

satisfont aux relalions obtenues en appliquant au tablecau

le théoréme démontré au paragraphe 14.

Chaque iamétre de lellipsoide délermine, & partir du centre,
deux dire lions opposées; nous ~upposerons que I'on a choisi
les directions OA’, OB, OC/, de Lello sorte que le triédr: irivec-
tang e defini par leb neuf cosinus (=, 6, v), (¢, f, ¥') (2", £, ¥")
et le triedie forwé pur les axes dus comdouuées pusilives soicat
de méme seus.
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nous aurons alors les relations

0.9—|-<z'2—l—u.”2::1
Pt gt g =1
?hy2tyi=1

n
o o o

— e v 7 = : =l
By —ve ply—y't Y —y¥
« By
1] @V Y, — 1’
" ﬁ” "{”

ou, en {cnant gompte des égalités (6), les relations
2 @, 2,
rtx H4-r,=a
2 2 2
y +y t+y,=0b
3 D,
z -+ z-?—{— zi: c?

be be be
i UiZe =2 Ye =1 T YoRB—RHY= I Y2 —2h=" Ta

Ty %
I Ty Yy % | =uabe.
' Xg Yo %

Les relalions (1) donnent le théoréme suivant :

Théoréme II. — La somme des carrés des projections des lon-
gueurs de trois diamcetres conjugués d'un ellipsoide sur un axe de
la surface est constante et égale au carré de cet axe.

En ajoutant membre 4 membre les relations (I) et désignant
tonjours par &, V', ¢ les longueurs OA’, OB', OC/, on obtient
I'équalion

a2 b2t c2=q24 b2t ¢

gui démontre la premiére partie du théoréme I (172).
Pour interpréter les relations (1), représentons par S , S , S

L4

£
les projections, sur le plan principal yoz, des faces du paralléli-
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pipéde construit sur les trois diamétres conjugués OA', OB', OC’;
en ajoulant membre & membre les relations (II), aprés les avoir
élevées au carré, nous aurons I'équation

' "
32 J_S2 —D2c?
bz—[-sz - Szﬂ—b c
qui donne le théoréme suivant :

Théoréme III. — La somme des carrés des projections, sur un
plan principal, des faces d'ur parallelipipéde construit sur trois
diamétres conjugués d'un ellipsoile est constante.

Si l'on ajoute membre a membre les relations obtenues en

appliquant le théoréme précédent anux trois plans principaux, on
a, entre les faces S, §', S” du paraliélipipéde, I'équation

S2-- S'e -+ St — p2e2 —+-c2a2 -+ a2b?

qui démontre la deuxiéme partie du théoréme I (172).
Enfin la relation (IlI) démontre la troisiéme partie du méme
théoréme.

176. Quelques considérations préliminaires sont nécessaires
pour permettre d’appliquer 1'analyse précédente aux hyperbo-
loides.

Hyperholoides conjugués. — Deuzx hyperboloides sont dils
conjugués, lorsque chacun d'eux a pour sommets réels les sommets
imaginaires de Uautre.

L’équation d’un hyperboloide G rapporté a ses axes étant

X2 Y2 Z2

dTE e =0

celle de I'hyperboloide conjugué G' sera
X2 Y2 72

Probléme. — Etant donnée I'équation f(z,y, 2) =0 d'un hyper-
boloide G rapporté & des axes quelconques, trouver celle de U'hyper-
bolowde conjugué G'.

11 15
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L'hyrerholoide G' a le méme cone asymptote que I'hyperbo-
loide G; donc ~on é.juation ne dillérera de celle de Phyperboloide
G que par un terme couslant el sera de la forme

[+D,=0.

Pour diéterminer Dy, romarqnons que, H étant le discriminant
de la fouction f, et H, celui de la lonctivn f+4+ Dy, on a

H!=H+ADU

en représentant par A le discriminant commun des fonchons for-
mées par les termes du second degré dans les fonclions f et
f+D,.

D’un antre c6té, gnand on rapporte les deux hyperholoides a
leurs axes de symétrie, les fouctions f et f-+ D, deviennent res-
peclivement

X2 Y2 Z2 X2 Y2 Z2
(ote—a—t) (GEte-a+t)
et les discriminants de ces fonctions sont
pe A
ah2¢? T atlze?

Appelons M le module de la substitulion linéaire par laquelle
on pas<e des axes primitils oz, oy, 0z anx nouveaux axes 0X,
0Y, OZ; le discriminant d’une fonclion du second degré élant
un invariant (G. P. 131), nous aurons les relations

Ak

- —M° _— _— M2
a‘lbﬂce_MH PP M2(H-}-AD,),
d’ou I'on déduit
2H
D‘——T'

Régle. — Pour former I'équation de Uhyperboloide conjugué G',
. i Lo 2l . p e
il suffit d’ajouter la quantité — — Gupremier membre de Uéquation
de Uhyperboloide G.
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Diamétres imaginaires d'un hyperboloide. — Parmi les
diamétres d’un hyperboloide, 1l y en a qui sont imagina res,
c'esl-d-dire qui rencontrent la surface en des points imaginaires,

Nons nous proposons de délinir Uextrémité et la longueur d'un
pareil diamétre.

Soient

X? Y 72
it~ te=0
a2 ' b2 c?

I'équation d'un hyperboloide rapporté & ses axes, la quantité
élunt égale a 1+ 1; et

p
celles d’un diamétre imaginaire OC'.

En cherchant les solutions commmunes aux équations précé-
dentes, on obtiendra pour X, Y, Z des valeurs purement imagi-
naires, c'est-a-dire de la forme

R | A
=N

X=ui Y=vi Z=wi.

Le point réel C' ayant ponr coordonnées u, v, w est sur le dia-
mélire considéré, car les équalions

ui__vi_ wi

« By
donnent

u_ v w

e« £ 7

Ce point C' est appelé I'extrémité du diameétre imaginaire, et
sa distance au centre de la surlace est la demi-longueur de ce
diamétre.

En exprimant que les quantités w1, vi. wi satisfont a I'équation
de I’hyperboloide, on obtient I'équation

d'ol résulte le théoréme suivant :
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228 LIVRE 1V. — CHAPITRE VI

Théoréme. — Les extrémités des diamétres imaginaires d'un
hyperboloide sont sur I'hyperboloide conjugué.

177. Revenons maintenant & I’étude des propriétés des dia-
metres conjugiés d’un hyperboloide, et, pour fixer les idées, sup-
posons que la surface soit un hyperboloide a une nappe.

Si OA', OB', OC' sont trois diamétres conjugués, l'un d'eux,
OC', sera imaginaire, et les coordonnées (x, ¥, %), (L4, Y1, %),
(%2, Y3, %3) de lours exirémités A', B', C' salisferont aux rela-
tions

T xlmﬂ_*_yly?!_z‘iz‘.’.___
a® ' b2 (2 a? b2 c?
2 2 2 %
_,+!_/~1_§_1 xa_x E_f‘ﬁ_—o
a2 ' p2 2 a2 b2 2
z 2 zr %%
_B B A WP
a2 b2 ' 2 a? b2 c2
Sil'on pose
x %
a b c
ﬂ:a' l‘;:p’ ﬁ_-r'i
a b c
iﬁ—_—a” % p” .z—e_yl
a b c

os neuf quantités («, B, v), (o', 8/, '), (¢”, B", y") satisferont aux
relations (4) et (5).

On achévera le reste du calcul comme dans le cas de I'ellip-
soide.
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EXERCICES.

{° Trouver la nature des quadriques représentées par les équations sui-
vantes:

zt—3 - 2yz—2zx 422y — 22 2y -2 =0
4 —2ry—2y —2z+21=0
)4y tre—2%zr + 2y + e —200F 1) s+ 24+ 1=0
a1 —Dyzs —222 422 —224+2=0
@xe—2a3) 2 A+ 1)y -0 1) =200 Dyzf2 (N —1)zy+2(A—2) &
=¥=3—-4un+1
D—Bzt A —1) g A0 —2) 2 — 20 (A—2 y2 20— 1) zy+2 (A F1)z=0
2Bys4-2B'2x+2B"zy +D =0
(zt+yr—@Brx+yF2P2+8xt+4y+22—7=0
[e+ytz—1p+@Bz—2ytz—2+(x—4y—2)—1=0
8242y — 21 — (x4 2y 422+ (@t y—1)—1=0
(#4y—3)2—32x+22+(Bx+t+y)2=1
(2z—6y+8z—1)—(¢—8y+ 42+ (b —12y 1) =0
(e4+y)B3z—y+2)+22—2y +2=0.

2: Etant donné un tétraédre OABC dans lequel P'angle triédre O est droit,
trouver lequation générale des quadriques qui, passant par ses sommets,
sont coupées par la face OAD suivant une circonférence de cercle el par les
faces OBC, OAC suivant des hyperboles équilatéres. — Trouver le lieu des
centres de ces quadriques et, sur ce lieu, séparer les parties qui correspon-
dent & des hyperbulvides & une nappe de celles qui correspondent & des hy-
perboluides a deux nappes.

3 Etant données deux quadriques, trouver, par I'analyse, une direction de
cordes telle que les plans diamélraux correspondants dans les deux surfaces
soienl paralléles.

Démontrer que si la courbe d'interseclion des deux quadriques a quatre
asymploles, ou n'en a aucune, le probleme a trois solutions.

Si la courbe d’intersection a seulement deux asymplotes, le probléme n’a
plus qu’une solution.

4° Si 'on considere, dans une quadrique & centre, deux systémes de dia-
métres conjugués, le volume du parallélipipéde construit sur deux diamétres
du premier syslteme et un diameétre du second est égal au volume du parallé-
lipipéde construil sur les trois aulres diaméires.

5° Etant donués deux ellipsoides la somme des carrés de trois diamétres
conjugués du premier, divi-és par les carrés des diamélres du second, qui
leur sont respectivement paralléles, est conslanle. — Examiner le cas ou l'un
des deux ellipsvides devienl une sphére.

6° La somme algcébrique des carrés des projections de trois diamétres con-
jugués d’'une quadrique & cenire sur unc droile quelconque D, parallélement
a un plan quelconque P, est constante. — Cas ol le plan P est paralléle & un
plan tangent du cne asymplote.
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230 LIVRE 1V, — CHAPITRE VI

(On pourra rapporter la quadrique a trois diamétres conjugués dont I'un
coincidera avec la druite D.)

7° La suomme algébrique des carrés des prejections des faces du paralléli-
pipéde cousiruil sur lrois diametres conjugues d’'une quadrique & cenlre sur
un plan quelconque P, parallelement & une droite quelcunque D, est cons-
tanle. — Cas vu la droite D est paralleéle & une géncralrice du céne asymp-
tote,

(On pourra rapporler la quadrique a trois plans diamélraux conjugués dont
T'un covincidera avec le plan P.)

8° Les plans tangents & une quadrique, aux extrémilés de {rois demi-dia-
métres conjugués, renconirent un diametre fixe en lrois points dont les dis-
tances au cenlre de la surface onl la summe des carrés de leurs valeurs
inverses consiante.

9° l.es faces du parallélipipéde construil sur trois demi-diameétres conju-
gués d'une gquadrique a cenire, rencountrenl un plan fixe suivanl six droites
paralleles deux a deux, el qui, prises qualre & qualre, délerminent lrois pa-
rallélogrammes. La somme des valeurs inverses des carrés de ces irois
parallélogrammes a une valeur constanle, quel que suil le systéme des trois
diamétres cunjugués.

10° Trouver les plans principaux des surfaces suivantes:

2—2mary +1=0.
2ty +232 4 20y—1=0.
P4 Q=2

P et Q étant des fonctions linéaires. (On pourra chercher les plans bissec-
teurs des plans asymplotes réels vu imaginaires de ces derniéres surfaces.)

(ax4by+czp42Cx+2C'y+2C"'24-D=0.

(On pourra procéder de la maniére suivanie: on mellra I'équation de la
surface sous la forme

@z 4by+cz+12+2(C—ra)zF-2(C'—xb)y+2(C"—2re) 2+ D—2*=0
et I'on exprimera que les plans ayant pour équations
axt+by+¢c3=0 (C—2ra)z+(C'—aD)y+(C"—2e)2=0

son! perpendiculaires).

11° Trouver les équations de I'axe d'un paraboloide.

(Les truis plans du centre sont paralléles & une mme droite D qui donne
Ia diveclion de I'axe; on aura les équalivns de cet axe en le cousidérant
comme le diamétre conjugué du plan perpendiculaire a la druile D.)

1z° Les directivus priucipales d'une quadrique suntl défiuies par les équa-
tious

qui, associées deux & deux, représenient lrois cones.
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Démnnirer, sans faire usage d'une inconnue avxiliaire S, que ces cénes ont
tro s péucdralrices communes formant un lriédre trireclangle.

Retrouver par la considéralion de ces lrois cdues. les condilions nécessaires
et sullisaules pour qus la quadrique admctte plus de truis direclivus prin-
eipales.

{Puur résondre la premitre partie de celle quesfion, on montrera d'ahord
que les Irois céues ont au moins une géucralrice commune réelle et ensuite
que V'on peul preudre celle géncralrice punr un des axes de coordonnées.)

13° Démontrer que les racines des équativns en S qui correspundent a deux
coues du second ordre el supplemenlaires, sunl lices par la relation

Ss=A.

Appliquer ce résultat a la vérification analytique de la propriélé suivante.
Les deux cdnes supplémeulaires out les mémes plans priucipaux.
14* Les équalions

{ex+by {-c2) (x4 Pyt (a"z2+Vy+ "2 =a
(extayta"z+(bxt-by-+b'2p+(cx Sy +c'z)P=d
représentent des ellipsoides égaux. (Coordonnées rectanjulaires.)
15° Elaut dunné dans lespace un sysleme de 2 poiuls A;(L;, ¥, 3;) 2
chacun desquels correspond un paramélre m;, el rapporlés & des axes rec-

tangulaires oz, oy, 0z; démontrer gue, pour chaque puint o de I’espace, i].
exisle Lruis axes reclangulaires oX, 0Y, ¢Z lels que I'on a

EmYZ=0 XmZX =0 EmXY=0.

(Les formules qui permellent de passer des axes ox, 0y, 0% aux axes'
0X, 0Y, 0Z élant
z=aX+ oY} "2
y=pBN+pY+pZ
2=yX+YY+Y'Z;
8i I'on pose

A=TXma* A'=ZImyt A"=Zm3*
B=Ymyz W=Xm:r DB'=Xmcy
p=Ax*4 Ay A"+ 2By 2820+ 28" Ty,
on trouvera les relations de corulition
7 l " L} ! U !
2m\l=;(1 ;;: +3';pl+y’¢7) =.0
[ '
XmZN =§(z 31+ B ;;u-’-"{ qi;u) =0
. i , ' ] '
ImXY=g{x'p, +8'9 +7 ¢, ) =0.

En joignant a ces relalivns celles qui lient les neuf cosinus (a, B, T)h
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232 LIVRE IV. — CHAPITRE VI

(ey 85 1), (", 8"y ¥"), on obtiendra les équalions

' r
% %8 %
I
U ' '
P! _ Py _ Py
o - Bv - Y'
q’an !;‘gu q)!rn
O B = :rr'

On sera ramené a considérer I'équation en S.)

Nota. — Dans tous les exercices relalifs aux plans principaux, on suppo-
sera les axes de coordonnées reclaugulaires,

16° Le lieu des centres des mojyennes distances des points d’intersection
d’une surface algébrique avec une sécante quelconque parallele a4 une direc-
tion donnée esl un plan que nous apjellcrons plan diamétral.

Trouver les condilions nécessaires el sulfisanles pour que, quelle que soit
la direction donnée, ces plans diamétraux soieut paralléles & une mime droite ;
paralléles entre eux ou confondus,

17° Dans une surface algébrique d'ordre m, le licu des miiicux des cordes

N . . . ) mim—1
paralleéles 4 une direction donnée est une surface de 'ordre —-2—), que

Pon appelle surface diamétrale.

Quand la surface est du troi-itme ordre, la surface diamétrale est du méme
ordre; pour que celle surface diamirale se décompose en un plan el une
quadrique, il faut et il suffit que la suriace donnée se décompose ellc-mime
en un plan et une quadrique quand les cordes ne sont pas paralleles &4 une
direction asymptolique.

Examiner le cas ol les cordes sonl paralltles & une direction asymplolique.

18> Quand on passe d’un sysleme d'axes obliques & un aulre sysléme d'axes
également obliques, les quantités

M P A H
Q Q Q Q
conserventi les mémes valeurs. (M et P sont les coefficients de — S* et S dans
I'équation 8.)
19° Appliquer la théorie des invariants & I’équation

yz 2z, ay
be ' ca  uwb

qui représente un hyperboloide rapporié a lrois génératrices du cbéne asymp-
tote et en déduire les propriélés suivantes:

Dans un hyperboloide & deux nap cs, i I'on considére toules les pyramides
ayanl pour sommel le centre de la surlace cl pour base un triaugle inscrit
dans le céne asymplole el circonscril a une des nappes de la surlace: f° La
somme des carrés des arlles latérales dinnunuée de la somme des carrés des
cdtés de la base est constanle ; 2° la sommme des carrés des [aces lalérales
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diminuée du carré de la base est conslante ; 3° le volume de ces pyramides
est constant.

Les propriétés précédenles reslenl vraies pour un hyperboloide & une
nappe, si I'on prend pour base des pyramides un triangle inscrit dans I’hy-
perboluide et circonscrit au céne asymplote.

Remarque. — On devra commencer par démontrer les deux théorémes
suivants:

Théoréme I. — Dans un hyperbolvide @ deux nappes, il existe une infinité
de plans coupant la surface et le cine asymptote suivant des ellipses E; E,
telles qu'on peut circonscrire & Ueliipse F. des triangles inscrits dans Uellipse E,.

Théoréme II. — Dans un hyperboloide i une nappe, il existe une infinité
de plans coupant la surface et le cone asymptote suivant des ellipses E, E,,
telles qu'on peut inscrire & Uetlipse E des triingles circonscrits & Vellipse E,.

20* Pour qu’on puisse placer sur le céne ayant pour équation

AT Ay + A"2 +2Byz+ 202z} 2B"zy =0

trois droites paralleles A trois diamélres conjugués de l'ellipsoide représenté
par I'équation

w‘l ,1/2 z! _
@ + b + ¢ L
il faut et il suffit que ’on ait la relation
Aa!_l_Albi_*_A”cE :0.

Pour qu’on puisse circonscrire au mime c6ne un triédre dont les faces sont
paralléles a trois plans diamélraux conjugués du méme ellipsoide, il faut et
il suflit que 'on ait la relation

A'A"—DB*  A"A—DB*  AA'—B™
a? + b + 4 ¢ =0.

Montrer que, si 'une ou l'autre de ces deux propriélés est vraie pour un
seul lriedre, elle est vraie pour une infinité de triedres.

21° Un triédre trirectangle lourne autour de son sommet O; trouver I'en-
veloppe du plan P qui passe par les puints A, B, C ol ses arles rencontrent
une quadrique donnée.

Quand le sommel O est sur la qnadrigue, le plan P passe par un point fixe M
gitué sur la normale a la guadrique, au puint 0. — Trouver le licu des
points M, le puint O se déplagant sur la quadrique.

22 Résoudre les queslions précélentes en substituant au triédre trirec-
tangle un (ricdre dont les arCtes sunl paralléles a trois diameétres conjugués
d’'un ellipsoide donné.

24° Deémoulrer les deux Lhéorémes suivanls qui raménent certaines ques-
tions de geomélrie dans l'espace a des queslions analogues de géomélrie
plane.

Théoréme I. — Si un théoréme vrai pour trois azes rectanguluires OA,
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0B, OC subsiste encore quand on remplace deur des axres OA, OB par denz
aulres aussi reclangulaires et situcs dans le plan perpendiculaire sur OC
alors le théoréme est vrai pour tous les axes rectunguluires pussant par le
point O,

Théoréme II. — Si un théoréme vrai pour trois diaméires conjuguis OA,
0B, OC d'une quadrique subsiste encaore quani on rempluce denr de ces dia-
métres OA, OB par deux autres egulement conjuguds et situes duns le plin
diamétral conjugué de OC; alors le theoréme est vrui pour trois diamélres
conjuyues quelconques.

Applicalion & la démonsiration des propriélés des diaméatres conjugués, a
la solutivn des questions 21 el 22 el & la démonstrativn de la propriélé sui-
vanle :

Théoréme. — Dans une quadrique la somme des carrés des inverses detrois
diamétres rectangulaires est constunte.,

24° Licu des sommets des cdnes de révolution ayant pour base une conique
donnée.

2% Elant donné un ellipsoide de révolulion al'ongé, le céne qni a pour som-
met un des foyers de l'ellipse méridienne et puur base une seclion plane
quelconque est de révolulion.

24 Elanl donné un ellipsvide de révolution aplati, le c6ne qui a pour som-
mel un des foyers d'une ellipse méridienne el pour base une seclion de la
surface par un plan passanil par la direclrice qui correspond a ce fuyer est
de révolulion.

27+ Etanl donné un cylindre parabolique, le ¢éne qui a pour sommet 1e‘
foyer d'une section droile el pour base une seclion de la surface par un plan
passani par la directrice de celle secliou droite rst de révolution.

25 Une quadrigue dont I'équation est symcétrique par rapport aux coor-
données x, y, 2, est de révolulion, pourvu que les axes de courdouuées
fasseul enlre eux des angles ézaux.
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ETUDE DES QUADRIQUES SUR LES EQUATIONS REDUITES

CIIAPITRE PREMIER

DES SECTIONS PLANES EN GENERAL.

178. Les sections planes d’une ¢uadrigne sont des coniques;
nous allons d’abord chercher le genre de la conique pour les dif-
férentes gnadriques et les dilférentes posibons du plan sée int.

Il suffira pour cela de delerminer le genre de la projecticon de
la scclion sur un des plans de coordonnces, car une conijue et
sa projection sur un plan sont ¢videmment du méme genre.

1° Ellipsoide. — L’équalion de la surface rapporlée a ses axes
de syméuie est

1/~ )
et o—1=0;

si ’on coupe la surface par le plan
ur vy +wz4h=0,
la projection de la section sur le p'an oy aura pour égqnalion

ur—}—ru-{—h)"

ctw?

Le genre de cetle projection dépen ! du signe de la Quantité
k=—a2u?— D292 —c2w?

qui est toujours négative.
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Les sections planes d'un ellipsoide sont donc toutes du genre
ellipse.

2 Hyperboloides. — IL’équaticn de ces surfaces rapportées
aux axes de symétrie est
x2 2 zi_
1Y _“ri=o.
a2 b2 2
On a alors
k=a?u® b2 —c2u?;

cette qnanlité pouvant étre négalive, nulle ou positive, les sec-
tions planes d'un hyperboloide pourrout étre du genre ellipse, du
genre parabole ou du genre hyperbole.

8° Paraboloides. — L'équation de ces surfaces rapporiées aux
deux plans principaux el au plan tangent au sommet est

2 %]
y—iz——2x=0.
P4

Supposons d’abord le plan sécant non paralléle a l'axe de la
surface, son équalion sera

ux 4+vy+wzt+h=0,
et la projection de la section sur le plan yoz aura pour équation

2 2
L el
P g u

On voit que tout plan, non parall¢le a I'axe, coupe le parabo-
loide elliptique suivant des conrbes du genre ellipse et le parabo-
loide hyperbolique snivant des courbes du genre hyperbole.

Supposons maintenant le plan sécant paralicle a I'axe de la
surface, son équation sera

vy+wz+h=0

et la projection de la seclion sur le plan zoy aura pour équation

a g0 )
(uL—l-v—) y?inily—Qw?xih——_—O.
P q q q
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Cette projection est une parabole ; done tout plan paralléle a

’'axe d’un paraboloide coupe la surlface suivant une parabole.
Le paramétre de la parabole projetée a pour expression

’ wa
T
P
il est indépendant de k; donc tous les plans paralléles entre eux
et a I'axe d’un paraboloide coupent la surface suivant des para-
boles égales.

Remarque. — Ce qui précéde cesse d’étre vrai quand, la sur-
face étant un paraboloide hyperbolique, on a

v

Ve Vi
la section se compose alors d’une seule droite et le plan sécant
est un plan diamétral singulier (137).

179. Nous allons maintenant faire connaitre deux propriétés
des sections planes d'une quadrique, qui nous seront souvent
utiles.

Théoréme I. — Les sections d’une quadrique par des plans pa-
ralléles sont des courbes homothétiques.
Soit
flz, Y, %) =0
I'équation de la quadrique rapportée a des axes quelconques.
Les axes étant gqnuelconjques, on peut, sans particulariser la ques-

tion, suppuser le plan sécant paralléle au plan zoy. Si son équa-
tion est

z=nh,

celle de la projection de la seclion sur le plan zoy, projection
qui est égale a la seclion, sera

f(z,y, h)=0.

Quand h varie, les coefficients des termes du second degrs,
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dans I'éynation précédente, ne changent pas; donc toutes les
seclious ainsi vblenues so.ut des courbes homothéliques.

Théoreme II. — Si Pon coupe un hyperboloide et son cine
asympto e par un méme plan :

1° Les sections sout des courbes homothétiques;

20 8i ces sections sont @ centre, elles sont concentriques ;

3° Si ces sectivns sont du genre purabole, leurs paramétres sont
égaux.

Supposons encore, comme dans le théoréme précédent, les
axes yuelconques et le plan sécant P parallele au plan xoy; les
projections, sur ce plan, des sections d - I'hyperlholoi le et iie son
cdne asymplole par le plan P seroul égales aux seclious corros-
pondantes, et auront pour équalions

fiz,y, h)}=0
I
f (@, y, h) —3=0.

Ces denx équations ne différant que par les termes indépen-
dants des coordonnées, le théoréme est demontré,

On suit, en effet, que les cuor.lonnées du centre d'une coni fue
du genre ellipse ou du genre hyperbole, ainsi que le paramétre
d’'une parabole ne dépendent pas du terme tout connu gui eutre
dans leur équalion.

180. Le théoréme II permet de déterminer facilement la nature
de la sectlion d’un hyperbolvide par un plan P.

Transporions le plan P au centre de la surface, les seciions
du céue asymplote par le plan P et le plan transporié P, seront
homothétiques (Théoréme 1). Done, la scction de 'hyperboloide
par le plan P sera du genre ellipse si le plan P, coupe le cone
asymptote suivant deux génératrices imaginaires.

Elle sera du genre hy perbole sile plan P, coupe le céne asymp-
tote suivant deux génératrices réelles.

Elle sera du genre parabole si le plan P, est tangent au cone
asymptote.

Ce méme théoréme donne la solulion du probléme suivant :

Probléme I. — Trouver les plans qui coupent un hyperboloide
suivant deux droiles paralléles.
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L’en<emble de ces deux droites parailcles forme une parahole
dont le prrmmétre est nul; le plan inconnn doit donc couper le
cone asywplote de 'hyperboloide suivant une parabole de para-
méire nul, ¢'esi-a-dire suivant deux droites paralle.es qui serontl
nécessairem: nt confondues.

Ainsi les plans cherchés touchent le cone asymptote ; ils sont
done s plaus asymptoles de 'hyperboloide.

Probléme II. — Trouver les plans qui coupent un hyperboloide
suivant une hyperbole équiiatere. (Goordonnées rectangulaires.)

Ces plans transporlés au centre de la surface devront couper
le cone asympiote suivant deux droiles rectangulaires ; douc, si
leur direction est représentée par I'équation

ur+ovy+wzs=0,

on aura entre les coeflicients u, v, w la relation (170)

¢ (4, v, w)= (A4 A"+ A") (u 0>+ w?).

\

Si I'hyperboloide est rapporié a ses axes de symétrie, cetie
relation devient

(8 () (S o=

481. Nous terminerons ces généralités sur les sections planes d'une qua-
drique par la recherche des axes et la délerminalion des paramétres de
grandeur d'une section plane.

Probléms III. — Un plan P coupant une quadrique suivant une conique a
centre C, trouver les équations des axes de cette conique et leurs longueurs.
(Coordonnées rectangula.res.)

Equations des axes. — Soient

flz y, 3)=0
Péquation de la quadrique, et

ur vyt witr=9

celle du plan sécant P,
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Considérons ’équation
1
(@ 4, 3)— ~(uz vy wz 43 =0,

qui, comme on le verra plus loin, représente une quadrique X circonscrite i
la quadrique donnée, le plan P étant celui de la courbe de contact.

Nous allons chercher les plans principaux de la quadrique £, puis nous
ferons tendre )\ vers zéro; ce qui revient & suppo-er que la quadrique X
s’aplatit de plus en plus jusqu'a se conlondre avec la portion du plan P li-
milée par la seclion correspondante C.

Nous démontrerons que 'un des plans principaux de cette quadrique a
pour limite le plan P ; d’ou il résullera que les traces des deux aulres plans
principaux Q, R sur le plan P seront les axes de symétrie de la section G,

L’équalion d'un plan principal de la quadrique X est de la forme

h
(1 S(az+8y+Y3)+ Cat Cp+C'y—5p=0,
en posant
2 p=uxtvBtwy.

Pour former [’équation qui donne I'inconnue S, il faut éliminer «, 3, y entre
les équations

1. %
'gq?g—Su—t)-\p:O
1 v

@ a?p—Sﬁ—ipzo
1 w
é?T_SY—;p=0-

Cela revient & considérer p comme une nouvelle inconnue et a éliminer
a, B, Y, p enlre les équations (3) et 'équation

tatvft+wy—p=0.

On obtient ainsi 1'équation

A—S B! B u
B! A'—S B v

(4) Bl B A” —_ S w = 0.
% v w A

Quand A tend vers zéro, celte équation s’abaisse au second degré et devient

A—S§ B B gy
B Al—S B v

®) B B A'—8 g =0;
u v w 0
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deux des racines de I’équation (4) ont donc des limites finies S,, S,, dont les
valeurs satisfont & I'équation (5).

La troisi¢me racine S; devient infinie, mais le produit ) &, reste fini. Posons
en effet AS =g, ’équation (4) deviendra

Al—qs B" By  u
B\ Al—oc Ba v
B B AN—c w|=0
% v w 1

et, pour A =0, elle se réduira a
o® 4 (u* 4 v* - wt)e*=0.

Cette derniére équation admet deux racines nulles, et la troisidme racine a
pour valeur

og=—(u'+v* +u');
done, quand ) tend vers zéro, S, devient bien infini, mais le produit S, reste
fini.

Pour la racine infinie, les équations (3) deviennent

©) gatup=0 o ptuw=0 oy+uwp=0

et donnent

=P_Y__»P,
v w s

3
u
D’un autre c6té, quand X tend vers zéro, I'équation (1) se réduit &

wvo+vy+wzt+h=0,

en tenant compte des relations (6); I'un des plans principaux a donc bien
pour limite le plan P.

Les deux auires plans principaux Q et R sont dés lors perpendiculaires au
plan de la conique C et la coupent suivant ses deux axes de symétrie.

Tout revient maintenant & former les équations des plans Q et*R.

Les cordes principales qui correspondent a ces plans sont paralléles au

plan P; on a done p=0, et, dans I’équation (1), le coefﬁcient{— prend la
0
forme 5

Pour lever cette difficulté, ajoutons les équations (3), aprés les avoir mul-
tipliées respectivement par u, v, w; nous aurons

'
R

2 w4v4u
{1 16

.
Y
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et I'équation du plan principal prendra la forme

B Ug,+voy+we
M Slaz+By+12)+CatCptCy—5 =0,

On obliendra les équations des plans Q, R en remplagant, dans I'équa-
tion (7), S par les racines de 1'équation (5) et «, 8, Y par les valeurs propor-
tionnelles & ces quantités tirées des équations

3%—SB  3:—Sy

191 ==

1
acpu-——Soc

u v w

On obtient ces équations en éliminant%entre les équations (3).

En associant aux équations des plans Q et R celle du plan P, on aura les
équations qui détermninent en position les axes de la section C.

Longueurs des axes. — Pour déterminer les longueurs des axes, nous
nous appuierons sur les propriétés suivantes:
1o Les fonctions

. u

| ;v :
A E v H § v
A=l H,= Do

sescccescsscnsae h

u v w h O

sont des invariants.
En effet, elles sont respectivement les discriminants des fonctions

e(®@, ¥, 3)+2t (ux+ vy +w3)
ez, 4y, 2, t)+2w(u-l‘+vy—l—wz+ht).

2% Les coefficients et par suite ausst les racines de Uéquation

A—S B" B! U
B" A'—8 B v

A(8)= B B A"—S w =0
u v w 0

sont des invariants.
En effet, elle est ’équation en S relative aux deux fonctions

e(z, y, 2) F 2t (uzFvytwz) e ayrist.

Remarquons immédiatement que 'équation A,(S)=0 développée prend la
forme

8) A [(A+ A A" (0 4 0"+ w') — o 1, v, 1) ]S — (0 4 v* + 2 S =0.
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Cela posé, prenons pour nouveaux axes de coordonnées OX, OY, OZ les
axes de symélrie de la section C el la perpendiculaire OZ élevée & son plan
par le centre O ; I'équation de la quadrique X sera

©®  AX+A YAz 2B YZ 2B 2X+2C24 D, =0,

et les carrés des axes de la section auront pour valeurs

Le probléme est donc ramené au calcul des constantes A‘, A:, D‘.

Si nous formons d’abord l'équation (5) pour le nouveau systeme d’axes,
en remarquant, que, dans ce systéme, I’équation du plan P est w,Z =0, nous
obtiendrons 'équation

(A, —8)(4; —8)=0.

On a donc

A=5, A; =8,

en représentant toujours par S,, S, les racines de I'équation (5).

Les valeurs des invariants A,, H, pour les deux systémes d’axes sont
égales, car le carré du module de la transformation est I'unité ; on a done
les deux équalions

A=—w'AA" H=—w'AA'D,
4 4 1 41 1 4 1 1 {
d’ou

p, =1,
4

En résumé, les carrés des axes de la section C ont pour expressions

I
A8, A,8,

ot =

182. Probléme IV. — Un plan P coupant une quadrique suivant une para-
bole, trouver les équations de laxe de cette parabole et la grandeur de son
paramétre.

Equations de I'axe. — La méthode suivie dans la premiére partie du pro-
bléme précédent est encore applicable : seulement, le plan sécant P transporté
au sommet du cdne asymptote est tangent a2 ce cdne, et le délerminant A, est
nul. Il résulte de la que 'équation (5) a une racine nulle S, et une racine S,
différente de zéro.

A cctte racine S, correspond un plan principal Q qui, par son intersection
avec le plan P, détermine I'axe de la seclion.

Paramétre de la section. — Prenons pour nouveaux axes de coordon-
nées OX, OY, OZ 'axe de la seclion, la tangente en son sommet O et une
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perpendiculaire OZ élevée a son plan par le sommet O ; 1'équation de la qua-
drique X sera

AY*+4AZ*4 2B YZ+2B!ZX +2C X +42C,Z=0,

et le paramétre p de la section aura ponr valeur

Py !

Le probléme est donc ramené au caleul des constantes A , C‘.

Formons encore I'équation (5) pour le nouveau systéme d’axes, en ayant
soin ici de ne pas supprimer le facteur commun w:, nous obtiendrons l'équa-
tion

! 2 2 2
AwS—w8=0

Elle nous donne d’abord
!

A =8,
Si maintenant on se rappelle que les coefficients de I’équation (5) ne chan-
gent pas de valeur quand on passe du premier systéme d’axes au deuxieme,
on aura

w:=u'—|—u'-|—w'.

Enfin, en égalant les valeurs de l'invariant H, pour les deux systémes
d’axes, on obtient la relation

donc

Hl
C=iVAW+W+Wﬁf
1 H,
PEERV s

o(y, v, w)

W ot 4wt

et, par suite,

avec

s‘=A+AI+AII_

183. Nous allons appliquer les résultats obtenus au paragraphe 181 i la
détermination en grandeur et en position des axes de la section d'un ellip-
soide par le plan P dont I'équation est

uztvy+wz+h=0,

la surface étant rapportée aux trois plans principeuz.
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On a
ul ;U! w! h,
Ai=__—-°_—_a_ H=————A,.

a*b*c?

former I'équation (5), il suffira de remplacer dans A, les quantités

1 . N .
1 ;Q 1, par —; 1 -8, b—,—S, 0—1, — S et d'égaler le résultat & zéro, ce qui
donne
u! v! w!
(10) 1 + 1 + 1 =0.
—<—8 —-—8 =—8
a’ b! c!

On obtiendra les carrés des demi-axes de la section en subslituant succes-
sivement & S les racines de ’équation (10), dans la relation

s( EE?F%¢?E)

L’equation (7) du paragraphe 181, pour le cas particulier qui nous occupe,
est

A sastprra— e (e

@, B8, Y satisfaisant aux relations

1 1 1
=S 5—S 5—S

ai
" o= B= " Y.

uxr v wz
s 1 +1 ’ +1
2.8 ——8 —-_

ag b cg

TG Gy )

8i du coefficient de b +: — on retranche le premier membre de I'équa-

tion (10) multiplié par S, la dermere équation se simplifie et devient

uz h
42 Tt ot ="
~—8 =—8 ;-8
a? b ¢t

C’est dans l'équation (12) qu'on devra remplacer S succcssivement par les
recines de I’équation (10) pour avoir les équations des plans Q, R
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184. Un ellipsoide étant rapporté aux trois plans principaus,
on peut déterminer en grandeur et en position les axes d’une
section plane par la méthode suivante, qui ne nécessite pas I'em-
ploi des invariants. Nous examinerons deux cas.

Premier cas. — Le plan sécant P' passe par le centre. — L’équa-
tion du plan P et celle’de I'ellipsoide seront respectivement

ur 4-vy-+wz=0
x2 yﬁ 22
S+l +5—1=0

Soient A’ (', ¥, ') un des sommets de la section C' de
I'ellipsoide par le plan P’, et

xﬂ_i_yﬂ_*_zQ:R?

I’équation de la sphére ayant méme centre o que I'ellipsoide et
pour rayon le demi-axe oA’ de la section. Le plan P’ et les plans

zx' +yy + 2z =R?

2%

(13) 1y‘_l__c?=1

qui touchent 'un la sphére et l'autre l'ellipsoide au point A, se
couperent suivant une méme dmlte A'T' tangente & la sectlon en
ce point A'.

Des équations (13) on tire

( _>+ (b- Ha)"‘“’(cl—g 1;) =0,

et cette équation, qui représcnte un plan passant par le centre o
et la tangente A'T’, devra étre identique avec celle du plan P'.
En faisant cette identification, on obtient entre les coordonnées
du sommet A’ les relations

1 1\« 1 1\v¢ i 1 ) 3
(4 (Ez—ﬁa)r(ﬁ—ﬁa) v=(Gm)s
Substituons ces valeurs des coordonnées &', ¥, ' dans la rela-
tion
uz' vy +wsz' =0,
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qui exprime que le sommet A’ est dans le plan P', nous aurons,
pour déterminer la grandeur des axes de la section, ’équation

w?

u2 2
(15) T Tt T =%
@ Re b R ¢ Re

L’axe oA’ est représenté par les équations

X

o)

y_ %
2y

%"

qui, en tenant compte des relations (14), deviennent

1 1\zx | 1\y 1 1\%
(19) (a—e—ﬁ)a—ﬂ—e—m)r(@‘m)a'

En remplacant, dans les équations (16), R? par les racines de
I’équation (15), on aura les équations des deux axes de symétrie
0oA', oB' de la section C'.

Deuxiéme cas. — Le plan sécant P est quelconque. — Son
équation est alors

ur+vy+wz+h=0.

On sait que les sections de I'ellipsoide parxles plans paralléles
P, P’ sont des courbes homothétiques ; donc, les axes de symé-
trie de ces sections sont paralléles, et le rapport de leurs lon-
gueurs est égal au rapp%rt d’homothétie.

Pour trouver ce rapport d’homothétie, rapportons 'ellipsoide
a trois plans diamétraux conjugués, dont 'un X oY coincide avec
le plan P'; les équations des sections G, C' seront

2 2
2= T4l=1-L,
a2 b c?
2 2
z—0 X4 Y_
at b2

Sous cette forme, on voit que le rapport des carrés des lon-
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gueurs de deux diamétres conjugués paralléles, c’est-a-dire le

- I2
carré du rapport d’homothétie, a pour valeur 1 — ——.
c?
, Aol o1 a 8 .
D’un autre coté 3 est égal a =, en représentant par d et D les

distances du centre de P'ellipsoide au plan P et au plan tangent
qui lui est paralléle ; done, si 2p et 2R sont les longueurs de
deux axes paralléles des sections C et (', on aura

2 2
| S _fi_,
R2 D2
ou bien
PQ ! h2

|
Re au? 4+ 0202 - 22

En remplacgant, dans cette relation, R par les racines de I’équa-
tion (15), on aura les longueurs des axes de la section C.

Reste a trouver les équations de ces axes; ils sont paralléles
a ceux de la section C' et passent par le centre I de la section C.

Les coordonnées de ce centre, situé dans le plan P et sur le
diamétre qui lui est conjugué, sont données par les relations

Ty Y B —h

a®u b%v 2w a2u? - b2e? - c2u?

Il restera a remplacer, dans les équations (16), les coordon-
nées courantes par £ — &y, Y — Yi, 3 — %4,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE II

SECTIONS RECTILIGNES DES QUADRIQUES.

185. Nous nous proposons de rechercher si, parmi les qua-
driques autres que les cdnes et les cylindres, il y en a quelqu’une
sur laquelle on puisse appliquer une droite.

Uue droite D étant située tout entiére sur une quadrique, tout
plan passant par cette droite coupera la surface suivant une
seconde droite D', et la section sera du genre hyperbole.

Il résulte de 1a que I'ellipsoide et le paraboloide elliptique dont
aucune des sections planes n’est du genre hyperbole, n'admet-
tront pas de sections rectilignes.

Je dis qu'il en est de méme de 'hyperboloide & deux nappes.

Pour le démontrer, rapportons la surface a trois plans diamé-
traux conjugués ; son équation sera

On peut regarder le plan y0% comme paralléle au plan d'une
section hyperbolique quelconque; donc, si la surface admet des
sections rectilignes, un des plans paralléles au plan yoz devra
la couper suivant deux droites. Or, si, dans I’équation de la sur-
face, on fait £ =4d, les équations

2 2 2
e=d L _E T 0
be c¢2 a2

de la section montrent que cette section est toujours une véritable
hyperbole.

En résumé, nous n’aurons a considérer que I'hyperboloide a
une nappe et le paraboloide hyperbolique.
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Sections rectilignes de I'’hyperboloide 4 une nappe.

186. L’équation
22
+ PR 1=0

de '’hyperboloide a une nappe rapporté a ses axes peut étre
écrite de la maniére suivante :

0 () E-D0-D

On obtient I'équation (1) en éliminant X entre les équations
vy, % x
I {147
b + c ( + a)

» v_i_ (1)
b ¢ A a)’

() y :; L z
Z == (12

I résulte de 1a que, si l'on fait varier A ou u, les deux systémes
de droites représentées par les équations (1) ou (w.) seront situés
sur I'hyperboloide.

Nous dirons que les droites représentées par les équations (1)
forment le systéme 2, et que les droites représentées par les équa-
tions (p) forment le systéme ..

Théoréme I. — Par chaque point M (', ¢', %') de Uhyperboloide
passent une droite du systéme X et une droile du systéme w

En effet, pour qu'une droite du systéme A, par exemple, passe
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par le point M, il faut et il sulfit que les équations

donnent pour A la méme valeur.
Or, en égalant les deux valeurs de A tirées des équations pré-
cédentes, on obtient la relation

() (E-5)-(+2) (-9

qui est satisfaite, puisque le point M est sur I’hyperboloide.

Théoréme II. — Deux droites d'un méme systéme ne sont pas
situées dans un méme plan.

Soignt
(352 (2)
X |12t (1-2)
b ¢ 2 a
et
) b3 (1)
{t=1(-)

les équations de deux droites du systéme 2 par exemple.
L’équation générale des plans P passant par la droite A est

S e e e e (G RO

Pour que ce plan contienne la droite ', il faut et il suffit que
I'équation

0= (142) 4 (3—) (1=2) =0
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soit satisfaite quel que soit £. On devrait donc avoir & la fois

—H-h(-—f):o ot x'—x—h(f—i)=o.

Les droites A, A’ étant distinctes, par hypothése, le facteur A’ —2
n’est pas nul ; aprés la suppression de ce facteur, les deux équa-
tions précédentes donnent pour k des valeurs égales et de signes
contraires ; elles sont donc incompatibles.

Théoréme III. — Deux droites de systémes différents sont situées
dans un méme plan.

En effet, pour que le plan P qui passe par une droite A con-
tienne une droite du systéme y, il faut et il suffit que 'équation

(=) (4 s 115

soit satisfaite quel que soit 2. On doit donc avoir a la fois

® e—rtn(c—3)=0 @ —@FN+h(;+5) =0

ces deux équations sont compatibles, car chacune d’elles donne
pour k la méme valeur

h=12xp.

Remarque I. — Pour tirer cette valeur de k des équations (3)
on a supposé que les deux quantités . — X, w4 n'étaient pas
nulles; notre conclusion subsiste encore quand 'une d’elles, p.—2
par exemple, est nulle.

En effet, dans cette hypothése, la premiére des equamons 3)
est satisfaite identiquement et la seconde détermine le para-
métre A,

Remarque II. — Si, dans I'équation (2), ou remplace h par Ay,
elle devient

@ @=0 4+ trira—ai-atp=0
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Cette équation représente le plan passant par les deux droites
2, », c’est-a-dire le plan touchant I'hyperboloide au point de ren-
contre de ces deux droites.

487. Nous avons montré qu'on peut appliquer sur I'hyperbo-
loide a une nappe deux systémes de droites, en employart une
méthode particuliére qui consiste a mettre I'équation de la surface
sous la forme

PQ=RS,

P, Q, R, S désignant quatre fonctions du premier degré. Il faut
faire voir maintenant que, par cette méthode, on a obtenu tous
les systémes de droites susceptibles d’étre placées sur cette sur-
face.

Soit D une droite située sur un hyperboloide ; je dis qu’elle
appartiendra soit au systeme 1, soit au systéme p.

En effet, s'il en était autrement, on pourrait, par un point A
de D, faire passer une droite 2, et, par un point B de D, faire
passer une droite w. On sait que les droiles A, w sont dans un
méme plan qui contiendrait D ; ce plan couperait done I'hyperbo-
loide suivant trois droites, c’est-a-dire suivant une courbe du
troisieme ordre.

188. Nous allons maintenant continuer I'étude des propriétés
des sections rectilignes de I'hyperboloide & une nappe.

Théoréme IV. — Il y a sur Uhyperboloide une droite D' et une
seule paralléle & une droite donnée D située sur la surface.

Les droites D et 1’ étant dans un mé&me plan appartiendront
I'une au systéme X, 'autre au systéme w. L'abscisse du point oit
une droite A est rencounirée par une droite p. est donnée par

I’équation
T x
M(145) = (1-):
on en tirg
L u—2X
a_p—|—)‘

Les deux droites seront paralléles si I'on a . -2=0; celte
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-relation étant du premier degré par rapport a A et & i, le théoréme
est démontré.

- Cependant pour compléter la démonstration il faut encore mon-
trer qu'aucune des deux droites A ou p n’est rejetée a Vinfini.
Cela résulte de ce que toutes les droites situées sur ’hyperbo-
loide a une nappe rencontrent I'ellipse principale; en eflet, les
plans paralléles & celui de cette ellipse coupant la surface suivant
des courbes du genre ellipse, aucune de ces droites ne peut étre
paralléle au plan de I'ellipse principale.

Remarque. — Le plan qui contient deux droites paralléles si-
tuées sur I'hyperboloide 4 une nappe est un plan asymptote ; on

aura son équation en faisant p. =—2 dans ’équation (4), ce qui
donne ~
z y 3
2A=— (1 —22)c — (1 +22)-=0.
®) S =)

On vérifie facilement que ces plans ont pour enveloppe le cone
asymptote.

Théoréme V. — Toutes les droites situées sur U'hyperboloide &
une nappe sont respectivement paralléles aux générairices du cone
asymptote.

En effet, si entre les équations

v 3 x ¥y, % x
Sl _=- Il Ty
b_l_c a of b+c “2
y z__ 1= y_x_1lsz
b ¢ ia b ¢ pa

qui représentent les premiéres une droite du systéme X, les
deuxiémes une droite du systéme p transportées au centre de la
surface, on élimine A ou g, on obtient I’équation

x2 y? 22
@ TR e
du cdne asymptote.

Corollaire. — Trois droites d'un méme systéme ne sont pas pa-
ralléles & un méme plan.
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En effet, deux de ces droites ne sont pas paralléles; donc,
transportées au centre de la surface, elles devront coincider
avec trois génératrices distinctes du céne asymptote. Si les trois
droites considérées étaient paralléles & un méme plan Q, le plan
¢ mené par le centre du cone asymptote parallélement a () cou-
perait ce cone suivant trois droites, ce qui est impossible.

Théoréme VI. — La projection, sur un plan principal, d'une
droite D située sur un hyperboloide & une nappe est tangente & la
section principale correspondante.

Supposons d'abord que I'on projette la droite D sur le plan de
lellipse principale. Nous savons
que cette droite n'est pas paralléle b
a ce plan principal; elle rencon-
trera donc l'ellipse en un point A.
Le plan déterminé par la droite D
et la tangente AT a cette ellipse au
point A touchera la surface au méme
point. Comme le point A est dansun
plan principal, le plan tangent DAT lui est perpendiculaire ; done
la tangente AT est la projection de la droite D sur le plan principal.

La méme démonstration s’applique aux projections de la droite
D sur les plans des deux hyperboles principales, quand cette
droite rencontre ces hyperboles.

Reste a examiner le cas o la droite D est paralléle au plan de
I'une de ces hyperboles.

L’équation de la surface rapportée a ses axes étant

A
Fig. 34.

x2 1/2 %2

atpa=h

celles de la section par un plan y = @ parallele au plan principal
Zo% seront
x2 %2 @2
e

Cette section se composera de denx droites si g est égal & 4-b;
les deux couples de droites correspondantes ont pour équations

. x2 22
y=Ib aa—c'—g=0-
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On voit que leurs projections sur le plan principal 2oz sont
tangentes 4 I'hyperbole principale correspondante, car elles
coincident avec ses asymptotes.

Génération de I’hyperboloide & une nappe par le mouvement
d’une droite.

189. Soient A, A’, A” trois droites situées sur un hyperboloide
a une nappe et appartenant au méme systéme X. Assujettissons
une droite G & rencontrer les droites A, A, A”; la loi de son
mouvement sera complétement déterminée. En effet, cetle droite
est assujettie & trois conditions simples, et, en mettant ses équa-
tions sous la forme

r=az+p y=bzty,

on voit qu’elles contiennent quatre paramétres arbitraires.

Dans chacune de ses positions, la droite G aura avec 'hyper-
boloide trois points communs ; elle sera donc tout entiére située
sur cette surface et coincidera successivement avec chaque
droite du systéme p.

Ainsi, Uhyperboloide & une nappe peut étre engendré par une
droite qui se meut en s'ap-
puyant sur trois droites non

v paralléles & un méme plan

Réciproquement, la sur-
face engendrée par une droite
qui se meut en s'appuyant sur
trois droites A, A', A" non
paralleles & un méme plan est
un hyperboloide & une nappe.

Par chacune des droites
A, A', A" menons des plans
respectivement parallelesaux
deux autres; ces droites n’é-
tant pas paralléles 4 un méme
plan, nous formerons un parallélipipéde.

Fig. 33,
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Nous prendrons pour origine le centre o de ce parallélipipéde,
les axes ox, oy, 0z étant respectivement paralléles aux droites
A AL A"

Cela posé, si nous désignons par 24, 2b, 2¢ les longueurs des
arétes du parallélipipéde précédent, les équations des trois di=
rectrices rectilignes seront

A%z—c:O , (x—a=0 A" y—b=0
y+b=0 ’z—l—c:O ( z+a=0.

La génératrice G rencontrant les droites A, A’, ses équalions
seront de la forme

t—c+oa(y+b)=0
(@) {z—l—c—l-p(x—a):O.

En exprimant que cette génératrice rencontre la droite A", on
a la relation

('3
) ap+4ba—c=0.
On obtiendra I'équation de la surface engendrée par ‘G, en
éliminant « et § entre les équations (G) et la relation (6), ce qui
donne

ys  zx 2y _
b—c-_l-ca-l-ab_l_1 0,

Le lieu est une surface réglée du second ordre ayant un centre
unique, l'origine ; elle n'est pas un cone, car elle ne passe pas
par ce centre ; donc elle est un hyperboloide & une nappe.

Remarque. — Les arétes B, B', B" du parallélipipéde oppo-
sées aux arétes A, A', A" appartiennent a la surface, car elles sont
trois positions particuliéres de la génératrice. Ainsi, par exemple,
la droite B rencontre les directrices A', A" en deux sommets du
parallélipipéde, et la directrice A a l'infini; elle est donc bien
une position particuliére de la génératrice.

Il résulte de la que les trois directrices et les trois arétes op-
posées forment un hexagone gauche situé sur ’hyperboloide, et
que les faces du parallélipipéde auxiliaire touchent I'hyperboloide,
les points de contact étant les sommets de cet hexagone.

11 : 17
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Ajoutons que les axes de coordonnées sont trois génératrices
du cdne asymptote.

190. Etant donné un hyperboloide & une nappe, soient A, A’
deux droites du méme systéme 2 situées sur cette surface, et B"
une droite du second systéme p. rencontrant les deux premieres
aux points G, D; il y aura sur la surface une droite A" paralléle
a B". Construisons comme précédemment un parallélipipéde a
I'aide des droites A, A'; A", et soit G une droite quelconque du
systéme p, rencontrant aux points L, M, N les droites A, A', A".

Cette génératrice mobile aura décrit sur les droites A, A, a
partir de sa position initiale B”, des segments CL, DM que nous
désignerons par « et B, en les regardant comme positifs quand
ils seront portés le premier dans le sens CF, le second dans le
sens DE, et comme négatifs quand ils seront portés en sens con-
traires.

La projoction de G sur le plan CFI sera une droite IM'L pas-
sant par le sommet I du parallélipipéde. Si l'on rapporte cetfe
projection aux droites CF, CK prises comme axes de coordon-
nées, son équation sera

__|_ —1=0

et, en exprimant que la projection passe par le point I (24, 2b),
on aura la relation

2a  2b
7+F_1_0'

Cette relation exprime que lés deux points mobiles L, M déter-
minent sur A et A' deux divisions homographiques (G. P. 278)
De 1a résulte le théoréme suivant :

Théoréme. — Etant donné un hyperboloide & une nappe, une
droite mobile du systéme . détermine sur deux droites fixes du sys-
téme X, o partir d'une quelconque de ses positions, deux divisions
homographiques.

Réciproquement, quand une droite G détermine sur deur
Groites fixes A, A' & partir d'une de ses positions CD, deux divi-
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sions homographiques, cette droite engendre un hyperboloide & une
nappe.

Soient L, M les points ot la droite G rencontre les directrices
rectilignes A, A’ ; par le point C menons la droite CK paralléle &
A’ et désignons encore par «, B les segments CL, DM affectds de
signes fixés par la convention indiquée précédemment.

Par hypothése, on aura entre « et 8 une relation de la forme

2ap+2ba=0uf

ne contenant pas de terme indépendant des variables, car, pour
a=0, on doit avoir p=0.

Cette relation exprime que la droite G projetée sur le plan FCK
parallélement & CD passe par un point fixe. En effet, par rapport
aux axes CF, CK, cette projection a pour équation

oY
a+@ ’

et cette équation est satisfaite par les coordonnées du point
I(2a, 2b).

Il résulte de la que la droite G renconire la paralléle A" menée
par le point I a CD ; rencontrant trois droites A, A, A" non pa-
ralléles a un méme plan, cette droite engendre un hyperboloide
a une nappe. '

I1 est bon d’observer que nous avons supposé que la relation
qui définit ici les deux divisions homographiques contient le pro-
duit af.

Sections rectilignes du paraboloide hyperbolique.

191. L’équation

"I—’—E-Q—QI::O
P 4

du paraboloide hyperbolique rapporté aux deux plans principaux
et au plan tangent au sommet peut étre écrite de la maniére
suivante :

0 R
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On obtient 1'équation (7) en éliminant A entre les équations

-l_ i;:?)u’ﬂ
o Ve Vg
’ Yy _ s _1
Ve Vg 2

ou en éliminant . entre les équations

=2uz

Y. _Z
Ve Vi
y % i

=t —==-.
Ve Vg o

Il résulte de 14 que si 'on fait varier A ou p, les deux systémes
de droites représentées par les équations (1) ou (1) seront situés
sur le paraboloide.

Nous dirons que les droites représentées par les équations (1)
forment le systéme A, et que les droites représentées par les équa-
tions () forment le systéme p.

(1)

Plans directeurs. — Les droites de chaque systéme sont res-
pectivement paralléles aux plans qui ont pour équations

Y _E o S’y
Ve Vi Ve Vi

Ces plans sont les plans directeurs du paraboloide ; leur en-
semble est représenté par I’équation

et

yﬂ 22

p 9

Quand on rapporte la surface a des axes quelconques, la fonc-
2 %2
tion £ —% devient (X,Y,Z); donc, on obtient 'équation des
K ¥ 1
plans directeurs d’un paraboloide hyperbolique en égalar]l; a zéro
I’ensemble des termes du second degré dans 1'équation de cette
surface.
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Théoréme I. — Par chaque point M (z', ', %') du paraboloide
hyperbolique passent une droite du systéme A et une droite du sys-
téme p.

La démonstration est la méme que dans le cas de I'hyperbo-
loide & une nappe.

Théoréme II. — Deux droites d'un méme systéme ne sont pas
situées dans un méme plan.

Soient
Y b3
—-+—:=21.’D
Vrp
(2) y
Vi Vi *

el
o) \/p \/_—1
Vi

les équations de deux droites du systéme A par exemple.
L’équation générale des plans P passant par la droite A est

g

Pour que ce plan contienne la droite X, il faut et il suffit que
I'équation

—=2"z

(8

(N — )z -|-h(- —;) =0

soit satisfaite quel que soit 2. Cela est impossible, car on n’a
pas A=X'.

Théoréme III. — Deux droites de systémes différents sont si-
tuées dans un méme plan.

En effet, pour que le plan P qui passe parla droite 1, contienne
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une droite du systéme g, il faut et il suffit que I’équation
1 1
- —2) — )=
S~ ath (m x) 0
soit satisfaite quel que soit &. On doit done avoir a la fois
-———-=0 et —A-hp=0;

ces deux équations sont compatibles, car chacune d’elles donne
pour & la méme valeur

he==-

Y
Remarque. — Si, dans 'équation (8), on remplace h par -,
I~

elle devient

)L —p) =

Vr Vi

Cette équation représente le plan tangent au paraboloide au
point de rencontre des deux droites X et .

— 2 pz—1=0,

192. Nous avons montré qu’on peut placer sur le paraboloide
hyperbolique deux systémes de droites, en employant une mé-

thode particuliére qui consiste 4 mettre I'équation de la surface
sous la forme

PQ=R’

P, Q, R désignant trois fonctions du premier degré. On fera voir,
comme dans le cas de I'hyperboloide a une nappe, que, par cette
méthode, on a obtenu tous les systémes de droites susceptibles
d’étre placées sur le paraboloide hyperbolique.

Théoréme IV. — Il n’y a pas sur le paraboloide hyperbolique
de droite D' paralléle & une droite donnée D située sur la surface.

Les droites D et D' étant dans un méme plan devraient appar-
tenir I'une au systéme 1, l'autre au systéme p. L’abscisse du
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point oh une droite X est rencontrée par une droite du systéme
p est donnée par I’équation

et, pour que cette abscisse soit infinie, il faut que w soit nul.
Dans cetle hypothése, I'une des équations

Vi Vi o

de la droite p représente un plan rejeté a Vinfini; cette droite
n’est donc pas paralléle & la droile X mais rejetée & Uinfini.

Théoréme V. — La projection, sur un plan principal, d'une
droite D située sur un paraboloide hyperbolique, est tangente a la
section principale correspondante.

La démonstration est la méme que dans le cas de I’hyperbo-
loide a une nappe.

Génération du paraboloide hyperbolique
par le mouvement d’'une droite.

193. Soient A, A', A" trois droites situées sur un paraboloide
hyperbolique et appartenant au méme systéme A. Si I'on assu-
jettit une droite G & se mouvoir en rencontrant A, A', A", cette
droite mobile aura, dans chacune de ses positions, trois points
communs avec le paraboloide ; elle sera donc tout entiére située
sur cette surface et coincidera successivement avec chaque droite
du systéme p. Si nous nous rappelons que les trois droites
A, A', A" sont ici paralléles & un méme plan, nous en conclurons
que le paraboloide hyperbolique peut étre engendré par une droite
qui se meut en s'appuyant sur trois droiles paralleles & un méme
plan.

Les trois directrices rectilignes appartenant au systéme 2,
la droite mobile coincidera successivement avec les droites du
systéme . et, par suite, restera paralléle & un méme plan.
D’un autre c6lé, le mouvement d’une droite est déterminé quand
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on I'assujettit a rencontrer deux droites fixes et & rester paral-
léle & un plan donné; il résulte de la que le parabolowde hyperbo-
lique peut étre engendré par une droite qui se meut en s'appuyant
sur deux droites données et en restant paralléle & un plan donné.

On voit que le paraboloide appartient a la famille des conoides.

194. Les réciproques des deux propriétés que nous venons de
signaler sont vraies.

1° La surface engendrée par une droite G qui se meut en s'ap-
puyant sur trois droites A, A', A" paralléles & un méme plan est un
paraboloide hyperbolique.

Prenons pour axe des z une position de la génératrice G, et
soient 0, C', C" les points ol elle ren-
contre les directrices A, A', A".

L’axe des x sera la droite oz paralléle a
A’ et I'axe des y la droite oy parallele a A" ;
la droite A sera dans le plan zoy, puisque les
trois directrices sont paralléles & un méme
plan.

Les équations des trois directrices sont

z:cll

2=0 Nz=c "
{ A r=0.

y=mzx y=0

La génératrice G renconirant les droites
A', A", ses équations seront de la forme

Fig. 36.

G y=u(z—¢) z=p(z—c"). ™

En exprimant que cette génératrice rencontre la droite A, ona
la relation

9) af =mpe".

On obtiendra 'équation de la surface engendrée par G, en éli-
hinant « et B entre les équations (G) et la relation (9), ce qui
donne

(10) dy(z—c')—mc'z(z—c')=0.

La surface est donc une quadrique ; on voit facilement qu’elle
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a un centre unique rejeté a 'infini ; comme d’ailleurs cette sur-
face est réglée, elle est un paraboloide hyperbolique.

Remarque. — Quand ¢ est égal a ¢, la surface a une ligne
de centres et se compose de deux plans : le plan des deux droites
A’, A" qui se coupent alors au point C' et le plan C'oA.

Ce résultat qu'on vérifie immédiatement a l'aide de I'équa-
tion (10), est facile & expliquer par la géométrie.

2° La surface engendrée par une droite G qui se meut en sap-
puyant sur deux droites A, A' et en restant paralléle a un plan
donné P est un paraboloide hyperbolique.

- Soient a, a' les points ol les droites A, A' rencontrent le plan P.

Nous prendrons aa’ pour axe des &

et le point 0 milieu de a2’ pour

origine. )
Par ce point o menons les Y /4

droites oa, 0o’ paralléles a A et Y

a A'; nous prendrons pour axe '/

des y la trace du plan «0« sur le | /.

: a\ 0 @ &

plan P, et pour axe des % la droite : /

0% conjuguée harmonique de oy

par rapport  oa et oa'. y
Posons aa' = 2d, les équations

des deux directrices seront

S

o A

Fig. 31.

r=d A , r=—d
y=ms ly=—ms.
La génératrice G rencontrant les droites A, A', ses équations
seront de la forme
y—mz=a(x—d)
y+mz=_p(z+d).
Il faut exprimer que G est paralléle au plan des 2y ou bien que

le point ol elle rencontre ce plan est rejeté a I'infini. On obtient
ainsi la relation

G

e=2§;
la surface a donc pour équation

(y—mz)(z+d)=(y +mz)(z—d),
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ou, en réduisant,
mzr=dy.
La surface est donc une quadrique ; on voit facilement qu’'elle

a un centre nnique rejeté a l'infini ; comme d’ailleurs cette sur-
face est réglée, elle est un paraboloide hyperbolique.

Remarque. — On vérifie facilement que le paraboloide est ici
rapporté a deux génératrices rectilignes ox, 0z et au diamétre oy
passant par leur point de rencontre.

195. Etant donné un paraboloide hyperbolique, soient A, A’
deux droites du méme systéme 2 si-

b ¥ tuées sur cette surface. Considérons

deux droites déterminées du sys-

Q téme p rencontrant A; A' aux points

a (a, @), (b, V'), et une droite quel-

/ conque G du méme systéme les ren-
e £ contrant aux points ¢, ¢

/ ¢ \ Par chacune des droites aa’, b, cc’
A on peut mener un plan parallele au
plan directeur correspondant; on
aura amsi trois plans paralléles entre
eux coupant A, A’ aux points (a, '), (b,b"), (¢, ¢').

Un théoréme connu de géométrie donne alors la relation

Fig. 38.

ac ab

a: 0’ — al br ’
d’oti résulte le théoréme suivant :

Théoréme. — Etant donné un paraboloide hyperbolique, une
droite mobile du systéme . décrit sur deux droites fixes de 'autre
systéme, & partir d'une de ses positions aa', des segments propor-
tionnels.

bRéciproquement, quand une droite G décrit sur deux droites
fixes A, A', a partir d'une de ses positions aa’', des segments pro-
portionnels, elle engendre un paraboloide hyperbolique.

En effet, soient bb' une posilion déterminée de G, et ¢¢’ une
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position quelconque, on aura par hypothese

ac ab

" I=al_bl;

. . U . . .
mais si ¢, est le point d’intersection de A’ avec le plan mené
par ¢ parallélement aux deux droites aa', b0/, on aura aussi

ac _ ab
acy alb

On voit que le point t:'l coincide avec ¢, et la droite mobile c¢'

reste paraliele au plan P paralléle aux deux droites aa’, bb'; elle
engendre donc un paraboloide hyperbolique (fig. 38).

196. De cette réciproque on déduit la proposition suivante :

Théoréme. — Etant donné un quadrilatére gauche aa'bl', si des
droites G, G' glissent respectivement sur deux cotés opposés de ma-
niére & partager ces cotés en parties proportionnelles, ces droites
engendrenl le méme paraboloide.

D’abord, de cette réciproque, il résulte que les droites G, G'
engendrent des paraboloides P, P'.
Maintenant si e¢' est une position
de G et df une position de G, on aura

w_dd b da
& b b da’
d’ou
ca-fb ¢'b' da'

B ed da T

donc les droites ¢¢', df sont dans un
méme plan et se coupent en un point i.

La droite df ayant avec le paraboloide P trois poinis com-
muns d, i, f, est tout entiére sur cette surface, et les deux para-
boloides P, P' se confondent.

C'est en se fondant sur cette propriété que ’on construit, a
I'aide de fils, des modéles représentant le paraboloide hyperbo-
lique.

Fig. 89.
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Imaginons un cadre solide ayant la forme d’un quadrilatére
gauche aa'b'b; sil'on divise les cOtés opposés aa’, bb' en un méme
nombre de parties égales, et que I'on joigne par des fils tendus
les points de division de méme rang, aprés les avoir numérotés
les uns a partir de a, les autres a partir de b, ces fils représen-
teront I'un des systémes de génératrices rectilignes du parabo-
loide hyperbolique.

En opérant de la méme maniére pour les cdtés opposés ab, a'b’,
on obtiendra le deuxiéme systéme de génératrices rectilignes

(fig. 89).

197. Nous terminerons cette étude des génératrices rectilignes
du paraboloide hyperbolique en démontrant une propriété souvent
utile en Géométrie descriptive.

Théoréme. — Quand les droites du systéme ) sont paralléles au
plan horizontal de projection, les projections verlicales des droites
du systéme p. passent par un méme point.

En effet, on peut toujours construire une droite D perpendicu-

laire au plan vertical de projec-
o’ tion et rencontrant deux droites
du systéme p; la droite D étant
d’ailleurs paralléle au plan hori-
1 5 L zontal appartiendra au systéme X.

Comme toutes les droites du
systéme p. rencontrent celles du
systéme 2, leurs projections ver-
ticales passeront par le point o
d projeclion verticale de la droile D.
Fig. 40.

198. Nous allons mainlenant
appliquer les propriétés des génératrices rectilignes d’'une qua-
drique a la résolution du probléme suivant:

Probléme. — Trouver, sur une quadrique, le lieu des poinis de
rencontre des génératrices rectilignes se coupant i angle droit.
1° La surface est un hyperboloide & une nappe.— Soient M (z, y, %)
le point de rencontre de deux génératrices rectilignes MD, MD' se
coupant a angle droit, et
y=m<ox I=pz,
y=mzr Is=p'z
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les équations de ces droites transportées & Porigine, la surface
étant rapportée 4 ses axes de symétrie.

Les deux droites MD, MD' étant perpendiculaires, on aura la
relation

(1) L4 mm' + py =0.

Les projections des droites MD, MD' sur le plan principal zoy
sont les tangentes menées du point m (x, )
a Pellipse principale eorrespondante ; donc 2’
m et m’ sont les racines de I'équation

(23 —a2)m2 —2zxym + 42 —b2=0,

et 'on a /
2 __ h2
mm =0

2 —a?

En projetant les deux droites MD, MD' g
sur le plan principal zoz, on verra que p.
et i’ sont les racines de I'équation

(xﬁ_a%)Fﬁ_szH_l_zﬂ_l_c%:o; Fig. 144,
on aura donc
. zﬂ_;_cﬁ
b=

En portant ces valeurs dans la relation (11), on obtient I'équa-

tion
2ty2t2t=a24-b2—c2

Ainsi le lieu cherché est la courbe d’intersection de I'hyperbo-
loide 4 une nappe avec une sphére concentrique ayant pour rayon

R=Va b2 —c.
Cette sphére est souvent appelée la sphére de Monge.

Discussion. — Nous supposerons b>>a. Pour que le lieu
existe, il faut et il suffit que le rayon de la sphére soit réel et plus
grand que a ; on doit done avoir a la fois

a2+02—c2>0
a?-02—c2> a2,
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La seconde de ces inégalités donne b>>¢, et la premiére est
alors satisfaite.

En résumé, pour qu’il y ait sur 'hyperboloide des génératrices
rectilignes se coupant & angle droit, il faut et il suffit que le plus
grand des axes réels surpasse l'axe imaginaire.

Sil'on a b=c, la sphére de Monge touche I'hyperboloide aux
extrémités A, A' du plus petit des axes réels et n’a avec lui aucun
antre point commun ; le lieu se réduit aux points A, A'.

Dans ce cas, la section principale perpendiculaire au plus petit
des axes réels, est une hyperbole équilatére.

Supposons maintenant gne l'on ait a=c¢; la sphére de Monge
touchera I'hyperboloide aux extrémités B, B’ du plus grand des
axes réels. Le Lieu est alors défini par les deux équations

2

2y %
PN Tt

242422
bo

1 1 1 1
(a—ﬁ)w*—( st )=
Cette équation représente deux plans passant par I'axe BB'; le
lieu se compose donc de deux circonférences de cercles ayant BB
pour diamétre commun.

Dans ce deuxiéme cas, la section principale perpendiculaire au
plus grand des axes réels est une hyperbole équilatére.

on en tire

Remarque. — Quand la quadrique est un hyperboloide a une
nappe, les propriétés des diamétres conjugués donnent immé-
diatement la solution du probléme que nous venons de résoudre.

Lemme. — Dans une quadrique & centre, le plan tangent al'ex-
trémité M(z, y, 3) d’un diamétre OM est paralléle au plan diamé-
tral conjugué de ce diaméire.

En effet, la quadrique étant rapportée a son centre, 1'équation
du plan tangent au point M est

Xe,+Ye,+2¢,+2D=0,
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et celle du plan diamétral conjugué de OM ne différe de la précé-
dente que par la suppression du terme 2D.

Cela posé, soient MD, MD' deux génératrices rectilignes se
coupant a angle droit; le plan diamétral conjugué du diamétre OM
sera paralléle au plan DMD' qui touche la surface au point M, et
coupera I’hyperboloide suivant une conique homothétique aux
deux droites MD, MD', c¢’est-a-dire suivant une hyperbole équi-
latére.

Deux diamétres conjugués de cette hyperbole ont la méme
longueur 2b' et forment avec OM un systéme de trois diametres
conjugués de I'hyperboloide ; on a donc la relation

OM* b2 —b2=a2 b2 —¢8,
d’olr
OM® = a2 + b2 — 2.

Le point M est donc sur la courbe, intersection de I'hyperbo-
loide avec la sphére de Monge.

2 La surface est un paraboloide hyperbolique. — Rapportons la
surface & ses deux plans principaux et au plan tangent au sommet.
Si nous conservons les mémes notations que dans le cas précé-
dent, nous aurons encore la relation (11), mais (m, m'), (1, &)
seront respectivement les racines des équations

m’w—my-|—g-=0

q
2p wz— 4
Wz —pz—g 0.

On en déduit

' q
mm =£ jra2% =—-2—5-co

et ces valeurs, portées dans la relation (11), donnent I'équation

Le lieu est donc I'hyperbole intersection du paraboloide par un
plan P perpendiculaire a l'axe.
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Remarque. — Quand on ap=g¢, le plan P devient le ptan tan-
gent au sommet, et le lien se compose des deux géncéralrices
roctilignes passant par ce sommet.

Daus ce cas, les plans directcurs du paraboloide sont rectan-
gulaires ; on dit qu'il est équilatére.

Méthode générale pour trouver les droites situées
sur une surface.

199. Nous allons indiquer une méthode générale pour trouver
les droites situées sur une surface algébrique d’ordre m.
Soient

z=az+l y=pz-+h

les équations d'une droite. Si, entre ces équations et celle de la
surface, on élimine et y, on obtiendra une équation du degré m
par rapport a z. Pour que la droite soit située sur la surface, il
faut et il suffit que celte équation se réduise & une identité.

On obtiendra ainsi m -1 relations entre les quatre parameé-
tres «, B, i, h.

Ainsi, en général, il est impossible de placer une droite sur
une surface algébrique dont I'ordre est supérieur & trois.

Les surfaces du troisiéme ordre admettent, en général, un
nombre fini de droites et les quadriques en admettent une infi-
nité en se placant au point de vue analytique. Il ne faut pas en
effet oublier que, dans le cas des quadriques, toutes ces droites
peuvent étre imaginaires.

Nous allons appliquer cette méthode aux quadriyues.

Y

1° Hyperboloide & une nappe. — L’équation de cette suriace
rapporiée a ses axes est

x2 2 22

oY _r o,

a2 ?

1l y aura avantage & prendre ici les équations de la droite sous
la forme

r
—-—==q
a

[ Yk}

Y_ 52
+1i b—pﬁ—HL.
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L’équalion donnant les cotes des poinls ou la droite perce la
surlace est

2
(a2+ﬁﬁ—1)?—24-Q(ul-{-@h)s—{-l‘-’—}—h?—i:O.

En exprimant qu’elle se réduit a une identité, on a les trois
relations de condition

a?fp2=1 24-h2=1
al+4+ Bh=0.
On satisfait aux deux premiéres relations en posant
a=cosy p=sing et [=cosy h=siny.
La troisiéme devient alors 1 4 tang o tang ¢ == 0 et montre tme
les directions délinies par les angles g, ¢ sont rectangulaires :
d'on il risulte que 'on doit prendre ¢ =1¢ i:—;-

L’hyperboloide a une nappe admet donc deux sysi¢mes de
droites réelles représentés par les équations

~

= _C0sg ¥ sing

i @l®

% .
= sin ¢ + cosg.

Le méme calcul appliqué & lellipsoide et a I’hyperboloide a
deux nappes montre que ces surfaces n'admettent pas de sec-
tions rectilignes réelles.

2° Paraboloide hyperbolique. — L'équation de cette surface rap-
portée aux deux plans principaux et au plan tangeut au sominet
est
2 %2
y_=__ 22x=0.
p q

Pour mettre en évilecnce certaines propriétés des génératrices
rectilignes, il y aura avanlage & prendre les équalions de la droile
seus la forme

T

Yy==aZ-r1i ==Ly h
1 18
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L’équation donnant les ordonnées des points ou la droile perce
la surface est

L PP L L
(=) r—T+a)r—g+e=0

En exprimant ¢elle se réduil a une identité, on a les trois
relations de condition

Lo
P(l+

52
q

On en tire

q _q. /p p
:+ -_— = - -— e
8 _\/p h +,J_\/q l=5-

Le paraboloide hyperbolique admet done deux systémes de
droites réclles représentés par les équations

y=aw+2—p“

q p
=+ Hy—=1).
r=2/5(r=)

La premiére montre que les projections de ces droites sur le
plan principal zoy sont tangentes & la parabole principale cor-
respondante ; la seconde montre que les droites de chaque
systéme sont respectivement paralléles 4 un méme plan.

Pour appliquer ce calcul au paraboloide elliptique, il faut
changer ¢ en — ¢ ; on n’obtient que des droites imaginaires.

200. Remarque. — Pour trouver les équations des droites que
I'on peut placer sur une qualrique, la surface étant rapporiée a
des axes quelconques, il sera préférable, au lieu d’appliquer la
méthode générale exposée au paragraphe 199, de décomposer le
premier membre de son équation en une somme de carrés.

L’équation de la surface prendra 'une des formes suivantes :

P4 Q2 —R2=1 ou P2—(Q2=R,
et lon pourra appliqu r 11 méthode suivie aux parapraphes 186

et 191.
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SECTIONS CiRCULAIRES DES QUADRIQUES,

Nous nous proposons de rechercher s'il existe des plans cou-
pant une quadrique suivant des cercles; ces plans sont appelés
les plans cycliques.

Nous n'aurons a considérer ni le paraboloide ni le cylindre
hyperboliques, ni le cylindre parabolique; car ces surlaces
n'admettent pas de sections du genre ellipse.

Premiére solution.

201. Cetle solution, presque exclusivement géométrique, re-
posc stur le lemme snivant :

Lemme. — Si une quadrique admet des plans cycliques, ils sont
perpendiculaires ¢ un plan principal.

Soit P un plan coupant une quadrique suivant un cercle; les
plaus qui lui sont paralléles la couperont également suivant des
cercles dont les centres seront situés sur le diamétre OA conju-
gué du plan P.

Le plan mené par OA perpendiculairement au plan P, divisant
tous ces cercles en deux parties yui sont symétriques par rapport
a lui, partagera la surface en deux parties symétriques; il est'
donc un plan principal.

Nous allons maintenant considérer les différentes quadriques
en laissant de c6té le paraholoide et le cylindre hyperboliques
ainsi que le cylindre parabolique.

202. Ellipsoide. — Soient AA', BB', GC' les axes de symétric
de l'ellipsoide et 2a, 2b, 2¢ leurs longueurs ; nous supposerons
a>>b>c.

Les scctiois de la surface par des plans paralléles étant homo-
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thétiques, il suffira de chercher les plans diamctraux donnant
des sections circulaires ; ces plans étant, d'aprés le lemme, per-
prndiculaires & un plan principal, passeront par un des axes de
symétrie.

Les plans cycliques inconnus ne peuvent pas passer par I'axe
majeur AA'; en effet, un pa-
reil plan coupe Iellipsoide
suivant une ellipse ayant pour
axes AA' et le diamélre, trace
du plan séeant, sur le plan
principal BOC. La longueur
de ce diamétr: étant con-
prise entre 2b et 2¢, ne pourra
devenir égale 4 2a pour au-
cune pos:tion du plan sécant.

Pour une raison analogue,
les plans cycliyues ne peu-
vent pas passer par l'axe mi-
neur CC'.

Considérons donc un plan passant par 'axe moyen BB’ et soit
DI sa trace sur le plan AOC. La longueur du diamatre DD’ étant
comprise enlre 2g et 2¢ pourra devenir égale a 2b, et ulors la
seclion de ellipsoide par le plan sera un cercle.

Du point O comme centre avec un rayon égal a b, décrivons,
dans le plan de Iellipse principale ACA’, un arc de cercle cou-
pt cette ellipse aux points D, E; les plans diamétraux DOB,
IEUDB el ceux gui leur sont paralléles serout des plans cycli jues.

Aiasi, Pellipside a trois axes inégaux admet deur séries de
pluns cycliyues paralléles a Uaxe moyen et symétriquement pluces
pur rapport au plun de Uaxe mujeur et de U'axe moyen.

Equation des plans cy:lijues. — Dans le plan AOC, les équations
de l'ellipse principale ACA' et du cercle ODE sont

2 %2 x2 + %2 .

E§+E§=1 et _—IJ') 1.

Un en déduit par soustraction

f | . 1 1 20
(57 u‘-‘) (c_)_ﬂ'-’ =0
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celte équation représente deux plans passant parI'axe moyen OB
et, rospectivement, par les diameéires 0D, O, c¢’est-a-dire les
plans cycliynes.

Quand P'ellipsoide est de révolution, les deux directions de
plans cycliques se confondent avec celle du plan prineipal per-
penidiculaire & 'axe de révolution,

Remarque. — Le cylindre elliplique ayant pour équation
y? zf_’
A
b2 + 2

peut étre considéré comme un ellipsoille dont le grand axe 2a
est devenu inlini; le eylindre elliptiyue admet doue deux direc-
tions de plans cycliques paralléles au plus grand des axes d'une
section droite.

203. Hyperboloide & une nappe. — Les plans cycliques dinné-
traux ne peuvent pas passcr par I’axe imaginaive, car les scclions
fait- s par les plins passant par cct axe sout des hyperbrles.

Considérons donc un plan passant par I'axe réel OB et co.patit
la surface suivant une courbe du
genre ellipse; sa trace sur le plan
principal GOA devra étre un dia~
meétre réel OD de I’hyperbole prin-
cijale correspondante. Les lon-
guenrs des axes de celte ellipse sont
2b et 20D; comme OD est plus
grand que OA =qa, il faut et il su [it,
ponr gne la seclion pui-se de\enir
un cercle, gque l'on ait b > a.

Cotte condition ¢tant remplie, on
décrira du point O comme centre
avec un rayon égal a b, dans le
plan d- Ihyperbole principale COA, un are de cercle coupant
cetie hyperbole aux points D, E; les plans dian.etranx DOB, LOB
et ceux yui leur sunt paralleles seront des plans cyclijues.

Fig. 13

S

Ainsi, U'hyperboloide & une nappe admet deux séries de plans
cycliques paratléles au plus grand des azes réels et symétriquement
plucés par rapport au plan des deux axes réels.
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Equation des plans cycliques. — On l'obtient en retranchant
les deux éqnations

mﬁ 22 1 ot x2 + 22

- —— — =1,
at 2 v

ce qui donne

1 1 1 1
_— V2= L )2 —
(aﬂ b‘l) x (0‘2 + b‘l) 22=0.

Quand I’hyperboloide est de révolution, les deux directions de
plans cycliques se confondent avec celle du plan principal per-
pendiculaire a I'axe de révolulion

Remarque. — Un cdne du second ordre admet aussi deux
séries de plans cycliques. En effet, son équation ct cclle de I'hy-
perboloide dont il est le cone asymptote ne différent que par le
terme tout connu (133); il en résulte quc les scctions de ces
deux surfaces par un mwéme plan sont des conigues homothé-
tiques (179).

204. Hyperbolvide & deux nappes. — Notre méthode n’est plus
directement applicable, car toutes les sections diamétrales du
genre ellipse sont imaginaires, quand la quadrique est un hyper-
boloide & deux nappes.

Pour lever la difficulté, il suffit d’associer a I'hyperboloide &
deux nappes considéré H,. I'hyperboloide a4 une nappe H, qui
lui est conjugué (176). Les équations de ces deux surfaces ne
différant que par le terme tout connu, les plins cycliques de
I’hyperboloide H, coupent aussi ’hyperboloide H, suivant des
cercles.

Ainsi, U'hyperboloide & deux nappes admet deux séries de plans
cycliques paralléles au plus grand des deux azxes imaginaires et sy-
métriquement placés par rapport au plan de ces deux axes.

Quand 'hyperboloide est de révolution, les deux directions de
plans cycliques se confondent.

205. Paraboloide elliptique. — L’équation de cette surface rap-
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portée aux deux plans principaux et au plan tangent au somnmet
est

qui représente un cylindre elliptique. Ce cylindre admettant
deux séries de plans cycliques (202. Remarque), il en est de
méme du paraboloide elliptique.

Supposons p > ¢, le grand axe de la section droite du cylindre
auxiliaire sera dirigé suivant oy et aura
pour longueur 2\/ph.

Du point O comme centre avec un
rayon égal a \/ph décrivons, dans le
plan 20z, un arc de cercle coupant la
génératrice DE aux points D, E. Les
plans paralléles aux plans DOB, EOB
seront des plans cycliques pour le cy-
lindre et, par suite, pour le paraboloide. Fig. 4t

Ainsi, le paraboloide elliptique admet deux séries de plans cy-
cliques qui sont perpendiculaires au plan de la parabole principaie
de moindre paramétre et symétriquement placés par rapport au
plan de Uautre parabole principale.

Equation des plans cycliques. — On T'obtient en retranchant
les deux équations
%2 xg + %2
—=1 =
ah et oh 1,
ce qui donne
2
.w_ — (1_1) 22=0.
p U

Quand le paraboloide est de révolution, les deux directions de
plans cycliques se confondent.
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206 Ombilics. — On appelle ombilics d'une quadrique les points
ol le diamétre conjugué d'un plan cyclique rencontre la surface.

On voit facilement que I'ellipsoide et I'hyperboloide a denx
nappes ont quatre ombilics ; le paraboloide elliptique en a deux
et I'hyperisoluide a une nappe n’a pas d’ombilic réel.

Deuxiéme solution.

207. Nous allons maintenant chercher analytiquement les plans
eycliques d’une guadrique rapportée a des axes quelconques que
nous supposerons cependant rectangulaires.

Nous établirons d’abord denx lemmes dont on fait trés souvent
usage. '

Lemme I. — Quand, dans Uintersection de denx quadriques, la
cowr be d’entrée est plane, la courbe de sortie est également plane.

Prenons pour plan des xy celui de la courbe d’entrée, les
équalions des deux guadrignes seront

Arz 4+ A'y24-A"22 4+ 2Byx +2B'za 4+ 2B"xy
+2Cz4-2Cy4-2C"% +D=0
et
Az2 - Ay2+ Aj22 2B, yx 2B 22+ 2B xy

+2Cz+2Cy+2 C,z34-D=0,

car on doit obtenir le méme résultat quand on pose =0 dans
chacune d’elles.
De ces deux équations, on tire par soustraction

(A" — Az +2(B—B,)y+2(B' —B)z+2(C'—C)){z=0.

Cette équation représente deux plans dont I'un est celui de la
courbe d’eutrée ; le théoréme est donc démontré.

Lemme II. — L'équation générale des quadriques passant par
Vintersection de deux quadriques ayant pour équutions

U=0 V=0
est

1) U+2v=0.
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D’aberd, quand X varie, I'équation (1) représente un faisceau
de quadriques passant par I'intersection des quadri jues donmées;
car pour un point de cetle intersection on a a la fois U=V =0.

En second lieu I'équation (1) représente toutes les quadriques
passaul par celle interscction,

Soit en effet A une gnadrique quelconque passant par celte in-
tersection ; prenons cur elle un point M(xy, y,, %,) nou silué sur
I'interseclion des quadriques U, V.

En exprimant que 'éynation (1) est satisfaite par les coordon-
nées du point M, on aura la relation Uy +2AV, =0; en dé-ignimnt
par Uy et Vy les valeurs que preunent les fonctions U, V pour
T=xy, Y=}y, et 2=2,.

En tenaut compte de celte relation, I’équation (1) devient

u_ v

U= Vv’

je dis que la guadrique B qu’elle représente se confond avee A.

Pour le démoutrer, menons parle point M un plan quelconque P,
il coupe les surlaces A et B suivant les mémes coniques. En effet,
ces conigues onl ¢ing points coinmuns, savoir le point M et les
quaire points ou le plan P rencontre la courbe d’intersection des
quadriques U, V.

Tous les plans passant par M coupant les quadriques A, B sui-
vaut la méme conique, eiles se confondent.

218. Ces deux lemmes vont nous servir 4 démontrer le théo-
réme suivant :

Théoréme. — Les plans cycliques d'une quadrique sont paral-
leles aux plans que représente I'équation

@ o (2, ¥, 5)— S(@2 4y +27) =0

quand on y remplace S par une racine de l'équation en S,

Soit G un cercle situé sur une quadrique dont I'éqnation est
f=10; par ce cercle faisons passer une sphére Z ; lacourbe d'en-
trée de l'interseclion des deux surfaces étant plane, la courbe de
sorlie sera également plane.

Il résulte de la que, si Z=0 est I'équation de la sphére,
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I'équation
f—SZ=0
qui représente toutes les quadriques passant par l'intersection
de f et de X, devra se décomposer en un produit de deux facteurs

pour une valeur convenablement choisie de S. Pour cette va-
leur S; on aura identiquement

f—=S8iZ=(P+«)(Q+)

P, Q étant des fonctions linéaires et homogénes de z, y, 3 et o, 2
des constantes.

En ne prenant, dans celte identité, que les termes du second
degré, on en déduit la nouvelle identité

¢ — Si(a2 +y2+22)=PQ

gni montre que S; est une racine de l'équation en S, et que le
plan du cercle G est paralléle a 'un de ceux que représente
I'équation (2), pour S=S§;.

Réciproquement, foutes les directions de plans ainsi obtenus
correspondent & des plans cycliques.

En effet, de I'identité
9—Si(a® 4y 1) =PQ
on déduit 'identité
¢="5:(2*+y*+2%) +-PQ,

et I'équation de la quadrique prend la forme

. Si(22+y2+22) +PQ4+2C2+2Cy +2C" 5L D=0.

Les intersections de la surface par des plans paralléles aux
plans P ou Q sont situées sur des sphéres ; done ces plans sont
bien des plans cycliques.

209. A chacune des racines S,, Sy, Sg de 1'équation en S cor-
respond un systéme de deux directions de plans cycliques ; nous
allons démontrer que le systéme qui correspond a la racine
moyenne est seul formé de deux directions réelles.

Nous supposerons S, > Sy > S;.
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Quand on passe des axes oz, 0y, 0% aux axes de syméirie
CX, CY, GZ du cone asymptote de la quadrique, la fonction
o — S(x% -+ y2+ %?) devient

(8, —8)X2 4 (S, — ) Y2 - (8, — ) Ze.

Sous cette forme on voit que cette fonction égalée & zéro ne
peut représenter deux plans réels qu'autant que 'on y remplace S
par la racine moyenne S,.

210. De la méme forme on déduit également les propriétés
suivantes :

Quand les trois racines S,, S,, S5 sont distinctes, la quadrique
n'admet que deux directions de plans cycliques réels.

Si deux de ces racines sont cégales, les deux directions de
plans cycliques réels se confonde:it.

Enfin si les trois racines sont égales, un plan quelconque coupe
la quadrique suivant des cercles ; la surface est alors une sphére.

Il résulte de cette discussion qu'une quadrique admettant plus
de deux directions de plans cycliques réels, est nécessairement
une sphére.

211. Remarque. — La méthode donnée par Cauchy pour sé-
parer les racines de I'équation en S permet aussi de montrer que,
pour avoir des plans cycliques réels, il faut dans I’équation

@) g—S(z2 g2 +50)=0

remplacer S par la racine moyenne de 1'éguation en S.

En effet, cette équalion représentera deux plans réels si leur
intersection par le plan yoz, par excinple, est formée de deux
droites réelles. Les équations de cette intersection sont

z=0 (A'—8)y24 (A"—8)x242Byz=0;
elle se composera de deux droites réelles, si I'on a
(A'—8)(A"—8)—B2<0
c’est-d-dire si S est compris entre les deux racines s,;, S, de

I'équation
a=(A'"—S)(A"—8) —B2=0,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



284 LIVRE V. — CIIAPITRE I

Or les racines de ’équation en S sont séparées par la suite
4q I
—® $ S Ao

donc on doit remplacer S par la racine moyenne S, de cette équn-
tion.

Si S, annulait @, on couperait les denx plans représentés par
I'équation (2) par un autre plan de coordonndes; daus le cas ol
i nouvelle section serait encore formée d'une droite double, les
deux plans cyeliques seraient confondus et la surface serait de
révolution.

212. Nons terminerons I'étude des sections circulaires d'nne
guadrique par la démonstration du théoréme suivant da a
Hachetle.

Théoréme. — Deux sections cycliques appartenant au méme
systéme mais situées dans des plans non paralléles sont sur une
méme sphére.

Soient P=0, Q = 0 les éqnations qui définissent les directions
des deux plans eycliynes d'un méme systeme, c’est-a-dire celles
qui correspondent a une méme racine S; de I'équation en S ; on
aura idenliquement

o(%, ¥, 2) —Si(2? 42 4-22) =PQ,
et I’équation de la q:1adrique prendra la forme
Si(z2 +y2+22)+PQ+2Cx+2Cy42C"s+D=0.

Denx sections eycliques de ce systéme, sitncées dans des plans
non paralléles, ont respectivement pour éyuations

P=ua Siz2+y>+29)+eQ-+2Cx+2Cy-+20"24D=0
et
Q=8 Sia®+y?+22)+(P+2Cx+20y12C"z-+D=0.

On voitl immédiatement que ces deux seclions sont sitnées sur
la spheére dout 'équation est

S.(22 + 2+ 2%+« Q-+ pP+20x 120y 4 2C" s+ D—ap=0.
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PLANS TANGENTS. — PLAN POLAIRE. — NORMALES.

Plans tangents.

213. Les quadriques de la premiére classe étant rapportées a
leurs plans principanx, I'éqnation du plan tangent en lonctivn des
coordonnées z, ¥, z du point de coutact M est

Yy

() i!-1—1)“- =0

si la surface est un ellipsoide ;

si elle est un hyperboloide a une nappe, et
Yy Z
et =S 1=0

si cetle surlace est un hyperboloide a deux nappes.

Les gquailriques de la deuxiéine classe étant rap ortées anx deux
plans priacipaux et an plan langont au sommet, I'éguation du
pl n tangeunt en fouction des coordonnées &, ¥, % du poiut de
coutacl est

Y

@ ”+— —(X+a)=

si la surface est un paraboloide elliptique, ot
Yy Zz
L —e——(X+42z)=0
y +=z)

si elle est un paraboloide hyperbolique.
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214. Application. — Trouver le lieu des sommets des paralléli-
vipédes construits sur trois diamétres conjugues d'un ellipsoide.

Considérons trois demi-diameétres conjugués rencontrant l'el-
lipsoide aux points A'(z, y, z), B' (24, Y1, %1), C' (L, Ya, %9); I'un
des sommets M du parallélipipéde construit sur les trois dia-
métres conjugués considérés se trouvant a lintersection des

plans tangents aux points A’, B', C', ses

7 coordonnées satisferont aux équations
[ Xz Yy Zz
= T -|— — —1=0
Xz Y
® ﬁ%yw——mo
X Y Z
x2+ ya+ *2a_ | —0.

Projetons orthogonalement, sur les

Pig. 45 axes de coordonnées, les deux che-

mins oM, 0A'DM, en remarquant que

les arétes A'D, DM du parallélipipéde ont respectivement les
mémes projections que o0 G’ et 0B', nous aurons les relations

X=z 4,1+
4 Y=y +y +¥
=2 2 + %

Ajoutons les équations (3) en tenant compte des relations (4),
nous obtiendrons, pour représenter le lieu des points M, I'équa-
tion

X2 Yo 72
e Ty Te=

Le lieu est donc un ellipsoide ayant les mémes plans prin-
cipaux que l'ellipsoide donné; les longueurs des axes étant

2a\/3  20V3  20V/3.

215. Equation du plan tangent paralléle a un plan donné.—
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Proposons-nous d'exprimer que le plan ayant pour équation

5) aX Y +yZ —d=0

est tangent & une quadrique; «, 8, y étant des constantes don-
nées.

Si cette quadrique est un ellipsoide, on identifiera cettc équa-
tion avec 1'équation (1), ce qui donne les relalions

o _y_ 51

« 025 2y d.
Qn en tire

ao ylﬁgcy
4’ b 4 ¢ d

En portant ces valeurs dans I'équation de lellipsoide a laquelie
satisfont les coordonnées x, ¥, % du point de contact M du plan
tangent, on a la relation

202 0262} 2yt =

I'équation du plan tangent est donc

az;

eX+ Y+ yZ=Va2s2 4 b2p2 | c2y2.

On passera de lcllipsoide a I'hyperboloide 4 une nappe en
changeant ¢2 en — ¢?, et de la méme surface & I'hyberboloide &
deux nappes, en changeant a2 el b2 en — a2 et — b2.

Si la quadrique est un paraboloide elliptique, on identifiera
I'équation (5) avee I'équation (2}, ce qui donne les relations

y_x__1_¢2
pe qy e« d
On en tire
d
r=-—-, ?I=—p—p, z——"—q—T;
[+ o o

en substituant ces valeurs dans 'équation du paraboloide, on a
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la relation
d=— 1 (P2 +q+?)
- 9y p T qv%).
L’équation cherchée du plan tangent est donc

1
aX+BY +yZ=—g (pf+qv?)

Pour passer du paraboloide elliptique au paraboloide hyperbo-
lique, on changera q en —gq.

216. Application. — Trouver le lieu des sommets des triedies
trirectangles dont les faces sont tangentes & une quadrique donnée.

Supposons que la quadrique soit un ellipsoide, les équalions
des trois faces d'un des tiiedres seront

(o X6 Y4y Z= Vaze2 + 022+ 22
‘S . 5 2 2.2 2
© e X+pYryz=Vad ooy

WX Y + 2=\ el 4 gl el

Ces trois plans étant perpendiculaires deux a deux, on a entre

les neuf cosinus (a, B, 1), (@1, Byy 14)s (%, Poy v2) les six rela-
tious

22422 =1 vgay -+ fo by + Yoy =0
@ a:+?:+Y;:1 (8) oo+ B Boty va=0
u:+p§+72=1 aae +B4f +vv =0.

Comme on a en tout neuf équations, il semble que par ehaque
point de I’espace on pent mener a un ellipsoide trois plans tan-
genls formant un triédre trirectangle ; il n’en est pas amnsi
cependant,

En cffet, les neuf cosinus vérifient les relations (IIT) et (IV) du
paragraphe 14, dans lesquelles la lettre a doit étre remplacée
par a, la lettre b par p et la letire ¢ par y,
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Si l'on ajoute alors les équations (6) aprés les avoir élevées au
carré, on obtient I'équation

X2-f Y24 72 =a2 4 b2 4 ¢3;

le sommet du triédre doit donc se trouver sur la sphére de
Monge.

217. Nous avons obtenu une relation entre les coordonnées
X, Y, Z; mais il n’est pas prouvé qu’en combinant d'une autre
maniére les équations (6), on ne pourra pas obtenir une seconde
relation entre ces coordonnées.

Pour avoir le droit de dire que la sphére de Monge est le lieu
des sommets des triédres trirectangles dont les faces sont tan-
gentes a l'ellipsoide, il faut faire voir que les coordonnées de
chacun de ces sommets ne doivent étre liées que par une seule
relation.

I1 y aura aussi a expliquer pourquoi ces coordonnées sont liées
par une relation et pourquoi on n’a trouvé cependant que neuf
relations entre les neuf cosinus.

Soit M le sommet d'un triédre dont les faces touchent I'ellip~
soide; imaginons le cone C circonscrit a 'ellipsoide et dont le
sommet est en M. Ce cOne touchera les trois faces du triédre, et
nous verrons plus loin qu'il est du second ordre.

Maintenant, il a été démontré (168) qu’il n’est pas en général
possible de circonscrire un triédre trirectangle 4 un céne du
second ordre ; pour qu'il en soit ainsi, une relation de condition
et une seule est nécessaire.

Cette propriété du céne du second ordre montre : 1° que le
sommet d’un triédre trirectangle dont les faces touchent un ellip-
soide n’est pas arbitraire ; 2° que les coordonnées de ce sommet
doivent vérifier une seule relation; ce sommet décrit donc une
surface qui est dés lors la sphére de Monge.

Quand le point M est situé sur la sphére de Monge, on peut
supprimer une des équations (6), (7) et (8) ; mais il y a une infi-
nité de triédres trirectangles circonscrits au cone auxiliaire G;
donc, aprés la suppression de cette relation, les neul cosinus ne
doivent pas &tre déterminés. On comprend dés lors qu'en mettant
le probléme proposé en équation, on ait été conduit seulement &
neuf relations de condition.

218. Remarque. — La considération du céne G permet de
I 19
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donner une autre solution du probléme que nous venons de ré-
soudre.

Il faut, comme nous l'avons dit plus haut, exprimer que I'on
peut circonscrire au cone C un triédre trirectangle, ou bien expri-
mer que 'on peut placer les arétes d'un triédre trirectangle sur
le c6ne C' supplémentaire du cone C.

Nous allons chercher I’équation du céne C' lieu des perpendi-
culaires abaissées du centre de l'ellipsoide sur les plans tan-
gents passant par le point M (2, y, ), et nous exprimerons que
Pon peut placer sur ce cone les arétes d’un triedre trirectangle.

Soit

qX—I—BY—l—yZ:\/a?mﬂ_{_pr%_l_czYz

I'équation d’un plan tangent & 'ellipsoide ; en écrivant qu’il passe
par le point M on a la relation

«Z 4y +v2 =\/a9a2-|-b“-’p9—|— c2y2.

L’équation du céne C' s’obtiendra en éliminant «, B, y entre
cette relation et les équations

X_Y

« f

de la perpendiculaire abaissée de V'origine sur le plan tangent,
ce qui donne I’'équation

(X Yy + Zz)2 = a2X2 4 b2 Y2 + ¢2272,

Z
Y

En égalant & zéro la somme des coefficients de X2, Y2, Z2, on
retrouve I’équation de la sphére de Monge.

219. Supposons maintenant que la quadrique soit un parabo-
wide. La surface étant rapportée aux deux plans principaux ct
au plan tangent au sommet, les équations des trois faces d'un
des triédres seront

1
@ X+ 8 Yty Z=—5- P4y’ |
; L e
“:X+P1Y+*{1£:—271(Pp1i‘l‘r?)

1, o
%X - @3Y+72Z=—2—%(P?9i‘1‘(3)'
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Ajoutons ces trois équations, multipliées respectivement par
@, @, %, et lenons compte des relations qui résultent de ce que
les trois plans tangents sont perpendiculaires deux a deux, nous
obtiendrons I'équation

Le lieu est alors un plan perpendiculaire & I'axe du paraboloide;
ce plan se confond avec le plan tangent au sommet quand le
paraboloide est hyperbolique et équilatére.

220. Remarque. — Du probléme que nous venons de résoudre
on peut déduire le lieu des points de
rencontre des génératrices rectilignes M
d’une quadrique qui se coupent a angle
droit.

Soient en effet MD, MD' deux géné-
ratrices d'une quadrique se coupant &
angle droit ; menons la normale MIN au N
point M. Le plan DMD' sera tangent a Fig. 46.
la quadrique et il en sera de méme des
plans NMD, NMD' qui passent chacun par une génératrice recti=-
ligne de la quadrique. Comme le triédre MDD'N esi trirectangle,
le point M est sur la sphere de Monge si la quadrique est un
hyperboloide & une nappe, et sur le plan qui a pour équation

n/

___p—g
r= 5

si cette surface est un paraboloide hyperbolique. Dans ce der-
nier cas, le lieu des points M est une hyperbole; pour la discus-

sion du méme lieu dans le cas de I'hyperboloide a une nappe,
nous renverrons au paragraphe 198.

POLE ET PLAN FPOLAIRE.

221. Théoréme. — Par un point donné p (xy, Yo, %) on méne
une sécante qui renconire en a et o' une quadrique donnée; le
point p' conjugué harmonique du point p par rapport aux points
a et a' décrit un plan, quand la sécante tourne autour du point p.
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Soient
f(X7 Y, Z, T):O

I'équation rendue homogéne de la quadrique, et 2, y, % les coor-
données du point p'.
Pour avoir les coordonnées des points a, ', ol la sécante pp’

rencontre la quadrique, il faudra résoudre, par rapport ﬁg,
I'équation
O) 7 (Ter Yoo 3r o) (@ + yfyy+ 3F 5, 211,) + 0 [ (20,5 )=0;

puis substituer les valeurs obtenues dans les formules

we Mot BT o Motuy  Mofpa,
"t At A e

apreés avoir fait t =ty=1. _
Pour que les points p, p’ soient conjugués harmoniques par
rapport aux points a et a', il faut et il suffit que ’équation (9)

donue pour % deux valeurs égales et de signes contraires; les

coordonnées Z, y,  du point p' satisfont donc a I'équation

af, +yfy,+zf +if,=0

dans laquelle on fait {=1%y=1; or, cette équation représente
un plan,

Ce plan est appelé le plan polaire du point p, et le point p est
dit le péle du plan.

222. Discussion. — L'équation du plan polaire du point p peut
étre écrite sous l'une des deux formes suivantes:

z fo, Y [y, 45+t 1,=0
! U 4 '
Zofz +Yofy +% s +tof, =0.
Nous allons chercher si le plan polaire d’un point est toujours
déterminé.
Ce plan ne sera indéterminé que si I'on a a la fois

! !

f"‘o—_—o f;lo=0 f"nzo fto=0
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pour {o=1; on voit que la quadrique, doit avoir un point double
et que le point p doit coincider avee un des points doubles.

De cette remarque il résulte qu’'en général le plan polaire d’'un
point p est déterminé.

La mé&me remarque montre encore que deux points

P (%oy Yo %) P1 (%4, Y1%1)

n’ont pas, en général, le méme plan polaire.
En effet, si les deux équations

xof;+y0f;,+zof;+tof;=0
ofy+uufytaf+uf,=0

représentent le méme plan, il existera des constantes A et . telles
que 'on aura identiquement

(2ot pe) [ 0oty fiyrt (o twa) FiA-Ofopty) ;=0

Celte identité montre que le point ¢ de la droite pp,, dont les
coordonnées sont

Azo +p2, Mo+ M'o—Hin’
Atp At At g

a un plan polaire indéterminé ; par conséquent la quadrique devra
admettre le point ¢ pour point double.

Ainsi deux points auront toujours des plans polaires distincts, @
moins qu’ils ne soient situés sur une droite passant par un point
double de la quadrique.

Cette quadrique sera alors un cone, un cylindre ou formée d’un
systeme de deux plans.

223. Probléme. — Trouver le pile du plan qui a pour équation
uX+4+0vY 4+ wZ-IT=0.
En identifiant cette équalion avec celle du plan polaire d'un
point quelconque p (&, ¥, %), on obticnt les relations

fo Iy f. fi
—— _—l-’

u v w

qui déterminent le pdle du plan.
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Représentons par 2) la valeur commune des rapports précédents, les
équations qui déterminent le pdle seront

Az+4B'y4+Bz+Ct=)u
B'z+A'y4+B z2-+C't=v
Bz4Byt+Az+C't=iw
Cxz4Cy+C'z4D t=2L

(10)

R . z z ¢ .
De ces équations on tirera T g‘, 33 ; en posant ensuite ¢ =1, on aura)

et les coordonnées z, y, z du pdle inconnu.
Représentons toujours par H le discriminant de la fonction [ ; nous
aurons a distinguer plusieurs cas.

Premier cas. — H n'est pas nul. — En posant

¢ t=u’H"A+v’H'A,+w’H;u+va;3—l—wuHB;—f—uvHén
+ulHg+olHg 4+ wiHg 4+ FHp,

on verra comme en géomeétrie plane (G. P. 247) que les coordonnées du péle
inconnu sont déterminées par les équations

y z 1
- :

i
Py Pw Pl

S-ls

Ainsi, quand H n’est pas nul, un plan n’a qu'un seul péle.

Deuxiéme cas. — H esf nul. — On pourrait, comme on I'a fait en géomé-
trie plane, discuter les équations (10) par la méthode de M. Rouché ; nous
pensons qu'il ne sera pas inulile d’exposer une autre méthode de discussion
qui s’applique également & la détermination du péle d'une droite en géomé-
trie plane.

Remarquons d’abord que, H étant nul, la quadrique aura un point double,
une ligne de points doubles ou un plan de points doubles. Nous allons exa-
miner successivement ces trois hypothéses.

1° La quadrique a un seul point double ; elle est un cone ou un cylindre. —
Pour abréger I'écriture nous représenlerons par U, V, W, L les premiers
membres des équations

M) fr—22u=0 fy—2w=0 [f;—2w=0 [f;—2i=0

qui déterminent le pdle du plan donné.
Soient

e & 1
8 6 8

les coordonnées du point double A} des équalions (11) on tire

wfa+Bly+ Y5+ 0f — (4 o8+ wy 4 18) =0.
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La partie indépendante de ) est nulle, car elle est identiquement égale a

af +yfy+sfy+ il

et les coefficients de =z, y, 2, £ sont nuls, puisque A est un point double.
On a done la relation

12) Muaetvg 4 wy4-10)=0.

Deux cas peuvent se présenter.
Supposons d’abord que le plan P ne passe pas par le point double; la
relation (12) donne A =0 et les équations (11) deviennent

fe=0 [;=0 [;=0 [f;=0;

le pble coincide avec le point double de la quadrique.
Supposons maintenant que le plan P passe par le point double; on auca

identiquement
aU48V4yW-LHOL=0,

les quantités «, B, v, 6 n’étant pas toutes nulles. On voit que les équations ({1}
se réduisent a trois distinctes, qui seront les trois premiéres par exemple.
L’élimination de ) entre ces trois équations donne les deux équations

e _h_f

u v w’

le plan P a une ligne de piles et cette ligne passe par le point double.
2° La quadrique a une ligne de points doubles ; elle est formée d’un systéme
de deux plans distincts. — Soient

2 5 I
6 6 o

les coordonnées d'un point A de la ligne des points doubles; on aura encore
la relation (12).

Deux cas peuvent se présenter.

Supposons d’abord que le plan P ne passe pas par la ligne des points
doubles. On peut choisir pour le point A un point autre que celui ou cette
ligne est rencontrée par le plan P, alors A sera nul et les équations (11) de-
viendront

f:,=0 f;=0 f’,=0 f',=0;
tous les points de la ligne des points doubles sont des péles du plan P.

Supposons maintenant que le plan P passe par la ligne des points doubles.
Prenons sur cette ligne deux points

a B ¥ S BT
A(a’m) A e_"e_"a_');
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nous aurons les relations

ua +vB +wy +16 =0
ua' +vg' - wy 4 16'=0,

et par suite les deux identités

13) ¢« U4+BV4+yWHOL=0
WU+HBV 4+ YW+ L=0
Les deux points A, A étant distincts, lous les déterminants du second
ordre que l'on peut former en prenant deux colonnes dans le tableau rectan-
gulaire suivant

« f y 6
« p Y 0'“

ne sont pas nuls a la fois. Soit par exemple of' —ﬁa’zo; on pourra ré-

soudre les identités (13) par rapport & U et V ; les équations (11) se réduiront
a deux distinctes W =0, L=0. L’élimination de ) entre ces deux équations
donne I'équation

le plan Pa une nfinité de pdles situés dans un plan passant par la ligne des
points doubles.

3° La quadrique @ un plan de points doubles ; elle est formée de deux plans
confondus. — Deux cas peuvent se présenter.

Supposons d’abord que le plan P ne coincide pas avec le plan des points
doubles. Prenons sur ce dernier plan aun point A n’appartenant pas au plan P;
on aura encore la relation (12) qui exige que X soit nul. Les équations (11)

deviendront
g '

f
fe=0 fy=0 [;=0 [;=0;
tous les points du plan des points doubles sont des péles du plan P.

Supposons maintenant que le plan P coincide avec le plan des points dou~
bles. Prenons sur ce plan trois points

@ By « By A
A(s’?a) (5w y) *Gws

non en ligne droite, nous aurons les identités

a Utp V4y WHo L=0
(14) dU4p VY WHe L=0
“"U+§”V+Y"W+GHLEO-

Le plan qui passe par A, A', A" étant déterminé, tous les déterminants du
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troisiétme ordre obtenus en prenant trois colonnes dans le tableau rectangu-
laire suivant

By 6
al p' Y’ 0!
a" p" Y” ell

ne sont pas nuls a la fois. Soit par exemple («8'y") ZO; on pourra résoudre

les identités {14) par rapport a U, V, W ; les équations (11) se réduiront done
a une seule

1
L=;f’,—2u=o,
qui représente un plan quelconque paralléle au plan des points doubles, car

) reste arbitraire.
Ainsi tous les points de Uespace sont alors des péles du plan P,

Propriétés du plan polaire d'un point.

224. Théoréme I. — Le plan polaire d'un point p est paraliéle
au plan conjugué du diamétre qui passe par ce point.

1° La quadrique appartient & la premiére classe. — Prenons
pour axe des x le diamétre op et pour axes des y et des z deux
diameétres formant avec op un systéme triplement conjugué;
I’équation de la quadrique sera

Agz+A'y2 L A"22+-D=0,
et le plan polaire du point p(x,, 0, 0) aura pour équation
Azzy+D=0.

On voit que ce plan est paralléle au plan yoz conjugué de op.

Le choix d’axes de coordonnées que nous venons de faire n'est
plus possible quand le point p est sur le céne asymptote de la
quadrique. Si I'on rapporte alors la surface a trois généralrices
du céne asymptote dont I'une ox passe par le point p, son équa-
tion sera

2Bys-}2B'z2+4-2B"2y4-D=0,
et celle du plan polaire du point p sera

2o(B'z+B"y) +D=0.
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Ce plan est paralléle a celui qui touche le cone asymptote sui-
vant 0z, c'est-a-dire au plan diamétral conjugué de ox.

Remarque. — Quand le pdle est a linfini, le plan polaire
passe par le centre; quand le pdle coincide avec le centre, le
plan polaire est & I'infini.

2° La quadrique appartient & la deuxiéme classe. — Prenons pour
plans des xoy et des 0% deux plans diamétraux conjugués se
coupant suivant le diamétre op qui passe par le point p, et, pour
plan des y 0z, celui qui touche la quadrique au point 0 extrémité
de ce diameétre : I'équation de cette surface sera

Ayt A"22 4 2Cx=0,
et celle du plan polaire du point p(x,, 0, 0) sera
w+$0 = 0.

Ce plan est donc encore paralléle au plan conjugué du dia-
métre op.

Théoréme II. — Lorsque plusieurs plans passent par un méme
point p, leurs poles sont situés sur le plan polaire du point p.

Soit
uX+ oY+ wZ4IT=0
I’équation d’un plan mobile assujetti a4 passer par le point
P (@, @, z_o) ; on aura la relation
to" Lo o
(15) uxo+ vy, + wzo+ 1ty =0.

Le pole de ce plan sera déterminé par les équations

fe
(16) P

on obtiendra le lieu des pdles en éliminant u, v, w, I entre les
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équations (15) et (16), ce qui donne Péquation

mof,+yofy+zof,+tof, =0
qui représente le plan polaire du point p.

Théoréme III. — Les plans polaires de tous les points d’un plan
passent par le pole de ce plan.

Zo Yo %o

Supposons qu’un point m (
NN

) décrive un plan P ayant

pour équation
uX+ovY+4+wZ4+HIT=0,

on aura la relation

1 uZy -+ vyo+ wase + 1ty =0.
Le plan polaire du point m a pour équation
(18) 2of Yol +%of; -+ tofy =0.

En éliminant {, entre les équations (17) et (18), équation du
plan polaire devient

ao (Ufy — uf;) 4 yo (f, — vf;) +2 (If, —wf;) =0

Sous cette forme, on voit que les plans polaires des points m
du plan P passent par un point fixe défini par les équations

c'est-a-dire par le péle du plan P.

Théoréme IV. — Les plans polaires des points d'une droite D
passent par une méme droite D'.

Prenons sur la droite D deux points
Ty Yo zi) A (372 Yo %2)
A'( 4 N5 0y
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un point quelconque M de cette droite aura pour coordonnées

Zy 41, Y2y, 2 A%,
b
A A YA YA

et I’équation de son plan polaire sera

(@) 4 2203) f 4 (U1 +29s) £, (2 25 f,+ (82 ) fy=©.

Sous cette forme, on voit que ce plan passe par la droite D'
définie par les deux équations

&y [y ysfy 2 fyt tif; =0
Tofy Yol +2af, 4 taf, =0

Réciproquement, les plans polaires d’un point quelconque de
la droite D' passent par la droite D,

)

z

F) de la droite

! !
En effet, le plan polaire d’un point M' (% ) ;;}7;

D' a pour équation
of ytyfy+2fy+tf,=0.

Ce plan passe par le point A, de la droite D, car le point M'
étant situé sur la droite D', on a la relation

xif;v‘l‘yif;,"“zif;r—i-tif',a=0-

On verrait de méme que ce plan passe par le point A, et par
uiste par la droite D.

Les droites D et D' sont appelées droites polaires ou conju-
guées.

Ainsi deux droites sont dites polaires ou conjuguées quand les
plans polaires des points de chacune d'elles passent par U'autre.

Corollaire. — Quand un plan P fourne autour d'une droite D,
son polep décritla droite D' conjuguée de D¢

En effet, les plans polaires des points de D passant & la fois
par la droite D' et par le pole p, ce péle est sur la droite D',
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Théoréme V. — Si D et D' sont deux droiles conjuguées, cha-
cune d’elles est dans le plan diamétral conjugué de Uautre.

En effet, le plan polaire du point situé a I'infini sur la droite D
passe par la droite D'; or, ce plan est le plan diamétral conjugué
de D.

Théoréme VI. — Si une transversale rencontre deux droites
conjuguées D, D' qux points «, o', les points m, m' ol elle perce la
surface sont conjugués harmoniques par rapport aux points a, o'.

Cela résulte de ce que le plan polaire du point « passe par le
point «'.

Théoréme VII. — Les poinis de contact des plans tangents
menés & une quadrique par une droite D sont situés sur sa conju-
guée D'.

En effet, chaque point de contact est le pole du plan tangent
correspondant.

La droite D' ne rencontrant la quadrique qu’en deux points,
on ne peut mener a cette surface que deux plans tangents réels
ou imaginaires passant par une droite donnée D.

NORFALES.

Comme on passe facilement de ’ellipsoide aux hyperboloides
et du paraboloide elliptique au paraboloide hyperbolique, il suffira
de supposer successivement que la quadrique est un ellipsvide,
puis un paraboloide elliptique.

225. La quadrique est un ellipsoide. — Si'on rapporte la
surface a ses axes, les équations d’'une normale dont le point
d’incidence est M (z, y, %), sont

X—z Y—y Z—3z
z oy %
@ b? ¢

Probléme. — Par un point donné P(x,, y,, %) mener une
normule & un ellipsoide.
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Nous prendrons pour inconnues les coordonnées z, y, z du
point d’incidence. En exprimant que la normale passe par le
point P et désignant par X une inconnue auxiliaire, on aura les
relations

@(e—x) By —y) _(x—2)__

= = A
z Yy %
d’ou 'on tire
_atxy . b2y, ey
(19) m—}.—{—uﬂ y—‘}\—i—b‘-’ z_k—{—c'l

Substituons, dans ’équation de lellipsoide, ces valeurs des
coordonnées du point d’'incidence, nous aurons, pour détermincr
P'inconnue auxiliaire 1, I'équation du sixiéme degré

9

a‘le b‘-’y? c‘-’z:
=(x+a2)~2+(x+bm+(x+c2)2"'

A chaque racine réelle de cette équation correspond pour
z, ¥, z un seul systéme de valeurs réelles données par les for-
mules (19); done, d’un point P, on peut mener a un ellipsoide six
normales. Deux d’entre elles sont toujours réelles, car I’équa-
tion (20) a au moins deux racines réelles comprises I'une entre
— o et — a?, 'autre entre — ¢z et - o0,

@0) () 1=0.

226. Théoréme. — Les points d’incidence des six normales me-
nées d'un point P & un ellipsoide sont sur une cubique gauche qui
passe par le centre de la surface, par le point P et dont les asymp-
toies sont paralléles aux axes de symétrie de cette surface.

En effet, si l'on regarde 2 comme un paramétre variable, les
équations (19) représentent une courbe passant par les points
d’incidence des six normales.

Cette courbe n’est coupée qu'en trois points par un plan; car,
si entre les équations (19) et celle d’un plan on élimine z, ¥, %,
on obtient, pour déterminer A, une équation du froisieme degré;
la courbe est donc une cubique gauche.

En remplagant successivement ) par &= co et 0, dans les for-
mules (19), on voit que la cubique passe par le centre de l'ellip-
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soide et par le point P. Enfin les directions asymptotiques de
cette cubique sont paralléles aux axes de symétrie de I'ellipsoide,
car les formules (19) donnent pour z, ¥ ou z des valeurs infinies,
quand on y remplace A par — a2, par — b2 ou par — 2. Ces
directions asymptotignes forment un triédre trirectangle.

On voit que la cubique gauche a une grande analogie avec
I’hyperbole équilatére qui passe par les points d’incidence des
normales menées d’un point 4 une conique.

227. Considérons le cone ayant pour sommet un point S de la
cubique gauche et pour directrice cette courbe; ce cone sera du
second ordre. En effet, un plan quelconque mené par le point S
ne rencontrant Ia cubique qu'en deux points autres que S, coupe
le cone suivant deux droites.

De cette remarque résulte le théoréme suivant dii a Chasles.

Théoréme. — Les six normales menédes d’un point P & un ellip-
soide sont sur un cone du second ordre C.
En effet le point P est sur la cubique gauche.
228. Equation du cone C. — Les équations d’une droite pas-
sant par Je point P sont
X—z, Y—y, Z-—% _,_‘ )
@ b Y

En exprimant que cette droite rencontre la cubique gauche, on
obtient, aprés avoir supprimé la solution X = 0 qui correspond
au point P, les relations

Ly . Yy % 1

=——’

«0F@) FO+0) YGite) e

que 'on peut écrire comme il suit :

Aot a=0 y—p’p+x+b2_—_o A e =0,
2 Y
L’élimination de A et de p donne la relation de condition

.(c?—b@)%+(aﬂ—c2)%’+(bﬂ—a9)%=o;
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I’équation du cone G est done

(b2 — )%,

Z—z

(¢2—b%)x,

Yy
=0.
X—z, T Y—y, T

229. Théoréme. — Les points d'incidence des six normales me-
nées d'un point P & un ellipsoide ne sont jamais situés sur une
sphére.

Le théoréme est évident quand le point P est dans un plan
principal ; en effet, quatre des points d’incidence sont sur la sec-
tion principale correspondante, et 'on sait que ces quatre points
ne peuvent pas étre situés sur la circonférence d'un cercle. Nous
pouvons donc écarter ce cas particulier, ce qui revient & suppo-
ser qu'aucune des quantités A |- a2, X b2, A2 n'est égale a
zéro.

Cette restriction étant faite, nous pourrons méme démontrer
que les points d’incidence de cing des six normales ne sont pas
situés sur une sphére.

Soit

224y2 4224202 +2Cy+2C"2+D=0

I'équation d’'une sphére. Exprimohs que l'un des points d’inci-
dence est sur cette sphére, nous aurons I’équation
il 2 2
atz, N by, n 4z,
(A4-a2)2 ' A4b2)2 ' (A4c2)2
a2z, b2y, €2z,
20 2Cc" D=0.
)\—{—a‘l+ Cx-i-b%'l' Cx+cﬂ+ 0
Pour que les points d'incidence de cing des six normales soient
situés sur la spheére, il faudrait que cette équation et I'équation (20)
aient cinq racines communes.
Ajoutons, a I'équation précédente, I'équation (20) multipliée
par i; les deux termes des trois premiéres fractions, dans cette
somme, serent respectivement divisibles par A--a2, A2,

A2 Aprés la suppression de ces trois diviseurs qui ne sort
pas nuls par hypothése, on obtient ’équation

@2,(2, +20) | Py, +2C)
Ata? At o2

+2C

2z, (% +2C"
A2

+ ) f-D—2=0.
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Cette équation est du quairiéme degré, elle ne peut pas se ré-
duire a une identité, car le coeflicient de 2% est égal & —1; elle
ne peut donc pas avoir cing racines communes avec l'équa-
tion (20).

230. La quadrique est un paraboloide elliptique. — Si l'on
rapporte la surface aux deux plans principaux et au plan tangent
au sommet, les équations d’une normale dont le point d’incidence
est M(z, y, %) sont

X—2 Y-y Z-—3
— Ty Tz

P q

Probléme. — Par un point donné P (zy, Yy, %1) mener une nor-
male & un paraboloide elliptique.

Les coordonnées z, ¥, z du point d’incidence s’obtiendront en
remplagant, dans les formules
— P £— 4% ,

Atp Atq

I'inconnue auxiliaire A par les racines de I’équation du cinquiéme
degré

r=z,+x2 y

2 2
Py, qz,
R

Ainsi d’un point P on peut mener 4 un paraboloide cinq nor-
males dont une au moins est réelle.

27, — 21 =0.

231. On démontrera, comme dans le cas de l'ellipsoide, les
théorémes suivants :

Théoréme. — Les points d'incidence des cing normales menées
d'un point P & un paraboloide elliptique sont sur une cubique
gauche qui passe par le point P, qui est asymptote il'axe de la sur-
face et dont les deux autres asymptotes sont perpendiculaires aux
deux plans principaux.

Théoréeme. — Les cing normales mendes d'un point P & un
11 20
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paraboloide elliptique et la paralléle menée par ce point & U'arxe le
la surface sont sur un cone du second ordre.

L’équation de ce cone est

P—¢q Y,y %
X—x,_l_Y—y, Z—zi_o'

Théoréme. — Les points d’incidence des cing normales menées
d’un point P & un paraboloide ne sont jamais situés sur une sphere.

Remarque. — Il y a exception quand le point P est dans un
plan principal.

232. — Nous terminerons celte étude des normales aux quadriques en
démontrant quelques propriétés qui permettent de résoudre la plupart des
problémes relatifs aux normales.

Ces propriétés ont été établies pour la premiére fois par M. Desboves dans
un opuscule ayant pour titre : Théorie nouvelle des normales aux surfaces du
second ordre.

Nous supposerons encore successivement que la quadrique est un ellipsoide
puis un paraboloide elliptique.

1o La quadrique est un ellipsoide. — Nous avons vu (225) que les coor-
données des points d'incidence des six normales menées a la surface par le
point P (z,, 9,, 2,) S'obtiennent en remplagant dans les formules

_ &, _ Py, _ 3,
(EJ =T YSixe fTixe
ia quantité } par les racines de 'équation
a’a:: b‘-‘y: n o’z: (—o0
20 A= — — ——1=0.
e M= 5Fer T oFor T oFe)

Soient Q le plan passant par les points d’incidence de trois de ces normales
et Q' le plan qui passe par les points d’incidence des trois autres normales.
Désignons par a, B, y et par o', B!, y' les coordonnées des pdles des plans Q
et Q'; trois des racines de 1'équation (20) appartiendront & ’équation

az, By, Y3z

—1=0
ra* /.—f-b"_i— R
et les trois autres & I'équation
@, ', 'z,
Ml B —_—— =0
1+a2+}\+b’ + R

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



NORMALES 307

Il résulte de 1a que les six racines de I'équation (20} appartiendront a
I'équation

FO)= (o + sl 5 —1) (e e —1) =o.

3 A N o AP & P A S o AR A

Les deux fonctions f()), F(1) mises sous forme de fractions rationnelles
ont les mémes dénominateurs ; comme leurs numérateurs ont les mémes ra- -
cines, ces fonctions ne différent que par un facteur constant.

Cela élant, les résultats obtenus en décomposant les fonctions f()) et F())
en éléments simples ne différeront aussi que par un facteur constant.

La fonction f()) est décomposée en éléments simples ; si I'on décompose
F(}) en éléments simples on a

aa't 8y’ 1Yz Az By Cz
F): ] 1 1 4 a1 1
™ A+ a?? ()\+bg)*+()\+c*)*+)\+a’+)\+b2+)\+o’+1’
en posant
4 g ) 1
A=aﬂ+ﬁa ﬁ-i—‘faz‘_a_a,

b — a? 1 —a

B=ﬁ;+¥gﬁ {_{_Ba+aﬁ #,—B—p

a+a B'+
C= Ya Y +1 FB,Yy. —1—7.

Identiflons les deux fonctions, nous aurons les relations

ad =—a BR=—8 yy=—2¢
el
PR g
Al
Y:"l‘“Y +Yi3+i37 h=147-

On en tire par I'élimination de o', B’y 7' les équations

b! a2 + aﬁ B! y‘ ciat + aQYQ Z‘

~ ~ = =t —at
G—a B c—a v

o!pi_*_b!ri Z‘ aEBS_I_bZaE JL',_ . .
@ e Yt = UF
a‘!YE_}_'xix!..r_{ bz'Y:”‘{“ijg y—1=0!—‘¥.’

Z_g al r—¢ B
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qui deviennent

NE T R S

B Y

2 X
21 -—pt D _pr— gt
(21) pY+vu g

z, A . *
— —_— — = -
] = +o 8 T
en posant

—blT’_*_cIBI _cia’_{_ai,yl ‘_afﬁg_i_b!a'
=T —¢ A AT

Les équations (21') sont en général incompatibles, car le déterminant

0 —v w
D= v 0 —p
—& o O

des inconnues =, &, 21 st nul.
a By

Ainsi il n’est pas en général possible de trouver sur une section plane d’un
ellipsoide trois points tels que les normales en ces points concourent.

La section ne jouira de celte propriété que si les équations (21') peuvent
présenter une indéterminalion.

Les mineurs du premier ordre du déterminant D ne sont nuls & la fois que
si 'on a p=p =v =0, oubien @ = f =y =0; mais alors les équations (21’)
sont incompatibles.

Pour fixer les idées supposons v>0; pour que les équations (21) présen-

<

tent une indétermination, il faut et il suffit que le déterminant

0 —v a*—a*;
vy 0 b—p
—p o -7

soit nul, ou que ’on ait

plat —a*) + p(p* —0*) +-v(v* — ") =0,
c’est-a-dire

b!.Y!_*_c!al . . c!a‘l_i_a‘_‘.Y! R . a!pe_‘_b‘l“t . .
=g @)t (B = V) e (Y =) =0

On voit que le pdle du plan Q doit étre situé sur une surface du quatriéme
ordre que M. Desboves a signalée le premier et qu'il a appelée la surface
Normopolaire.

Quand le pdle du plan Q est sur cette surface, les équations (21) ou l'on
regarde x,, ¥,, 3, comme des coordonnées courantes se réduisent & deux et
représentent une droite L.
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Si, de chaque point de cette droite, on méne des normales a Dellipsoide,
les points d'incidence de trois d’entre elles seront dans le plan Q et ceux
des trois autres dans le plan Q' dont le pdle a pour coordonnées

a':—a—= B':—b—e Y’:——Eo

o 8 Y

De cetle analyse résulte le théoréme suivant, qui est vrai pour les deux
hyperboloides.

Théoréme. — Etant donné un plan Q coupant une quadrique & centre sui-
vant une conique G ; il est en général impossible de trouver sur cette conique
trois points tels que les normales en ces points & la surface soient concou-
rantes.

Pour quil en soit ainsi il faut et il suffit que le péle (a, B, y) du plan Q
so0it situé sur une certaine surface du quatriéme ordre.

Quand le pole du plan Q est sur cette surface, il existe une infinité de
groupes de trois normales concourantes et dont les points d'incidence sont sur
la conique C ; les points de concours des normales de ces différents groupes
sont sur une méme droite; enfin, pour chaque groupe, les points d'incidence
des trois autres normales sont situés sur une méme conique C' infersection de

2 2 2
la quadrique par le plan Q' dont le pole a pour coordonnées — a;, —% , %
Remarque. — L’équation du plan Q' est

T Yy z
- = - 1=0;
Sttt

ce plan passe donc par les projections, sur les trois axes principaux de la
quadrique, du point symélirique du pdle du plan Q par rapport au centre de
cette quadrique.

Cette propriété est due 4 Joachimsthal.

2 La quadrique est un paraboloide elliptique. — On pourrait appliquer 3
cette surface la méthode exposée dans le cas de l'ellipsoide ; en désignant par
«, B, t les coordonnées du péle du plan Q qui passe par les points d'inci-
dence de trois des cing normales issues du point P, il faudrait adjoindre &
ce plan un autre plan Q' parallele a I'axe du paraboloide et passant par les
points d’incidence des deux autres normales.

On peut aussi déduire, des équations trouvées pour 'ellipsoide, celles qui
conviennent au paraboloide, en s’appuyant sur le lemme suivant:

Lemme. — Le paraboloide elliptique peut étre consideré comme la limite
d'un ellipsoide dont le grand axe 2a augmente indéfiniment, les rapports
/A .

L -ca—conservant des valeurs constantes p, q, tandis que le grand axe et l'un

de ses sommets A restent fizes. (%)

Ce lemme se démontre comme le théoréme analogue relatif 4 la parabols
(G. P. 232).
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Nous allons chercher ce que deviennent les équations (21) quand ellipsoide
se transforme en un paraboloide.

Pour cela nous y remplacerons x, et « par z, — @ et « — 4, puis b*et ¢* par
ap et bg, et nous ferons ensuile croitre ¢ indéfiniment.

On voit immédiatement que la premiére des équations (21) devient

yl zl
p-—-’— —+21—'0-

Quelques précautions sont nécessaires pour trouver les limites des deux
autres.

La seconde équation par exemple, aprés qu'on y a fait les substitutions
indiquées plus haut, devient

48°+py* 2, af+ple*—20a40a*) 2, —a
9—p 2 a—p a—a

~

=ap— B,

ou bien

8 40y 2 a(ﬁ’—%a)—l—pa’_@—azw[i_l_ a(x.—a) ] g,

q—pP 1 a—p a—a (a—p)(e— a)
Qu encore

qﬁ’—l—m’_ﬁ_l_ a(ﬁ’—2pa)+pa’.w,—a___apa(w4—a—p)+pa_B,
q9—p a—p a—a (e —p)le—a)

Si I'on fait croitre ¢ indéfiniment, cette derniére équation devient

2 2
2oy -i—’—pw4+"262—pa+p’=0-

q9—>p
Le méme calcul est applicable & la troisiéme des équations (21).

En résumé, ces trois équations, dans le cas du paraboloide, sont remplacées
par les suivantes :

py‘-l—q +22=0
qﬁ’—l-m.ﬁ
9—p ¥
i A
p—q B

—px,+2@=—pa+p*=

—q%,+2v—qa+¢*=0.

On vérifiera facilement que ces équations sont en général incompatibles, et
qu'elles se réduisent & deux quand le pdle du plan Q est situé sur une sur-
face du troisiéme ordre ayant pour équation

a%+2(qﬁ’—m’)+pq(p—w=0-
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Enfin I'équation du plan Q' qui, dans le cas de l'ellipsoide, est

z .y, 3

-4=-4+-4+1=0

St

devient ici
vy, oz
=4-42=0.
ﬁ+7+
On a done le théoréme suivant, qui est vrai pour les deux paraboloides.

Théoréme. — Etant donné un plan Q coupant un paraboloide suivant une
conique C, il est en général impossible de trouver sur cette conique trois points
tels que les normales en ces points & la surface soient concourantes.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le pole (a, B, Y) du plan Q
s0it situé sur une certaine surface du troisiéme ordre.

Quand le pole du plan Q est sur cette surface, il existe une infinité de
groupes de trois normales concourantes et dont les points d'incidence sont sur
la conique C ; les points de concours des normales de ces différents groupes sont
sur une méme droite ; enfin, pour chaque groupe, les points d'incidence des
deux autres normales sont situés sur une méme parabole C', intersection du
paraboloide par le plan Q' qui a pour équation

Y¥12%219=0.
P+iy

EXERCICES.

{1° Etant donné un ellipsoide, on méne des plans diamétraux qui coupent ta
surface suivant des ellipses d'aire constante; trouver le lieu des diamétres
perpendiculaires 4 ces plans ; — trouver le lien des diamétres conjugués des
mémes plans. — Démontrer que les plans tangents a ellipsoide, paralléles &
ces plans diamétraux, sont & la méme distance du centre de la surface.

2° Un cdne a pour sommet le centre d'un ellipsoide et pour base la courbe
d'intersection de la surface avec une sphére concentrique ; tout plan tangent
au cdne coupe l'ellipsoide suivant une ellipse dont I'aréte de contact est 'un
des axes.

Surface des ondes.
La surface des ondes, qui joue un rdle imporlant en Optique, a été consi-

dérée pour la premiére fois par Fresnel; elle es! susceptible de plusieurs
définilions géométriques que nous allons faire connailre.
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8¢ Si, par le centre d’un ellipsoide E ayant pour équation

wg 9 2 z!
w2 tETe=t

on éléve une perpendiculaire & chaque plan diamétral, et qu'on porte sur cette
perpendiculaire, & partir du centre, des longueurs égales aux demi-axes de
la section diamétrale correspondante, le lieu des extrémités de ces longueurs
est une surface du quatriéme ordre que I'on appelle la surface des ondes.
Etudier les sections de cette surface par les plans principaux de Uellip-
soide.
4° Si, a chaque plan diamétral d'un ellipsoide E' ayant pour équation

a*z® b2yt ot st =1,

on méne des plans paralléles a des distances égales aux inverses des demi-
axes de la seclion diamétrale correspondante, I'enveloppe de ces plans est la
surface des ondes.

Remarque. — Cette définition est celle qui a été donnée par Fresnel.
On peut enfin regarder la surface des ondes comme un cas particulier des
surfaces apsidales.

Surfaces apsidales.

5° D'un point fixe O, on méne a un point quelconque M d’une surface
donnée T un rayon vecteur OM ; par le point M, oan méne la normale MN &
la surface X, et par le point O, dans le plan OMN, une droite OM, perpendi-
culaire sur OM et égale & OM.

Le lieu des points M, est une surface T, qui est dite la surface apsidele
de Z.

La normale au point M, de la surface X, est la perpendiculaire abaissée de
ce point sur MN.

En prenant le point O pour origine des coordonnées rectangulaires, et re-
présentant par z, ¥, z les coordonnées du point M, par z,, y,, 2, celles du
point M, et par

{1 flz, y, 2) =0

Péquation de la surface I, les formules qui expriment z, ¥, 2 en fonction
de z,, ¥,y 2, seront

o 2 2 2 2 $
- @yt 2 =al byl 42
Wy 2z, 4 Yy, + 22, =0;
fe fy f
3 z y z|=0.
z, A z4
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Soit ¢(z,, ¥,» %,) ce que devient f(z, y, 2) quand on y remplace z, y, 2 par
leurs valeurs tirées des équalions (2) et (3), on aura

() (2, ¥ 3) =@ (2 Yus 2,)-

Regardons @, y, z comme des fonctions d’une variable ¢ assujetties seule-
ment & vérifier I'équation (1) quel que soit £; x,, y,, 3, seront également des
fonctions de ¢ dont deux seront arbitraires.

En prenant les dérivées, par rapport & #, des deux membres des relalions
(2) et (4), et tenant compte de ce qu’il exisle une méme relation linéaire et
homogéne entre les éléments des colonnes du déterminant (3), on démontrera

la relation
1

t '
Pz, Py Py
xl y{ zl = 0
z y z

qui avec les relations (2) permet de passer de la surface X, A la surface X.

La forme de cette relation fait voir que X est la surface apsidale de Z,.

6° La surface des ondes est la surface apsidale d’un ellipsoide, par rapport
au centre de cetle derniére surface.

En partant de cette troisiéme définition, ronstruire la normale en un point
de la surface des ondes.

Appliquer cette construction aux points de la surface des ondes qui cor-
respondent aux points de 'ellipsoide situés sur une section circulaire diamé-
trale ; en conclure que cette surface admet quatre points coniques.

Appliquer la méme construction aux points de la surface des ondes qui
correspondent aux points de l'ellipsoide situés sur les deux ellipses lieu des
points de contact des plans tangents P situés a une distance du centre égale
au demi-axe moyen .

En conclure que la surface des ondes admet quatre cercles de contact,
c’est-a-dire en tous les points desquels le plan tangent & la surface est le
méme.

Pour démontrer cette dernidre propriété on remarqucra que les plans P
enveloppent deux cylindres de révolution G, C' circonscrits a I'ellipsoide, los
courbes de contact étant deux ellipses ¢, €' \

On montrera que les points de la surface des ondes qui correspondent aux
points de l'ellipse &, par exemple, sont sur deux circonférences de cercles
situées dans des plans perpendiculaires a I'axe du cylindre C & des dislances
du centre de l'ellipsoide égales a b, et que les normales a la surface des
ondes en ces points sont paralléles a 'axe du cylindre C.

7° Dans I'hyperboloide a une nappe, chaque couple de génératrices paral-
léles détermine sur deux génératrices fixes OD, OD' de systémes différents
deux segments OP, OP' dont le produit est constant. (Chasles.)

8° Les quatre hauteurs d'un tétraédre sont situées sur un hyperboloide i
une nappe.

Le centre de la sphére circonscrile au tétraédre, le centre de gravité du
tétraédre et le centre de I'hyperboloide sont en ligne droite. (Joachimsthal.)

9° Déterminer I3 ligne de stiriction pour chacun des systémes de généra
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trices rectilignes d'un hyperboloide a une nappe et d’'un paraboloide hyper-
bolique.

10° Trouver I'équation du céne qui a pour sommet le centre d'un hyper-
boloide & une nappe et pour directrices les lignes de striclion des deux sys-
témes de génératrices.

14° Trouver I'équation de la surface engendrée par une droite qui rencontre
sous des angles égaux entre eux deux droites données.

12° Trouver 1'équation de la surface engendrée par une droite qui s’appuie
sur une conique donnée G et sur deux droites rencontrant celte conique.

13° Trouver I'équation de la surface engendrée par une droite qui s’appuie
sur deux droiles tangentes & une quadrique donnée en restant elle-mime
tangente 3 cette quadrique.

14> Une droite se meut de telle sorte que trois de ses points décrivent les
faces d'un triedre donné, un quatrieme poinl de la droite décrit un ellipsoide.
(Dupin.)

Le produit des longueurs des axes de cet ellipsoide est indépendant des
angles du triedre.

15° Une droite se meut de telle sorte que quatre de ses poinls décrivent
les faces d'un tétraédre, un point quelconque de la droite décrit une ellipse et
la droite reste parallele aux génératrices d’un cdne de révolution. (Mannheim.)

Les centres des ellipses décrites par les différents points de la droite mo-
bile sont en ligne droite. (Halphen.)

16° Etant donnés deux droites D, D' et un point A, trouver I'équation de
la surface engendrée par une droite G qui se meut en rencontrant D, D', de
telle sorte que le segment compris entre les deux points de rencontre soit
vu du point A sous un angle droit.

Cette surface est une quadrique dont on déterminera la wnature pour les
diverses positions du point A dans I'espace.

Trouver le lieu que doit décrire le point A pour que la quadrique soit de
révolution.

17° La projection d’une section plane quelconque d'un paraboloide de révo-
lution sur le plan tangent au sommet est un cercle.

18« La projection de la section d'une sphére et d’un ellipsoide sur un des
plans cycliques, parallelement & I’axe majeur ou a I'axe mineur, est un cercle;
le centre de la sphere est dans le plan principal conjugué de 'un de ces axes.

19° Une sphére tangente a une quadrique en un des ombilics coupe cetie
surface suivant une courbe plane dont le plan conserve une direclion fixe
quand le rayon de la sphére varie.

20° Trouver la surface engendrée par l'aréle d'un diédre droit dont ics
faces passent respectivement par deux droites données non situées dans un
méme plan. — Déterminer les plans cycliques de cette surface.

Définition. — Deux cones du second ordre qui ont méme sommct et mémes
plans cycliques sont dits homocycliques.

21> Démontrer que, lorsqu’un plan mené par le sommet ccomnun de deux
cones homocycliques, coupe ces deux surfaces suivant qualre génératrices
les deux génératrices de 'un font respeclivement deux angles égaux avec
les deux génératrices de I'autre. — Cas ou le plan touche I'un des cdnes»
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22» Quand un plan louche deux c¢dnes homoceycliques, les deux arétes de
contact sont rectangulaires.

23° Soient SA, SB deux génératrices rectangulaires prises sur deux cdnes
homocycliques, le plan ASB coupe les deux cdnes suivani deux autres géné-
ratrices SA', 8B’ qui sont encore perpendiculaires entre elles; les quatre
droites suivant lesquelles se coupent les plans tangenis au premier céne
suivant SA et SA’, et les plans tangents au second céne suivant SB et SB',
appartiennent & un troisieme cdne homocyclique avec les deux premiers. Ce
troisiéme cone reste le méme quelles que soient les deux arétes rectangu-
laires primitives SA, SB.

24° Quand deux cOnes sont homocycliques, deux plans tangents au pre-
mier coupent 'autre céne suivant quatre arétes appartenant & un cdne de
cévolution dont P'axe est normal aux arétes de contact des deux plans tan-
gents.

25° Trouver le lieu des arétes des angles diédres droits circonscrils a un
cone du second ordre.

26¢ Eiant données deux quadriques a centre concentriques et homothé-
tiques, trouver le lieu des centres des sections faites dans l'une par des
plans tangents & lautre.

27° On sait que les six normales menées d'un point P & une quadrique a
centre sont sur un cdne du second ordre ; démontrer que ce cone passe par
les paralléles menées du point P aux axes de la quadrique, par la droite joi-
gnant le point P au centre et par les axes principaux du ¢6ne circonscrit
dont le sommet est au point P. (Chasles.)

Trouver les positions du point P pour lesquelles le c6ne des six normales
est de révolution.

28 Les normales menées d’un point P a des quadriques concentriques el
homothétiques sont sur un cdne du second ordre. (Ghasles.)

29° Etant données une sphére et une quadrique, les normales menées du
centre de la sphére aux quadriques qui passent par l'intersection de ces
deux surfaces, sont sur un ¢dne du second ordre.

30° Si des points d'une droite on abaisse des normales sur des quadriques
concentriques et homothétiques, les points d’incidence sont sur ue hyper-
boloide a une nappe.

31° Pour que deux normales 3 une quadrique concourent, il faut el il suffit
que la droite qui joint les points d’incidence soit perpendiculaire & sa con-
Jjuguée.

32° Une courbe située sur un ellipsoide est telle que la surface réglée for-
mée par les normales a I'ellipsoide, en ses différents points, coupe un plan
principal suivant un cercle de rayon donné ; démontrer que la projection de
celle courbe sur ce plan principal est une ellipse dont 'aire reste constante
quand le centre du cercle se déplace dans le plan principal.

330 Le lieu géométrique des points tels que la somme des carrés de leur
distances a une quadrique donnée a une valeur conslante est une aulre qua~
drique.

34° Aux différents points d’une section plane d’'une quadrique on méne des
normales & la surface et, par un point S de I'espace, des paralltles a ces
normales ; sur chaque paralléle on prend, & partir du point S, des longueurs

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



316 LIVRE V. — CHAPITRE IV

égales a la portion de normale correspondante comprise entre le point
d’incidence et un plan principal ; leurs extrémités sont sur une conique.
(Laguerre.)

35° Le centre de la sphere qui contient les points d’incidence de qualre
des six normales que 'on peut sbaisser d'un point donné P sur une qua-
drique est le milien du segment qui joint le point P aa centre du plan qui
contient les deux autres normales. (Laguerre.)

Remarque. — M. Laguerre appelle centre d’'un plan ayant pour équation
T Yy, 3
- = - 1=0
cHiet

le point dont les coordonnées sont p, ¢, ».

36° Les points d’incidence des six normales menées d'un point P & une
quadrique sont sur une cubique gauche passant par le point P et le centre O
de la quadrique.

Cela rappelé, si par le point O on meéne un plan paralléle au plan de deux
des normales issues du point P, ce plan coupe la cubique en deux autres
poiuts qui sont situés sur la sphére passant par les points d’incidence des
quatre autres normales. (Laguerre.)
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LIVRE VI

CHAPITRE PREMIER

DISCUSSION DE L’EQUATION D'UNE QUADRIQUE.

233. Le probléme que nous nous proposons de résoudre peut
&tre énoncé de la maniére suivante :

Probléme. — Etant donnée une équation du second degré &
trois variables, déterminer la nature de la quadrique qu’elle repré-
sente.

Ce probléme a déja été résolu (livre 1V, chapitre I**) ; nous
allons faire connaitre d’autres méthodes qui en donnent de nou-
velles solutions.

PREMIERE METHODE.

234, On appliquera & '’équation donnée la méthode de réduction
exposée au chapitre V du livre IV.

Comme la nature de la quadrique ne dépend pas des valeurs
mémes des racines de I'équation en S, mais seulement de leurs
signes, il sera inutile de résoudre cette équation.

On sait en effet que I'équation en S a ses trois racines réelles ;
des lors le théoréme de Descartes fera connaitre immédiatement
les signes de ces racines.

Il y a plusieurs cas a distinguer.

Premier cas. — L'équation en S n’a pas de racine nulle. —
L’équation de la quadrique peut é&tre ramenée a la forme

H
8, X248, Y2 -8y 22+ £ ==0;
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pour déterminer sa nature, il suffira de chercher les signes des
quantités

H
S‘ SQ Sg X .

Remarque. — La quadrique aun centre unique;si{'on désigne

par Zo, Yo, % ses coordonnées, on pourra calculer la quantité 3 a

I'aide de la relation

~—
oy

K= Cxo+ C’y0+C”20+D.

Deuxiéme cas. — L'équation en S a une racine nulle. — Ce
cas se subdivise en deux autres.

1° La quadriqgue a un cenlre unique rejeté & linfini. — Son
équation peut étre ramenée a la forme
Se Y2+ 8,722+ 20, X=0;

elle représentera un paraboloide elliptique si S, et S3 ont le méme
signe, et un paraboloide hyperbolique si S, et S3 sont de signes
contraires ;

2° La quadrique a une ligne de centres. — Son équalion peut
étre ramenée a la forine

S, Y2 1 8.721.D, =0;

elle représentera un cylindre elliptique ou hyperbolique. On déter
minera la nature du cylindre en cherchant les signes des quan-
tités
S, S; Dy
Remarque. — Si &, Yo, % sont les coordonnées d’un point de
la ligne des centres, on aura

D,=Cxo+ C'yo+ C"% 4 D.

On choisit ordinairement I'un des points ou la ligne des centres.
rencontre les plans de coordonnées.

Troisiéme cas. — L’équation en S a deux racines nulles. — Ce
cas se subdivise en deux autres.
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1° La quadrique a une ligne de centres rejetée & l'infini. -— Son
équation peut &tre ramenée a la forme

S;72+-2C, X =0;
elle représente un cylindre parabolique.

2° La quadrique a un plan de centres. — Son équation peut étre

ramenée a la forme
S3Z224-D,=0;

elle représente deux plans paralléles qui peuvent étre réels et
distincts, confondus ou imaginaires.
On distinguera ces différents cas en cherchant les signes des

quantités
S, D,.

Remarque. — Si xy, ¥, % sont les coordonnées d’un point du
plan des centres, on aura

Dl =Cxy —’— C’yo + C' 2o —I—D.

On choisit ordinairement I'un des points ou le plan des centres
rencontre les axes de coordonnées.

235. Remarque.—La méthode que nous venons d’exposer étant
fondée sur l'existence de trois directions principales formant un
triédre trirectangle, suppose que les axes de coordonnées sont
rectangulaires.

Elles’applique cependant au casou les coordonnéessont obliques.

Soit en eflet

() f(z,y,%=0

I'équation d’une quadrique U rappor-
tée a des axes obliques oz, 0y, 0z.

Prenons sur cette surface un point
quelconque M(z, y, %), dont nous 0
construirons le contour des coor-
données 0 ARM.

Ry
Faisons tourner RM autour du R

point R jusqu'a ce que cette cote A Ve
occupe la position RM' perpendicu-
laire sur le plan zoy.

Faisons ensuite tourner la ligne brisée ARM' autour du point

Fig.47.
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A jusqu'a ce que AR occupe, dansle plan xoy, la position AR,
perpendiculaire sur ox. Aprés ces deux déplacements, le point M
sera venu en M,.

Menons les droites oy,, 0%, respectivement paralléles a AR,
et & R, M, ; par rapport aux axes rectangulaires oz, 0y,, 0%, leo
point M, aura pour coordonnées z, y, %, et le lieu des points M,
sera une quadrique X, dont 'équation, par rapport aux mémes
axes, sera justement 'équation (1).

Les surfaces X, Z; sont de méme nature.

En effet, elles appartiennent évidemment & la méme classe;
en second lieu elles seront en méme temps limitées dans tous
les sens, ou composées d’une seule nappe, ou enfin composées
de deux nappes séparées.

Il résulte de la que la méthode précédente, quel’on peutappli-
quer a la surface Z,, fera connaitre la nature de la surface =.

Exemple I. — Soit I'équation
2242y2 222+ 22y —2x—4y— 4z +r=0.
L’équation en S développée est
88 —5524-75—2=0;

elle n'a pas de racine nulle et présente trois variations; la qua-
drique appartient donc au genre ellipsoide.
Les coordonnées du centre sont £, =0, y, = %,=1; done

E-:meL C'yo4-C'% 4D = A —4.

1’équation réduite est de la forme

P24 Q24 R24- 22— 4=0.
DNone
A<<4 Ellipsoide.
A=4 Un point.
A>4 Ellipsoide imaginaire.

Exemple II. — Soit I'équation

x2-8y2 222 4dyz- 20y —3r—4y—32=C.
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L’é4quation en S est
S8 —6524-65=0;
elle a une racine nulle et présente deux variations.
D’un autre c6té, les équations du centre sont incompatibles; la

quadrique est donc un paraboloide dont I'équation réduite est de
la forme

P24-Q24R=0.
La surface est un paraboloide elliplique.
Exemple III. — Soit 'équation
224 y2 4222+ 2yz + 222 + 220y — 220 — 2y + 23 A=0.
I’équalion en S est
S8 —4824+28S=0;

elle a une racine nulle et présente deux variations,
D'’un autre c6té les équations du centre

z4+y+ z2—1=0
z-+y+ 2—1=0
z-+y+4-2z24-1=0

se réduisant a deux, la quadrique est un cylindre.
Le point ol la ligne des centres rencontre le plan des yz a
P 8 p
pour coordonnées £,=0, yo =38, zy=—2; il en résulie

D1=>\—5,
el Véquation réduite est de la forme

P24-Q24 2 —5=0.
Donc
A<<5 Cylindre elliptique.
A=5 Deux plans imaginaires conjugués.
A>5 Cylindre elliptique imaginaire.

Exemple IV. — Soit I'équation

242+ 922 —6ys4-6xs—2xy— x4+ y—-3z-F1=0.
u 21
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L'équation en S est
S3—1182=0;
elle a deux racines nulles et présente une variation.
D’un autre cété, les équations du centre

g— y+8z—;=0

—z4 y—38z+4 ;=0
82— 3y 4+ 95— ;=0

se réduisent a une; la quadrique se compose donc de deux plans
paralleles.
Le point ol le plan des centres renconlre 'axe des % a pour

coordonnées To =1y, =0, 2= ’é; il en résulte
1
Dy=x— 3
ct 'équation réduite est de la forme
1
3 —— —
P22 : =0,

Donc
A <% Deux plans paralléles réels.

1
=, Deux plans confondus.

A>f Deux plans paralléles imaginaires.

DEUXIEME METHODE.

236. Dans cette méthode, on commence par chercher, en for-
mant les équations du centre, la classe a laquelle appartieat la
quadriyne représentée par I'équation donnée. Nous aurons done

a evaminer cing cas.
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Quadriques de la premiére classe.

On transporte d’abord l'origine au centre; aprés cette transfor
mation, I'équation de la quadrique prend la forme

@) Az2+A'y2+ A"+ 2Bys-+2B 22+ 2B" 2y + D, =0.

Quand D, est nul, la quadrique est un point ou un coéne. Pour
décider la question, on coupe la surface par un plan paralicle &
'un des plans de coordonnées; si la section est imaginaire, le
lien est un point; si elle est réelle, le lieu est un cone.

Puour étudier le cas ou Dy n’esl pas nul, nous nous appuierons
sur des propriétés que mettent immédiatement en évidence les
formes de l’eqnatlon d’'une quadrique & centre rapportée a trois
diameétres conjugués.

Ces formes sont

x?

—{— + ——1=0 Ellipsoide réel ;
a 2 2 ’
T + y—. + —,~ +1=0 4i1a Ellipsoide imaginaire ;

2 2;% quadrique
- + é— ———1=0 estun | Hyperboloide & une nappe;
a 2 2 c 2
o2 o

- g— —+1=0 Hyperboloide & deux nappes.
a? 2 ge

On en déduit les propriétés suivantes :

1° Dans Uellipsoide réel, les trois diaméires conjugués de chaque
systeme sont reels ;

2° Dans Uellipsoide imaginaire, les trois diamétres conjugués
de chaque systéme sont imaginaires ;

3° Dans Uhyperboloide & une nappe, de trois diaméires conjugués
d’'un méme systéme deux seulement sont réels ;

4° Dans Uhyperboloide & deux nappes, de trois diamétres conju-
gués d'un méme systéme un seul est réel.

Cela posé, nous distinguerons deux cas.
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Premier cas. — Les frois coefficients A, A', A" sont différents
de zéro. — En résolvant P'équation (2) par rapport & 3, on a

(3) A"s=—(B'z4By)tV—a'a2—ay2+20"'2y—A"D,;

a, a', b désignant les mineurs du premier ordre du détermi-
nant A relatifs aux éléments A, A', B",
Le plan P qui a pour équation

A's=—(B'z - By)

est le plan diamétral conjugué des cordes paralicles & 0z, ct la
droite 0z est le diamétre conjugué de ce plan.
L’équation
—a'z2—ay?4+-20"2xy—A"D,=0

représente une conique Gy, projection, sur le plan 2oy, de la sec-
tion G de la quadrique par le plan diamétral P.
Cette conique admet un centre unique, car on a

ag —b'2=A"A,

et, par hypothése, A” et A ne sont pas nuls.
Plusieurs cas peuvent se présenter.

1° La courbe C, est une ellipse réelle. — Prenons dans la sec-
tion C, qui est elle-méme une ellipse réelle, deux diamétres conju-
gués 0A, 0B ; ils seront réels et formeront avec 0z un systéme
de trois diamétres conjugués.

Si 0% est un diamétre réel, la quadrique est un ellipsoide réel.

Si 0% est un diamétre imaginaire, la quadrique est un hyper-
boloide & une nappe.

2° La courbe C, est une ellipse imaginaire.— Prenons dans la sec-
tion G, qui est elle-méme une ellipse imaginaire, deux diamétres
conjngués oA, 0B ils seront imaginaires et formeront avec 0%
un systéme de trois diameétres conjugués.

Si 0% est un diamétre réel, la quadrique est un hyperboloide &

eux nappes.

Si 0% est un diamétre imaginaire, la quadrique est un ellipsoide

imaginaire.

8° La courbe C, est une hyperbole. — Prenons dans la sectionC,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DISCUSSION DE L’EQUATION D'UNE QUADRIQUE 325

qui est elie-méme une hyperbole, deux diamétres conjugués
0A, 0B; ilsserontl'unréel, I'autre imaginaire, et formeront avec
0% un systéme de trois diamélres conjugués.

Si 0% est un diamétre réel, la quadrique est un hyperboloide 4
une nappe.

Si 0z est un diamétre imaginaire, la quadrique est un hyperbo-
loide & deux nappes.

Remarque. — On voit que I'on est ramené a chercher si le
diamétre 0z est réel ou imaginaire, c'est-a-dire 4 examiner le
signe de — A"D,, car pour £ =y =20, I'équation (3) donne

A"z=+ \/— A"D,.

Deuxiéme cas. — L'un, au moins, des coefficients A, A', A" est
nul. — Supposons A" =0 ; I'équation de la quadrique, rapportée
a son centre, est

2(By+B'z)z+Ax2+A'y2 4 2B"zy+4-D, =0,

et celle du céne asymptote est

2(By+Bzrz)s+Ax2{-A'y24-2B"2y=0.

Ce cdne est un véritable cone, car i! contient l'axe 0%; la qua-
drique est donc un des deux hyperboloides.

Si cette quadrique est un hyperboloide & une nappe, on pourra
placer sur la surface deux droites réelles paralléles d'axe 0% ; ces
droites seront imaginaires, sila quadrique est un hyperboloide &
deux nappes.

Les équations d’'une droite paralléle 4 0% sont

r=u y=_8;

et la cote du point ol elle rencontre la surface est donnée par
I'équation

2(Bp-B'a)s-+-Aa? 4 A'f2 4 2B'0g 4 D, =0.

Pour que la droite soit située sur la surface, il faut et il suffit
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que l'égqualion précédente soit vérifie quel que soi* z, c’est-a-
dire que l'on ait

B+ Ba=0 Aa®-A'g2}2B"2+D,=0;

B B2D,

p:——d ot =— ¢

B AB2 }A'B2—2BBB’

La quadrique est un hyperboloide & une nappe siI'expression de
a® est positive, et un hyperboloide & deux nappes si cette expres-
sion est négative.

Quadriques de la deuxiéme classe.

La quadrique est un des deux paraboloides ; 'un au moins des
plans de coordonnées n’étant pas paralléle a l'axe, coupera l2
surface suivant une conique n’'appartenant pas au genre para-
bole.

La quadrique sera un paraboloide elliptique si cette section est
du genre ellipse.

La quadrique sera un paraboloide hyperbolique si cette section
est du genre hyperbole.

Quadriques de la troisiéme classe.
La quadrique est un cylindre elliptique ou hyperbolique ; T'un au

moins des plans de coordonnées n’étant pas paralléle a I'axe, la
seclion du eylindre par ce plan déterminera sa nature.

Quadriques de la quatriéme classe.

La quadrique est un ¢ylindre parabolique.

Quadriques de la cinquiéme classe.

La quadrique se compose de deux plans paralléles qui peuvent
ttre réels et distinets, confondus ou imaginaires. L'un au moins
des trois axes de coordonnées n’étant pas paralléle au plan des
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centres, la section de la surface par cet axe déterminera complé-
tement sa nature.

237. Nous allons maintenant indiquer rapidement la marche a
suivre pour déterminer la nature d'une quadrique représcntée
par une équation résolue par rapport 4 'une des variables.

Si I’équation renferme les carrés des trois variables, elle sera
de la forme

s=az+py+y+ Vae oy 4 2bay +2de 4 2ey -+ .

Le plan P ayant pour équation

z=oaz-+py+v
est un plan diamélral conjugué des cordes paralléles a 0z.
L’équation
Yz, y)=ax2-+cy2 4 2bxy+2dx+2ey+f=0

représente une conique C,, projection sur le plan zoy, de la
section de la quadrique par le plan diamétral P.
Plusieurs cas peuvent se présenter.

1° Cy est une conique d centre. — La quadrique appartient a la
premiére classe ; pour déterminer sa nalure, on cherchera si le
diamétre paralléle a 0z est réel ou imaginaire.

Les équations de ce diamétre sont

\|¢:=0 q/y=0.

Remarque. — Quand la conique C, se compose de deux droites
qui se coupent, réelles ou imaginaires, Ja quadrique est un cone
ou se réduit 4 un point. Pour décider la question, on coupe la
surface par un plan paralléle au plan P et I'on examine si cette
section est réelle ou imaginaire.

2° La conique C, est une parabole. — La quadrique est un para-
boloide ; la section par un des plans de coordonnées zox, 20y
déterminera sa nature.

82 La conique C, se compose de deux droites paralléles.— La qua=
drique est un cylindre elliptique ou hyperbolique ; la section par
un des plans de courdonnées 30z, 20y délerminera sa nature.
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4° La conique C, se compose d'une seule droite. — La qua-
drique est un cylindre parabolique.

5° La fonction § se réduit a une constante. — La quadrique est
formée de deux plans paralléles qui sont réels et distincts,
confondus ou imaginaires, suivant que cette constante est posi-
tive, nulle ou négative.

238. Supposons maintenant que I’équation ne renferme pas le
carré de la variable z, par exemple, elle sera de la forme

@ f(z,y)

= ——

P '

f(z, y) étant une fonction du second degré des variables « et y,
et P une fonction du premier degré des mémes variables.
L’équation
f(z, y)=0

représente un cylindre dont les génératrices sont paralléles & 0%
et dont la trace sur le plan xoy est une conique C située sur la
quadrique.

Le plan P coupe ce cylindre suivant deux droites D, D' paral-
léles a 0z et situées sur la quadrique.

Si la trace L du plan P sur le plan zoy coupe la conique C en
deux points réels, la quadrique admet deux génératrices recti~
lignes réelles et parallcles; elle est un hyperboloide & une nappe.

Si la trace L touche la conique G, la quadrique est un cine.

Si la trace L ne coupe pas la conique C, la quadrique est un
hyperboloide & deux nappes.

Si la trace L coupe la conique C en deux points dont 'un est
rejeté a l'infini, la quadrique est un paraboloide hyperbolique.

En effet, la fonction f est alors de la forme aPQ 4 0RR +¢ et
I'équation (4) devient

P(z—aQ)=0bR-tec.

P, Q, R désignent des fonctions du premier degré et a, b, ¢
des constantes.

Si la droite L est une asymptote de la conique G, la quadrique
est un cylindre hyperbolique.
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En effet, la fonction f est alors de la forme a PQ ¢ et I'équa-
tion {4) devient
P(z—aQ)=c.

Enfin, si la trace L fait partie de la conique C, la quadrique so
compose de deux plans sécants.
En effet, la fonclion f est alors de la torme aP(), et I'équa-
tion (4) devient
P(zs—aQ)=0.

1l reste & examiner le cas ol, P se réduisaut 4 une constante,
'équation de la quadrique est de la forme

s=f[(z, y).

Cette équation prendra l'une des formes suivantes :

s=Q2+R*4-h
2=0Q2—R24-h
2=Q24+R +h

suivant que la conique C sera du genre ellipse, du genre hyper-
bole ou du genre parabole.

Dans le premier cas, la quadrique est un paraboloide ellip-
tique.

Dans le deuxiéme cas, la quadrique est un paraboloide hyper-
bolique. :

Dans le troisiéme cas, la quadrique est un cylindre varabo-
lique.
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CHAPITRE II

DETERMINATION DES QUADRIQUES.

239. On appelle paramétres les constantes qui déterminent la
grandeur et la position d’une surface.

Les parameétres de grandeur sont les constantes qui détermi-
nent les dimensions de la surface, et les paramétres de position
celles qui fixent sa position dans I'espace.

Pour une surface quelconque Z, le nombre des paramétres de
position est égal a six.

En effet, soient o'x', 0'y’, o' %" trois axes qui sont connus quand
a surface 3 est connue ; pour {ixer la posilion de cette surface
dans l’espace, il suffira de fixer celles des axes o'2’, 0'y’, 0'% par
rapport 4 trois autres axes rectangulaires oz, oy, 0% tracés dans
I'espace. Or, pour cela, il suffit de connaitre siz constantes : sa-
voir, les coordonnées de I'origine o' et les trois angles d'Euler (19).

De ce qui précéde il résulte que, si ’équation d’une surface
rapportée 4 des axes quelconques contient p paramétres arbi-
traires, le nombre des paramétres de grandeur sera p — 6.

Remarque. — Il y a exception quand la surface Z est de révo-
Iution ; le nombre des paramétres de position se réduit alors a
cing. En effet, pour fixer la position de la surface, il suffit elors
de connaitre, par rapport aux axes ox, 0y, 0%, la direction de
I'axe de révolution et un point de cet axe qui soit connu quand la
surface est connue.

Cette exception tient & ce qu'une surface de révolution ne
cesse pas de coincider avec elle-méme quand on la fait tourner
autour de I'axe de révolution.

Il en est de m&me quand la surface est un cylindre ; parce que
cette surface ne cesse pas de coincider avec elle-méme quand
on la transporte le long d'une de ses génératrices.

Quand la surface est une sphére, le nombre des paramétres de
position se réduit & frois, cela tient 4 ce qu'une sphére ne cesse
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pas de coincider avec elle-méme quand on la fait tourner autour
de son centre.

240. Nous allons considérer en particulier les quadriques; leur
équation la plus générale contient dix coefficients et, par consé-
quent, neuf paramétres. En eflet, on peut diviser les deux mem-
hres de I'équation par I'un des coefficients.

Cherchons le nombre de conditions simples nécessaires pour
déterminer les quadriques des différentes classes.

Quadriques de la premiére classe. — Il faut neuf conditions
simples pour les déterminer ; cependant, quand la quadrique est
un edne, huit conditions suffisent, car on a alors H=0.

Quadriques de la deuxiéme classe. — Il faut huit conditions
simples pour les déterminer, car A est nul.

Quadriques de la troisiéme classe. — Il faut sept conditions
simplas pour les déterminer, car A et H sont nuls.

Quadriques de la quatriéme classe. — II faut siz conditions
simples pour les déterminer, car les trois plans du centre étant
paralléles on a les trois relations

B'B" B"B BB
———:0 e —— ”——:O,
A B A 5 0 Al B

Quadriques de la cinquiéme classe.— Il faut quatre conditions
simples pour les déterminer, car les trois plans du centre étant
confondus, on a les cing relations

B'B" B'B BB'

- r,_____
B 0 A 5 =0 A 57 0

BC=B'C=B"C.

A

Enfin il faut sept conditions simples pour déterminer une qua-
drique de révolution, car on a alors deux relations entre les coei-
ficients de I’équation générale du second degré a trois variables.

241. 1l est important de savoir trouver le nombre des condi-
tions simples auxquelles équivautla connaissance d’un point, d’'un
plan, d’'une droite ou de toute autre hgne ou surface liés a une
surface donnée. .
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Considérons d’abord le cas ol I'on donne un point ou un plan,
c'est-a-dire des éléments dont on fixe 1a position dans I'espace 4
'aide de trois parametres ; la régle suivante permettra de résou-
dre facilement la question proposée.

Régle. — La connaissance d'un point ou d'un plan donne une
condition triple si, la surface étant supposée tracée, le point ou le
plan sont complétement déterminés ; elle donne une condition double
ou une condition simple quand, la surface étant supposée tracée, il
faut encore une ou deux conditions pour déterminer le point ou le
plan.

En effet, dans le premier cas, il y a trois relations entre les pa-
ramétres de la surface et les constantes qui déterminent le point
ou le plan; dans le deuxiéme cas, il y a deux relations, et, dans
le troisiéme cas, une seule relation entre ces constantes et ces
paramétres.

En appliquant cette régle, on voit immédiatement qu’on assu-
jettit une quadrique a une condition triple, en donnant I'un des
éléments suivants : Le centre, un sommet, un plan principal, un
plan tangent au sommet.

OnI’assujettit 4 une condition double en donnant un point situé
sur une section principale ou sur une section circulaire diamétrale,
ou encore en donnant un plan asymptote.

On Y'assujettit & une condition simple en donnant un point de
la surface ou un plan tangent.

Remarque. — La connaissance d'un plan tangent et du point
de contact équivaut & une condition triple, car cela revient &
donner trois points de la quadrique et & supposer que ces trois
points se confondent ensuite en un seul.

On peut le voir encore en prenant le point de contact pour
origine et le plan tangent pour plan des zoy; I'équation de la
quadrique est alors

Az? } A2+ A"z2 - 2Byz1-2B'zz +2B" xy +2C"z=0.

Elle ne contient que sixz paramétres arbitraires; elle est donc
assujettie a trois conditions.

Considérons maintenant le cas ou I'on donne une droite liée &
une surface; la détermination de la droile dépendant de quatre
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paramétres, sa connaissance équivaudra & quatre, trois, deux ou
une condilions. On distinguera ces différents cas en appliquant la
régle suivante :

Régle. — La connaissance d’une droite donne une condition
quadruple si, la surface étant supposée tracée, la droite est comple-
tement déterminée; elle donne une condition triple, double ou
sifiple quand, la surface étant supposée tracée, il faut encore une,
deux ou trois conditions pour déterminer la droite.

Ainsi on assujettit une quadrique a une con lition quadruple en
donnant un axe de symétric en position; on I'assujettit & une con-
dition triple en donnant une génératrice du cone asympiote; on
I'assujettit 4 une condition double en donnant un diaméire quel-
conque ; enfin on l'assujettit & une condition simple en donnant
une droite tangente & la quadrique.

D’une maniere plus générale, considérons une courbe C ou
une surface U dont la détermination dépend de p parametres ;
cette courbe ou cette surface étant lides a une surface Z, pour
savoir le nombre des conditions auxquelles Z est assujettie, on
appliquera la régle suivante : '

Régle. — La connaissance de la courbe C ou de la surface U
donne une condition d’ordre p, si, la surface 2 étant supposée tra=
cée, la courbe G ou la surface U sont complétement déterminées;
elle donne une condition d’ordre p—r, si, la surface = étant sup-
posée tracée, il faut encore r conditions pour déterminer la courbe
C ou la surface U.

En appliquant cette régle, on voit qu'on assujettit une qua-
drique & huit conditions, en donnant I'un des éléments suivants:
« Le cone asymptote, une section principale. »

On l'assujettit & quatre conditions en donnant la sphére de

Monge ; & cinq conditions en donnant le cone des directions
asymptotiques.

Remarque. — Quand on donne simultanément des points, des
lignes ou des surfaces liés 4 une autre surface, il ne faut pas
toujours, pour avoir le nombre total des conditions imposées a
la surface, additionner le nombre de celles que ces éléments im-
posent lorsqu’on lcs considére isolément ; le résultat ainsi obtenu
n’est exact qu'autant que ces ¢léments n'ont entre eux aucune
relation, '
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Par exemp’le, dans le cas des quadriques, la connaissance de
deux sommels équivaut 4 siz conditions.

Au contraire, la connaissance du centre et d'un axe de symétrie
équivaut a c¢ing conditions ; car le centre et un axe de symetrie
ne sont pas des éléments indépendants, puisque l'axe passant
par le centre, il suffit de donner sa direction pour le déterminer.

242. Pour connaitre le nombre des conditions simples aux-
quelles équivaut la connaissance d’un point, d’un plan, d’une
ligne ou d'une surface liés & une quadrique, on peut encore pro-
céder de la maniére suivante :

On cherche I'équation générale des quadriques satisfaisant
aux conditions données, et I'on retranche de neuf le nombre des
parametres contenus dans cette équation générale.

Ainsi, par exemple, la connaissance de trois diamétres conju-
gués en position équivaut & siz conditions; car, en prenant ces
droites pour axes de cocrdonnées, 'équation de la quadrique est

A2+ Ay2 L A2 D=0,

elle contient frois paramétres arbitraires.

La connaissance d’'une section plane équivaut a cing condi-
tions ; en effet, si'on prend le plan de cette section pour plan
des zy, ses équations seront

=0 Az} A'y2}2B'zy-+2Cz+2Cy+D=0.

La section étant donnée, les rapports de cinq des coeflicients
A, A, B, C, O, D au sixiéme sont connus.

243. Pour terminer, nous allons chercher a combien de condi-
tions simples équivaut la connaissance d'une droite située sur
une surface d’ordre m.

Si, entre les équations

r=az+p Yy=bztyq

de la droite et celle de la surface, on élimine x et y, on obtiendra,
pour déterminer les cotes des points de rencontre, une équation
d’ordre m, qui devra étre identique. La surface est donc assu-
jeitie am -1 conditions.

Dans le cas des quadriques, la connaissance d'une droite située
sur la surface équivaut a une condition ¢riple.
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La connaissance de deux droites d'un méme systéme équivaut
a siz conditions.

La connaissance de deux droites de systémes différents équi-
vaut a cing conditions; en effet, la droite du systéme X donne
trois conditions, mais la droite du systéme w n’en donne pius
que deux, car elle a déja en commun avec la quadrique le point
ou elle rencontre la droite du systéme A.

La connaissance de trois droites d'un méme systéme équivaut
a neuf conditions ; la quadrique est déterminée.

La connaissance de trois droites dont deux apparliennent au
systeme A et la troisitme au sysiéme u équivaut a sept condi-
lions. En effet, les droites du systéme X donnent chacune Lrois
conditions ; mais la droite du systéme ¢ n’en donne plus qu'une
seule, car elle a déja en commun avec la quadrique les deux
points ou elle rencoutre respectivement les droites du sysléme .

Enfin la connaissance de quatre droites, dont deux appartien-
nent au systéme A et les deux autres au sysléme g, équivaul &
huit conditions, En effet, les deux droites du systéme A donnent
six conditions ; mais chacune des droites du systéme p n’en
donne qu'une seule, car ces droiles rencontrent les deux pre-
miéres.

244. Nous allons maintenant faire connaitre quelques théorémes concernant
Jes quadriques assujetties a passer par des points donnés.

Théoréme I. — Par neuf points on peut faire passer une quadrique et une
seule, pourvu que les neuf points ne solent pas situcs sur la courbe d'inter-
seclion de deux quadriques.

Soient, d'une maniére générale, (2;, ¥, %;)les coordonnées d’un quelconque
des neuf points donnés; pour qu'une quadrique ayant pour équation
(1) Aa* - A'y*+ A" 2Byz2-}-2B'z22 - 2B"xy
+2Cx}-2C'y+42C"2++D=0

passe par ces neuf points, il faut et il suffit qu'on puisse satisfaire aux neuf
équations obtenues en remplagant i par les neuf premiers nombres enticrs,
dans la relation

@ Az;+A'y; A"+ 2By 2+ 2B 52 2By,
+2Cz;+2C'y; +2C"z;+D=0."

On a vu en Algebre que ces neuf éguations homogénes el du premier degré
par rapport aux dir inconnues A, A', A", B, B', B", C, C', C", D ne sont
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iamais incompalibles ; elles admellent toujours une solution dans laquelle .
toutes les inconnues ne sont pas nulles.

Cependant, pour pouvoir conclure de la que, par neuf points donnés, on
peut faire passer au moins une quadrique, il faut encore montrer que, dans
aucun cas, il n’y a nécessité, pour satisfaire aux équations (2), de donner
simultanément 1a valeur zéro aux six inconnues A, A', A", B, B, B”; car, s'il
en était ainsi, I'équalion (1) ne scrait plus du second degré.

D’abord, si l'on peut satisfaire aux équations (2) en prenant a la fois
A=A'=A"=B =DB'=DB"=0, ces équations se réduiront a

2Cx;+2C'y;+2C"%;+D=0 (i=1,2,3 45,6, 7,8, 9);
2 i ()

les neuf poinls devraient donc élre situés sur un méme plan P.

Mais, dans ce cas, les équations (2) admetiroot encore une infinitd d’autres
solulions dans lesquelles les inconnues A, A’, A", B, B!, B" ne seront plus
nulles & la fois; en effct, en associant au plan P un autre plan quelconque,
on obtiendra une infinilé de quadriques passant par les neuf points.

On voit donc que le probléme ne sera jamais impossible; nous allons
chercher dans quelles conditions il aura plusicurs solulions.

Si le probléme a plusieurs solutions, on ppurra, par les neuf points donnés,
faire passer gu moins deux quadriques distinctes U, V. Les neuf points don-
nés seront donc situés sur la courbe d'intersection des deux guadriques.

Dans ce cas, le probléme est indéterminé, car 1’équation

WU4uV=0

représente une infinité de quadriques passant par les neuf points donnés (207)

Théoréme II. — Par huit points donnés on peut faire passer une infinité
de quadriques ; elles ont en commun une courbe gauche du quatriéme ordre.

En effet, en exprimant que la quadrique passe par les huit points donnés,
on a, entre les coefficients de I'équalion (1) huit relalions linéaires et homo-
genes; huit de ces cosfficients sont done des fonclions linéaires et homo-
genes de dcux d'entre eux que nous désignerons par A et p, ¢’est-a-dire des
fonclions de la forme a) -} bp.

L’équation (1) devient done

6)) AU+ pV =0,

U, V élant des fonctions du second degré des coordonnées z, y, z.

Les quadriques ayant pour équations U =0, V=0 passent par les huit
points donnés, car on obtient ces équations en posant p=0 ou A =0 dans
I'équation (3).

On voit que les huit points donnés sont situés sur unc courbe gauche du
qualritme ordre par laquelle passent toutes les quadriques définies par
Iéquation (3).

Remarque. — Le raisonncment précédent suppose que les huit équations
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oblenues en exprimant que la quadrique passe par les huit points donnés
sont distinctes. Si ces équalions se réduiscnt a sept, elles donnent pour sept
des cocfllicicnts de ’équation (1) des valeurs qui sont des fonctions linéuires
el homogénes de trois d'entre eux que nous désignerons par X; p el v, c'esi-
a-dire des fonctions de la forme ad—-bpu 4 c¢v.

L’équation (1) devicenl alors

) AU -V v W =0,

U, V, W élant des fonclions du second degré des coordonnées z, ¥, 2.

Les quadriques ayant pour équations U =0, V =0, W =0 passent encore
par les huit points donnés, car on les déduit de 1'équation (4) en parlicula-
risant les constantes ), p, v.

Les huit points donnés sont donc alors les poinls d’intersection de irois
quadriques ne se coupant pas suivant la méwe courbe gauche du quatricie
ordre.

Théoréme III. — Toutes les quadriques passant par sept points ont en com-
mun un huitiéme point. (Lamé.)

En effet on a alors, entre les coefficients de 1’équation (1), sept relations
linéaires et homogénes ; sept de ces coelficicnls sont donc des fonctions
linéaires et homogenes de trois d’entre eux que nous désignerons par A, g, v,
c’est-a-dire des fonclions de la forme a) - bp - ev.

L’équation (1) devient donc

(5) AWV yW =0,

U, V, W étant des fonctions du second degré des coordonnées =z, y, z.

L.es quadriques ayant pour équations U=0, V=0, W =0 passenl par
les sept poinls donnés ; comme elles ont un huitieme point commun, le théo-
reme est démontré.

Remarque. — Le raisonnement précédent suppose que les sept équalions
de condition sont dislinctes. Si ces équalions se réduisent a six, elles don-
nent pour six des coefficients de I'équation (1) des valeurs qui sont des fone-
tions linéaires el homogenes de quatre d'entre eux que nous désignerons par
35 Wy v, 0, C'est-a-dire des fonctions de la forme el bp+-cv+ dop.

L'équation (1) devient alors

{6) ).U—l—pV—{-v\V—l—-fL:O.

Cherchons quelle est, dans ce cas, la disposition des sept points donnés
-que nous désignerons par des numéros d'ordre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Par les points 1, 2, 3 faisons passer une conique G sur laquelle nous pren-
drons deux points M, M'. En exprimant que les coordonnées de ces poinis
salisfont a ’équation (G), on obtiendra deux relations de la forme

A=av+pe
p=o'v+p8'p
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et I'équation (0) deviendra
U veU+odV+W)+p(BU+§V+L)=0

Si I'on fait varier les paramétres v, p, ’équation (7) représentera une infinité
de quadriques passant par la conique C et par les points 4, 5, 6, 7; ces
quatre derniers points sont donc dans un méme plan P (207).

En remplagant la conique C par une conique passant par les points 1, 2, 4,
puis par une conique passant par les points 1, 4, 5, on verra que lcs points
3, 5, 6, 7 sont dans un méme plan Q, et les poinls 2, 3, G, 7 dans un méme
plan R.

Les trois plans P, Q, R ayant deux a deux trois points communs se con-
fondent ; donc sixz des sept points donnés doivent Clre situés dans un méme
plan P.

Si ces six points 2, 3, 4, 5, G, 7 ne sonl pas sur une méme conique, la
quadrique se composera du plan P et d’'un plan quelconque passant par le
seplieme point 1; son équation contiendra deuxr parameires arbitraires et
rentrera dans la forme (5). Les sept relations de condilion seront distinctes.

Si ces six points sont sur une méme conique, la quadrique devant passer
par celte conique et par le point 1 sera assujetlie a siz conditions; son
équation contiendra #rois parametres arbilraires et rentrera dans la forme (6).
Dans ce dernier cas, les sept relations de condition ne seront plus distinctes.

Corollaire. — L'dquation générale des quadriques passant par sept points
donnés est

{5) AU pVvyW=0,

U, V, W reprédsentant les premiers membres des équations de trois quadriques
particuliéres passant par ces sept points.

Soit en effet A une quadrique quelconque passant par les sept poinls; en
profant de 'indétermination des paramatres ), ., v,0n pourra assujettir 'une
des quadriques représentées par I'équation (5) & passer par deux points M, M’
pris arbitrairement sur A. Si B désigne cetle quadrique particuliére, les deux
quadriques A et B se confondront, car elles auront neuf points communs; de
plus, ces points ne seront pas situés sur une méme courbe gauche du qua-
triéme ordre, puisque les points M, M' ont été pris arbitrairement sur A.

Remarque 1. — L’équation () représente aussi ’équation générale des

quadriques passant par les points communs a trois quadriques données
u, Vv, w,

Remarque II. — Le corollaire précédent suppose que six des sept points
donnés ne sont pas silués sur une méme conique.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE III

EQUATIONS GENERALES DES QUADRIQUES SATISFAISANT
A CERTAINES CONDITIONS

245. Nous rappellerons d’abord que ’équation générale des
quadriques passant par l'intersection de deux quadriques données
U, Vest (207)

AU+ pV=0.

Quadriques passant par une conique et une droite.

Lemme. — Quand une droite et une conique sont siluées sur
une veritable quadrique, la droite rencontre la conique.

En effet, supposons d’abord que la droite D ne soit pas paral-
léle au plan P de la conique C, elle le rencontrera en un point A ;
ce point est situé sur la conique, car, s’il en était autrement,
toute droite menée dans le plan P par le point A, rencontrerait
la conique C en deux points B, B', et la quadrique en trois points
A, B, B'.

Supposons maintenant que la droite soit parallele au plan de
la conique; le plan P et le plan parallele mené par la droite D
couperont la quadrique suivant des courbes homothéliques ; la
droite D sera dongc paralléle & I'une des asymptotes de la conique
G, et des lors elle rencontrera cette courbe en un point rejeté a
Pinfini.

De ce lemme, il résulte qu'une quadrique qui doit passer par
une conique C et une droite D est assujettie a sept conditions,

Soient P=0, Q=0 les équations de la droite D et R=0
I'équation du plan R de la conique C; P, Q, R désignent trois
fonctions linéaires des coordonnées «, y; . Le plan R et un plan
quelconque passant par D représentent une premieére quadrique
passant par la conique C et la droite D; son équation est

(aP+bQ)R=0.
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Le cylindre ayant pour directrice la conique C et dont les
génératrices sont paralleles a D est une deuxiéme quadrique
satisfaisant aux conditions proposées; si f=0 est I'équaiion
de ce cylindre, I'équation générale des quadriques passant par
la conique G et par la droite D sera

f+(@P+0Q)R=0.

Remarque I. — Dans la pratique, on prend ordinairement la
droite D pour axe des z et le plan R de la coniyue pour plan des
zy, I'équation précédente devient alors

Ar2}-Cy24-2Bxy+ 2Dz 2Ey 4 (ax - by)z=0.

Remarque II. — On assujettit une quadrique a neuf condi-
tions en donnant une conique et deux droites situées sur cette
surface. En effet, la donnée d’une conique située sur la surlace
équivaut a cing conditions et la donunée de chacune des deux
droites & deux conditions, puisque ces droites rencontrent la
conique.

Examinons en particulier le cas ol les deux droites D et D’
rencontrent la conique au méme point A. Dans ce cas, il n'est
pas toujours possible de faire passer une wvérituble guadrique
par la conique et les deux droites ; il faut pour cela que les deux
droites D, D' et la tangente AT au point A de la conique C soient
dans un méme plan.

En effet, le plan DAD' touchant la quadrique au point A doit
contenir la tangente AT,

La conique et la droite D donnent sept conditions, mais la
droite D' n’en donne plus qu'une seule, car, comme elle passe par
e point A et se trouve dans le plan DAT, il suffira d’exprimer
qu'un de ses points est sur la quadrigue.

La quadrique, qui doit passer par la conique C et les droites D,
D', est donc, dans ce cas particulier, assujeltie & huit conditions

Quadriques passant par deux coniques données.
246. Lemme. — Pour que, par deux coniques situées dans des

plans différents, on puisse faire passer une quadrique, il faut et il
suffit que ces deux coniques aient deux points communs.
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1° La condition est mécessaire. — Soient, en effet, G, C' deux
coniques situées sur une gnadrigne ; si les plans de ces denx
courbes ne sont pas paralleles, leur interseclion percera la sur-
face en deux points A, B qui appartiendront aux coniqes G, C'.

St les plans des deux cenigues sont paralléles, ces denx
courbes seront homothéliques et ponrront étre considérées
comme se coupant en deux points rejetés a I'infini.

2° La condition est suffisante. — Nous allons démontrer que,
par deux coniques situées duns des plans différents et se conpaut
en deux points A, B, on peut faire passer uue infiuilé de qua-
drigues.

En effet, si, sur chacune des deux coniques on prend trois
points, ils formeront avec les deux points A, B un gronpe de
huit points par lesquels on pourra faire passer une inlinité de
quadriques dont équation généiale contiendra un paramétre
arbitraire. Toutes ces quadrijues passeront par les deux co-
niques données, car elles auront avec chacune d’elles cing points
communs.

Dans Ja pratique, on prend ordinairement les plans des deux
coniques données pour deux des plans de coordonnées zox, yor;
I’équation générale des ¢nadriques pussant par ces derx co-
niques s’obtiendra en cousidérant B comme un parameétre arbi-
traire et les autres coeflicieuts comme connus dans I'équalion

Ax2+A'y? L A"22+ 2Byz -+ 2B'zx - 2B"xy
+2Czx+2Cy+42C"24+D=0.

En effet, si, dans cette équation on pose successivement y==0,
puis 2=0, on obtient deux éyuations qui représ ntent deux co-
niques déterminécs, situées I'une dans le plan zoz, l'aulre dans
le plan yox et coupant 'axe des £ aux mémes points.

Quadriques doublement tangentes.

247. Lemme. — Si deux quadriques se touchent en deux points
a, b non situés sur une droite co nmune aux deux surfaces, elles se
coupent suivant deux courbes planes.

En effet, soit ¢ un troisiéme point commun aux deux qua-
driques ; le plan cab coupera ces surfaces suivant des couiques
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ayant trois points communs a, b, ¢ et les mémes tangentes
aux deux points a, b, c’est-a-dire suivant la méme conique. La
courbe d’intersection des deux quadriques étant formée d'une
premiére courbe plane, se compose de deux courbes planes.

La démonstration précédente suppose que les plans tangents
en a et en b ne se coupent pas suivant la droite ab, ou que la
droite ab n’est pas située sur les deux quadriques.

Dans ce cas, l'intersection des deux surfaces se compose de la
droite ab et d’'une courbe gauche du troisieme ordre, que l'on
appelle cubique gauche.

Réciproquement, si deux quadriques se coupent suivant deux
courbes planes, elles sont doublement tangentes.

En effet, soient @, b les deux points communs a ces courhes
planes (246), et (at, at'), (bs, bs') les tangentes respectives a
ces courbes ; les plans {atf', sbs' toucheront les deux quadriques
aux points a et b.

Ce lemme étant démontré, soit U=0 I'’équation d’'une des
quadriques ; une autre quadrique la touchant en deux points la
coupera suivant deux courbes planes. Si P=0, Q=0 repré-
sentent les équations des plans de ces deux courbes, 'équation
générale des quadriques doublement tangentes a U sera

U4 3PQ=0,
les équations de la corde de contact étant

P=0 Q=0.

Quadriques touchant deux plans donnés en deux points
donnés.

248. Soient « =0, =0 les équations des deux plans donnés
A, B que les quadriques doivent toucher aux points a, b ; soient
de plus y=0, §=0 les équations de la droite ab.

Les deux plans A, B et deux plans quelconques passant par ab
formeront deux quadriques particuliéres touchant les plans don-
nés en a et en b; I'équation générale des quadriques jouissant
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de la méme propriété est donc )
X
«f +iy24-2py8+ve2=0.

Remarque. — Dans la pratique, il est souvent avantageux de
prendre la corde de contact ab pour axe des z, son milieu 0
pour origine, une paralléle & l'intersection D des deux plans
tangents donnés pour axe des y et pour axe des £ une droile
quelconque oG située dans le plan passant
par D et par le point o. .

Posons ab=2c, 0C=a, les équations 7
des plans tangents donnés seront @

X /4
Tr% _1=0
a—I_C
T_E_1—o,
a c

et 'équation générale des quadriques qui
les touchent aux points a, b sera

Fig. 48

(24+2-1) (B—E—1)+r02+ 20y + v =0,

Quadriques inscrites ou circonscrites.

249. Lemme. — Quand deux quadriques se touchent en trois
points, a, b, ¢, elles se raccordent généralement en tous les points
d’'une courbe plane.

En effet, le plan abc coupe les deux quadriques suivant dos
coniques qui se touchent aux points a, b, ¢ et, par suite, se con-
fondent. Maintenant, les deux quadriques n’ont pas de points
communs en dehors du plan abc; car, si elles avaient un point
commun d en dehors de ce plan, chacun’des plans dab, dbe,
dca les couperait suivant la méme conique.

L'intersection des deux quadriques se composerait donc de
quatre coniques.

Cela posé, soient U=0, V=0 1les équations des deux qua-
driques et P=0 celle du plan abc; puisque, par l'intersection
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de ces quadriques, on peut faire passer un plan double abe, on
aura identiquement
AW—vV="Ppe

pour une valeur convenablement choisie de .

Les équations de deux quadriques se touchant en trois points
a,b,c seront donc

U=0 et AU—P2=0.
Sur la conique G qui leur est commune dans le plan abe, pre-

t,
que devient la fonection P quand on y remplace X, Y, Z, T par
z,y,%t; les équations des plans tangents aux deux quadr.ques
au point m seront respectivement

. Ty z .
nons un point quelconque m <— ‘t/, {>, el representons par p ce

XU, YU, +ZU, + TU, =0
A (XU, +YU, 4 ZU, - TU;) —2Pp=0.

Ces deux équations représentent le méme plan, car p est nul;
les deux quadriques se touchent donc en tous les points de la
conique C.

Quand deux quadriques se touchent en tous les points d'une
courbe qui, d’aprés ce que ’on vient de voir, est nécessairement
plane, on dil qu’elles sont circonscrites ou inscrites I'une a l'autre.

L’éqnation générale des quadriques circonscrites ou inscrites

a une quadrique donnée U est
AU —P2=0;
P = 0 représentant le plan de la courbe de contact.

Siunseul des cotés du triangle ab ¢ est commun aux deux qua-
driques, la conique de raccor.lement G se compose de la droite
ab et d’'une droite passant par le point ¢. Le plan P touche la
quadrique U.

Le lemme et ses conséquences ne subsistent plus si deux cotés
ab, ac du triangle abc¢ sont communs aux quadriques, ou si les
points a, b, ¢ sont en ligne droite.

Dans le premier cas, les quadriques se coupent suivant les
droites a b, ac et une conique passant par les points b, c.

Dans le second, elles se touchent en tous les points de la
droiteabe
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ReMARQUE. — Soit V une quadrique inscrile dans une quadrique U, les
coniques, inlerscction des deux surfaces par un plan Q se toucheront aux -
pui its ol ce plan rencontre leur courbe de contact.

Si le plan Q touche V en un ombilic, il coupera U suivant une conique
ayant cet ombilic pour foyer et pour direcirice la trace du plan Q sur le
plan de la courbe de contact.

Si la surface V est une sphere, chaque plan tangent coupera U suivant
une conique ayant pour foyer le point de contact du plan avec la sphére.

Dans ce cas, la quadrique U est de révolution.

Cones et cylindres circonscrits 4 une quadrigque.
250. CGone circonscrit. — Soient

f(z,y,2)= 0
I'équation de la quadrique et x, ¥o, % les coordonnées du som-~
met S d'un cone qui lui est circonserit.

Sur la courbe de contact des deux surlaces, prenons un point
quelconque M (z,y,2); I'équation du plan touchant la quadrique
en ce point sera

: X[, Yf, + 21,1, =0.

Ce plan touchant également le cone passera par son sommet S,
et 'on aura la relation

zof 7+ yof, 2o, +1,=0,

gne 'on peut écrire de la maniére suivante :

af, +yf, +af, 4T, =0.

Quand on regarde z,y, s comme des coordonnées courantes,
cette équation représente le plan polaire du point S.

Ainsi, la courbe de contact d’une quadrique et d’un cone cir-
con=crit coincide avee l'intersection de la quadrique par le plan
polaire du sommet du céne.

Cela posé, I'équation générale des quadriques touchant la qua-
drigne donnée en tous les points de son intersection par le plan
polaire du point S, est

2@ y,5)—(=f, +yf, -+l +1, ) =0.

Comme une seule de ces surfaces passe par le point S, si I'on
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détermine A de maniére que I'égnation précédente soit vérifiée
par les coordonnées du point S, elle représentera le cdne circon-
scrit & la quadrique. On obtient ainsi la relation

A=4f (o, Yo, %0);

'I'équation du cone circonscrit est done

41 (o, Yo, %0) (2, 9y 2)= (2f, + yf, +2f;, 41, )

Cylindre circonscrit. — Soient «, £, vy les coefficients qui
définissent la direction D des génératrices du cylindre circon-
scrit. En exprimant que le plan touchant la quadrique au point
M (z, y, %) est paralléle & celte direction, on obtient la relation

«fy+-Bf)+1/,=0.

Quand on regarde «, y, z comme des coordonnées courantes,
cctte équation représente le plan diamétral conjugué de la direc-
tion D.

Ainsi, la courbe de contact d’'une quadrique et d'un cylindre
circonscrit coincide avec l'intersection de la quadrique par le
plan diamétral conjugué de la direction des génératrices de ce
cylindre.

Cela posé, I'équation générale des quadriques touchant la qua-
drique donnée en tous les points de son intersection par ce plan
diamétral est

Mo (x,y,%)4-2Cz+2Cy +2C"2+ D]
= [, +y9+ 59, +2(Ca+Cp+Cy)]"

Comme une seule de ces surfaces a pour direction asympto-
tique la direction D, si I'on détermine A de maniére que I'en-
semble des termes du second degré dans I’équation précédente
s’annulent pour £ =«, y = £, 3 =1, elle représenterale cylindre

circonscrit a la quadrique.
On obtient ainsi la relalion

)‘:4?(“7 FJ”T);

Péquation du cylindre circonscrit est done

4g (o By 1) (@4, 8) = (afy B, 411,
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251. Probléme. — Trouver le liew des sommets des cones de
révolution circonscrils a une quadrique.

Nous considérerons successivement les quadriques de la pre-
miére classe et celles de la deuxiéme classe.

Quadriques de la premiére classe. — Nous supposerons,
pour fixer les idées, que cette quadrique est un ellipsoide gue
nous rapporterons a ses plans principaux.

L’équation d'un cone circonscrit ayant pour sommet le point
S (Zoy Yo, %o) €5t

(=) (=)

Cette équation représente un plan double quand le sommet du
cdne est sur V'ellipsoide ; ce plan double pouvant étre considéré
comme une surface de révolution, nous devrons trouver la solu-
tion

2

X 'l2 ZQ
g J
0 0 0

Il y a donc avantage a laisser en évidence, dans tous les
calculs qui vont suivre, le premier membre de I’équation pré-
cédente ; pour éviter de le réduire avee d'autres termes, nous

poserons
2 2

ag+ba+—_i—h

L’équation du cdne développée, en ne prenant que les termes
du second degré, est

2 2 2
X &) Y 2 % x2
) h_'_())%ﬁ" h_la—;))é%'j"(h—c_;l)%
YoZo %Xy Lo¥Yo, __
2b96~ —2 a2 r—2 a2 b? zy=0;

pour exprimer qu'elle représente une surface de révolulion,
nous distinguerons deux cas prineipaux :

1o Le produit xoyo % n’est pas nul. — Dans ce cas, le sommet
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du céne n’est pas situé dans un des plans principaux de lcllip-
soide ; il sera de révolution, si I'on a

E_h__h,
a2 b2

b2

| =

2’

(]

On a d’abord la solution h =0 déja interprétée, puis les rela-
tions de condition @ =b=¢ qui expriment gue lellipsoide est
une spheére ; tous les cones circonscrits sont alors de révolution.

2° L’une des coordonnées xo, yo ou % est nulle. — Supposons
par exemple ro=0; le sommet du cone est alors dans le plan
principal y 0z,

L’équation (1) devient

2 2
" +< >b’+ =) a2 v =0

elle représentera une surface de révolution si I'on a

2 2 9 2
B | [
bres (lﬂ a_) pedl\e a2/ el

ou bien

-

2 27
0

2 Y
(b2 —a?) (c’—ag)zl—a—l—l:(cﬂ—aﬂ)ag—}- (02—a®) 5 | h=0.

=

&

Nous retrouvons encore la solution = 0 ; supprimons le fac-
4 9

Y, %
teur h et remplacons ensuite £ par sa valeurb—;)—l—c—g — 1, nous
obticndrons enfin I'équation

2 2
Yo %)

g2 69—09_120'

Lesrésultats qui correspondent aux hypothéses y,=—0 ou 2,=0
se déduisent du précédent par des permutations de lellres évi-
dentes.

En résumé, le lieu cherché se compose de trois coniques U,
V, W situées dans les plans principaux de Pellipsoile et ayant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



QUADRIQUES SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS 319

respeclivement pour équations

U =0 2 o =1

(U) Zo= ba_a9+ca_a2_
2;9 .’L‘Q

(V) yO_‘O cg_bg+ag_bg—i
x? yﬂ

.:0 ——0 o g
(W) % Tt

Ces trois courbes sont appelées les focales de I'ellipsoide ; on
vérifie facilement que chaque focale a les mémes foyers que la
section principale dans le plan de laquelle elle est située, et que
sessommets sont des foyers des deux autres sections principales.

Ajoutons que les focales passent par les ombilics réels ou imna-
ginaires situés dans leur plan.

Nous supposerons toujours que 'ona: a>b>c.

Dans ces conditions, la focale U dont le plan est perpendi-
culaire a 'axe majeur est une ellipse imaginaire;

La focale V dont le plan est perpendiculaire a ’axe moyen est
une hyperbole;

Enfin la focale W dont le plan est perpendiculaire & 'axe mi-
neur est une ellipse réelle placée a I'intérieur de 'ellipsoi le.

De ce qui précéde il résulte, qu’en ne considérant que les cdnes
de révolution réels circonscrits a l'ellipsoide, le lieu se compose

Iy

des arcs de la focale hyperbolique V extérieurs a cette surlace.
Axe de révolution. — Soit S un point de ces arcs, le plan CoA
sera un plan priucipal du cone
circonscrit ayant pour sommet
le point S. Les génératrices si-
tuées dans ce plan principal sont
les tangentes St, St' meuées du
point S 4 la section principale
AoC; de plus, la section du
cone par le plan mené par tt'
perpendiculairement au plan
AoCest une ellipse; doncl'axe
de révolution est la bissectrice Fig. 49,
de T'angle tSt'. I’hyperbole V
et la section principale AoC ayant les mémes foyers réels 5, 9/,
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il en résulte que I'axe est aussi la bissectrice de I'angle ¢S5'; il
coincido donc avec la tangente au point S de I’hyperbole V.

252, Si la quadrique est un hyperboloide & une nappe, les
équations des trois focales sont

Yo %
(U) 7=0 P—w” ol
2 2
V) —0 —_° =
( Yo= b2t a2—p2
’L'Q y2
o 0
(W) zp=0 a—_ﬂ—{—ﬁ_l_——b‘l—{—c?_ .

On les obtient en changeant ¢2 en — ¢?
dans les équations des focales de I'el-
lipsoide.

Nous supposerons b > a.

Dans ces conditions la focale U, dont le
plan est perpendiculaire au plus petit des
axes réels, est une hyperbole;

La focale V, dont le plan est perpendi-
culaire au plus grand des axes réels, est
une ellipse imaginaire ;

Enfin la focale W, dont le plan est per-
pendiculaire & 'axe imaginaire, est une
ellipse réelle.

Fig, 50.

253. Si la quadrique est un hyperboloide & deux nappes, les
équations des trois focales sont

2 2
. Yo %o
(U) Zp=0 ag—b2+cg—f—a9
zi . x:’; _
(V) yO—O cg_l_bg—rbg_a;_i
) 2
z Y
(W) =0 —- 2 =L
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On les obtient en changeant a2 et b2 en — a2 et en — )2 dans
les équations des focales de I'ellipsoide.

Nous supposerons encore b > a.

Dans ces conditions, la focale U, dont
le plan est perpendiculaire au plus petit
des axes imaginaires, est une hyperbole;

La focale V, doat le plan est perpen-
diculaire au plus grand des axes imagi-
naires est une ellipse réelle ;

Enfin la focale W, dont le plan est
perpendiculaire a l'axe réel, est une
ellipse imaginaire.

254. Quadriques de la deuxiéme
classe. — Nous supposerons pour fixer
les idées que cette quadrique est un pa-
raboloide elliptique que nous rapporte-
rons aux deux plans principaux et au plan tangent au sommet.

En posant

2 2

~

Y %
h=——-+——2z,
p Tq %

I'équativn du cdne circonscrit développée et réduite aux termes
du second degré est

9 9
o Z/0>y_‘-’ ( zo)@ DAL 9% XA
az+<h 7 p+h 7 pqyz—)— —22+2 a:y 0.

I faut exprimer que cette équalion représente une surfacc de
révolution.

Si le sommet du cone n’est situé ni dans 'un des deux plans
principaux ni dans le plan tangent au sommet, on ne trouve que
la solution h =0.

Quand le sommet du cone est dans I'un des plans principaux,
on obtient les deux solutions suivantes :

e‘w B=0  5+(p—q)(20-p)=

%=0 g4 (1—p)(22,—¢)=0,
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Dans le cas du paraboloide hyperbolique, les équations précd-
dentes deviennent
)
Yo=0 z +(p+q)(2x—p)=0
ct

=0  y;—(p+9) (22 +¢)=0.

On voit que les paraboloides admettent deux courbes focales
ot (que ces courbes sont des paraboles.

Fig. 52.

Quadriques passant par les quatre c4tés d'un quadrilatére gauche.

255. Soit A, A A, A, le quadrilatére gauche; si 'on mene les deux diako-
nales A, A;, A;A, on formera un léiracdre. Nous
A représenterons par
4

z,=0 2,=0 z,=0 2,=0

les équations des faces respeclivement opposées
aux sommels A,, A,, Ay A

Les faces qui se coupent suivant la diagonale
A, A, et celles qui se coupent suivant la diagonale
A, A, forment deux quadriques particuliéres pas-
sant par les qualre cilés du quadrilatere gauche;
Péqnation genérale des quadriques jouissant de
celle propriété est donc

Fig. 53,

Z, Ty - 22,0, =04
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Quadriques passant par devx droites données.

256. Soient

les équations des deux droiles données D, D'.
L’¢qualion genérale des quadriques pourra Clre mise sous la forme

T L 2 \ 2
((2) Allwl +A22wi+ ASSxSTAuwb
27,08+ 28,2, T+ 28,8, &, + 285 £, 0, + 280,85 T, 2 A0, 2, 4, =0,
avec
Az‘j = Ajz.
La surface passant par la droile D I’équation

Az - Aux:—l— 2A3‘x3.x‘ =0

33 3 !

obtenue en faisant x, = 2, = 0 dans I'équation (2), devra étre satisfaite iden~
tiquement. On aura donc

A,=0 A,=0 A, =0.
En exprimant que la quadrique passe par la droite D', on trouvera de
méme
A,=0 A,=0 A,.=0.

L’équalion générale des quadriques passant par les droites D, D’ est donc

Ap® s+ AuZ, B+ Ay 2., + A 2., =0

Quadriques tangentes aux quatre cotés d'un quadrilatére gauche.

257. Considérons encore le tétradédre formé en menant les deux diagonales
A. A,y A;A, du quadrilatére denné A, A A A, (fig. 53); conservons en oulre
les notations du paragraphe 255; une quadrique grelconque sera encore
represenitée par I'équation (2). Quant aux colés du quadrilalére, ils auront
pour équalions

Ady { .zg—O Ay { .’c‘—O
f 3
AA, { f;_‘] A A, { zl—o
3 = s =

En exprimant que ces cdtés sont langenls & ia quadrique on obtient les
1]
1 23
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relations

A=A A A a=A A A=A A A=A A,
413 14 33 4

1 “Wu 237 e a3 [ 22 44

Elles montrent que les coofficients A, A,,, Ay, Ay, sont de mime signe;
on peut ddnc poser

A,=at App=1D Apy=c¢® A, =d*;
il en résulte
As=taec A,=1ad Ay,=xbc A,=10bd.

Si Pon combine les signes de toutes les maniéres possibles, on obtient
pour représenter les quadriques cherchées seize équations qui rentrent dans
les deux formes suivantes :

@ D R S

+2acx,x, - 2adx, 2, - 2bdx,x, +20c 2,0, 2A,, 7,2, + 24, 2,2, =0
et

0 a2+ ’w:—l—c!x:—{— iz,

+ 2acx, 2, }-20dx, 2+ 2bda,x, — 2bcx,xy, + 2A,, 2, 2, - 24, 2,2, = 0.

Toutes les formes renfermant un nombre pair de signes -+ se déduisent
de l'équation (3), et toutes les formes renfermant un nombre impair de
signes — se déduisent de I'équation (4), en changeant, dans l'une ou l'aulre
de ces deux équations, les signes d'une ou plusieurs des quantilés a, b, ¢, d.
Ainsi, il faut deux équations pour représenter toutes les quadriques tan-
genles aux quatre cdtés d’un quadrilatére gauche.

Remarque. — Les équalions (3) et (4) peuvent étre écrites comme il swit:
3) (az, +bay -} ez - da )+ 200z, 2, +pz2,) =0
@) (ax,+bze +cxy - daf —4bex, 2+ 202,2, + p2,2) =0.

De I'équation (3') on déduit le théoréme suivant :

Théoréme. — Quand une quadrique touche les quatre citds d'un quadrilatire
qauche, les quatre points de contact sont dans un méme plan.

Cetle propriété n'est vraie que pour une seule des deux séries de qua-
driques tangenles aux cdtés du quadrilaiere.

Quadriques tangentes aux six arétes d'un tétraédre.

258. Soient A, A, A A, le tétraddre donné et
z,=0 z,=0 =9 g=0

les équations des quaire faces,
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Les quadriques représenlées par les équations (3), (4') touchent quatre des
arétes du tetraedre; en exprimanl que l'une ou l'autre est tangenle aux
deux arlles A, A,, A;A;, on obtient les relations

Mr4-2ab =0 p(p-f2¢d)=0,
qui conduisent aux quatre solulions suivantes ;
A=0 »=0 A=—2ab A=—2ab
p=0 p=—2¢cd p=0 p=—2cd.

Si I'on considére d’abord 1'équation (3", la premicre solution donne des
plans doubles, la deuxiéme et la troisieme donnent des cdnes; enfin la qua-
trieme solutlion donne des quadriques ayant pour équalion

{5) a’x: + b’w: +¢ a,: + d’x:
—2abz,z,} 2acx, x, - 2adx,x, + 2bca, 7, 20 dx,x, — 2cd 2,0, =0,
Si T'on considére maintenant I'équation (4) les quatre solulions donnent
des cones. Cela est évident pour les trois premiéres; on voit qu'il en est

ainsi pour la qualriéme en remarquant que l'équation (4') peut alors &tre
mise sous la forme

(azx, — bz, + cx;)* - d(2az, + 20z, — 2¢2, + day) 2, =0.

En résumd, si on laisse de colé les cas particuliers, les quadriques an-
gentes aux arétes du télracdre sont représenices par 1'équation (5). Sil'on
y change ¢ en — ¢ et d en — d, cette équalion prend une forme plus symé-
trique et devient

e 2
Za z — 2Zab.1:‘a:g =0;
le symbole T indiquant 1a somme des termes obtenus en permulant les lettres

(a, b, ¢, d), (z,, @ow 25, x,) dans les termes mis en évidence.

Quadriques circonscrites a un tétraédre.

259. En conservant les mémes nolalions qu'au paragraphe 255, et expri-
mant que la quadrique passe par les sommels du télraédre A A,AzA,, on
obtient immédiatement, pour représenter les quadriques circonscriles au
tétraédre, I'équation

ATy Tyt A+ Ay, @, A %oy + Ag 2, &, + A 232, = 0.
Quadriques inscrites dans un tétraédre.

260. Conservons encore les mémes notations qu’au paragraphe 255; un
plan quelconque P sera représenté par une équation de la forme

©) u,z, - u, 2, | 1,7 0,2, =06
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Ce plan sera tangent a une quadrique si ses cocfficients sont 1iés par une
équaltion du second degré

) Eazzt:—l—QZamu,ug:O,

dans laquelle on a

a[I: = i

La quadrique touchant la face A,A,A, du tétraédre donné, I'équation (7)
devra éLve salisfaile si on y pose u, = ; = u, = 0; on aura donc ¢, = 0.

En exprimant que la quadr.que louche les aulres faces du tétraddre, on
trouvera de méme les relations

2, =0 a;=0 ¢,=0.
L’équation (7) devient donc

8) Gy Uy Uy - Gty Uy 0410, Uy~ By U, U - € U, - 8, 10,%, = 0.

Le probléme est ramené a chercher I'enveloppe des plans P, les coefficients
des variables satisfaisant & I’équation (8).

En appliquant la méthode exposée an paragraphe 112, on obtient pour
représenter les quadriques inscriles dans le tétraédre 1'équation

0 a. a, o, =

gy 0 @y 0y 2.
3 Oz O 2y o3 | =0.
8y 6y a3 0z,

z, =z, © =z 0

Quadriques conjuguées a un tétraédre.

261. Définttion. — On dit qu'une quadrique est conjuguée @ un tétraédre
quand, par rapport & cetle surface, chaque sommet du tétraédre est le pile
de la face opposée.

Conservons encore les notations du paragraphe 255.
On démontre comme en Géomélrie plane {G. P. 334) que I'équation d’une
quadrique étant
f(wn Lyy Ly z,) =0,

le plan polaire d'un point M défini par les quanlités x‘l, x;,x;, .:ci a pour
équalion

x:f:"'l + z;/-"l't +x;f""f'3+ w;f;‘zo.

(Les quantités x: , a:" , x; , x: sont respeclivement proportionnelles aux dis-
tances du point M aux faces du télraedre.)
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En partant de ce résullat on trouve facilement, pour représenter les qua-
driques conjuguées a un tétraédre, I'éyualion

* . 2 B
TN +“ezw= + Uss® + a“;c‘=0.

262, Remarque. — Dans le paragraphe 255 et dans les suivants, nons
avons en réalilé fait usage des coordonnées hawogénes; nous n'avons pas
cru nécessaire d’éludier d’'une maniere particuliére ce systéme de coordon-
nées. Il sera en effet facile d’élendre a la Géoméirie dans l'espace les déve-

loppements dunnés sur celle question en Géomélrie plaue (G. P., Livre VII,
Chapilre 1v).
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CHAPITRE IV

FOYERS DANS LES QUADRIQUES.

263. Définition. — On appelle foyer d’une surface le centre d’une sp'itre
de rayon nul doublement tangente & la surfuace.

Cette définition est analogue & celle qu'a donnée Piiicker pour les foyers
d'une courbe plane.

Détermination des foyers d'une gquadrique. — Soient

f[=Azx*+A'y*+A"3*-2Byz+ 2Bz 1+ 2B"xy
+2Cz+42Cy+2C"5+D=0

I'équation de la quadrique rapportée & des axes quelconques mais cependant
rectangulaires, et

I={z—af+(y—B)+(s—1)

I'équation de la sphére de rayon nul.
Ces deux surfaces doivent étre doublement tangentes, et, pour cela, il faut
et il sulfit qu’elles se coupent suivant deux courbes planes (247).
L'équation générale des quadriques passant par l'intersection des deux
surfaces considérées est
[—SZ=0;

rendons celte équalion homogéne par lintroduction d'une qualridme va-
riable ¢, elle représentera deux plans si les plans ayant pour équations

(M) fy—SE,=0 [,—8%,=0 f,—SE;=0 f,—Sz,=0.

passent par une méme droite.

En effet, cetle quadrique aura alors une ligne de cenlres et passera par
cette ligne de centres. )

Posons, pour abréger I'écriture,

¢=C+Se ¢=C433 ¢"'=C" 4 Sy
d=D—8 (a4 g+ y),
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les équations (1) développées deviendront

(A—S)z+B'y +B'z 4+ =0
@ B'z 4 (A'—S8)y+Bz +e =0

B'z + By +(A"—8)z+¢'=0
(3) oz 4y +¢'3 +d=0.

Les plans représentés par les équations (2) devant passer par une méme
droite, il faut déja que le déterminant A (S) formé par les coefficients des
inconnues z, ¥, 2 soit nul; donc S est une racine de I'équation en S.

Nous distinguerons maintenanl deux cas.

1° L'¢quation en S n'a pas de racine multiple. — On sait qu’une racine
simple S ne peut pas annuler & lafois les trois mineurs principaux a, ', a"
du déterminant A(S) (142).

Pour fixer les idées, nous supposerons a" z 0. D’apres le théoreme de

M. Rouché, pour que les équalions (2) se réduisent & deux, il faut et il suffit
que l'on ait

A—8 B c
44 B" A—S ¢ | =0.
B B ¢

Cette relation exprime que le délerminant formé par les coefficients des
inconnues z, ¥,%, dans I'équation (3) et les deux premiéres des équations (2),
a une valeur nulle; ces trois équations devant se réduire a deux, on aura
Ia relation

A—S B c
(1) B" Al—S5 ¢ | =o0.
¢ ¢ d

Remarque. — Aux hypothéses az 0 ou o z 0 correspondent deux couples

d’équations que l'on déduit facilement des équations (I), (II).

En remplagant dans les équations (I) et (II) ou dans les équations analogues
S par les racines de 1'équation en S, on aura trois groupes de deux équations
déterminant les foyers de la quadrique. L’équation (I) rcprésente un plan el
I'équation (II) une surface du second ordre; donc une quadrique a en géné-
ral une infinité de foyers silués sur trois coniques.

Remarque. — Quand on remplace S par une racine de I'équalion en S et
a, B, Yy par les coordonnées d'un des foyers correspondants, on a idenlique-
ment

f—=S==PQ,

P et Q étant des fonctions linéaires.

Les plans P et Q sont évidemment paralleles aux plans cycliques d’un
méme systeme de la quadrique donnée.

Si les plans P et Q sont réels, on dit que les foyers correspondants sons
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de premiére espéce; ces foycrs correspondent & la racine moyenne de I'équa-
lion en S.

Si les plans P et Q sont imaginaires, on dit que les foyers correspondants
sont de deuxiéme espéce.

L’intersection des plans P et Q qui est une droite loujours réelle est la
directrice du foyer dont les coordonnées sont a, B, Y.

La directrice est roprésentée par deux des équations (2) considérées simul-
tanément. ) ]

9 L'équation en S a une racine double.— On sait que celte racine double
annule tous les mineurs du premier ordre du déterminant A(S ; pour cetle
valeur de S, les équations (2) représentent donc trois plans paralléles,
c’est-d-dire se coupant suivant une droite rejetée a linfini. Cetlo droite
devant étre situde dans le plan représenté par I'équation (3), ce plan sera
paralléle aux précédents. On aura donc

[ ¢
ASTUECE

p(atg)=(p+5)=m(++5)

en remplagant ¢, ¢, ¢" par leurs valeurs et se rappelant que l'on a

ou bien

B’ n
A—S:—B .

B

La surface est, comme on l'a vu, de révolution; fous les points de laxe
sont des foyers.

Ce qui précéde suppose qu'aucun des trois coefficients B, B’, B n’est égal
4 zéro; quand deux ou trois de ces coelficients sont nuls on retrouve le
méme résullat.

Nous allons appliquer ces généralilés a la recherche des foyers des qua-
driques de la premiere et de la deuxieme classe.

QUADRIQUES DE LA PREMIERE CLASSE.
264. L’équation de ces surfaces rapporlées aux lrois plans principaux est
1.2 y2 zi
xatgtg—P=0

et les racines de I'équation en S ont pour valcurs

1 1 1
A B G

sz NI S .
Considérons la racine C qui n’annule pas le mineur a”; pour cetle va=-
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leur de S T'éjualion (I) donne ¢” =0, c’est-d-dire y = 0. Les foyers corres-
pondantls sont dans le plan principal zoy.
Pour la méme valeur de S, I’équation (II) devient

a! Bs
i—ctg—¢—P=0

On voit que les foyers sont situés sur la focale placée dans le plan prin-
cipal zoy.

Aux deux autres racines de I'équation en S correspondent les deux autres
focales.

Nous avons fait connaitre aux paragraphes 251, 252, 253 la nature des
focales pour les différentes quadriques de la premiére ciasse.

Directrice. — Considérons en particulier la focale W placée dans le plan
principal zoy, les équations de la direclrice correspondante s'obliendronl cn
égalant & zéro les dérivées par rapport a x et & y de la fonction

T D= Cllo—ar+ =8+ 2

On obtient ainsi les deux équations

Aa Rg

Théoréme I. — La directrice d’un foyer F est la droite polaire par rapport
& la quadrique de la tangente & la ligne focale menée par ce foyer. &

En effet, I'équation d'un plan quelconque passant par la directrice est

%) ;(X—A’\_"‘C)_l_u(y_n‘fu):o;

le péle de ce plan, par rapport & la quadrique, est déterminé par les rcla-
tions

z y D
=T = z==0.
A\ Bp o f
Bp ——
e i L vy
L’élimination de X et de p. donne les équalions
az By
i—ctg—g P=0 =0

qui représentent la tangente menée par le foyer F & la focale W.

Théoréme II. — Le plan qui passe par un foyer F et la directrice correspon~
dante 1 est normal ¢ la focale ; il coupe la quudrique suivant une conigue
qui admmet ce point F pour foyer et cette droite pour directrice.
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Si Yon exprime que I'équation (4) est satisfaite par les coordonnées du
foyer F, on oblient la relation
d B
d—— ——=0;
A—cTPE—c "}
I'équation du plan considéré est donc

X Y
(A—C)—A=(B—C)3—B.

On voit que sa trace sur le plan zoy est normale au point F a la focale W.

Le méme plan coupe la quadrique suivant une conique, et la sphére de
rayon nul F suivant un cercle de rayon nul ayant avec cette conique un
double contact aux points ou I rencontre la quadrique. Le point F est donc
un foyer de la conique et I est la directrice correspondante,

QUADRIQUES DE LA DEUXIEME CLASSE.

265. On rapportera la surface aux deux plans principaux et au plan tan-
gent au sommet; on retrouve encore les focales déja obtenues au para-
graphe 254.

Les théorémes I et II sont encore vrais pour les quadriques de la deuxiéme
classe.

LIGNES FOCALES D’UN CONE.
266. Soit

w! 1] z’
TV _%_o

I’équation du céne rapporté aux trois plans prinecipaux; nous devrons poser
A=a¢ B=b C=—¢ D=0

Les équations des lignes focales sont

= g Yo
a=0 b — cz_*_az—'
- o e
p_O 03—}—1)2 ai_bz_o
= o B _
Y_O at+0g+b:+ce'—'0'

Ces lignes sont des droites dont deux seulement sont réelles. Si l'on
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suppose b>a, les focales réelles sont situées dans le plan y o3z, c’esl-a-dire
dans le plan des génératrices principales qui font enlre elles le plus grand
angle.

Théoréme. — Les lignes focales du cine asymptote d'un hyperboloide sont
les asymptotes de Uhyperbole focale de la surface.

La vérification de cette propriélé ne présente aucune difliculté.

Théoréme. — Les lignes focales d'un cone I’ sont perpendiculaires aux
plans cycliques du come supplémentaire I",

En effet, I'équation du céne I' étant
T r_F_
a '
celle du céne supplémentaire IV scra
eyt — st =0.
La direction des plans cycliques du cone I' est définie par I’équation

(1 — @)y — (¢ + a*) 2 =0;

on voit que ces plans sont perpendiculaires aux focales du cone I'e

LIGNES FOCALES D'UN CYLINDRE.

267. On voit facilement que les lignes focales réelles d’un cylindre du se-
cond ordre sont les paralléles aux générairices menées par les foyers d'une
seclion droite.

268. Reprenons l'équation
f—SIZ=0
du paragraphe 263.
Quand on y remplace S par une racine de I’éguation en S, et «, 8, y par

les coordonnées d'un point F de la focale correspondante, ceite équalion
représente deux plans; on a donc identiquement, pour celte valeur de S,

[—SE==PQ,

P et Q étant des fonctions linéaires.
Il résulte de 14 que I'équation d'une quadrique peut toujours éire mise sous
la forme

(5) ST+ PQ=0.

Nous nous proposons de chercher la signilicalion géométrique de cette
équation.
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Nous distinguerons deux cas.

1o Le foyer F est de premiére espéce. — Les plans P et Q sont alors réels
et 'on obtlient immédiatement le théoréme suivant :

Théoréme. — La distance d'un point quelconque d'une quadrique & un
foyer de premiére espéce est dans un rapport constant avec la moyenne pro-
portionnelle des distances de ce point aux plans menés par la directrice cor-
" respondante, parallélement aux plans cycliques réels de la quadrique.

Remarque. — La focale pour les poinls de laquelle les plans P et Q sont
réels est celle qui correspond & la racine moyenne de ’équation en S; elle
passe par les ombilics réels de la surlace.

Le théoreme précédent ne concerne ni I'hyperboloide & une nappe, ni le
paraboloide hyperbolique qui n’ont pas de foyers réels de premiére espéce.

2 Le foyer F est de deuxiéme espéce. — Les plans P el Q sont alors
imaginaires conjugués, et se coupent suivant une droile réelle I qui est la
directrice relative au foyer F.

Nous prendrons pour origine des coordonnées rectangulaires le foyer F et
pour plan des xy le plun mené par F perpendiculairement sur la directrice I.

Sotent

rT=z, Y=
les équations de celte directrice, I'équation (5) prendra la forme

© &yt =0 (@ — )+t — )

Par un point M{z, y, z) de la surface, menons un plan R paralléle au plan
défini par I’équalion

Z= mx’
son équalion sera

Z—z=m(X—2x).
Le plan R rencontre la droite I en un point A dont les coordonnées sort

d=z, Y=y, F=z+mz,—x)

Le carré de la distance du point M au point A a pour expression

M =(1+4m')z—a) + =)

Supposons A >y, on pourra poser
)\I
14m= lF.
et I'équation (6) donnera la relation

Kﬁ!=p.’MA.
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MF
Le rapport mx'este donc constant pour tous les points de la quadrique.

Il est facile de montrer que le plan R est un des plans cycliques réeis de
1z surlace. ’

En effet, pour tous les points de la seclion de la quadrique par le plan R,
le point A reste le méme; d'un aulre ¢4Lé, le lieu des points de ’espace tels

MF . . .
que le rapportm de leurs distances a deux points fixes F et A reste cons-

tant est une sphore ; done la section considérée est un cercle.

Cetle conclusion est en défaut quand g est égal a F'unité; la sphére devient
alors un plan, et la section de la quadrique par le plan R est une droite.
Cetle quadrique est un paraboloide hyperbolique dont le plan R est un plan
directeur.

De ce qui précéde résulte le théoreme suivant:

Théoréme. — Dans une quadrique la distance d'un point quelconque de la
surface @ un foyer de deuxiéme espéce est proportionnelle & la dislance de ce
point & la directrice correspondante, celle distance étant comptée paralléle-
ment & Vun des plans cycliques réels de la quadrique.

Quand la surface est un paraboloile hyperbolique, chacun de ses points est
également distant du foyer et de lu directrice correspondante, la distance @
la directrice étant comptée parallélement & un plan directeur.

ML
Le nombre g, valeur constante du rapport s’ est appelé le module de la

quadrique. Pour cette raison, les foyers de deuxidme espéce sont aussi
appelés foyers modulaires, et les focales, lieux géométriques de ces foyers,
sont appelées focales modulaires.

L’hyperboloide & une nappe et le paraboloide hyperbolique ont deux focales
modulaires.

L’ellipsoide, le paraboloide elliptique, Yhyperboloide & deux nappes, le
cone admellent une seule focale modulaire.

QUADRIQUES HOMOFOCALES.

269. Définition. — On dit que deux quadriques sont homofocales quand
elles ont les mémes lignes focales.

Nous ne considérerons que les quadriques de la premiere classe; la défi-
nition montre que deux quadriques homofocales ont les mémes plans prin-
cipaux et que la différence des carrés des axes est la méme pour chacune
d’elles.

Soient

x? ye z!
atptgc—t=0

2

z yz 2;_ _
~stptg—1=0

les équations de deux quadriques de la premiére classe rapporlécs aux plans
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principaux qui sont communs par hypothése. Si ces surfaces sont homolfo-
cales, on aura
A—A'=B—B'=C-—-C.

Désignons par ) la valeur commune de ces trois différences, il en résul-
tera
Al=A—) B=B—) C=C—);

I’équation des quadriques homofocales entre elles el avec la premiére des
deux quadriques considérées sera donc

z* i 22
(7) ol

- 1=0.
A—) B—) 0

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que I’on a
C<B<A.

270. Nous allons chercher la nature des quadriques représenides par
I'équation (7) quand ) varie de — w0 a + .

Tragons dans le plan des xy la focale
elliplique E dont I’équation est

J

w! y?.

i—cti—c !

et dans le plan des zz la focale hyperbo-
lique H dont I'équation est

x* F 5

Ai—B B_G U

Fig. 34.

désignons en outre par e une quantité po-
sitive moindre que toute quantité donnée.

Quand A varie de —w a C —e, I'équation (7) représente un ellipsoide
dont les axes d’abord infiniment grands diminuent constamment.

Pour » = C — ¢ les longueurs des axes dirigés suivant oz et oy different
infiniment peu I'un de 2y/A — C, l'autre de 2/B— C ; quant a l'axe dirigé
suivant ¢z, il est infiniment petil. L’ellipsoide, infiniment aplati dans les sens
0z et 03, a pour trace sur le plan zoy une ellipse extérieure a la focale E,
mais qui en est partout infiniment voisine ; cet ellipsoide se réduit donc a
la portion du plan des £y intérieure a la focale elliptique E, quand e tend
vers zéro.

Quand X varie de C+4¢ & B —¢, la quadrique devient un hyperboloide a
une nappe dont ’axe imaginaire coincide avec 03z.

La irace de la surface sur le plan zoy est une ellipse intérieure & la focale
elliptique E; sa trace sur le plan zox est une hyperbole intérieure a la
focale hyperbolique .

Pour A = C -}- ¢, l'axe imaginaire est infiniment pelit, et la surface diflere
infiniment peu de la porlion du plan xoy exléricure & la focale E,
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La quantité ) augmenlant, Vhyperboloide s’écarte du plan des xy dans le
sens des coles positives et négatives, et, pour A=DB—e¢, l'axe dirigé sui-
vant oy est infiniment pelit. Dans la méme hypothése, la section de I'hyper-
boloide par le plan z0. différe infiniment peu de la focale H ; la surface est
donc infiniment voisine de la portion du plan zox extérieure a 'hyperbole H.

Quand ) varie de B¢ 4 A —¢, la quadrique devient un hyperboloide a
deux nappes dont I'axe réel coincide avec oz.

La trace de la surface sur le plan 20z est une hyperbole extérieure a la
focale hyperbolique H. .

Pour A =B +-¢, l'axe imaginaire dirigé suivant oy est inflniment pelit et
la section de la surface par le plan zox differe infiniment peu de la focaleIT;
Ihyperboloide est donc infiniment voisin de la porlion du plan zox iniérieure
a I'hyperbole H.

La quantilé ) augmentant, I'hyperboloide s’écarte du plan zoz dans le
sens des ordounées posilives et négalives, et, pour A=A — g, I'axe dirigé
suivant ox est infiniment petit; la surface est donc infiniment voisine du
plan zoy avec lequel elle se confond quand ¢ tend vers zéro.

Quand ) varie de A} a o0, la quadrique devient imaginaire.

Remarque. — Si 'on suit attentivement la loi de déformation des ellip-
soides, des hyperboloides a une ou a deux nappes représentés par l'équa-
tion (7), on voit que, par chaque point de I'espace, passent un ellipsoide, un
hyperboloide a une nappe et un hyperboloide a deux nappes.

Cetle proposition qui a une grande importance peut &tre démontrée analy-
tiquement,

Théoréme. — 1° Par un point M (z,, y,, 2,) de Uespace, passent un ellip-
soide, un hyperboloide & une nappe et un hyperboloide & deux nappes homo-
foceux ; 2° les trois surfaces se coupent muituellement a angle droit.

1° En exprimant que les coordonnées du point M satisfontl a I’équation (7),
_on oblient la relation

Yy 2
1=,

wo
®) inte, )

)
qui est analogue a I'équation en S, I'inconnue étant la quantité ).
L’équation (8) a done ses trois racines réelles et séparées par la suite

—® C B A,

Nous appellerons ¢ la racine comprise entre — e et C, a laquelle corres-
pondent des ellipsoides ; p,, la racine comprise entre G el B, alaquelle cor-
respondent des hyperboloides & une nappe; enfin nous appellerons g, ia
racine comprise entre B et A, 3 laquelle correspondent des hyperbolouiles a
deux nappes.

2° Soient
z yz 22 .
ioatso e =0
xi :'/e 3!

A—’P«+B—p.+(.]-—p.—1=u
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les équalions de deux quadriques de nature dilférente passont par le point
M ; on en tire, par souslraction,
m! y! z!
—— =0
A= A—p) T {E—n(B—g T {C=%C—u)

Cette relation exprime que les plans tangents aux deux guadriques, en
chacun des points de leur courbe d'iniersection, sont perpendiculaires entre
eux.

COORDONNEES ELLIPTIQUES.

274. D’aprés la premitre partie du théoreme précédent, les quadrigues
rcprésenlées par les équations

&z y: z*
—1=
A—P+B—P+C—‘P 0
m yE zi
9) + 2 4=
‘ A-PA+B-91 L—p,
2 ¥ 2
—1=0
A_PQ+B_99+C—P:

se couperont en un point quelconque de I'espace, quand on fera varier p de
—oo 8 C,p,deCa B, elp,de BaA. On peut donc fixer la posilion d’un
point quelconque M de l'espace en choisissant convenablement les valeurs
des parametres p, p,, ps-

Ces paramétres sont appelés les coordonnées elliptiques du point M.

11 est facile d’exprimer les coordonnées reclilignes z, ¥, s du point M en
fonction des coordonnées elliptiques p, pyy pe-

Pour cela, remarquons que les relalions (9) expriment que la fonclion

xﬂ y! z:
iots ot !

est nulle pour A =p, A=1p, et A=p,; on a donc identiquement

z ¥ 2 _ =) h—p)(A—ps)
ro s te ! T@A—N)(B—=1(C—2n

(10)

En décomposant le second membre en éléments simples, il en résulle

xg_(A—.O) (A—p,) (A —p,)
T (B—A)G—a4)
gz(B_p)(B'—'Pq)(B’—pz)

(A—B)(C—B)
z,:(c—-p)(C—p,)(U—pe).
(A—C)(B—=0)
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Nous allons donner encore deux autres relations remarquahles entre les
coordonnées rectilignes et les coordonnées elliptiques d’un point M.
Si I'on ordonne par rapport a A I'équation

z s pr
—1=0
A—)\+B—1+C—l

elle devient
¥—(A+BH+C—2—y'—3) N4 ... =0.
Celte équation a pour racines p, p,, ps, On a donc la relation
etetep=A+B+C—a—y—2
Pour trouver l'autre relation, prenons la dérivée par rapport a A des deux
membres de I'identité (10), nous aurons
z* Y

(A—)\)*—I—(B —mﬂ+( —)\

[ )\—P )\—91)0\_92)
= B—x(C—n)]T

Le second membre de cette idenlité est de la forme (A —p)f(}); donc sa
dérivée par rapport a ) est de la forme

FN+ (=o' (M)

en faisant A = p, on obtient la relation

z ¥ 22 (p—adle—p) |
A T (B—prF T [C—eF (A—p)(B—pl(C—p)

11 est aisé de vérifier que le premier membre de cetle relation est égal au
carré de I'inverse de la distance p du centre de la surface de paramétre p au
plan qui la touche au point M (z, y, 3).

En appelant p,, p, les distances du méme centre aux plans qui touchent
en M les surfaces de paramélres p,, p,, oD a en résumé les trois relalions

o (A—p)(B—p)(C—p)

(p—04) (P —p2)
p9=(A_P|) (B_Pa) (C_Pi),
. (ps —pe) (Pr—p)
pe=(A—pg) (B—p,) (C—p,)
s (pe —p) (P2 —p4)

272. Nous terminerons cetie étude des quadriques homofocales en démon-
trant quelques propriétés qui mettront bien en évidence les analogies qui
exislent entre les focales d’'une quadrique et les foyers d'une conique.

Pour rendre cette comparaison plus facile a saisir, nous énoncerons d'abord
»a propricté relative aux coniques, puis nous démontrerons la propriété cor-
respondante dos quadriques.

n 24
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Théoréme. — Les tangentes menées d'un point P ¢ une famille de coniques
homo/ocales ont pour bissectrices les normales aux deux coniques de la famille
qui passent par le point P.

Théoréme correspondant. — 1° Les cones de méme sommet P (Z,, Yo+ 3,) Cir-
conscrits & une famille de quadriques homofocales ont pour axes de syméirie
les normales aur trois quadriques de cette famille qui passent par le point P ;
20 ces cines sont homofocaux ; 3° leurs lignes focales sont les couples de droiles
suivant lesquelles les quadriques de la famille qui passent par le point P sont
coupées par les plans qui les touchent au point P.

1° Soit
x yt z!

A—u+B—u+C— u,_1

(11)

I"équation d'une famille de quadriques homofocales.

Posons
A
=i ats—ate=a—
z, vy 23
R=— o o s,
A—u+B—u+C—u’

I'équation du céne circonscrit & I'une des quadriques et qui a pour sommet
le point P, sera

w! y? z!
—1})—(R—1)=0.
h(A—u+B—u+C—u ) ( ) 0
Désignons par «, 8, y les paramétres qui définissent une direction princi-

pale de ce cone; pour les déterminer, il faut d’abord former 1'équation en S
relalive au cone. Pour cela, on pourra éliminer «, B, ¥, r entre les équations

(Aiu_s> ="

<C—u_S)Y:r —u’
) al, B Y3
(13) A—u+B—u+C—u—r'

On obtient un résultat plus simple, en remplagant Péquation (13) par 1'é~
quation

{14) —S(ady + By v5) =1,

ohtenue en ajoutant les équations (12) et (13) aprés avoir mulliplié les trois
premiéres respectivement par &gy Yas» %a eb la qualriéme par —h.
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Des équations (12) on tire

Zo Yo %

“rA—ws—h PTTIE—ws—s YT TGC—u5—*

en portant ces valeurs dans I'équation (14) on a, pour déterminer l'inconnue
auxiliaire S, I’équation.

[] e .
11- z0 y. zo _1
119) it it ho

A—u—-s B—u——5 C—u—g
qui devient
b 2 2

(16) SO S —

A—3jA'B—) C-)
en posant

h
1=u+§.

Aux racines p, p,, p, de I'équation (16) correspondent les trois quadriques
de la famille qui passent par le point P,

D’un autre ¢dté, si 'on considére en particulier la racine p, les para-
métres a, B, Y qui définissent la direction principale correspondante dans le
cone circonscrit, sont proportionnels aux quantités

o Yo %
A—p’ B—p' C—p’

c’est-a-dire aux cosinus directeurs de la normale menée par le point P A la
quadrique dont le paramétre est p.

La premiére partie du théoréme est donc démontrée.

2° Si 'on désigne par S, S,, S, les racines de I'équation (15), Péquation
du céne circonscrit rapporté a ses axes de symétrie sera

SX* + §,Y?4-8,22=0,

ou bien
X2 Ve 72

17 =0;
{17) p—u+p,—u+p,—u H
car

h h

S=— S, = . = b .
p—u Pr— Y% pe— U

On aura tous les ¢dnes circonscrits aux quadriques représentées par ’éqna-
tion (11) en faisant varier u; la forme de I'équation (17) mounlre que tous ces
cdnes sont homoflocaux.

3¢ Considérons en particulier les quadriques de la famille qui passent par
le point P, la quadrique p par exemple ; le pian qui la touche au point P sera
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un plan principal pour tous les cénes ayant leur sommet au point P et cir-
conscrits aux quadriques de la famille. Désignons par PF, PF' les focalcs de
ces cones situées dans ce plan principal.

Pour la quadrique particuliere p le cdne eirconscrit se réduira & un plan
double confondu avec ce plan principal, ou plutdt avec la porlion de ce plan
principal limitée par les droites PF, PF',

De celte remarque il résulte qu'un plan quelconque passant par I'une de ces
droites est tangent a ce cone particulier et par suite a la quadrique p, puisque
le cOne lui est circonscrit.

Tout plan passant par les droites PF, PF' touchant la quadrique p, ces
droites coincident avec celles suivant lesquelles la surface est coupée par
e plan quila touche au point P.

Les focales réelles des cones circonscrits sont situées sur I'hyperboloide a
une nappe p, de la famille, qui passe par le point P.

273. Considérons deux quadriques homofocales ), p et une droite D tou-
chant la premiére au poinl P ; cette droile sera dans I'un des plans princi-
paux du céne C ayant pour sommect le point P et circonscrit a la quadrique .

Maintenant il est facile de vérifier que les plans tangenls & un cdne du
second ordre qui se coupent suivant une droite siluée dans un plan principal,
sont également inclinés sur ce plan principal.

On a donc le théoréme suivant :

Théoréme. — Si par une tangente en un point quelconque d’une quadrique
01 meéne deur plans tangents & une deuxieme quadrique p homofocale & la pre-
2iiére; tls seront également inclinés sur le plan tangent & la premzere qua-
drique, mené par sa tangente.

Celte proposition correspond a la propriété suivante des coniques.

Théoréme. — Les tangentes mendes d'un point P d'une conique & une
denxiéme conique homofocale & la premiére sont également inclindes sur la
tangente menée par le point P & cetie premiére conique.

274. On peut remplacer la quadrique p par une des focales de la quadrique );
on a alors le théoréme suivant :

Théoréme. — Si par une tangente en un point quelconque d’une quadrique
on méne deux plans tangents & Vune des focales, ils seront également inclinés
sur le plan tangent & la quadrique, mené par sa tangente.

a

Cette propriété est analogue a celle qui concerne les angles qu'une tan-
gente & une conique fait avec les rayons vecteurs du point de contact.

275. Remarque. — Les propriétés des cones de méme sommet circonscrils
4 une famille de quadriques homofocales ont une grande importance ; nous
allons en signaler quelques conséquences.

1° Dans une famille de quadriques homofocales, il y en a deux qui touchent
une droite donnée D ; les plans tangents @ ces surfaces en leur point de contact
avec la droite sont rectangulaires.
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En effet, les cones circonscrits & cette famille de quadriques et dont le som-
met est en un point P de la droite D sont homofocaux. Maintenant 1'équation
X Y* VA
—_ + =
p—uU  pp—U  p—U

de ces cdnes rapportés a leurs axes principaux montre que deux d’entre
eux seulement passent par la droite D ; donc denz quadriques de la famille
touchent la droite D.

Si a, o' sont les points de contact, les plans touchant respectivement les
deux quadriques en ces points toucheront les cdnes circonserits corres-
pondants ; ils sont donc perpendiculaires entre eux, puisque les deux cénes
sont homoflocaux.

20 Les axes de syméirie de la section d’une quadrique par un plan diamé-
tral sont paralléles aux normales aux deux surfaces homofocales & la proposée
qui passent par Uune des extrémités P du diamétre conjugué du plan sécant.

Soient p,, p, les quadriques homofocales a la quadrique donnée p et qui
passent par le point P. Les normales mcnées par ce point aux quadriques
Py e Sont dans le plan Q qui touche au méme point la quadrique p; de plus,
elles sont deux axes de symélirie des cdnes dont le sommet est en P et qui
sont circonscrils aux quadriques homolocales avec p.

Purmi ces cdnes, celui qui esl circonscril & la quadrique p se réduil a
I'une des porlions du plan Q limilées par les deux focales PF, PF’ des cones
circonscrit , siluées dans le plan Q. Les deux normales aux quadriques p,, o,
sont donc les.axes de symétrie de la conique [ormée par les droiles I,
PF', et par suite paralleles aux axes de foutes ies coniques, inlersecltion de
la quadrique g par des plans paralléeles au plan Q.

276. 11 est facile d’obtenir les longueurs des axes de la section faile dans
la quadrique p par le plan diamétral parallcle au plan Q.
Soit
z* Yt 2t
=1
+B—p+C—p

I’équation de la quadrique p; en appelant 27 la longueur du diamétre de
cette surface faisant avec ses axes de symétrie les angles «, 8, Y, on aura

1  cos®a  cos®f | cos®y
* A—p B—p ' CG—p

Les longueurs cherchées sont celles des diametres faisant avec les axes de
symétrie des angles dont les cosinus ont pour expressions

w{ yl
P b 4
‘A—o, ‘B—o, ‘C—op,

et
» Z, o Yy P 2.
*A—op, *B—p, *C—op,’
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(z, 9, z,) désignant les coordonnées de I'une des extrémités du diamdtre
conjugué du plan sécant,
La longueur d'un des axes de la section satisfait donc a la relation

1, o i 4 .
ﬁ‘“LA—mm—mth—mw—mVﬂC—Mw—md

Maintenant on a (271)
z3 ) Yi 2, 1
A—r T =T C=aF 2t
i % 23
5 =0;
(A—pMA—mfﬂB—mHB—mf+w—wHL—m) ’

la derniére relation exprime que les quadriques p, p, 86 coupent & angle
droit.
De ces deux relations on tire, par soustraction,

z; v; 3 4 )
B A=l T B=aB—nF  C—elC=oF  m—op’

done
rf=p —
Pl Zad
el de méme .
"’ = p’ —_— p.

277. Revenons maintenant a la comparaison entre les propriétés des foyers
d’une cunique el celles des focales d'une quadrique.

Théoréme. — Le produit des distances des foyers d'une conique & ses
tangentes est constant.

Menons par les foyers de la conique deux droites paralléles a une tangente,
et regardons-les comme des tangentes a la conique ayant pour grand axe la
distance des deux foyers et dont le pelit axe est nul; nous serons conduits
a la propriété suivante des quadriques.

Théoréme correspondant. — Pour chaque plan tangent & une quadrique
le produit de ses distances aux deux points d'une des focales de la surface,
pour lesquels les tangentes & cette courbe sont paralléles & ce plan, est cors
tant.

Soit

zt yz 2!
iatso e

1

Péquation de la quadrique donnée ; celles de la focale située dans le plan xoy,
par exemple, seront
z Y

=0 — —
* i—cts—c

1.
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Les plans paralléles Q, R dont les équations sont

az4By+y2=VAa 4+ Bp* 4 Cy —)
ez +By+v2= VA +Bg+Cy*—C

toucheront le premier la quadrique, et le second la focale en un point f.

Les tangentes a la focale au
point f et au point diamétralement 5/ \
opposé /' seront paralléles au plan Q. °

Désignons par 8, &' les distances ¢
du centre de la quadrique aux
plans Q, R et par d, d'les distances
des points f, f' au plan Q; nous
aurons

#=Aa'+Bs +Cy—2
et

!

§*=Aa +Bg+Cy —G,
N H‘o 5,

6> —acs=vx.~= A,

Maintenant on a

_dtae  , d—d
5——2— 6— 2 ’

et la relation précédente devient
dd'=C—\.

278. Théoréme. — Le sommet d'un angle droit dont un cdté glisse sur une
conique et dont Vautre c6té passe par un foyer, engendre la circonférence du
cercle décrit sur le grand axe comme diamétre.

Théoréme correspondant. — Le sommet d'un angle triédre trirectangle dont
une des faces glisse sur une quadrique et dont les deux autres faces glissent
respectivement sur les deux focales réelles de cette surface, engendre la sphére
décrite sur le grand axe comme diamétre.

Soit toujours

z* y* 2
A—A+B—x+c—-x_1

Téquation de la quadrique donnée; celles des trois plans touchant respec-
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tivement cette quadrique et les deux focales réelles seront

«x+Byt+yi=VA+BE+Cy—)
%z+By+v.5=\Ad 4B +Cy,—B
T3y Y5 = \/Aa:+B§3:+C1;—C-

Ajoutons ces trois équations aprés les avoir élevées au carré, et tenons
compte des relations qui résultent de ce que les trois plans sont perpendi-
culaires deux a deux, nous obtiendrons 1'équation

By =)

qui représente la sphére décrite sur le grand axe de la quadrique comme
diameétre,
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CHAPITRE V
FIGURES POLAIRES RECIPROQUES.

279. Etant données une quadrique D et une surface X ; le licu des pdles
par rapport a D, des plans tangents a la surface £ sera une certaine sur-
face X',

Réciproquement, les points de la surface T sont les pdles des plans tan-
genis a la surface X', par rapport a la méme quadrique D.

Soient en effet @', &', ¢' irois points de la surface X'; leurs plans po-
laires A, B, G, par rapport a la quadrique D, sont tangents a la surface Z,
et le point de rencontre I de ces plans tangents est le péle du plan a'd'c'.

Quand les points &', ¢' viennenl se confondre avec le point ¢/, le plan a'b'¢'
a pour limite le plan P’ qui touche X' au point 4'; en méme temps, le
point I tend vers le point p, ol le plan A touche la surface Z.

Il résulte de la que le point p est le pdle, par rapport a la quadrique D,
du plan tangent P' & la surface X',

Les surfaces X, X', dont chacune est & la fois le lieu des péles des plans
tangents de l'autre, et l'enveloppe des plans polaires des points de lautre,
par rapport & la quadrique D, sont dites polaires réciproques.

Définition. — On dit qu'une surface est de la classe m, quand on peut lui
mener m plans tangents passant par une droite donnée.

Théoréme. — Deux surfaces polaires réciproques =, T' sont telles que
Vordre de chacune delles est égal & la classe de Uautre.

En effet, aux m points o une droile A rencontre la surface X correspon-
dent m plans tangents 4 la surface X', passant par la droite A' conjuguée
de A ; la surface T étant d’'ordre m, la surface Z' est de la classe m et in-
versement.

Corollaire. — La polaire réciproque d'une quadrique est une quadrique.

280. Les figures polaires réciproques jouissent d'un grand nombre de
propriétés ; nous allons faire connaitre les principales.

1° A une droite correspond une droite.

2° A des plans passant par un méme point p correspondent des points situés
dans un méme plan, le plan polaire du point p.

3° A des points situés dans un méme plan P correspondent des plans pas-
sant par un méme point, le vole du plan P,
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4* A des plans passant par une méme droite A correspondent des poinlf
situds sur la droite A' conjuguée de A.

5° A des points situés sur une droite A correspondent des plans passant pay
la droite A' conjuguée de A.

6° A une courbe quelconque C correspond une surface développable, enveloppe
des plans polaires des points de la courbe C.

Remarque. — Quand la courbe C est plane, la surface enveloppe est un
cone ayant pour sommet le péle du plan de la courbe C.

Réciproquement, & un cone correspond une courbe plane située dans le plan
polaire du sommet du cine.

7° A deux surfaces Z, X', s¢ coupant suivant une courbe plane, correspondent
deux surfaces Z‘, E:, inscrites dans le cone qui correspond & la courbe plane
commune.

8° A une surface réglée correspond une surface réglée.

281. La théorie des polaires réciproques permet, quand on a trouvé une
propriélé d'une surface, d’en déduire immédiatement, pour la surface corres-
pondante, une autre propriélé qui est dile corrélative de la premiere.

Ainsi, par exemple, les théoremes I, II, III démontrés au paragraphe 244
donnent lieu aux propriétés suivantes.

Théoréme. — On peut construire une quadrique et une seule tangente &
neuf plans; le probléme a une infinité de solutions si ces neuf plans sont tan-
gents & deux quadriques données.

Théoréme. — Il y a une infinité de quadriques touchant huit plans donnes;
toutes les quadriques sont inscrites dans une méme surface développable cir-
conscrite @ deux quadriques.

Théoréme. — Toutes les quadriques touchant sept plans donnés, touchent
un huitiéme plan fize.

282. — Dans tout ce qui suit, nous supposerons que la quadrique direc-
trice est une sphere de rayon R, dont nous désignerons le centre par O.

On a alors les propriétés suivantes :

1° Les distances du cenire O & un point p' et au plan correspondant P sont
réciproques.

2° L'angle de deux plans P, Q d'une figure = est égal & Pangle sous lequel
on voit, du point O, les péles p', q' de ces plans.

3° Les distances de deux points p, q au centre O sont proportionnelles aux
distances de chacun de ces points au plan polaire de Uuutre.

Les démonstrations de ces propriétés sont les mémes que celles des pro-
priélés analogues de Ja Géomélrie plane (G.P. 256).

Théoréme. — La polaire réciproque d’une sphére X, par rapport & une
sphére D, est une quadrique de révolution engendrée par une conique tournant
autour de son axe focal; le centre O de la sphére D est un foyer de cette
conique, et le plan engendré par sa directrice est le plan polaire, par rapport
@ D, du centre de la sphére .
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Cela résulte du théoreme relatif & la polaire d'un cercle par rapport a un
cercle démonlré en Géométrie plane (G.P.2%6).

On peut ajouter que la quadrique de révolulion, polaire réciproque de T,
est un ellipsoide, un paraboloide elliplique ou un hyperboloide a deux nappes,
suivant que le centre O de la sphére D est inlérieur & la sphére X, sur celle
sphére ou al'extérieur.

Corollaire. — Des sphéres concentriques ont pour polaires réciproques des
quadriques de révolution ayant un foyer commun, les directrices des méri-
diennes qui correspondent & ce foyer étant aussi dans un méme plan.

Du théoréme précédent il résulte qu'aux propriélés de la sphére corres-
pondent des propriéiés des quadriques engendrées par la révolution d’une
conique autour de son axe focal.

Exemple. — Théoréme. — Un triddre de grandeur constante se déplace
de maniére que ses faces restent tangenies respectivement & trois sphéres
concentriques : 1° le sommet décrit une sphére concentrique aux sphéres don-
nées; 2° le plan passant par les points de contact des faces et des sphéres
roule sur une sphére qui leur est également concentrique.

Théoréme corrélatif. — Etant donndes trois quadriqués de révolution en-
gendrées par la révolution autour de Uaxe focal, de trois coniques ayant en
commun un foyer F et la directrice cgrrespondante D; un angle friédre de
grandeur constante tourne autour de son sommet placé au foyer commun F :
1° le plan passant par les points d’intersection respectifs des trois arétes du
triddre mobile avec les quadriques roule sur une quadrique de révolution I,
20 le point de concours des plans tangents en ces points, auzx trois quadriques,
décrit une quadrigue de révolution Z,.

Les coniques qui en tournant autour de leur axe focal engendrent les qua-
driques 2, X, ont pour foyer le point F et pour directrice correspondante la
droite D.

283. Théoréme. — La polaire réciproque X' d'une quadrique =, par rapport
@& une sphére ayant pour cenire un des foyers O de la surface est une qua-
drique de révolution; Uaxe de révolution est la droite conjuguée, par rapport
a la sphére, de la directrice D qui correspond & ce foyer.

Soient en effet m un point quelconque de la quadrique X, et ma, mb ses
distances aux plans cycliques P, R qui passent par la directrice D, on
aura

o) O_'n)’= pma.mb.

Au point m correspond un plan M tangent a la quadrique X'.
Soient p, r les pbles des plans P, R par rapport a la sphére directrice
et pp', rr' les distances de ces points au plan M, on aura (282)

Om ma Om _mb

—_—— —_——)

Op pp Oor rr
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d’ou
—_—
@ Om ___ma.mb_
Op.Or pp'or

En tenant compte de la relation (1), la derniére relation prend la forme

pprrt = O__p.Or.

N

Le produit des dislances des points p, r aux plans tangents de la sur-
face X' ayant une valeur consiante, cetle surface est de révolution autour
de la droite pr. De plus, cette droite joignant les pdles des plans P, R par
rapporl a la sphére directrice, est conjuguée, par rapport a cette sphére, de
la droite d’intersection de ces deux plans, c’est-a-dire de la diveclrice D.

Quand le foyer O est de premiére espéce, les plans P, R sont réels ainsi
que leurs pdles p, r; la quadrique X' est de révolution aulour de laxe focal
d'une section méridienne.

Quand le foyer O est de deuxiéme espéce, les plans P, R sonl imaginaires
conjugués ainsi que leurs pdles p, 7 ; la quadrique X'est de révolulion autour
de Uaxe non focal d’une section méridienne.

Réciproquement, la polaire réciproque d'une quadrique de révolution XV,
par rapport & une sphire de cenire O, est une quadrique quelconque X ; le
point O est un foyer de la quadrique 3, et la directrice correspondante esi
la conjuguée, par rapport & la sphére, de Uaxe de révolution de la qua-
drique %'.

Soient en effet p, r les foyers réels ou imaginaires d’une section méridienne
de la surface X', situés sur l'axe de révolution. Si pp', rr' sont les distances
de ces foyers & un plan tangent M de la surface X', on aura la relation

pp'.rr'=h,
h étant une constante,

Cette relation associée a la relation (2), dans laquelle m est le pdle du
plan M par rapport & la sphére et ma, mb les distances de ce point m aux
plans polaires P, R des foyers p, r par rapport a cette méme sphére, donne
I'égalité (1).

La réciprogque est donc démontrée,

Remarque. — Une partie du théoréme précédent est une conséquence de la
propriété suivante qui est souvent ulile dans les applications de la théorie
des figures polaires réciproques.

Théoréme. — Le cone des directions asymptotiques dune quadrique X,
polaire réciproque d'une quadrique T par rapport @& une sphére de centre O,
est le cone C' supplémentaire du céne C qui a son sommet en O et qui est cir-
conscrit & la surface X.

En effet, les poles des plans tangents au céne C sont a linfini sur les
diamétres de la sphére directrice, perpendiculaires a ces plans tangents.
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Pour que la quadrique X' soit de révolution, il faut et il suffit que le
¢bne C! et par suite le cone C soient de révolution ; le poinl O doit donc élre
un foyer de la quadrique .

284. Du lhéoréme démontré au paragraphe précédent et de sa réciproque
il résulte que, des propriétés d’une quadrique de révolution, on peut déduire
des propriétés d'une quadrique queleonque, relalives a un foyer.

Exemple. — Théoréme.— Le cone C circonscrit & une quadrique de révolu-
tion X et dont le sommet a est sur Uaxe, est lui-méme de révolution ; ses plans
tangents font des angles égaux avec le plan P de la courbe de contact ; enfin
le plan de cette courbe est perpendiculaire & Uaxe de révolution.

Théoréme corrélatif. — Le cone ayant pour sommet un foyer O d’une
quadrique ' et pour base une section dont le plan passe par la directrice
correspondante 1D, est de révolution ; Uaxe est la droite joignant le foyer au
pole, par rapport & le quadrique, du plan de la section; il est perpendiculaire
au plan qui passe par le foyer et la directrice correspondante.

En effet, prenons la figure polaire réciproque de X par rapport & une sphére
de centre O, nous obtiendrons une quadrique X' ayant pour foyer le point O;
la directrice correspondante étant la droite D conjuguée de I'axe de révolu-
tion ab de la surface Z, par rapport & la sphére.

Au céne C correspondra, sur la surface X', une courbe plane ¢' située
dans le plan polaire A', par rapport a la sphére, du sommet a de ce
cdne ; le point a étant sur I'axe de révolution @b, son plan polaire A' passera
par la directrice D qui est conjuguée de ab.

A la courbe de contact du céne C correspondra un cdne circonscrit & la
surface X', ayant pour sommet le pdle p, par rapport a la sphére, du plan P
de cette courbe de contact, et pour base, la section ¢'; le point p est donc le
pdle du plan A’ par rapport ¢ X'.

Maintenant le péle, par rapport a la sphére, d’'un plan M tangenl au cone G
est un point m de ¢'; I'angle du plan M avec le plan P restant constant quand
le plan M roule sur le cone G, il en est de méme de I'angle mOp. Le cdne
qui a pour sommet le foyer O et pour base la seclion ¢' esi donc bien de
révolution autour de la droite Op joignant le foyer O au péle p, par rapport
a la quadrique X', du plan de la seclion ¢

Enfin les plans passant par I'axe ab ont leurs pdles, par rapport a la

" sphére, sur la directrice D; comme ces plans sont perpendiculaires sur le
plan P, les droites joignant le foyer O aux différents points de D sont per-
pendiculaires sur Op, et celte droite est perpendiculaire sur le plan passant
par le foyer O et la directrice D.
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EXERCICES.

1* Soient C la section d’une quadrique par un plan P et M, M' les points
ou le diametre conjugué du plan P rencontre‘cette quadrique ; démonlrer
qu'on peut délerminer la nature de la surface en étudiant la nature de la
section C, celle des poinls M, M’ et leur posilion par rapport au p.an P.

Celte mélhode est surtout avantageuse quand on a a disculer une équation
du second degré représenlant des quadriques variables mais ayant une meme
seclion ptane C.

Application. — On donne une quadrique, un point A et un plan P ; une
transversale, tournant autour du point A, rencontre le plan en un point B,
trouver le lieu des points M ol la transversale est rencontrée par le plan
polaire du point B, par rapport a la quadrique.

Le point A se déplagant dans l’espace, discuter ce lieu qui est une qua-
drique passant par le point A, par le péle du plan P, par la sectlion de la
quadrique donnée avec le plan P, enfin par la courbe de contact du cone
circonscril a cetle quadrique el dont le sommet est au poinl A.

2° Les plans polaires d'un point donné par rapport aux quadriques ayant
huit points communs, passent par une méme droite.

Corollaire. — Les plans diamétraux de ces quadriques, conjugués d’une
dircction donnée, passenl par une méme droite. (Lamé.)

Les droiles conjuguées d’une droite donnée par rapport aux mémes qua-
driques, engendrent un hyperboloide a une nappe.

Euoncer les propriélés corrélalives.

3° Les plans polaires d'un point donné par rapport aux quadriques ayant
sept points communs passent par un point fixe.

Corollaire. — Les plans diamélraux de ces quadriques, conjugués d’une
direction donnée, passent par un méme point. (Lamsé.)

Enoncer les propriélés corrélatives.

4 Une quadrique élant assujetlie & passer par un point M et par deux
ellipses donndes, non situées dans un méme plan mais admettant une corde
commune ; déterminer les régions de I'espace ol se trouve le point M, quand
la quadrique est un ellipsoide, un hyperboloide a une nappe, un céne ou un
hyperboloide & deux nappes.

5° Trouver le lieu des centres des quadriques de révolution passant par
deux droites données; trouver le lieu des axes de révolulion de ces qua-
driques.

6° Lorsque deux quadriques passent par deux droites non situées dans un
méme plan, l'interseclion de ces surfaces se compose de ces droites et de
deux autres droites réelles ou imaginaires.

7° Trouver le lieu des pdles d’'un plan P par rapport aux quadriques pas+
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sant par les quatre ctés d'un quadrilatére gauche. — Lieu des centres de
ces surfaces.

g Il exisle un ellipsoide touchant chacune des faces d’un tétraédre en
leur cenlre de gravité; le centre de la surface esi au centre de gravité du
tétraedre.

9 1l existe un ellipsoide touchant les arétes d’un tétraédre en leur milieu;
le centre de la surface est au centre de gravité du tétraédre.

40° La somme des carrés des longueurs des axes d’une quadrique a centre
est égale a la puissance du centre de la surface par rapport a ia sphere cir~-
conscrile & 'un quelconque de ses télraédres conjugués. (Painvin, Nouvelles
Annales ; année 1850, page 200.)

110 Le lieu des centres des quadriques tangentcs & six plans, et dont les
carrés des longneurs des axes conservent une somme constante est une
sphére. (J. Mention, Nouvelles Annales, année 1857, page 228,)

12° Les normales menées par le point M aux trois quadriques homofocales
a une quadrique donnée S, qui passent par ce point, rencontrent I’'un des
plans principaux de cette quadrique en trois points qui sont les sommets
d’un triangle conjugué par rapport a la focale située dans ce plan principal.

13° Un cylindre élant circonscrit & une quadrique; si, par I'une des focales
de la surface, on fail passer un second cylindre ayant ses arétes parallcles a
celles du premier, les sections droiles de ces deux cylindres sont des coni-
ques homofocales.

Corollaire. — Les projections orthogonales des deux focales réelles d'une
quadrigue sur un plan quelconque sont des coniques homofocales.

14° Quand deux quadriques sont homofocales, de quelque point de 1'espace
qu’on les considére, leurs contours apparents semblent se couper a angle
droit.

15° Quand un ellipsoide et un hyperboloide sont homofocaux, les plans tan-
gents a Vellipsoide paralléles aux plans asymptotes de 'hyperboloide sont a
la méme distance du centre commun des deux surfaces.

16° Les pdles d’un plan, par rapport a des quadriques homofocales, sont
situés sur une méme droile perpendiculawe & ce plan.

17° Les normales abaissées d'un point sur des quadriques homofocales sont
sur un céne du second ordre.

18° Si d'un point pris dans un des plans principaux on abaisse des nor-
males sur des quadriques homoflocales, toules ces normales seront siluées
dans deux plans, dont I'un sera le plan principal, et l'autre sera perpendi=-
culaire & ce plan principal ;

Les points d'incidence des normales situées dans le plan principal sont sur
la focale & neeud de Quetelet ;

Les points d'incidence des normales situées dans le second plan sont sur
une circonférence de cercle, qui a pour diamétre la perpendiculaire abaissée
du point fixe sur la polaire de ce point par rapport a la focale située dans le
plan priocipal o ce point est place;

Enfin les plans tangents aux surfaces menées par les poinls d'incidence
des premiéres normales enveloppent un cylindre parabolique; et les plans
tangenls menés par les points d'incidence des aulres normales passent tous
par une méme droite située dans le plan principal.

4Y¢ Si I'on mene, & des quadriques homolocales, des normales paralléles &
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une direction D, lenrs points d'incidence sont sur une hyperbole équilatére
dont une asymptole est paralitle a D.

20> Si, par une droite D, on méne des plans tangenls & des quadriques
homofocales. les normales & ces surfaces menées par leurs points de contact
avec ces plans formeront un paraboloide hyperbolique.

Si la droite D est normale a 1'une des surfaces, le paraboloide se réduiraa
une conique.

Si la droite D est située dans un des plans principaux des surfaces, les
points de contact des plans langents menés par cetle droite seront sur une
circonférence de cercle.

91> Elant donnés trois cénes du second ordre homofocaux représentés par
les équalions obtenues en remplagant A successivement par p, p,, p, dans
Péquation

x! yi zi _ .
A—A+B—X+C—k—m

pour qu’on puisse mencr par un point de l'espace trois plans perpendicu-
laires deux a4 deux ob tangents respectivement aux trois cones, il faut et il
sullit que I'on ait la relation

A+B+C=p4p + s

Quand cette relation a lieu, le probléeme, pour chaque point de l'espace,
admet une infinilé de solutions.

92 Lieu des Sommels des angles triddres trirectangles dont les faces sont
respectivement tangentes & trois quadriques homofocales.

Expliquer pourquoi, en metlant le probléme en équation, on obtient autant
d’équations que l'on a introduit de paramétres arbilraires.

23> Etant donnée une figure formée par un plan P et une droite D perpen-
diculaire & ce plan, en un point M, trouver le lieu que décrit le point M
quand celte figure se déplace de maniére que le plan P touche une qua-
drique X et que la droite D touche respectivement deux auires quadriques
homofocales a la précédente.

Cas ol les deux dernieres quadriques sont les focales réelles de la qua-
drique X. Déduire de ce cas particulier les corollaires suivants :

Corollaire I. — Le licu des pieds des perpendiculaires menées aux plans
tangents d'une quadrique de maniere que ces perpendiculaires rencontrent les
deux focales réclles, est la sphére décrite sur le grand axe de la quadrique
comme diamétre,

Corollaire II. — Le lieu des points d’intersection des projections orthogo-
nales des deux focales réelles d’'une quadrique sur les plans tangents est la
sphere décrite sur le grand axe de la quadrique comme diamaétre.

24° Démonlrer qu’il existe trois séries de sphéres doublement tangentes a
un ellipsoide ; leurs centres sont situés-respeclivement dans les plans prin-
cipaux.

Trovver les condilions nécessaires et suffisantes pour que ces sphéres soient
réelles ; pour que deux sphéres de deux séries différentes coincident.

Parmi les sphéres doublement tangentes a l'ellipsoide, celles qui touchent
la surface aux ombilics sont appelées sphéres focales.
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La somme ou la différence des tangentes menées d’un point de l'ellipsoide
& deux sphéres focales est constante pour tous les points de l'intersection
de Vellipsoide par une quadrique homofocale.

Les plans tangents a I'ellipsoide en tous les points de la méme courbe d’in-
terseclion coupent les deux sphéres focales sous des angles dont la somme
ou la différence est constanle.

1 25° Si deux surfaces X, X, sont polaires réciproques par rapport & une

sphére de centre O, leurs apsidales X', 2: relatives au point O sont polaires
réciproques par rapport a la méme sphére.

Déduire de la que la surface des ondes relatives a I'ellipsoide dont 1I'équa-
tion est

x’ yl z!
sTpte—1=0
a pour équation, en coordonnées tangentielles,

u? v? w?

it trr—tter1 ="

On a posé
P=wdv* 4

et un plan tangent a la surface des ondes a une équation de Ia forme

wzx4vytwzt+1=0.

26° La surface des ondes qui correspond & l'ellipsoide dont I'équation est
wg y! Z‘
Frpte=!

est sa propre polaire réciproque par rapport aux quadriques représentées par
I'équation

2 z!
y +—==1

x%
beca " ab

ibc

£

PRINCIPAUX SUJETS DE COMPOSITIONS
PROPOSES DANS LES CONCOURS.

Ecole Polytechnique.
1855. Trouver les droites situées sur la surface qui a pour équation

Tyt =at;

étudier les sectiona faites dans celte surface par des plans passant par I'ing
de ces droites.
1 25
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4856. Discuter I'équalion
p*==a + bsinw +¢sin‘w,
quand on fait varier les paramétres a, b, ¢.
1858. Déterminer les diverses surfaces que peut représenter I'dquation
@4 2w+ 1)+ ') —2(ys 2ot xy)=2m* —3m 1,

lorsque le paramétre m varie de —oo a4 4 o0.

1860. On donne une parabole P; soient A et B deux poinls mobiles sur
eette courbe, mais tels que les normales en A et en B se coupent en un
point G de la parabole P. Trouver le lieu des points M, intersection de la
corde AB avec la tangente a la parabole au point C.

4861. Déterminer les diverses surfaces représeniées par l'équation
e{2* +2y2)+b(y"+222) +¢(F + 22y) =1

lorsque les parameétres a, b, ¢ varient de — oo & 4. — Exprimer que ces
surfaces sont de révolution.

1862. Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par I'équation
4y —zt2pzs+2qyzs — 2 — 20y 4 202 =0:

1° Lorsque p et g varient de toutes les manitres possibles; 2° lorsque p
et ¢ varient de maniére a ce que I’équation donnée représente un cone. Dis-
tinguer la partie du lieu qui correspond a des hyperboloides a une nappe de
celle qui correspond & des hyperboloides a deux nappes.

¢ 4863. On donne sur un plan deux circonférences de cercle 0, 0'; d'un
point A pris sur O on méne des tangentes a O' et l'on joint les points de
contact obtenus. Cetle droite coupe au point M la tangente au point A du
cercle O ; trouver le lieu décrit par le point M.

Examiner les différentes formes de ce lieu selon la grandeur et la position
relatives des cercles O et O'; indiquer le cas ol il se décompose. Faire voir
que le lieu des points M est tangent a la circonférence du cercle O en chacun
des points qui lui sort communs avec cette circonférence.

4864. On considére le cercle qui a pour équation
2yt =1
et la parabole qui est représentée par I'équation

. Jut -6 —1
‘ﬁﬁ—aw'+2aw+2§y=—13;t—~.
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ol « el 3 désignent des paramelres variables. On propose d’indiquer les
Kgions du plan ol doit se trouver le point P (a, B) pour que les deux
courbcs aient successivement : 1° qualre points communs réels; 2° qualre
points communs imaginaires ; 3° deux poinis réels et deux points imagi-
naires communs.

On construira les courbes qui séparent les différentes régions.

4865. On donne dans un plan une parabole P et I'on considére une circon-
férence de cercle C passant par le foyer de P. On propose d’indiquer les
régions du plan ol doit se trouver le centre du ecercle C, pour que sa cir-
conférence ait successivement avec la parabole P : 1° quatre points com-
muns réels; 2° quatre points communs imaginaires ; 3° deux points réels et
deux points imaginaires communs. On étudiera la forme et les propriéiés
de la courbe qui sépare ces différentes régions. w7 f -

4866. On considére la parabole et Phyperbole équilatére qui correspondent,
respectivement, aux équations

y—2px=0 zy —m*=0.

On propose : 1° de former I'équation ayant pour racines les abscisses ou
les ordonnées des points d'incidence des normales communes & ces deux
courbes ;

2° De déduire de cette équation que le nombre des normales communes
réelles est au moins égal 3 un et au plus égal a érois ;

3° De démontrer qu’en supposant
Tp'>2mt,
il n’y a qu’une normale commune réelle.

4867. Elant donnés un triangle AOB rectangle en O et une droite D située
dans le plan de ce triangle, on propose " 1° de former I'équalion générale
des hyperboles équilatéres circonscrites au triangle AOB; 2° de irouver
I'équation du lieu L des points ou ces différenles hyperboles ont pour tan-
gentes des droites paralléles a D ; 3° d’examiner les dilférenles formes du
lieu L qui correspondent aux directions diverses de la droite D.

1868. Soient deux paraboles P,, P, ayant toutes deux pour foyer le point
fixe O et, pour axes respeclifs, les droiles fixes 0X, OY, droites que l'on
suppose rectangulaires. On meéne a ces paraboles une tangente commune
dont les points de contact sont M,, M, ; trouver le lieu décrit par le milieu
de M, M,, sachant que la tangente commune passe par un point fixe.

1869. On donne un triangle rectangle isoscéle AOB et I'on demande :
1° P'équation générale des paraboles P tangentes aux trois c6tés du triangle
AOB; 2° I'équation de 'axe de l'une quelconque de ces paraboles; 3° I'équa-
tion et la forme du lieu des projections du point O, sommet de I'angle droit
AOB, sur les axes des paraboles P.

1872. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires et deux droites
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A, B respectivement paralléles a ces axes, et 'on demande : 1° de former
P'équation générale des coniques qui ont pour centre I'origine et qui admet-
tent comme normales les droites données A, B; 2° de démontrer que, par
un point du plan, il passe en général trois de ces courbes, a savoir: deux
ellipses et une hyperbole ; 3° de faire connaitre les poinis du plan pour les=
quels cette régle générale souffre une exception.

1873. On donne un cercle et un point A, et I'on demande le’ lieu des
centres des hyperboles équilatéres assujelties & passer par le point donné et
a toucher en deux points le cercle donné.

On discutera la courbe obtenue pour les différentes positions du point A,
et I'on démontrera que, dans le cas général, les points de contact des tan-
gentes qu'on peut mener au lieu par le point A sont situés sur une circon-
férence de cercle.

1874. Etant donné un triangle, on sait que, par un point M de son plan,
il passe, en général, deux paraboles circonscrites au triangle.

Cela posé, on demande de construire et de discuter le lieu du point M
pour lequel les axes des deux paraboles correspondantes forment entre eux
un angle donné.

4875. Trouver le lieu géométrique de Vintersection des deux normales me-
nées a la parabole aux deux extrémités de toutes les cordes dont les projec-
tions orthogonales sur une perpendiculaire a I'axe ont la méme grandeur 21.

Que devient lo lieu, quand on fait tendre ! vers zéro. -

Revenant au cas général, on propose de déterminer les ordonnées “des
points d'incidence des normales menées a la parabole par un point du lieu.
— Application aux points du lieu pour lesquels la tangente est paralléle a
I'axe de la parabole.

1875 (Question retirée, sauf pour UAlgérie). Une conique donnée de
forme et de grandeur se déplace de maniére que chacun des foyers resle
‘sur une droile dounée. A celle conique, parallélement 3 l'une des droites
données, on méne une tangente; trouver le lieu des points de contact.

4876. On considére une hyperbole équilatére fixe et une infinité de cercles

concentriques a cetle courbe.
¥ A chacun des cercles on mdne des langenles qui soient en méme temps

normales a I'hyperbole. On prend le milieu de la distance qui sépare le
point de contact avec le cercle variable du point d’incidence de la normale,
sur I'hyperbole fixe. On demande le lieu géométrique de ces milieux.

Si I’équation se présente sous une forme irrationnelle, on la rendra ration-
nelle.

En second lieu, on exprimera en fonction du rayon du cercle les coordon-
nées du point d’incidence de la normale, en s’attachant a spécifier les solu-
tions réelles distinctes.

1 2
4877. Soient% —';%:1 Péquation d’une hyperbole rapportée i ses axes;

§, 1 les coordonnées d’un point M du plan de I’hyperbole. Par le point M on
méne, & la courbe, deux tangentes ; soient A et B les points de contact.
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Trouver I'équation du cercle passant par les points A, B et par le centre O
de 'hyperbole. i

Ce cercle rencontre I'hyperhole en deux points C, D distincts de A et de B;
trouver 1’équation de la droite CD.

Trouver le lieu des projections du centre de I’hyperbole sur la droite CD,
le point M décrivant une droite.

1878. On donne une droite D dont Véquation, par rapport & deux axes
or, oy, est

z Y
TV g
p+q ’

et I'on considere les différentes coniques qui, ayant pour axes les droites
oz, oy, sont normales i la droite D.

Chacune d’elles rencontre cette droite en deux points, par lesquels on
méne des tangentes a la conique.

Trouver I'équation du lieu du point de rencontre de ces tangentes.

Démontrer que ce lieu est une parabole et que la distance du foyer de
cette parabole & son sommet est le quari de la distance du point 0 & la
droile D.

On construira géométriquement 'axe et le sommet de la parabole.

4879. On donne une conique rapportée & ses axes et dont I'équation est
2 °
-t =1
a + b~

et un point M sur cette courbe. Par les extrémités d’un diamétre quelconque
de la conique et par le point M on fait passer un cercle. Prouver que le lieu
décrit par le centre de ce cercle est une conique K passant par le centre o
de la conique donnée.

Si autour de ce centre o on fait tourner deux droites rectangulaires, elles
!rencontrent la conique K en deux points ; prouver que le lieu des points de
renconire des tarigentes menées en ces points a cette conique est la droite
perpendiculaire au segment oM et passant par le milieu de ce segment.

Par le point 0 on peut mener, indépendamment de la normale dont le point
d’incidence est en o, irois autres normales a la conique K ; trouver I’équation
du cercle circonscrit au triangle ayant pour sommets les points d’incidence
de ces trois normales.

Dans le cas parliculier ot la conique donnée est une hyperbole équilatére
etou 'ona:a=1, b=—1, montrer qu'une seule de ces trois normales
est réelle, et calculer les coordonnées de son point d’incidence.

1880. Soient M, N les points ou I'axe des # renconire le cercle ayant pour
équation
@ty =R

Considérons une quelconque des hyperboles équilatéeres qui passent par
les points M et N, et soient A, B les points ou le cercle rencontre la corde
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de contact des tangenies menées d’un point Q de sa circonférence a cette
hyperbole.

¥ Démontrer que, des deux droites QA, OB, l'une est paralléle & une direc-
tion fixe et 'autre passe par un point fixe P,

Le point P étant donné, I'hyperbole équilatére correspondante qui passe
par les points M et N est délerminée. On consiruira géométriquement son
centre, ses asymptotes et ses sommets.

Le point P décrivant la droile y =&, trouver le lieu des foyers de I'hy-
perbole.

1881. 1° On considére une parabole P et une droite AB normale au point A
de cetle courbe, qui se projette sur I'axe au foydr de la parabole.

Trouver le lieu des sommets des sections faites dans le cylindre ayant la
parabole P pour section droite, par des plans passant par AB.

2° On donne une asymptote d’une hyperbole et un point P de la courbe.
Sachant que I'un des foyers décrit la perpendiculaire menée du point P sur
Fasymptote considérée, on demande le lieu du point M, intersection de la
seconde asymplote avec la directrice qui correspond au foyer donné.

1882. On donne deux cercles se coupant aux points A et B. Une cbnique
passant par ces points et tangente aux deux cercles, rencontre I'hyperbole
équilatére qui a ces points pour sommets en deux autres points C et D.

1 Démontrer que la droite CD passe par un des centres de similitude des
deux cercles donnés.

2° Si 'on considére toutes les coniques qui, passant par A et B, sont tan-
gentes aux deux cercles, démontrer que le lieu de leurs centres se compose
de deux circonférences de cercle E, F.

3¢ Soit une conique satisfaisant a la question et ayant son centre sur l'une
des circonférences de cercle E ou F ; démontrer que les asymptotes de cette
conique rencontrent la circonférence de ce cercle en deux points fixes situés
sur l'axe radical des deux circonférences de cercle données.

1883. On donne une parabole et une droite. Trouver le lieu des points tels
que les tangentes menées de chacun d’eux a la parabole forment avec la
droite donnée un triangle de surface donnée.

4884. On donne une conique ayant pour équation

x! y!
@ Tae—¢

on joint un point M de cette conique aux deux foyers F et F'.

1° On demande d’exprimer les coordonnées du centre du cercle inserit dans
Fintérieur du triangle MFF', au moyen des coordonnées du point M.

2° Dans le cas ou la conique donnée est une ellipse, on démontrera que
si l'on considére les cercles inscrits dans deux triangles correspondants a
deux points M et M’ de la conique, I'axe radical de ces deux cercles passe
par le milieu du segment MM'.

3° Pour chaque position du point M, le rayon vecteur FM touche le cercle
covrespondant en un point P : on déterminera, en coordonnées polaires,
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P’équation du lieu déerit par le point P, (Or prendra le foyer F pour pile et
Vaxe des x pour axe polgire.)

Nota. — Dans toutes ces questions, il est nécessaire de distinguer le cas
ol la conique donnée est une ellipse de celui ol elle est une hyperbole.

1885. Par les deux foyers d'une ellipse on fait passer une circonférence de
cercle variable.

1° A quelle condition doit satisfaire celte ellipse pour que la circonférence
du cercle puisse la rencontrer en quatre points réels et dans quelle porlion
du petit axe doit-on placer le centre du cercle pour que les quaire poinls
d'interseclion soient réels.

2° En chacun des points d’intersection on meéne les tangentes a lellipse;
trouver, quand le cercle varie, le lieu des sommets du quadrilatére formé par
ces tangentes.

3> Quel est le lien des points d’intersection des c6tés de ce quadrilatére avee
ceux d’'un autre quadrilatére symétrique du premier par rapport au centre de
I'ellipse.

4° On considére les tangentes communes au cercle et a l'ellipse ; trouver
le lieu de leurs points de contact avec le cercle.

ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

4842. On donne une ellipse ou une hyperbole dont AA' est I’axe focal. Par
le sommet A le plus voisin du foyer F, on méne une droite quelconque ren-
contrant la courbe au point C et on la prolonge d'une quantité CD telle que

AD m
le rapport ac coit constamment égal é; ; puis on tire les droites A'C, FD

qui se coupent au point M. Trouver le lieu déecrit par le point M quand la
droite AD tourne autour du sommet A.

1847. On donne sur un plan un nombre quelconque de points A, B, C,...;

par une origine fixe O prise arbitrairement dans ce plan, on méne des droites,
sur chacune desquelles on prend une longueur OM inversement proportion-
pelle a4 la racine carrée de la somme des carrés des distances des poinls
donnés 4 la droite correspondante, on demande :
A 1° Le lieu des points M ;*2" si 'on peut toujours, les points donnés restant
fixes, choisir I'origine G, de telle sorte que le lieu soit un cércle ; 3° examiner
si le lieu est toujours une courbe fermée ; 4° cela étanl, trouver out doit étre
placé le point O, les points donnés restant fixes, pour que l'aire du lieu soit
maximum.

1859. 1° On donne dans un plan un nombre quelconque de points: trou-
ver, parmi toutes les droites paralleles & une direction donnée et siluées
dans ce plan, celle dont la somme des carrés des distances aux points donnés
est un minimum. X

2° La direction de la droite venant A varier et les points donnés restant les
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mémes, prouver que la ligne qui remplit la condition de minimum énoncée
plus haut passe par un point fixe.

3° Combien, par un point donné du plan, peut-on faire passer de lignes telles
que la somme des carrés de leurs distances aux points donnés soit égale a
un carré donné.

4° 11 peut arriver que les lignes qui satisfont a la question précédente soient
imaginaires ; cela a lieu Jorsque le point donné est dans l'intérieur d’une cer-
taine courbe dont on demande 1'équalion.

5° On peut toujours, quel que soit le nombre des points donnés et de
quelque maniére qu'ils soient placés, les remplacer par trois auires, tels que
Ja somme des carrés de leurs distances & une droitle quelconque du plan soit
proportionnelle & la somme des carrés des dislances des points donnés a la
méme droite, ou, en d’autres termes, tels, que le rapport des deux sommes
de carrés soit le méme pour toutes les droites du plan.

6° Les points définis dans la question précédente sont indéterminés ; trou-
ver la courbe sur laquelle ils sont situés.

7° Le triangle qui a ces trois points pour sommets a une surface constante.

41861. D'un point P extérieur & une conique, on meéne une sécante PAB.
Aux points A, B ol elle rencontre la courbe, on méne des tangentes qui se
coupent en M, et l'on projetts le point M sur la droite AB; trouver le lieu
de ces projections. ”

Prouver : 1° Que le lieu passe au point P : tangente en ce point; 2° quele
lieu est le méme pour toutes les coniques homofocales; 3° que le lieu peut
élre considéré comme le lieu des projections du point P sur certaines droites
qui sont tangentes a une courbe dont on demande I'équation.

4863. On considére les hyperboles équilaléres tangentes a une droite
fixe AB en un point donné C et passant par un point D. D’un point P pris
sur AB, on méne des tangentes & chacune de ces hyperboles et 'on demande
le lieu des points de contact. )

Déterminer la nature du lieu suivant la position du point D,

1864. Etant donnés un triangle ABC et une droite D passant par le point A,
il y a une infinité de coniques passant par les points A, B, G et tangentes
a la droite AD.

A chacune de ces courbes on méne des tangentes paralléles a AD ; trouver
le lieu des points de contact.

Ce lieu est une conique; on demande la courbe décrite par ses foyers
lorsque, les points A, B, G restant fixes, la droite AD tourne aulour du
point A.

1866. Dans une ellipse donnée, on inscrit un parallélogramme ayani pour
diagonales deux diamétres conjugués quelconques AA', BB'. Aux sommets
de ce parallélogramme on meéne les normales a lellipse; elles forment yn
second parallélogramme MN M'N'.

1° Démontrer que les diagonales de chacun des deux parallélogrammes
ABA'B', MNM'N' sont respectivement perpendiculaires aux cotés de 'autre.

2° Trouver le lieu des sommets du parallélogramme MNM'N' quand on
fait varier les diametres conjugués.
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8 Trouver le lieu du point d'intersection de la diagonale NN’ et de la tan-
gente en M au lieu précédent.

1867. On donne deux droites rectangulaires AB, CD, et I'on considére les
hyperboles ayant la droile AB pour asymptote et touchant la droite CD cn
un point fixe P. On demande :

1° Le lieu des foyers de toutes ces hyperboles; 2° le lieu du point de ren-
contre de la seconde asymptote avec la perpendiculaire abaissée du point
fixe sur la directrice; 3° le lien des points d’intersection de la seconde
asymptote avec la droite qui joint le foyer au point d’intersection des deux
droites données.

1868. On donne une ellipse et un point P situé dans le plan de la courbe.
Déterminer le lieu des sommets des cdnes qui ont I'ellipse pour directrice
et dont 'un des trois axes de syméirie passe par le point P.

1869. Etant donnés un rectangle et un poinl P dans son plan, on méne
par le point P une droite quelconque PQ et I'on imagine les deux coniques
qui passent par les sommets du rectangle et touchent la droite PQ. Soient
E, E' les deux points de conlact et M le milieu du segment EE'; trouver le
lien décrit par le point M, quand on fail tourner la droite PQ autour du
point P.

On construira le lieu dans les hypothéses suivantes : le rectangle se réduit
a un carré dont le c6té est 2a, et, si I'on prend pour axes de coordonnées
les paralleles aux c6tés du carré menées par son centre, les coordonnées du

point P sont z =y = %.

1870. Par I'axe transverse d'une hyperbole donnée, on méne un plan P
faisant un angle & avec le plan de la courbe, puis, dans le plan P, une droite
OZ perpendiculaire & cet axe transverse.

Trouver 'équation de la surface de révolution décrite par la rotation de
I’hyperbole autour de OZ.

Construire la section méridienne de la surface, en supposant: 1¢ 'hyperbole
équilatére ; 2° la droite OZ menée par l'un des sommets de la courbe;
3° I'angle « égal a 45°.

4872. Par un point fixe A, pris sur une surface du second ordre donnée,
on méne tous les plans qui coupent la surface suivant des courbes dont I'un
des sommets est en A.

1e Trouver le lieu de celui des axes de la section qui passe par le point A.

2° Trouver le lieu du point ou le diamétre conjugué du plan sécant, rela-
livement & la surface donnée, rencontre le plan fangent & celte surface au
point A.

3> Construire ce dernier lieu dans le cas o le plan tangent en A coupe la
surface donnée suivant deux droites rectangulaires.

1873. Etant donnés une ellipse A et un point P dans son plan, de ce point

on meéne des normales & l'ellipse et I'on considére la conique B qui passe
va; le point P et les pieds des quatre normales,
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1° Trouver les coordonnées du centre de cette conique B et celles de ses
foyers.

2 Trouver le lieu G du centre et le lieu D des foyers de la conique B,
lorsque 'ellipse A varie de manitre que ses foyers restent fixes.

3¢ Trouver le lieu des poinls d'inlersection du lien D et de la droite OP
lorsque le point P décrit un cercle de rayon donné et ayant pour cenire le
centre O de 'ellipse A.

4874. 1° Par les trois sommets d'un triangle rectangle on fait passer des
paraboles, auxquelles on méne des tangentes paralleles & I'hypoténuse du
triangle donné : 1° On demande le lieu des points de contact.

2 Le lieu cherché est une conique qui coupe chacune des paraboles en
quatre points. On demande le lieu décrit par le centre de gravité du triangle
formé par les sécanles communes qui ne passent pas par lorigine.

4875. On considére une infinité d'ellipses semblables entre elles, ayant un
sommet flxe O et la méme tangente en ce point; on demande le lieu des
pieds des normales menées, d’'un point fixe P, & ces ellipses.

On construira le lieu dans le cas ou OP est incliné a 45° sur la tangente
fixe donnée el en supposant successivement que le rapport des axes des

ellipses considérées est 6gal & /3 ou a 2.

1876. On considére toutes les paraboles tangentes a deux droites rectan-
gulaires oz, oy et lelles que la droite PQ qui joint leurs points de contact P
et Q avec ces deux droites passe par un point donné A.

On demande : 1° Le lieu du point d'intersection de la normale en P a I'une
de ces paraboles avec le diamétre de la méme courbe passant en Q; 2° de
déterminer le nombre des paraboles réelles qui passent par un point quel-
conque du plan ; 4° 'équation du lieu des puints de rencontre de deux para-
boles satisfaisant aux conditions proposées et dont les axes font entre eux un
angle donné. On construira ce lieu dans le cas ol I'angle donné est un angle
de 45° et ol le point A est sur la droite oz.

4877. On cofsidere toutes les coniques circonscrites & un friangle ABC
rectangle au point A et telles que les tangentes en B et C a ces coniques
aillent se couper sur la hauteur du triangle. On demande #1° Le lieu du
point de concours des normales en B et C & ces coniques ;"2° le lieu du cenlre
de ces coniques : on distinguera les points du lieu qui sont des centres d'el-
lipses de ceux qui sunt des centres d’hyperboles ; 3> le lien des pdles d’une
droite quelconque D ; ce lieu est une conique. On considére toutes les droites D
pour lesquelles cette conique est une parabole et 'on demande le lieu des
projections du point A sur ces droites.

. 4878. On donne une conique et deux points fixes A et B sur cette courbe.
Une circonférence quelconque passant par les points A et B rencontre la
conique en deux autres points variables C et D ; on méne les droites AC, BD
qui se coupent en M, les droiles AD, BC qui se coupent en N.

Déterminer: 1° Le lieu des points M et N; 2¥1e lieu des points de ren-
contre de la droite MN avec la circonférence de cercle & laquelle elle corrcs-
pond.
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1879. Elant donné un tétraddre OABC défini par I'angle triédre O et les
longueurs 4a, 4b, 4c des trois arétes OA, OB, OC:

1° Démontrer que I'ellipsoide qui admet pour diamétres conjugués les trois
droites qui joignent les milieux des arétes opposées deux a deux, est tangent
aux six arétes du létraédre.

2° Trouver Pintersection de cet ellipsoide et de I'’hyperboloide engendré
par une droite mobile qui s'appuie sur trois droites mendces, l'une par le
milieu de Parfte OA parallélement a OB, la deuxi¢me par le milien de
P'aréte OB parallélement a OC, la troisiéme par le milieu de Varéte OC paral-
lelement & OA.

3¢ Par chacun des points ol la droite mobile perce la surface de Vellip-
soide on méne un plan paralléle au plan tangent a lellipsoide en l’autre
point ; démontrer que ces deux plans passent par le centre de l'ellipsoide et
trouver le lieu de I'intersection des deux plans.

1880. Etant donné un paraboloide hyperbolique, on considére une généra-
trice rectiligne A de cette surface et la génératrice B du méme systéme qui
lui est perpendiculaire. Par les poinils @, b ou ces droites sont rencontrécs
par leur perpendiculaire commune passent deux génératrices rectilignes A'
et B' de l'autre systéme; soient &' et J' les points oll les deux droites A’
et B' sont rencontrées par leur perpendiculaire commune.

1° Trouver le lieu des points ¢ et b el celui des points o' et b, quand la
droite A décrit le paraboloide.

2° Trouver le lieu des points de rencontre des droites A et B’ ou A' et B.

3 Calculer le rapport des longueurs ab et @'d’' des perpendiculaires com-
munes et étudier la variation de ces longueurs.

1881. On considére la courbe qui a pour équation 27 y* =4a°.

1° On demande la condition a laquelle doivent satisfaire les parametres m
et n pour que la droite y = mz -} n soit tangente a cette courbe.

2° On demande le lieu des points d’ot1 I'on peut mener & la courbe proposée
deux tangentes paralléles & deux diamétres conjugués de la conique repré-
sentée par I'équation

zt 4 y* 4 202y =B.

3¢ Par un point A pris sur la courbe on méne des sécantes qui la coupent
en deux poinis variables M et M'; on demande le lieu du milieu du seg-
ment MM'. Discuter la forme de ce lieu et indiquer les arcs qui répondent a
des sécantes pour lesquelles les points M, M' sont réels.

1882. Soient un point fixe P ayant pour coordonnées a et b par rapport a
deux axes rectangulaires 0z, 0y, et A, B les projections du point P sur ces
deux axes. On considére les courbes du second ordre tangentes aux deux
axes en ces points A et B; du point P on méne 3 chacune de ces courbes
deux normales variables PM, PM'.

1° Trouver l'équation de la droite MM’ qui joint les pieds des normales
variables et démontrer que cette droite passe par un point fixe.

2 Trouver I'équation de la courbe C lieu des points M et M'. Construaire
la courbe C, dans I'hypothése ¢ =2b, au moyen de coordonnées polaires, la
pdle étant au point o.
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1883. On donne la cissoide qui, rapportée a des axes rectangulaires, a
pour équation
(a4 1)z = ay.

Soient z', y' les coordonnées d’un point M du plan. On propose de former.
1° I'équation du troisitme degré qui a pour racines les coefficients angulaires
des droiles qui joignent l'origine o aux points de contact des trois tangentes
3 la cissoide issues du point M 2° I'équalion du cercle qui passe par ces
points de contact.

Montrer que si les trois tangentes sont réelles le point M est intérieur au
cercle.

On considére I'ensemble des cercles (i, dont chacun jouit de cette pro-
priélé, que les tangentes & la cissoide, en trois des quatre points ol ils la
rencontrent, concourent en un méme point; soit M ce point pour le cercle G, .

On demande le lieu des centres des cercles C, qui passent par un point
donné P du plan, ainsi que le lieu des points M relalifs & ces cercles. On
examinera en particulier le cas ol le point P est situé sur la cissoide et ne
fait pas partie des trois points communs au cercle C,, et & la cissoide, pour
lesquels les tangentes concourent.

Combien passe-t-il de cercles C,, par deux points donnés P et Q du plan?
Peul-on disposer de ces deux points de fagon qu'ils appartiennent a une
infinité de cercles C,, ?

1884. n et b désignant les coordonnées rectilignes rectangulaires d'un
point M, quelle est, pour chaque position de ce point, la nature des racines
de I’équation

3t 4-8ar? — 12082+ 40 =07

On construira en particulier le lieu des positions du point M pour lesquelles
I'équation admet une racine double, en calculant les coordonnées d’un point
du lieu en fonclion de cette racine.

1885. Soit une ellipse E dont le grand axe et la distance focale sont res-
peclivement égaux a 2a et a 2¢.

D’un des foyers F de cette ellipse comme centre, on décrit une circonfé-
rcnce de cercle G ayant pour rayon

V2 (@ + ).

D’un point quelcongue P, de la circonférence C, on méne une tangente P,P,
a l'ellipse; du point P, ou elle rencontre de nouveau la circonférence C, on
meéne a lellipse une deuxieme tangente P,P,, enfin du point P, ou cette
deuxidme tangente rencontre la circonférence C, on méne a I'ellipse une troi-
sitme langente P,P, rencontrant la circonférence au point P,.

On demande de démontrer que la deuxiéme des tangentes a I'ellipse issues
du point P, passe par le point initial P, .
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CONCOURS GENERAL.

Mathématiques spéciales.

Elant donné und céne droit dans lequel le rayon de la base est égal au
tiers de l'apothéme, on le coupe par une sphére de rayon r et dont le centre
est situé sur la surface du céne a la distance a du sommet. On développe
ensuite la surface convexe du cdne sur un plan, ce qui donne un secteur
circulaive dont I'angle est égal aux trois quarts d’un angle droit; on demande
I’équation de la courbe d'intersection de la sphére et du cOne apres le déve-
loppement de cette derniére surface.

Construire cette courbe dans les hypothéses suivantes : ¢ =3, r=2.

1833. Couper un triangle par une droite de maniére que les deux parties
de ce triangle soient entre elles dans un rapport donné ot gu'elles aient leurs
centres de gravité sur une méme perpendiculaire & la sécante. On résoudra
le méme probléme en supposant : 1° que les deux c6tés coupés sont égaux;
20 que le triangle est équilatéral.

1844. Etant donnés une ellipse et un point A sur la courbe, on décrit un
cercle tangent a l'ellipse en ce point et 'on meune au cercle et a l'ellipse les
deux tangenles communes, aulres que celle qui toucherait Iellipse au
point A. On demande quel est le lieu géoméirique du point d'intersection de
ces deux tangentes quand on fait varier le rayon du cercle.

4845. Etant donnés un cercle et un point situé dans son intérieur, on
imagine que, sur chacun des diamélres de ce cercle, on décrive une ellipse
qui ait ce diamétre pour grand axe el qui passe par le point donné. On
demande :yi"Al'équation générale de ces ellipses; 2° le lieu de leurs foyers ;
3¢ le lieu des extrémités de leurs petits axes.

1846. Etant donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rectangles tels
que ABCD, on sait que tous les sommels sont situés sur un méme cercle
concentrique a l'ellipse. Cela étant admis, des points de contact N et Q de
deux cdtés opposés de chaque rectangle, on méne deux droites au point de
contact M de l'un des deux autres cdtés, et I'on demande de prouver:
1° que les droites MN et MQ sont également inclinées sur ce c6lé AB;
2° que la somme MN -4 MQ est constante; 3° que les droites MN, MQ en-
veloppent une ellipse homofocale a la proposée.

1847. Un triangle PQR élant circonscrit 3 un cercle, on forme un second
triangle dont les sommets A, B, C sont les points milieux des ¢6lés du pre-
mier. Des sommets de ce second triangle on méne au cercle des langentes
Aa, Bb, C¢ qui rencontrent respectivement en @, b, ¢ les cités opposés a
ces sommets. On propose de démontrer que ces trois points sont en ligne
droite.

Examiner si le théoréme resle vrai quand on remplace le cercle par une
conique quelconque inscrile dans le triangle PQR.
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1849. Soient, dans un plan, une ellipse et une droite ne rencontraut pas
la courbe. On prend sur la droite deux points N, N’ conjugués par rapport
a lellipse : 1o prouver qu'il exisle dans le plan de I'ellipse deux points O, O’
desquels on voit le segment NN' sous un angle droit ; 2° trouver le lieu des
points O, 0, quand la droite se meut pavallelement a elle-méme.

4851. Elant donnée une droite L, on méne, de chacun de ses points M,
deux droites & deux points fixes P, P'. Deux autres points fixes O, O’ sont les
sommels de deux angles AOB, A'OB' de grandeurs données, que l'on fail
tourner autour de leurs sommets respectifs de maniére que leurs cdlés O\,
O'A' soient respectivement perpendiculaires aux deux droites MP, MP'. On
demande quelie est la courbe décrite par le point d'interseclion N des deux
droites OA, O'A’ et la courbe qui est décrite par le point d’intersection des
deux droites OB, O'B', quand le point M glisse sur la droite fixe L.

1860. On donne deux ellipsoides A et B, et I'on demande le lieu des som-
mets des triedres dont les faces sont tangentes a l'ellipsoide A et paralicles
a trois plans diamétraux conjugués de B.

1864. Un ellipsoide étant donné, trouver le lieu des centres des sections
planes dont I'aire est constante.

1862. Deux paraboles de méme parametre ont leurs axes a angle droit ;
I'une d'elles est fixe, I'autre est mobile. Une corde commune AB passe cons-
tamment par le pied D de la directrice de la parabole fixe ; on demande le
lieu décrit par le sommet de la parabole mobile.

4863. Une surface du second degré de révolution pourvue d’un centre se
meut de maniére que, dans chacune de ses positions, elle rencontre, suivant
nne circonférence de cercle, une surface du second degré fixe et donnée. On
demande le lieu du cenire de la surface mobile.

1864. On donne deux coniques ayant un méme foyer et leurs axes pro-
portionnels. Soient FA, FA' leurs rayons vecteurs minima. On fail tourner
les rayons vecteurs autour de F, en eonservant leur distance angulaire ;
soit FC, FC' une quelconque de leur position. En C et C’ o:: méne une tan-
gente a chacune des coniques ; trouver le lieu de leur point de reacontre M.

1865. Etant données deux coniques tangentes en un point O, on leur mene
la tangente commune OR, ainsi que les tangentes communes extiéricures AA’,
BB' qui se coupent au point M.

Cela posé, on propose de démontrer : 1° que la droite PP' qui joint les
points P, P! diamétralement opposés au point O dans les deux coniques,
passe par le point M ; 2° que les droites AB, A'B' qui joignent les points de
contact de chaque conique avec les tangentes extérieures cominunes, se cou-
pent en un point R qui est situé sur la iangente commune intérieure OR
3° que les tangentes, menées aux deux coniques par le point R, touchent
ces courbes en des poinls situés sur la droite MO.

On fera voir que généralement le point R ne partage cette propriété avec
aucun auire point, et on déterminera la condition qui doit étre remplie pour
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qu'il existe une ligne lelle, que les tangentes menées par chacun de ses
points aux deux coniques donnent quatre points de contact en ligne droite.

1866. 1° Démontrer que les quatre points d'intersection de deux coniques
quelconques inscrites dans un rectangle donné sont les sommets d’un paral-
lélogramme dont les cOtés sont paralleles & deux directions fixes.

20 Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées d’un point
quelconque du plan & toutes les coniques inscriles dans un rectangle donné;
ou bien des tangentes paralléles a une direction donnée.

3° Trouver le licu des points de toutes ces coniques ol la tangente fait un
angle donné avec le diameétre qui aboutit au point de contact.

1867. Un ellipsoide étant donné, on propose de trouver une droite L dans
I'espace et un point P sur l'ellipsoide, de fagon que les cdnes qui ont pour
sommet le point P et pour bases les sections faites dans I'ellipsoide par des
plans contenant L, soient de révolulion. On cherchera en outre, quel est le
lieu des positions occupées par la droite L, lorsque le plus grand et le plus
petit des axes de l'ellipsoide restant invariables, on fait varier la longueur
de I'axe moyen.

1868. On propose : 1° de trouver le 1eu géométrique des points divisant
dans un rapport donné les portions des tangentes & une conique fixe qui
sont comprises entre deux droites fixes ; 2: de classer méthodiquement, en
s'attachant surtout aux cas généraux, les diverses formes que ce lieu géo-
métrique peut affecter ; 3° de trouver les conditions que doivent remplir la
conique et les deux droites fixes pour que le lieu géométrique demandé se
décompose en lignes du second ordre.

1869. On donne un cercle dont le centre est en O et un point P dans le
plan de ce cercle, en dehors de la circonférence ; trouver le lieu décrit par
les foyers d’une hyperbole équilatére doublement tangente au cercle et pas-
sant par le point P.

On construira le lien en supposant la distance PO ¢gale au triple du rayon
du cercle.

1870. Deux ellipses ont leur centre en un méme point et leurs axes dirigés
suivant les mémes droites.

Déterminer le lieu d'un point tel que les cdnes ayant ce point pour sommet
commun et les deux ellipses pour directrices, soient égaux.

1872. Etant donné un prisme {riangulaire droit, en le coupe par dcs
plans rencontrant les trois arétes, de maniére que les volumes des troncs de
prisme obtenus soient dans un rapport donoé :

1¢ Trouver la surface engendrée par le centre de gravité de l'un des troncs
de prisme, quand le plan sécant se déplace sans cesser de rencontrer les
lrois arétes ; 2° trouver les courbes qui forment les contours de celte sur-
face.

On examinera en particulier le cas o le prisme donné a pour bases des
triangles équilatéraux.

1873. Une surface du second degré S étant donnee, ainsi que deux points
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A, B sur celte surface, il existe une infinité de surfaces du second degré X
tangentes & S aux points A et B. On propose de trouver : 1° le lieu geomc-
trique des centres des surfaces L ; 2° le lieu géometrique des points de
coutact de ces surfaces avec les plans tangents qu’on peut leur mener par
une droite donnée.

1875. Etant donnés un ellipsoide, un plan P et un point A dans ce plan,
trouver le lieu des sommets des cOnes circonscrits a l'ellipsoide et tels que
la section de chacun de ces cdnes, par le plan P, admetle pour foyer le

point A.

4876. Etant donné un parallélipipéde, on considére trois arétes qui n'ont
pas d’extrémités communes; et les deux sommets non situés sur ces trois
arétes: 1° trouver l'équation du lieu d'une courbe plane du second degré
passant par ces deux points et s'appuyant sur les trois arétes; 2° chercher
les droites réelles situées sur la surface; 3° étudier la forme des sections
faites dans la surface par des plans parallcles aux arétes du parallélipipéde.

4877. Rechercher les surfaces S du second degré sur lesquelles existe une
droite D telle que I'hyperboloide de révolution H qui a pour axe une géné-
ratrice quelconque G, de la surface S, et du méme systéme que D, et qui
passe par la droite D, coupe orthogonalement la surface S en tous les points
de cette droite.

Sil’on considére tous les hyperboloides H qui se rapportent & une méme
surface S, jouissant de la propriété énoncée: 1° Trouver le lieu des som-
mels A et celui des foyers F des hyperboloides H' conjugués des hyperbo-
loides H; 2° par I'un des foyers F de I'hyperboloide H’, on méne un plan P
paralléle & la perpendiculaire commune aux deux droites G, D, et faisant,
avec cette derniére, un angle supplémentaire de celui que fait, avec celie
méme droite, I'axe G de I'hyperboloide H; trouver le lieu de la droite qui
Jjoint le point ol le plan P coupe la droite D a l'un des points ol ce plan
coupe la courbe d’intersection de la surface S et de I'hyperboloide H.

4878. Les droites A'OA, B'OB, C'OC sont trois axes de coordonnées rec-
tangulaires; on suppose OA'=0A =g, OB'==0B =5, 0C'=0C=¢. Dé-
terminer : 1° le lieu des axes des surfaces de révolution du second degré qui
passent pas les six points A, A', B, B, C, C'; 2° le lieu des extrémités D de
ces axes.

On construira la projection du lieu des points D sur le plan AOB, en sup-
posant ¢ >>c¢ > b et 'on partagera la courbe en arcs fels que chacun d’eux
corresponde & des surfaces de méme espéce.

4879. On donne un hyperboloide & une nappe et un point dans le plan dua
cercle de gorge. Par ce point on méne une droite paralléle & une génératrice
de la surface. Cette droite est 'axe d’un cylindre de révolulion qui passe par
la génératrice de I'hyperboloide. Trouver I'équation de la projection sur le
plan des xy de I'intersection des deux surfaces. La projection a un point
double dont on demande le lieu lorsque la droite varie.

4880. Sur une courbe donnée du troisieme ordre, ayant un point de re-
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broussement O, on considére une suite de points
A —fy oy A--u A—n AM An An- ey An,

tels que la tangente en chacun de ces points rencontre la courbe au point
suivant.

1° Etant données les coordonnées du point A, on propose de trouver lcs
coordonnées des points A__,, A, et de déterminer les limites vers lesquelles
tendent ces points quand l'indice # augmente indéfiniment.

2° On demande le lieu décrit par le premier point limite, lorsque la courbe
du troisieéme degré se déforme en conservant le méme point de rebrousse=
ment O, la méme tangente en ce point et en passant constamment par trois
poinls fixes P, Q, R.

3° On examinera comment varient les points d’intersection de ce lieu avec
les ¢6Lés du triangle P, Q, R, quand les sommets de ce friangle se déplacent
sur des droites passant par O.

1881. Trouver le licu des points tels que les pieds des six normales ¢’r on
peut mener de l'un queiconque d’entre eux & un ellipsoide donné, a trofs
axes inégaux, se séparent en deux groupes de trois points dont les plans
respeclifs soient paralléles entre eux.

Montrer que, si 'on se donne un point P du lieu, la solution de ce pro-
bléme: « mener du point P les normales a l'ellipsoide » dépend de la réso
lution de deux équations du troisidme degré.

Discuter ces équalions.

1882. Par un point quelconque P pris dans le plan d’une parabole donnée,
dont le sommet est en O, on méne & cette courbe trois normales qui la ren-
conlrent aux points A, B, C %L== longueurs PA, PB, PC, PO, étant repré-
senlées respectivement par @, b, ¢, /, on demande de former l’équation du
troisitme degré dont les racines sont I* — @?, I* —}2, I* — ¢, et dindiquer les
signes des racines d’aprés la position du point P dans le plan.

1883. D’un point P pris sur une normale en un point A d’un paraboloide
elliptique, on peut mener & la surface quatre autres normales dont nous dé-
signerons les points d’incidence par B, C, D et E ; on dewnande : 1° de trouver
I’équation de la sphere S passant par les quatre points B, G, D, E; 2° de
trouver le lieu des centres I de la sphére S quand le point P se déplace sur
la normale au point A, ainsi gue la surface engendrée par la droite PL

1884. Par le centre d'un ellipsoide donné, on méne trois diamétres conju-
gués quelconques; et, par les points ou ces droites rencontrent la sphere
circonscrite au parallélipipéde formé par les plans tangents aux sommets de
Iellipsoide, on fait passer des plans: 4° trouver le lieu des pieds des per-
pendiculaires abaissées d’un point donné P sur ces plans variables ; 2° ce lieu
est une surface du quatrieme ordre dont I’équation peut étre ramende a la
forme suivante :

x!+y!+z!)l +4Az2+4Alys+[‘A"‘!+scx+scly+80I!z+D=0
I 26
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trouver les sphéres telles que chacune d’elles coupe la surface suivant deux
cercles ; 3¢ ces sphéres forment cing séries parmi lesquelles deux ne sont pas
distinctes.

Démontrer que les sphéres de la série double passent toutes par un méme
point, et trouver le lieu de leurs centres.

Démontrer que les sphéres de chacune des trois autres séries coupent res-
pectivement a angle droit des sphéres fixes S,, S,, S,. Trouver le licu des
centres des sphéres de ces trois séries.

} 1885. Etant donné un hyperboloide & une nappe, on considére loutes les
cordes D de cette surface qui sont vues du centre sous un angle droit et
P’on demande :

1o L'équation du cdne lieu géométrique des cordes D qui passent par un
point donné S, ainsi que les positions du point S pour lesquelles ce cdne
est de révolution ;

2 La courbe & laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées dans
un plan donné P, ainsi que les positions du plan P pour lesquelles cette
courbe est une parabole ou une circonférence de cercle.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES.

4859. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances & deux
droites données non situées dans un méme plan ont entre elles un rapport
constant.

Quelles sont les surfaces du second degré auxquelles s’applique ce mode
de génération, et quelle est la situation de ces deux droites a I'égard de ces
surfaces ?

1862. Ttant données deux droites non situées dans un méme plan, on fait
passer par ces droites un paraboloide hyperbolique auquel on méne un plan
tangent parallélement a un plan fixe et donné. On demande le lieu du point
de contact.

1864. Sur le grand axe d’une ellipse comme diamétre, on décril un cercle
dans lequel on trace deux rayons OP, OR faisant entre eux un angle cons-
tant, puis des points P et R on abaisse sur le grand axe de lellipse des
perpendiculaires rencontrant la courbe aux points D, E. Au point D on éléve
perpendiculairement au plan de l'ellipse une droite de longueur constante &,
dont on joint I'extrémité au point E; trouver le lien décrit par celte droite
quand l'angle constant POR tourne autour de son sommet.

4865. Etant donnés une sphére dont le rayon est pris pour unité, et un
cylindre droit ayant pour base une ellipse de méme centre que la sphere et
dont les longueurs des demi-axes sont sin ¢ et sin », démontrer : 1° qu'il
existe sur la sphére deux points F, F' tels que la somme des arce de grands
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cercles MF et MF' aboutissant & un point quelconque M de la courbe d'in-
tersection C de la sphére et du cylindre, est constante; 2° que ces deux
arcs font des angles égaux avec la tangente au point M & la courbe C.

Construire les deux points F, F'; examiner le cas parliculier ou la somme
MF - MF' est égale & une demi-circonférence de grand cercle.

) 1868. Etant données dans un plan deux paraboles du deuxidme degré, on
les fait tourner autour de leurs sommets supposés fixes, de maniére que,
dans chacune de leurs positions, leurs quatre points d'intersection soient
sur une circonférence de cercle, et 'on demande le lieu du centre de ce
cercle.

1869. (Voir Exercice 18, p. 383.)

1874. On donne trois points fixes A, B, G ; on demande de trouver le lieu
des centres des ellipsoides de révolution pour lesquels ces trois points fixes
sont les extrémités de trois diamétres conjugués. (Ghasles.)

1872. On donne deux droiles fixes A, A' qui ne se rencontrent pas; par
ces deux droites on fait passer des surfaces du second ordre S, pour les-
quelles la somme des carrés des longueurs algébriques des axes ainsi que
le produit de ces mémes longueurs sont des quantités constantes et don-
nées.

1° Trouver le lieu des centres des surfaces S.

2° Considérant une quelconque des surfaces S et son centre I, on mene
par le point I une droite rencontrant les deux droites fixes en D et D': cal-
culer la distance DD'.

3¢ Par les points D, D' on méne des plans respectivement perpendiculaires
aux droites A, A'; trouver le lieu des intersections de ces plans.

41873. On donne un hyperboloide 2 une nappe sur lequel on prend une
génératrice déterminée G. En un point quelconque P de cette génératrice,
on méne la normale & la surface, et I'on suppose que cette normale, consi-
dérée comme un rayon incident, se réfléchit, suivant la loi connue, sur le
p'an de lellipse de gorge. On demande : 1° la surface engendree par le
rayon réfléchi, lorsque le point P se déplace sur la génératrice G ; 2° 'en-
veloppe des sphares ayant pour centre le point d’'incidence et pour rayon la
distance du point d'incidence au point P.

4874. On donne une ellipse et une hyperbole homofocales; on imagine une
conique quelconque G doublement tangente & chacune des coniques don-
nées. On demande de trouver et de discuter le lieu des points de renconire
des tangentes a l'ellipse et a 1’hyperbole aux points ol ces courbes sont

touchées par la conique variable C.

1875. A un ellipsoide donné on circonscrit une série de surfaces du
second ordre X, la courbe de contact étant I'intersection de l'ellipsoide par
un plan fixe P. On circonscrit ensuite & chaque surface T un cdne ayant
pour sommet un point donné A.

4* Trouver le lieu des courbes de contact des cOnes et des surfaces X.
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2¢ Classer les surfaces qui forment le lieu, quand on suppose le plan P fixe
et le point A mobile dans l'espace.

On déterminera, pour chacune des variétés du lieu, les surfaces qui limi-
tent les régions de l'espace ol se trouve alors le point A.

4876. On donne une parabole P et un point H dont Is projection orthogo.
nale sur le plan P de la parabole se fait au sommet de cette parabole :

1° Trouver I’équation générale des surfaces de révolution du second ordre
qui passent par la parabole P et par le point H.

2° Déterminer le nombre de celles de ces surfaces dont I'axe passe par un
point A donné dans le plan Q, qui contient le point H et I'axe de la parabole.

Classer les mémes surfaces quand le point A se meut dans le plan Q.

4877. On donne un ellipsoide et un point A ;

1° Trouver un point B tel que, en menant par ce point un plan quel-
conque P, la droite AB soit toujours l'un des axes du cdne qui a pour som-
met le point A et pour base la section de l'ellipsoide par le plan P.

2¢ Le probleme a en général trois solutions : trouver pour quelles posi-
tions du point A le nombre des solutions devient infini.

3* Le point A restant fixe, on suppose que I'ellipsoide se déforme de fagon
que les sections principales conservent les mémes foyers, et 'on demande
le lieu que décrit alors le point B.

1878. On donne une sphére S, un plan P et un point A; par le point A,
on méne une droite qui rencontre P en un point B; puis sur AB comme
diamétre on décrit une sphére S'; le plan radicaldes sphéres S, S' rencontre
la droite AB en un point M.

1° Trouver le lieu décrit par le point M quand la droite AB tourne au-
tour du point A.

20 Discuter le lieu précédent, en supposant que le point A se déplace
dans I'espace, le plan P et la sphére S restant fixes.

1879. On donne un hyperboloide 4 une nappe et un point A. On considére
un paraboloide circonscrit & 'hyperboloide et tel que le plan P de la courbe
de conlact passe en A. Soit M le point d’intersection de ce paraboloide avec
celui de ses diamétres qui passe par A; soil Q le point de rencontre de P
avec la droite qui joint le point M au pdle du plan P par rapport & l’hyper-
bolvide. Le plan P tournant autour de A, on demande :

1° Le lieu du point M;

2 Le lieu du point Q. — Ce second lieu est une "surface du second
ordre S, que l'on discutera en faisant varier la position du point A dans
I'espace ;

3 Le lieu des points que doit occuper le point A, pour que la surface S
soit de révolution.

4880. On donne un ellipsoide et I'on considére un céne ayant pour base la
seclion principale de l'ellipsoide perpendiculaire a l'axe mineur; ce cone
coupe l'ellipsoide suivant une seconde courbe située dans un plan Q.

1¢ Le sommet du cdéne se déplacant sur un plan donné P, trouver le lieu

décrit par le ple du plan Q par rapport & I'ellipsoide;
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2¢ Ce lien est une surface du second degré X ; on demande de déterminer
les positions dua plan P pour lesquelles le cdne asymptote de Z a trois gé-
nératrices paralléles aux axes de symétrie de l'ellipsoide.

3¢ Le plan P se déplacant de fagon que T satisfasse aux conditions pré-
cédentes, trouver le lieu des foyers des sections faites dans les surfaces =
par un plan fixe R perpendiculaire & 'axe mineur de l'ellipsoide,

4° Trouver la surface engendrée par la courbe, lieu de ces foyers, quand
le plan R se déplace paralltlement a lui-méme.

1884. Etant donné un ellipsoide, on considere des droites D telles que si
par chacune d’elles on méne des plans tangents a I'ellipsoide, les normales
aux points de contact M, M' soient dans un méme plan : 4* Démontrer que
la droite D et la droite des conlacts MM’ sont rectangulaires; 2° trouver le
lieu des droites D qui passent par un point donné A; 3 ce lieu est un céne
du second degré; trouver le lieu des positions du point A pour lesquelles
ce cOne est de révolution ; 4° trouver l'enveloppe G des droites D qui sont
contenues dans un plan donné P, et la surface S engendrée par C quand P
se déplace parallelement & un plan donné Q; °trouver pour quelle direction
de Q la surface S est de révolution.

4882. On donne une ellipse et un point P dans sonplan :

1¢ Trouver le nombre des cercles osculateurs 4 l'ellipse tels que chacune
des cordes communes & lellipse et & ces différents cercles passent par le
point P

2¢ Trouver, pour chacune des positions du point P, combien de ces cercles
sont réels;

3° Dérnontrer que les points de contact de l'ellipse et des cercles oscula«
teurs sont sur un méme cercle C;

4° Trouver ’enveloppe E des cercles C, quand le point P décrit Dellipse
donnée 3

5° La courbe E peut étre considérée comme 'enveloppe d’une série de
cercles qui coupent a angle droit un cercle fixe et dont les centres sont sur
une conique. Chercher de combien de manieres différentes la courbe E est
susceptible de ce mode de génération.

1883. D'un point donné P on méne des normales & un ellipsoide donné :

1° Démontrer que par les pieds de ces six normales on peut faire passer
une infinité de surfaces du second ordre S concentriques & I'ellipsoide ;

2 Trouver le lieu que doit décrire le point P pour que les surfaces S soient
de révolution;

3e Déterminer le cone lieu des axes de révolution des surfaces S;

4° Sur la section de ce cdne par un plan perpendiculaire a l'axe mineur
de I'ellipsoide, indiquer les points par lesquels passe I'axe de révolution quand
la surface S est un ellipsoide, un hyperboloide a une ou a deux nappes, un
cbne, un cylindre ou un systéme de deux plans paralléles.

1884. On donne une ellipse et une hyperbole situées respectivement dans
deux plans rectangulaires P, Q, et pour chacune desquelles la droite d’inter-
seclion des plans P et Q est un axe de symétrie.

{e On considére tous les plans R tangents a la fajs a lellipse et & I'hy-
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perbole, et 'on propose de démontrer qu'il existe une infinitd de surfaces du
second ordre S tangentes a la fois & tous les plans R.

2° Trouver le lieu des centres des surfaces S et déterminer la nature de
chacune de ces surfaces suivant la position occupée par son centre.

3¢ Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les surfaces S
soient homofocales.

41885, 1° On donne une sphére S, et, sur cetle sphére, un cercle C et un
point T ; démontrer qu’il y a deux paraboloides passant par le cercle C et
angents & la sphére au point T,—

20 Démontrer que les axes de ces paraboloides sont dans un méme plan,
et trouver le lieu de leur point d'intersection quand le point T se meut sur
la sphére.

3> Dans les mémes conditions, trouver le lieu des sommets de ces para-
boloides.

4o Soient T, T' deux points diamétralement opposés sur la sphére. An
point T correspondent deux paraboloides P et Q; au point T’ correspondent
deux autres paraboloides P' et '.—— Trouver le lieu engendré par la courbe
a ntersection de chacun des paraboloides P et Q avec chacun des paraboe
loides P’ et Q' quand on fait varier la direction du diamétre TT'.
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NOTES

NOTE L

Sur I'équation en 8.

4+ En exposant, au chapitre III, la méthode de Jacobi pour la séparation
des racines de 1'équation em S, nous avons modifié 'analyse de ce géomatre,
afin d'éablir une certaine analogie entre sa méthode et celle d¢ Cauchy.

Toutefois, I'analyse du géométre allemand a, comme nous le montrerons a
la fin de celte note, une importance particulitre, quand on lui conserve son
caraclere, ainsi que l'a fait M. Darboux. (Bourdon, Application de UAlgébre
& la Géometrie; note XVIL.)

Il nous parait donc utile de la faire connaitre.

Elle repose essentiellement sur ce fait que, dans 'hypothése B B'B" ZO, la
fonction -

1) e=Az*{A'y*} A"z | 2Byz |- 2B'224-2B"zy
peut étre mise sous la forme

" o\s
@ e=AStATtas (s e tels)

le coefficient ¢ étant égal a 4 1.,
En effet, en identifiant les formes (1) et (2), on trouve

B'B' +,__B'B n, _ BB

ea = 5 €0, = 5 ea, =3
BIBH ' BNB " BB'
A=A—g  ASAog A=A

Pour que les valeurs de a, a" , a;' soient réelles, il suffira de prendre e==41

si BB'B” est positif et ¢ = — 1 si ce produit est négatif.
On a, dans les deux hypothéses,

~(a- T (=T (o)

+epe (S+5+5)
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Pour fixer les idées, supposons BB'B" > 0; nous devrons prendre s = -1,
Les équations qui définissent les directions principales et l'inconnue auxi-
liaire S sont

8 (A, —S)atap=0 (A'L¢S)§+a".p=0 (A —S)y+4/p=0,
en posant
(%) a‘a+a"8+u: 1=p.

Si l'on élimine «, B, ¥ entre les équations (3) et (4), on obtient immédia-
tement, pour déterminer S, I'équation

2 g

a g
$(8)=—" — - 1=0.
( A‘—S+A.J—S+A"—S+

C’est la forme obtenue par Jacobi; slle permet de montrer facilement que
les racines de ’équation en S sont réelles.

Nous supposerons A, <A: < A:’ .

La dérivée ¢'(S) de la fonction ¢ {S) n’étant jamais négative, la fonction ¢
est croissante dans les intervalles ol elle est continue; par suite, dans cha-
cun d’eux, elle ne peut s'annuler qu'une seule fois, Mais quand S varie de

Al—{-s a Ai—s, ou de A"—I-s a A"' —¢, ou enfin de A:' +¢ a 4o, lafone-
tion ¢ croit en passant d'une valeur négative a une valeur positive; donc
I’équation ¢ (S)=0 a ses trois racines réelles et séparées par la suite

A, A, A tw,

¢’est-a-dire par la suite

J_BB &k, BB

B ] B e

L’examen du cas ou les quantités A‘, A", A;, ne sont plus inégales, ne pré-
sente pas de difficultss.

2° 11 nous reste a mettre en évidence Pimportance de I'analyse de Jacobi,
telle que nous venons de I'exposer.

Elle s’est présentée a ce géométre, comme cas particulier, dans un mé-
moire ayant pour titre :

De binis functionibus homogeneis secundi ordinis simul transformandis et
de transformatione et determinatione integralium multiplicium.

Dans ce mémoire, Jacobi se propose le probleme suivant, qui a une analo-
gie évidente avec le probleme de la réduction d’une quadrique aux formes les
plus simples, par la considération des directions principales.
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Investigare substitutiones hujusmodi

”4=a: .'v‘—i-...—l-a;, Z,
[ "
y‘=u" T 4. ota, o,

e e o o 4+ e s ¢ o o

{
Va=al +. .. tal) o

quibus efficiatur

Vot b=t

simulque data functio homogenea secundi ordinis variabilium Ly Tpoeandy
transformetur in aliam variabilium y,, ¥, . - - Yn, de qué binarum producte
evanuerunt. (Jacobi’s Gesammelte Werke, Bd. III, p. 190).

Aprés avoir montré que les coefficients de I'équation transformde sont les
racines d’une certaine équalion du degré n, Jacobi examine quelques cas
particuliers.

11 fait voir entre aulres que si la fonction donnée V peut étre mise sous Ia
forme

(4) V=A‘w:—|—A’w:+. . .—{-Anx;-l—(a‘a:‘—{-a’w'—{— coota,z, ),

I’équalion donnant les coefficients de la fonction transformée peut étre mise
sous la forme
| 3 2 ]
a, a, a,
+—Fi..F =0,

1
te—stas A,—S
1 t

Jacobi fait observer ensuite (page 222) qu'une fonclion homogéne du second
degré A frois variables peut loujours étre ramenée & la forme (4).

Casu trium variubilium functio Vin formam illam specialem, quam antece-
dentibus consideravimus, semper redigi potest.

Ainsi la méthode de séparation des racires de I'équation en S, telie que I'a
donnée Jacobi, présente une imporlance parliculiére , car elle s’applique a la
transformation d’une fonction homogéne du second degré d’un nombre quel-
conque de variables, pourvu que celte fonction puisse &tre ramensc a la
forme (4).

Remarque. — Dans le méme mémoire, Jacobi a encore examiné le cas ol la
fonction V est de la forme

] 2
V=Ag Az 4. A0 2 doz .. e, 13, _4)5,;

il montre que les coefficients de la forme réduite sont alors les racines de
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I’équation
L] L e
Lo e 4T s
A—S " A—S b A, _4—8 L

ot que ces racines sont réelles.

En appliquant ceite remarque au cas o le nombre des variables est égal
i trois, on pourra faire voir que I'équalion en S a encore ses racines réelles
dans I'hypothése ou 'un au moins des coefficients B, B!, B" a une valeur
nulle,

3 Méthode de Sylvester. — Reprenons I'équation en S

A —_ S B" B!
(5) A(S)=|B" A'—S B ,

B B A" -8
et désignons par (a, a', a"), (b, V', b") les valeurs que prennent pour S =u
les mineurs principaux et les mineurs secondaires du déterminant A (S).

La fonclion A (S) ne dépendant que des différences A — S, A'—S, A" —§
ne changera pas de forme si I'on pose :

A=A +u A=A+u A'=4A4u
S=8,+u.

Apres cette transformation, 'équation (5) développée devient

- “— .
A, (S,)=A(w)—PS 4MS ~8=0;
en posant

M=A—u+A'—utA'=n
P, =a-}d+a".

Considérons I'équation
A4,(8,) .4, (—8,)=0

qui a pour racines celles de I'équation (5) et celles de sa transformée
en —S, ; elle est de la forme

(6) [A(w)]' =P8 +MS —8 =0,

en posant
2 2
P.=P‘—2M‘A(u) M,=M‘—2P‘.

Si l'on tient compte des identités dont on a fait usage au paragraphe 139
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on trouve facilement

) Py=a*ta*+a" 420 20" 4-2b"
M,= (A —u)* 4 (A'—u)*+ (A" — u)* + 2Bt 4 2B" 4 2B"™,

On voit que le premier membre de I'équation (6) ne présente que des
variations ; done, si I'on regarde S: comme l'inconnue, cette équation n'aura
pas de racine négative.

11 résulte de 1a que I’équation (5) ne peut pas avoir de racine imaginaire,
¢’est-a-dire de la forme

S=2x4upi.

En effet, en posant u# =), il en résulterait que I’équation (6) devrait
admettre la racine négative.

S: =(p.i)2 = - p.!.

Remarque. — La méme méthode donne immédiatement les conditions
nécessaires et suflfisantes pour que l'équation en S ait des racines mul-
tiples.

Soit S=o¢ une racine de l'équation en S; si 'on pose u=g, a cette
racine correspondra, pour l'équation (6), la racine §,=0.

Cette racine nulle sera double, si la racine ¢ est simple.

Elle sera quadruple, si la racine ¢ est double, et les coefficients

[a(u)) P,
seront nuls.
Elle sera sextuple, si la racine ¢ est triple, et les coefficients

(A(w)* P, M,

seront nuls,
En se reportant aux valeurs (7) des coefficients P, et M,, on voit que ¢

Pour qu'un nombre o soit racine double de Uéquation en S, il faut que ce
nombre annule tous les mineurs du premier ordre du déterminant A(S);

Pour quw'un nombre ¢ soit racine triple de UVégquation en S, il faut que ce
nombre annule tous les éléments du déterminant A(S).

Ces conditions sont évidemment suffisantes.
4> Méthode de Lagrange. — Cette méthode a été donnée par Lagrange
(Mécanique analytique, t. 11, p. 219).

Supposons que l'équation en S puisse admettre une racine imaginaire S,,
elle en aura une seconde S, conjuguée de la précédente.
Si, dans les équations

1 i [
iq_—Sa=0 ;q;,—Sﬂ:O ;?T-ST=00
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on remplace S successivement par S, et par S,, on obtiendra pour a«, B, Y
des valeurs de la forme

. .t .6
al—pl-l_lpl §4=q4+lq4 Ya-r4+"-
U L .
al=pl—1’pl piqu—lql Yl=rl— trl
conjuguées deux a deux et liées par la relation (%)

a %4 BB 114 =0.

On aurait done
e o [ O e s
p,+a,+r, +p +q +r =0
et par suite a«, =@, =1y, =0, ce qui est impossible, car on a aussi
2 t ] 2
e +8 +v1,=1.

L'équation en S ne peut donc pas avoir de racine imaginaire.

5° Nous terminerons ceite note relative a I'équation en S en démontrant
la réalité de ses racines par une méthode fondée sur les propriétés des
formes quadratiques.

Cetie démonstration a été donnée par M. Kronccker (duszug aus dem
Monatsbericht der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berln, 18 mai
1868, p. 340). M. Walecki I'a retrouvée de son coté (Nouvelles Annales de
mathématiques, année 1882, p. 401).

Définition. — On dit qu'une forme quadratique est définic quand elle ne
peut s'annuler qu'autant quon attribue la valeur zéro & chacune des varigbles;
lu forme est indéfinie dans le cas conlraire.

Lemme.— Soient ¢ et { deux formes quadratiques des n variables By Tyenrs Ty

8i Uéquation obtenue en égalant & zéro le discriminant de lu fonction ¢ -4 S¢
admet une racine imaginaire, les deux formes ¢ et & sont indéfinies.

En effet, pour celte racine S=»x- ut, la fonclion ¢} S¢ est la somme
des carrés d’au plus 2 — 4 fonctions linéaires et homogénes des n va-
riables &, ..., ,; on a donc identiquement

9+()—l—p.i) V= ('I/1+iza),+(y|+iz|)'+ cet +(!/,,_‘+f~'n—-f\’-
On déduit de la
pb=2(y 24y 5+ o FUh1B—)

Y58 YpZ,eees Ynotr 3, _y 6lant des fonclions linéaires et homogeénes des
variables Zs & yee0s Ty, & coefficients réels,

(*) (144, Théoréme IV.)
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Maintenant, on sait qu'on peut satisfaire aux » —1 équations
y =0 y =0 Yp_1=0

par des valeurs des inconnues &; qui ne sont pas toutes nulles. Ces valeurs

annulant la forme ¢, cette forme est indéfinie.

En appliquant le méme raisonnement a la fonction S¢ -4, on verra que la
forme ¢ est aussi indéfinie.

De ce théoreme résulte immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire. — Quand Pune des formes ¢ ou ¢ est définie, Véquation en S
obtenue en édgalant @ zéro le discriminant de la fonction ¢ +S¢ n'a pas de
racine imaginaire.

L’application de ce corollaire a I'équation en S est immédiate ; car on
obtient cette équation en égalant a zéro le discriminant de la forme ¢ — Sy;
dans laquelle on a

p=Azx*+ Ay 4-A"2*42Byz4-2B'zx }2B"xy
$=a*+y* 4 z*}-2yzcosr + 2zxcosp+ 2aycosy,

et la forme { est définie, puisqu'elle ne peut s’annuler qu’autant qu’on pose
alafois z=y=23=0.

NOTE II.
Sur les sections circulaires d'une quadrique.

On a vu au paragraphe 181 que, pour obtenir les carrés des axes de la
section d’une quadrique par le plan P ayant pour équation

urtovy+wit+h=9,
il faut, dans la relation
H
=L
e as’

remplacer S par les racines de I’dquation du second degré

A—S B" B %
_|B" A'—S B v
) AdS) =g B ar—s w|="
u v w 0

On exprimera que la section est un cercle en écrivant que I'dquation prée-
cédente a ses racines égales. Laméthode ordinaire conduit a la relation

@ [(A+AGA) @A+ w)—elunw) ]+ 44, (0 4 v +w') =0,
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Comme la direction des plans cycliques est déterminée, la relation précé-
dente doit comprendre, en réalité, deux équations distinctes.

M. Outo Hesse ext parvenu a mettre le premier membre de I'équation (2)
sous la forme de la somme de plusieurs carres; le nombre de ces carrés a
méme 618 réduit a deux par M. Henrici; enfin M. Souillart est parvenu 3
obtenir les deux canditions qui expriment que le plan P est un plan cyclique
en employant certaines propriétés des délerminants. (Journal de Crelle, t. LX,
p. 305; t. LXIV, p. 187; t. LXV, p. 320).

Nous nous proposons de montrer, dans cette nole, que I'on peut exprimer
Pégalité des racines de I'équation (1) par une méthode absolument analogue
& celle que I’on a suivie pour I'équatlion en S, au paragraphe 142.

Représentons par a, a:, a:', b‘, b:. b: les mineurs du déterminant A‘ (S)
relatifs aux éléments A—S, A'—S, A"—S, B, B', B", ce qui revient &
poser

e, = (A’—q w’—(A” S)v* 4 2B vw
! —_ @ _ - 2 Iin
= (A"—9u (A —S)w 4-2Bwu
=—(A —9)0 —(A'—8) v’ 2B"uv
by=@A —Sjvw+4u{ Bu—Bv B"w)
1

bl_(A —Sywu+v(—Bu-+Bv—B"w)
b‘=(A —Sjuv+4w(—Bu—B'v+B"w)

nous aurons les identités faciles a vérifier
: ] 2 ron 3 — 1] " ] - L ] !
(8) u A‘(S)_b‘—a‘a‘ v A‘(S)_b‘ —e¢a wA(S)=)h —aga.
On a d'ailleurs
Al(S)=—/(a +a 1 a)).

Ces relations montrent que l'analyse exposée au paragraphe 142 est immsé-
diatement applicable & I’équation (1), et 'on peut énoncer le théoreme sui-
vant :

Théoréme. — Pour qu'un nombre ¢ soit racine double de Véquation (1),
il faut et il suffit que ce nombre annule les mineurs du premier ordre

a, a:, a:, b.’ b", b:' du déterminant A‘(S), relatifs aux éléments A —S,
A'—§8, A"—8S, B, B, B.

1l est facile de voir que si les trois mineurs a, a a , sont nuls, il en
est de méme des mineurs b b b ; les conditions cherchees sont done

(%) a=0 a=0 a =0

1

En éliminant %, ¥, w entre les équations (4), on obtiendra une équation
qui déterminera S. Si l'on remplace daus les équations (4), B par une des
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racines de I'équation ainsi obtenue, elles se réduiront 3 deux, aux deux pre-
miéres par exemple.
On en tire

_B+- \/:aw LB V=2

VETAT=S ="a—s

w,

e, ¢ étant égaux a ~=1, et a, &', ¢" désignant les mincurs principaux dn
déterminant A(S), (139).

On substituera ces valeurs de v et de # dans I'équation a:' =0, qui devra

&tre satisfaite ; celte condilion permetira de reconnailre comment il faut as-
socier les valeurs de ¢ et de ¢'. On trouve ainsi deux solutions pour chaque
valeur de S.

Sans nous arréler & vérifier ce résultat, nous allons montrer que I'équalion
obtenue en éliminant u, v, w entre les équations (4) est justement I'équation
en S et que les directions de plans trouvées sont paralleles aux plans que
représente I'équation

(6) #(®,9,3) —S{a*+y* 1 2*) =0

quand on y remplace S par les racines de ’équation en S.
Pour cela posons

(6) A—S=ut A'—S=v9¢ A'—S=wv,
les équations (4) donneront
(7) 2B=wv' +vw 2B =uw' }wy 2B"=vu'J-uv.

Les relations (6) et (7) expriment jusiement que le premier membre de
I'équation (5) est identiquement égal au produit

(uztvy+twsz) (et vyt wsz),
la proposition est donc démontrée.
Remarque. — Les identités (3) résultent de la relation

au dU dU dU dU

dajdel,  day dol,  dal day,

qui est vraie pour un déterminant quelconque U, et dans laquelle le sym-

bole @} représente un élément appartenant a la ligne de rang r et & la co-
lonne de rang s.
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NOTE 1I1.

Détermination des foyers d'une section plane d'une quadrigue.

Soient

flz,y. 3) =0

I'équation de la quadrique, et

P=uztvytwitht=0

celle du plan sécant P.
Considérons, comme au paragraphe 187, I'équation

4

fl@, 4,3)—3 PP =0

qui représents une quadrique X circonscrite a la quadrique donnée, le plan P
étant celui de la courbe de contact.

Nous allons chercher les focales de la quadrique X, puis nous ferons
tendre )\ vers zéro; les points ol les deux focales limites non situées dans
le plan sécant P rencontrent ce plan, seront les foyers de la section de la
quadrique donnée par le plan P.

Pour obtenir les focales de la quadrique =, il faut exprimer que 'équation

1@ 3) — ;P =~ S[(@=a) + (y— B+ (53— Y] =0

représente deux plans (263); on bien exprimer que les plans ayant pour
équations

éf;—-;fp‘-S(:c—u):o

) %f;-;P—S(y—ﬁ)=0
] w
=P —S8(z~1)=0

@  A=IP+slae—aEu—mt1E—n=0

passent par une méme droite.
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1l y a avantage a regarder P comme une inconunue auxiliaire définie par
I’équation

3) uzt-vy+4wz+h—P=0.

Pour obtenir les coordonnées du point de rencontre des trois plans repré-
sentés par les équations (1), on pourrait éliminer &, y, % entre les équations (1)
et I’équation (3), ce qui fera connaitre P, puis z, y et z. Les trois plans co=-
sidérés passeront par une méme droite, si I’équation qui donne P est satis-
faite quel que soit P.

On obtient ainsi I'équation (4) du paragraphe 181 et I'équation

A—S B" B’ ¢
B" Al—S B ¢

@ B B A—s o | =0
u v w h

I1 faut maintenant exprimer que la droite représentée par les équations (1
est située dans le plan représenté par I’équation (2) ; cela aura lieu si les va-
leurs de z, ¥, 3, en fonction de P, tirées des équations (1), satisfont a 1’équa-
tion (2) quel que soit P.

On retrouve ainsi ’équation (I) et une nouvelle équation de condition

A—S B B ¢
B" A'—S B ¢

(Il) B' B Al—8 |~ 0'
¢ ¢ ¢ 4

On a posé, comme au paragraphe 263,

6=C4Sa ¢=C4Sp ¢"=C'48y
d=D—8(a* + '+ 7).

Quand on fait tendre A vers zéro, les équations (I), (II) ne changent pas,
mais I’équation (4) du paragraphe 181, devient

A—-S B! B

u
B" A—S B v

{m B B A"'—S »|=0
4 [} w 0

En remplagant S successivement par les racines de P'équation (III), les
équations (I) et (II) jointes a I'équation du plan P délermineront les foyers de
la section de la quadrique donnée par ce plan.

En reprenant les calculs précédents pour le cas ou la quadrique est un

1 27
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ellipsoide rapportd a ses plans principaux, on trouve facilement pour 4é-
terminer les foyers d’une section plane les equalions

ue vB wy h

m T, +7 +1 S—S—O
@ o P

ay * 4 —F 4y il
2 1 ’1 3 of 1 S
) ) )
u* v* w*

(I T +7 - +75 S=0
e B 2

uztvyt+wit+h=0.

NOTE 1IV.

Sur les complexes de droites.

4. Les équations

) z=rit+p y=s%33o¢

d'une droite D contiennent quatre paramétres arbitraires.

Quand ces quatre parametres sont liés par une seule relation, on dit que
les droites forment un compleze.

Par chaque point de I'espace, passeront une infinité de droites D formant
un céne, appelé le cone du complexe.

Les droites D situées dans un plan P envelopperont une courbe I', appe-
lée la courbe du compleze.

L’équation de la projection de la droite D sur le plan zoy eat

ry—sx=n
en posant
N=17rc—8p.

Si les paramétres 7, p, 8, o, n sont liés par une équation du degré m, on
dit que le complexe est de I'ordre m.

2. Boient (@, g, 3), (%) Y, %) les coordonnées de deux points M, M, dea
droite D, on aura

T— — 1
r=2"0 Y0
%) z—3, I— .
zz — 7z, - -z
p———" o
2—2 “ Z, K 2 ' *
=% 4-4
- — - o
wiena =% 7-%, €z y 1-1.,‘
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Soient maintenant
uxt+ovydwszt+1=0
hrxt+vy+wit1=0

les équations de deux plans P, P, passant par la droite D, on aura

pm WUV _wu, —uw,
© uy, —ou, uv, — o,
v—v, u—u, w—w,
= 6= — n= .
Uy, — vy, uy, —ou, Uy, —vu,

En substituant dans la relation qui lie les paramétres r, s, p, 6, 9 leurs
valeurs tirées des formules (2) et regardant x,, y,, 2, comme des constantes,
on aura l'équation du c¢dne du complexe.

En substituant, dans la méme relation, les valeurs de ces paramétres tirées
des formules (3), et regardant u,, v,, w, comme des coastantes, on aura, en
courdonnées tangenlielles, I’équation de la courbe du complexe,

Les complexes généraux du second ordre ont été étudiés, pour la premiére
fois, par Plicker. (Neue Geometrie des Raumes.)

Pour donner une idée de la théorie des complexes du second ordre, nous
considérerons un cas particulier déja étudié par Painvin. (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 2¢ série, tome XIL.)

3. Probléme. — Etudier le compleze formé par des droites telles que, par
chacune d’elles, on peut mener deuz plans tangents rectangulaires & un ellip-
soide donné E.

Soient

z ¥
;+I;+

z!
¢

=1

I’équation de I’ellipsoide rapporté a ses axes, et D une droite par laquelle on
peut mener a la surfsce deux plans tangents rectangulaires Q,, Q,. Un troi-
sieme plan tangent Q perpendiculaire sur D aura pour équation

re+sy+i=vVert+rste,

et rencontrera la droite D en un point S gitué sur la sphére de Monge.
Appelons ¢, ¢,, ¢, @ les distances du centre o de lellipsoide aux plans
Q, Q,, Q, et a la droite D ; on aura

pofrtbste L otetta
r4-s 41 r*4st 41
¢+ to=d+0+" d=q +q-
De ces relations on déduit facilement I’équation

4 Sy =Art 4 Bs® - C,

4 v onl o1e
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On a posé

A=b+e¢ B=c¢+}a* C=a+P.
4. Céne du complexe. — Il a pour équation
(5) vz, —3y)* + (s, — 23)* + @y, —p2, ) =Alw—2,)'+Bly —y.)* + C(z—3,)"
Si Pon pose
p'::x:-{-y:-i-z: L=zz +yy + 33

Péquation du céne C du complexe, en transportant l'origine au sommet,
prendra la forme

0 (A—p)2*+(B— )y (C—p") 2"+ L =0

Azes principaux du céne C. — Les directions principales du céne C sont
définies par les équations

(7) (A—p*—S)a+la,=0 (B—p*—S8)p+Ily,=0 (C—p*'—8)y412,=0
(8) ax, - By, + 3, —1=0.

L'élimination de «, §, y entre les équations (7) et (8) donnent, pour dé-
terminer l'inconnue auxiliaire S, ’équation

) * [
z y
(9) 1 1 1 =0.
A—y—s+B—f—s+c—f—s+’ 0

On voit qu’aux trois racines de cette équation correspondent les trois qua-
driques passant par le sommet M, du céne et homofocales a V'ellipsoide E'
ayant pour équation

2 oy 3 _
atgtg+i=0

et, par suite, aussi a l'ellipsoide donné E.

La forme des équations (7) montre en outre que les directions principales
du céne C sont les normales menées par le point M, aux trois quadriques
dont nous venons de parler.

On a donc le théoréme suivant :

Théoréme I. — Les axes principaux du cone du complexe sont les nor-
males aux trois quadriques homofocales & Vellipsoide donné, qui passent par
son sommet M,.

B. Appelons p,, psy ps les paramétres de ces trois quadrioues dont I'une
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est un ellipsoide, la deuxiéme un hyperboloide & une nappe, la troisiéme un
hyperboloide & deux nappes; c’est-a-dire les racines de I'équation

o &L 0L
1o F e 1=

en supposant que a > b > ¢, elles seront séparées par la smife
- ¢ b .
Maintenant, si 'on pose
ettt —p*—S=p,

I'équation (9) devient I’équation (10).
D’un autre cté, on a

ot et =0t + 00—

et, par suite,
S=p,+pt+os—op

Soient 8,, S,, S, les racines de I'équation (9) qui correspondent aux ra-
cines p,, pyy Ps de l'équation (10), on aura

S;=pstp Si=pste S; =0, t+ 04}

Si M,X, M, Y, M,Z sont respectivement les normales menées par le point
M, a ellipsoide (p,), & I'hyperboloide & une nappe (p,) et & 1'hyperboloide
a deux nappes (p;), 'équation du cone du complexe, rapporté & ses axes de
symétrie, sera

1) (Ps+ pa) X2+ (s +p.) Y 4 (p, + 04) 2 = 0.

6. Etude du céne du complere. — La nature du céne du complexe dépend
des signes des coeflficients des catrés des variables X®, Y?, Z?; le coeffi-
cient p, - p; est toujours positif, car p, est compris entre ¢* et * et p, entre
b* et a*, mais les deux autres p, + p,, p, -} p; Peuvent étre positifs on néga-
tifs. Ces deux coefficients ne changeant de signe qu'en s’annulant, nous
sommes conduits a chercher les positions du point M, pour lesquelles I'un
ou l'autre de ces coefficients est nul. Dans ces deux hypotheses I’équation (9)
a une racine nulle ; le point M, est donc alors situé sur la surface X ayant
pour équalion

2 2 e
z, v, z, Ay
A_p!+B_pi+C_pg+ ==V
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équation qui devient

Az B yf Cz:
A—p =+ B ; + =0,

12 =
(12) —p c—p

en remarquant que l’on a

2 2
z4+yl+z:
— !

Cette surface est la surface des ondes dont Dellipsoide directeur a pour
4qualion

z.

zl
—+5+g—1=0.

Les équations des sections de la surface T par les plans de coordonnées
sont

z,=0 1, =0 z,=0
y:-i-z::A z:+a::=B a::-l-y:=C
2 2 2 2 2 2
y1+zq_,l 3 ml_i .’t‘ yq_i
cts= ATE= BTa=t

Chacun de ces plans coupe donc la surface suivant un cercle et une
ellipse; le cercle et I'ellipse situés dans le plan zoz se cotpeil en quatre
points tels que I, qui sont les points coniques de la surface. (Exercice 6,
p. 313)

Pour nous faire une idée de la forme de la surface, nous allons chercher
an combien de points elle renconire une demi-droite 0D passant par 'origine
et faisant avec les axes de coordonnées des angles dont les cosinus
sont «, B, Y.

Soient M, un point quelconque de la demi-droite oD, p la longueur du
rayon vecteur oM, et ple parametre del'une quelconque des trois quadriques
homofocales a l'ellipsoide E, qui passent par le point M,. On aura la rela-
tion

(1) (= +35% +=Y_’p>n'-i=o.

a!_p i_p P

Si, & I'aide de cette équation, on forme la dérivée de p considérée comme une
fonction de p, on voit que cetle dérivée est négative; les paramatres p,, p, Py
vonl donc en décroissant quand p augmente de zéro a 4+,

Maintenant quand le point M, coincide avec I'origine o, 1'équalion (13) do1l
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donner p = 0 quelle que soit la direction 0 D. En supposant cette direction suo-
cessivement paraliéle sux

trois axes de coordonnées,

on voit qua I'hypothése % D

p =0, correspondent les va. P
leurs p, =¢*, p,=5%, p,—a*.

Ainsi, quand le point M,
coincide avec l'origine, les
fonctions p, -+ p,, p, + p, sont
positives; elles deviennent
négatives quand le rayon
vecteur oM, est infiniment
grand, car les axes de I'el-
lipsoide (p,) qui passent par
le point M, élant alors infl-
nis, on a p, = — oo.

Ces deux fonctions dé-
croissant constamment en
restant continues, chacune Fig. 56,
delles s’annule une seule
fois, la premiére pour une position m, la seconde pour une position '
du point mobile M,.

On a J'ailleurs

om=a 44 —p,
om'" =a*+ b+ ¢*—p,,

donc ces rayons vecteurs restent finis et de plus om est moindre que om'.

On voit que la surface X est limitée dans tous les sens et formée de deux
nappes n’ayant en commun que les points coniques I.

L’une des deux nappes que nous appellerons la nappe inférieure a pour
équation p, -+ p,=0; elle est engendrée par la courbe d'intersection de l'el-
lipsoide (p,) et de 'hyperboloide & une nappe (p,) dont les paramétres sc=t
égaux et de signes contraires.

La deuxi¢me que nous appellerons la nappe exférieure a pour équation
p. -+ 03 =0 elle est engendrée par la courbe d'intersection de I'ellipsoide (p,)
et de I'hyperboloide & deux nappes (p;) dont les parameires sont égaux et de
signes contraires.

Les considérations précédentes font en outre connaitre les signes des
coefficients p, 4 p;, p, -+ p, de Y* et de Z* dans I'équation (11), pour les
diverses posilions du point M, sur la demi-droite oD,

Quand le point M, (om ' Pt >0 pF0,>0
est sur {mM' {0"0<P4+Pg<0 P+ 0 >0
le segment m'D Patp. <0 p, + e <0.

Quand 'un des coefficients p, - py, OU p, -} p, est nul, le sommet du céne
du complexe est sur la surface Z, et ce céne se réduit a deux plans sé=~
cants.
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Nous allons montrer que la droite intersection de ces deux plans est tan-
gente 4 la surface Z.

Le sommet du céne étant en un point m’ de la nappe extérieure, I'équa-
tion (11) devient

(st 0a) X* + (o, + 02) 2 =03

elle représente deux plans réels se coupant suivant la droite m'Y. Cette
droite étant normale a I'hyperboloide a une nappe (p,), touche au point m'
la courbe d'intersection de lellipsoide (p,) et de I'hyperboloide a deux
nappes (p;) ; comme cetle courbe est sur la nappe extérieure, la droite m'Y
souche cette nappe au point m'.

La méme démonstration s'applique aux points de la nappe intérieure ; seu-
lement les plans qui forment alors le cfne du complexe sont imaginaires
conjugués.

Les points pour lesquels le céne du complexe se décompose en deux
plans, en sont les points singuliers ; nous montrerons plus loin que ces deux
plans fouchent la surface X.

Remarquons enfin que le cone du complexe se réduit a un plan double
quand les deux coefficients p, -+ p., p, + p, sont nuls; cela a lien quand le
sommet du céne coincide avec un des poinls coniques I.

De tout ce qui précéde résulte le théoreme suivant :

Théoréme II. — Le lieu des points singuliers du complexe est la surface
es ondes I dont Vellipsoide directeur a pour équation

z° !I! 2t
atgtg—1=0

Uaréte des deux plans qui correspondent & chaque point singulier, touche en ce
point le surface Z.

Les deux plans sont réels pour tout point de la nappe extérieure; imagi-
naires pour tout point de la nappe intérieure et confondus pour les points
coniques.

Le cone du complexe est réel quand son sommet est situé entre les deuz
nappes ou en dehors de la nappe extérieure; tl se réduit & un point dans le
cas contraire.

T. Conditions pour que le cone du complexe soit de révolution. — Pour que
le cdne du complexe soit de révolution, il faut et il suffit que deux des coef-
ficients des carrés des variables, dans I’équation (11), soient égaux, ou bien
que I'équation (10) ait deux racines égales.

En exprimant cette condition, on trouve facilement que le sommet du cone
doit se trouver sur les focales de I'ellipsoide donné E.

Le théoréme I montre en outre que l'axe de révolution touche la focale au

- sommet du céne

8. Courbe du complexe. — En éliminant 1, 8, p, ¢, 1 enlre les équa-
tions (3) et (4), on obtient, pour définir la courbe du complexe, I'équation

(14) A (v w—ww)* 4 B(wu—u,w)4-C(up—vu)*= (u—ug)"i—( v—, ) - (w—w, )%
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Si I'on pose ¥ =0, cette équation devient
(45) (AwHCu—1)v't(Bul+As—1)w' 240 w ywt2v v+ 2w w—d"=0

avec

d'=u:+u:+w:.

L’équation (15) représente en coordonnées tangentielles, la projection IV
de la courbe I" du complexe sur le plan yoz; on voit que cetle courbe est
une conique.

Le discriminant du premier membre de 1'équation (15) a pour expression

4
w

A=—ABC (:‘-ﬁ% +E‘) d'+(B+C)u +(C+A)2 4 (A+B)w —1

si 'on égale cette fonclion a zéro, I'équation ainsi obtenue peut éire mise
sous la forme
2 e 2

1 1 1 —_
Ad’—1+Bd*—1+Cd’—1_0'

Elle représente, en coordonnées tangentielles, la surface des ondes dont
Y'ellipsoide directeur a pour équation

Az*+By*+Cz*—1=0;

cette surface des ondes comncide donc avec la surface X. (Exercice &, p. 312;
Exercice 25, p. 885.)

La nature de la conique I" et par suite celle de la eonique I" dépendent du
signe de la quantité — d®A (G. P. 262) ; cette courbe ne sera jamais une pa-
rabole, car d* ne peut s’annuler que si le plan P, est rejeté a I'infini.

Ainsi, la conique I" sera du genre ellipse si A est négatif, elle sera du
genre hyperbole si A est posilif, se réduira & deux points si A est nul et a
deux pownts confondus si le premier membre de I'équation (15) est un carré
parfait.

Cherchons quelles sont les positions du plan P, dans ces différentes hypo-
théses.

Quand le plan P, est & une distance infiniment grande de l'origine, les
parameétres #,, v,, w, sont infiniment pelits, et I'on voit que A est négatif.
Dans les mémes conditions, 1'équation (15) se réduit a

v uw'=0,
la conique I" est done une ellipse imaginaire.
Transportons le plan P, de maniére a le rapprocher de l'origine j lorsque

ce plan touchera la nappe extérieure de la surface 3, la fonction A sera nulle
ot la conique I' se réduira a deux points imaginaires.
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Lorsque le plan P, passera entre les deux nappes de la surface T, la fonc-
tion A sera positive et la conique I' deviendra une hyperbole.

Lorsque le plan P, touchera la nappe intérieure de la surface =, la co-
nique I' se réduira & deux points réels.

Lorsque le plan P, coupera la nappe intérieure de la surface X, la co-
nique I' sera une ellipse réelle.

Reste a trouver les conditions dans lesquelles la conique I' 8e compose de
deux points confondus.

En exprimant que le premier membre de 'équation (15) est un carré par-
fait et laissant de c6té le cas ou lellipsoide donné se réduit a une sphére, on
trouve les relalions de condition

. B—A N C—B
1T B(C—A) 1 +T B(C—A)’

il y a donc quatre positions du plan P, pour lesquelles la conique I'" se com-

pose de deux points confondus ; ces plans sont paralleles & I'axe 0y et leurs

traces sur le plan zo0z sont les tangentes communes au cercle et a ellipse,

intersection de la surfsce X par le plan zoz. Ces plans sont donc ceux qui

touchent la surface £ en tous les points d’un cercle. (Exercice 6, p. 313.)
Prenons par exemple la solulion

_ \/B—A —o _ \/C—B
“=—"VBc=a "=° "="Virt=ay

I'équation du plan P, sera

(16) z\VB—A+13yC—B=yB(C—A),

_ \/ C—a
Y=~V B(Cc—B)

Les équations des plans projetant sur le plan yoz les tangentes i la

conique I' sont done
C—A
oy 'z\/ B{c—p) T1=°

ces plans passent tous par la droite qui a pour équations

_ \/B(C—B)

Le point ol cette droite rencontre le plan P, défini par I'équation (16) est

et I'équation (15) donnera
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le point auquel se réduit la conique I' située dans ce plan P, ; ila pour coor-

données
B(B— A) _ _4 /B{C—B)
VI wme R

On voit facilement qu’il coincide avec le point ot le plan P, touche le cercle
de la surface X, situé dans le plan zox.

Remarque. — Les plans pour lesquels la conique I' se réduit & deux
points sont appelés les plans singuliers du complexe.
De ce qui précede résultent les théorémes suivants :

Théoréme III. — La surface lieu des points singuliers du complexe coin-
cide avec la surface enveloppe des plans singuliers.

Cette proposition reste vraie pour un complexe quelconque du second ordre.

Théoréme IV. — La conique du complexe n’est jamais une parabole; elle
est une ellipse réelle quand le plan P, coupe les deux nappes de la surface X ;

Elle est une hyperbole quand ce plan passe entre les deux nappes ;

Elle est une ellipse imaginaire quand ce plan ne coupe pas la surface .

Elle se réduit & deux points qui sunt réels quand le plan P, touche la nappe
intérieure ; imaginaires quand il touche la nappe extérieure, et confondus
quand il touche la surface T en tous les points de la circonférence d'un cercle.

9. Il y a une relation remarquable entre le c6ne et la conique du complexe.

Nous avons vu que la surface des ondes X lieu des points singuliers du
complexe coincide avec la surface des ondes enveloppe des plans singuliers.

Mainlenant la surface des ondes X est sa propre polaire réciproque par
rapport 3 l'ellipsoide E, ayant pour équation (%)

x* + ¥ 2*
VBC \/GA V/AB

Cette remarque nous conduit a chercher si la droite D', polaire d’une
droite D du complexe par rapport an méme ellipsoide, ne fait pas elle-méme
parlie du complexe,

Prenons sur la droite D deux pomts Mz, 7, 2), M;iz,, ¥,, %,); la droite
D' aura pour équations

—1=0.

Zz,

VAB

en les identifiant avec celles des plans P(u; v, ), P,(u,, v,, w,), on trouve

=—u\BC y=—v\CA z=—w\/E§
z,=—u,\/BC gy, =—v,VCA Z=—w,VAB.

(*) (Exercice 26, page 333.)

Xz Yy Zz Xz, +

veetvaatvas L vae ch

+ =1;
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Portons ces valeurs dans 1’équation (5) qui définit e complexe des droites D,
nous retrouvons ’équation (14) qui définit le méme complexe.

Ainsi les droites D' polaires des droites D par rapport & la quadrique E,
appartiennent au complexe des droites D,

Cette remarque a une grande importance; elle montre que le c6ne du
complexe a pour polaire réciproque par rapport a la quadrique E, la conique
du complexe et inversement. De la nature de ce céne on pourra déduire
celle de la conique du complexe et retrouver ainsi le théoréme IV

10. Nous allons appliquer cette remarque & la construction des faces du
diédre auquel se réduit le cone du complexe quand son sommet est un point
singulier, et a celle des deux points auxquels se réduit la conique du com-
plexe quand son plan est un plan singulier.

Soit m un point singulier ; toules les droites menées par ce point dans les
deux faces du diédre correspondant appartenant au com-
plexe, les coniques qui correspondent a ces faces se ré-
duisent chacune adeux points dont l'un coincide avec m.
Il en résulte que les faces du diédre sont tangentes a la
surface X.

Cela posé, le point m appartenant par exemple a la nappe
extérieure, on ménera la droite md qui touche au point m
la courbe d’intersection de V'ellipsoide (p,) et de I’hyperbo-
loide a deux nappes (p,), qui passent par ce pomnt et sont
homofocaux & l'ellipsoide donné E. Par cette droite, on
peut mener & la surface X quafre plans tangents dont
deux se confondent avec le plan R qui touche la surface
au point m ; les deux autres plans tangents Q, Q' sont les
Fig. 57, faces du digdre relalif au point m.

d N

Pour s’assurer que le plan R n’est pas une des faces de
ce diédre, il suffit de montrer que cela n'a pas lieu pour un point particulier
de la surface X.

Choisissons le point situé sur 'axe ox et dont les coordonnées sont
z,:\/ﬁ y.=0 2z =0.

En ce pomt, le plan tangent & la surface X est parallele au plan yoz,
tandis que les faces du diédre correspondant ont pour équalion

A{z—\/B)'=(B—C)7".

11. Occupons-nous maintenant de la construction des points relatils a un
plan singulier.

Prenons, par rapport & lellipsoide E,, la polaire réciproque de la figure
formée par la droite md, le plan tangent R, son point de cuntacl m et les deux
autres plans tangents Q, Q' passant par la droite md (fig. 57.
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Nous obtiendrons d’abord un point r de la surface X et le plan M qui la
touche au point .

Au cdne du complexe dont le sommet est en m et qui est composé des
plans Q, Q', correspondra une conique du complexe située d M
dans le plan M et réduite aux deux points ¢, ¢', pdles des
plans Q, Q'.

Ces points seront sur la surface Z, puisque les plans Q, Q' l['
touchent cette surface; ils seront en outre sur la droite rd’
polaire de md.

Maintenant, le cdne ayani son sommet au point singulier r q
se réduit & un diédre dont 'ar8le est située dans le plan tan-
gent M ; comme la droite rd' appartient au complexe, elle sera T
siluée sur une des faces de ce diédre et sera dés lors l'aréte Fig. 8.
de ce diedre.

On consiruira, comme dans le cas précédent, I'aréte du diedre relatif au
point de contact r du plan singulier M ; les points q, ¢’ ou celte aréte ren-
contrera de nouveat la surface X seront les deux points auxquels se réduit la
conique du complexe pour le plan singulier M.

12. Nous terminerons cette note en faisant connaiire quelques autres pro=-
priétés de la conique du complexe.

Centre de la conique du complexe. — Soient

$(v, w, £)=0
I'équation tangentielle, rendue homogene, de la conique I'V projection de la
conique I' sur le plan yoz, et (V, W) les coordonnées tangentielles d'une

droite L. L’équation tangentielle du pdle de cette droite par rapporta la
conique I' sera (G. P. 260)

Vi, + Wi, + 4 =0.

Ce pole deviendra le centre de la conique I'' si la droite L s’éloigne a l'in-
fini ; I'équation tangenticlle du cenire est donc

$;=0
ou, en se reportant a équation (15)
vt ww—d =0

Les coordonnées cartésiennes ¥,, %, de ce centre auront pour expressions
(G. P. 259)

oot 1
v W &’
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On aura le centre de la conique I" en joignant aux équations précédentes
I'équation

ulxl+vlyl+wlzl+i=0

du plan P, ; ses coordonnées sont donc données par les équations

On voit que le centre de la conique T coincide avec le pied de la perpendi-
culaire abaissée du centre de Ueilipsoide E sur le plun P,.

13. Asymptotes de la comique du complexe. — Les coordonnées tan-

gentielles des asymptotes de la conique projetée I sont déterminées par
les équations

(v, w, ) =0 \p2=0,
¢ est-a-dire par I'équation (15) et I'équation (%)
1,0+ w,w—d*=0,
En combinant ces deux équations, on obtient facilement la suivante.

(Awl+Cu'~ 1)s'+ (Bu 4 A0, —1)u’ _gA,,‘w‘vw+(v4v+W.w) —o0,

qui devient, en ordonnant,

a7 (Aw Gl -|-——1) o (Bu:—l—Av:—{—'%‘;—-O w'—2 (A—Ei;‘)v, w, 9w =0.

Cette équation homogéne, par rapport a » et 4 w, fera connaitre les coef-
ficients angulaires des asymptotes de la conique I,

Les droites D enveloppées de la conique I' étant transportées a l'origine
ont pour équations

X Y _Z
r s 1
ou bien
18) X—:-—Y—-z-i,
YW—wY —uWw U

en tenant compte des formules (3) ou lon a fait u =\.

X G.P.ke e bop 4 .
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w
8i, dans les équations (18), on remplace v par leurs valeurs «, § tirées

de I'équation (17), on connaitra les directions des asymptotes de la conique I'.

Condition pour que la conique I' soit une hyperbole équilatére. — En
exprimant que les asymptotes de celte conique sont rectangulaires, on obtient
la relation

(te=w,)(v,8—w,)+u eb+u =0,
ou, en développant, la relation
(0, +2) ap —v,0, (a+B) + 4, w)=0.

Si, dans cette relation, on remplace « - B et «f par leurs valeurs tirées
de I'équation (17), elle devient

(B+C)u+(C+4)v+(A+B)w —2=0.

Ainsi, la conique T est une hyperbole équilaiére lorsque le plan P, touche
Vellipsoide ayant pour équation

z* ¥t z* 1

B+c+c+A*A+B_§=&

Conditions pour que la conique du cemplexe soit un cercle. — La
conique I' sera un cercle si ses asymplotes sont paralleles aux droites iso-
tropes. Pour cela, il suffit d’exprimer que chacune des directions définies par

les équations (18) ot I'on remplace g par les racines de l'équation (17) est

perpendiculaire sur elle-méme.
On obtient ainsi la relation

(2,0 — wlu)'—{—u:w’—}—u: v" =0,
c’est-a-dire la relation
2 L] | ] ;] 2
(19) (ul—{-w‘)v -{-(u'—}-v‘)w —20 wyw=0,

qui doit admettre les mémes racines que I'équation (17).
Si I'on suppose u, v, w, 20, on trouve, en identifiant les équations(17) et (19),

les relations de condilion

d=b ="

Yellip e at tie ur sphere.
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Ecartons ce cas particulier et supposons v, =0. Les relations d'identi-
fication sont
2
: * Bu' -+ Sy
A w‘ -|— C u‘ —1 _ f d?

u;-l—w‘ u.'
ou bien
L] 2
Aw'—l— Cu —1 B 1
B 2 - TR
[/
ul+wl

en remarquant que l'on a ici d':u: +w:.
La condition cherchée est donc

(C—B)u + (A —B)w, =0,
ou bien
(' — &)l — (o' — b"yw =0.

On voit que les plans pour lesquels la conique T' est un cercle sont perpen-
diculaires aux asymptotes de la focale hyperbolique de Vellipsoide donné E.

EXERCICES.

1* Etudier : 1* le complexe des droites par lesquelles on peut mener deux
plans rectangulaires respectivement tangents a deux quadriques homofocales
données ; 2° le complexe des droites telles que la somme des carrés des dis-
tances de chacune d’elles 4 n points donnés soit égale d une quantité
donnée.

2+ Etudier: 1+ le complexe des droites perpendiculaires & leur polaire par
rapport a une quadrique donnée; 2° le complexe des droites normales & une
famille de quadriques homofocales ; 3° le complexe des droites rencontrant
les faces d’un triédre trirectangle en des points A, B, C tels que l'on a

AB
ac b
k étant une constante.

3¢ Etudier le complexe des droites telles que la corde interceptée sur cha-
cune d’elles psr une quadrique a centre, soit vue de ce centre sous un angle
droit.
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