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GEOMETRIE 
ANALYTIQUE 

G ~ O M ~ ~ T R I E  DANS L'ESPACE 

LIVRE PREMIER 

CHAPITRE PREMIER 

1. La Géométrie analytique à trois dimensions pour objet 
l'application de l'Algèbre à l'étude des figures s rnées  d'une 
manière yuelconyüe dans l'espace 

Pour résoudre cette question il faut commencer pahd6terminer 
à l'aide de nombres la position d'un point dans l ' e9ace  ; on y 
arrive en généralisant le système de coordonnées Imaginé par 
Descartes. 

Coordonnées rectilignes. 

2. Tracons dans l'espace trois droites z's, y'y, a'z non situées 
dans un même p Im et se coupant en un point O ; p u  un point quel- 

II 1 
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2 LIVRE 1. - CHAPITRE 1 

conque M de l'espace menons des plans parallL;lcs aux trois plans 
x o y ,  y o o ,  Z O X ,  nous îoi*merons I/  u.n parol lé l ip ip~d~ oAtiBPCQi\I.  

1,e point M sera d6terrniné : y:':: i0  S i  l'on donne les longueurs 
o A,  o B ,  O C des arêtes de  ce 
parallélipipède ; 

2.' O 
20 Si l'on indique le seris dans 

leyuel ces longueurs doivent être 

"r R portées à partir du point o sur  

.? les droites x'x, y'y, a's. 
Pour  fixer ce sens on convient 

Fig. 1. d'affecter les longueurs o A, o B, 
O C  du signe + quand elles doivent être portoes respectivement 
dans les directions oz ,  O y,  o z ,  et de  les affecter du signe - quami 
elles doivent être portées dans les directions o z ' ,  oy ' ,  oz'. 

La longueur o A ,  affectée d'un signe convenable, est appelbe 
l'abscisse du point Pi1 ; nous la désignerons g$néralernént par la 
lettre x. 

La  longueur O B ,  affectée d'un signe convenable, est appelée 
I'oi.donnée du point RI ;. nous la désignerons généralement par la 
lettio y. 

Enfin la longueur o c ,  affectée d'un signe convenable, est 
appelée la cote du point M ;  nous la désignepoils généralement 
par !a leltre a. 

Les trois quantités x, y, a sont dites les coordo~z~zées rectilignes 
du point M .  

Les trois droites x ' x ,  y 'y ,  x'z sont les axes de  coordonnées; 
e'x est  l'axe des x,  y ' y  est l'axe des y et x f z  l'aso des x. 

Les trois plans x o y ,  y o a ,  a o x  sont les plans de coordonnées ; 
an les désigne souvent par les dénominations suivantes : p l m ~  
des x y ,  plun des y x ,  plan des z x. 

Le point O intersectior~ des trois axes de  cooidonnées est 
appelé l'origine des coordonnées. 

On dit yue les coordonnées sont rectangulaiiw quand les 
droites o z ,  o y ,  oz; forment un trièdre trirectangle ; on dit qu'elles 
sont obliques dans le cas contraire. 

Remarques. - 10 Les sommets P, Q, R du  pnrallélipi- 
phle oARBrJCQM situés dans les plans de coordonnées sont les 
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projections du point 11 suia ces plans parallèlement aux ases de  
coordonnées. Les coordonnées de  ces projections par rapport aux 
deux axes placés dans le plan d e  coordonnées qui contient res- 
pectivement chacune d'elles ont les valeurs indiquées dans le 
tableau suivant : 

Ainsi les projections d'un point sur les plans de coordonn6cs 
parallèlement aux axes de coordonnées ont deux coordonnées 
communes avec celles d e  ce point. 

2" Par  le point M menons à l'axe o z  une parallèle terminée au 
point R où elle rencontre le plan des x y ,  puis par le point K une 
parallèle à l'axe oy  terminée au point A où elle rencontre l'axe o z .  
La ligne brisée oAHM est appelée le contour des coordotmées du 
point M (Iîg. 1). 

Représentation des  surfaces. 

3. Théorème. - Une surface est représentée par une  t!quation 
entre les coordonne'es (l'un quelconpe de ses points. 

Soit S une surface quelconque; traçons dans l'espace trvis 
axes de  coordorinées o z ,  o y ,  oz et  prenons 
dans le plan des x y  un point quelconque R. 
La parallèle menée par le point R à l'axe oz  
rencontrera la surface S en un ou plusieurs 
points tels que M. Il résulte de  là que, quand 
on connaît l'abscisse x et  l'ordonnée y du 
point M,' sa  cote a est déterminée ; en d'autres O 

termes, la cote a est  une fonction de l'abscissex 
et de l'ordonnée y considérées comme variables 

Q G  

indépendantes. Y 
Fi:. P. 

Quand la surfixe S sera définie par une pro- 
priété géométrique convenant à cliacun d e  ses  points, la forme 
de la relat.ioii yui lie les coordonnées d'un point de la surface ne 
changera pas, lc point s e  déplaçant sur  la surface. Il existera 
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4 LIVRE 1 .  - CHhi'lTRE I 

donc entre les coordonnées d'un point quelconque do la surfacc S 
une relation 

d e  fortne ii~variable. Cette relation est appelée l'équatiott do  13 

surface S. 
Ainsi l'équation d'une s ! ~ f a c c  est la reldlion de fornteconstailte 

qui lie les coordonnées de  l'lm quelconque de ses  points. 

Réciproquement toute équatioiz 

entre les coordomzées x, y et z représente en général une- sur- 
face. 

Pour démontrer cette réciproque, nous examinerons d'abord 
deux cas particuliers. 

l0  L'équation (.1) lx? contient qu'une seule cool-donnée, a par 
exetnple. 

Cette équation est  de  la forme 

les quantités Ci étant des constantes. 
Chaque équation telle qoe a =  C i  repré- 

Fig. 3. sente le lieu des points ayant une cote cons- 
tante, c'est-à-dire évidemment un plan parallble au plan des x y 
et coupant oz en un point Ci  dont la cote est c i .  

Théorème. - Une équation à une seule variable représetzte un 
faisceau de plans parall2les au plan des coordonnées qui correspond 
allx deux variables n'entrant pas dans l'équalioit. 

Remarque. -En particulier, les équations x = O, y= O, x = O 
représentent respectivement les plans des coordonnées aoy, xoz ,  
yox.  
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2" L1équatio?t (1 )  ne  conlient que rleuz coortlonlzt:t!s, x et y par 
exemple. 

Celle équaiion est de la forme "i 
(2) f ( z ,  ! / )=O;  

dans le plan des xg elle représente ilne 
courbe AB. Pa r  les diffiirents points de 
cette courbe menons des parall6les à o z ,  
nous formerons un cylindre; soit hlb, ?, y) 
un point de ce cylindre. Lü projection du 
point h l  sur le plan x o y  faite parallèle- 
ment à o z  sera un point P de lacourbe AB Fi:. 4. 

qui, rapporté aux axes o z ,  O y, aura pour coordonn6cs u c t  P ; on 
aura donc 

Cette relation exprime que les coordonn6es x ,  p ,  y dil point 11 
satisfont à l'équalion (2). Maintenant les coordonnées d'un poiiit 
de  l'espace non situé sur le cylindre ne salisfont pas à cette 
équation, car la projection de ce point sur le plan x o y ,  faite pa- 
mllèlernent à o x ,  n'est pas située sur la courbe AB ; il résulte de 
là que l'équation (2) représente un cylindre dont les génératrices 
sont parallèles à l'axe oz.  

Il peut arriver que ce cylindre soit imaginaire ou compose de 
droites parallèles à o z  ; cola aura lieu quand la courbe AB sera 
imaginaire ou cornposée de points isolés les uns des autres. 

Théorème. - Une équation à dezlx variables reprbente z r n  çy- 
lindre dont les généralrices sont parallèles à l'axe des coordonnées 
qui correspoizd li la variable n'entrant pas dans l'équation. 

Ces deux cas particuliers étant examinés, reprenons l'équation 
à trois variables 

Dans cette équation posons a =y, elle devient 

la nouvelle équation à deus variables x et y représente un cylin- 
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6 LIVRE 1. - CHAPITRE 1 

dre AB dont les génératrices sont pardlbles i~ oz. Lcs points do 
ce cylindre dont les coordonnérs satis- 
font à l'équation (1) sont ceux pour les- 

p quels on a x = r ,  c'est-à-dire ceux qui 
sont situks su r  la ccurbe A'B' iritersec- 
tion du cylindre avecle plan P ayant pour 
équation z = y. Quand y variera d'une 

O x manière continue entre certairies limites, @ le calindre AB se  déformera en génCnil 
d'une manière continue, et le plan P se  
cléplacera aussi d'une manière continue. 
Le lien des points dout les coordonnCes 

Fig. 5. satisfont à l'équalion ( i )  est donc engen- 
dré par une courbe A'B' qui s e  deplace et  se  déforme suivant une 
loi déterminée ; par suite, ce lieu est une surface. 

Représentation d.?s lignes. 

4. Une ligne C est l'intersection de  deux surfaces ; elle sera 
donc représentee var deux équations 

considérées simultnne'rnent . 
Si, entre les équations (3), on élimine successivement y et x, on  

obtient deux équations de la forme 

chacune d'elles, prise isolément, reprhsente un cylindre et  nous 
allons démontrer que ces deux surfaces sont les cylindres proje- 
tant la ligne C sur le plan des xx et sur celui des xy. 

Soit M un point quelconque de C, ses coordonnées x', y', a'sa- 
tisl'aisant aux équations (3), les équations 

ont une solution commune % = a f ;  ma@ le résultant de ces 
équations est cfr\xl, y')= 0, donc l e  cylindre représenté par la 
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DES C O O R D O N N ~ E S  7 

seconde des équations (4) contient la courbe C. La même chose 
a lieu pour le premier cylindre. 

Remarque. - On a démontré que toute solution des équations 
(3) satisfait aux équations (4), mais la réciproque peut ne pas être 
vraie. Les équations (4) représenteront la courbe Cl mais elles 
pourront aussi représenter en même temps une autre courbe. 
Pour expliquer ceci par un exemple bien simple, considérons une 
ellipse E dans l 'espace; les cylindres qui la projettent sur  les 
plans x o z ,  x o y  seront coupés par ces plans suivant des ellip- 
ses  E,, E,. Soient A, B les points où un plan P parallèle au 
plan y o z  coupe l'ellipse E et ( A u , ,  Au,), ( B b , ,  Bb,)  les généra- 
trices correspondantes des deus cylindres projetants. Iles géné- 
ratrices ( A u , ,  Au,) s e  couperont au point A de l'ellipse E et les 
génératrices (Bb , ,  Bb,) au point B de cetta courbe; mais, en 
associant les génératrices (Au,, Bb,) oules générati.ices(BS,, Au,) 
on obtiendra deux points situés sur les cylindres projetants et 
n'appartenant plus à l'ellipse E. 

Remarque.  - Pour représenter une courbe située dans 1'1111 

des plans de coordonnées, on d'oindra à l'équation de ce plan celle 
d'une surface passant par cette courbe. Pa r  exemple les équations 

représenteront une courbe située dans le plan xoy. 

Relation e n t r e  l e s  angles que  fa i t  une  direction 
avec  l e s  axes  de  coordonnées. 

Angle d e  deux  directions. 

5. Définition. - Soient oD,  oD' deux demi-droites se coupant 
au point o ; on appelle atlgle des deux directions D, D' l ' a ~ î g ~ e  
moindre que n formé par les demi-droites o D ,  oD'. 

Remarque. - Si l'on prend des points D, D' sur chacune d e s  
demi-disoites o n ,  oD' ,  l'angle que nous venons de  Qéfinir est celui 
qui est opposé au côté DD' dans le triangle DoD'. 

Pour fixer dans l'espace une direction o D  que l'on peut suppo= 
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8 LIVRE I. - CII.~PITRE I 

ser appartenir à une droite passant par l'origine, on donne les 
angles a, p ,  y que fait cette dii~eciion 
avec les trois directions o r ,  o y ,  oz des 

k coordonnées positives. La connaissance 
de deux de ces angles u et p ne suffit pas 
pour fixer la direclion o D  ; car si l'on 
décrit autour de  o x  et de  o y  des demi- 

= cônes dont les angles au  sommet soient 
respectivement G( et p, ces deux cônes sa 

/ R coupent suivant deus génératrices sy- 

Y métriquement placées par rapport au 

Fig. 6. plan xoy.  La conriaissance de l'angle y 
est donc nécessaire pour reconnaitre 

laquelle de ces deux généralrices représente la direction o D .  
Ce qui précède montre encore que les angles a, p ,  y sont liés 

par une relation. 
Nous nous proposons de trouver cette relation ainsi que l'an- 

gle V formé par deux directions O D,  O D' ; nous appellerons cc', P', y' 
les angles que fait la direction oD' avec les trois directions o z ,  
oy, 0 %  des coordonnées positives. 

Xous examinerons deux cas. 

6. Premier cas. - Les coordonnées sont ~.ectanyulaires. -Sur 
la direction oD prenons un point hl(x ,  y, z), construisons le 
contour O ARM de ses coordonnées et appelons 1 la longueur OBI. 
ml. 6. ) 

Projetons orthogonalement les deux chemins oARRI, o M  suc- 
cessivement sur les directions o z ,  oy, oz, o D ,  o D ' ,  nous aurons 
les relations 

Entre les équations (5) et (6) éliminons x, y, z ,  1, nous obtien- 
drons la relation 

Théorème. - La s o n m e  des c a n é s  des cosinits des an& que 
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fait une direction avec trois directions ~~ectanguiaires est kgde à 
Z'uuité. 

Entre les équations (5 )  et (7) éliininons x, y, a, 1, nous obtien- 
drons la relation 

elle fait connaître le cosinus de l'angle des deux directions oD, 
O D' . 

Condition d e  perpendicularité. - Pour que les deux direc- 
tions oD,  oD' soient perpendiculaires il faut et il suffit que l'on 
ait 

7. Deuxieme cas. - Les coordonnLes sont obliques. - Nous 
désignerons par A, y, v les trois angles yoa, aox, xo y ; en proje- 
tant, comme précédemment, orthogonale- 
ment les deux chemins oARSI, OM sur les 
directions oz ,  oy, oz, oD, oD', nous aürons 
les relations 

r x f ycosv +zcosp =,!COSU 

5 xcosv + y  fxcosii  -1cosP 
X C O S ~  + I / C O S ~  f z = I C O S  Ii 

(G') xcosa J rycosp  +acosy = Z  

(if) X C O S ~ ' + ~ C O S ~ ~ '  + X C O S ~ ' = ~ C O S V .  
El;. 7. 

L'élimination de X, y, Z, 1 entre les équations (5') et (BI) ,  piiis 
entre les équations (5') et (7') donne les daux equations suivarites ; 

(8) 

1 cosv COS[* cosr  
cosv 1 cos1 cosp 
cost* cos1 1 cosy 
cosu cosp cosy 1 

= O  

et  

(9) 

1 cosv  COS,^ cosr 
cosv i cosh cos? 
cosy. cos1 1 cosy 
COSU' COS fi1 cosy' COSV 

= o. 
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La première fait  connailre ln relation qiii lie les trois angles 
a, pl  y et la seconde détermine l'angle des deux directions oD, oD . 

8. Paramètres  directeurs.  - Si su r  la directionoD on prend 
un poirit hZ situé à l'unité de distance de l'origine, les coordon- 
nées du point M sont appelées les paramètres directeurs de la direc- 
tion oD. 

Les équations (8) et (9) prennent des formes plus simples quand 
aux arigleo (a, p, y), (a', p', y') on substitue les paramètres direc- 
teurs (u, v, w), ( u t ,  v', w') des directions oD, oD'. 

D'abord les équations (sr), (ô'), (7') donnent entre ces para- 
mètres directeurs et  les angles a, p, y, a ' ,  p', y', V lesrelations 

Dans l'équation (12)  remplaçons cosu, cos?, cosy par leurs 
valeurs tirées des équations ( I O ) ,  et dans l'équation (13) rempla- 
çons COSU', cos?, cosyf par leurs valeurs tirées des équations 
(11), nous obtiendrons pour remplacer les équations (8) et (9) 
les relations suivantes : 

u"v2 f w ~ $ . 2 v w c o s h + S w u c o s p + 2 z ~ v ~ ~ s v = 1 ,  

COSV = UU' + vvl + w1i" + (vw' + wvr)cosh+ (UXL' + uw')cos,V.S (UV'+VU'~COSV.  

La première est une relation entre les paramètres directeurs 
de  la direction oD ; la seconde fait connaître le cosinus de l'angle 
des deux directions oD, oDf . 

9. Sinus du t r i è d r e  forme p a r  les  axes  des  coordonnées 
positives. - Représentons par S1 le déterminant des incon- 
nues 2, y, s dans les équations (50, nous aurons 

, 
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DES COORDONNEES 11 

Ln fonction Q que l'on rencontre assez souvent peut êtxe mise 
sous une forme remarquable. 

Pour cela décomposons cette fonction en un produit de îacleurs 
du premier degré, en regardant cos1 comme la variahle. L'Byua- 
tion Cl = O résolue par rapport à cos1 donne 

cosA= cos ( ~ r  4-v)  et  COSA =  cos(;^ - V )  ; 

doiic 

A f  y.+v . p+v-A v + X - I L  . X+p-v 
0 = 4 siil 

2 -- 2 
sin sln - p. 

2 2 

Sous cette forme, on voit que Cl ne peut pas être nul, car les 
droites oz, oy, oz formant un véritable trièdre on a 

et S2 est toujours positif. 
On vérilie facilement que l'équation l -Q = O dant le premier 

terme cos21 a un coefficient positif, donne pour cos A des valeurs 
imaginaires; par suite, la quantité Q est con~prise entre O et  1 ; 
elle ne sera  égale à l'unité que s i  le trièdre est trirectangle. 

La quantité \/6 qui est comprise entre - 1 e t  -1 1 est quel- 
quefbis appelée le sinus du trièdre, dont les faces sont 1, p, v. 

Signification géométrique de dE. - Consiiiérons le parallé- 
lipipede que l'on forme en portant sur les 
axes des coordonnées positives des Ion- 
gueurs O A= n,oB = b ,  O C  = e ; l'aire de  
la base o ARB aura pour expression ab sinv. 

Soient CH la hauteur du parallélipipède 

rection fera avec celles des axes des cooy- 
et o D  la direction parallèle à HC; cette di- , 

\ I 

- 
données positives des angles a = p = 1 

2 
et y. 

On a Fip. 8. 
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12 LIVRE 1.  - CHAPITRE 1 

donc le volume du parallélipipède a pour espression 

Maintenant l'éq~iation (8)  devient 

Ainsi le cléte~miwant Q est éyul au carré d u  v o l m e  du  parallé- 
lipip2de que l'on forme en portad stir les axes des coordonnees 
positives des lo;~gueurs égales à l'unité. (y) 

1 cosv cosy. O 
cosv 1 cos1 O 
cosy. cos1 I cosy 

O O cosy 1 

Projection des aires planes. 

= O ;  

10. Soit A une aire plane limitée par un contour quelconque ; la 
projection orthogonale de ce contour sur  un plan P sera un second 
contour limitant une aire a qui est dite la projection de l'aire A 
sui. le plan P. 

on en tire 

Q = cos3 Y ~ i i l ~ v ,  

et par suite on a 

V = abc \/JI. 

Théorème. - La projection orthogonale d'une aire p lme A out. 
u n  plan est égale au pvoduit Se cette aire par le cosinus de l'am$e 
des deux plans. 

Considérons d'abord un triangle ABC dont 
un côté BC est parallèle au  plan de projec- 

1 tion P ; nous pourrons supposer que le gi plan P a été transporté de manière à passer 

E .- 
1 
i' . / 

7----.. 
par le côté BC. 

D ' ...-.-... ...-.>:?,JU D'après le théorème des trois perpendicu- 

,/' 
,*. laires, si  aD est la hauteur du triangle pro- 

jelé aBC,  A D  sera la hauteur du trialigle 
c ABC. L e  rapport des aires t e t  T de ccs 

1 . 1 ~ .  9. triangles qui ont même base NC est égal ii 
celui des hauteurs aD,  AD, c'est-à-dire au cosirius de I'anglc a 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ries plans des deux triangles : on a donc 

Supposons maintenant qu'aucun côté du triangle ne soit paral- 
Ib'e au plan de  projection; nous pourrons transporter ce plan de 
manière à le faire passer par un des sommets du triangle et  choi- 
sir ce sommet B de  telle sorte que le plan transporté ne coupe pas 
les côtés du triangle. 

Prolongeons AC jiisqu'au point C' où ce côté rencontre le planPl 
et projetons sur ce plan les points A, C 
en a et c ; les trois points a: c, C' seront en 
ligne droite. Maintenant on a, d'après ce 
qui précède, 

aBC' = ABC' cos a 
cBC'= CBC'cosa ; 

d'où l'on tire par soustraction 

~ = T C O S U .  
Fig. 10. 

L e  théorème étant démontré pour un 
triangle, on l'étendra à un polygone plan en décomposant cettû 
figiire en triangles. 

Considérons enfin une aire plane limitée par u n  contour qui 
pourra être complètement curviligne ou compose dc lignes droites 
e t  d'arcs de  courbes. 

Dans ce contour inscrivons un polygone dont nous appellerons 
l'aire P ; sa  projection sera un polygone inscrit dans la projec- 
tion du contour, et  si  p est l'aire du polygone projeté, on aura 

Cette relation ayant lieu quelque petits que soient les côt8s di1 

polygone inscrit est vraie pour les limites des airss p et P, o'eat- 
à-dire pour les aires a et  A ; on a donc 

Remarque. - La relation 

a = Xcosa 
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! 4  LIVRE 1. - CHAPITRE 1 

a la même forme que celle qui lie la longueur d'un segment avec 
celle de sa projection orthogonale sur un axe. Cctte remarque 
permet do ramener la projection des  aires planes sur  un plan à 
celle d'une longueur sur  un axa. 

Par un point quelconque B du plan de l'aire A élevons sur  ce 
plan une perpcndicülaire sur  laquelle nous prendrons une Ion-; 
gueur BB' contenant autant d'unités de longueur qu'il ÿ a d'uni- 
tés de surface dans A. Menons enfin sur le plan de projection P 
une perpendiculaire o z ;  la projection de I3B' su r  oz  contiendra 
autant d'unités de long~ieur qu'il y a d'unités d e  surface dans 
L'aire cc projection de A sur le plan P. 

Théorème. - La sotntne des carrés des projectioizs d'une aire 
plane A sur trois plan$ rectatydaii.es est égale nu carre de cette 
aire. 

Soient oxyz le trièdre trirectangle formé par les trois plans de 
projection, et Ax, A,, A, les projections d e  l'aire A sur les plans 
yoz ,  z o x ,  x o y .  Si l'on appelle a, p, y les angles que faitavecles 
droites oz, oy,  O Z  la normale au plan de l'aire A, on aura 

d'où 

Corollaire. - Duits un tétraèdre trirectattgle le carré de la face 
ol~posée ù l'atzgle solide trirectarigle est égal ù la somme des carrés 
iles trois autres faces. 

Remarque.  - Dans tout ce qui précède, nous n'avons consi- 
d4ré que la valeur absolue de la projection d'une aire plane ; dans 
heaucoup de cas il y a avantage à donner un signe à cette projec- 
tion, nous n'indiquerons pas la convention par laquelle on dkter- 
iiiice ce signe. 
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TRANSFORMATION DES COORDOSNÉES. 

12. Soit 

l'équation d'une surface rapportée à des axes OX,  O$, û i  ; il est 
souvent avantageux de  rapporter cette surface à d'autres a w s ,  
pour lesquels, quand ils sont convenablement choisis, l'équation 
de la surl'ace peut prendre una forme plus simple. 

Le  problème sera rés0111 ai i'on sqit exprimer les coordonnées 
anciennes x, y, z d'un point quelconque M de l'espace en fonction 
des cooldonnées nouvelles x', y', z' du même point. 

Nous distinguerons deux cas. 

20 Changement d'origine. 

12. Supposons que l'on transporte ies axes prirnitifs o x ; o ~ ,  oz, 
dans la position o'x', o'y', d a ' ;  après ce transport, les axes des 
ahscisses positives oxl o'x' seront dirigés dans le mêrno sens, 
ainsi que les deux axes des ordonnées posi- 
tives et  ceux des cotes positives. 

La position des  nouveaux axes sera dé-  
terminée par les coordonnées xo, yor a,-, de 
la nouvelle origine O' relativement aux axes 
prirnitifs . 

Prenons dans l'espace un point quel- z' 
conque M dont nous désignerons les coor- o .E 

données anciennes par x, y z, et  les coor- 
données nouvelles par x', y', x ' .  J ~ i ç n o n s  le Y' 
point M aux points O et  0'. 

Le théorème des projections nous donne 
FI& i l .  

l'équation 

proj. oM=proj. oo' Jrproj .  of M. 
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En projetant successivement sur les trois axes des coordon- 
nées primitives parallèlement au plan des deux autres, l'équation 
précédente nous donnera les trois relations 

Ces formules résolvent le problème proposé. 

2" Changement d e  la direction des axes. 

13. Soient oz ,  oy,  oz les axes de coordonnées primitii's et ocf ,  
oy f ,  03' les nouveaux axes d e  coordonnées; o z ,  oy,  oz,  ox', oy', 
oz' étant les demi-axes de  coordonnées positives; 

Nous définirons la position 
des nouveaux axes ox', oy', ozf 
en donnant les coordonnées 
(21, v ,  tu ) ,  ( 2 1 1 ,  v f ,  wf), (u", v f l ,  w'I) 
de leurs points directeurs Dl 
Dfl DI1. (G. P.  2i) .  

Soit M un point quelconque 
de  l'espace ; construisons le 
contouro ARM de ses anciennes 
coordonnées x ,  y ,  z, et le con- 

=' tour oA'R1hl de ses coordon- 
nées nouvelles x',  y', a'. E n  

1:ig. i d .  projetant sucçessivement ces 
deux contours sur ox paral- 

lèlmient au p k n  yox, sur oy parallèlement au plan aox e l  sur  oz 
parallèlemerit au plan xoy nous aurons (G. P. 21) les trois rela- 
tions 

x = ux' + ziy' + u"zf 
y = v d  + v'y' + v"zf 
a = wxr+ tv'y' + iu"zf 

qui résolvent le problème proposé. 

II ne faut pas oublier que les paramètres directeurs u, v ,  w ,  
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par exemple, ne sont pas arbitraires mais li&s par la relation 

dans laquelle 1 ,  p, v rcprdsentent toujours les angles yox, aox, xoy, 
Il en  est de  même des autres paramktres directeurs jtl', v', w'), 

(IL'', vq, u j ) .  

Remarque. - Repivkentons par a, b, c les cosinus des angles 
quo fait la direction oz' avec les trois directions oz,  oy, oz, 
par a', B', cf, et  par a", b", cf' les quantités analogues pour lcs 
directions oy', OZ'. 

Le tableau T dont nous feronç souvent usage rappelle nette- 
ment la signification des neuf yuanLilés que nous venons de dé- 
finir. 

Les trois cosinus a, b ,  c, par csemple, sont liés aus  paramètres 
directeurs u, v, w par les relations 

On a des relations analogues enlre les paramètres directeurs 
des  demi-droites oy', ozf et les cosinus correspondants. 

Cas particuliers. - 10 Le systdme primitif est 1-ectn~zgulaire. 
-'D'après les relations (3) et leurs analogues les cosinus direc- 
teurs sont éganx aux paramètres directeurs et les formules (2) 
deviennent 
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18 LIVRE 1. - CHAPITRE II 

On a alors entre les neuî cosinus les relations 

20Les deux systèmes sont rectangulaires.- Outre los relatioiis (1) 
on a encore 

a a l + b I > '  + c c l = O  
(11) a'a" + b'b"+c'cn=O 

a"n + b"b + c"c = O. 

Remarque. - Quand les deux systèmes d'axes sont rectançu- 
laires, les neuf cosinus sont liés par six relations, et  trois seule- 
ment d'entre eux sont arbitraires. 

14. Dans le cas où les deux systèmes d'axes sont rectangulaires, 
lcs neuf cosinus salisfont à d'autres relations souvent utiles m i s  
qui ne sont pas distinctes des relations (1) et (II). 

En regardant le tableau T on voit que a, a', a" par exemple sont 
les cosinus des angles que fait la direction o x  avec les trois di- 
rections oz ' ,  oy', oz'  ; comme les nouveaux axes sont rectangu- 
laires on a d'abord les relations 

Pour obtenir les autres relations, nous allons résoudre les 
équations (4) de  deux manières différentes, par rapport à x', g', 2'. 

Ajoutons ces équations après les avoir multipliées respective- 
ment par a,  b, cl puis par a', b', c', et  enfin par a", b", cq ; nous 
aurons, en tenant compte des relations (1) et (II), 

Les  mêmes équations résolues par la règle de Cramer nous 
~ o n n c n t  
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et des valeurs analogues pour y' et  %'. (D est le détermiuant iles 
inconnues x', y', a'.) 

Eii comparant cette seconde solution à l a  première, on a 

Ajoutons ces relations après les avoir élevées au carré et  Lc- 
nons compte de  l'identité suivante: 

(lm' - ml1)9 + (mn' - nm' ) 9 + (dl - 1d)e 
= (1" 3-9 f na)(l'a+ m'a + n'2) - (111 + mm' $- 72n1)9 

qui est due à Lagrange, nous aurons 

c'est-à-dire D =+ 1, à cause des relations (1) el ('II). 
E n  i3ésumé nous avons les nouvelles relations suivantes: 

et celles que l'on déduit des trois dernières en permutant Ic; 
accents. 

Théorème. - Soit le déterminant 

Si la somme des carrés des éléments de chaque colonne est égale 
à l'uni!é; si de plus la somme des produits des éléments coiwspotz- 
dants de deux colonnes yuelconques est nulle, alors : 

i0 Ces deux propriétés sont vraies pour les lignes. 
2 O  Le déterminant D est égal à + 1. 
3" Le yuolient de chaque idlémeut nar le mineur correspondatit 

est égal ù f, l .  
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20 LIVRE 1. - CHAPITRE II 

15. 11 est rriciicr ma reconnaître si I'on a D = + 1 ou D = - 1. 
Quand un corps solide tourne autour d'un axe fixe, la rotalion peut s'ef- 

îectiier dans dcux sens différents. Pour les distinguer, on représente l'axe de 
rotation par une demi-droile O 1 et l'on suppose un observaleur placé s u r  cette 
demi-droite les pieds en O el la tete en 1. 

Si cet observateur voit la  rotation s'efïectuer de sa  gauche vers  s a  droile, 
on dit que le sens de la rotation est direct; il est dit inverse dans le cas  
conlraire. 

Considbrons maintenant un trièdre trireciangle o z y  ;, et plac,ons L'obser- 
vateur les pieds en O et la tête successivement en x ,  y et z ;  il cst aisé de 

Ti 
voir que ies trois rotations d'une amplitude Qgale à - autour des axcs o z ,  oy, 

2 
o r  qui amènent o y  s u r  o z ,  o z  sur  o s ,  ox s u r  oy sont à la fois directes ou 
à l a  fois inverses. 

Quand ces trois rotations seront directes, nous dirons que le trièdre est 
direct; quand elles seront inverses, nous dirons que le tricdre est  inverse. 

Cela pos6, on peut énoncer la r&gle suivanta:  

Règle. - On devra prendre D = f 1 si les deux trièdres O x y s ,  ox'y';' sont 
de même espèce et D =- 1 si l'un est direct e t  l'autre inverse. 

E n  effet, faisons tourner, d'une nianière conlinue, le trièdre ox'y';' autour 
du point O ; dans ce mouvement, le déterminant D ne pourra varier que d'une 
mauière continue: comme il ne peut prendre que les valeurs + 1 ou - 1, il 
restera constant. 

De cette remarque il résulte qu'il suffira de chercher la valcur que prcnd D 
pour une position parlieulière d u  trièdre mobile. 

Faisons coïncider os '  avec o x  et oy' avec o y  ; deux cas  pourront se  pré- 
senter : 

I o  Les deux trièdressont de mé~ne espèce. - Dans ce cas, oz' coïncide avcc oz 
et I'on a 

a = b ' = c U = 1  
a l = a " = b = b " = c = c ' = O ;  

donc D =+ l. 
20 I,'us des trièdres est direct e t  l'autre inverse. - Dans ce cas, O;' coïn- 

cide avec le prolongement de oz, et l'on a 

donc D =- l .  
L a  regle énoncée est  donc élablie. 

Transformation générale. 

16. Quand on change à la fois l'origine et  In direction des ascs, 
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TRANSFORMATION DES COORDONN~ES 

Ics rormurc; de  transformation sont 

x = x o + ~ x l + ~ y '  +uVa' 
y =go + vx l  + v'y' +un%' 
z = z0 f wx'  $ w'y' + wr'a' ; 

cllcs sont du premier degré par rapport à x' ,  y', of. 

Classification des surfaces. 

47. On divise les surfaces rapportées à des coordonnées rec- 
tilignes en surfaces algébriques et  en surfaces transcendantes, 
suivant que leur équation est  algébrique ou transcendante. 

Quand l'équation d'une surface est algébrique, on peut toujours, 
en faisant disparailre les radicaux et les dénominateurs, la mettre 
SOUS forme enlière. 

Cela posé, on classe les surfaces algébriques d'après 1s degré 
de leur équation mise sous forme entière. 

Si cette équation est du degré rn, on dit que la surrace est 
d'ordre m. 

On démontrera, comme dans la géométrie plane, que le degré 
d'une équation mise sous fcrme entière ne peut pas être altéré 
par 13 transformation des coordonnées. 

Théorème 1. - Une surface algébrique d'ordre m est coupée par 
utz plan suivan.t une courbe qui est au plus d'ordre m. 

Prenons le plan sécant pour plan des xy, et  soit 

l'équation d e  la suri'ace. On aura l'équation de la section rappor- 
tée aux axes oz, @y en faisant a = O dans l'équalion précédente, 
ce qni donne l'équation 

q u i  est au plus du degré m .  

Théorème II. - Une surface algébrique d'ordre m est rencon- 
trée par une'droite au plus en m points. 
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Prenons la droite pour axe des z et  soit 

l'équation de la surface. 
Pour avoir les ahsvisses des points où la surface rencontre l'axe 

des x, nous devons faire y =%=O dans son équation, ce qui 
donne l'équation 

qui a au plus m racines, car elle es,t au plus du degré m. 

Classification des courbes. 

18. Définition. - On dit qu'une courbe est gauche ou à double 
courbure quand tous ses points ne sont pas dans u n  même plan. 

Une courbe gauche est dile d'ordre m quand u n  plan quelcoque 
,?a coupe en m points. 

Théorème. - L'intersection de deux surfaces, l'une d'ordre m 
et l'autre d'ordre p,  est une courbe de l'ordre trip. 

En effet un plan qiielconque coupe la première surface suivant 
une courbe d'ordre m et la seconde suivant une courbe d'ordre p. 
Or, d'après le théorème de  Bézout, ces deux courbes ont géné- 
ralement mp points communs. 

Formules d'Euler. 

19. Les formules qui permettent d e  passer d'un système rectangulaire à un 
autre système rectangulaire sont symctriques, mais elles ont  I'inconvéi:icnt 
de renfermer neuf cosinus, dont trois seulement sont arbi t raires;  dans les 
applications on ne doit donc jamais perdre de vue les s ix relations qui lient 
les neuf cosinus. 

II es!. quelquefois avantageux, surlout en Mhcanique e l  en Astronomie, d'em- 
ployer des formules dans lesquelles n'entrent que trois constantes. 

Ces formules sont dues à Eule r ;  nous allons les établir. 
Soient oxyz, ox'y'a' les trièdres trirectangles formés par  les axes des coor- 

données positives anciennes et nouvelles ; nous les supposerons d e  mCrne 
c~pece ,  tous les deux directs, par exemple, e t  nous allons montrer qu'on 
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TRANSFORMATION DES COORDONNÉEB 23 

peut amener le premier trièdre s u r  le sccond par  trois rotations sucressives. 
Les angles dbcrits dans chacune de 

ces rotalions sont l e s  conslnntes 
d'Euler. 

P remière  rotation. - Soit N la 
trace d u  plan x'o y' s u r  le pian x o y .  

Faisons tourner le trièdre o x y  s au- 
tour de os ,  dans l e  sens direct, jus- 
qu'à CO que Io demi-droite u x  ren- ;J 

contre. pour la  première fuis, la 
trace N ; soient o z ,  la position que 'J Xi 

prend alors ox,  et + ïanple compris ' 
entre O et  x  dbcrit p a r  cette demi- 
droiie. 

Après cette rotation le trièdre occu- Fig. 13. 

pcra la  position ox,y,z. 

Deuxieme rotat ion.  - Heinarquons d'abord que la droite oz' perpendicii- 
laire a u  plan x 'oy '  es t  perpendiculaire su r  la trace ox, et par  suite sil118e 
dans le plan zoy ,  qui est perpendiculaire s u r  oz,. 

Cela pus& faisons tourner le trièdre ox,y,z autour de OX,, dans le sens 
direct, jusqu ' i  ce  que o z  coïncide avec oz', et appelons 0 l'acple compris 
entre O e t  2 x  décrit par  oz. 

Après cette seconde rotalion, le trikdre occupera la  posii.ion ox ,  y,zl. 

Trois ième rotat ion.  - Remarquons que les droites os,, ox', oyo, oy' per- 
pendiculaires s u r  oz' sont dans un même plan. 

Cela posé, faisons tourner le trièdre O X , ~ = Z '  autour d e  oz', dans le  sens di- 
rect, jusqu'à co que o s ,  coincide avec oz ' ;  comme ce  trièdre et le trièdre o x y z  
sont de méme espèce, la demi-droite Oy, coïncidera avec oy'. Appelons Q 

l'angle compris entre O e t  2 %  décrit par  ox,. 
Quand on connaîtra les trois angles 4, O, p, c'est-à-dire les consiantes 

d'Euler, on pourra, par  trois rotations successives, amener le trièdre o x y z  
s u r  le trièdre ox'y'z'. 

Ce trièdre occupera successivzrnent les positions suivantes : 

(Io) o x y z  ( 2 0 )  ox,y,z (3.) ox,y,z' (4') ox'y'z'. 

Soit M un point quelconque de l'espace ; dbsiçnons ses  coordonnées par  
rapport aux systèmes ( l ) ,  (2). (31, (4) respectivement par 

Deux systèmes d'axes consécutifs ont un axe commun, donc le passage d'un 
système au suivant exigera seulement l'emploi des formules relatives il 
Iransiormation des coordonnées dans un plan. 

On a ainsi, pa r  ces transformations successives, les relations 
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L'élimination des quanlités auxiliaires x,, y,, y, donne 

x=~ ' (cos~cos+-s inQsin<tcosO)-y ' ( s inp ,cos++cosp s;n+ cosB) 
f z'sin<tsinB 

y =x1(cosg,sinil,+ sinpcos+cosB) -yl(sinp sin 4 -cospi>oS $ C O S O )  
- z'cos+sin0 

z = x' sin p sin 0 f y' cos pi sin O + 2' cos 0 

Tclles sont les formules connues sous le nom de formules d'Euler. 

Section d'une surface pa r  un plan. 

20. Quand on veut étudier les propriétés métriques de  la sec- 
tion d'une surface par un plan, par exemple reconnaître si czlte 
section est un cercle, une hyperbole équilatere.. . , il est souvent 
utile d'avoir l'équation de la section rapportée à des axes situés 
dans son plan. 

Les formules d'Euler donnent la solution de cette question. 
Pu'ous supposerons que la surface est rapportée à des axes rec- 

tangulaires et que leplan sécant passe par l'origine. Si cette der- 
nière condition n'était pas on transporterait l'origine en 
un point du plan sécant, par exemple en l'un des points cù il ren- 
contre les axes de coordonnées oz, 03, 0%. 

Prenons le plan sécant pour plan des s 'y '  et pour axe desa'  sa 
trace sur  le plan $0 y, on aura = 0. 

Par rapport au systéme oz', oy'! oz' les points du plan sécant 
ont une cote nulle; on aura donc les coordonnées d'un point de 
ce plan rapporté aux axes oz, o y, oz en faisant z' = 0, = O dans 
les fomules d'Euler, ce qui donne 

x=xlcos+ - y'sin+cosû 
(5! y =xfsin + f  yfcos+coç~  

a = y' sin O. 

En substituant ces valeurs de x, y, a dans l'éqvation de la sur- 
face, on aura l'équation de la seclion rapportée aux axes oz', 09'. 

Démonstration directe des formules précédentes. - Au 
lieu de déduire les formules (5) de celles d'Euler nous allons ies 
démontrer directement en profilant des simplifications qui résul- 
terit de ce que l'on a zl=O et de ce que l'axe desx' coïncide avec 
la trace du plan sécant sui3 le plan soy. 
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Nous prenons ici pour a r e  des x' la trace du plan sécant sur le 
plan x o  y. 

IlIenocs, dans le plan sécant, une demi-droile oy' perpendicu- 
laire sur  os' ; puis une demi-droite oz' perpendiculaire sur le plan 
sécant et clans un sens tel que les deux trièdres oxyz, ox'y'z' 
soient de même espèce. Nous les supposerons directs. 

Faisons tourner le trièdre oxyz, dans le sens direct, autour 
de oz jusqu'à ce que o z  coïncide 
avec oz' ; appe1o:is i j ,  l'angle com- 
pris entre O et 2x décrit par oz. 

Après cette rotation le trièdre 
occupera la position oxly,z. 

Remarquons maintenant que les 
quatre droites oz, oz', O y,, oy' sont 
dans un même plan perpenclicu- 
laire à ox' 

Cela posé, faisons tourner le 
trièdre oxly,z autour de os', dans Fi(. 15. 

le  sens direct, jusqu'à ce que oz coïncide avec oz ; alors 00, 
coïncidera avec O y'. 

Appelons 8 l'angle compris entre O et  2 x  décrit par os .  
Quand on connaitra les angles i j ,  et û dont le dernier est l1incli- 

naison du plan sécant sur  le plan x o  y, on pourra, par deux roia- 
tions successives, amener le trièdre oxyz sur le trièdre ox'y'b. 

Ce trièdre occupera successivement les posi~ions suivantes : 

(1") oxya (20) oxf~y,a ( 3 O )  oxlyfz'. 

Soit M un point quelconque du plan x' O y' ; désignons ses coor- 
données par rapport aux systèmes (i), (2), (3) par 

Deus systèmes consécutifs ayant un axe commun, on passera 
d'un système au suivant à l'aide des formules relalives à la trans- 
formation des coordonnées dans un plan. 

On a ainsi, par ces transformations successives, les relations 
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Distance de deux points. 

21. Nous nous proposons de trouver l'expression de la distance 
de deux points en  fonction de leurs coordonnées. 

Supposons d'abord que l'un des points donnés B coïncideavec 
l'origine e t  soient x, y, x les coordonnées de  l'autre point A. Po- 

sons o A =  l et appelons K, fi, y les angles 
que la direction oA fait avec les ïlirec- 
tions oz ,  O!/, oz  des axes des coordonnées 
positives. Projetons maintenant orthogona- 
lement sur ces axes et  sur  O A le contour des 

O x coordonnées oCRA et  le segment oA, nous 
aurons les relations 

x fycosv  +xcosl*=lcosa 
~ L ' C O S V  + y  + X C O S ~ = ~ C O S ~  

Y ~ c o s ~ + y c o s h + x  =lcosy 
Fig. 15. ~ ~ 0 s a + y c o s f f  Z C O S ~ = ~  

entre lesquelles il faut éliminer COSU, c,osf, cosy. Pour cela il 
surfit d'ajouter les trois premières, après les avoir respectivement 
multipliées par x ,y  et z; en tenant compte de la troisième relation, 
on obtient la formule 

que nous écrirons, pour abréger, de la manière suivarite : 

Cherchons maintenant la distance de  deux points A($, y, x), 
B(x', y', a ' )  situés d'une manière quelconque dans l'espace. 

E n  transportant l'origine au  point B on rentrera dans le MS 
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précédent et l'on obliendra, comme en géométrie plane, la for- 
mule 

Cas particulier. - Si les axes de coordonnées sont rectangu- 
laires, les formules précédentes deviennent 
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L I V R E  I I  

CHAPITRE PREMIER 

D U  P L A N .  

22. L'équation générale du premier degré entre les trois va- 
riables x, y, x est de la forme : 

La surface représentée par cette équation ne pouvant être cou- 
pée par une droite en plus d'un point est un plan. 

Nous allons démontrer directement cette proposition. 
Examinons d'abord deux cas particuliers. 
4 0  Les deux coefkcients A et B sont nuls. - L'équation (1 )  de- 

vient 
D 

C z + D = O  OU x = - - 0  

C ' 

elle représente un plan parallèle au plan xoy et coupant l'am oz 
D 

en un point dont la cote est - -. 
C 

2" Le coefficient C est nul. - L'équation (1) devient 

comme elle ne contient pas a, elle représente un cylindre dont 
les génératrices sont parallèles à oz ; ce cylindre est un plan, car 
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sa trace sur le plan des xy est une droite ayant pour équations 

Supposons enfin qu'aucun des coefficients A, B, C des variables 
ne soi1 riiil. La  trace sur  le plan des xy de la surface représenlée 
par l'équation (i) est une d ro i~e  AB ayant 
pour équations 

z=0 Ax+By+ D=O. 

Couponslasurface par un planP (a= y) 
pai~allèle au plan des xy,  la projection de  
cette section su r  ce plan a pour équation 

A x + B y + C Y + D = O ;  

c'est une droite A'B' parallèle à AB. L a  
section elle-même étant la ligne suivant 
laquelle le plan P, parallèle à xop ,  ren- 

4 Y 
Pig. 16. 

contre le plan mené par A'B' parallèle- 
ment à oz ,  est une droite G parallèle à A'B' ,  et, par cons6quent, 
parallèle à AB. 

Il résulte de  là que la surface inconnue est un cylindre, car on 
peut la regarder comme engendrée par une droite G pa~allèle 
i AB.  Ce cylindre est un plan, puisque sa  trace sur  le plan z o x  
est une droite AC dont les équations sont 

Réciproquement, tout plan est rel~résente'par une épnt ion  du 
premier degré. 

La proposition est évidente quand le plan est parallèle à l'un 
des plans coordonnés, celui des xy par exemplû, car il a alors 
pour équation z = c. 

E n  second lieu s i  le plan est  parallèle à l'un des axes de  coor- 
données, l'axe oa par exemple, on peut le considérer comme un 
cylindre dont les génératrices sont parallèles S o z  et  dont la trace 
sur le plan xoy est une droite. Le  plan consicléré est donc repré- 
senté par une équation de  la forme 
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Supposons enfin que le plan donné P ne soit parallSle 
à aucun des axes de  coordoniiées ; 
soient A(n,  O, O), B (O, b,  O ) ,  C (O, O,  c) 
les ~ o i n l s  où il rencontre les trois 
axes de coordonnées. Nous savons que 
l'équation 

(1) A s + B y + C a f  D=O 

représente un plan R ; elle représen- 
tera en particulier le plan P, si l'on 
peut disposer des coefficients A, B, C,D 
de manière que le plan R passe par les 
trois points A, B, C du plaii P. 

E n  exprimant que les coordonnées 
de  ces points satisfont à l'équation (2) 

Fig. 17. on obtient les relations 

et l'équation (1) devient 

X Y X  - f '+--2=O. 
a b c  

L'équation (2) représente le plan P, et la réciproque est corn- 
plètement démontrée. 

Remarque. - L'équation (2) est celle d'un plan en fonction 
des coordonnées des points où il rencontre les axes de coordori- 
nées. 

Conditions pour que deux plans soient parallbles. 

23. Théorème. - Pour que ileztx plans soient paralléles, il faut 
et il suffit que, dans les équations de ces plans, les coef/icients 
de x, y et a soient proportio~zlzels. 

Soient 
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les Bquations des deux plans. Pour que ces plans soient parallèles, 
il faut et il suffit que leurs traces sur deux des plans coordonnés 
soient respectivement parallèles. E n  exprimant cette double con- 
dilion on obtient sans difficulté les relations 

A B C  - ---=- 
A' U' Cr ' 

Problèmes sur  le plan. 

L'équation générale dii plan 

A z + B y + C a + D = O  

renferme trois paramètres ; donc trois conditiom simples sont 
nécessaires pour fixer la position d'un plan dans l'espace. 

24. Problème 1. - Trcuver l'équation générale des p l a m  pns- 
sant par un point donné A  (x', y', a' ). 

On obtiendra l'équation cherchée en éliminant D eritre lcs 
équations 

A x f B y  + C z + D = O  
A x l + B y ' f C a ' + D = O ,  

ce qui donne l'équation 

25. Problème II. - Mener par un point doizné A(xf ,  y', a') ii:z 
plan parallile ù un plan donné P. 

Soit 
A x + B y + C z f  D=O 

l'équation du plan P ; l'équation àu plan inconnu sera de la forme 

Ce plan devant être parallèle au plan P, on aura 
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l'équation cherchée est donc 

A(%-xf ) f  B(y-y ' )+  C(2;-af)=O. 

26. Problème I I I .  - Trouver l'éqintion d'un plan passant pal 

m i s  points A, ($1' Y,, a,), A,(%, Y,, %), -43(~3'  Y3> ~ 3 ) .  

F'ar une méthode semblable à celle qui a été donnée engéoiiié- 
trie plane (G. P, 38) on trouve que l'équation cherchée est 

27. Problème IV. - Trouver l'équation ghlérale des plans qui 
passent par la droite d'intersection L de deux plans doimés P ,  Pi. 

Soient 

Ics équations des deux plans donnés. L'équation 

représentera, quand on fera varier les constanles X, A,, un fais- 
ceau de plans passant par la droite L intersection des pla!is P ,  P,; 
en effet les coordonnées d'un point de  L annulent P et P,. 

Eri second lieu l'équation (3) représentera un plan quelconque R 
passant par L ; car on peut déterminer h et 2,  de manière que 
l'équation (3) soit satisfaite par les coordonnées x = x', y = y', 
x = a' d 'un point M pris arbitrairement sur 1% plan R. La relatiori 
de  condiiion est  

en reprhçentant par P' ,  P', les valeurs que prennent les fonc- 
tions P, Pt  quand on y rcmpiace c, Y, a par x', y', a'. 
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En tenant compte de cette relaciori, I'Squation (Y) devient 

et le plan qu'elle représeiite se  confond avec R. 

Remarque. - L'équation (4) donne la solution du problènîe 
suivant : 

Problème V. - Trouver l'équation d'un plan passant par un 
point donné M(xl, y', a ' )  et par la droite L intersection des plans 
p, pi. 

28. Problème VI. - Trouver l'équation générale des plans yui 
passent par le point de concours S de trois plans donnés P ,  Pi, P,. 

Soient 
P=O P,=O P,=O 

les équations des trois plans donnes, l'équation cherchée sera 

n'abord les plans représentés par cette équation passent tous 
par le point S ; en second lieu 1'6yuation peut représenter un plan 
quelcorique R passant par S, car on peut déterminer les constan- 
tes A, A,, A, de manière qu'elle soit satisfaite par les coordonnées 
de deux points pris arbitrairement sur le plan R. 

29. Théoreme 1. - Quand l'équation d'un plan contient tin 

A 
paramètre arbitraire - au preinie; degré, tous les plans qu'elle 

1, 
représente passent par u n e  même droite. 

En effet l'équation du plan est  alors de la forme 

et cette équation est satisfaite quels que soient A et A, par les coor- 
données de  tous les points de la droite ayant pour équations 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 LIVRE II .  - CHkPITRE 1 

30. Théorème II. - Pour rpe trois plans avant ooiw équations 

passent par une même droite, zi faut et il suffit qu'il existe entve 
les fanclions P, P,, P, une relation linéaire et homogbte. 

1" La mndition est nécessaire. - Soient en effet 

les équations des trois plans donnés Pl P,, P,. L'équation 

dans laquelle A,, 1, sont des paramètres arbitraires, représente 
tous les plans passant par la droite L intersection des ~tlans P,, 
P, ; comme, par hypolhèse, le plan P passe par la droite L, il 
pourra être représenté par l'équation (5) ; en d'auires termes, il 
existera des constantes 1, A,, A, qui ne sont pas toutes nulles et 
telles que l'on aura ideridiquement 

2Qa condition est suffisante. - Supposons en effet que l'on ait 
l'identité 

les constantes A, A,, h, n'étant pas toutes nulles. Pour fixer les 

idées, soit, par exemple,-A)0 ; de i'idenlité (6) on tire la nou- < 
velle identité 

elle nous montre que le plan P est représenté par l'équation 

Donc ce plan passe par la droite d'intersection des plans Pi, P,. 
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Expression analytique de la condition précédente. - E n  Pgaiant 
à zéro, dans l'identiié (ô), les coefficients d e  s, y,  a et  le terme 
constant, on obtient les relations 

AA+ A,A, f A,X,=O 

(7) 
B h f  Bi?,, +B,A,=O 
CA+C,A,+C, h,=O 
DA+ D,A,+D, A,=O. 

Ces équations sont homogènes pai. rapport aux quantités A,  i.,,' 
1, qui ne sont pas toutes nulles ; en les associant trois à trois on 
voit que, si les trois plans passent par une même droite, toiis les 
déterminants formés avec trois colonnes du tableau rectangulaire 
suivant : 

A, B, C2 D, 
sont nuls. 

Réciproquement, quand les déterminants (AB, C,), (AB, D,), 
(AC, D,), ( B  Ci D,) sont nuls les trois plans P ,  P,, Pz passent par 
une même droite. 

En effet ces relations expriment qu'on peut satisfaire aux équa- 
tions (7) par des valeurs de 1, A,, A, qui ne sont pas toutes nulles, 
et, par suite, l'identité (6) sera également satisfaite. 

Remarque. - Les quatre conditions 

(AB, C,) = O (AB, D,) = O  (ACID,) = O  (B Ci U,) = O 

se  réduisent à deux distinctes; car, pour que le plan P contienne 
la droile d'intersection des plans P,, PJ, il suffit que deux points 
de cette droite soient dans le plan P. Quand nous aurons étudié 
l'intersection de  trois plans, il sera facile de reconnaître les deux 
relations d e  condition qui sont distinctes. 

31. Théorème I I I .  - Quand l'équation d'un plan contient Ueux 
h X 

paramètres arbitraires -, 2 et qu'elb est linéaire par rapport ïi 
1% 12 

ces pavamètres, tous les plans qu'elle représente passent par un 
mime poi~tt. 
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En effet l'équation du plan est alors de la forms 

et cette équation est satisfaite quels que soient A, A,, A, par les 
coordonnées du point de rencontre des trois plans P, P,, P,. 

32. Théorème IV. - Pour que quatre plans ayant pow e'qrta- 
tions 

P=O P,=O Pg=O P3=0 

passent par un  même point, il faut et il suffit qu'il existe entre les 
foru$ions P, Pi, P,, P3 une relation linéaire et homogène. 

10 La condition est nécessaire. - Soient en effet 

les équations des quatre plans P, P,, P,, P,. L'équation 

dans laquelle A,, A,, I3 sont des paramètres arbitraires, représente 
tous les plans passant par le point de rencontre S des trois 
plans Pi, P,, P3 ; comme par hypothèse le plan P passe par le 
point S, il pourra être représenté par l'équation (8) : en d'autres 
termes, il existera des constantes A, h,, A,, A, qui ne sont pas 
toutes nulles et telles que l'on aura identiquement 

2" La condition est suffisante. - Supposons en effet que l'on 
ait l'identité (9) e t  que la constante h par exemple ne soit pas 
nulle; on en tirera la nouvelle identité 
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elle nous monlre que le plan P est représenté par l'équation 

Ce plan passe donc par le  point S intersection des plans Pl, 
P,, p,. 

Expression analytique de la condition précédente. - En ddve- 
loppant I'idendité (9) conmie pour le Théorème II, on trouve que 
le délerminant (AB, C,D3) doit être nul. 

La réciproque se (léinontre aussi de la même manière. 

33. Problème VII. - Trouver l'intersection de trois plans P ,  
Pl' p,. 

Le problème revient à la résolution et à la discussion des trois 
équations 

P = A  xf B y+C % + D  = O  
(10) Pi=A1x+B,y+C1x+Di=O 

P,=A,x+ B,y+ C,af & = O ;  

cette question a été Iraitée en Algèbre; nous n'aurons ici qu'à 
interpréter géométriquement les résultats connus. 

Nous désignerons par G le déterminant des inconnues x, y, x, 
et nous distinguerons plusieurs cas. 

Premier cas. - Le déterminant G n'est pas nul. - Les trois 
plans s e  coupent en un point unique à distance h i c ,  ils forment 
un véritable trièdre. 

Deuxième cas. -Le déterminant G est nul,, mais un mineur 
du premier ordre AB, - BA, par exemple n'est pas nul. 

Ce cas se subdivise en deux autres. 

(*I l0 Le déterminant (AB, D,) n'est pas nul. - Les équations (10) 
sont incompatibles; comme G est nul on a idendiquernent (30) 

ce qui montre que les trois plans transportés à l'origine passenb 
par une même droite. 

Les trois plans P, P,, P, sont donc parallèles à une même 
droite ; ils forment un prisme triangulaire indéfini et oii peut les 
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regarder comme s e  coupant en un point unique situé à distance 
infinie. 

!O Le déterminant (AB, D,) est nul. - Si l'on donne à x une 
)valeur arbitraire, les équations P =O, P, = O  donnent pour x et  y 
des valeurs qui satisfont à I'éiluntion P, =O ; donc tniis les points 
de la droite intersection des plans P et P, sont situés dans le 
plan P et les trois plans passent par une même droite. 

l! 
II résulte de là que les conditions nécessaires et  siiffisantes 

pour que trois plans P, P,, P, passent par Urie mênie droite située 
à distance finie sont 

(AB, C,) = O (AB, D,) = O .  

II ne faut pas oublier que cela suppose que le mineur AB, -BA, 
n'est pas nul. 

Troisième cas. - Tous les mineurs du premier ordre de G sont 
nuls ; mais un élément au moins, A par exemple, n'est pas nul. 

Ce cas se  subdivise en deux autres. 

I o  Les déterminants AD, - DA,, AD, - DA, ne sont pas nuls 
tous les deux. - Les équations (10) snnt inco[ripalibles; on \ éiifie 
facilement que les ti.ois plans sont parallèles. 

Remarque. - Dans ce  cas les plans Pi, P, peuvent être reje- 
tés à I'inlini ; cela aura lieu pour le plan Pi par e x e m ~ l e  qumd 
on aura à la fois A, = B, = C, = 0, car il rencontrera chacun des 
axes de coordonnées en un point rejisté à l'infini. 

2" Les déterminants AD, -DA,, AD, - DA., sont nuls. - Si 
l'on donne à y e t  it z des valeurs arbitraires, I'éqiialioii P=O 
donne pour x une valeiir qui satisftlit aux équatioiis P, = O ,  
P,=O; donc tous les points di1 plan P sont situés dans les 
plans P,, P, et les trois plans s e  coiifundent. 

Remarque. - Dans ce cas les plans P i  et P, peuvent êt1.e in- 
déterminés, c'est-à-dire que leurs équations peuveiit prendre la 
forme O = 0. 

Il n'y a pas lieu d'examiner le cas où tous les éléments Ai, Bi, 
Cs sont nuls, car alors les plans doiinés n'existent plus en  realilé. 
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Equation du  plan e n  fonction des  angles que font l e s  axes  de 
coordonnées avec l a  perpendiculaire abaissée d e  l 'origine 
sur l e  plan e t  d e  l a  longueur de  cet te  perpendiculaire. 

34. De i'origine abaissons sur  le plan P une perpendiciilaire oD ; 
designons par p la longiieur oD et  par a, p, y les arigles que font 
les direclions oz, oy, oa des coordon- 
nées positives avec la direction oD. 

Prenons sur le plan un point quel- & 
conque M(c, y, a), construisons le contour 
de ses coordonnées et projetons orlho- 
gonalement su r  o D  les deux cheinins 
oARMD et oD. La projection de MD 
étant nulle, nous auroiis la relalim O a; 

(11) xcosu+ycos~+2cosy-p=0 .  

Cette Bquation qui a lieu entreles coor- 
données d'un point quelconque du plan P, 
représerite ce plan. ri. 18. 

Remarque. - La forme que nous venons de donner à l'équa- 
tinn du IJan nous peimeitrii de trouver facilement les angles que 
les axes de coordonnées font avec une normale à un plan ou la 
dist,ance d'un point à ce plan. 

35. Problème VIII. - Connaissant l'équation d'un plan, trouver 
les atzgles que les directions positives des axes de coordonuées font 
avec une normale au plan. (Coordonnées rectangulaires.) 

Soit 

P = A x f  By+Cx-CU=O 

I'brluation du plan ; en désignant par a, p, y les angles inconnus, 
le plan sera aussi représenté par l'équation (11) ; on a d o m  

Les formules (12) donnent, pour chaque cosinus, deux valeurs 
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égales et  de  signes üoiitraires; quelques développements sont 
nécessaires si l'on veut préciser les angles qui correspondent à 
chacun des deux signes du radical. 

L e  plan P sépare l'espace en deux régions ; en chaqiie point M 
de  l'une de ces régions la fonction P conserve un signe constant, 
car elle reste finie, continue et ne s'annula pas quand le point Al 
reste dans la même région. Celto fonction change de signe quand 
le point M passe d'une région à l'autre ; on le voit en plaçant ce 
point d'abord sur l'axe des z positiîs puis sur l'axe des z négatifs. 
La fonction P s e  réduit alors à C z + D, et  elle a le signe de  Ca 
pour des valeurs absolues suffisamment grandes de a. 

La  région pour tous les points de laquelle on a P > O est appe- 
lée la région positive de l'espace. 

Celle pour tous les points de laquelle on a P < O  est appelée 
la région négative de l'espace. 

A partir de chaque point du plan, sur  la normale en ce  point, 
on distingue deux directions opposées. 

On appelle normale positive celle qui se  dirige vers la région 
positi\,e du plan, et normale négative celle qui se  dirige vers la 
région négative du plan. 

Cela posé, nous allons établir la règle suivante: 

Règle. - S i  dans les formules (22) on  donne a u  radical le 
signe f , elles déterminent les cosinus des angles yue les directions 
positives des axes de coordonnées font avec la normale positive; s i ,  
dans ces formules on  donne a u  radical le signe -, elles déterminent 
les cosinus des angles que les directions positives des axes de  coor- 
données font avec la normale nr'gative. 

Sur une normale au point M, (x,, y,, z,) du planP prenons une 
longueur M,M' = p, les cosinus des angles a, 9, y que lits direc- 
tions positives des axes de coordonnées font avec la direction 
M,M' seront déterminés par Pune ou l'aiitre des formules (22). E n  
projetant orthogonalement M,M' sur ces axes on a, pour exprimer 
les coordonnées t ' , y ' ,  z' du point M', les relations 

Substituons ces valeurs dans la fonction P ,  nous aurons 
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ou bien 

en remarquant que Pi est nul, tenant compie des équations (12) et 
désignant par P' la valeur que prend la fonction P pour x = x l ,  
y=yf ,  z = d .  

Si le point M' est sur  la normale positive, P '  est positif, et, dans 
le second membre de l'équation (13), on doit adopter le signe f, 
ce qui exige qu'on adopte également ce signe dans les équa- 
tions (1 2).  

Si le point M' est sur la normale négative, P' est négatif, et, 
dans le secnnd membre de l'équation ( l S ) ,  on doit adopter le 
signe -, ce qui exige qu'on adopte également ce signe dans les 
équations (12). 

La règle énoncée s e  trouve ainsi établie. 

36. Problème IX. - Connaissant les équations de deux plans, 
trouver l'angle de ces deux  plans. (Coordonnées rectangulaires.) 

Soient 

les équations des deux plans ; ces plans forment entre eux deux 
angles respectivement égaux aux angles formés par les normales 
a ces plans. Désignons par U ,  p, y et par a', p', y' les angles que 
les directions positives des axes de coordonnées font avec les 
normales aux deux plans e t  par V l'un quelconque des angles 
cherchés, nous aurons 

d'où, en vertu des formules (12), 

cosV= + AA' + RB' + CC' 

- [ (As+Bs+  ~ 2 ) ( ~ ' 2 + l 3 ' 2 +  cl"]'i' 
Au signe + correspond le cosinus de  l'angle des deux nor- 

males positives ou des deux normales négatives; au signe - 
correspond le cosinus de l'angle que fait une normale positive 
avec une normale négative. 

Condition de perpendicularité de deux plans. - Cette con- 
dition est exprimée par la relalion 

AA' $ BB' + CC'=O. 
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37. Toute droite de l'espace peut être considéi4e comme l'in- 
tersection de deux plans, une droile sera d m c  représeiitL;e par 
deux équations du premier degré 

considérées simultanément. 

Projections d'une droite. - Supposons que AB' -BAf ne 
soit pas nul, les équations pi-écédentes poiirront être i~ésolues par 
rapport à x et a y ;  elles donneroiit des valeurs de la forme 

Ces équations sont celles des plans qui projettent la droite sur 
le plan xos et  sur le plan yoa. On petit aussi consillérer la pre- 
mière comme l'équation de la pi*o,jection de la droite siir le 
plan xox et la seconde comme celle d e  la projection de  cette droite 
sur le plan yos. 

Remarque.  - Pour obt,enir les équations (1) on a supposé que 
la quaiitité AB' - BA' n'élait pas nulle, c'est-à-dire que les traces 
des plans P et Pr sur le plan xoy n'étaierit pas parallèles. Cela 
revient à supposer que la droite de I'espace n'est pas parallèle au 
plan xoy. 

Ainsi les équations (1) représentent toutes les droites de  l'es- 
pace, excepté celles qui sont parallèles au plan x o y  ; dans ce cas 
les Squalions de la droite sont évidemment de  la forme 

Pour cette raison noüs emploierons rarement les équations ( I )  ; 
nous représenterons la droite psr d'autres équations que nous 
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allons établir et qui offrent le double avantage d'être symétriques 
et générales. 

38. Par l'origine menons à la droite donnée une parallèle sur 
laqnelle nous prendrons un point quel- 
conque D(n, b ,  c)  ; soient x,, y,, a, les coor- 
donriées d'un point fixe A de cette droite, 
et x ,  y,z  celles d'un point variable M de 
la même droite. Par  le point A menons des 
droites Ax' ,  A y ' ,  A d ,  respective'ment pa: 
rallèles aux axes oz ,  O y, oz ; piiis, par les 1) 

points D et M., menons parallèlement à O z 
. - l'axe des x des droites rencontrant, la pre- 

niière,le plan a o  y au pointd et,la deuxième, 
Y' 

le  pli111 %'A y' au point m. 
Les deux triangles seiriblablos D od, MAm .& Y 

donnent Fig. i9. 

M m  AM --- 
Dd - oD 

OU 

x - I o -  
a - P  

AM 
en posant p = -. 

o D 
Y - Y 0  z.2;- On verrait de ~ n ê m e  que l'on a - 

b - 
'O - p ; les coor- 

c 
données d'un point quelconque M de la droite satisforit donc aux 
relations 

On vérifie facilement quo les foi-mules (2) sont générales pourvu 
que l'on regarde p coinine positif quand les direclions AM et o D  
sont de  même seîzs, e t  p comme négatif quand ces directions sont 
de sens contraire. 

Les  mêmes formules monlrent qu'une droit,e de l'espace peut 
être représentée par les Squations 
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Cas particaliers. - l0 La droite est paralléle au plan des xy. 
- Le point D est alors dans le plan xoy ; par suite, c est nul et 
les équations (3) deviennent 

2O L a  droite est parallèle à l'axe des x .  - Le point D est alors 
sur cet axe ; par suite, a et  b sont nuls et les équations (3) devien- 
nent 

x - x o = o  y-yo=o.  

Remarques. - Io Dans la suite nous représenterons toujours 
une droite par les équations (3) ; pour appliquer les résultats 
trouvés au cas où la droite est représentée par les équations (l), 
il suffira de poser c = 4, x, = p ,  y, = y, z0 = 0. 

2 O  Nous appellerons les coordonnées a, b, c du point D les coef- 
ficients de  direction de la droite ; ces coefficients sont évidcm- 
ment proportionnels aux para~nètres directeurs u, v, w de  cette 
droite; on a donc 

(4)  
a b c  - ---=-= + +@+23becosl .  
u v w -  

30 Si les coordonnées sont rectangulaires, les paramètres direc- 
teurs sont les cosinus des angles U, P, y que les axes de coor- 
données font avec la droite ; les équations (3) deviennent alors 

5 - x o  !/-Y0 z-%O -- - - 
cosu COS p cosy ' 

4" Pour que deux droites soient parallèles il faut et  il suffit que 
leurs coefficients de direclion soient proportionnels. 

Condition pour que deux droites soient dans un même plan. 

39. Soient 
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les équations des deux droites données L et L', et 

l'équation d'un plan quelconque P. 
Les valeurs de p et de p' qui correspondent abx points où les 

droites L et L' rencontrent le plan P sont données par les équa- 
tions 

( A a + B  b j - C  c ) p  + A x o + B y o +  C x , f  D=O 
( A a ' + B b ' + C c ' ) p '  +A%,+ B y ,  +Ca,+D=O. 

Pour que les droites L, L' soient situées dans un même plan P, 
il faut et il suffit que les équations précédentes soient satisfaites, 
quels que soient p et p' ; on doit doncavoir 

OU encore 

En  éliminant A, B, C entre les équations préoédentes, on 
obtient, pour exprimer la condition cherchée, la relation 

elle est satisfaite en particulier quand les droites sont parallèles, 
car les éléments des deux dernières lignes du déterminant pré- 
cédent sont alors proportionnels. 

Problèmes sur la ligne droite. 

40. Problème 1. - Trouver les équations d'une droite passant 
par deux points donnks A ( x', y', a ' ) ,  B(xV, y", 5").  

Par une méthode semblable a cellequi a été exposée en géomé- 
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trie. plane (G.P. 38) on trouve pour les équations de la droite 
inconiiue. 

Si le point B coïncide avec l'origine, ces équations deviennent 

41. Problème II. - Connaissant les équations d'une droite, 
trouver les angles qu'elle fait avec les axes de coordonnées. 

Soient 

les équations de la droite transportée à l'origine ; appelons D le 
point de cette droite dont les coordonnées sont a ,  b, ce t  a, p, y les 
angles que les directions posilives des axes font avec la direc- 
tion oD. 

Supposons d'abord les coordonnées rectangulaires, nous aurons 

a=oDcosa b=oDcosp c=oDcosy 
OD = (ug+ b" cc')*. 

Donc 

Supposons maintenant les coordonnées obliques ; sur la direc- 
tion oD prenons une longueur od = 1, et soient u, v ,  w les coor- 
données du point d, c'est-à-dire les paramitres directeurs de la 
droite. Nous aurons 

a b c  I -=-= -= [Ba"22bccos~]~;  
u v w  

car a, b, c ayant respective~nent les signes de u, v, w, on doit, dans 
les formules (4) du paragraphe 38, donner au radical le signe f . 
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On a donc 

COS a - cos p cos y - 
a + b c o s ~ + c c o s p  acosv+b+ccosh=acosp+  bcosh+c 

42. Problème III. - Connaissant les kquations de deux droites, 
trouver l'angle V de ces deux droites. 

Soient 

les équations des deux droites transportées à l'origine. Appe- 
lons D le point de la preniière dont les cooidonnées sont a, b, c, 
et D' le point de la seconde dont les coordonnées sont a', b', Ç ; 
noue allons chercher le cosinus a e  l'angle V formé par les direc- 
tions oD, oD'. 

Supposons d'abord les coordonnées rectangulaires; si (K, P, y), 
( x ' ,  F', Y')  sont les angles que les directions positives des axes 
font avec les directions oD, oD', on a 

d'où 

au' + bb' + cc' 
c o s v  = 

[(as + b2 -+ <a'% + b ' ~  + $91 

Supposons maintenant les coordonnées obliques ; sur les direc- 
tions oD, oD' prenons des longurursod=od'=1, et  soient (n,v,w), 
(u', v', uf ) les coordonnées des poiiits d, d', c'est-à-dire les para- 
mètres directeurs des 2eux droites, nous aurons 

d'où 

Eau' + z(~c'+c~")osx 
c o s v  = 

[ ( Z a ~ 2 2 b c c o s X ) ( ~ a ' ~ + 2 ~ b ' c ' c o s h ) ] '  
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Condition de perpendicularité de deux droites. - Cette 
condition est 

au' + bb' + cc' =O 

en coordonnées rectcungulaires et 

en coordonnées obliques. 
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43. Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes pour 
lesquels nous aurons à combiner une droite avec un plan. 

Nous représenterons par 

les équations de la droite, et par 

P Ax+Bgf  Ca+ D=O 

celle du plan. 

Condition pour qu'une droite soit parallèle à un plan. 

44. La valeur de p qui correspond au point où la droite L ren- 
contre le plan P est donnée par l'équation 

Pour que la droite soit parallèle au plan, il faut et il suffit que 
son point de rencontre avec le plan soit rejeté à l'infini ; la con- 
dition cherchée est donc 

Conditions pour qu'une droite soit située dans un plan. 

45. Pour que la droite soit située dans le plan P l  il faut et il suffit 
que l'équation ( 2 )  soit satisfaite quel que soit p; les conditions 

II 4 
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cherchées sont donc 

Conditions pour qu'une droite soit perpendiculaire 
a u n  plan. 

46. Nous supposerons les axes tle coordonnées rectangulaires et 
nous feroris la i d m e  hypothèse pour lous les problèmes relatifs 
aux angles et aux distarices qui seront résoliis dans ce chapitre. 

Quarid nous ne ferons plus cette hypothèse, nous aurons soin 
de l'indiquer. 

Uiie droite perpendiculaire à un plan se  confond avec une nor- 
male à ce plan; par suitu, les directions positives des axes de 
coord~inriéea font des angles égaux avec la droite e t  une des deux 
directions de la normale au plan ; les conditions cherchées sont 
donc 

A B C  ---=-. - 
a b c  

Remarque. - Il est aisé de vérifier que les relations précé- 
dentes expriment que los traces du plan sur chacun des plans de 
coordonn6es sont respectivement perpendiculaires aux projec- 
tions de la droi~e sur ces mêmes plans. 

47. Problème 1. - Par u n  point A(xl, y', z') mener un plnn 
perpe~diculaire sur une droite donnée L. 

Le plan passant par le point A, son équation est de la forme 

en tenant compte des relations (2), on voit que i'équation du plan 
cherché est 

48. Problème II. - Trouver les équations des plans perpen- 
diculaires aux  axes de coordonnées. 

Nous supposerons ici les coordonnées obliques, car, quand elles 
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sont rectangiilaires, le problème est iirimOdiatement résolu et  les 
équations des plans inconnus sont de la forme 

Cherchons par exemple l'é pation d'un plan perpendiculaire à 
l'ase o x  ; les angles quo les directions positives des axes de coor- 
données font avec l'une des directions de la normale au plan 
sont a = O, p = v ,  y=  p. L'équation du plan inconnu est donc 

x-+ycosv+acosy. - p  = 0. 
Posons 

les plans perpendiculaires aux axes oc, oy, O Z  auront respecti- 
vament pour équations 

Remarque. - De ce qui  précède il résulte que les équations 
d'une droite perpendiculaire au plan x o  y par exemple sont 

49. Problème III. - Connaissant les équations d'une droite et 
celle d'un plan, trouver l'angle V que la droite fait avec le plan. 

L'angle inconnu V est le complément de  l'angle V, que la 
droite fait avec la normale au plan ; les équations d'une normale 
au plan transportée à l'origine étsiit 

Cette formule fait connaître le sinus du complément de I'angleV, 
formé par les directions allant de l'origine aux points qui on1 
respectivement pour coordonnées (a, b, c) et (A, B, C ) .  
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Détermination des distances. 

50. Problème IV. - I o  D'unpoint donné A(x') y', a') abaisser une 
perpendiculaire sur un  plan P ; e" trouver la longueur de cette yer- 
pendiculaire. 

1" Les équations de la droite cherchée sonl de la forme 

Cette droite sera perpendiculaire au plan P, si l'on a 

les équations de la perpendiculaire inconnue sont donc 

a !  y-y' a-a' -- - -=-. 
A B C 

20 Pour trouver la longueur d de cette perpendiculaire, on 
pourrait calculer les coordonnées de  son pied B, puis clierclier la 
distance des points A et B dont on connait alorsles coordonnées. 
On arrive plus rapidement au résultat de la manière suivante : 

Supposons d'aburd quo le point A coincide avec l'origine ; en 
appelant d la distance de l'origine au plan, nous savons que ce 
plan peut être représenté par l'équation 

En identifiant cette équation avec celle du plan, on obtient les 
relations 

9 COSU cosp cosy - d  
/ - - ------- 

A B C D ' 
d'où l'on tire 
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Portons ces valeurs de  cosa, de  cos p et  de cosy dans la rela- 
tion 

C O S ~ ~ + C O S ~ ~ + C O S ~ Y = ~ ,  (3) 

nous obtiendrons la formule 

Supposons maintenant que le point A ne c.oïncide plus avec 
l'origine. On ramènera ce cas au précédent en transportanl l'ori- 
gine au point A ; l'équation du plan deviendra 

A x + B y + C a + D f = O  
en posant 

La distance du point A au plan sera donc donnée par la for- 
mule 

a= A d + B y y ' + C z ' + D  

(A" B2 $ ~ 2 ) ) f  

Dails la formule précédente, le déno~ninateur est une quantité 
positive; cette formule sera générale si l'on fait la  convention 
suivante : 

La distance d est regardée comme positive quand, par rapport 
a u  plan P ,  le point A se trouve dans la région positive de l'espace; 
elle es8 regardée comme négative quand le point A se trouve dans 
la région négative de l'espace. 

51. Problème V .  - Trouver les équations des plans bissecteurs 
des angles formés par deux  plans dont o n  donne les équations. 

Soient 

A x S B y  f Ca+  D=O A ' x f  Bfy+C'a+D'=O 

les équations des deux plans donnés Pl P'. En regardant les plans 
bissecteurs comme le lieu des points également distants des 
plans P, P', on obtient immédiatement, pour les représenter, les 
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52. Problème VI .  - h a n t  données les équations d'une droite L, 
trouver: l0 les équations de la perpendiculaire abaissée d u  point 
h1(x1, y 1 , x ' )  sur la droite; 20 la longueur de cette perpendiculaire. 

l0  Soient 

les équations de la droite rIonn6e L. La perpendiculaire MB 
abaissee du point M sur cette droite 
s e  trouve à l'intersection du plan P 
passant par le poinl M et la droito L, 

I avec le plan Q passant parle point M 
et  p~rpencliciilaire sur la droite L. 

Le plan P passant par le point hI, 
son équation est de  ia forme 

/ en exprimant que ce plan contient la 
Y droite L, on a les deux relations de 

Pig. 20. condition 

L'équation du plan P est donc 

Quant à l'équation du plan Q, elle es t  

2" Les  coordnnnées (3, y, Z) du point B pied de la perpendicu- 
laire blB sont dùniiées par les équations (L) et (3) considdrées si- 
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multanément ; ces cooidonnées étant connues, la distance MB=d 
sera donnée par la formule 

Le problème se  trnuve ainsi ramené à éliminer X ;  y, s entre les 
éqiiations (L ) ,  (3 )  et (4). 

Des équations (L) tirons les valeurs de x ,  y, 2; en fonction de p 
pour les porter dans les équations (3) et (4j,  nous aurons 

L A  posaiit, pour abréger l'écriture, 

En éliminant p entre les équations (5 )  et  (6), on obtient la for- 
mule 

(7) ds = kr-XJ +- (y1- y,)' + (s r -  z o ~ , - [ a ~ c r - ~ o ) + ~ ~ ~ r - r l n l + ~ ( ~ r - ~ 3 1 '  
a9+b'+c* 

Remarque.  - i0 Des considérations géométriques permettent 
d'écrire immédiatement la foi~mule précédente. 

Soit, en effet, A le point de  la droite L qui a pour coordon- 
nées xo, yo, sol le triangle rectangle MAB donne 

en remarquant qiieMA est la distance des deux points M(xl, y r , x r ) ,  
A(ro. 90, zO) et. qiie AI3 est la distance du point A au plan Q,  on 
retrouve la fnrmule (7). 

20 Cette foriiiule écrite de la manière suivante : 

d' = (a' + P + r s j  [ ( x r - z 0 ) f  + { y i -  y,)~+Izr -aoP] - [ ~ ( . z . ~ - r , r + h ( y ~ -  yO)  $-c(É-zo)] ' ,  
u4 + L 4 + ç t  

puis transformée par l'identité de  Lagrange, devient 
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53. Probléme VIL - Connaissilnt les équations de deux droi- 
tes L ,  L', trouver : 10 les équations de la perpendiculaire coinlnutle 
d ces deux droites; 2" la longueur de leur plus courte distance. 

Par  la droite L' menons un plan P parallèle à la droite L ; on 
déterminera la posilion de  la perpendicu- 

,Y- = laire corninune à ces deux droites en re- 
marquant qu'elle est l'intersection des 

Q et-R perpendiculaires au plan P 
et  passant respeclivement par les droites 
L, L'. 

/ La longueur de la plus courte distance 
sera égale à la distance d'un point quel- 

Fig. 91. conque de  la droite L au plan P. 

les équations des droites La, L'. Cherchons d'abord l'équation du 
plan P. 

Ce plan passant par le point A'($,, y,, a , )  de la droite L', son 
équation est de  l a  forme 

en exprimant que le plan est parallèle aux droites L et L', on 
obtient les relations 

donc l'équation du plan P est  
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en posant 

U =  a' b ' c '  . l " 1  
Par  un calcul analogue au précédent on trouve facilement que 

les plans Q et  R ont pour équations 

ces équations considérées sirnultanement représentent la perpen- 
diculaire commune. 

On aura la longueur d de la plus courte distance en cherchant 
la distance du point A(xo, yo, zo) de la droite L au plan P, ce qui 
donne 

z-xo y-y. x-Xo 
b c 

U, ufn Un Q I  a 

54 Remarque. - Quand la droite L' devient parallèle à L, la 
longueur de  la plus coui8te distance est évidemment égale à la 
distance d'un point quelconque de L à la droite L'. 

Dans celte hypothèse,les quantitésui, un,, U: deviennentnulles, 
O 

et l'expression de d v r e n d  la forme illusoire -. 
O 

Pour expliquer ce résultat, il suffit de remarquer que le plan P 
est alors un plan quelconque passant par la droite L', et  que la 
distance du point A ( x ~ ,  yo, z,) à ce plan peut varier depuis zéro 
~ u s q u ' à  la distance des deux droites parallèles. 

Cependant la formule (8) étant toujours applicable, quelque 
petites que soient les quantités u:, u:,, ,u:,, on doit pouvoir, en 
faisant tendre ces quantités vers zéro d'opt~?s une loi cotwelznble- 
ment choisie, déduire de la formüle l'expression de  la plus courte 
distance pour le cas particulier considéré. 

P a r  le point A' de la droite L' menons une droite A'I,, paral- 
lèle à AL ; si  l'on fait tendre u:, u:,, U: vers zéro d'après une loi 

= O ;  = O R  
2-x, y-y, 2;-Xi  

a' b' c 

u; ufn un 
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ai.bitrawemeni choisie, la droite A'L' tendra vers A'L, en décri- 
vant un cône ylrelconque ayant pour sommet le point A'. 

Le plan P aura pour posilion limite le plan tarigent à ce cane 
suivant la génératrice A'L,, c'est-à-dire un plan quelconque pas- 
sant par AIL,. 

Quant aux plans Q et  Fi, ils aiiront pour limites des plans per- 
pendiculaires à ce plan P e l  passant l'un par L l'autre par A'L,, 
c'est-à-clire des plans parallèlas entre eux ; leur intersection sera 
donc rejetée à l'infini. 

Or, quand les droites L, L' sont parallèles, leur perpendicu- 
laire commune n'est pas rejetée à l'infini, mais sa  position n'est 
pas déterminée. 

Cette remarque montre que, pour déduire de la formule (8) 
l'expression de la plus courte distance des droites L et L' quand 
elles deviennent psrallèles, il faut faire tendre vers zero les quan- 
tilés u:, u:,, U: d'après une loi telle qu'à la limite les plans Q et  R 
se confondent. 

Posons 
~ i = a h  ~ L = p h  ~ i = ~ h ,  

a,  p, y, h étant des fonctions de a, b, c et  de  a', b', cf, dont la der- 
nière h tenll vers zéro quand a', b', c' tendent respectivernen 
vers a, b, c ; la formule (8) deviendra 

et  les équations des plans Q, R deviendront 

x-x0 y-y.  2-20 x-xi y - y ,  2-2, 

b c i = O  d h' C' =O. 

A la limite ces plans sont parallèles, puisque a', b', c' tendent 
respediveineiit vers a, b,  c ; pour qu'ils s e  confondent, il surfit 
donc que le plan R passe par le point A ( x ~ ,  yo, a,,) qui appartient 
au plan Q. Ainsi Izs fonctions inconnues a, P, y devront satisfaire 
à la relation 

Q I .  p r a e y 

20-2, YO-Y, ZO-a, 
(9) I : b c 

P Y 
=O, 
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ou, en dévelol~pant, à la relation 

Maintenant la somme au; + bu: +GU: qui n'est autre chose 
que le déterminant U dans lequel on remplace 1, rn, n Far a, b, G 

est identiquement nulle ; donc on a aussi 

Des équations (9) et (10) on tire facilement 

en posant 

En portant ces valeurs de u, pl y dans la formule (S'), elle 

ou enfin 

Cette formule représente bien le carré de la plus courte dis- 
tance des deux droites paralli?les L, L', car elle exprime le carre 
de la distance d'un point de l'une de ces droites à l'autre. 

Expression du volume d'un té t raèdre  en fonction 
des coordonnées des sommets. 

55. Soient 

les sommets du tdtraèdre; l'é,lualion du  plan de la base A, A, A* 
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et, les coordonnées étant rectangulaires, la hauteur A,H aura 
pour expression 

en représentant par B,, B,, B, les projections orthoçonales de 
l'aire B de la base A,A3A4 sur les plans de coordonnées. 

Or on a 

B*=B~.+B;+B;; 

donc, si l'on appelle V le volume du tétraèdre, on aura 

Dans le second membre de la formule ( i l ) ,  on devra choisir le 
signe de manière que ce second membre soit positif; nous allo~is 
établir ilne règle permettant de fixer ce signe. 

Supposons que le tétraèdre se déplace dans l'espace, les cotir- 
données de ses  sommets varieront d'une manière continue ; donc 
si le second membre de la relation (11) peut varier, il varic'ra 
d'une maniare continue. Or, ce second membre ne peut prendre 
que les valeurs 6 V  ou - 6 V  ; donc, il restera constant. 

II résulte de là que, pour determiner le signe qu'on doit prendre 
dans le second membre de  la relation (11) on peut donner au té- 
traèdre une position particulière. 
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Pour fixer les idées, nons supposerons que le trièdre formé par 
les axes des coordonnées positives est  direct. 

Plaçons la baseA,A3A4 du télraèdre dans le plan x o y  de ma- 
nière que le sommet A, soit à l'origine, le sommet A3 sur  l'axe 
des x positifs et le sommet A, dans la région des n positifs ; on 
aura 

6 V = f  X ~ Y , X . ~ .  

Deux cas peuvent s e  présenter : 
I o  Le sommet A, est, par rapport à l'axe des x du côté des y po- 

sitifs. - Le produit x3yk2;, étant alors positif, on doit, dans le 
second membre de  la relation (Il) ,  affecter le déterminant du 
signe +. 

P a r  un point o intérieur au  triançle A,A3A, menons, au plan 
de ce triançle, une perpendiculaire w1 dirigée dans la région de 
l'espace où se  trouve le sommet A, du tétraèdre, dans s a  posi- 
tion primitive. Supposons un observateur placé sur la demi- 
droite w I ,  les pieds en o et  la tète en 1;  dans le cas qui nous 
occupe, un mobile parcourant les côtés du triangle A,A3A4, dans 
l'ordre indiqué par les lignes du déterminant à partir de la se- 
conde, paraitra tourner dans le sens direct. 

20 Le sommet A, est, par rapport à l'axe des s du côte des y ne- 
gatifs. - On doit alors, dans le second membre de la relation (1 I ) ,  
affecter le détermiriant du signe - . Quant au mobile dont nous 
venons de  parler, il paraîtra tourner dans le sens indirect. 

Nous pouvons donc énoncer la règle suivante : 

Règle. - Soient A, A,A,A, les sominets du tétraedre ranges 
dans l'ordre indiqué par les lignes du déterminant de la formule 
( I I ) ,  ù partir de la pre1ni21-e. Par u n  point w intkrieur au triangle 
A, A, A, menons, au plun de ce triangle, une perpendiculaire oI 
dirigée vers la région de l'espace où se trouve le sonzmet A, du té- 
traèdre, et supposons un obscrvuteur placé sur la demi-droite oI, 
les pieds en o et la tête en 1. 

On affectera le déterminant du siyne f quand u n  mobile parcou- 
rant les côtés du triangle A,A3A,, dans l'ordre indiqué par les 
lignes du déterminant ù partir de la seconde, paraitra tourner dans 
le sens direct. 

On affectera ce déterminant du signe - si le mobile pa-ait tour- 
ner dans le sens indirect. 
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Remarque. - Quand le trièdre formé par les axes des coor- 
données positives est inverse, on doit donner au déterminant un 
signe conlraire à celui qui résul~erait de l'application de la régle 
précédente. 

Expression des coordonnées d'un point variable d'une droite 
en fonction d'un seul paramètre. 

56. Les formules 

trouvées au paragraphe 38 donnent une première solution du 
problèine proposé. 

Deuxième solution. - Prenons sur la droite donnée deux 
points A ( s , ,  y,, al), B(s,, y,, a,), et soit Mix, y, z) un point 
variable de cette droite. 

Posons 
NL* - f 
MB-A' 

les quantités 7, et p étant de même signe quand le point Mest sur 
le deçmrnt AB et de signes contraires quand ce point est situéen 
dehors di1 segment. 

Cette relation homogène par rapport aux segments MA, MB 
situés sur rino même droite, reste vraie quand on projette 
cette droite sui* les plans coordonriés; on a donc (G.P. 58) 

Ces relations rendues homogènes deviennent 

dans les résultats obtenus à l'aide de ces dernières formules, on 
devra poser 

t=t,  =t,=1. 
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Centre des  distances proportionnelles. 

57. La  définilion du centre des distances proportionnelles de 
p points A,,  A,, . . . , Ap situésdans un même plan (G.P. 59) s'étend 
immédiatement au cas où ces points occupent des positions quel- 
conques dans l'espace. D'un autre cbté, toutes les relations qui 
existent entre les segments de droites que l'on considère dans 
cette définition, restent vraies quand on projette ces points sur les 
plans coordonnés ; les coordonnées cr, fi, y du centre des distances 
proportionnelles ont donc pour expressions 

Lmx my L mx 
a = -  - P =  ,, y= - 

Zm Lm'  

en désignant par x, y , a  les coordonnées d'un quelconque des 
points A, et par m le paramèhe correspondant. 

Centre des  moyennes distances. - En supposant tous les 
paramètres rn égaux entre eux, or1 aura les coordonnées du centre 
des moyennes distances des points donnés ; elles ont pour expres- 
sions 
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Equation de la sphère en coordonnées obliques. 

58. Définition. - La sphère est une surface dont tous les points 
sont également distants d'un point appelé centre. 

La distance constante de chaque point de la surface de la sphère 
au centre est le rayon. 

Cette définilion conduit immédiatement à l'équalion de la 
sphère. 

Soient xo, yo, a. les coordonnées du centre de la sphère, R son 
rayon, et z, y, d e s  coordonnées d'un point quelconque de sa 
surface ; son équation sera 

ou, en développant, 

Quand la sphère varie, les coefficients qui changent dans 
l'équation (2) son!. ceux des termes du premier degré, et le terme 
tout connu. L'équation de la sphère est donc de la forme 

Réciproquement, toute équation de la forme précédente repré- 
sente e n  général une sphdre, pourvu que les angles des axes de coor- 
données soient A, p, v. 

En effet,, en identifiant les équations (2) et (3), on obtient les 
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quatre relations 

qui contiennent quatre inconnues x0, yo, ao, R ; donc l'identifica- 
tion des équations (2) et (9) sera en général possible. 

59. Il faut niaintenant examiner si les Pquations (4) et (5) don- 
neront toujours pour c,, y,, xo, R des valeurs admissibles. 

Équations du centre. - Les équations (4) qui déterminent le 
centre sont appelées les équations du centre ; elles sont toujours 
compatibles, car le déterminant des inconnues XO, yo, zo est la 
quantité qui n'est pas nulle (9). 

Si f représente le premier membre de l'équation (3), les équa- 
tions du centre sont 

Détermination du rayon. - On peut remplacer l'équation (5) 
par une autre plus simple; pour cela il suffit d'y ajouter les 
Bquations (4) multipliées respectivement par - $0, -yo, -20, ce 
qui donne l'équation 

L'élimination de $0, yol 2, entre les équations (4) et (6) donne 
pour déterminer le carré du rayon, l'équation 

1 1 cosv cosp ci+o 1 

i cosv COS? CC, 
COSV 1 cos?. ci 
cosp COSA i c;T 
C, c cf Da 

cosv 1 cos1 ci+ O 

cosp cos1 1 cil+ O 
Ci C: C: D,+RS 

=O 
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Si la dernière équation donne pour R une valeur réelle, l'&qua- 
iion (3) représente une véritable sphère. 

Si cette Qquation donne pour R une valeur nulle, l'équation (3) 
ne sera vérifiée que par les coordonnées du centre ; on dit que la 
sphère se réduit à un point. 

Enfin si l'on trouve pour R une valeur imaginaire, l'équa- 
tion (3) n'est vérifiée par les coordonnées d'aucun point de l'es- 
pace; on dit alors qu'elle représente une sphère imaginaire. 

Remarque. - Rendons homogène l'équation (3) en y rernpla- 

gant x ,  y ,  z par E, -, puis en chassant le dénominateur t2  ; si 
t t t  

nous appelons y ( $ ,  Y, a,  t )  le premier membre de i'équation (3) 
ainsi modifiée, nous aurons 

Dans la prati<jue,on convient de remplacer le symbole par 
le syinbolef f io  ; l'équation (6) devient alors 

Conditions pour que l'équation générale d u  second degr4 
représente une sphère. 

60. L'équation générale du second degré à trois variables est 

pour qu'elle représente une sphère, il faut et il suffît qu'on puisse 
l'identifier avec l'équation (3). 

Les relations d'identification sont 

Ces relations au nombre de neuf contiennent quatre indeter- 
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minéesCi, c:, c;, Dl, et  l'on aura les cinq relations qui doivent 
lier les coefficients A, A', A", B, Br, B", C, Cf, Cu, D, en éliminant 
les cinq indéterminées enlre les Squations (7). Cetle élimination 
est toute faite, car les six premières fractions, dans les équa- 
tions (7), ne contiennent pas C,, ci, c:, D,. 

Les conditions cherchées sont donc 

B B' B" A=A1=A"=-=-- --. 
cos1 cosy cosv 

Théorème. - Pour que l'équation du second degré ù trois va- 
riables reprhente une sphère, les angles des axes de coordonnées 
étant 1, p, v ,  il faut et i l  suffit: 

10 Que les coefficients des carrés $2, y9 et a, soient égaux. 
20 Qu'après avoir divisé l'équation par ces coefficients égaux, les 

coefficients des rectangles y%, a s ,  x y soient respectivement égaux 
h 2cos1, 2cosp, 2cos v. 

gquation de la sphère en coordonnées rectangulaires. 

61. Quand les coordonnées sont rectangulaires, l'équation (1) 
devient 

et, en dbveloppant, 

cette dernière équation est de  la forme 

Les 6quations du centre sont ici 

quant au rayon il est donné par la relation 
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Conditions pour que l'équation générale du second degr6 
représente une sphère, les axes des coordonnées étant 
rectangulaires. 

Les conditions cherchées sont 

A=A'=A"BBB'B'B"=O. 

Théorème. - Pour que l'équation du second degrd ci trois 
variables représente une sphére, les axes des coordonnées étant 
rectangulaires, il faut et il suffit: 

l0  Que les coefpients des carrés x9, y9 et an soient égaux ; 
20 Que les termes en y a, a s ,  x y  manquent dans l'iquation. 

~ q u a t i o n  de la sphère rapportée à divers axes particuliers. 

62. i0 Le centre est à l'origine. - L'équation de la sphère est 

en coordonn6es obliques, et 

en coordonnées rectangulaires. 

2" L'axe des x est u n  diamltre et les axes des y et des a sont dcux 
droites rectangulaires situées dans le plan tangent à l'extrémité de 
oe diamdtre. - L'équation de la sphère est alors 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXERCICES 

EXERCICES. 

i* Trouver les conditions nécessaires et suffisante8 pour que les relations 

x = a s f +  a 'yr+al 'e '  
y =  bx '+  bly '+ b"zr 
2; = cx' + c' y' + cl'o' 

représentent les formules permettant de passer des axes o s ,  oy, oz aux axes 
OZ', O y', oz' .  

Démontrer que s i  le  déterminant (ablcfl)  est nul, tous les points M [ x , y , r )  
obtenus en faisant varier sr, y', a' sont dans un même plan passant par le  
sommet O du trièdre oxyz.  

!?  tant donnée une conique A, trouver dans l'espace le lieu des points 
tels que l'expression de la distance de chacun d'eux à l'iin quelconque des 
points de cette conique soit une fonction linéaire des coordonnées du point 
de la conique. 

Ce lieu se compose de deux coniques B, C appelées les focales di la  
conique A. 

Les trois coniques A, B, C forment un groupe tel que chaque conique est 
une focale des deux auires. 

Si l'on joint deux points m, m' d'une focale B à chaque point M de la co- 
nique A, la somnie ou la différence des rayons vecteurs Mm, M d  est cons- 
tante. 

Le rapport des distances du point M au point m et à une droite D située 
dans le plan de la conique A est constant. La droite D passe par le  point où 
la noimale au point m de la focale B rencontre le plan de la conique A. 

% Dans tout angle trièdre, les plans bissecteurs des angles dièdres inté- 
rieurs s e  coupent suivant une même droite. - Les plans menés par les 
arêtes et par les bissectrices des faces opposées, se coupent suivant une 
même droite. - Les plans menés par les bissectrices des faces perpendicu- 
lairement aux plans de ces faces se coupenl siiivant une même droite. - Les 
plans menOs par les arêtes perpendiculairement aux plans des faces oppo- 
sées se coupent suivant une m6me droite. 

40 Les plans menOs perpendiculairement aux aretes d'un tétrabdre en leurs 
milieux s e  coupenl en un même point. 

50 Si  par  les milieux des arcles d'un.tétraèdre, on mène des plans perpen- 
diculaires à l'arbte opposée, les six plans ainsi obtenus passent par un même 
point. 
6u Lorsque, dans un tbtraèdre, 'deux arêtes sont respectivement perpendi- 

culaires aux arêles opposees, les deux dernieres arêtes scrit aussi perpendi- 
culaires entre elles. 

Les quatre hauteurs s e  rencontrent en un même point H et rhiproque- 
ment. 
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Lee perpendiculaires communes aux arêtes opposées se coupent au point de 
rencontre des hauteurs. 

Les normales menées aux faces par leur centre de gravité se coupent en 
un même point g. 

Le centre de gravit6 du tetrabdre et les points H, g sont en ligne droite. 
70 *tant donnba deux tétraèdres ABCD, A'B'C'D' ai les perpendiculaires 

abaissees des sommets A, B, C, D du premier sur les faces B'C'D'. C'D'A', 
D'A'B', A'B'C' du second, respectivement, concourent en un même point; 
alors les perpendiculaires abaissées des sommets A', BI, Cl, D' du second sur 
les faces BCD, CDA, DAB, ABC du premier, respectivement, sont aussi 
concourantes. 

8' Trouver la distance I d'un point A(x,, y,, 2,) à une droite représentée 
par les Bquations 

En représentant par Po. Q, les valeurs que prennent les  fonction^ P. Q 
pour x = x,,, y = yo, z = zo et posant 

A B C  
U = A' B' C' l a  r I  

le6 coordonnbes du pied de la perpendiculaire satisferont aux équation6 

On obtient l'expression de 1' en ajoutant les bquations précédentes, après 
les avoir Blevées au carré. 

9 Lieu des points d'égale puissance par rapport à deux sphères. (Plan 
radical .) 

Lieu des points d'égale puissance par rapport à trois sphères. (Axe ra- 
dical.) 

Les axes radicaux de quatre sphères prises trois à trois concourent en un 
mêmo point. (Centre radical.) 
10' Par un point donnb p on mène une sécanle quelconque qui rencontre 

en a et a' une sphère donnée, le point p' conjugué harmonique du point p 
par rapport aux points a et a' décrit un plan. (Plan polaire du point p.) 

11" Trouver l'équation de la sphère coupant angle droit quatre sphères 
données. 

W L a  sphère coupant à angle droit quatre sphères donnees est le lieu des 
points de l'espace dont les plans polaires par rapport à ces sphères, passent 
par un même point ; elle est aussi le lieu du point de concours des quatre 
plans polaires. 
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13 Le lieu décrit par le point de contact de deux sphbres variables tan- 
gentea entre clles et à deux sphères fixes est une sphère S; la ligne des 
centres des sphères variables touche la sphère S. 

Le lieu décrit par le point de contact de deux sphères variables tangentes/ 
entre elles et à trois sphères fixes est un cercle C ; la ligne des centres des 
sphères variables touche le cercle C. 

14. On considère une série de sphères ayant deux à deux le m&me plan 
radical et l'on propose de démontrer les propriétés suivantes : 

Il y a dans la série deux sphères de rayon nul ou points limites L, L'. 
Si d'un point du plan radical commun on mène des plans tangents aux 

sphères de la série, les points de contacl sont sur une même sphère passant 
par les points L,  L' et coupant orthogonalement toutes les sphères de la 
série. 

Les plans polaires d'un point P relativement aux sphères de la série pas- 
sent par une droite fixe D, et les plans polaires d'un point P r  de la droite D 
passent par une droite D' sur laquelle se trouve le point P. La sphère dé- 
crite sur P P  comme diamètre coupe orthogonalement les sphères de la série. 

Enfin la droile PP' touche aux points P et P' deux sphères de la série. 
15' On considère une sbrie de spheres ayant trois à trois le même axe ra- 

dical et l'on propose de démontrer les propribtés suivantes : 
II y a dans la sbrie une infinité de sphères de rayon nul ou points limita; 

ces points sont situés sur la circonférence d'un cercle C. 
Si d'un point de i'axe radical commun un mène des plans tangents aux 

sphères de la série, les points de contact sont sur une sphère passant pnr 
le cercle C et coupant orthogonalement les spheres de la série. 

Les plans polaires d'un point P relativement aux sphères de la série pas- 
sent par un point fixe Pt, et les plans polaires du point Pl passent par le 
poiut P. La sphère décrite sur PP1 comme diamètre coupe orthogonalement 
toutes les sphères de la sbrie. 

Enfln la droite PP1 touche aux poinls P et P1 deux sphères de la sbrie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



LIVRE II1 

SURFACES. 

CHAPITRE PREMIER 

TANGENTE ET PLAN TANGENT. 

63. Tangente. - Soit M un quelconque d'une courbe, ses 
coordonnées x, y,  a pourront être considérées comme des fono- 
tions d'une même variable indépendante W. Appelons Ax, Ay, Aa 
les accroissements de ces cooi.doiinées yui correspondent à un 
accroissement A w  de la variable w ; les coordonnées nou- 
velles x + Px ,  y f A y ,  a f Aa définiront un autre point M' de la 
courbe, et la sécante MM' sera représentée par les équations 

Lorsqu'on fait tendre A w vers zéro, la sécante devient la tan- 
gente à la courbe, au point M :  les équations de cette tangente 
sont  donc 

en représentant par x', y', x' les dérivées des fonctions x ,  y, a; par 
rapport a w. 

Supposons que la courhe soit définie par deux équations 
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entre les coordonnées s, y, a ; en appliquant la règle des fonc- 
tions composées, on aura entre les dérivées x', y', a' les relations 

qui feront connaître des valeurs respeclivement proportionnelles 
à ces dérivées. En portant ces valeurs dans les équations (1) on 
aura les équations de la tangente. 

Au lieu d'opérer de  cette manière, il est évident qu'on arrivera 
a u  même résultat en  rernplaçact, dans les équations (4) et (5), les 
dérivéas s', y', s' par les diffhrences X - z, Y -y, Z - a aux- 
quelles elles sont respectivement proportionnelles, d'après les 
équations (1) . 

Les équations de la tangente sont donc 

64. Plan tangent.  - Soient 

i'équation d'une surface donnée S et ,  su r  cette surface, une 
courbe M A  passant par le point M(x, y, s). 

Si l'on associe à l'équation précédente l'équation 

d'une surface S' passant par la courbe MA, la tangente au point M 
de cette courbe sera représentée par les équations (6) et (7). 

Faisons varier la fonction F de manière que la surface S' passe 
toujours par le point M, nous obtiendrons, sur la surface S, des 
courbes passant par le point M, et comme i'éyuation (6) ne change 
pas, les tangentes au  point M de toutes ces courbes sont situées 
dans le plan représenté par i'équalion (6). Ce plan est dit tangent 
au point M d e  la surface S. 

Théorème. - Le lieu des tangentes menée$, en u n  point M ,  It 
toutes les courbes tracées sur une surface et passant par ce point, 
est en général un plan. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



74 LIVRE III. - CHAPITRE 1 

Remarque. - Le thkorème précédent cesse d'être vrai quand, 
pour un point M de la surface, on a en même temps 

Nous dirons plus loin quelques mots de ces pointsparticuliers. 

65. L'équation (6) du plan tangent peut être mise sous une 
forme plus simple. 

Rendons homogène la fonction f en y remplaçant x, y et a 
z 

par * Y e t  -. puis posons 
t t  t 

nous aurons l'identité 

Pour t= i ,  la fonction ~ ( x ,  y, a, t) devient f(x, y ,  zj ,  e t  par 
I I I  f I I  

suite elle s'annule ; les fonctions .g,B .py3 ys deviennent f ,  t fgt  f, . 
Quant à la valeur que prend alors nous conviendrons de la 

désigner par f j .  Nous aurons alors la relation 

e t  l'équation du plan tangent prendra la forme suivante : 

on devra toujours poser T = t = 4 .  

66. On peut obtenir immédiatement l'équation du plan tangent 
sous cette forme, quand l'équation de la surface est algébrique e t  
de  forme entière. 

Soient x, y, a les coordonnées d'un point M de la surface S, 
e t  X, Y, Z celles d'un point quelconque d'une sécante passant 
par l e  point M. 

Les coordonnées a, p, y d'un des points M' oii la sécante ren- 
contre de nouveau la surface pourront être représentées par les 
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formules 

pourvu que l'on convienne de faire t = T = 8 = 1 dans les résul- 
tats que nous allons obtenir. 

Cela posé, soit 

l'équation rendue homogène de la surface, les valeurs de X et de p 
qui correspondent aux points où la sécante rencontre la surface 
satisferont à l'équation 

En développant et remarquant que pour t = l le coefficient 
f(x, y, a, t )  du premier terme du développement est nul, l'équation 
précédente devient 

Pour que la sécante touche au point M une courbe tracée sur 
la surface et passant par ce point, il faut et il suffit quel'équation 
précédente admette la racine double p. = O  ; on doit donc avoir la 
relation 

Cette équation, après qu'on y a fait T = t= l 7  reprksente un 
plan qui contient les tangentes au point M de toutes les courbes 
tracées sur la surface et passant par ce point, c'est-à-dire le plan 
tangent. 

67. Points multiples. - Lorsqu'une droite qrielconque L pas- 
sant par le point M rencontre une surface algébrique S en m 
points dont p coïncident avec le point M, on dit que ce point est 
multiple et d'ordre p. 
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S i  l'on n'a pas simultanément 

l'équation (8) n'admet qu'une seule fois la racine p = O, quand 
X, Y, Z restent arbitraires; le point M est  simple. 

Si au contraire l e s  équations (9) sont vérifiées, l'équation (8) 
admet la racine p = O avec le degré deux de multiplicité, le  point M 
est  un  point double. 

Pour que la sécante L touche, au  point M, une courbe tracde 
su r  la surface et  passant par ce point, il faut et il siiffit que l'equa- 
tion (8) admette la racine triple p= O ; on doit donc avoir la re- 
lation 

(xfe + ~ f ;  + Z ( : + T ~ ~ ( ) ~ ) = O .  

Nous verrons plus tard que cette équation, après qu'on y a 
fait 'Y = t = l ,  représente u n  cône du second ordre. 

Si les  coordonnées du point M annulaient à la fois les dérivées 
partielles du  premier ordre et celles du second ordre de la fonc- 
tion f (sc ,  y ,  2;, t), cepoint serait triple, et le lieu des tangentes au 
point M de toutes les courbes tracées sur la surface et  passant 
par ce point serait un cône du troisième ordre. 

Plan tangent  A l'origine. 

68. Théorème. - Qzta?~d une surface algkbrique passe par l'ori- 
gine, l'équation du plan lanyent en ce point s'obtient en égalant à 
d r o  les termes du premier degré dans l'équation de la surface înise 
sous forme entière. 

Nous supposons ici que, dans l'équation de la surface, les 
termes de moindre degré sont du premier de@; c'est le seul 
cas que nous examinerons. 

En groupant ensemble les termes de même degré, l'équation de 
la surface prendra la forme 
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Soient 

les équations d'une droite L passant par l'origine ; les valeurs de p 
qui correspondent aux points où cette droite rencontre la surface 
seront les racines de l'équation 

Pour que la droite L touche, à l'origine, une courbe passant 
par ce point et tracée sur la surface, il faut et il suffit que l'équa- 
tion précddente admette la racine doub1e.p = 0, c'est-à-dire que 
l'on ait 

(14) ?*(a, b, c ) = O .  

En éliminant a, b, c entre les équations (10) et l'équation (II), 
on aura, pour représenter le lieu des droites L jouissant de cette 
propriété ou le plan tangent à l'origine, l'équation 

La thSorème énoncé est donc démontré. 

Plan tangent aux surfaces du second ordre. 

69. Pour abréger le langage, nous désignerons souvent une 
surface du second ordre sous le nom de quadrique. 

L'équation générale d'une quadrique, rendue homogène, est 

pour ces surfaces, l'équation 

du plan tangent au point M (x ,  y, a)  peut être écrite de la ma- 
nière suivante : 
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78 LIVRE III. - CHAP~TRE I 

70. Probléme 1. -  tant donnée l'équation d'un plan 

exprimer que ce plan est tangent ic une quadrique donnée. 

Pour exprimer que le plan considhé est tangent à une qua- 
drique, il suffit d'identifier son équation avec l'équation (IE), ce qui 
donne les équations de condition 

tz f'" f: f :  - = - = - = - = 2 h ,  
a b c d  

où h représente une inconnue auxiliaire. 
Comme le point de contact M est sur la surface, la fonc- 

tion f(x, y, a, t )  est nulle pour t= l ,  ou, ce qui est la rnèrne 
chose, on a 

équation qui devient 

en tenant compte des relations (13). 
Il reste à Bliminer x, y, r ,  t ,  A entre les équations (13) et ( id) ,  ou, 

en développant, entre les équations 

Reprbsentoris par H le discriminant de la fonction f,  est-8- 
dire posons 
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PLAN TANGENT 

lo résultat de cette élimination sera 

Remarque. - L e  déterminant U est un invariant, car il est le 
discriminant de  la fonction 

f ( x ,  y, a, t)+2A(ax +by +cx+dt) 

des cinq variables x, y, a, t ,  A.  

I I .  Problème II. - Étant données les équations d'une droite 

exprimer que cette droite est tangente à une quadrique. 

Soient x ,  y, a les coordonnées du point de contact; le plan tan- 
gent à la surface en ce point aura pour équation 

Ce plan devant contenir la droite donnée sera aussi représenté 
par l'équation 

2(XP+ h'Pi)=O; 

on aura donc les relations 

A ces relations il faut joindre les suivantes : 

(16) 
ax+b y + c a f  d t = 0  
a'x f b'y+cix+d't=O 

qui expriment que le point de contact est  sui. la droite, et aussi 
eur la surface, si l'on tient compte dos relations (15). On obtien- 
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dra la relation cherchée en éliminant x, y, a, 1, X, A' entre les 
équations (15) et (10) ; cette relation est 

Remarque. - L e  déterminant V est un invariant, car il est le 
discriminant de la fonction 

des six variables X ,  y, a;, t ,  1, Y. 

'O. 

: a d  

72. Problème I I I .  -  tant données les t?quations d'une droite 

= 

reconnattre si cette droite rencontre une quadrique en des points 
véels ou imaginailvs. 

H b b '  
: c c' 

......... : d d' 

Les deux points de rencontre étant confondus quand la fonc- 
tion V est nulle, on prévoit que, les deux points ne coïncidant 
pas, leur nature dependra du signe de cette fonction; comme 
cette fonction est un invariant, elle conservera son signe si l'on 
prend la droite donnée pour axe des x, c'est-à-dire si l'on pose 

On a alors 
V = b%crS(AD - CS). 

D'un autre côte, les abscisses des points où l'axe des z ren- 
contre la quadrique sont les racines de l'équation 

Elles sont rdelles ouimaginaires suivant que le binôme CS - AD 
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est positif ou négatif; donc les points de rencontre de la droite et 
de la quadrique 

réels 
si l'on a V<O 

seront ( imaginaires I ( v > O . 

NORMALES. 

73. Définition. - On appelle normale la perpendiculaire à u n  
plan tangent menée pur le point de  contact. 

Le point où la normale rencontre la surface à angle droit est le 
pied de cette droite, ou encore son point d'incidence. 

Les coordonnées étant rectangulaires les équations de la nor- 
male ayant pour point d'incidence un point M(x, y, X )  sont 
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CHAPITRE II 

74. Quand une surface est définie par une propriété géoiiié- 
trique commune à chacun de ses points, on obtient son équation 
en traduisant, à l'aide des symboles de  l'Algèbre, cette propriete 
géométrique. 

C'est ainsi que nous avons pu écrire immédiatement l'équation 
de  la sphère. 

Dans la plupart des cas, une surface est considérée comme le 
lieu des positions occupées par une courbe qui s e  déplace et  se 
déforme d'après une loi déterminée. 

Cette courbe est appelée la gém?ratriee de la siirface. 
On reconnaît que la loi de déformation et du déplacement de la 

génératrice est déterminée lorsque ses  équations ne contiennent 
qu'un seul paramètre arbitraire. 

Il est facile de voir qu'une courbe dont les équations contien- 
nent plus d'un paramètre arbitraire n'engendre pas une surface. 

E n  effet, en profitant del'indétermination de ces paramètres, on 
pourra faire passer la courbe considérée par un point quelconque 
de  l'espace ; la courbe pourra être imaginaire pour.les points de  
certaines régions de  l'espace, mtiis i l  existera, en général, d'autres 
régions pour tous les points desquelles elle sera réelle. 

Par  exemple, les coordonnées étant rectangulaires, les équa- 
tions 

où m e t  y sont des paramètres arbitraires, représentent des cer- 
cles situes sur les sphères qui ont pour équation 

On peut faire passer un de ces cercles par chaque point de 
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l'espace intérieur à la sphère de rayon R ayant pour centre l'ori- 
gine des coordonnées. 

Il résulte de là que les cercles considérés n'engendrent pas 
une surface mais le solide intérieur à la sphère précédente. 

Recherche de l'équation d'une surface. 

Nous distinguerons deux cas. 

75. Premier cas. - Les équations de lagénératrice contiennent 
un seul paramètre arbitraire. - Soient 

les équations de la génératrice G ; nous allons montrer qu'on 
obtient l'équation de la surface engendrée par cette courbe en 
éliminant u entre les équations G. 

Nous représenterons par 

le  résultant des équations G. 
Soit G, une position de la génératrice pour laquelle a = a, ; 

prenons sur  cette courbe un point quelconque Mi($,, y,, xi), 
nous aurons 

Ces relations montrent que les deux équations 

ont une racine commune a=a, ; par suite, les coordonnées du 
point M, satisfont à l'équation H. 

Ceci dkmontre que la surface engendrée par la courbe G est 
une des nappes de la surface représentée par l'équation R. 

Reste a faire voir que tous les points de la surface R appar- 
tiennent en général à la surface engendrée par G. 

Prenons sur la surface R un point quelconque M' (z', y', a') ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



84 LIVRE III. - CHAPITRE II. 

comme i'dquation R = O est le résultant des équations G, les deux 
équations 

F(x', y', a', a )  = O Fi (x', y', X I ,  a )  = O 

auront une racine commune a =  cc'. Donc, par chaque point de la 
surface R passera une courbe G ;  de  plus, cette courbe sera tout 
entière sur  la surface R d'après la première partie de  la démons- 
tration. Il résulte de là que toutes les nappes de la surface R 
peuvent être considérées comme engendrées par la courbe G. 

Remarque. - Cette conclusion peut être en défaut, par exemple 
quand la valeur cc = oc' est imaginaire pour tous les points d'une 
na.ppe de la surface R ou pour des poirits particuliers de cette 
surface. Elle peut encore être en défaut si  le  paramètre a, 
d'après la nature du problème, ne peut pas prendre toutes les 
valeurs réelles imaginables. 

Nous ne donnerons pas d'exemples d e  ces cas exceptionnels ; 
pour les comprendre, il suffira de  s e  reporter aux développements 
donnés dans la Géométrie plane (Liv. II, ch. III). 

76. Deuxième cas. -Les équations de la génératrice renferment 
p paramètres. - Soient 

les équations de  la génératrice. Pour que cette courbe engendre 
une surface, il faut qu'un seul des p paramètres a,, a,, . . . , ap soit 
arbitraire. 

Il résulte de cette remarque que les p paramètres doivent &tre 
liés par p - l équations de  conditions 

On déiiiontrera comme dans le premier cas que, pour obtenir 
l'équation de  la surface il faut éliminer les p paramètres entre les 
équations G de la gonératrice et  les relations de conditions (1). 

77. Dans les applications, on définit ordinairement la loi sui- 
vant laquelle la génératrice se  déplace et  s e  déforme en l'assu- 
jettissant à rencontrer des courbes fixes, que l'on nonme direc- 
trices. 
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Soient 

les équations d'une directrice ; on exprimera que la génératrice 
rencontre la directrice en écrivant que les quatre équations (G) 
et (2) sont vérifiées par un même système de valeurs de x, y, a, 
c'est-à-dire en éliminant x, y, z entre ces quatre équations. On 
obliendra ainsi une seule relation de condition entre les para- 
mètres a,, a,, . . ., ap. 

En résumé, lorsque les équations de la génératrice renferment 
p paramètres, il faut, pour que cette courbe engendre une sur- 
face, l'assujettir à rencontrer p - I directrices. 

Nous allons appliquer les considérations générales que nous 
venons d'exposer à la recherche des équations de quelques sur- 
faces. 

Surfaces cylindriques. 

78. Définition. - On appelle surface cylindrique ou cylindre 
une surface engendrée par une droite qui se meut en restant cons- 
tamment parallèle à une direction donnéc D et en satistaisant à 
une autre condilion quelconque. 

Soient 
P=O Q = O  

les équations de la droite D ; les équations d'une gendratrice G 
seront de la forme 

La droite Cf devant engendrer une surface, les paramètres a et 
seront liés par une relation 

On aura l'équation de la surface en éliminant a e t  p entre les 
équations (G) et (3), ce qui donne l'équation 

De cette équation on déduit le th6orome suivant: 
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Théorème 1. - Le premier membre de l'équation génervde d'un 
cylindre est une fonction de deus fonctions du premier degrd. 

79. Réciproquement, toute équation de la forme 

(4) T J P 7  Q ) = O  

représente en général un cylindre. 

Considérons en effet la droite G ayant pour équations 

si  l'on assujettit les paramètres a, p à satisfaire a l'équation 

cette droite G engendrera un cylindre dont les génératrices seront 
tout entières situées siir la surface L représentée par l'kqua- 
tion (4) ; ce cylindre fera donc partie de la surface L. 

Maintenant le cylindre compose toute la surface 2. Soient en 
effet P', Q' les valeurs que prennent les fonctions P et Q quand 
on y remplace x, y ,  z par les coordonnées x',  y', a' d'un point 
quelconque M' de la surface 2, on aura 

et en prenant or =Pt, p = Q I ,  la droite G' qui a pour équations 

passera par le point M'. Le point M' est donc sur le cylindre. 

80. Théorème I I .  - Le plan tangent en un point d'une géné- 
ratrice d'un cylindre est tangent en tous les points de cette génera- 
tm'ce. 

Pour faciliter la démonstration, prenons l'axe des z parallèle 
aux génératrices du cylindre, l'équation de cette surface sera 

et celle du plan tangent au point M(x, y, x )  sera 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Cette équation ne changeant pas quand le point M se déplace 
sur la génératrice passant par ce point, car x et y restent alors 
constants, la proposition est ddmontrée. 

Théorème III. - Le cylindre qui a pour directrice une courbe 
plane d'ordre m est une surface du même ordre. 

Car si l'on prend le plan de cette courbe pour plan des xy et 
l'axe des 2; paralléle aux génératrices du cylindre, 1'8quation 

de la courbe plane sera aussi celle du cylindre. 

81. Marche à suivre pour trouver l'équation d'un cylin- 
dre. - Soient 

D f = O  f,=O 

les équations de la directrice du cylindre. Nous prendrons les 
équations de la génératrice sous la forme 

G 
x-x Y-y - z-x 

a b c - P l  

où a, b, c sont des constantes. 
Pour exprimer que la génératrice rencontre la directrice, on 

remplacera X. Y, Z, dans les équations (D), par leurs valeurs en 
fonction de p tirées des équations G ,  et l'on éliminera p entre les 
deux équations ainsi obtenues. Soit 

le resultat de cette élimination ; l'équation précédente sera celle 
du cylindre, car x, y, z sont les coordonnées d'un point quelconque 
de la génératrice G. 

Exemple. - Trouver l'équation du cylindre ayant pour section 
droite la courbe représentée par les équations 

Nous supposerons les coordonnées rectangulaires. 
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La génératrice qui est perpendiculaire au plan représent6 par 
la deuxièine des équations (D) a pour équations 

X-x Y-y z - x  -- - ---- - 
CL P Y - P l  

a, p, y désignant les cosinus des angles que cette droite fait avec 
les axes de coordonnées. 

En exprimant que la génératrice rencontre la directi-ice D, on 
obtient les deux relations de  condition 

entre lesquelles il faut éliminer p. 
L'équation du cylindre est donc 

( 2 - P a j s  (y-Pp)2 ( z -Py )s  
+ b2  

---- 1=0 
a3 c3 

en posant 
P = a x + F y f  yz .  

Surfaces coniques. 

82. Définition. - On ail~elle surface conique ou cône une sur- 
face engendrée par une droite qui se meut en passaat constamment 
par un point fixe S et en satisfaisant Ù une autre condition quel- 
conque. 

Le point fixe S est le sommet du cône. 

Soient 2,, y,, a. les coordonnées du sommet S ; les équations 
d'une génératrice G seront de la forme 

La droite G étant encore assujettie à une condition, les para- 
mètres a, seront liés par une relation 
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On aura l'équation du cdne en éliminant u et P entre les équa- 
tions (G) et (5), ce qui donne l'équation 

De cette équation on déduit le théorème suivant : 

Théorème 1. - Le premier membre d e  l'équation générale d'un 
cône ayant pour sommet le point S LX,, y,, z,), est une fonction 
homogène des différences x - x,, y - y,, a -ao. 

83. Réciproquement, toute équation de la forme 

représente en génkral un cône. 

Considérons en effet la droite G ayant pour équations 

si l'on assujettit les paramètres a et p à satisfaire à l'équation 

cette droite G engendrera un cbne dont les génératrices seront 
tout entières situées sur la surface I: représentée par l'equa- 
tion (6) : ce cône fera donc partie de la surface X. 

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, que ce cône 
compose toute la surface L. 

84. Remarques. - i0 Quand le sommet du cane est à l'origine, 
l'équation (6) devient 

elle est homogène par rapport aux coordonnées x, y, o. 

2"oient 

P=O Q = O  R=O 
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les équations de trois plans formant un véritable trièdre dont 
nous désignerons le sommet par S ; l'équation 

homogène par rapport aux fonctions P, Q, R représentera un 
cône ayant pour sommet le point S. 

On démontrera ce théorème comme au paragraphe 83, en 
posant 

P = u R  Q=PR 

et assuiettissant u, p à satisfaire à la relation 

85. Théorème II. - Le plan tangent en un point d'une généra- 
trice d'un cône est tangent en tous les points de cette génératrice. 

Pour faciliter la démonstration, nous prendrons le sommet du 
cane pour origine ; l'équation de cette surface sera 

la fonction f étant homogène par rapport aux coordonnées x, y, a. 
L'équation du plan tangent au point M(x, y, a )  du cône est 

comme les coefficients f:, fv , tz sont des fonctions homogènes 
de x, y, a, l'équation du plan tangent ne change pas quand le 
point M se meut sur la génératrice oM, car les coordonnées x, y, a 
varient proportionnellement ; la proposition est donc démontrée. 

86. Marche à suivre pour trouver l'équation d'un cône. - 
Soient 

D f (X, -Y,  Z)=0 f,(X, Y, Z ) = 0  

les équations de la directrice du cane. Appelons $0, yo, zo les coor- 
données du sommet S ; X, Y, Z  celles d'un point A de la courbe D, 
et x, y, a celles d'un point quelconque M de la génératrice SA; 
on aura 
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En remplaçant, dans les équations (D), les quantités X, Y. Z 
par leurs valeurs tirées des relations précédentes, on obtiendra 
les deux équations 

Pour avoir l'équation du cône, il restera à éliminer A entre les 
équations (7). 

Remarque. - Quand le sommet du cône est à l'origine, les 
équations (7) deviennent 

en posant t = A + 1. 
On peut donc énoncer la règle suivante ; 

Règle. - Pour trouver l'équation d'un cône ayant son sommet ii 
l'origine, on rend homogènes les équations de la directrice en y 

X Y Z  remplaçant X ,  Y, Z par t ,  t ,  t ,  et l'on élimine le paramètre t entre 

les équations ainsi obtenues. 

Cas particulier. - Supposons que, le sommet étant toujours 
à l'origine, la diractrice du cône soit la courbe d'intersection d'une 
surface d'ordre m par un plan. 

Dans l'équation de la surface groupons ensemble les termes du 
même degré; les équations de la directrice seront 

En appliquant la règle précédente, on obtient pour représenter 
le cône l'équation 
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On voit que, pour obtenir l'équation du cône, il suffit de multi- 
plier les termes de l'éipation de la surface par des puissances 
de u x  + v y  + wx telles, qu'après cette multiplication tous les 
termes soient du même degr& 

Corollaire. - Le cône ayant pour directrice une courbe plane 
d'ordre m pst une surface du même ordre. 

Exemple. - Trouver l'équation du cône ayant pour sommet u n  
point S(XO, yo, 20) et pour directrice la section d'une sphère par u n  
plan P. 

Nous prendrons pour axes de coordonnées trois diamètres rec- 
tangulaires de la sphère, le plan x o z  étant perpendiculaire au 
plan P. 

Les équations de  
seront 

En appelant X, Y, 

la directrice du cône rendues homogènes 

Z les coordonnées d'un point A de la direc, 
trice, et x, y ,  2 celles d'un point quelconque hl de la généra- 
trice SA, on aura 

Substituons ces valeurs de X, Y, Z, T dans les équations de la 
directrice et posons t = t, = l ,  nous aurons les deux équations 

entre lesquelles il faut éliminer h .  
On trouve ainsi, pour représenter le cône, l'équation 

Surfaces conoides. 

87. Définition. - On appelle surface conozde ou simplement co- 
noïde une surface engendrée par une droite qui se meut en restant 
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paralléle à u n  plan fixe, s'appuyant sur une droite donnée et en 
sutisfuisant à une autre condition quelconque. 

L e  plan fixe est le plan 'directeur du conoïde ; quand la direc- 
trice rectiligne est perpendiculaire au plan directeur, le conoïde 
est droit; il est oblique dans le cas contraire. 

Soient 
P=O Q=O 

les équations de  la directrice rectiligne A et 

R=O 
celle du plan directeur. 

Les équations de la gén6ratrice G seront de la forme 

La droite G étant encore assujettie à une condition, les para- 
mètres a, p sont liés par une relation 

et le conoïde aura pour équation 

De cette équation on déduit le théorème suivant : 

Théorème. - Le premier membre de l'équation générale d'un 
conozde est une fonction de trois fonctions linéaires P, Q, R dont 

P 
deux n'entrent que par leur rapport - . 

U 
Réciproquement, toute bquation de la forme 

représente u n  conoïde. 

Considérons en effet la droite G ayant pour équations 
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si l'on assujettit les paramètres a e t  p à satisfaire à l'équation 

cette droite engendrera un conoïde dont les génératrices seront 
tout entières situées sur la surface Z représentée par l'équation (8); 
ce conoïde fera donc partie de la surface L. 

On démontrera, comme dans le cas du cylindre, que le conoïde 
compose toute la surface Z. 

Remarque. - Quand on prend la directrice rectiligne A pour 
axe des z et le plan directeur pour plan des xy, l'équation du co- 
noïde prend la forme 

Exemple. - Trouver l'équation du conoïde droit circonscrit à 
une sphère. 

Nous prendrons pour axes de coordonnées trois diamètres reo- 
tangulaires de la sphère, l'axe oz étant parallèle à la directrice 
rectiligne A et l'axe o s  perpendiculaire à cette droite. 

Si a représente la distance de l'origine à la directrice A, les 
équations de cette droite seront 

La génératrice G a pour équations 

En exprimant que cette droite rencontre en deux points confon- 
dus  la sphère 

xe+ y2+29=R9, 

on obtient la relation de condition 

Le conoïde est dono représenté par l'équation 
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On démontre facilement que la projection de la courbe de con- 
tact du conoïde et de la sphère sur le plan directeur x o y  est un 
cercle double décrit sur  o A  comme diamètre e t  que s a  projection 
sur le plan zox  est une parabole. 

Surfaces de révolution. 

88. Définition. - On appelle surface de révolution une surface 
engendrée par la rotation d'une courbe autour d'un axe fixe auquel 
elle est liée invariablement. 

Tout plan passant par l'axe de rtholution est un plan méridien ; 
ces plans coupent la surface suix~ant des 
courbes évidemment égales entre elles et 
appelées méridiennes. 

Tout plan perpendiculaire à l'axe coupe 
la surface suivant des cercles ayant leur 
centre sur  cet axe et qu'on appelle des 
parallèles. 

De cette propriété résulte un nouveau 
mode de génération qui se  prête plus fa- 
cilement que le précédent a la recherche 
de l'équation générale des surfaces de rgvo- 
lution. 

Fig. 93. 
Une surface de révolution peut être consi- 

dérde comme engendrée par u n  cercle de rayon variable, dont 
le centre décrit une droite, dont le plan reste perpendiculaire à 
cette droite et dont la circonférence s'appuie sur une directrice 
donnée. 

Dans la recherche de l'équation d'une surface de révolution, 
nous distinguerons deux cas. 

89. Premier  cas. - Les coordonnées sont rectangulaires et 
l'axe de révolution coïncide avec oz.  - Un parallèle se  projette 
sur le plan x o y  suivant un cercle ayant pour centre l'origine ; ses  
équations seront donc dc la forme 
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En exprimant que le parallèle rencontre la directrice donnée, 
on obtiendra la relation de condition 

Si  l'on élimine a et  y entre cette équation et  celles de  la gé- 
nératrice on aura, pour représenter la surface de révolution, 
l'équation 

'y(x=+yS, 2;)=0. 

Cas part iculier .  - Supposons quela directrice soit une courbe 
plane située dans le plan méridien aox ,  ses équations seront 

E n  exprimant que le parallèle G rencontre cette courbe, on 
obtient la relation 

f(&, Y) = O  ; 

l'équation de  la surface de  révolution est donc 

On voit que, dans le cas particulier que nous examinons, il 
suffit, pour avoir l'équation de la surface de  révolution, de rem- 

placer z par d q  dans l'équation de la méridienne. 

Exemple. - Trouver l'équdion du tore, c'est-ù-dire de la sur- 
face engendrée par un cercle tournant autour d'un axe situé dans 
son plan. 

Prenons pour plan des ax un plan méridien qui coupera la sur- 
face suivant deux 
cercles égaux C, 
C';l'axe desz sera 
l'axe de révolu- 
tion, l'axe des x 

a la droite CC' et  
l'axe des y une 
perpendiculaire 
au plan a o x  me- 

Y née par lemilieu O 

Fi$. Z3. de CC'. 
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Les  Bquations du cercle C seront 

et celle du tore 

(ds"fY2 - c)' + zs = ~ 2 ,  

ou bien 

( ~ 4 4 -  ~ P + Z ~ + C ~ - R = ) ~ = ~ @ ( X ~ + ~ ' ) .  

Le tore est donc une surftace du quatrième ordre. 

90. Deuxième cas. - Les axes de coordonnées et l'axe de révo- 
lution sont quelconques. - Soient 

les équations de l'axe de  révolution. 
Pour représenter un parallèle nous le regarderons comme la 

courbe d'intersection d'une sphère ayant son centre au point 
A(x0, y,, xo) de l'axe de  révolution, par un plan perpendiculaire 
à cet axe. 

Posons 

les cosinus des angles que l'axe de révolution fait avec les axes 
d e  coordonnées seront respectivement proportionnels à 

et  la direction d'un plan perpendiculaire à cet axe sera définie 
par l'équation 

P = X ~ : + ~ ~ ; ~ +  q ; = o .  

Les équations d'un parallèle sont donc 

S reprdsentant le premier membre de l'équation d'une sphère 
ayant  son centre nu point A de l'axe de révolution. 

11 
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En exprimant que le parallèle rencontre la directrice donride, 
on obtiendra la relation 

et  l'équation de la surface de révolution sera 

De cette Bquation on déduit le théorème suivant : 

Théorème 1. - Le premier membre de l'équation générale d'une 
su~fnce de révolution est une fonction d'une fonction linéaire P st 
du  premier membre S de l'équation d'une sphère. 

91. Réciproquement, toute équatiou de la forme 

représente une surface de révolution, S et P ayant les significations 
indiquées plus haut. 

Considérons en effet la courbe G ayant pour équations 

Quandaet pvarient la première des équations(G) représente des  
sphères ayant un centre commun A et la seconde des plans paral- 
lèles à celui qui a pour Bquation P = O. Il résulte de  là que les 
équations G représenteront des cercles ayant leurs centres sur la 
perpendiculaire abaissée du point A sur le plan P, c'est-à-dire 
sur une droite fixe; les plans de ces cercles sont d'ailleurs per- 
pendiculaires à la droite fixe. 

Cela posé, assujettissons les paramètres a et p à satisfaire à 
l'équation 

f(% P)=O, 

les cercles G engendreront une surface de  révolution dont les pa- 
rallèles seront tout entiers situés sur la surface 8 représentée 
par l'équation (9) ; cette surface de  révolution fera donc partie de 
la surface 2. 

On démontrera, coinme dans le cas du cylindre, qu'elle com- 
pose toute la surface 8. 

92. Theoréme I I .  - I o  Les normales à unesurface de révolution 
rencontrent l'axe de 1-évolution. 
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2" Les normales nus différents points d'un même pal-allèle ren- 
cuntrent cet axe au nzéme poillt. 

1" Prenons pour axe des z l'axe de  révolution ; les coordonnées 
étant rectangulaires, l'équation de  la surface pourra être mise 
sous la forme 

f - a - y ( u ) = O  

en posant u  = xe + y9. 
On a 

les équations d'une normale au point M(x, y,x) d e  la surface 
sont donc 

X - 2  -Y-y z-x --. 
2 z y ' ( u )  e Y p ' ( u ) = - I  

Cette droite rencontre l'axe des x, car si  l'on fait X = Y = O  
dans ses équations, elles donnent pour Z la même valeur 

2 O  Quand le point M se déplace sur le parallèle Z = x, le  point 
d e  rencontre de  la normale avec l'axe o z  ne change pas, car x 
reste constant ainsi que u qui représente le carré d u  rayon du 
parallèle. 

Réciproquement, toute surface telle que ses normales rencontrent 
une même droite L est de révolution. 

Soient C la section de la surface par un plan P perpendiculaire 
a la droite L ,  e t  O le point où ce plan 
rencontre L. 

A 
Par  hypothèse, la normale à la sur- 

face en un point M de la courbe C 
rencontre la droite L en un point A. 
Cette normale MA est perpendiculaire " 
à la tangente MT à la courbe C, e t  A 0  
est perpendiculaire sur le plan de cette &$T -- I \ 
courbe ; donc, d'après le thhorèine des 1 - 

trois perpendiculaires, 011 sera nor- IL 
mal ai: point M à la courbe C. Fig. I L  

Il r é s d t e  de  la que la courbe C est un cercle, car les nor- 
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males en ses différents points passent par un même point O. 
La surface qu'on peut considérer comme engendrée par les 

cercles C est  donc de révolution. 
Pour compléter cette démonstration, il faut faire voir qu'une 

courbe C dont les normales passent par un point fixe O est un 
cercle. 

Prenons le point fixe O pour origine des coordonnées rectan- 
gulaires; l'équation d'une normale au  point M(x, y )  de la courbe C 
sera 

1 
Y-y=-,(X-2). 

Yx 

Cette droite devant passer par l'origine, on aura la relation 

d'oii l'on déduit l'équation 

qui représente un cercle 

93. Surface gauche de révolution. - Cette surface est engen- 
drée par une droite L tournant autour d'un axe auquel elle est Liée 
invariablement. 

Soit D une position particulière de la droite mobile ; nous 
prendrons pour axe des z l'axe de révo- 
lution, pour axe des x la perpendicu- 
laire cornmune o A  aux deux droites oz ,  
D, et pour axe des y une perpendicu- 

'D laire au plan zox. 
Les équations de la droite D seront 

.---i---S.. 
D x=a ~ = m z ;  

a désignant la plus courte distance des ,g- - - - - - - - - - ---- droites oz et D. 
Un parallèle de  la surface a pour 

équations 
Fig. 25. 

G z = y  x ~ $ Y ~ = u .  

En exprimant que ce parallèle rencontre la directrice U, on 
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obtiendra la relation 

il restera à éliminer a et  y entre cette relation et les équations G,  
ce  qui donne l'équation 

La surface est du secona orare ec a pour méridienne une hyper- 
bole ayant oz pour axe réel et oz, pour axe imaginaire ; elle p iu t  
être considérée coirime engendrée par une hyperbole tournaiit 
autour d e  son axe imaginaire. On la désigne sous le no,n de sur- 
face gauche de révolution ou d'hyperboloide de révolution à une 
nappe. 

94. Équation générale des c h e s  de révolution. - Soient 
S(xo,  y,, ao) le sommet du cône et  

les équations de  l'axe de  révolution SA. 
Sur la générat,rice SG prenons un point 
quelconque M(x, y ,a), les paramètres direc- /*/ ! 

teurs de cette droite seront respectivement P 

proportionnels aux différences 
Fig. 26 

En exprimant que l'angle ASG a une valeur constante 8, on 
obtiendra pour représenter le cône l'équation 

Interprétée géométriquement, cette équation donne le théoréme 
suivant : 

Théorème. - Dans un cône de révolution le rapport des tlis- 
tances d'un point de la surface a u  sommet et d un plan mené par le 
sommet perpeniliculai~.ement à l'axe, est constant. 

95. Équation générale des cylindres d e  révolution. - En 
exprimant que la distance d'un point quelconque du cylindre à 
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l'axe de révolution a une valeur constante R, on ob t i en t  immé- 
d i a t emen t ,  p o u r  représenter l e  cy l ind re ,  l 'équation . 

les équations de l'axe de révolut ion  étant 

Remarque. - D a n s  les deux p a r a g r a p h e s  précédents on a sup- 
posé les axes de c o o r d o n n é e s  rectangulaires. 

96. Définition. - On appelle surfaces réglées les surfaces engendrdes. par 
le mouvement d'une ligne droite. 

On distingue les surfaces réglées en deux classes, les surfaces déuelop- 
pables et les surfaces gauches. 

Une surface réglée est dite ddueloppable, lorsque toutes ses génératrices 
sont tangentes à une même courbe que i'on appelle i'aréte de rebroussement 
de la surface. 

La surface est dite gauche quand ses génératrices ne sont pas tangentes à 
une même courbe. 

Soient 

les équations d'une droite ; elle engendrera une surface si les paramètres 
a, fi, y, a, O, c sont fonctions d'une même variable W. 

On obtiendra l'équation de la surface en éliminant p et w entre les Bqua- 
tions (L).& 

Si d'un point fixe S on mène des parallèles aux génératrices d'une surface 
réglbe, on forme un cône appelé le cône directeur de la surface. 

Quand toutes les génératrices sont parallèles a un même plan, le cône di- 
recteur devient un plan et prend le noin de plan directeur. 

97. Condition pour qu'une surface réglée soit développable. -Posons 

si, entre les Bquations (L) et (10) on élimine p et w, on obtiendra entre les 
coordonnées x, y, z deux equations qui représenteront une courbe C située 
sur la surface, Pour que cette surface soit développable, il faut et il suffit 
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qu'on puisse choisir la fonction p de manière que les droites L soient tan- 
gentes à la coui-be C. 

E n  prenant les dérivées des deux membres des équations L par rapport à w 
et considérant p comme une fonction de w on a 

et les équations de l a  tangente au point M ( x ,  y ,  z,) de  la courbe C seront 

Cette droile se  confondra avec L s i  x', y', t' sont respeclivement propor 
tionnels à a, b, c. En appelant une quantité auxiliaire, on aura donc 

Ces trois Bquations du premier degré entre les quantités p et p' - p ne sont 
pas compalibles en général ; pour qu'elles le soient, c'est-à-dire pour que la 
surface soit développable, il faut que l'on ait 

Nous désignerons par U le premier membre d e  cette égalit6. 
Celle condition étant remplie, on tire des deux premières équations (12) 

Cette équation fait connaître la valeur de p qui corresponu au point où la 
gÉnératpice L touche l'arête de rebroussement. 

98. Équation du p l a n  t a n g e n t  a u n e  surface r6glee. - Soient M ( x , y , s )  
un point quelconque de  la surface et 8 la valeur de la variable o qui corres- 
pond à la génératrice G passant par ce point; nous appellerons t la valeur 
de p relative au point M. 

S i  nous posons encore 

p='p(o) ,  

la fonction q, étant seulement assujettie à prendre la valeur t pour w =O, 
nous obtiendrons, en faisant varier Q, une infinité de courbes C passant par 
le poinl M et situées s u r  la surface réglée. 

L'équation du  plan tangent au  point M  est de la forme 
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ce plan devant contenir la tangente au point M de la  courbe C, tangeule qui 
est représenlée par les équations ( I l ] ,  on aura 

l x f  + mg' + n t 1 =  0, 
c'est-à-dire 

l ( a ' + a 1 t + a t ' ) + m ( P ' + b ' t +  b t ' )  + n ( y l + c ' t + c t ' ) = r  

Comme cette relation doil être satisfaite quand on fait varier p dans les 
conditions indiquées plus haut, elle aura lieu quel que soi1 t', et l'on aura 

L'équation du plan tangent cherche est donc 

Ce plan contient la génératrice G, car un point quelconque de cette géné- 
ratrice a ses coordonnées de la forme 

X - o r - u t  Y - P - b t  L - y - c t  
a'+ a f t  pf $- b't y ! + c l t  1 a  b  c 

Après qu'on a substitué ces valeurs des coordonnees dans 1'6qualion du 
plan tangent, la première ligne et la troisième ne direrent que par le fac- 
teur p - t. 

99. La direction de ce plan tangent variera en général avec la position 
du point de contact s u r  la gQnera:rice. On voit en effet que l'équatim du plan 
tangent dépend de t. 

Cherchons si, pour certaines surfaces, ce plan tangent peut être le même 
en tous les points d'une génbratrice. 

Ajoutons aux éléments de la première ligne du déterminant (14) ceux de la 
troisiènie multipli6s par t ,  l'équation du plan tangent deviendra 

=O. 

En écrivant que, dans cette équation, les coefficients de Y - p et de Z - T 
Jivisés par celui de X - a donnent des quotients indépendanlç de t ,  on ob- 
lient les relations 

c -  b  a y l - c i d -  bu1-ap '  -- - 
cbl - bcr ac' - ca' bal - ab" 

ou, en chassant les dénominateurs, les relations 
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comme a ,  O, c ne sont pas nuls la fois, on doit avoir U = O  et la surface est 
dt!zeloppable. 

Théorème. - Un plan  tnngent  à u n e  surface deueloppable e s t  tangent e n  
tous  les points de  la géndratrice rec t i l igne  q u i  passe par le poin t  d e  contact.  

Parambtre de distr ibution.  - Plan central. - Point  central. 
Ligne de str ict ion.  

100. Paramètre de distribution. - Soient G et G 1  deux glinératrices d'une 
surface réglke qui correspondent aux valeurs w 
et w + Aw de la variable indbpendante ; leurs 
équations seront 7' o j  

- (t 

Si l'on fait, pour abréger, 

la plus courte distance d = p p l  des deux génératrices G, G' et le sinus de 
leur angle ip auront pour expressions 

Remarquons maintenant que, quand A w tend vers zéro, les rapporta 

ont respectivement pour limites les mineurs du premier ordre A, B, C du dB- 
terminant U relatifs aux bléments or', p', y' ; il en résultera 
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sin pi a d ~ '  + ~ ' f  c'. 
lim-=hm-= 

A o A CO a P + b P + c P  

On déduit. de là 

La quantité p est appelée le paramètre de distribution ~ e l a t i f  cb la gt?n&a- 
trice G. 

Quand la surface es1 gauche, p n'est ni nul ni infini, excepte pour certaiges 
génératrices particulières. Celte quantité est nulle quand la  surface est d h e -  
loppable. 

101. Plan central .  - Considérons le plan R qui passe par la génératrice G - 
e t  la perpendiculaire commune pp' ; il est perpendiculaire au plan P paral- 
lèle aux génératrices G, Gr. Quand G' vient coïncider avec G, cedernierplan - 
a pour position limite le plan tangent au cône directeur de la surface suivant 
la génératrice g parallèle à G ; le plan R a donc aussi une position limitequi 
est appelée le plan central relutif à la gk8iratrice G. 

102. Point  central. - En cherchant le point de rencontre de G avec le 
plan S mené par G' perpendiculairement au plan P, on obtient pour d6ter- 
miner la valeur de p qui correspond au pied p de la perpendiculaire com- 
mune pp' l'équation 

a p -  A u  b p - A B  ê p -  Ay 
i o + A a  A b  c + A c  = O  
1 A. B. Ca 1 

d'où l'on tire 

Divisons par (Aw)' les deux membws de la relation prbcédentc et faisons 
tendre Aw vers zéro, la quantité p tendra vers une valeur r donnée par 
l'équation 

(45) 

On voit que, quand G' tend vers G ,  le point p tend vers un point limite O ; 
ce point O est appelé Iz point central relatif à la génératrice G. 

103. Ligne de striction. - Chaque génbralrice a un point central; le lieu 
de ces points est la ligne de striction de la surface réglée. 

On aura les équations de la ligne de striction en éliminant r e t  o entre 
l'équation (15 et les équations de la génératrice G. 
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Remarque 1. - Quand la surface est developpable on a 

Si de  cette relation et de  i'identité 

A a f  B b + C c = O  

on lire les valeurs de y' et de c pour les porter dans la relation [15), on obtient, 
après la suppression du  facteur commun A'+ BP+ CP, l'équation 

c'est-à-dire l'équation (13). Le point central est donc alors le point où G touche 
l'arête de rebroussement, et cette courbe devient la ligne de striclion de la 
surface. 

Remarque  II. - Lorsqu'une surface rbgl8e a un plan directeur D, les pro- 
jections des génhatr ices G, G' sur  ce plan se  coupent au point où i l  est ren- 
contré par la perpendiculaire commune pp' ; donc la projection de la ligne de 
striction s u r  le plan directeur est I'enveloppe des projections des génératrices 
sur  le même plan. 

104. Nous avons v u  que, dans une surface gauche, la direction du plan 
tangent varie quand le point de contact s e  déplace sur  une génératrice ; nous 
allons chercher la loi de cette variation. 

Soient G une génératrice d'une surface réglée et G' la génératrice infiniment 
voisine. Menons la perpendiculaire com- 
mune pp' à G et à G' ; posons pp' = d et 7 u 

4 G 
désignons par  O le point central relatif à 
la génératrice G. ; ;  

I I 
r : 8 0 

Par le point p' menons une parallèle G, p L 

+,--------..-c8 
à G, puis, par le point a de  G un  plan LGV perpendiculaire à cette droite. Ce plan 
rencontrera G, au  point b et G' au point c. 
L a  droite oc est  une corde de la courbe 
d'intersection de la SUI-face par le plan abc ; donc, quand G' se  confond avec 
G, cette corde devient la tangente à cette courbe a u  point a ,  el le plan Gac 
devient le plan tangent au point a de la surface réglée. Quant au  plan G p p ' ,  
il devienl le plan central relatif à G ; l'angle cab aura donc pour limite l'angle B 
que fait avec ce plan central le plan tangent au point a. 

Les  triangles abc, cbp' rectangles au point b donnent 

bc bc 
tang cab = - = - 

ab d 
bc = ap  tang p, 

cp désignant toujours l'angle des deux droites G et G'. 
On tire de  ces deux relations l'équalion 

nP tang cab= -. 
d 
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ou, en passant à la limite, l'équation 

en représentant par x la distance du point a au point central O et par p l e  
paramètre do distribution relatif à G .  

La relation (16) due à Chasles résout la question proposée. 
Quand x est nul le plan tangent coïncide avec le plan central. Quand x 

varie de O a +m , l'angle 0 varie de O à?, et le plan tangenl dont le point de 
2 

contact est à l'infini est perpendiculaire au plan ceritral. 
Quand x varie de O à -mon trouve des plans tangenls qui sont, par rap- 

port au plan central, symétriques de ceux que l'on a oblenus en faisdnt va- 
rier x de O à $ m . 

Lorsque la surface est dheloppahie, p est nul e t  l'angle 0 est droit ; le plan 
tangent en un point quelconque d e  la génératrice G est donc perpendiculaire 
au plan central; ce plan reste le même pour tous les points de la  généra- 
trice. 

Nous retrouvons ainsi le théorème établi au paragraphe (99). 

105. Considérons deux surfaces réglées 2, X, ayant une génératrice G com- 
inune. Soient O, O, les deux points centraux de ces deux surfaces relatifs à 
la  génératrice G ;  nous désignerons par a la  distance oo,, par a l'angle que 
le plan central R, de la surfacc 2, fait avec le plan centrül R de la surfaco B. 
Nous nous proposons de délerminer les points M de la  génhatrice G pour 
lesquels les deux suyfaces ont le même plan tangent. 

Si 0 est l'angle que ce plan tangent commun fait avec le plan central R, il 
fera avec le plan central R, l'angle 0- a, et, en posant oM = x, on aura 

p et p, étant les paramètres de distribution des deux surfaces relatifs à la 
gcnératrice G. 

L'élimination de 0 entre les deux équations précédentes donne pour dé- 
terminer r une équation du second degré 

On en conclut que les deux surfaces ont le même plan tangent en deux 
points de l a  génératrice G. 

Si les deux surfaces se touchent en trois/poinls de cette génératrice, elles 
sont tangentes en chacun de ses poinls ; en effet, l'équation (17) ayant trois 
ibacines devient une identité. On dit alors que les deux surfaces se raccordent 
suivant la droite G .  

Pour qu'il g ait raccordement, il faut et il suffit que les points centraux et 
les plans centraux coïncident ; il faut en outre que les paramètres de distfi- 
bulion soient égaux. 
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106. Remarque. - Lorsque les surfaces réglées ont le même cône direc- 
teur ou  le même plan directeur, l'angle a est  nui et l'équation (17) s'abaisse 
au premier degré. 

Uans ce cas, les S U ~ ~ C W  Ont le même pian tangent en un seul point à dis- 
tance finie de la génératrice commune G ; elles s e  raccordent quand elles sont 
tangentes en deux points de cette génératrice. Pour qu'il en soit ainsi, il fau t  
et il suffit que les points centraux coïncident et que les deux paramètres de 
distribution p ,  p, soient égaux. 

Les surfaces de raccordement sont fréquemment employées en Gdométrie 
descriptive. 
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CHAPITRE III 

S U R F A C E S  ENVELOPPES. 

107. Soit f ( x ,  Y, 2, a )  une fonction des coordonnbes x, g,2 et d'un pan- 
metre variable a ; l'équation 

dans laquelle on fera varier a, représentera une famille de surfaces. 
Donnons au paramètre variable les valeurs a et a $ h, les équalions 

représenteront dés surfaces Z, S' se coupant suivant une courbe c définie par 
ces équations considérées simultunément. 

Les coordonnées des points de cette courbe satisferont aussi à l'équation 

s i  l'on fait 
sentee par 

(1 

tendre h vers zéro, la courbe c tendra vers une courbe C repré- 
les équations 

nous dirons que la courbe C, appelée par Monge la caractéristique, est i'in- 
tersection de la surface Z avec la surface infiniment voisine de la mEme fa- 
mille. 

Définition. - On appelle eaveloppe &une surface Z dont l'équation contient 
un paramètre variable la surface engendre'e par les caractéristiques. 

D'après ce qui prkcède, on aura i'équation de I'enveloppe en Qliminant le 
paramètre a entre les équations (1) et (2). 

La surîace variable Ç est appel& la surface enveloppde. 

108. Théorème. - Chaque surface enveloppde X est tangente à la surface 
enveloppe E en tous les points de la caractéristique correspondante. 

Donnons au paramètre a une valeur A, ce qui definit une enveloppe Ç, et 
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SURFACES ENVELOPPES 111 

une caractéristique CI ; soit M,(x,, y,, z,\ un point quelconque de celte ca- 
racléristique, le plan tangent au point hl, de  la surface Z, aura pour équation 

D'un autre ~616 ,  on peut prendre l'équation (1) pour celle de l'enveloppe, 
pourvu qu'on y regarde a non plus comme une constante, mais comme uiie 
fonction de x, y, z définie par l'équation (2). 

~ ' e q u a t i o n  du plan tangent au point M (x, y ,  r )  de l'enveloppe sera donc 

E n  tenant compte de la relation (2), les relations précédentes deviennent 

Cela posé, faisons coïncider le point M avec le point M, qui  est  situé su r  
l'enveloppe, alors x, y et z deviendront xi, y, e t  r, ; de plue, a prendra une 
valeur numérique justement égale à A ;  donc on aura 

et  l'enveloppée 2, touchera l'enveloppe E au point Mi qui est quelconque s u r  
la caractéristique C,. 

L a  surface X, touchera donc E en tous les points de la courbe C,. 

109. Généralisation. - Supposons que L'enveloppée soit représentée p a r  
une Bquation 

contenant deux paramètres variables liés pa r  une relalion 

On démontrera, comme dans la  Géométrie plane, que l'équation de l'enve- 
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loppe s'obtiendra en éliminant a el b entre les équations (3), (4) et  l'équation 

110. - Soit maintenant une famille de surfaces dont l'bquation 

contient deux paralnitres arbitraires a et b. 

Supposons u n  instant a ct b liés par  une relation 

l'équation (5) ne contiendra plus qu'un paramètre arbitraire a, et les équa- 
tions de la caractéristique seront 

Quelle que soit la fonction +, cetle caractbristique passera par  les points Mi 
définis p a r  les équations 

(6) f = O  ,=c ;=o. 

Le lieu décrit pa r  les points M i  quand a et  b varient d'une manière arbi- 
traire est I'envcloppe des surfaces considérées. 

On obtiendra 1'6qucition de l'enveloppe e n  éliminant a e t  b entre les équa- 
tions (ô). 

On démontre, comme au paragraphe 108, le thborème suivant : 

111. Théorème.  - Chaque surface enueloppde X est tangente à l a  surface 
enveloppe E en tous les points M i  qui correspondent à cette surface Z. 

Il y a une différence qui mérite d'gtre signalée entre l'enveloppe des sur- 
faces à un seul paramètre et celle des surface; à deux paramètres. 

Dans le premier cas, l'enveloppe et chaque enveloppée ont une courbe de 
contact. 

Daus le second cas, ces deux surfaces sont seulement tangentes en un ou 
plusieurs points. 

112. Généralisation. - Supposons que l'enveloppée soit reprhsentée par 
une équalion 

contenant trois paramètres variables liés par  une relation 

On démontrera, comme dans l a  Géométrie plane, que l'équation de l'enve- 
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loppe s'obtiendra en éliminant a ,  b et c entre les équations (7), (8) et les 
équations 

fa fD f', -=-=- 
~b ip:: 

Applications. 

113. Exemple 1. - Trouver l'enveloppe d'un plan qui se meut suivant une 
loi déterminde. 

L'équation du plan ne contiendra qu'un seul paramètre arbitraire o ;  en 
prenant pour paramètre le coefficient de x, elle sera de la forme 

L'équation de l'enveloppe s'obtiendra en éliminant w  entre l'bquation (9) et 
l'équation 

On voit que les casactdristiques sont des droites et que la surface est r6- 
gl6e. D'un autre côté, le plan représenté par l'équation (9) est tangent en tous 
les points de la caractéristique ; donc la surface est dlveloppable. 

On peut encore vérifier ce résultat de la manière suivante : 
Des équations (9) et (10) on tire 

Le déterminant que nous avons désiçn4. par U au paragraphe 97, est ici 

f " ( w )  - F " ( w )  
O O 

w f ' ( w ) -  f ( o )  o f " ( w )  - w F 1 ' ( w )  

ou bien 

On voit que le déterminant U est nul ; donc la surface est développable. 

114. De ce qui précède il r8sulte qu'on peut définir une surface dévelop- 
pable comme l'enveloppe d'un plan dont l'équation ne contient qu'un seul 
pûrambtre. 

II 8 
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Cette nouvelle définition a sur celle qui a et6 donnée au paragraphe 96, 
l'avantage d'embrasser les surfaces coniques e l  cylindriques. 

Exemple II. - Trouver l'enveloppe des sphères S qui passent par un point 
donné A et dont le centre décrit m e  sphère Z. 

Prenons pour axes de coordonnées trois diamètres rectangulaires de la 
sphère Z, I'axe des x passant par le point A. Si l'on pose o A =  d  et si I'on 
désigne par R le rayon de la sphère 5, l'équation de la sphère S sera 

e t  les coordonnées de son centre seront liées par la relation 

On aura 1'6qualion de l'enveloppe en éliminant a, b, c entre les Bqualione 
(111, (12) et la relation 

x - d - y  z - --=-, 
a b o  

ce qui donne 

( a ' +  y 2 + f  - d ' ) " = 4 K * [ [ ~ - d ) ' + 1 / ~ f  2'1. 

Cette équation étant de la forme 

représente une surface de révolution ayant pour axe la droite os. 
L a  mkridienne située dans le plan des z x  a pour équation 

Cette méridienne est un limaçon de Pascal, car, en lransportant l'origine au 
point A et passant aux coordonnées polaires, I'axe polaire 6lant Az, l'équa- 
tion précédente devient 

EXERCICES. 

1' Trouver l'équation du plan passant par lin point M d'une surface et la  
coupant suivant une courbe pour laquelle le point M est double. (Plan tan- 
gent.) 

2' Démontrer que 16s surfaces représentées par les équal,ions 
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s e  coupent à angle droit. Interpréter géométriquement les  deux dernières 
équations. 

30 Trouver l'équation d'une courbe tracée s u r  un  cylindre de révolution e t  
qui se transforme en une ligne droite, quand on developpe le cylindre sur  un 
plan. (Hélice.) 

La portion d'une génératrice du cylindre comprise entre deux points de 
rencontre consécutirs de celte droite avec l'hélice est appelée le pas de  cette 
courbe. 

4' Trouver la trace, sur  le plan de  base d'une hélice, du cylindre ayant 
pour direclrice cette hélice e l  dont les ghératr ices sont parallèles à la tan- 
gente en un point donné de cette courbe. (Cycloïde.) 

(Le plan de base de l'hélice est  celui d'uae section droite du  cylindre sur  
lequel elle est tracée.) 

50 Trouver le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées d'un point de 
l'axe d'un cylindre de révolutioii su r  les tansentes à toutes les hélices de 
même pas que I'on peut tracer sur  ce cylindre. 
60 Trouver la surface engendrée par les  tangentes à une hélice. (Hélicoïde 

développable.) 
70 Dans un plan tangent à un cylindre de révolution dont l'axe est oz  on 

trace une ellipse donl un des  axes BBr = 2 b coïncide avec la ghéra t r ice  de 
contact; soit D la courbe obtenue en enroulant le plan tangent sur  le cy- 
lindre. 

Trouver l'équation du conoïde droit ayant pour directrices la droite oz  et 
la courbe D. 

On coupe ce conoïde par un  tore dont l'axe est o z  et donl le cercle géné- 
rateur a pour diamhtre l'axe 2 6 de l'ellipse. Ce cercle situé dans le plan des  
deux droites oz, BB' touche BB' au centre de l'ellipse. 

Trouver l a  projection de la courbe d'intersection des deux surfaces sur  un  
plan perpendiculaire à l'axe oz. (Spirales  d'Archimède.) 

80 Trouver l e  lieu géombtrique des sommets des cônes ayant pour direc- 
trice un  cercle tracé sur  une sphère donnée et coupés par un plan donne 
suivant des cercles, des hyperboles équilatères ou des paraboles 

9' La projection d'une section plane d'un cône de révolution sur  un  ila an 
perpendiculaire à l'axe mené par le sommet est une conique ayant pour l'un 
de ses foyers le somniet et pour directrice correspondante l'intersection du 
plan sécant et du plan de  projection. 

iO@Trouver 1'Bquation de la projection sur  un plan perpendiculaire à l'axe 
d'un cône de révolution, d'une courbe tracbe sur  ce cône et qui se  transfornle 
en une ligne droite quand on développe le cône sur  un plan. 

1 i T r a u v e r  l'équation de la surface eriçendrce par une droite qui s'appuie 
sur  deux droites rectangulaires données D, D' et fait avec D un  angle donné. 

Etiidiei. les sections de la surface par des plans parallèles aux  droites D, D' 
ou pf:rperidiculaires a la droite D. 

22' Ti~ouver l'équation de la surface engendrée par une droite qui s'appuie 
sur  deux droites rectangulaires données D et Dr, et s u r  la circonférence d'un 
cercle dont le centre est s u r  la droite D et dont le plan est perpendiculaire 
à cetle droite. 

Étudier les sections de la surface par des plans perpendiculaires à D. 
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13" Soient deux cônes de révolution ayant leurs axes parallèles, l'inlersec- 
tion de ces cônes projetée sur un plan perpendiculaire à leurs axes est un 
ovale de Descarles. (Quételet.) 

Remarque. - Un ovale de Descartes est le lien des points tels qu'entre 
leurs distances r, r' à deux points fixes F? F' appeles foyers on a la relation 

La courbe a un troisième foyer situ6 sur la  droite FFI. 
En prenant pour pôie un foyer, l'équation de la courbe en coordonnécspo- 

laires est 
p ' -2 (acosw+bs inw+c)p+  d = 0 .  

140 Soient A, B deux coniques focales, les cônes ayant même sommet et 
ces focdes respeclivement pour directrices se coupent à angle droit. 

15' Etant données une sphère et  deux droites rectangulaires touchant la 
sphère aux extrémilés d'un même diamètre, trouver l'équation de la surfaco 
engendrée par une droite qui s'appuie sur les deux droites données et reste 
tangente à la sphère. 

16' Trouver la surface engendrée par une ellipse variable qui a pour centre 
un point donne O, pour sommet un point donné A et dont un autre sommet 
décrit une droite D. 
170 Trouver l'équation de la surface engendrée par un cercle passant par 

deux points donnés et dont la circonférence s'appuie sur une droite donnbe. 
18' La surface qui a pour équation 

est coupée suivant quatre cercles par la sphère dont i'bquation est 

9 La surface ayant pour Bquation 

est de révolution. (Coordonnées rectangu1aires.j 
20" La section d'un tore par un plan bi-tangent se compose de deux cercles 

égaux. (Yvon Villarceau.) 
21' La section d'un tore par une sphère bi-tangente se compose de deux 

cercles. 
220 La surface engendrée par une ellipse tournant autour d'une droite si- 

tuée dans son plan est coupée suivant deux ellipses par un plan bi-tangent. 
Les projections de ces ellipses sur un plan perpendiculaire à l'axe de révo- 
lution ont pour foyer commun le point où ce plan rencontre l'axe. 

25.   tant donnés un plan P et un point O, on joint le point O aux diffé- 
rents points M du plan et, par le point M, on mène un plan Q perpendicu- 
laire sur o M  ; trouver l'enveloppe des plans Q. 

Même question, en remplaçant le plan P par une sphère n'ayant pas son 
centre au point O. 
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240 Démontrer que l e  lieu des cenlres des sphères S tangentes à trois 
sphères données ayant pour centres les points m ,  ml, m" est une conique A.  

L'expression des distances des centres hl des sphères S aux trois poinls 
m, ml, ml1 est une fonction lineaire des coordonnées du point M ; il en 
que les trois points ln, m', m" sont situés sur une des focales de la  coniqiie A. 

L e  lieu des points de contact des sphères S avec chacune des sphères don- 
n6os est un cercle. 

L'enveloppe des sphères S est appelée la cycltde Je M. Dupin; le prohlEme 
suivant permet de trouver facilement l'équalion de cette enveloppe. 

2 2  On donne trois axes rectangulaires et une ellipse A ayant pour équa- 
tions 

S u r  cette ellipse on prend un point quelconque M ayant pour ah.icisse z, 
et, sur  sa focale hyperbolique B, on prend un point na ayant pour abscisse a. 

Cela posé, on consid&re la sphère S ayant son centre au point M et pour 
rayon 

h étant une conslante et la sphère s ayant son centre au point m et pour 
rayon 

Trouver la surface enveloppe des sphères S, le point M décrivant I'e11;pse A. 
Si l'on prend trois sphères s, s,, s, ayant respectivement pour centres des 

points m, m,, nz, de L'hyperbole B, ces sphères sont tangentes à la  splihre 
variable S ; il en résulte que l'enveloppe des sphères S est la cyclide de 
M. Dupin. 

Quand le point m dbcrit l'hyperbole 13, les sphères s enveloppent la lnkine 

cyclide. 
Les caractéristiques de l'enveloppe des sphères S sont des cercles dont les 

plans passent par une même droite; les plans des cercles, caractéristiques de 
l'enveloppe des sphères s, passent aussi par une mEme droite. 

Démontrer que les sphères S passenl par deux poinls fixes silués sur  la 
focale B ; quand ces points sont imaginaires les sphères S coupent orlhogo- 
nalement la  circonfbrenee d'un cercle doublement tangent à l'ellipse A .  

Les sphères s jouissent de propriétés analogues. 
2€P Les normales à une surface réglée aux diîférenls points d'une généra- 

trice sont sur  un paraboloïde hyperbolique. - On fera usage de la formule 
de Chasles (104). 

27' Deux surfaces gauches ayant une génératrice commune sont telles que 
les deux plans tangents passant par cetle génératrice et qui leur sont com- 
muns se coupent i angle droit. Démontrer que, pour la ghératr ice commune, 
le plan central de l'une des surfaces touche l'autre au point où le plan 
eeiitral de celle-ci touche la première. (Mannheim.) 
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CHAPITRE PREMIER 

CLASSIFICATION DES QUADRIQUES. 

115. L'équation générale du second degré à trois variables est 
de la forme. 

nous nous proposons de classer les surfaces représentées par 
cette équation et de déternliner leur forme. 

Yous représenterons par A le discriminant de la fonction homo- 
gène à trois variables 

y = A x 2 +  A ' y ~ + A n ~ ~ + 2 B y a +  2B1ax+2B"xy  

et par H celui de la fonction homogène à quatre variablos 

Nous poserons donc 

Pour fixer les caractères 

' H =  

analytiques des différentes classes da 

A B" B' C 
B" A' R . C' 
BI B  Al/ Cl1 
C C' C" D 
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surfaces que nous aurons à considérer, nous nous appuierons sur 
le thkorème suivant : 

Théorème. - Pour qu'une fonction homogène et du  second 
degré de n variables soit la somme des carrés de n fonctions li- 
néaires homogénes et distinctes de ces variables, il faut et il sufht 
que le discriminant de cette fonction ne  soit pas nul. 

Pour que cette fonction soit la somme des carrés de n - p  fonc- 
tions linéaires homogénes et distinctes des mêmes variables, il faut 
et il suffit que tous les mineurs cle son discriminant soient nuls, 
jusqu'à ceux de l'ordre p - 1 inclusivement. 

Ce théoréme que l'on démontre en Algèbre peut être établi par 
les considérations employées en Géométrie plane (G.P. 109). 

Division des quadriques en cinq classes. 

Nous examinerons les deux hypothèses suivantes : 

1. - Les coefficients des carrés xa, y9, ze dans la fonction f ne 
sont pas mis à la fois. 

I I .  - Les coefficients de ces carrés sont nuls à la fois. 

Les coefficients des carrés  x2, y2 e t  %"ne sont  pas nu l s  
à la fois. 

116. Pour fixer les idées, supposons A'O. On a identiqu* < 
ment. 

1 
(2) f = A  ( ~ x + ~ ~ ~ + B ' x + C ) ~ + A ~ y ~ + A " z ~ + 2 B y z  

1 
+2C'y+2CUz+D-- ( 3 " y + B 1 z + C ) 9 ;  

A 

nousdésignerons par P la fonction A x + B" ?/ f B'% + CC, qui n'est 

pas autre chose que la demi-dérivée f fi- 
1 

L'expressiorr qui suit le terme - P" dans le second membre de 
A 
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la ~e la t ion  (2), est une fonction de  deux variables au  plus qui 
pourra être du second degré, du premier degré ou se  réduire à 
une constante. 

S i  elle est du second degré, on a vu en Géométrie plane 
(G. P. 104), qu'elle peut être ramenée à l'une des formes sui- 
vantes : 

pQ9+yRB+h 
PQ-fR 
B Q S +  h. 

Si  elle est du premier degré, on la représentera par Q ; si elle 
est constante, on la représentera par h. 

En résumé, dans l'hypothèse considérée, la fonction f pourra 
être ramenée, par des transformations simples, a l'une des formes 
suivantes : 

I aJ?" fpQ2+yR2+h 
I I  .P"fQ2+R 
I I I  .P" fPQ"h 
IV a P 2 + Q  
V = P z +  h. 

Dans ces formes a, p, y, h sont des constantes et  P, Q, R re- 
présentent des fonctions linéaires des variahles x, y, 2; contenant 
la première trois variables, la deuxiéine deux variables et la 
troisième une seule variable. 

De cette remarque, il résulte que les plans représentés par les 
équations 

l ' = O  o z 0  R=O 

forment un véritable trièdre. 

Les coefficients des carrés x4, ye e t  a2 sont n u l s  à la fois. 

On a alors 

Les trois coefficients B, B', Bn ne peuvent pas être nuls en 

même temps ; pour fixer les idées nous supposerons B > O. < 
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On a identiquement 

2  
(3) f = B ( ~ ~ f  B " ~ + c ' ) ( B y + B ' x f  C " ) + ~ C X + D  

2 -- ( B " x + C ' ) ( B t x f  C"). 
B 

Nous désignerons par P et par Q les fonctions Bz + Bwx + C' 
et B y+ Bf x  + C qui rie sont pas autre chose que les demi-dé- 

1 i l  
rivées f y  , fi . 

2 
L'expression qui suit le terme- PQ, dans le second membre 

B 
de  la relation (3), est une fonction d'une seule variable qui pourra 
être du second degré, du premier degré, ou se  réduire à une 
constante. 

Si elle est  du second degré on la ramènera à la forme yH9 + h. 
Si elle est du premier degré on lareprésentera par R ; si elle est 

constante on la représentera par h.  
En résumé, dans cette seconde hypothèse, la fonction f pourra 

être ramenée, par des transformations simples, à l'une des formes 
suivantes : 

Remarque 1. - On a identiquement 

donc les formes I', Il', III' revionnent ilespectivement aux formes 
1, II, III. 

Remarque II. - Les fonctions linéaires Pt, Q, peuvent con- 
tenir les mêmes variables, mais les plans représentés par les 
équalions 

P t = 0  Q,=O 

OU, cc qui est la même chose, par les équations 
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ne sont ni parallèles entre eux, ni rejetés à l'infini, ni parallèles 
au plan des y z. 

En effet ces plans passent par l'intersection des plans P et  Q 
qui est à distance finie; de plus B n'est pas nul. 

D'un autre côté la fonction linkaire R ne contient que la va- 
riable s ; de cette double remarque il résulte que les plans 
représentés par les équations 

forment un véritable trièdre. 

117. De tout ce qui précède il résulte que l'équation d'une qua- 
drique peut être ramenée à l'une des cinq formes suivantes: 

1 U P " ~ Q ~ + ~ R ~ $ - ~ = O  
11 uP"+fQ+R=O 

(G)  III aP2+FQ2+h = O  
IV aP2+R = O  
V aP"h = O. 

Ces formes sont évidemment distinctes ; on est donc conduit A 
diviser Ies quadriques en cinq classes. 

La première classe comprend toutes les quadriques dont l'équa- 
tion peut être ramenée à la forme 

La deuxième classe comprend toutes celles dont l'équation 
peut être ramenée à la forme 

La troisième classe cornprend toutes celles dont l'équation 
peut être ramenée à la forme 

La quatrième classe comprend toutes celles dont l'équation 
peut être ramenée à la forme 
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Enfin la cinquième classe comprend toutes celles dont 1'8qua- 
tion peut être ramenée à la forme 

Caractères analytiques des différentes classes 
de quadriques. 

118. Deux remarques très simples nous permettront de trouver 
immédiatement les caractères analytiques des différentes classes 
de  quadriques. 

Première  remarque.  - Pour fixer les idées, considérons les 
quadriques de  la première classe. 

Posons. 

P = p + l  Q = y + m  R = r + n ,  

1, m, n désignant des constantes et  p, q, r des fonctions linéaires 
et homogènes des variables x ,  y,  a. 

Groupons en outre ensemble les termes de  même degré dans 
la fonction f, nous aurons 

Si l'on rend homogènes la fonction f et  la fonction 

.P9+ BQ2+yRsf h, 
on obtiendra l'identité 

y=xp2+ ~ q 4 + y l - 9 .  

On verra de  même que, pour les quadriques d e  la deuxième et 
d e  la troisième classe, on a 

y=ap2+  Pq9, 
et que, pour celles de la quatrième et de la cinquième classe, on a 

Deuxième remarque.  - Rendons hornogènes la fonction f et 
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les premiers membres des équations du  groupe (G) ; remplaçons 
ensuite Rt  par 

on vérifiera, sans difficulté, les propriétés suivantes : 
i0 Pour les quadriques de la première classe, la fonction f ren- 

due homogène est la somme des carrés de quatre fonctions 
linéaires, homogénes et  distinctes. Ce nombre se  réduit à trois 
si  h est nul. 

2" Pour  les quadriques de la deuxième classe, cette fonction f 
est  la somme des carrés d e  quatre fonctions linéaires. 

3 O  Pour les quadriques de  la troisième classe, cette fonction f 
est la somme des carrés d e  trois fonctions linéaires. Ce nombre 
se  réduit à deux si h est nul. 

Pour les quadriques d e  la quarrieme classe, cette fonction f 
est la somme des carrés d e  trois fonctions linéaires. 

5"our les  quadriques d e  la cinquième classe, cette fonction f 
est la somme des carrés de deux fonctions linéaires ; elle est  
carré parfait s i  h est  nul. 

I Ces deuxremarques étant faites, si l'on applique aux fonctions cp 
et  f le théorème rappelé au paragraphe 115, on formera immé- 
diatement le tableau suivant faisant connaître les caractères ana- 
lytiques des différentes classes de quadriques : 

Première classe. 

Deuxième classe. 

Troisième classe. 

Quatrième classe. 

Cinquième classe. 

A =  O tous les mineurs du premier ordre ne son1 
pas nuls. 

H 2 0 .  
- - 

A = O tous les mineurs du premier ordre ne son! 
pas nuls. 

H=O. 

A = O tous les mineurs du premier ordre sont nuls, 
H=O tous les mineurs du premier ordre ne son1 

pas nuls. 

A = O  tous les mineurs du premier ordre sont nuls 
H=O tous les mineurs du premier ordre sont nuls 
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DIVISION DES QUADRIQUES EN GENRES. 

Première classe. 

119. L'équation des quadriques de la première classe peut être 
ramenéo à la forme 

nous prendrons pour nouveaux axes de coordonnées le trièdre 
OXYZ formé par les trois plans P, Q, R. 

Quand on passe des anciens axes o x y x  aux nouveaux, la fonc- 
tion linéaire P des variables x, y, r, devient une fonction linéaire 
des nouvelles variables X, Y, Z, qui, égalée à zéro, doit repré- 
senter le plan YOZ dans le nouveau système d'axes. 

De cette remarque, qui s'applique également aux fonctions Q 
et R, il résulte que l'on peut poser 

1, m, n étant des constantes. 
L'équation des quadriques de la première classe rapportées 

aux axes OXYZ sera donc 

Nous distinguerons deux cas principaux qui correspondent au 
genre ellipsoïde et au genre hyperboloïde. 

120. Genre ellipsoïde. - Les coefficients a ,  p, y sont de  même 
signe. - Nous pouvons supposer que ces trois coefficients sont 
positifs ; ce cas s e  subdivise en trois autres. 

1" h (O. - Posons 

l'équation de la surface deviendra 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 26 LIVRE IV. - CHAPITRE I 

Prenons sur l'axe des X de  part et  d'autre d e  l'origine des lon- 
gueurs OA=OA'=al; sur i'axe desY deslongueurs OB=OB'=bf; 
sur l'axe des Z des longueurs OC = OC' = c', la surface passera 
par les points (A, A'), (B, B')! (C, C'). 

Les sections de la surface par les plans de  coordonnées ont 
respectivement pour équa- 

i tions 

Fig. 29. 
Ces sections sont des ellip- 

ses rapportées à deux diamètres conjugués et  passant respecti- 
vement par les points (A, A'), (B, B'), (C, C'). 

Maintenant la section de cette surface par un plan parallèle au 
plan ZOY a pour équations 

cette section est une ellipse réelle quand d est compris entre - a' 
et + a'. De plus les points où elle rencontre les deux ellipsesABA1, 
ACA' sont, par rapport a elle, les extrémités de  deux diamètres 
conjuçiiés. 

La surface peut donc etre considbrée comme engendrée par 
une ellipse dont le plan reste parallèle au  plan YOZ et qiii ren- 
contre les ellipses ABA', ACA' en des points qui sont, par rapport 
a l'ellipse mobile, les extrémités de deux diamètres conjugiiés. 

On voit que la surface est limitée dans tous les sens ; on la dé- 
signe sous le nom d'ellipsoïde. 
2 9  = O .  - L'équation 

admet seulement la solution 
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Elle reprkente  un point ; on dit  que l'ellipsoïde se réduit à un 
point. 

30 h>O. - L'équation (1) n'admet aucune solution réelle; on 
dit qu'elle représente un ellipsoïde imaginaire. 

121. Genre hyperboloïde. - Les coefficients cc, p, y n'W pas 
le même signe. - Nous pouvons toujours supposer que a et p sont 
positifs et que y est négatif; ce cas se  subdivise en trois autres. 

i0 h (O. - Posons 

l'équation de  la surface deviendra 

Prenonssurl'axe des X de part et d'autre de l'origine des Ion- 
gueurs OA=OA1=a'; sur l'axe desY des longueurs @B=OBf=h' ; 
sur l'axe des Z des longueurs OC = OC' = c', la  surface passera 
par les points (A, A'),  (B, B') et 
sera rencontrée par OZ en deux 
points imaginaires. 

Les  sections de la surrace par 
les plans coordoiin~s ont respec- 

tivement pour équations. 

Y"2 X=O ---- , 1 = 0 ,  
b'9 c 9  

X"2 
y=o ---- , 1 = 0 ,  

a "2 

X"9 Z = O  -J---1=0. 
I '  

a %  a 2  Fig. 30. 

Les deux premières sections sont des hyperboles G, G' ayant CC' 
pour diiimbtre imaginaire; les diamètres conjugués de CC' sont 
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respectivement BB' et AA'. La troisième section est une ellipse 
dont AA' et BB' sont deux diamètres conjugués. 

La section de la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

cette section est une ellipse qui reste réelle quand d varie de- oo 
à f a .  De plus, les points où elle rencontre les hyperboles G 
et Gf sont, par rapport à cette ellipse, les extrémités de deux 
diamètres conjugués. Il est important de remarquer que les extré- 
mités d'un même diamètre sont sur des branches différentes des 
hyperboles G, G'. 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par 
une ellipse dont le plan reste parallèle au plan XOY et qui ren- 
contre les hyberboles G, G' en des points qui sonl, par rapport à 
l'ellipse mobile, les extrémités de deux diamètres conjugués ; 
deux extrémités d'un même diamètre étant d'ailleurs siiuées sur 
des branches différentes des hyperboles directrices. 

On voit que la surface es t  formée d'une seule nappe indéfinie 
dans tous les sens ; on la désigne sous le nom d'hyperboloïde à 

une nappe. 

i" P h > O. - Posons 

l'équation de la surface deviendra 

Les axes OX, OY rencontrent la sur- 
face en ries points imaginaires et 
l'axe OZ la rencontre en deux points 
réels C, C', tels que OC = OC' = cf. 

Les sections de la surface par les 
Fig. 31. plans coordonnés ont respectivement 
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p u r  équations 

Les deux premières sections sont des hyperboles G,G' ayant CC' 
pour tliamètre réel ; les diamktres conjugués de CC' sont respec- 
tiveineiit OY et OX. La troisième section est  une ellipse imaçi- 
nnirr. 

La section de la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

cette section est une ellipse qui n'est réelle que pour les valeurs 
de d non comprises entre - c' et  +cf. 

De pliis, les points où elle rencontre les hyperboles G, G' sont, 
p:ir ra~iport a cette ellipse, les extrémités de deux ditimèlrescon- 
jiigués. II es t  important d e  remarquer que les extrémilés d'un 
mème diamètre sont sur  la même branche d'hyperbole. 

L a  surface peut donc être considérée comme engendrée par 
une ellil~sc dont le plan reste parallèle au plan XOY et qui ioen- 
contre les hyprrboles G, G' en des points qui sont, par rapporl à 
l'ellipse mobile, les extrémités do deux diamètres conjugués; 
deiix exti+iniiés d'un même diamètre étant d'ailleurs sur la même 
branche des hyperboles directrices. 

On voit que la surface s e  compose de deux nappes séparées et  
incl6firiies l'une dans le sens des cotes positives, l'autre dans le 
sens des cotes négatives ; on la désigne sous le nom d'hyperbo- 
loitle à deux nappes. 

30 h = O. - L'équai ion de  l a  surface, en mettant en évidence 
les signes des coellicients, prend la forme 
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Tout plan parallèle au plan XOY coupe la surface suivant une 
ellipse réelle; de plus, i'équation précédente est homogène par 
rapport aux coordonnées X, Y, Z ; la surface est donc un véritable 
cône. 

Deuxième classe. 

122. L'équation des quadriques de la deuxième classe peut 
6ti.e ramenée à la forme 

Cette équation devient 

si l'on prend les plans P, Q, R pour les plans de coordonnées ZOX, 
X )Y, ZOY. 

Xous clistinguerons deux cas. 

123. l0  Paraboloïde elliptique. -Les coefficients u et p sont 
d e  même signe. -On peut toujours supposer que les coefficients u 

et p sont positifs et que le coefficient n est négatif. Si ce dernier 
coerficient élait positif, on 
changerait le sens des abs- 
cisses positives. 

Posons 

n n 2p1  =- - 2qf=--  
X a 1" p nt9' 

l'équation de la surface de- 
viendra 

Y"2 
Fi;. aa. - + T - ~ ~ = O .  P' 

Les sections de la surface par les plans coordonnés ont respec- 
tivement pour éy uations 
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La première section est une ellipse réduite à un point; Io 
plan YOZ touche donc la surface à l'origine. 

Les deux autres sections sont des parabolos G, G' ayant OX 
pour diamètre commun, respectivement tangentes aux axes OZ, 
OY et s'étendant toutes les deux à l'infini dans le sens des ahs- 
cisses positives. 

La section de la surface par un plan parallkle au plan XOY a 
pour équations 

Y" Z = d  -- d" 
ZX+-=O;  

P' 4' 

cette section est une parabole égale a la parabole G' et qui n'est 
pas autre chose que cette parabole transportLe de manière que le 
point O de cette courbe vienne en un point D de la parabole G. 

La surface peut donc être considérée comme engendrée par la 
parabole G' qui se transporte de  manière que le point O décrive 
la parabole G. 

On voit que la surface est formée d'une seule nappe limitée 
dans le sens des abscisses négatives et illimitée dans le sens des 
abscisses positives, on la désigne sous le nom de paraboloide 
elliptique. 

Les sections par des plans parallèles au plan tangent YOZ sont 
des ellipses. 

124. 2 O  Paraboloïde hyperbolique. - Les coefficients a et p 
sont de signes contraires.- 
On peut toiijours suppo- 
ser a>O, p<O,n<O. 

Posons 

n n 2 p f = -  - 2 q 1 = + p 7  
a 1" 

l'équation de la surface 
devieridra 

Y2 ZB ----BX=O. 
P' Y' 

Les sections de la sur- 
lace par les plans coor- Fig. 33. 
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ilo~més ont respectivement pour équa~ions 

L a  première section se  compose de deux droites passant par 
l'origine ; le plan YOZ touche donc la surface en ce point. 

Les  deux autres sections sont des paraboles G, G' ayant OX 
pour diamètre commun, respectivenient tangentes aux axes OZ, 
OY et s'étendant a I'infirii la première dans le sens des abscisses 
négatives, la seconde dans le sens des abscisses positives. 

La section de  la surface par un plan parallèle au plan XOY a 
pour équations 

cette section est une parabole égale à la parabole Gr et  qui n'est 
pas autre chose que cette parabole transportée de manière que le 
point O de  cette coui*be vienne en un point D de la parabole G .  

La surface peut donc être considérée comme engendrée par la 
parabole G' qui se  transporte de manière que le point O décrive 
la parabole G. 

On voit que la surface est formée d'une seule nappe illimitée 
dans le sens des abscisses positives et dans ceiui des abscisses 
nPçati\.es; on la dési;rne sous le n o m  deparaboloïde hyperbolique. 

Les sections piir des plans parallèles au  i11;in tangenl YOZ sont 
des hyperboles dont doux diamètres conjugués sont parallèles l'un 
a OY, l'autre a OZ. Quand le plan sécant rencontre la parabole G', 
les extrémités du diamètre réel sont sur cette parahole ; qiiand il 
rencontre la parabole G, les extrémités du diamèlre réel sont SUI- 

cette parabole. 

Troisième classe. 

125. L'éiluntion des quadriques de la troisième classe peut être 
rainonée à la forme 

a P + p Q 4 +  h=0. 
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Quand h n'est pas nul, cette équation représente un cylindre 
ayant pour directrice une ellipse réelle ou imaginaire, ou une hy- 
perbole. 

Quand h est  nul, l'équation représente deux plans sécants réels 
ou imaginaires conjugués dont l'intersection est une droite réelle. 

Remarque.- 11 résulte de là que, pour que l'équation du second 
degrO à trois variahles représente d w x  plans s6cants réels ou 
imaginaires, il faut et il suffit que A soit nul, tous les minetu.:: du 
premier ordre ne I'éiant pas, et qu'en outre H soit nul airisi que 
tous ses  mineurs du  premier ordre. 

Quatrième classe. 

126. L'équation des quadriques de la quatrième classe peut êtro 
ramenée à la fornie 

elle représente un cylindre parabolique. 

Cinquième classe. 

L'équation des quadriques de la cinquième classe peut être rai 
menée à la forme 

uP"h=O; 

elle représente deux plans paralltles réels ou imaginaires si h n'est 
pas nul, et  deux plans con f~ndus  si h est nul. 

Dans ce dernier cas la fonction f est un carré parfait, donc I i  
est nul ainsi que tous ses  mineurs jusqu'à ceux du second ordre 
inclusivement. 

127. La mbihode suivie pour diviser les quadriques en classes 
et  subdiviser les classes en genres, donne un moyen facile pour 
déterminer la nature d'une quadrique représentée par une équa- 
tion donnée. 

11 sul'fira pour cela de ramener, par les transformations indi- 
quées précédemment, l'équation de  la surface aux formes 1, II, 
III, IV, v. 
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Comme la nature de la surface de chaque classe ne dépend que 
des signes des coefficients a, p, y, h, il sera inutile, dans les appli- 
cations, de  mettre en évidence les coordonnées X, Y, Z. 

Discussion de quelques équations numériques 
du second degré. 

Exemple 1. - Soit l'équation 

On peut donner successivement à cette équation les formes sui- 
vantes : 

L'équation peut donc être ramenée à la forme 

P"Q2+R2+3.\-4=0. 
Donc 

À < 4  Ellipsoi'de. 
h==4 Un point. 
A>4 Ellipsoïde imaginaire. 

Exemple II. - Soit l'équation 

On peut la ra~nenér  à la forme 

P3+Q2-R2f ++1=0 
en posant 

P=x-y-a Q = y + a  R - y - l .  
Donc 

h < - l  Hyperboloïde à une nappe. 
h = - i  Cone. 
X > - 4  Hyperbolozde à deux nappes. 
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Exemple III. - Soit l'équation 

On peut donner siiccessivementà cette équation les formes sui- 
vantes : 

L'équation peut donc être ramenée à la forme 

elle représente un paraboloïde elliptique. 

Exemple IV. - Soit l'équation 

On peut la ramener à la forme 

en posant 

Donc 

h<5 Cylindre elliptique. 
1 = 5  Deux plans imaginazres conjugués. 
1 > 5  Cy lindl-e elliptique imay inaire. 

Exemple V.  - Soit l'équation 
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On la ramène immédiatement à la forme 

( $ + y - x + 2 ) ~ - 2 ( 2 y - x + 1 ) = 0 ;  

ellc représente un cylindre parabolique. 

Exemple VI. - Soit l'équation 

~ 2 + y ~ + 9 ~ ~ - 6 y ; ~ ; + 6 ~ ~ , - 2 x y - x  f y - a z + X = O .  

On la ramène immédiatement à la forme 

Donc 
1 

h <4 Deux plans parallèles réels. 

1 
kg Deux plans confondus. 

1 
X > Deux plans paralldles imaginaires. 

Exemple VII. - Soit l'équation 

On peut donner successivement à cette équation les formes sui- 
vantes : 

2 ( 2 ; - x ) ( y + 2 ~ ) - 2 ~ - 1 + 4 x ~ = O  
I  5 

2 ( a - x ) ( y + 2 x ) f 4 ( 4 x -  I ) % - - = O ,  4 

L'équation peut donc être ramenée à la forme 

5 
PQf R9-4=0,  

c'est-à-dire à la forme 

Elle représente un hyperboloïde à une nappe. 

128. Remarque. - Lorsque, par les transformations que nous 
avons fait connaître, on a donné à 1'6quation du second degré 
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l'une des formes du groupe G, on est certain que los plans P, Q, R 
forment un véritable trièdre : on peul alors prendre ces plans pour 
plans coordonnés. 

II n'en est plus de même quand ondonne a priori l'équation de  
la surface sous l'une des formes du groupe 13. 

Dans ce  cas il faudra toujours commencer par examiner si les 
trois plans P ,  Q, R forment un vérilable trièdre. S'il en est ainsi, 
tout ce qui a été dit précédemment reste vrai. 

S i  les trois plans Pl Q, R ne forment pas un véritable triédre, 
on aura entre les fonctions P, Q, R u n e  relation d e  la forme 

L'une d'entre elles est  donc une fonction linéaire des deux 
autres et l'équalion de  la surface deviendra 

Cette surface est donc. un cylindre ; l'étude de la section par un 
des plans de coordonnées fera connaître la nature du cylindre. 

Exemple.  - Soit l'équation 

Elle est de la forme 

Ps f  QR=O, 

et elle représentera un cône si  les trois plans Pl Q ,  R fornient un 
véritable trikdre. 

Ces trois plans ont pour équations 

et l'on voit facilement qu'ils ne se  coupent pas ; la surface consi- 
dérée est  donc un cylindre. 

La section par le plan yoz a pour équation 

Cette section est  une véritable ellipse et  la surface est un cy- 
lindre elliptique. 
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CENTRE. - CONE ASYMPTOTE. - PLANS DIAMETRAUX 

IPES QUADRIQUES. 

Centre. 

129. Définition. - On appelle centre d'une surface un point par 
rapport auquel tous les points de  la surface sont syme'triques deux  
à deux.  

Théorème. - Pour que l'origine des coordonnées soit cent1.e 
d'une surface alyébrique, i l  faut e t  il suffifit que, dans  son e'rpation, 
mise sous forme entière,  tous les termes soient de  m ê m e  parité. 

En groupant ensemble les termes de même degré, l'équation 
de  la surface prendra la forme suivante : 

Une droite passant par l'origine est  représentée par les équa- 
tions 

danslosquelles a, P, y sont les coordonnées d'un point déterminé D 
de  la droite, x, y et  a celles d'un point variable M de cette droite ; 

oM 
quant à l a  quantité p, elle est égale au  rapport - pris positive- 

o D  
ment si  les deux directions o M ,  o D  sont de même sens, e t  néça- 
tivement dans le cas contraire. 

Les valeurs de p qui correspondent aux points où la sécante 
rencontre la surface sont données par l'équation 

On démontrera comme en géométrie plane (Cr.  P. 145 j que, pouf 
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que l'origine soit centre, il faut et  il suffit que l'on ait, quels que 
soient a,P et y, 

l'équation de la surface ne peut donc contenir que des termes des 
degrés m, E - 2, rn - 4.  . . 

Recherche du  centre.  - Polir trouver le centre d'une surface 
on trarisportera l'origine en  un point indéterminé A (x0, yo, zo), et  
l'on cherchera s'il est possible, en profitant de l'indétermination 
des coordonnées xo, yo, zO1 de faire disparaître tous les termes de 
degré pair si  la surface est d'ordre impair, et tous les termes de 
degré impair si  cette surface est d'ordre pair. 

Application a u x  quadriques. - E n  transportant l'origine des 
coorclonnées au point A(x0, yo,ao), l'équation générale f ( z l  y, a) = O  
des quadriques devient 

(r, y, x,) représentant, suivant une convention déjà faite, l'en- 
sem1;le des lerrnes du second degré dans la fonction f. Pour que 
la nouvelle origine soit centre, il faut et il suffit que l'on ait à la 
fois 

Ces trois Bquations sont appelées les équations 1/11 ce1l11.e. 

Règle. - On obtient les équations du centre d ' m e  quatb~ique en 
égalant à ziro les dérivtfes parlielles du premier membre de son 
équation. 

Discussion. - Si l'on considère xol y. et  zo comme des coor- 
données coürantes, chacune des équations (1) représente un plan, 
et  le centre est au  point d'intersection d e  ces trois plans. 

Les équations du centre développées sont, en  supprimant les 
indices, 

A x + B M y  + B ' x + C  = O  
(2) B"x+ A 1 y + B z + C ' = O  

B'xf B y + Aflx+ C''=O. 
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Nous distinguerons plusieurs cas : 
10 Les trois plans du centre forment un véritable tritdre. - La 

surface a alors un centre unique à distance finie. 
2 O  Les trois plans du centre sont paralléles ii une même droite.- 

La surface a un centre unique rejeté à i'infini. 

Remarque. - Dans ce cas, l'un des plans d u  centre peut être 
rejeté à I'iiifini. 

S0 Les trois plans du centre passent par une même droite. - La 
surface a alors une ligne de centres à distance finie. 

Remarque. - Dans ce cas, l'équation d'un des plans du centre 
peut se réduire à une identité. 

4" Les trois plans du centre sont parallèles. - La surface a une 
ligne de centres ~ejetée à l'infini. 

Remarque. - Dans ce cas, l'un des plans du centre peut êlre 
rejeté à l'infini et un autre indéterminé. 
5" Les trois plans du centre sont confondus. - La surface a un 

plan de centres. 

Remarque. - Dans ce cas, un ou deux plans du centre peuvent 
être indétorminés. 

De la discussion précédente, il résulte que les quadriques peu- 
vent être divisdes on cinq classes. 

Première classe. - Quadriques ayant un  centre unique à dis- 
tance &nie; 

Deuxième classe. - Quadriqzm ayant u n  centre unique ù dis- 
tance infinie ; 

Troisième classe. - Qzrrrdriques ayant une ligne de centres à 
distance finie ; 

Quatrième classe. - Qwadriqries agnnt une ligne de ce~ztres à 
distance infinie ; 

Cinquième classe. - Q~intlriyirs n ! p t  wn plan de centres. 
Noiis allons d4monti3er que cilic cl:issific:ition est ail fo.irl idon- 

tique avec celle que nous avons donnée ail paragralihp 115. 
Montrons, par exemple, que, diins les deux classifications, la 

première clssse comprend les ini.mes quadriques. 
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bans  la première classification les quadriques de  la première 
classe sont représentées par l'équation 

et l'on voit immédiatement que toutes les surfaces de cette classe 
ont un cenire unique à distance finie. Ces surfaces appartiennent 
donc à la première classe, dans la deuxième classification. 

Réciproquement, toutes les quadriques de  la première classe 
(deuxième classification) appartiennent à la première classe (pre- 
mi2i-e classification). 

En effet, s'il en était autrement leur équation pourrait être ra- 
menée à l'une des formes suivantes : 

e t  la surface considérée n'aurait pas un centre uniyue à distance 
finie. 

Lo même raisonnement s'applique à la comparaison des qua- 
driques des autres classes, dans les deux classilications. 

Ces classifications sont donc identiyues. 

Équation des quadriques de la premiére  classe 
rapportées au centre.  

130. Quand on prend pour origine le centre des quadriques d e  
la première classe, leur équation s e  siiiiplifie et devient 

Calcul de D,. - On a 

xo, y,,, so désignant les coordonnées du centre, coordonnées 
qui satisfont aux éqiiations (1). Si l'on rend homogène la fonc- 
tionf(x, y ,  a), le théorème d'Euler donne l'identité 
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Lorsque, dans cette identité, on fait to = l ,  les coeficierits 
de  zo ,  de y. et de a. s'annulent d'après les équations (1) ; quant 
au terme f(50, yo, ao, t o ) ,  il devient égal à Di. 

En résumé, pour avoir Di, il faudra éliminer xo, y0 et xo enlre 
les équations 

où l'on aura posé to = 1, c'est-à-dire entre les équations 

On obtient ainsi la relation 

131. Nous terminerons l'étude du cenlre par quelques re- 
marques, souvent utiles, su r  les quadriques n'ayant pas un centre 
unique à distance finie. 

Théorème 1. - Quand l'équatiou du second degré représente un 
cylindre parabolique, les termes du second degré forment u n  carre 
parfait. 

En effet, on a alors identiquement (116) 

P et Q étant des fonctions linéaires des variables x, y, a. 

Théorème II. - Quand l'équation du second degré représente 
deux plans paralliles, l'ensemble des termes du second degré est, G 
un  facteur constant près, le carrt de l'ensemble des termes du pre- 
mier degré. 

En effet on a alors identiquement (116) 
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ou bien 

Cone des directions asymptotiques. - Cone asymptote. 

132. Points à l'infini. - Lorsqu'on coupe une surface algé- 
brique d'ordre m par une droite quelconque, l'équation aux abs- 
cisses des points d'intersection est du degré m ; il peut arriver 
que, pour certaines positions de la sécante, cette équalion s'abaisse 
au degré m -p. Dans ce cas, la droite ne rencontre plus e n  réa- 
lité la surface qu'en m - p  points, mais on convient de dire qu'elle 
la rencontre en m points dont p s e  sont éloignés à l'infini. 

Définition. - Quand toute droite parallèle Ù une direction D 
rencontre une surface en des points dont l'un est rejeté à l'infini, 
on dit que la direction D est une direction asymptotique. 

Le cône qz~i a pour gétzératrices les parallèles, menées par un  
point de i'espace, ù toutes les directions asymptotiques est appelé le 
cône des directions asymptotiques de la surface. 

Théorème. - O n  obtient l'équation du cBne des directions asymp- 
totiques d'une surface algébrique en égalant à zéro l'ensemble des 
termes du degré le plus élevé dans son equation mise sous forme 
entière. 

Groupons ensemble les termes du même degré, l'équation de 
la surrace prendra la forme 

Soient a, p, y les coefficients de direction d'une droite D ; une 
paral!èle à cekte droite aura pour équations 

Les valeurs de p qui correspondent aux points où cette parallèle 
rencontre la surface sont données par l'équation 
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l'un des  points de rencontre sora rejeté a I'iiifini si l'on a 

 PR(^, p, y)=O. 

On aura l'équation du c8ne des directions asyinptotiqiws. la 
soininet étant a l'origine, en éliminant a, p, y entre la relation 
précédente et les équations 

!=y=!l 

a F Y  
de la direction D. 

L'équation de ce cône est  donc 

'pa (2, Y, 1 = 0. 

En appliquant le théorème précédent aux qiiadriqiies e t  pre- 
nant les équations de ces surfaces sous les formes réduites Lrou- 
v é ~ s  au paragraphe 116, on vérifie immédiatement les propriétés 
iridiiluées dans le tableau suivant : 

Ellipsoïde. 

RBel. Hyperboloide. 
Paraboloide ou 

R é d u i t  a u n e  un cylindre el- 
droite. liptiques. 

uncylindre hy- 
perboliques. 

1 Cylindre para- 
holique oufor- 

Forme d'un plan mée de deux 
double. p l a n s  paral- 

léles. 
I 

Le cOne des direc- 

tions asympto- 
tiques est 

- 

Cone asymptote. 

- 

133. Définition. - On appelle cône asy~nptote d'un hyperboloïde 
le cone lieu des droites menées par le centre parallèlement aux di- 
rectiom asy~rbptotiqucs. 
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L'h~perholoïde étant rapporté à son centre a pour équation 

l'équation du cône asymptote est donc alors 

On voit que chaque généralrice de ce cône rencontre la surface 
en deux points rejetés à I'iiilini; par suite, on peut regarder le 
cône asymptote d e  I'hyperboloïcle comme le lieu des droites pas- 
sav1 par son centre et rencontrant la surface en  deux poinls rejetés 
ù l'infitzi. 

Théorème. - Le cône asymptote est L'envelcppe des plans tnn- 
gents à l'h~jperboloïile dont le point de contact est rejeté ù l'infitli. 

Rapportons encore l'hyperboloïde à son centre, et soient 

les coordonnées d'un point M d e  sa surface. L'équation du plan 
tangent en ce point sera 

et l'on aura en  outre la relation 

Si l'on fait tendre t vers zéro, le point 51 s'éloignera à l'infini, 
sur  la surface de l'hgperboloïde, dans la direction G définie par 
les équations 

X y--. - - 
" P Y  

D'un autre côté, les équations (3) et (4) deviennent 
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elles montrent que le plan tangent à l'hyperboloïde, dont le p ~ i n t  
de contact s'éloigne à I'infini, a pour posilion limite un plan tac- 
gent au cône asymptote en tous les points de la droite G. 

Remarque. - Ces plans tangenls limites sont aussi appclés 
les plans asymptotes de l'hyperboloïde. 

Problème. - Un hyperboloïde é tant  rapporté ù des axes quel- 
conques, trouver l'équation d u  cône asymptote. 

Soit 
f ( x ,  Y ,  2;) = 0 

l'équation de l'hyporholoïde, les axes de  coordonnées étant quel- 
conques. 

Si l'on transporte l'origine au centre de  la surface, son équa- 
tion deviendra 

Dans le nouveau système d'axes, le cône asymptote a pour 
équation 

Y(", Y ,  ")==O 
ou bien 

H ' H  
-x=o. 

1-1 
Maintenant, quand on revient aux asesprimitifs,la fonction cp + - 

1 
se  change en f ;  donc dans le système d'axes primitifs l'équalion 
du cône asymptote est 

134. Définition. - O n  appelle surface diamétrale d'une surface 
donnée S le lieu des mil ieux des covdes de la s u ~ ~ f a c e  S pa~~nliti les ù 
une  direction donnke. 

Nous allons démontrer que, dans les quadriques, les surfaces 
diamétrales sont des plaiis. 
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Ces surîaces diamétrales sont alors appeléesplans diamét~'aîtx. 
Soient o D  une droite passant par l'origine, à laqiielle toutes 

les cordes doivent être parallèles, et  cc, ,B, y ses coefficients d e  
direction. Prenons dans l'espace un point quelconque P(x, y, a), 
les cooràorinées X, Y, Z d'un point variable pris sur  la corde 
passant par le point P seront données par les relations 

Soit maintenant 
f ( X ,  Y, Z)=0 

l'équation de la quadrique, les valeurs de p qui correspondent aux 
points A et  B où la corde rencontre la surface sont les racines 
de l'équation 

f ( x f  .PI Y+ P P I  z + r p ) = 0 1  

c'est-à-dire de 1'Cquation 

Nous supposerons d'abord que le coefficient y~(cr, (3, y )  de p2 n'est 
pas nul. - L'équation (5) donne alors pour p deux valeurs finies; 
par suite, les points A et B ainsi que le milieu M d e  la corde AB 
sont situés à distance finie, et  l'on peut faire coïncider le point 
arbitraire P avec le milieu M. Cela étant, les racines de l'équa- 
tion (5) seront égales et de  signes contraires, et  l'on aura la 
relation 

à laquelle doivent satisfaire les coordonnées x, y, z du point M 
milieu de  la corde AB. 

Cette relation étant du premier degré, on en conclut que, dans 
les quadriques, les surfaces diamétrales sont des plans. 

Remarque. - On vérifie facilement que l'équation des plans 
diamétraux peut être mise sous la forme suivante : 
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Discussion d e  l 'équation des plans diamétraux.  

135. Reprenons l'équation générale des plans diamétraux, 

et  cherchons cornment ces plans sont placés dans les quadriques 
des différentes classes. 

1" La quadrique est de la première classe. - Dans ce cas, tous 
les plans diamétraux passent-par le centre, car les coordonnées de  

I I I  

ce  poinl annulent à la fois f s ,  f , f z .  
Y 

Réciproquement, tout plan passant par le ceittre est u n  plan 
diamétral ; en effet, s i  l'on donne toutes les valeurs possibles aus  
coefficients de direction a ,  p, y des cordes conjuguées d'un plan 
diamétral, l'équation (6) pourra représenter un plan quelconque 
passant par le centre. 

Remarque. - Les réciproques des théorémes qui vont suivre 
se  démontrant de la même malzière, il nous suffira de les e'rzo~lcer. 

2 O  La quadriqzie est de la seconde classe.- Dans ce cas, les trois 
plans du centre sont parallèles a une même droite D, et, par l'in- 
tersection de deux d'entre eux, on peut faire passer un plan paral- 
lèle au troisième ; on a donc identiquement 

ct l'éqiiation du plan diamétral devient 

Tous les plans diamétraux sont donc parallèles à îine ~nêtile 
droite D. 

Réciproquement; tout plan parallèle à la droite D est u n  platt 
diamétral. 

Remarque.  - Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
l'un des plans du centre soit rejeté à l'infini ; le premier membre 
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de son équation, f i  par exemple, se  réduit à une constante v et 

l'équation du plan diamétral prend la forme 

La propriété que nous veflons de démontrer subsiste encore. 
3" La quadrique est de la troisième classe. - Dans ce cas les 

trois plans du centre passent par une niêrne droite, et  l'on a iden- 
tiquement 

L'Bquation du plan diamétral devient 

tous les plans diamétraux passent donc par la l i p e  des centres. 

Réciproquement, tout plan passant par la ligne des centres est 
un plan diamétral. 

Remarque. - Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
l'un des plans du centre soit indéterminé, la propriété précédente 

1 

subsiste encore. E n  effet la fonction fz, par exemple, est nulle iden- 

tiquement, et  l'équation du plan diamétral prend la forme 

40 Ln qzincll-ique est de la quatrième classe. - Dans ce cas, les 
trois plans du centre sont parallèles, e t  l'on a identiqueillent 

L'équation du plan diamétral devieni 

tous les plans diamétraux sont parallèles entre eux. 
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Réciproquement, tout plan parallde aux trois plans du 
centre est un plan diamétral. 

Remarque. - Dans le cas qui nous occupe, il peut arriver que 
l'un des plans du centre soit indéterminé et un autre rejeté à l'in- 
fini; la propriété précédente subsiste encore. En  effet la fonc- 

1 I 

tion f , par exemple, étant nulle identiqirement et la fonction fi  
Y 

se  réduisant à une constante EL', l'équation du plan diamétral prend 
la forme 

a L + r ' Y  = O .  

5" La quaclrique est de la c2nquiZme classe. - Dans ce cas, los 
trois plans du centre sont confondus, et l'on a identiquement 

L'équation du plan diamétral devient 

toiis les plans diamétraux sont co~tfo~tdus. 

Remarque. - Dans le cas qui nous occiipe, il peut arriver que 
deux des plans du centre soient indéterminds ; la propriété pré- 

I f  

cédente subsiste encore. En effet les fonctions f , f z ,  par exemple, 
Y 

étant nulles identiquement, l'équation du plan diamétral se ré- 
duit à 

Plans diamétraux singuliers. 

136. Nous allons maintenant examiner le cas où les coeîficients 
de direction de la droite oX3 salisfont à la relahion 

c'est-à-dire le cas où OD est une direction asymptotique de la 
quadrique. 
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Dans cette hgpolhèse, l'équation (5) a une racine infinie, et l'un 
des  deux points A ou B est rejeté à l'infini ; le  milieu hl de  la 

!corde AB est  donc lui-même, en général, rejeté à l'infini, et l'on 
n e  peut plus, comme dans la première hypothèse, faire coïncider 
le point P avec le point M. 

Assujettissons les coordonnées du  point P à satisfaire à l'é- 
quation 

c'est-à-dire à l'équation 

Si l'on regarde x, y, z comme des coordonnées courantes, cette 
équation représentera un plan Q ; pour toutes les positions du 
point P dans le plan Q, le coel'ficient de  p, dans l'éytiation (5). 
s m a  nul et les cordes menées parallèlement à oD rencontreront 
la surface e n  deux points rejetés à l'infini. 

Maintenaiil il est facile de démontrer que toutes ces cordes sont 
situées dans le plan Q ; pour cela, il suffira de faire voir qu'ollei 
sont parallèles à ce plan, car elles ont avec lui un point com- 
mun P. 

Or on a identiquernent 

mais, par hypqthèse, le second membre de cette identité est nul, 
on a donc la relation 

qui exprime que la direction o D  est parallèle a u  plan Q. 
En résumé, le plan Q est le lieu des droites parnllèles ù ln direc- 

tion asytiptotique o D  et rencontrant la quadrique en dvux points 
rejetés à l'infini. 

Remarque. - Le plan Q coupe la quadrique suivant une co- 
nique C ; s i  le point P coïncide avec un point de cette co~ ique ,  
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l'équation (5) devient une identité et la corde correspondante est 
située sur  la surface. 

Ainsi toutes les cordes menées par un point de la conique C 
parallèlement à la direction asymptotique oD sont situées sur  18 
quadrique; cette conique s e  compose donc, en général, de deux 
droites réelles ou imaginaires parallèles à oD. 

Nous verrons plus loin que, pour certaines quadriques, l'une 
des droites et même les deux droites peuvent être rejetées àl'in- 
fini. 

Dans tous les cas, le plan Q coupant la quadrique suivant deux 
droites donl le point de rencontre est à l'infini, est un plan 
asymptote. 

137. Nous allons maintenant faire connaître les principales pro- 
priétés des plans diamétraux singuliers dans les différentes qua- 
driques. 

Nous remarquerons d'abord que l'ellipsoïde, l e  paraboloïde 
elliptique et le cylindre elliptique n'ont pas, en réalité, de plans 
diamétraux singuiiers, car ces surfitces n'admettent pas de  cdne 
asymptote. 

10 La surface est un hyperboloïde. - Les plans diamétraux sin- 
guliers étant des plans asymptotes, on en conclut le théorkme 
suivant (133) : 

Théorème. - Les plans diamétraux singuliers d'un hyperboloïde 
sont tangents au  cône asymptote. 

2" La surface est un paraboloïde hyperbolique. - Dans ce qui va 
suivre nous représenterons par P et Q deux fonctions linéaires et 
homogènes des variables x, y, x ; et par P,, Q, les valeurs que 
prennent ces fonctions quand on y remplace x, y ,  z respecli 
vement par a, pl  y. 

Nous poserons donc 

P = a s  f b y f c n  Q =a 'xf  b y +  c'a 

et 

Pi=aaf  bp+ey Q,=ara+  b'p$ cry. 

La quadrique étant un paraboloïde hyperl-ioliqiie, la fonction cp 
est une difîérence de  deux carrés que l'on pourra meltre sous la 
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forme 2PQ. L'équation générale des plans diamélraux singuliers 
est 

PQ,+QP,+Cuf  C f p +  CifY=O, ( 1 )  

et l'on a la relation 

Pl y)=213,Q,=0. 

On voit que les plans diamétraux singuliers forment deux sé- 
r ies;  l'équation de; plans d'une série es; 

P Q , + C z + C f p + C " y = O  avec P,=O, 

et celle des plans de l'autre série est 

Q P , + C ~ + C ' ~ + C " ~ = O  avec Q,=0. 

En combinant l'équation des plans de la première série, par 
exemple, avec celle de la surface 

on obtient, pour représenter la section de la surface par ce plan, 
les deux équations du premier degré 

La section est  donc formée d e  deux droites dont l'une est re- 
jetée à l'infini. 

Théorème. - Les plans diamétraux singuliers d 'uf t  paraboloïde 
hyperbolique forment clelrx séries; les plans d s  chaque série sont 
pni.alldes entre eux et  coupent la surface suivant deus  droites dont 
l'une est rejetée à l'infini. 

30 La surface est u n  cylindre hyperbolique. - L'équalion du 
cylindre pouvant être mise sous la forme 

cellc des plans diamétraus singuliers sera 
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et l'on aura la relation 

y (M, B, Y) = Pi Q I =  O. 
Il y a donc deux plans diamétraux singuliers détermin& ayant 

respectivement pour équalion 

P-O ou Q = O ;  

ils coupent le cylindre suivant deux droites rejetées à l'infini. 
Les plans diamétraux singuliers sont indéterminés si a, p, y 

annulent à la fois P, e t  Q,. 

Théorème. -- Le cylindre hyperboliqzte admet deux plans din- 
mitraux singuliers déterrnitzt!~ coupant chacun la surface suivant 
deux droites rejetées ù l'infini, et des plans diamdtraux singuliers 
it@étenninés. 

4 O  La surface est un cylinclreparabolique. - L'équation d u  cy- 
lindre pouvant être mise sous la forme 

celle des plans diamétraux singuliers sera 

et l'on aura la relation 

Les  plans diamétraux singuliers sont donc, en général, rejetés 
à l'infini ; ils sont ind6terminés quand les coefficienk de direc- 
tion a, p, y satisfont en outre à la relation 

c'est-à-dire quand oD est parallèle aux génératrices du cylindre. 

Théorème. - Les pluus d i a m é t ~ m x  singuliers d'un cglindre 
parabolique sont rejeth ù l'infini ou imléternzinés. 

3 La surface se compose de deux plam parallèles. - L'équa- 
tion de la surface pouvant être mise sous la forme 
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celle des plans diamétraux siriguliers sera 

PP,=O; 
e t  l'on aura la relation 

Les plans diamétraux singuliers sont donc inddtorminés. 

Théorème. - Les plans diamétraux singuliers d'une quadriqzre 
formée de deux plans parall2les sont indéte~minés.  

138. Pour  compléter i'étude des plans dianiétraux singuliers, nous allons 
montrer qu'on peut les  considérer, à un certain point de vue, comme des plans 
diamétraux. 

Afin de faciliter la démonstration, nous prendrons le plan diamélral singu- 
lier Q comme plan des xoy, l'axe des x étant parallèle à l a  direction asginp- 
totique correspondante. 

Reprenons l'équalion ç é n h a l e  des quadriques 

L'axe des  x coupant la surface en deux points rejet& i l'infini, on a 

Maintenant la seclion d e  la  surface par le plan xoy, qui a pour équations 

doit représenter deux droites parallèles 5 ox, les deux droites on une seule 
d'entre elles pouvant d ' a i l l~urs  être vejelécs à l'infini ; par suile B" doil ê l re  
nul e t  I'équslion de l a  quadrique devient 

Cela posé par un point P(x, y, O )  d u  plan xoy menons une corde parollde 
a une direclion o n  faisant avec o x  un angle O), les coordonnées d'un point 
quelconque de celle corde seront données pa r  las relations 

Les valeurs de p qui correspondent aux points A et  B où la corde rencontre 
la surlace sont les racines d e  i'équation 

P ' Q ( ~ ,  P, Y)+P(P~,,+~~~) + f ( ~  y, 0) =O, 
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car  on a ici 

f z  = 2 B'z =O. 

Quanl aux coordonnies S, Y, Z d u  milieu M de la corde A B  elles sont  
fourilies par les bqualions 

Si  l'on fait tendre w vers zéro, la corde devient parallkle à o z ;  par  suilc ? 
et y tendent vers  zéro. 

Assujellissons $ et y à salisfaire à l a  relation 

alors, si l'on fait tencii'e y vers zéro, los équalions (7) montrent que X, Y, Z 
ont respectivement pour limites 

comme m est quelconque, o n  voit que le point M a pour limite tel point que 
l'on voudra de l a  parallèle menée à o x  par  l e  point P. 

II résulte de là  que chaque point d u  plan x o y  peut Eire regar jé  comme !e 
milieu d'une corde parallèle à os et située dans  ce plan;  ce plan peut donc 
être considéré comme un plan diambtral. 
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ÉQUATION E N  S. - PLANS PRINCIPAUX. 

Étude algébrique de l 'équation en S. 

139. La recherche des plans principaux d'une quadrique conduit 
à considérer l'équation du troisième degré 

nous commencerons par étudier celte équalion que l'on appelle 
l'équation en S. 

Cette étude a été faite par plusieurs géomètres ; nous allons 
exposer successivement les méthodes de Cauchy et de Jacobi qui 
permettent de montrer que l'équation en S a ses racines r6elles 
e t  de separer les racines (1). 

Nous modifierons les analyses de ces deux géomètres, ce qui 
nous permettra d'en présenter les résultats par des considéra- 
tions ayant entre elles une assez grande analogie. 

Représentons par a, a', a" les mineurs principaux du détermi- 
nant 4(S)  et par b,  b', b" ses mineurs secondaires, ce qui revient 
à poser 

(1) CAUCHY, Exercices de hlathématiqric.~, t. III, p. 1 ; t. IV, p. 140. 
JACOBI, Joiirnal de Crcllc, t. XII. - Jacobi's Gesanimcllc Ilrcrlic, D d .  III ,  

p.  190. 
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Nous aurons les identités suirantes, qui sont faciles à v h i -  
fier : 

( A  - S ) A ( S ) = a f a " - b n  B A ( S ) = b l  b" - b  a  

(2) ( A 1 - S ) A ( S ) = a ' a  -b'n (3) BfA(S)=b"b  -b 'ar  
1' 

( A " - S ) A ( S ) = a  a' - - b  2 B" A ( S )  = b  b' - b' 'a". 

Ida considération des identités (2) nous conduira à la méthoda 
de Cauchy, e t  celle des identités (3) à la méthode d e  Jacobi. 

Méthode d e  Cauchy. 

140. Nous distinguerons quatre cas. 

Premier cas. BB'B"' O. - Considérons l'équation a = O, < 
c'est-à-dire l'équation 

Si,  dans la fonction a, on remplace successivement S par - co , 
A", A' et  f col en supposant, pour fixer les idées, A" moindre 
que A',  les résultats auront les signes indiqués dans le tableau 
suivant : 

On voit que l'équation a = O  a deux racines réelles, inégales et  
diff4rentes des quantités A" et  A'. L'une des racines s, es t  com- 
prise entre -a, e t  A", l'autre s, entre A et + m .  

Supposo~is d'abord qu'aucune des racines s,, s, n'annule b', ce  
B" l3 

qui revient à dire qu'aucune d'elles n'est égale à A' -- - 
li> 

Si, dans la seconde des identités (2), on remplace S successi- 
vement par si e t  par s2, le second membre se réduira à la quan- 

tité - bf"ui n'est pas nulle. Il résulte de là que les produits 
(A' -s ,)A (s,) , (A' - s,)A(s,) sont négatifs ; mais le facteur 
A' - s, est positif, et le facteur A' - s, est négatif, donc on aura 
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Celn posé, dans la fonction A (S): remplaçons successivement 8 
p:w - C O ,  si, sg, +CO, les résultats auront les signes indiqués 
dans le tableau suivant : 

On voit que l'équation A (S)  = O  a trois racines réelles S,, S2, 
S, et nécessairement iriégales. 

Supposons maintenant que s, annule b', la seconde des iden- 
tités (2) montre que A(s,) est nul. 

L'équation A (S) = O  admet donc la racine si et comme elle a 
encore une racine S, comprise entre s, e t  f co , ses trois racines 
sont réelles. 

Remarque. - Quand s, annule b', cette quantité annule anssi bu;  
cela résulte d e l a  troisième des identités (2). On a donc 

BUB BR' - A ' - = * - .  
4 -  B ' B" 

Maintenant en formant la dérivée de A(S), on trouve 

h f ( S ) = - ( a + a '  f a"); 

d'où l'on déduit facilenient 

A' (si) = 
$2 + ~ ' ' 2  

B'B" 6 ($1 ). 

Cotte relation montre que, si b(s,) n'est pas nul, les trois ra- 
cines s, ,  s,, S, sont distinctss. 

Dans le cas contraire, c'est-à-dire quand on a 

la valeur commune de  ces trois rapports est une racine double. 

> Deuxième cas. B" = O, BB' < 0. - L'équation en  S devient 
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Si l'on suppose d'abord A<A' ,  on pourra former le tableau 
suivant : 

s -03 A A' + C O  

A(S) l +  - + - 0  

Il montre que l'équation A(S) = O a ses trois racines i'éolles et  
in6gales. 

Supposons maintenant A =A'; 1'6quation A ( S  j = O  s e  décom- 
pose en  deux . 

La première donne S = A ,  et l'on montrera, comme on l'a h i t  
précédeininent pour I'équation a = O, quo la seconde équation a 
ses deux racines réel!es, distinctes et  qu'elles diffèrent de A. 
L'équation A (S) = O a donc ses trois racines réelles et  rlistiiictes. 

Ainsi, qua~zcl un seul des coefficients B,  B', B" est nul, l'équation 
A(S) = O  a ses trois racines réelles et inégales. 

Troisième cas. B r =  B" = O ,  B ' O. - L'équation A (S) = O  < 
devient 

(A-S j  [ (A1-S)(A"-S)-B2]=O;  

elle admet la racine A et les deux racines distinctes de  l'équation 

Cette équation a donc encore ses trois racines réelles et çéné- 
ralement distinctes. 

Pour yue l'équation ail une racina double, il faut que A annule 
a, ou que l'on ait 

Quatrième cas. B ==BI = Bv = O. - L'écption A (3 )  = O 
devient 

(A-s)[A'-s)(A" - SI= O. 

Quand les coefficients A, A', A" sont inégaux, les trois racines 
de cette équation sont réelles et inégales; quand deux de  ces 
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caeKeients sont égaux, l'dquation a une racine double; enfin ses  
trois racines s m t  égales, quand les trois coefficients A, A', A 
sont égaux. 

En résumé, l'éqziation A(S) = O a ses trois racines réelles et 
généralement distinctes. 

Elle a une racitle double qualzcl on a 

ou bien quand on a 

Elle a une racine triple quand on a 

niéthode de Jacobi. 

141. On a encore 5 distinguer quatre cas ; nous examinerons 

seulementl'hypothèse BB'BI' =O, les trois autres cas s e  traitant 

comme dans la méthode de Cauchy. 
Nous nous servirons ici des identit,és (3). 
Désignons Dar 1, A', A" les racines des équations 

c'est-à-dire posons 

=US aurons 

Remplaçons S par A dans la première des identités (3), par 1, 
II 11 
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dans la deuxième et par A" dans la troisième, il en résultera 

B'B" 
A(A )=-(A-A') (A-),") 

B 

BB' 
A (A") = - (A' - 1) (AU-  A'). 

B" 

Supposons d'abord les trois quantités 1, A', X"inéçales, ct soit 
X <X' < A w .  Deux cas peuvent se présenter. 

1" BB'B") O. - Dans la fonction A (S) remplaçons successi- 
vement S par - C O ,  hl A', À", + m l  les résultats de ces substitu- 
tions auront les signes indiqués dans le tableau suivant: 

S - CO A 1' A" +a, 

A (Y) 1 +  + - +  -- 
11 montre que l'équation C (S) = O a ses trois racines réelles, 

inégales e t  séparées par la suite 

A X' A" +m. 

20 BBf13"<0. - L e  tableau précédent est alors remplacé par 
le suivant : 

S -Co X X' ln + C o  

f -  - 
11 montre que l'équation A (S) = O a ses trois racines réelles, 

inégales et séparées par la suite 

-00 X X' la. 

Siipposons maintenant que deux des trois quantit6s A, A', hW 
soient égales ; soit, par exemple, 1' =An.  

Pour S = A' & E la première des identités (3) donne 

B 
A(A'&t)=+-(R'P+BV9)(A'-X)~+h-*+ls~. - B'B" 

On peut prendre lo nombre positif E assez petit pour que A(>'  & E) 

ait le signe de son premier terme; donc les racines de l'équat5il 
A (S) = O sont séparées par l'une des deux suites 

X l ' -a  k ' f é  +CO 

-co À A '  A ' + ,  
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suivant que BB'B" est positif ou n é ~ a t i f .  Elles sont réelles et 
distinctes; mais l'une d'elles est égale à A', car s est aussi petit 
que l'on voudra. 

Supposons enfin A = A' = A"; chacune des identités ( 3 )  donne 

L'équation A (S) = O a une racine double S = A ,  e t  l'on n 

142. L'étude complète cles méthodes de Cauchy et de Jacohi 
nous a fait connaitre les conditions nécessaires e t  suffisantes pour 
que I'équation en S ait des racines multiples; nous allons traiter 
directement cette questiûn et démontrer les deux théorèmes sui- 
vants : 

Théoreme 1. - Pour qu'un nombre o soit racine double de 
l'équation en S ,  il faut et il suffit que ce nombre ataizule tous les mi- 
netirs du premier ordre du détermiizaut A ( S ) ,  sans a~zuuler tous 
ses éléments. 

1" Ces sonditiom sont izécessaires. - E n  effet, o étant supposé 
racine double annule d'abord A (S) et par suite, d'après !es iden- 
tités (2), satisfait aux équations 

On conclut de  la que, pour S = a, les trois minours principaux 
a ,  a', a" sont nuls ou de même signe. 

Maintenant o doit annuler aussi la dérivée A1(S), c'est-à-dire 
la somme 

a+a'+a"; 

donc les trois mineurs principaux sont nuls pour S= a, et par 
suite aussi les trois mineurs secondaires b, b', b". 

J e  dis maintenant que le nombre a n'annule pas tous les élé- 
ments du déterminant A (S) ; car, s'il en était ainsi, la dérivée 
seconde 

s'annulerait et a serait racine triple. 
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2" Les conditions sont suffisantes. - En effet, tous les mineurs 
du premier ordre elant nuls pour S = a, on a à la fois 

A (a) = O A' (a) = 0. 

D'un autre côté, des égalités 

il résulte que les quantités A - u, A' - a, A" - o sont nulles ou 
de même signe. Elles ne sont pas toutes nulles, car, s'il en était 
ainsi, on aurait B = Br = BI' = O, et tous les éléments du déter- 
minant A ( S )  seraient nuls, ce qui est contre l'hypolhèse ; on a 

donc A" (o) > O, et a est seulement racine double. < 
Développement des conditions prkcédentes. - On doit avoir, à la 

fois, 

(4) a=O al=O al'=O 

Nous distinguerons quatre cas. 

Premier cas. BB' B" > O. - Des Bquations (5) on tire < 

comme ces valeurs de S satisfont aux équations (4), les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que l'équation en S ait une racine 
double sont 

B'B" - Bf'B BB' A-B-A --=A"--. 
B ' BU 

Deuxième cas. B" = O ,  BB1> O .  - La fmclion b" se  ré- < 
duisant à BB' n'est pas nulle; donc l'équation en S ne peut pas 
alors avoir de multiples. 

Troisième cas. B' = Bu = O, B ' O. -Les équations b' = 0, < 
b" = O sont satisfaites d'elles-mêmes, et l'équation b = O 
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donne S = A  ; en portant cette valeur dans les équations (4), on 
trouve la relation de condition 

(A1-A)(A1'-A)-B2=0.  

Quatrieme cas. B = Bf = B" =O. - Les  équations (5) sont 
satisfaites identiquement ; quant aux équations ( 4 ) ,  elles exigent 
que deux des coefficients A ,  A', A" soient égaux. 

Théorème II. - Pour qu'un nombre a soit racine triple de 
l'équution en  S ,  il faut et il suffit que ce nombre annule tous les 
Cltitnents d u  déterminant AjS). 
10 Ces conditions sont nécessaires. - En effet, d'api% le théo- 

rème 1, u doit annuler a ,  a ' ,  a", et par suite satisfaire aux égalités 

On voit que les trois quantiles A - u, A'- a, A" -a  sont 
nulles ou de m ê m e  signe; elles sont nécessairement nulles, car on 
doit avoir 

Les quantités A -a, A' - o, A - u ét,ant nulles, il en est de 
même de B, B', B". 

2 O  Ces conditions sont suffisantes. - En effet, quand elles sont 
remplies, on a à la fois, 

A (a) = O  A1(u) = O A" (u) = 0. 

Corollaire. - L'équation en S n e  peut pas avoir trois r a c i m  
nulles. - En effet on aurait alors à la fois 

A=A'=A"=B=Bf=B"=O, 

et  l'équation de la surface ne serait plus du second degré. 

Remarque. - Cette propriété peut être établie directement. 
L'équation en S développée est 

Ss-MS-PS-A=O 
en posant 

A$A1+A"=M 
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Pour que cette kquation admette trois racines nulles, il faut et 
il suffit que l'on ait 

Si du carré du premier mernhre de  la première égalité on re- 
tranche le double du premier membre de la seconde, on obtient la 
relation 

AS+ A ' + A ' ~ P $ ~ B ~ $ ~ B ' ~ +  2 ~ " 9 = 0 .  

On devrait donc avoir 

PLANS PBISCIPAUX. 

143. Définition. - On appelle plan principal d'une quadrique un 
plan diamétral perpendiculaire aux  cordes qu'il divise en  deux par- 
ties égales. 

Ces cordes sont dites principales. 
Dans ce qui suit nous supposerons les axes de  coordonnées 

rectangulaires. 
Soient a, p, y les cosinus directeurs d'une direction oD, les 

équations de cette direction e t  celle du plan diamétral correspon- 
dant. seront respectivement 

x y z  -=-=- 
= B u  

Le plan diamétral sera principal s'il est perpendiculaire h I;I 
dircciion oD, c'est-à-dire si  l'on a 

DBsignons par S la valeur commune des trois rapports prdcé- 
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dents, le problème sera ramené à la résolution des équations 
suivantes : 

où les inconnues sont S, a, p, y. 
Les équations ( 7 )  développées deviennent 

( A -  S)uf  B " p + B f y = O  
(6 B"a+(A1-S) P f  By=O 

B'ccf Bpf (A"-S)y=O.  

Ces équations linéaires et homogènes par rapport à a,  P, y 
doivent être vérifiées par des valeurs de ces inconnues dont l'une 
au moins n'est pas nulle, car la somme de leurs carrés est égale 
à l'unité ; le déterminant formé par les coefficients de ces incon- 
nues doit donc être nul, et l'on a pour déterminer l'inconnue 
auxiliaire S l'équation 

A-S B" 
B" A'-- S 

B A " - s  

L'équationprécédente n'estpasautre chose quel'éyuationh(S)=O 
étudiée a u  commencemerit de ce chapitre. 

Il nous reste maintenant à faire l'étude du plan principal et de 
la direction principale en tenant compte de  la nature des racines 
de l'équation en S. 

Remarquons auparavant qu'en vertu des relations (7 )  l'équa- 
tion (6) du  plan principal prond la forme 

hude du plan principal et de la direction principale 

144. Théorème 1. - A une racine simple de l'équation en S 
correspondent une direction principale déterminke et un seul plan 
priizcipal. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



468 LIVRE IV. - CHAPITRE III 

En effet, cette racine simple n'annulant pas lous les mineurs d u  
premier ordre du determinant A(S), les équations (7') s e  rédui- 
sent à deux  distinctes et donnent des valeurs uniques et détermi- 
nées pour les rapports de  deux des quantités a ,  (3, y à la troisièine. 

A cette racine simple correspondent donc une soule direction 
principale et un seul plan principal. 

ThBoréme I I .  - A une  racine double de  l'équation e n  S corres- 
poiuletit utle i~~ f in i t é  de  directions principales purallèles à u n  même 
plan et  u n e  ittfmité de plans pritu5patlx p a n a n t  par u12e ~nênte 
droite. 

En effet, cetle racine double annulant tous les mineurs du pre- 
mier ordre du déterminant A(S), les équations ( 7 ' )  se  réduisent 
à une. 

Si l'on suppose d'abord que BB'B" n'est pas nul, la racine 
double a pour valeur 

et les équations (7') s e  réduisent à l'équation unique 

à la racine double correspond donc une infinité de  directions prin- 
cipales parallèles au  plan qui a pour équation 

Si l'on suppose ensuite Br = B" = 0, la racine double a pour 
valeur S = A, et l'on a en outre la relation 

L a  première des équations (7')  devient une identité, et les deux 
autres s e  réduisent à l'équation unique 
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A la racine double S = A  coi.responù encore une infinité do  
directions principales parallèles su plan qui a pour équation 

Dans les deux hypothèses i'équatim du plan principal prend la 
forme 

P et Q étant deus  fonctions linéaires déterminbes et A un para- 
mètre arbitraire ; à une racine double correspond donc ilne infi- 
nité de plans principaux passant par uiie méme droite. 

Théorème III. - A une  racine triple de l'épatlion e n  S cor- 
respondent cornme directiotzs principales toutes les directiotts de  
l'espace et une  infinité de  plans principaux passant par zut nlèrne 
point. 

E n  effet, la racine triple annulant tous les éléments du déter- 
minant A(S), les équations (7')  se réduisentà des identités; toute 
direction de  l'espace peut donc être considérée comme principale. 

D'un autre côte, l'équation (9) du plan principal contient deux 

paramèlres arbitraires f ,  au premier d.cgré; il y a d o n c  uns 
Y Y  
1 1  

infinité de plans principaux passant par un même point ayant pour 
coordonnées 

La qiiadrique est alors une sphère. 

Théoréme IV. - Les direc?ions principales qui correspondent 
à deux  racines clifrérentes de l'équation en S sont pelpendicîilaires 
entre elles. 

Soient en effet (a, p, y), (a1,  F r ,  y') les cosinus des angles que 
font avec les axes de  coordonnées les directions principales qui 
correspondent aux racines différentes S, S. On a,  en vertu des 
Bquations ( 7 ) ,  les relations 
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d'où l'on déduit 

Le  second rnemùre cle la dernière relation est nul, car la fonc- 
tion cp dtarit homogène et du second degré, on a 

Le premier membre d e  la même relation est  donc également 
nul, et comme le facteur S - S' est différent de zéro, il en résulte 

les deux directions principales considérées sont donc perpendi- 
culaires entre elles. 

145. Des théorèmes précédents on déduit un corollaire impor- 
tant. 

Corollaire. - Dans toute quadrique il y a totijozirs au moins 
trois directions principales formant tilt trièdre trirectmzgle. 

E n  effet, s i  l'équation en S a ses  trois racines inégales, les trois 
directions pi~incipales qui leur correspondent sont perpendicu- 
laires deux à deus. 

Si l'équation en S a une racine double et une racine simple, les 
directions principales, en nombre infini, qui correspondent à la 
racine double sont dans un plan P perpendiculaire a la direction 
principale D qui correspond à la racine simple. On prendra pour 
arêtes du trièdre trirectangle la direction D et  deux droites rec- 
tangulaires parall6les au plan P. 

Si l'équation en S a une racine triple, on pourra prendre pour 
arêtes du trièdre trirectangle trois directions quelconques per- 
pendiculaires deus  à deux. 

Remarque. - Pour compléter l'étude des plans principaux, il 
reste à examiner ce qui arrive quand l'équation en S a une ou 
deux racines nulles. 

Tout ce que nous avons dit des directions principales reste vrai 
dans cette hypothèse, mais les plans principaux présentent des 
particularités qui méritent d'être signalées. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



PLANS PRINCIPAUX 171 

Nous distinguerons deux cas principaux : 

l o  La racine ~zzille est simple. - L'équation (9) du plan princi- 
pal se  réduit a 

Ca+Cip+Cny=O.  

Supposons d'abord que la quantité C a  + C'p f C" y ne soit pas 
nulle, le plan principal est alors rejeté à l'infini ; d'un autre côté, 
les équations (7'), où l'on doit faire S = O, deviennent 

Ces relations expriment que les trois plans du centre, thans- 
portés à l'origine, passent par une même droite ; la quadrique 
appartient donc à la deuxième classe; elle est un Paraboloïde. 

Supposons maintenant que l'on ait 

lc plan principal es1 alors indéterminé. 
D'un autre côté, la relation précédente jointe aux relations (10) 

exprime que les trois plans du centre passent par une même 
droite; la quadrique appartient donc à la troisième classe, elle 
est un cylindre el l iptique ou hyperbolique. 

P La racine nulle est double. - Dans ce cas les équations (10) 
s e  réduisent à une. 

Supposons d'abord que toutes les valeurs de a, p, y qui satisfont 
aux équations (IO) n'annulent pas la quantité Ca  + C'p + Cy, le 
plan principal est  alors rejeté à l'infini. 

D'un autre cbté, les équations (10) s e  réduisant à une, les trois 
plans du centre bransportés à l'origine s e  confondent; la qua- 
driqlie appartient donc à la quatrième classe, elle est un cylindre 
parabolique. 

Remarque. - Parmi les systèmes de valeurs d e  a ,  P l  y qui 
snLisfoilt aux équatioris (IO), il y en a un pour lequel on a 

le plan principal correspondant est indéterminé. 
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Supposons maintenant que pour toutes les valeurs de cl, P, -r 
satisfaisant aux bquations (10) on ait 

le plan principal est alors indéterminé. 
D'un autre côté, les équations (10) et (11) se réduisant à une 

seule, la quadrique a un plan de centres, e!le appartient à la cin- 
quième classe. 
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DIAMETRES ET AXES. 

146. Définition. - On appelle diuinètre d'une quadrique la 
droite intersection de deux plans diamétraux. 

Il résulte de cette définit,ion qu'un diamètre est représenté par 
les équations 

d e  deux plans diamétraux, considérées simultanément, i'équalion 
de  la quadrique étant 

f ( x ,  Y, z)=Q. 

Des équations (1) on tire 

les dénominateurs des trois rapports précédents représentent des 
constantes arbitraires a,  p, y ;  donc les équations d'un diamètre 
quelconque d'une quadrique peuvent étre mises sous la forme 
suivante : 

Si l'on se reporte aux propriétés des plans diamétraux dans les 
différentes classes de quadriques, on en conclut immédiatement 
les propriétés suivantes : 

10 Dans les qunilriques de la première classe tous les tliam&trn 
pusse~tt pur le ceu1r.e. 
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eo Dans les quadriques de la deuxiime classe tous les diamèti-es 

so~zt parallèles ù une même droite. 
30 Dans les quadriques de la troisidme classe tous les diamdtws 

sont confondus avec la ligne des centres. 
40 Dans les quadriques de la quatrième classe tous les diamètres 

sont iyjetés Ù l'infini. 
50 Dans les quudriques de la cinquième classe toute droite située 

dans le plan des centres est u n  diamètre. 

147. Théorème 1. - Le lieu des centres des sections d'une qua- 
drique par des plans parallèles entre eux est u n  diamètre. 

Remarque. - On prend quelquel'ois cetto propriété comme 
définition des diamètres. 

Soient 
f (z,  Y, 2) = 0 

l'équation de la quadrique et, 

celle d'un plan sécant, dans laquelle a, P, -; sorit des constantes 
et h un paramètre variable. 

Si, dans I'équation de la surface, on remplace a par sa valeur 

tirée de l'équation du plan, on obtient l'équation de la projection 
de la section sur Io plan des xy. Maintenant, le centre de  cette 
projection es t  évidemment la projection du centre de  la sectioii ; 
il i4sulte de là que, pour déterminer ce centre, il suM1.a de  joindre 
à l'équation ( 2 )  les équations obtenues en  égalant à zéro les dé- 
rivées par rapport à x et  à y d e  l'équation de  la section projetée. 

On peut obtenir ces dérivées sans faire la substitution dont 
nous avons parlé ; il suffit d'appliquer le théorème des fonctions 
composées à la fonction f ( x ,  y, a) en regardant a coinnie une 
fonction de x et d e  y définie par la relat,ion (3).  

On obtient ainsi les deux équalions 
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Pour avoir l'équation du lieu des centres des sections, il fau- 
drait éliminer h entre les équations (4 )  et (2)  ; comme les équa- 
tions ( 4 )  ne contiennent pas h ,  elles représentent le lieu des 
centres. 

Ce lieu est donc un diamètre D défini par les équaiions 

Nous dirons que le diamètre D est conjugué du plan P qui a 
pour équation 

Remarque 1. - Quand le plan P est défini par deux droiles 
ayant pour équations 

le diamètre D peut êlre représenté par les équations 

des deux plans diamétraux partageant en deux parties égales les 
cordes parallèles à ces deux droites. 

En effet, l'équation du plan P est alors 

et celles du diamètre D sont 

de ces équalions on tire facilement les Bquations (5). 
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Remarque II. -. Quand la surface a u n  centre uniqiie, le tlia- 
niètre D est parallèle a u x  cordes que le plan diamélral pat*alIèle nu  
plan P divise e n  deux  parties égales. 

En effet, soient ( a ,  b, c )  les coeîficients de direction de ces 
cordes, le plan diamétral aura pour équation 

Comme il est parallèle au plan P, on aura les relations 

1 I I 

' fa 'Qb l e .  -=-=- 
a B Y '  

elles expriment que le point ( a ,  b, c) est situé sur la droite ayant 
pour équations 

1 1 I 

'9 '92 'k-- -- - 
a B Y '  

c'est-à-dire sur le diamètre D transporté à l'origine : ce diamètre 
est donc bien parallèle la direction définie par les coefficients 
de direction a, b, c.  

148. Droites e t  plan conjugues en direction. - O n  dit 
qu'une droite D et u n  plan P sont conjuyués en direction quand les 
cordes que le plan diamétral parallèle a u  plan P divise e n  deux 
parties égales sont parallèles às D. 

Soient 
x y a  -=-=- 
= P r  

et 
ux+vy$w: l=O 

les équations qui définissent les directions de la droite D et du 
plan P;  la relation qui exprime que cette droite et ce plan ont des 
directions conjuguées est 

'9. - '9~-5. - 
u v w  
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En eflet, les cordes que le plan diamétral parallèle au plan P 
divise en deux parties égales sont définies par les équations 

elles seront parallèles à la droite D si les équations précédentes 
sont satisfaites Four x = a, y = p, a = y, c'est-à-dire si l'on a 

!L!---'Py 
u v w  

Théorhme II. - Si, par le sommet du cône asymptote d'une 
quadrique, on mène une droite D et ur, plan P eorljugués en direc- 
tion, le point d où la droite D rencontre le plan Q d'une conique i' 
située sur ce cône est le pôle, par rapport ù cette conique, de la 
droitep intersection des plans P et Q. 

Soient en effet 
y ( X ,  Y, Z )  = O  

l'équation du cône asymptote de la quadrique, l'origine étant au 
sommet, et 

X Y Z  
- - --=- 
a P Y  

celles de la droite D et du plan P. 
Les directions des axes de coodonnées étant quelconques, on 

peut supposer que l'on a pris le plan des xy parallèle au plan Q ; 
soient o'x', o'y' les traces des plans aox, a o y  sur le plan Q. 

Par  rapport aux axes o'xr,  O' y', lek coordonnées du point d sont 

et. l'équation de la droite p et  celle de la cûnique i' sont respec- 
tivement 

14 x + f! 1' + 10 il = O 
y(S,  Y, 11) =P. 

I I  12 
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L a  polaire du point d par rapport à la conique r a pour Bqi~a- 

Lion 

Si, après avoir remplacé z, y par leurs valeurs, on mu!tipliir 

les deux membres de cette équation par 1 elle devient 
h ' 

ou bien 
u X + v Y + w h = O  

en tenant compte des relations (7) .  La polaire du point d coïncide 
donc avec la droite p. 

449. Plans diamétraux conjugués. - On dit que rlezu plalts 
diamétraux d'ulte quadrique sont conjuguis quand les cordes quz 
l'un d'eux divise en deux parties égales sont parallèles à l'autre. 

Pour établir la relation exprimant que deux plans diamétraux 
d'une quadrique sont conjugués, nous distinguerons deux cas. 

Premier cas. -La qzadrique appartient à la premi21.e classe. - 
E n  prenant son centre pour origine, l'équation de la yiiadi-ique 
sera 

cp(x. u ,x )+D=O,  
et  les équations 

représenteront deux plans diamétraux P, P' .  
L a  direction des cordes que le premier plan P divise en deux 

parties égales est définie par les équations 

Il faut exprimer que ces cordes sont paralleles au  plan Fr, ou 
bien que la droite reprksentée par les équations précédentes est 
situ60 dans le plan Pr, 
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Pour cela il suffira d'éliminer s, y, a et  A entre les qualre Equa- 
tions 

ce qui donne la relation 

Cette relation dont nous désignerons le premier membre p a r e  
est syinélriqiie par rapport à (u, v ,  w ) ,  (u' ,  v' ,  w') ; donc chacun 
des plans P, Pt est parallèle aux cordes que l'autre divise en deux 
parties égales. 

E n  désignant par a ,  a',  a" les mineurs principaux du déternii- 
nant A et par b, b', b" ses inineurs secondaires, la relation (P = @ 
développée prend la forme 

Deuxième cas. -La quadrique appartient à la deuxième classe. 
- Daris ce cas, la relation @ = O n'exprime plus que les plans P 
e t  Pr sont conjugués, mais que l'un d'eux est un plan diamétral.. 

E n  elTet, on sait que le déterminant A est nul sans que tous les 
mineurs du premier ordre le soient; il en résulte que tous les mi- 
neurs principaux ne sont pas nuls, car les identités 

montrent que les égalités a  = a' =av = ij entrainent les sui- 
viintes : b = b' = b" = 0. 

Soit, par exemple, a z 0 .  On a 

a @ = ( a u + b w v f  b 'w)  ( s u $ - b t / l i ' +  b 'w ' )  

+ (ad - b"2) UV' f (na" - bln) ww' f (ab - b'b") (wuf f vd), 
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ou bien 

a c f , = ( a u + b " v f  b l w ) ( a u '  + BVv'+b'w'),  

Il 

car les coefhients au' - b  9 ,  au"- b'4, ab - b'b" sont nuls eri 
vertu des identités (8). 

L'équation Q> = 0 s e  sépare donc en deux 

Ces dernières expriment que les plans P o u  P' sont parallèles 
à la droite agant p m r  équations 

c'est-à-dire que l'un de ces plans est diamétral. 

Pour trouver, dans l'hypothèse considérée, la relation qui ex- 
prime que deux plans diamétraux sont conjugués, remarquons 
que l'équation de la quadrique est alors de la forme 

Les  équations 

représenteront deux plans diamétraux quelconques P ,  P'. 
Soient a, p, y les coefficients de  direction des cordes que le 

plan P divise en deux parties égales, ce plan sera aussi repré- 
senté par l'équation 

XX,f ~ Y Y , + C ~ + Ç ' P + C " ~ = O  

en posant 

X , = l a + m p - / - n r  Y , = l  x T ? t t  
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on a donc les relations 

Les cordes devant être parallèles au plan Pr, on a aussi 

la relation cherchée est donc 

EUU'+VV' =o. 
Remarque. - Cette relation convient aussi aux surfaces de la 

troisième classe ; quant aux surfaces de la quatrième et de la cin- 
quième classe, elles n'ont pas de  plans diamétraux conjugués, car 
pour les premiài-es tous les plans diamétraux sont parallèles, et 
pour les deuxièmes les plans diamhtraux se confondent. 

Théoréme III. - Deux plans diamétraux conjugut!~ Pl Pr d'une 
quadrique à centre déterminent sur un plan quelconque Q deux 
droites p ,  p' qui sont coquyz~ées par rapport à la section ï' du cône 
asymptote de la surface par le pial: 0. 

Le centre étant pris pour origine, les équations ik c4ne asyms- 
tote de la quadrique et celles des deux plans P ,  Pr seront respeo- 
tivement 

Y ( " ,  Y ,  % ) = O  
u x f  vy+wa=O u'x+vfy+w'z,=O. 

On peut süpposer que le plan des x y  est parallèle au plan Q, 
alors les équations de la conique 1' et des droites pl p' rapportées 
aux traces o'x', o'y' du plan Q sur  les plans x o z ,  zoy seront 

<P(x,  Y ,  h)=O 
u x f  v y + î u h = O  u'x+vly+w'h=O. 

La relation exprimant que ces deux droites sont conjuguées 
par r a p p b  à la conique l? est (G. P. 280). 

ou bien CJ = O ; le théorème est donc démontrb. 

A B" B'h u 
B" A' B h  w 
B'h B h  Anh%h 
U' V' W' h O 

= 0, 
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150. Droiies conjuguées en direction. - On dit que deirz 
droites D, D' on1 des directions conjuguées quand l'une d'elles est 
purallèle au plalr diamétral divisant e n  parties égales les cordespa- 
rall21es à l'autre. 

Soient 

les équations des droites D, D', la relation qui exprime que ccs 
droites ont des directions conjuguées esi 

En effet, !e plan diamélral divisant en parties é q d e s  les cordes 
pnrallèles à D, transporté à l'origine, a pour éqiiation 

e n  exprimant q w  ce plan est p a l l è l e  à Dr on obtient la rela- 
tion (9). 

Remarque. - Cette relation pouvant être écrite de la manière 
suivante : 

.,,'+~pBl+yi;'=o, 

h droite D est  aussi 1~aral:èle au plan diamétral divisant en dciix 
parties égales les cordes parallèles à D'. 

Théorème IV. - Si, par le sommet du cône asymptote d'une 
qzindripe, on  mène deux droites D, D' conjuguées e n  direction, les 
points d ,  d' où ces droites rencontreut le plan Q d'une conique ï 
située sur ce cône sont coqjtcgués par rapport Ù la coaique. 

En effet, le plan mené par le sommet du cône asymptote pal-al- 
Ièleinent au plan dinmétral partageant en  deux parties égales les 
cordes parallèles à D, contient la droite D' ; il passe donc par le 
point d'. D'un autre côté, sa trace sur le plan Q est la polaire du 
point d par rapport à la conique r (Théorème II) ; donc les deux 
points d, d' sont conjugués par rapport à r. 

Définition. - 011 dit que trois droites D, D', D" forment un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sjstZme trip1e)nent conjugué, quand elles sont deux à deux co)iju- 
giiées en  direction. 

Théorème V. - Si, par le sommet du cônz asymptote d'une 
quadrique, on mène tj-ois droites D ,  D' ,  D" coizjuguées en direction, 
les points d ,  d ' ,  cl" où. ces droites vencoiztvent le plan Q d'une co- 
nique l? située sur ce c h e  clétermiizent u n  t~'iarzy le conjugué par 
raj)port à cette conique. 

Çette proposition est une conséquence immédiate du Ihéo- 
rème IV. 

151. Diamètres conjucjués. - Deux diam2tres d ' m e  quadiique 
ù centre sont dits cotzjugués quand leurs directions sont coi,juguées; 
ces droites sont telles que chacune d'elles est située dans le plan 
tliainétral partageant en deux parties égales les cordes parallèles 
ri l'autre. 

Les coerticients de  direction (u, p, Y), (z', F', f )  de deux dia- 
mètres conjugués sont liés par la relation 

Quand ces deus diamktres coïncident, la relation précédente 
devient 

?!% B, Y)='); 

les deux diamètres s e  conrondent donc avec une génératrice du 
cône asymptote. 

Théorème VI. - Deux diamètres eoiljuyués d'une quadrique Ù 

centre sont aussi deux diamètres conjugués de la section de la sur- 
face par le plan qui les contieizt. 

On vérifie immédiatement cette proposition en prenant les deus  
diamètres conjugués pour axes des x e t  des y. On a, en enet, 

la relation (9) devient 
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et il en résulte B" = O.  L'équation de la section de la surface par 
le plan xoy  est donc 

ce qui montre que cette section est r:lpl~ui.tée à deux diamètres 
conjugués. 

Définition. - TI-ois diamètres d'une quadrique à centre sont 
dits conjzcyués quand ils sont conjugués deux ù deux; ces droites 
sont telles que chacune d'elles est située dans les plans diamétraux 
partageant respectivement en deux parties égales les cordes paral- 
lèles a m  deux autres. 

Les coefficients de direction ( c r ,  P, y), (a', fi', (a1', p l f ,  Y") de 
trois diamètres conjugiiés sont liés par les relations 

Si l'équation de la quadrique est de la forme 

oes relations deviennent 

Théoréme VII. - Dans une yuadiique ù centre il y a une inF- 
mitt? de systèmes de diamètres conjugués. 

En effet, la conique I' section du qône asymptote par un plan Q 
admet une infinité de triangles conjugués et les droites qui joi- 
gnent le centre de la quadrique aux sonlmets de l'un de ces 
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triangles forment un système de diamètres conjugués (Théo- 
rème V). 

On peut encore démontrer cette proposition de la manière sui- 
vante : 

Soit OC un diamètre quelconque de la quadrique; dans le plan 
diamétral P conjugué de  OC, menons deux diamètres OA, OB 
conjugués par rapport a la section de la quadrique par le plan P; 
ces deux diamètres seront conjugués par rapporl à cette qua- 
drique (Théorème VI). 

D'un autre cbté, les diamèti-es OA, OB sont respectiven~ent 
conjugués de OC, car ils sont situés dans le plan diamétral P 
conjugué de  OC ; donc les trois droites OA, OB, OC forment un 
système de  trois diamètres conjugués. 

152. Problème. -  tant données deux quadriques, trouver une 
divection de cordes telle que les plans diamétraux correspondants 
dans les deux surfaces soie91 t parallèles. 

La direction d'un plan diamétral ne dépendant que des coeffi- 
cients des termes du second degré dans l'équation d'une qua- 
drique, le prohlème revient à chercher une direction de  cordes 
telle que les plans diamétraux correspoïidants dans les cônes 
asymptotes des deux quadriques données coïncident, ces deux 
cônes ayant le même sornmel O. 

Soient r ,  J?' les sections des deux cônes asymptotes par un 
même plan Q, et OD une direction de cordes telle que les plans 
diamétraux correspondants, dans les cônes asymptotes des deux 
quadriques données, coïncident avec un mêms plan P. 

Le point d où OD rencontre le plan Q aura polir polaire, par 
rapport aux coniques r, i", la droit,e p intersection des plans P 
et Q (Théorème II). Le prohlème est ainsi ramené à trouver les 
points qui ont la même polaire par rapp0rt.à ces coniques. 

On sait que ces points sont les points doubles des couples de 
sécantes communes aux coniques r, r'. 

Le problème a trois solutions réelles quand les deux coniques 
r, I" se coupent en quatre points distincts et réels ou en quatre 
points imaginaires ; il n'a plus qu'une solution réelle quand les 
deux coniques s e  coupent en deux points réels et en deux points 
imaginaires, c'est-à-dire quand les cônes asyniptotes des deux 
quadriques transportés de  manière à avoir le même sommet, s e  
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coupent suivant deux génératrices réelles et  deux génératrices 
imaginaires. 

En particulier, le problème a toujours trois solutions réelles si 
l'une des quadikpes  est  un ellipsoïde ; car les deux coniques ï, r' 
s e  coupent alors en  quatre points imaginaires, puisque l'une 
d'elles est  imaginaire. 

Remarque. - Les  droites OA, OB, OC joignant le sommet 
commun des deux cônes asymptotes aux trois sommets A, B, C 
du  triangle conjugué commun aux deux coniques 1', ï' forment 
un système de  trois directions triplement conjuguées. 

Si les deux quadriques appartiennent à la première classe et  
ont le point O pour centre commun, les droites OA, OB, OC for- 
ment un système de  diamètres conjugués communs. 

Quand l'une des quadriques est  un ellipsoïde, ces trois dia- 
mètres sont réels, et  l'on peut les prendre pour axes de  coordon- 
nées ; les équations des surfaces ont alors les formes suivantes : 

153. Nous allons maintenant considérer le cas où l'une des 
quadriques est une sphère, l'autre étant quelconque. 

Nous savons qu'il existe un système réel de trois directions OR, 
OB, OC triplement conjuguées par rapport aux deux quadriques ; 
comme L'une des quadriques est  une sphère, ces trois directions 
sont principales et forment un trièdre trirectangle. Nous retrou- 
vons ainsi le théorème suivant démontré au paragraphe 145. 

Théorème. - Dans toute quadrique il y a toujozws au inoins 
trois directions principales formant un. trièdre trirectangle. 

Les axes &nt rectangulaires, soient 

les équations des cônes asymptotes de la quadrique et (le la 
sphère, le sommet commun étant à l'origine. 

Si l'on coupe ces deux cônes par un plan Q parallèle ail plan xo y 
les équations des sections 1', J?' rapportéos aux traces o'x', o'y' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D I A I I E T I ~ E S  ET AXES 

des plans aox, a o  y sur le plan Q seront 

Consiclérons l'équation 

qui représente toutes les coniques passant par les points com- 
muns aux courbes r ,  J?' ; püisque l'une d'elles est imaginaire, 
l'équation 

abtenue en égalant à zéro le discriminant de la fonction r - Si" 
aura ses trois racines réelles et  généralement distiiictes. 

L'équation pi-écédente est l'équation en  S de 1a quadrique cori- 
sidérée ; la réaliié des racines de cette équation s e  trouve donc 
démontrée de nouveau. 

Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
l'équation en S ait une racine double. 

IL faut pour cela que les coniques l', I" soient simplement tnn- 
genlcs ou doublement tangentes. 

La conique 1" étant imaginaire, le contact ne peut pas etre 
simple, car Io point de contact serait réel. 

Lc contact étant doiihle, l'équation (10) représente une droite 
doubie, a p r k  qu'on y a remplacé S par la racine double del'éclua- 
lion en S ; cette racine doit donc annuler tous les mineurs du 
premier ordre du déterminant A(S). 

Chei-chons enfin les conditions nécessaires et sufisantes pour 
{luc l'équation en S a i t  une racine triple. 

Cela ne peut avoir lieu que dans les trois hypothèses sui- 
vantes : 

1" Les coniques r ,  I" ont un contact du deuxième ordre. 
2 O  Ces coniques ont nn contact du troisième ordre. 
3" Ces coniques se  confondent. 
Les deux premières hypothèses doivent être écartées ; car, dans 

chacune d'elles, le point de contact est réel. 
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Les coniques doivent donc s e  conrondre, et la fonction r - Si" 
est identiquement nulle quand on y remplace S par la racine triple 
de l'équation en S. On a donc 

On voit que la racine triple annule tous les éléments de A(S). 
Nous ~et rouvons  ainsi les deux théorèmes démontrés au para- 

graphe 142. 

154. Remarque. - L'analyse exposée dans le paragraphe pré- 
cbdent subsiste quand les coordonnées sont obliques ; l'bquation 
du cône asymptote de la sphère est alors 

et l'équation en S de la quadrique devient 

Cette équation a ses  trois racines réelles et généralement dis- 
tinctes. 

Pour qu'un nombre c soit racine double, il faut et il suffit que 
ce nombre annule tous les mineurs du premier ordre da  déter- 
minant A(S), sans annuler tous ses éléments. 

Pour qu'un nombre cr soit racine triple,il faut et il suffit que ce 
nombre annule tous les éléments du déterminant A(S). 

A ( S ) =  

Axes. - Sommets. 

155. Définition. - On appelle axe d'une quadrique la droite 
intersection d e  deux platzs principaux ; les points où les axes ren- 
contrent la surface sont les sommets. 

Les  quadriques de la première classe ont en général hois axea. 
Les  quadriques de la deuxième classe ont un seul axe. 
Dans les quadriques de la troisième classe la ligne des centres 

A-S Bu-SCOSV Br-ScosP 
Bu-SCOSV A'-S B -SCOSA 
Br-SC OS^ B-SCOSA A"-S 

=O. 
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est un axe ainsi que les axes de symétrie d'une section droite 
quelconque rlu cylindre. 

La ligne des centres est plus particulièrement considérée comme 
étant l'axe du cylindre. 

Dans les quadriques da la quatrième classe les axes de symé- 
trie de chaque parabole principale peuvent ê ~ r e  considérés comme 
un axe de la surface. 

Enfiri dans les quadriques de la cinquième classe chaque per- 
pendiculaire commune aux deux plans qui la composent et cha- 
cune des droites situées dans le plan des centres est un axe de I n  
surïace. 
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BÉDUCTIO~' D E  L'ÉQUA'I'ION D'USE QUADRIQUE 

P A R  LA TRANSFORBIA'I'ION D E S  COORDOXNIES. 

456. On sait que, dans toute quadrique, il y a toujours au  nioins 
trois directions de cordes principales formant un trièdre trirec- 
tangle. 

Nous nous proposons de trouver la forme que prend l'équation 
de  la surface quancl on choisit les axes de coordonnées parallèles 
à ces directions principales et de simplifier ensuite l'équation 
ainsi obtenue. 

Nous supposerons la quadrique donnée rapportée a des axes  
de  coordonnées rectanyulail~es oz ,  oy, oz ; son équation est 

en posant 

Soient 
x = KG'+ afy '  f a l l ~ l  
y = Px' f p' y' + 6" x' 
S = ~ X ' +  y'y'f y"d 

les formules qui permettent de passer des anciens axes eux nou- 
veaux oz' ,  oy', oz' formés par trois directions principales per- 
pendiculaires deux h deux. 

Après ce changenient d'axes l'équation de la quadrique de- 
viendra 
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en posant 
c,=cy. +C'p  + c ' y  

1 

C = C  
1 

a' + Cl pl + Cf' y' 

On peut donner des formes très simples aux expressions des 

coefficients A , A;, A:, Bi. B;, B:. 
1 

Pour obtenir A,, par exemple, il faut chercher le coefficient 

de x'9 dans le développement de la fonction 

et l'on peut évidemment, pour simplifier les calculs, suppo- 
ser y' = x1 = O. On trouve immédiatement 

De même, pour obtenir PB; coeficient de n'yf on pourra 

poser of = O et développer la fonction 

en se  bornant aux t.ermes qui contiennent x'y' en facteur. 
On trouve facilement 

1 II 1 

On obtient des expressions analogues pour A,, A, ,  et  pour BI, Bi. 

Soient S,, S,, S3 les racines de l'équation en S auxquel!es cor- 
respondent respectivement les directions principales oz', O y', 0%' ; 
en considérant en particulier la racine S,, on aura 

On déduit de là 
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En résu~né,  quand on rapporte une quadrique à trois axes res- 
pectivement parallèles à trois directions principales formant un 
tri6dre trirectangle, les termes en y'z', x'x', s'y' disparaissent, et 
les coefficients des carrés des variables ont respectivement, pour 
valeurs 

II 

A =S A ' = S  A = S 3 .  
I i 1 e 1 

L'équation de la quadrique devient donc 

Si l'on transporte l'origine au point (xo, yo, zo), l'équation (21 
devient à son tour 

en posant 

Nous allons distinguer plusieurs cas. 

l 0  La quadrique appartient ri la première clause. - L e  ciétermi- 
nant A n'est pas nul, et, par suite, l'équation en S n'a pas de 
racine nulle ; on peut alors poser 

e t  l'équation (3)  devient 

2-a quadrique appartient à la deuxième classe. - L e  détermi- 
nant A est nul, mais tous ses mineurs du premier ordre ne pont 
pas nuls ; l'équation en S a donc une racine nulle, mais cette 
racine est simple. Supposons par exemple S, = O  ; on aura en 

même temps &'O, car, s'il en était autrement, la quadrique < 
aurait une ligne d e  :entres. 
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On peut déterminer y,, ZO, X, par les équalions 

el l'équation (3)  devient 

3 O  La quadrique appartient à la troisième classe. - Le détermi- 
nant A est  encore nul, mais tous ses mineurs du premier ordre ne 
sont pas nuls; l'équation en S a une racine nulle, et cette racine 
est simple. Supposons par exemple S ,=O;  on aura en même 
temps Ci = 0, car la quadrique a une .ligne de centres à distance 
finie. 

On peut déterminer y. et zo par les équations 

et le coefficient Di aura pour valeur 

l'équation (3)  devient donc 

4 O  La qztarlrique appartient à la quatrième classe. - Le déter- 
minant A est  nul ainsi que tous ses mineurs du premier ordre ; 
l'équation en S a donc une racine nulle et cette racine est double. 
Supposons par exemple Si = S, = O  ; on n'aura pas à la  fois 

car la surface aurait un plan de centres : soit, pour fixerles idées, 

On peut prendre xo=O et déterminerao et  y0 par les équa- 
tions 

sp, + c; = O  
0 ~ ~ ~ ~ + e c ~ ~ + 2 c ~ ~ , , f  D=O, 
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et lY iuation (3) devient 

Maintenant, à la racine double S, = S,=O correspondent une 
infiniié de directions principales parallèles à un même plan ; les 
a r e s  OX, OY parallèles à oz', oy' sont deux droites rectangu- 
laires quelconques parallèles à ce plan. 

Les cosinus a, p, y qui définissent la direction OX satisfont 
aux équations 

qui se rirluisent à une; pour déterminer ces cosinus, nous join- 
drons à l'une des équations précédentes la relation 

L'dquation (5) de la quadrique deviendra alors 

50 La quadrique appartienl à la cinquième classe. - L'équation 
en S a encore deux racines nulles ; nous supposerons S,=S,=O. 
Coinme la surface a un plan de centres, on aura 

On peut prendre xo = y, = O et déterminer par l'équation 

le coeficient Di aura pour valeur 

et l'équation (3) deviendra 

s3z"+D,0. 
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157. En résumé, nous voyons que l'équation d'une quadrique 
peut être ramenée a l'une des formes suivantes : 

L'équation 1 représente des quadriques ayant un centre unique 
à distance finie et rapportées à trois plans principaux; les axes 
de  coordonnées sont des axes de symétrie de la surface. 

On peut appliquer à cette équation tout ce qui a été dit aux 
paragraphes 120 et 121 ; en mettant en évidence les signes des  
coefficients et la g a ~ i d e u r  des axes de symétrie, on obtient les 
six formes suivantes : 

= O Un point. 
X9 Y2 z2 
- + - f - + 1 = 0 ellipsoïde imaginaire. a2 6% c2 

Y2 Z9 [ $+ - C p  - 1 = 0 hyyerboioïdeà l nappe. 

Genre X' Ys Z2 -4-- -- 
hyperboloïds . 1 a, b2 c' = O cdne. 

X2 Y2 2 2  - + - - - + 1 = 0 hyperboloïde ù 2 nappes- 
a2 b2 CS 

Remarque. -La quantité D, qui est le terme tout connu dans 
l'équation de la quadrique rapporlée à son centre, a pour va- 
leur (130) 

H D, =- 
A 

L'équation II représente des quadriques ayant un centre unique 
à l'infini; ces surfaces sont rapporlées à deux plans principaux 
I'OX, ZOX et au plan tangent ZOY au sommet O de la surlace. 

On peut appliquer à cetle éyuation tout ce qui a été dit aux 
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paragisaphes 123 et 124 ; en mettant en évidence les signes des 
coefficients e t  la grandeur des paramètres des paraboles princi- 
pales, sections de la quadrique par les plans priccipaux, on obtient 
les deux formes suivantes : 

zn = O  paraboloïde elliptique. 
Genre 

2X = 0 paraboloïde hyperbolique. 

L'équation III représente des quatlriques ayant une ligne de 
centres à distance finie; ces surfaces sont rapportées à deux 
plans principaux YOX, ZOX, et le plan ZOY est le plan d'une 
section droite quelconque. 

En mettant en évidence les signes des coefficients et la gran- 
deur des axes de la section droite, on obtient les cinq formes 
suivantes : 

Y"2 
- +- - 1 = 0 cylildre elliptique. 
b2 c2 
Y2 Z2 , +, = O  une droite. 

Y2 z2 - + - + I = 0 cglindre imagi~zaire. 
b2 c" 
Y"2 ---- 1 = 0 cylindre hyperboliqîie. 
0°C" 
Y"= --- = O deux plans sécants. 
b2 c2 

L'kquation IV représente des quadriques ayant ;ne ligne de 
centres a l'infini ; ces surfaces sont rapportées à un plan prin- 
cipal XOY, au plan ZOY d'une section droite quelconque et au 
plan ZOX touchant la surface en tous les points de l'arête OX 
suivant laquelle elle est coupée par le plan principal. 

En meitant en évidence la grandeur du paramètre de la para- 
bole, section droite de la surface par le plan ZOY, on obtient la 
!'orme unique suivante : 

Zi- 2pY = O cylindre parabolique. 

L'équation V représente des quadriques ayant un plan de 
:entres; le plan XOY est le plan des centres, les deux autres 
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plans de coordonnGes sont deux plans perpendiculaires entre eux 
et au plan XOY. 

En mettant en évidence les signes des coefficients, on obtient 
les trois formes suivantis : 

Za - h" O deux plans parallbles réels. 
Z9 = O deux plans cotafondus. 
Za + h g  = O deux plans parallèles imaginaires. 

Conditions pour qu'une quadrique soit de révolution. 

158. La considération des formes réduites obtenues dans le 
paragraphe précédent permet d'établir immédiatement le théo- 
rème suivant qui résout la question proposée. 

Thborème. -- Pour qu'une quad~~ique soit de révolution, i l  faut 
et il suffit que l'équation ett S ait une racine double. 

En effet, quand une qiiadriqiie est de  évolution, l'axe de révo- 
lution est un axe de symétrie de la surface ; de plus, les sections 
par des plans perpendiculaires à cet axe sont des cercles. 

En exprimant cette propriété à l'aide des équations réduites 

des quadriques de la première, de la deuxième et de la troisième 
classe, on vérifie immédiatenient le thkorème énoncé. 

Les quadriques de la quatrième et de la cinquième classe ne 
sont pas en réalit6 des surfaces de révolution, bien que l'équation 
en S qui leur correspond admette une racine double S, = S,= 0. 
Cependant on peul, à la rigueur, regarder un système de deux 
plans paralkles (quadrique de la cinquième classe) comme une sur- 
face de révolution autour d'une quelconque des perpendiculaires 
communes à ces deux plans. 

159. Le théorème précddent peut être établi sans recourir aux 
formes réduites, en s'appuyant sur la proposition suivante: 

Théorème. - Pour qu'une quadrique soit de révolution, il faut 
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et il suffit qu'il existe une valeur de S telle que la fonction 

soit un carré parfait. (Coordonnées rectangulaires.) 

1" La condition est nécessaire. - En effet, la quadrique étant de 
révolution, son équation est de la forme 

Cette équation devant être du second degré ne pourra conte- 
nir P qu'au second degré au plus, 2 qu'au premier degré, et ne 
renfermera pas le produit P Z  ; on aura donc ideiitiyuement 

Cette relation montre que, pour une valeur convenablement 
choisie de  S, la différence 

est un carré parfait. 

2" La condition est suffisante. - E n  effet, s i  elle es t  remplie, 
on  a identiquement 

e t  l'équation de la quadrique prend la forme 

Son premier membre étant une fonction du premier membre 
d e  l'équation d'une sphère Z et du premier membre de l'équation 
d'un plan, la quadrique est  de révolution. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONDITIONS POUR QU'UNE QUADRIQUE SOlT DE RÉVOLUTION 198 

L'axe est  la perpendiculaire abaissée du centre de  la sphère 
sur  le plan qui a pour équation 

Maintenant, d'après un théorème connu, on exprimera que la 
fornie quadratique 

est  un carré parfait en &rivant que tous les mineurs du pre- 
mier ordre de son discriminant A(S) sont nuls; donc S doit être 
une racine double de  l'équation en S. 

Pour l'expression analytique de cette condition nous renverrons 
au paragi~ayhe 142. 

160. ~ q u a t i o n s  do l'axe. - Nous distinguerons plusieurs cas, 

10 BB'B"'~. - On sali qu'on a alors < 

Les coordoniiées du ceritre de la sphère Z sont d'ailleurs 

donc les équations do l'axe sont 

20 B' -B~-o  - - . - On sait qu'on a alors 

on en déduit 
1 

y(x, y, 2 ) - S ( x ~ + y ~ + z ~ ) = -  [(A' -A)y +Bn]3. 
A'-A 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 LIVRE IV. - CHAPITRE v 

Les équations de l'axe sont donc 

30 B = B' = B" = 0. - On sait qu'on a alors 

Les équations de l'axe sont donc 
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CHAPITRE VI 

INVARIANTS. 

161. Nous nous proposons, dans ce chapitre, d'appliquer la 
théorie des invariants aux quadriques. 

Nous représenterons toujours par H le discriminant de la 
fonction 

par A celui de la fonction 

enfin nous désignerons par - M, P les coefficients de S G t  de S 
dans l'équation en S développée. 

Cela revient à écrire cette équation de la manière suivante : 

Ss-MSB+PS-A=0, 

ou bien à poser 

TheorBrne. - Une quadrique étant rapportée à des axes rectan- 
guluires, quand on passe de ce système d'axes à tout autre système 
d'axes rectangulaires, les fonctions 

M P A H  

conservent les mêmes valeurs. 

Considérons d'abord les trois fonctions 

M P A  
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qui ne dépendent que des coellicients des ternies de  la ronction 9. 
Quand on transporte les axes, ces coefficients ne cliangcnt 

pas ; donc les trois fonctions précddentes conservent les mêmes 
valeurs. 

Reste à démontrer qu'il en est encore de même quand on 
change la direction des axes en conservant l'origine, ces dxes 
restant d':iilleurs rectangulaires. 

L'équalion en  S s'obtient en égalant à zéro le discriminant do 
la fonction 

y - S ( x = + p + Z = ) ,  

et l'on a démontré (G. P. 132) que les coefficients de cette équa- 
tion sont des invariants. 

Il  en résulte que les fonctions 

conservent les mêmes valeiirs, car le carré du modiile de la 
substitution linéaire définie par les formules de transformation 

est égal à I'unité (14). 

Corollaire. - Une quadrique e'tant rapportée à des axes rectan- 
gulaires ; quand on passe de ce système Ù tout autre système d'axes 
également rectangulaires, les racines de l'équation en S conservent 
les mêmes valeurs. 

En effet, les coefficients de  cette équation conservent les mêmes 
valeurs. 

Considérons maintenant la fonction H ;  comme elle dépend des 
coefficients de tous les termes de la fonction f ,  on devra changer 
~ la fois l'origine et la direction des axes. Cette transformalion 
revien't à faire, dans la fonction f, la substitution linéaire définie 
par les formules 
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Le carré du module da celte substitution étant égal à l'unité, 
il en résulte que Hl qiii est un invariant, conserve la même va- 
leur après la transformation complète des coordonnées. 

162. Nous allons appliquer le théorème précédent à la réduc- 
tion d'une quadrique aux formes les plus simples, les deux sys- 
tèmes d'axes de coordonnées anciens et nouveaux étant supposés 
rectangulaires. 

Le problème se  compose a e  deux parties : 

Io Trouver la forme des équations réduites; 
2 O  Calculer les coefficients qui entrent dans les formes réduites 

et trouver les éqllations qui fzxent la position des nouveaux axes 
par rapport aux premiers. 

163. Pour trouver la forme des équations réduites, nous nous 
appuierons sur le théorème suivant qui résulte de ce que l'équa- 
tion en S ne peut pas  avoir trois racines nulles (142). 

Théorème. - Toute quadrique admet au moins un plaît prin- 
cipal situé à distance pnie. 

Prenons ce plan principal pour plan des x'y', l'équation de la 
quadrique prendra la forme 

La section de la surface par le plan des $'y' est une conique C 
ayant pour équations 

En déplaçant les axes o'x', o'y' dans le plan s'o y', ce qui n'altdre 
pas Z, on ramènera l'équation de cette conique a la forme 

si elle est du  genre ellipe ou du genre hyperbole. 
On la ramènera à la forme 

si elle est une parabole. 
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On la ramènera à la forme 

si elle se compose de deux drottes parallèles 
On la ramènera à la forme 

si elle se compose de deux droites donl l'une est rejetke a dl'infiui. 
Enfin, l'équation de cette conique pourra se  réduire à une 

constante Di. 
De ce qui précède il résulte que l'équation d'une quadrique 

peut toujours être ramenée à l'une des formes suivantes : 

I A , x ~ +  A ; Y ~ +  A ~ z ~ + D ,  = O  

II A ; Y ~  f A : Z ~ + S C , X = O  

III A ; Y ~  + A , z ~ + D , = o  

IV A ; Z ~  + ~ c ; Y = G  
I I  

V A,Z2 +Di = O .  

164. Pour résoudre la seconde partie du p r o b l h e ,  nous nous 
appuierons sur ce que la fonction H et les racines S,, S2, S, de 
l'équation en S ne changent pas de valeur, quand on passe de la 
forme primitive f à l'une des formes réduites que nous désigne- 
rons par F. Rous aurons à distinguer cinq cas. 

2 0  La quadrique appartient à la première classd. - La forme 
réduite est 

et l'équation en S qui correspond à F est 

(A,-S) (A;-S) (AT-s)=o; 
on a donc 

A ~ =  si A;=s, A ~ = S ~ .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INVARIAETS 205 

Pour calculer D,, égalons les discriminants des fonctions f 
et F ; nous aurons 

H=D,S,S2S3==D4A; 

d'où 

L'équation de  la quadrique est donc 

la surface est rapportée à trois axes de  symétrie. 
Reste à troiiver las équations de ces axes CX, CY, CZ par 

rapport aux axes primitifs oz, O y, O a. 
Pour cela, transportons d'abord l'origine au  centre C (x, y, ao), 

ce qui revient à rapporter la quadrique aux axes Cz', Cy', C d  res- 
pectivement parallèles aux axes primitifs ; l'équation f = O de- 
viendra 

cq (x', y', 5 ' )  +Di = O. 

La  forme de  cette équation montre que, quand on passe dcs 
axes Cs', Cy', Ca' aux axes CX, GY, CZ, la fonction 

u = y (x', y', s') - S (s12 + +;a) 

devient 

u, = (S, - S) Xe $- :ç2 - S) Y2 + (S3 - S) ZP. 

Ln fonction u, égalée à zéro représente deux plans quand on y 
remplace S par une des racines S,, S,, S,. 

Pour S = S, , ces plans s e  coupent suivant la droite CX. 
Pour S = Sg, ils s e  coupent suivant la droite CY. 
Pour S = S3,  ils se  coupent suivant la droite CZ. 
Les  axes de  coordonnées sont ici CX, GY, CZ. 
11 résulte de cette remarque que l'équation u=O, pour les 

mêmes valeurs de S, représente des couples de plans se  coupanl 
suivant les mêrnos droites, les axes de coorclonnées étant main- 
tenant Cx', Cy', Ca'. 
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Si l'on veut avoir les équations des droites CX, CY, CZ rap- 
portées aux axes primitifs oz ,  oy, oz, i l  suffira de remplacer 
xl, y', a' par x-x,,, y - y,, a - x ,  dans deux cles équations 

et d'y faire ensuite successivement 

20 La quadrique appartient à la deuxième classe. - L a  forme 
réduite est 

F=A;Y.+A;z~+ tc,x=o. 

On a ici A = 0, une des racines S, de l'équation en S est nlille 
et les deux autres S,, S3 sont données par l'équation 

On trouve, comme dans le cas précédent, 

puis en égalant les dis~riminants des fonciions f et  F on obtient, 
pour déterminer Ci, la  relation 

L'équalion réduite de la quadrique est donc 

Remarque. - On trouve pour Ci deux valeurs égales et 
de signes contraires ; on démontrera, comme en géométrie 
plane (G. P. 134), que, donner a C, le signe du coefficient S,, 
revient à prei dre pour axe des abscisses positives X la portion 
d e  la droite X'CX extérieure à la parabole principale située dans 
le plan Y CX. 

La quadrique est rapportée à deux plans principaux et au plan 
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tangent au sommet C ; l'axe CX est l'axe de syméirie de la sur-  
face et les axes CY, CZ sont les tangentes au  sommet C des deux 
paraboles principales. 

On obtiendra les équations de l'axe de symétrie CX en le con- 
sidérant coinme l'intersection des deux plans principaux. 

L'intersection de cette droite avec la surface fera connaître les 
coordonnées x,, y,, 2, du sommet C. 

Pour avoir les équations des droites CY, CZ rapportées aux 
axes primitifs oz,  oy, oz, il surlira, coame dans le cas précédent, 
de  remplacer x', y', a' par x-xo, y - y,, z-z,, dans deux des 
équations 

U;=O u t  d = O  u:,=o 

obtenues en égalant à zéro les dérivées partielles de  la fonction 

21=cp(xf, y', z ' ) -~ (&+y>2$&) ,  

et  d'y faire ensuite successiveme~it S = S2, S = S3. 

3" La quad~+ique appartient à la troisi2me classe. - La forme 
réduite es t  

F=A;T~+A:z=+D,=o;  

l'équation en S a encore une racine nulle, et les deux autres S,, Sa 
sont données par l'équation (1). 

On a cornine précédemment 

Dans le cas qui nous occupe, l'invariant H étant nul ne peut 
plus servir à calculer le coefficient Di. 

Pour déterminer cette inconnue, remarquons que, quand on 
passe des anciens axes aux nouveaux, la fonction f devieiit 

donc la fonction f - D, devient 

Cette fonction étant égale à la somme dcs carres do deux font- 
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d'où l'on déduit 

tions linéaires, tous les mineurs du premier ordre de son discri- 
minant 

cette relation fait connaître D,. 
La quadrique qui est un cylindre à base elliptique ou hyper- 

bolique, est rapportée à deux plans principaux ot au plan d'uric 
section droite. 

La droite CX, qui est la ligne des centres du cylindre, est dé- 
terminée par deux des équations suivantes : 

H, = 

Quant aux droites CY, CZ, on obtiendra leurs équations comme 
dans le cas précédent; seulement x , ,  y,,, Z, désigneront ici les 
coordonnées d'un point quelconque de la ligne des centres. 

A B" B' C 
W A ' B  C' 
B' B A" CM 
C C' C D-D,  

Invariant particulier aux cylindres. - En égalant à zéro 
les mineurs du déterminant H, relatifs aux éléments A, A', A", 
on a les relations 

(A'A" - B2) D, = H; 

(XIA - ~ ' 9 )  D, = H:. 

(A A. - B"') D,= H , ,  

sont nuls. 
Égalons, par exemple, à zéro le mineur relatif à l'élément A, 

nous aurons l'équation 

d'où l'on déduit par addition 
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Maintenant, si l'on d6signe p:ir 6" cc" les carrés des demi-axes 
de la section droite du cylindre, on e 

et, par suite, 

Comme P est  un invariant, on voit que, pour les cylindres 
elliptiques ou hyperboliques, la somirie 

H; 4- Hl. + H;" 

est un invariant. 
Cette proposition s'étend au cylindre parabolique, en regardant 

cette surlace comme la limite d'un cylindre elliptique ou hyper- 
bolique. 

Nous désignerons cet invariant particulier par L ;  on a alors 

et l'éqiiation réduite des cylindres elliptiques oii hyhorboliques 
devieut 

L 
S,Ye+S,ZS+-=o. 

1' 

40 La quadrique appartient à la quatriZrne classe. - La forme 
réduile est 

$ 

A:ZP+PC;Y=O. 

Dans ce cas, A est nul ainsi que toiis ses mineurs du premier 
ordre ; donc, deux des racines S,, S, de I'éqiiation en S soiit 
nulles, et  la troisième S, est  donnée par l'équalion 
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Poiir calculer ci, noos nous swviia:;ns rie l'invariant L ; eii le 

calculaiil IJOLir la îonclion F, rious aiirons la relation 

L'équation réduite de la qiiaili,iqiie es t  donc 

Remarque. - On trouve pour C; d w x  valeurs égales e t  de 

signes coriiraires ; on dérnonll ers, coiniiie en çéoiiieli ie ~ ~ l u i i e  
, 

(G. P. 134), qiie, donner à C, le 'igtie du coefficient hl, revierit a 

p r ~ i i ~ l r r  p n w  axe des ortloririées ~~os i t ives  Y la poriioii de  la 
druiie Y'CY es1bi.ieiii.e à 1i1 ~biiiïil)olo, srclion drnite (lu cy111idi.e. 

Cr cy i i i  Ir,: est rappoi té  :III l i l i i i i  ~wiiic-il~al XCY, ail plan Zi :X 
tangc?iil Ic Ioiig de la çbnéi*ali.ict? C S  sitiiéc: dans ce lilaii priiici- 
pal 1.1 ti I I I I  111~11i quelconque LCY ~~erl)ei i~licuI~iire à CX. 

La rtdinyclie des éclualioiia ile ces: lrois plüns ne présente au- 
tuile diiliciiil2. 

50 Lu quud~ique  a p ~ a r t i e n t  à la cifzqiiihae classe. - La forme 
r6duitu e s t  

A : z ~ + D ~ = o ;  

l'éqi~aiion en S a encore deux racines nulles, et la troisième S, 
esi tloiiiiée par l'équalion (2 ) .  

0.1 a doiit: 

Les invarianis précédemmeiit trouvés étant nuls ne peuveiit 
pis servir au calcul de Di. Poiir tl~~leiwiiiier celle incoiiiiiie, ra- 
nwqiwtis q~ie,  qiitirid oii passe des aiiüieiis axer; aux iiouvuüux, 
la l u i ~ c l i ~ ~ i  / clt .vi~ut 

bIZ* + Dl ; 
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INYIRIBNTS 

donc la fonction f - Dl devient 

et tous les mineurs du second ordre de son discriminant H, soc1 
nuls. 

I;gnloris, par exemple, à z6ro les mineurs obtenos en siippri- 
man1 les ligiies et les colo~ines qui renferiiieiit les. éISiiiuiits 
A', A", nous aurons I'équaiion 

d'où I'on déduit 

AD, =AD - C 2  ; 

cette relation fait eonnaîlre D,. 
1,s qii:iiliiiliie qui s e  coiiilmse de d m x  plans pnrnllèles est rap- 

poi4Ee ni1 pliiii t1e.i centres S C Y  el  A deux autres plans peiyen- 
diculi~ii~es entre eiix et au pr6c;étl,-rit. 

1,;i r i d ~ e i c h e  dos équations de  ces plans ne  présente aucune 
difricul~é. 

Remarque. - On a les trois relations 

1 

AD, = AD - C2 A'D, = A'D - C 9 A1'D, = A"D - c''; 
d'où l'on déduit par addition 

bIaintennnt, si  I'on appelle 2tl la distance des deux plans pa- 
ra l l~ ,es ,  on a 

RItP+D, = O  
et, par suite, 

RI"2 = C+ f '+ cU9 - MD. 

Comme 11 est lin invariant, on voit que, pour un système de 
deux plüns parallèles, la i'oriclioii 
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est un invariant. E n  le désignant par N, l'équation réduite sera 

165. De ce qui précède il résulte qiie la nature d'une quadrique 
rapporiée à dos axes rectangulaires quelconques dépend des six 
quanlités 

M P A H L N .  

Les  quatre premières Ml P, A ,  H sont des invariants pour 
toutes les quadriques; la ciiiqiiième L est  un invariant pour les 
quadriques de la quatriéme et de la cinquième classe, enfin la 
sixième N est  un invariant pour les quudriques de la cinqi~iè~ne 
elasse. 

APPLICATIONS DIVERSES DES INVARIANTS 
D'URE QUADRIQUE. 

166. Soient 

i'éyuation d'une quadrique à centre unique rapportée à trois dia- 
mètres rectangiilaires quelconques, et  A, B, C les points ou ces 
diamètres rencontrent la surface. On a 

d'où 

Quand on fait tourner les axes de coordonnées autour du 
centre 0, en les laissant rectangulaires, les quaniités D, et 
A $ A' +Aw ne changent pas de  valeur ; donc la somme 

reste constante. De là résulte le théorème suivant : 
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Théoreme. - Dans toute rlziatli8iqzie à centre ui?ique la somme 
des carrés des inverses de ti.ois diamètres rectaizgulaires quelconquas 
est constante. 

Corollaire. - L'enveloppe des plans passant par les extrémites 
de trois (liaindires rectanguluires d'une quadrique à centre unique 
est une sphdre coi~centi~ique. 

En eîfct, meiions la hauteur OH du tétraèdre OABC, on sait 
que l'on a 

donc OH reste constant quand le trièdre trirectangle OABC s e  
déplace en lournarit autour de son sommet. 

Condition pour qu'on puisse placer u n  t r i é d r e ' t r i r e ~ t a n ~ l e  
s u r  u n  cône du  second ordre.  

167. Théoréme 1. - Pour qu'on puisse placer un  trièdre trirec- 
tangle sur uit cone du secoilû ordre agant pour équatio11 

il faut'et il sufbt que l'invariant 

soit nul. (Coordonnées rectangulaires.) 

l0  La condition est nécessaire. - Supposons en effet qu'on 
puisse 111rict.r un triet11.e trireclangle sur le cône; si  l'on prend 
les arêtes du trièdre pour axes d e  coordonnées, l'équaiion du 
côrie sera 

~ ~ y n f  B;ZX+ B:xY =O. 

Pour ce systSme d'axes particiiliei-, l'invariant M est nul ; donc 
il es1 Gçalement nul  pour le sysleirie piirnilif. 

2" La coizrlition est suf,lisuiite - Pt enons po-2 axe des a une 
gbnérütrice quelcony ue OC; d u  o h e  ; son équatioii sera 
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214 LIVRE IV. - CHAPITRE VI  

La seclion du cône par le plan xoj,  tlorit les éqiiniions sont 

Z=O A ~ ~ + A : ~ P + P D : ~ ~ = o ,  
1 - 

est iine h yperhnle équilnibr~! ; cni-, pnr h-jpolhke,  A, + A, est 
niil. Cuiic secation se  cornlinse tloiic (le rlc.iis droi les i-eclan- 
giil;iiim oAl  OH, et les ii.ois géi~Crütriccs U A ,  OU, OC d u  cône 
foi~ii~ciil I I I I  11,iétli.o ti.ircclaiigle. 

Condition pour qu'on puisse circonscrire un trièdre 
trirectangle à un cône du second ordre. 

soit i z t i I .  (Coordonnées rectangulaires.) 

i0  LR c o t i d i t m ~  est nécessnire. - Siipliosons en oîîct qu'il esiste 
un Iriécli~e lriruolangle cii~coiisoiil au cOiie, e t  soit 

l 'éq~~alinn de cette surface, qii:ind on prend les lrois faces du 
trii-111.e ~iour  plans de cooi.doiiiiCcs. 

011 aura 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I N V A ~ I A N T S  2 15 

I'iiirnrinnt P étant nlil polir ce syst.l:iric d'axes particulier, il est 
éçüleiiiriil n i i l  poiir le s! si Cii i i .  111-ii i i i  i i r .  

20 Lri cnurlilion est .~irf[iviunirt~. - I'renons pour plan dos XJ un 
~ l a i i  T laiigoiil uu cdiiu, 0.1 aiiiSii 

AX' - H"" O ;  

comme, par h~pollibse, I'irivai.iont 1' est nul, on aura aussi 

Cclte relation mnntrr! qiic, si Ics plans z o x ,  zo!l ne coiipent pas 
le ch ie  siiivniit (le 1s ili.oili-s cniiîo~iiliies, I'iine des sectioiis sera 
dii p i i r e  ellilise e l  I'iiiili*e tlii gbi i re  I iyporbd~.  

F.ii.soiis tciui-ner rl'iiri ;iiigie (1 oit le ~ J n n  aox aiitoiir do oz, le  
ycniee di? la S P C I ~ O ~  II! C Ô I I I ?  pniB 1.c pl;in chnngwa de  ii:iiiii~o ; donc 
il g n, tliins I'iiitcwnlle, iiiie ~io~iliiiri i l i i  plan mobile poiii. lii~lii~~lle 
la seciion sera du geiiiw liaiïilole, c'est-à-dire coinposée d'une. 
drniti: tloiil~le. 

Preiinris celte pnsition S clil plan pour plan Iles z o z ,  alors 
AWA - i3'"sci.n r i i i i  r l~ii i i~sii i ie iiiissi A'X" - 0 3 ;  le ~ i l i i i i  1i tl'bszoy 
sera ilnric iarigcnl ai1 i.biie. On voit cliie les trois l~lans I j ,  S, T 
foi.iiieii1 uri tiiàdre Lrire~~laii;.le circo isçrit au ç6iie. 

CBnes supplémentaires. 

169. Définition. - ,?tant rlmii~é un cAne C, le l i ~ t i  ( / P I  i~wtnnles  
mriwes pur le sornmel S riux p11111s t i m ~ m t s  est U J L  CÛIIL'  C f  pi est 
dit aup/~lc'~~te!tlitil.e du c.o)le C. 

Réciproquement, le cône C est suppl+rnentaire du cône C ' .  

Soient en eflet P, P deris plans Lnugeiits au cône C, el  SA, SA' 
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216 LIVRE IV. - CHAPITRE VI 

les normales correspndariies; la droit? SD intersection des 
plaiis P. P' sera perpen~Iirul;iire ail plan ASA'. 

Si le Pr vient  se  coii~oii~lie ayec le plan P ,  la droite SD a 
pour limite la droite S a  g é i i é ~ i t i k e  de çoiitact dii plan P avec 
le cône C et  le plan ASA' a rJOUr limite un plan Ii tangent au 
cône C'. 

L e  cOne C peut donc être coiisidéré comme le lieu des normales 
menées par le sommet S aux plans tangeuts du cône C'. 

Problème. - Étant donliée ll'e'quulion 

d'un cBne du second ordre C:, t r o u t w  Z'érpation du cône szcppl8 
mentuire Cf. (Coordonnées rectangulaires.) 

La  relation exprimant q ~ w  le p h n  P ayant pour éqilaliou 

touche le cône C, est 

ou, en développant, 

A B" B' u 
B" A' B v 
B' B A" w 
u v w o  

au2+a'v~+a"w~+2bvw+2b'wu+2b"uv=O; 

a, a', a" représentant les rnineiirs principaux et b, b' ,  b" les mi- 
neurs srcondaires du délerrriinant A. 

D'un autre cBlé, l r s  équntioiis d e  la normale, menée au plan P 
par le soinniet du cône Cl sont 

=O, 

l'équation du cdne C' est donc 

Il ûst aisé de vérifier analyliquernent que le cône C est  de  son 
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INVARIANTS 217 

côté supplémentaire du cône C', en se  servant des identités 

Remarque. - Il est Bvident que si l'on peut placer un trièdre 
trirectangle sur l'un des çdiies, on peut circonscriw a I'aiitre un 
trièdre tiireclançle ; les théorèmes 1 et II sont donc corrélatifs 
(167, 168). 

On pnurra placer sur  le c6ne C' lin triédre trirectangle si la 
somme a+u'+a" est nul le ;  doric, dans 1:i même hypoihèse, on 
pourra cii.consci.ire au cône C lin tribdi-e trirectaiiçle. La relation 
exprimant que le cône C jouit de cetle propriélé est donc 

on retrouve ainsi un résultat obtenu précédemment à l'aide des 
invariants. 

170. Problème. - Trouver la cond i l i o~z  nécessaire et suf/isante 
pour qu'un plan Pl pawmt  par IL' so~ninet d'un cone tlzi second 
ordre C, coupe ln surfice suivcatt tleux droites wctuizguluires. 
(Coordonnées rectangulaires.) 

Soient 
<P (x, Y, 4 = 0 

et 
ux+vy+wa=O 

l'équation du  cône C et  ceile du plan P, i'origine étant ail sommet 
du cône. 

L'équation du cylindre qui n poiii0 sertion droite la s ~ c t i o n  du 
cône C par le pian P ~ 'oht i~ '~~Cir i l  en diininant p enire les ileux 
équalioiis 

En remarquacl que l'on a idenliqueinent 
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218 LIVRE IV. - CH.WITRE VI 

on oblient I1éqiintion 

y (u, v ,  w )  = (A+A1+A") ( u ~ + v =  + w?) 
171. Problème. - Trtrwer la coi~rlition ntcessnire et sirffisattte 

poto. que les p1nn.s I a ~ ~ g ~ n t s  ?nette's h un colle du  s e c o d  orrlrc! C par 
U ~ M  dtvitt: 1) pa~snnt  pur soli sot)wet  soieut ~.eclanyuluir.es. (Coor- 
données rectangulaires.) 

Soient 

les érliinfiow de la droite Dl l'origine étant nu sommet du  cane. 
A c lie h i l e  cori~espontli~n, diiiis le cOiie C' supplC1nenlaii.e du 
cône C, lin plan P ~iass;iiit IKII-son sn~nlnet et, aux drus pliiris tan- 
grnis ;lu cbiie C passaiit 11ar D, correspntlront les deiix généra- 
trices iiiler~coiiori du cBiit: C' pir lt: pliiri P. Si les dciix  ila ans 
taiipeiit-; sont rec:t;ingiii,;ii~e~, 11:s deux giViiéra!iices seioiit rec- 
tarigiil;iii.es et réciprr~yiieiiieiit. 

Poiii. rbsouilre le pi.ol)lùine pis op os^, il siiTfit donc d'sppliquer 
au côiie C' le 1-ésullal olileiiu dans le yroblèiiie précbdeiit. 

En regrésenlaiit par 
@ (2, y, a ) = 0  

l'équation du cône C', la relation cherchée sera 

172. 1.a théorie cles invni~innis, étendiio aux coortlonnbes ohli- 
ques, va nous permellre d'utüllir, pour les  quadriques I ceiitre 
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uniqiir, t l n s  Lh~orèmes ann loyes  aiix th6ori?mes il'A~iollonius 
dL'iiii~nl 1'6s eii gboirieii8it! pliiiie. 

S i i l~p~~o i i . ,  pour lisei. les idées, que la quadrique soit un ellip- 
soïde. Soient 

x v y =  zz -+ -+- - 1=o  
a9 ,$2 

l'équa~ion de celte surface rnpporlée h ses axes de  symélrie, et 

son éqii:ilion qiinnd elle est i.n*,port&e à lrois diamctres conju- 
gués I':iisniit entre cux des aii;la-s A, y, V. 

Viinii~l oii Ilasse des axe.; OS, o Y ,  0% aux axes ox, oy ,  oz,  le 
teiiiie cunslüiit - 2 nu cliaiige pas ; duric la îoi~cliliu 

devient 

D'un autre côté la fonclion 

x = + Y % + Z =  
devient 

RI:~iritenniit, ci'aprcs un IhAwoine clénontré (G. P. 132), les 
é1111fliu11see S oob~eriues en égaldut à zero les ùiscriiniilaiiLs des 
deux loiiclioiis 
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Ces deux équations sont 

cns ?, cos p c m  v 

S" 

En les identifiant, on obtient les relations 

d'où résulte le théorème suivant : 

Théorème 1. - Dans un ellipsoïde : 1" la somme des carrés de 
trois diumetres conjzigués est c.o~is/a~rte; 2" ln somme des cawés  des 
faces du pui~allr'lipiyltle construit sur* trois rliatn2tres cor~juyue's est 
constailte; 30 le vuluine de ce ~tarullr'lipi~~él1ç est constant. 

Remarque. - Pour inlei.pi.éler la tiwisièrne des inelaiions (3), 
on s'est servi (le la sigriilicalioii &eum&li.iqne de la quantité P 
donnée au  paragraphe 9. 

173. Diamètres conjuguès égaux de l'ellipsoïde. - Si l'el- 
lipsoïde atliiiet des diainelrcs coiijiigués égaux, en désignant par 
Ba' leur loiigueur commune, on aura 

les estrémités des diamètres coiijuguc% égaux s e  trouveront donc 
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à l'inlersection de l'ellipsoïde avec la sphère ayant pour rayon 

En retranchant de l'équation de  l'ellipsoïde 

celle de la sphère mise sous la forme suivante 

on obtient l'équation 

Elle représente un véritable cane, car on a 

en supposant, ce qui est permis, a> b> c. 
Les générairices de  ce cône r sont des diamètres de  l'cllip- 

soïde ayant pour longueur 2 P+:+c2. 
Reste à démontrer qu'on peut associer trois à trois les généra- 

trices du cône de manière à former un système de trois diamètres 
conjiiçués. A 

Soit OC' une ghératrice quelconque du cône et  C' le point où 
elle rencontre l'ellipsoïile; le plan diamétral conjiijué de OC' 
coupe l'ellipsoïde suirant une ellipse qui admet deux diamètres 
conjiigués égaux OA', OB'. Les trois diamètres OA', OB', OC' 
forment d'ailleurs un système conjugué par rapport à l'ellipsoïde; 
on a donc 

2 Oh'' + = a2 + b 2  + cS, 
d'où 

-9 ~ 2  + b2+ ~4 OA" = 
3 
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Celle relnlion montre qlie Irs tli;iiiiéli.es OA', On' sont rlcs 
nérnii*iccs tlii c6rio r. Eii i~ésiiirié 1 , s  irois ilroiles OA', 011', OC' 
foriiiciii uii sy-ldiiir de clia~iiei IV.; coii,iiigliés égaux (1,. I'c~llil~siiitle. 

La ~éiii:i~iili~ice OC' éluiil qrid(.n~llie, i l  y a ,  d:iiis l'el. ipsoïtle, 
une iiiliiiiié di: sydBiiies (le iliaiiiéire.~ coiijiiguc's Sgaiis. 

174. Poiir pnsser du ciisde I'ellipsoïtle à celui de I'1iyp~rholoïele 
à une  n ; i l~p*,  il suflit de  çliüiiger c el c' eii ci e t  c'i ; los rel~lioris 
( 3 )  devieriiieiit 

al4 + Dl, - CI4 = a2 + b2 - c9 
I I  

b ' ~  C'P siil9 1 + & ,'9 siil2 p, - a " 2 sin2 v = 6419 + c2a" a4b" 

at6'c' dz= abc. 
Pou13 pnsser du cas do I'ellil~wïrle à relui d e  l'hyperbolnïrle à 

deiix nallpcs, i l  siiiïira de charigrr a,  a', b, b', en ai, a'i ,  hi, b'i, ce 
qui donnu clcs relalions aniilogiirs aus pi~écérlenlcs. 

L'interi~i.étilion géoinélisi lue d e  ccs deux groupes de relations 
ne préseiite aucun5 dii'licullé. 

175. 011 pciil démontrcr les propriétés des diamètres conjiigiiés 
d 'une yiiadiiq~ie à ccmnlre sans s'a,ipiiyer sor la tliéoiie des iiiva- 
riants, eii se servant des relalioiis qui  expriineiit que trois dia- 
mèiressorit conjiigués (151). 

Nous siililto.ei,ons d'iiboi'd qiie 1:i qiladi.ifliie est lin e l ' i p4 r l e .  
Soient O.\', OB', OC' trois diainiitiea conjii;ués, a', 6', c' leiirs 

demi-loripiieiirs et  (x, y, z ) ,  (x,, y,, z,), (a,, y,. a,) les ccm~tlttn- 
nérs de  leiirs eslrémilés A', B', C', la surl'clce élanl ral~por1Ce à 
ses ases tlc symétrie. 

011 aura les relalions 
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qui devierinent 

en posant 

1,es rel:itions ( 4 )  et  (5)  sont ~ ~ i s t e m e n i  celles qni lient Ics n ~ x f  
cosil lis illie Lrois dii.ec~tioris iwinnyii ailes font avec 1i.oi5 axes 
du coori!uiinées supposés rcçlaiiguiaires ; donc les neuï yuan- 
tilCs 

satisfont aux relalions obtenues en appliquant au tableau 

le théorème démontré au parrigrnlilic 14. 

Cliiiclue iliarnètre de l'elli~isoïde déirrrnine, à partir du centre, 
deux dire lioris ol~poeées ; iious *iipi~oserons que l'on a ciil lisi 
les clii.eclioiis OA', OB', OC', di: iellu aorte que le ~ r i è t l r~ .  iriiec- 
m g  e drfiiii ilai. les iieui'cosii~us (2, f3, y ) ,  (cc', p', y ' )  \cci1, bu, y") 
et le Iriedi e IUriiié par les ales Jus çooi.doiiiié~s posilives soient 
de iiièiiie: s w s .  
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nous aurons alors l es  relalions 

ou, e n  Iciiai-it compte d e s  égalités (6 ) ,  l e s  relations 

III 

L e s  relations (1) donnent le théorème suivant  : 

Théorème I I .  - La somme des carrés des projections des lon- 
gueurs d e  trois diumitrps conjugucis d'un ellipsoiile sur un axe  de 
la siri$zce est constante e t  i ga l e  au carré de cet axe .  

E n  ajoutant  membre  à membre les  relaiions (1) et désignant 
toiijours par  a ' ,  b', C' les longueurs  OA', OB', OC', on obtient 
l'6quation 

;2+ b 1 2 $  ; 9 = a 2 f  b 2 + @  

qiii  dbmnntre la première partie du ihkorème 1 (172). 
# n 

Pour  interpréter les  relalions (II), représenlons par Sû, SS, SZ 

les projections, sur  le plan priiicipal y o a ,  d e s  faces du paralléli- 
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pipède construit sur  les trois di?irnètiaes c o n j u y é s  OA',  OB', OC' ; 
en ajoulant rneiiibre à membre Irs i.elalions ( I I ) ,  après les avoir 
élevées au  carré, nous aurons I'équalion 

qui donne le théorème suivant : 

Théorème III. - La somme des carrés des projections, sur un  
plan priticipal, des faces d'ut; parullelipipède construit sur trois 
diamètres conjugués d'un ellipsoide est constante. 

Si l'on a-joute membre à membre les relations obtenues en 
applicpant le théoi~èrrie précétleiit aiix trois plans principaux, on 
a, eiitre les faces S, S', S" du parallélipipède, l'équation 

qui démontre la deuxième partie du théorème I(172).  
Erifin la relation (III) démontre la troisième partie du même 

théorème. 

176. Quelques consiclérations préliminaires sont nécessaires 
pour permettre d'appliquer l'analyse précédente aux hyperbo- 
loïdes. 

Hyperboloides conjugues. - Deux hyperboloides sont dils 
conjugués, lorsque chacun d'eux a pour sommets réels les sommets 
imaginaires de l'autre. 

L'équation d'un hyperboloïde G rapporté à ses axes étant 

celle de l'hyperboloïde conjugué G' sera 

Problème. - &lant donnée l'e'(/uation f (3, y ,  z) = O d'un hyper- 
bolozde G rapporté ci des axes yuelconyues, trouver celle de l'hyper- 
bolozcle corzjugut? G'. 

II  15 
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1;hyrlerholoîtle G' a le mêine mîiie asynilitote qiie l'hyperbo- 
loïile G ;  tloiic -cm é.liiatinn iie (lillOi.~ri~ di. celle de I'hyptrrh~lvïCIe 

que par uii t~r i r ie  coiislant el  scrii de la foime 

Poiir &;terminer D l ,  romarcliions que, H étant le discrimiiiant 
de la foriciioii f, et 11, celui di: la hiiü~iun f+D, ,  on a 

H , = H f  AD,, 

en représpntnnt par A le disciiiiiiiiant cornmiin des fonciinns for- 
m é , , ~  piw les tcriiies di1 secunil tiegrti daris les fanclions f et  

f + "1- 

D'un aiiire côté, qiiaiirl on rnpriorte les deux hyperholoïdes à 
leurs tixes de siinélrie, les Ioiiolioiis J' et f + Di deviennent res- 
pecliveiricnt 

x= YY" ZY" 1 -+----j x Y9 Z' ( >' ) 1(2+F-F++ 

et les discriminants d e  ces fonctions sont 

Appelons h i  le module de la substitution linéaire par laquelle 
on pasGe des axes priiniiifs o s ,  o y ,  o z  aiix nouveaux axes OX, 
OY, OZ ; le ciiscrimin;int d'une foiiclion d u  second degré élant 
un invariant (G. P. 131), nous aurons les relations 

d'où l'on déduit 

RBgle. - Pour former l'équntion de l'hyperboloïde conjugut? G', 
211 

i l  szi ffit rl'njouter la quantite'- -au premier membre de l'équation 
A 

de l'hyper-boloïde G. 
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Diamètres imaginaires d'un hyperboloïde. - Parmi les 
diainbires cl'iin hyp-rboloïtle, i l  y eii o qui sont imagina ives, 
c'esl-h-clire qui i~eric~~ii i i~e~il  l i i  s i i r l ' i~~e en rltbs ~loiiits iiriagiii;iires. 

Niiiis rioii.; proposons rle ddiiiir l ' t x l r i t~~ i l é  et la luayueur d'un 
pawil tliaiiiOlrc. 

Soieiit 
XP y z 9  
- +- -,+dl 
as bs 

l'équation d'un hyperboloïde rapporté à ses axes, la quantite E 

élaut égale a 1 ; et 

celles d'lin d i ~ m é t r e  imaginaire OC'. 
En ctieizh;int les solilticiiis coiriinunes aux éqiiations précé- 

dentes, on ohiieridm Iboiir X, Y, L des valeurs purement iiiiagi- 
naiiws, c'est-a-dire de la loriiie 

Le point répl C' ayant polir cooidonnées u, V ,  tu est su r  le dia- 
métre considéré, car les équaliuns 

donnent 

Ce point C' est ~ p p e l é  l'extrémité du diamètre imaginaire, et 
sa dishiice au  cent1.e de la stiri'üce est la demi-longueur de ce 
diarnélre. 

Encxprimnnt que les quantités 112, v i .  wi satisfont à l'équation 
de l'hypei~boloide, on obtieiit l'équation 

d'où résulte le théorème suivant : 
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ThBorBrne. - Les extrémit,:~ des diamètres imaginaires d'un 
hyperOoloide sont sur l'hyperboloïi~e conjugrré. 

177. Revenons maintenant à l'étude dos propriétés des dia- 
mètres conjugi:és d'un hypei,boloïde, et ,  pour fixer les idées, sup- 
posons que !a surface soit un hyprrhnloïde à iine nappe. 

Si OA', OB', OC' sont trois diainhlres conjugués, l'un d'eux, 
OC', sera imaginaire, et  les coordonnées (x, y, z),  (z,, y , ,  a,),  
(x,, y*, z2) de leurs ex~rémités A', Br, C' salisferont aux rela- 
tions 

Si l'on pose 

OS neufquantités (a,  p, y), (a', Br, y'), (a", p", y") satisferont aux 
relations (4 )  et (5). 

On achèvera le reste du calcul comme dans le cas de l'ellip- 
soïde. 
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EXERCICES 

EXERCICES. 

10 Trouver la  nature des quadriques représentées pa r  les équations sui- 
vanles : 

X ~ - Z * + ~ ~ Z - ~ Z X + ~ X Y - ~ X + ~ , ~ - ~ A = O  

X' + Z ' - ~ X ~ - ~ Y - ~ X + A = O  
( X + l ) x * + y ' +  X z ' - 2 h z x + 2 x y + 2 ~ ~ - 2 ( 1  + i ) ~ + h + i = O  

d +  Xyz+ ( X + l ) z ' - 2 X y z - 4 s a + 2 x - 2 ~  f h = 0  
( 2 h * - 2 X + 3 ) x ~ h ( h + l ) y ? + ~ +  i ) z i - 2 i 1 +  I ) y t + 2 ( X * - ~ ) x y + ~ [ h - 2 ) ~  

= h 3 - S A o - 4 1  + 11 
~-ij~*+p~-i-i)y=+x(x-a)~~-n1(1--2 Y ~ + ~ ( x - ~ ) x Y + ~ ( x + ~ ) x = o  

2 B y z + 2 ~ ' z x + 2 B " x y + D = O  
( x + y ) ' - ( 3 x f  y + z ) ' + 8 x +  4 y + 2 z - ï = O  

( ~ + y + a - I ) ~ + ( Y x - 2 y + z - 2 ) ~ + ( ~ - 4 y - z ) ' - 1 = 0  
( 3 x + 2 y - z I 2 -  ( x + 2 y + ~ ) * + ( x + y - l ) ~ - I = O  

( ~ + y - z ) ' - 3 ( 2 z + t ) ~ + ( 3 x + y ) * = 1  
(~~-6~+8z-i)'-(~-3y+4z~~+(4~-1S>y+~)'=O 

( x + y ) ( 8 x - y + z ) + % z - 2 y + z = O .  

2' Etant donné un tétraèdre OABC dans lequel l'angle trièdre O est droit, 
trouver I'equalion générale des quadriques qui, passant par  ses sommets, 
sont coupées par la face OXB suivant uiie circonfcreuce de cercle et par les 
faces OBC, OAC suivant des hyperboles équilalères. - Trouver le lieu des  
centres de cep. quadriques et, s u r  ce lieu, séparer les parties qui correspon- 
deut à des hyperbuluïdes à une nappe de celles qui corienpoodeut à des hy- 
perboluïdes à deux nappes. 

3- Étant données deux quadriques, trouver, par l'analyse, une direction de 
cordes lelle que les plans dianiélraux correspondants dans les deux surfaces 
soie111 parallèles. 

Démoiilrer que si la  courbe d'intersection des deux quadriques a quatre 
asymptules, ou u'en a aucuue, le problème a trois solutions. 

S i  la courbe d'iuterseclion a seuleinelil deux asymplates, le problème n'a 
plus qu'une solution. 
4- Si I'on cunsidere, dans une quadrique à centre, deux systèmes de dia- 

mètres con j i i~ués ,  le volume du p;irallelipipède construit s u r  deux diamètres 
du premier système el un dianiétre di1 second est égal a u  volume du parallé- 
lipipède conslruil s u r  les lrois autres dia~uèlres .  
50 ~ l a n t  doniiés deux ellipsoïdes la sunime des carrés d e  trois diamètres 

conjugués du premier, divi-és par les carrés des diambires du sccoud, qui 
leur  soiil respeclivemeiil parall6les, esL conslanle. - Examiiier le cas où l'un 
des deux ellipsuïiles devient une sphére. 

6' La souime algbbiique des carres des projections de trois diam6tres con- 
jugués d'une quadrique à centre s u r  uiic divile quelconque D, parallrlement 
à un plan qnelcoiique P, est  conslaule. - Cas où le plan P es1 parallele à un 
plan tangeul du cône asymplote. 
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(On pourra rapporter la quadrique à trois diamètres conjugu6a dont l'un 
coïiiciilrra avec la druite D.) 

7' La suniiiie alpébriqiie d r s  carrés des prrjeclions des faces du paralléli- 
piprtle cuiisiruil s u r  Lrois diamfiIres cunjiigiics d'une qiiatliaiiliie à ceiili-e s u r  
ni1 plan qurlcuiique P, parallrlenieril ii uiie dioiie qiielcunquo D, es1 cuns- 
larile. - Cas uù la  droile 1) es1 paralléle à uiie gérioralrice d u  cône asyinp- 
lu le. 

(011 poiirra rapporler la quadrique à trois plans diamélraux conjugués dont 
l'uii cuïiicitlera avec le plau P.) 

8' Les plans laiigeiils à une qiiadrique, aux exlrérnilés de trois dernidia- 
rnrties cuiijiigiés, reiicuiilreiit uii diaiiii.ire lixe en liwis puiiils dunt les dis- 
taiiccs au ceiili-e de La surface ont la suniiiie des carres d e  leurs valeurs 
invcrses c ~ n s l a n l e .  

D' 1.es faces du parallélipipfde conslriiit s u r  trois demi-diamltres coiiju- 
gués tl'uiie qiiadrique à ceiili8e, rriicuiili~riil 1111 plan fixe siiivaiil six droiles 
parallrlcs deux deux, el qui, prises qiiaire 5 qualise, déleiiniiieiil lruis pa- 
rallclu~)rainmes. La sumiiie dcs valriiis iiiveises des carios de ces trois 
pai~al lclupi~amin~s a une valeur constaute, quel que suit le système des trois 
diaiiiPii.es cuiijugu6s. 

1@ Trouver les plans principaux des s u r h c e s  auivantes: 

P et Q étant des fonctions liiiéaires. ( 0 1 1  poiirra chercher les plans bissec- 
teurs des plans asp ip lu les  réels uu iniagiuüiies de ces deriiicres surfaces.) 

(On poiirra procéder de la manière suivante: on  metlra l'équation de la 
suriace sous  la furine 

et l'on exprimera que les plans ayafil pour équalions 

axf  b y  t C Z = O  ( c - X a ) ~ + ( C ' - X b ) y + ( C ~ ~ - X c ) s = 0  

sont perpendiculaires). 
I l o  'l'ruuvrr Irs éqiialions de i'axe d'un paraholoïde. 
( I x s  Iiuis pliiiis du ceiilie suiil pariill+li~s A une mime droite D qui donne 

la diicciiuii de l'axe; uii aiira Ics é ~ i i i a i i u i i ~  de ce1 axe eii le cuiisitl&aut 
co~iiiiie le tliaiiii.ii-e cuiijugue tli i  plaii pc~p=iiiliculaire à la rlruiie l).) 

12" Les diiecliuus priucipales d'uiie quadrique sunl  dcnuies par les équa- 
tious 

9; 9; ,; 
-- -- -- -- - -- - 
E y Y  

qui, associées deux à deux, représentent lruis cànes. 
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D h n n i r ~ r ,  mils  faire urraçe d'une iiicoiiniie arxiliaire 8, que ces cbiies ont 
Wu s ~ c i i c i ~ i l i ~ i c e s  cuniiiiiiii~s  oisn niai il uii Iiirdre 1rireclaii;le. 

I l i ~ i i ~ u i i \ ~ ~ ~  pdr la coiisiilér~liuri d~ ces liuis côiies. les cuiirlilions iibcessnires 
et  siii'iisüiiles puur qud la quüdr;que adiiictie plus de Lruis direcliuiis piiu- 
cip:ilw. 

(ILiir r6soiirlre la prrmi6i.e partie de celle qiiesdon, on monlrpra il'nhord 
qiie Irs iruis côiiw ou1 au inoiiis une gé~ici.ali'ice cuiiimiiiie rcrlle el eiisuite 
qiie I'uii prul preiidre celle ~ r i i ~ r ; i t i ~ i c r  puiiis uii d r s  axes de coui~iluiiiié~s.) 

13' I)Siiiuii~iw qiie les rüci i i i ,~  ilçs 6qiiiiliuiis eu Ci qui currespuiideiit a deux 
côues du secuud ordre el supplciiiciilaii~es, suril lices pa r  la  relatiun 

Appliquer ce rdsullnt à la vdrifli:nliun aiialytiqiie de la  proprialé suivante. 
Les ileux côiies supplérneulitiros uiil les iiiiiiies plaus priiicipaux. 
14' Les Bqualiuus 

reprkenieni  des ellipsoïdrs égaux. (Coordonntes  rectangulaires . )  
15. ~ i a i i t  duiiiié Jaiis l'espace i i i i  s fs l ruie  de 18 puiiits Ai(si. si) à 

chacun desquels corrcepoiid uii paivnirii-e m i .  el rnppurtés i des a x w  rec- 

tangulaires ox. oy, oz; déiiioiiti~ei~ qiir, pour chaque puiiil O de l'espace, il 
exisle Lruis axes reclaugulaires US, u Y ,  ui! lels qiie l'ou a 

(Los formules qui permellent de passer des axes o z ,  oy, oz aux axea 
OS, oY, O Z  élünt 

si l'on pose 

on trouvera le3 relalions de coritliiion 

En joignant B ces relaliuns celles qui lient les neuf cosinus (a,.P, r), 
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id, p', y'), (CL", Y', y'!), on obtiendra les équalions 

T a s  Ç y -  Q$ -- - _ __. 
a" - B" Y" 

On sera ramenb à considérer I'eqiinlion en S.) 

Nota. - Dans tous les e x ~ r c i r e s  i ~ I : i t i k  aux plans principaux, on  suppo- 
sera les axes de coordonn6es reri:iiiyiiI;iires. 

I l i o  Le lieu des cenlres des rnoheiiiies tlislnnces des poinls d'iiilerseclion 
d'une surïace algébi.ique avec une s6c;inir qiielroiique parallrle B une direc- 
tion donnée es1 un plan que nous alIl <'llcrnns plan diamétral .  

Trouver les conditions nécessniiw ri siiiïisanies pisui- que. quelle que soit 
la direciion donnée, ces  plans dianielvaux suiciil paralléles à une mime droiie ; 
parallrlas en1i.e eux ou confondiis. 

l7' Dans une suiface alçébi.ique d'ordre în, le lieu des miiicux dcs cordes 
Tt1 Ill - 1 ) 

parallèles à une direction donnée est une surface de i'ordre - 3 qU6 

Von appelle surface d iamét ra le .  
Quand la surface es1 du t r o i - i h e  ordre, la srirîace diarnétrnle es1 du mFme 

ordre;  pour que celie surîace dia1118 11~; i l~  se ddcoiiipose en un plan el une 
quadrique, i l  Caut et il suffit que la surtace Joriiiée s e  décompose ello-nic'me 
en un plan el une quedrique quand les cordes ne son1 pas parüllcles j. une 
direciion asympiotique. 

Examiner le cas où les cordes son1 parnll;lcs à une direclion as~mplol ique.  
180 Quand on passe d'un sy6li.mc d'axes obliques a un aulre sysleinc d'axes 

également obliques, les quanlités 

conservent les mêmes valeurs. ( M  et P sont les coefficients de- S' et S dans 
l'équation S .) 

19' Appliquer la théorie des invai3iaiils à l'équation 

qui représente un hyperboloïde rrippnrié b trois génératrices du cône asymp- 
tote e l  eu dédiiire les propriélés siiiv;iiilrs: 

Dans un hyperboloïde à deux nnp CS.  pi l'on considi.re toules les pyramides 
ayanl pour sonlmel le centre de In aiirl'ace cl pour base un triaiig!e iiiscrit 
dans le c6ne asymplole el cii~coiisciii B une des nappes de la siii,C.ice : 10  La 
somme des cai.i.6s des arcles laléi~ules diiiiinuée de la somme d1.s ra r i cs  des 
côtés de l a  base est constante; S" la soiiiiiie des carrés  des laces lalbi-ales 
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diminuée du carré de la  base est consiante ; 3 O  le volume de ces pyramides 
e s l  çonslant. 

Les piupriétés précédentes restent vraies pour u n  hypcrboloïtle à une 
nappe, si I'on prend ponr base de* pyrniiiides u n  Lriançle iriscril dans I'hy- 
perboluïde et circouscrit au c6iie asyiiiplule. 

Remarque.  - On devra comiiiencer par démontrer les deux théorèmes 
suivants : 

Theorème 1. - Dans un h~~prrholoide a d r u s  nappes, il existe une inllnitt! 
de plans coupant la surface et le cnne n.~!l~nplote suivant des r l l i j ~ s ~ s  E4 E, 
telles qu'un peut circonscrire à I'diipsr E ùcs triangles inscrits dans l'ellipse E,. 

Theorème II. - Dans un h!lperhnlnïile ri une nappe, il existe une infinite 
de plans coupant la surface et le cdue as!lmptote suivant des ellipres E, E , ,  
telles qu'on peut inscrire Ir: I'ellip~e E des trimgles circonscrits à l'ellipse E, .  

20. Pour qu'on puisse placer su r  le c h e  ayant pour équalion 

trois droites parallèles à trois dianiblres conjugués de l'ellipsoïde représenté 
par  I'équalion 

il faut et il suffit que I'on ait la relalion 

Pour qu'on puisse circonscrire au m;me côue un trièdre dont les faces sont 
parallèles à l w i s  plans diainclrnux cuiijugués du menie ellipsoïde, il faut et 
il suflit que I'on ail la relûlioii 

Montrer que, si l'une ou I'aulre de ces deux propriélés est  vraie pour un 
seul Lrièdre. elle est vraie pour uiie iiiriiiile de trièdres. 

210 Un ti.iètli*e lrireclaiigle luuriie auiiiur de son sommet O ; trouver I'en- 
veloppe du plan P qui passe par les puiiils A, B, C où ses  arcles renconlrent 
une quadrique dunri8e. 

Quaiid le soininel O est s u r  la qi iadriqn~.  le plan P passe par  un poinl Bxe M 
situé su r  la nurinale à la qiiadi.iqui?. au puint O. - Trouver le lieu des 
points M ,  le puinl O s e  déplaçaiil cul. la quadrique. 

220 Résoudre les quesliuns prcreil~iites an subsiiluant au lriEdre lrirec- 
tangle un (riedie dont les arctes sunl p;irallcles à lrois diamètres conjugués 
d'un ellipsoïde dunné. 

230 Démuiitrer les deux 1hBoii.mes suivanls qui ramènent cerlaines ques- 
liuns de geonietrie dans i'espace j. dos q u e s l i ~ n s  analogues de géornélrie 
plane. 

Théorème 1. Si un thforéme vrai pour trois axes rectai~guluires OA, 
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OB, OC sr~bzistr encore q u m d  on r ~ ~ n p l f l c e  dercx d ~ s  a m  0.4. 01% pnr d r m  
aulrrs oirarri ri~clrrëgtilflires et siltits duiks lu plrcit p~rp~utl ic tr inire  strr OC ; 
alors l e  Ihdorè~~le est arai pour luus les axes vecluilyuluiivs pussu111 p r  le 
point 0. 

Théorème II. - Si u n  th6nrlme vrni poitr trois tiinrnr'lr,,~ cnnjirquh 01, 
OB, OC d'tire qtindriq~re suhsiste eiicore qt~itnil ou rfrt~plricr Jw.r  de ces din- 
rnélrcs 0.4, 011 pur deux aittres ryule11wi11 corljt~gt~rJs el situt's tlnrrs I t ,  pl i n  
diuatltr'ul co~rjr~gut de OC ; ulor6 le  Llheurtke est vrui pour trois diur~rèlres 
coirjuy tris qtielcurrques. 

Applicalion à la d~mons i rn t ion  des  proprihlés des  dinmblres conjiiyii8s. a 
la sululiun des  queslions 21 e l  22 el B la dciiiuusli.üliun de  la proprie16 sui-  
vaille : 

Théorème. -Dans  une qundrique la somme des carrtrs des inverses cletrois 
dia~irèlres reclu~lyulaires es1 cu~isti~~rta..  

24' Licu des  sommets des  cônes de révolulion ayant pour base une conique 
doiiiiée,. 

250 Elniil donne un  ellipsoïde de révolulion al'onç8, le cône qui a pour  som- 
me1 i i i i  des  foyers de l'ellipse meridieiiiie et puur  base une secliuu plane 
quelconque es1 de révolulion. 

2;. Elaiil donné un  ellipsuïde de  réroliiiion aplnii. le cbne qui a pour  som- 
met uii des  forers d'une ellipse ni(.i.iilieiiiie el puur base une seciiuii de  la 
sur îace par  un plan passant p a r  la direcirice qui  correspoiid à ce  l'uyer es t  
de i.6vuliiiiuii. 

27- E I ~ I ~ L  donné u n  cylindre paral>oliqiie, le cône qui a pour  sommet le 
1 

foyer tl'uiie seclioii droile e l  poiir base uiie ~ec l io i i  de  la sui.f:ice pa r  un  plan 
passaiil  pa r  la direcirice de cella seciioii i l i -oi i~  os1 de  révoluiioii. 

2nm Uiie quadrique don1 1'éqii;ilioii es1 syiiictrique p a r  rappurt aux  coor- 
doiiiir5eu z,  y, z, es1 de  révolulioii, poui-vu que les axes  de coordouuées 
fasseut euire eux d e s  angles égaux. 
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ÉTUDE DES QUADRIQUES SUR LES EQUATIONS REDUITES 

CIIAPITRE PREMIER 

178. Les  sections planes d'une q~iadi~iqiie sont des canirliies; 
nous alloiia d'alioid chcrclier le genre de la coriiqtie I I O I I I *  les ilif- 
féiviiti~s qiiadi~i~~iies et  les rlillëi~ri~tes ~~osilioris dii 111iiri séc ont. 

II suilira Iiour cela rle tlcl,wniiirr le gvr1i.e de la i~ i~c~ jcc i i~~r i  de 
la s c 4 u i i  sui* lin dl s  ila ans de coiwdoiiniw, car uiie coiiiilue et 
ça p~.o,~c~cLiim sur uii plan soiit 6videiniiieiit du rnênie gei1i.c. 

i0 Ellipsoïde.- L'éyuslion de  la surface rapporloe à ses  axes 
de sa iiid~rie est 

si l'on coupe la surface par le plan 

la projeclion de la seciiim sui1 ie plan xoy aura pour éqiialion 

Le genre de cetle pi~ojeclioii tlél~en 1 du signe de la quantitd 

k = - a 9 u ~ p v e - c * 1 u e  

qui est toujours négative. 
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Les sections planes d'un ellipsoïde sont donc toutes du genre 
ellipe. 

20 Hyperboloïdes. - I,'Pq~at;cn de. ces surfaces rapportées 
aux axes de syinétrie est 

cette qiianiité pouvant être népalive, nulle ou positive, les sec- 
tions planes d'un hyperboloïile poiirroiit êlre du genre ellipse, du 
genre parabole ou du genre hyl~erliole. 

30 Paraboloïdes. - L'éyiiation de ces surfaces rapportées aux 
deux pluns priricipaux et au  plan tangent au sommet est 

Siipposons d'abord le plan sécant non parallèle à l'axe de la 
surface, son équalion sera 

et la projection de la section sur le plan y o a  aura pour équation 

On voit que tout plan, non parallèli? à I'axe, cniipe le parabo- 
loïde elliptique suivant des coiirbr-bs du genre ellipse et le ~iaraho- 
loïdo hyperbolique suivant des coiirbes ( lu g e w e  hyperbole. 

Si~pposoiis maintenant le plan sécant parallèle à I'axe de la 
surface, son équation sera 

et la projection de la section sur le plan r o y  aura pour équalion 
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Cette projection est une pai~abole ; donc tout plan parallèle à 
i'axe d'un pai3ab«loïde coupe la siirhce suivant une parabole. 

Le paraiiièlre de la parabole ~ ~ r o j a t é e  a pour expression 

il est indépendarit de h ; donc tous les plans parallèles entre eux 
et à l'axe d'un paraboloïde coupent la surface suivant des para- 
boles égales. 

Remarque. - Ce qui précède cesse d'être vrai quand, la sur- 
face étarit un pnraboloïde hyperbolique, on a 

W v 
- + , = O ;  
di- dq 

la section s e  compose alors d'une seule droite et  le plan sécant 
est  un plan diamélral sir iplier  (137). 

179. Nous allons maintenant faire connaitre deux propriétés 
des sections planes d'une quadrique, qui nous seront souvent 
utiles. 

Théorème 1. - Les sections d'une quadrique par des plans pa- 
rallèles sont des courbes homothétiques. 

Soit 

f ix, Y, z )  =O 

l'équation de la quadrique rapportée à des axes quelconques. 
Les axes étarit qiieloonques, on peut, sans particula~iser la ques- 

tion, suppùser le plan sécant parallèle au plan xoy. Si  son équa- 
tion est  

a = h ,  

celle de  la projection de  la seclion sur  le plan xoy,  projection 
qui est égale à la seclion, sera 

Quand h varie, les coefficients des termes du  second degré, 
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dans I'écliinlion précédente, no  clin:igeiit l m ;  dnno toutes les 
sechoiis ainsi oLLeiiues so.it tics courlies Iioiiii~ltiéli~~ues. 

Théorème II. - Si l'on coupe un  h,yl~e~-boloide et son c h e  
mynpto  e p r  t in tné1)1e p h !  : 

l 0  Lrs arclirins sout ilrs courhes hn~notlrc;tiqtrrs; 
Si crs zertioru sont ii crirlrr, ellrs s c ~ t  cci~icentriq~res; 

3 O  Si ces sections s o ~ t t  du yeiu'e yurulolr, leui-s pu/-umitres sont 
égaztx. 

Siipposons encore, comme dans le théorème précédent, les 
axes i~iielcciriqilea et le lilnn sccaiit P ~)ui~.~llele ail 1)laii xoy;  les 
prnjeciior~s, siir ce plaii, des seclioiis d . I'iiy~iei~l~oloï le el (le son 
cône asyinliioie par le plan P srroiil égales aux seclioiis corros- 
poridaiites, et  auront pour équalioris 

Ces deux éqiiationç ne diffkrant que par les termes indépen- 
dants des coordoiinées, le theoi.Cine es[ dcmoiiti.6. 

On sait, en effet, qiie les cwmlonnées d u  ccritre d'une coni lue 
dii genre ellipse ou du çerire liyl~erliole, aiiisi que le paiaiiiétre 
d'une paral~ole ne dkpeudeiit pas du terilie tout cmnu  qui eiitre 
d a m  leur éyiiaiion. 

480. Le théoimème II permet de  déterminer facilement la nature 
de la serlion d'un hyperboloïde par un plan P. 

Si.aiisltor~ons le plan P au centre de la surface, les seciions 
du côiie asyinpioie par 16 plari P et  le plan 1riinspoi.té P, setaont 
hoiniithétiqu~s (Tiiéorèrne 1). Dimc, la section de  I'hypei~boloïile 
par le phri P sera di1 genre ellipse si  le plan Pi coupe le coiie 
asyrnlltote siiivant deux g8néi.atriceç imaginaires. 

Elle sera di1 genre h! pel-bole si le p lm Pi coupe le cône asymp- 
tote siiivari t deu\ génératrices réelles. 

Elle sera du  genre parabole s i  le plan P, est tangent au  cône 
as) riil~lote. 

Ce inèine théorème donne la soliilion du probléme suivant : 

Problème 1. - Trouver les plans qui coupent un hyperboloïde 
suicunt deux drsoilrs p a ~ d l é l e s .  
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L'encemhlc de  ces deuv droites pnidli:les forme une parabole 
do111 le p-iiïiin6ii.e est. niil; Ic plkn iiicoiinii doit donc coiiller Ic 
c611e asyiripiole de i'liyl)ei~l)oloïile siiivaiit une pnriihole ile 1,;ii.a- 
rnè1i.e niii, c9cs:-à-tliibe siiivarit deux droites paralii?.es qui seront 
nScessaii~eiii~ lit coiii'ondiies. I 

Ainsi Irs plaits ctiercliés louchent le cône asymptote ; ils sont 
donc lcs plüi~s üsyinptu~e; tlt: I'hyperlioloïde. 

Problème I I .  - Trouver les plnm qiii coupent un hyperbnloïde 
suivmzt utde hyperbole iqtiiintere. (Coordonnées rectangulaires.) 

Ces plans transporlés au cenlre de la sui.faco devroiit couper 
le cône asyinpioie suivant deus  tli.oiles rectarigulaireç ; doiic, si 
leur direction es1 représerit6e par I'éyua~ion 

on aura entre les coeîficients u, v, w la relation (170) 

9 (u ,  v, w ) = ( A + A r f  A")(u"v2+w"). 

Si I'hyperholoïde est rapporté à ses axes d e  symétrie, cette 
rclation Jevieiit 

181. Nous terminerons ces généralités s u r  les sections planes d'une qua- 
drique par la recliei*che des axes et la déterminalion des paramètres de 
grandeur d'une section plane. 

Problème I I I .  - Un plan P cmpant une qimrlrique suivant une c o n i p e  a 
centre C ,  trouuer Les Qiialions des axes de cette conique et  leurs lotryuecirs. 
(Coordonnées rectangulaxes.)  

Équations des axes. - Soient 

I'lquation de la quadrique, et 

celle du plan sdcant P. 
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Considérons I'équation 

qui, comme on le  verra plus loin, reprksente une quadrique Z circonscrite à 
la quadrique donnée. le plan P élant celui de la courbe de conlact. 

Nous allons chercher les plans principaux de la qundriqiie C, puis nous 
ferons tendre h vers zéro; ce qui revient à suppoier que la quadrique Z 
s'aplatit de plus en plus jusqu'à se conSondre avec la portion du plan P li- 
niilée par la section correspondallie C. 

Nous démontrerons que l'un des plans principaux de cette quadrique a 
pour liiiiile le plan P ; d'où il riisullera que les traces des deux autres plans 
principaux Q, R sur  le plan P seronl les axes de symétrie de la seclion C. 

L'Aqualion d'un plan principal de la quadrique Z est de la forme 

en posant 

Pour former l'équation qui donne l'inconnue 6, il faut éliminer x ,  P, y entre 
les équations 

I r  U 
4 9 , - S a - r p = O  

Cela revient à considérer p comme une nouvelle inconnue et à éliminer 
a,  p, y, p  enlre les équations (3) et l'équation 

On obtient ainsi I'équation 

Quand X tend vers zéro, celte équalion s'abaisse au second degrb et devient 

A-S  B" Br u 
B" A'-S B v 
B' B AIl-8 w 
U v w a 

=O' 

A - S  B' B' u 
B" A'- s B v 
B' B A I l - ~  ui 

u U w O 

= O ;  
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deux des racines de l'équation (4) ont donc des limites finies S,, S,, dont les 
valeurs salisfont à l'équation (5). 

La troisième racine S, devient infinie, mais le produit A S, reste Ani. Posoni, 
en effet h S = a, l'équation (4) deviendra 

et, pour h =O,  elle se rBduira à 

Cette dernière Bquation admet deux racines nulles, et la troisibme racine a 
pour valeur 

donc, quand X tend vers zéro, S, devient bien infini, mais le produit AS, reste 
fini. 

Pour la racine infinie, les équations (3) deviennent 

et donnent 

D'un autre côtb, quand A tend vers zéro, l'équation (1) se réduit Q 

en tenant compte des relations (6) ; l'un des plans principaux a donc bien 
pour limite le plan P. 

Les deux autres plans principaux Q et Fi sont dès lors perpendiculaires au 
plan de la conique C et la coupent suivant ses deux axes de symétrie. 

Tout revient maintenant i former les Bquations des plans Q et*. 
Les cordes principales qui correspondent à ces plans sont parallèles au 

P plan P ; on a donc p = O, et, dans l'équation (i), le coefficient - prend la 
A 

O 
forme -. 

O 
Pour lever cette difficulté, ajoutons les équations (3), après les avoir mul- 

liplibee respectivement par u, v, w ;  nous aurons 
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et i'équation du plan principal prendra la forme 

On obliendra les Bquations des plans Q, R en remplaçant, dans l'équa- 
tion ( 7 ) ,  S par les racines da l'oquation (5)  et a, P, y par les valeurs propor- 
tionnelles à ces quantités tirées des équations 

P On obtient ces équations en éliminant-entre les équations (3) .  
1 

En associant aux équations des plans Q et R celle du plan P ,  on aura les 
équations qui déterminent en position les axes dc la section C. 

Longueurs  des  axes .  - Pour determiner les longueurs des axes, nous 
nous appuierons su r  les propriétés suivantes : 
10 Les fonctions 

sont des invariants. 
E n  effet, elles sont respectivement les discriminants des fonctions 

'2- Les coefpcients e t p a r  suite aussi les racines de l'lquation 

I A - S  BIr Br u 1 

sont des inunrianta. 
En eîîet, elle est l'équation en S relative aux  deux fonctions 

Remarquons immédiatement que I'équation A , ( S )  = 0 développ6e prend la 
forme 
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Cela posé, prenons pour nouveaux axes de coordonnées OX, OY, OZ les 

axes de symélrie de la section C el la perpendiculaire OZ élevbe à son plan 
par le centre 0 ; l'équation de la quadrique X sera 

et les carrés des axes de la seclion auront pour valeurs 

Le problème est donc ramené au calcul des constantes A,, A:, DI. 
Si nous formons d'abord l'bquation (5)  pour le nouveau syslèine d'axes, 

en remarquant, que, dans ce système, l'equalion du plan P es1 w, Z = O ,  nous 
obtiendrons l16quation 

( A ,  - s ) ( ~ : - s ) = o .  
On a donc 

A , = S ,  A : = S , ,  

en représentant toujours par Si, S, les racines de l'équation (5). 
Les valeurs des invariants A,, H, pour les deux systèmes d'axes sont 

égales, car le carré du module de la transformation est l'unité; ou a donc 
les deux équalions 

A,=- W:A,A:  H , = - w : A , A : D , ,  
d'où 

En r6sum6, les carrés des axes de la section C ont pour expressions 

182. Problème IV. - Un plan P coupant une quadrique suivant une para- 
bole, trouver les équations de l'axe de cette parabole et la grandeur de son 
paramètre. 

Équations de  l'axe. - La méthode suivie dans la première partie du pro- 
blème précbdent est encore applicable : seulement, le plan sécant P transporlé 
au sommet du cône asymptote est tangent a ,,e cône, et le déterminant A, est 
nul. 11 rbsulte de là que l'équation ( 5 )  a une facine nulle S, et une racine S, 
différenle de zéro. 

A cette racine S, correspond un plan principal Q qui, par son intersection 
avec le plan P, détermine l'axe de la section. 

Paramètre de l a  section. - Prenons pour nouveaux axes de coordon- 
nées OX, OY, OZ l'axe de la seclion, la tangente eu son sommet O et une 
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perpendiculaire OZ Blevée à son plan par le sommet 0 ; i'bquation de la qua- 
drique X sera 

et le paramètre p de la section aura pour valeur 

Le problème est donc ramené au calciil des constantes A:, C,. 
Formons encore l'équation (5)  pour le nouveau système d'axes, en oyant 

soin ici de ne pae supprimer le facteur commun tu:, nous obtiendrons l1équa- 
lion 

A:w:s-w:s'=o. 

Elle noue donne d'abord 

A: = s,. 

Si maintenant on se rappelle que les coefriciente de llBquation (5) ne chan- 
gent pas de valeur quand on passe du premier système d'axes au deuxième, 
on aura 

~ : = u + , ~ + w = .  

Enfin, en Bgalant les valeurs de l'invariant H, pour les deux systèmes 
d'axes, on obtient la relation 

H~ = w:A:c:; 
donc 

H, 
( u * + v P f  w 2 ) s i *  

et, par suite, 

avec 

183. Nous allons appliquer les résultats oblenus au paragraphe 181 à la 
dblermination en grandeur et en position des axes de la section d'un ellip- 
soïde par le plan P dont l'bquation est 

kr surface dtant rapport6e aux trois plans principaus. 
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On a 
1' v' w" A,= ---- - - h' 

,pc' Hg=--- a.ù'CL 4. 

former i'bquation (5), il suffira de remplacer dans A, les quantités 
1 1 1  1 i 1 

- - 9  -, - par - - S, -- S, - - S et d'égaler le résultat à zéro, ce qui 
a' b' c' a' bP C' 

donne 

On obtiendra les carrés des demi-axes de la section en substiiuant succes- 
sivement A S les racines de l'équation (10), dans la  relation 

L'equation (7) du paragraphe 181, pour le cas particulier qui nous occupe, 
est 

a, p, Y satisfaisant aux relations 

E n  tenant compte de ces relalions, l'équation (11) devient 

h 
Si du coefficient de --- - on retranche le premier membre de l'équa- 

11' + 6'- + wx 
tion (10) multiplié par S, la dernière Bquation se simplifie et devient 

C'est dans l'bquation (12 )  qu'on devra remplacer S succtssivement par les 
r x i n e s  de l'équation (10) pour avoir les équations des plans Q, R.  
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184. Un ellipsoïde étant rnpporté aux trois plans principaux, 
on peut déterminer en grnndeur et en position les axes d'une 
section plane par la mélhode suivante, qui ne nécessite pas l'em- 
ploi des invariants. Nous examinerons deux cas. 

Premier cas. - Le plan sécant P' passe par le centre. - L'équa- 
tion du plan P et  celle'de l'ellipsoïde seront respectivement 

Soient A' (x', y', x') un des sommets de  la section C de 
I'ellipsoïde par le plan P', et  

l'équation de  la sphère ayant même cent.re O que l'ellipsoïde et 
pour rayon le demi-axe oA' de la section. Le  plan P' et  les plans 

qui touchent l'un la sphére et l'autre l'ellipsoïde au point A', se 
couperont suivant une même droite A'T' tangente à la section en 
ce  point A'. 

Des Cqiintions (13) on tire 

et  cette équalion, qui représente un plan passant par le centre O 

et la tangente A'T', devra être identique avec celle du plan P'. 
E n  faisant cette identification, on obtient entre les coordonnées 
du sommet A' les relations 

Substituons ces valeurs des coordonnées x', y', d dans la rela- 
tion 

UX' -/- v y' + wa' = 0, 
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qui exprime que le sommet A' est dans le plan P', nous aurons, 
pour déteriiiiner la grandeur des axes de la section, l'équation 

L'axe oA' est représenté par les équations 

qui, en tenant compte des relations (181, deviennent 

En remplaçant, dans les équations (16), R Q a r  les racines d e  
l'équation (15), on aura les équations des deux axes de  symétrie 
oA', OB' de la section C'. 

Deuxième cas. - Le plan sécant P est quelconque. - Son 
équation est alors 

x 
On sait que les sections de l'ellipsoïde par les plans parallèles 

Pl P' sont des courbes homnthktiques ; donc, les axes de  syrné- 
trie de ces sections sont parallèles, et le rapport de leurs lon- 
gueurs est égal au  rap$ort d'homothétie. 

Pour troiiver ce rapport d'liomothétie, rapportons l'ellipsoïde 
à trois plans diambtraux conjugués, dont l'un XoY coïncide avec 
le plan P' ; les équations des sections C, Cf seront 

Sous cette forme, on voit que le rapport des carrés des lon- 
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gueurs de deux diamètres conjugués parallèles, c'est-à-dire le 
19 

carré du rapport d'homothétie, a pour valeur 1 - - 
;a' 

1 d 
D'un autre côté est égal à - en représentant par d et D les 

c D ' 
distances du centre de l'ellipsoïde au plan P et au plan tangent 
qui lui est parallèle ; donc, si 2p et 2R sont les longueurs de 
deux axes parallèles des sections C et C', on aura 

ou bien 

En remplaçant, dans cette relation, R par les racines de  l'équa- 
tion (15), on aura les longueurs des axes de la section C. 

Reste à trouver les équations de ces axes ; ils sont parallèles 
à ceux de la section C' et passent par le centre 1 de la section C. 

Les coordonnées de ce centre, situé dans le plan P et sur le 
diamètre qui lui est conjugué, sont données par les relations 

Ii restera à remplacer, dans les équations (le), les coordon- 
nées courantes par x - x i ,  y - Y i ,  % - zi. 
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SECTIONS RECTILIGNES DES QUADRIQUES. 

185. Nous nous proposons de  rechercher si, parmi les qua- 
driques autres que les côncs et  les cylindres, i l  g en a quelqu'une 
sur laquelle on puisse appliquer une droite. 

Uiie droite D étant située tout entière sur une quadrique, tout 
plan passarit par cette droite coupera la surface suivant une 
seconde droite D', et la section sera du genre hyperbole. 

II résulte de là que l'ellipsoïde et le paraboloïde elliptique dont 
aucune des sections planes n'est du genre hyperbole, n'admet- 
tront pas de sections rectilignes. 

J e  dis qu'il en est de même de  l'hyperboloïde à deux nappes. 
Pour  le démontrer, rapportons la surface à trois plans diamé- 

traux conjugués ; son équat,ion sera 

On peut regarder le plan y o a  comme parallèle au plan d'une 
section hyperbolique quelconque; donc, si la surface admet des 
sections rectilignes, un des plans parallèles au plan yoz devra 
la couper suivant deux droites. Or, si, dans l'équation de la sur- 
face, on fait a:= d, les équations 

de  la section montrent que cette section est toujours une véritable 
hyperbole. 

En résumé, nous n'aurons à considérer que l'hyperboloïde à 
une nappe et le paraholoïde hyperbolique. 
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Sections rectilignes de l'hyperboloïde à une nappe. 

186. L'équation 

de l'hyperboloïde à une  nappe rapporté a ses axes peut être 
écrite de la manière suivante : 

On obtient l'équation (1) en éliminant A entre les équations 

b c - a  

ou en éliminant p. entre les équations 

Il résulte de là que, si  l'on fait varier A ou p, les deux systèmes 
de droites reprksentées par les équations (1) ou (?) seront situés 
sur l'hyperboloïtle. 

Nous dirons que les droites représentées par les équations (1) 
foi-ment le système >,, et que les droites représentées par les équa- 
tions (p.) forment le système p. 

Théorème 1. -Par chaque point M (dl y', a ' )  de l'hyperboloïde 
passent une droite du systZme X et une droite du systime p. 

En effet, pour qu'une droite du système A, par exemple, passe 
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par le point M, il faut et il suffit que les équations 

donnent pour A la méme ~aleilr .  
Or, en égalant les deux valeurs de A tirées des équations pré- 

cédentes, on obtient la relalion 

qu i  est satisfaite, puisque le point M est sur l'hyperboloïde. 

Théorème I I .  - Deux droites d'un même système ne sotbt pas 
situies dans un même plan. 

Soient 

les équations de deux droites du système X par exemple. 
L'équation générale des plans P passant par la droite h est 

Pour que ce plan contienne la droite A', il faut et il suffit que 
l'équation 

(2-1, (if $ ) + h  (8-;) ( 1 - 3 0  
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soit satisfaite quel que soit x. On devrait donc avoir 1 la fois 

Les  droites A, A' étant distinctes, par hypothèse, le facteur Ar-h 
n'est pas nul ; après la suppression de ce facteur, les deux équa- 
tions précédentes donnent pour h des valeurs égales et  de  signes 
contraires ; elles sont donc incompatibles. 

ThBoréme III. - Deux droites de systèmes diférents sont situées 
dans un même plan. 

En effet, pour que le plan P qui passe par une droite A con- 
tienne une droite du système p, il faut et  il suffit que l'équation 

soit satisfaite quel que soit x. On doit donc avoir i la fois 

ces deux équations sont compatibles, car chacune d'elles donne 
pour h la même valeur 

Remarque 1. - Pour tirer cette valeur de h des équations (3) 
on a supposé que les deux quantitks p - 1, p f A n'étaient pas 
nulles ; notre conclusion subsiste encore quand l'une d'elles, p- A , 

par exemple, est nulle. 
E n  effet, dans cette hypothèse, la première des équations (3) 

est satisfaite identiquement et  la seconde détermine le para- 
mètre h. 

Remarque II. - Si, dans l'équation ('L), ou remplace h par Ap, 
elle devient 
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Cette équation représente le plan passant par les deux droites 
A, p,  c'est-à-dire le plan touchant l'hyperboloïde au point de  ren- 
contre de ces  deux droites. 

187. Nous avons montré qu'on peut appliquer sur  I'hyperbo- 
loïde à une nappe deux systèmes de droites, en employant une 
méthode particulière qui consiste à mettre l'équation de la surface 
sous la forme 

PQ=RS, 

P, Q, R, S désignant quatre fonctions du premier degré. Il faut 
faire voir maintenant quo, par cette méthode, on a obtenu tous 
les systèmes de droites susceptibles d'être placées su r  cette sur- 
face. 

Soit D une droite située sur  un hyperboloïde ; je dis qu'elle 
appartiendra soit au système 1, soit au système p. 

E n  effet, s'il en était autrement, on pourrait, par un point A 
de D ,  faire passer une droite A, et, par un point B de D ,  faire 
passer une droite p. On sait que les droites 1, p sont dans un 
même plan qui contiendrait D ; ce plan couperait donc I'l-iyperbo- 
loïde suivant trois droites, c'est-à-dire suivant une courbe du 
troisième ordre. 

188. Nous allons maintenant continuer l'étude des propriétés 
des sections rectilignes de  l'hyperboloïde à une nappe. 

Théorème IV. - II y a sur l'hyperbolozde une droite D' et une 
seule parallèle à une droite donnée D situke sur la surface. 

Les droites D et U' étant dans un même plan appartiendront 
l'une au système 1, l'autre au système p. L'abscisse du point où 
une droite À est  rencontrée par une droite p est donnée par 
l'équation 

on en tire 

Les deux droites seront parallèles s i  l'on a p + X = O  ; cette 
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.relation étant du premier degré par rapport à h et  à p, le théorème 
est démontré. - Cependant pour compléter la démonstration il faut encore mon- 
trer qu'aucune des deux droiteç h ou p n'est rejetée à l'infini. 
Cela résulte de ce que toutes les droites situées sur  I'hyperbo- 
loïde à une nappe rencontrent l'ellipse principale; en eflet, les 
plans parallèles à celui de cette ellipse coupant la surface suivant 
des courbes du genre ellipse, aucune de ces droites ne peut être 
parallèle au plan dr: l'ellipse principale. 

Remarque. - Le plan qui contient deux droites parallèles si- 
tuées sur I'hyperboloïde à une nappe est un plan asymptote ; on 
aura son équation en faisant p =- h dans l'équation (4), ce qui 
donne 

On vérifie facilement que ces plans ont pour enveloppe le cane 
asymptote. 

Théorème V. - Toutes les droites situées sur l'hyperboloi'cle à 
une nappe sont respectivement parallèles aux génératrices du cône 
asymptote. 

En effet, si entre les équations 

qui représentent les premières une droite du système A ,  les 
deuxièmes une droite du système p transportées au centre de la 
surface, on élimine A ou p, on obtient l'équation 

du cône asymptote. 

Corollaire. - Trois droites d'un même système ne sont pas pa- 
 allèles à un même vluu. 
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En effet, deux de ces droites ne sont pas parallèles; donc, 
transpoitées au centre de la surface, elles devront coïncider 
avec trois génératrices distinctes du cône asymptote. Si les trois 
droites considérées étaient parallèles à un inêine plan Q,  le plan 
q mené par le centre du cane asymptote parallèlement a Q cou- 
perait ce cône suivant trois droites, ce qui est impossible. 

Théorème V I .  - La projection, sur u n  plan princilial, d'une 
droite D sr tuée sur un hyperboloïtle à, une  nappe est tangente à la 
section principale correspondante. 

Supposons d'abord que l'on projette la droite D sur le plan de  
l'ellipse principale. Nous savons 
que celte droite n'est pas parallèle 
à ce plan principal; elle reticon- 
trera donc l'ellipse en un point ,4. 
Lc plan d6tei3miné par la droite D 
et la tangente AT à cette ellipse au  
point A touchera la surface au même aT Fig. 34. 

point. Cornrne le point A est dans un 
plan principal, le plan tangent DAT lui est  perpendiculaire ; donc 
la tangenle AT est la projection de la droite D sur le plan principal. 

La même démonstration s'applique aux projections de la droite 
D sur les plans des deux hyperboles principales, quand cette 
droite rencontre ces hyperboles. 

Reste à examiner le cas où la droite D est parallèle au plan de 
l'une dt: ces hyperboles. 

L'équalion de  la surface rapportée à ses axes Btant 

celles de la section par un plan y = P parallèle au plan principal 
x02; seront 

Cette section se  composera de deux droites si p est égal à t b ;  
les deux couples de droites correspondantes ont pour équations 
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011 voit que leurs projections sur le plan principal x o z  sont 
tangentes à l'hyperbole principale correspondante, car elles 
coïncident avec ses  asymptotes. 

Génération de I'hyperboloide à une  nappe par  l e  mouvement 
d'une droite. 

189. Soient A, A', A" trois droites situées sur un hyperboloi'de 
a une nappe et appartenant au même système 1. Assujettissons 
une droite G à rencontrer les droites A, A', Aw ; la loi de son 
mouvement sera complètement déterminée. En eîfet, cette droite 
est assujettie à trois conditions simples, et, en mettant ses équa- 
tions sous la forme 

on voit qu'elles contiennent quatre paramètres arbitraires. 
Dans chacune de ses positions, la droite G aura avec l'hyper- 

boloïde trois points communs ; elle sera donc tout entière située 
sur cette surface e t  coïncidera successivement avec chaque 
droite du système p. 

Ainsi, l'hyperboloide à une nappe peut être engendrd par une 
droite qui se meut en s'ap- 
puyant sur hois droites non 
~ a ~ a l l 2 l e s  à u n  même plan 

R6ciproquement1 la sur- 
face engendrée par une droite 
qui se meut en s'appuyant sur 
trois droites A ,  A', A" non 
paralléles à u n  même plan est 
un hyperboloide ti une nappe. 

Par  chacune des droites 
A, A', A" menons des plans 
respectivement parallèles aux 

m deux autres; ces droites n'e- 
Fig. 35. tant pas parallèles à un même 

plan, nous formerons un parallélipipède. 
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Nous prendrons pour origine le centre o de ce parallélipipéde, 
les axes o c ,  oy , oz étant respectivement parallèles aux droites 
A, A', A". 

Cela posé, si  nous désignons par 2 a, 2 b ,  2c les longueurs des 
arêtes du pal.allélipipède précédent, les équations des trois di- 
rectrices rectilignes seront 

La génératrice G rencontrant les droites A, A', ses équalions 
seront de la forme 

En exprimant que cette génératrice rencontre la droite A", on 
a la relation 

On obtiendra l'équation de la surface engendrée par G,  en 
éliminant a et p entre les équations (G)  e t  la relation (6), ce qui 
donne 

L e  lieu est une surface réglée du second ordre ayant un centre 
unique, l'origine ; elle n'est pas un cône, car elle ne passe pas 
par ce centre ; donc elle est un hyperboloïde B une nappe. 

Remarque. - Les arêtes B, B', B" du parallélipipède oppo- 
sées aux arétes A, A', A" appartiennent à la surface, car elles sont 
trois positions particulières de la génératrice. Ainsi, par exemple, 
la droite B rencontre les direct,rices A', A" en deux sommets du 
parallélipipède, e t  la directrice A à l'infini; elle est donc bien 
une position particuliére de la génératrice. 

I l  résiilte de  là que les trois directrices et les trois arêtes op- 
posées forment un hexagone gauche situé sur l'hyperboloide, et 
que les faces du parallélipipède auxiliaire touchent l'hyperboloïde, 
les points de contact étant les sommets de cet hexagone. 

II 17 
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Ajoutons que les axes de coordonnées sont trois géndratrices 
du cdne asymptote. 

190. Etant donné un hyperboloïde à une nappe, soient A, A' 
deux droites du même système A situées sur cette surface, et B" 
une droite du second système p rencontrant les deux premières 
aux poiiits C, D ; il y aura sur la surface une droite At' parallèle 
B B". Constriiisons comme précédemment un parallélipipède à 
l'aide des droites A,  A', A", et soit G une droite quelconque du 
système p, rencontrant aux points L, M, N les droites A, A', A". 

Cette génératrice mobile aura décrit su r  les droites A ,  A', a 
partir de sa  position initiale B", des segments CL, DM que nous 
désignerons par a et p, en les regardant comme positifs quand 
ils seront portés le premier dans le sens CF, le second dans le  
sens DE, e t  comme négatifs quand ils seront portés en sens con- 
traires. 

La projoction de G sur le plan CF1 sera une droite IM'L pas- 
sant par le sommet 1 du parallélipipède. Si l'on rapporte cetce 
projection aux droites CF, CK prises comme axes de coordon- 
nées, son équation sera 

et, en exprimant que la projection passe par le point 1 (2a ,  2O), 
on aura la relation 

Cette relation exprime que les deux points mobiles L, M détor- 
minent sur A et A' deux divisions homographiques (G. P. 278) 
De là résulte le théorème suivant : 

Théorème. -  tant donné un hyperboloide à une nappe, une 
droite mobile du système p détermine sur deux droites fixes du sys- 
tème A, d partir d'une quelconque de ses positions, deux divisions 
homographiques. 

Réciproquement, quand une droite Cr détermine sur deux 
droites fixes A, A' à partir d'une de ses positions CD, deux divi- 
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sions homographiques, cette droite engendre un hyperboloïde à une 
nappe. 

Soient L, M les points où la droite G rencontre les directrices 
rectilignes A, A' ; par le point C menons la clroite CK parallèle ?i 

A' et désignons encore par a, P les segments CL, DM affectés de 
signes fixes par la convention indiquée précédemment. 

Par hypothèse, on aura entre u et P une relation de la forme 

ne contenant pas de terme indépendant des variables, car, pour 
a=O, on doit avoir p=0. 

Cette relation exprime que la droite G projetée sur le plan FCK 
parallèlement à CD passepar un point fixe. En effet, par rapport 
aux axes CF, CK, cette projection a pour équation 

et cette équation est satisfaite par les coordonnées du point 
I ( 2 a ,  a b ) .  

Il résulte de là que la droite G rencontre la parallèle A" menée 
par le point 1 à CD ; rencontrant trois droites A, A', A" non pa- 
rallèles à un même plan, cette droite engendre un hyperboloïde 
à une nappe. 

Il est bon d'observer que nous avons supposé que la relation 
qui définit ici les deux divisions hornographiques contient le pro- 
duit a p. 

Sections rectilignes du paraboloïde hyperbolique. 

i91. L'équation 

du paraboloïde hyperbolique rapport6 aux deux plans principaux 
et au plan tangent au sommet peut être écrite de  la manière 
suivante : 
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On obtient l'équation (7) en éliminant, A entre les équations 

ou en éliminant p entre les Bquations 

Il résulte de là que si l'on fait varier A ou p, les deux systèmes 
de droites représentées par les équations (1) ou ( p) seront situés 
sur le paraboloïde. a 

Nous dirons que les droites repr6sentées par les Bquations (1) 
forment le sgstème A, et que les droites représentées par les équa- 
tions (p) forment le  système p. 

Plans directeurs. - Les droites de chaque s p t é m e  sont res- 
pectivement parallèles aux plans qui ont pour équations 

Ces plans sont les plans directeurs du paraboloïde ; leur en- 
semble est représenté par l'équation 

Quand on rapporte la surface à des axes quelconques, la fonc- 
y* 29 

tion - - - devient (f (X, Y, Z)  ; donc, on obtient l'équation des 
P 4 
directours d'un paraboloïde hyperbolique en ~ , ~ n l a n t  à zéro 

l'ensemble des termes du second degré dans l'équation de cet.te 
surface. 
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ThBoréme 1. - Par chaque point M (x', y', x ' )  du parabuloide 
hyperbolique passent une droite du système h et une droite du sys- 
tbme p. 

La démonstration est la même que dans le cas de l'hyperbo- 
loïde à une nappe. 

Theoreme II. - Deux droites d'un même système ne sont pas 
situées dans un même plan. 

les équations de deux droites du système X par exemple. 
L'équation générale des plans P passant par la droite A est 

Pour que ce plan contienne la droite X', il faut et il suffit que 
l'équation 

soit satisfaite quel que soit x .  Cela est impossible, car on n'a 
pas 1=X1. 

Théorème III. - Deux droites de systbmes différents sont si- 
tuées dans u n  même plan. 

En effetl pour que le plan P qui passe parla droite 1, contienne 
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une droite du système p, il faut et il suffit que l'équation 

soit satisfaite quel que soit x. On doit donc avoir à la fois 

ces deux équations sont compatibles, car chacune d'elles donne 
pour h la meme valeur 

2 
Remarque. - Si, dans l'équation (S), on remplace h par -, 

P 
elle devient 

Cette équation représente le plan tangent au paraboloïde au 
point de rencontre des deux droites A et p. 

192. Nous avons montré qu'on peut placer sur  le paraboloïde 
hyperbolique deux systèmes de droites, en employant une mé- 
thode particulière qui consiste à mettre l'équation de la surface 
sous la forme 

PQ = R, 

P, Q, R désignant trois fonctions du premier degré. On fera voir, 
comme dans le cas de l'hyperboloïde à une nappo, que, par cette 
méthode, on a obtenu tous les systèmes de droites susceptibles 
d'être placées sur  le paraboloïde hyperbolique . 

Théorème IV. - Il n'y a pas sur le paraboloi'de hyperbolique 
de droite D' parallèle il une droite donnée D située sur la surface. 

Les droites D et  D' étant dans un même plan devraient appar- 
tenir l'une au système A, l'autre au système y. L'abscisse du 
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point où ilne droite A est renconlrée par une droite du système 
p est doniide par l'équalion 

et, pour que cette abscisse soit infinie, il faut que p soit nul. 
Dans celle hypothèse, l'une des équations 

de la droite p repr6sente un plan rejeté à l'infini ; cet,te droite 
n'est donc pas parallèle à la droiie A mais rejetée à l'infini. 

Théorème V. -La projection, sur u n  plan principal, d'une 
droite D sitrre'e sur un pnraBoloïde hyperbolique, est tangente à la 
section principale correspondante. 

La démonstration est la même que dans le cas de l'hgperbo- 
loïde à une nappe. 

Géneration du paraboloïde hyperbolique 
par le  mouvement d'une droite. 

193. Soient A, A', A" trois droites situées sur un paraboloïde 
hyperboliqile et appartenant au même système 1. Si l'on assu- 
jettit une droite G à se  mouvoir en rencontrant A, A', A", cette 
droite mobile aura, dans chacunz de ses positions, trois points 
comniiins avec: le paraboloïde ; elle sera donc tout entière située 
sur cetts surface e t  coïncidera successivement avec chaque droite 
du système p. Si nous nous rappelons que les trois droites 
A, A', A" sont ici pai,allèles à uii mème plan, nous en conclurons 
que le paraDoloïde hyperbolique peut être engendré par une droite 
qui se meut en s'appuyant sur trois droiles parallèles à un même 
plan. 

Les trois directrices rectilignes appartenant au système A, 
la rlroite mobile coïncidera siiccessivement avec les droites du 
système p et, par suite, restera parallèle à un même plan. 
D'un autre côlé, le mouvement d'iine droite est déterminé quand 
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on l'assujettit à rencontrer deux droites fixes et à rester paral- 
lèle à un plan donné; il résulte de  là que le parabololilr hgperbo- 
lique peut être engendré par une droite qui se meut en s'appu?jnnt 
sur deux droites données et en restant paralidle à u n  plan doilné. 

On voit que le paraboloïde appartient à la faniille des conoïdes. 

194. Les réciproques des deux propriétés que nous venons de 
signaler sont vraies. 

1" La surface engendrée par une droite G qui se meut en s'ap- 
puyant sur trois droites A, A', A" parallèles à u n  même plan est un 
parabolozde hyperbolique. 

Prenons pour axe des .r, une position de la ghéra t r ice  G ,  et 
soient O ,  C', C" les points où elle ren- 
contre los directrices A, A', A". 

f L'axe des x sera la droite o s  parallèle à 
A' et l'axe des y la tlrnite oy  parallèle à A" ; 
la droite A sera dans le plan xoy, puisque les 
trois directi.ices sont paralléles a un mêiiic 
plan. 

Les  équations des trois tlirectrices sont 
O x 

A { % = O  y = m x  { z = c r  y=O z  x=O. =eV 

\ 
1 La génératrice G renconi ran t les droites 

A', A", ses  équations seront de  la forme 
Fig. 36. 

G y=cr(r-cl) x = p ( a - c " ) . r p )  

E n  exprimant que cette génératrice rencontre la droite A, on a 
la relalioii 

On obtiendra l'équation de la surftice engendrée par G, en éli- 
hinant a et p entre les équations ( G )  e t  la relation (9), ce qui 
donne 

L a  surface est donc une quadrique ; on voit facilement qu'elle 
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a un centre unique rejeté à l'infini ; comme d'ailleurs cette sur- 
face est rkçlée, elle est un paraboloïde hyperbolique. 

Remarque. -Quand d est égal à cf', la surface a une ligne 
de  centres et se  compose de deux plans : le plan des deux droites 
A', A" qui se coupent alors au point C' et  le plan C'oA. . 

Ce résultat qu'on vérifie immédiatement à l'aide de  l'équa- 
tion (10), est facile à expliquer par la géométrie. 

20 L a  surface engendrée par u n e  droite G qui se meu t  e n  s'ap- 
puyant sur  deu.z droites A, A' et en restant parallèle ù un plan 
donné P est un paraboloïde hyperbolique. 

Soient a ,  a' les points où les droites A, A' rencontrent le plan P. 
Nous prendrons au' pour axe des x 
et  le point O milieu d e  a d  pour 
origine. 

A' 
Par  ce  point O menons les 

droites Oa, OR' parallèles à A et  
à A' ; nous prendrons pour axe 
c i  y a a du  p a n  o f  s r  le 
plan P, et pour axe des x l a  droite 
oz c~n juguée  harmonique de O y 
par rapport à O a  et on'. 

Posons au' = 2 4  les équations 
Fig. 37. des deux directrices seront 

La génératrice G rencontrant les droites A, A', ses équations 
seront de la forme 

Il faut exprimer que G est parallèle a u  plan des x y  ou bien que 
le point où elle rencontre ce plan est rejeté à l'infini. On obtient 
ainsi la relation 

a = p ;  

la surface a donc pour éyuation 
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ou, en réduisant, 

La surface est  donc une quadrique ; on voit facilement qu'elle 
a un centre unique rejeté à l'infini ; comme d'ailleurs cette sur- 
face est réglde, elle est un paraboloïde hyperbolique. 

Remarque. - On vérifie facilement que le paraboloïde est  ici 
rapporté à deux génératrices rectilignes ox, 02 et audiamètre oy 
passant par leur point de rencontre. 

195. Étant donné un paraboloïde hyperbolique, soient A, A' 
deux droites du même système h si- 
tuées sur  cette surface. Considérons 

jQi deux droites déterminées du sys- 
tème p rencontrant A, A' aux points 
(a, a'), ( b ,  b'), et une droite quel- 
conque G di1 même système les ren- 
contrant aux points c, c'. 

P a r  chacune des droites aa', bb', cc' 

A ,. on peut mener un plan parallèle au  
plan directeur correspondant ; on 

Fig. 38. aura ainsi trois plans parallèles entre 
eux coupant A, A' aux points (a, a'), (b, b'), (c, c'). 

Un théorème connu de géométrie donne alors la relation 

d'où résulte le théorème suivant: 

Théorème. - &tant donni un paraboloïde hyperbolique, une 
droite mobile du syslérne p décrit sur deux droites fixes de l'autre 
syslérne, Ù partir d'une de ses positions au', des segments propor- 
tionnels. 

Réciproquement, quand une droite G décrit sur deux droites 
fixes A, A', à partir d'une de ses positions aa', des segments pro- 
porlionnels, elle engendre un paraboloïde hyperbolique. 

E n  eiïet, soient bb' une posilion déterminée de  G, et  cc' une 
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position quelconque, on aura par hypothèse 

mais si C; est le point d'intersection de A' avec le plan men6 

par c parallèlement aux deux droites aa', bb', on aura aussi 

-=-. 
a' ci a'b' 

On voit que le point ci coïncide avec 1, et la droite mobile cc' 
reste parallèle au plan P parallèle aux deux droites aa', bb' ; elle 
engendre donc un paraboloïde hyperbolique ( f i g .  38). 

196. De cette réciproque on déduit la proposition suivante : 

Théorème. - Étant donnt  u n  quadrilatère gauche aa'bb', s i u a  
droites G, G' glissent respectivement sur deux côtés opposés de ma- 
d è r e  à partager ces côtes e n  parties proportionnelles, ces droit& 
engendrent le méme parabolofde. 

D'abord, de  cette réciproque, il résulte que los droites G, G' 
engendrent des paraboloïdes Pl Pr. 

Maintenant ri cc' est une position 
de G et d f une position de G', on aura 

d'où 
Ca - fb c' b' da' - . _ . . _ -  -f 4 ;  cb Ib' c'a' da 

L' - 
donc les droites cc', df sont dans un Fig. 39. 
même plan et se coupent en un point i. 

La droite df ayant avec le paraboloïde P trois points com- 
muns dl i, f ,  est tout entière sur cette surface, et les deux para- 
boloïdes Pl P' s e  confondent. 

C'est en se fondant sur cette propriété que l'on construit, à 
l'aide de fils, des modèles reprbsentant le paraboloide hgperbo- 
lique. 
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Imaginons un cadre solide ayant la forme d'un quadrilatère 
gauche aa'b'b ; si  l'on divise les c6tés opposés au', bb' en un rnêine 
nombre de  parties égales, et que l'on joigne par des fila tendus 
les points de division d e  même rang, après les avoir numérotés 
les uns à partir de  a, les autres à partir de b, ces fils repr6sen- 
teront l'un des systèmes de génératrices rectilignes du parabo- 
loïde hyperbolique. 

E n  opérant de la même manière pour les côtés opposés ab, a'b', 
on obtiendra le deuxième système de génératrices rectilignes 
(fi9. 39). 

197. Nous terminerons cette étude des génératrices rectilignes 
du paraboloïde hyperbolique en démontrant une propriété souvent 
utile en Géométrie descriptive. 

Théorème. - Quand les drbites du systdme A sont parallèles nu 
plan horizontal de projection, les prqjections verticales des droites 
du système p passent par u n  mhnepoint. 

E n  effet, on peut toujours construii~e une droite D perpendicu- 
laire au plan vertical de projec- 

0'; tion e t  rencontrant deux droites 
i dii système p ; la droite D étant 

d'ailleurs parallèle au plan hori- 

7- 
zontal apparliendra au système 1. 

Comme toutes les droites du 
système p rencontrent celles du 
système A ,  leurs projections ver- 
ticales passeront par le point O' 

cl projeclion verticale de la droiie D. 
Fi$. 40. 

198. Nous allons maintenant 
appliquer les propriétés des génératrices rectilignes d'une qua- 
drique à la résolution du problème suivant: 

Problème. - Trouver, sur une quadrique, le lieu des points de 
rencontre des génératrices rectilignes se coupant ù angle droit. 

1" La surface est un hyperbolozde à une nappe. - Soient M (x, y, a) 
le point de rencontre de  deux génératrices rectilignes MD, MD' s e  
coupant à angle droit, et  
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les Bquations de ces droites transportées à l'origine, la surface 
étant rapportée à ses axes do symétrie. 

Les deux droites MD, MD' étant perpendiculaires, on aura la 
relation 

L,e3 projections des droites MD, MD' sur le plan principal xoy  
sont les tangentes menées du point in (2, y )  
à l'ellipse p~sincipale correspondante ; donc 
m et m' sont les racines de L'équation 

(x~-a~) rn~-2xym+y2-ba=O,  
i 

et l'on a 
y2 - b" 

mm1 = $2 . - a2 

Q ; i 

En projetant les deux droit,es MD, MD' 
sur le plan principal zox ,  on verra que p. 
et p' sont les racines de l'équation m 

on aura donc 
. z2-L c= 

En portant ces valeurs dans la relation (11)' on obtient l'équa- 
tion 

x a + y = + z = =  as+  bB-ca. 

Ainsi le lieu cherché est la courbe d'intersection de i'hyperho- 
loïde à une nappe avec une sphère concentrique ayant pour rayon 

Cette sphère est souvent appelée la sphère de Monge. 

Discussion. - Nous supposerons b > a .  Pour que le lieu 
existe, il faut et il suffit que le rayon de la sphère soit réel et plus 
grand que a ; on doit donc avoir a la fois 
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La seconde de ces inégalit6s donne b )  c, et  la première est 
aloi% satisfaite. 

En résumé, pour qu'il g ait sur l'hyperboloïde des génératrices 
rectilignes s e  coupant à angle droit, il faut et  il suffit que le plus 
grand des axes réels surpasse l'axe imaginaire. 

Si l'on a b = c,  la  sphère do Monge touche l'hyperboloïde aux 
extrémités A, A' du plus petit des axes réels et n'a avec lu i  aucun 
autre point commun ; le  lieu se  réduit aux points A, A'. 

Dans ce cas, la section principale perpendiculaire au  plus petit 
des axes réels, est une hyperbole équilatère. 

Supposons maintenant qiie l'on ait a=c ; la sphère de  Monge 
touchera l'hyperboloïde aux extrémités B, B' du  plus grand des 
axes réels. L e  lieu est alors défini par les deux équations 

on en tire 

Cette équation représente deux plans passant par l'axe BB' ; le 
lieu s e  compose donc de deux circonférences de cercles ayant BB' 
pour diamètre commun. 

Dans ce deuxième cas, la  section principale perpendiculaire au 
plus grand des axes réels est une hyperbole équilatère. 

Remarque. - Quand la quadrique est un hyperboloïde à une 
nappe, les propriétés des diamètres conjugués donnent immé- 
dialement la solution du problème que nous venons de résoudre. 

Lemme. - Dans une quadrique à centre, le plan tangent à tex- 
tremité M(x, y ,  a )  d'un diamètre OM est parallèle au plan diam& 
tral conjugué de ce diamètre. 

En effet, la quadrique étant rapportée a son centre, l'écpation 
du plan tangent au point M est 
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et celle du plan diamétral conjugué de OM ne diffère de  la précé- 
dente que par la suppression du terme 2 D. 

Cela posé, soient MD, MD' deux génératrices rectilignes se 
coupant à angle droit; le plan diamétrd conjugué du diamètre OM 
sera parallèle a u  plan DMD' qui  touche la surface au point M, e!, 
coupera I'hyperboloïde suivant une conique homothétique aux 
deux droites MD, MD', c'est-à-dire suivant une hyperbole équi- 
latère. 

Deux diarnètres conjugués de cotte hyperbole ont la même 
longueur 26' et forment avec OM un système de trois diamètres 
conjugués de I'hyperboloïde ; on a donc la relation 

Le point M est donc sur la courbe, intersection de  l'hgperbo- 
loïde avec la sphère de Monge. 

20 La surface est un parabolo2de hyperbolique. - Rapportons la 
surface à ses deux plans principaux et  au plan tangent au sommet. 
Si nous conservons les mêmes notations que dans le cas précé- 
dent, nous aurons encore la relation (111, mais (m, m'), (p, p') 
seront respectivement les racines des équations 

ps- pz-!=o. 
2 

n n  en déduit 

et  ces valeurs, portées dans la relation ( I I ) ,  donnent l'équation 

Le lieu e s t  donc l'hyperbole intersection du paraboloïde par un 
plan P perpendiculaire ù l'axe. 
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Remarque. - Quand on a p = q, le plan P devient le pian tan- 
gent au sommet, et le lieu se  compose des deux génératrices 
rectilignes passant par ce somrriet. 

Dans ce cas, les plans directcurs du paraboloïde sont rectan- 
gulaires ; on dit qu'il est équilut2re. 

Méthode générale pour  t rouver  l e s  droites s i tuées  
s u r  une  surface. 

199. Nous allons indiquer une méthode générale pour trouver 
les droites situées sur une surface algébrique d'ordre m. 

Soient 
s=aa;+ l  y = g s + h  

les équations d'une droite. Si, entre ces équations e t  celle de  la 
surface, on élimine x et y, on obtiendra une équation du degré m 
par rapport à x. Pour que la droite soit située sur  la surface, il 
faut et il suffit que celte équation s e  réduise à une identité. 

On obtiendra ainsi m + l relations entre les quatre paramè- 
tres a ,  (3, I ,  h. 

Ainsi, en général, il es t  impossible de  placer une droite sur 
une surface algébrique dont l'ordre est supérieur à trois. 

Les surfaces du troisième ordre admettent, en général, un 
nombre fini d e  droites et  les quadriques en admettent une infi- 
nité en se  plaçant au point de vue analytique. Il ne  faut  pas en 
effet oublier que, dans le cas des quadriques, toutes ces droites 
peuvent être imaginaires. 

Nous allons appliquer cette méthode aux quadriques. 

l o  H~perboIoide ci une nappe. - L'équation d e  cette suriaoe 
rapportée à ses  axes est 

Il y aura avantage à prendre ici les équations de la droite wu5 
la forme 
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I,'&lualiuii donnant les cotes des poinls où la droite perce la 
surlace est 

En oxpriinant qu'elle se  i~éduit à iino identité, on a les trois 
relations d e  condition 

On satisfait aux deux premières rclations en  posant 

L.a lrnisikme devient a1oi.s 1 +tan:? tang iI, == O et rnoritre m e  
les directions définies par les angles y, iI, sont rectangulaires ; 

X 
d'où il r,'sulie que l'on doit prendre + = cq + - . 

2 
L'hyperboloide à une nappe admet donc deux systèmes de 

droites réelles représentés par les équalions 

! -2 
b - c  

sin cp + cos?. 

Le  même calcul appliqué a l'ellipsoïde et à 1'hypei.boloïde à 
deus n:ippes montre que ces surfaces n'admet,tent pas de  sec- 
tions rectilignes réelles. 

2" Pat*nboloïde hyperbolique. - L'équation de cette surrace rap- 
portée aux deux plans priiicipnux et au plan taiigeiit au  soiiiiiiet. 
est 

Pour mettre en évillciice certhines prnpri6tés des g6nkratrircs 
rertiliyies, il y aura avantage à prcndre les équalions de la ciroile 
m u s  la lorine 

8 ,  

y - 1 2 T L  Zr=$ l /+ r ;  

:I 18 
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L'éqiialion donnant les ordonii6es des points ou la droile parce 
la surface est 

En exprimant q,ite1le s e  réduil à une 
relations de condition 

$" - ph 1 

q P  r+:=O 
On en tire 

identité, on a les trois 

Le paraboloïde hyperbolique admet donc deux systèmes de 
droites réclles représentés par les équations 

La première montre que les projections de ces droites sur le 
plan principal xoy sont tangentes à la parabole principale cor- 
respondante ; la seconde montre que les droites de  chaque 
système sont respectivement parallèles à un même plan. 

Pour appliquer ce  calcul au paraboloïde elliptique, il faut 
changer q en - q ; on n'obtient que des droites imaginaires. 

200. Remarque. -Pour lrouver les dquations des droites que 
l'on peut placer sur une quailrique, la surface étant rapporke à 
des axes quelconques, il sera préférable, au lieu d'appliquer la 
méthode générale exposée au paragraphe 199, de  décomposer le 
premier membre de son équation en une sornrne de carrés. 

L'Bquation de la surface prendra l'une des formes suivantes: 

et i'on pourra api~liqu . t a  1 i rnPthode suivie aux paragraphes 18G 
et, 101. 
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SECTIONS ClltCULAIRES DES QUADRIQUES. 

Nous nous proposons de rechcrcher s'il cxiste des plans cou- 
pant une qiiadrique suivant des cercles; res plans sont appelés 
les plans cycliques. 

Nous n'aurons à considérer ni le paraboloïde ni le cylindre 
hyperboliques, ni le cylindre paraboliqiie; car ces surfaces 
n'admettent pas de  sections du genre ellipse. 

Première solution. 

201. Cetle solution, presque exclusivement géométrique, re- 
p o s ~  siir Ir leinrne siiivant : 

Lemme. - Si u n e  quadrique admet des plans c y c l i p u ,  ils sont 
perpendiculaires ù un plan 11rincipal. 

Soit P un plan coiipant une quadrique suivant un cercle ; les 
plaiis qui lui sont parallèles la couperont également suivant des 
cercles dont les cenlres seront situés sur le diarnètre OA conju- 
gué du plan P. 

Le plan mené par OA perpendiculairement au pl:in Pl divisant 
tous ces cercles en deuxparties qui sont symétriquespar rapport 
à lui, partagera la surface en deux parties symétriques; il est ' 
donc un plan principal. 

Nous allons maintenant considérer les différentes quadriqiies 
en laissant de côté le paraholoïde et  le cylindre hyperboliques 
ainsi que le cylindre parabolique. 

202. Ellipsoïde. - Soient AA', BB', CC' les axes de symétrie 
de l'ellipsoïde et 2a, 2 b ,  2 c  leiiis lon;.ueurs ; nous supposerons 
a>b>c.  

Les scctio,is de la surface par des pluns parallèles Btant homo- 
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lhétiques, il suffira de  chercher les plana diaiiicLraiix donnant 
des sections circiilüires ; ces plans étaiit, d'api+s le lemine, per- 
pimtliculaires à un plan principal, passeront par un des axes do 
syiiiélrie. 

Les plans cycliqileç inconnus nc peuvent pas passer par l'axe 
miijeur AA' ; en effet, un pa- 

3 reil plan coupe i'ellipsoïile 
1 siiivaiil une ellipse ayaiit pour 

.-.-.i.. 4- ..... ., axes AA' et le diaiiièlre, trace 
du plan sécant, sur le plan 
principal BOC. La longiieur 
d e  ce diaiiiètiv élant coin- " prise enke  2 b et  2c1 ne pourra 
devenir égale à 2 u  pour au- 
cune poc:liori du plan sécant. 

Poui. une rtiisori analogue, 
Y les plans cycliqiies ne peu- 

Fig. 49. vent pas passer par l'axe rni- 
neur CC'. 

Consiilérons donc un plan p s s a n t  par l'axe moyen BB' et soit 
DD' spi trace sur le plan AOC. La longueur di1 diiirnbtre DD' éhii t  
coiiii~rist-? enire ?a  et 2 c  pourr:i devenir égale h 2 b ,  et A ~ r s  la 
seciion de i'ellipsoïile par le plan sera un cercle. 

Du ~toiiil O coinme cenlre avec un rayon égal à b ,  clh.ivons, 
diiris le l~l;rn de l'ellipse principale AGA', un arc de cercle cou- 
p i i i  ciblte ellilise ailx points D, E ; les plans diainétraiis IIOB, 
LuU e l  ci-ux qiii leiir sont parallèles serorit des p i i in~ cycli lues. 

Erl~~uiiott drs  plan..^ cy:~lirliies. -Dans le plan AOC, los équalions 
de  l'ellipse priiiciple ACA' et du cercle ODE sont 

Gr. en déduit par soustraction 
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cette éiliiation représente denx pliins passnrit ~mrl 'axe moyen O13 
et, i.ospeciivrinent, par les diairièires OD, OE, c'est-à-dire les 
plaiis oycliqiit~s. 

(2utind 1'c~ilil)soïde est de rholut ion,  les deux directions de 
plans cxcliques se conl'orident avec celle du plan priiicipal lw- 
pcmliculaire a I'axe de révolution. 

Remarque. - L e  cylindre elliplique ayant pour équation 

peiit être considéré comme un ellipsoï~le dont Ii? grnnd axe !!a 
est d(~ve11u iiilini ; le cylin~lre ellipiii~ue :idiiii!l doiic deux diroc- 
tions de plans cycliques parallèles au plus grand des axé5 d 'me  
section droite. 

203. Bgl)n'boloïde ù u n e  nappe.  - Les plnns cycliqii~s di:iinh- 
traiix ne peuvent 1)as passer 1)ar I'axe i~riagiiiiiii.e, car les si~c1i~)iis 
rait. s par les pl ins passant par ci,t axe soiit t l (*? ;  ~ I ~ I I P I  b f . h s  

Coiisidéions ilonc un plan passaril par l'axe réel LJU el  c 0 ~ ~ 1 1 a ' ~ t  
la surface s u i v a t  une courbe d u  
genre vllipae; sa 1rac1~ sui. le plan a 
priiicipiil COA devra être un dia- 
mètre rr'el OD de l'hyperbole p in -  
cil ale coi~i.esl~orida~ile. Les lon- 
gi1eiir.i d m  ases de celle ellilse sont 
2 b  et "LOD; coiniiie OD est plus 
p i r i i l  que O A  = a,  il l'au1 et il su fit, 
poiii. yiie la seciiori pui-se de\enir  
un ce ide ,  que l'on ait b > a. 

Cotte condition 6tant remplir, on 
décrira dii point O coinmi: centre 

Pig. B. 
avec un rayon égal à b ,  dans le 
phin d , -  I'liypt~rbole pririüi~iale CO.\, un arc dc ce ide  roiiparit 
colie Iiyperbolt: aux lioiiits D,  E ; Ics ph loris cliaii.eiraiix UOU, EOB 
et ceux qui I ~ L I F  sont pai~allcles scrorit iles plaiis cyc~liqiies. 

Ainsi. l'h!y~~erbnloïde à une nappe admet deux  séries de plrras 
c ~ / c l i ~ ~ u ~ ~ ~ a t - u i l é l e s  a11 plus grand des axes d e l s  et sy~nt'triquernent 
plucés par rapport izu ylniî des deux axes 1.Lels. 
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Équation des plam cycliques. - Or1 l'obtient en retrancliiiiit 
les deux éyiialions 

ce qui donne 

Quand l'hyperboloïde est de  révolution, les deux directions dd 

plans cycliques se  confondent avec celle du plan ~irincipal per- 
pendiculaire à l'axe de révolulion 

Remarque. - Un cône du second ordre adinet aussi deux 
séries de plans cycliques. En effet, son équation ci celle de l'hy- 
perboloïde dont il est le cône asymptote ne diffèrelit que par le 
terme tout connu (133); il en résulte quc les scctiuns de ces 
deux surfaces par un iiiême plan sont des coniqiics homotlié- 
tiques (179). 

204. Hyper+~!oide à deux  nappes. - Notre méthode n'est plus 
directement applicnhle, car toutes les sections diamétrales du 
grrire ellipse sont imaginaires, quand la quadrique est un hyper- 
holoïrle à deux nappes. 

Pour lever la diflicidté, il suffit d'associer à l'hyperboloïde à 
deux nappes considéré H2, l'hyperboloïde à une nappe H, qui 
lui est conjugué (17G). Les kquations de  ces deux surfaces ne 
différant que par le terme tout connu, les p lms cycliques de  
l'hyperholoïde Hi coupent aussi l'hyperboloïde HO suivant des 
cercles. 

Ainsi, l'hyperboloïde à deux  nappes admet deux séries de plans 
cycliyues parallèles a u  plus grand des deux nxes  imaginaires et sy- 
métriquement placés par rapport au plan de ces deux  axes .  

Qnand l'hy~)erboloïde est de  révolulion, les deux directions de  
plans cycliques se confondent. 

205. Parnboloi'de elliptique. - L'équation de cette siirface rnp- 
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portée aux deux plans principaux et  au plan langent au  solniriet 
est 

elle a lcs mêmes termes du second degré que l'équation 

q11i représente un cylindre elliptique. Ce cylindre admettant 
deux séries de plans cycliques (202. REMARQUE), il en est de 
même du paraboloïde elliptique. 

Supposons p> q, le grand axe de la section droite du cylindre 
auxiliaire sera dirigé suivant oy et aura 

pour longueur 2dG. 
.._..- 

DU point O comme centre avec un ri. .D 

rayon égal à dG décrivons, dans le :., /'-- 
:8'  

plan xOx, un  arc de  cercle coupant la 
.. -- 

génératrice DE aux points D, E. Les O : '  
x 

; plans parallèles aux plans DOB, EOR 
seront des plans cycliques pour l e  cy- 
lindre et, par suite, pour le paraboloïde. Fig. 45. 

Ainsi, le paraboloïde elliptique admet deux séries de  plans cy- 
cliques qui sont perpendiculaires au plan d e  la pcrrabole pincipaie 
de moindre paramètre e t  symétriquement placés par rnpport au 
plan de l'autre parabole principale. 

Zquation des plans cycliques. - On l'obtient en reii.anchant 
les deux équations 

ce qui donne 

Quand le paraboloïde est de révolution, les deus directions de 
plans cycliques se  confondent. 
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206 Ombilics. - On appelle ombilics d 'uw quadrique les points 
où le tliamdtre conjzigiré d'un ~ ~ l a n  cyclique rrncontre la sur/'acr. 

On voit facilenimt que l'ellipsnïde et l'hylterboloïde à deiix 
nnl~pes ont quatre ombilics ; le ~~nrnboioïde elliltlique en a deux 
el  I'hyperlmluïde à une naltpe ri'a pas d'om1)ilic réel. 

Deuxième solution. 

207. Nous allons maintenant chercher rcnrrlgtiqnement les plans 
cyclicliies ti'iine qiiadi~ique rapportée à des axes quelconques quo 
IIIJIIS supposerons cependant rectnaplaires. 

Nous établirons d'abord deiix lemmes dont on fait trés souvent 
usage. 

Lemme 1. - Quand, dnns l'intersection de deux qaadriques, la 
cowbe d'entrée est plane, la courbe de sortie est également pla~le. 

Pi.enoris pour plan des r y  celui de la courbe d'entrke, les 
eqiiülioiis des deux qiia~lriyiies seront 

car on doit obteiiir le iriême résultat quand on pose x = O dans 
cliaciine d'elles. 
Do ces deux équations, on tire par soustraction 

Cihtte équntion r e l i r k n t e  deux plans dont l'un est celui de la 
courbe tl'eiitrée; le théorème est donc démontré. 

Lemme II. - L'équation générnle des quadriipes passant pa r  
l'intersection de deux quadriques ayant pour équutions 

u=o v=o 
est 
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D'ahcrd, qunnd X varie, 1'Cq~iation (1)  reliréseiite lin faisctlau 
de qiiadriijiits passant par I'iriieiwclioii des 11uodi.i Iiies tlotiiié~~s; 
car pour un poirit de  cette inierseclion ori a à la fu i s  U =  V=O.  

En second lieu l'équation (1) représente toutes les qiiadi.iyues 
passaiil par celle interst~clion. 

Soit, en efft~t A une qiiadi.iqiie gzielronqzie passant pnr celle in- 
terseciion ; priannns ciir ellu uii lioinl 11 (xi, y,, zt)  noii silué sur 
I'ii~terseclion des qiiiidiiliies U, V. 

Eii expriinaitt que 1'éqii:ition ( 2 )  est satisraile par les roordon- 
nées dii  joint AI, on aura la relaiion Ut f A\', = O ;  en dé - ip i r i t  
p;ir U, el V, 11,s valeurs que preiinent les fvricliuns U, V p u r  
x=x,, y = y i  et z=z,. 

En lonaiit compte de celte relation, I'équalion (1) devient 

je dis cpe la quadrique B qu'elle représente se  confond avcc A. 
Polir le cl~~nioiiti~ei', menons liai. le point AI un pliin clurlconque 1' ; 

il coupe Irs siirïaces A ct B suivaiit les irièiiies coiiiqiies. Eii ell'et, 
ces coiiiqiies on1 cinq points coinmuns, savoir le point M et los 
quatre poiiits où le plan P rencontre la courbe d'interseülion des 
quaclriiliies U, V. 

Toiis les plans passant par 11 coupant les qundriques A, B sui- 
vaut la mèirie conique, elles se  confondent. 

238. Ces deux lemmes vont nous servir à démontrer le théo- 
rhnie suivant : 

Théorème. - Les plans cycliques d'une quadrique sont paral- 
ZZles a u x  plans que ~~eprésen te  l'équation 

quand o n  y remplace S par une  rucilie de  l'e'qztabion en S.  

Soit C un cercle situé sur une quadrique dont I'éqiinfion est  
f= O ; par ce cercle faisons passer une sphbre X ; la courbe d'eii- 
trée de I'inieisrciioii des deux sudaces  élant plüiie, la courLe de 
soriie sera également phne. 

11 résulle de là que, si L = 0  est 1'Qquation de In sphère, 
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l'équation 

f - s z = o  

qui représenle toutes les quadriques passant par l'intersection 
de f et de  L, devra se  décomposer en un produit de deus facteurs 
pour une valeur convenahlemcnt choisie de S. Pour cette va- 
leur Si on aura identiquement 

P, Q étant des fonctions linéaires et homogènes de x,  g, a ot a ,  P 
des constantes. 

En ne prenant, dans cette identité, que les terines du second 
degré, on en déduit la nouvelle identité 

qui montre que Si est une racine d e  l'équation en S, et que l e  
plan du cercle C est parallèle à l'un de ceux que représente 
l'équation (2), pour S = Si. 

Réciproquement, loutes les directions de plans ainsi obtenus 
cori*espondent à des plans cycliques. 

En effet, de l'identité 

on déduit l'identité 

e t  l'équation de la quadrique prend la forme 

Les intersections de la surface par des plans parallèles aux 
plans P ou Q sont situées sur des sphères ; donc ces plans sont 
bien des plans cycliques. 

209. A chacune des racines S,, S,, S, de l'équation en S cor- 
respond un système de  deux directions de plans cycliques ; nous 
allons démontrer que le système qui correspond à la racine 
moyenne est seul formé de deux directions réelles. 

Nous supposerons S, > S, > S,. 
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SECTIONS CIRCULAIRES DES QUAD1:IQUES 283 

Quand on passe des axes oz, oy, oz  aux axes de  symhtrie 
CX, CY, CZ du cône asymptote de  la quadrique, la fonction 
'9 - S(x" +y" + 2 9 )  devient 

Sous cette forme on voit que cette fonction égalée à zCro ne 
peut représenter deux plans réels qu'autant que l'on y remplace S 
par la racine moyenne S2. 

210. De la même forme on déduit également les propriétés 
suivantes : 

Quand les trois racines S,, S,, S, sont dislinctes, la quadrique 
n'admet que deux directions de plans cycliques réels. 

S i  deux de  ces racines sont (gales, les deux directions de  
plans cycliques réels se  confonde.it. 

Enfin si les trois racines sont égales, un plan quelconque coupe 
la quadrique suivan1 des cercles ; la surface est alors une sphère. 

II résulte de cette discussion qu'une quadrique arlmettarit plus 
de deux directions de  plans cycliques réels, est nécessairement 
une sphére. 

211. Remarque. - La méthode donnée par Cauchy pour sé- 
parer les racines de l'équation en S permet aussi de montrer que, 
pour avoir des plans cycliques réels, il faut dans l'équalion 

remplacer S par la racine moyenne de l'équation en S. 
En effet, cette équation représentera doux plans réels s i  leur 

intersection par le plan yoa, par exemple, est formée de deux 
droites réelles. Les  équations de  cette intersection sont 

elle so composera d e  deux droites réelles, si l'on a 

c'est-à-dire si S es t  compris entre les deux racines s,, s, rlc 
l'équation 

a=(A1-S) (AW-S)  -B9=O. 
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Or les racines dn l'équation en S sorit séparées par la suite 

donc on doit remplacer S par la racine moyenne S, de cette & ~ I : I -  
tion. 

Si S, anniilait a, on cnupernit les deiix pl:ins représentés par 
i'éiluiilinii ( 2 )  par un autre 1)lan de cooidorin6es ; dalis le cas où 
1;i riouvelle si>ciion serait mcore îorrnée d'une droite doiible, les 
d t ~ t  pI;iiis cycliques seraient conîondus el  la sui face serait de  
révolulion. 

212. Noiis tcrminaions l'étude des sections circiilairrs d'iirie 
qii:iili.iquc par la déirinii.itration du théoréiiie siiivant dû  à 
Haclietie. 

Théorème. - Deux sections cycligzies appartetzant au même 
système m ~ i s  situe'zs dans des pluus non parallèles sont sur une 
m h e  sphère. 

Soie111 P= O, Q = O les écliintions qiii rl4fiiiissent lesdirections 
des ~ l i w s  ~ ~ l a i i s  cycliqiies d'iiri aiê~ne systè.nzr, ü'rsl-à-dii-e i d l e s  
qiii c~oi.rr.s~ioiiileiil à uile wiême racirie Si de I'éyiiation en S ;  on 
aura idenliquement 

et l'éqiiation de la q:iadriqiie prendra la îoimle 

Deiix sections cyc:li~prs de ce  système, sitiiocs dans des plans 
non pai~;tllèles, on1 respectivcmeiit pour éqiiations 

On voit imnildiatemerit qiie ces deux seclions sont sitiiées sur 
le sih6i.e doiil I'éiluülioii est 
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PLANS TANGENTS. - PLAN POLAIRE. - N0II;HALES- 

Plans tangents. 

213. L e s  quadriques de la pi-emière classe étant rapportées  a 
1eiii.s p h n s  priricip:iiis, l 'é~~iiat ion rlii plan tangent en i 'o i ichn des 
coordoriiiées X, y, z du point ( l e  çoiilaçt M est 

si la surface e s t  un ellipsoïde; 

si elle est un hyperboloïde d une imppe, e t  

si cette siii'làce est lin Ir!llrri~bolaïde à deux nappes. 
Les qiia~li.iquiv du la tleirsièine ~ l i i ~ s e  6t;iiit rap oi.téesaiix deux 

pliiiis pri,iihip iux e t  a11 pliin Luiigoiit au soinint:t, 1'Syiiation du 
pl n tiiiiseiit c n  foi ichri  de= coordoiinées X,  y, z du poiiit d e  
coiitoçl est 

si la surface e s t  un paraboloïde elliptique, et 

si elle e s t  uri parnboluïrle I~y l~erbu l ipe .  
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214. Application. - ï'roiiver le lieu des sommets des pm-cdléli- 

uip2des eonstlails sur trois diamètres conjugues d'un ellipsoïde. 

Considérons trois demi-diamètres conjugués rencontrant l'el- 
1ipsoïdc:aux poinls A 1 ( x ,  y, a), B' (xi' y,, z ~ ) ,  C' (x,, y,, 2,) ; l'on 
des somniets M du parallélipipètle construit sur les trois dia- 
mètres conjugués corisidérés SR trouvant à I'interseclioii des 

plans tangents aux points A', B', C', ses 

a coordonn6es satisferont aux équalions 
l 

J Xx,  Yy, z a ,  
c " - l = O  

Projetons orthogoriol~ment, sur les 
Pig. 15. axes de coordonnées, les deus che- 

mins o M ,  oAtIiM, en remarquant que 
les arêtes A'D, DM du parallélipipède ont respectivement les 
mêmes projections que o Cr et OB', nous aurons les relations 

I X = x  +x,+x,  
Y = Y  $Y,+ 9-2 
2 =a  $z, + a,. 

Ajoutons les équations (3) en tenant coiiil~te des relations (4), 
nous obtieiidrons, pour représenter le lieu des points M, I'équa- 
tion 

Le lieu est donc un ellipsoïde ayant les mèines plans prin- 
cipaux que l'ellipsoïde donné; les longueurs des axes étant 

215. Équation du  plan tangent parallèle à u n  plan donné.- 
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Pro~~osons-nous d'exprimer que le plan ayant ]jour équation 

est tangcnt à une quadrique; a ,  8 ,  y étant des constantes don- 
nées. 

Si cette quarlrique est un ellipsoïde, on identifiera cettc équa- 
tion avec l'équation (I), ce qui donne les relations 

Cr. en tire 

En polotant ces valeurs dans I'hquation de l'ellipsoïde à laqueiie 
satisfont les coordonnées X, y, z du point de contact M du plan 
tangent, on a la relation 

l'équation du plan tangent est donc 

On passera de l'ellipsoïde à I'hyperboloïde à une nappe en 
changeant c9 en - C" et de la même surface à I'hyberboloïde à 
deux nappes, en changeant a%L 6-n - a2 et - ba .  

Si la quadrique est  un paraboloïde elliptiyue, on identifiera 
l'équation (5) avec l'équation (2)) ce qui donne les relations 

Y Z  --=-. 1 x 
3=QY= a d 

On en tire 

en substituant ces valerirs dans l'équation du  paraboloïde, on a 
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la relation 

L'équation cherchée du plan tangent est donc 

Pour passer dii p~raboloïde elliptique au paiaboloïlle hyperbo- 
liqiie, ni1 changera q en - q. 

216.  Applicîtiog. - Troirver le lieu des sommets des t r i P d ; ~ ~ ,  
tr irrcîul~yles dorit leu facrs s o r ~ t  tangentes il une yiiüdrique donuke. 

S I I ~ I ~ ~ O S O ~ ~ ~ I I ~  la qi~adrique soit un ellipsoïde, les Byualions 
des hois I'aces d'un dcs hibdrzs serunt 

Ces troi; plans étant perpeiidiciilaires deux à deiix, on a entre 
les neuf cusiiius (a ,  P ,  y), ( a , ,  Pi ,  Yi), ( a o ,  pP, Y.) les six rela- 
tioiis 

Cnmme on a en tout neirf éqiiations, il svmble que par chaque 
point de I'espacs or1 peiit mener à un ellipsuïde trois plans tan- 
gerits formant un trièdre trirectangle ; il n'en est pas ainsi 
cepcnda nt. 

En cîfct, les neiif cosinris vérifient les relations (III) et  (IV) du 
p~rngi-;ildie 1 4 ,  clans lesyiiclleç la lettre a doit êtro reriiylacée 
ptl~ a, la lellre b par p et la lellre c par y. 
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Si l'on ajoute alors les équations (6) après les avoir élevées au 
carr6, on obtient l'équation 

X ~ - + Y ~ + Z ~ = a B + b B + c % ;  

le sommet du trièdre doit donc se  trouver sur la sphère de  
Monge. 

217. Nous avons obtenu une relation entre les coordonnées 
X, Y, Z ; mais il n'est pas prouv6 qu'en combinant d'uno autre 
manière les équations (6), on ne pourra pas obtenir une seconde 
relation entre ces coordonnées. 

Pour avoir l e  droit de dire que la sphère de Monge est  le lieu 
des sommets des trièdres trirectangles dont les faces sont tan- 
gentes à l'ellipsoïde, il faut faire voir que les coordonnées de 
chacun de  ces sommets ne doivent être li6es que par une seule 
relation. 

Il y aura aussi à expliquer pourquoi ces coordonnées sont liées 
par une relation et  pourquoi on n'a trouvé cependant que neuf 
relations entre les neuf cosinus. 

Soit M le sommet d'un trièdre dont les faces touchent l'ellip- 
soïde; imaginons le cône C circonscrit à l'ellipsoïde et  dont le 
sommet est en M. Ce cône touchera les trois faces du trièdre, et 
nous verrons plus loin qu'il est di1 second ordre. 

Maintenant, il a été démontré (168) qu'il n'est pas en général 
possible de circonscrire un trièdre trirectangle à un cône du 
second ordre ; pour qu'il en soit ainsi, une relation d e  condition 
e t  une seule est nécessaire. 

Celte propriété du cône du second ordre montre : 10 que le 
sommet d'un trièdre trirectangle dont les faces touchent un ellip- 
soïde n'est pas arbitraire ; 20 que les coordonnées de ce sommet 
doivent vérifier une seule relation; ce sommet décrit donc une 
surface qui est dès lors la sphère de  Monge. 

Quand le point M est  situé sur  la sphère de Monge, on peut 
supprimer une des équations (6), (7) et (8) ; mais il y a une infi- 
nité de trièdres trirectangles circonscrits au cône auxiliaire C: ; 
donc, après la suppression de cette relation, les neuf cosinus ne 
doivent pas être déterminés. On cornprend dès lors qu'en mettant 
le problème proposé en équation, on ait étb conduit sedernent à 
neuf relations de condition. 

218. Remarque. - La considération du cône C: permet de 
I I  19 
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donner une autre solution du problème que nous venons de ré- 
soudre. 

11 faut, comme nous l'avons dit plus haut,  exprirner que l'on 
peut circonscrire au cane C un trièdre trirectangle, ou bien expri- 
mer que l'on peut placer les arêtes d'un trièdre trirectangle sur 
le cône Cr  supplémentaire du cône C. 

Nous allons chercher l'équation du cône Cr lieu des perpendi- 
culaires abaissées du centre de l'ellipsoïde sur  les plans tan- 
gents passant par le point M (2, y, x ) ,  et nous exprimerons qiie 
i'on peut placer sur ce cône les arêtes d'un trièdre trirectangle. 

Soit 
" + + ~ + ~ ~ = d a e u z + b 2 p  f 

l'équation d'un plan tangent à l''ellipsoïde ; en écrivant qu'il passe 
par le point M on a la relation 

L'équation du cône C' s'obtiendra en éliminant a ,  p, y entre 
cette relation e t  les équations 

X Y Z  - -__--  
a B - Y  

de la perpendiculaire abaissée de l'origine sur le plan tangent, 
ce qui donne l'équation 

(Xx  + Y y  + Z a ) G a e X +  bb"Y"c2Z2. 

En égalant à zéro la somme des coefficients de  X" Ys, Za, on 
retrouve l'équation de la sphère de Monge. 

219. Supposons maintenant que la quadrique soit un parabo- 
ioïde. La surface étant rapportée aux deux plans principaux ct 
au plan tangent au sommet, les équations des trois faces d'un 
des trièdres seront 
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Ajoutons ces trois équations, multipliées respectivement par 
a, a,, a* ,  et Lenons compte des relations qui résultent de ce que 
les trois plans tangents sont perpendiculaires deux a deux, nous 
obtiendrons l'équation 

L e  lieu est alors un plan perpendiculaire à l'axe du paraboloïde ; 
ce plan se  confond avec le plan tangent au sommet quand le 
paraboloïde est hyperbolique et éqiiilatère. 

220. Remarque. -Du problème que nous venons de résoudre 
on peut déduire le lieu des points de 
rencontre des généra trices rectilignes 
d'une quadrique qui se coupent à angle 
droit. 

Soient en effet MD, MD' deux géné- 
D' 

ratrices d'une quadrique se coupant à 
angle droit ; menons la normala MN au N 

point M. L e  plan DMD' sera tangent à Fig. 46. 

la quadrique et il en sera de même des 
plans NMD, NMD' qui passent chacun par une génératrice recti- 
ligne de laquaclrique. Comme le trièdre MDD'N esi trirectangle, 
le point M est sur la sphère de hIonge si la quadrique est un 
hyperboloïde à une nappe, et sur le plan qui a pour équation 

si  cette surface est un paiaaboloïde hyperbolique. Dans ce der- 
nier cas, le lieu des points M est une hyperbole; pour la discus- 
sion du même lieu dans le cas de l'hyperboloïde à une nappe, 
nous renverrons au paragraphe 198. 

P O L E  ET PLAN POLAIRE.  

221. Théorème. - P a r  uu point donné p (x,, y,, a,) on mène 
une  skcante qui rencontre e n  a et a' une quadrique donnée; le 
point p' conjugué hamoniq i ie  du point p par rapport a u x  points 
a et a' dècrit un plan, quand la sécante tourne autour du point p .  
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l'équation rendue homogène de la quadrique, et X ,  y, z les coor- 
données du point p'. 

Pour avoir les coordonnées des points a, a', oh la sécante pp' 
F rencontre la quadrique, il faudra résoudre, par rapport à - 
A ' 

l'équation 

puis substituer les valeurs obtenues dans les formules 

après avoir fait t = t,, = 1. 
Pour que les points p, p' soient conjugués harmoiiiques par 

rapport aux points a et  a', il faut et il suffit que l'équation (9) 
t* doiiiic pour - deux valeurs Bçales et de signes corit~aires ; les  
h 

coordonnées x, y,  a du poiiit p' satisfont donc à l'équation 

dans laquelle on fait t = to = l ; or ,  cette équation représente 
un plan. 

Ce plan est appelé le plan polaire du point p, et le point p est 
dit le pôle du plan. 

222. Discussion. - L'équation du plar? polaire du point p peut 
être écrite sous l'une des deux foi,mes suivantes : 

Nous allons chercher si le plan polaire d'un point est toujours 
déterminé. 

Ce plan ne sera indéterminé que si l'on a à la fois 
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pour to = Z ; on voit que la quadrique, doit avoir un poirlt tlorrble 
et  que le point p doit coïncider avec u n  des points doubles. 

De cette remarque il résulte qu'en général le plan polaire d'un 
point p est déterminé. 

La même remarque montre encore que deux points 

u'ont pas, en gériérül, le m4me plan polaire. 
En effet, s i  les deux équations 

représentent le même plan, il existera des constantesA et IJ. telles 
que l'on aura identiqueinent 

Celte identité montre que le point q de  la droite pp*, dont les 
coordonnées sont 

a un plan polaire indéterminé ; par conséquent la quadrique devra 
admettre le point q pour point double. 

Ainsi deux  points auront toujours des plans polaires distincts, d 
moins qu'ils n e  soient situe's sur  u n e  droite passant par u n  point 
double de la quadrique. 

Cette quadrique sera alors un cône, un cylindre ou formée d'un 
système de deux plans. 

223. Problème. - Trouver le pôle d u  plan qui a pour équation 

En identifiant cette équation avec celle du plan polaire d'un 
point quelconque p ( x ,  y, z ) ,  on obticnt les relations 

qui déterminent le pôle du plan. 
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Représentons par 2 1  la valeur commune des rapports précédenls, les 
Bquations qui déterminent le pôle seront 

De ces équalions on tirera f Y, 4 ,  4 . en posant ensuite t = 4, on aura b 
i ' h  h  1 '  

et les coordonnées x, y, z du pôle inconnu. 
Représentons toujours par H le discriminant de la fonction f ; nous 

aurons à distinguer plusieurs cas. 

Premier cas. - H n'est a s  nul. - En posant 

9 = u ' H ~ + v ' H ~ ~ + w ~ H ~ ~ ~ + v w H ~ $ w u H ~ ~ + u v H ~ ~  

+ U E H ~ + V Z H ~ ~ + W Z H ~ ~ ~ + ~ H ~ ,  

on verra comme en géométrie plane (G. P. 247) que les coordonnées 
inconnu sont déterminées par les équations 

x y z 1  -=-=-=-. 
9; 4: TL d 

Ainsi, quand H n'est pas nul, un plan n'a qu'un seul pBle. 

Deuxième cas. - H est nul. - On ~ o u r r a i t .  comme on l'a fait en 
trie plane, discuter les Qquations (10) par la méthode de M. Rouché; nous 
pensons qu'il ne sera pas inulile d'exposer une autre mélhode de discussion 
qui s'applique également à la détermination du pôle d'une droite en géomé- 
trie plane. 

Remarquons d'abord quo, H Btant nul, la quadrique aura u n  point double, 
une ligne de poinls doubles ou un plan de points doubles. Nous allons exa- 
miner successivement ces trois hypothèses. 

10 La quadrique a un seul point double; elle est un côse ou un cylindre. - 
Pour abréger l'écriture nous représenterons par U, V, W, L les premiers 
membres des équations 

du p61e 

géomé- 

qui déterminent le pôle du plan donné. 
Soient 

les coordonnées du point double A ;  des équalions (11) on tire 
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La partie indépendante de X est nulle, car elle est identiquement Bgale i 

et les coefficients de x, y, t, t sont nuls, puisque A est u n  point double. 
On a donc la relation 

Deux cas peuvent se prbsenter. 
Supposons d'abord que le plan P ne passe pas par  le  point double; la 

relation (12) donne X = O et les Bquations (11) deviennent 

f - 0  f -0 t'=O fi='% 
x- II- 

le p6k  coi'ncide avec le point double de la quadrique. 
Supposons maintenant que le plan P passe par le point double; on aura 

identiquement 
a U + P V +  y W + O L _ O ,  

les quantités a, p, y, 0 n'étant pas toutes nulles. On voit que les Bquatio~ns ( P i )  
se réduisent à trois distinctes, qui seront les trois premières par exemple. 
L'Blimination de A entre ces trois équations donne les deux Bquations 

le plan P a une ligne de pdles e t  cette ligne passe par le point double. 
2' La quadrique a une ligne de points doubles ; elle est foîmde d'un systéme 

de deux plans distincts. - Soient 

les coordonn4es d'un point A de la ligne des points doubles; on aura encore 
la relation (19). 

Deux cas peuvent se présenter. 
Supposons d'abord que le plan P ne passe pas par l a  ligne des points 

doubles. On peut choisir pour le point A un point autre que celui où cette 
ligne est rencontrée par le plan P, alors A sera nul e t  les équations (11) de- 
viendront 

[:=O f ; = o  J - O  g- {,=O; 

tous les points de la ligne des points doubles sont des @les du plan P .  
Supposons maintenant que le plan P passe par la ligne des points doubles. 

Prenons sur  cette ligne deux points 

a S r  
A ( - ,  e e e  -, -) A(;, $, f); 
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nous aurons les relations 

et par suite les deux idenlités 

Les deux points A, A Blant distincts, 109s les déterminants du second 
ordre que l'on peut former en prenant deux colonnes dans le tableau rectan- 
gulaire suivant 

ne sont pas nuls à la fois. Soit par exemple a p' - p a' > O ; on pourra ré- < 
soudre les identités (13) par rapport à U et V ; les équations [11) se réduiront 
à deux dislincles W = O, L = O .  L'élimination de ), entre ces deux équation? 
donne l'équation 

fi fi. 
-1- 

zu 1 '  

le plan P a  une rnfinitt? de pdles situés dans u n  plan passant par la ligne des 
points doubles. 

3' La quadrique a un plan de points doubles ; elle est foirnde de deux plans 
confondus. - Deux cas peuvent s e  présenter. 

Supposons d'abord que le plan P ne coïncide pas avec le plan des poinls 
doubles. Prenons s u r  ce dernier plan un point A n'appartenant pas au plan P ; 
on aura encore la  relation (12) qui exige que X soit nul. Les équations (11) 
deviendront 

f 2 = o  f ; = o  f:=o f ; = o ;  

tous les points du plan des poinls doubles sont des pôles du plan P .  
Supposons mainlenant que le plan P coïncide avec le plan des points dou- 

bles. Prenons sur  ce plan trois points 

non en ligne droite, nous aurons les identités 

Le plan qui passe par A, A', A" étant déterminé, tous les déterminants du 
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troisième ordre obtenus en prenant trois colonnes dans le tableau rectangu- 
laire suivant 

P" Y" 0)) 

ne sont pas nuls à la fois. Soit par exemple ( c c  $'y")  > O ;  on pourra r6soudre < 
les identités (24) par  rapport à U, V, W ; les équations (11) se rbduiront donc 
à une seule 

qui représente un plan quelconque parallèle au plan des points doubles, car 
X reste arbitraire. 

Ainsi tous le8 points de l'espace sont alors des pdles du plan P. 

Propriétés du plan polaire d'un point. 

224. Théorème 1. - Le plan polaire d'un point p est paralièle 
au plan conjugué du diamètre qui passe par ce point. 

l o  La quadrique appartient ù la première classe. - Prenons 
pour axe des x le diamètre op et pour axes des y et des a deux 
diamètres formant avec op un système triplement conjugué; 
l'équation de la quadrique sera 

et le plan polaire du point p (xo, O, O)  aura pour équation 

On voit que ce plan est parallèle au plan y o x  c'onjugué de op. 
Le choix d'axes de coordonnées que nous venons de faire n'est 

plus possible quand le point p est sur le c h e  asymptote de la 
quadrique. Si l'on rapporte alors la surface à trois générairices 
du cône asymptote dont l'une oz passe par le point p, son équa- 
tion sera 

2Byx+2Brxx+2B"xy f D = 0 ,  

et celle du plan polaire du point p sera 
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Ce plan est parallèle à celui qui touche le cane asymptote sui- 
vant o z ,  c'est-à-dire au plan diamétral conjugué de  o s .  

Remarque. - Quand le pô!e est à l'infini, le  plan polaire 
passe par le centre ; quand l e  pale coïnci(le avec le centre, le 
plan polaire est à l'infini. 

2 O  La quadrique appartient Ù la deuxidme classe. - Prenons pour 
plans des x o y  et  des xos deux plans diamétraux conjugués se  
coupant suivant le diamètre op qui passe par le point p ,  et ,  pour 
plan des yoa,  celui qui touche la quadrique au point O extrémité 
d e  ce diamètre : l'équation de cette surface sera 

et  celle du plan polaire du point p ( x o ,  0, O )  sera 

Ce plan est  donc encore parallèle au  plan conjugué du dia- 
mètre op. 

Théorème II. - Lorsque plusieurs plans passent par un même 
point p ,  leurs pôles sont situés sur le plan polaire du point p. 

Soit 

uX+ uY+wZ+LT=O 

l'équation d'un plan mobile assujetti A passer par le point 

p -, - - ; on aura la relation (y: :: ' ;,) 
Le pôle de ce plan sera déterminé par les équations 

on.obtiendra l e  lieu des pales en éliminant u, v ,  w,  1 entre les 
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PÔLE ET PLAN POLAIRE 

équations (25) et (26)' ce qui donne l'équation 

qui représente le plan polaire du point p. 

Theorème I I I .  - Les plans polaires de tous les points d'unplan 
passeut pais le pôle de ce plan. 

Supposons qu'un point m (?, :, t )  décrive un plan P ayant 

pour équation 
u X f  v Y + w Z + l T = O ,  

on aura la relation 

Le plan polaire du point m a pour équation 

En  éliminant to entre les équations (17) et (18)' l'équation du 
plan polaire devient 

Sous celte forme, on voit que les plans polaires des points m 
du plan P passent par un point fixe défini par les équations 

c'est-à-dire par le pôle du plan P. 

Theorème IV. - Les plans polaires des points d'une droite Il 
passent par une même droite D'. 

Prenons sur la droite D deux points 
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300 LNRE V. - CHAPITRE IV 

un poiniquelconque M de cette droite aura pour coordonnées 

et l'équation de  son plan polaire sera 

Sous cette forme, on voit que ce pian passe par la droite D' 
définie par les deux équations 

Réciproquement, les plans polaires d'un point quelconque de 
la droite D' passent par la droite D. 

En effet, le plan polaire d'un point M' 

D' a pour équation 

Ce plan passe par le point Ai de la clroite D, car le point h.1' 
étant situé sur  la droite D', on a la relation 

On verrait de même que ce plan passe par le point A, et par 
uiste par la droite D. 

Les droites D et Dl sont appelées droites polail'es ou conju- 
guées. 

Ainsi deux droites sont dites polaires ou conjtrgiie'es quand les 
plans polaires des points de chacune d'elles passent par l'au.tre. 

Corollaire. - Quand u n  plan P tourne autour d'une droite Dl 
son pô l ep  décrit la droite Dl conjuguée de D/X-' 

En effet, les plans polaires des points de D passant à la fois 
par la droite Dl et  par le pôle p, ce pôle est  sur la droite D'. 
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ThBoréme V. - Si D et D' sont deux droites conjuguées, cha- 
cune d'elles est dans le plan diamétral conjugué de l'autre. 

En effet, le plan polaire d u  point situ6 à l'infini sur la droiic P, 
passe par la droite D'  ; or, ce plan est  le plan diamétral conjiigiié 
de  D. 

ThBoréme VI. - Si une trausversale rencontre deux droites 
conjuguées Dl D' aux points a,  a', les points na, na' oh elle perce la 
surface sont conjzrg ués harmoniques par rapport aux points a, a'. 

Cela ~ésu l t e  de  ce que le plan polaire du point a passe par le 
point a'. 

Théorème VII. - Les points de contact des plans tangents 
menés ci une quadrique par une droite D sont situés sur sa conju- 
guée D'. 

E n  effet, chaque point de contact est le pôle du plan tangent 
correspondant. 

La droite D' ne rencontrant la quadrique qu'en deux points, 
on ne peut mener à cette surface que deux plans tangents réels 
ou imaginaires passant par une droite donnée D. 

Comme on passe facilement d e  l'ellipsoïde aux hgperboloïdes 
et  du paraboloïde elliptique au  paraboloïde hyperbolique, il sullira 
d e  supposer successivement que la quadrique est un ellips~~ïile, 
puis un paraboloïde elliptique. 

225. La quadrique e s t  un ellipsoïde. - Si l'on rapporte la 
surface à ses axes, les équations d'une normale dont le point 
d'incidence est M (x, y ,  a), sont 

Problème. - Par  un point dunué k'(xi, y,, a,) mener une 
not~,nule ù un elliysoide. 
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Nous prendrons pour inconnues les coordonnées X, y, a du 
point d'incidence. En exprimant que la normale passe par le 
point P et désignant par 1 une inconnue auxiliaire, on aura les 
relaticns 

d'où l'on tire 

Substituons, dans l'éqbation de l'ellipsoïde, ces valeurs des 
cooldonnées du point d'incidence, nous aurons, pour déterrnincr 
l'inconnue auxiliaire 1, l'équation du sixième degré 

A chaque racine réelle de cette équation correspond pour 
z, y, a un seul système de valeurs iaéelles données par les for- 
mules (19); donc, d'un point P, on peut mener à un ellipsoïde six 
normales. Deux d'entre elles sont toujours réelles, car I'équa- 
tion (20) a au inoins deux racines réelles comprises l'une entre 
- a, et - a2, l'autre entre - @ et -/- a,. 

226. Théorème. - Les points d'incidence des six normales me- 
nées d'un point P à u n  ellipsoide sont sur une cubique guuche qui 
passe par le centre de la surface, par le point P et dont les asymnp- 
totes sont parallèles aux axes de symétrie de cette surface. 

En effet, s i  l'on regarde A comme un paramètre variable, les 
équations (19) représentent une courbe passant par les points 
d'incidence des six normales. 

Cette courbe n'est coupée qu'en trois points par un plan ; car, 
si entre les équations (19) et celle d'un plan on élimine x,  y, a, 
on obtient, pour déterminer A, une équation du troisième degré; 
la courbe est donc une cubique gauche. 

E n  remplaçarit successivement A par & a, e t  0, dans les for- 
mules (19), on voit que la cubique passe par le centre de l'ellip- 
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soïde et  par le point P. Enfin les directions asymptotiques de 
cette cubique sont parallèles aux axes de  symétrie de l'ellipsoïde, 
car les formules (19) donnent pour x, y ou z des valeurs infinies, 
quand oii y remplace X par - a" par - 132 ou par - c% Ces 
directions asymptoliqiies forment un trièdre trirectangle. 

On voit que la cubique gauche a une grande analogie avec 
l'hyperbole équilatère qui passe par les points d'incidence des 
normales menées d'un point à une conique. 

227. Considérons le cône ayant pour sommet un point S de la 
cubique gauche et  pour directrice cette courbe; ce cône sera du 
second ordre. En effet, un plan quelconque mené par le point S 
ne rencontrant la cubique qu'en deux points autres que S, coupe 
le cône suivant deux droites. 

De cette remarque résulte le théorème suivant dû à Chasles. 

Théorème. - Les six normales menées d'un point P à un ellip- 
sozde sont sur un cone du second ordre C. 

En  effet le point P est sur  la cubique gauche. 

228. Équation du cône C .  - Les équations d'une droite pas- 
sant par le point P sont 

En exprimant que cette droite rencontre la cubique gauche, on 
obtient, après avoir supprimé la solution X = O qui correspond 
au point P, les relations 

x4 Y i  51 - 1 -- 
a ( ~ + a 2 ) = p ( ~ f  b2)=Y(i+c*)-  P ' 

que l'on peut écrire comme il suit : 

xi . - p + ~ + a 2 = 0  B p + ~ + b 2 = 0  - p + i + c 2 = ~ .  
a- B Y 

L'élimination de A et  de  p donne la relation de conditioli 

x Yi $4 
(C-b2) :+(a2-c2)--k(b2-a2)-=O; 

B Y 
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l'équation du cane C est  donc 

229. Théorème. - Les points d'incidence des six normales nze- 
nées d'un point P à un ellipsoïde n e  s o ~ t  jamais situés sur une  
sphère. 

Le théorème est évident quand le point P est dans un plan 
principal ; en effet, quatre des points d'incidence sont sur la sec- 
tion principale correspondarite, et l'on sait que ces quatre points 
ne peuvent pas être situés sur la circonférence d'un cercle. Nous 
pouvons donc écarter ce cas particulier, ce qui revient à suppo- 
ser qu'aucune des quantités X + a2, 1 +- b9, h f c2 n'est égale à 
zéro. 

Cette restriction étant faite, nous pourrons m6me démontrer 
que les points d'incidence de cinq des six normales ne sont pas 
situés sur une sphère. 

Soit 

l'équation d'une sphère. ~ x ~ r i m o ; i s  que l'un des points d'irici- 
dence est sur cette sphère, nous aiwons l'équation 

Pour que les points d'incidence de cinq des six normales soient 
situés sur la sphère, il faudrait que cette équation et l'équation (20) 
aient cinq racines communes. 

Ajoutons, à l'équation précédente, l'équation (20) multipliée 
par h ; les deux termes des trois premiéres frqctions, dans cette 
somme, serent respectivement divisibles par A + a2, A + b9, 
A+ c? Après la siippression de ces trois diviseurs qui ne soct 
pas nuls par hypothèse, on obtient l'équation 
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Cette équation est du quatrième degré, elle ne peut pas se ré- 
duire à une identité, car le coefficient de 1 4  est égal à - I ; elle 
ne peut donc pas avoir cinq racines communes avec l'équa- 
tion (20). 

230. La quadrique est un paraboloïde elliptique. - Si l'on 
rapporte la surface aux deux plans principaux et au plan tangent 
au sommet, les équations d'une normale dont le point d'incidence 
est M ( x ,  y, a )  sont 

Problème. - Par un  point donnk P (xi,  y,, si) mener une nor- 
male à un paraboloïde elliptique. 

Les coordonnées x ,  y, z du point d'incidence s'obtiendront en 
remplaçant, dans les formules 

l'inconnue auxiliaire 1 par les racines de l'équation du cinquième 
degré 

Ainsi d'un point P on peut mener à un paraboloïde cinq nor- 
males dont une au moins est réelle. 

231. On démontrera, comme dans le cas de l'ellipsoïde, les 
théorèmes suivants : 

Théorème. - Les points d'incidence des cinq normales menées 
d'un point P à un  paraboloïde elliptique sont sur une cubique 
gauche qui passe par le poin,t P ,  qui est asymptote &l'axe de la sur- 
face et dont les deux autres asymptotes sont perpendiculaires aux 
deux plans principaux. 

Théoréme. - Les cinq normales nzenées d'un point P à un 
I I  20 
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paraboloïde elliptique et la paralléle men ie  par ce point à l'axe ,Le 
la  surface sont sur u n  cône d u  second ordre. 

L'équation de ce cbne est 

Théorème. - Les points d'incidence des cinq normales menées 
d'un point P ù un paraboloïde n e  sont jamais situés sur  u n e  sphire. 

Remarque. - Il y a exception quand le point P est dans un 
plan principal. 

232. - Nous terminerons celte Btude des normales aux quadriques en 
démontrant quelques propri6t0s qui permettent de résoudre la plupart des 
problèmes relatifs aux normales. 

Ces propriétbs ont été établies pour la première fois par M. Desboves dans 
un opuscule ayant pour titre : Thlorie nouvelle des normales aux surfaces du 
second ordre. 

Nous supposerons encore successivernent que la  quadrique est un ellipsoïde 
puis un paraboloïde elliptique. 

10 La quadrique est un ellip#oïde. - Nous avons YU (225) que les coor- 
données des points d'incidence des six normales menées à la surface par le 
point P (x , ,  y,, 2,) s'obtiennent en remplaçant dans les formules 

ia quantité A par  les racines de l'équation 

Soient Q le plan passanl par les points d'incidence de trois de ces normales 
et Q' le plan qui passe par les points d'incidence des trois autres normales. 
Désignons par a, p, y et par a', Pl, y' les coordonnées des pôles des plaris Q 
et Q' ; trois des racines de l'équation (20) appartiendront a l'équation 

et les trois autres à l'équalioii 
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Il rksulte de là que les six racines de l'équation (20) appartiendront à 
I'équalion 

Les deux fonctions f ( 1 ) ,  F(X) mises sous forme de fraclions rationnelles 
ont les mêmes dbnominateurs ; comme leurs numérateurs ont les mêmes ra- 
cines. ces fonctions ne diffèrent que par un facteur constant. 

Cela Qlant, les résultats obtenus en dbcornposant les fonclions f ( A )  et F ( 1 )  
en éléments simples ue différeront aussi que par un facteur constant. 

La fonction f ( X )  est décompos6e en élémeuts simples ; s i  l'on décompose 
F ( A )  en éléments simples on a 

Ldentiflons les deux fonctions, nous aurons les relations 

On en tire par l'élimination de a', fi', y' les équations 
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qui deviennent 

LIVRE V. - CII.4PITHE IV 

Les Bquations (21') sont en gbnéral incompatibles, car le déterminant 

Y, z des inconnues 2, -, 2 est nul. 
a S Y . . 

Ainsi il n'est pas en général possible de trouver sur une section plane d'un 
ellipsoïde trois points tels que les normales en ces points concourent. 

La section ne jouira de cette propriété que s i  les équations (21') peuvent 
présenter une indéterminalion. 

Les mineurs du premier ordre du determinant D ne sont nuls à la fois que 
si l'on a p = p = v =O, ou bien a = p = y = O  ; mais alors les équations (21') 
sont incompatibles. 

Pour fixer les idées supposons v 2 O ; pour que les équations (21') présen- - 
tent une indétermination, il faut et il suffit que le déterminant 

O - v  a'-a' 
v O b'-pp 

-p  p op-y= 

soit nul, ou que l'on ait 

c'est-à-dire 

On voit que le pôle du plau Q doit étre situé sur une surface du quatrième 
ordre que M. Desboves a signalée le premier et qu'il a appelée la surface 
Normopolaire. 

Quand le pôle du plan Q est sur cette surface, les équations (Pl) où l'on 
regarde s,, y,, a, comme des coordonnées couranles se réduisent à deux et 
représentent une droite L. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Si, de chaque point de cette droile, on mène des normales à l'ellipsoïde, 
les points d'incidence de trois d'enire elles seront dans le plan Q e l  ceux 
des trois autres dans le plan QI dont le pôle a pour coordonnées 

De cetle analyse résulte le théorème suivant, qui est vrai pour les deux 
hyperboloïdes. 

Théoréme. - Étant donné un plan Q coupant une quadrique à centre sui- 
vant une conique C ; il est en gént?ral impossible de trouver sur cette conique 
trois points tels que les normales en ces points à la surface soient concou- 
rantes. 

Pour qu'il en soit ainsi il faut et i l  suffit que le p61e (a ,  p, y )  du plan Q 
soit situ6 sur une certaine surface du quatrième ordre. 

Quand le pôle du plan Q est sur cette surface, dl existe une infinitg de 
groupes de trois normales concourantes e t  dont les points &incidence sont sur 
la conique C ; les points de concours des normales de ces dirdrents groupe8 
sont sur une méme droite; enfin, pour chaque groupe, les points d'incidence 
des trois autres normales sont situés sur une méme conique Cf intersection de 

a3 bP cS 
la quadrique par le plan Q' dont le pôle a ponr wordonndes - -, -- , - - - 

= P r  
Remarque. - L'équation du plan Q' est  

ce plan passe donc par les projections, sur  l es  trois axes principaux de la 
quadrique, du  point symélrique du pôle du plan Q par rapport au centre de 
cette quadrique. 

Cette propriété est due à Joachimsihal. 

2' La quadrique est un paraboloïde elliptique. - On 'pourrait appliquer i 
cette surface la methode exposée dans le cas  de l'ellipsoïde ; en dosignant par 
a, p, y les coordonnées du pôle di1 plan Q qui passe par les points d'inci- 
dence de trois des cinq normales issues du  point P, il faudrait adjoindre i 
ce plan un autre plan QI parallèle à l'axe du  paraboloïde et passant par  les 
points d'incidence des deux autres normales. 

On peut aussi déduire, des équations trouvées pour l'ellipsoïde, celles qui 
conviennent au paraboloïde, en s'appuyant s u r  le lemme suivant: 

Lemme. - Le paraboloïde elliptique peut être considérd comme la limite 
d'un ellipsoïde dont le grand axe 2a augmente indflniment, les rapports 
O' c' - - conservant des valeurs constantes p, q, tandis que le grand axe ét l'un 
a' a 
de ses sommets A restent fixes. 0') 

Ce lemme se demontre comme le théorème analogue relatif à la parabola 
(G. P. 232). 
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Nous allons chercher ce que deviennent les équa~ions (21) quand l'ellipsoïde 
se transforme en un  paraboloïde. 

Pour cela nous y remplacerons s, et a par x, - a  et a - a, puis b2 et c' par 
ap  et bq, et nous ferons ensuiie croître a  indéfiniment. 

On voit immbdialement que la première des Bquations (21) devient 

Quelques précautions sont nécessaires pour trouver les limites des doux 
autres. 

La seconde équation par exemple, après qu'on y a fait les substitutions 
indiquées plus haut, devient 

~ k ' + ~ y ' . ~ + a p ' + p ( a ' - 2 a a + a ~ )  x l - a  
- = a p -  p, 

9 - P  Y a - P  a - a  

ou bien 

ou encore 

Si l'on fait croître a  indbflniment, cette dernière équation devient 

Le même calcul est applicable à la troisième des équations (21). 
En résumé. ces trois équations, dans le cas du paraboloïde, sont remplacées 

par les  suivantes : 

P p + q - + 2 a = ~  Y 

On vérifiera facilement que ces Bquations sont en général incompatibles, e t  
qu'elles s e  réduisent à deux quand le pôle du plan Q est situ6 sur une sur- 
face du troisihme ordre ayant pour équation 
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Enfin I'équalion d u  plan Q' qui, dans le cas de l'ellipsoide, est 

devient ici 

On a donc le théorème suivant, qui est vrai pour les deux paraboloïdea. 

Theoreme. -  tant donnd un plan Q coupant un paraboloïde suivant une 
conique C ,  i l  est en gdnéral impossible de trouver sur cette conique trois points 
tels que les normales en ces points & la surface soient concourantes. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le pole ( a ,  p, y )  du plan Q 
soit situ! sur une certaine surface du troisieme ordre. 

Quand le pôle du plan Q est sur cette surface, il existe une infinitt! de 
groupes de trois normales concourantes et dont les points d'incidence sont sur 
la conique C ; les points de concours des normales de ces difdrents groupes sont 
sur une méme droite ; enfin, pour chape groupe, les points à'zncidt?nce des 
deux autres normales sont situés sur une méme parabole C', intersection du 
paraboloïde par le plan Q' qui a pour équation 

EXERCICES. 

i n  Etant donne un ellipsoïde, on mène des plans diambtraux qui coupent la 
surface suivant des ellipses d'aire constante; trouver le lieu des diamètres 
perpendiculaires à ces plans ; - trouver le lieu des diamètres conjugués des 
mêmes plans. - Démontrer que les plans tangents à l'ellipsoide, parallèlesà 
ces plans diamétraux, sont à la même dislance du centre de la surîace. 

20 Un cône a pour sommet le centre d'un ellipsoïde et pour base la courbe 
d'intersection de la  s u r h c e  avec une sphère concentrique ; tout plan tangent 
au  c h e  coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse dont I'arCte de  contact est l'un 
des  axes. 

Surface des  ondes.  

La surface des ondes, qui joue un rôle imporlant en Optique, a Bté consi- 
dérée pour la première fois par Fresnel; ello es'. susceptible de plusieurs 
définilions géombtriques que nous sllons faire connaître. 
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S' Si, par le centre d'un ellipsoïde E ayant pour équation 

on élève une perpendiculaire à chaque plan diamélral, et qu'on porte sur celle 
perpendiculaire, à partir du  centre, des longueurs égales aux demi-axes de 
la section diamétrale correspondante, le lieu des extrimités de ces longueurs 
es t  une surface du qualrième ordre que l'on appelle la surface des ondes. 

Ètudier les sections de cette surface par les plans principaux de I'ellip- 
soïde. 

4"i, à chaque plan diainbtral d'un ellipsoïde Er ayant pour Bquation 

on mène des plans parallèles à des distances égales aux inverses des deini- 
axes de  la section diamétrale correspondante, l'enveloppe de ces plans est la 
surface des ondes. 

Remarque.  - Cette définition est celle qui a Blé donnée par Fresnel. 
On peut enfin regarder l a  surface des ondes comme un cas particulier des 

surfaces apsidales. 

Surfaces apsidales. 

5' D'un point fixe O, on mène à un  point quelconque M d'une surface 
donnbe 8 un rayon vecteur OM ; par le point M, on mène la normale MN ii 
la surface Z, et par le point 0, dans le plan OMN, une droite OM, perpendi- 
culaire sur  OM et égale à OM. 

Le lieu des points M, est  une surface 8, qui est dite la surface apsidale 
de  8. 

L a  normale au point M, de l a  surface 8, est l a  perpendiculaire abaissée dc 
ce point s u r  MN. 

En prenant le point O pour orisine des coordonnees rectangulaires, et re-. 
présentant par x, y, z les coordonnées du point M, par x,, y,, s, celles du 
point Mi et par  

i'équation de la surface 8, les formules qui expriment x, y, t en fonction 
de xi, y,, Z, seront 
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Soit p (xi, y,, 2,) ce que devient f ( x ,  y, 2 )  quand on y remplace x, y, a par 
leurs valeurs tirées des équations (2) et (3), on aura 

Regardons s, y, a comme des fonctions d'une variable t assujetties seule- 
ment à vérifier I'équalion (1) quel que soit t ; xi, y,, z, seront également des 
fonctions de t dont deux seront arbitraires. 

En prenant les dérivées, par rapport à t ,  des deux membres des relalions 
(2) et (41, e t  tenant compte de ce qu'il existe une même relation linéaire et 
homogène entre les éléments des colonnes du determinant (3), on démontrera 
la  relation 

I l l  

qui avec les reiations (2) permet de passer de la surface 8, à la surface 2. 
La forme de cette relation fait voir que B est la surface apsidale de Z,. 
6' La surface des ondes est la surface apsidale d'un ellipsoïde, par rapport 

au centre de cette dernière surîace. 
En partant de cette troisième déllnition, construire la normale en un point 

de la surface des ondes. 
Appliquer cette cbnstruction aux points de la surface des 'ondes qui cor- 

respondent aux points de l'ellipsoïde silués s u r  une section circulaire diamé- 
trale ; en conclure que cette surface admet quatre points coniques. 

Appliquer la même construction aux points de la surface des ondes qui 
correspondent aux points de l'ellipsoïde situés sur  les deux ellipses lieu des 
points de contact des plans tangents P situés à une distance du centre égale 
a u  demi-axe moyen b.  

En conclure que la surîace des ondes admet quatre cercles de contact, 
c'est-à-dire en tous les points desquels le  plan tangent à la surface est le 
même. 

Pour démontrer cette dernière propri8té on rernarqucra que les plans P 
enveloppent deux cylindres de rholut ion C, Cf circonscrits à l'ellipsoïde, les 
courbes de contact étant deux ellipses E, E'. t 

On montrera que les points de la surîace des ondes qui correspondent aux 
potnts de l'ellipse E, par exemple, sont sur  deux circonférences de cercles 
situées dans des plans perpendiculaires à l'axe du cylindre C à des distances 
du centre de l'ellipsoïde égales à b, et que les normales à la surface des 
ondes en ces points sont parallèles à l'axe du cylindre C. 

7' Dans I'hyperboloïde à une nappe, chaque couple de génératrices paral- 
lèles dbtermine sur  deux génératrices flxes OD, OD' de systèmes diffbrents 
deux segments OP, OPf dont le produit est constant. (Chasles.) 

8" Les quatre hauteurs d'un tétraèdre sont situées sur  un hyperboloïde 4 
une nappe. 

Le centre de la sphère circonscrite au tétraèdre, le centre de gravité du 
tétraèdre et le cenlre de l'hyperboloïde sont en ligne droite. (Joachimsthal.) 

90 Déterminer Is ligne de slriction pour chacun des systèmes de çénha-  
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lrices rectilignes d'un hyperboloïde à une nappe et d'un paraboloïde hyper- 
bolique. 

100 Trouver l'équation du cône qui a pour sommet le centre d'un hyper- 
boloïde à une nappe e t  pour directrices les lignes de striclion des deux sys- 
tèmes de génératrices. 

11' T ~ o u v e r  l'équation de  la surface engendrée par une droite qui rencontre 
sous des angles égaux entre eux deux droites données. 

12' Trouver l'équation de la surface engendrée par  une droite qui s'appuie 
sur  une conique donnée C et sur  deux droites rencontranl ceite conique. 

13' Trouver i'équation de la surface engendrée par une droite qui s'appuie 
sur  deux droites tangentes à une quadrique donnée en restant elle-mihe 
tangente à cette quadrique. 

lhO Une droite s e  meut de telle sorte que trois de ses points décrivent les 
faces d'un trièdre donné, un quatrième poinl de la droite décrit un ellipsoïde. 
(Dupin.) 

Le produit des longueurs des axes de cet ellipsoïde est indépindant des 
angles du  trièdre. 
1P Une droite se meut de telle sorte que quatre de ses poinls décrivent 

les faces d'un totraèdre, un  point quelconque de la droite décrit une ellipse et 
la droite reste parallèle auxgénératrices d'un cône de révolution. (Mannheim.) 

Les centres des ellipses décrites par  les diffbrents points de la droite mo- 
bile sont en ligne droite. (Halphen.) 

16- Étant donnés deux droites D, Dl et un point A, trouver l'équation de 
la surface engendrée par une droite G qui se meut en rencontrant D, Dl, de 
telle sorte que le segment compris entre les deux points de rencontre soit 
vu du  point A sous un angle droit. 

Cette surface est une quadrique dont on dcterminera la nature pour les 
diverses positions du  point A dans l'espace. 

Trouver le lieu que doit dbcrire le point A pour que la quadrique soit de 
révolution. 
47" La projection d'une sec!ion plane quelconque d'un paraboloïde de révo- 

lulion s u r  le plan tangent au sommet est un cercle. 
18. La projection de la section d'une sphère et d'un ellipsoïde sur  un des 

plans cycliques, parallèlement à l'axe majeur ou à l'axe mineur, est un cercle,; 
le centre de la sphère est dans le plan principal conjugué de l'un de  ces axes. 

190 Une sphère tangente à une quadrique en u n  des ombilics coupe cette 
surface suivant une courbe plane dont le plan conserve une direclion fixc 
quand le rayon de la sphère varie. 

2W Trouver la surface engendrée par l'arale d'un dièdre droil don1 Ics 
faces passent respectivement par deux droites données non situées dans un 
même plan. - Déterminer les plans cycliques de cette siirface. 

Définition. - Deux cônes du secofid ordre qui ont mlme somtnct et meines 
plans cycliques sont dits homocycliques. 

II0 Démontrer que, lorsqu'un plan mené par le sommet ccminun de deux 
cônes homocycliques, coupe ces deux surfaces suivant quaire généralrices 
les deux génératrices de l'un font respectivement deux angles égaux avec 
les deiis ~QnOratr ices de  I'aulre. - Cas où le  plan touche l'un des cônes. 
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EXERCICES 

2 9  Quand u n  plan louche deux cônes homocycliques, les deux arêtes de 
contact sont rectangulaires. 

23' Soient SA, SB deux génératrices rectangulaires prises s u r  deux cônes 
homocycliques, le plan ASB coupe les deux cônes suivanl deux autres géné- 
ratrices SA', SB' qui sont encore perpendiculaires entre elles ; les quatre 
droites suivanl lesquelles s e  coupent les plans tangents au premier cône 
suivant SA et  SAf,  e t  les plans tangents a u  second c8ne suivant S B  et SBf,  
appartiennent à un troisième cône homocgclique avec les deux premiers. Ce 
troisième cône reste le même quelles que soient les deux arêtes rectangu- 
laires primitives SA, SB. 

240 Quand deux cônes sont homocycliques, deux plans tangents au pre- 
mier coupent l'autre cône suivant quatre arêtes appartenant à u n  c6ne de 
révolution dont l'axe est normal aux arêtes d e  contact des deux plans tan- 
gents. 

250 Trouver le lieu des a r l t e s  des angles dièdres droits circonscrils a un 
cône du second ordre. 

26. Étant données deux quadriques à centre concentriques et  homothé- 
tiques, trouver le lieu des centres des sections faites dans l'une pala des 
plans tangents à l 'aut~e.  

27' On sait que les six normales menées d'un point P à une quadrique à 
centre son t  sup un cône du second ordre ; démontrer que ce cône passe par 
les parallèles menées d u  point P aux axes de la  quadrique, par la droite joi- 
gnant le point P au centre et  pa r  les axes principaux d u  cBoe circonscrit 
dont le sommet est au point P. (Chasles.) 

Trouver les positions du point P pour lesquelles le cbiie des six normales 
est de révolution. 

28' Les  normales menées d'un point P à des quadriques concentriques et 
Iiomolhétiques sont s u r  un cône du second ordre. (Chasles.) 

29. Étant donnees une sphère et une quadrique, les  normales menées du 
centre de la  sphère aux quadriques qui passent par  l'intersection de ces 
deux surfaces, sont su r  un cane du second ordre. 

30' S i  des points d'une droite ou abaisse des normales sur  des quadriques 
concentriques e t  homothétiques, les points d'incidence sont s u r  un hyper- 
boloïde à une nappe. 

310 Pour que deux normales à une quadrique concourent. il faut el il surfit 
que la droite qui joint les points d'incidencc soit perpendiculaire à sa con- 
j uguée. 

3 9  Une courbe située s u r  un ellipsoïde est telle que la surface réglée for- 
mée par les normales à I'ellipsoïde. en ses  difîérents points, coupe tin plan 
principal suivant u n  cercle de rayon donné ; démontrer que la  projeclion de 
celle courbe s u r  ce plan principal est une ellipse dont l'aire resta constanle 
quand le cenlre du cercle s e  déplace dans le plan principal. 

330 L e  lieu g6ométriqne des points tels que la somme des carrés de leun 
distances à une quadrique donnée a une valeur conslünte est une auire qua- 
drique. 

340 Aux différenls points d'une section plane d'une quadrique on  mène Cds 
nomales  à la surface et,  par  u n  point S de i'espace, des  parallBles à ces 
normales ; sur  chaque parallèle on prend. à parlir d u  point S, des Iongueurs 
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Bçales B la portion de normale correspondante comprise entre le point 
d'incidence et un  plan principal ; leurs extrémités sont sur  une conique. 
(Laguerre.) 
35' Le centre de la sphère qui contient les points d'incidence de qualre 

des six normales que l'on peut abaisser d'un point donne P s u r  une qua- 
drique est le milieu du segment qui joint le point P an centre du plan qui 
contient les deux autres normales. (Laguerre.) 

Remarque. - M. Laguerre appelle centre d'un plan ayant pour équation 

le point dont les coordonnées sont p, q, p. 

360 Les points d'incidence des s ix normales menées d'un point P k une 
quadrique sont s u r  une cubique gauche passant par le point P et le centre O 
de la quadrique. 

Cela ra.ppel6, si par  le point O on mène un plan parallèle au  plan de deux 
des normales issues du point P, ce plan coupe la cubique en deux autres 
poiuts qui sont situés s u r  la sphère passant par les points d'incidence des 
quatre autres normales. (Laguerre.) 
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LIVRE VI 

CHAPITRE PREMlER 

233. L e  problème que nous nous proposons de résoudre peut 
être énoncé de la manière suivante : 

Probléme. - $tant donnée une équation du seconcl degré à 
trois variables, déterminer la nature de la quadrique qu'elle repré 
sente. 

Ce problème a déjà été résolu (livre IV, chapitre Ier) ; nous 
allons faire connaître d'autres méthodes qui en donnent de nou- 
vel!es solutions. 

234. On appliquera à l'équation donnée la méthode de réduction 
exposée au chapitre V du livre IV. 

Comme la nature de la quadrique ne dépend pas des valeurs 
mêmes des racines de l'équation en S, mais seulement de leurs 
signes, il sera inutile de résoudre cette équation. 

On sait en effet que l'équation en S a ses trois racines réelles; 
des lors le théorème de Descartes fera connaître immédiatement 
les signes de ces racines. 

Il y a plusieurs cas a distinguer. 

Premier cas. -L'équation en  S n'a pas de raczne nulle. - 
L'équation de la quadrique peut être ramenée à la forme 
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pour déterminer sa  nature, il suffira de  chercher les signes des 
auantités 

Remarque. - La quadrique a u n  centre unique ; si l'on désigne 
H 

par 20, go, zo ses coordonnées, on pourra calculer la quantité - à 
A 

l'aide de la relation 

Deuxième cas. - L'équation en S a une racine nulle. - Ce 
cas se subdivise en deux autres. 

10 La quadrique a un centre unique rejeté à l'infini. - Son 
équation peut être ramenée à la forme 

elle représent.era un parabolozde elliptique s i  S, et S3 ont leniême 
signe, et un parabolozde hyperbolique si S, et S3 sont de signes 
contraires ; 

2" La yuadrique a une ligne de celztres. - Son équation peut 
6tre ramenée à la foiine 

elle représentera un cylindre elliptique ou hyperbolique. On déter 
minera la nature du cylindre en cherchant les signes des quan- 
tités 

S$ S3 D,. 

Remarque. - Si xo, yo, a0 sont les coordonnées d'un point d e  
la ligne des centres, on aura 

On choisit ordinairement l'un des point: où la ligne des centres 
rencontre les plans de coordonnées. 

Troisième cas. - L'équation en S a deux racines nulles. - Ce 
cas s e  subdivise en deux autres. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DISCUSSION DE L'ÉQUATION D'UNE QUADRIQUE 319 

1" La quadrique a une ligne de centres rejetie 6 l'iilfini. -- Son 
équation peut être ramenée à la forme 

elle représente un cylindre pnrabolique. 
20 L a  quadrique a un plan de centres. - Son équation peut être 

ramenée à la forme 
S3Z2+Di =O; 

elle représente deux plans parallèles qui peuvent être réels et 
distincts, confondus ou imaginaires. 

On distinguera ces différents cas en cherchant les signes des 
quantilés 

S3 Di -  

Remarque. - Si  x,, y,, z, sont les coordonn6es d'un point (lu 
plan des centres, on aura 

On choisit ordinairement l'un des points où le plan des centres 
rencontre les axes de coordonnées. 

235. Remarque.-La méthode que nous venons d'exposer étant 
fondtie sur l'existence de trois directions principales formant un 
trièdre trirectangle, suppose que les axes de  coordonnées sont 
rectangulaires. 

Elle s'applique cependant au casoù les coordonnées sont obliques. 

l'équation d'une quadrique U rappor- 
tée à des axes obliques oc, o y ,  oz. 

Prenons sur cette surface un point 
quelconque construirons ï!4 le  (a, contour y, z), dont des coor- nous l v  * 
données o A R M .  

Faimns tourner RM autour du 
point R jusqu'à ce que cette cote y 
occupe la position RM' perpendicu- 

Fig.47. 
laire sur  le plan xo y. 

Faisons ensuite tourner la ligne brisée ARW autour du point 
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A jusqu'à ce que AR occupe, dans le plan xoy,  la position AR, 
perpendiculaire su r  os .  Après ces deux déplacements, le point M 
sera venu en M,. 

Menons les droites oy,, ozi respectivement parallèles à AR, 
et à R,M, ; par rapport aux axes rectangulaires oz,  oy,, oz,, le 
point M, aura pour coordonnées x, y, a, et le lieu des points M, 
sera une quadrique Z, dont l'équation, par rapport aux mêmes 
axes, sera justement l'équation (1). 

Les surfaces Z, Z, sont de  même nature. 
En effet, elles appartiennent évidemment à la même classe; 

en second lieu elles seront en même temps limitées dans tous 
les sens, ou composées d'une seule nappe, ou enfin composées 
de deux nappes séparées. 

II résulte d e  là que la méthode précédente, que l'on peut appli- 
quer à la surface Z,, fera connaître la nature de  la surface L. 

Exemple 1. - Soit l'équation 

L'équation en S développée est 

elle n'a pas de  racine nulle et présente trois variations ; la qua- 
drique appartient donc au genre ellipsoïde. 

Les  coordonnées du centre sont x0 = O ,  y. = ao= 1; donc 

L'équation réduite est de la forme 

P9+ Q9+W+X-4=0. 
nono 

A < 4 Ellipsoïde. 
h=4 Un point. 
X > 4 Ellipsoïde imaginaire. 

Exemple II. - Soit l'équation 
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L'4quat;ori en S est 

S3-GS%+GS=O; 

elle a une racine nulle et présente deux variations. 
D'un aulre calé, les équations du centre sont incompatibles; la 

quadriqiie est  donc un paraboloïde dont l'équation réduite est  (le 
la forme 

P"@+R=O. 

La surface est  un paraboloïde ellipiique. 

Exemple III. - Soit l'équation 

L'équalion en S est 

elle a une racine nulle et présente deux variations. 
D'un autre côtS les équations du centre 

se  réduisant à deux, la quadrique est un cylindre. 
Le point où la ligne des centres rencontre le pian des y;; a 

pour coordonnées xo=O, y0 = 3, 2, = - 2 ; il e n  résulto 

e t  l'équation réduite est de la forme 

P+QQ"+)i-5=0. 
Donc 

X < 5 Cylindre elliptique. 
h = 5 Deux plans imaginaires co)~jîcgués. 
A > 5 Cylindre elliptique imginaire .  

Exemplo IV. - Soit l'équation 
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L'équation en S est 

S3- 11 s= = O; 

elle a deux racines nulles et présente une variation. 
D'un autre côté, les équations du centre 

se réduisent à une; la quadrique s e  compose donc d e  daux p ! x s  
parallèles. 

Le point où le plan des centres renconlre l'axe des z a p w r  
4 coordonnées xo =yo = 0, zo = ,; il en résulte 

ct l'équation réduite est de la forme 

4 P"+Ai'O. 

Donc 

h < Deux plans parallèles réels. 
i 

h = Deux plans confondus. 

h > Deux plans parallèles imaginaires. 

236. Dans cette méthode, on commence par chei-cher, en for- 
mant les équations du centre, la classe à laquelle appartient In  
qiiatliiqiie représeritée par l'équation donnée. Nous aurons dunc 
à eiaininer cinq cas. 
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Quadriques de la première classe. 

On transporte d'abord l'origine au centre; après cette hansfor 
mation, l'éqiiation de  la quadrique prend la forme 

Quand D, est nul, la quadrique est un point ou un c8ne. Pour 
décider la question, on coupe la surface par un plan paralièle à 
l'un des plans de coordonriées; si la section est itnnginaire, le 
lieii est un poblt; si  elle est réelle, le lieu est un cône. 

P l ~ u r  étudier le cas où Di n1esL pas nul, nous nous appuierons 
sur des propriétés que mettent immkdiatement en évitlenct: les 
formes de  l'éqiiation d'une quadrique à centre rapportée à trois 
diamètres conjugués. 

Ces formes sont 

Ellipsoïde l a 1  ; 

x2 y2 2.9 
7 + - T + T + I = O  Si la  Ellipsoîde imaginaire; 
a V b a  c 2  quadrique 

I J ~  a9 
-;---I=0 est un HyperSoloïde à 2111e nnppe;  

a s  b e  c ' 2 ,  

On en déduit les propriétés suivantes : 

1" Dans l'ellipsoïde réel, les trois diamètres conjuyués de chaque 
s j s t2ne  sont réels ; 

2 O  D a m  l'ell ipoïde imaginaire, les trois diamètres co@~gués 
de  chaque système sont imaginaires ; 

3" Dans l'hyperboloide ù u n e  nappe, de tvois diamètres c o n j q t ~ é s  
d'uu ~nêrne système deux seulement sont réels; 
40 Dans l'hyperboloïde 3 deun: nappes, (le trois diamètres coryu- 

guis i fun même systitne un seul est réel. 
Cela posé, nous di;;tingueions deus cas. 
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Premier cas. - Les trois coef/iliçiet~ts A, X', A" s m t  di[fét'ents 
de zéro. - En résolvant l'équation (2) par rapport a ' L;,  on a 

a, a', b" désignant les mineurs du premier ordre du  délermi- 
nant A relatifs aux éléments A, A', B". 

Le plan P qui a pour équation 

est le plan diamétral conjiigué des cordes parallèles à oz, ct  ln 
dioito oz est le dianiètre conjugué de ce plan. 

L'équation 

représente une conique C,, projection, sur  le plan x o  y, d e  la sec- 
tion C de  la quadrique par le plan dianiétral P. 

Cette conique admet uii centre unique, car on a 

et, par hypothèse, An et A ne sont pas nuls. 
Plusieurs cas peuvent se présenter. 

l0 La courbe Ci est une ellipse réulle. - Prenons dans la sec- 
tion C, qui est elle-même une ellipse réelle, deux diamètres conju- 
gués o A ,  O B  ; ils seront réels et  formeront avec oz un système 
de trois diamètres conjugués. 

S i  oz  est un diamètre réel, la quadrique est un ellipsoïde réel. 
Si oz  est un diamètre imaginaire, la quadrique est un hyper- 

boloïde ù une nappe. 

2 O  La courbe C ,  est uneellipse imaginaire.- Prenons dans la sec- 
tion C, qui est elle-même une ellipse imaginaire, deux diamètres 
conjiigués o A ,  OB ; ils seront imaginaires et formeront avec oz 
un système de trois diamètres conjugués. 

Si oz  est un diamètre réel, la quadrique est un hyperboloïde à 
eux nappes. 
S i  o z  est un diamètre imaginaire, la quadrique est un ellipsoïde 

imaginaire. 

3" La catit-be C ,  est une Ityperbole. - Prenons dans la seciion C, 
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qui est elie-même une hyperbole, deus  diamètres conjugués 
oX, O B  ; ils seront l'un réel, l'autre imaginaire, et formeront avec 
o z  un système de  trois diamèlres conjugués. 

Si o z  est uii diamètre r i e l ,  la quadrique est un hyperboloïde Ù 

une nappe. 
Si o z  est un diamètre itnnginaire, la quadrique est iin hgperbo- 

loïde ù deux  nappes. 

Remarque. - On voit que l'on est ramené à chercher si ie 
diamétro o z  est réel ou imaginaire, c'est-à-dire à examiner le 
signe de - AnDD,, car pour x = y = 0, l'équation (3) donne 

Deuxième cas. - L'un, au nhoins, des coefficients A, A', A" est 
nul. - Supposons An = O  ; l'équation de la quadrique, rapportée 
à son cenlre, est 

et celle du cbne asymptote est 

Ce cane est  un  véritable cône, car i! contient l'axe o z ;  la qua- 
drique est  donc un des deux hyperboloïcles. 

Si cette quadrique est  un Iryper+oloïde ù une nappe, on pourra 
placer sur la surface deux droites réelles parallèles à l'axe o z  ; ces 
droites seront imaginaires, si la quadrique est un hyperboloïde à 
deux  nappes. 

Les équations d'une droite parallèle à o z  sont 

et  la cote du point où elle rencontre la surface est  donnée par 
l'équation 

Pour que la droite soit simhe sui. la surface, il faut et il suffit 
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que I'équalion pr6cédente soit vérifiée quel que soi! a, c'est-i- 
dire que l'on ait 

d'où 

La quadrique est u n  hyperboloïde ù unz nappe si l'expression de 
a4 est positive, et un hyperboloïde à deux nappes si cette expres- 
sion est négative. 

Quadriques de la deuxième classe. 

La quadrique est un des deux paraboloïdes ; l'un au moins des 
plans de coordonnées n'étant pas parallèle à l'axe, coupera k 
surface suivant une conique n'appartenant pas au genre parn- 
bole. 

La quadrique sera un paraboloïde elliptique si cette section est 
du genre ellipse. 

La quadrique sera un parnboloïde hyperbolique si cette section 
est du genre hyperbole. 

Quadriques de la troisième classe. 

La quadrique est un cylindre elliptique ou hyperbolique; l'un au 
moins des plans de coordonnées n'étant pas parallèle à l'axe, la 
seciion du cylindre par ce plan déterminera sa nature. 

Quadriques de la quatrième classe. 

La quadrique est un cylindre parabolique. 

Quadriques de la cinquième classe. 

La quadrique se cornpose de deus plans parallèles qui peuvent 
etre réels et distincts, confontlus ou émuginaires. L'un au moins 
des trois axes de coordonnées n'étant pris parallèle au plan des 
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centres, la section de la surface par cet axe déterminera cornplè- 
tement sa nature. 

237. Nous allons maintenant indiquer rapidement la marche à 
suivre pour déterminer la nature d'une quadrique représentée 
par une équation résolue par rapport à l'une des variables. 

S i  l'équation renferme les carrés des trois variables, elle sera 
de la forme 

Le plan P ayant pour équation 

es1 un plan diamétral conjugué des cordes parallèles à oz .  
L'équation 

représente une conique Ci,  projection sur le plan xoy,  de In 
section de  la quadrique par le plan diamétral P. 

Plusieurs cas peuvent s e  présenter. 

1" C ,  est une conique Ù centre. - La quadrique appartient à la 
première classe; pour déterminer sa nalure, on cherchera si  le 
diamètre parallèle à oz est réel ou imaginaire. 

Iles équations de ce diamètre sont 

Remarque. - Quand la conique C, se  compose de  deux droites 
qui s e  coupent, réelles ou imaginaires, la quadrique est un cône 
ou s e  réduit à un point. Pour décider la question, on coupe la 
surface par un plan parallèle au plan P et l'on examine s i  cette 
section est réelle ou imaginaire. 

2" La conique Ci est une parabole. - L a  quadrique est unpnra- 
boloïde; la section par un des plans de  coordonnées zox, aoy  
déterminera sa  nature. 

3" La conique C, se compose de deux droites parallèles.- La qua- 
drique est u n  cylintlre elliptique ou hyperbolique; la section par 
un des plans de  couidunnées zox, z o y  déieiininera sa  nature. 
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4" La conique C, s e  compose d'une seule  droite. - La qua- 
drique est un cylindre pat*abolipe. 
5" La fonction + se réduit à u n e  constante. - La quatlrique est 

formée de deux plans parall6les qui sont réels e t  distincts. 
confondus ou imaginaires, suivant que cette constante est posi- 
t ive,  nulle ou négative. 

238. Supposons maintenant que l'équation ne  renferme pas le 
carré de  la variable z, par exemple, elle sera d e  la forme 

f (x ,  y )  étant une fonction du second degré des variables x et  y ,  
et P une fonction du premier degré des mêmes variables. 

L'équation 
f(z, !/)=O 

représente un cylindre dont les génératrices sont parallèles à oz 
et dont la trace sur le plan xoy est une conique C située sur la 
quadrique. 

Le plan P coupe ce cylindre suivant deux droites D, D' paral- 
lèles à oz et situées sur la quadrique. 

Si la trace L du plan P sur  le plan x o y  coupe la coniqiic C en 
deux points réels, la quadrique admet deux génératrices rccti- 
lignes réelles et  purallèles ; elle est u n  hyperboloïde ù une nappe. 

Si la trace L touche la conique C, la quadrique est un cûiie. 
Si la trace L ne coupe pas la conique Cl la quadrique est u n  

hyperboloïile leà deu,x nappes. 
Si la trace L coupe la conique C en deux points dont l'un est 

rejeté a l'infini, la quadrique est u n  parabolozde hyperboliqiie. 
E n  effet, la fonction f est alors d e  la forme aPQ+ BR f c et 

l'équation (4) devient 

Pl Q, R dhsignent des fonctions du premier degré et  a, b ,  c 
des constantes. 

Si 13 droite L est une asymptote de  la conique C, la qiiadrique 
est u n  cyl ix lre  hyperbolique. 
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En effet, la fonclion f est alors de  la forme aPQ+c et  i'équa- 
tion (4) devient 

P(2:-aQ.)=c. 

Enfin, si  la trace L fait partie de la con;qiie C, la quadrique so 
compose de  deux plans sécants. 

En effet, la fonclion f est aloi-s de la forme aP0, et l'équa- 
tion (4) devient 

P(x-aQ)=O. 

11 reste à examiner le cas où, P se  r6duisarit à une conslantc, 
l'équation de la quadrique est de  la forme 

Cette équation prendra l'une des formes suivantes : 

suivant que la conique C sera du genre ellipse, du genre hyper- 
bole ou du genre parabole. 

Dans le premier cas, la quadrique est un parabolozde ellip- 
tique. 

Dans le deuxième cas, la quadrique est un paralioloïtle hyper- 
bolique. 

Dans le troisième cas, la quadrique est un cylindre vurabo- 
lique. 
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CHAPITRE II 

DETERIISATIOS DES QUADRIQUES. 

239. On appelle pnrami.tres les constantes qui déterminent la 
grandeur et  la position d'une surface. 

Les paramètres de grandeuin sont les constantes qui détermi- 
nent les dimensions d e  la surface, et les paramètres de positinn 
celles qui fixent sa  position dans l'espace. 

Pour une surface quelconque L, le nombre des puramétres de 
position est égal à six. 

En effet, soient o'x', o'y', o'a' trois axes qui sont connus quand 
a surface X est connue ; pour fixer la position de  cette surface 

dans l'espace, il suffira de fixer celles des axes o'x', o'y', o'x' par 
rapport à trois autres axes rectangulaires ox, oy, oz tracés dans 
l'espace. Or, pour cela, il suffit de corinaitre six constantes : sa- 
voir, les coordonnées cle l'origine O' et les irois angles d'Euler (19). 

De ce qui précède il résulte que, s i  l'équation d'une surface 
rapportée à des axes quelconques contient p paramètres arbi- 
traires, le nombre des paramètres de grandeur sera p - 6. 

Remarque. - Il y a exception quand la surface L est de révo- 
lution ; IF: nombre des paramètres de position s e  réduit alors à 
cinq. En effet, pour fixer la position de  la surface, il suffit ~101s  
de connaître, par rapport aux axes oc, oy,  os, la direction de 
l'axe de révolution e t  un point de cet axe qui soit connu quand la 
surlace est connue. 

Cette exception tient à ce qu'une surface de  révolution ne 
cesse pas de coïncider avec elle-même quand on la fait tourner 
autour de l'axe de  révolution. 

II en est  de même quand la surface est un cylindre ; parce que 
cette surface ne cesse pas de coïncider avec elle-même quand 
on la transporte le long d'une de ses génératrices. 

Quand la surface est  une splière, le nombre des pararnètrcs de 
position se réduit à trois; cela tient à ce qu'une sphère ne cesse 
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rias de coïncider avec elle-même qiiand oii la fait tourner autour 
de son centre. 

240. Nous dlons considérer en particulier les quadriques ; leur 
équation la plus générale contient dix coefficients et, par consé- 
quent, neuf paramètibes. En efkt, on peut diviser les deux mem- 
lires de l'équation par l'un des coefficients. 

Cherchons le nombre de conditions simples nécessaires pour 
déterminer les quadriques des différentes classes. 

Quadriques de l a  première classe. - Il faut neuf conditions 
simples pour les déterminer ; cependant, quand la quadrique est 
un cane, /mit conditions suffisent, car on a alors H = O. 

Quadriques de l a  deuxième classe. - Il faut huit conditions 
simples pour les déterminer, car A est nul. 

Quadriques de  l a  troisième classe. - Il faut sept conditions 
simplss pour les déterminer, car A et H sont nuls. 

Quadriques de  l a  quatrième classe. - Il faut six conditions 
simples pour les déterminer, car les trois plans du centre étant 
parallèles on a les trois relations 

Quadriques de  l a  cinquième classe.-Il faut quatre conditions 
simples pour les déterminer, car les trois plans du centre étant 
confondus, on n les cinq relations 

Enfin il faut sept conditions simples pour déterminer une qua- 
drique de révolution, car on a alors deux relations entre les coei- 
ficients de  l'équation générale du second degré à trois variables. 

241. 11 est important de savoir trouver le nombre des coiidi- 
tions simples auxquelles équivaut la connaissance d'un point, d'un 
plan, d'une droite ou de toute autre ligne ou surface liés à ilne 
surlice donnée. . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



832 LIVRE VI. - C I I A P I T ~ E  II 

Considérons d'abord le cas où 1'011 donne un point ou un plan, 
c'est-à-dire des éléments doiit on fixe la position dans l'espace ii 
l'aide de trois paramètres ; la regle suivante periirettra de  résou- 
dre facilement la question piaoposée. 

Règle. - La connaissance d'un point ou d'un plan donne une  
condition triple si, la surface étant sîipposée tracée, le point ou le 
plan sont complètement déterminés ; elle donne une condition doztble 
ou une  conditioiz simple quand, la surface étant szcpposée tracée, il 
faut encore une ou  deux conditions pour de'teriniaer le point ou le 
plan. 

En effet, dans le premier cas, il y a trois relations entre les po- 
~aniè t res  de la surface et  les constantes qui déterminent le point 
ou le plan ; dans le deuxième cas, il y a deux  relations, et, dans 
le troisième cas, une  seule relation entre ces constantes et ces 
paramètres. 

E n  appliquant cette règle, on voit iinmédiatenient qu'on assu- 
jettit une quadrique à une condilion triple, en donnant l'un des 
éléments suivants : Le centre, u n  sotntnet, u n  plan principal, un 
plan tangent au  sommet. 

On l'assujettit A une condition double en donnant u n  point silut! 
sur une  section principale ou sur uni. section circulaire diamétrale, 
ou encore en donnant un plan asymptote. 

On l'assujettit à une condition simple en donnant un point de 
la surface ou u n  plan tangent. 

Remarque. - La connaissance d'un plan tangent et du point 
de contact équivaut à une condition triple, car cela revient à 
donner trois points de la quadrique et à supposer que ces irois 
points se  confondent ensuite en un seul. 

On peut le voir encore en prenant le point de contact pour 
origine et le p!an tangent pour plan des x o y  ; l'équation de la 
quadrique est alors 

Elle ne contient que six  paramètres arbitraires; elle est donc 
assujettie à trois conditions. 

Considérons maintenant le cas où l'on donne une droite liée à 
une surface; la détermination de la droile dépendant de  qziatre 
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paramètres, sa  connaissance $quivaudra à quatre, trois, deux ou 
une conditions. On distinguera ces différents cas en appliquant la 
règle suivante : 

Règle. - La counaissance d'une droite donne une contlilion 
quaclruple si, lnsui.face étant su]yosée tracée, la droite est coq112- 
teinent déterminée; elle dome une condition triple, double ou 
sitRpEe quand, la surface étant supposée tracée, il faut encore une, 
deux ou trois conditions pour de'terminei- ln droite. 

Ainsi on assujellit une qnadrique à nne con lition quadruple en  
donnant un axe de syinétris en position; on l'assujettit à une con- 
dition triple en donnant une génératrice du càne asymptote; on 
llass!ijettit à une conditior. double en donnant un diamètre quel- 
conque; onfin on l'assujettit à une condition simple en donnant 
une droite tangente à la quadrique. 

D'une manière plus générale, consid&rons une courbe C ou 
m e  surface U dont la détermination tlépend de p paramètres ; 
cetle courbe ou cette surfacc étnnt liées à une surface X, pour 
savoir le nombre des conditions auxquelles Z est assujettie, on 
appliquera la règle suivante : 

Règle. - La connaissattce de la courbe C ou de la surface U 
donne une co~tditioit d'ordre. p, si, la surface Z éfaizt supposée trai  
cée, la courbe C ou la surface U sont conzpl2teineitt déte~miw'es; 
elle donne tine condition d'ordre p - r ,  si, la surface Z étnnt s î p  
posée lvacée, il fazlt encore r conclitio,?~ pour ddterininer la courbe 
C ou la surface U. 

En appliyiiant celte règle, on voit qu'on assujettit une qua- 
drique à huit conditions, en donnant l'un des éléments suivants: 
a Le cône asymptote, une section prii~cipale. )) 

On l'assujetlit à quatre conditions en donnant la sphère de 
Monge; à cinq conditions en  donnant le cône des directions 
asymptotiques. 

Remarque. - Quand on donne siniultanément des points, des 
lignes ou des surfaces liés à une autre surface, il ne faut pas 
toujours, pour avoir le nombre total des conditions irnposéos a 
la surface, additionner le nombre de celles que ces éléments im- 
poserit lorsqu'on lcs considère isolinzent; le résultat ainsi obtenu 
n'est cxact qu'ciulant que ces éldirients n'ont entre eux aucune 
relatioii. 
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I'ar exeinple, dans le cas des quadriques, la connaissance de 
deux sommets équivaut à six conditions. 

Au contraire, la connaissance du centre et d'un axe de symétrie 
équiviiut à cinq conditions ; car le centre et un axe de syiiietrie 
ne sont pas des éléments indépendants, puisque l'axe passaiit 
par le centre, il suffit d e  donner sa  direction pour le déterminer. 

242. Pour connaître le nombre des conditions simples aux- 
quelles équivaut la connaissarice d'un point, d'un plan, d'une 
ligne ou d'une surface liés à une quadrique, on peut encore pro- 
céder de la manière suivante : 

On cherche l'équalion générale des quadriques satisfaisant 
aux conditions données, et l'on retranche de neuf le nombre des 
paramètres contenus dans cette équation générale. 

Ainsi, par exemple, la connaissance de  trois diamètres conju- 
gués en position équivaut à six conditions ; car, en prenant ces 
droites pour axes de  co~rdonnées,  l'équation de la quadrique est 

elle contient trois parambtres arbitraires. 
La connaissance d'une section plane équivaut à cinq condi- 

tions ; en effet, s i  l'on prend le plan de  cette section pour plan 
des xy, ses équations seront 

La section étant donnée, les rapports de cinq des coefficients 
A, A', B", C, Cf ,  D au sixième sont connus. 

243. Pour terminer, nous allons chercher à combien de condi- 
tions simples équivaut la connaissance d'une droite située sur  
une surface d'ordre m. 

Si, entre les équations 

de  la droite et celle de la surface, on élimine x et  y, on obtiendra, 
pour déterminer les cotes des points de rencontre, une équation 
d'ordre m, qui devra être identique. La surface est donc assu- 
jeitie à rnf l conditions. 

Dans le cas dc; qiiailriques, la connaissance d'une droite située 
sur la surface équivaut a une condition triple. 
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La connaissance de  deux droites d'un irieme système équivaut 
a six conditions. 

La  connaissance de  deux droites de  systèmes différents éqiii- 
vaut à cinq conditions; en effet, la droite du système X donne 
trois conditions, mais la droite du système p n'en donne pius 
quo deux, car elle a déjà en corninun avec la quadrique le point 
où elle rencontre la droite du système X. 

La connaissance de trois droites d'un méme système équivaut 
à neuf conditions; la quadrique est déterminée. 

La conriaissance de trois droites dont deux apparliennent au 
système h et  la troisième au syslème p équivaut à sept condi- 
tions. En effet, les droites du système X donnent chacune h.ois 
conditions ; mais la droite du système p n'en donne plus qu'une 
seule, car elle a déjà en commun avec la quadrique les deux 
points o ù  alle rericoritre respectivement les droites du sysl.è~ne À. 

Enfin la connaissance de  quatre droites, dont deux appartien- 
nent a u  système h et les deux autres au syslerne p, équivaul à 
huit conditions. En effet, les deux droites du système h donnen~ 
six conditions ; mais chacune des droites du système p n'en 
donne qu'une seule, car ces droites rencontrent les deux pre- 
mières. 

244. Nous allons maintenant faire connaître quelques théorèmes concernarit 
les quadriques assujetties à passer par des points donnés. 

Théorème 1. - Par neuf points on peut faire passer une quadrique ei une 
seule, pourvu que les neuf points ne soient pas situés sur la courbe d'inter- 
seclion de deux quadriques. 

Soienl, d'une manière générale, (ri, yi, zi) les coordonnées d'un quelconque 

des neuf points donnés ; pour qu'une quadrique ayant pour équation 

passe par ces neuf points, il faut et il suffit qu'on puisse salisfaire aux neuf 
Bquations obtenues en remplaçant i par les neuf premiers nombres enlicrs, 
dans la relation 

On a vu en Algebre que ces neuf équations homogènes el du premier deg1.6 
par rapport aux d ix  inconnues A, A', A", B, U', B", C, Cr, C", D ne sont 
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iamais incompalibles ; elles admellent toujours une solution dans laquelle 
toutes les inconnues ne sont pas nulles. 

Cependant, pour pouvoir conclure de là que, par neuf poinls donnés, on 
peut faire passer au moins une quadrique, il faut encore montrer que, dans 
aucun cas, il n'y a nécessil9, pour satisfaire aux équations (21, de  donner 
sirnultantment la valeur zdro aux s i y  inconnues A, A', A", B, B', Bu ; car, s'il 
en était ainsi, I'Cqualion (1) nc scrait plus du second degré. 

D'abord, si l'on peut salisfaire aux équations (8) en prenant à la fois 
A = A'= A" = B = B' = B" = 0, ces équations s e  réduiront à 

les neuf poinls devraient donc êlre silués sur  un m&ne plan P. 
Mais, dans ce cas, les Bquations (3) admettront encore une inflnitld'autres 

solulions dans lesquelles les inconnues A ,  A', A'', B, Bu, B" ne seront plus 
nulles à la fois ; en effet, en associant au  plnn P un  autre plan quelconque, 
on obtiendra une infinilé de quadriques passant par les neuf points. 

On voit donc que le problème ne sera jamais impossible; nous allons 
chercher dans quelles condilions il aura plusicurs solulions. 

Si le problème a plusieurs solutions, on ppurra, par les neufpoints donnés, 
faire passer au  moins deux quadriques distinctes U, V. Les neuf poinls don- 
nés seront donc situés sur  la courbe d'interseclion des deux quadriques. 

Dans ce cas, le problbme est  indéterminé, car  l'équation 

représenle une infinité de quadriques passant par les  neuf points donnés (207) 

Théorème II. - P a r  huit points donnés on peut faire passer une infinitd 
de qiradriques; elles ont en commun une courbe gauche du quatrième ordre. 

En efîet, en  exprimant que 1û quadrique passe par les huit poinls donnés, 
on a, entre les coefficients de I'équalion (1) huit relalions linéaires et homo- 
gSncs; huit de ces cosîficients sont donc des fonclions linéaires et homo- 
gènes de dcux d'entre eux que nous désignerons par X et pl c'est-à-dire des 
fonclions de la forrnc a l  + b y .  

L'équation (1) devient donc 

U, V élant des fonctions du second degré des coordonnées a, y, z. 
Les quadriques ayant pour équations U = O, V = O passent par les huit 

points donnés, car on obtient ces équalions en posant p = O ou A = O  dans 
I'équation (3). 

On voit que les huit points donnés sont situés sur  uno courbe gauche d u  
qualriEmo ordre par  laquelle passent toules les  quadriqucs definies par 
l'équa~ion (3). 

Remarque. - Le raisonncincnt précbdcnt s u p ~ o s o  que les huit équation8 
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oblonues en exprimant que la quadrique passe par  les huit points donnés 
son t  dislincles. Si ces éqnations s e  i euu i scn~  a sepi, elles durincnt pour scpt 
d e s  cocflicicnts de l'équation (1) des valuurs qui sont des fonctions linéaires 
+i homogènes de trois d'enlre eux quo nous dhsignerons pur A, p et v ,  c'csl- 
n- dire des îonclions de la forme aA + b p  f C V .  

L'équa~ion (1) devicnl alors 

U, V, \V étanl des fonciions du second degré des coordonnées x, y, o. 
L e s  quadriques ayant pour équations U = O, V = O ,  1%' = O  passent enrnre 

par  las huit points donnés, car  on les  déduil de 1'Bquation (4) en parlicula- 
risant les constantes A ,  y ,  v. 

Les huit points docnés sont donc alors les points d'intersoclion de Ivois 
quadibiques ne s e  coupanl pas suivant la mêiiie courbe gauche du quairiciiie 
ordre. 

Théoréme III. - Toutes les qi~adriques passant par sept poijits ont en  com- 
mun zrn Icuiliètne point.  (Lame.) 

E n  effet on a alors, entre les coefficients de l'équation (l), sept relations 
linéaires et homogènes ; sept  de ces cocfficimls sont donc des fonctions 
linéaires et  homogènes de trois d'entre eux que nous désignerons par A, y, Y, 

c'est-à-dire des îonclions de la forme aA  + b p +  c v .  
L'équalion (1) devient donc 

U, V, W étant des fonctions du second degré des coordonnées s, y, a. 
Les  quadriques oyant pour Qqnalions U O ,  V = O, W = O  passenl par  

les sept  points donnés ; comme elles on1 u n  huilième point commun, le théo- 
ccine est  dcrnontré. 

Remarque.  - Le raisonnement précédent suppose que les scpt équalions 
d e  condilion sont dislinctes. Si ces Qqiialions s e  réduisent à six, ellcs don- 
ncnt pour six des coeîûcients de I'équation (1) des valeurs qui sont des îonc- 
tions linéaires el Iiornogènes de quatre d'eiitre eux que nous dksignerons par 
h, pi v, p, c'est-à-dire des fonctions de la forrno UA+ b p +  c v  + d p .  

L'équation (1) devient alors 

Clicrchons quclle est, dans ce cas, la  disposition des sept points donnés 
que nous disignerons par des numéros d'orJre 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

P a r  les points 1, 2, 3 faisons passer une conique C sur  laqucllc nous prun- 
drons deux points M, M'. E n  exprimant que les coordonnées de ces po i i i :~  
satisfont à l'équation (G), on  obtiendra deux relations do la forme 
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et l'équation [(J) deviendra 

Si l'on fait varier les parambtres v, p, 1'Bqualion (7) rcprthentera une infini16 
de quadriques pnssanl par  la conique C et par les poinls 4, 5, 6, 7 ;  ces 
quatre derniers poinls sont donc dans un même plan P (207). 

E n  remplaçant la conique C par  une conique passaiit par les poinls 1, 2, 4, 
puis pa r  une conique passant pa r  les poinls i., 4, 5, on verra  que l e s  poinls 
3, 5, 6, 7 sont dans un même plan Q, et les poinls 2, 3, G,  7 dans u n  même 
plan R. 

Les trois plans P, Q, R ayant deuk à deux trois points communs s e  con- 
fondent ; donc six des sept points donnes doivent Ctre situés dans u n  meme 
plan P. 

S i  ces six poinls 2, 3. 4, 5, G ,  7 ne son1 pas s u r  une même conique, la 
quadrique s e  composera d u  plan P el d'un plan quelconque passant par le 
seplième point 1 ; son équation contiendra deux paramètres ar l i i l ra i~es et 
rentrera dans l a  forme (5). Les sept relations de condition seront distinctes. 

Si  ces s ix points sont  s u r  une meme conique, la quadrique devant passer 
par  eetle conique et pa r  l e  point 1 sera assujettie à six condilions; son 
équation contiendra trois paramètres arbitraires et rentrera dans la forme [G). 
Dans ce dernier cas, les sept relations de condilion ne seront plus dislincles. 

Corollaire. - L'équation générale des quadrir/nes passant par sept points 
donnés est 

U ,  Y, W représentant les premiers membres des équations de trois qundriqites . 

particuli2res passant par ces sept points. 

Soit en effet A une quadrique quelconque passant par  les sept points ; en 
profiant de l'indélermination des paramètres X, y, v, on pourra assujettir l'une 
des quadriques représentées par  1'8qualion (5) à passer par deux points M, M' 
pris arbitrairement s u r  A. Si B désigne cette quadrique particulière, les dcux 
quadriques A et B s e  confondront, car elles auront neuf points communs; do 
plus, ces points n e  seront pas situés su r  une même courbe gauche du qua- 
trième ordre, puisque les points M, M' ont Clé pris arbitraire~nent s u r  A. 

Remarque 1. - L'équation (5) reprbsente aussi l'équation çkuérale des 
quadriques passant par les  points communs à trois quadriques données 
u, v, W. 

Remarque II. - L e  corollaire précédent suppose que s ix des sept  poinls 
donnés n e  sont pas  siluée eur  une mEme conique. 
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EQUATIONS GENERALES DES QUADRIQUES SATISFAISAST 

A CERTAINES CONDITIONS 

245. Nous rappellerons d'abord que l'équation gén6i.de des 
quadriques passant par l'interseciioli de  deux quadriques données 
U, V est (207) 

hU+pV=O. 

Quadriques passant  par u n e  conique e t  une  droite. 

Lemme. - Quand une droite et une cotziyzie sont situbes sur 
une véritable quadrique, la droite rencontre la conipe .  

E n  effet, supposons d'abord que la droite D ne soit pas paral- 
lèle au plan P de la conique C, elle le rencontrera en  un point A ;  
ce point est situé sur la conique, car, s'il en  était autrement, 
toute droite menée dans le plan P pa r  le point A, rencontrerait 
la conique C er. deux points B, Br, et la quadrique en trois points 
A, B, B'. 

Supposons maintenant que la droite soit parallèle au plan d e  
la conique; le plan P et  le plan parâllèle mené par la droite D 
couperont la quadrique suivant des courbes homothéliques ; la 
droite D sera donc parallèle à l'une des asymptotes d e  la conique 
C, et dès lors elle rencontrera cette courbe en un point rejeté a 
l'infini. 

De ce lemme, il résulte qu'une quadrique qui doit passer par 
une conique C et une droite D est  assujettie à sept conditions. 

Soient P=O, Q = 0  les équations de la droite D et R=O 
l'équation du plan R de la conique C ;  P, Q, Fi désignent trois 
fonctions linéaires des coordonnées x, yi 5. Le plan R et un plan 
quelconque passant par D représentent wze premiSre quadrique 
passant par la conique C et la droite D;  son équation est 
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I,e cylindre ayant pour directrice la conique C et dont les 
génératrices sont par:illèles à D est une deirait'iile qunilriqiie 
sûtisîaisant aux condilions proposées ; s i  f = O est l'éipalion 
de ce  cylindre, l'équation générale des quadriques passarit par 
la conique C et par la droite D sera 

Remarque 1. - Dans la praiiqup, on prend ordinairement la 
droite il pour ase  des z e t  le p!an R de la conique pour plan des 
xy, l'équation précédente devient alors 

Remarque II. - On assujettit une quadrique à neuf condi- 
tions en donnant une conique e t  deux droites situées sur cette 
surface. En effet, la donnée d'une conique située sur la siirlàce 
équivaut à cinq conditions et la doniiée de chacune des deux 
droiles à deux conditions, puisque ces droites rencontrent la 
conique. 

Examinons en parliculier le cas où les deux droites D et D' 
rencontrent la conique au même lioint A. Dans ce cas, il n'est 
pas toujours possible de faire passer une verituble qtiadriyue 
par 19 conique et les deux droites ; il faut pour c,ela que les deux 
droites D, D' et la  tangeiite AT au pûint A de la conique C soient 
dans un même plan. 

En effet, le  plan DAD' touchant la quadrique au point A doit 
contenir la tangente AT. 

La conique e t  la droite D donnent sept conditions, mais la 
droite D' n'en donne p l u s  qu'urle seule, car, comme elle passe par 
\e A et se trouve dans le plan DAT, il sufiira d'exprimer 
qu'un de ses poiiits est sur la quadrique. 

La quadriqi~e, qui doit passer par la conique C et les droites D, 
D', est donc, dans ce cas pariiculier, assujeitie à huit coridi~ioris 

Quadriques passant par deux  coniques données. 

246. Lemme. - Pour que, par deux coniques situées dails des 
plam tli[fe'rents, on puisse faire passer une quadrique, il faut et il 
tuflit que ces deux corriqzies aient deux points commws. 
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1" La condition est nécessaire. - Soient, en efl'zt, C, C' deus 
coniyiies siluées sui. iine q~iarliiqiie ; si les plans de ces deiix 
courbes ne sont pas paiballèles, Irui* interseclion pcrcerii la siir- 
facc1 en deiix points A, B qui appartiendront aiix coriiq les C, Cf .  

Si les plans des deux ciwiqiies sont ilai-nllèlrs, ces clciix 
c o u i ~ b ~ s  seront homothétiqiies et  poiirront être considérées 
comme s e  coupant en deux points rejetés à I'iiifini. 

2" Ln condilion est sttffisnnte. - Nous allnns démontrer qiie, 
par deux coiliques situées cluns des plans difSér(~nts et se  coiilin!it 
en  deux points A, B, on peut faire passer uiio irifiiiilé d e  qua- 
driqiies. 

En effet, si, sur chacune des deux coniques on prend tisois 
points, ils formeront avec les deux points A ,  B iin groiipe de 
huit points par lesquels on poiirra faire passer une infiitité de 
qua~lriqiies dont l'équation gSnéiale contienllra un paramètre 
arbitraire. Toutes ces quailri lues passeront par les deux c,o- 
niques données, car elles auront avec chacune d'elles cinq points 
communs. 

Dans la pratique, on prend ordinairement les plans des deux 
coniques données pour deiix des plans de coortlorinées x o x ,  g o x ;  
l'équation générale des qliadriyues p:issant par ces deilx co- 
niques slol)tiendi.a en coiisidérant B comine un ~iararnètre arlii- 
traire et les autres coefficieiits coiiime connus dans l'équation 

En effet, si, dans cette éqiiation o n  pose successivement y=O, 
puis z=O, on obtient deux équations qui représi ntent deux co- 
niques délerrninétbs, situées l'iine dans le plan z o z ,  l'autre clans 
le plan y o x  et  coupant l'axe des x aux mèmes points. 

Quadriques doublement tangentes. 

247. Lemme. -. Si deux quadriques se touchent en  deux poirlts 
a ,  b non situt% sur une droite co m u n e  aux  deux su~$.uces,  elles se 
coupent suiuant deux courbes planes. 

En effet, soit c un troisième pnint commun aux deux qua- 
driques ; le plan cab coupera ces surfaces suivarit des coiriques 
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ayant trois points communs a. b, c et les mêmes tangentes 
aux deux points a, b, c'est-à-dire suivant la même conique. La 
courbe d'intersection des deux quadriques étant formée d'une 
première courbe plane, s e  compose de deux courbes planes. 

L a  démonstration précédente suppose que les plans tarigents 
en a et en b ne se coupent pas suivant la droite ab,  ou que lii 

droite ab n'est pas située sur les deux quadriques. 
Dans ce cas, l'intersection des deux surfaces se  compose d e  la 

droite ab e t  d'une courbe gauche du troisième ordre, que l'on 
appelle cubique gauche. 

Réciproquement, s i  deux quadriques se coupent suivant deus 
courbes planes, elles sont doublement tangentes. 

En effet, soient a, b les deux points communs à ces courhes 
planes ( 2 4 G ) ,  et  (at, ut'), (bs, bs') les tangentes respectives à 
ces courbes ; les plans tut', sbs' toucheront les deux quadriques 
aux points a et b. 

Ce lemme étant démontré, soit U=O l'équation d'une des 
quadriques ; une autre quadrique la touchant en deux points la 
coupera suivant deux courbes planes. Si P = O, Q = O repré- 
sentent les équations des plans de ces deux courbes, l'équation 
générale des quadriques doublement tangentes à U sera 

les équations de  la corde de contact étant 

Quadriques touchant  deux plans  donnés en deux points 
donnes. 

248. Soient u = O, p = 0 les équations des deux plans donnés 
A, B que les quadriques doivent toucher aux points a, b ; soient 
de  plus y = O, 6 = 0 les équations de  la droite ab. 

Les  deux plans A, B et deux plans quelconques passant par ab 
formeront deux quadriques particulières touchant les plans don- 
nés en a et en b ; l'équation générale des quadriques jouissant 
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de la même propriété est donc 
a0 

Remarque. - Dans la pratique, il est souvent avantageux de 
prendre la corde de contact ab pour axe des z, son milieu o 
pour origine, une parallèle à l'intersection D des deux plans 
tangents donnés axe des y et pour axe des x une droite 
quelconque OC située dans le plan 
par D et par le point o. 

Posons ab= 2c, O C  = a, les équations 2\ 
des plans tangects donnés seront ah 

6 
et l'équation générale des quadriques qui 
les touchent aux points a, b sera Fig. 18 

Quadriques inscrites ou circonscrites. 

249. Lemme. - Quand deux quadriques se touchent en trois 
points, a, b ,  c ,  elles se raccordent géneralement en  tous les points 
d'une courbe plane. 

En effet, le plan abc coupe les deux quadriques suivant dos 
coniques qui se  touchent aux points a ,  b, c et, par suite, se  con- 
fondent. Maintenant, les deux quadriques n'ont pas de points 
communs en dehors du plan abc; car, si elles avaient un point 
commun d en dehors de ce plan, chacun-des plans dab, dbc, 
dca les couperait suivant la même conique. 

L'intersection des deux quadriques se composerait donc de 
quatre coniques. 

Cela posé, soient U = O, V = O les équations des deus qiia- 
driqi~es et P=O celle du plan a b c ;  puisque, par l'intersection 
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de ces quadriques, on peut faire passer un plan double abc ,  on 
aura identiquement 

AU-VE P9 

pour une valeur convenablement choisie de 1. 
Les équations de deux quadriques se  touchant en trois poiiils 

a, b,c seront donc 
U=O et  A U - P = 0 .  

Siir la conique C qui leur est commune dans le plan abc, pre- 

nons un point quelconque na (r, y, i), et  représentons par p cc 

que devient la fonction P quànd on ;y remplace X, Y, Z,  T par 
x, y, a, t ; les équations des plans tangents aux deux quadr.ques 
au point m seront respectivement 

Ces deux équations ri?piaéçenient le même plan, car p est nul; 
les deux quadriques s e  touchent donc en tous les points de la 
conique C. 

Quand deux qiiadriqu~s s e  touchent en tous les points d'une 
courbe qui, d'après ce que l'on vient de voir, est nécessairement 
plane, on dil, qu'elles sont circo)iscvites ou inscrites l'une à l'autre. 

L'éqiiation générale des quadriques circonscrites ou inscrites 
i une quadrique donnée U est 

AU- P9=0; 

P = O repréwntant le plan de  la conrbe de  coritact. 
Si z~izseul  des côtés du triangle ab c est  commun aux deux qua- 

driques, la conique de raccor'lernent C s e  composa de la droite 
a b  et d'une droite passant par le point C. Le  plan P touche la 
quadrique U. 

Le lemme et ses conséquencm ne subsistent plus si deux côtés 
ab, ac du triangle a b c  sont communs aux quadriques, ou s i  les 
points a ,  b ,  c sont en ligne droite. 

Dans le premier cas, les quadriques s e  coupent suivant les 
d io i t t .~  ab, a c  et une conique passant par les points b ,  c. 

Dans le second, elles s e  touchent en tous les points de 13 
droite a b c 
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REMARQUE. - Soit V une quadrique inscrile dans une q n a i i r i q n ~  U, les 
coniqiiw, inleibscclion des deux surîaces par un plan Q se toucheront aux 
pui its où  ce plan reoconlra leur courbe de contact. 

Si le plan Q touche V en un ombilic, il coupera U suivant une conique 
ayant cet ombilic pour îoycr et pour directrice la trace du plan C! sur  le 
plan de la courbe de  contnct. 

Si la surlace V est une sphèrr, chaque plan langent coupera U suivant 
uiie conique ayant pour foyer le point de contact du plan avec l a  sphère. 

Dans ce cas, la quadrique U est de révolulion. 

Cônes et cylindres circonscrits à une quadrique. 

250. Cône circonscrit. - Soient 

f ( x , ! l , 4 = 0  

l'llqiiation de  la quadrique et xO,  yo, les coordonnées du som- 
niet S d'un cône qui lui est circonsrit. 

Sur  la courbe de contact des deux surfacrs, prenons un point 
qiielçonque M (x,  y, a ) ;  l'équation du plan toucharit la quadrique 
eii ce point sera 

xr:+vY1+ v i + f ; = o .  
Ce plan touchant également le cône passera par son sommet S ,  
et l'on aura la relation 

xof:+~.f;+~"f:+f;=o, 

qiie l'on peut écrire de la manière suivante : 

~ f $ ~ + ~ f ~ ~ + ~ f : + Q = o .  
Quand on regarde x, y, z comme des coordonnées courantes, 

cette &pation représente le plan polaire d u  point S. 
Ainsi, la courbe de contact d'une quadrique et d'un cône cir- 

conscrit coïncide avec l'intersection de la quadrique par le plan 
polaire du sommet du cône. 

Cela  osé, l'équation générale des yiiatlriqiies touchant la qiin- 
driqiie donnée en tous les points de son intersection par lc phi l  
polaire du point S, est 

" f ( x . ~ . ~ ) - ( ~ f , + ~ f ~ : + ~ f ~ ; + f ~ : j ~ = = .  
, % 

Comme utle seule de ces siirfaces passe par le point S, si l'on 
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détermine 1 de maniere que l'équation précédente soit vérifiée 
par  les coordonnées du point S, elle représentera le cdne circon- 
scrit à la quadrique. On obtient ainsi la relation 

1 = 4f (xo, Y01 zo); 

~l'équation du cône circonscrit est donc 

Cylindre circonscrit. - Soient a, p l  y les coefficients qui 
définissent la directiori D des génératrices du cylindre circon- 
scrit. En exprimant que le plan touchant la quadrique au point 
M (x, y, a j  est parallèle à celte direction, on obtient la relation 

Quand on regarde x, y, z comme des coordonnées courantes, 
cctte équation représente le plan diamétral conjugué de la direc- 
lion D. 

Ainsi, la courbe de contact d'une quadrique e t  d'un cylindre 
circonscrit coïncide avec l'intersection d e  la quadrique par le 
plan diamétral conjugué de la direction des génératrices de ce 
cylindre. 

Cela posé, l'équation générale des quadriques touchant la qua- 
drique donnée en tous les points de son intersection par ce plan 
diamétral est 

Comme une s e d e  de ces surfaces a pour direction asympto- 
tique la direction D, si  l'on détermine 1 de manière que i'en- 
semble des termes du second degré dans l'équation précédente 
s'annulent pour x = a, y = p, a = y, elle représentera le cylindre 
circonscrit à la quadrique. 

On oblient ainsi la relalion 

A = 4 9 ( %  P,y); 

l'équation du cylindre circonscrit est  donc 
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251. Problème. - Trouver le lieu des sommets des cônes de  
révolution c i r c o ~ ~ s c ~ * i t s  d une quadrique. 

Nous considérerons successivement les quadriques de  la pre- 
mière classe et celles de  la deuxième classe. 

Quadriques de la  première classe. - Nous supposerons, 
pour fixer les idées, que cette quadrique est un ellipsoïde que 
nous rapporterons à ses plans principaux. 

L'équation d'un cône circonscrit ayant pour sommet le point 
S (Xoi Ya, %O) est 

e a "U y, %,, y2 a" YYo a z  '2 

(a"+bq+CI-i) ($+69+Cn-~)=(~+-iF+$-i) 

Cette équation représente un plan double quand le sommet du 
cône est sur l'ellipsoïde ; ce plan double pouvant être considéré 
comme une surface de révolution, nous devrons trouver la solu- 
tion 

Il y a donc avantage à laisser en  évidence, dans tous les 
calculs qui vont suivre, le premier membre d e  l'équation prS- 
cédente ; pour éviter de  le réduire avec d'autres termes, nous 

L'équation du cône développée, en ne prenant que les termes 
du second degré, est 

pour espriiner qu'elle représente une surface de révolulion, 
nous distinguerons deux cas principaux : 

i0 Le produit xo yo zo n'est pas nul. - Dans ce cas, le sommet 
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du  cône n'est pas  s i tué dans un des  plans principaux de l'cllip- 
so ïde ;  il  sera  d e  révolution, si l'on a 

On a d'abord la soliition h = O  d6,jà interprétée, puis l es  reln- ' 
tions d e  condition a = b = c qiii exliriirient qiie 1'~llipsiiirlil e s t  
u n e  sphère ; tous les cônes circonscrits sont alors de  révoluiion. 

2 O  L'une des coo~donitées xo, y. ou a. est nulle. - Suppo3ons 
par  exemple xo= O : le somniet d u  cône e s t  a la r s  dans  le  plan 
principal yos. 

L'équation (1) devient 

elle représentera une  surface d e  révolution s i  l'on a 

ou  bien 

Nous retrouvons encore la soluiiori h = O  ; siipprimons le  fac- 

y: z; 
t eur  h et remplaçons ensuite h par  s a  valeur :+- - 1, nous 

ba CS 

obtiendrons enfin l'équation 

L e s  résultats qui correspondent a u x  Iiypotlièses yo=O ouao=O 
s e  rléiiuisent du prhcédent par  d e s  peimutations d e  le t t res  évi- 
dentes. 

E n  résumé, l e  lieu cherché s e  compose d e  trois coniques U, 
V, W situées dans les  plans principaux de  l ' e l l ip~oï~ lo  et  ayant 
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respcclivement pour équations 

Ces trois courbes sont appelées les focales de l'ellipsoïde ; on 
véririe facilement que chaque focale a les mêmes foyers que la 
section principale dans le plan de  laquelle elle est située, et qiie 
ses sommets sont des foyers des deiix autres seclions principales. 

Ajouloi~s que les focales passent par les ombilics rSels ou iina- 
ginaires situés dans leur plan. 

Nous supposerons toujours que l'on a : a> b> c. 
Dans ces coriditions, la focale U dont le plan est perpendi- 

culaire a l'axe majeur est une ellipse itnaginnire; 
La focale V dont le plan est perpendiculaire à l'axe moyen cst 

une hyperbole; 
Enfiri la focale W dont le plan est perpendiculaire à l'axe ini- 

neur est une ellipse réelle placée à l'intérieur de l'ellipsoï le. 
De ce qui précède il résulte, qu'en ne considérant que les cônes 

d e  révo!utiori réels circonscrits à l'ellipsoïde, le lieu se  compose 
des arcs de la focale hyperbolique V extérieurs à cetie surface. 

Axe de réoohtion. - Soit S un point de ces arcs, le  plan CoA 
sera un plan priiicipal du cône 
circonscsrit ayant pour soirimet 
l e  point S. Les génératrices si- 

2 
tuées dans ce plan principal sont 
les [angentes S t, St '  merlées du 
point S à la seclion principale 
A O C ;  de plus, la section du  
ciine par le l~lan mené par t t '  
perpendiciilairemcnt au plan 
Ao C est une ellipse ; donc l'axe 
de révolution est la bissectrice Fig. 49. 
de l'angle t S t f .  1,'hyprrbole V 
et la seclion principdu AOC ayant les mémes foyers réels .p, .pl, 
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il en résulte que I'axe est aussi la bissectrice de  l'angle YS? '  ; il 
coïncido donc avec la tangente au point S de l'hyperbole V. 

252. Si la quadrique est un hyperboloïde à une nap?e, les 
équations des trois focales sont 

On les obtient en changeant c%n - cs  " 
dans les équations des focales de  l'el- 
lipsoïde. 

Nous supposerons b )  a. 
Dans ces conditions la focale U, dont le 

plan est perpendiculaire au plus petit des 
axes réels, est une hyperbole; 

La focale V ,  dont le plan est perpendi- 
culaire au plus grand des axes réels, est 
une ellipse i~naginaire ; 

Enfin la focale W, dont le plan est per- 
pendiculaire à l'axe imaginaire, es t  une 

Big. 50. ellipse réelle. 

253. Si la quadrique est un hyperboloïde a deux nappes, lcs 
équations des trois focales sont 
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On les obtient en chaugeaiit a%t 6' en - as et en  - bqlaris 
les équations des focales de l'ellipsoïile. 

Nous supposerons encore b > a. 5 
Dans ces conditions, la focale U, dont 

le plan est perpendiculaire au pliis petit 
des axes imaginaires, est une hyl~erbole; 

La  focale V, dont le plan est  perpen- 
diculaire au plus grand des axes imagi- 
naires est une ellipse réelle; 

a 
Enfin la focale W, dont le plan est 

perpendiculaire à l'axe réel, est une 
ellipse imaginaire. 

254. Quadriques de la deuxiéme 
classe. - Nous supposerons pour fixer 
les idées que cette quadrique est un Pa- Fig. 51. 
raboloïde elliptique que nous rapporte- 
rons aux deux plans principaux ot an plan tacgect au sqmmet. 

E n  posent 
9 I;, 

jj=-+2- 
P Q 

2x0 

l'équation du cône circonscrit développée et réduite aux termes 
du second degré est 

11 faut exprimer que cette éqiialion représente une surfaco de 
révolution. 

S i  le sommet du cône n'est situé ni dans l'un des deux plans 
principaux ni dans le plan tangent au sommet, on n e  trouve que 
la solution h =O.  

Quand le sommet du cône est dans l'un des plans principaux, 
on obtient les deux solutions suivantes : 
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bans  le cas du paraboloïde hyperbolique, les t!quations précci- 
denles deviennent 

On voit que les paraboloïdes admettent  deux courbcç i'ocnles 
. ot ( p e  ces courbes sont  des parabolos. 

Pig. 52. 

Quadriques passan t  p a r  l e s  q u a t r e  cdtés d'un q u a d r i l a t è r e  gauche.  

255. Soit A,A,A3A, le quadrilatère gauche; s i  l'on mène les deux dinko- 
nales A,A,, A,A, on Cormera un lélraâdre. Xous 

A 4 
représenterons par 

x,=O x ,=O x 3 = 0  x ,=O 

les  équations des rares respcciivemcnt opposées 
! aux sornmels .4,, A*, A3, A, 

Les faces qui s e  coupent suivant la  diagonale 
A,A, et celles qui se coupent suivant la diagonale 
A,]\, forment deux quadriques parliculières pas- 
saol  par les quatre côlés du qundrilatere gauche; 
I'éqiiation genérale des quadriques jouissant de 

Aa ceUe propriité est donc 
Fig. 3. 

2, f ,  +- ).x,x, = 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUADRIQUES SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS 353 

Quadriques passant  p a r  deux  dro i tes  doundes. 

I r s  cqualions des deux droiies données D, D'. 
1,'équaiion genérale des quadriqucs pourra ôkc  mise sous la forme 

La surface passant par l a  droile D l'équation 

obtknue en faisant x, = x, = O dans l'équation (Z), devra 6tre salishite idcn- 
tiquement. On aura donc 

En exprimant que la quadrique passe par  l a  droite D', on trouvera de 
mSme 

A,,=O A,,=O A,,=O. 

L'équalion çénkrale des quadriques passant par  les droites D, D' est donc 

Quadr iques  tangentes aux qua t re  côtes d'un quadri latere gauche. 
- 

257. Considérons encore le tétraèdre formé en menant Ics deux diagonales 
A.A., A,A, du quadrilatere donne A,A,A3A, (1.1. 53) ; conservons en oulre 
les notalions du paragraphe 255; une quadrique qi:elconque sera encore 
rcpreseiiiée par i'bqualion (2). Quant aux côtés du  quadrilalère, ils auront 
pour équations 

En exprimant que ccs côtés sont Lûngeuls ii ia quadrique on obtient les 

11 t 3  
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relations 

Elles montrent que les coofricients A,,, A,,, A,,, A, sont de mime signe; 
on  peut d6nc poser 

A,, = a* A,, = b' A,, = ci AA4 = di ; 

il en résulte 

Si l'on combine les  signes de toutes les manières possibles, on obtient 
pour repyésenter les quadriques cherchees seize Bqualions qui rentrent dans 
les  deux formes suivantes : 

Toules les formes renfermant un  nombre pair de signes + s e  déduisent 
d e  l'équation (3), et toutes les formes renlèrmant u n  nombre impair de 
signes - se déduisent de l'équation (4), en changeant, dans l'une ou l'aulrc 
de ces deux équalions, les signes d'une ou plusieurs des quantilés a ,  b, c, d .  
Ainsi, il faut deux équations pour représenter toutes les quadriques tan- 
gcnles aux quatre côt6s d'un quadrilalère gauche. 

Remarque. - Les équalions (3) et (4) peuvent îttre écrites comme il suit: 

(3') ( ~ ~ i + b x , + ~ ~ a + d x ~ ) P + 2 ( ~ x , x ~ + ~ x , x , ) = O  

(4') ( a x , + b x , + c x 3 + d x 4 ) ' - 4 b c x , x 3 + 2 ( ~ . x , x , + p x 3 x , ) = 0 .  

De l'équalion (3') on déduit le théorème suivaut : 

Théorème. - Quand une quadrique touche les quatre côtés d'un quadrilatére 
gauche, les quatre poiuts de contacf sost  dans ut& méme plan. 

Cetle propri6t6 n'est vraie que pour une seule des deux séries de qua- 
driques tangenies aux côlés du  quadrilalère. 

Quadriques t angentes  aux s i x  a rê tes  d'un tétraèdre.  

258. Soient AiA,AaA4 le tktraèdre donne et 

le8 équations des quhkra lacee. 
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Les quadriques reprbscnlées par  les équniions (3'), (4')  touchent quatre des 
aretes d u  tetracdre ; en exprimant que l'une ou l'autre est tangcnle aux 
deux arcles A,A,, A3A4, on obtient les relations 

qui conduisent aux quatre solutions suivanles : 

Si l'on considère d'abord l'équation (3'1, la premiere solution donne des 
plans doubles, la  deuxième et la troisième donnent des cànes ; enfin la  qua- 
trième solulion donne des quadriques ayant pour équalion 

(5) a="+ b2x',+C'<+d'$ 
- 2 a 6 x , x 9 $  2acx ,x3: ,$2adx4x ,  $ 2 b c x o x 3 + 2 b d x 0 x , - 2 c d x 3 x , = 0 .  

S i  l'on considsre maintenant I'tquation (4) les quatre solulions donnent 
des cônes. Cela est  Bvident pour les trois premières; on  voit qu'il en est  
ainsi pour :a quatrième en remarquant que l'équation (4') peut alors Gtre 
mise sous la  forme 

( a x ,  - bxe+ c x ~ ' + d ( 2 a x ,  + 2 . 5 x , - 2 c x 3 + d x b ) ~ , = 0 .  

En résumb, s i  on laisse de c6té les cas particuliers, les quadriques an- 
gentes aux arêtes d u  télrabdre sont reprcsenices par l'kquation (5). Si l'on 
y change c cn - c et d  en - d,  celte équalion prend une forme plus symé- 
trique et  devient 

~ a ' x ' - 2 ~ a b s  x  = O ;  
1 9  

le symbole Z indiquant l a  somme des termes obtenns en permulant les leltres 
( a ,  b, c ,  d ) ,  ( x , ,  x.. xs, x , )  dans les termes mis en évidence. 

Quadriques circonscri tes  5L u n  tétraèdre.  

259. E n  conservant les mêmes nolaiions qu'au paragraphe 255, et  expri- 
mant que l a  quadrique passe pal. les  soniniels du telraedrc A,A,A,A, ,  on 
obtient immédiatement, pour représenler les quadriques circonscriles au 
tétraèdre, i'équation 

Quadriques insc r i t e s  d a n s  un té t raèdre .  

260. Conservons encore les mEmes notations qu'au paragraphe 255; un 
plan quelconque P sera représenib par une équation de la  forme 
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Ce plan sei'a tangent à une quadrique s i  ses  coclficienls sont iiés par  une 
équalion du second degré 

dans laquelle on a 
0.1 - 0 , .  

11- J6' 

La quadriqiie touchant la face A1.4,A4 du titraédre donnb, l'équation (7) 
devra être satisfaile s i  l'on y pose u,  = a, = u, = O; on aura donc a,, - 0. 

E n  exprimant que la quadr,yue louche l es  auli8es faces du tblraèdre, on 
trouvera de même les relations 

L'équation (7) devient donc 

L e  problème est rame116 a chercher i'enveloppe des plans P, les coefficients 
des variables satislnisant à l'équation (8). 

E n  appliquaut la melhode exposée au paragraphe 112, on  obtient pour 
représenter les quadriques inscrilcs dans le tclraèdre l'équation 

Quadriques conjuguées A u n  tétraèdre.  

261. Définition. - On d i t  qu'une quadrique est  conjuguée à u n  t i t raédre  
q u ~ u d ,  par rnpport à celte surface, chaque sommet du tdtraédre est  le p61e 
ue la fuce o ~ p o s é e .  

Consei-vons encore les notations d u  paragraphe 255. 
On démontre comme en Gioniétrie plane (G. P. 334) que l'équalion d'une 

quadrique étant 

f (XI,  XE, 53, x,) = 0, 
I I 

ie plan polaire d'un point M défini pa r  les quanlités xf, x:, xs, x, a pour 
équation 

1 1 1 I 

x',f,,+x*f,T,+x3f.T3f ":f)$,=o. 

(Les quantités x: , x: , 4 , s: sont respeclivement proportionnelles aux dis- 
tances d u  point hl aux faces du tétraèdre.) 
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En ywlanl  de ce rcsullat on  trouve facilement, pour représenter les qua- 
driques conjugubes à un tétraèdre, 1'6qualion 

262, Remarque. - Dans le paragraphe 255 et  dans les suivants, n o m  
avons en realilé fail usage des coordor,céfs h~rr  ogi.nes ; nous n'avons pas 
cru nécessaire d'éludier d'une manière parliculiPre ce systPme de coordon- 
nées. Il sera en effet facile ù'OLendre à la GQomC11.ie dans l'espace les déve- 
loppements donnés s u r  celle qubslion en Gboniétrie ~ l a u e  (G. P., Livre VII. 
Cliopilre IV). 
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CHAPITRE 1-; 

FOYERS DANS LES QUADRIQUES. 

263. Dèfinition. - On appelle foyer d'une surface le centre d'tlne sp1i2rr' 
de rayon nul doublernent tangente d la surfùce. 

Cette d8finilioil est analogue à celle qu'a donnée Piückcr pour les foyers 
d'une courbe plane. 

Détermination des  foyers d'une quadrique.  - Soient 

l'équation de la quadrique rapportée à des axes quelconques mais cependant 
reclangulaires, et 

l'équation de la sphère de rayon nul. 
Ces deiix surfaces doivent @tre doublement ttingentes, et, pour cela, il faut 

et il surfit qu'elles se coupent suivant deux courbes planes (247). 
L'Bquation générale des quadriques passant par l'intersection des deux 

surhces  considérées est 
f-sz=o; 

rendons celte équalion homogène par I'introduction d'une qualrième va- 
riable t ,  elle représentera deux plans s i  les plans ayant pour équations 

passent par une meme droite. 
En effet, cette quadrique aura alors une ligne de cenlrcs et passera par 

cette ligne de centres. 
Posons, pour ahr6çer l'écriture, 
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Ics équations (1) développ8es deviendront 

( A - s ) x + B " ~  +B'Z  + c  = O  
( i l  B"z + ( A 1 - S ) y + B z  + c ' = O  

I3'x + B y  + ( A " - S ) Z ~ C " = O  

Les  plans représentés par les Bqualions (2) devant passer par une mEme 
droite, il faut déjà que le délerminant A (S) forme par les coefficients des 
inconnues x,  y, z soit n u l ;  donc S est une racine de l'équation en S. 

Nous distinguerons maintenanl deux cas. 

1- L'équutio?~ e n  S n'a pas de racine multiple. - On sait qu'une racine 
simple S ne peut pas annuler à la fois !es trois mineurs principaux a,  a', a" 
du déterminant A ( S )  (142). 

Pour fixer les  idées, nous supposerons al1 O .  D'apres le tliéorèrne de 

Cette relation exprime que le déterrniuant formé par les coefficicnls des 
inconnues x, y , t ,  dans l'équation (3) et les  deux premières des équations (2). 
a une valeur nulle; ces trois équations devant se  réduire à deux, on aura 
la relation 

M. Rouché, pour que les Bqualions (2) s e  réduisent à deux, il faut et il  sufût 
que l'on ait 

Remarque.  - Aux liypothèçes a>< O ou a ' z  O correspondent deux couples 

(11 

d'équations que l'on déduit facilement des équations (1). (II). 
En  remplaçant dans les équations (1) et (II) ou dans les Bqnations analogues 

S par  les racines de l'équation en S, on aura tiois group" de deux équations 
determinant les foyers de  la quadrique. L'équation (1) rcprésente un plan e l  
i'équation (II) une surface du second ordre ; donc une quadrique a en gSn& 
ral une infinité de foyers silués sur  trois coniques. 

A - S R" 
B" A ' - S d  =O. 
B' B  C" 1 

Remarque.  - Quand on reinplace S par une racine d e  I'éqcalion en S et 
a, pi y par les coordonnbes d'un des foyers correspondants, on a idenLique 
ment 

f - S B E P Q ,  

P et Q étant des fonctions linéaires. 
Les plans P e t  Q sont ovidemment parallèles aux plans cycliques d'un 

même système de la quadrique donnée. 
Si les  plons P et Q sont réels, on dit que les  foyera correspondants son& 
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de première esptce;  ces foycrs correspondent à la racine moyenne de l'équa. 
lion en S. 

Si les plans P et Q sont imaginaires, on dit que les foyers correspondants 
sont de deuxiPme espéce. 

L'inlerseçlion des plans P et 0 qui est une droite ioujours réelle est la 
directrice d u  foyer dont les coordonnbes sont a, p, y. 

La directrice est représentée par deux d ~ . s  éq;aljonç (2) considF~bee sjmul-. 
tanément. 

2. L'tpuation e n  S a une racine double. - On sait que celte racine double 
annule tous les mineurs du premier ordre du déterminant A ( S  ; pour cette 
valeur de S, les  équa~ions  (2) représentent donc trois plans paralkles, 
c'est-A-dira s e  conpant suivant une droite rejetée à l'infini. Cetlo droite 
devanl Slre située dans le plan représenté par  I'iquation (3), ce plan sera 
parallèle aux préckdents. On aura donc 

C cf cf' -=-=- 
A -  U" BI' 

ou Lien 

en romplaçant C, cl, c" par  leurs valeurs et  s e  rappelant que l'on e 

L a  surîace est, comme on l'a vu, de rkvolution; tous les points de l'axe 
sont des foyers. 

Ce qui précède suppose qu'aucun des trois coefficienls B. B', B" n'est égal 
& zéro; quand deux ou t rois  de ces coeîficienls sont nuls on relrouve le 
même résuliat. 

Nous allons appliquer ces géndralilés à la recherche des foyers des qua- 
driques de la  première et  d e  la deuxième classe. 

264. L'bquation d e  ces surfaces rapporlées aux Lrois plans principaiix est 

as y' 2' 
- + - $ - - D = O ;  
A B C  

e l  les racines de l'équation en S ont pour valcurs 

1 
Considérons la racine - qui n'annule pas le mineur a"; ;jour celle va- 

C 
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leur  de S l'équalion (1) donne c" = 0, c'est-à-dire y = O .  Les foyers corrcs- 
pondanls son1 dans le plan principal x o y .  

Pour la m&me valeur de S, 17&pation (II) devient 

a' P' 
-+--D=O. 
A - C  U - C  

On voit que les foyers sont silués s u r  la focale placbe dans le plan prin- 
cipal x o y .  

Aux deux autres racines de l'équation en S correspondent les deus autres 
focales. 

Nous avons fait connaître aux paragaphes  251, 253, 253 la  nature des 
focales pour les différentes quadriques de la  première uiasse. 

Directrice. - Considérons en particulier la focale W placée dans le plan 
principal x o y ,  les éqiiations de la direclrice correspondante s'obkieudroni en 
égalant à zéro les dérivées par rapport à x et à y d e  la  fonction 

o n  oblient ainsi les  deux équations 

A a x:- n P y=-. 
A - - C  B-C 

Théorème 1. -La directrice d'un fo!ler F est la droite polaire par rnpport 
à la quadriqiie de la tangente à la ligoe focale menée par ce foyer. k 

En effet, l'dqualion d'un plan quelconque passant par 1s direclrice est 

le p61e de ce plan, pa r  rapport à la quadrique, est dbterminé 
lions 

par  les rela- 

L'élirninalion de )i et  de p donne les 6quations 

qui représentent la langenle menée par le foyer F à la focale W. 

Théoréme II. - Le plan qili passe pflr un fo!/er F et la directrice correqoi* 
dante 1 est normal d la focale; i l  c o w e  la  qiordrigiie suivant utze conique 
qui admet ce point F pour foyer e t  cette droite pour directrice. 
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Si  l'on exprime que l'équalion (4) est  satisfaite par les coordonnées du 
foyer F, on obtient la relation 

l'équalion du plan considér6 est  donc 

On voit que sa  trace s u r  le plan zo y est normale au point F t~ la focale W. 
Le mcme plan coupe la quadrique suivant une conique, et la sphcre de 

rayon nul F suivant un cercle de rayon nul ayant avec cette conique un 
double contact aux points où 1 rencontre la quadrique. Le  point F est donc 
un  foyer de la conique et 1 est la directrice correspondante. 

QUADnIQUES DE LA DEUXIEME CLASSE. 

265. On rapportera la surface aux deux plans principaux et au plan tan- 
gent au sommet;  on retrouve encore les  focales déjà obtenues an para- 
graphe 254. 

Les  théorèmes 1 et II sont encore vrais pour les quadriques de la deuxième 
classe. 

LIGNES FOCALES D'UN COXE. 

266. Soit 

3' -+EL=,, b' c' 

i'cqualion du cône rapporté aux trois plans principaux; nous devrons poser 

A = a f  U = b '  C=-0'  D=O. 

Les  Bquations des lignes focales sont 

Ces lignes sont des droites dont deux seulement sont réelles. Si l'on 
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suppose b>a,  les focales rkelles sont situées dans le plan y o z ,  c'csl-à-dire 
dans  le plan des génbratrices principales qui font enlre elles le plus grand 
angle. 

Théoréme. - Les lignes focales d u  cane asymptote d'un hyperboloïde sont 
les asymptotes de  l'hyperbole focale de l a  surface. 

L a  vérification do celte propriété ne présente aucune difliculté. 

Théoréme. - Les lignes focales d'un cBne r sont perpendiculaires aux 
plans cycliques du cône suppldtnentaire r'. 

En effet, l'équation du cône r étant 

celle du cbne supplémentaire r' sera 

La dircclion des plans cycliques du cône r1 est définie par l'équation 

on voit que ces plans sont perpendiculaires a u x  focales du c5ne ï'. 

LIGNES FOCALES D'UN CYLINDRE. 

267. On voit facilement que les  lignes focales réelles d'un cylindre du se- 
cond ordre sont les parallèles aux gbnéralrices menées pa r  les foyers d'une 
section droite. 

268. Reprenons l'équation 

f-sx=o 
du parasraphe 263. 

Quand on y remplace S par  une racine de I'équation en S, et a, P, y par 
les coordonnées d'un point F de la focale correspondante, cette équalion 
représenre aeax plans ; on  a donc ideuliquement, pour  celle valeur de S, 

P et Q étant des fonctions linéaires. 
11 résulte de là  que I'équalion d'une quadrique peut toujours êlre mise sous 

la forme 

Nous nous proposons d e  clicrcher la  signification gOomCtrique de ccite 
équalion. 
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Nous dislinçuerons deux cas. 

10 Le fouer F est dt. première espèce. - Les plans P et Q sont  alors rEels 
et l'on obtient immddiatement le théorErne suivanl : 

ThBorème. - La distance d'un point qu~lconque d'une qrrarlrique à rin 

foyer d e  première espéce e s t  dans un rnpport  conslant avec l a  tnuymne pro- 
portiu~inelle defi distaixes de ce poiqrt aux p l a i ~ s  ~nenPs par lu dirrclrice cor- 
respondante, parallèlement aux plnus cycliques ~e'e ls  d e  la qiindriqite. 

Remarque.-  La focale pour  les poinis de laquellc les plans P et Q sont 
réels est  celle qui cori-espond à la racine moyenne de l'équation en S ;  elle 
passe par Ics ombilics réels de la surlace. 

L e  théorème précédent ne concerne ni i'hyperboloïde à une nnppe, ni le 
paraboloïde hyperbolique qui n'ont pas de foyers rCels de première espbce. 

2. Le foyer F est d e  dcuxiènie espèce. - Les  plans P e t  Q sont alors 
imaginaires conjugués, e t  s e  coupent suivant une  droile réelle 1 qui est la 
directrice relative au foyer F. 

Nous prendrons pour origine des coordonnées rectangulaires le foyer F et 
pour plan des x y le p l m  mené par F perpendiculairement sur la direclrice 1. 

Soient 
x = x ,  y== ,  

Ics 6quations d e  celte directrice, i'6quation (5) prendra l a  forme 

Par un point M(x, y ,  z )  d e  la surface, menons un plan R parallélc a u  plan 
d é h i  par  i'équalion 

Z = m X ,  
son équalion sera 

2 - z = m ( X - a ) .  

L e  plan R renconlre la  droite 1 en un point A dont les coordonnées soct 

2' = x y l=yr  z f = z + m ( x , - x ) .  

L e  carre de l a  dislrnce d u  point M au point A a pour expressiou 

-. 
~ h ~ = ( l + t t h ~ ) [ x - x , c , ) ' $ ( ~ - ~ , ) ' .  

Supposons A > p, on pourra poser 

X' 
I + m f = -  

Y.' * 
et i'équalion (6) donnera la relation 

5iTf = MT. 
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Le rapport -reste donc constant pour tous les points d e  la quadrique. 
M A  

II est facile de montrer que le plan R cet un des plans cycliques réeis do 
l a  siirface. 

En  effet, pour tous les points de la seclion de la quadrique par  le plan R, 
le point A reste le même; d'un aiilre côlé, le lieu des points de l'espace tels 

MF 
que le rapport- de leurs distances à deux points Gxes F et A reste cons- 

Il h 
tant est une sphcre ; donc la section cousidbréa est un cercle. 

Cetle cunclusion est en défaut quand p est  Cgnl à i'unilé; la sphère devient 
alors un plan, et la seclion de la quadrique par le plan K est une droite. 
Cetle quadrique est  u n  paraboloïde hyperbolique dont le plan R est un plan 
direcleur. 

De ce qui précède résulte le théorème suivant: 

Théorème. - Dans une quadrique la distance ci'un point quelconque de la 
surface à un foger de deuxihne espt'ce est proportionnelle à lu dislance de ce 
point à la directrice corresponda~rte, celle dislufrce dtant comptée paralléle- 
ment à l'un des plans cgcliques rt'els de la quadrique. 

Quand la surfnce est un  paraboloï.le hyperbolique, cliacun de ses points est 
dgalstnent distant du foyer et de la directrice correspondante, la dislui~ce B 
la directrice t'tant coinptée purallèlemenl à un plan directeur. 

M 1: 
Le nombre p,, valeur constante du rapport - est appelé le module de la  

N A  ' 
quadrique. Pour cette raison, les fogers de deuxième espèce sont aussi 
appelés foyers modulaires, et les focales, lieux çéornétriques de ces foyers, 
sont appelées focales modulaires. 

L'hyperboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique ont deux focales 
modulaires. 

L'ellipsoïde, le paraboloïde elliptique, Yhyperboloïde à deux nappes, le 
cône adniellent une seule focale modulaire. 

Q U A D R I Q U E S  HOMOFOCALES.  

269. Définition. - On dit que deux quadriques sont homofocales quand 
elles ont les mérnes lignes focales. 

Nous ne considérerons que les quadriques de la première classe; la d&- 
nition montre que deux quadriques homofocnles ont les mûmes plans prin- 
cipaux et  que la  diiïéîérence des carres  des axes est  la  r n h e  pour chacune 
d'elles. 

Soient 

les équations de deux quadriques de la  première classe rripporlécs aux plans 
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principaux qui sont communs par hypothèse. S i  ces s u r f a ~ e s  sont homofo- 
cales, on  aura 

A - A 1 = B - B 1 = C - C f .  

Désjçnons par  h la  valeur commune de ces trois diîfbrences, il en résul- 
tera 

A'=A-A B 1 = B - 1  C 1 = C - X ;  

l'équation des quadriques homofocales entre elles et  avec la première des 
deux quadriques considérées sera donc 

Dans tout ce qui suit, nous suppi>serons que l'on a 

270. Nous allons chercher la nature des quadriques représenl6es par 
i'équalion ( 7 )  quand), varie de - m à f m. 

Traçons dans le plan des x y  l a  focale 
ellipiique E dont l'équation est  

x* Y' 
A - ~ ~ ~ T ~ = ~  

'- s e t  dans le plan des  x z  la focale hypcrbo- 
lique 1-1 dont l'equaiion est 

x9 2' 

Fig. 54. 
désignons en outre pa r  E une quantité po- 

sitive moindre que toute quantitS donnée. 
Quand A varie de -ai à C - E , l'équation ( 7 )  représente un ellipsoïde 

dont les axes d'abord infiniment grands diminuent constamment. 
Pour h = C - e les longueurs des axes dirigés suivant o x  et  o y  difhrent 

infiniment peu l'un de 2 q A ,  ]l'autre de 2\/= ; quant à i'axe dirigé 
suivant os, il est infiniment petit. L'ellipsoïde, infiniment aplati dans les sens 
oz et oz ' ,  a pour trace s u r  le plan x o  y une ellipse exthieure à la focale E, 
mais qui en est partout infiniment voisine ; cet ellipsoïde s e  réduit donc à 
la portion du plan des x y  intérieure à la focale elliptique E, quand F, tend 
vers  zéro. 

Quand A varie d e  C + a à 13 - E, la quadrique devient u n  hyperboloïde à 
une nappe dont l'axe imaginaire coïncide avec oz. 

L a  trace de la surface s u r  le plan x o y  es t  une ellipse intérieure à la focale 
elliptique E ;  sa  trace s u r  le plan B O X  est  une hyperbole intérieure à la 
focale hyperbolique II. 

Pour h = C + E, l'axe imaginaire est infiniment pelit, et la surface diucre 
infiniment peu de !a porlion du plan xo y exléricure a la focale E. 
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La quantite X augmcnlant, l'hyperboloïde s'écarte du plan des x y  dans Io 
sens des coles positives et négatives, et, pour h = B- E, l'axe dirigé sui- 
vant o y  est infiniment peiit. Dans la même hypollièse, la  section de l'hyper- 
boloide par  16 plan z o 8  diffère infiniment peu de la  focale H ; la surface est 
donc inllninient voisinc de la portion d u  plan z o x  exlérieure à i'hyperbole I l .  

Quand X varie de B f a  à A - e, la  quadrique devient u n  hyperboloïde à 
deux nappes dont l'axe réel coïncide avec os. 

La trace de la s u r h c e  s u r  le plan t o x  est une hyperbole exlérieure à la 
focale hyperbolique H. 

Pour X = B f E, l'axe imaginaire dirige suivant O y est  infiniment pelit e t  
la section de la surface par  le plan z o x  diff'ere lnflniment peu de la  focale I I  ; 
l'hyperboloide est donc infiniment voisin d e  la porlion d u  plan z o x  intérieure 
à i'liyperbde H. 

La quantilé h augmentant, l'hyperboloïde s'écarte du plan z o x  dans le 
sens des ordoonées posilives et nbgalivcs, et, pour A=A- E, l'axe diiiç.4 
suivant o x  est infiniment petit ; la surface est donc infiniment voisine d u  
plan z o y  avec lequel elle s e  confond quand E tend vers zéro. 

Quand h varie d e  A + c  à f m, la qiiadrique devient imaginaire. 

Remarque.  - Si l'on su i t  attentivement la loi de d6CormaLion des ellip- 
soides, des liyperboloïdes à une ou à deux nappes représentés par l'équa- 
tion ( 7 ) ,  on voit que, par  chaque point de l'espace, passent un ellipsoïde, u n  
hyperboloïde à une nappe et u n  hyperboloïde à deux nappes. 

Cetle proposition qui  a une grande importance peut être démontrée analy- 
tiquemen t. 

Théorème. - 10 Par un  poitit M (c,, y,, z,) d e  l'espace, pussent un ell ip- 
soïde, un liyperboloïde à une nappe et un liyperboloïde à deux nappes homo- 
~ u e a u x ;  2' les trois surfaces se coupent mutuellement a angle d ro i t .  

1' E n  exprimant que les coordounées du point M satisfonl à l'équation (71, 
on obtient la relation 

qui  est analogue à l'équation en S, l'iuconnue étant l a  qiinntité A. 
L'équation (8) a donc ses  trois racines réelles e t  sbparées pa r  la suite 

Nous appellerons p la  raoiue comprise entre -co et  C. à laquelle corrcs- 
pondent des ellipsoides; p , ,  la  racine comprise entre C a1 B, àlorluclle cor- 
respondent des hyperholoides à une nappe ; enfin nous oppellcrons p , ,  la 
racine comprise entre B et A, à laquelle correspondent des Iiypeibolui3cs a 
deux nappcs. 

fP Soient 
x5 - y' 2" +-1- --1=0 

A-A I3-)\ C - h  
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les équalions de deux quadriques d e  nature diîfélwte passsnt Far  le poinl 
M ; on en tire, par souslraction, 

Cette relation exprime que les plans tangents aux deux qnadriques, en 
rliacun des points de leur courbe d'intersection, sont perpendiculaires entre 
eux. 

C O O ~ D O X X E E S  ELLIPTIQUES.  

271. D'après la première partie du théorème précédent. les quadiiqu3s 
rcprésenlées par  les équations 

s e  couperont e n  un point quelconque de l'espace, quand on fera varier p dc 
-CO à C, p, d e  C à B, et p, de B  à A. On peut donc fixer la  position d'un 
point quelconque M de l'espace en choisissant convenablenlent Ics valeurs 
des pararnélres p, p,, p,. 

Ces paramètres sont  appelés les coordonn6es elliptiques du point M. 
II es t  facile d'exprimer les  coordonn6es reclilignes x, y, z d u  poinl h l  en 

fonction des  coordonnées ellipliques p, p,, p,. 
Pour cela, remarquons que les celalions (9 )  expriment que la fonction 

est  nulle pour A = p, h = p, e t  h = p,; on  a donc identiquemrnt 

En  dicomposant le second membre e n  QlBinents simples, il en résulle 

, - ( B - F J ~ - P , ) ( B - P J ,  
Y - ( A - B )  ( G - B )  

, t = ( t : - ~ ) ( C - ~ , ) ( C - ~ , ) *  
;A  - C) ( U  - C) 
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Nous allons donner encore deux autres relations remarquables entre les 
coordonnées re~t i l içnos et  les coordonnées elliptiques d'un point M. 

S i  l'on ordonne par rapport a 1 l'équation 

elle devient 

Celte équation a pour racines p, p,, p., on a donc la  relation 

Pour trouver i'autre relation, prenons la dbrivbe par  rapport B 1 des deux 
membres d e  l'identitb (IO), nous aurons 

L e  second membre d e  cette idenlit6 est de la fornie (h  - p) f (A) ; donc s a  
dérivée par  rapport à X est de la  forme 

en faisant h =  p, o n  obtient la relation 

II est aisé de vérifier que le premier membre de cetle relation est égal au 
carre de l'inverse de la  dislance p du centre de la surlace d e  paramètre p au 
plan qni la touche au point M (2, ?/ ,z) .  

En appelant pi, p, les distances du mcme centre aux plans qui touchent 
en M les surfaces de paramètres p,, p,, on a e n  résumé les trois relalions 

272. Nous terminerons c e t k  étude des quadriques liomofocales en démon- 
trant quelques propriétés qui meltronl bien en évidence les analogies qui 
exislent enlre les focales d'une quadrique c t  les fogers d'une conique. 

Pour rendre celle comparaison plus facile à saisir, nous énoncerons d'üliord 
ln propricte relalive aux  coniques, puis nous démontrerons la propriété cor- 
respondante dos quadriques. 

u Zd 
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Théoréme. - Les tangentes mendes d'un point P à une famille de coniques 
homo/'ocales ont pour bissectrices les normalo aux deux coniques de la famille 
qui passent par le poitrt P. 

Théorème correspondant .  - 10 Les ciines de rnéme sommet P [xo, y.. 2, )  clr- 
conscrils d une famille de quadriques l~omofocales ont pour axes de sgrtiétrie 
les norniales aux  trois quadriques de cette [amille qui passent par le point P ; 
20 ces cirnps sont homofocaux; 30 leurs lignes focales sont les couples de droiles 
suivant lesqueller les quadrrqices de la /unzille qui passent pdr le poiut Psottt 
coupées par les plans qui les touchent au point P.  

IQ Soit 

I'bquation d'une famille de quadriques homofocales. 
Posons 

i'équation du cône circonscrit à l'une des quadriques et qui a pour sommet 
le point P, sera 

DBsignons par a, fi, y les paramètres qui définissent une direction princi- 
pale de ce cûne; pour les déterminer, il faut d'abord fornier l'équalion en S 
relalive au cône. Pour cela, on pourra éliminer a, (3, y, r entre les Bqualions 

On obtient un résultat plus sin:ple, en remplaçant 1'6quation (13) par 1'6- 
quation 

obtenue en ajoutant les  équalions ( le)  et (13) après avoir muIlipli6 les trois 
premières respectivement par zot;, y,, x. et la qualrième par - h. 
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Des Bquations (12) on tire 

en portant ces valeurs dans i'bqualion (14) on a, pour déterminer l'inconnue 
auxiliaire S, 1'6quation. 

qui devient 

en posant 
h 

l = u + -  
S' 

Aux racines p, p,, p, de l'équation (16) correspondent les trois quadriques 
de la famille qui passent par le point P. 

D'un autre côté, si l'on considère en particulier h racine p, les para- 
mètres a, p,  y qui d6Enissent la direction principale correspondante dans le 
cône circonscrit, sont proportionnels aux quantites 

c'est-à-dire aux cosinus directeurs de la normale menée par le point P B la 
quadrique dont le  paramètre est p. 

L a  première partie du théorème est donc démontrée. 
'2- Si  l'ou désigne par S, S,, So les racines de 1'Bquation (15), l'équation 

du cône circonscrit rapporté à ses  axes de sgniétrie sera 

sxo + 6,YP $- SI z= = O) 
ou bien 

car 

On aura tous les cônes circonscrits aux quadriques représentées par I'éqiin- 
tion (11) en faisant varier u ;  la forme de L'équalion (17) moiilre que tous ces 
cônes sont homoîocaux. 

30 Considérons en particulier les quadriques de la famille qui passent par 
le point P, la quadrique p par exemple ; Io pian qui la tuuche au point P sera 
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u n  plan principal pour tous les cônes ayant leur sommet a u  point P et cir- 
consrrits aux quadriques de la Camille. Désignons par PF, PFf les focaks de 
ces côncs situées dans ce plan principal. 

Pour la quadrique particuliere p le cBne circonscrit s e  réduira a un plan 
double confondu avec ce plan principdl, o u  plutôt avec la porlion de cc plan 
principal limitée par les rhoites PF, PFf. 

De celte remarque il ~Bsu l te  qu'un plan quelconque passant par  l'une de ces  
droites est tangent à ce cône particulier et par  suite à la quadriquo p, puisque 
le cône lui est c i~conscri t .  

Tout plan passant par les droites PF, PFf touchant la quadrique p, ces 
droites coïncident avec celles suivant lesquelles la surface est coupée par  
le plan qui la touche au point P. 

L e s  focales rdelles des cônes circonscrits sont situées s u r  l'hgperboloïde à 
une nappe p, de la famille, qui passe par le point P. 

273. Considbrons deux quadriques hoinofocales X, p et une droite D 1011- 
chan1 la première a u  poini P ; celte droile sera dans l'un des plans princi- 
paux du cône C ayant pour sommct le point I'et circonscrit à la quadrique p. 

Maintenant il es1 facile de vérifier qoe les plans tangents à u n  c8ne du 
second ordre qui s e  coupent suivant uue droite siluée dans un plan principal, 
sont également inclinés su r  ce plan principal. 

On a donc le théorème suivant: 

Théorème. - Si par une tangente en un point quzlconque d'une quadt+pe X 
0.1 méne deux plans tangents à une deuxiéine quadrique p ho~nofocale ù la pre- 
.~,iii.re; ils seront Lgalsrnent inclinds sur le plan tangent à la preiniere qua- 
&que,  me~ié par 8a tangente. 

Ccite proposition correspond à la propriété suivante des coniques. 

Théorème. - Les tarlgentes menies d'un point P d'une conique à une 
derisième conique homofocale à la première sont également inclindes sur la 
tangente menée par le point P à cette première conique. 

274. On peut remplacer la quadrique p par  une des focales de la qua@ique 1; 
on a alors le lh8orérne suivant: 

Théorème. - S i  par une tangente en un  point quelconque d'une quadriquc 
on mène deux plans tungents b l'une des focales, ils seront Lgalement inclinds 
sur le plan tangent à la quadrique, ment par sa tangente. 

Cette propribté es1 analogue à celle qui concerne les  angles qu'une tan- 
gente à une conique fait avec les rayons vecteurs du point de contact. 

275. Remarque. - Les  propriétés des cônes d e  même sommet circonscrils 
à une famille d e  quadriques homofocales ont une grande importance; nous 
allons en signaler quelques cons8quences. 

1 0  Dans une famille de quadriques homofocales, il y en a deux qui touchent 
une droite donnde D ; les plans tangents à ces surfaces en leur point (le conlact 
avec la droite sont rectangslairer. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



QUADRIQUES HOMOFOCALES 373 
En effet, les c h e s  circonscrits à cette famille de quadriques et dont le sorn- 

met es t  en un point P de la  droite D sont homofocaux. Maintenant l'équation 

d e  ces cônes rapportés h leurs axes principaux niontve que deux d'entre 
eux seulement passent par la droite D ; donc deirx quadriques de la famille 
touchent la droite D. 

S i  a, a' sont les points de contact, les plans touchant respectivement les 
deux quadriques en ces points toucheront les cônes circonscrits corres- 
pondants ; ils sont donc perpendiculaires entre eux, puisque les deux cdnes 
sont honioîocaux. 

2' Les axes de  symétrie de la section d'une quadrique par un plan din~nC 
tral sont parallèles aux normales auz  deux surfices homofocales à la proposée 
qui passent par l'une des  extrémitt?s P du diamétre co!ijugu& du plan sécant. 

Soient p,, p, les quadriques homofocalcs à la quadrique donnée p et qui 
passent par le point P. Les normales mcnées par ce point aux quadriques 
p,, pz sont dans le plan Q qui touche au même point la quadrique p ; de plus, 
elles sont deux axes de symétrie des cônes dunt le sommet est en P c l  qui 
sont circonscrils aux qiiadriques hoinofocales avcc p .  

Parmi ces cônes. celui qui es1 cii.conscri1 à la quadrique p se  réduil à 
l'une des purliuns d u  plan Q litnilées par  les deux focales I'F, PF' des cônes 
circonscrit , siluécs dans !e plan (2. Les deux noimülos aux quarlriqiies p,, ?, 

solil donc les .axes do symétrie de la conique lorinée par les droiles I'F, 
PF', el par  suite parallèles aux axes de toutes i i a ~  coniques, inlarseclion de 
la quadrique p par  des plans pürallèles au  plan Q. 

276. I l  est facile d'obtenir les longueurs des axes d e  la section failc dans 
l a  quadrique p par  le plan diamétral parallble au plan Q. 

Soit 

l'équation de la quadrique p ;  en appelant 2r la  longueur du diamètre do 
cette surface faisant avec s e s  axes de ~ymbt r ie  les angles a, B, y, on aura  

Les  longueurs cherchées sont celles des diamelres faisant avec les  axes de 
symétrie des angles dont les cosinus ont  pour expressions 
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(x,, y,. z ,)  dkslgnant les coordonnées de l'une des extrbmitbs d u  diamb1i.e 
conjiiçué du plan sécant. 

La longueur d'un des  axes de l a  section satisfait donc à la relation 

Maintenant on a (271) 

la dernière relation exprime que les quadriques p, p, aoupent à angle 
droit. 

De ces deux relations on tire, pa r  soustraction, 

donc 

277. Revenons maintenant à la comparaison entre les propribtée des foyers 
d'une curiique e l  celles des focales d'une quadrique. 

Théorème. - Le produit des distances des foyers d'une conique à ses 
tangentes est constant. 

Menons par les foyers de la conique deux droites parallàles à une tangente, 
et vegardonç-les comme des tangentes à la conique ayant pour grand axe la 
disiaiice des deux foyers et dont le peiit axe est nul ; nous serons conduits 
à la propriélé suivante des quadriques. 

Théorème correspondant .  - Pour chaque plan tangent à. une quadrique 
le produil de ses distances aux deux points d'uns des focales de la surface, 
pour lesquels leo tangentes à cette courbe sont parallèleo cf ce plan, est cor& 
t a ~ ~ t .  

Soit 
xe 1/' 3' 

-+-+-=i 
A-) ,  B-X C - 1  

i'bquation de la quadrique donnée ; celles de la focale située dane le plan col, 
par exemple, seront 
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Les plans parallèles Q,  R dont les équations sont 

toucheront le  premier la quadrique, e t  le second la focale en un point f'. 
Les tangenles à la focale au 

point f et au point diambtrrlement 
opposéf'seron t paralldee au plan Q. 

Désignons par 6, 6' les distances 
du centre de la quadrique aux 
plans Q, R et par d, d' les distances 
des poinls f, f' au plan Q ; nous 
auruna 

6 ' = A a ' + B ~ + C y P - h  

et 

B I = =  A ~ * + B ~ = + c ~ ~ - c ,  

d'où 

Maintenant on a 

d + d' dl - d 
6=- 6' = - e 2 ' 

et la relation précédente devient 

278. Théorème. - Le sommet d'un angle droit dont un cdtG glisse sur une 
conique et dont l'autre côte passe par un foyer, engendre la circonft?rence du 
cercle dt'erit sur le grand axe comme diamètre. 

Théorème correspondant. - Le sommet d'un angle triédre trirectangle dont 
une des faces glisse sur une quadrique el dont les deux autres faces glkwent 
respectivement sur les deux focales réelles de cette surface, engendre la sphére 
decrite sur le grand a&e comme diamétre. 

Soit toujours 

fl Y* zB -+-+-=i 
A-X B - i  C - i  

i'8qiialion d e  la quadrique donnbe ; celles des trois plans touchant respec- 
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tivement cette quadrique et les deux focales réelles seront 

Ajoutons ces trois Bquations après les avoir Blevbes au carr6, et tenons 
compte des relalions qui rbsultent de ce que les trois plans sontperpendi- 
culaires deux à deux, nous obtiendrons l'équation 

qui représente la sphère decrite sur le grand axe de la quadrique comma 
diamètre. 
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279. Elant donnees une quadrique D et une surface 8 ; le lieu des pôles 
par  rapport à D, des plans tangents à la surface Z sera une certaine s u r  
face 2'. 

Réciproquement, les points de la surface 2 sont les pôles des plans tan- 
gents à l a  surface Y, par rapport à la même quadrique D. 

Soient en effet a', b', c' trois points de la surface 2' ;  leurs plans po- 
laires A, B, C, par rapport à la quadrique D, sont tangents à la surface Ç, 

et le point de rencontre 1 de ces plans tangents est  le pôle du  plan afb'c'. 
Quand les points b', c' viennent se  confondre avec le point a', le plan a'b'c' 

a pour limite le plan P' qui touche Z f  au point a' ; en même temps, le 
poinl 1 tend vers le point p, où le plan A touche la surface Z. 

Il ~ h ~ l t e  de là que la point p est le pôle, par rapport à la quadrique D, 
du plan tangent Pt à la surface 8'. 

Les surfaces Z, Y ,  dont chacune est à la fois l e  lieu des pôles des plans 
tangents de l'autre, et l'enveloppe des plans polaires des points de l'autre, 
par  rapport à la quadrique D, sont dites polaires réciproques. 

Définition. - On dit qu'une surface est de la classe m, quand on peul lui 
mener m plans tangents passant par une droite donnée. 

Théorème. - Deux surfaces polaires réciproques ri, 2 '  sont telles que 
l'ordre de chacune d'elles est égal à la classe de l'autre. 

En effet, aux m points où une droile A rencontre la surface X coriespon- 
dent m plans tangents à la surface Z', passant par la droite A' conjuguée 
de A ; la surface Y étant d'ordre m, la surface ri' est  de la classe m et in- 
versement. 

Corollaire. - La polaire réciproque d'une quadrique est une quadrique. 

280. Les figures polaires réciproques jouissent d'un grand nombre de 
propriélés ; nous allons faire connaître les principales. 

I o  A une droite correspond une droite. 
20 A des plans passant par un m h e  point p correspondent des points situés 

dans un inéme plan, le plan polaire dupoint p. 
3 d des points situés dans un même pian P correspondent des plans pas- 

sant par un m&me point, le oôle du plan P, 
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4" A des plans passant par une métne droife A correspondent des poinlP 
s i t u h  sur la droite A' conjugutfe de A. 
5' A des points situtfs sur une droite A correspondent des plans passant par 

la droite A' conjuguée de A. 
6' A une courbe quelconque C correspond une surface développable, enveloppe 

des plans polaires des points de la courbe C .  

Remarque. - Quand la courbe C est plane, la surface enveloppe est un 
cône ayant pour sommet le pble du plan de la courbe C .  

Réciproquement, à un cOne correspond une courbe plane située dans le plan 
polaire du sommet du cône. 

70 d deux surfaces 8, 2', sa coupant suiuant une courbe plane, correspondent 
deux surfaces Z,, z:, inscritrs dans le c h e  qui correspond à la courbe plane 
cotnrnune. 

80 A une surface rlglée correspond une surface rdglée. 

281. La théorie des polaires réciproques permet, quand on a trouré une 
propriélé d'une surface, d'en deduire immédiatement, pour la surface corres- 
pondante. une aulre propriélé qui est dile corrdlative de la premiere. 

Ainsi, par exemple, les théorenies 1, II, III démontrés au  paragraphe 244 
donnent lieu aux propriétés suivantes. 

Théorème. - On peut construire une quadrique et  une seule tangente b 
neuf plans; le probléme a une infinit! de solutions si ces neufplans sont tan- 
gents a deux quadriques donndes. 

Théorème. - I l  y a une infinité de quadriques touchant hui tplans donnes; 
toutes les quadriques sont inscrites dans une méme surface déveluppable cir- 
conscrite à deux quadriques. 

Théorème. - Toutes les quadriques touchant sept plans donnés, touchent 
un  huitiCme plan fixe. 

282. - Dans tout ce qui suit, nous supposerons que la quadrique direc- 
trice est une sphère de rayon R,  dont nous désignerons le centre par 0. 

On a alors les propriétés suivantes : 
10 Les distances du centre O à un  point p' et au plan correspondant P sont 

rkcipruques. 
8' L'angle de deux plans P, Q d'une figure Z est tfgal d: l'angle sous lequel 

on voit, du point O ,  les pôles p', q' de ces plans. 
3" Les distances de deux points p, q au centre O sont proportionnelles aux 

distances de chacun de ces points au plan polaire de l'uutre. 
Les  demonsl~at ions de ces propriétés sont les mêmes que celles des pro- 

priélés analogues de la Ghomélrie plane (G.P. 256). 

Theorème. - La polaire réciproque d'une sphère 2, par rapport à une 
sphère D ,  est une quadrique de révolution engendrée par une conique tournant 
autour de eon axe focal; le centre O de la sphire D est un foyer de cetle 
roitique, et le plan engendrdpar sa directrice est le plan polaire, par rapport 
à D, du centre de la sphère Z.  
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Cela résulte du théorème relatif à la polaire d'un cercle par rapport à un 
cercle démonlré en Géométrie plane (G.P. 278). 

On peut ajouter que la quadrique de  révolulion, polaire réciproque de X, 
es1 un ellipsoïde, un paraboloïde elliplique ou un hyperboloïde à deux nappes, 
suivant que le centre O de  la sphère D est intérieur à la sphère Z, sur  celle 
sphère ou à l'extérieur. 

Corollaire. - Des sphdres concentriques ont pour polaires réciproques des 
quadriques de révolution a3ant un foyer commun, les directrices dei mdri- 
dieunes qui correspondent à ce foyer dtant aussi dans u n  méme plan. 

Du théorème pr8cédent il résulte qu'aux propriélés de la sphère corres- 
pondenl des prop~iktés des quadriques engendrées par la r6volution d'une 
conique autour de son axe focal. 

Exemple. - Théorème. - Un trièdre de grandeur constante se d0lilace 
de manière que ses faces restent tangeliles respectivement à trois spl18rrs 
concentriques : 10 le sommet décrit une sphère concentrique aux sphèi es don- 
nées; 2" le plan passant par les points de contact des faces et des sphères 
roule sur une sphère qui leur est égalemer~t concentrique. 

Théorème corrélatif.  - Etant données trois quadriques de rduolliti~iz en- 
gendrkes par la rdvolution autour de l'axe focal, de trois coniques ayaut en 
commun un  foyer F e t  l a  directrice qrrespondante Il; un angle trièdre de 
grandeur constante tourne autour de son sommet plact? au foyer conimun F : 
in le plan passant par les points d'intersection respectifs des trois arttrs du 
trièdre mobile avec les quadriques roule sur une quadrique de réuolulion Z; 
20 l e  point de concours des plans tangents en  ces points, aux trois quadriques, 
de'crit une quadrique de rduolution Z,. 

Les coniques qui en tournant autour de leur axe focal engendrent les qua- 
driques Z, Z, ont pour foyer le point F et  pour directrice correspondante la 
droile D. 

283. Théorème. - La polaire riciproque 8' d'une quadrique Z, par rapport 
a une sphère ayant pour centre un  des foyers O de la surface est une qua- 
drique de rduolution; l'axe de rdvolution est la  droite conjuguée, par rapport 
à la sphère, de la directrice D qui correspond a ce foyer. 

Soient en effet na un paint quelconque de la quadrique Z, et ma, mb ses 
distances aux plans cycliques P, R qui passent par  l a  directrice il, on 
aura 

Au point m correspond un plan M tangent à la quadrique Z'. 
Soient p, r les pôles des plans P, R par rapport à la sphhre directrice 

et pp', rr' les distances de ces points au plan M, on aura (282) 
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d'où 

(2) 

LIVRE VI. - CHAPITRE 

En tenant compte de la relation (i), la dernière relation prend la forma 

Le produit des dislances des points p, r aux plans tangents de la sur- 
face 8' ayant une valeur constante, cctle surface est de révolution aulour 
de la droite pr.  De plus, celte droite joignant les pôles des plans P, R par 
rapport à la sphère directrice, est conjugv6e, par rapport à cette sphère, de 
la droite d'inicrseclion de ccs deux plans, c'est-à-dire de la direcirice D. 

Quand le foyer O est de première espèce, les plans P, R sont rdels ainsi 
que leurs pôles p, r ; la quadrique 8' est de révolution aitlour de l'axe focal 
d'une section méridienne. 

Quand le foyer O est de deuxieme espéce, les plans P, R sont imaginaires 
conjugués ainsi que leurs pôles p, r ; la quadrique Z 'es t  de révoluiion autour 
de l'axe non focal d'une section m&idienne. 

Réciproquement, la polaire rdciproque d'une quadrique de rdvollution Z', 
par rapport d une sphire de centre 0 ,  est une quadrique quelconque Z ;  le 
point O est un foyer de la quudrique X ,  e t  la directrice correspondante es( 
la conjugut'c, par rapport a la sphère, de l'axe de rbolut ion de la qua.. 
driqus Z'. 

Soient en effet p, r les foyers réels ou imaginaires d'une section méridienne 
de la surface Z', situés sur l ' m e  de rduolution. Si pp', rr l  sont les distances 
de ces foyers à un plan tangent M de la surface 2, on aura la relation 

pp'. rr' = h, 

h Btant une constante, 
Cette relatiun associée à la relation (2), dans laquelle rn est le pôle du 

plan M par rapport à la  sphére et ma, mb les distances de ce point m aux 
plans polaires P, H des foyers p, r par  rapport à cette même sphére, donne 
i'kgalité (1). 

La rbciproque est donc démontrée. 

Remarque. - Une partie d u  thborème prbchdent est une conséquence de la 
propriété suivante qui est souvent ulilc dans les applications de la théorie 
des figures polaires réciproques. 

Théorème. - Le c6ne des directions asymptotzques $une quadrique 2, 
polaire reciproque d'une quadrique Z pnr rapport d une sphére de ceutre 0, 
est le cOne C' supplc?mentaire du cdne C qui a son sommet en O et qui est cir- 
conscrit a la surface E. 

En effet, les pôles des plans tangents au cône C sont à l'infini sur  les 
diamètres de la  sphère directrice, perpendiculaires à ces plans tangents. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



FIGURES POLAIRES R É C I P ~ O Q U E S  381 

Pour que la quadrique Z' soit de r0volution, il faut et il suffit que le 
cône Cf et par suite le cône C soient de rbvolution ; le poinl O doit donc êlre 
un foyer de  la quadrique X .  

284. Du Lhborème démontré au  paragraphe précédent et de sa  réciproque 
il résulte que, des propriétés d'une quadrique de révolution, on peut déduire 
des propriétbs d'une quadrique quelconque, relalives à un foyer. 

Exemple.- Théorème.- Le cdne C circonscrit à une quadrique de rt?uolu- 
t h  X et dont le solnfnet a est sur I'axe, est lui-même de rCvolution; ses plans 
tangents font des angles dgaux avec le plan P de la courbe de contact; enfin 
le plan de cette courbe est perpendiculaire à: L'axe de rholat ion.  

Théoreme corrélatif.  - Le cône ayant pour sommet u n  foyer O $une 
qundrique X' et  pour base une section dont le plan passe par la directrice 
correspondante Il, est de rduolution; l'axe esl la droite joignant le foyer au 
pôle, par rapport à: la quudrique, du plan de la section; il est perpendiculaire 
au plan qui passe par le foyer et  la directrice correspondante. 

En effet, prenons la figure polaire réciproque de X par rapport à une sphère 
de centre O, nous obtiendrons une quadrique 2 ayant pour foyer le point O ;  
la directrice correspondante étant la droite D conjuguée de l'axe de révolu- 
tion ab de la surface X, par rapport à la sphère. 

Au cône C correspondra, sur  la surface 2, une courbe plane c' siluée 
dans lc plan polaire A', par rapport à la sphère, du sommet a de ce 
cône ; le point a étant sur  l'axe de révolution ab, son plan polaire A' passera 
par la directrice D qui est conjuguée de  ab. 

A la courbe de contact du cône C correspondra un cône circonscrit à la 
surface Y, ayant pour sommet le pôle p, par rapport à la sphère, du  plan P 
de cette courbe de contact, et pour base, la section c'; le poinl p est donc le 
pôle du plan A' par rapport a X'. 

Mainlenant le pôle, par  rapport a la sphère, d'un plan RI tangenl au  cône C 
est un poinl m de c'; l'angle du  plan M avec le plan P reslant constant quand 
le plan M roule s u r  le cône C, il en est de même de l'angle inop .  Le cône 
qui a pour sommet le foyer O et pour base la seclion cf est  donc bien de 
révolution autour de la droite Op,joignant le foyer O au  pôle p, par rapport 
à la quadrique Z', du plan de la seciion cl. 

Enfin les plans passant par I'axe ab ont leurs pôles, par  rapport à la 
sphkre, sur  la directrice D ;  comme ces plans sont perpeudiculûirzs sur  le 
plan P, les droites joignant le foyer O aux différents points de D sont per- 
pendiculaires sur  Op,  et celte droile est  perpendiculaire sur  le plan passant 
par le foyer O et l a  directrice D. 
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EXERCICES. 

1' Soient C la  section d'une quadrique par  un plan P et M, M' les points 
où  le diametre conjuçuh du plan P rencontregel te  quadrique; démontrer 
qu'on peul délerininer la nalure de la surface en étudiant la nature de la 
section C, celle des poinls PI, M' e t  leur position par  rapport au paan P. 

Celle mélhode est  surtout avanlageuse quand on a à ciisculer une équation 
d u  second deçré représentant des quadriques variables mais ayant une meme 
secliori plane C. 

Application. - On donne une quadrique, un point A et un plan P ; une 
transversale, tournanl autour du point A, rencontre le plan en un point H , 
trouver le lieu des points M où la transversale est renconlrée par  le plan 
polaire du point B, par rapport à la quadrique. 

Le point A se  déplaçanl dans l'espace, discuter ce lieu qui est une qua- 
drique passant par le point A, par le pôle d u  plan P, par la seclion de la 
quadrique donnée avec le plan P, enfin par la courbe de contact du cône 
cii~conscril à celle quadrique e l  dont le sommet est au poinl A. 

20 Les plans polaires d'un poinl donné par rapport aux  quadriques ayant 
huit points communs, passent par une même droite. 

Corollaire. - Les plans diamétraux de ces quadriques, con.jugués d'une 
d i r~c t ion  donnée, passenl par une même droite. (Lamé.) 

Les droiles conjuguées d'une droite donnée par  rapport aux mêmes qua- 
driques, engendrent un hyperboloïde à une nappe. 

Euoncer les propri6tcs corrélatives. 
3' Les plans polaires d'un point donné par rapport aux quadriques ayant 

sept poinls communs passent par un point fixe. 
Corollaire. - Les plans diamétraux de ces quadriques, conjugués d'une 

direction donnée, passent par un même point. (Lamé.) 
Enoncer les propriélés corrélatives. 
4 0  Une quadrique &an1 assujellie à passer par un point M et par deux 

e l l ip~es  donndes, non situées dans un même plan mais admettant une corde 
commune ; déterrnirier les régiuns de l'espace où s e  trouve le point M, quand 
la  quadrique est un ellipsoïde, un hyperboloide à une nappe, un c6ne on un 
byperboloide à deux nappes. 

5' Trouver le lieu des centres des quadriques de révolution passant par 
deux droites données; trouver le lieu des axes de révolution de ces qua- 
dri q ues. 

6' Lorsque deux quadriques passent par deux droites non siluées dans un 
même plan, l'inlerseclion de ces surfaces se  compose de ces droites et de  
deux autres droites réelles ou imaginaires. 

7" Trouver le lieu des pôles d'un plan P par  rapport aux quadriques pas- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



EXERCICES 383 

sant par les quatre côtés d'un quadrilatère gauche. - Lieu des centres de  
ces surllaces. 

80 II existe un  ellipsoïde touchant chacune des faces d'un tétraèdre en 
leur centre de gravi té;  le centre de la surface est a u  centre de gravité du  
tétraèdre. 

9' Il existe un ellipsoïde touchant les arêtes d'un tétraèdre en leur milieu; 
le centre de la surface est  au  centre de gravité du  tétraèdre. 

1@ La somme des carrés des longueurs des axes d'une quadrique à centre 
est  égale a l a  puissance du centre de la surface par rapport à ia sphere cir- 
conscrile àl'un quelconque de ses télraèdres conjugués. (Painvin, Nouvelles 
Annales ; aunée 1860, page 290.) 

110 Le lieu des centres des quadriques tangentes à six plans, et dont les  
carrés des longiieurs des axes conservent une somme constante est une 
sphère. (J. Mention, Nouvelles Annales, année 1857, page 228.) 

120 Les normales menées par le point M aux  trois quadriques homofocales 
à une quadiique donnée S, qui passent par ce point, rencontrent I'un des 
plans principaux de  celte quadrique en trois points qui sont les sommets 
d'un lriangle conjugué par  rapport à la focale située dans ce plan principal. 

130 Un cylindre Blant circonscrit à une quadri lue;  si, par l'une des focales 
de  la surface. on fail passer un  second cylindre ayant ses  arêles paralldes à 
celles d u  premier, les sections droites de ces deux cylindres sont des coni- 
ques homofocales. 

Corollaire. - Les projections orthogonales des daux focales réelles d'une 
quadrique s u r  un  plan quelconque sont des coniques homofocales. 

14. Qüand deux quadriques sont homofocales, de  quelque point de l'espace 
qu'on les considère, leurs contours apparents semblent se couper à angle 
droit. 
150 Quand un ellipsoïde et un hyperboloïde sont homofocaux, les p la~ is  lan- 

gents à l'ellipsoïde parallèles aux plans asymptotes de l'hyperboloïde sont à 
la msme dislance du centre commun des deux surfaces. 

IP Les pôles d'un plan, par rapport a des quadriques homofocales, sont 
situés s u r  une niême droile perpendiculaire à ce plan. 
170 Les normales a b a i s s h s  d'un poinl sur  des quadriques homofocales sont 

sur  un cône du second ordre. 
Ib' Si d'un poinl pris dans un des plans principaux on abaisse des nor- 

inales sur  des quadriques homoîocales, toules ces normales seront siluées 
dans deux plans, dont l'un sera le plan piincipal, e l  l'autre sera perpcndi- 
culaire à ce plan principal ; 

Les points d'incidence des normales situées dans le plan principal sont s u r  
la focale A nœud de Quetelet; 

Les points d'incidence des normales situées dans le second plan sont s u r  
une circonférence de cercle, qui a pour diamètre la perpendiculaire abaissée 
du point fixe s u r  la polaire de  ce point par rapport à la focale située dans le 
plan principal ou ce point est place; 

Enfin les plans tangenls aux surfaces menées par les poinls d'incidence 
des preniieres normales enveloppent un  cylindre parabolique; et les plans 
tangenls menés par les points d'incidence des aulres normales passent tous 
par une même droite située dans le plan principal. 

i Y *  Si I'un mène, à des quadriques homofocales, des  normales parallèles i 
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une directlon D, leiirs points d'incidencc sont sur une hyperbole équilatère 
dont une asyrnptole est parallEle à D. 

20' Si, par une droite D, on  mène des plans tangenls à des quadriques 
liomofocales. les normales à ces  surfacos menées par leurs poinrs de coutact 
avec ces plans formeront un paraboloïde hyperbolique. 

Si  la droite D est normale à l'une des surfaces, le paraboloïde s e  r6duira à 
une conique. 

Si  la droite D est située dans un des plans principaux des surfaces, los 
points de contact des plans lan,oenls menes pa r  cetle droite seront s u r  une 
circonférence de cercle. 

210 Élant donnés trois cônes du second ordre homofocaux représentés par 
les équations obrenues en remplaçant A successivement par  p, p,, p, dans 
l'éqiiation 

5' !Io z* -+-+-=O; 
A - h  B-A C-A 

pour qu'on puisse mencr par  un point d e  l'espace trois plans perpendicu- 
laircs deux a deux e t  tançenls respectivement aux trois cônes, il faut et il 
siiffit que l'on ait la relation 

Quand cette relaliori a lieu, le problème, pour chaque point de l'espace, 
admet une inlinil6 de solulions. 

22- Lieu des 'sommels des angles trièdres trirectangles dont les  faces sont 
respectivement tangentes à trois quadriques homofocales. 

Expliquer pourquoi, en inetlant le problSme cn équation, on obtient aulant 
d'Bqua!ions que l'on a introduit de paramètres arbilraires. 

23' Etant donnée une figure formée par u n  plan P et une droite D perpen- 
diculaire à cc plan, en u n  point M, trouver le lieu que dccrit le point M 
qonnd celte figure s e  deplace de manière que le plan P touche une qua- 
drique Ç et que la droite D touche respectivement deux autres quadriques 
honiofocales à la précédente. 

Caa où les deux dernières quadriques sont les fccales réelles de la qua- 
drique X. Déduire de ce cas particulier les corollaires suivanls : 

Corollaire 1. - L e  licu des pieds des pet.pendiculaires menées aux plans 
tançcnts d'une quadrique de manière que ces perpendiculaires rencontrent les 
dcux focales réclles, es1 la  sphère décrite s u r  le grand axe de la quadrique 
comme diam8tre. 

Corollaire II. - L e  lieu tics points d'intersection des projections orlhogo- 
nales des deux focales réelles d'une quadrique sur  les plans tangenls est la 
sphère décrile su r  le grand axe de la quadrique comme diamètre. 

24' Démonlrer qu'il existe trois séries de sphéres doublement tangentes à 
un ellipsoïde ; leurs centres sont situés-respeclivement dans les plans prin- 
cipaux. 

Trouver les condilions nbcessaires et suffisantes pour que ces sphères soient 
r6elles ; pour que deux sphères de deux series différentes coïncident. 

Parmi les sphères doublement tatigerites à l'ellipsoïde, celies qui  touchenr 
La surface aux ombilics sont appelées spheres focales. 
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La somme ou la différence des tangentes menées d'un point de l'ellipsoïde 
à deux splibres focales est conslante pour tous les points de l'inlerseclion 
de l'ellipsoïde par une quadrique homofocale. 

Les plans tangents à I'ellipsoïdo en  tous les points de la même courbe d'in- 
terseclion coupent les deux sphères focales sous des angles dont la somme 
ou la différence est constanle. 

! 25" Si deux surfaces Z, Z, sont polaires réciproques par rapport à une 

sphère de centre O, leurs apsidales 8'. X: relatives au point O sont polaires 

réciproques par rapport à la même sphère. 
DBduire de là que la surface des ondes relatives à I'ellipsoide dont l'équa- 

tion est 

a pour équation, en coordonnées tangentielles, 

et un plan tangent à la surface des ondes a une équation de iû. forme 

268 La surface des ondes qui correspond à l'ellipsoïde dont i'équation est  

est sa propre polaire réciproque par rapport aux quadriques représentées par 
l't?quatiori 

PRINCIPAUX SUJETS DE COMPOSITIONS 
PROPOSÉS DANS LES CO~YCOURS. 

gcole Polytechnique. 

1855. Trouver les droites situbes sur  l a  s u r h c e  qui a pour équation 

étudier les section3 faite? dao8 cette s u r h c e  par  des plans passant par  l'une 
de ces droites. 

II 25 
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1856. Discuter l'équalion 

p'=a+ bs inwf  csin'w, 

quand on rait varler les paramètres a, b, C. 

1858. Déterminer les diverses surfaces que peut représenter 1'6quation 

lorsque le paramètre m varie de -a, à -/-m. 

1860. On donne une parabole P ; soient A el B deux poinls mobiles sur  
cette courbe, mais tels que les normales en A et en B se coupent en un 
point C de l a  parabole P. Trouver le lieu des points M, intersection de la 
corde AB avec la tangente a la parabole au point C. 

1862. Déterminer les diverses surfaces représentées par l'équation 

lorsque les paramètres a, b,  c varient de - oo + W .  - Exprimer que ces 
surfaces sont de  révolution. 

1862. Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par l'équation 

l a  Lorsque p et q varient de toutes les manieres possibles ; 20 lorsque p 
et q varient de manière à ce que l'équation donnée représente un cdne. Dis- 
tinguer la partie d u  lieu qui correspond à des hyperboloïdes à une nappe de 
celle qui correspond à des hyperbaloïdes à deux nappes. 

! 1863. On donne sur  un plan deux circoufbrences de cercle 0, O f ;  d'uii 
point A pris s u r  O ou mène des tangentes à O' et l'on joint les poinls de 
contact obtenus. Colle droite coupe au  point M la tangente au point A du 
cercle O ; trouver le lieu décrit par le point M. 

Examiner les différentes formes de ce lieu selon la grandeur e l  la positioii 
relatives des cercles O et 0 ' ;  indiquer le cas où il s e  décompose. Faire voir 
que le lieu des points M est  tangent à la circonCei*ence du cercle O en  chacun 
des  points qui lui sont communs avec cette circonférence. 

1864. On considère le cercle qui a pour Bquation 

et la parabole qui est représentée par l'équation 
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où u el P designent des paramétres varialilcs. On propose d'indiquer les 
dçions du plan où doit se trouver le point P ( a ,  p)  pour que les dcux 
courbis aient successivement : qualre points comnluns réels ; 2' qualre 
points communs imaçinaires ; Y" deux poinls réels e t  deux poinls imagi- 
naires communs. 

On construira les courbes qui separent les diflérentea régions. 

1865. On donne dans un  plan une parabole P et I'on considère une circon- 
férence de cercle C passant par le foyer de P. On propose d'indiquer les 
régions du  plan où doit se  trouver le centre du cercle C, pour que sa  cir- 
conférence ait successivement avec la  parabole P : 10 quatre points com- 
muns réels; 20 quatre points communs imaginaires ; 30 deux points rbels e t  
deux points imaginaires communs. On étudiera la forme et les  propriél6s 
de la courbe qui sépare ces différentes rbgions. T -*- 

1866. On considhre la parabole et l'hyperbole équilatère qui correspondent, 
respectivement, aux  Bqualions 

On propose : 10 de former I'équalion ayant pour racines les abscisses ou 
les ordonnées des points d'incidence des normales communes à ces deux 
courbes ; 

2" De deduire de cette équation que le nombre des normales communes 
réelles est  au  moins égal à un et au  plus Bgal à troia; 

3' De démontrer qu'en supposant 

il n'y a qu'une normale commune réelle. 

1867. Élant donnes un triançle AOB rectangle en O et une droite D située 
dans le plan de ce triangle, on propose ?la de formcr l'équalion çénéralc 
des hyperboles équilatères circonscrites au  triangle AOB; 20 de trouver 
l'équation du lieu L des points où ces diffbrenles hyperboles ont pour tan- 
gentes des droites parallèles a D ; 3' d'examiner les  différenles formes du 
lieu L qui correspondent aux directions diverses de  la droite D. 

1868. Soient deux paraboles P,, P, ayant toutes deux pour foyer le point 
fixe O et, pour axes respectifs, les droites fixes OX, OY, droites que l'on 
suppose rectangulaires. On mène à ces paraboles une tangente commune 
dont les points de contact sont M,, M, ; trouver le lieu décrit par l e  milieu 
de M,M,, sachant que la tangente commune passe par un  point fixe. 

1869. On donne un  triangle rectangle isoscèle AOB et I'on demande : 
1' l'équation générale des paraboles P tangentes aux trois côtes du triangle 
AOB ; S' l'équalion de  l'axe de l'une quelconque de ces paraboles; 3 l'équa- 
lion et la forme du lieu des projections du point 0, sommet de l'angle droit 
AOB, snr  les axes des paraboles P. 

1872. On donne deux axes de coordonn8e.s rectangulaires e t  deux droitea 
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A, B respectivement parallèles à ces axes, et l'on demande : 1' de former 
l'équation générale des coniques qui ont pour centre l'origine e t  qui admel- 
tent comme normales les droites données A, B ; 2' de démontrer que, par 
un point du plan, il passe en général trois de ces courbes, à savoir : deux 
ellipses et une hyperbole ; 30 de faire connaître les poinls du plan pour les- 
quels cetle règle générale soufîre une exception. 

1873. On donne un cercle et un point A, et l'on demande le'lieu des 
centres des hyperboles Bquilatères assujelties à passer par le point donne et 
à toucher en deux points le cercle donné. 

On discutera !a courbe obtenue pour les différentes posilions du point A, 
et l'on démontrera que, dans le cas général, les points de contact des tan- 
çcntes qu'on peut mener au lieu par le point A sont situés s u r  une circon- 
férence de cercle. 

1874.   tant donne un triangle, on sait que, par un point M de son plan, 
il passe, en général, deux paraboles circonscrites au triangle. 

Cela posé, on demande d e  construire e t  de discuter le lieu du point M 
pour lequel les axes des deux paraboles correspondantes forment entre eux 
un angle donné. 

1875. Trouver le lieu géométrique de l'intersection des deux normales me- 
nées à la parabole aux deux extrémités de toutes les cordes dont les projec- 
tions orthogonales sur  une perpendiculaire à l'axe ont la même grandeur 21. 

Que devient 10 lieu, quand on fait tendre 1 vers zéro. 
Revenant au cas génhal ,  on propose de déterminer les ordonnées 'des 

poinls d'incidence des normales menées à l a  parabole par u n  point d u  lieu. 
- Application aux points d u  lieu pour lesquels la tangente est parallèle à 
l'axe de la parabole. 

1875 (Question retirke, sauf pour 1'Alglrie). Une conique donnée de 
forme et d e  grandeur se déplace de manière que chacun des foyers reste 
'sur une droile donnée. A celte conique, parallèlement à l'une des droites 
données, on mène une tangente ; trouver le lieu des points de contact. 

1876. On considère une hyperbole équilatère fixe ot une infinité de cercles 
concentriques à cette courbe. 
6 A chacun des cercles on mène des Langentes qui soient en mBme temps 

normales à I'hyperbole. On prend le milieu do la  distance qui sépare le 
point de contact avec le cercle variable du point d'incidence de la normale, 
s u r  l'hyperbole fixe. On demande le lieu géométrique de ces milieux. 

Si l'équation se présente sous une forme irralionnelle, on la rendra ration- 
nelle. 

En second lieu, on exprimera en fonction du rayon du cercle les coordon- 
nées du point d'incidence de la  normale, en s'attachant à spécifier les solu- 
tions réelles distinctes. 

5' ?J3- 1877. Soient - - -; - 1 l'équation d'une hyperbole rapportée ses axes ; 
a' b- 

E, q les coordonnees d'un point M du plan de l'hyperbole. Par  le point M on 
niéne, B la courbe, deux tangentes ; soient A et B les points de contact. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



COMPOSITIONS PROPOSÉES DANS LES CONCOURS 389 

Trouver 1'équ.ation d u  cercle passant par les points A, B et par le centre O 
de L'hyperbole. 

Ce cercle rencontre l'hyperbole en deux points C, D distincts de A et de B; 
trouver l'équation de la droite CD. 

Trouver le lieu des projections du centre de  l'hyperbole sur  la droite CD, 
le point M décrivant une droite. 

1878. On donne une droite D dont l'bquation, par rapport à deux axes 
ox, oy, es t  

et L'on considère les différentes coniques qui, ayant pour axes les droites 
o z ,  oy, sont normales i la droite D. 

Chacune d'elles rencontre cette droite en deux points, par  lesquels on 
mène des tangentes à la conique. 

Trouver l'équation du lieu du point de rencontre de ces tangentes. 
Démontrer que ce lieu est une parabole et que la distance du foyer de. 

cette parabole à son sommet est  l e  quart de la distance du  point O à la 
droile D. 

On conslruira géométriquement l'axe e t  le sommet de la parabole. 

1879. On donne une conique rapportée a ses axes et dont L'Bquation est 

et un point M s u r  cette courbe. Par  les  extrémités d'un diamètre quelconque 
de la conique et par le point M on  fait passer un cercle. Prouver que le lieu 
dQcrit par  le centre d e  ce cercle est une conique K passant par le centre O 
de la conique donnbe. 

S i  autour de ce centre O on fait tourner deux droites rectangulaires. elles 
lrencontrenl l a  conique K en deux points ; prouver que le lieu des points de  
rencontre des tarlgentes menées en ces points à cette conique est  la droite 
perpendiculaire au  segment oM et passant par Ie milieu de  ce segment. 

Par  le point O on peut mener, independamment de la normale dont le point 
d'incidence es t  en O, trois autres normales à la conique K ;  trouver L'équation 
du cercle circonscrit au triangle ayant pour sommets les points d'incidence 
de  ces trois normales. 

Dans le cas  parliculier où la conique donnée est une hyperbole équilatère 
et où l'on a : a = 1, b =- 1. montrer qu'une seule de ces trois normales 
est réelle, et calculer les coordonnées de son point d'incidence. 

1880. Soient M, N les points où  l'axe des x rencontre le cercle ayant pour 
équation 

xS$ y'=R' ; 

ConsidBrons une quelconque des hypepboles Qquilalères qui passent pai. 
les points M et N, e t  soient A, B les points où le cercle renconlre la corde 
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de contact des  tangenles menées d'un point Q de ea circonférence tt cette 
hyperhole. 

y Démontrer qiie, des' deux diboites QA, QB, r u n e  est  parallèle à une direc- 
tion fixe et l'aulre passe par un point fixe P. 

L e  point P i t an t  donni, l'hyperbole équilatère correspondante qui passe 
par les points M et  N est déterminée. On conslruira géométriquement son 
centre, ses  asymptotes e t  ses  sommets. 

Le point P décrivant la  droilc y =s, trouver le lieu des foyers de I'hy- 
perbole. 

1882. 1 0  On considère une parabole P e t  une droite AB normale nu point A 
de cette courbe, qui se projette su r  l'axe au foykr de la parabole. 

Trouver l e  lieu des sommets des sections faites dans l e  cylindre ayant la 
parabole P pour section droite, par des plans passant par AB. 

20 On donne une asymptote d'une hyperbole et un point P de la courbe. 
Sachant que l'un des foyers dbcrit la perpcndiculaire menée du point P s u r  
l'asymptote considérée, on demande le lieu du point M, intersection de la 
seconde asymplote avec la directrice qui correspond a u  foyer donnb. 

1882. On donne deux cercles se  coupant aux points A et B. Uno cbnique 
passant par ces points e t  tangente aux deux cercles, rencontre I'hyperbole 
équilatère qui  a ces points pour sommets en deux autres points C et D. 

10 Démontrer que la droite CD passe par  u n  des centres d e  similitude des 
deux cercles donnhs. 

20 S i  i'on considère toutes les coniques qui, passant par  A et B, sont tan- 
gentes aux deux cercles, demonlrer que le lieu de leurs  centres s e  compose 
de deux circonférences d e  cercle E, F. 

3' Soit  une conique satisfaisant à la  question et ayant son centre s u r  l'une 
des circonf6rences d e  cercle E ou F ; démontrer que les asymptotes d e  cette 
conique rencontrent la circonfhence de ce cercle en deux points fixes situés 
su r  l'axe radical des deiix circonférences de corcle données. 

1883. On donne une parabole et  une  droite. Trouver le lieu des poinls tele 
que les tangentes menees de chacun d'eux à la parabole forment avec la  
droite donnée u n  triangle de surface donnée. 

1884. On donne une conique ayant pour  Bquatiou 

on joint un point M de celte conique aux deux foyers F et F'. 
1' On demande d'exprimer les coordonnees du centrc d u  cercle inscrit dans 

l'intérieur du triangle MFF', au moyen des coordonnées du point M. 
20 Dans Ic cas où la conique donnée est une ellipse, on démontrera qne 

si l'on considore les cercles inscrits dans deux triangles correspondants à 
deux poinls M et M' de la conique, l'axe radical de ces deux cercles passe 
par  le milieu d u  segment MM'. 
3. Pour chaque position d u  point M, le rayon vecteur FM touche l e  cercle 

cowespondnnt en un point P : on déterminera, e n  coordonnées polaires, 
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l'équation du lieu décrit pa r  l e  point P. (On prendra le foyer F pour pôle el 
l'axe des s pour axe polaire.)  

NOTA. - Dans toutes ces questions, il e s t  nécessaire de distinguer l e  cas  
où la conique donnée est une ellipse de celui où elle est  une hyperbole. 

1885. Par  les deux foyers d'une ellipse on  fait passer  une circonîbrence de 
cercle variable. 

1 0  A quelle condition doit satisfaire cette ellipse pour que la ci~conférence 
du cercle puisse la rencontrer en quatre points réels e t  dans quelle poriion 
du petit axo doit-on placer l e  centre du cercle pour que les quatre poinls 
d'interceclion soient réels. 

2' E n  chacun des points d'intersection on  mène les tangentes à l'ellipsc; 
trouver, quand le cercle varie, le lieu des sommets du quadrilathre formé par  
ces tangentes. 

3 Quel est le lieu des points d'intersection des côtés de ce quadrilatère avec 
ceux d'un autre quadrilatère sgmétrique du premier par  rapport au centre de 
l'ellipse. 

4' Ou considère les tangentes communes au cercle e t  à l'ellipse; trouver 
le lieu de leurs poinls de contact avec le cercle. 

1842. On donne une ellipse ou une hyperbole dont AA' 6St l'axe focal. P a r  
le sommet .4 le plus voisin du foyer F, o n  mène une droite quelconque ren- 
contrant la courbe au point C et on la  prolonge d'une quantité CD telle que 

AD m 
le rapport - ?oit constamment égal à - ; puis  on  tire les droites A'C, FD 

AC n 
qui s e  coupent a u  point M. Trouver le lieu décrit par le point M quand la 
droite AD tourne autour du sommct A. 

1847. On donne s u r  un plan u n  nombre quelconque de points A, B, C, ... ; 
par  une origine fixe O prise arbitrairement dans ce  plan, o n  mène des  droite^, 
su r  chacune desquelles on prend une longueur OM inversement proporlion- 
nelle à la racine carrée de la  somme des carrés des distances des poinls 
donnés ti la droite correspondante, on demande : 
& 10 Le lieu des points M c20 si l'on peut toujours, les points donnés restant 
fixes, choisir l'origine 0, de telle sorte que le lieu soit un c ê h e  :30 examiner 
s i  le lieu es t  toujours une courbe fermée ; 4. cela étanl, trouver où doit 6tre 
placé le point O, les poinls donnes restant fixes, pour que l'aire d u  lieu soit 
maximum. 

1859. 10 On donne dans un plan un nombre quelconque de points : trou- 
ver, parmi toutes les droites parallèles à une direction donnbe et siluécs 
dans ce plan, celle dont la somme des carrés des dhtances aux points donnds 
est un minimum. x 

20 L a  direction de la droite venant à varier e t  les points donnés restant l e s  
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mêmes, prouvein que la ligne qui remplit la condition de minimum Bnoncee 
plus haut passe par un point fixe. 

3" Combien, par un point donné d u  plan, peut-on faire passer de lignes telles 
que la somme des carr0s de leurs distances aux points donnes soit égale à 
un carré donné. 
, 4' 11 peut arriver que les lignes qui satisfont i la question précédente soient 
imaginaires ; cela a lieu lorsque le point donné est dans l'intérieur d'une cer- 
taine courbe dont on demaiide l'équation. 

50 On peut toujours, quel quc soil le nombre des points donnes et de 
quelque manière qu'ils soient places, Ics remplacer par  trois autres, tels que 
la somme des carrés de leurs distances à une droile quelconque du plan soit 
proportionnelle à la  somme des carrés des disiances des points donnés à la 
mGme droito. ou, en d'autres termes, tels, que le  rapport des deux sommes 
de carrés soit le  même pour toutes les droites d u  plan. 
6' Les points définis daus la question prbcédente sout indétermiués ;trou- 

ver  la courbe s u r  laquelle ils sont situés. 
70 L e  triangle qui a ces trois points pour sommets a une surface constante. 

1861. D'un point P extérieur à une conique, on mène une sécante PAB. 
Aux points A, B où elle rencontre la  courbe, on mène des tangentes qui se 
coupent en M, et l'on projetto le point M sur  la  droite AB ; trouver le lieu 
de ces projections. f 

Prouver : 10 Que le lieu passe a u  point P : tangente en ce point; 20 que le 
lieu est  le même pour toutes les couiques homofocales; 3' que le lieu peut 
être considéré comme le lieu des projections du point P sur  certaines droites 
qui sont tangentes à une courbe dont on demande l'équation. 

1863. On considère ies  hyperboles équilatères tangentes à une droite 
fixe AB en nu point donne C e t  passant par  un point D. D'un point P pris 
s u r  -4B, on mène des tangentes à chacune de ces hyperboles et l'on demande 
le lieu des points de contact. 

Déterminer la nature du lieu suivant la position du point D. 

1864. Étant donnbs un triangle ABC et une droite D passant par le  point A, 
il y a une infinité de coniques passant par les points A,  B, C et tangentes 
à la droite AD. 

A chacune de ces courbes on mène des tangentes parallèles à AD ; trouver 
le  lieu des points de contact. 

Ce lieu est une conique; on demande la courbe décrite par ses foyers 
lorsque, les points A, B, C restant fixes, la  droite AD tourne autour d u  
point A. 

1866. Dans une ellipse donnée, on inscrit un parallblogramme ayant pour 
diagonales deux diamètres conjugués quelconques AA', BB'. Aux sommets 
de ce parallélogramme on mène les normales à l'ellipse; elles forment yu 
second parallélogramme MN M'Nt.  

10 Démontrer que les diagonales de chacun des deux parallélogrammes 
ABA'B', MNM'N' sont respectivement perpendiculaires aux côtés de l'autre. 

20 Trouver le lieu des sommets d u  parallblogramme MNM'N'  quand on 
fait varier les diamètres conjugués. 
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30 Trouver le lieu d u  point d'intersection de la  diagonale NN' et d e  la tan- 
gente en M au  lieu précédent. 

' 

1867. On donne deux droites rectangulaires AB, CD, et I'on considère les 
hyperboles ayant la droile AB pour asymptote et touchant la droile CD on 
un point flxe P. Ou demande : 
1' Lo lieu des  foyers de toutes ces hyperboles; 9 le lieu du point de ren- 

contre de la seconde asymptole avec la perpendiculaire abaissec du point 
flxe sur  la directrice; 3" le lieu des poinls d'interseclion de  la seconde 
asymptote avec la droite qui joint le foyer au point d'intersection des deux 
droites données. 

1868. On donne une ellipse et un point P situé dans le plan de la courbe. 
Déterminer l e  lieu cles son1mets des cônes qui ont l'ellipse pour directrice 
et dont i'un des trois axes de symétrie passe par le poiiit P. 

1869. Étant donnés un rectangle et un poinl P dans son plan, on mène 
par l e  point P une droite quelconque PQ et l'on imagine les deux coniques 
qui passent par les sommets d u  rectangle et touchent la droile PQ. Soient 
E, El les deux points de conlact et M le milieu du segment EE'; trouver le 
lieu dbcrit par  le point M, quand on fail tourner la droite PQ autour du  
point P. 

On construira le lieu dans les  hypothèses suivantes : le rectaugle se réduit 
à un carré dont le côt8 est  Ba, et, si l'on prend pour axes de coordonobes 
les parallèles aux côtés du carré menées par son centre, les coordonnées du  

a 
point P sont $ = y = - .  

4 

1870. Par l'axe transverse d'une hyperbole donn6e, on mène un plan P 
faisant un angle a avec le plan de la courbe, puis, dans le plan P, une droite 
OZ perpendiculaire à cet axe transverse. 

Trouver l'équation de la s u r h c e  de révolution décrite par  la rotation de 
i'hyperbole autour de OZ. 

Construire la section méridienne d e  l a  surface, en supposant: 1" l'hyperbole 
équilatère; Bo la droite OZ menée par  l'un des sommets de la courbe ; 
S' l'angle a égal à 45'. 

1872. Par un point fixe A, pris sur  une surface du second ordre donnée, 
o n  mène tous les plans qui coupent la surface suivant des courbes dont l'un 
des sommets est en A. 
10 Trouver le lieu de celui des axes. de la section qui passe par le poinl A. 
20 Trouver le lieu du  point où le diamètre conjugué du plan sécant, rela- 

Liveinent à la surface dorince, rencontre le plan tangent à celte surface au  
point A. 

30 Construire ce dernier lieu dans le cas où le plan tangent en A coupe la 
surface donnée suivant deux àroitcs rectangulaires. 

1873. Élant donnés une ellipse A et un point P dans son plan, de ce point 
on  niène des normales à l'ellipse et I'on considère la conique B qui  passe 
rioi l e  point P-et les pieds des quatre normales. 
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10 Trouver les coordonii8es du centre de cette conique B et  celles de   es 
foyers. 

P Trouver le lieu C d u  m i t r e  et  le lieu D des foyers de la conique R,  
Ixsque  l'ellipse A varie de manitre que ses  foyers restcnt flxes. 
S" Trouver le licu des points d'inlersection d u  lieu D et dc la droite OP 

lorsque le point P décrit un cercle de rayon doriné et ayant pour centre l e  
centre O do l'ellipse A .  

1874. 1 0  Par  les trois sommets d'un triangle rectangle on fait passer des 
paraboles, auxquelles on mène des tangentes parallèles à l'hypoténuse di1 
triangle donné : 1. On demande le lieu des points de conlact. 

2 O  L e  lieu cherché est  une conique qui coupe chacune des pa~aboles  en 
quatre points. On demande l e  licu décrit par le centre de gravit6 d u  triangle 
fortné par  les sécanles communes qui ne passent pas par  l'origine. 

1875. On considère une infinité d'ellipses semblables entre elles, ayant un 
sommet flxe O et la  même tangente en ce point ;  on demande le lieu des 
pieds des normales menées, d'un point fixe P, à ces ellipses. 

On construira le lieu dans le cas où OP est. incliné à 450 s u r  la tangente 
rixe donnée et en supposant successivement que le rapport des axes des 

ellipses considbrées est égal à <3 o u  à 2. 

1876. On considère toutes les paraboles tangentes à deux droites rectan- 
gulaires oz, o y  et telles que la droite PQ qui joint leurs points d e  conlact P 
et Q avec ces deux droites passe par un point donné A. 

On demande : 10 L e  lieu d u  point d'intersection de la normale en P à l'une 
de ces paraboles avec l e  diamètre de la m h e  courbe passant en Q ; 20 de 
déterminer l e  nombre des paraboles réelles qui passent par un point quel- 
conque du plan ; 4' l'équation d u  lieu des points de rencontre de deux para- 
boles satisfaisant aux  conditions proposées et dont les axes font entre eux un 
angle donné. On construira ce lieu dans le cas où l'angle donne est un angle 
de 45' e t  où le point A est s u r  la droite os. 

1877. On cobsidère toutes les coniques circonscrites i u n  triançle ABC 
rectangle a u  point A et  telles que les tangentes en B et  C à ces coniques 
aillent s e  couper s u r  la  hauteur d u  triangle. On demande f i a  Le lieu du 
point de concours des normales en B et C à ces coniqucs)20 le lieu du centre 
de ces coniques : on distinguera les poinls du lieu qui sont  dcs centres d'el- 
lipses de ceux qui sont des ceutres d'hyperboles ; 30 le lieu des pôles d'une 
droite quelconque D ; ce lieu est une conique. On consid6re touies les droites D 
pour lesquelles cette conique est une parabole et l'on demande le lieu des 
projeccions du point A s u r  ces di.oites. 

1878. On donne une conique et deux points fixes A e t  B s u r  cette courbe. 
Une circonférence quelconque passant par  les points A et B rencontre la 
conique en deux aulres  poiuts variables C et D ; on mine  les droites AC, BD 
qui s e  coupent en M, les droiles AD, BC qui s e  coupent en N. 

Déterminer: 1 0  L e  lieu des points M el N ;  23 le  lieu des points de ren- 
contre de la droite MN avec la circonférence de cercle à laquelle elle rorrcs- 
pond. 
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1879. Élant donne un tetraèdre OABC déflni par l'angle trièdre O et les  
longueurs 4 a ,  4b,  4 c  des trois arêtes OA, OB, OC: 

1 0  DBmontrer que l'ellipsoïde qui adniet pour diamètres conjugués les trois 
droites qui joignent les milieux des arêtes opposées deux à deux, es t  tangent 
aux six arêtes du  tétraèdre. 

20 Trouver l'intersection de  cet ellipsoïde e t  de l'hyperboloïde engendi.6 
par une droite mobile qui s'appuie sur  trois droites menées, l'une par le 
milieu de l'arête OA parallèlement à OB, la deuxième le milieii de 
l'arête OB parallèlement à OC, la troisième par le milieu de l'arête OC paral- 
lèlement à OA. 

3' Par chacun des points où la droite mobile perce la surface de l'ellip- 
soïde on mène lin plan parallèle eu plan tangent à l'ellipsoïde en l'autre 
point; démontrer que ces deux plans passent par le centre de l'ellipsoïde et 
trouver le lieu de l'intersection des deux plans. 

1880. Rtant donné un paraboloïde hyperbolique, on considère une généra- 
trice rectiligne A de cette surface et la génératrice B du même système qui 
lui est  perpendiculaire. Par  les points a ,  b où ces droites sont rencontrées 
par leur perpendiculaire commune passent deux génératrices rectilignes A' 
et Bf de l'autre système; soient a' et bf les points où  les deux droites A' 
et B' sont rencontrées par leur perpendiculaire commune. 

1' Trouver le lieu des points a e t  b e l  celui des points a' et b', quand la 
droite A décrit le paraboloïde. 

2' Trouver le lieu des points de rencontre dcs droites A et B' ou A' et B.  
3O Calculer le rapport des longueurs ab e l  a'b' des perpendiculaires com- 

munes et étudier la variation de ces longueurs. 

1881. On considère la courbe qui a pour équation 27 y' = 41'. 
1 0  On demande la condition à laquelle doivent satisfaire les paramètres r 

et  n pour que la droito y = m x  + n soit tangente à cetle courbe. 
20 On demande le lieu des points d'où l'on peut mener à la courbe proposée 

deux tangentes parallèles à deux diamètres conjugués de la conique repré- 
s e n t h  par  l'équation 

d + y s + 2 n z y = B .  

30 P a r  un point A pris sur  la courbe on mène des socantes qui la coupent 
en deux poinls variables M et M' ; on demande le lieu du  milieu du  seg- 
ment MM'. Discuter la forme de ce lieu et indiquer les arcs  qui répondent à 
des sécantes pour lesquelles l es  points M, M' sont réels. 

1882. Soient un  point fixe P ayant pour coordonnées a et b par rapport à 
deux axes rectaogulaircs o s ,  oy, et A, B les projections d u  point P s u r  ces 
deux axes. On considère les courbes du second ordre tangentes aux deux 
axes en ces points A et B ;  du point P on mène à chacune de ces courbes 
deux normales variables P M ,  PM'. 

1' Trouver l'bquation de la droite MM' qui joint les pieds des normales 
variables et démontrer que cette droite passe par un point axe. 

20 Trouver l'équation de la courbe C lieu des points M et M'. Construire 
la courbe C, dans l'hypothèse a = 2 b ,  au moyen de coordonnbes polaires, la 
pôle élant au  point o. 
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1883. On donne la cissoïde qui, rapporlee à des axes rectangulaires, a 

pour cquation 
( z?+y9)x=ay* .  

Soient x', y' les coordonnées d'un point M du plan. On propose de former. 
10 l'équation du  troisième deçré qui a pour racines les coefficients angulaires 
des droites qui joignent l'origine O aux points de contact des trois tangentes 
à la cissoïde issues du  point M 1<20 l'équalion du cercle qui passe par ces 
poinls de contact. 

Montrer que si les trois tangentes sont réelles l e  point M est  interieur au 
cercle. 

On considère l'ensemble des cercles Cm dont chacun jouit de cette pro- 
priélé, que les tangentes à la cissoïde, en trois des quatre points où ils la 
rencontrent, concourenlen un même point; soit M ce point pour le cercle C, . 

On demande le lieu des centres des cercles C ,  qui passent par un point 
donne P du  plan, ainsi que le lieu des points M relnlifs à ces cercles. On 
examinera en particulier le cas où le point P est  silu6 sur  la cissoïde et ne 
fait pas partie des trois points communs au  cercle Cm et à la cissoïde, pour 
lesquels les  tangentes concourent. 

Combien passe-t-il de cercles Cm par deux points donnés P et Q du plan 4 
Peul-on disposer de ces deux points de façon qu'ils apparliennent à une 
infinité de cercles Cm ? 

1884. n et b designant les  coordonnées rectilignes rectangulaires d'un 
point M, quelle est, pour chaque position de ce point, la nature des racines 
de l'équation 

3tb+8atg-12bt+4b=O? 

On construira en particulier le lieu des posilions du point M pour lesquelles 
l'équation admet une racine double, en  calculant les  coordonnées d'un point 
du lieu en fonction de  cette racine. 

1885. Soit une ellipso E dont le grand axe et la distance focale sont res- 
pectivement Bgaux à Ba et à 2 c .  

D'un des foyers F de cette ellipse comme centre, on décrit une circonfé- 
rcnce de cercle C ayant pour rayon 

D'un point quelconque P, de  la circonférence C, on mène une tangente P,P, 
à l'ellipse; du point P, où elle rencontre de nouveau la circonfbrence C, on 
mène à l'ellipse une deuxième tangente Pop,, enfin du point P, où cette 
deuxième tangente rencontre la circonférence C, on mène à l'ellipse une troi- 
siCme Langente P,P, rencontrant la circonférence ail point P,. 

On demande de démont,rer que la deuxième des tangentes à i'ellipse issues 
du point P, passe par le point initial P,. 
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Mathbmatiques spéciales. 

$lant donne un cône droit dans lequel le rayon de la base est  6gal au 
tiers de l'apothème, on  le coupe pal. une sphère de rayon r et  dont le centre 
est  situé s u r  la  surface d u  cône à la distance a du sommet. On développe 
ensuite la surface convexo d u  cône sur  u n  plan, ce qui donne un secteur 
circulaire dont l'ençle est égal aux trois quarls d'un angle droit; on demande 
1'Bquation de la  courbe d'intersection de la  sphère e t  d u  cône après le déve- 
loppement de cette dernière surface. 

Construire cette courbe dans les hypolhèses suivantes : a = 3, r = 2. 

1833. Couper u n  triangle pais une droite de manière que les deux parties 
de ce triangle soient entre elles dans un rapport donné ct qu'elles aient leurs 
centres d e  gravité s u r  une même perpendiculaire à la sécante. On résoudra 
le même problème en supposant : 1" que les deux côtés coupés sont égaux; 
20 que le triangle est équilaléral. 

. 1844.  tant donnés une ellipse et un point A sur  la  courbe, or1 décrit un 
cercle tangent à l'ellipse e n  ce point e t  l'on mène a u  cercle et à l'ellipse les 
deux tangenles communes, autres que celle qui toucherait l'ellipse a u  
point A. On demande quel est le lieu géométrique du point d'intersection d e  
ces deux tangentes quand on fait varier le rayon du cercle. 

1845. h a n t  donnés un cercle et  un point situé dans son intérieur, on 
imagine que, su r  chacun des diamèlres de ce cercle, on  décrive une ellipse 
qui ait ce diamètre pour grand axe et  qui passe par le point donné. On 
demande : Y ~ ~ ~ é q i i a t i o n  génbrale d e  ces ellipses ; 2. le lieu de leurs foyers ; 
3. le lieu des ext&nitbs de leurs petits axes. 

1846. Étant  donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rectangles tels 
que ABCD, on  sait que tous les sommets sont situés sur  u n  même cercle 
concentrique à l'ellipse. Cela étant admis, des points de contact N et Q de 
deux cotés opposés d e  chaque rectangle, o n  mène deux droites a u  point d e  
contact M de l'un des  deux autres  côtés, e t  l'on demande de prouver: 
1' que l e s  droites MN e t  MQ sont également inclinées s u r  ce côté A13 ; 
2" que la somme MN + MQ est  constante ; 3" que les  droites MN, MQ en- 
veloppent une ellipse homofocale à la proposée. 

1847. U n  triangle PQR élant circonscrit à u n  cercle, on  forme un second 
triangle dont les sommets A, B, C sont les points milieux des côlBs du  pre- 
mier. Des sommets de ce second triangle on mène a u  cercle des langentes 
Au, Bb, C G  qui rencontrent respectivement en a, b, G les côtés opposés à 
ces sommets. On propose d e  démontrer que ces trois points sont en ligne 
droite. 

Examiner s i  le théoreme resle vrai quand on remplace le cercle par une 
conique quelconque inscrile dans  le triangle PQR. 
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1849. Soient, dans un plan, une ellipse et  une droite n e  rencontraiit pas 

la courbe. On prend s u r  l a  droite deux poinls N, N' conjugubs par rapport 
à l'ellipse: 1 0  prouver qu'il exisie dans le plan de l'ellipse deux points O, 0' 
desquels on voit le segment NN' sous un angle droi t ;  2' trouver le lieu des 
points O, 0', quand la  droite s e  meut parallèlement à elle-même. 

1851. Étant donnée une droite L, on mène, de chacun de ses  points M, 
deux droites à deux points flxes P, P'. Deux autres points Bras O, O' sont le? 
sommels de deux angles AOB, A'OB' de grandeurs données, que I'on fail 
tourner autour de leurs sommets 1-cspectifs de manière que !eurs côtés 0.1. 
O'A' soient respectivement perpendiculaires aux deux droiles MP, MP'. On 
demande quelle est  la  courbe décrile par  le point d'interseclion N des deux 
droites OA, O'A' e t  la courbe qui est décrite par le point d'inierseclion des  
deux droites OB, O'B', quand le point M glisse s u r  la droite ilxe L. 

1860. On donne deux ellipsoïdes A et B. et l'on demande le lieu des som- 
mets des trièdres dont  les faces sont tangentes à l'ellipsoïde A et parallèles 
à trois plans diamétraux conjugues d e  B. 

1861. Un ellipsoïde étant donné, trouver le lieu des centres des sections 
planes dont l'aire est constante. 

1862. Deux paraboles de même paramètre ont leurs axes à angle d ro i t ;  
Yune d'elles est fixe, l'autre est  mobile. Une corde commune AB passe cons- 
tamment par  le pied D de la  directrice de la parabole fixe ; o n  demande le 
lieu décrit par le sommet de la  parabole mobile. 

1863. Une surface du second degré de révolution pourvue d'un centre s e  
meut de manikre que, dans chacune d e  ses  positions, elle rencontre, suivant 
ilne circonférence de cercle, une surface d u  second degré fixe et donnée. On 
demande le lieu du centre de la surface mobile. 

1864. On donne deux coniques ayant un même loyer et leurs ares  pro- 
porlionnels. Soient FA, FA' leurs rayons vecteurs minima. On fail tourner 
les rayons vecteurs autour de F, en conservant leur distance angulaire ; 
soit FC, FC' une quelconque de leur position. En  C et Cf O:: mène une tan- 
gente à chacune des coniques ; trouver l e  lieu de leur point de rencontre M. 

1865. h a n t  données deux coniques tangentes e n  un point O, on leur mène 
la tangente commune OR, ainsi que les tangentes communes extérieures AA', 
DB' qui se coupent au point M. 

Cela posé, on propose de démontrer : 10 que la  droite PP' qui joint les 
points P, P' diamktralement opposés a u  point O dans les deux coniques, 
passe par le point M ; 2' que les droites AB, A'B' qui joignent les points de 
contact de chaque conique avec les tangentes exterieures communes, s e  cou- 
pcnt en un point R qui est situ6 s u r  la tangente commune intbrieure OR 
3 que les tangentes, menées aux  deux coniques par le point R, touchent 
ccs courhcs en des poinls situés s u r  la  droite MO. 

On fera voir que génkralerneot le point R ne partage celte propribté avec 
aucun autre point, e t  on déterminera la condition qui doit être remplie pour 
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qu'il existe une ligne lelle, que les tangentes menées par chacun de  ses  
points aux deux coniques donnent quatre points de contact en ligne droite. 

1866. 1. Démontrer que les quatre points d'intersection de deux coniques 
quelconques inscrites dans u n  rectangle donné sont les sominets d'un paral- 
lélogramme dont les côtés sont parallèles à deux directions fixes. 

P Trouver le lieu des points de contacl des tangentes menaes d'un point 
quelconque du  plan à toutes les coniques inscriles dans un  rectangle donno; 
ou bien des tangentes parallèles à une direction donnée. 

30 Trouver le lieu des points de toutes ces coniques où la tangente fait un  
ansle donné avec le diamètre qui aboutit au point de contact. 

1867. Un ellipsoïde étant donn6, on propose de trouver une droite L dans 
l'espace el un  point P sur  l'ellipsoïde, de façon que les cônes qui ont pour 
sommet le point P et pour bases les sections faites dans l'ellipsoïde par des 
plans contenant L, soient de révolulion. On cherchera en outre, quel est le 
lieu des positions occupées par la droite L, lorsque le plus grand et l e  plus 
petit des axes de l'ellipsoïde restant invariables, on fait varier la longueur 
de l'axe moyen. 

1868. On propose : 1' de trouver i e  rreu géométrique des points divisant 
dans u n  rapport donné les portions des tangentes à une conique fixe qui 
sont comprises entre deux droites fixes ; 2. de classer méthodiquement, en 
s'attachant surtout aux cas généraux, les diverses formes que ce lieu gbo- 
inbtrique peut aîfecter ; 3" de  trouver les condilions que doivent remplir la 
conique et les deux droites fixes pour que le lieu géométrique demandé se  
déeompose en lignes du second ordre. 

1869. On donne un cercle dont le centre est en O et un point P dans le 
plan de ce cercle, en  dehors de la circonférence ; lrouver le lieu dbcrit par 
les foyers Curie hyperbole équilatère doublement tangente au cercle et pas- 
sant par le point P. 

On construira le lieu en supposant la distance PO Bgale au triple du rayon 
du cercle. 

1870. Deux ellipses ont leur cenlre en un même point et leurs axes dirigés 
suivant les mêmes droites. 

Délerminer le lieu d'un point tel que les cônes ayant ce point pour sommet 
commun et les deux ellipses pour directrices, soient égaux. 

1872. Ètant donné un prisme triangulaire droit, on le coupe par dcs 
plans rencontrant les trois aréles, de manière que les volumes des troncs de 
prisme obtenus soient dans un rapport donné : 

i o  Trouver la surface engendrée par le centre de  gravi16 de l'un des troncs 
de prisme, quand le  plan sécant se déplace sans cesser de rencontrcr les 
lrois arêtes ; 20  trouve^ les courbes qui forment les contours de  celte sur- 
face. 

On examinera eri particulier le cae où le prisme donné a pour bases des 
triangles équilatéraux. 

1873. Une surface du second degr6 S étant dmnee, ainsi que deux points 
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A, B s u r  cette surface, il existe une infinité de surfaces du second degré Z 
tangentes à S aux points A et B. On propose de trouver : 1' le lieu çeome- 
triquo des centres des surfaces Z ; 20 le lieu géomctrique des points de 
contact de ces surfaces avec les  plans tangents qu'on peut leur mener par 
une droite donnée. 

1875. Étant donnés un ellipsoïde, un plan P et un point A dans ce plan, 
trouver le lieu des sommets des cônes circonscrits à I'eilipsoïde et tels que 
la section de chacun de  ces canes, par le plan P, admette pour foyer le 
point A. 

1816. $tant donne un parallélipipède, on considère trois aratcs qui n'ont 
pas d'extrémités communes; e t  les deux sommets non situés sur  ces trois 
arêtes: 1 0  trouver I'équation du lieu d'une courbe plane du  second degr6 
passant par ces deux points et a'appuyant sur  les trois arctes; 9 chercher 
les droites réelles situées sur  La surface ; 3' étudier la forme des sections 
faites dans la surface par des plans paralloles aux arêtes du  parallélipipède. 

1817. Rechercher les surfaces S du second degré sur  lesquelles existe une 
droite D telle que I'hyperboloïde de  révolution H qui a pour axe une géné- 
ratrice quelconque G, de l a  surface S, et du même système que  D, et qui 
passe par la droite D, coupe orthogoualement la surface S en tous les  points 
d e  cette droite. 

Si l'on considère tous les hyperboloïdes H qui s e  rapportent à une mûine 
surface S, jouissant de  la propri8té Bnoncée: 10 Trouver le lieu des som- 
mets A et celui des foyers F des hyperboloïdes Hf conjugu6s des hyperbo- 
loïdes H ;  20 par l'un des foyers F de l'hyperboloïde Hf,  on mène un plan P 
parallèle à la perpendiculaire commune aux deux droites G ,  D, et faisant, 
avec cette dernière, un angle supplémentaire de celui que fait, avec celte 
même droite, I'axe G de l'hyperboloïde H ; trouver le lieu de la droite qui 
joint le point où le plan P coupe la droite D à l'un des points où ce plan 
coupe la courbe d'intersection de la surface S e t  de l'hyperboloïde H. 

1878. Les droites A'OA, BfOB, C'OC sont trois axes de coordonuées rec- 
tangulaires; on suppose OA' = OA = a, OB' .- OR = b, OC' = OC = c. DQ- 
terminep : l a  l e  lieu des axes des surfaces de révolution du second degré qui 
passent pas les six points A, A', B, B', C, C f ;  2' le lieu des extrbmités D de 
ces axes. 

On construira l a  projection du lieu des points D sur  le plan AOB, en sup- 
posant a > c > b et l'on partagera 1s courbe en arcs tels que chacun d'eux 
corresponde à des surfaces de même espèce. 

1879. On donne un hgperboloïde à une nappe et un point dans le plan du  
cercle de gorge. Par  ce point on mCne une droile parallèle à une génératrice 
de  la surface. Cette droite est I'axe d'lin cylindre de révolulion qui passe par 
ia génératrice de I'hyperboloïde. Trouver I'équalion de la projection s u r  Io 
plan des $y de l'intersection des deux surfaces. La projection a un point 
double dont on demande le lieu lorsque la droite varie. 

1880. Sur  une courbe donnbe d u  troisieme ordre, ayant un point de  re- 
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broussement O, on considère une suite de points 

tels quo la tangente en chacun de ces points rencontre la courbe au point 
suivant. 
1. ktant données les coordonnées du point A, on propose de trouver les 

coordonnées des points A,, A, et de dcterminer les limites vers lesquelles 
tendent ces points quand l'indice n augmente indénniment. 

2 0  On demande le lieu décrit par le premier point limite, lorsque la courbe 
du troisième degré se déforme en conservant le meme point de rebrousse- 
ment O, la même tangente en ce point et en passant constamment par trois 
poinls fixes P, Q, R. 
5' On examinera comment varient les points d'intersection de ce lieu avec 

les côlés du triangle P, Q, R, quand les sommets de ce triangle se deplacent 
sur des droites passant par 0. 

1881. Trouvor le lieu des points tels que les pieds des six normales p o n  
peut meuer de i'un qudconque d'entre eux à un ellipsoïde donné, à lrols 
axes inégaux, se séparent en cieux groupes de trois points dont les plans 
respeclifs soient parallèles entre eux. 

Montrer que, si l'on se donne un point P du lieu, la solution de ce pro- 
blème: a mener du point P les normales à l'ellipsoïde a dépend de la réso 
lulion de deux équiitions du Iroisième degré. 

Discuter ces équalions. 

1882. Par un point quelconque P pris dans le plan d'une parabole donnbe, 
dont le sommet est en O, on mène à cette courbe trois normales qui la ren- 
contrent aux points A, B, L LP !ongueurs PA, PB, PC, PO, étant repré- 
seniées respectivement par a, b, c, 1, on demande de former l'équation du 
troisième degré dont les racines sont 1' -aP, P - ù', 1% - c', et d'indiquer les 
signes des racines d'après la position du point P dans le plan. 

1883. D'un point P pris sur une normale en un point A d'un paraboloïde 
elliptique, on peut mener à la surface quatre autres normales dont nous dé- 
signerons les points d'incidence par B, C, D et E ; on demande : 1 0  de trouver 
l'équalion de la sphère S passant par les quatre points B, C, D, E ; 20 de 
trouver le lieu des centres 1 de la sphère S quand le point P se déplace sur 
la normale au point A, ainsi que  la surface engendrke par la droite PI. 

1884. Par le centre d'un ellipsoïde donrib, on mène trois diamètres conju- 
gues quelconques; et, par les points où ces droites rencontrent la sphere 
circonscrite au parallélipipède forme par les plans tangents aux sommets de 
i'ellipsoïde, on fait passer des plans : 10 trouver le lieu des pieds des per- 
pendiculaires abaissées d'un point donne P sur ces plans variables ; 2" ce lieu 
est une surface du quatrième ordre dont i'bquation peut être ramende à la 
forme suivante : 
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trouver Ise aphhres lelles que chacune d'elles coupe la surface suivant deux 
cercles ; 9. ces sphhres forment cinq séries parmi lesquelles deux ne sont pas 
distinctes. 

DBmontrer que les sphères de la série double passent toutes par un même 
point, et trouver le lieu de leurs cenlres. 

Démonlrer que les sphères de chacune des trois autres sh i e s  coupent res- 
pectivement à angle droit des sphères fixes S,, S,, S,. Trouver le lieu des 
centres des sphères de ces trois séries. 

) 1885. Étant donné un hyperboloïde à une nappe, on considère toutes les 
cordes D de cette surface qui sont vues du cenlre sous un angle droit et 
l'on demande : 

I o  L'equalion du cône lieu géométrique des cordes D qui passent par un 
point donné a, ainsi que les positions du point S pour lesquelles ce cône 
est de révolution ; 

b La courbe à laquelle sont tangentes toutes les cordes D situées dans 
un plan donne P, ainsi que les positions du plan P pour lesquelles celle 
courbe est une parabole ou une circonférence de cercle. 

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES. 

1859. Trouver le lieu géomgtrique des points dont les distances à deux 
droites donnees non situées dans un même plan ont entre elles un  rapport 
constant. 

Quelles sont les surfaces du second degrb auxquelles s'applique ce mode 
de génération, et quelle est l a  situation de ces deux droites à l'égard de ces 
surfaces ? 

1862. *tant données deux droites non situées dans un même plan, on fait 
passer par ces droites un paraboloïde hyperbolique auquel on mène un plan 
tangent parallèlement à un plan fixe et donné. On  demande le lieu du point 
de contact. 

1864. Sur le grand axe d'une ellipse comme diamètre, on décrit un cercle 
dans lequel on trace deux rayons OP, OR faisant entre eux un angle cons- 
tant, puis des points P et R on abaisse sur le grand axe de l'ellipse des 
perpendiculaires rencontrant la courbe aux points D, E. Au point D on élève 
perpendiculairement au plan de l'ellipse une droite de longueur constante h, 
dont on joint l'extrémité au point E ;  trouver le lieu décrit par celte droite 
quand l'angle constant POR tourne autour de son sommet. 

1865. Étant donnés une sphère dont le rayon est pris pour unité, et un 
cylindre droit ayant pour base une ellipse de même centre que la sphère et 
dont les lonçueurs des demi-axes sont sin a et sin b, démontrer : 19 qii'il 
existe eur la sphère deux pointe F, F1 tels que la somme des arc$ de graiids 
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cercles MF et MF' aboutissant à un point quelconque M de la courbe d'in- 
tersection C de la sphbre et du cylindre, est constante; 2- que ces deux 
arcs font des angles égaux avec la tangente au point M à la courbe C. 

Construire les deux points F, FI; examiner le cas parliculier où la somrne 
MF+ MF' est égale a une dcmi-circonférence de grand cercle. 

1 1868.  tant données dans un plau deux paraboles du deuxième degi.4, on 
les fait touruer autour de leurs sommets supposés fixes, de manière que, 
dans chacune de leurs positions, leurs quatre points d'intersection soient 
sur une circonf6rence de cercle, et l'on demande le lieu du centre de ce 
cercle. 

1869. (Voit Exercice 18, p. 383.) 

1871. On donne trois points fixes A, B, C ; on demande de trouver le lieu 
des centres des ellipsoïdes de révolution pour lesquels ces trois points fixes 
sont les extrémités de trois diamètres conjugu8s. (Chasles.) 

1872. On donne deux droites fixes A, A' qui ne se rencontrent pas ; par 
ces deux droites on fait passer des surfaces Cu second ordre S, pour les- 
quelles la somme des carrés des longueurs algébriques des axes ainsi que 
le produit de ces mêmes longueurs sont des quantités constantes et don- 
nées. 

1. Trouver le lien des centres des surfaces S. 
2 O  Considhant une quelconque des surfaces S et son centre 1, on mène 

par le point 1 une droite rencontrant les deux droites fixes en D et D' : cal- 
culer la distance DD'. 

3' Par les points D, Dl on mène des plans respectivement perpendiculaires 
aux droites A, A'; trouver le lieu des intersections de ces plans. 

1873. On donne un hyperboloïde à une nappe sur lequel on prend nne 
génératrice déterminée G. En un point quelconque P de cette génératrice, 
on mène la normale à la surface, et l'on suppose que cette normale, consi- 
dérée comme un rayon incident, se réfléchit, suivant la loi connue, sur le 
plan de l'ellipse de gorgo. On demande : I o  la surface engeudree par le 
rayon rénéchi, lorsque le point P se déplace sur la génératrice G ; 2' l'en- 
veloppe des sphbres ayant pour centre le point d'incidence et pour rayon la 
distance du point d'incidence au point P. 

1874. On donne une ellipse et une hyperbole homofocales; on imagine une 
conique quelconque C doublement tangente à chacune des coniques don- 
d e s .  On .demande de trouver et de discuter le lieu des points de rencontre 
des tangentes à l'ellipse et à l'hyperbole aux points où ces courbes sont 
touchees par la conique variable C. 

1875. A un ellipsoïde donné on circonscrit une série de surfaces du 
eecond ordre 2, la courbe de contact étant l'intersection de l'ellipsoïde par 
un plan ûxe P. On circonscrit ensuite à chaque surface Z un cône ayant 
pour sommet un point donné A. 

i* Trouver le lieu des courbee de contact des cdnes et des eurfaces X. 
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20 Classer lee surfaccs qui forment le lieu, quand on suppose le plan P 8x0 
et le point A mobile dans l'espace. 

On déterminera, pour chacune des variétés du lieu, les surfaces qui limi- 
tent les régions de l'espace où se trouve alors le point A. 

1876. On donne une parabole P et un point H dont la projection orthopo. 
nale sur  le plan P de la parabole se fait au sommet de cette parabole : 
in Trouver l'équation générale des surhces de révolution du second ordre 

qui passent par la parabole P et par le point H. 
20 Déterminer le nombre de celles de ces suriaces dont l'axe passe par un 

point A donné dans le plan Q, qui contient le point H et l'axe de la parabole. 
Classer les mêmes surfaces quand le point A se meut dans le plan Q. 

1877. On donne un ellipsoïde et un point A ; 
I o  Trouver un point B tel que, en menant par ce point un plan quel- 

conque P, !a droite AB soit toujours l'un des axes du cône qui a pour som- 
met le point A et pour base la section de l'ellipsoïde par 10 plan P. 

90 Le problème a en général trois solutions : trouver pour quelles posi- 
lions du point A le nombre des solutions devient infini. 

3' Le point A reslant fixe, on suppose que l'ellipsoïde se déforme de façon 
que les sections principales conservent les memes foyers, et l'on demande 
le lieu que décrit alors le point B. 

1878. On donne une sphère S, un plan P et un point A ;  par le point A, 
on mène une droite qui rencontre P en un point B; puis sur AB comme 
diamètre on décrit une sphère St ; le plan radical des sphères S, 6' rencontre 
la droite AB en un point M. 

10 Trouver le lieu décrit par le point M quand la droite AB tourne au- 
tour du point A. 

20 Discuter le lieu prbcbdent, en supposant que le point A se déplace 
dans l'espace, le plan P et la sphère S reslant fixes. 

1879. On donne un hyperboloïde à une nappe et un point A. On considère 
un paraboloïde circonscrit à l'hyperboloïde et tel que le plan P de la courbe 
de contact passe en A. Soit M le point d'intersection de ce paraboloïde avec 
cslui de ses diamètres qui passe par A ;  soit Q le point de rencontre de P 
avec la droite qui joint le point Mau pôle du plan P par rapport B l'hyper- 
boloïde. Le plan P tournant autour de A. on demande : - .  . , 

1' Le lieu du point M ; 
2. Le lieu du point Q. - Ce second lieu est une 'surface du second 

ordre S, que l'on discutera en faisant varier la position du point A dans 
i'espace ; 
3 Le lieu des points que doit occuper le point A, pour que la surface S 

soit de rdvolution. 

1880. On doune un ellipsoïde et l'on considere un cône ayant pour base la 
seciion principale de l'ellipsoïde perpendiculaire à l'axe mineur ; ce cône 
coupe I'ellipsoïde suivant une seconde courbe située dans un plan Q. 

1. Le sommet du cône se dbpla~ant sur un plan donné P, lrouver le lieu 
décrit par le pôle du plan Q par rapport à i'eliipsuide; - 
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2- Ce lieu est une surface d u  second degrb Z ; on demande de déterminer 
les positions du plan P pour lesquelles le cône asymptote de X a trois gé- 
nératrices paralléles aux axes de symétrie de l'ellipsoïde. 

30 Le plan P s e  deplaçant de façon que Z satisîasse aux conditions pré- 
cédentes, trouver le lieu des foyers des sections faites dans les surfaces B 
par u n  plan fixe R perpendiculaire à l'axe mineur de l'ellipsoïde. 

40 Trouver la surface engendrée par l a  courbe, lieu de ces foyers, quand 
le  plan R s e  déplace parallèlement à lui-méme. 

1881. Étant donné un ellipsoïde, on considère des droites D telles que s i  
par chacune d'elles on mène des plans tangents à l'ellipsoïde, les normales 
aux points de contact M, M' soient dans un même plan : 1" Démontrer que 
la droite D e t  la droite des conlacts MM' sont rectangulaires; i0 trouver le 
lieu des droites D qui passent par un point donné A; 3. ce lieu est un cône 
du second degré ; trouver le lieu des positions du point A pour lesquellts 
ce cône est de révolution ; 40 trouver l'enveloppe C des droites D qui sont 
contenues dans un plan donné P, et la Surface S engendrée par C quand P 
se déplace parallèlement à un plan donné Q; 6" trouver pour quelle direction 
de Q la surface S est de révolution. 

1882. On donne une ellipse et un point P dans sonplan : 
10 Trouver Le nombre des cercles osculateurs & l'ellipse tels que chacune 

des cordes communes à l'ellipse et à ces diffhenls cercles passent par le 
point P ; 

20 Trouver, pour chacune des positions du point P, combien de ces cercles 
sont réels; 

!+ Démontrer que les points de contact de I'ellipse et des cercles oscula- 
teurs sont s u r  u n  même cercle C ; 

4' Trouver l'enveloppe E des cercles C, quand le point P décrit l'ellipse 
donnée ; 
50 La courbe E peut être considérbe comme l'enveloppe d'une série de 

cercles qui coupent à angle droit un cercle îixe et dont les centres sont s u r  
une conique. Chercher de combien de manières différentes la  courbe E est 
susceptible de ce mode de génération. 

1883. D'un point donné P on mène des normales à un ellipsoïde donné : 
10 Démontrer que par les pieds de ces six normales on peut faire passer 

une infinité de surfaces du second ordre S concentriques à l'ellipsoïde ; 
2n Trouver le lieu que doit décrire lepoint P pour que les surfaces S soient 

de révolulion ; 
30 Déterminer le cône lieu des axes de révolution des surfaces S ; 
@ S u r  la section de ce cône par u n  plan perpendiculaire à l'axe mineur 

de l'ellipsoïde, indiquer les points par lesquels passe l'axe de révolution quand 
la surface S est un ellipsoïde, u n  hyperholoïde à une ou à deux nappes, u n  
cône, u n  cylindre ou un système de deux plans parallèles. 

1884. On donne une ellipse et une hyperbole situées respectivement dans 
deux plans rectangulaires P, Q, et pour chacune desquelles la droite d'inter- 
seclion des plans P et Q est un axe de symétrie. 

f *  On considère tous les plans R tangents à la fds B l'ellipse et à l'hy- 
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perbole, et l'on propose de démontrer qu'il existe une infinite de surfaces du 
second ordre S tangentes à la fois à tous les plans R. 

2. Trouver le lie" des centres des surfaces S et déterminer la nature de 
chacune de ces surfaces suivant la position occupée par son centre. 

3' Trouver les conditions nécessaires et sumsantes pour que les surhces S 
soient homofocales. 

1885. 10 On donne une sphère S, et, sur cetle sphère, un cercle C et  un 
point T ;  démontrer qu'il y a deux paraboloïdes passant par le cercle C et 
Jangents à la sphère au point T- 

20 Démontrer que les axes de ees paraboloïdes sont dans un même plan, 
et trouver le lieu de leur point d'intersection quand le point T se meut sur 
la sphère.7 

30 Dans  le^ memes conditions, trouver le lieu des sommets de ces para- 
boloïdes. 
40 Soieut T, T' deux points diamétralement opposes sur  la sphère. Au 

point T correspondent deux paraboloïdes P et Q ; au point T' correspondent 
deux autres paraboloïdes P' et Q'. - Trouver le lieu engendré par la courbe 
O intersection de chacun des paraboloïdes P et Q avec chacun des parab* 
loides P' et Q' quand on fait varier la direction du diamètre TT'. 
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NOTES 

NOTE L 

Sur 1'8quation en S. 

i* En exposant, au chapitre III, la methode de Jacobi pour la séparation 
des racines de l'bquation ea S, nous avons modifié l'analyse de ce gbomètre, 
afin d'élablir une certaine analogie entre sa méthode et celle de Cauchy. 

Toutelois, l'analyse du gdomèlre allemand a, comme nous le montrerons à 
la fin de celte note, une importance particulière, quand on lui conserve son 
caractère, ainsi que l'a fail M. Darboux. (Bourdon, Application de Z'Algtbre 
d la GLome'trie; note XVII.) 

Il nous paraît donc utile de la faire connaître. 
Elle repose essentiellement sur ce fait que, dans l'hypothèse B BIB">O, la < .  

fonction 

peut être mise sous la forme 

le coefficient e Btant égal à 5 1. 
En effet, en idenliûant les formes (i) et (2). on trouve 

z B'B" 
E a  =- 

B"B 
Ca:* = - BB Eq =- 

4 B B' B" 

Pour que les valeurs de a,. a: , a: soient réelles, il suffira de prendre 6+-( 

si B B'B" est positif et E = - 1 si ce produit est ndgatif. 
On a, dans les deux hypolheses, 
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Pour fixer les idées, supposons BBIB1'> O ; nous devrons prendre 8 + 1. 
Les Bquations qui dbilnissent les directions principales et l'inconnue auXi- 

liaire S sont 

en posant 

Si l'on élimine u, 8, y entre les équations (3) et (4), on obtient immhdia- 
tement, pour determiner S, i'bquation 

C'est la forme obtenue par Jacohi ; slle permet de montrer hcileineut <lue 
les racines de l'équation en S sont réelles. 

Nous supposerons A, <A: < A:. 

La dérivée +'(S) de la fonction +(S) n'étant jamais négative, la fonction + 
est croissante dans les inlervalles ou elle est continue; par suite, dans cha- 
cun d'eux, elle ne peut s'annuler qu'une seule fois. Mais quand S varie de 

A 4 + c  à ~ : - E ,  O U ~ ~ A : + E  aA:-~,ou,enfin  de^:+^ à+m, l a ionc -  

tion + croit en passant d'une valeur nbgalive à une valeur posilive ; donc 
l'équation +(S) = O  a ses trois racines réelles et séparbes par la suite 

c'est-à-dire par la suite 

L'examen du cas où les quanlilés A,. A:, A: ne sont plus inéçales, neprb. 
sente pas de difficultls. 

20 I l  nous reste à mettre en évidence I'iinportance de l'analyse de Jacobi, 
telle que nous venons de l'exposer. 

Elle s'est présentbe à ce gbomëtre, comme cas particulier, dans un mé- 
moire agant pour titre : 

De binis functionibus hornogeneis seczmdi ordinis sirnlr2 transformaadis et 
de transformatione et determinatione integraliurn w~ulliplicium. 

Dans ce mamoire, Jacobi se propose le problème suivant, qui a une analo- 
gie évidente avec le problème de la réduction d'une quadrique auxformes les 
plus simples, par la coneidbration des direclions principales. 
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lnvestigare substitetiones hujusinodi 

C, =a: x, Jy . . . + a;, x,, 

Y, = a: X, + . .. . + 2; x,, 
. . S . . . . . . .  . . . . , . . .  . .  
8rc=t1;'2,+. . .+a.'i~,, 

qu iks  efficialur 

ri»zulque data fuflctb homogenea secundi ordinis variabilium 5,  x*, . . ., zrc 

transform~tur in aliarn variabilium y,, y0 . . . , Yn, de q u R  binnrunl prodruda 
aianuerunt. (Jacobi's Gesaminelte Werke, Bd. III, p. 190). 

Après avoir montre que las coefncients de l'équation trausformbe sont les 
racines d'une certaine Qqualion du degré n, Jacobi examine quelques cas 
parliculiers. 

II fait voir entre autres que si la fonction donnbe V peut être mise sous la 
forme 

(41 v = ( x ~ + A , x ~  f . .  . f ~ , z f + ( a , z ~ + a ~ g + .  . .+a,,c,) ' ,  

I'équalion donnant les coefficients de la fonction transformée peut être mise 
sous la forme 

Jacobi rail observer ensuite (page 222) qu'une fonclion homogène du second 
dugrb à troie variables peut toujours être ramende d la forme (4). 

Casu trium variubilium funclio V i n  forman illum specialem, quam antece- 
dcnlibus consideravimus, semper redigi potest. 

.Ainsi la mélhode de séparation des racices de I'équatiou en S, telie que l'a 
dounée Jacobi, présente une imporlance parliculière, car elle s'applique à la 
Lransforination d'une fonction hornogbno du second degré d'un nombre quel- 
conque de variables, pourvu que celte fonction puisse être ramecdo à la 
forme (4). 

Remarque. - Dans le même mémoire, Jacobi a encore examiné le cas où la 
fonction V est de la forme 

il montre que les coefficients de la forme réduite sont alors les racines de 
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l'équation 

NOTES 

0 :  a:  
s 

an- i  
A-S + -s+. ,f +S-A,=O, 

At - An,i-S 

et que ces racines sont rbelles. 
En appliquant cette remarque au cas où le nombre des variables est égal 

à trois. on pourra faire voir que l'bqualion eu S a encore ses racines réelles 
dans l'hypothèse où l'un au moins des coefficients B, BI, B" a une valeur 
nulle. 

Y* Mdthode de  Sylvester. - Reprenons l'équation en S 

el désignons par (a,  a', a"), ( I i ,  V, b") les valeurs que prennent pour S = u 
les minzurs principaux et les mineurs secondaires du déterminant A (S). 

La fouclion A (S) ne dépeudant que des différences A - S, A' - S, Au- S 
ne changera pas de forme si l'on pose : 

( 5 )  A ( S ) =  

A = A ( + U  A'=A:+u  A'=A:+u 
S=S, + u .  

Après cette transformation, l'6quation (5) développ6e devient 

A - S  B" B' 
B" A'-S B 
B' B A" - S 

en posant 

Considérons l'équation 

qui a pour racines celles de l'équation (6) et celles de s a  transformée 
en -Si ; elle est de la forme 

en posant 

P , = P : - ~ M ~ A ( U )  hi,=(-SP,. 

Si l'on tien1 compte des identités dont on a fait usage au paragraphe 139 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SUR L EQIJATION Eh 

on trouve facilement 

On voit que le premier membre de l'équation (6) ne présente que des 

variations ; donc, si l'ou regarde S: comme l'inconnue, cette équation n'aura 
pas de racine négative. 

Il résulte de là que l'équation (5) ne peut pas avoir de racine imaginaire, 
c'est-à-dire de la forme 

S = h f  pi. 

En effet, en posant u = A, il en résulterait que l'équation (6) devrait 
admettre la racine négaiive. 

Remarque. - La même m6thode donne immédiatement les conditlohs 
nécessaires et suffisantes pour que l'équation en S ait des racines mul- 
tiples. 

Soit S = a une racine de l'équation en S ; s i  l'on pose u = a, à cette 
racine correspondra, pour I'équation (6), la racine S, =O. 

Cette racine nulle sera double, si la racine a est simple. 
Elle sera quadruple, si la racine a est double, et  les coefficients 

[A(u)lZ Pt 
seront nule. 

Elle sera sextuple, si la racine a est triple, et  le8 coefilciente 

seront nuls. 
En se reportant aux valeurs (7) des coefficients P, et M,, on voit que : 

Pour qu'un nombre u soit racine double de i'dquation en S ,  il faut que cc 
nombre annule tous les mineurs du premier ordre du  ddterminant A(S) ; 

Pour ou'un nombre a soit racine triple de l'équalion en  S, il faut quc os 
nombre annule tous les ElBrnent8 du dtlerminant A(S). 

Ces conditions sont évidemment suffisantes. 

4' Méthode de Lagrange. - Cette methode a Bt4 donnbe par Lagrange 
(Illdcanique analytique, t. I I ,  p. 019). 

Supposons que l'équation en S puisse admettre une racine imaginaire S., 
elle en aura une seconde Sr conjuguée de la précedente. 

Si, dans les Bquations 
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on remplace S successivement par S, u t  par S,, on obtiendra pour a, P, y 
des valeurs de la forme 

conjuguées deux à deux et liées par la relation (*) 

et par suite a, = p, - y, = O ,  ce qui est impossible, car on a n!tssi  

a : + ~ : + y : = i .  

L'bquation en S ne peut donc pas avoir de racine imaginaire. 

5' Nous terminerons cette note relative à l'équation en S en démontrant 
la réalit6 de ses racines par une mélhude fond60 sur les propriétés des 
formes quadratiques. 

Celte démonslration a été donnée par hl .  Kroncclcer (Auszicg aus deni 
Illonatsbericht der Konigl. Akademie der Wissenscliaften s u  Oerlzn, 18 mai 
1868, p. 340). M. Walecki l'a retrouvée de son côté (A'oriuelleo Aiinales de 
mathématique,, année 1852, p. 401). 

Définition, - OIL dit qu'unr forme quadrdliqite es1 ddfi t l ic  quand elle ne 
peut s'annuler qu'autant qu'on attribue la valeirr zero à chacune des variables; 
lu forme est inddfinie dans le cas conlraire. 

Lemme.-Soient <p et +deux formes quadratiques des n unriablesx,, x,, ..., xn, 
si l'tfquation obtenue en dualasf à ztfro le discritainan1 de lu [onction rp + S+ 
admet une raci9re imaginaire, les deux formes p et + sont ind@nies. 

E n  effet, pour celte racine S = X + pi,  la fonclion rp + S iI, est la somme 
des carrcs d'au plus n - 1 fonctions linéaires el homogènes de8 n va- 
riables x,, x *,..., x,,; on a donc identiquemant 

On déduit de là 

y,, z,, Y,, s,, . . . , !in - 2, z,& -, étant des fondions linbaires et homogbnee des 
variables x,, xp,. . ., Sn> à coefficients rbele. 

(A) (M, Théorbme IV.) 
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Maintenant, on aait qu'on peut satisfaire aux n - 1 équations 

par des valeurs des inconnues xi qui ne sont pas toutes nulles. Ces valeurs 

annulant la forme +, celte forme est indéflnie. 
En appliqliant le même raisonnement à la fonction S p f  6 ,  onverra que Iû 

forme 7 est aussi indéfinie. 
De ce thSoreme résulte immédiatement le corollaire suivant : 

Corollaire. - Quand l'une des formes cp ou + est difinie,  l'équation en S 
obtenue en dgalant a d r u  le discriminatbl de la fonction p +S+ n'a pas de 
racine imaginaire. 

L'application de ce corollaire à l'équation en S est immédiate ; car on 
obtient cette équation en égalant à zéro le discriminant de la forme cp- S+; 
dans laquelle on a 

et la forme + est dkflnie, puisqu'elle ne peut s'annuler qu'autant qu'on pose 
B La fois x = y = z = O. 

NOTE II. 

Sur les  sections circulaires d'une quadrique. 

On a vu au paragraphe 181 que, pour obtenir les carrés des axes de la 
eeclion d'une quadrique par le plan P ayant pour équation 

il faut, dans la relation 

remplacer S par les racines de i'équation du second degré 

On exprimera que la section est un cercle en écrivant que l'équation pré- 
cédente a se s  racines Bgales. Lamélhode ordinaire conduit à la relation 
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Comme la direction des plans cycliques est déterminée, la relation précb- 
dente doit comprendre, en réaliké, deux équations distinctes. 

M. 0110 Hesse e>l parvenu à mettre Io premier niembre de 1'6quation ( 2 )  
aous !a forme de la somme de plusieurs carres ; le nombre de ces carrés a 
même été réduit à deux par M. Henrici ; enfln M.  Souillart est parvenu à 
obtenir les deux conditions qui expriment que le plan P est un plan cyclique 
en employant corlaines propriétés des délerminants. (Journal de Crelle, t. LX,  
p. 305 ; t .  LXIV, p. 187; 1.  LXV, p.  320). 

Nous nous proposons de montrer, dans celle nole, que l'on peut exprimer 
1'8galité des racines de l'équation (1) par une méthode absolument analogue 
& celle que l'on a suivie pour l'équation en S, au paragraphe 142. 

Représentons pnr a, ,  a:, a:, b,, b:, b: les mineurs du determinant A, ( S )  

relatifs aux éléments A- S,  Al - S, Al1 - S ,  B ,  BI, BI1, ce qui revient à 
poser 

nous aurons les identitbs faciles à vérifier 

Ces relations montreiil que I'analyse exposSe a u  paragraphe 143 es t  immé- 
dialement applicable à l'équation (1). et l'on peut énoncer le théorème sui- 
vant : 

Théorème. - Pour qu'un nombre o soi1 racine double de i'dquation (i), 
il faut e t  i l  suffit que ce nombre annule les mineurs du premier ordre 

a,, a:, a:, b,, (, b: du ddterminant A, ( S ) ,  relatifs aux ddments A -SI 
A' - S ,  A"- S ,  B,  BI, BI1. 

Il est facile de voir que s i  les trois mineurs al ,  a,, a:. sont nuls, il en 

e s t  de même des mineurs b,, b:, b: ; les  conditions cherchées sont donc 

En éliminant u, v, w entre les équations ( I ) ,  on obtiendra une Bquation 
qui  déterminera S. Si l'on remplace dauti las équations (a), 8 par une dos 
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racines de l'équation ainsi obtenue, elles so réduiront ?i deux, aux deux pre- 
mières par exemple. 

On en tire 

a, c' dtant égaux à t 1, et a,  a', a" désignant les mincurs principaux du 
déterminant A (S), (i39). 

On substituera ces valeurs de v et de u dans l'équation al = O, qui devra 

être satisfaite ; celte coiidilion permettra de reconnaître comment il faul as- 
socier les valeurs de a et de a'. On trouve ainsi deux solutions pour chaque 
valeur de S. 

Sans nous arreler à vérifier 5e résultat, nous allons montrer que I'équalion 
obtenue en éliminant u, v ,  w entre les équations (4 )  est justement l'équation 
en S et que les directions de plans trouvées sont paralleles aux plans que 
représente I'équation 

quand on y remplace S par les racines de l'équation en S. 
Pour cela posons 

les équations ( 4 )  donneront 

Les relations (6) et (7)  expriment justement que le premier membre de 
l'équation (5) est identiquement ésal au produit 

la proposition est donc dbmontrée. 

Remarque. - Les identités (3)  resultent de la relation 

(PU du dU d u  d u  u - - - . - - - . - - 
da;da$ da: dam da: da: 

qui est vraie pour un determinant quelconque U, et dans laquelle le syn -  

bole a: représente un élément appartenant à la ligne de rang r et à l a  ço- 
lonne de rang r. 
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NOTE 111. 

Ddtermination des foyers d'une section plane d'une quadriaue. 

I'c'quation de la quadrique, et 

celle du plan sécant P. 
Sonsidbrons, comme au paragraphe 181, l'équation 

qui représente une quadrique B circon~crite à la quadrique donnée, le plan P 
étant celui de la courbe de contact. 

Nous allons chercher les focales de la quadrique Z, puis nous ferons 
tendre X vers zéro; les points où les deux focales limites non situées dans 
le plan sécant P rencontrent ce plan, seront les foyers de la section de la 
quadrique donnée par le plan P. 

Pour obtenir les focales de la quadrique 2, ü faut exprimer que I'équalion 

représente deux plans (263); 03 bien exprimer que les plans ayant pour 
équations 

passent par une même droito. 
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il y a avantage à regarder P comme une inconnue auxiliaire dbh ie  nar 

I'lquation 

Pour obtenir les coordonnles du  point de rencontre des trois plans repr& 
sentés par les Bquations (1). on pourrait éliminer x, y, z enlre les équalions (1) 
et I'équation (3), ce qui fera connaître P, puis x, y et %. Les trois plans CO- 

sidérés passeront par une même droite, s i  I'équation qui donne P est satis- 
faite quel que soit P. 

On obtient ainsi l'bquation (4) du paragraphe 181 et l'équation 

Il faut maintenant exprimer que la droite représentée par les équations (1 
est sitube dans le plan reprbsentb par l'bquation (2) ; cela aura lieu si les va- 
leurs de 2, y, %, en fonction de P, tirées des équations (i), satisfont à l'équa- 
tion (2) quel que soit P. 

On retrouve ainsi l'équation (1) et une nouvelle équation de condition 

On a posé, comme au paragraphe 263, 

A - S  BI1 B' C 

B" A ' - s  B c' 
B' B AU - s 
c d CI' d 

Quand on fait tendre 1 vers zéro, les équations (1), (II) ne changent pas, 

=O. 

mais I'équation (4) du paragraphe 181, devient 

A - S  BN B' u 
Br' A'-S B v 
B' B An-S w 
Y v w O 

En remplaçant S successivement par les racines de I'équation (III), les 
Bquations (1) et (11) jointes à l'équation du plan P dblermineront les foyers de 
la section de la quadrique donnée par ce plan. 

E n  reprenant les calculs précédents pour le cas où ie quadrique est un 

II 27 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



418 NOTES 

ellipsoïde rapport4 à ses plans principaux, on trouve facilement pour 14- 
terminer les foyers d'une section plane les equalions 

NOTE IV. 

Sur l e s  complexes de  droites. 

4. Les Bqnations 

d'une droite D contiennent quatre paramètres arbitraires. 
Quand ces quatre paramètres sont lies par une seule relation, on dit que 

les droites forment un complexe. 
Par chaque point de l'espace, passeront une infinité de droites D formant 

un cône, appelé le edne du complexe. 
Les droites D situbes dans un plan P envelopperont une courbe r, appe- 

IBe la courbe du complexe. 
L'équation de la projection de la droite D sur le plan xoy eat 

en posant 

Si les paramétres r, p, 8, o, q sont liés par une équation du degré m, on 
dit que le complexe est de l'ordre m. 

2. Soient (2, y ,  z), (x,, y,, z,) les coordonn6es de deux points M, k1, de 
droite D, on aura 
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Soient maintenant 
u a + v  y + w  z+i=o 
u ,x+v ,y+w,z+ i=O 

les équations de deux plans P, Pi passant par la droite D, on aura 

wu, -vu& wu, -uw, r = -  s =  

P) 
UV, -VU, UV, -au, 1 p=- .-1. 

u - a, 
u=-- ,,=2z5. 

UV,-vu, UV, -VU, UV, -VU, 

En substituant dans la relation qui lie les paramètres r,  8 ,  p, a, q leurs 
valeurs tirees des formules (2) et regardant x,, g,, Z, comme des constantes, 
on aura I'equalion du cône du complexe. 

En eubsliluanl, dans la même relation, les valeurs de ces paramètres tirées 
des formules (3), et regardant u,. v,, w, comme des constantes, on aura, en 
coordonnées iangentielles, l'équation de la courbe du complexe. 

Lee complexes généraux du second ordre ont étb étudiés, pour la première 
fois, par Plücker. (Nene Geometrie des Raumes.) 

Pour donner une idée de la théorie des complexes du second ordre, nous 
considérerons un cas particulier déjà étudié par Painvin. (Nouvelles Annales 
de Mathématiques, 20 série, tome XI.) 

3. Problème. - Etudier le complexe formdpar des d r o i t ~ s  telles que, par 
chacune d'elles, on peut mener deux plans tangents ~ectangulairer b un ellip- 
loide donnd E. 

Soient 

1'6quation de I'ellipsoïde rapporl6 à ses axes, et D une droite par laquelle on 
peut mener à la surface deux plans tangents rectangulaires Q,, Q,. Un troi- 
sième plan tangent Q perpendiculaire sur D aura pour équation 

et rencontrera la droite D en un point S situé sur la sphère de Monge. 
Appelons q, q,, q,, d les distances du centre O de l'ellipsoïde aux plans 

Q, Q,, Q, et a la droite D ; on aura 

q' = aar' + b'2 + c' pz + a' + qz df = 
r 2 + s * + l  r'i-S'-CI* . . . . 

~ + q : + q ~ = a ' + b ' +  c' d ' = q : + q ; .  

De ces relations on déduit facilement l'équation 

4 4 ' f  a'+ q " = A r P + B 8 ? - t C ,  

'4 c. 'on I i e  
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NOTES 

4. C h e  du complexe. - Il a pour équation 

Si l'on pose 

l'équation du cône C du complexe, en transportant l'origine au sommet, 
prendra la forme 

Ases principaux du cdne C .  - Les directions principales du cône C sont 
définies par les équations 

L'élimination de a, g, y entre les équations (7) et (8) donnent, pour dB- 
terminer l'inconnue auxiliaire S, l'équation 

On voit qu'aux trois racines de cette Bquation correspondent les trois qua- 
driques passant par le sommet M, du cône et homofocalea à l'ellipsoïde Er 
ayant pour équation 

et, par suite, aussi à l'ellipsoïde donne E. 
La forme des équations ( 7 )  montre en outre que les directions principales 

du cône C sont les normales menées par le point M, aux trois quadriques 
dont nous venons de parler. 

On a donc le théorème suivant : 

Theoreme 1. - Les axes principaux du cône du complexe tont  les nor- 
males aux trois quadriques homofocalea b l'ellipsoïde donn6, qui passent par 
son sommet Ml. 

6. Appelons p,, pl, p, les paramètres de ces trois quadriaues dont l'une 
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est un ellipsoïde, la deuxième un hyperboloïde à une nappe, la troisième un 
hyperboloïde à deux nappes ; c'est-à-dire les racines de l'équation 

en supposant que a > b > c, elles seront séparées par la suite 

Maintenant, si l'on pose 

l'équation (9) devient l'lquation (10). 
D'un autre côt6, on a 

P,+P.+P. =a'+r+fl-P', 
et, par suite, 

Soient S,, S,, S, les racines de l'équation (9) qui correspondent aux ra- 
cines p,, pi, pi de l'équation (10), on aura 

Si M,X, M,Y, M,Z sont respectivement les normales menées par le point 
Ml à l'ellipsoïde (p,), à l'hyperboloïde à une nappe (p,) et à l'hyperboloïde 
à deux nappes (p,). l'équation du cône du complexe, rapport6 b ses axes de 
symdtrie, sera 

B. h i d e  du cône du complexe. - La nature du cône du complexe depend 
des signes des coeîflcients des cakrés des variables X*, yf, Z2 ; le coeffi- 
cient p, -j- p, est toujours positif, car pl est compris entre c' et P et p, entre 
b2 et 3, mais les deux autres pl + p,, p, + p, peuvent être positifs ou néga- 
tifs. Ces deux coefflcients ne changeant de signe qu'en s'annulant, nous 
sommes conduits à chercher les positions du point M, pour lesquelles l'un 
ou l'autre de ces coei'ûcients est nul. Dans ces deux hypothèses l'équation (9) 
a une racine nulle ; le point M4 est donc alors situé sur la surface Z ayant 
pour Bqualion 
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Bquation qui devient 

.en remarquant que l'on a 

Cette surface est la surface des ondeo dont l'ellipsoïde directeur a pour 
équation 

!?+'+E-i=o. 
A B C  

Les équations des sections de la surface X par les plans de coordonnées 
sont 

Chacun de ces plans coupe donc la surface suivant un cercle et une 
ellipse; le cercle et i'ellipse siliiés dans le plan z o x  se coi pe 11 en quatre 
points tels que 1, qui sont les points coniques de la surface. (Exercice 6, 
p. 313.) 

Pour nous faire une idée de la forme de la surface, nous allons chercher 
An cornhien de points elle rencontre une demi-droile o D  passant par l'origine 
et faisant avec les axes de coordonnées des angles dont les cosinus 
sont a ,  p, y. 

Soient M, un point quelconque de la demi-droite o D ,  p la longueur du  
rayon vecteur o M ,  et p le parainetre de l'une quelconque des trois quadriques 
homofocales à i'ellipsoïde E, qui passent par le point M,. On aura la rela- 
lion 

Si, à l'aide de cette 6quation, on forme la dérivée de p considbrée comme une 
fonction de p, on voit que cette dérivée est ~iégative; les paramètres p,, p,, p, 
von1 donc en décroissant quand p augmente de zéro à +m. 

Maintenant quand le point M, coïncide avec l'origine O, i'équalion (13) doil 
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donner p = O qttelle que so i t  ln  direction O D. En supposant cette direction su* 
- - 

cessivement parallèle aux 
trois axes de coordonnées, 
on voit qu'à l'hypothèse 
p = O. correspondent les va- 
leurs pi = on, p, = b', p, = a'. 

Ainsi, quand le point M4 
coïncide avec l'origine, les 
fonctions pl f p,, pi + p, sont 
pos i t i ves ;  elles deviennent 
négatives quand le rayon 
vecteur oM, est  infiniment 
grand, car les axes de l'el- /--' 

lipsoïde (pi j qui passent par 
le point Mi étant alors inil- 
nis , on a pi = - m. 

Ces deux fonctions dé- 
croissant constamment en 
restant continues, chacune Fig. 56. 
d'elles s'annule une reule 
fois ,  la première pour une position m, la seconde pour une position tm 
du point mobile Mi. 

On a d'ailleurs 
-1 
orn = a a + b * + d - p ,  

On>"=at+b2+oa-p,, 

donc ces rayons vecteurs restent finia et de plus orn est moindre que onz'. 
On voit que la surhce B es1 limitée dans tous les sens et formbe de dem 

nappes n'ayant en commun que les points coniques 1. 
L'une des deux nappes que nous appellerons la nappe intkieure a pour 

6quation pi + p,= O; elle est engendrée par la courbe d'intersection de l'el- 
lipsoïde (pi) et de l'hyperboloide à une nappe (p,) dont les paramètres sc? 
égaux et de signes contraires. 

La deuxihme que nous appellerons la nappe extdrieure a pour équation 
p, + p, = O  ; elle est engendrée par la courbe d'intersection de l'ellipsoïde (p,) 
et de l'hyperboloïde à deux nappes (p,) dont les paramètres sont égaux et de 
signes contraires. 

Les considérations prbcbdentes font en outre connaître les signes des 
coefficients pi +p,, pi + p, de ï' et de Z' dans L'Bqualion (li), pour les 
diverses positions du point M, sur la demi-droite oD. 

Quand l'un des coefficients pi + p., OU pl $ p, est nul, le sommet du cane 
du complexe est sur la surface C, et ce cône se &duit à deux plans sé- 
cants. 
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Nous allons montrer que la droite intersection de ces deux plans est tan- 
gente à la surface 2. 

Le sommet du cône étant en u n  point m' de la nappe e x t h e u r e ,  1'6qua- 
tion (11) devient 

(P,+P, IX~+(P,+P*)Z~=~:  

elle représente deux plans réels se coupant suivant la droite m'Y. Cette 
droite étant normale à I'hyperboloïde à une nappe (p*), touche au point m. 
la courbe d'intersection de l'ellipsoïde (p,)  et de I'hyperboloïde à deux 
nappes (p,) ; comme cette courbe est  s u r  la nappe extérieure, la aroite m'Y 
souche cette nappe au point m'. 

La même démonstration s'applique aux points de la nappe intérieure; seu- 
lement les plans qui forment alors le cône du complexe sont imaginaires 
conjugués. 

Les points pour lesquels le cône du complexe se décompose en deux 
plans, en sont les points singuli~rs; nous montrerons plus loin que ces deux 
plans touchent la surface Z. 

Remarquons enfin que le cône du complexe se réduit à un plan double 
quand les deux coefficients p, $ p,, p, + p, sont nuls ; cela a lieu quand le 
sommet d u  cône coïncide avec un des points coniques 1. 

De tout ce qui précède résulte le théorème suivant : 

Théorème II. - Le lieu des points singuliers du complexa est la surface 
es ondes X dont l'ellipsoïde directeur a pour lquation 

Parête des deux plans qui correspondent b chaque point singulier, touche en ce 
point la surface 2. 

Les deux plans sont r b l s  pour tout point de la nappe extirieure; imagi- 
naires pour tout point de la nappe inte'rieure et confondus pour les points 
coniques. 

Le cône du complexe est d e l  quand son sommet est situe entre les deux 
nappes ou en dehors de la nappe extérieure; i l  se réduit b un point dans k 
cas contraire. 

7. Conditions pour que le cdne du complexe soit de révolution. -Pour  que 
l e  câne du complexe soit de rholut ion,  il faut et il suffit que deux des coef- 
ficients des carrés des variables. dans 1'6qualion (11), soient égaux, ou bien 
que l'équation (10) ait deux racines égales. 

En exprimant cette condition, on trouve facilement que le sommet du cône 
doit se trouver sur  les focales de l'ellipsoïde donne E. 

Le t h é o r h e  1 montre en outre que L'axe de révolution touche la focale au 
sommet du cône 

8. Courbe du complexe. - E n  éliminant r, 8, p, o, q enlre les équa- 
tions (3) et (4), on obtient, pour définir la  courbe du complexe, l'équation 
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Si l'on pose u =O, cette équation devient 

avec 

b = u : + { + w : .  

L'équation (15) représente en coordonnées tangentielles, la projection TY 
de la courbe r du complexe sur le plan yox ; on voit que cetle courbe est 
une conique. 

Le discriminant du premier membre de I'équation (15) a pour expression 

si l'on Bgale cette fonclion à zéro, l'équation ainsi obtenue peut être mise 
sous la forme 

Elle représente, en coordonnées tangentielles. la surface des ondes dont 
I'ellipsoïde directeur a pour Bquation 

cette surface des ondes coincide donc avec la surface Z. (Exercice 4, p. 312; 
Exercice 25, p. m.) 

La nature de la conique ï" et par suite celle de la conique r dépendent du 
signe de la quantité -d 'A (G. P. 262) ; cette courbe ne sera jamais une pa- 
rabole, car d' ne peut s'annuler que si le plan P, est rejeté à l'infini. 

Ainsi, la conique r sera du genre ellipse si A est négatif, elle sera du 
genre hyperbole si A est posilif, se réduira à deux points si A est nul et à 
deux points confondus s i  le premier membre do l'6quation 115) est un carre 
parf2it. 

Cherchons quelles sont les positions du plan P, dans ces diffhrentes hgpo- 
thèses. 

Quand le plan P, est à une distance infiniment grande de l'origine, les 
paramètres u, ,  v , ,  w, sont infiniment petits, el l'on voit que A est ndgatif. 
Dans les mêmes conditions, l'équation (15) se réduit a 

la conique ï' est donc une ellipse imaginaire. 
' 

Transportons le plan P, de manière à le rapprocher de L'origine ; lorsque 
ce plan touchera la nappe extérieure de la surface 8, la fonction A sera nulle 
et la conique ï' se réduira à deux points imaginaires. 
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Lorsque le plan P, passera enire les deux nappes de la surface Z, la fonc- 
lion A sera posii,ive et la conique r deviendra une hyperbole. 

Lorsque l e  plan P, touchera la nappe intbrieure de la surface C, la co- 
nique r se rbduira à deux points réels. 

Lorsque le  plan Pi coupera la nappe intbrieure de la surface 2, la  co- 
nique r sera une ellipse réelle. 

Reste à trouver les conditions dans lesquelles la conique r s e  compoee de 
deux poinls confondus. 

E n  exprimant que le premier membre de l'équation (15) est un carre par- 
fait et laissant de côtQ le cas ou L'ellipsoïde donne se rbduit à une sphère, on 
trouve les relalions de condition 

9 B-A 
U =- i C - B  q = o  w = -  

4 B(C-A) 4 B(C-A)'  

il y a donc quatre positions du plan P, pour lesquelles la conique i' s e  com- 
pose de deux points confondus ; ces plans son1 parallèles à l'axe O y et leura 
traces sur  le plan z o z  sont  les tangentes communes au cercle et a l'ellipse, 
interseclion de la surface E par le plan rox. Ces plans sont donc ceux qui 
touchent la surface Z en tous les points d'un cercle. (Exercice 6, p. 313.) 

Prenons par exemple la solution 

B - A  C - B  
B (C--4) 

l'équation du plan Pa  sera 

et l'épualion (15) donnera 

C - A  
B (C-B) 

Les Qquations des plans projetant s u r  le plan #OZ les tangentes i la 
conique r sont donc 

ces plane passent tous par la  droite qui a pour équations 

L e  point ou cette droite rencontre le plan P, défini par l'équation (16) est 
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le point auquel se rbduit la conique r située dans ce plan P, ; i l a  pour coor- 
données 

.- 

On voit facilement qu'il coïncide avec le point où le plan P, touche le cercle 
de la m-face B, situ6 dans le plan % o z .  

Remarque. - Les plans pour lesquels la conique r se  r6duit à deux 
points sont appelés les plans singuliers du complexe. 

De ce qui précède resultent les thborèmes suivants : 

Théoréme III. - La surface lieu des points singuliers du complexe coïn- 
cide avec la surface enveloppe des plans singuliers. 

Cette proposition reste vraie pour un complexe quelconque du second ordre. 

Théorème IV. - La conique du complexe n'est jnmais une parabole; elle 
est une ellipse réelle quand le plan P, coupe les deux nappes de la surface Z ; 

Elle est une hyperbole quand ce plan passe entre les deux riappes ; 
Elle est une ellipse imaginaire quand ce plon ne  coupe pas la surface Z. 
Elle se &duit à deux points qui sont rdels quand le plan P, touche la nappe 

inl lr ieure;  imaginaires quand il touche la nappe extdrieure, et  confondus 
quand il touche la surface B en  tous les points de la circonfdrence d'un cercle. 

9. Il y a une relation remarquable entre le cBne et la conique du complexe. 
Nous avons vu que la surface des ondes X lieu des points singuliers du 

complexe coïncide avec la surface des ondes enveloppe des plans singuliers. 
Maintenant la surface des ondes B est sa propre polaire réciproque par 

rapport à l'ellipsoïde E, ayant pour équation (*) 

Cette remarque nous conduit à chercher si la droite D', polaire d'une 
droite D du complexe par rapport au m6me ellipsoïde, ne fait pas elle-même 
partie du complexe. 

Prenons sur la droite D deux points M ( s ,  y, z) ,  M,(x,, y,, z,); la droite 
D' aura pour équations 

en les identifiant avea celles des plans ~ ( u ;  v ,  w),  P,(u,, ü,, w,), on trouve 

(*)(Exercice 26, page 385.) 
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Portons cee valeurs dans 1'8quation (5) qui d6Gnit le complexe des droites D, 
nous retrouvons l'équation (14) qui définit le même complexe. 

Ainsi les droites D' polaires des droites D par rapport a la quadrique E, 
appartiennent a u  complexe des droites D. 

Cette remarque a une grande importance; elle montre que le  cdne du 
complexe a pour polaire réciproque par rapport à la quadrique E, la conique 
du  complexe e t  inversement. De la nature de ce cône on pourra deduire 
celle de la conique du complexe et retrouver ainsi le théorème IV 

10. Nous allons appliquer cette remarque à la constriiction des faces du 
dièdre auquel se  réduit le cône du complexe quand son sommet est un  point 
singulier, et à celle des deux points auxquels se  réduit la conique du  com- 
plexe quand son plan est un  plan singulier. 

Soit m un  point singulier ; toutes les droites menées par ce point dans les 
deux laces du  dièdre correspondant apparlenant au com- 
plexe, les coniques qui correspondenl à ces faces se  ré- a duisent chacune àdeux points dont l'un coïncide avec m. 
Il en résulte que les faces du dièdre sont lartgçnles à la 
surface 2. 

Cela posb, le point m appartenant par exemple à la nappe 
extérieure, on mènera l a  droite rnd qui touche au point m 

I 
1 

8 la courbe d'intersection de l'ellipsoïde (p,) et de l'hyperbo- 
I loïde à deux nappes (pJ, qui  passent par ce point et sont 
- - - - . . - - - . 

I1L 
homofocaux à l'ellipsoïde donné E. Par  cette droite, on 
peut mener à la surface Z quatre plans tangents dont 

Q' 
deux s e  confondent avec le plan R qui touche la surface 
au  point m ; les deux autres plans tangents Q, Q' sont les 

Fig. 57. faces d u  dièdre relnlii au point m. 
Pour s'assurer que le plan R n'est pas une des faces de  

ce dièdre, il suffit de montrer que cela n'a pas lieu pour un point parliculier 
de l a  surface 2. 

Choisissons le point situb s u r  i'axe oz et dont les coordonnées sont 

En ce point, l e  plan tangent à la surface Z est parallèle au  plan yoz. 
tandis que les faces d u  dihdre correspondant ont pour équation 

11. Occupons-nous maintenant de l a  construction des points reratiis a un 
plan singulier. 

Prenons, par rapport à I'ellipsoïde E,, l a  polaire réciproque de la figure 
tormbe par la droite md, le plan tangent R, son point de cuntacl 111 et les deux 
autres plans tangents Q, Q' passant par la droite md (Dg. 571. 
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Nous obtiendrons d'abord un point r de la surface Z et le plan M qui la 
touche au point r. 

Au cône du complexe dont le sommet est en m et qui est composé des 
plans Q, Q', correspondra une conique du complexe située 
dans le plan M et réduite aux deux points q, q', pôles des 
plans Q, QI. 

Ces points seront sur la eurface Z, puisque les plans Q, Q' 
touchent cette surface ; ils seront en outre sur la droite rd' 
polaire de md. 

Maintenant, le cône ayant son sommet au point singulier r 
se  réduit à un dièdre dont l'arate est située dans le plan tan- 

de ce dièdre. 

El gent M ; comme la droite rd' appartient au complexe, elle sera r 
sitube sur une des faces de ce dièdre et  sera dès lors l'arbte Fig. 

On construira, comme dans le cas prbcédent, l'arête du dièdre relatif au 
point de contact r du plan singulier M ;  les poénls q, q' où cette aréte ren- 
contrera de nouveau la surface Z seront 1 ~ s  deux points auxquels se rdduit la 
conique du c o m p k e  pour le plan singulier M .  

l 2 .  Nous terminerons cette note en faisant connaître quelques autres pro- 
priélés de la conique du cornplaxe. 

Centre de la conique du complexe. - Soient 

l'équation tangentielle, rendue homogène, de la conique ï" projection de la 
conique r sur le plan y oz, et (V,  W )  les coordonnées tangenlielles d'une 
droite L. L'équation tangentielle du pôle de cette droite par rapport à ka 
conique i" sera (G. P. 260) 

Ce p61e deviendra le centre de la conique l?' si la droite L s'éloigne a l'in- 
fini; l'équation tangentielle du centre est donc 

ou, en se reportant B lpéquation (15) 

Les coordonnées carlésiennes II,, 2, de ce centre auront pour expression8 
(G. P. 259) 
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On anra le centre de la conique r en joignant aux équations pr6cédentes 
l'équation 

~ , % + v , ~ , + w , a , + i = O  

du plan P, ; ses coordonn6es sont donc données par les Bquations 

On voit que le centre de la conique r coincide avec le pied de la perpendi- 
culaire abaissde du centre de I'ellipsoïde E sur le plun P,.  

13. Asymptotes de la conique du complexe. - Les coordonnbes tan- 
gentielles des asymptotes de la conique projetée r' eont déterminées par 
les 6quations 

+ (21, w, t )  = 0 q; =O, 

oest-à-dire par l'équation (15) et l'équation (*) 

En combinant ces deux équations, on obtient facilement la suivante. 

qui devient, en ordonnant, 

Cette équation homogène, par rapport à v et à w, fera connaître les coef- 
ficients angulaires des asymptotes de la conique r'. 

Les droites D enveloppées de la conique r étant transportées a i'oisigine 
ont pour équations 

X Y Z  -=-= 
r $ i  

ou bien 

en tenant compte des formules (4 )  où l'on a la i l  u = 0. 
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w 

Si, dans les Bquations (18), on remplace - par leurs valeurs a ,  p tiréos 
v 

de i'équation (17), on connaîtra les directions dee asymptotes de la conique r. 

Condition pour que l a  conique r soit une hyperbole equilatbre. - En 
exprimant que les asymptotes de celte conique sont rectangulaires, on obtient 
la relation 

( ~ , ~ - w , ) ( v , e - w , ) + u : a a + { = o .  

ou, en développant, la relation 

Si, dans cette relation, on remplace a + p et ap par leurs valeurs tirées 
de i'équation (17), elle devient 

Ainsi, la conique I' est une hyperbole dquilaidre lorsque le plan P,  touche 
I'ellipsoide ayant pour equatior 

Conditions pour que la conique du crmplexe soit  un  cercle. - La 
conique I' sera un cercle si ses asymptotes sont parallèles aux droites iso- 
tropes. Pour cela, il suffit d'exprimer que chacune des directions définies par 

W 
les équations (18) où l'on remplace - par les racines de l'equation (17) est 

V 
perpendiculaire sur elle-même. 

On obtient ainsi la relation 

(n,w -wi")*+u~w*+u~v==o,  

c'est-à-dire la relation 

qui doit admettre les mêmes racines que l'équation (17). 

Si I'on suppose u, u, w, O, on trouve, en idenlifiant les équations (il') et (iD), 

les relations de condilion 

1 ' ~ I l i ~  e a t tie ui spliero. 
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 cartons ce cas parlicnlier et supposons v, =O. Les relations d'identi- 
fication sont 

ou bien 

en remarquant que Pon a ici d'= u: + w:. 
La condition oherchée est donc 

( c - B ) u I + ( A - B ) w : = o ,  
ou bien 

1 t f  1 ? . f  
( b  - c ) u , - ( a  - b ) w , = O .  

On voit que les plans pour lesquels la conique r est un cercle sont perpe* 
diculaire8 aux asymptotes da la fooals hyperbolique de i'ellipsoade donnd E. 

EXERCICES. 

i* ~ t u d i e r  : 1* le complexe des droites par lesquelles on peut mener deux 
plans rectangulaires respectivement tangents à deux quadriques homofocales 
données ; 2' le complexe des droites telles que la somme des carrés des dis- 
tances de chacune d'elles à n points donnés soit égale à une quantité 
donnée. 

2- Étudier: 1. le complexe des droites perpendiculaires à leur polaire par 
rapport à une quadrique donde;  t' le complexe des droites normales à une 
familie de quadriques homofocales ; 30 le complexe des droites rencontrant 
les faces d'un tribdre trirectangle en des points A, B, C tels que I'on a 

k étant une constante. 
30 Etudier le complexe des droites telles que la corde interceptée sur cha- 

cune d'elles pur une quadrique à centre, soit vue de ce centre sous un angle 
droit. 
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