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PRÉFACE 

DE LA PREMIÈRE ÉDITION. 

Ce Trai té est le résumé des Leçons que je lais depuis plusieurs 

années à la Facul té des Sciences de Paris sur le p rogramme de la 

l icence. Comme la Mécanique était, jusqu 'à présent , à pe ine en

seignée dans les lycées, j e ne suppose chez Je lecteur aucune con

naissance de cette science, et j e commence par l 'exposit ion des 

notions prél iminaires indispensables : théorie des vec teurs , c iné

mat ique du point et du corps solide, principes de la Mécanique, 

travail des forces. Vient ensuite la Mécanique p ropremen t dite, 

divisée en Stat ique et Dynamique . 

Paris, le 3o août 1893. 
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PRÉFACE 

D E L A D E U X I È M E É D I T I O N . 

Cette deuxième édition n 'est pas une simple réimpression de la 

p remière ; elle présente des changements et des additions que nous 

allons rapidement ind iquer pour le premier Volume. 

Tou t d 'abord, pour les Pr incipes de la Mécanique, nous avons 

adopté, dans ses grands traits, le mode d'exposition que le profes

seur Blondlot, de l 'Université de Nancy, a communiqué au Congrès 

de Philosophie de 1900. 

En Stat ique, nous avons commencé par établir les six condi

tions nécessaires d 'équil ibre que doivent remplir les forces exté

rieures appliquées à u n système quelconque, par une méthode ana

logue à celle qu 'on suit en Dynamique pour établir les théorèmes 

généraux des projections et des moments des quantités de mou

vement; nous en avons déduit , comme cas particuliers, les théo

rèmes relatifs à la Stat ique des solides, en mont ran t que, pour un 

corps solide l ibre , les six condit ions nécessaires à l 'équilibre d 'un 

système quelconque sont en même temps suffisantes. Nous avons, 

à la suite de l 'équilibre des fils, ajouté quelques pages sur l 'équi

libre de l 'élastique plane. Dans l 'établissement des équations gé

nérales d 'équil ibre déduites du théorème des déplacements virtuels, 

nous avons introdui t , d 'après le physicien Hertz, la distinction 

importante des systèmes en deux classes : les systèmes holonomes, 

pour lesquels toutes les liaisons peuvent être exprimées par des rela

tions en termes finis entre les coordonnées, et les systèmes non 

holonomes, comme le cerceau ou la bicyclette, pour lesquels cer

taines liaisons sont exprimées par des relations différentielles 
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VlIJ PRÉFACE DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 

Paris, le 3 février 1902. 

non integrables. Enfin nous avons consacré un paragraphe en 

t ièrement nouveau à l 'é tude des condi t ions d 'équil ibre d 'un sys

tème pour lequel certaines liaisons sont unilatérales : les systèmes 

de cette nature se p résen ten t f réquemment en Mécanique ra t ion

nelle, par exemple toutes les fois que certaines liaisons se t rouvent 

réalisées à l 'aide de fils; ils semblent se présenter également dans 

certains équilibres phys ico-ch imiques . 

En Dynamique , nous avons perfect ionné l 'exposé du mouvement 

vertical d 'un projectile pesant dans l 'air , et nous avons développé, 

u n peu plus que dans la première édi t ion, les pr incipes de la gra

vitation universelle. Enfin, nous avons incorporé au premier V o 

lume la Dynamique analyt ique du point , de façon à réun i r dans 

un même Ouvrage tou t ce qui se rappor te à la Dynamique du point 

matériel . 

Comme dans la première édit ion, nous avons consacré le p r e 

mier Chapitre à la théorie des vecteurs , fondée sur la not ion du 

moment linéaire de Cauchy. U n e tnéor ie de ce genre serait évi

demment inut i le dans u n Tra i té de Stat ique seule, car elle ne 

ferait que répéter , avec d 'autres mots , les théorèmes relatifs à la 

réduct ion des forces appl iquées à u n corps solide ; mais elle est 

indispensable au commencement d 'un Tra i té en trois Volumes , 

pour éviter des répét i t ions fastidieuses à propos de toutes les g r a n 

deurs représentées par des vecteurs , comme les vi tesses, les r o t a 

t ions, les accélérat ions, les quant i tés de mouvemen t , les forces, 

les tourbi l lons . 

Je t iens , en t e rminan t , à expr imer tous mes remerc îments à 

M. Guichard et à M. Dauthevi l le , qu i m 'on t r endu le grand service 

de revoir les épreuves, l 'un de la première , l 'autre de la deuxième 

édition, et qui , par leurs excellentes cr i t iques, ont contr ibué à 

améliorer la rédaction sur un grand n o m b r e de poin ts . 
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PRÉFACE 

DE LA TROISIÈME ÉDITION. 

En dehors des améliorations de détail apportées à la rédac
tion et des indications bibliographiques nouvelles, nous avons 
présenté, dans le premier Chapitre, la théorie des vecteurs, 
sous une forme entièrement renouvelée, dont le point de dé 
part est dans ce fait, que l'on rencontre, dans les applications, 
trois catégories de vecteurs. La première catégorie comprend 
des vecteurs qui sont définis en grandeur, direction et sens, 
mais dont le point d'application peut être pris arbitrairement 
dans l'espace : tels sont les vecteurs qui représentent des axes 
de couples appliqués à un solide; nous appelons les vecteurs 
de cette catégorie vecteurs non localisés (unlocalised), sui
vant l'expression employée par M. Love dans sa Theorelical 

mechanics, ou encore vecteurs libres. Dans la deuxième 
catégorie figurent des vecteurs définis en grandeur, direction 
et sens, pouvant glisser arbitrairement sur la droite qui les 
porte : tels sont les vecteurs qui représentent des forces ap
pliquées à un solide; nous les appelons vecteurs localisés 

sur une droite ou vecteurs glissants. Enfin, dans la troisième 
catégorie, figurent les vecteurs qui ont un point d'application 
déterminé, comme les vecteurs représentant les vitesses de 
points mobiles ou les forces d'un champ; ces vecteurs sont 
localisés en un point ou liés à leur point d'application. Nous 
avons, en outre, introduit la distinction, si importante en 
Physique, entre les vecteurs axiaux et les vecteurs polaires. 
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X PRÉFACE DE LA TROISIÈME ÉDITION. 

Comme exercice sur le mouvement d'un point, nous avons 
étudié les cas les plus simples du mouvement d'une particule 
électrisée, soumise à l'action d'un champ électrique et d'un 
champ magnétique superposés. Ce problème a conduit 
M. Poincaré, M. Cari Stôrmer et M. Fortin {Comptes 

vendus, t. CXXXVIII, 1 9 0 4 ) à des recherches mathéma
tiques intéressantes, inspirées par les expériences de M. Bir-
keland et de M. Villard, et par les idées de M. Birkeland et 
de M. Arrhénius sur l'origine des aurores polaires. 

Paris, le 16 mai 1909 . 

P A U L A P P E L L . 
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TRAITÉ 

DE 

MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

STATIQUE. - DYNAMIQUE DU POINT. 

INTRODUCTION. 

Parmi les Sciences mathématiques, la première est la Science 

du Calcul, qui repose sur la seule notion de nombre et à laquelle 

on s'efforce de ramener toutes les autres. Vient ensuite la Géo

métrie, qui fait intervenir une notion nouvelle, celle d'espace : 

en Géométr ie , on considère des points qui décrivent des lignes, 

des lignes qui décrivent des surfaces, etc. ; mais on ne s'occupe 

en aucune manière du temps dans lequel s'effectuent ces mouve

ments. Si l 'on fait in tervenir cette notion de temps, on obtient 

une science plus complexe, la Cinématique, qui étudie les p r o 

priétés géométriques des mouvements dans leurs rapports avec 

le temps, sans se demander quelles sont les causes physiques de 

ces mouvements . C'est cette question que l 'on se pose en Méca

nique ; il faut cependant observer qu'il est impossible de décou

vrir les véritables causes des phénomènes physiques, et qu 'on se 

contente de substi tuer aux causes réelles qui produisent les phé -
A. — I. i 
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a INTRODUCTION. 

nomènes d 'autres causes fictives, appelées forces, capables de 

produire les mêmes effets. 

La Mécanique a pour objet de résoudre les deux problèmes su i 

vants : 

i° Trouver le mouvemen t que prend u n système de corps sous 

l 'action de forces données ; 

2° Trouver les forces capables d ' impr imer à u n système de 

corps un mouvemen t donné . 

Avant d 'aborder la Mécanique, nous exposerons la théorie des 

grandeurs géométriques, ou vecteurs, suivie de not ions é lémen

taires de Cinématique. 
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P R E M I È R E P A R T I E . 

NOTIONS P R É L I M I N A I R E S . 

CHAPITRE I. 

THÉORIE DES VECTEURS. 

Les théories géométriques exposées dans ce Chapi t re sont d u e s 
principalement à Poinsot , Chasles et Möbius ; elles t rouvent l e u r 
application dans plusieurs questions importantes de Géomét r i e , d e 
Cinématique, de Mécanique et de Physique : ainsi , on r e p r é s e n t e 
par des vecteurs les vitesses, les accélérations, les ro ta t ions , les 
forces, les tourbillons en Hydrodynamique , e tc . 

I. — DÉFINITIONS. 

1. Grandeurs géométriques, ou vecteurs. — U n e g r a n d e u r 
géométr ique , ou vecteur, est une droite limitée A ( B ( (fig- i)> 
ayant une origine A, et une extrémité B , . 

' Si l 'on prolonge indéfiniment, dans les deux sens, la droite At B ( , 
on obtient une droite indéfinie D , appelée la droite qui porte le 
vecteur ou le support du vecteur. Un vecteur est o rd ina i r emen t 
défini par les éléments suivants : i u son origine ou point d'appli
cation A t ; 2 ° sa direction, qui est celle de la droite indéfinie A, B | ; 
3° son sens, qui est celui du mouvement d'un mobile allant d e 
l 'origine A, vers l 'extrémité B ( , et qu 'on indique par une flèche 
placée à l ' ex t rémi té ; 4° sa grandeur P ( , qui est la longueur A , B , . 

Analyl iquement , on définit un vecteur par les coo rdonnées 
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4 PREMIÈRE PARTIE. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Fig. i . 

D, 

X 

suivant les conventions ordinaires de la Géométrie analyt ique. 

Ces projections sont évidemment 

Xi = x'1 — x 1 , Y i = y , — . T i , Zt = z't — z,. 

Nous désignerons habi tuel lement un vecleur par une seule 
lettre P { , représentant sa longueur ou grandeur, et placée à 
l 'extrémité. Pour éviter, dans l 'écriture, toute confusion avec les 
lettres désignant des nombres , ou désigne souvent un vecteur A t B t 

v ->-
ou P ( par les notations ( A , B , ) ou ( P , ), ou A, B, ou Pt* 

Deux vecteurs sont dits équipollents quand ils sont égaux, 
parallèles et de même sens. 

Deux vecteurs sont dits égaux et opposés quand ils sont égaux, 
parallèles et de sens contraires . 

2 . Diverses catégories de vecteurs . — Suivant la nature des 
grandeurs physiques ou mécaniques représentées par des vecteurs , 
ceux-ci peuvent être divisés en trois catégories : 

i° Il peut se faire d 'abord que deux vecteurs équipollents r e p r é 
sentent l 'un et l 'autre la même grandeur physique ou mécanique . 
C'est ce qui a lieu, par exemple, pour les vecteurs représentant 
des axes de couples, comme nous le verrons plus loin. Quand il en 
est ainsi, nous dirons que les vecteurs ne sont pas localisés ou 
encore qu'ils sont libres. 

2 ° Il peut arriver, en second lieu, que la même grandeur phy
sique soit représentée par deux vecteurs équipollents A, B ( e t 

(x,,y,, z,) et (x\,y\, z\) de l 'origine et de l 'extrémité par r a p 
por t à trois axes coordonnés , ou encore par les coordonnées 

z,) de l 'origine et les projections ( X ^ Y f , Z , ) du seg
ment A 1 B , sur les trois axes, ces projections ayant des signes, 
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CHAPITRE I. — THÉORIE DES VECTEURS. 5 

forces appliquées à un corps solide. On dit alors que chacun des 
vecteurs considérés est localisé sur une droite, ou qu'il est 
glissant sur une droi te . 

3° Enfin, il peut arriver que la grandeur physique représentée 
soit telle que deux vecteurs distincts représentent deux grandeurs 
physiques dist inctes, c'est-à-dire qu 'un vecteur ne puisse pas être 
séparé de son point d'application. On dit alors que chaque vec
teur est localisé en un point ou est lié à un poin t ; c'est ce qui a 
l ieu, par exemple, pour le vecteur qui figure, à un instant donné , 
la vitesse d'un point mobile : nous verrons en effet que ce vec
teur est lié au point. 

Nous allons examiner successivement ces trois espèces de vec
t eu r s et les caractériser par des nombres qui seront, en quelque 
sorte, leurs coordonnées. 

II. — VECTEURS LIBRES; LES TROIS COORDONNÉES 
D'UN VECTEUR LIBRE. 

3 . Les trois coordonnées d'un vecteur libre. — Soient trois 
axes Oxyz (fig- 1 ) , ' appelons X , , Y ( , Z ( les valeurs algébriques 

des projections d 'un vecteur A ( B, sur les trois axes, la projection 
sur chaque axe étant faite parallèlement au plan des deux autres. 
Comme deux yecteurs équipollenls on t , évidemment, les mêmes 
projections, et que deux vecteurs ayant les mêmes projections 
sont équipollenls , un vecteur libre est caractérisé par trois 
nombres X«, Y ( , Z, qui sont ses coordonnées. 

Deux vecteurs P , et P 2 de projections X , , Y , , Z , et X 2 , Y 2 , Z 2 

A a B a , à condit ion qu' i ls soient portés par la même droite (fig. 2) , 
tandis que deux vecteurs équipolleuts, portés par deux droites 
différentes, représentent des grandeurs physiques différentes. C'est 
ce qui a lieu, par exemple, pour les vecteurs qui représentent des 

Kig. 2. 
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6 PREMIÈRE PARTIE . NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

sont équipollents quand on a 

X i = X 2 ) Yt = Y2> ^ i — Z 2 ; 

ils sont égaux et opposés quand on a 

Xi = — X s , Yi = — Y», Z[ = — Z , ; 

ils sont parallèles quand leurs projections sont proport ionnel les , 

X , = Y , = Z, 

X î Y 2 Z 2 

Cas des axes rectangulaires. Cosinus des angles d'un vec

teur avec les axes. — Appelons a , , y, les cosinus des angles 

que fait un vecteur A ( B , , de grandeur P , , avec les axes Ox, Oy, 

Oz supposés rectangulaires. On a évidemment, en projetant sur 

les axes, 

(2) X i = P i * i , Y i = P i P i , Z , = P , y , . 

En outre , 
P , = y/Xf -+- Y f H - Z f . 

Produit géométrique ou intérieur de deux vecteurs; leur 
angle. — Soient P , et P 2 deux vecteurs ; leur produit géométrique 
ou intérieur (d 'après Grassmann) est le nombre 

P ! P 2 c o s ( P , P 2 ) 

obtenu en mul t ip l iant le produi t des grandeurs des vecteurs par 

le cosinus de leur angl,e. Dans ce produi t , les deux premiers fac

teurs sont posi t i fs ; le t rois ième, cos (Pj P 2 ) , eslpositif, négatif ou. 
nul, suivant que l 'angle des deux vecteurs est aigu, obtus ou 

droit. 

Supposons les axes rectangulaires et appelons X i , Y ( , Z , , 

X 2 , Y 2 , Z 2 les project ions des deux vecteurs , a , , p , , y , , a 2 , J32, y 2 

les cosinus de leurs angles respectifs avec les axes. On a 

c o s ( P j P j ) = a ( a 2-r- $t$t-h Y . y j , 

X X 9 

ou, en remplaçan t a.t, a 2 , . . . par leurs valeurs , ^ , cal

culées p récédemment , 
( 3 ) P , P 2 cos(Pi P 2 ) = X ! X s -+- Yi Y 2 - t - Zj Z , , 
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CHAPITRE I. — THÉORIE DES V E C T E U R S . 7 

formule qui donne l 'expression analytique du produi t géométr ique 
des deux vecteurs et qui pe rme t de calculer le cosinus de leur 
angle. 

Condition de perpendicularité de deux vecteurs. — P o u r 
que les vecteurs soient perpendiculaires, il faut et il suffit que 
c o s ( P l P î ) soit nu l : on a ainsi, les axes étant rectangulaires, la 
condition 

( 4 ) X , X , - t - Y , Y , + Z i Z , = o. 

4. Somme géométrique d'un nombre quelconque de vecteurs 
libres. — Soien t (fig. 3 ) P ( , P 2 , P„ les vecteurs donnés . 

Fig. 3. 

Prenons un poin t quelconque À et, à par t i r de ce point , portons 
bout à bou t des vecteurs équipollents aux vecteurs donnés : A G t 

equipollent à P , , puis C | C 2 equipollent à P 2 , puis C 2 C 3 e q u i p o l 
lent à P 3 , ; enfin, C « _ i C n equipollent à P„. Le vecteur A C n , 

fermant le contour ainsi obtenu, est la somme géométrique R des 
vecteurs proposés : ces vecteurs sont les composants. 

Il est facile de vérifier que la somme géométrique est indépen
dante de l 'ordre dans lequel on prend les vecteurs composants . 
Nous écrirons 

R " = P , - r - p t - r - . . . - r - p t ou , R ) = ( P . ) - l - ( P , ) - + - . . . - I - ( P » ) 

pour expr imer que le vecteur R est Ja somme géométrique des 

vecteurs d o n n é s . 

Projections de la somme géométrique. — Soient X ( , Y 1 ? Z , , 

X 2 , Y 2 , Z 2 , X„ , Y„ , Z„ les projections des vecteurs P , , 

P 2 ) . . . , P„ ; X , Y , Z celles de leur somme géométrique R. D'après 
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8 PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Fig. 4. 

P, A 
quement à P 2 , donne P,. Menons, par un point A, deux vecteurs A C 4 

et A C 2 équipollents aux vecteurs donnés ; le vecteur Q équipollent 

à C 2 G ( est le vecteur cherché, car 

P, = P 1 - i - Q ; 
on écrit aussi 

Q = P , - P 

Projections de la différence géométrique. — Soient X , Y, Z 
les projections de la différence géométrique Q des deux vec
teurs P< et P 2 , de projections X ( , Y ) ( Z( et X 2 , Y 2 , Z 2 . On a 
évidemment 

X = X i — X j , Y = Y, — Y 2 , Z = Zi — Z j . 

III. — VECTEURS GLISSANTS; LES CINQ COORDONNÉES 
D'UN VECTEUR GLISSANT. 

6 . Remarques générales. — Soit un vecteur A ( B( de grandeur P , 

appliqué au point A'( ; par hypothèse, si l'on fait glisser ce vecteur 

le théorème des projections, la projection du vecteur R = ACn, 
sur un axe quelconque , est égale à la somme des projections des 
côtés successifs du contour A C ( C 2 . . . C n , c'est-à-dire des vecteurs 
composants ; on a donc 

, x = x 1 + x 1 + . . . + x „ , 

# R Y = Y 1 - r - Y J - K . . + Y„ , 

I z = z 1 + z , + . . . + z« . 

Somme géométrique nulle. — Si le point C„ coïncide avec A , 
la somme R est nu l le ; pour qu'i l en soit ainsi , il faut et il suffit 
que X , Y, Z soient nuls. 

5 . Différence géométrique. — La différence géométrique de deux 

vecteurs Pt et P 2 (fig. 4) e s t u n vecteur Q qui, ajouté géométr i -
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CHAPITRE I . — THÉORIE DES VECTEURS. 9 

exemple; un mobile M, décrivant une courbe quelconque C dans 
l 'espace, tourne autour de l'axe dans le sens positif quand un 
observateur, ayant les pieds en z' et la tête en z, voit le mobile 
tourner de sa gauche vers sa droite; dans le cas contraire , le 
mobile tourne dans le sens négatif. 

Par exemple, considérons deux vecteurs A, P , et B P 2 {fig. 7 ) ; 
supposons qu 'un mobile parcourant A, P , tourne autour de B P â 

pris comme axe, dans un certain sens, la figure montre que réc i 
proquement un mobile parcourant B P 2 tourne autour de A, P , 
dans le même sens. 

Orientation du tri'edre des axes. — Nous supposerons que le 
trièdre des coordonnées {fig. 1) est orienté de telle façon qu 'un 
observateur debout suivant Oz, les pieds en O et la tête en z et 
regardant dans l'angle xOy, voie Ox à sa gauche et Oy à sa droi te . 

Remarque. — Si l'on adoptait un autre sens de rotation posi-

le long de la droi te D ( qui le por te , il cont inue à représenter la 
même grandeur physique. Lorsqu 'un vecteur glisse ainsi le long 
de la droite D ( qui le porte , il reste equipollent à lui -même et , par 
suite, sa projection sur un axe quelconque ne change pas, mais 
d 'autres éléments géométr iques dépendant du vecteur restent 
invariables. 

Pour définir ces éléments, nous ferons d'abord u n e convention 

sur le sens positif des rotat ions. 

7 . Sens positif de la rotation autour d'un axe. — Soit un axe A 

{Jig. 5) sur lequel on a choisi un sens positif, de z' vers z par 

Fig. 5. 
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IO PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

live, il suffirait d 'adopter la disposition inverse des axes pour que 
les formules res ten t les mêmes. 

8 . Théorie des moments . — i° Moment vectoriel ou linéaire 
par rapport à un point. — Le moment linéaire d'un vecteur P , 
pa r rappor t à un point B {fig. 6 ) est un vecteur B G ( , d 'or i -

Fig. 6. 

Ai 

gine B , ayant : i° une longueur égale au produi t P , 8 de P ( pa r 
sa distance 8 au point B ; 2° une direction perpendiculaire au 
plan B A | P | ; 3° un sens tel qu 'un mobile parcourant A , P t , de A ( 

vers P ( , tourne au tour de B G | dans le sens positif. La grandeur 
de ce moment est égale au double de l'aire du triangle B A i P i . : 
elle est nulle quand P, ou 8 sont nuls . L e moment ne change pas 
quand on t ranspor te le vecteur P , en un point de sa direction ou 
quand on déplace le point B s u r une parallèle à ce vecteur. 

2° Moment par rapport à un axe. —• Le moment d 'un vec
teur P , par r appor t à un axe A {fig. 7 ) , sur lequel on a choisi un 
sens positif, est égal à i a valeur algébrique de la projection sur cet 
axe du momen t de P ( par r appor t à un point pris sur l 'axe. 

Pour justifier cette définition, il faut mon t r e r que la valeur 
qu'el le donne pour le moment de P ( , par r a p p o r t a l 'axe, est i ndé 
pendante du choix du point sur cet axe. Menons par un point B de 
l 'axe un plan LT perpendicula i re à l 'axe, et soient atpt la projection 
de A, P , sur ce p lan , BG| le moment de P, par rappor t à B, YigK sa 
project ion sur l 'axe A . L'angle des deux plans A , B P i , a , B/> f étant 
égal à celui de leurs perpendiculaires , on a 

2 airea1Bp1 = 2 aire A ^ P i c o s G i B ^ i , 

B i 7 = B G ^ C O S G T b ^ , . 

Comme le momen t B G ( est égal à 2 aire A . B P , , sa projec-
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CHAPITREE I . — THÉORIE DES VECTEURS. I l 

du point B : ce signe esl -+- ou — , suivant qu 'un mobile parcou
rant A, P | tourne autour de A dans le sens positif ou le sens 
négatif. 

On conclut de là diverses expressions du moment d 'un vec
teur P f par rappor t à un axe. 

Appelons S la plus courte distance du vecteur à l 'axe et 9 l 'angle 
du vecteur avec l 'axe; 8 se projet te en vraie grandeur sur le plan II, 
p, est égal à P, s iu9, et le m o m e n t 3JI- est 

DÎLi = ± / > , 8 = ± P , S s i n 6 , 

où il faut prendre le signe -+- ou le signe — suivant qu 'un mobile 
parcourant le vecteur A t P | tourne au tour de l'axe A dans le sens 
positif ou Je sens négatif. 

Prenons sur l^axe A dans le sens positif un segment B P 2 de lon
gueur P 2 , et désignons par v o l ( P ( , P 2 ) le volume du té t raèdre 
ayant A | P» et B P 2 comme arêtes opposées, ce volume étant pr i s 
posit ivement ou négativement, suivant qu 'un mobile parcourant 
l 'un des vecteurs P) ou P 2 , de l 'origine vers l 'extrémité, tourne 
autour de l 'autre, dans le sens positif ou le sens négatif. Le m o 
ment de P ( par r appor t à l 'axe A est alors 

™ 6 v o l ( P „ P , ) 
3iLt= p -

tion Bgi esl aussi égal^ en valeur absolue à 2 aire OVBjP,, expres
sion évidemment indépendante du choix du point B sur l'axe A. 
Le signe de celle projection bg, est aussi indépendant du choix 
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En effet, l'égalité a lieu en s igne; elle' lien aussi en valeur 

absolue, car le volume du tétraèdre cons idéra ne change pas quand 

on fait glisser les sommets A | et P, jusqu 'en at et p,, ce qui 

donne un nouveau tétraèdre dont le volume V est le tiers du pro

duit de P 2 par l 'aire atBpt; la valeur absolue du moment 

2 a i r e a ( B / ? i est donc égale à 6 V divisé par P 2 . 

Remarque. — Prenant le moment JTO, sous la forme zb P, S sin 8, 

on voit qu'il est nu l quand l'un des trois facteurs est nul, c 'est-

à-dire quand le vecteur est nul ou quand il est dans un même 
plaft-avec l'axe. 

9 . Expressions analytiques des moments d'un vecteur par r appo r t 

aux axes de coordonnées. — Soit {Jig. i ) un vecteur P ( d 'origine A ( 

et d 'extrémité B ( ; appelons x u yt, z, les coordonnées du point 

d'application A 1 ? et X ( , Y ) , Z 4 les projections du vecteur sur-les 

axes Ox, Oy, O z . Le moment N, du vecteur par rapport à 

l'axe Oz est le double de l'aire de la projection du triangle OA, B , 

sur le plan xOy, cette aire é tant affectée d 'un signe suivant les 

conventions précédentes . Or l 'un des sommets du triangle projeté 

est en O , les deux autres ont pour coordonnées dans le plan xOy : 

P r o j e c t i o n d e At.... a?i yx 

Projec t ion de B j a ? 4 - l - X i yt-i-^t 

D'après une formule élémentaire donnan t l 'aire d 'un tr iangle 

dont un sommet est à l 'origine, on a donc , en grandeur et en 

signe, 

N i = a ? i ( / i + ï i ) - / l ( ï i + X i ) = a ! i Y i - / i X l . 

On a de même, pour les moments L , ^ t M| du vecteur par 

rappor t à Ox et Oy, 

L i = ^ > Z i — * , Y , ; M: = ZtXt— a? ,Z, . 

Calcul du moment linéaire. — Le moment O G t du vecteur P ( 

par rappor t à l 'origine O est un vecteur ayant pour projections 

sur les trois axes les quant i tés L ( , M ( , N , , d 'après la définition 

même du moment par rappor t à un axe . . 
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Changement d'origine. — Si l'on prend tout autre point O ' de 

coordonnées x', y1, z', les coordonnées du point A, par rapport 

à de nouveaux axes, parallèles aux premiers , ayant pour origine 

le point O ' , sont x, — x',y, —y', z, —z'. Les projections du 

vecteur sur ces axes restent X , , Y , , Z, ; ses moments , par rapport 

aux nouveaux axes, deviennent 

M ' , = ( s , — z')Xt — (xi — x')1\, 

N', = ( * , - a O Y i — < r i - . r ' ) X i . 

expressions obtenues en remplaçant , dans L t , M ( , N i , xt, yt, z, 
par x,—x',y, —y1, z,—z'. Le moment O ' G ' , du même vecteur 

par rapport à O ' est un vecteur avant pour projections L't M\ NJ. 

O n peut écrire aussi, d 'après les valeurs de L | , M ( , N ( , 

L', = L , _ ( / Z , - * ' ¥ , ) , 

M ' , = M t — ( V X , — x'Zt), 

N', = N , — (x'Yi-y'X,). 

1 0 . Les cinq coordonnées d'un vecteur localisé sur une droite. — 
Les six quantités X t , Y | , Z , , L , , M), Nt vérifient l ' identité 

L, X ( -J-M, Y ( - l -N, Z ( = o qui exprime que le moment linéaire O G ( 

est perpendiculaire au vecteur A , B | . Réciproquement , soient six 

quantités arbitraires X , , Y | , Z , , L,, M , , Ni, dont les trois premières 

ne sont pas toutes nulles et qui vérifient l ' identité 

L i X , - t - M 1 Y 1 - + - N , Z , = o ; 

les équations 

Lt = yZ, — zY„ M , = ^ X , — xZu . N, = xY, — yX„ 

où x, y, z désignent des coordonnées courantes, représentent une 

droite D , car, en vertu de l ' identité admise, elles se réduisent à 

deux. Soit A t un point arbitraire pris sur celte droi te ; le vec

teur P ( , d 'origine A ( et de projections X , , Y , , Z , , est dirigé sui

vant la droite D et a pour moments , par rapport aux axes, L ( , 

M , , N , . Les six quanti tés X , , Y , , Z , , L , , M ( , N ( sont les coor

d o n n é e s du vecteur glissant P ( , d 'après Plùcker. Sur ces six quan

tités, cinq peuvent être 'prises arbitrairement. 
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6 v o l ( P , , P , ) = -

Xi yi zi 1 

a ? i - r - X | r i - t - Y i - « î H - Z , 1 

xt yt z-2 1 
xt -+- X 2 JK 2 -t- Y 2 z 2 - 1 - Z 2 1 

d é v e l o p p a n t , après avo ir r e t r a n c h é la p r e m i è r e l i g n e d e la d e u x i è m e e t la 
t r o i s i è m e de la q u a t r i è m e , on a 

6 v o l ( P i , P j ) = L , X S - H M , Y 2 - r - N I Z 2 - r - L 2 X I - r - M ï Y , - l - N 2 Z I , 

ou e n c o r e , si l 'on r e m a r q u e les i d e n t i t é s L! X i • 
L 2 X 2 -+- M 2 Y , -1- N 2 Z , = o , 

• M , Y ) - r - N i Z t = o , 

6 v o l ( P , . P 2 ) = ( L , · 

( M , -

• L S ) ( X , + X 2 ) 

• M , ) ( Y i - r - Y , ) - • ( N . - r - N O f Z j - t - Z , ) . 

1 2 . Expression analytique du moment par rapport à un axe quel
conque. — S o i t un a x e A ( fig. 8 ) sur l eque l on a pris c o m m e sens pos i t i f le 

Pig. 8. 

0", 

s e n s O'O", a l lant du point 0 ' de c o o r d o n n é e s (a?', y',z') à un p o i n t O" de 

c o o r d o n n é e s (x",y", z"). L e s projec t ions X 2 , Y 2 , Z s du v e c t e u r O'O". qui 

va j o u e r le rô le de P 2 , e t l es quant i t é s L 2 , Mj , N 2 r e la t ives à c e v e c t e u r 

s o n t r e s p e c t i v e m e n t 

x"—x', y" —y', z"—z; /z'—z'y", z'x'—x'z", x'f — y'.r?. 

H. Moment relatif de deux vecteurs P, et P 2 . —- On n o m m e ainsi la 
quant i t é 6 v o l ( P | , P2) définie p r é c é d e m m e n t (fig. 7 ) . L 'express ion a l g é 
b r i q u e de c e t t e q u a n t i t é s 'obt i ent i m m é d i a t e m e n t d'après la formule é l é 
m e n t a i r e d e la G é o m é t r i e a n a l y t i q u e qui d o n n e l e v o l u m e d'un t é t raèdre 
en fonct ion des c o o r d o n n é e s de ses s o m m e t s . A p p e l o n s Xi,yt, Z\ les c o o r 
d o n n é e s du p o i n t A i ; X i , Y ] , Zt les p r o j e c t i o n s de Pi sur les trois a x e s , e t 
L t , M i , Nj ses m o m e n t s par rapport a u x trois a x e s ; a p p e l o n s , de m ê m e , 
a? 2, y%, Zi l es c o o r d o n n é e s de B ; X 2 , Y 2 , Zg^les p r o j e c t i o n s de P 2 , e t L 2 , 
M 2 , N 2 ses m o m e n t s . O n aura, e n g r a n d e u r e t e n s i g n e , en s u p p o s a n t l es 
a x e s Ox, Oy, Oz r e c t a n g u l a i r e s e t o r i e n t é s de façon qu 'une r o t a t i o n de 
90° d a n s le sens pos i t i f a u t o u r de Oz a m è n e Ox sur Oy, 
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CHAPITRE I. — THÉORIE DES VECTEURS. l 5 

Le moment 3TLi du vecteur P | par rapport à l'axe A étant égal à 
6 vol(Pi , P,), divisé par P , , on a 

^ 2 1 -i- . / ( £ — a?" ) 2 - H ' - ) i - ! - ( « ' — S 1 )» 7^ 

Cette expression générale donne, comme vérification, les valeurs du 
moment de P 4 par rapport aux trois axes coordonnés. Pour l'axe Oz, par 
exemple, il suffit de supposer x, y ' , z', x't y " nuls et z" = i . On trouve 
alors pour moment N i . De même, pour les axes Ox et Oy, on trouverait 
L, et M t . 

13. Vecteurs glissants concourants ; leur résultante. — Soient P , , 
P 2 , P„ des vecteurs glissants portés par des droites qui 

concourent en un point A. On peut t ransporter chacun de ces 
vecteurs le long de la droite qui le porte , de façon à appl iquer les 
vecteurs au point A lui-même, comme dans la figure 9 . Oniappel le 

Fig- 9· 

alors résultante des vecteurs considérés un vecteur R équipollent 

à leur somme géométr ique, appliqué au point A, ou l'un quelconque 
—>• 

des vecteurs déduits de R par glissement. Dans la figure 9 , cette 
résultante a été construi te en partant de A et por tant bout à bou t 
des vecteurs A P 4 , P 4 Q 2 , Qn_(Q« équipollents aux vecteurs 
donnés ; la résul tante R est A Q „ . 

Projections Je la résultante R. — N o u s avons déjà d i t ( n ° 4) 
que les projections X , Y, Z de R, sur les trois axes, sont égales 
respectivement aux sommes des projections des composantes 

X = X , + X , - l - , . . + X „ Y = 2 Y * , Z = S Z * . 
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Moments de la résultante par rapport aux trois axes. — 
Désignons par x, y, z les coordonnées dm point A. Les moments 
du vecteur P*(X*, Y*, Z*) par rappor t aux axes sont 

Lk = yZ/c— zY/c, M/c= zXic— xlk, N t = a r Y 4 - / X i ; 

les moments de la résul tante par rapport aux mêmes axes sont 

h=yZ — zY, M = zX — xZ, N = xY —yX. 

D'après les valeurs ci-dessus de X , Y, Z, on a évidemment 

L = Lt-t- L J - H . . . - t - L„ , M = ï M * , N = S N * . 

En résumé, les six coordonnées X , Y, Z, L, M, N de la résul
tante sont respectivement les sommes des coordonnées corres
pondantes des composantes. 

Gomme on peut prendre lel axe qu 'on veut pour axe coor
donné , on voit que la projection de la résultante de plusieurs 
vecteurs concourants sur un axe est égale à la somme des pro
jections des vecteurs sur cet axe; le moment de la résultante 
par rapport à un axe est égal à la somme des moments des 
vecteurs par rapport au même axe. (Ce dernier théorème est dû 
à Var ignon.) 

On en conclut que le moment, par rapport à un point O , de la 
résultante de plusieurs vecteurs concourants est la somme 
géométrique des moments des vecteurs composants. En effet, le 
po in t O étant pris pour origine, L, M, N sont les projections sur 
les trois axes du moment O G de la résultante par rappor t à ce 
po in t ; L*, M*, les projections du moment OG* du vecteur P* 
par rapport au même point O ; les équations précédentes expr iment 

précisément que O G est la somme géométrique de O G ( , O G 2 , . . . , 

ÔGH. 

Remarque. — Etant donné un vecteur AP, on peut vouloir le 
décomposer en d 'autres vecteurs ayant A pour origine, c'est-à-dire 
trouver des vecteurs qui , composés ensemble, donnent A P . . 

Par exemple, on peut toujours, à l 'aide d'un parallélogramme, 
décomposer A P en deux vecteurs dirigés suivant deux directions 
données AB, AC, dont le plan contient A P . 
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Fig. 10. 

ment résultant O G (fig. 1 0 ) change, à moins qu 'on ne déplace O 
sur la droite OR. 

Prenons pour origine le point O , appelons Xk, y k i z/t lés coor
données du point A*; X*, Y*, Z* les projections du vecteur P* ; 
L*, M*, ses moments par rappor t aux trois axes supposés r ec 
tangulaires. Soient , d 'autre part , X , Y, Z les projections de la 
résultante générale O R ; L, M, N celles du moment résultant O G 
.relatif au point O. On a, en désignant par S une somme étendue 

De même, on peut toujours, à l'aide d'un parallélépipède, 

décomposer A P en trois vecteurs dirigés suivant trois directions 

données AB, AC, AD formant un trièdre. 

14. Système de vecteurs quelconques. Résultante générale et 
moment résultant. — Étant donnés des vecteurs glissants quel
conques P ( , P 2 , . . . , P„, appliqués en des points A t , A 2 , . . . , A„, 
on choisit un point arbitraire O de l'espace, et l 'on appelle : 

i° Résultante générale, la somme géométrique O R de vec

teurs OP ' ( , O P j , . . . , O P / , , ayant O pour origine, égaux et paral 

lèles aux vecteurs donnés ; 

2 0 Moment résultant par rappor t au point O , la somme géomé

trique O G des moments O G ( , O G 2 , . . . , O G „ des vecteurs donnés 

par rappor t à ce point . 

Si l'on fait varier la position du point O dans l 'espace, la ré
sultante générale O R reste la même en grandeur et direction 
d'après la façon même dont elle est définie; au contraire, le mo-
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à tous les vecteurs considérés, 

( R ) X = 2 X * , Y = 2 Y * , Z = 2 Z a , 

( G ) L = S L * , M = ï M j , N = 2 N A . 

Soient a;', jy', s ' les coordonnées d 'un autre point O ' ; nous 
avons vu (n° 9 ) que le moment résul tant O 'G^ d 'un vecteur tel 
que Pi, par r appor t a l i point O ' , a pour projections 

t I 4 = L * - C r ' Z i - * ' Y * ) , M ' * = M * - ( V X * - a r ' Z t ) , 
A ) ( N ^ l N ^ - C ^ Y i - y X * ) . 

D o n c , en appelant X ' , Y', Z' et L', M', N' les projections de O ' R ' 
e t d e O ' G ' 

( R ) X ' = 2 X * = X , Y ' = Y , Z ' = Z ; 

( G ' ) L ' = 2 L Ì = L — ( y Z - V Y ) , M'=M— ( a 'X—x 'Z) , N ' = N — ( « ' Y — / X ) . 

Avec ces formules, on peut calculer R' et G' pour tous les points O ' 
de l 'espace, dès qu 'on les connaît pour un point O . Elles montrent 
que le moment résultant O 'G ' , par rapport au point O', est la 
somme géométrique du moment résultant par rapport au 
point O et du moment, par rapport à O ' , de la résultante gé
nérale O R relative au point O . 

15. Variat ion de la résultante générale et du moment résul tant ; 
invar iants ; axe central . — Supposons d'abord la résultante géné
rale différente de zéro : le moment résul tant G' est alors différent 
de G, à moins que O ' ne soit situé sur OR. Mais la projection du 
moment résul tant sur la direction de la résul tante générale est 
constante. On a, en effet, 

R ' ,G' c o s ì y ì ^ L ' X ' - H M ' Y ' - h N ' Z ' , 

expression dont le second membre est, d 'après les valeurs d e X ' , 
Y ' , Z' , L', M', N', égal à L X + MY + NZ, c'est-à-dire constant; 
et, comme R' est constant , on a 

G' c o s I V G ^ c o n s t . = G c o s f è , 

ce qui démont re le théorème. 
D'après cela, quelles que soient l 'origine des coordonnées et 
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les directions des axes rectangulaires, les quanti tés 

1 9 

X ' - r - Y s - t - Z * , LX •+- MY -+- NZ 

conservent des valeurs invariables ; on peut les appeler des in
variants du système de vecteurs. 

D'après la définition du produit géométrique de deux vecteurs 
(n° 3 ) , on peut d ire que l ' invariant L X + M l -f- NZ est le produit 
géométrique de la résuliante générale et du moment résultant 
pour un point quelconque de l 'espace. Nous donnons plus loin 
(n° 21) une autre signification géométr ique remarquable de cet 
invariant. 

La résul tante générale étant toujours supposée différente de 
zéro, on peut choisir le point 0'(x', y1, z'), de façon que le mo
ment résultant O'G/ soit dirigé suivant la même droi te que la r é 
sultante générale O 'R ' . Il faut et il suffit pour cela que L' , M', N ' 
soient proport ionnels à X , Y, Z, . 

L — (y'Z — z ' Y ) _ M — (z'X — x'Z) _ N — (.r'Y — y ' X ) 
( X _ Y — L 

Ces équations linéaires en x', y , z1 donnent , comme lieu de O', 
une droite j^f D ' D parallèle à la direction de la résultante générale 
qu'on nomme axe central (Jig. 1 1 ) . En un point O ' de cet axe, la 

Fig. j i . 

l» 

o-

•S 

résultante et le moment résultant sont dirigés suivant l 'axe, dans le 
même sens ou dans des sens contraires suivant que L X -+- MY -+- NZ 
est positif ou négatif. Le moment résultant g est alors mini
mum, car il coïncide avec sa projection sur la résultante générale. 
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E n p a r t i c u l i e r s i , R é t a n t d i f f é r e n t d e z é r o , l ' i n v a r i a n t 

LX + MY + NZ 

e s t n u l , l a p r o j e c t i o n d u m o m e n t r é s u l t a n t r e l a t i f à u n p o i n t 

q u e l c o n q u e , s u r la r é s u l t a n t e g é n é r a l e , e s t n u l l e ; c e m o m e n t e s t 

p e r p e n d i c u l a i r e à l a r é s u l t a n t e , e t l e m o m e n t minimum O ' g e s t 

nul. 

Remarque. — E n m u l t i p l i a n t l e s t e r m e s d e s r a p p o r t s ( i ) r e s 

p e c t i v e m e n t p a r X , Y , Z e t a j o u t a n t t e r m e s à t e r m e s , o n t r o u v e , 

p o u r l a v a l e u r c o m m u n e d e c e s r a p p o r t s , 

LX -+- MY -+- NZ _ G c o s r U Î 

v a l e u r q u i e s t n u l l e l o r s q u e l e m o m e n t m i n i m u m l ' e s t . 

Cas où la résultante générale est nulle. — L o r s q u e la r é s u l 

t a n t e g é n é r a l e e s t nulle, l e s f o r m u l e s m o n t r e n t q u e L ' , M ' , N ' 

s o n t é g a u x à L , M , N : l e m o m e n t r é s u l t a n t e s t a l o r s l e même 

pour tous les points de l'espace. 

L e s c o n s i d é r a t i o n s q u i c o n d u i s e n t à la n o t i o n d e l ' a x e c e n t r a l 

n ' o n t p l u s d e s e n s d a n s c e c a s . On c o n v i e n t d e p r e n d r e c o m m e 

a x e c e n t r a l u n e d r o i t e a r b i t r a i r e p a r a l l è l e a u m o m e n t r é s u l t a n t . 

16. S o m m e d e s m o m e n t s p a r r a p p o r t à u n a x e q u e l c o n q u e . D r o i t e s d e 

m o m e n t n u l . — S o i t u n a x e A j o i g n a n t d e u x po in t s 0'(x',y', z') e t 

0"(x", y", z".), le m o m e n t OÏL* du v e c t e u r P* , par r a p p o r t à cet a x e , e s t 

d o n n é par une formule p r é c é d e n t e ( n ° 1 2 ) . 

La s o m m e des m o m e n t s Oit A- de t o u s les v e c t e u r s par rappor t au m ê m e 

a x e e s t d o n c 

{pf—x') L + (y*—y") M - l - (z"—z') N + (y'z"—z'y") X - h {z'x"~ x'z") Y + (x'y"—y'x")Z 

x")*-h {y' —y" ) 4 _ t - ( · * ' — z")2 

On appe l le droites de moment nul l es dro i t e s A par rappor t a u x q u e l l e s 

la s o m m e des m o m e n t s des v e c t e u r s d o n n é s e s t n u l l e . Ces dro i t e s sont 

définies par l 'équat ion o b t e n u e e n é g a l a n t à z é r o l e n u m é r a t e u r d e 3TL ; 

c e t t e é q u a t i o n é tant l inéaire e t h o m o g è n e par rapport a u x s ix c o o r d o n 

n é e s x"—x',y—y,z"—z',yz" — z'y, z'x°—x'z",x'y—y'x" d e la 

droi te A d'après P l i i cker , les dro i t e s de m o m e n t nul f o r m e n t un complexe 

linéaire, é t u d i é p o u r la p r e m i è r e fois par C h a s l e s . Ces dro i t e s s o n t n o r 

males au m o m e n t ré su l tan t re lat i f à l 'un q u e l c o n q u e de leurs p o i n t s . 
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17. É q u a t i o n s r é d u i t e s . C o m p l e x e d e C h a s l e s . — D a n s la p lupart des 

recherches re la t ives a u x s y s t è m e s d e v e c t e u r s , il e s t c o m m o d e de s impli f ier 

en prenant l 'axe centra l pour a x e de c o o r d o n n é e s . O n o b t i e n t ainsi l e s 

équations réduites. P r e n o n s pour axe Oz l 'axe c e n t r a l , en c h o i s i s s a n t 

c o m m e sens pos i t i f le s ens d e la ré su l tante généra le R. A p p e l o n s g la v a l e u r 

a lgébr ique du m o m e n t m i n i m u m e s t i m é e p o s i t i v e m e n t dans le sens Oz. 

On a alors 

X = Y = L = M = o, Z = R, N = 

Le m o m e n t ré su l tan t par rappor t à un point O' (Jig. 11) q u e l c o n q u e a 

pour projec t ions 

( O ' C ) N ' = £ - , L' = — y'R, M' = x'R, 

formules qui p e r m e t t e n t d 'é tudier la d i s t r i b u t i o n d e s m o m e n t s ré su l tant s 

dans l 'espace . C o m m e le m o m e n t ré su l tan t est le m ê m e en tous les p o i n t s 

Fig. 12 . 

I* 

d'une para l l è l e à Oz, e t q u e la d i s tr ibut ion des m o m e n t s ré su l tant s e s t 

symétr ique a u t o u r de Oz, pu i sque l e s formules s o n t i n d é p e n d a n t e s de 

l 'orientation des axes xOy, il suffît d 'étudier la var iat ion du m o m e n t r é 

sultant A G relat i f à t o u s les po in t s A de Ox\ c e t t e var iat ion résu l te i m m é 

diatement des f o r m u l e s c i - d e s s u s , dans l e sque l les o n s u p p o s e y' = o . N o u s 

obt iendrons , dans l ' é tude d u m o u v e m e n t hé l ico ïda l d'un corps s o l i d e , une 

représentat ion très s i m p l e d e c e t t e d i s t r ibut ion des m o m e n t s ré su l tant s 

dans l 'espace . 

L'équation du c o m p l e x e de Chas l e s , formé par les dro i tes de m o m e n t 

nul 3TL = o , d e v i e n t 

(*"— z')g-h(x'y-y,x")R = o. 

Les dro i te s O'O" d e c e c o m p l e x e , passant par un p o i n t O' d o n n é , e n 

gendrent un plan Q p e r p e n d i c u l a i r e au m o m e n t résu l tant re lat i f au p o i n t O'. 

Inversement , l es dro i t e s du c o m p l e x e s i tuées d a n s un plan II p a s s e n t par 
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u n p o i n t O' te l que le m o m e n t résu l tant re lat i f à ce p o i n t so i t normal au 
p l a n . D 'après C h a s l e s , on di t q u e O' est l e foyer du plan n : ce foyer est 
à d i s t a n c e finie tant que le plan n'est pas para l lè le à l 'axe c e n t r a l . 

Lorsqu'un p l a n II t o u r n e a u t o u r d'une droi te D , son foyer décr i t une 
d r o i t e c o n j u g u é e A, e t , i n v e r s e m e n t , quand u n p lan t o u r n e a u t o u r d e A 
son foyer décr i t D . 

O n verra sans p e i n e c e que d e v i e n n e n t ce s t h é o r è m e s quand g ou R 
s o n t n u l s . 

IV. — SYSTÈMES DE VECTEURS GLISSANTS ÉQUIVALENTS. 
OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES. RÉDUCTION D'UN SYSTÈME 
DE VECTEURS GLISSANTS. 

18 . Définition de l 'équivalence. — Deux systèmes de vecteurs 
glissants sont dits équivalents quand leurs résultantes générales et 
leurs moments résultants par r appor t à un point de l 'espace sont 
identiques. Leurs moments résultants sont alors ident iques par 
r a p p o r t a tout autre po in t de l ' espace; en part iculier , les deux 
systèmes ont même axe cent ra l et même moment minimum. Par 
exemple, un système de vecteurs concourants est équivalent au 
vecteur résul tant . 

Soient ( S ) et ( S 0 ) deux systèmes de vecteurs glissants, X , Y, Z, 
L , M, N les projections sur les trois axes de la résul tante générale 
et du moment résul tant du système ( S ) par rappor t à l 'ori
gine O , X 0 , Y 0 , Z 0 , L 0 , M 0 , N 0 les quanti tés analogues relatives au 
système ( S 0 ) . Les condit ions d'équivalence des deux systèmes 
sont 

X = X„, Y = Y», Z = Z 0 , L = L 0 , M = M 0 , N = N 0 . 

Système de vecteurs glissants équivalent à zéro. — Un sys
tème (S ) est dit équivalent à zéro quand sa résultante générale et 
son moment résul tant par rappor t à un point sont nuls . Ces gran
deurs sontalors nulles pour tout point de l 'espace. Ce fait s 'exprime 
par les six équations 

X = o, Y = o , Z = o ; L = o, M = o , N = o. 

Prenons, par exemple, le système de deux vecteurs égaux et 
directement opposés, c 'es t-à-dire le système formé par deux vec
teurs P e t — P égaux et dirigés en sens contra i re , suivant la droi te A.B 
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joignant leurs points d'application (fig- ce système est évi
demment équivalent à zéro. Réc iproquement , si le système de 
deux vecteurs P et Q est équivalent à zéro, ces vecteurs sont 

Fig. . 3 . 

B 

r-p 

égaux et d i rectement opposés . En effet, la résultante générale 
devant être nul le , Q est égal et opposé à P . Le moment résul tant 
devant être nul par rappor t à un point quelconque, prenons-le par 
rapport au point d'application A du vecteur P . Le moment de P 
par rappor t au point A est nul : le moment résultant se rédui t 
donc au moment de Q, et, comme il doit être nul , la direction 
de Q passe par A, ce qui démontre la proposit ion. 

De même qu 'en Algèbre deux quanti tés égales ont une diffé
rence nulle et réc iproquement , dans la théorie des vecteurs on a 
ce théorème : 

Pour que deux systèmes de vecteurs glissants (S) et ( S 0 ) 
soient É Q U I V A L E N T S , il faut et il suffit que le système formé par 
les vecteurs de ( S ) et ceux de ( S 0 ) C H A N G É S D E S E N S soit É Q U I V A 

L E N T A Z É R O . 

En effet, en changeant de sens les vecteurs de ( S 0 ) , on obt ient 
un s y s t è m e ^ ^ - S 0 ) dont la résultante générale et le moment résul
tant relatifs à O sont les éléments analogues de ( S 0 ) changés 
de sens. La résultante générale et le moment résul tant du système 
total formé par la réunion de (S ) et ( — S „ ) ont donc pour pro
jections 

X - X „ Y — Y 0 , Z — Z„; L — L 0 , M — M » , N — N e . 

Pour que les deux systèmes soient équivalents, il faut et il 
suffit que ces six quanti tés soient nulles, ce qui démontre le 
théorème. 

Nous donnerons en Stat ique ( C h a p . V ) les exemples les plus 
importants de systèmes de vecteurs équivalents à zéro. 
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19. Opérations élémentaires. — On obtient des systèmes équ i 
valents à un système donné , à l'aide des opérat ions élémentaires 
suivantes : 

i° Adjonction ou suppression de deux vecteurs égaux et directe
ment opposés ; t ransport d 'un vecteur en un point de sa direction ; 

2 ° Composit ion de plusieurs vecteurs concourants en un seul ; 
décomposition d 'un vecteur en vecteurs concourants . 

Le t ranspor t d 'un vecteur A P en un point H de sa direction est 
une conséquence de la première opération ; en effet, appl iquons 
au point B {fig. 14)> suivant la droite AB, deux vecteurs égaux 

Fig. 14. 

, . P 

A 
I 
I 
\ 

) , « * ' 

. . B 

- P ' 

et directement opposés P ' et — P ' , dont le premier, P ' , est égal 
à P et de même sens que P . Suppr imons ensuite les deux vecteurs 
P et — P' égaux et directement opposés ; il reste le vecteur BP ' , 
qui n'est autre que A P transporté au point B de sa direction. 

Nous allons montrer que ces deux opérations élémentaires ne 
changent ni la résultante générale ni le moment résultant du 
système par rapport à un point quelconque. 

Le point étant pris pour or igine, il faut établir que les six sommes 

X = S X * , Y = 2 Y * , Z = 2 Z * , 

L = S L * , M = S M*, N = Z N A 

sont invariables. En effet, ajouter ou suppr imer deux vecteurs 
égaux et directement opposés, c'est ajouter ou suppr imer dans 
chaque somme deux termes égaux et de signes contraires . R e m 
placer plusieurs vecteurs concourants par le vecteur résultant , 
c'est remplacer dans les trois premières sommes la somme des 
projections de ces vecteurs par la projection de leur résul tante , 
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Fig. i 5 . 

tons ces composantes en O , O t , 0 2 , et ainsi de sui te . Les vecteurs 
appliqués en O ont une résultante R ( , les vecteurs appliqués en 0 ( 

ont une résultante R 2 , et de même les vecteurs appliqués en 0 2 

ont une résul tante R s . Le système des vecteurs proposés est ainsi 
remplacé par le système équivalent des trois vecteurs R i , R 2 , R 3 , 
appliqués en trois points arbitraires O , O i , 0 2 . 

Nous avons décomposé le vecteur P ( en trois, dirigés suivant 
\ es droites O A , , 0 ( A f , 0 2 A, ; cette décomposition est possible 

et dans les trois autres la somme des moments de ces vecteurs par
le moment de leur résul tante , ce qui revient à remplacer plusieurs 
termes de chaque somme par leur somme. Pour la même raison, 
la décomposition d'un vecteur en vecteurs concourants n 'al tère 
pas les six sommes. 

On peut , à l 'aide de ces opérat ions, chercher à remplacer un 
système de vecteurs ( S ) par un système équivalent plus simple. 

20. Réduct ion à deux vecteurs. — Un système de vecteurs glis
sants peut être rédui t , d 'une infinité de manières, à deux, vecteurs, 
dont l'un passe par un point arbi t ra i re . 

Nous ferons voir d 'abord qu 'un système P t , P 2 , P„ est équi
valent à trois vecteurs appliqués en des points O , 0 ( . 0 2 , pris à 
volonté, non en ligne droite (fig- i 5 ) . 

Décomposons le vecteur A.( Pi en trois dirigés respectivement 
suivant les droites 0 A ( , O, A.,, 0 2 A ( , puis , déplaçant le point 
d'application de chaque vecteur sur sa direct ion, t ransportons ces 
composantes, la première au point O , la deuxième au point 0 ( , 
la troisième au point 0 2 . Décomposons de même le vecteur A 2 P 2 

en trois dirigés suivant les droites O A 2 , Ot A 2 , 0 2 A 2 et transpor-
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s 

R ) ( R 2 , R 3 , appliqués en trois points arbitraires O , O , , 0 2 . Voici 
comment on rédui t ces trois vecteurs à deux. Soit O L (fig- 1 6 ) 
la droite d ' intersect ion du plan mené par le point O* et le vec
teur R 2 et du plan mené par le point O et le vecteur R s . Prenons 
un point O ' arbi t ra i rement sur cette droi te . Le vecteur R 2 , situé 
dans le p remier plan, peut être décomposé en deux vecteurs, d i r i 
gés suivant les droites O O i , O 'O, ; nous t ransporterons ces deux 
composantes , l 'une au point O , l 'autre au point O ' . De même, le 
vecteur R 3 , situé dans le second p lan , peut être décomposé en 
deux, dirigés suivant les droites 0 0 2 , 0 ' 0 2 , et nous t ranspor te
rons ces deux composantes , l 'une en O , l 'autre en O' . Nous avons 
maintenant trois vecteurs appl iqués au point O , et deux appliqués 
en O ' ; les trois premiers ont une résul tante F , les deux autres 
une résul tante "P. De cette manière , le système des trois vecteurs 
R ( , R 2 , R 3 , et par conséquent le système des vecteurs proposés , 
sout remplacés par le système équivalent des deux vecteurs F et <I>, 
dont l 'un est appl iqué au po in t O choisi arbi t ra i rement . 

toutes les fois que le point A, n 'est pas situé dans le plan des trois 
points O , 0 | , O 2 ; car alors les trois droites forment un t r ièdre . 
Si le point A ( était situé dans le plan 0 0 , 0 2 , sans que le vec
teur P , y fût lu i -même, on déplacerait le point d'application de 
ce vecteur sur sa direction, de manière à l 'amener hors du plan. 
Si ce vecteur était situé dans le plan, on le décomposerait en deux 
vecteurs dirigés suivant les droites O A , , O) A 4 . 

Nous avons remplacé Jes vecteurs proposés par trois vecteurs 

Fig. 1 6 . 
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Fig . 1 7 . 

e t * par rappor t au même point (fig- 17 ) · Par exemple, si l'on 
prend un point A sur la direction de F , la résultante générale AR 
en A s 'obtient en composant un vecteur A F ' égal et parallèle à F 

Si les deux vecteurs R 2 , R 3 étaient situés dans un même plan avec 
le point O , on mènerai t par le point O une droite quelconque O L 
dans ce plan. 

11 y a une infinité de manières de réduire le système des vec
teurs proposés à deux vecteurs. Nous remarquons d 'abord que , 
sans déplacer les points d 'application O et O ' des deux vecteurs 
F et <£, on peut faire varier ces deux vecteurs. Concevons, en effet, 
qu'on applique, aux deux extrémités de la droi te 0 0 ' deux vec
teurs égaux et directement opposés f et — f\ les deux vecteurs F 
et y , appliqués en O, donnent une résul tante S ; les deux vec
teurs <b et — f, appliqués en O' , donnent une résultante S; le sys
tème des deux vecteurs F et $ est ainsi remplacé par le système 
équivalent des deux vecteurs S, S. La résultante S est située dans 
un plan déterminé, le plan mené par le po in t O et le vecteur <*>. 
Le point d'application O de la première résul tante est un point 
arbi t ra i re ; laissant ce point O fixe, on peut déplacer le point O ' à 
volonté sur la droite O 'S et, par conséquent , dans le plan 00 '4> , 
à cause de la grandeur arbitraire de —f. 

En général , les deux vecteurs F et <£, équivalents à tous les vec
teurs proposés , ne sont pas situés dans un même plan. 

La résul tante générale et le moment résul tant du système p r i 
mitif, par rappor t à un point quelconque, sont égaux à la résultante 
générale et au moment résu l tan t du système des deux vecteurs F 
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avec un vecteur A $ ' é g a l et parallèle à 4>; le moment résultant AG, 
par rappor t au point A, est égal au moment de <ï>, car celui de F 
est n u l ; le vecteur A G est donc perpendiculai re au plan AO'<ï> et 
le point A est le foyer du plan (n° 17). 

D o n c , le foyer d 'un plan passant par l 'un des vecteurs F , $ se 
t rouvant sur l 'autre , ces vecteurs sont dirigés suivant deux, droites 
conjuguées D et A. 

Une droite s 'appuyant à la fois sur les directions de F et $ est 
évidemment une droi te de moment nul; inversement, si une 
droite de moment nul rencontre la direction de F , elle rencontrera 
également celle de <I>, à distance finie ou infinie, car, le moment 
de F étant nul par rappor t à cette droite, celui de <E» doit l 'être 
aussi. 

On démont re ra , à l i tre d 'exercice, qu 'on peut toujours r é 
duire les vecteurs d 'un système à deux, dont l 'un, F , est dirigé 
suivant une droi te arbitraire D non parallèle à la résul tante géné
rale . 

2 1 . Signification géométrique d e l'invariant L X - t - M Y -+- N Z . — A p p e 

lons X ' , Y', Z', L ' , M', N \ X", Y", Z", L", M", N" les pro jec t ions e t l e s m o m e n t s 

des d e u x v e c t e u r s F e t * é q u i v a l e n t s au s y s t è m e p r o p o s é . On a 

X = X ' + X ' , L = L - f - L", . . . ; 

en s e repor tant à l ' express ion du m o m e n t re lat i f de d e u x v e c t e u r s d o n n é e 

p lus haut ( n ° 1 1 ) , on a d o n c 

L X -+- MY -+- NZ = (L'-h L") ( X ' - K X " ) - ( - . . . = 6 v o l . ( F , * ) , 

ce qui d o n n e u n e s igni f icat ion r e m a r q u a b l e d e l ' invariant 

^ L X + M Y - i - N Z . 

S o i e n t m a i n t e n a n t P j , P j , P „ les vec teurs pr imit i f s du s y s t è m e p r o 

p o s é ; on a l e s s ix r e l a t i o n s 

( 1 ) X = 2 X * , L = 2 L , , 

( 2 ) L * X * - H MiYjt - t - N * Z / t = o. 

En v e r t u des re la t ions ( i ) e t d e l ' ident i té ( 2 ) , o n trouve aussi 

L X + M Y + N Z = S ' ( L , X * - i - M,-Y*-r- N / Z * - l - L*X,-- | - M*Y, - t - N A Z , - ) , 

la dern ière s o m m e 2 ' s ' é tendant à t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s d e s ind ice s i e t 

k. Or l ' expres s ion sous le s i g n e S ' e s t e n c o r e le m o m e n t re la t i f de P,- e t P*; 
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le nombre de t e r m e s du s e c o n d m e m b r e é t a n t — - : ces formules m o n -
2 

trent que , quelle que soit la manière de réduire les vecteurs à 
deux vecteurs équivalents F et le tétraèdre ( F , <i>) est constant et 
égal à la somme algébrique des tétraèdres obtenus en combinant deux 
à deux les vecteurs P * ( C h a s l e s ) . P o u r que les d e u x v e c t e u r s F e t * 

soient dans un m ê m e p l a n , il faut e t il suffit que le té traèdre ( F, * ) de 

Chasles so i t nu l . 

22. Réduction effective de deux systèmes équivalents l'un à 
l'autre. — Soit d 'abord un système ( S ) équivalent à zéro : les 
deux vecteurs F et <I>, auxquels on peut le réduire , sont aussi 
équivalents à zéro, c'est-à-dire, d 'après ce que nous avons vu 
(n° 18), égaux et directement opposés. On peut alors les suppr i 
mer et réduire effectivement le système ( S ) à zéro. 

Soient maintenant (Jeux systèmes de vecteurs (S) et (So) équi
valents; on peut les réduire effectivement l 'un à l 'autre par les 
opérations élémentaires . En effet, par tons de ( S ) : ajoutons à (S ) 
le système ( S 0 ) ( — S 0 ) formé par les vecteurs de ( S 0 ) et ces 
mêmes vecteurs changés de sens ; ce qui e s t i m e des opérations 
élémeniaires répétée un certain nombre de fois. L 'ensemble des 
systèmes ( S ) et ( — S 0 ) , étant équivalent à zéro, 5 e réduit à zéro 
par les opérations élémentaires. Il reste donc le système S 0 , ce 
qui démontre la proposi t ion. 

23 . Couples- — i° Définition. — O n appelle, d'après Poinsot , 

couple l 'ensemble de deux vecteurs P , — P égaux, parallèles et de 

Fig. 18. 

sens contraires . Le bras de levier du couple est la distance AB 

(fig. 1 8 ) des deux vecteurs; le moment du couple est le produi t 

AB.P du bras de levier par un des vecteurs. Quand le moment est 

LX - i - MY -+- NZ = 6 2 ' v o l . ( P / , P * ) , 
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nul, le couple esl équivalent à zéro; car, ou bien les deux vecteurs 
sont nuls, ou bien AB = o, et alors les deux vecteurs sont égaux 
et directement opposés . 

Un couple é tant un système de vecteurs dont la résultante géné
rale est nulle, le moment résultant d'un couple est constant en 
grandeur, direction et sens pour tous les points de l'espace. 
Ce moment résul tant s 'appelle Vaxe du couple. L'axe d 'un 
couple est donc un vecteur défini en grandeur , direction et sens, 
mais dont le point d'application peut être choisi arbitrairement 
dans l'espace : c'est un vecteur libre. Pour voir quel est ce vec
teur , cherchons le moment résul tant par r appor t à un point O du 
bras de levier AB situé entre A et B ; les moments des deux vec
teurs P e t — P s e r o n t d i r igésperpendicula i rementau plan du couple, 
dans le même sens, car les deux vecteurs P e t — P ont même 
sens de rotation-autour du point O ; le moment résultant O G ou 
axe du couple est donc perpendiculaire au plan du couple et égal 

ou à P . AB, c'est-à-dire au moment du couple. 

D'après cela, deux couples de même axe sont équivalents, 
car ils ont tous deux une résultante générale nulle et même m o 
ment résul tant . Ils pourront donc être réduits l 'un à l 'autre par 
les opérat ions élémentaires . Nous n 'ent rerons pas ici dans le détail 
de cette réduc t ion . On la ferait en suivant les indications du 
n- 2 2 . 

Nous nous bornerons à en énoncer les conséquences : 
On peu t , par les opérations élémentaires, transformer l'un 

dans l'autre deux couples, pourvu qu'ils aient même axe, c'est-
à-dire que leurs plans soient parallèles, leurs moments égaux 
et leurs sens de rotation identiques. 

2 ° Composition des couples. — Un nombre quelconque de 
couples est toujours équivalent à un couple unique dont l'axe est 
la somme géométr ique des axes des couples composants . 

En effet, le système formé par p couples P f , — P ( ; P 2 , — P 2 ; . . . ; 
P^,, — P p est un système de vecteurs dont la résultante générale 
est nul le . Le momen t résultant de ce système est donc le même 
par rapport à tous les points de l 'espace (fig. 1 9 ) . 

Pou r obteni r ce moment résultant O G , par rappor t au point O, 
on peut p rocéder comme il suit : on prend d 'abord Je moment r é -
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sultant O G ( de P , el — P ( , moment qui est égal à l 'axe du premier 
couple, puis le moment résul tant O G 2 d e P 2 , e t — P 2 , qui est égala 
l'axe du second couple ; et ainsi de suite jusqu 'à O G ^ , qui est égal 

Fig. 19. 

-P . 

à l'axe du dernier couple ; puis on compose entre eux tous ces mo
ments composants O G j , O G 2 , , OGp. Considérons alors un 

couple d 'axe O G égal au moment résu l tan t ; ce couple un ique est 
équivalent au système des couples donnés , car il a, comme ce 
système, une résultante générale nulle, et un moment résul tant 
égal à O G . 

On pourra , pqr les opérations élémentaires, réduire le sys
tème de couples donné au couple unique d'axe O G . Si O G = o , 
le couple unique final est équivalent à zéro ; le système proposé 
également. 

Nous n ' en t r e rons pas dans le détail des opérations élémentaires 
qui pe rmet ten t de réaliser directement cette composition des 
couples : il nous suffit de savoir que cette composition est réa l i 
sable. 

24. Réduction à un vecteur et à un couple. — Un système de 
vecteurs quelconques est équivalent à un vecteur unique , égal 
à la résul tante générale, appliqué en un point arbitraire et à un 
couple un ique dont l'axe est le moment résultant par rappor t à 
ce point . En effet, soient O R la résultante générale et O G le 
moment résul tant du système par rappor t à un point arbitraire O . 
Le nouveau système formé par le vecteur R e t un couple ( P , — P ) 
d'axe O G est équivalent au système proposé, car il a même résul 
tante générale O R et même moment résul tant O G par rapport au 
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point O (fig- 2o ) . Le système proposé pourra donc être rédui t au 
système R, P , — P par les opérations élémentaires . 

Fig. 2 0 . 

Comme le point O est pris à volonté, il y a une infinité de fa
çons de déterminer un vecteur et un couple équivalents à un sys
tème donné . Une fois le point O choisi, le couple ( P, — P ) n 'es t 
pas ent ièrement déterminé, puisqu'on peut prendre pour ce 
couple l 'un quelconque des couples en nombre infini ayant O G 
pour axe. 

Si le point O est pris sur l'axe central D D ' en O' , la r ésu l -
tantegénérale O ' R et le moment résultant O' g sont dirigés suivant 
l'axe cent ra l ; dans ce cas, le plan du couple ( P , — P ) est perpen
diculaire à la direction de la résultante R et son axe est mini
m u m ( fig. 2 1 ) . 

Fig. 2 1 . 

, / 
'_T> 

R 

2 5 . T o r s e u r , v i s . — Le g é o m è t r e ang la i s Bail n o m m e torseur ou tor

sion le s y s t è m e p r é c é d e n t formé par un v e c t e u r O'R (Jig. 21) e t un c o u p l e 

d o n t le plan est p e r p e n d i c u l a i r e à ce v e c t e u r . 

On appel le point d'application, direction, sens e t grandeur du t o r 
seur , le po int d 'appl i ca t ion , la d i r e c t i o n , l e s e n s e t la g r a n d e u r du v e c 

t e u r O'R. La Jlèche y du t o r s e u r e s t le r a p p o r t de la g r a n d e u r de l 'axe du 

c o u p l e g à ce l l e du v e c t e u r R, ce rapport é tant r egardé c o m m e pos i t i f ou 
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négatif, suivant que les vecteurs O'R et O'g sont de même sens ou de sens 
contraires. En adoptant ces dénominations on voit que : un système quel
conque de vecteurs est équivalent à un torseur dirigé suivant l'axe central, 
ayant pour grandeur et sens la grandeur et le sens de la résultante géné
rale, et pour flèche la quantité 

g _ GcosiÇG _ LX + M Y + NZ 
J R — R ~ X Î - I - Y Î + Z * ' 

y est donc la valeur commune trouvée pour les rapports égaux qui figurent 
dans les équations de l'axe central. 

Des torseurs donnés en nombre quelconque se Composent toujours en un 
torseur unique. En effet, chaque torseur donné est un système de trois 
vecteurs; l'ensemble des torseurs donnés est d o n c un certain système de 
vecteurs qui, d'après les règles données précédemment, est équivalent à un 
torseur unique qu'on sait déterminer. 

On appelle vis un torseur dont le vecteur O'R est égal à l'unité : 

X J - H Y J + Z ^ I . 

La quantité y se réduit alors à LX-t-MY-r-NZ : on l'appelle le paramètre 
ou pas de la vis. 

M . Bail a montré l'utilité de la notion de vis dans la Cinématique et la 
Mécanique du corps solide. On trouvera l'indication des nombreux travaux 
qu'il a publiés à ce sujet dans le Bulletin bibliographique de Gino Loria, 
et une exposition de ces travaux dans l'Ouvrage intitulé : Theoretische 
Mechanik starrer Système, par Gravelius (éditeur G. Reimer, Berlin). 

26. Cas particuliers de la réduction précédente. — Il peut, ar
river, en particulier, qu'un système de vecteurs non équivalent 
à zéro soit équivalent à un couple unique ou à un vecteur 
unique. 

Un système est équivalent à un couple unique quand la résul
tante générale est nulle. 

Pour qu'un système soit équivalent à un vecteur unique, il faut 
et il suffit que, la résultante générale étant différente de zéro, le 
moment minimum g soit nul, c'est-à-dire que le moment, par 
rapport à un point quelconque de l'espace, soit perpendiculaire 
à la direction de la résultante générale. En effet, pour un sys
tème formé d'un vecteur unique, l'axe central coïncide avec ce 
vecteur et le moment minimum est nul; réciproquement, si le 
moment minimum d'un système est nul, ce système est équivalent 
à un vecteur unique dirigé suivant l'axe central, le couple d'axe 

A. — I 3 
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2 7 . Résumé. — En résumé, on a le Tableau suivant 

-+- MY -(- NZ I o, 

S y s t è m e é q u i v a l e n t à d e u x v e c t e u r s non s i tués dans un 

m ê m e p l a n ; équ iva lent aussi à un v e c t e u r d ir igé s u i v a n t 

l 'axe centra l e t à un c o u p l e d o n t l e p lan e s t perpendicu la i re 

à c e t a x e , c ' e s t -à -d ire à un t o r s e u r . ^ a. 

I S y s t è m e é q u i v a -

x» X 2 + Y * + Z ' > o . ! l 6 n t à 

S y s t è m e é q u i - 1 

_i_ MY -4- N 7 a 1 V a l e D t à d 6 U X V e C " ' 2 " X = Y = Z = o , ( S * S t è m e é1™a-
-r- M Y -+- NL o. < ( e u r s s j t u é s d a ) ] s | L t + M i + N f > o l 6 n t 3 U " ° 0 U p l e 

un m ê m e p lan . | ' " " ' q u e . 

[ 3° X = Y = Z = o , l S y s t è m e é q u i v a -

L = M = N = o . ( l en t à zéro . 

a un v e c t e u r 

un ique d ir igé s u i 

vant l 'axe central . 

2 8 . M o m e n t r e l a t i f d e d e u x s y s t è m e s d e v e c t e u r s g l i s s a n t s . — En 

e m p l o y a n t l e s n o t a t i o n s du n° 18, o n appe l l e moment relatif de deux 

systèmes de vecteurs ( S ) et ( S „ ) la quant i t é 

( 1 ) L X 0 - t - M Y 0 - r - N Z 0 - + - L 0 X + M 0 Y - r - N 0 Z , 

drJnt la v a l e u r e s t i n d é p e n d a n t e du c h o i x des a x e s . O n p e u t , en effet, 

l 'écrire sous la f o r m e 

( L -+- L 0 ) ( X -+- X„) + ( M -+- M„) ( Y H - Y 0 ) -+- ( N + N 0 ) ( Z + Z 0 ) 

— ( L A -+- MY -+- N Z ) - (LoXo-r- M 0 Y 0 - f - N 0 Z 0 ) , 

d a n s l a q u e l l e l e s trois t e r m e s s o n t des invar iant s pour l e s y s t è m e total 

( S ) - ) - ( S o ) ou l'un des s y s t è m e s ( S ) ou ( S o ) . D'après la s igni f icat ion de 

ce s tro is invar iants te l l e qu'e l le r é su l t e du n° 2 1 , le m o m e n t relatif de ( S ) 

e t ( S 0 ) e s t égal à s ix fois la s o m m e des v o l u m e s des té traèdres o b t e n u s en 

a s s o c i a n t t o u s l e s v e c t e u r s de ( S ) à t o u s c e u x de ( S 0 ) . 

En a p p e l a n t 8 la p lus c o u r t e d i s t a n c e des a x e s c e n t r a u x d e s d e u x s y s 

t è m e s , a l eur a n g l e , R, R 0 les résu l tantes généra l e s d i r i g é e s su ivant ces 

a x e s , g e t g0 l es m o m e n t s min ima des d e u x s y s t è m e s e s t imés s u i v a n t les 

r é s u l t a n t e s , le m o m e n t re lat i f des d e u x s y s t è m e s e s t 

( 2 ) ± R R 0 8 s i n a - H ( ^ R o t-é^oR) c o s a , 

où le premie i t e r m e es t le m o m e n t relat i f de R e t R 0 , c o m m e on le vérifie 

i m m é d i a t e m e n t en p r e n a n t l'un d e s a x e s c e n t r a u x pour a x e O s (n° 1 7 ) et 

v o y a n t ce que d e v i e n t l ' express ion (1). 

minimum qu'i l faut ajouter dans le cas général étant devenu nul . 

On a a l o r s _ / = o. 
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29- Application des théorèmes généraux à des vecteurs glissants 
parallèles. — Lorsque tous les vecteurs d 'un système sont paral
lèles, ce système est équivalent ou à une résultante unique , ou à 
un couple, ou à zéro. En effet, tous les moments vectoriels com
posants, par rappor t à un point , étant dirigés perpendiculairement 
à la direction commune des vecteurs, le moment résultant , s'il 
n'est pas nul , est perpendiculaire à cette d i rec t ion; la résultante 
générale, si elle n 'est pas nul le , est parallèle à cette direct ion. 
L'invariant L X + MY- t -NZ est donc nul . 

Soient a, ¡3, y les cosinus directeurs d 'une demi-droite parallèle 
à la direction commune des vecteurs . Appelons P t , P 2 , P / t 

les grandeurs des vecteurs estimés suivant cette demi-droite, de 
sorte que les vecteurs dirigés dans le sens de cette demi-droi te 
seront positifs, et les vecteurs dirigés en sens contraires négatifs. 
On aura, en appelant Xk,yk, les coordonnées du point d 'ap
plication du vecteur P*, ; X A , Y*, Z* ses projections sur les axes 
supposés rectangulaires, et L*, M*, ses moments pa r rappor t 
aux axes, 

X * = » P * , Y * = p P * , Z * = r P * ; 

L * = P * ( Y . r * — M * = P A C O C S * — y ^ A : ) , N * = ?k($xk — <xyk). 

Puis, en posant 

P - p 1 + p . - 4 _ . . . - i - P „ = £ P * , 

le signe 2 indiquant une somme étendue à tous les vecteurs, on a, 
pour les projections de la résultante générale et du moment resul 
tant, 

X = « P , Y = PP, Z = Y P ; 

L = - f S P ^ * — p ï P * 3 * , M = a S P ^ 4 — f ï P ^ , 

On vérifie immédia tement la relation 

L X + M Y + NZ = o. 

Donc, si 

P ;j o, s y s t è m e é q u i v a l e n t à un v e c t e u r unique ; 

P = o, L>-(- M*-t- N * > o, » à un c o u p l e u n i q u e ; 

P = o, L = M = N = o , » à zéro . 
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Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le système 
soit équivalent à zéro sont donc 

„D ZPa-ri- 2 P * r * S P * Z A 

Remarque. — Dans le cas particulier où l'on aurait 

ï P * = o , S P A a î > t = o , ï P i , y j - = o , ï P * 2 t = o , 

les condit ions précédentes seraient vérifiées quels que soient a, 
P, y ; le système serait équivalent à zéro quelle que soit la direc
tion commune qu 'on donne aux vecteurs parallèles, pourvu qu 'on 
n 'al tère pas leurs rapports de grandeurs . On dit alors que le 
système des vecteurs parallèles est en équilibre asiatique. 

Axe central. Vecteur résultant. — Supposons P ^ o ; le sys
tème est alors équivalent à un vecteur un ique , dont la valeur algé
br ique est P et dont les projections sont a P , jâP, y P ; ce vecteur 
est dirigé suivant l'axe central : nous l 'appellerons, pour abréger, 
le vecteur résultant du système. 

Les équations de l'axe central sont actuellement 

yZ — zY — L = o, zX — xZ — \1 = o, xY —yX — N = o , 

car la valeur commune des trois rappor ts égaux qui forment les 

équat ions de cet axe est nulle. Ces équations deviennent , d 'après 

les valeurs précédentes de X , Y, Z , L, M, N , 

f(Py - 2 P ^ * ) — | S ( P s - S P A S / 0 = o, . . . ; 

on peut les écrire 

Px — ZPkXk _ P y — S Pkyk _ P z - S P / , , z / , 

~ " P ~ t 

ou, en posant 

( G ) 5 = " T p T ' ^ - " s p T ' ç - ^ p T ' 

équations d 'une droite D passant par le point C de coordonnées £, 

T|, Ç et parallèle aux vecteurs donnés. 
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Lorsque tous les vecteurs glissent, la droite D ne change pas, 
car X , Y, Z, L, M, N ne changent pas. Les coordonnées des points 
d'application x/,,yk, Z), changent ; le point C(!i, ">,,£) se déplace, 
mais il décrit l'axe central D des vecteurs glissants parallèles don
nés, sur lequel glisse la résul tante . 

V. — VECTEURS LIÉS; LES SIX COORDONNÉES D'UN VECTEUR 
LIÉ; CENTRE DE VECTEURS LIÉS PARALLÈLES. DÉ
RIVÉES GÉOMÉTRIQ CES. 

30. L e s s i x c o o r d o n n é e s d ' un v e c t e u r l i é . — Nous avons appelé 
vecteur lié ou vecteur localisé en un point un vecteur qui est 
appliqué à un point déterminé de l 'espace. 

Par exemple, le moment résultant A G d'un système de vecteurs 
glissants donnés , par r appor t à un point A, est un vecteur lié au 
point A. 

Pour définir analyl iquement un vecteur A, B| lié au point A , , 
il faut donner les trois coordonnées x,,yt, z, du point A 4 et les 
trois projections X | , Y ( , Z, du vecteur, en tout six nombres 
indépendants, qui const i tuent les coordonnées du vecteur lié. 

Nous étudierons plus loin, d'abord à propos de la notion de 
travail, puis dans le troisième Volume, des champs de vecteurs, 
c 'est-à-dire un ensemble de vecteurs localisés aux différents points 
d'une région cont inue de l ' e s p a c e ^ 

3 1 . C e n t r e d ' un s y s t è m e d e v e c t e u r s p a r a l l è l e s l i é s . — Nous 
avons vu (n" 29 ) que des vecteurs glissants parallèles, dont l a 
somme géométr ique n 'est pas nulle, sont équivalents à un vec
teur glissant un ique , ou résultant, porté par l'axe central D du 
système. 

Appelons, comme plus haut , a, ¡3, y les cosinus directeurs d 'un 
axe parallèle aux vecteurs; P , , P 2 , P„ les valeurs algébriques 
de ces vecteurs estimées positivement dans le sens a, ¡3, yelxt, 
y{, zt, x^, y2, z-2, · · . , Xni Yn, zn les coordonnées des points d'ap
plication de ces vecteurs. Les projections X*, Y*, Z* du vecteur 
P* sont aP*, ^P*, yP*. Nous avons montré (n° 29) que la résul
tante de ces vecteurs glissants leur est parallèle, a pour valeur 
algébrique 

P = P , + P , + . . . + P * = S P * , 
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ou 

( G ) 

J _ y — '<\ _ * — S 

Z P A . g * _ S P a r * r = £ £ i f £ 
S P i ' 1 1 — S P / , ' ^ 2 P A -

Supposons maintenant que les vecteurs P^soient respectivement 
liés à leurs points d 'applicat ion Xk, 3 k, z/s considérés comme 
déterminés et ne puissent plus glisser su r les dro i tes qui les 
por ten t : l e point G défini par les équations ( C ) est alors entière
ment déterminé; ce point s 'appelle le centre des vecteurs paral
lèles donnés, liés à leurs points d'application. Convenons de 
taire glisser la résul tante P sur l'axe D jusqu 'à ce qu'elle ait, 
comme point d 'applicat ion, le point C, de façon à en faire un 
vecteur lié au point C. On appelle alors celte résul tante , localisée 
au point C, la résultante des vecteurs parallèles liés. 

En résumé, si des vecteurs parallèles liés ont une somme 
géométrique différente de zéro, leur résultante est un vecteur 
équipollent à cette somme, lié au centre des vecteurs parallèles 
donnés. 

Les formules ( C ) , qui donnen t les coordonnées Ç, Ï J , Ç du 
centre C des vecteurs parallèles liés, mon t r en t que : le centre 
d'un système de vecteurs parallèles liés ne dépend pas de a, 
p, y, c'est-à-dire de la direction commune des vecteurs; il 
dépend seulement de leurs points d'application (xk, y* , zk) et 
des rapports de leurs grandeurs P , , P 2 , . . . , P n . Le fait que le 
point C dépend uniquement des rappor t s des grandeurs des vec
teurs résulte de ce que les expressions de £, r\, Ç sont homogènes 
et de degré zéro par rappor t à P , , P 2 , . . . , P n . On peut aussi énon
cer le résultat sous la forme suivante : Si l'on change la direc
tion commune des vecteurs parallèles liés à leurs points d'ap
plication et si l'on fait varier proportionnellement les gran
deurs de ces vecteurs, leur résultante, qui leur est parallèle, 
varie dans le même rapport et reste liée au centre des vecteurs 
parallèles. 

pour projections X , Y, Z les quanti tés a l ' , ß P , f P , et est portée 
par l'axe central D ayant pour équat ions 
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Fig. 22. 

dans l aque l l e , su iva nt les c o n v e n t i o n s h a b i t u e l l e s d e la G é o m é t r i e , l e r a p 
port d e s d e u x s e g m e n t s A A , e t A A S es t pos i t i f ou négat i f , su ivant q u e ce s 
d e u x s e g m e n t s sont de m ê m e s e n s ou de sens contra ires . 

D a n s l e cas p a r t i c u l i e r , o ù P , -+- P j = o, les d e u x v e c t e u r s d o n n é s s o n t 
é g a u x e t de sens c o n t r a i r e s ; le c e n t r e des v e c t e u r s paral lè les n'existe plus. 

Les d e u x v e c t e u r s f o r m e n t e n g é n é r a l un c o u p l e , à moins qu'i ls ne s o i e n t 
d i r e c t e m e n t o p p o s é s . Si P , -+- P j é tan t nul les d e u x v e c t e u r s sont a p p l i 
qués au m ê m e po in t , le c e n t r e des v e c t e u r s paral lè les est indéterminé. 

3 2 . M o m e n t s d e s v e c t e u r s p a r a l l è l e s l i é s p a r r a p p o r t à u n p l a n . 

— Les formules qui donnen t les coordonnées £, 7|, % du centre 

Remarque sur le cas où 2 P * = o. — Lorsque la somme des 

vecteurs P = SP* est nulle, sans que les trois sommes SP^a;*, 

SP*y*) 2P*3jt soient nulles toutes trois, le centre C des vecteurs 

parallèles liés est rejeté à l'infini, car une au moins des coor 

données £, 7i, Ç est infinie : ce point n 'existe plus . 

Si l'on avait à la fois 

S P ^ ^ o , ï P n * = o , ï P * r * = o , 2 P * ^ A = O , 

les coordonnées !;, TJ, Ç seraient indéterminées : le centre des vec 

teurs parallèles liés serait donc indéterminé. 

Exemple. — On r e t r o u v e sans pe ine , à t i tre d ' e x e m p l e , l es p r o p r i é t é s 
é l é m e n t a i r e s d'un s y s t è m e de d e u x v e c t e u r s paral lè les loca l i sés e n d e u x 
po int s A | e t A j et ayant p o u r va l eurs a l g é b r i q u e s P , et P j . Q u a n d P t 4- P s 

est différent d e z é r o , l e s y s t è m e a d m e t un v e c t e u r r é s u l t a n t , c ' e s t -à -d ire 
e s t équ iva lent à un v e c t e u r u n i q u e ayant pour v a l e u r a l g é b r i q u e 

P = P , - + - P „ 

et loca l i sé en un p o i n t A ( c e n t r e des d e u x v e c t e u r s paral lè les (jïg. 22) 

détermine par la re la t ion 

ÂÂ7 = _ P . , 

ÂÂ1 p / 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4o PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

Fig. a3. 

moment d'une des grandeurs géométriques parallèles, par 

rapport à ce plan II, le produit de la valeur algébrique P* de 

la grandeur par la coordonnée z/, de son point d'application, 

P*a*. 

Le moment ainsi défini est une quanti té positive, négative ou 
nulle, dont la valeur dépend du point d'application de la g ran
deur géométr ique, de sorte que ce moment change quand on la 
transporte en un point de sa direct ion. La propr ié té fondamen
tale résultant de cette définition est la suivante : 

Quand des vecteurs parallèles localisés en des points ont une 
résultante, le moment de cette résultante par rapport à un 
plan est égal à la somme algébrique des moments des compo
santes, à condition de localiser la résultante au centre des vec
teurs parallèles. 

Pour le démontrer , supposons d'abord l 'axe O z perpendiculaire 
au plan I I ; le z du centre des vecteurs parallèles est donné par 
l 'équation 

où P = ZP*; or cette équation exprime précisément le théorème 

que nous voulons démont re r . 

d 'un système de vecteurs parallèles localisés en des points con
duisent , quand on les t radui t en langage géométr ique, au théo
rème des moments par l'apport à un plan. 

Étan t donnés un plan II, qu 'on peut toujours prendre pour plan 
xOy, et un axe Oz (fig. 23) de direction arbi t ra i re , on appelle 
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montre q u e Ç es t é g a l e m e n t posit i f . Le c e n t r e des v e c t e u r s para l l è les , se 

S i l ' a x e O s e s t o b l i q u e au p l a n I I , o n p r e n d r a u n a x e a u x i l i a i r e 

Oz' n o r m a l a u p l a n e t f a i s a n t a v e c Oz u n a n g l e a . A p p e l o n s z \ , 

z' 2 , z'„, Ç ' l e s c o o r d o n n é e s z d e s p o i n t s d ' a p p l i c a t i o n c o m p 

t é e s p a r a l l è l e m e n t à c e n o u v e l a x e , c ' e s t - à - d i r e n o r m a l e m e n t a u 

p l a n ; o n a u r a , d ' a p r è s c e q u i p r é c è d e , 

P Ç ' = S P * * i ; 

m a i s l e s c o o r d o n n é e s z' e t z s o n t l i é e s p a r l e s r e l a t i o n s é v i d e n t e s 

.sj = ,s , cosct, .z'j = 2 2 c o s a , Ç ' = Ç c o s a ; 

e n s u b s t i t u a n t , o n a la r e l a t i o n à d é m o n t r e r 

PÇ = 2 P * a A . . 

L e t h é o r è m e d e s m o m e n t s e s t d o n c é t a b l i d a n s sa g é n é r a l i t é . 

E n l ' a p p l i q u a n t s u c c e s s i v e m e n t a u x t r o i s p l a n s c o o r d o n n é s s u p 

p o s é s o b l i q u e s , o n o b t i e n t , p o u r d é t e r m i n e r l e s c o o r d o n n é e s i , 

7 ) , Ç d u c e n t r e d e s v e c t e u r s p a r a l l è l e s en axes obliques, l e s m ê m e s 

f o r m u l e s qu'avec des axes rectangulaires. 

Remarque I. — Le t h é o r è m e d e s m o m e n t s par rappor t à un p l a n n e 

peut s 'appl iquer que si 2 P * ^ o . 

Lorsque £ P t = o , l e t h é o r è m e n e p e u t pas s 'appl iquer , car, si la r é s u l 

tante e s t a lors n u l l e , l e c e n t r e des v e c t e u r s paral lè les e s t à l'infini. Il n'y a 

d ' except ion que p o u r le cas e n c o r e p l u s par t i cu l i er où les v e c t e u r s s o n t en 

équi l ibre as tat ique 
P = o, 

2 Ptxk = £ Pkyk = 2 Pkzk = o ; 

alors £, i), J sont indéterminés e t le t h é o r è m e s 'appl ique. 

Remarque II. — D a n s le cas par t i cu l i er où t o u s les v e c t e u r s s o n t d i r i 

gés dans le m ê m e s e n s , le c e n t r e des v e c t e u r s para l l è l e s est in tér ieur à 

toute surface c o n v e x e e n t o u r a n t t o u s les po in t s d 'appl icat ion des c o m p o 

santes . En effet, p r e n o n s p o u r sens pos i t i f ce lu i des v e c t e u r s d o n n é s 

P ] , . . . , P „ , p o u r plan d e s xy un p lan t a n g e n t Lt à c e t t e surface , e t p o u r 

axe Oz une p e r p e n d i c u l a i r e à ce plan s i tuée du m ê m e c ô t é que la surface 

{fie- 'M). 
Alors les z de t o u s les po in t s d 'appl icat ion s o n t pos i t i f s , e t l ' équat ion 

t _ 2 P A 
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Fig. 24. 

3 3 . Dérivées géométriques. — Soit (fig- 20) un vecteur lié OM 

Fig. 25. 

O 

dont l 'origine O est fixe. Supposons que ce vecteur dépende 
d 'une variable u, de telle façon que , u variant d 'une manière con
t inue, l 'extrémité M se déplace d 'une manière cont inue . On 
peut dire alors que le vecteur est une fonction continue de u. 
Soient OM et OM, les deux vecteurs correspondant aux valeurs u 
et delà variable, A M étant supposé positif. L'accroissement 

géométr ique correspondant du vecteur est la différence géomé
trique ( O M , ) — ( O M ) , c 'est-à-dire un vecteur égal à MM, . Le 
rappor t de cet accroissement à l 'accroissement de la variable est le 
vecteur 

Au 

qui a même direction et même sens que MM, . 
Q u a n d Aw tend vers zéro, ce vecteur MB tend vers un vecteur 

l imite MD tangent à la courbe décrite p a r M ; ce vecteur limite MD 
est la dérivée géométrique du vecteur OM par rapport à u. 

Détermination analytique du vecteur dérivé. — Prenons trois 

axes Oxyz d 'origine O . Les coordonnées x, y, z du point M 

t r o u v a n t par rappor t à un p l a n t a n g e n t q u e l c o n q u e du m ê m e c ô t é que la 

surface , est s i tué à l ' intér ieur d e ce l l e - c i . 
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sont les projections du vecteur OM sur ces axes, la projection sur 
chaque axe étant faite parallèlement au plan des deux aut res . Les 
quantités x,y, z sont des fonctions de u. Quand u croît de Au, 
M vient en M, ; x,y, z croissent de kx, Aj-, As . Le vecteur MM, 
ayant pour projections A.r, ky, k&, le vecteur MB, égal au q u o 
tient de MM, par Aw, a pour projections 

Ax Ay Az 
Au' Au' Au' 

en supposant que Au tende vers zéro, on voit que le vecteur dé 

rivé MD a pour projections les dérivées 

dx dy dz 
du ' du ' du 

des projections du vecteur primitif. 

VI. — VECTEUR POLAIRE; VECTEUR AXIAL. 

34. N a t u r e d e l a s y m é t r i e d ' u n v e c t e u r . — Les grandeurs repré
sentées par des vecteurs peuvent présenter deux sortes de symé
t r ie ; à ce point de vue , elles se classent en vecteurs polaires et 
vecteurs axiaux. 

Vecteur polaire. — Un vecteur A , B , est dit polaire quand la 
grandeur physique qu'il représente est symétrique par rappor t à 
tous les plans passant par A, B , , mais non par r appor t à un plan 
perpendiculaire à A , B , . Par exemple, une vitesse, une accéléra
tion sont représentées par des vecteurs polaires. On peut dire que 
la symétrie d 'un vecteur polaire A, B, est la même que celle d'un 
paraboloïde de révolution au tour de A, B , . Le sens de l 'orientation 
des axes, le sens choisi comme sens positif des rotations n ' in ter 
viennent pas dans la définition d'un vecteur polaire. 

Vecteur axial. — Un vecteur A, B, est axial quand la gran
deur physique qu'i l représente est symétr ique, non seulement par 
rapport aux plans passant par A | B , , mais aussi par rappor t à un 
plan perpendiculaire à A , B , , de telle façon que la symétrie de la 
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R 1 = SPJ -H a S P ; P t cos P,, P „ 

grandeur physique à représenter est la même que celle d 'un cy
l indre de révolution autour de A ( B ( . 

La définition d 'un vecteur axial dépend ordinai rement d ' ime 
convention sur le sens positif des rotations ou sur le sens at t r ibué 
à certaines circulat ions. Pa r exemple, le moment vectoriel BG, 
d'un vecteur polaire glissant A, B, , par rapport à un point B, est 
un vecteur axial; en effet, l 'être physique qu'i l s'agit de r ep ré 
senter par le vecteur BG ( est caractérisé : i° par le plan du 
point B et de la droite qui porte le vecteur A t B | ; 2 0 par l 'aire du 
triangle B A ) B , . Or , ces deux éléments sont symétriques par r a p 
por ta l i plan B A f B ( . Le sens donné au vecieur B G ( , par rappor t 
à ce plan, est le résultat d 'une convention sur le sens positif de 
rotation autour d'un axe ; ce vecteur est donc axial. La représen
tation du moment par un vecteur a ainsi quelque chose d ' impar 
fait, car on int rodui t , par le choix arbitraire du sens positif des 
rotat ions, une dissymétrie qui n'existe pas dans l 'objet qu' i l s'agit 
de représenter . On pourra i tév i te r cette dissymétrie en convenant , 
par exemple, de représenter le moment du vecteur polaire A , B ( 

par rapport au point B par un cercle décrit dans le plan B A j B , , 
de B comme centre , avec un rayon mesuré par le même nombre 
que le moment et sur le contour duquel on indiquerai t , par une 
flèche, le sens dans lequel un point parcourant A t B, tourne autour 
de B . Celte représentat ion meli rait en évidence les symétries du 
moment , mais elle serait moins commode, à d 'autres points de vue , 
que la représentat ion usuelle du moment . De même, l 'axe d'un 
couple de vecteurs polaires est un vecteur axial. 

On vérifiera sans peine que le moment vectoriel B 'G ' d 'un 
moment vectoriel BGi , par rappor t à un point B ' , est un vecteur 
polaire. Pour cela, il suffira de vérifier que le vecteur B ' G est 
indépendant de toute convention faite sur le sens positif des ro ta 
t ions . 

Ces considérat ions présentent de l ' importance en Physique . 

EXERCICES. 

1. Démontrer que la grandeur R du vecteur résultant de plusieurs vecteurs 
concourants P „ P 2 , P n est donnée par la formule suivante : 
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la première somme étant étendue à tous les vecteurs, la seconde, à toutes les 
combinaisons de ces vecteurs deux à deux. 

2. Pour qu'un système de vecteurs soit équivalent à zéro, il faut et il suffît que 
le moment résultant soit nul par rapport à trois points non situés en ligne droite. 

3. Dualité dans la théorie des vecteurs. — Soient une sphère imaginaire de 
centre O, œ ' - t - y ' - h z1 -+-1 = o, et un vecteur P, de projections X , , Y j , Z t et de m o 
ments L,, M„ N , ; sur la droite conjuguée de P, par rapport à la sphère, prenons 
un vecteur P', de projections X', = L,, Y', = M,, Z', = N,, ce qui est possible, car 
la direction L,, M„ N, est normale au plan OP,. Démontrer qu'il y a réciprocité 
contre les vecteurs P, et P'„ c'est-à-dire que P, est dirigé suivant la droite conju
guée de P', et que ses projections sont égales aux moments de PJ, X, = LJ, 
Y, = M',, Z t = N', (transformation dualistique de M. Klein dans un cas particulier 
signalé par M. Kœnigs ) . 

4. D'après la transformation précédente, à un système ( S ) de vecteurs corres
pond un système ( S ' ) . Démontrer que le moment résultant de l'un par rapport 
à O est égal à la résultante générale de l'autre. 

5. Si l'un des systèmes précédents ( S ) , (S ' ) se réduit à un couple, l'autre se 
réduit à un vecteur passant par l'origine et réciproquement. 

6. Trouver les courbes gauches dont les tangentes sont des droites de mo
ment nul. — En prenant pour axe des z l'axe central du système, l'équation 
différentielle de ces courbes est 

fdz = xdy — ydx, 

f étant la flèche du torseur. Démontrer que les équations de la courbe la plus 
générale vérifiant cette équation peuvent s'écrire 

a = (p(6), x = v' /?'(8) cos8, v = \/f <('(*) ) sin6, 

9 ( 9 ) désignant une fonction arbitraire de 6. 

7. Démontrer que le plan osculateur à l'une des courbes de l'exercice précé
dent a son foyer au point d'osculation. 

8. On peut d'une infinité de manières former des systèmes de deux vecteurs 
F et * équivalents à un système de vecteurs donnés et tels que F et * soient 
rectangulaires. Démontrer que les droites F et * forment un complexe du se
cond ordre. On retrouve ce même complexe en cherchant le complexe formé par 
les moments résultants relatifs à tous les points de l'espace. 

Jt 9. Si deux vecteurs F et «P sont équivalents à un système donné, leur perpen
diculaire commune rencontre normalement l'axe central du système. 

10. Soient plusieurs couples et le couple résultant : prouver que la projection, 
sur un plan quelconque, du parallélogramme construit sur les deux vecteurs du 
couple résultant, a une aire équivalente à la somme algébrique des aires des pro
jections des parallélogrammes construits sur les vecteurs des couples composants. 

11. Soient P', P" P ( l> des vecteurs formant un système équivalent à zéro, 
et M', M", MO les moments respectifs d'un autre système S de vecteurs par 
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rapport aux axes P', P", PW. Démontrer la relation 

P ' M ' - f - P " M ' + . . . + P W J | W = o . 

On démontre d'abord le théorème pour un vecteur P du système S, en remar
quant que la somme des moments des vecteurs P', P", . . . , P<1>, par rapport à P, 
est nulle. 

12. Coordonnées barycentriques de Môbius. — Soit un tétraèdre A , A 2 A 3 A 4 ; 
on appelle coordonnées barycentriques d'un point M les valeurs algébriques P „ 
P„ P 3 , P 4 des quatre vecteurs parallèles qu'il faut appliquer aux sommets A, , A,, 
A 3 , A 4 , pour que le centre de ces vecteurs parallèles coïncide avec M. Démontrer 
que : 

A chaque point M correspondent des valeurs de P „ P 2 , P 3 , P „ déterminées à 
un facteur près. Une équation linéaire et homogène en P „ P 2 , P 3 , P 4 représente 
un plan dont les distances aux quatre sommets sont proportionnelles aux coeffi
cients de P,, P 2 , P 3 , P 4 . Si ces coefficients sont égaux, l'équation représente le 
plan de l'infini. Une surface d'ordre m est représentée par une équation h o m o 
gène de degré m en P , , P 2 , P 3 , P 4 . 

13. Trouver le lorseur résultant de deux torseurs rectangulaires concou
rants. 

Solution. — Prenons les droites qui portent ces torseurs pour axes des x et 
des y , et une perpendiculaire à ces droites pour axe des z. Soient X le vecteur, 
L le couple du torseur porté par Ox, \ la flèche (fig. 2 6 ) ; on aura L = XX. De 

Fig. 26 . 

même, en désignant par M, Y, u. les quantités analogues pour le second torseur, 
on aura M = p.Y. 

Soient K la résultante de X -et Y, G de L et M. L'axe central du système total 
a pour équations 

\X-hzY _ | i ï - a X _ - j T + y X , 
X ~~ Y ~~ o ' 

il est parallèle à OR, et rencontre Oz en un point 0', donné par 

_ _ ( " • - V j X Y 
X 2 -I- Y 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE I. — THÉORIE DES V E C T E U R S . 47 

Soit O'R' cet axe. Désignons par R', G' la résultante générale du système et le 
moment résultant en O'. R'es t égale à R; il faut calculer G', ou plutôt le rapport 

G' 
K = V T 7 > c'est-à-dire la flèche du lorseur résultant. Or le rapport de G' à R' est 

R 
égal au rapport de leurs projections L', X sur l'axe des x. 

On trouve ainsi 

le torseur résultant est entièrement déterminé. 

14. Chercher le lieu du torseur résultant O'R'G' de l'exercice précédent, quand 
les flèches X et u. des torseurs composants restent constantes et que leurs inten
sités X et Y sont variables. 

La surface cherchée est le conoide 

z(xl -\- y'1') — — A ) xy. 

Ce conoide a reçu de Cayley le nom de cylindroïde ; Bail a montré qu'il par
tage avec les cylindres cette propriété que le lieu des projections d'un point quel 
conque sur les génératrices est une courbe plane. On s'assure, de plus, que cette 
courbe est une conique, en vérifiant que le lieu des projections d'un point q u e l 
conque de l'espace sur les génératrices du cylindroïde est une conique. 

15. Démontrer d'une manière générale que le torseur résultant de deux torseurs 
quelconques, de positions fixes, engendre un cylindroïde lorsque les flèches des 
torseurs composants restent constantes, leurs intensités étant variables. 

On prendra pour axe Oz la perpendiculaire commune aux deux torseurs. 

16. De toutes les surfaces réglées non cylindriques, le cylindroïde est la seule 
qui possède la propriété que le lieu des projections d'un point quelconque sur 
les génératrices soit une courbe plane (voir A P P E L L , Bulletin de la Société 
mathématique, décembre igoo; B R I C A R D , -Ibid., janvier igo i ; D E M O U L I N , Ibid.). 

' 17. Un système de vecteurs glissants quelconques est toujours équivalent à six 
vecteurs dirigés suivant les six arêtes d'un tétraèdre. 

18. Soit SABC le tétraèdre. Prenons pour sens positif sur les arêtes issues de S 
les sens SA, SB, S C ; puis, sur chaque arête de la base, telle que AB, le sens des 
rotations positives AB autour de l'arête opposée SC, et appelons Ç, A, u., v i e s 
valeurs algébriques des six vecteurs dirigés suivant SA, SB, SC, BC, CA, AB. 
Démontrer que l'invariant LX -t- MY + NZ a pour valeur 

f iv l~* J L _ I _ J L Tl, .
 v Ç , 

[ BC SA SB A B SC 

V désignant le volume du tétraèdre donné. 

19. Pour que le système des vecteurs glissants soit équivalent à zéro, il faut et 
il suffit que les six composantes $, T|, Ç, A, p., v soient nulles. 

20. Pour qu'un système de vecteurs glissants soit équivalent à zéro, il faut et 
M suffit que la somme des moments par rapport à chacune des six arêtes d'un 
tétraèdre soit nulle. 
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21. Un système de recteurs glissants, tous situés dans un même plan, est équi
valent ou bien à une résultante unique, ou à un couple, ou à zéro. 

22. Un système de vecteurs glissants, tous situés dans un même plan, est équi
valent à trois vecteurs dirigés suivant les côtés d'un triangle arbitrairement choisi 
dans ce plan. 

23. Pour que la dérivée géométrique d'un vecteur lui soit constamment perpen
diculaire, il faut et il suffit que ce vecteur ait une longueur constante. 

24. Pour que la dérivée géométrique d'un vecteur soit constamment dirigée 
suivant ce vecteur, il faut et il suffit que ce vecteur ait une direction fixe. 
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CHAPITRE I I . 

CINÉMATIQUE. 

La Cinématique n'a été constituée comme une Science distincte 

qu'à une époque relativement récente . Déjà d 'Alembert avait 

indiqué l ' importance de l 'étude des lois du mouvement en elles-

mêmes; mais c 'est Ampère qui, le premier , montra la nécessité 

de faire précéder la Dynamique d 'une théorie des propriétés géo

métriques des corps en mouvement. Ces propriétés ont été expo

sées en 1 8 3 8 , à la Faculté des Sciences de Paris , par Poncelet , à 

qui l'on doit, entre autres, les théorèmes sur le déplacement 

continu d'un solide dans l'espace, sauf la notion d'axe instantané 

de rotation et de glissement, qui est due à Chasles; les formules 

qui donnen t les variations des coordonnées des points d'un solide 

mobile dans l'espace remontent à Euler (Académie.de Berlin, 
1750) . La Cinématique comporte des applications géométriques 

nombreuses : telle est la méthode de construction des tangentes 

de Roberval, la théorie du centre instantané de rotation, qui est 

due à Chasles et dont un cas particulier a déjà été donné par Des 

cartes à propos de la tangente à la cycloïde; telles sont encore les 

propriétés des systèmes de droites, de plans et de points que 

Chasles a rat tachés au mouvement d 'un corps solide et qui con

duisent de la façon la plus simple à la notion de complexe de 

droites du premier ordre . En 1862, M. Resal fil paraître un Trai té 

sur la Cinématique pure, qui se trouva aiûsi définitivement con

stituée à l 'état de Science distincte. 

Nous n 'exposerons ici que les notions qui sont indispensables 

pour la suite du Cours de Mécanique. C'est ainsi que nous ne 

nous occuperons pas des déplacements d 'un corps solide dont la 

position dépend de deux ou plusieurs paramètres indépendants , 

A. — I. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5o PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

déplacements étudiés principalement par MM. Schônemann , 
Mannheim, Ribaucour , Tai t et Thomson , Kœnigs . 

I. — CINÉMATIQUE DU POINT. 

35 . Définitions. — Quand on dit qu 'un corps est en repos ou en 
mouvement, on sous-entend toujours que ce repos ou ce mouve
men t ont lieu par rapport à certains autres corps ; ainsi un objet 
immobile à la surface de la Ter re est en repos par r appor t à la 
T e r r e , la Te r r e el le-même est en mouvement par rapport au S o 
leil, e tc . En d'autres termes, on n 'observe que des mouvements 
relatifs. 

Néanmoins , il est commode, dans chaque question de Cinéma
t ique, de faire choix d'un système d'axes qu i , par définition, sera 
regardé comme absolument fixe. Le mouvement, par rappor t à 
ces axes, s 'appellera alors mouvement absolu. 

Mais si, en Cinémat ique, le choix du système d'axes regardé 
comme fixe est arbi t ra i re , il n'en est pas de même en Mécanique ; 
nous verrons plus loin que , pour simplifier au tant que possible 
l 'é tude des phénomènes naturels , au po in t de vue mécanique, les 
axes qu'il convient de regarder comme fixes sont des axes ayant 
pour origine le centre de gravité du système solaire et dirigés vers 
trois des étoiles appelées fixes. 

Pour définir l ' instant où un certain phénomène s 'accomplit, on 
le rappor te à un instant déterminé appelé initial et l 'on se donne 
le nombre qui mesure avec une certaine uni té ( la seconde de 
temps moyen, par exemple) l 'intervalle de temps compris entre 
l ' instant init ial et l ' instant considéré, ce nombre étant précédé du 
signe -I- ou du signe —, suivant que l ' instant considéré est posté
r ieur ou antér ieur à l ' instant ini t ial . D 'après cela, quand nous 
parlerons d 'un instant t, la lettre t désignera un nombre positif ou 
négatif de secondes. 

Afin de simplifier l 'étude de la Cinématique, on étudie d 'abord 
le mouvement d 'un point , puis celui d 'un corps de dimensions 
que lconques . 

36 . Mouvement d'un point. — Soient trois axes Ox, Oy, Oz 
absolument fixes et un point mobile M, dont les coordonnées x, 
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•y, z (fig- 2 7 ) sont des fonctions cont inues données du temps t : 

* = î ( 0 i r = <KO> a = m(t). 

La courbe décrite par le point est la trajectoire du mobile : ses 

Fig. 27 . 

y / 

équat ions s 'obt iennent en él iminant t entre les équations qui défi
nissent x,y, z en fonctions de t. 

On peut aussi définir le mouvement de la façon suivante : on 
•donne la trajectoire, puis , prenant sur cet te trajectoire un point M 0 

comme origine des arcs, un sens M 0 S comme sens des arcs pos i 
tifs, on donne en fonction du temps la valeur algébrique s de l 'arc 
M 0 M qui sépare le mobile du point M„. 

3 7 . Mouvement recti l igne uniforme ; vitesse. — O n dit que le 
mouvement est rectiligne quand la trajectoire est une droi te . Si 
l 'on prend cette droi te pour axe Ox, les deux modes précédents 
de définition du mouvement se confondent et le mouvement est 
défini par l 'expression de l'abscisse du mobile en fonction du 
temps. 

Le plus simple des mouvements reclilignes est celui pour lequel 
x est une fonction du premier degré du temps, 

x = at •+• b, 

a et b désignant des constantes . Ce mouvement est caractérisé par 
ce fait que la variation àx de x, pendant un intervalle de temps 
que lconque A t, est proport ionnel le à Af. 

Soient M la position du mobile à l ' instant t, M, sa position à 
l ' instant t -f- àt, Ai étant positif; la grandeur géométr ique MM ( a 
pour valeur algébrique, estimée suivant l'axe Ox, Ax. Si, dans 
le sens M M ( , on por te , à part i r de M, une longueur M W égale à 
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— l a grandeur géométrique M W , dont la valeur algébrique 

est -̂jf» s'appelle vitesse du mouvement uniforme (fig- 28) . La 

valeur algébrique de celte vitesse est égale à la constante a. 

Fig. 28 . 

O M M 4 W x 

3 8 . Mouvement rect i l igne v a r i é ; vitesse. — Soit un mouve
ment recti l igne varié dans lequel on a x = ( p ( ( ) . Le déplacement 
M M | , que subi t le mobile quand t croît de At, est une grandeur 
géométr ique dont la valeur algébrique est Ax. Si , dans le sens 

MMj (fig. 29) , on por te une longueur M W égale à le vec

teur M W , dont la valeur algébrique est s'appelle vitesse 

Fig. 29. 

moyenne du mobile dans l'intervalle de temps At. C'est la vitesse 
que posséderait un mobile fictif animé d'un mouvement uniforme 
et allant de M en M f pendant le temps At. Si At tend vers zéro, 
le vecteur M W tend vers un vecteur limite MV, dont l 'expression 

algébrique est la dérivée 1̂ ou f'(t), qu 'on appelle.vitesse du m o 

bile à l ' instant t. 
Par exemple, si l'on a 

x = at* -+- bt -+• c, 

a, b, c désignant des constantes, la vitesse MV à l ' instant t aura 
pour valeur algébrique estimée suivant l'axe Ox 

dx , 
- = * a t + b. 

La variation de cette vitesse est proport ionnel le à la variation 
du temps, On dit que le mouvement recti l igne ainsi défini est 
uniformément varié. 
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Fig. 3o. 

c o r d ^ M M | ; le vecteur M W s'appelle vitesse moyenne du mobile 

pendant le temps At; c'est la vitesse que posséderait un mobile 
fictif animé d 'un mouvement recliligne uniforme qui parcourrai t 
le segment de droite MM, dans le temps At. Lorsque Ai tend vers 
zéro, la vitesse moyenne M W tend vers un vecteur limite MV 
tangent à la trajectoire en M, qu'on appelle vitesse du mobile à 
l'instant t. La vitesse est un vecteur polaire localisé au point 
mobile. 

Soient x,y, z les coordonnées du mobile : les projections de la 
grandeur géométrique MM, sur les trois axes sont Ax, Ay, Az; 
celles de la grandeur M W , ou vitesse moyenne, seront donc 

\x Lz 

Tï' "Â7' Â7' 

Si At tend vers zéro, M W tend vers M V ; on aura donc pour les 

projections de la vitesse à l ' instant t 

don dy dz 
dt ' dt' dt 

Supposons le mouvement défini par la trajectoire et par l 'ex
pression de l'arc M 0 M = * en fonction de t. Comme le rapport 
de l'arc MM, à la corde MM, tend vers l 'unité quand At tend vers 
zéro, la vitesse a pour valeur absolue 

, . arc MM, . ds 
li m = ± - r - · 

dt 

39. Vecteur ; vitesse dans le mouvement curviligne. — Soient M 
et M, les positions du mobile aux instants t et t •+• Al. Portons sur 
MMi (fig. 3o) , dans le sens MM, , une longueur M W égale à 
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Menons par M un segment MU égal et parallèle à M ( V< et soit 
MH la différence géométr ique entre MU et MV, c 'est-à-dire la 
g randeur géométr ique qu' i l faut composer avec MV pour ob ten i r 

M U . Si l 'on porte sur MH une longueur MI égale à -|^-> le vec

teur Ml est ^accélération moyenne du mobile pendant le temps 

At. Quand At tend vers zéro, ce vecteur MI tend vers une 

limite MJ, qu 'on nomme accélération du mobile à l'instant t. 
L'accélération est donc un vecteur polaire localisé au mobi le . 
Comme le plan VMU a pour limite le plan oscillateur en M à 

la trajectoire, l 'accélération MJ est située dans le plan oscu-
la teur . 

Pour obtenir les project ions de l 'accélération sur les axes coor

donnés , remarquons que la vitesse MV à l ' instant t a pour p r o 

ject ion sur un axe, Ox par e x e m p l e , ^ , et la vitesse M , V ( à 

l ' instant t -+- At, ou son égale MU, a pour project ion, sur le même 

axe, A - 7 - · La project ion de MH étant la différence des p r o -

Si l 'on mène la tangente à la trajectoire M T dans le sens des arcs 
positifs, la vitesse est dirigée dans le sens MT, ou en sens con-

ds 

t ra ire , suivant que ^ est positif ou négatif. Donc la valeur a lgé

b r ique v de la vitesse est imée positivement dans le sens M T est 

ds 

Quand cette vitesse v est constante, on dit que le mouvement 

curvil igne est uniforme. 

• 40 . Vecteur accélération. — La conception de l 'accélération 
dans les cas les plus simples appart ient à Gali lée. 

Soient MV, M ( V , les vitesses du mobile aux instants t et 
t + At (fig. 3 i , I ) . 

Fig. 3 . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE II. — CINÉMATIQUE. 55 

ject ions de MU et MV est donc A ^ > D'après cela, les projections 

de Y accélération moyenne Ml = î ^ s o n t 

, dx . dy . dz 
A — A —— A — 

,„„ • dt dt dt 
< M I ) " A T ' ~Kt~' ~JF' 

Faisant tendre \t vers zéro, on a pour les projections de l 'accélé
ration MJ à l ' instant t 

dix d^v d*z 
( M J ) ai*' dF' dï-

Hodographe. — O n ramène facilement la notion d'accélération 
à celle de vitesse. Par un point fixe arbi t ra ire A, menons un vec
teur km égal et parallèle à la vitesse MV du mobile à l ' instant t 
(fig. 3 i , I I ) . Quand t varie, le vecteur Km change, et son ex t ré 
mité consti tue un nouveau mobile parcourant une trajectoire h 
appelée hodographe. La vitesse de ce nouveau mobile mj est, à 
chaque instant , égale à l 'accélération du premier M. En effet, à 
l 'instant t-\- \t, le mobile m occupe une position m, telle que A m , 
soit égal et parallèle à M| V t ou à M U : par conséquent , mm, est 
égal et parallèle à VU ou à M H . La vitesse moyenne du mobile m 
pendant l ' intervalle Ai est un vecteur mi dirigé suivant mmK et 

égal à —^p- · cette vitesse moyenne mi est donc égale et parallèle 

à l 'accélération moyenne MI du premier mobile M. En faisant 
tendre Ai vers zéro, on voit que la vitesse mj du mobile m à l ' in
stant t est égale à l 'accélération MJ du mobile M au même 
instant . 

S o i e n t , par e x e m p l e , 

( i ) x = at*+bt + c, y = a'fi+ b't -+- C ' , i = a " ( î + i ' ( + c " , 

a, b, c, CE', b', c\ a", b", c" d é s i g n a n t d e s c o n s t a n t e s . La trajecto ire est 

alors u n e p a r a b o l e . 

Les p r o j e c t i o n s de la v i t e s s e s o n t 
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et par l 'expression de l'arc M 0 M ou s, compté posit ivement dans 
un sens déterminé M 0 S, en fonction du temps (fig. 3 2 ) . 

Soient a, ¡3, y les cosinus directeurs par rappor t à des axes r e c 
tangulaires de la tangente MT menée à la trajectoire dans le sens 
des arcs positifs, et a', ¡3', y' les cosinus directeurs de la normale 
principale MN comptée positivement de M vers le centre de cour-

ce l les de l 'accé lérat ion 

d*x d*r , d*z , 
( 3 ) Â T = « « . dF = * a ' rf?=2a 

sont constantes. L 'accé l éra t ion est d o n c c o n s t a n t e en grandeur , d i r e c t i o n , 

s e n s . Réciproquement, si , d a n s un m o u v e m e n t , l ' accé lérat ion e s t c o n s t a n t e 

e n g r a n d e u r , d i r e c t i o n , s e n s , ce m o u v e m e n t e s t défini par des é q u a t i o n s de 

la forme ( i ). En effet, e n partant des é q u a t i o n s ( 3 ) , on r e m o n t e s u c c e s s i 

v e m e n t par des i n t é g r a t i o n s a u x é q u a t i o n s ( 2 ) , puis a u x é q u a t i o n s ( 1 ) . Ce 

m o u v e m e n t sera é t u d i é en détai l à p r o p o s d u m o u v e m e n t des corps p e s a n t s 

d a n s le v i d e . 

Il e s t i m p o r t a n t de r e m a r q u e r q u e , si l 'accé lérat ion d'un m o u v e m e n t e s t 

c o n s t a n t e en grandeur , d irec t ion e t sens , l 'accé lérat ion m o y e n n e p e n d a n t 

un in terva l l e de t e m p s q u e l c o n q u e M a la même valeur constante en 

grandeur, direction et sens. En effet, les é q u a t i o n s ( 3 ) é tant s u p p o s é e s 

sa t i s fa i tes , on en dédu i t par l ' in tégrat ion les é q u a t i o n s ( a ) , qui d o n n e n t , 

pour les p r o j e c t i o n s de l 'accé lérat ion m o y e n n e p e n d a n t le t e m p s A£, les 

m ê m e s va leurs 2 « , 2 a ' , ia" q u e pour les p r o j e c t i o n s de l 'accé lérat ion à 

l ' ins tant t. 

D a n s c e t e x e m p l e , l ' h o d o g r a p h e est une dro i t e p a r c o u r u e d'un m o u v e 

m e n t uni forme. 

4 1 . Accélérations tangentielle et normale ( H U Y G E N S ) . — S u p 
posons le mouvement défini géométr iquement par la trajectoire 
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bure principal C ; soit enfin MC = p le rayon de courbure p r in 
cipal de la trajectoire. 

Des formules bien connues de Frenet et Serret donnent 

ds p ' ds p ' ds p 
On a évidemment 

dx _ dx ds ds dy _ „ds dz ds 
~dt ~ ~ds~ ~dt ~ aâ7i' ~dt~*'~dt' dt~^di' 

Différentions encore une fois par rappor t à £, en ayant soin 
d'écrire 

«¿2 da ds a' ds 

dl ~~ ds dt ~ 7 dt' '"' 

nous aurons pour les projections de l 'accélération 

d*x _ d*s x' /ds\* 
dt' ~ 11 dF + J\di) ' 

dt' V dt* p \dt) ' 

d*z _ d*s Y_(dl^î 

dt* ~'*dt*~hJ \di) 

Ces formules s ' in terprètent aisément. Portons sur la tangente, 
en p renan t M T comme sens positif, un segment MJ f dont la va-

d* s 
leur algébrique J ( soit , et, suivant la normale MN, un segment 

i / ds\* 
MJ„ égal à - f ^ \ · Les formules expr iment que la projection de 
l 'accélération MJ sur chacun des trois axes est égale à la somme 
des projections des deux grandeurs géométriques M J t et MJ„ ; 
dans l 'espace, l 'accélération MJ est donc la résultante des gran
deurs MJ, et MJ„, que l'on nomme accélération tangentielle et 
accélération normale. La projection 3C de l'accélération MJ sur la 

ds 
tangente M T s'écrit, en remplaçant ^ par p, 

j d'-s dv dv ds _ i dv1 

t~dt*~dt~dsdi~ 2 ~ds' 

La projection J„ sur la normale MC est toujours positive : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



58 PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

L'accélération MJ est donc située dans le plan oscillateur, du 

côté de la concavité de la trajectoire. 

Exemples. — 1 ° S i le m o u v e m e n t e s t rec t i l igne , p e s t infini, la c o m p o 

sante n o r m a l e s 'annule; l 'accé lérat ion se c o n f o n d a lors a v e c sa c o m p o s a n t e 

t a n g e n t i e l l e . R é c i p r o q u e m e n t , si l 'accé lérat ion n o r m a l e e s t c o n s t a m m e n t 

n u l l e , p e s t infini e t la t ra jec to ire e s t u n e dro i t e . 

2° Si la v i t e s se e s t c o n s t a n t e en g r a n d e u r , c 'es t -à-d ire si l e m o u v e m e n t 

c u r v i l i g n e e s t u n i f o r m e , l ' a c c é l é r a t i o n t a n g e n t i e l l e e s t n u l l e ; l ' accé l éra t ion 

es t d i r igée su i vant la n o r m a l e pr inc ipa l e e t varie en ra i son inverse du rayon 

d e c o u r b u r e . A i n s i , lorsqu'un m o b i l e parcourt une c i r c o n f é r e n c e de rayon R, 

a v e c u n e v i t e s s e d e g r a n d e u r constante v, l ' accé lérat ion t a n g e n t i e l l e est 

nulle; l ' accé l éra t ion J est n o r m a l e e t é g a l e à 7 ^ , c 'est -à-dire c o n s t a n t e en 
R 

g r a n d e u r e t d i r i g é e su ivant le r a y o n . R é c i p r o q u e m e n t , l o r s q u e , d a n s un 

cer ta in m o u v e m e n t , l ' accé lérat ion t a n g e n t i e l l e e s t c o n s t a m m e n t n u l l e , la 

v i t e s s e e s t c o n s t a n t e en g r a n d e u r et le m o u v e m e n t u n i f o r m e . 

Emploi des dérivées géométriques. — O n p e u t d ire que le v e c t e u r 

v i t e s s e M V d'un m o b i l e M es t la d é r i v é e g é o m é t r i q u e , par rapport au t e m p s , 

du v e c t e u r O M j o i g n a n t un p o i n t fixe O au mobi l e M. Cela résu l te d e la 

déf in i t ion m ê m e d e la v i t e s se . 

Le v e c t e u r a c c é l é r a t i o n MJ es t é q u i p o l l e n t à la d é r i v é e g é o m é t r i q u e d'un 

v e c t e u r A m , d 'or ig ine f ixe A , é q u i p o l l e n t à la v i t e s s e : cela ré su l t e d e la 

déf init ion de l 'accé lérat ion à l'aide de l ' h o d o g r a p h e . 

II. — TRANSLATION ET ROTATION D'UN SYSTÈME 
INVARIABLE. 

4 2 . M o u v e m e n t d e t r a n s l a t i o n . — On appelle système inva
riable ou corps solide un ensemble de points invariablement liés 
les uns aux aut res . 

Fig. 33. 

/ B 

A 4 ^ ~ c 

Un corps solide est animé d 'un mouvement de translation 
quand il se déplace de telle façon que tons les segments de 
droi tes , jo ignant les points du corps deux à deux, restent paral
lèles à eux-mêmes. P o u r cela, il suffit évidemment que le trièdre 
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obtenu en joignant un point A du corps ( f i g . 33) à trois points B, 
G, D du corps, non situés dans un même plan avec le point A, se 
déplace parallèlement à lu i -même. 

Quand un corps est animé d'un mouvement de translation, tous 
les points du corps ont à chaque instant la même vitesse et réci
proquement . En effet, soient A, ( x t , y t , Z i ) et A 2 ( x 2 , y 2 , z t ) deux 
points quelconques du corps ; le segment A, A 2 se déplaçant pa
rallèlement à lu i -même, ses projections sur les axes x 2 — X 4 , 

v 2 — y l } z - t — z t sont constantes . Leurs dérivées par rappor t au 
temps sont donc nulles, et l'on a 

dxi dx-i dyt dyt dzt _ dz^ 
( , ) ~dt dT' ~dt~~dt' ~dt ~ ~dt' 

équations qui expriment que les deux points ont même vitesse. 
Réciproquement , si tous les points du corps ont à chaque instant 
même vitesse, le corps est animé d'un mouvement de translation. 
En effet, les deux points A ( et A 2 ayant même vitesse, on a les 
équations ( 1 ) , d 'où l'on conclut en intégrant que x t — X i , y > — y t , 

Z \ — Z 2 sont constantes, c 'est-à-dire que le segment A, A 2 se d é 
place paral lèlement à lu i -même. La vitesse commune à tous les 
points s'appelle v i t e s s e d u m o u v e m e n t d e t r a n s l a t i o n . On voit 
immédiatement en différentiant les équations (1) que , dans un 
mouvement de translation, tous les points ont , à chaque instant , 
la m ê m e a c c é l é r a t i o n , qu 'on appelle a c c é l é r a t i o n d u m o u v e m e n t 

d e t r a n s l a t i o n . 

4 3 . Rotat ion autour d'un axe fixe. Vitesse angulaire . Repré 
sentation géométrique. — Quand un corps solide tourne autour 
d'un axe fixe AB ( f i g - 3 4 ) , chaque point M du corps décrit un 
cercle perpendiculaire à l 'axe, ayant son centre en P sur l ' axe ; sa 
vitesse est donc normale au plan MAB dans le sens du mouvement . 
Les arcs décri ts dans le même temps par deux points différents 
sont proport ionnels aux distances de ces points à l 'axe; les vitesses 
de ces deux points sont donc entre elles comme leurs distances à 
l 'axe. 

On nomme v i t e s s e a n g u l a i r e la vitesse des points situés à 
l 'unité de dislance de l ' axe; si l'on désigne par tu cette vitesse an 
gulaire, la grandeur de la vitesse V du point M est donc OJ MP, 
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MP étant la distance du point JVI à l 'axe. Lorsqu'on définit le m o u 
vement de rotation en donnan t en fonction de t l 'angle 9 dont le 

corps a tourné à par t i r d 'une position init iale, w est égal à 

Fig. 34. 

lA 

Pour déterminer les vitesses dans un mouvement, de rotation à 
un instant t, il faut connaître trois éléments : V axe de rotation, 
la vitesse angulaire et le sens de la rotation. On représente ces 
trois éléments par un vecteur de la façon suivante : p renons sur 
l 'axe de rotation AB un point quelconque A, et portons sur l'axe 
un segment Aw,de longueur tu, dans un sens tel qu 'un observateur, 
ayant les pieds en A et la tête en w, voie le mouvement de rotation 
s'effectuer de sa gauche vers sa droite. La grandeur géomé
trique Au) ainsi définie représente la rotation : en confondant le 
mouvement de rotation avec le vecteur qui le représen te , on dit 
souvent que le corps est animé d'une rotation Ato. Comme le 
point A, origine du vecteur, peut être choisi où l 'on veut sur l 'axe, 
on peut , sans changer la ro ta t ion, t ransporter le segment repré
sentatif G) en un point quelconque de sa direction : une rotat ion est 
donc représentée par un vecteur localisé sur une dro i te ; ce vecteur 
est d'ailleurs axial (n° 34 ) . 

44 . Express ions analytiques des projections de la vitesse d'un 
point du corps. — Soient A u (fig- 35) la rotation de vitesse an 
gulaire w; p,q, r ses projections sur les trois axes Ox, Oy, Oz 
supposés rectangulaires; x0, y0, z„ les coordonnées du point A. 
Soient M un point du corps ayant pour coordonnées x, y, z; MVsa 
vitesse; \ x , Vy, Yz les projections de cette vitesse sur les trois 
axes : ce sont ces quanti tés que nous allons calculer. 

Pour cela, remarquons que la vitesse V de M est en grandeur , 
direction et sens le moment de la rotation Aw par rappor t au 
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point M ; en effet, cette vitesse est égale à wMP, perpendiculaire 
au plan MAw et dirigée de façon qu 'un mobile allant de A en u 
tourne dans le sens positif autour de V. On a donné (n° 9) les 

Fig. 35. 

projections du moment d 'un vecteur par rappor t à un point x' 
y', z'. Appliquons ces formules au cas actuel, en remarquant 
qu'on prend le moment par rapport au point x, y, z. Nous 
trouvons 

V . r = q(z — z0) — r(y— y0), 

V r = r(x — x0)—p(z — z0), 

Vz=p(y—y*) — q(.x — xo)-

Lorsque le point A est à l 'origine, ces expressions deviennent 

Vx=q* — r'y, Vy=rx—pz, \ z = py — qx. 

III. — VITESSE DANS LE MOUVEMENT RELATIF. 
COMPOSITION DES TRANSLATIONS ET DES ROTATIONS. 

VITESSES DES POINTS D'UN SOLIDE LIBRE. 

45 . Mouvement relatif; vitesse. — Imaginons un système i n 
variable ( S ) , animé d'un mouvement connu, et un point M mobile 
par rappor t à ce système. Le système ( S ) sera, par exemple, la 
Ter re , et le point M un po in t pesant abandonné à lu i -même à la 
surface de la Ter re et tombant suivant une verticale. Pour un ob
servateur entraîné avec le système ( S ) , qu'on nomme système de 
comparaison, et ne se doutant pas du mouvement , le mobile M 
possède, par rapport au système ( S ) , un certain mouvement appelé 
mouvement relatif; la trajectoire, la vitesse, l 'accélération de ce 
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mobile M par rapport au système de comparaison ( S ) . Pendant 
que le mobile décri t cette courbe G invariablement liée à ( S ) , le 
système ( S ) se déplace de telle façon que , à l ' instant t, le mobile, 
le système de comparaison et la trajectoire relative occupent les 
positions M, ( S ) et C, tandis qu 'à l ' instant t -+- Ai ils occupent 
les positions M, , ( S ( ) et C ( . Le déplacement absolu du mobile 
est MM ( ; le mobile va de M en M 4 en suivant une certaine trajec
toire G* qui est la trajectoire absolue. 

Appelons M' la posi t ion qu 'occupe à l ' instant i + Ai le point 
du système ( S ) qui coïncidait avec M à l ' instant t : le dépla
cement M'M, est le déplacement relatif du point M ; le dépla
cement MM' s'appelle déplacement d'entraînement. Le vecteur 
MMj étant la somme géométr ique des vecteurs M'M( et MM', si 
l'on porte sur chacun de ces vecteurs des segments M W a , M ' W r , 
MW«, égaux respect ivement aux quotients de ces vecteurs par Ai, 
ces segments seront la vitesse absolue moyenne , la vitesse relative 
moyenne et la vitesse d 'entra înement m o y e n n e ; la première est la 
somme géométr ique des deux autres : 

( W « ) = ( W r ) - i - ( W . ) . 

Lorsque Ai tend vers zéro (fig. 3^) , ces trois segments tendent 
vers la vitesse absolue Va, la vitesse relative V> et la vitesse d ' en
traînement V e : on a donc l'égalité géométr ique 

( V . ) = ( V , ) - i - ( V . ) . 

mouvement sont appelées trajectoire, vitesse, accélération rela
tives. Le même point a, dans l 'espace, un certain mouvement 
absolu. 

Dans la jig. 36 on a représenté en C la trajectoire relative du 

Fig. 36. 
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Nous verrons plus loin comment on détermine l'accélération a b 
solue par une formule analogue avec un terme de plus. Mais au
paravant nous donnerons quelques applications du théorème p r é 
cédent. 

46. Composition des translations. — Soient un s y s t è m e invariable S , 

animé d'une translat ion de vitesse Vf, et un second s y s t è m e S , a n i m é 

par rapport à S , d'une translat ion de vitesse Vj (Jig. 3 8 ) . 

La v i tesse abso lue V a d'un po int M de S 2 est la s o m m e g é o m é t r i q u e de 

Fig. 38. 

la v i tesse re lat ive de M, qui est V s , e t de sa vi tesse d ' entra înement , qui 

est V i . Les vi tesses abso lues des différents points de S i sont d o n c les m ê m e s 

que si S i était an imé d'une translat ion unique, dont la v i tesse serai t la 

s o m m e g é o m é t r i q u e des d e u x v i tesses V t et Y s . On dit que les deux trans

la t ions se composent en une seule. De même plusieurs trans lat ions se c o m 

p o s e n t en une seule , d o n t la v i tesse égale la résultante des v i t e s ses des 

trans la t ions d o n n é e s . 

•47. Système de deux rotations. — Soit un corps so l ide Si a n i m é d'une 
rota t ion A i w , ; i m a g i n o n s q u e c e corps S , entraine un axe A? e t qu'un 

La vitesse d 'entraînement Ye est, d'après ce qui précède, la 
vitesse du point du système (S) qui coïncide avec M, à l ' instant 
considéré, ou encore la vitesse que posséderait le point M si, dans 
la position qu'il occupe, il était invariablement lié au système ( S ) . 

h'ig. 37. 
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Fig. 3 9 . 

v i t e s s e re lat ive du p o i n t M par rappor t à S! e s t la v i tesse Vj qu'il p o s s è d e 

d a n s la r o t a t i o n u>t : c 'est l e m o m e n t du v e c t e u r u>, par rappor t à M; Ja 

v i t e s se d ' en tra înement e s t la v i t e s s e Vj que p o s s é d e r a i t M si ce p o i n t é i a i t 

lié à Si : c'est la v i tesse d u e à la r o t a t i o n toi, ou le m o m e n t de toi par r a p 

port à M. La v i t e s s e a b s o l u e V „ de M e s t d o n c le moment résultant des 

deux vecteurs u>i et u>2 par rapport à M. C e t t e vitesse es t i n d é p e n d a n t e 

de l 'ordre dans lequel se s u c c è d e n t les r o t a t i o n s u>i e t u>2. 

E x a m i n o n s q u e l q u e s cas p a r t i c u l i e r s : 

i° Les ro ta t ions sont c o n c o u r a n t e s . Le m o m e n t r é s u l t a n t d e oj] e t ti>:, 

par r a p p o r t à un po int q u e l c o n q u e M, e s t éga l au m o m e n t de l eur r é s u l -

Fig. 4o. 

t a n t e u> (fig. 4o , i ° ) . La v i t e s s e a b s o l u e du p o i n t M e s t d o n c la m ê m e q u e 

si l e c o r p s S j é ta i t a n i m é de la seu le ro ta t ion Aie». 

2 ° S o i e n t d e u x ro ta t ions para l l è l e s u>f e t <o, ne formant pas un couple; 

l e s y s t è m e d e c e s d e u x v e c t e u r s e s t é q u i v a l e n t à un v e c t e u r un ique A u>, q u e 

l 'on o b t i e n t par une règ l e c o n n u e ( n ° 3 1 ) . D o n c le m o m e n t r é s u l t a n t par 

rapport à un po int M é g a l e l e m o m e n t de la r é s u l t a n t e A u>. Les v i t e s s e s 

d e s différents p o i n t s de S s s o n t d o n c e n c o r e les m ê m e s que si le c o r p s é t a i t 

a n i m é de la s eu l e r o t a t i o n to (fg. 4 o , 2 * ) . 

3° D a n s l e cas où les d e u x r o t a t i o n s f o r m e n t u n c o u p l e , le m o m e n t r é 

su l tan t é t a n t é g a l à l ' a x e d u c o u p l e , quel q u e so i t l e p o i n t M, tous l e s 

p o i n t s du corps S 2 o n t même vitesse. Les v i t e s s e s de ce s p o i n t s s o n t d o n c 

c o r p s s o l i d e S 2 so i t , par rapport à S i , a n i m é d'une ro ta t ion ( O j , a u t o u r de 

l 'axe A 2 u ) j (fig. 3 g ) . 

C h e r c h o n s la v i t e s se a b s o l u e d'un p o i n t q u e l c o n q u e M du c o r p s S s . La 
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i8. R o t a t i o n s e n n o m b r e q u e l c o n q u e . — S o i t u n corps Si a n i m é d'une 

rotat ion Ai toj , ce corps entra ine u n a x e A s t o s e t un c o r p s Ss , d o n t le m o u 

v e m e n t relatif par r a p p o r t à S t e s t u n e r o t a t i o n <o,; l e corps S 2 en tra îne 

un axe A 3 t o 3 e t un c o r p s S 3 , d o n t le m o u v e m e n t re lat i f par rappor t à S 2 

est u n e rota t ion t o 3 ; e t ainsi de su i te jusqu'à un corps S n , dont le m o u v e 

m e n t relatif par r a p p o r t à S „ _ i e s t u n e r o t a t i o n n>n. 

N o u s d irons , p o u r a b r é g e r , que le corps S „ est animé simultanément 

des rotations u>i, t o s , u>n. C h e r c h o n s la v i t e s s e abso lue d 'un po int M 

invar iab lement l ié au dern ier corps so l ide S „ . Cet te v i t e s se est é g a l e au 

m o m e n t résu l tant d u s y s t è m e de v e c t e u r s u>i, w j , w n par rapport au 

point M. C o m m e c e t t e p r o p o s i t i o n a é té é t a b l i e pour le cas de d e u x r o t a 

t ions , il suffit, p o u r l 'é tabl ir dans t o u t e sa g é n é r a l i t é , de m o n t r e r que , si 

el le e s t vraie p o u r (n— 1) ro ta t ions , e l le est e n c o r e vra ie p o u r n. Or la 

Fig. 42. 

v i tesse abso lue d'un p o i n t M du corps S „ es t la s o m m e g é o m é t r i q u e de sa 

v i tesse re lat ive V r par rapport au c o r p s Sn-t e t de sa v i t e s se d ' e n t r a î n e 

m e n t V e (fig. 42) . 

La v i t e s s e re lat ive de M par rappor t à S n _ i est la v i t e s s e d u e à la r o t a 

t ion u>„, c ' e s t -à -d ire le m o m e n t d e co„ par rapport à M ; la v i t e s se d'entraî 

n e m e n t du p o i n t M es t éga le à la v i t e s s e qu'i l aurai t s'il é ta i t invar iab lement 

lié au corps S „ _ i , c ' e s t -à -d i re au m o m e n t résu l tant de i o ( , uij, (i>n_j 

par rappor t à M : la v i t e s se a b s o l u e qui e s t la résu l tante de ce s d e u x m o 

m e n t s , e s t d o n c bien l e m o m e n t ré su l tan t des v e c t e u r s u j , u)j, <o„ par 

rapport à M. C e t t e v i t e s se e s t i n d é p e n d a n t e d e l 'ordre des r o t a t i o n s . 

Le p r o b l è m e qui cons i s t era i t à c o m b i n e r en tre e l l e s de la m ê m e m a n i è r e 

l e s m ê m e s que si le corps S s é ta i t a n i m é d'une t rans la t ion d o n t la v i tesse 

serait éga le à l 'axe du c o u p l e (fig. 4 0 · 

Fig. 41. 
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d e s ro ta t ions e t d e s t rans la t ions se r a m è n e au p r é c é d e n t , en remplaçant 

c h a q u e t rans la t ion par u n c o u p l e de r o t a t i o n s . 

Cela p o s é , i m a g i n o n s un s e c o n d s y s t è m e de v e c t e u r s <oJ, co 2 , u>'p, 

é q u i v a l e n t au p r e m i e r oit, to,, w„, c ' e s t -à -d ire p o u v a n t se d é d u i r e du 

premier par les o p é r a t i o n s é l é m e n t a i r e s . Les d e u x s y s t è m e s d e r o t a t i o n s 

représenté s par c e s v e c t e u r s d o n n e r o n t au p o i n t M la m ê m e v i t e s s e ; i ls 

p e u v e n t d o n c se r e m p l a c e r l 'un l 'autre quand o n ne c o n s i d è r e q u e les v i 

t e s se s . 

Voic i l es d e u x c o n s é q u e n c e s les p l u s i m p o r t a n t e s de ce fait : 

i" U n s y s t è m e de v e c t e u r s e s t é q u i v a l e n t à d e u x v e c t e u r s , d o n t l 'un 

pa s se par un p o i n t pris à v o l o n t é . D o n c l e s v i t e s ses des p o i n t s du corps S« 

s o n t les m ê m e s que si le c o r p s é ta i t a n i m é de d e u x r o t a t i o n s , d o n t l 'une 

passe par un p o i n t pris à v o l o n t é ( C h a s l e s ) . 

a° U n s y s t è m e d e v e c t e u r s e«t é q u i v a l e n t à un v e c t e u r u n i q u e 10 passant 

par un p o i n t arbi traire O e t à un c o u p l e d'axe O V 0 . D o n c les v i t e s s e s des 

p o i n t s du corps S „ sont les m ê m e s que si ce c o r p s é ta i t a n i m é d'une r o t a 

t i o n u n i q u e Ou), a p p l i q u é e en un p o i n t arbi tra ire O, e t d'un c o u p l e d e r o 

t a t i o n s d'axe O V 0 , c ' e s t - à - d i r e d'une trans lat ion de v i t e s s e O V 0 (fig. 4 3 ) . 

Fig. 43. 

tu 

Q u a n d le p o i n t O c h a n g e , la ro ta t ion Ou» res te la m ê m e , la t rans la t ion O V 0 

c h a n g e , mais l e p r o d u i t g — O V 0 cos (tu, V„) res te c o n s t a n t . 

Si D D ' es t l 'axe centra l du s y s t è m e des v e c t e u r s toi, u j , to,„ c e s y s 

t è m e est é q u i v a l e n t à un v e c t e u r u n i q u e u> ( r o t a t i o n ) d ir igé s u i v a n t D D ' 

e t à un c o u p l e d ' a x e m i n i m u m ^ ( t r a n s l a t i o n de v i t e s s e g) d i r igé é g a l e 

m e n t su i vant D D ' . Les v i t e s s e s des p o i n t s d u c o r p s S „ s o n t d o n c l e s m ê m e s 

q u e s'il é ta i t a n i m é d'une ro ta t ion OJ e t d'une t rans la t ion g dans la d i r e c 

t ion de c e t t e r o t a t i o n ; ce m o u v e m e n t i d e n t i q u e à ce lu i d 'une vis dans u n 

é c r o u fixe s 'appel le mouvement hélicoïdal ; l 'axe D D ' est l 'axe i n s t a n t a n é 

de ro ta t ion et de g l i s s e m e n t . 

•49. Cas p a r t i c u l i e r s . — S i g n a l o n s les cas part icu l iers s u i v a n t s , qui s o n t , 

a v e c d'autres e x p r e s s i o n s , les dif férents cas é t u d i é s dans la t h é o r i e des 

v e c t e u r s ( n ° 2 6 ) . Si le m o m e n t m i n i m u m g e s t nul , le s y s t è m e des r o t a 

t ions d o n n é e s e«t é q u i v a l e n t à une r o t a t i o n un ique a u t o u r de l 'axe c e n t r a l . 

jD 
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X. y- z. 

a. 

y,- P P i P * 

ï YI Y» 

Si a) e s t nu l , le s y s t è m e est é q u i v a l e n t à une trans la t ion u n i q u e . Si to e t V 0 

sont nu l s , le s y s t è m e d e s ro ta t ions e s t é q u i v a l e n t à z é r o ; les v i t e s s e s de 

t o u s l e s p o i n t s d u corps S„ s o n t n u l l e s . 

3 0 . Conséquences géométriques. — Il est é v i d e n t que c h a c u n des t h é o 

r è m e s é n o n c é s dans le premier Chap i t re , sur la t h é o r i e des v e c t e u r s g l i s sants , 

« n donnera un sur l e s r o t a t i o n s e t les t rans la t i ons i m p r i m é e s à un corps S „ , 

si l 'on r e m p l a c e les v e c t e u r s par d e s r o t a t i o n s , l es c o u p l e s par des t r a n s 

la t ions de v i t e s se é g a l e à l ' axe du c o u p l e , et le m o m e n t ré su l tan t re lat i f à 

un p o i n t M par la v i t e s s e que p o s s è d e ce p o i n t dans le m o u v e m e n t du 

corps . Les t h é o r è m e s de G é o m é t r i e relat i fs a u x p lans e t à l eurs foyers , a u x 

d r o i t e s c o n j u g u é e s , a u x dro i te s de m o m e n t nul , a u r o n t des s igni f icat ions 

s i m p l e s ; par e x e m p l e , si un plan II e s t i n v a r i a b l e m e n t l ié au corps S « e n 

m o u v e m e n t , le foyer de LT est le p o i n t d e ce p lan d o n t la v i t e s se lui e s t 

normale , e t c . 

Le fait qu'un n o m b r e q u e l c o n q u e de rotat ions e t de t rans la t ions a p p l i 

q u é e s à u n c o r p s so l ide i m p r i m e n t à ses différents po in t s l e s m ê m e s v i 

tesses qu'un m o u v e m e n t hé l i co ïda l , t r o u v e sa v é r i t a b l e ra ison d a n s ce 

t h é o r è m e q u e , dans le mouvement le plus général d'un solide, les vi
tesses à un instant sont les mêmes que dans un mouvement héli
coïdal. C'est c e que n o u s a l lons d é m o n t r e r . 

o l . D i s t r i b u t i o n d e s v i t e s s e s d a n s u n c o r p s s o l i d e m o b i l e . — 

Rapportons le mouvement à trois axes rectangulaires O f x{,yt, z, 
fixes dans l 'espace; et , pour définir la position du corps , suppo
sons trois axes rectangulaires mobiles Ox,y, z orientés comme les 
premiers, invariablement liés au corps (fig. 44) · H suffira de 
connaître le mouvement de ces axes, qui sera défini par les expres
sions des coordonnées x0, y<>, z<> de l 'origine mobile et des neuf 
cosinus directeurs des axes mobiles par rappor t aux axes fixes en 
fonction du temps . Nous supposerons ces neuf cosinus donnés par 
le Tableau suivant : 
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Fig. 44. 

Les nombres x, y, z seront constants, car le point M est invaria
blement lié aux axes mobiles . 

Les formules de changement de coordonnées donnent 

a-, = x„ -+- a x -4- et! y -+- a s z, 
y\ =y*-r- -+- fay -+- foz, 

Zi = z0+ Ix-^-yiy + yzZ. 

En différentiant ces expressions par rappor t à t, nous aurons 

les projections de la vitesse V du point M (fig. 44) S l , r les axes 

Pour in terpré ter ces formules d 'une façon simple, cherchons 
les projections de la vitesse V sur les axes mobiles, project ions 
que nous appelons Vx, Vy, Vz. On a évidemment 

V * = a V „ - r - P V r , + Y V „ , 

V y = a , V J l + p , V r i + ï l V S l , 

V , = « I Y » i + P , V y t - + - Y , V J l . 

Calculons les seconds membres en y remplaçant V*,,, V r i , V Z l 

par les expressions ci-dessus, et r emarquan t que les quanti tés 
telles que 

Soit M un poin t du corps , ayant pour coordonnées x, y, z par 
rappor t aux axes mobiles, x , , y u z, par rappor t aux axes fixes. 
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sont nulles, en vertu des relations 

a » + P ' + r ' = i 

Puis , tenons compte des relations 

«î*j-+- Pi •+• YiYi = o, attt-h PPj-H y Y Î = O , a«!-4- P^i-t- 7Y1 = o, 

qui donnent , par diflerentiation par rappor t à t, les formules 

da, dfr rfy, / da a . rfji, d T , \ 

du, . rf8j <fvs f du a dB dy \ 

1 «fe r dr 1 af< \ dt v dt 1 / 

dont nous posons les deux termes égaux à des quanti tés p, q, r. 

Nous trouverons ainsi 

(formules ' y _ y 0 r x 

fondamentales) \ y y 

V ° , V", V° désignant les projections de la vitesse V° du point O 

sur les axes mobiles : 

V * = « ^ ^ t 

Ces formules ont une signification simple. Elles montrent que 

la vitesse V de chaque point M du corps solide est la somme géo

métrique de deux vecteurs; l 'un V ° , le même pour tous les points 

M, égal et parallèle à la vitesse du point O ; l 'autre u, variable 

avec la position du point M et ayant pour projections sur les axes 

mobiles qz — ry, rx — pz,py — qx. Le vecteur V° est la vitesse 

que posséderait le point M, si le corps solide était animé d 'un 

mouvement de translation de vitesse V° ; le vecteur « est la vitesse 

que posséderait ce même point, si le corps solide était animé d'une 

rotation Ou», ayant pour projections p, q, r sur les axes mobiles ; 

cette rotation se nomme rotation instantanée. On exprime ce 

fait en disant que la vitesse d 'un point quelconque du corps est 

la résultante d'une vitesse de translation égale à la vitesse 
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d'un point quelconque O du corps et d'une vitesse de rotation 
autour d'un axe passant par O . 

Les formules ci-dessus sont fondamentales pour la Cinémat ique . 
Quand le mouvement du corps solide est donné , les six quanti tés 
Vx> V*, V", />, q, r sont des fonctions connues du temps. R é c i 
proquement , si ces quanti tés sont données en fonctions du temps, 
on peut trouver le mouvement du tr ièdre. (Voyez Leçons de 
Géométrie, de M . D A R B O U X , t. I , cliap. 1 1 , et Leçons de Cinéma-
tiques, de M . K O E N I G S , p , i 19.) 

Les composantes de la vitesse, suivant les axes fixes O, X\y 

O ) y t , O , zt, se déduisent immédiatement de ce résultat . D ' a b o r d 
les projections de V° sur les axes fixes sont 

dx„ dytj dza _ 
~~dt' Ht' ~di' 

puis , en désignant par p,, qt, r, les projections de la rotation 
instantanée Ou) sur les axes fixes, on a, d 'après les formules rela
tives aux rotations (n° 44) , l 'expression suivante pour la projection 
du vecteur u sur l'axe Ox{ : 

qi(zi-zo) — n(yi — y0). 

La projection de la vitesse V sur Oxt est donc 

on a deux formules analogues pour V r i et V Z i . 

52 . A x e instantané de rotation et de glissement. Mouvement 
hél icoïdal tangent . — L'état des vitesses des différents points du 
corps solide, étant le même que si le corps était animé d 'une rota
tion Ou) et d 'une translation O V ° , est le même que si le corps 
était animé de trois rotations simultanées, la rotat ion O u et deux 
rotations u>°, — w° formant un couple d'axe O V ° . D ' a p r è s ce que 
nous avons vu dans la théorie de la composit ion des rotat ions, 
l 'état des vitesses sera le même que si le corps était animé d 'un 
mouvement hélicoïdal autour de l'axe central du système de vec
teurs 10, — co° ; les équations de cet axe s 'obt iendront en cher
chant le lieu des points dont la vitesse est parallèle à la direction 
de la rotat ion instantanée w ( fig- 4^) · On a ainsi pour les équa -
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\% •+• g z — ry _ V£-+- rx — pz _ VS -+- py — qx 

P ~ 9 r 

Kig. 45. 

D 

et, par rappor t aux axes fixes 

1 dxa 

dt 
qt ( zi — z„ ) — r, (y, — y„ ) 

Pi 

H - r i C * ! — Xo)— Pi(*i — * o ) 

g étant le glissement estimé positivement dans le sens de w, la 

valeur commune de tous ces rapports est 

g = p\%-r.q\}+r\9 = 

dx0 

dt 
dy* 
dt 

dz0 

dt 

Les cas particuliers qui peuvent se présenter sont les suivants : 
si f est nul , le glissement est n u l ; si / " e s t infini, la rotation est 
nul le . 

Le mouvement hélicoïdal ainsi défini est dit tangent au m o u 
vement réel du corps à l ' instant t, car l 'état des vitesses est le 
même dans les deux mouvements, mais non celui des accéléra
tions. 

53 . G r a n d e u r d e l a v i t e s s e d ' u n p o i n t d u c o r p s . — P r e n o n s un p o i n t M 
du corps s i tué à une d i s t a n c e 8 d e l 'axe i n s t a n t a n é de rotat ion e t de g l i s -

tions de l'axe ins tantané D D ' de rotation et de glissement, par 
rapport aux axes mobiles , 
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s è m e n t D D ' . La v i t e s s e due à la rotat ion est u n vec teur M U p e r p e n d i c u 

la ire au plan M D D ' éga l à 108; la v i t e s s e due à la t rans la t ion est un v e c t e u r 

M g éga l e t para l lè le à g. La v i t e s s e résu l tante V est donc dans un plan 

perpendicu la i re à 8 ; e l le e s t d o n n é e par 

V s = ü > ä 8 2 - t - ^ s , t a n g V M ^ = 
g 

Si M es t sur l 'axe D D ' , sa v i t e s s e é g a l e à g e s t d ir igée s u i v a n t l 'axe . 

Quand M décr i t la dro i t e 8 perpendicu la i re à D D ' , V e n g e n d r e un p a r a b o -

Fig. 46. 

lo ïde h y p e r b o l i q u e . Ces p r o p o s i t i o n s d o n n e n t , sous une forme s i m p l e , la 

d i s tr ibut ion des m o m e n t s résu l tants a u t o u r de l 'axe centra l d a n s un s y s 

t è m e q u e l c o n q u e de v e c t e u r s , to é t a n t la ré su l tante généra le e t g le c o u p l e 

m i n i m u m (n° 1 7 ) . 

54. Mouvement continu. — Le lieu géométrique de l 'axe ins tan
tané de rotation et de glissement, daiTs le corps, est une certaine 
surface réglée S dont on obtiendra M. l 'équation en él iminant t entre 
les équations ( D ) de l 'axe par rapport aux axes mobiles ; le lieu du 
même axe dans l'espace absolu, c 'est-à-dire par rapport aux axes 
fixes, est une autre surface réglée 2 ( dont on obtiendrai t l 'équation 
à l'aide des équations (-D,). A un instant quelconque, ces deux 
surfaces ont une génératr ice commune qui est Taxe instantané à 
cet instant . Elles sont de plus tangentes le long de cette généra
trice. En effet, imaginons un mobile M qui décrit une courbe 
quelconque située sur la surface fixe S ( de façon à se trouver, à 
chaque instant t, sur l 'axe instantané const i tuant la génératrice 
commune à cet instant . Ce même point décrira, par rapport au 
corps solide mobile une courbe située sur la surface mobile S liée 
au corps. A l ' instant t la vitesse absolue Ya de ce point M est tan
gente en M à la surface S ( , sa vitesse V r relative au corps est t an-
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génie en M à la surface S; enfin, sa vilcssc d 'cnlraînement Ve, 
dans le mouvement du corps, est dirigée suivant la génératrice 
commune MG, car, celle génératrice étant l'axe instantané de rota
tion et de glissement, tous les points du corps appar tenant à cette 
droite ont uniquement une vitesse de glissement dirigée suivant 
la droite. Comme le vecteur V a est la somme géométrique de V r 

et V e , ces trois vecteurs sont dans un même plan. Le plan de V a 

et V e , c 'est-à-dire de V« et de MG, est langent à la surface S ( ·, le 
plan de V r el V e , c 'est-à-dire de V r et de MG, est tangent à S. Ces 
deux plans étant confondus, les surfaces S et 2, sont tangentes au 
point M : comme ce point est pris arbitrairement sur la génératrice, 
les surfaces 2 et 2 | sont tangentes tout le long de la génératr ice. 

Dans le cas particulier où V,. serait nulle, Yr serait identique 
à V a , et les deux plans tangents déterminés p a r MG et V f l , MG 
et V r seraient encore confondus. 

On peut donc se représenter le mouvement général d'un solide 
de la façon suivante, qui a été indiquée par Poncelet : 

Une sur/ace réglée liée au solide se meut sur une surface 
réglée fixe à laquelle elle est tangente suivant une génératrice 
et sur laquelle elle roule en glissant le long de cette génératrice. 

Examinons quelques cas particuliers de ces théorèmes. 

55 . Le corps solide a un point fixe. — On peut prendre ce point 
fixe pour origine O des axes fixes et des axes mobiles . La vitesse 
du point O éLant nulle, les vitesses des différents points du corps 
sont les mêmes que si le corps tournait autour d'un axe pas
sant par le point fixe (Eule r ) ; cet axe se nomme axe instantané 
de rotation; l 'axe du mouvement hélicoïdal coïncide avec lui , 
mais le glissement du mouvement hélicoïdal est nul; la rotation 
instantanée seule subsiste. Le mouvement fini du corps s 'obtient 
en faisant rouler le cône C de sommet O, lieu des axes instantanés 
dans le corps, sur le cône C | de même sommet, lieu des axes ins
tantanés dans l 'espace. 

Les points du corps situés sur une sphère de centre O forment 
une figure sphérique de forme invariable mobile sur cette sphère . 
Les cônes C et Ci de sommet O coupent cette sphère suivant deux 
courbes c et c,, la première c invariablement liée à la figure sphé-
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r ique mobile , l 'autre c, fixe sur la sphère . Le mouvement de la 
figure sphér iquc s 'obtiendra en faisant rouler la courbe c liée à 
cette figure sur la courbe fixe c t . 

56 . L e c o r p s s e d é p l a c e p a r a l l è l e m e n t à u n p l a n fixe. — Les 

vitesses des différents points du corps sont alors parallèles à un 
plan fixe II : on peut considérer ce cas comme limite du précédent 
lorsque le point fixe O s'éloigne indéfiniment dans une direction 
perpendiculaire au plan I I . Une sphère de cent re O passant par un 
point déterminé du corps se réduit alors à un plan parallèle au plan II 
ou, si l'on veut, à ce plan lui-même ; tous les points du corps situés 
à un certain instant dans ce plan y res ten t indéfiniment et forment 
une figure plane de forme invariable mobi le sur un plan fixe. Le 
mouvement hélicoïdal instantané se rédui t alors à une rotation dont 
l 'axe est perpendiculaire au plan I I . Le lieu des axes instantanés 
de rotation dans le corps est un cylindre C, dans l 'espace un 
cylindre C ( de génératrices perpendiculaires au plan I I ; le mouve
ment fini s 'obtient en faisant rouler sans glissement le cylindre C 
s u r C ) . Les points du corps situés dans le plan II forment une 
figure plane invariable dont le mouvemen t fait évidemment con
naître celui du corps entier . Les vitesses des différents points de 
cette figure à un instant t sont les mêmes que si celle figure tour
nait autour d 'un point 1 de son plan, situé à l ' intersection du 
plan II et de l'axe instantané : ce point I s 'appelle le centre ins
tantané.de rotation de la figure plane. Le mouvement fini s 'ob
tient par le roulement de la section droi te c du cylindre G par le 
plan II sur la section droite c ( du cyl indre G, par ce même plan. 

57 . R o u l e m e n t e t p i v o t e m e n t d ' u n e s u r f a c e m o b i l e s u r u n e s u r f a c e 

flxe.— I m a g i n o n s u n c o r p s so l ide m o b i l e t e r m i n é par une sur face r ig ide S 

assuje t t i e à re s t er en c o n t a c t a v e c u n e s u r f a c e fixe S i . A c h a q u e i n s t a n t t, 

un certa in p o i n t A de la s u f a c e m o b i l e S s e t r o u v e en c o n t a c t a v e c u n 

p o i n t A j de la sur face fixe S i . S i , à l ' i n s t a n t t, la v i t e s s e V 0 d u p o i n t A 

de S qui se t r o u v e au c o n t a c t n'est p a s n u l l e , c e t t e v i t e s s e e s t s i tuée dans 

le p lan t a n g e n t c o m m u n a u x d e u x s u r f a c e s au p o i n t de c o n t a c t : en effet, 

i m a g i n o n s u n m o b i l e qui c o ï n c i d e à c h a q u e i n s t a n t a v e c le p o i n t g é o m é - / 

t r ique de c o n t a c t d e s deux sur faces : la t r a j e c t o i r e a b s o l u e Ci de c e m o b i l e 

est s i tuée sur S i e t sa v i t e s se a b s o l u e V, e s t t a n g e n t e à C, ; sa trajecto ire rela

t ive C par rapport à S est s i tuée sur S e t sa v i t e s s e re la t ive V es t t a n g e n t e 

à C ; sa v i t e s s e d ' e n t r a î n e m e n t , dans l e m o u v e m e n t d e S, e s t la v i t e s s e V 0 

du p o i n t A d e S au c o n t a c t à l ' ins tant c o n s i d é r é . C o m m e V t e s t la r é s u l t a n t e 
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de V et V 0 , le v e c t e u r V 0 , s'il n'est pas nu l , e s t , a insi que Vi e t V , s i tué 

dans le plan t a n g e n t a u x d e u x surfaces en A . Les v i t e s s e s des différents 

po int s du c o r p s so l ide m o b i l e son t les m ê m e s q u e si ce c o r p s étai t an imé 

d'une trans lat ion de v i t e s s e V 0 e t d'une rota t ion A<o a u t o u r d'un axe p a s 

sant par A . 

On dit que la surface S roule et pivote sur Si q u a n d , à c h a q u e ins tant t, 
la vitesse du point A qui est au contact est nulle. D a n s ce cas , V 0 é t a n t 

nul , l es v i t e s s e s des p o i n t s du so l ide m o b i l e son t à c h a q u e ins tant les 

m ê m e s que si le c o r p s é ta i t a n i m é d'une rotation Ato a u t o u r d'un axe 

passant par A : l 'axe i n s t a n t a n é d e r o t a t i o n e t d e g l i s s e m e n t passe d o n c 

par A, e t le glissement est nul. Le l ieu d e A u dans le c o r p s S est u n e 

surface r é g l é e S , d a n s l 'espace absolu une surface rég lée £ 1 ; l e m o u v e m e n t 

s 'obtient en fa i sant r o u l e r £ sur £ t . Le lieu du p o i n t A sur S est u n e 

courbe C, i n t e r s e c t i o n de 2 a v e c S ; le l i eu du p o i n t A , sur S , , une c o u r b e C i , 

in tersec t ion de £ 1 a v e c S j : c e s d e u x c o u r b e s r o u l e n t auss i l 'une sur l 'autre , 

c o m m e il ré su l te d e ce q u e Vj est a lors i d e n t i q u e à V . La r o t a t i o n i n s t a n 

tanée Au> p e u t ê t re d é c o m p o s é e en deux : l 'une Aio„ n o r m a l e a u x d e u x 

surfaces qu'on appe l l e la vitesse angulaire de pivotement, l 'autre Au> f 

s i tuée dans le p l a n t a n g e n t qui e s t la -vitesse de roulement. Lorsque le 

m o u v e m e n t est te l q u e la v i tesse de p i v o t e m e n t u>„ es t c o n s t a m m e n t n u l l e , 

le m o u v e m e n t de S sur S i e s t un roulement. 

IV. — ACCÉLÉRATIONS. THÉORÈME DE CORIOLIS. 

08. D i s t r i b u t i o n d e s a c c é l é r a t i o n s d a n s u n s o l i d e e n m o u v e 

m e n t . — Dans le cas général , les projections de la vitesse d 'un 

point M du corps sur les axes fixes x,, y,, zK étant 

Fig. 47. 

dx\ 
"Si a -t- g/i-zi 

dy\ 
b -+• riXi fi «t , 

dt 
dzt 

~~dt 
c -*-piyi 
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<fix\ da dz% 

dt* dt dt 
dyi _ dqt 

dt dt 

ou, en remplaçant les dérivées premières · · · par leurs valeurs, 

réduisant et f a i s an tp \ -+- q\ -+- r 2 = w 2 , 

diXi da , 

-jp = -¿1 -+- qic — rib + ; I ( / ) I J ; I + ? I / I + rtzt) 

dr< 
-r<-dt' 

• to3:r, -+- Zi 
dqx 
lit 

dri 
1 W 

En permutant les let tres, on aura de même les expressions de 

et -çjjr> c 'est-à-dire les projections de l 'accélération sur les 
dp 

axes fixes 

59 . A c c é l é r a t i o n d a n s l e m o u v e m e n t r e l a t i f . T h é o r è m e d e C o -

r i o l i s . — Nous avons donné précédemment (n° 45) un théorème 

d 'une grande importance liant l 'une à l 'autre la vitesse absolue 

d'un mobile et sa vitesse relative par rappor t à un système ( S ) 

animé d'un mouvement connu. 

Fig. 48. 

Nous nous proposons d'exposer un théorème du même genre , 

liant l 'une à l 'autre l 'accélération absolue et l'accélération relative. 

Nous allons employer une méthode analytique qui donne aussi le 

théorème sur les vitesses, précédemment démontré par la Géomé

trie (n° 45 ) . 

où a, b, c désignent les quanti tés V", — ?i s 0 - 4 - r , ^ , , , elc, on 

obtient les projections de l'accélération de ce point en différentiant 

ces formules, qui donnent 
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( V . ) 

( J r ) 

et sur les axes fixes 

dx dy dz 
~dt' dt' dt' 

d*x d'y d'z 
~dt*' ~dt*' dt*~ 

dx dy dz 

dx dy dz 

d'x d*y d'z 
a-dl*-+ai-dt*-+aid*' 

, j . . o d*x D d'y , 0 d'z 

d'x d*r d'z 

T-^ + ^-é+^-dë-

Pour définir le mouvement du système de comparaison ( S ) par 

rapport auquel on étudie le mouvement relatif, nous supposerons 

trois axes mobiles Oxyz invariablement liés à ( S ) , et nous défi

nirons leur mouvement comme nous l'avons fait dans le n° 5 1 . 

Soit M le point mobile : comme il se déplace à la fois dans le sys

tème (S ) et dans l'espace absolu, ses coordonnées par rapport aux 

axes mobiles x,y, z seront des fonctions du temps, ainsi que ses 

coordonnées absolues x^ y , , z,. Ces coordonnées sont liées par 

les formules 

!

xx = iro-t- - H «i^-t- a**, 

7 i = ^ o H - $x-hPty+$iZ, 

* l = «o -t- yx -+• Yiy-H f i Z . 

Le point mobile M a une vitesse et une accélération absolues 

ayant pour projections sur les axes fixes 

dxt dyt dzi 
{y"> d t ' d t ' d t ' 

d'x, d*yt d'z, 
( J a > dt* ' dt* ' dt* ' 

il a une vitesse et une accélération relatives ayant pour projec

tions sur les axes mobiles 
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1 dx„ 
l dt ' dm. du, 

h x d l + y ^ û + 

da.2 

( V . ) j dt ^X dt ̂ y dt + z-dT' 
1 dz0 dy dj, 
1 dt ^X dt+yHï ^ 

Z-d7' 
1 d3X(, dia d'Xi 

~hx~dtï ^y~à~F ) <*y% 

\ dp-
d*-& d«-&l 

+ * - d + y i & 
dt1 

1 d*3i> 

dt* 
d'y d'y, 

+ x - d + y ^ k 
dt* 

formules obtenues en regardant x, y, z comme constantes , car on 

appelle vitesse et accélération d'entraînement du point M la 

vitesse et l 'accélération qu 'aurai t ce point s'il était invariablement 

lié aux axes mobiles. 

En dilférentiant une première fois les formules ( i ) par rappor t 

à t, on obtiendrai t l 'expression analytique du théorème démont ré 

plus haut ( n ° 4 S ) : la vitesse absolue est la somme géométr ique de 

la vitesse relative et de la vitesse d 'ent ra înement . 

Une seconde différentiation des formules ( i ) donne 

( cP-Xi ( d*x d'y d*z\ 

~dP = {adF + *1 dP+a*dtï) 
Id*xa d'à. d'à, aPaA 

U) \ +(^+x-d7+ylît*--*-z-dF) ( dix dx di\ dy rfa2 d z \ 

dt ~di~*~ ~dt ~dt+~dt dt )' 
et deux formules analogues pour les dérivées secondes de yK et z,. 

Pour in te rpré te r ces équat ions, considérons le vecteur J ' ayant 

pour origine le point M et pour projections sur les axes fixes les 

quanti tés 

' / da. dx da, dy 
\dt dt dt dt 

doit dz\ 
~~dt ~dt)' 

(y J , _/d$dx rfp, dy d^ dz\ 
( ) \ i r>-*\^t^t + ~d7dt+-d7-di)' 

j, ~.}/
dy dx dy, dy dyt dz\ s' \dt dt dt dt dt dt}' 

, Le point a aussi une vitesse et une accélération à'1 entraînement 
ayant pour project ions sur les axes fixes 
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Le système de comparaison ( S ) , par rappor t auquel on étudie 
le mouvement relatif, constitue un corps solide ou un système inva
riable en mouvement . En appl iquant à ce système les résultats de 
l'étude faite p récédemment , nous savons que les vitesses des dif
férents points de ce système invariable sont, à l ' instant considéré, 
les mêmes que si le système était animé d 'une certaine translation 
et d'une rotation instantanée w ayant pour projections sur les axes 
mobiles p, q, / · , avec 

rfa, - c f S , rfv, /do. d& dv\ 

Ces formules étant rappelées , on trouve immédiatement 

'—(«§-$)· 
l dx dz\ 

' ' - ' { ' T i - i - m ) ' 

'.-»('$-«£)· 
Si donc on considère le point V'r (Jig. 48) ayant pour coordon

nées par rappor t aux axes mobiles ^ » ^ > c'est-à-dire l 'ex

trémité du vecteur OV'r d 'origine O égal et parallèle à la vitesse 

relative V r , les projections de J' sur les axes x,y, z sont égales aux 

On appelle ce vecteur l 'accélération complémentaire. Les 

équations (2 ) expr iment que la projection de Ja sur chacun des 

trois axes fixes est égale à la somme des projections de J r , J e et J' 

sur le même axe, c 'est-à-dire que , dans l 'espace, le vecteur J a est 

la somme géométr ique de Jr, J« et J ' , 

L'accélération absolue est donc la résultante de l'accéléra
tion relative, de l'accélération d'entraînement et de l'accélé
ration complémentaire. 

Il reste à trouver une in terpré ta t ion simple de J' ". pour cela, 
cherchons les projections de J ' sur les axes mobiles J^, J^,, J , . 
On a évidemment 
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Fig. 49· 

Ce cas particulier du mouvement relatif porte le nom de com
position des mouvements. Pour définir le mouvement de transla
tion des axes mobiles, qu 'on peut alors supposer parallèles aux 
axes fixes (fig- 4°/)> il suffit évidemment de définir le mouvement 
d'un point O du système de comparaison, ce qu 'on peut faire en 

doubles des projections de la vitesse que prendrai t ce point Y'r si 
l 'angle uOVJ,, supposé invariable, tournait au tour de l'axe Oto 
supposé fixe, avec la vitesse angulaire w. Le vecteur J ' esL donc, 
en grandeur , direction et sens, égal au double de cette vttesse, 
c 'est-à-dire au double du moment de u> par rapport au point V^; 
il est appliqué au point M. On peut , en détaillant, le définir 
comme il suit : le vecteur J ' est perpendiculaire au plan O J O V ^ de 
l'axe instantané et de la vitesse relat ive; il a pour grandeur le 
double du produit de u> par la dislance du point Y'r à l'axe O u , 
c'est-à-dire -a w V r s i n ( o j , V r ) ; enfin il est dirigé par rapport au 
plan toOV^. du côté où la rotation instantanée to tendrait à en
traîner l 'extrémité V .̂ d 'une parallèle OV' r à la vitesse relative. 

En résumé, on a 

( V . ) = ( V r ) + ( V . ) , ( J a ) = ( J r ) + ( J e ) + ( J ' ) . 

Le vecteur J ' est nul si l 'un des trois facteurs to, V r , s in(w, V r ) 

est nul . Le cas le plus important est le suivant. 

60 . M o u v e m e n t d e t r a n s l a t i o n d e s a x e s m o b i l e s . C o m p o s i t i o n 

d e s m o u v e m e n t s . — Si to est constamment nui, l'accélération 
complémentaire est toujours nulle. Pour qu' i l en soit ainsi, il faut 
et il suffit que les axes mobiles aient un mouvement de translat ion; 
l 'accélération absolue 3a est alors la résultante de Vaccélération 
relative Jr et de l'accélération d'entraînement 3e. 
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donnant, la variation du vecteur O t O en fonction du t emps ; le 
mouvement relatif de M est défini de même par la variation du 
vecle,ur OM. Le mouvement absolu de M, défini par la variation 
du vecteur résul tant 0 ( M, s'appelle mouvement résultant des 
deux premiers; d 'après ce qui précède, la vitesse et l 'accélération 
de ce mouvement sont les sommes géométriques des vitesses et 
des accélérations des deux mouvements composants . 

6 1 . F o r m u l e s g é n é r a l e s d o n n a n t l a v i t e s s e et l ' a c c é l é r a t i o n d ' u n 

p o i n t r a p p o r t é a d e s a x e s m o b i l e s . — Soit un trièdre mobile 
Oxyz animé d 'un mouvement connu : appelons comme plus haut 
V° , V", V° les projections de la vitesse absolue V° de l 'origine O 
sur les axes Ox, Oy, Oz, et p, g, r les composantes de la rotation 
instantanée du trièdre Oxyz suivant ces mêmes axes. 

Vitesse. — Considérons un point mobile M ayant par rapport 
aux axes Oxyz les coordonnées x,y, z. La vitesse relative V r d u 
point M par rappor t au trièdre a pour projections sur les axes 
mobiles 

/ v dy dz 
" ( y r ) dt' Tt' di' 

la vitesse d 'entraînement V„ du même point a pour projections 
(n° S I ) 

I \%-hqz — ry, 
Y° + r.v—pz, 
V2 - I -py — qx. 

La vitesse absolue Ya du même point étant la résultante de V r 

et V e a pour projections 

V a * = ^ V» + qz - ry, 

( 3 ) { \ a y = ± + \o + r x _ p Z j 

Vaz = + V ? + / ) ^ - qx. . 

Accélération. — Pour obtenir les projections de l 'accélération 

absolue J„ du point M sur les axes Oxyz, il suffit de se repor ter 

à la détermination de l 'accélération à l'aide de l 'hodographe(n° 40 ) . 

A. — I. 6 
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d \ a T 

dt 
-+-qVaz—rYay, 

( 4 ) ! J « r = 
dVay 

dt ·+• rVax — pVaz, 

dVaz 

dt -ï-pVay—qVax-

Ces formules permettraient de re t rouver , sous une autre forme, 
le théorème de Coriol is . 

EXERCICES. 

)f 1. Déterminer la trajectoire d'un mobile sachant qu'elle est plane et que les 
composantes tangentielle et normale de l'accélération sont constantes. 

Réponse. — En comptant le temps t à partir d'un instant convenable, et l'arc 
de trajectoire s à partir d'une origine convenable, on trouve 

s = at2, — = o , p = -V- s, 
P 0 

où p est le rayon de courbure, a et b des constantes. La trajectoire est une spi
rale logarithmique. 

2. Un mouvement qui a lieu dans un plan est défini par deux équations faisant 
connaître les coordonnées polaires du mobile r et 6 en fonction du temps. On 
demande de calculer soit directement, soit comme application de la théorie du 
mouvement relatif, les composantes de la vitesse et de l'accélération suivant le 
rayon vecteur et la perpendiculaire au rayon vecteur. 

Par un poin t fixe A, menons trois axes Ax\, Ayt, A s , parallèles 
à O x , Oy, Oz et un segment A m égal et parallèle à la vitesse 
absolue V a du point M. L'accélération cherchée J a est égale et 
parallèle à la vitesse absolue du point m . O r ce poin t m a pour 
coordonnées par rappor t aux axes A x t y t Z t 

(m) x l = \ a x , yt = \ a ) . , zi=\az', 

la vitesse de l 'origine A est nulle et la rotat ion instantanée du 
trièdre Axty, z, est ident ique à celle du tr ièdre parallèle Oxyz : 
les projections sur Ax,y, zt ou sur Oxyz de la vitesse absolue 
du point m sont donc, d 'après les formules analogues à ( 3 ) , 

dxt 
— + g z i - r y l 

On a, par suite, pour les projections de l 'accélération absolue J« , 
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Réponse. — Composantes de la vitesse, 

83 

dr rf8 
dt' rdt' 

de l'accélération 
d1 r /di\> i d_ / ,d&\ 
dP r\dt) ' r d t \ dt)' 

y 3. Un mobile parcourt une lemniscate 

r s = a a* cos a 8 

avec une vitesse de grandeur constante a. Exprimer les coordonnées du mobi le 
en fonction du temps et calculer l'accélération. (Cet exercice exige la connais
sance des fonctions ell iptiques.) 

Réponse. — Soit s l'arc de courbe compté à partir du point où 8 = o. On 

trouve 

2a'dr 
fi / ( i o 1 -+- /- 2 ) ( l a 1 — r') 

d'où 
,_ i 

r = a y ' a c n t , cos8 = dnt, s i n 8 = ^ j s n t , 

le module des fonctions elliptiques étant on en déduit immédiatement x ely 
y/a 

en fonction de temps. 

4. Démontrer que, dans un corps solide en mouvement, à un instant donné : 

a. Le lieu des points du corps qui ont des vitesses concourant en un point donné 
est une cubique gauche; 

b. Le lieu des directions de ces vitesses, un cône du second degré; 
c. Le lieu des points dont la vitesse a la même grandeur, un cylindre de révo

lution autour de l'axe du mouvement hélicoïdal ( C H A S L E S ) . 

5. Mêmes questions pour les accélérations. 

G. Dans un corps solide en mouvement , les plans normaux aux trajectoires des 
points du corps situés dans un même plan passent par un même point; les plans 
normaux aux trajectoires des points situés sur une droite D passent par une 
droite A ; les plans normaux aux trajectoires des points d'une surface d'ordre m 
enveloppent une surface de classe m ( C H A S L E S ) . (Ces propriétés résultent immé
diatement des propriétés des plans et de leurs foyers, indiquées dans le n° 17.) 

7. Les plans normaux aux trajectoires de deux points quelconques a et b du 
corps rencontrent l'axe D de rotation et de glissement en deux points a, fï, qui 
sont les pieds des perpendiculaires abaissées des points a et b sur lui. De sorte 
qu'on a 

a[J — abcos(ab, D ) ( C H A S L E S ) . 

8. Si l'on considère les vitesses que possèdent au même instant les différents 
points d'un solide comme des droites indéfinies, ces vitesses forment un com
plexe du second ordre dont les coniques sont des paraboles (exercice identique à 
l'exercice 8, p. 45 ). 

at = s = — 
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9. Dans un corps solide en mouvement, on projette à un instant t les vitesses 
des différents points du système sur un plan perpendiculaire à l'axe central; dé
montrer que ces projections sont perpendiculaires aux droites joignant les pro
jections des points sur le même plan au pied de l'axe sur ce plan. 

10. Construction de l'axe instantané de rotation et de glissement d'après 
Poncelet. — On mène par un point arbitraire O de l'espace trois vecteurs 0 V , 
O V , 0 V égaux aux vitesses dè trois points M, M', M" du corps; l'axe instantané 
est perpendiculaire au plan it des trois points V, V , V". Projetons sur ce plan 
deux des points M et M' en m et m' et leurs vitesses en mv et m'v'; les perpen
diculaires élevées en m et m' à mv et m'v' se coupent au pied de l'axe sur le 
plan it. L'axe est donc déterminé. 

11. Un corps solide est mobile autour d'un point fixe O. Démontrer que, si 
l'axe instantané de rotation est fixe dans le corps, il est aussi fixe dans l'espace, 
et que le mouvement du corps se réduit à une rotation autour d'un axe fixe. 

Réciproquement, si l'axe instantané est fixe dans l'espace, il est aussi fixe dans 
le corps. 

12. On considère une courbe gauche rapportée à des axes fixes 0,xiylzi et 
sur cette courbe un point mobile O dont les coordonnées sont des fonctions don
nées de l'arc s. On suppose que le mouvement du point O est défini par l'équa-

ion s = t, et l'on considère le trièdre trirectangle Oxyz formé par la tan
gente Ox dans le sens du mouvement, la normale principale Oy dans le sens dg 
rayon de courbure principal p , et la binormale Oz. 

a. Trouver les composantes p, q, r de la rotation instantanée du trièdre mobile 
suivant les axes mobiles. 

Réponse. p = — ^» q = o, ' " = p ( t , rayon de tors ion) . 

b. Trouver les équations de l'axe instantané de rotation et de glissement. 

13. Démontrer, en vertu de la propriété précédente, que si — = const. , la 

T 

courbe est une hélice tracée sur un cylindre quelconque ( B E R T R A N D ) . 
[On considère un trièdre auxiliaire 01x'y'z' ayant son origine fixe et ses 

p 

arêtes parallèles aux axes mobiles Oxyz. Si = const. , l'axe instantané de rota

tion de ce nouveau trièdre est fixe dans le trièdre, par conséquent fixe dans 

l'espace (exercice 11), et la tangente à la courbe fait avec la direction de 

cet axe fixe un angle constant.'] 
14. Une droite A B de l'espace est invariablement liée à un axe fixe Oz, autour 

duquel elle tourne avec une vitesse angulaire constante u. Un corps solide C, 
invariablement lié à la droite A B , tourne autour de cette droite avec la même 
vitesse angulaire relative u>. 

Trouver, pour ce corps solide C, l'axe instantané de rotation et de glissement, 
la surface réglée fixe S, et la surface réglée mobile £. 

15. On fait rouler un cylindre de révolution ( C ) dans un cylindre de révolu
tion ( C ) de rayon double, en le faisant glisser en même temps parallèlement 
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aux génératrices, de telle façon qu'un point du cylindre ( C ) décrire une droite 
fixe rencontrant nécessairement l'axe du cylindre ( C ) . 

Démontrer que, dans ce mouvement, tous les points du solide mobile décrivent 
des ellipses. 

Ce mouvement est, en excluant le cas d'un déplacement parallèle à un plan 
fixe, le seul dans lequel tous les points de la figure mobile puissent décrire 
des courbes planes. (Voir DARBOUX, Comptes rendus, t. XCII, ou Annales de 
l'École Normale, 1890.) 

16. Démontrer qu'on peut obtenir le déplacement continu d'un corps solide par 
• le procédé suivant, imaginé par Poinsot. Un cane C de forme invariable, lié au 

corps solide, roule, sans glisser, sur un cône C, de forme invariable, animé d'un 
mouvement de translation. 

(La démonstration se fera facilement en prenant un point fixe quelconque O 
dans le corps solide et étudiant le mouvement relatif du corps pur rapport à des 
axes Oos'y'z' de directions fixes menés par O.) 

17. Le lieu des axes de courbure des trajectoires des différents points d'une 
droite le long de cette droite est un hyperboloïde; le lieu des centres des sphères 
osculatrices est une cubique gauche (MANNIIEIM) . 

V 18. Sur le théorème de Coriolis. — Si la rotation instantanée u du système 
de comparaison est la résultante des deux rotations u' et u", l'accélération c o m 
plémentaire J' est la résultante de deux accélérations complémentaires qui 
seraient dues aux rotations composantes M ' et <•>". 

Si la vitesse relative V, est la résultante de deux vitesses relatives Vj- et V ^ , 
l'accélération complémentaire J' est la résultante des deux accélérations complé
mentaires qui seraient dues aux vitesses composantes V'r et \'"r ( K E S A L ) . 
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CHAPITRE I I I . 

PRINCIPES DE LÀ MÉCANIQUE : MASSES, FORCES. 

La Mécanique repose sur un petit nombre de principes qu ' i l 
est impossible de vérifier directement et auxquels on a été condui t 
par une longue suite d ' induct ions : les conséquences qu'on en 
dédui t sont vérifiées par l 'observation. La première idée de ces 
pr incipes remonte à Galilée qui, dans l 'étude des lois de la chute 
des corps (p lan incliné, pendule , mouvement parabol ique) , a in t ro
duit les notions d ' iner t ie , d 'accélération, do composition des 
mouvements . Huygens fut le cont inuateur de Galilée dans la 
théor ie du mouvement d 'un point : il étudia le premier le mouve
men t d 'un système matér ie l ; enfin Newton étendi t le champ de la 
Mécanique par la découverte de la loi d 'at tract ion universelle. 

Il nous est impossible , dans cet Ouvrage, de faire la crit ique 
des pr incipes de la Mécanique. C'est là une quest ion des plus 
délicates qui demande de nouvelles recherches . On pourra con
sulter, à ce sujet, l 'Ouvrage de M. M A C H , Die Mechanik in ihrer 
Entwickelung historisch-kritisch dargestellt; le troisième Vo
lume des Œ u v r e s du célèbre physicien H E R T Z , Die Principien 
des Mechanik in neuem Zusammenhange dargestellt, analysé 
par M. PoiNCAttÉ dans la Revue générale des Sciences, en 1897 ; 
les Leçons de Mécanique élémentaire, deBojNivET (Mallet-Bache-
lier, 1858) ; VEtude des théories de la Mécanique, par M. B O U A S S E 

(Car ré , i 8 g 5 ) ; les Leçons de Mécanique physique, de M. A M -
D R A D E ; les Leçons de Mécanique, de M. B O U S S I W E S Q ; citons 
encore , au point de vue pédagogique, une note de M. V A S C H Y , 

Sur la définition des masses et des forces (Nouvelles Annales 
de Mathématiques, janvier i8g5) , et un article de M. P I C A R D 
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intitulé : Une première leçon de Mécanique (L'Enseignement 
mathématique, 15 janvier 1900, Carré et N a u d ) . 

Nous adopterons u n mode d 'exposi t ion emprun té presque 

textuellement à M. B l o n d l o t , professeur à l 'Université de Nancy 

(Notions de Mécanique à l'usage des élèves de Physique, 
Autographie, Nancy, 1 8 9 6 ) , et s ' inspirant sur tout de KirchhofFet 

de M. Mach. 

I . — P R I N C I P E S . 

62. A x e s f i x e s . — Nous rappor te rons les posi t ions de tous les 

corps à un système d'axes que nous appel lerons , par définition, 

axes absolument fixes : ce système d'axes est un t r ièdre dont le 

sommet est au cen t re de gravité du système solaire et dont les 

arêtes sont dirigées vers trois des étoiles appelées étoiles fixes. 

63. T e m p s . — Le temps en usage est le temps moyen défini en 

Cosmographie. 

64·. P o i n t m a t é r i e l . — Afin de commencer pa r le problème le 

plus simple, o n é tudie d 'abord le mouvement d 'une port ion de 

matière assez pet i te pour qu 'on puisse , sans er reur sensible, d é 

terminer sa posi t ion comme celle d 'un p o i n t géométr ique. Une 

tel le portion de matière s'appelle un point matériel. On consi

dère ensuite les corps comme formés par la réunion d'un très 

grand nombre de points matériels . 

En même temps qu' i l change de posi t ion, un point matériel 

peut tourner et se déformer, mais nous ne nous occuperons ici 

que de sa posit ion, et non de la manière dont il peu t tourner et se 

déformer. 

L'observation et l 'expérience montrent que les points matériels 

agissent les uns sur les autres : ainsi les points matériels qui con

stituent un corps appelé solide agissent les uns sur les autres de 

façon à maintenir , à peu de chose près , la forme du corps quand 

on cherche à le déformer ; deux points électrisés s'attirent ou se 

repoussent ; e tc . 

65 . P r i n c i p e s . — Premier principe. — T o u t point matériel 

supposé seul ne prendrai t pas d 'accélération. 
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A 6 

se produisent fait part ie de la Physique expérimentale : cela 
pourra être parce qu'ils sont éleclrisés, ou parce qu'ils se pressent 
mutuel lement , ou par suite de l 'attraction newtonienne, e tc . 

Troisième principe. — Le rappor t des valeurs numériques des 
accélérations que deux points matériels quelconques A e t B déter
minent l 'un sur l 'autre est constant ; autrement dit , ce rappor t 
est le même quelles que soient les conditions physiques qui p r o 
duisent l 'accélération, que ce soit l 'électrisation, la pression m u 
tuelle, l 'action newtonienne , e tc . 

Cela étant, nous pouvons exprimer le rappor t de l 'accélération 
de B à l 'accélération de A par une fraction dont le numérateur sera 
un nombre choisi arbi t rairement , que nous désignerons par le 
symbole mA, et le dénominateur , un autre nombre mB, ne dépen
dant que de la na ture des points A et B. Nous avons ainsi 

accé lér . de B 

accé l ér . d e A /ne 

Si maintenant nous met tons en présence de A, non plus le 
point B, mais un autre point matériel C, nous pouvons de même 
exprimer le rappor t des accélérations de C et de A par une frac
tion dont Je numérateur est le nombre mA déjà choisi, et le déno
minateur un autre nombre mc caractéristique de l 'ensemble des 
points A et C. Nous aurons encore ici 

accé lér . d e C m\ 

accé l ér . de A. me 

On peut encore exprimer ce principe en disant qu 'un point 
matériel supposé seul aurait , par rappor t aux axes fixes, un mouve
ment recliligne uniforme (qui peu tê t re nu l ) . Ce principe est connu 
sous le nom de principe de l'inertie. 

Deuxième principe. — Deux points matériels dé terminent 
l 'un sur l 'autre des accélérations dirigées suivant la droite qui les 
jo in t , et en sens opposé [voir l 'une des deux figures ci-dessous 
(fig. 5o) ] . L 'é tude des conditions dans lesquelles ces accélérations 

Fig. 5o. 
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De même pour lous les points D , E, F , . . . qu'on mettrai t en 

présence de A : pour chacun de ces points on a u n dénominateur 

particulier mu, m E , mF, . . . . 
Formons le tableau des nombres mA, mB, . . . définis comme il 

vient d'être dit : 

n i A , m e , m e m u 

Ce tableau nous permet de répondre à la question suivante : 
Le point A et un autre point quelconque K étant mis en présence, 
trouver le rappor t des accélérations qu'i ls déterminent l 'un sur 
l'autre. Pour cela on n'aura qu 'à écrire 

accé lér . de K m\ 

accé lér . de A m u 

Mais il y a plus : ce tableau peut nous servir à résoudre un 
problème d'un type beaucoup plus général, grâce à la proposit ion 
suivante qui complète le troisième pr inc ipe . 

Le rapport des accélérations que deux points matériels que l 
conques P et Q déterminent l 'un sur l 'autre est égal au rappor t 
d'accélération du point P e t d 'un autre point quelconque, tel que A, 
divisé par le rappor t d'accélération du point Q et du point A ; ce 
qu'on peut écrire 

. , . . . , n „ r a p p . d'accélér . de P e t A 
rapport d a cce l er . de P . e t Q = — — — T - , 77-. ; — ^ r* 

r r r a p p . d acce l er . de Q e t A 

Le tableau des nombres m A , m B , . . . nous met donc en état de 
répondre à la question suivante : Trouver le rappor t d'accéléra.tion 
de deux points matériels quelconques . Ce rappor t est égal à l ' in
verse du rappor t des nombres m correspondants dans le tableau. 
(On remarque l'analogie entre les propriétés de ce tableau et 
celles du tableau des équivalents chimiques.) 

Définition. — Les nombres mx, m B , mc, . . . s 'appellent les 

masses des points A, B, C, . . . . 

Résumons ce qui précède. Le rapport des masses de deux points 
est, par définition, l 'inverse du rappor t des accélérations que cha
cun d'eux détermine sur l ' au t re ; la valeur numér ique de l 'une des 
masses ayant été choisie arbi trairement, les valeurs de toutes les 
antres sont déterminées . 
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Quatrième principe.— L'accélérat ion que détermine sur un 
point matér ie l que lconque M l 'ensemble de plusieurs systèmes 
matériels S , , S 2 , S 3 , . . . s 'obtient en composant , d 'après les règles 
de la composi t ion des vecteurs , les accélérations que dé te rmine
raient isolément les systèmes S ) } S 2 , S 3 , . . . agissant successive
ment sur le point M. 

Ces faits ne sont r igoureusement vrais que pour les mouve
ments absolus rappor tés au système d'axes fixes indiqué . Mais ce 
n 'es t qu ' en Ast ronomie ou dans le cas de quelques expériences 
tout à fait exceptionnelles ( comme le pendule de Foucaul t , par 
exemple) qu 'on a besoin de se servir de ce système d'axes. Dans 
l ' immense majorité des cas, il est permis de prendre un système 
d'axes lié à la terre : il n 'en résulte aucune inexacti tude a p p r é 
ciable, comme le mon t re l 'observation, d'accord avec la théorie 
des mouvements relatifs. 

66 . Des forces. — Le mot force n 'entre pas dans les pr inc ipes 
de la Dynamique , tels que nous venons de les donner . On peut , 
en effet, s'en passer. L 'objet de la Dynamique est le suivant : 
« Sachant quels sont les mouvements qui se produisent dans cer
taines condi t ions données , prévoir quels sont les mouvements qui 
se produi ra ien t dans d 'autres condit ions données . » Il n 'es t ques 
tion, dans ce problème, que de corps et de mouvements , et il n ' e s t 
pas nécessaire de faire intervenir un troisième élément . 

Il y a toutefois avantage, au point de vue de l 'abréviat ion, de 
faire la convent ion suivante : Lorsqu 'un point M de masse m 

Fig. 5 i . 

M 

" J 

T F 

éprouve une certaine accélération J déterminée par la présence 
d'un ou plus ieurs autres points matériels , nous dirons conven-
t ionnel lement que M est soumis, de la par t de ce ou de ces points 
matériels , à une force égale à / n J en grandeur , en direction et en 
sens. C'est ce vecteur mi qui est par définition la force agissant 
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sur M. Si on le désigne par F , on a la définition ( F ) = / n ( J ) en 

grandeur, direction et sens. On voit que la force est une notion 

dérivée, définie à l'aide d 'autres quant i tés : le vecteur force est un 

vecteur polaire comme l 'accélération. 

67 . Principe d e l 'égalité d e l 'action e t d e la réact ion. — Newton 

a énoncé, sous le nom de principe de l'égalité de l'action et 
de la réaction, la loi suivante : Si un point M est sollicité par 

une force F due à la présence d 'un autre point M', cette force est 

dirigée suivant MM' et le second point M' éprouve de la part de M 

une force égale et d i rectement opposée à F . Newton exprime ce 

fait en disant que la réaction est égale et opposée à l 'action. Ce 

principe est implici tement contenu dans ceux que nous avons 

donnés . En effet, si le point M de masse m est soumis à une 

force F , cela veut dire qu' i l a une accélération J égale, géométr i 

quement , à D 'après notre deuxième pr inc ipe , le point M' 

éprouve une accélération de sens con t ra i re , numér iquement 
égale à 

j m _ F m _ F 

m! m m' m" 

autrement dit , il est soumis à une force F de sens contraire à la 

première. C'est la loi de Newton. 

Le principe de l'égalité de l'action et de la réaction s 'étend im

médiatement aux actions mutuelles de deux systèmes de points ( S ) 

et (S ') . 

Si les points du système ( S ) exercent sur ceux de (S ' ) cer
taines forces, inversement les points de ( S ' ) exercent sur ceux 
de (S) des actions représentées par des forces égales et direc
tement opposées aux premières. 

C'est ainsi que , si l 'on exerce avec la main des pressions sur un 
mur , le m u r réagit sur la main en produisant sur elle des forces 
égales et d i rectement opposées; quand un cheval tire une voiture, 
les actions d 'un des traits sur la voilure sont égales et d i rectement 
opposées à celles de la voiture sur le trait, e tc . 

68 . Composition d e s f o r c e s . Résul tante . — Le quatr ième p r in 
cipe donne immédia tement la règle de la composit ion des forces. 
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Un système S ( agissant seul sur le point matériel M lui c o m m u 

nique une accélération J f : il p rodui t donc sur le point une force F , 

définie par l 'égalité géométr ique (fig- 52 ) 

( F , ) = m ( J , ) . 

De même un deuxième système S 2 agissant seul communique au 

Fig . 52. 

point M, dans les mêmes conditions de position et de vitesse, une 
accélération J 2 et produi t sur le point une force 

( F , ) = m ( J , ) . 

. . . Un dernier système S„ agissant seul communique au point M 

une accélération J„ et produit par suite une force 

( F „ ) = m ( J „ ) . 

Lorsque toutes ces forces agissent en même temps sur le point M, 
dans les mêmes condit ions, elles lui communiquen t une accéléra
tion J égale à la somme géométr ique J t , J 2 , . . . , J» : 

( J ) = ( J l ) + ( J 2 ) ( J«) . 

La valeur F de la force unique qui communiquerai t au point 

cette même accélération J (fig. 5 2 ) est 

( F ) = i » ( J ) ; 

on aura donc 
( F ) = ( F 1 ) - r - ( F I ) - r - . . . + ( F „ ) . 

Cette force unique, qui se nomme résultante des forces don-
néesFt, F 2 , F» 4 est donc , à chaque instant , représentée par 
le vecteur résul tant des vecteurs représentatifs de F», F 2 , F „ . 

O n peut donc appliquer à la composition et à la décomposit ion 
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des forces agissant sur un même point tout ce qui a été dit sur la 

composition et la décomposition des vecteurs concourants . 

69. Équations du mouvement. — Soit un point M de masse m 
sollicité par des forces représentées à l ' instant t par les vecteurs F , , 
F 2 , . · . , F „ . Appelons x, y, z les coordonnées du point m , 
( X , , Y , , Z t ) , ( X 2 , Y 2 , Z 2 ) , ( X „ , Y„ , Z„) les projections des 
forces sur les axes ; les projections X , Y, Z de leur résultante F 
sont 

( F ) X = 2X„ Y = S Y , , Z = S Z , ; 

les projections de l 'accélération J sont 

... d*x d'y diz 
C J ) d ^ ' ~dt*' diï' 

La relation géométr ique ( F ) = / n ( J ) donne donc, pour les p r o 
jections sur les trois axes, les relations 

(.) m-dïT=^ " î ^ r = Y > m S F = 7" 

qui sont les équations du mouvement. 
Dans le cas le plus général qui puisse se présenter , la résul

tante F dépend de la position du poin t , c 'est-à-dire de x,y, z, de 
• · (JL*c dv dz 

sa vitesse, c'est-dire de-^-» - ^ t et du t emps ; on aura donc 

,., 5 4 
et pour Y et Z des expressions analogues. Pour t rouver Je mouve
ment du point sous l 'action des forces données, il faudra intégrer 
les équations du mouvement , qui sont des équations différen
tielles du second ordre définissant x, y, z en fonction de t. 

Nous nous bornons à indiquer cette question, qui sera détaillée 

au commencement de la Dynamique. 

70. Équil ibre. — Plusieurs forces appl iquées à un point maté
riel se font équilibre lorsque, le point étant au repos , ces forces 
ne lui impr iment aucun mouvement . La somme géométr ique des 
accélérations dues à ces forces est alors nul le ; donc la somme géo
métrique des forces, c 'est-à-dire leur résultante, est nul le . Cette 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94 PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

condit ion nécessaire de l 'équilibre est évidemment suffisante. 
En général , un système matériel soumis à l 'action de certaines 

forces est en équi l ibre si , ce système é tant au r epos , ces forces ne 
lui impr iment aucun mouvement . 

7 1 . Statique; Dynamique. — La part ie de la Mécanique dans 
laquelle on étudie les condit ions que doivent rempl i r les forces 
appliquées à un système de points , pour que l 'équil ibre existe, se 
nomme la Statique. La part ie de la Mécanique dans laquelle on 
étudie les relat ions qui lient les forces aux mouvements qu'elles 
produisent est la Dynamique. 

Nous commencerons pa r l ' é tude de la Sta t ique , qui n 'es t qu ' une 
Géométr ie d 'un genre par t icul ier ; nous trai terons ensuite la Dyna
mique . Cet ordre se trouve justifié par celle considération que , 
grâce à un pr incipe dû à d 'Alembert , la mise en équation d 'un 
problème de Dynamique peut être ramenée à la résolution d 'un 
problème de S ta t ique . 

Dans l 'ordre h is tor ique , la Stat ique est la par t ie la plus ancienne 
de la Mécanique . La Stat ique remonte , en effet, jusqu ' à Arch i -
mède , qui a donné le pr incipe du levier dans sou Livre De œqui-
ponderantibus. Q u a n t a la Dynamique , elle ne fait son apparit ion 
qu'avec les découvertes de Galilée. 

II. — UNITÉS DE MASSES ET DE FORCES; HOMOGÉNÉITÉ. 

7 2 . Pesanteur; poids. — Un point pesant tombant , sans vitesse 
init iale, d 'une petite hau teur , p rend , pa r rappor t à la te r re , un 
mouvement recti l igne uni formément accéléré, suivant la verticale. 
L'accélération g de ce mouvement , variable avec la lat i tude et 
l 'a l t i tude, a ponr valeur, à Par is , 9 m , 8 o 8 . E n vertu du mouvement 
de la terre , à ce mouvement relatif correspond un mouvement ab 
solu qui n 'est pas recti l igne et uniforme; il faut en conclure que 
le point pesant est soumis à une force à la surface de la te r re ; 
cel te force est Vattraction de la terre. 

Q u a n d un point matériel pesant est re tenu par un obstacle, 
l 'action de la terre s'exerce encore sur lui , mais l'effet de cette 
force est modifié : cela t ient à ce que l 'obstacle exerce aussi une 
action sur le poin t . Par exemple, si un point pesant at taché à l ' es -
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irémité d 'un fil est immobile par rappor t à la ter re , le fil exerce 
sur le point une certaine action qui est la tension du fil. On a p 
pelle poids absolu du point la force fictive égale et directement 
opposée à cette tension. 

Si la terre était immobi le , le point matériel suspendu au fil 
serait en équil ibre sous l 'action de la tension du fil et de l ' a t t rac
tion de la terre. Celte dernière serait donc égale et opposée à la 
tension, c'est-à-dire égale au poids absolu du point. Mais, en 
réalité, le point matériel n 'est ni immobile ni animé d 'un mouve
ment rectiligne uniforme; la tension et l 'attraction ne se font pas 
équilibre, et le poids absolu est différent de l'attraction. Celle 
différence est d'ailleurs très petite et négligeable dans la plupar t 
des phénomènes . Nous verrons plus tard q u ' u n point matériel p e 
sant, tombant dans le vide d 'une pet i te hau teur , prend sensible
ment , par r appor t à la ter re , le même mouvement que si la lerre 
était immobile et si le point était sollicité par son poids absolu. 
Comme ce mouvement possède une accélération constante £·, le 
poids absolu p d 'un point de masse m est une force constante en 
un même lieu : 

P — mg. 

Ce poids varie, comme g, avec la latitude et l 'a l t i tude. 

On peut se rendre compte également de ce qu 'es t le poids absolu 
de la façon suivante. Supposons un point matériel placé sur une 
main immobile par r a p p o r t a la terre : la main exerce sur le point 
une action qui est une force verticale dirigée vers le haut et égale 
en intensité au poids absolu du po in t ; inversement, d 'après le pr in
cipe de l'égalité de l 'action et de la réaction, le point exerce sur la 
main une pression dirigée vers le bas et égale au poids absolu en 
intensité, direction et sens ; c'est cette pression qui est sentie par 
la main et qui donne une idée vague du poids absolu. De même, si 
le point est placé sur le plateau d 'une balance, la pression est 
identique au poids absolu. 

7 3 . Unités industr iel les; ki logramme-force. — Dans l ' industr ie 

on prend ordinairement les unités fondamentales suivantes : 

U n i t é de force K i l o g r a m m e - f o r c e 

U n i t é de l o n g u e u r Métré 

U n i t é de t e m p s S e c o n d e de t e m p s m o y e n 
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Par définition Je kilogramme-force est le poids absolu de à 
Paris, c' est-à-dire la somme des poids absolus des points maté
riels constituant i 1 d'eau distillée, à son maximum de densité, 
à Paris. Il est indispensable d'ajouter que ce poids absolu est pris 

en un lieu déterminé de la terre , à Paris , par exemple, car le poids 

absolu d 'un point matériel change d 'un point à l 'autre de Ja 

terre . 

Dans ce système, l 'unité de masse est une unité dérivée : la 

masse d 'un point est définie par la formule 

p 
m — —, 

g 

p é tant le poids absolu évalué en kilogrammes-forces et g l 'accé

lération due à la pesanteur . Si l 'on fait/? = g, on a m = i . L 'uni té 

de masse est donc la masse d'un point dont le poids absolu e s t ^ 

kilogrammes-forces. A P a r i s , g é tant égal à 9,808, l 'uni té de masse 

sera la masse de 9 1 ,808 d'eau distillée à 4°· 

L ' inconvénient de ce système est que l 'unité de force, k i lo

gramme-force, est une quant i té dont la définition exige l ' indica

tion d'un lieu déterminé à la surface de la t e r re ; de plus , la masse 

d'un corps, qui est une qualité physique inhérente à ce corps, est 

exprimée par des nombres différents, suivant que le k i logramme-

force est défini en un lieu ou l 'autre de la ter re . C'est ce qu'on 

peut éviter, ainsi que l'a déjà montré Gauss, en adoptant comme 

unités principales les unités de longueur, masse et temps pour en 

déduire l 'unité de force. 

74. U n i t é s absolues. D y n e . — D a n s ce système, on prend comme 

unités fondamentales les unités de longueur , temps et masse ; l 'unité 

de force est alors une uni té dérivée. Ce système repose sur cette 

r emarque , qu 'on peut comparer entre elles les masses des corps à 

l'aide d 'une balance. En effet, soient, en un lieu déterminé de la 

terre , g l 'accélération due à Ja pesanteur , p, p', p", . . . les poids 

absolus de points matériels de masses m, m', m!1, . . . . On aura 

P = ™g, P'=m'g, p"=m"g 

Donc, si p =p', m = m', s\p=p'-+-p", m= m'-\- m", . . . ; d 'une 

manière générale, les masses des points matériels sont propor t ion-
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nelles à leurs poids absolus en un même lieu, c 'est-à-dire à leurs 

poids relatifs évalués à l 'aide d 'une balance. On pourra donc , en 

choisissant arbi t ra irement une unité de masse, mesurer toutes les 

masses. Les intensités des forces seront ensuite exprimées en 

nombres par la formule 

F = mi, 

m étant la masse du point sur lequel agit la force et J l 'accéléra

tion due à la force. Si l 'on suppose m et J égaux à l 'unité, F sera 

exprimée par i ; donc , dans ce système, l 'unité de force est la force 

qui, agissant sur l 'uni té de masse, lui impr ime une accélération 

égale à l 'unité de longueur , l 'unité de temps étant choisie. Con 

formément aux principes adoptés par la Commission br i tannique 

en 1 8 7 1 , puis par le Congrès des électriciens en 1881 , on a pris 

comme unités primitives : pour les longueurs, le centimètre; 
pour les masses, le gramme-masse, c 'est-à-dire la masse de i c m ' 

d'eau distillée à 4° ; pour le temps, la seconde de temps solaire 
moyen. Dans ce système d 'unité C . G . S . (cent imètre , gramme, 

seconde), la masse d 'un corps est exprimée par le même nombre 

que son poids relatif en grammes; l 'unité de force appelée dyne 
est la force qui , agissant sur la masse de i B , lui impr ime une accé

lération de i c m . 

Le poids absolu de i B à Paris est de 980,8 dynes, car ce poids 

absolu communique à la masse de i s une accélération de 9™,808 

ou de 9 8 o c m , 8 . 

7p. Mesure statique des f o r c e s . — Le système de mesure qui 

consiste à prendre un poids absolu pour unité a été le premier 

employé. Cela tient à ce que l 'homme s'est d'abord fait une idée 

de la force par l'effort qu ' i l est obligé de faire pour supporter un 

fardeau; d'où la comparaison des forces aux poids. Cette compa

raison peut se faire d 'une manière précise à l 'aide du dynamo
mètre. Prenons un ressort à boudin vertical, dont l 'allongement 

peut être mesuré par une gradua t ion ; suspendons à ce ressort , à 

Paris, des poids de i k g , de a k g , e tc . ; nous pourrons noter les 

flexions correspondantes . Alors , pour mesurer une force quel

conque agissant sur un point matériel , nous pourrons fixer le point 

à l 'extrémité du ressort , or ienter l'axe du ressort dans la direction 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



98 PREMIÈRE PARTIE. — NOTIONS PRELIMINAIRES. 

de la force et noter la flexion correspondante : nous aurons la 
mesure de la force en kilogrammes-forces. 

Cette mesure statique des forces est très impor tante , car elle 
montre que la relation fondamentale 

F = m J , 

qui se t radui t par les équations ( i ) , n'est pas une simple iden
tité. P renons , par exemple, un point matériel sur lequel agit une 
force dépendant seulement de la position du point . En donnant 
au point diverses positions et mesurant s ta t iquement la force dans 
chacune de ces posit ions, on connaîtra la loi de la variation de la 
force avec la position du poin t ; analyt iquement , on connaîtra les 
project ions X , Y, Z de la force en fonction des coordonnées 
x, y, z du point . Si , ensuite, on lance le point, en le soumettant 
aux forces considérées, il p rend un mouvement don t on obtient 
les équations sous forme finie, en intégrant les équations ( i ) où 
les deuxièmes membres X , Y, Z sont des fonctions connues 
de x, y, z. 

76 . Homogénéi té . — Si, pour les applications, il est indispen
sable de faire choix d 'un système d'unités déterminées , il n 'en est 
pas de même pour la théor ie . Dans les recherches théor iques , il 
est préférable de laisser les unités fondamentales indéterminées , 
de façon que les formules obtenues puissent être appliquées à tout 
système d 'uni tés . Les formules devant alors subsister, quel q u e 
soit Je choix des trois unités fondamentales, devront présenter une 
triple homogénéi té par rappor t aux longueurs , aux temps et aux 
masses. Soient / une longueur , t un temps , m une masse, v une 
vitesse, y une accélération, y une force, mesurés à l'aide d'un cer
tain système d'unités fondamentales, de longueur , temps et masse. 
Si l'on prend une uni té de longueur ~k fois p lus pet i te , une uni té 
de temps T fois plus petite et une uni té de masse p. fois plus pet i te , 
les mesures des quanti tés ci-dessus deviendront 

i \ X . X , A f * 
/X, tz, / «p . , p - , y - , / - X ; 

car une vitesse est le quot ient d 'une longueur par un temps, une 

accélération le quot ient d 'une vitesse par un temps e t u n e force le 
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produit d 'une accélération par une masse. Si donc les unités fon
damentales ne sont pas spécifiées, les formules devront subsister 
quels que soient les factpurs \ u., T . 

Par exemple, la durée de l'oscillation infiniment pet i te d'un 
pendule simple de longueur / , en un lieu où l 'accélération due à la 
pesanteur est g, est donnée par la formule 

Si l'on change d 'unités comme ci-dessus, on a 

la formule ne change pas ; elle est b ien homogène. 

EXERCICES. 

1. Etablir les formules qui permettent de passer du système d'unité mètre-
seconde-kilogramme-force, à Paris, au système C . G . S . 

2. Admettant qu'on sache que la durée t de l'oscillation infiniment petite d'un 
pendule simple ne dépend que de sa longueur l et de l'accélération g, 

t = ?(.l,g), 

déduire des conditions d'homogénéité celte conséquence que t est nécessairement 
de la forme 

î = V f 
k désignant un coefficient numérique (k = ic). 

3. Admettant que la vitesse v d'un corps pesant abandonné à lui-même dans le 
vide sans vitesse initiale dépend uniquement de la hauteur de chute h et de l'ac
célération g, 

v=f{h, g), 

démontrer que V est nécessairement de la forme 

v = k<fgh, 

k désignant un coefficient numérique (k — y/T)-

4. Sachant que la vitesse v du son dans un gaz est une fonction de l'élasticité' e 
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et de la densitéd, démontrer qu'elle est donnée parla formule 

k désignant un coefficient numérique (A~, rapport des chaleurs spécifiques du gaz 
à pression constante et à volume constant) . L'élasticité est la pression du gaz sur 
l'unité de surface et la densité la masse de l'unité de volume du gaz. 
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CHAPITRE IV. 

TRAVAIL : FONCTION DE FORCES. 

Avant de commencer la Stat ique, il est utile d ' introduire une 
motion p u r e m e n t cinématique et même, dans la p lupar t des cas, 
purement géométr ique, celle du travail d'une force. 

I. — POINT MATÉRIEL. 

77. Travai l élémentaire. — Soit une force F appliquée à un 
point matériel M : supposons que ce point subisse un déplace
ment infiniment pe t i t quelconque MM' (fig. 5 3 ) ; on appelle tra-

Fig. 53. 

vailélémentaire de là force F , correspondant au déplacementMM', 

le produit géométr ique de F par MM', 

( i ) F . M M ' . c o s F M M ' , 

c'est-à-dire le produi t de la force pa r le déplacement et le cosinus 
de l'angle de la direction de la force avec celle du déplacement. 
Ce travail élémentaire est une quant i té algébrique supér ieure , 
inférieure ou égale à zéro, suivant que l'angle FMM' est aigu, 
obtus, ou droi t . Quand ce travail est positif, il est dit moteur; 
quand il est négatif, il est dit résistant. Si le déplacement infi
n iment pet i t MM' s'effectue pendant un temps dt, la vitesse du 
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point pendan t ce déplacement est v= —jf> e t l ' o n peut écrire 

l 'expression du travail élémentaire 

( 2 ) F t > c o s ( F , v)dt; 

car l'angle de la force avec la vitesse est iden t ique à l 'angle de la 
force avec le déplacement . 

Le travail é lémentaire , pouvant s'écrire 

M M \ [ F c o s F M M ' ] , 

est égal au déplacement MM' du point matériel multiplié par la 
projection de la force sur la direction du déplacement. Donc , si 
plusieurs forces sont appliquées au point M, pour un même dépla
cement , Je travail de la résultante de ces forces est égal à la somme 
des travaux des composantes ; car la projection de la résul tante sur 
la direction du déplacement est égale à la somme des project ions 
des composantes . 

En écrivant le travail sous la forme 

F . [ M M ' c o s F M M ' ] , 

on peut le définir le produi t de la force par la projection du dépla
cement sur la direction de la force. Si donc le déplacement MM' 
est la somme géométr ique de plusieurs déplacements, ou si la 
vitesse du point est la somme géométr ique de plusieurs vitesses, le 
travail é lémentaire de la force F correspond au déplacement 
résul tant ou à la vitesse résul tante , est la somme des travaux é lé 
mentai res de la force F correspondant aux déplacements compo
sants ou aux vitesses composantes . 

Lorsque le travail élémentaire d 'une force est nul , il faut, ou 
bien que le déplacement soit nul , ou bien que la force soit nul le , 
ou qu'elle soit normale au déplacement. 

7 8 . E x p r e s s i o n a n a l y t i q u e d u t r a v a i l é l é m e n t a i r e . — Soient x, 
y, z les coordonnées du point M par rappor t à trois axes rectan
gulaires ; x -+- dx, y + dy, z-\-dz celles du po in t infiniment 
voisin M' ; X , Y, Z les project ions de la force F sur les trois axes. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE IV. — TRAVAIL : FONCTION DE FORCES. I o 3 

Les cosinus directeurs de la force F et ceux du déplacement MM' 

sont 
X Y Z dx_ dy_ dz 

F * F ' F ' M M ' ' M M ' ' M M ' " 

Calculant le cosFMM' de l 'angle de ces deux direct ions, on a, 

pour l 'expression du travail élémentaire en coordonnées car té

siennes rectangulaires, 

F . MM' , cos FMM* = X dx -+- Y dy -+- Z dz. 

79. Travail total ; uni té de travail . — Considérons un mobile 

M qui subit un déplacement fini en par tan t d 'un point M 0 à 

l 'instant te, et arrivant au point M, à l ' instant t,, après avoir 

décrit une courbe M„M, (fig. 54) , suivant une certaine loi de 

mouvement. Soi t F une force agissant sur ce mobi le ; on appelle 

travail total de F , correspondant au déplacement fini considéré, 

la somme des travaux élémentaires de cette force pour tous les 
déplacements infiniment petits successifs dont se compose le 
déplacement fini. Ainsi on divise l 'arc M 0 M ( en parties infini

ment petites M 0 M ' , M'M", M"M"', . . . , et l 'on calcule la somme 

S = li m ( F „ . "mTM'. cos F^M^Tvl' + F ' . WW. cos FMVnvr' - + - . . . ) , 

F 0 désignant la valeur de la force F , qui agit sur le mobile en M 0 , 

F ' la valeur de cette force quand le mobile est en M', . . . . Cette 

somme © est le travail total de F . Elle est donnée par la formule 

-mi ) 
( i ) G = / Xdx-hY dy+Zdz, 
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qu i permet de calculer (S. 

8 1 . L a f o r c e n e d é p e n d q u e d e l a p o s i t i o n d u m o b i l e . — Dans 
ce cas, pour avoir 6 , il suffit de connaître la courbe C que le 
mobile a suivie de M 0 en M ( ; il est inutile de connaître la façon 
dont cette courbe est parcourue, de sorte que le calcul du travail 
total devient un problème de Géométrie. E n effet, on peu t expr i 
mer les coordonnées d 'un po in t M de la courbe C en fonction 
d 'un paramètre q variant de q0 à qt quand le point M parcour t 

qui exprime la somme des travaux élémentaires. Par exemple, si 
la force F est constamment normale à la trajectoire, tous les élé
ments de la somme sont nuls et le travail est nu l . 

Unité de travail. — Lorsqu 'on a choisi les uni tés fondamentales, 
on trouve que le travail total d 'une force unité agissant sur un 
point qui se déplace d 'une longueur égale à l 'un i té , dans le sens 
de la force, est exprimé par l 'uni té . C'est ce travail qu'on prend 
comme un i t é de travail. Par exemple, l 'unité de force étant le 
kilogramme-force et l 'uni té de longueur le mètre, l 'unité de t ra
vail que nous venons de définir est le kilogrammètre. Dans le 
système C. G. S. l 'unité de travail s'appelle erg. 

Pour le calcul effectif de E, différents cas sont à dist inguer. 

80 . L a f o r c e d é p e n d d u t e m p s o u d e l a v i t e s s e . — Dans le cas 
le plus général qui puisse se présenter , la force F dépend de la 
posit ion du mobi le , de sa vitesse et du t emps ; de sorte que X , Y, 

Z sont des fonctions données de x,y, z, ^ > ^ > ^ e t t. Dans 

ce cas, pour calculer tî, il faut connaître le mouvement du mobile 
de M 0 en M ( , c 'est-à-dire les expressions 

* = ?(')> y = ty(*)> * = w ( 0 

des coordonnées du mobile en fonction du temps . On peut alors, 

en subst i tuant ces expressions de x,y, z et celles qu 'on en déduit 

par différendation pour dx, dy, dz dans l ' intégrale définie (1 ) , 

ramener celte intégrale à la forme 
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l 'arc de courbe M 0 M , : 

^ = ¥(7) . y = ty(q), z = m(q). 

Les composantes X , Y, Z, dépendant un iquement de x, y, z, 
deviennent des fonctions de q le long de la courbe ; on a donc , en 

substituant dans l ' intégrale ( i ) ces valeurs de x, y, z et celles 

qu'on en déduit pour dx, dy, dz, 

formule qui permet de calculer S. 

Si la même courbe était parcourue par le mobile en sens con
traire de M, en M 0 , le travail total serait — G, car il faudrait 
intervertir les limites q0 et q,. 

82. C a s p a r t i c u l i e r d a n s l e q u e l S d é p e n d s e u l e m e n t d e s p o s i 

t i o n s i n i t i a l e e t f i n a l e . F o n c t i o n d e s f o r c e s . P o t e n t i e l . — S u p p o 
sons que X , Y , Z soient des fonctions de x, y, z continues et 
admettant des dérivées partielles du premier ordre en tous les 
points d 'une région de l 'espace dans laquelle seront situées toutes 
les courbes considérées. Cherchons ce que doivent être ces fonc
tions 

X(x,y,z), Y(x,y,z), Z(x,y,z). 

pour que le travail total correspondant à un déplacement fini M 0 M ( 

dépende seulement des positions initiale et finale M 0 et M ( , et 
non de la courbe suivie par le mobile. 

Soient d 'abord deux points M 0 , M, (fig. 55) infiniment voisins, 

Kig. 55. 

VIT M, 

p. 

situés dans u n plan parallèle au plan des xy, ayant pour coordon
nées, le premier M0(x,y, -s), le second M, (x -+- dx, y + dy, z). 
Amenons Je mobile de M 0 en M! en le déplaçant d 'abord parallè-
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Jement à l'axe Ox d 'une longueur dx, pour l 'amener en M', puis 
paral lèlement à Oy, d 'une longueur dy, pour l 'amener en M, . 
Le travail élémentaire correspondant au déplacement M 0 M t est 
X(a?, y, z)dx; en M' la force a une valeur F ' dont la projection 
Y ' sur l 'axe des y est Y(x -f- dx, y, z); le travail élémentaire 
de F ' cor respondant au déplacement M 'M ( est donc Y' dy ou 
Y(x -+- dx, y, z)dy. D 'où , pour le travail total correspondant au 
déplacement M 0 I Y i ' M , , 

ts = X(x, y, z)dx -+- Y(x dx, y, z) dy. 

Si l'on déplaçait le mobile, d'abord parallèlement à Oy jusqu 'en 
M" d 'une longueur dy, puis de M" en M, , parallèlement à Ox, 
d 'une longueur dx, on trouverait pour le travail 

© = Y(x, y, z)dy -+- X(x, y •+• dy, z)dx. 

Nous voulons que ces deux valeurs de G soient égales; en les 

égalant et faisant 
dY 

Y(x + dx, y, z) = Y(x, y, z) -+- ^ dx, 

X(x,y-hdy,z) = X(x,y,z) + ^pdy, 

on trouve, après des réductions évidentes, 
dY _ àX 

dx ~ dy 

On trouvera, en opérant de même dans des plans parallèles aux 
deux autres plans coordonnés , les deux autres conditions néces
saires 

dZ _ dY dX_àZ 

dy àz âz dx 

Ces condit ions expr iment que l 'expression 

Xdx+Ydy + Zdz 

est une différentielle totale d 'une fonction U des variables indé 
pendantes x, y, z. Nous allons mont re r qu'el les sont suffisantes, 
du moins avec certaines restrictions que nous indiquerons. 

En effet, si ces condit ions sont remplies , on a l ' identité 

X dx -+- Y dy -+- Z dz = dU(x, y, z) 
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qui entraîne les trois autres 

107 

Y dV v dV „ dV 
ox ày 0 2 

La fonction U , qui n 'est déterminée qu 'à une constante additive 
près, s'appelle la fonction des forces. On dit aussi que les forces 
dérivent d'un potentiel, mais le potent ie l est la fonction — U . 

Le travail total de la force F , quand le mobile va de M 0 en M, 
le long de la courbe C (fig. 56 ) , est alors 

' Xdx + Ydy + Zdz = / rfU = U , — U 0 , 

U) désignant la valeur finale que prend en M ( la fonction U suivie 
par continuité \e long de la courbe , la valeur initiale de U en M 0 

étant U 0 . 

Donc , si U est, dans la région d'espace considérée, une fonc
tion uniforme de x, y, z, avec une seule détermination en chaque 

point de cette région, U 0 et U ( ont des valeurs parfaitement d é 
terminées et le travail total G est indépendant du chemin suivi 
de M„ à M, . En particulier , si le mobile décrit alors un chemin 
fermé, M, coïncidera avec M 0 , et le travail total sera nul. 

Mais, si la fonction U est à déterminations multiples comme un 
arc tangente, le travail total n 'es t pas absolument indépendant 
du chemin suivi de M„ en M ( ) car il varie suivant que , partant 
de M 0 avec une détermination U 0 , on est amené par cont inui té à 
prendre en M ( l 'une ou l 'autre des déterminations de U . On peut 
dire aussi que , dans ce cas, le travail total relatif à un contour 
fermé n 'est pas nécessairement nul. Ces deux façons de s 'expri
mer sont d'ailleurs identiques au fond, car, si l'on considère deux 
chemins C et C allant de M 0 en M, et si l'on appelle G et G' le 
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X = — 
χ2 - t - y S 

Y = 
x* + y* 

Ζ = ο , 

qui s o n t d e s f o n c t i o n s c o n t i n u e s avec d e s d é r i v é e s d a n s t o u t e la part ie de 
l 'espace s i tuée à l ' ex tér i eur d'un cy l indre d e r é v o l u t i o n de rayon aussi 
pe t i t qu'on le v e u t , ayant p o u r a x e Oz (Jlff- 57) - La fonc t ion U é tant 

Fig. 57. 

CI 
V 

- / M 
/ 1 

/ 
/ 

/ 
/ 1 

/ 1 

l 'angle xOP que fait a v e c Ox la p r o j e c t i o n O P d u rayon v e c t e u r ΟΧΙ sur 
le p lan des xy, on v o i t q u e , si le m o b i l e décr i t u n e c o u r b e f ermée MCM 
ne t o u r n a n t pas a u t o u r de l 'axe Oz, le travai l to ta l e s t nul, car la f o n c 
t i o n U , su iv ie par c o n t i n u i t é le l o n g du c o n t o u r C, reprend e n M sa v a l e u r 
in i t ia l e . Mais , si l e m o b i l e décr i t une c o u r b e f ermée M C M t o u r n a n t u n e 
fois dans le sens pos i t i f a u t o u r de Ο s , la var iat ion d e U é tan t m , le travai l 
to ta l e s t 2 π ; si le m o b i l e t o u r n e η fois a u t o u r de 0 , 3 dans le s ens posit i f , 
l e travai l total e s t ιητζ. 

Ces c o n s i d é r a t i o n s o n t é t é d é v e l o p p é e s par J. B e r t r a n d (Journal de 

l'Ecole Polytechnique, 28 e c a h i e r ) . 

D ' u n e m a n i è r e g é n é r a l e , o n p e u t , d a n s l e c a s o ù i l e x i s t e u n e 

f o n c t i o n d e s f o r c e s , é t a b l i r la p r o p o s i t i o n s u i v a n t e , q u e n o u s n o u s 

c o n t e n t e r o n s d ' é n o n c e r p o u r n e p a s e n t r e r d a n s d e s d é v e l o p p e 

m e n t s a n a l y t i q u e s t r o p é t e n d u s : 

SiJ'onpeut, par déformation continue, réduire une courbe 
fermée C à un point, sans l'amener à passer par aucun point 
où les fonctions Χ , Y, Ζ cessent d'être continues et d'admettre 

t r a v a i l t o t a l c o r r e s p o n d a n t a u x d e u x d é p l a c e m e n t s finis M 0 C M , , 
M0C'M{, l e t r a v a i l t o t a l c o r r e s p o n d a n t a u d é p l a c e m e n t f e r m é 

M„CM, C ' M 0 e s t S — 5 ' . D o n c , s i E = E ' , c e d e r n i e r t r a v a i l e s t 

n u l e t r é c i p r o q u e m e n t . 

Y 

S u p p o s o n s , par e x e m p l e , U = arc t a n g j ^ ; la force F a p o u r projec t ions 

les e x p r e s s i o n s 
y 
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des dérivées premières, le travail total de F le long de cette 
courbe fermée est nul. 

La démonstrat ion se fera aisément si l 'on s'appuie sur la formule 
suivante : 

La courbe G, en se réduisant à un point P , engendrera par ses 
positions successives une portion de surface S sur laquelle, par 
hypothèse, X , Y , Z sont finis, continus et admettent des dérivées. 
On a alors la formule suivante, dont on trouvera la démonstration 
dans le premier Chapi t re du Tome III (formule d 'Ampère et de 
Stokes) , 

6 = f Xdx-hYdy-hZdz 

-JX (S - s)d x ds - (S - £ ) * d * + ( | - S) d> 
la première intégrale étant prise le long de C et la seconde sur la 

surface S. Les éléments de l 'intégrale double S étant tous nuls , en 

vertu des condit ions mêmes qui expriment l 'existence d 'une fonc

tion des forces, on a G = o. 

83 . Surfaces de niveau. — Voici quelques remarques impor 

tantes sur le cas où il existe une fonction de forces U ou un poten

tiel — U . 

Soient M(x, y, z) une position du point matériel et Mx1 une 

demi-droite parallèle à Ox {fig. 5 8 ) ; la projection de la force F 

Fig. 58. 

dU 
sur cette demi-droi te est égale à c 'est-à-dire à la limite du 

rapport 
dx 

U ' - U 

m m 7 
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quand MM' tend vers zéro, M' étant u n po in t pris sur la demi-
droi te Ma?' et U ' la valeur de la fonction U en ce point . Comme 
on peut p rendre une direction quelconque pour direction de 
l 'axe Ox, on voit que , pour avoir la project ion de la force F sur 
une demi-droite quelconque M D , il suffit de p rendre la l imite du 
rappor t 

U ' - U 

MM" 

quand MM" tend vers zéro, M" étarjt un point pris sur MD et U" 
étant la va leur de la fonction U en ce po in t . Cette limite s'appelle 
la dérivée de la fonction U prise suivant la direction M D . 

Les surfaces ayant pour équation 

V(x,y,z) = C, 

C désignant une constante , se nomment surfaces de niveau. E n 
faisant varier C d 'une manière cont inue, on a une suite de sur 
faces telles que , par tout point pris dans la région de l 'espace où 
la fonction U est définie, passe une de ces surfaces. La force qui 
agit sur le point matériel dans une position M est normale à la 
surface de niveau part iculière S qui passe par M, car ses pro jec
tions sont égales aux trois dérivées partielles de U ou U — C. De 
plus , la force F est dir igée par r appor t à cette surface du côté 
où U va en croissant. E n effet, soit MN la normale à la surface de 
niveau S menée du côté où U va en croissant ; la projection de 
la force sur cette normale coïncide avec la force m ê m e ; elle est 
positive ou négative suivant que la force est dirigée suivant MN 
ou suivant la direction opposée. Comme cette project ion a pour 
expression 

U , — U 
l i m - , 

MM, 

M | étant un point de MN infiniment voisin de M, elle est positive, 
car U, est supposé supérieur à U . La force est donc dirigée su i 
vant MN, e t son intensité F s 'obtient en prenant la dérivée de U 
suivant cette normale , ce que l 'on écrit symbol iquement 
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U = y <?(z)dz. 

Les surfaces d e n i v e a u s o n t d e s p lans para l l è l e s au plan d e s xy. A i n s i , 

la force é t a n t l e p o i d s d u p o i n t M, o n a, en p r e n a n t l 'axe d e s z vert ical 

vers le haut , 

Z = — m g , U = — mgz -H cons t . 

Si l'on mène une surface de niveau S t infiniment voisine de S du 
côté où U va en croissant, cette surface S ( coupe les normales 
telles que MN en des points tels que M | , et, comme U prend une 
valeur constante U ( sur cette surface S | , l 'expression 

M M , 

dont le numérateur est constant pour toutes les posi t ions du 
point M sur la surface S , montre que la force varie en raison in 
verse de la port ion de normale à la surface de niveau S comprise 
entre cette surface et une surface de niveau infiniment voisine. 

On peut alors se représenter approximativement la distribution 
des forces dans le champ considéré de la façon suivante : Soit e 
une quanti té constante choisie d 'autant plus petite qu 'on désire 
une plus grande approximat ion. Construisons les surfaces de 
niveau 

U = o , U = s, U = 2 s U = 71 E , 

U = — s, U = — 2 e U = — k t 

et numérotons ces surfaces o, 1 , 2 , . . . , re, . . . , — i , — 2 , . . . , 

— k, E n un point M d 'une quelconque S de ces surfaces n u 

mérotée p, menons la normale du côté de la surface S f n u m é 

rotée p + i et appelons M , le point de rencontre de cette normale 

avec S i : la force en M est dirigée dans le sens M M ( et a pour va

leur approchée F = · <· 

Si. E x e m p l e s . — i * Il e x i s t e u n e f o n c t i o n d e s forces p o u r u n e force 
perpendicula ire à un p lan fixe e t f o n c t i o n d e la d i s tance du m o b i l e à ce 
p lan. En effet, p r e n o n s le p lan p o u r p l a n des xy, la force é t a n t paral lè le 
à Oz; X %t Y s o n t nu l s , e t , d e p l u s , Z e s t u n e f o n c t i o n d e z, f(z). Le 
travail é l é m e n t a i r e é tan t Z dz ou <p(z) dz es t la dif férentie l le t o t a l e de la 
fonct ion 
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2 ° Il ex i s t e une fonc t ion des forces pour une force d i r igée su ivant la per 

pendicu la ire aba i s sée d u p o i n t M sur un a x e fixe e t f o n c t i o n de la d i s tance 

d u p o i n t à ce t a x e . P r e n o n s l 'axe p o u r a x e Oz, appe lons p la d i s tance MQ 

Fig. 5 9 . 

z 

/ l 
s. 

q> 

N 
N N 

N 

du p o i n t M à l 'axe e t * la va leur de la force estimée positivement dans le 

sens Q M . Les p r o j e c t i o n s d e c e t t e force é t a n t 

Y = * ^ , 
P P 

on a, pour le travai l é l é m e n t a i r e , l ' e x p r e s s i o n 

X dx -+- Y dy -trT.dz— — (x dx -\-y dy) = <t> dp, 

car , p ' é tan t é g a l à a?* +y*, p dp é g a l e x dx -hy dy. P a r h y p o t h è s e , <i> dé

pend uniquement de p : l e travai l é l é m e n t a i r e e s t d o n c la différentiel le 

to ta le d'une fonc t ion de p, 

U = dp. 

Les surfaces de n i v e a u sont d e s cy l indres d e révo lu t ion a u t o u r de O z . 

3" Enfin il y a u n e f o n c t i o n des forces pour u n e force d o n t la d i r e c t i o n 

passe c o n s t a m m e n t par u n p o i n t fixe O e t qui e s t f o n c t i o n d e la s eu l e d i s 

t a n c e d u m o b i l e à c e p o i n t . P r e n o n s ce p o i n t O pour or ig ine ; s o i e n t r la 

d i s tance OM e t F la va leur d e la force e s t i m é e p o s i t i v e m e n t d a n s le s e n s O M . 

Les p r o j e c t i o n s d e la force é t a n t 

F - , F ^ , F - , 
r r r 

l e travail é l é m e n t a i r e a p o u r e x p r e s s i o n 

— (a? dx •+• y dy •+• z dz ) = F dr, 
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car la re lat ion 
xl -+- yx -t- .z1 = r> 

donne , par dif ferent iat ion, 

x dx •+- y dy -+- s ds = r dr. 

C o m m e F es t s u p p o s é fonc t ion de r, l e travai l é l é m e n t a i r e e s t la di f féren

tielle to ta le d'une f o n c t i o n de r, 

Les surfaces de n iveau s o n t des s p h è r e s de c e n t r e O . Ains i un m o b i l e m 

étant att iré par un c e n t r e fixe O en raison i n v e r s e du carré de la d i s t a n c e , 

on a 

où JJL e s t un coeff ic ient posit i f , car la force é t a n t d i r igée dans l e s ens MO 

est négat ive . A l o r s 

Dans ce t e x e m p l e , le travai l total d e la force , quand le m o b i l e pas se 

d'une pos i t i on Mo é l o i g n é e indéf in iment à u n e p o s i t i o n M, s i tuée à u n e 

distance rt du c e n t r e a t t r a c t i f O, e s t 

Les trois lo i s de forces p r é c é d e n t e s sont des cas part icu l iers de c e l l e - c i . 

Un po int M es t so l l i c i t é par u n e force qui e s t d ir igée su ivant une n o r 

male M P à u n e surface f ixe S, e t d o n t l ' in tens i té est f o n c t i o n de la l o n 

gueur M P de c e t t e n o r m a l e . Il e x i s t e a lors une f o n c t i o n des forces d é p e n 

dant u n i q u e m e n t de M P ; les surfaces d e n i v e a u s o n t para l lè les à S . C'est 

ce qu'on d é m o n t r e r a à t i tre d 'exerc ice ( E x e r c i c e 7 ) . 

4" Lorsqu'un p o i n t matér ie l est so l l i c i t é s i m u l t a n é m e n t par p l u s i e u r s 

des lois de forces p r é c é d e n t e s , il e x i s t e e n c o r e une f o n c t i o n des f o r c e s : 

cela résul te du t h é o r è m e su ivant : 

Si un mobile est soumis à un système de deux forces Flt F s qui don
neraient lieu séparément à des fonctions de forces U i , U j , il existe 
encore une fonction de forces égale à U i - I - U j . 

r1 

E = U , — U , 

So i en t , en effet, 
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les pro jec t ions de la p r e m i è r e force e t 

_ <W 2 àVt 7 àV, 
X s _ " d F ' ï=~ôy' z , = ~ d T 

c e l l e s d e la s e c o n d e ; l e s pro jec t ions d e la r é s u l t a n t e s e r o n t é v i d e m m e n t 

_ d ( U , - + - U 8 ) v rf(Ui-+-U,) _ d ( U , + U , ) 
A . = , I = , IM , 

ox ày Oz 

c e qui d é m o n t r e la p r o p o s i t i o n é n o n c é e . 

8 5 . R e m a r q u e s u r l e s s u r f a c e s d e n i v e a u . — Si les surfaces de 
niveau sont seulement définies géométr iquement et non p a r l e u r 
équation U = c o n s t . , la loi de force n 'es t pas en t iè rement déter
minée. Si , en effet, une certaine fonction V ( x , y, z) reste con
stante sur les surfaces de niveau, la fonction des forces sera néces
sairement de la forme 

U = ? ( V ) 

et la loi de force sera 

dV dV dV 
X = T ? ' ( V ) ^ ' ^ = T ' ( V ) ^ . Z = T ' ( V ) 3 J ; 

la fonction es' é tant arbi t raire , nous arrivons à cette conclusion 
que, sur une même surface de niveau, la force n 'es t connue qu'à 
un facteur constant arbi t ra ire près . Pa r exemple , le fait que les 
surfaces de niveau sont des sphères de même centre O apprend 
que la force passe par le point O et est fonction de la distance du 
mobile au point O . 

86· P u i s s a n c e . — La puissance d 'une machine est la quanti té 

de travail que celte machine fournit pendant l 'unité de temps. 

Unité de puissance. — Dans le système C. G. S . , l 'unité de 
puissance est Y erg-seconde. C'est la puissance d 'une machine qui 
produi t un travail d 'un erg par seconde. 

Cheval-vapeur. — Dans le système industr ie l , l 'unité de puis-., 
sance est le cheval-vapeur. C'est la puissance d 'une machine qui 
produi t un travail de yo ki logrammètres pa r seconde. 
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II. — SYSTÈMES DE POINTS. 

87. T r a v a i l d e s f o r c e s a p p l i q u é e s à u n s y s t è m e d e p o i n t s . F o n c 

t i o n d e s f o r c e s . P o t e n t i e l . — Soient n points M , ( x ( , y{, z,), 
M 2 ( x 2 , y», - 2 ) , · . · , M„(a:„ , yn, zn) sollicités par des forces 

données , le premier par des forces dont la résultante est 

F ^ X i , Y ( , 7 i t ) , le deuxième par des forces dont la résultante 

est F 2 ( X 2 , Y a , Z 2 ) , . . . . Pour un déplacement infiniment petit 

imprimé au système, la somme des travaux élémentaires des forces 

F , , F , , F„ est · 

( X , dxi - H Y , dyi -+- Z, dzt 

! -+-Xtdxt-+- Yidyt^Zidzi 
K ' j -+-

( -4-X„a?a:„-t- Y„dyn-hZadzn. 

Lorsque les forces dépendent seulement <Je la position du sys

tème, c ' es t -à-dire quand X ( , Y , , Z ( , X 2 , Y 2 , Z 2 , . . . sont des 

fonctions de x,, y,, z,, x», y2, z-2, .. ·, xn> yn, -=» et que l 'expres

sion ( 1 ) est une différentielle totale exacte d 'une fonction U des 

coordonnées xt, y\, ~t, x2, y», z%, ..., xn, yn, z„, on dit que les 

forces données admettent une fonction des forces U ou dérivent 
d'un potentiel — U . O n a alors 

X A = — - , Y k = — , Zk= — - ( ¿ = 1 , 2 , . . . , « ) . 
dxic dyk dz/c 

Quand le système passe d 'une position P 0 à une position P , , la 

somme des travaux totaux de toutes les forces F ( , F 2 , . . . , ¥H est 

donnée par 

' (Xidx,-i-Yidyi^-Ztdzi-hXidxi-hYidyi-hZid3î-h...-hZndz„)=z J dU ; 
IP.) 

elle est donc égale à la variation U) — U 0 que subit la fonction U 

suivie par cont inui té quand le système passe de la première pos i 

tion à la deuxième. 

Si la fonction U est une fonction uniforme des coordonnées, U 0 

et Ut ont des valeurs un iques ; le travail total de toutes les forces, 
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G, est alors ent ièrement indépendant de la façon dont le système 
a passé d 'une posit ion à l ' au t re . 

88 . E x e m p l e s . — i ° S o i e n t d e u x po in t s M! e t M 2 ; s u p p o s o n s que l 'act ion 

d e Mi sur M 2 s o i t u n e force F t d i r i g é e su ivant la dro i t e M t M 2 ; d'après le 

pr inc ipe de l 'égal i té d e l 'act ion e t de la r é a c t i o n , l 'ac t ion de M ] sur Mi est 

u n e force F 2 é g a l e e t o p p o s é e {.fig- 60). L 'ensemble de ces d e u x forces se 

Fig. 60. 

A F , 

I M, 

, M , 

4 * . 

n o m m e l ' a c t i o n m u t u e l l e d e s d e u x p o i n t s ; c o n v e n o n s d'appeler v a l e u r 

a l g é b r i q u e F d e l ' a c t i o n m u t u e l l e d e s d e u x p o i n t s l ' in tens i té c o m m u n e 

des d e u x forces F i e t F s p r é c é d é e du s i g n e -+- ou du s i g n e — , s u i v a n t q u e 

les d e u x p o i n t s se r e p o u s s e n t ( c o m m e dans la figure) ou s 'at t irent . On a 

a lors p o u r les p r o j e c t i o n s de F i e t F 2 , en a p p e l a n t ;· la d i s t a n c e M i M 2 , 

( F , ) 

( F , ) 

. r 2 — Xi 
y 

r 

X, — Xi 

, y % — y \ 

r 

Zi — Zi 

F a i s a n t la s o m m e des t r a v a u x é l é m e n t a i r e s de ce s d e u x f o r c e s , s o m m e 

qu'on a p p e l l e t r a v a i l é l é m e n t a i r e d e l ' a c t i o n m u t u e l l e F , on t r o u v e 

F 
- [ { ^ i — X \ ) { . d x i — d x i ) ( y i — y i ) { d y l — d y i ) - i - i Z i — Z i ) { d z i — d z i ) } , 

e x p r e s s i o n qui se rédui t à 

en v e r t u des re la t ions é v i d e n t e s 

Fdr, 

r*= ( r 2 — x r f + t y t — y t F - r - i Z i — Zi)*, 

r d r = (a?2 — X i ) { d x t — d x i ) -H { . y t — y i ) ( d y t — d y i ) -t- ( z t — Zi)(dzj— d z , ) 

Si .donc l 'ac t ion m u t u e l l e des d e u x p o i n t s e s t u n e f o n c t i o n de l eur s e u l e 

d i s tance r , F = <?(.r), la s o m m e des t ravaux é l é m e n t a i r e s des d e u x forces F i 
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et F j e s t la d i f férent ie l l e t o t a l e e x a c t e de la f o n c t i o n 

117 

U =f? (/·) dr. 

Ainsi , pour d e u x p o i n t s s 'att irant p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à l eurs m a s s e s m, 

et Wj e t en raison i n v e r s e d u carré de l eur d i s tance , o n a F = — f m > " l > , 

f dés ignant u n e c o n s t a n t e , d ou U = / — h c o n s t . S u p p o s o n s les po in t s 

d'abord p l a c é s à u n e d i s t a n c e infinie l 'un de l 'autre, puis a m e n é s à la d i s 

tance r; l e t rava i l t o t a l sera la var ia t ion d e la f o n c t i o n U , quand on passe 

de la p r e m i è r e p o s i t i o n à la s e c o n d e , c ' e s t - à - d i r e f m , ^ n i . 

a" S o i t m a i n t e n a n t u n n o m b r e q u e l c o n q u e de p o i n t s M | , M j , M„ : 

s u p p o s o n s q u e d e u x q u e l c o n q u e s d e ce s po in t s Mi e t M* e x e r c e n t l 'un s u r 

l 'autre une a c t i o n m u t u e l l e d o n t la v a l e u r a l g é b r i q u e F , A - e s t f o n c t i o n d e 

la seule d i s tance 7 7 * d e s d e u x p o i n t s M,-M*. Si le s y s t è m e subi t u n d é p l a 

c e m e n t in f in iment pet i t , la s o m m e d e s t r a v a u x é l é m e n t a i r e s de t o u t e s ce s 

act ions m u t u e l l e s e s t , d 'après ce qui p r é c è d e , 

2F/*rfr/*, 

la s o m m e é t a n t é t e n d u e à t o u t e s l e s c o m b i n a i s o n s des ind ice s t e t A' d e u x 

à d e u x , t é t a n t différent de k. C e t t e s o m m e es t la di f férent ie l le t o t a l e d'une 

fonction 

il e x i s t e d o n c u n e f o n c t i o n des f o r c e s . P a r e x e m p l e , p o u r un s y s t è m e d e 

trois po i n t s de m a s s e s n i j , m j , / n s , s 'a t t irant d e u x à d e u x p r o p o r t i o n n e l 

l e m e n t a u x m a s s e s e t e n ra i son i n v e r s e d u carré des d i s t a n c e s , o n a 

F i k = - f - r h r ' 
d'où 

TJ —f( m*m:> +

 m * m ' +

 m< r H i \ 

\ r*3 ' ' 3 1 ' ' 1 2 / 

à une c o n s t a n t e p r è s . C e t t e v a l e u r de U es t l e t rava i l t o t a l des ac t ions 

m u t u e l l e s q u a n d les trois p o i n t s , s u p p o s é s d'abord inf in iment é l o i g n é s l e s 

uns des au tre s , s o n t a m e n é s d a n s leurs p o s i t i o n s a c t u e l l e s . 
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EXERCICES. 

1. Quelles sont les dimensions du travail par rapport aux unités fondamentales 
longueur, temps, masse? (S i l'on prend une unité de longueur A fois plus petite, 
de temps T fois plus petite, de masse u. fois plus petite, le travail tB devient 
U.X jT-*S.) 

2. Un point M est attiré ou repoussé par deux centres fixes 0 et 0 , , en raison 
inverse des carrés des distances. Calculer la fonction des forces et étudier les 
surfaces de niveau, 

L ô l ï O ( M J 

3. Un fil élastique, dont la longueur naturelle est l, est attaché par une de 
ses extrémités en un point fixe O. puis est tiré de façon à acquérir une lon
gueur X > / ; calculer le travail produit par la tension du fil, quand ce dernier 
revient de la longueur X à la longueur naturelle / . On admet que, lorsque le fil 
a une longueur r, sa tension T est proportionnelle à son allongement : 

Résultat : 

4. Soit 

T = * ( / · — l). 

y y — b 
V = A arc tang — -t- B arc tang · 

° x x — a 

Étudier la valeur du travail total sur une courbe fermée C. (Ce travail est de 
la forme 2 m i \ - ( - a n i B , m et « entiers.) Si A et B sont incommensurables , 
on peut tracer-la courbe C de façon que le travail le long de C diffère aussi peu 
qu'on le veut d'une quantité donnée à l'avance. 

5. Une enveloppe renferme un volume v de gaz dont la pression sur l'unité de 
surface de l'enveloppe est p. Admettant que p est seulement fonction de v, dé
montrer que le travail total des pressions du gaz sur tous les éléments de l'enve-

loppe est / p dv quand le volume croit de vt à e,. — Réponse. On divise la sur-

face en éléments infiniment petits égaux du; sur chacun d'eux agit une pression 
normale pd<s; quand le volume croit de v à v-i-dv, du prend la position da' ; si 
donc on désigne par E la projection du déplacement de dts sur la normale à dn, 
le travail élémentaire de la pression p dz est peda et l'ensemble des travaux 

élémentaires des pressions est p Çs. dz. Or e de est le volume du cylindre dont les 

bases opposées sont du et du' : j"t d<s est donc l'accroissement de volume total, 

et l'ensemble des travaux élémentaires est p dv. 

6. Une force F est appliquée en un point d'un système de forme invariable qu'on 
fait tourner d'un angle infiniment petit 30 autour d'un axe fixe O s ; démontrer 
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que le travail élémentaire de cette force est N 88, N désignant le moment de 
la force F par rapport i Oz. 

> 7. Un point est sollicité par une force F normale à une surface fixe S. Si l'on 
désigne par p la distance du point M à la surface comptée sur la normale F, dé
montrer que le travail élémentaire de F est ± F dp, où il faut prendre + ou — 
suivant que la force tend à augmenter ou à diminuer p. 

8. L'action mutuelle de deux points de masses m et m' situés à une distance r 

étant F = — / m ™ » où / désigne une constante (attraction universelle de 

Newton), comment varie le facteur / quand on fait un changement d'unités? 
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DEUXIÈME PARTIE. 

S T A T I Q U E . 

CHAPITRE V . 

ÉQUILIBRE D'UN POINT; ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME. 

I. — POINT MATÉRIEL. 

89. Point l ibre . — P o u r qu 'un point l ibre M soit en équil ibre, 
il faut et il suffit que la résul tante R des forces qui lui sont appl i 
quées soit nulle, c 'es t -à-dire que les trois projections X , Y , Z 
de R le soient : 

(1 ) X = o , Y = o, Z = o. 

Si, dans une position quelconque M(x,y, z), on abandonne le 
point M sans vitesse initiale sous l 'action de la résultante R, la 
valeur initiale de cette résul tante ne dépend que de x,y, z et t ; 
nous supposerons qu'elle est indépendante de t. Alors les trois 
équations ( i ) dé terminent les coordonnées des positions d 'équi 
libre. Lorsqu' i l existe une fonction des forces \J(x, y, z), les 
projections X, Y, Z sont les dérivées partielles de U et les équa
tions deviennent 

dU dV dV 
( 2 ) Â ? = ° ' d y = ° ' d l = 0 -

Ce sont précisément les équations qu 'on a à résoudre lorsqu'on 

cherche les maxima et les minima d'une fonction U de trois 
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i u m 

lui est normale et dirigée du côté des U croissants, c 'est-à-dire 
vers l'intérieur; elle tend donc à empêcher le point de s'éloigner 
du point M, . 

Si, au contraire , en un point M | , U atteint un min imum U | , 
la surface de niveau 

U = 11,-4- e ( e pos i t i f ) 

comprend encore une nappe fermée en touran t M, ; mais, en chaque 
poin t M de celle nappe , la force est normale et dirigée vers l'ex
térieur (fig. 6 1 , I I ) : elle tend donc à écarter le point de M, et la 
posit ion M, est instable. 

Supposons , enfin, que les trois équations ( 2 ) soient satisfaites 
en un point M , , mais que la valeur correspondante U , ne soit ni 
un maximum ni un minimum pour U. Dans Je voisinage de M ( 

variables indépendantes x, y, s. Nous démontrerons en D y n a 
mique (Chap . X ) , d 'après Lejeune-Dirichlet , que , si la fonction U 
est réel lement maximum en un point M ( (x,, y,, zt ), ce point 
est une position d'équilibre stable .· cela signifie q u ' e n écartant 
infiniment peu, d 'une manière arbi t ra i re , le point matériel de la 
position M , , et lui donnan t une vitesse initiale infiniment pet i te , 
on obt ient un mouvement dans lequel Je mobile s 'écarte infiniment 
peu de M , . 

On peut s'en rendre compte approximativement comme il suit. 
Supposons qu'en un point M , , U soit maximum et prenne une var-
leur U ( . Dans le voisinage de M, , U est plus pet i t que U | et , pat-
suite, la surface de niveau 

U = U , - e, 

où s est positif et très peti t , comprend une nappe fermée e n t o u 
rant M, et se réduisant pa r continuité au point M, quand e tend 
vers zéro (fig. 6 1 , I ) : en chaque point M de celte nappe , la force 

Fig. 6 1 . 
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il existe alors deux régions A et B ( J i g . 6 1 , I I I ) , telles que dans 
l 'une, A, U prenne des valeurs inférieures à U) et dans l 'autre, B, 
des valeurs supérieures : ces deux régions sont séparées par une 
surface de niveau 2 sur laquelle 

U - U , = o. 

Cette surface de niveau singulière 2 passe évidemment par le 
point M ( et elle a en ce point un point conique puisque, d 'après 
les équations ( 2 ) , les trois dérivées partielles du premier membre 
U — Ui s 'annulent en M , . En désignant par e une quant i té posi
tive infiniment pet i te , les surfaces 

U = Ui — e 

sont situées dans la région A et , dans celte région, les forces 

tendent à ramener le mobile du côté de M, ; les surfaces 

U = U , + £ 

sont dans la région B et, dans celte région, les forces tendent à 
écarter le mobile de M 4 puisqu'el les sont dirigées du côté des U 
croissants. La posit ion d 'équi l ibre M, est alors instable. 

Ce dernier cas se présente pour un point attiré par deux centres 
fixes en raison inverse du carré de la distance, cas étudié en détail 
au commencement du Chapi t re relatif à l 'attraction ( T . I I I ) . 

90 . Exemple. Attractions proportionnelles aux distances. — T r o u v e r 

les pos i t ions d 'équi l ibre d'un p o i n t matér ie l at t iré par des centres fixes 

p r o p o r t i o n n e l l e m e n t a u x d i s l a n c e s e t a u x masses des centres d 'a t t rac t ion . 

S o i e n t P i , P j , . . . , P n (fig- 62) les centres fixes e t mt, m,t l eurs 

Fig. 62. 

masses . Les forces d 'at tract ion F , , F , F B ag i s sant sur le p o i n t m a t é 

riel M seront d i r i g é e s su ivant M P t , M P j , M P 3 , M P „ ; leurs g r a n d e u r s 
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r e s p e c t i v e s s e r o n t , / 1 d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e , 

F ^ / m j M P , , F , = / m 2 M P 2 F „ = / m „ M P „ . 

S o i e n t a , , 6,, c i , at, 6 2 , c 2 , a „ , bn, cn l e s c o o r d o n n é e s des centres 

a t trac t i f s ; x, y, z c e l l e s d u p o i n t M. Les p r o j e c t i o n s de la force F* sur l e s 

tro is a x e s s o n t é g a l e s a u x p r o j e c t i o n s c o r r e s p o n d a n t e s d u s e g m e n t M P * 

m u l t i p l i é e s p a r / l n * ; e l l e s son t d o n c 

fmk(ak—x), fmk(bk—y), fmk(ck—z). 

Les p r o j e c t i o n s de la r é s u l t a n t e s o n t a lors 

( 3 ) X = / ï m j f a i . - i ) , Y=fZmk(bk-y), Z =fLmk(ck— z), 

le s igne 2 i n d i q u a n t u n e s o m m e é t e n d u e à t o u t e s l e s forces , c ' e s t - à - d i r e à 

t o u t e s l e s v a l e u r s k = i , 2, En posant 

p = Z mk, p,£ = S mkak, pu) = S mkbk, pÇ = 2 m j c * , 

on p e u t écr ire 

X = / p ( $ - a ? ) , Y = / p ( 7 ) - ^ ) , Z = f ^ ~ - z ) . 

C o n s i d é r o n s l e po int G a y a n t pour c o o r d o n n é e s Ç, 7j, Ç; on appe l l e ce 

po int l e centre de gravité du s y s t è m e de m a s s e s P i , P 2 ) P „ . Les 

équat ions c i - d e s s u s m o n t r e n t q u e la résultante des forces qui agissent 

sur M est la force qu'on obtiendrait en supposant le système des 

centres attractifs remplacé par le seul point G auquel on supposerait 

la masse p . La résultante est dirigée suivant MG, et sa valeur 

est / p . M G . Il n e p e u t d o n c y a v o i r é q u i l i b r e que si M se c o n f o n d avec le 

centre de grav i té G d u s y s t è m e . 

D a n s c e qui p r é c è d e , m,, >ra2, . . . , ma s o n t des n o m b r e s e s s e n t i e l l e m e n t 

p o s i t i f s ; a d m e t t o n s m a i n t e n a n t q u e ce s n o m b r e s n e d é s i g n e n t p lus des 

m a s s e s , mais s e u l e m e n t d e s coef f ic ients , e t s u p p o s o n s que cer ta ins d'entre 

e u x s o n t n é g a t i f s . Cela r e v i e n t à a d m e t t r e q u e l e s forces c o r r e s p o n d a n t e s 

sont r é p u l s i v e s , car , l e s p r o j e c t i o n s d'une de ce s forces Fk c h a n g e a n t de 

s igne a v e c mk, Fk c h a n g e r a de sens quand mk dev i endra négat i f . 

L o r s q u e pi e s t différent d e z é r o , t o u s les ca lcu l s c i - d e s s u s s u b s i s t e n t e t 

l 'on arr ive a u x m ê m e s r é s u l t a t s . Si [A es t nu l , l es t ro i s é q u a t i o n s ( 2 ) 

d e v i e n n e n t i n d é p e n d a n t e s de x, y, z, l a résu l tante d e s forces e s t c o n s t a n t e 

en grandeur e t e n d i r e c t i o n , e t il n'y a pas de position d'équilibre. Enfin, 

si l'on a s i m u l t a n é m e n t 

H = o , S.mkak=o, Zmkbk= o , Ï D i j c t = o , 

X , Y , Z s o n t n u l l e s que l l e s q u e so i en t x, y, z; par c o n s é q u e n t , le p o i n t M 

se t r o u v e en équilibre dans une position quelconque. 
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Il ex i s t e a c t u e l l e m e n t u n e f o n c t i o n des forces U ; d a n s l e cas généra l , 

u. différent de z é r o , on a 

u = - K 5 - ( v - . r ) » + « - • » ) * ] = - y ^ -

Quand u. e s t posit i f , c e t t e fonc t ion e s t nu l l e au p o i n t G, n é g a t i v e e n t o u t 
autre p o i n t : e l le e s t d o n e maximum dans la p o s i t i o n d'équi l ibre , qui e s t 
par suite stable. L ' inverse aura i t l i eu p o u r [x négat i f . Lorsque (i e s t nul, 

X , Y , Z o n t des va l eurs c o n s t a n t e s / S T / I ^ Î I * , fZmkbk, f^m^c/.-, e t la 
fonct ion des forces e s t 

U = f(x'S.micaic-
,rmkbit-Y- zlmtc*). 

9 1 . P o i n t m o b i l e s a n s f r o t t e m e n t s u r u n e s u r f a c e fixe. — S o i e n t 

u n e s u r f a c e fixe d o n n é e S (Jig'. 6 3 ) e t s u r c e t t e s u r f a c e u n p o i n t 

m o b i l e M s o l l i c i t é p a r d e s f o r c e s d o n n é e s d o n t F e s t la r é s u l t a n t e . 

P o u r q u e l e p o i n t s o i t e n é q u i l i b r e , i l f a u t e t i l s u f f i t q u e c e t t e 

r é s u l t a n t e F , s i e l l e n ' e s t p a s n u l l e , s o i t normale à l a s u r f a c e . E n 

Fig. 63. 

effet, si la force n 'est pas normale , on peut la décomposer en deux, 
l 'une normale qui presse le point sur la surface, l 'autre tangen-
tielle qui fait glisser le po in t sur la surface; l 'équil ibre n 'a donc 
pas lieu. Si , dans une certaine position M, la force F est normale, 
l 'équilibre a lieu, à condition que le po in t ne puisse quit ter la 
surface ni d 'un côté ni de l ' au t re ; c'est le cas le plus fréquent. 
Mais, si le point est simplement posé sur la surface, comme un 
objet posé sur une table, il ne suffit pas que la force soit normale 
pour qu'i l y ait équil ibre, il faut en outre qu'el le soit dirigée de 
façon à appl iquer le point contre la surface. 

Le point pouvant glisser sans frot tement sur la surface, l 'action 
de la surface sur le point est une force qui ne doit opposer aucune 
résistance au glissement, c'est-à-dire n 'avoir aucune composante 
tangentielle. C'est donc une force normale qu 'on appelle*[reac-
tion normale. Quand le point est en équil ibre, la réaction no r 
male est égale et opposée à F . D'après le principe de l'égalité de 
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l 'action et de Ja réact ion, le point M exerce sur la surface une 
action égale e t opposée à MN, qu 'on appelle pression du point 
sur la surface. 

Traduisons analyt iquement ces résultats : soient 

f(x,y,z) = o 
l 'équation de la surface en coordonnées rectangulaires et X , Y, Z 
les projections de la force F . La réaction normale MN a pour p ro
jections des quanti tés proport ionnel les aux cosinus directeurs de 
la normale à la surface, c 'est-à-dire des quant i tés de la forme 

( N ) \d-f, \Ô-f, \%. 
ox ay oz 

Puisqu' i l doit y avoir équilibre entre celte réaction et la force F , 

on a les trois condit ions 

x - ^ g = ° > Y - > £ = ° ' 

qui , jo in tes à f(x,y,z) = o, donnent quatre équat ions pour 
déterminer x, y, z et \ . Soit M un point de la surface dont les 
coordonnées satisfont à ces équat ions . Si le point matériel ne peu t 
qu i t te r la surface ni de l 'un ni de l 'autre côté , il est en équil ibre 
en ce point . Dans le cas contra i re , il faut, en outre imposer à A u n 
ceriain s igne. Admet tons , par exemple, que le point puisse qui t te r 
Ja surface du côté où f(&, y, z) devient positif; il faut alors que 
la force soit dirigée du côté où f(x,y,z) est négatif, et la réac
tion du côté opposé . O r la g randeur géométr ique don t les projec
tions sont , 

dx ày dz 
est dirigée par rappor t à la surface du côté où f(x,y,z) devient 
positif, comme il résulte des remarques faites à propos des sur
faces de niveau (83) appliquées aux surfaces /(x, y, z) = const . 
La réaction N devant être dirigée du même côté, X devra être 
positif. 

Lorsque le point ne peu t pas qui t te r la surface, on simplifie le 
calcul par la méthode suivante. On commence par expr imer les 
coordonnées d 'un point de Ja surface en fonction de deux para-
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mètres q, et q2; soient, par exemple , 

* = <Ç{QU QX), Y = ty(qu QT), Z = M ( Q U Q T ) ; 

pour qu'i l y ait équi l ibre, il faut et il suffît que F soit normale à 
la surface, c 'est-à-dire à chacune des deux courbes qu 'on obt ient 
en laissant successivement q,, puis q-2 cons tan t ; les équations du 
problème sont donc 

_ „ DX DY _ ÀZ 

àqi D Q I DQT 

R\ -Y ÀX V DY „ DZ 

V 2 = A h I - r 1- L -— = O. 
ÀQT ÀQZ DQT 

X , Y, Z, dépendant de la position de M, sont des fonctions de 
gt et q2 ; les deux équations ci-dessus en q, et q2 dé terminent les 
valeurs des deux paramètres pour les positions d 'équi l ibre . 

Un cas intéressant est celui où , en désignant par Q , et Q a les 
premiers membres des équations ci-dessus, l 'expression 

est la différentielle totale exacte d 'une fonction U(qi,qz)', on est 
alors conduit , pour trouver l 'équil ibre, à annuler les dérivées 
partielles Q, et Q 2 de U(qt,q2), c 'est-à-dire à chercher les 
maxima et les minima de cette fonction de deux variables i ndé 
pendantes q, et q2. Celte fonction peut s'écrire 

V(quqt)=fx d x Y dy-h Z dz, 

où, dans le second membre , toutes les quantités sont remplacées 
par leurs valeurs en q, et q2. Dans le cas particulier où la force F 
dérive d'un potent iel , on a, quels que soient x, y, z, 

f Xdx-i-Ydy-hZdz= U(x, y, s); 

la fonction U(q1, q2) existe alors et on l 'obtient en remplaçant , 
dans \J(x, y, z), les coordonnées par leurs expressions e n fonc
tion de q, et q2. La surface de niveau qui passe par une posit ion 
d'équilibre M4 est, en général , tangente en ce point à la surface 
donnée S, car la force en M4- est à la fois normale à la surface de 
niveau et à S . 
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F 

au point M.(x,y, z). Pour expr imer qu'i l y a équil ibre, il suffit 
d 'écrire que F est égale et d i rectement opposée à la réaction no r 
male N. Cette dernière force peut toujours se décomposer en deux 
autres dirigées suivant les normales MN' et MN" aux deux surfaces 
f = o, f, = o qui , pa r leur intersection, définissent la courbe, car 
les trois directions MN, MN' et MN" sont dans le plan normal . 

Nous démontrerons en Dynamique que , si U ( g , i , <7») passe dans 
une certaine posit ion du mobile par un maximum effectif Ut, 
l 'équilibre correspondant est stable. On peut s'en rendre compte, 
comme plus haut pour un point l ibre, en étudiant la forme des 
courbes d ' intersection de la surface donnée S avec les surfaces de 
niveau 

U = U , ± e . 

9 2 . Poin t mobile sans frottement sur une courbe fixe. — Soient 
une courbe fixe C et, sur cette courbe, un point M mobile sans 
frottement, sollicité par des forces dont la résultante est F . On 
voit, comme dans le cas d 'un point mobile sur une surface, que, 
dans l 'équil ibre, la force F , si elle n 'est pas nulle, doit être nor
male à la courbe. Si cette condition est remplie , la force F sera 
détrui te par la résistance de la courbe et l 'équil ibre aura lieu. 

L'action de la courbe sur le point est une force normale MN 
qu'on appelle réaction normale : le point M exerce sur la courbe 
une pression égale et opposée à cette réact ion. Lorsque le point 
est en équil ibre, la réaction normale est égale et opposée à la 
force F ; la pression du point sur la courbe est égale à F (fig. 6 4 ) · 

Soient 

/ ( * > ,r> *) = °» / i ( ^ » r . - î ! ) = o 

les équations de la courbe rapportée à trois axes rectangulaires , 
et X , Y, Z les projections de la résultante F des forces appliquées 

Fig. 64. 
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Ces deux composantes de la réaction MN' et MN" auront respec

tivement pour projections 

*àj' A , d ^ ' * l"Â7 

Puisqu'il y a équil ibre entre ces deux forces et la force F , on a 

dx dx ày dy àz àz 

Ces trois équat ions, jointes aux deux équations de la courbe, 

déterminent les cinq inconnues x, y, z, ~k et X ( . 

On simplifie le calcul en supposant que les coordonnées d 'un 

point de la courbe soient exprimées en fonction d'un paramètre q 
par les équations 

a 7 = l ? ( î ) . y = ty(q), z = Tn(q). 

Les cosinus directeurs de la tangente étant proport ionnels à 

?'(?)» ^'{9)1 ' a condition d'équilibre s 'obtient en égalant 
à zéro la quanti té 

X f ' ( ? ) - r - Y f ( ? ) + Z T ! J ' ( ? ) , 

que nous désignerons par Q . A chaque valeur de q annulant Q 

correspond une position d 'équil ibre. Dans le cas actuel, la 

recherche des positions d 'équil ibre se ramène toujours à la 

recherche des maxima et minima d'une fonction qui ne dé
pend plus que d'une variable. Posons, en effet, 

V(q) = J X dx -h Y dy -}-Z dz =j Qdq, 

où l'on suppose, dans la première intégrale, x, y, z remplacés par 

leurs valeurs en fonction de q, de façon à rendre cette intégrale 

identique à la seconde : la condition d 'équil ibre s 'obtient en cher 

chant les valeurs de q qui annulent la dérivée de U par rappor t 

à q; on les trouve donc en cherchant les maxima et minima de U . 

Lorsqu'il existe une fonction des forces V(x, y, z), la fonction 

U(y) s 'obtient évidemment en y remplaçant x, y, z par leurs 

expressions en fonction de q. Dans ce cas, la surface de niveau 

qui passe par une position d 'équil ibre M l est tangente en M ( à la 

A. - I. 9 
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courbe . N o u s verrons plus tard, par une méthode générale, qu'à 
un maximum effectif de U ( y ) correspond une position d 'équil ibre 
stable. Nous ind iquons , à litre d'exercice (fin du Chapi t re , Exer
cice 7 ) , une méthode part iculière pour vérifier cette proposit ion 
qui t ient , au fond, à ce que le point , é tant abandonné sur la courbe , 
tend à se déplacer sur cette courbe dans le sens des U croissants. 

II. — SYSTÈMES DE POINTS MATÉRIELS. 

9 3 . S y s t è m e d e p o i n t s matériels . — Si le système est formé 
de points l ibres et indépendants les uns des aut res , on peut 
répé ter pour chacun d 'eux ce que nous avons dit sur le point ma
tériel complètement l ibre . P o u r que l 'équilibre existe, il faut e t 
il suffit que la résultante des forces qui agissent sur chaque point 
soit nul le . 

Quand un système de points est soumis à des liaisons, le même 
théorème a l ieu , si l 'on regarde chaque point comme libre sous 
l 'action de toutes les forces qui lui sont appliquées en y compre
nant les forces de l iaison. 

Nous nous placerons à ce point de vue plus loin, à propos du 
théorème du travail vir tuel . 

Nous classerons ici les forces appliquées à un système en deux 
catégories : les forces intér ieures et les forces extér ieures . Nous 
montrerons q u e , pour qu' i l y ait équi l ibre , il faut que les forces 
extérieures vérifient six condi t ions, les mêmes p o u r tous les s y s 
tèmes. 

94 . F o r c e s intér ieures e t f o r c e s extér ieures ; s i x c o n d i t i o n s n é 

c e s s a i r e s d 'équil ibre. — On regarde u n système matériel que l 
conque , formé de corps solides, l iquides, gazeux, comme composé 
d'un très grand nombre de points matériels assujettis à certaines 
liaisons. Un corps solide, par exemple, est un ensemble de points 
assujettis à res ter à des dislances invariables les uns des autres . 
Les théorèmes généraux s 'obt iennent en supposant qu 'on ail écrit 
les équations d 'équi l ibre de ces différents points matériels et qu 'on 
en fasse des combinaisons . 

On appelle forces intérieures à un système les actions m u 
tuelles des différents points du système; ces actions sont deux à 
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2 ) 2 S X , . = o ; 

deux égales et directement opposées, d 'après le principe de l 'éga
lité de l'action et de la réact ion. Par exemple, si un point m du 
système en attire un autre m' avec une certaine force, inversement 
m' attire m avec une force égale et opposée. 

Les forces autres que les forces intér ieures que nous venons de 
définir s 'appellent forces extérieures. 

Soient Xt, y u z{, x*, yîf z2, — , xn, yn, zn les coordonnées 
des divers points du système dont les masses sont m,, ma, ·.., mn. 
Si nous considérons l 'un quelconque de ces points de masse m 
et de coordonnées x, y, z, nous pouvons par tager les forces a p 
pliquées à ce point en deux catégories : i° celle qui comprend les 
forces intérieures agissant sur m; nous appellerons X; , Y/, Z/ les 
projections d 'une de ces forces; 2'* celle qui comprend les forces 
extérieures agissant sur ce même po in t ; nous appellerons X e , Y„, 
Z„ les projections d 'une de ces forces. Le point m peu t ê t re 
regardé comme ent ièrement l ibre , à condit ion qu 'on le regarde 
comme soumis à toutes les forces tant intér ieures qu 'extér ieures 
qui agissent sur lui. Pour qu'i l soit en équilibre, il faut et il suffit 
que la résultante de toutes ces forces soit nul le . En projetant sur 
les trois axes, on a ainsi, pour l 'équilibre du point m, les trois 
équations 

; ï X f + 2 X e = o , 

( 0 X Y f - t - S Y ^ o , 

( S Z f - i - S Z e = o , 

où les signes S signifient qu' i l faut faire la somme des projections 
de toutes les forces intér ieures ou extérieures appliquées à m. 

Supposons écrites ces équations pour tous les points du sys
tème, et ajoutons membre à membre les équations relatives à l 'axe 
des x ; il viendra 

2 S X , - H - S 2 X e = o , 

le signe SS indiquant que la somme est é tendue à toutes les forces 
agissant sur les divers points du système. Or , en vertu du p r in 
cipe de l'égalité de l 'action et de la réact ion, les forces intér ieures 
sont deux à deux égales et opposées ; la somme 22X,- de leurs 
projections sur l'axe des x est donc nul le , et l 'équation précédente 
se réduit à 
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( 2 ) | S S Z ^ o 

On a ainsi trois condit ions nécessaires de l 'équilibre entre les 
projections des forces extérieures. On en obtient trois autres en 
introduisant les moments . 

Revenons aux équations ( i ) ; multiplions la première p a r — y , 
la deuxième par x, et a joutons; nous aurons 

ï ( a r Y / - j r X / ) + ï ( * Y . - j ' X , ) = o ; 

supposons écrites les équations analogues pour tous les points du 

système et ajoutons-les membre à membre , il nous viendra 

22(xYi-yXi) -+- X2.(xYe-yXe) = o ; 

mais S S ( J ? Y J — yX¡) représente la somme des moments de toutes 
les forces intér ieures par rappor t à Oz; cette expression est donc 
nul le , puisque ces forces sont deux à deux égales et directement 
opposées. Nous arrivons ainsi à l 'équation 

( 3 ) 2Z(XYe—yXe) = o; 

on a de même 

ZX(yZe—zYe) = o, 
( 3 ) 

' 2 S ( J X 8 - « Z ( ) = O . 

Les six conditions nécessaires ( a ) et ( 3 ) , ainsi obtenues , peuvent 
s 'énoncer ainsi : 

Pour qu'un système quelconque soit en équilibre, il faut 
que la somme des projections des forces extérieures sur chacun 
des trois axes et la somme de leurs moments par rapport à 
chacun des trois axes soient nulles. 

On peut encore énoncer ces condit ions, indépendamment de 
tout système d'axes, de la façon suivante : 

Pour qu'un système quelconque soit en équilibre, il faut 
que l,es forces extérieures constituent un système de vecteurs 
glissants équivalent à zéro. 

On pourra exprimer ce fait en appl iquant l 'une des méthodes du 

on aurait de même 

2 S Y e = e , 
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premier Chapi tre . Par exemple, on pourra chercher à réduire ces 
vecteurs à l'aide des opérat ions élémentaires, et expr imer qu 'on 
obtient finalement deux vecteurs égaux et di rectement opposés, 
ou encore une résul tante générale nulle e t un moment résul tant 
nul . 

Exemples. — i ° I m a g i n o n s d e l 'eau en équi l ibre dans un vase , s o u s 

l 'action de la p e s a n t e u r . Le s y s t è m e c o n s i d é r é e s t c o n s t i t u é par l e s p a r t i 

cules de l 'eau. Les forces i n t é r i e u r e s s o n t l e s a c t i o n s m u t u e l l e s entre c e s 

part icules . Les forces e x t é r i e u r e s s o n t les a c t i o n s e x e r c é e s par des corps 

é trangers au s y s t è m e sur les p o i n t s d u s y s t è m e ; ce s o n t par sui te : i ° l e s 

poids des par t i cu les d ' e a u ; 2 ° les a c t i o n s des paro i s du vase sur les par t i 

cules d'eau qui l e s t o u c h e n t ; 3° l e s p r e s s i o n s e x e r c é e s par l'air sur la s u r 

face l ibre. P o u r qu'i l y ai t équ i l ibre , il faut q u e l ' ensemble d e t o u t e s c e s 

forces e x t é r i e u r e s c o n s t i t u e un s y s t è m e de v e c t e u r s équivalent à zéro. 

2 ° I m a g i n o n s u n e cha îne p e s a n t e s u s p e n d u e par ses d e u x e x t r é m i t é s à 

deux po i n t s f ixes A e t B . Les forces e x t é r i e u r e s app l iquées à la c h a î n e 

sont : i° l e s p o i d s d e ses d ivers a n n e a u x ; 2 ° l e s a c t i o n s e x e r c é e s par l e s 

points fixes A e t B ; la c h a î n e t ire s u r ce s p o i n t s , e t r é c i p r o q u e m e n t c e s 

points ag i s sent sur la cha îne a v e c des forces F A e t FB a p p l i q u é e s a u x e x t r é 

mi té s de la c h a î n e . P o u r qu'il y ai t équ i l ibre , il faut q u e c e s forces e x t é 

rieures so i en t é q u i v a l e n t e s à z é r o . Les poids f o r m e n t un s y s t è m e d e 

vecteurs para l l è l e s é q u i v a l e n t à un v e c t e u r u n i q u e , P , éga l au p o i d s d e la 

chaîne e t app l iqué à son c e n t r e de g r a v i t é ; l es trois v e c t e u r s P , F A e t Fg. 
do ivent a lors f o r m e r u n s y s t è m e é q u i v a l e n t à zéro . 

3° Corps solide. — Si le s y s t è m e cons idéré e s t un c o r p s s o l i d e , les s ix 

cond i t ions d'équi l ibre que n o u s v e n o n s d' indiquer c o m m e nécessa ires p o u r 

un s y s t è m e q u e l c o n q u e s o n t aussi suff isantes : c'est ce q u e n o u s verrons 

dans le Chapi tre su ivant . 

95 . F r a c t i o n d ' u n s y s t è m e q u e l c o n q u e ; s i x c o n d i t i o n s n é c e s 

s a i r e s d e l ' é q u i l i b r e . — Dans un système matériel S , détachons 
p a r l a pensée une part ie quelconque du système S ( , de telle sorte 
que ce système soit divisé en deux part ies, les points de S< et les 
points restants const i tuant u n système ( S — S ( ) . Si le système 
total est en équi l ibre , il en est de même de chacune de ces par t ies , 
de S ( par exemple . On pourra alors appl iquer c e qui précède à l a 
partie S t regardée comme un système en équil ibre. Les forces 
extérieures à S ( , appliquées à S ( , doivent former un système de 
vecteurs glissants équivalent à zéro. On obtient ainsi, en prenant 
successivement diverses parties du système total, des condit ions 
d'équilibre toutes nécessaires. 
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EXERCICES. 

1. Si n forces concourantes se font équilibre, leur point commun d'application 
est le centre de gravité de n points de masses égales placés à leurs extrémités 
(Le ibniz ) . 

2. Posit ions d'équilibre d'un point libre M attiré par des centres fixes O,, 
O,, 0 „ en raison inverse de la distance. Il existe une fonction des forces 
l o g M O , . M O j . . . M O , . Chaque position d'équilibre O' est le centre des moyennes 
distances des inverses des points Ot par rapport à O'. Quand les points Ot sont 
dans un même plan, les positions d'équilibre sont les racines de la dérivée d'un 
polynôme en z ayant pour racines les quantités imaginaires représentées par les 
points Ok. ( C H A S L E S : Voir F. L U C A S , Comptes rendus, 1879 et 1888.) 

3. Soit un point M en équilibre dans une position déterminée A sous l'ac
t ion de forces déterminées P „ P 2 , P„; sur APt on prend un point Ok tel que 

i. 
A O j = {hJ,

l)
v, h et v désignant des constantes (t>^ — 1 ) . Démontrer que la fonc-

v+l P+l f+1 
tion MO, -f-MO, + . . . + MO, est maximum ou minimum quand le point M 
coïncide avec la position d'équilibre A. Si v— — 1, il faut remplacer cette fonc
tion par log MO, .MO, . . . M O u . Si c = i, le point A est le centre des moyennes 
distances des points O,. 

4. Posit ions d'équilibre d'un point pesant mobile sans frottement sur une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution d'axe vertical et attiré par un point de l'axe 
proportionnellement à la distance. 

Réponse. — Une position d'équilibre stable. 

5 . Positions d'équilibre d'un point M mobile sans frottement sur une circonfé
rence de rayon a, sollicité pur une force dont la direction passe par un point 
fixe A de la circonférence et dont la valeur algébrique estimée en prenant AM 

a 
comme sens positif est 1 — · 

AM 

Réponse. — Trois positions d'équilibre : deux pour lesquelles AM = a, une 
pour laquelle AM = ia; les deux premières stables, la troisième instable. 

6. Étant donnée une force F dont les projections X, Y, Z,dépendent de x, y, z, 
trouver une surface S telle qu'un point mobile sans frottement sur celte surface 
et soumis à l'action de F soit en équilibre dans toutes les positions sur la sur
face S. 

Réponse. — Il doit exister un facteur p. tel qu'on ait 

p. ( X dx -f- Y dy -+- Z dz ) = df( x, y, z ) ; 

les surfaces cherchées sont f (&>y ,z ) = const . ; s'il existe une fonction deforces , 
les surfaces cherchées sont les surfaces de niveau. 
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6 bis. Trouver de même des courbes sur lesquelles le point est en équilibre dans 
toutes les positions. 

(Ces courbes existent toujours : elles sont assujetties à vérifier l'équation 

X dx + Y dy -+- Z dz = o, 

qui permet de prendre arbitrairement x et y en fonction d'un paramètre g et de 
déterminer ensuite z.) 

7. Un point M sollicité par une force F peut glisser sans frottement sur une 
courbe fixe dont les coordonnées sont exprimées en fonction d'un paramètre g. 
On mène à cette courbe la tangente MT dans le sens des g croissants. Démontrer 
que le cosinus de l'angle TMF a le signe de la fonction appelée Q (n° 9 2 ) ; en 
conclure que, pour qu'une position d'équilibre g = g, soit stable, il faut et il 
suffit que la fonction Q s'annule en passant du positif au négatif quand q atteint 
et dépasse la valeur qt. 

8. Positions d'équilibre d'un point mobile M posé sur la surface extérieure d'un 
ellipsoïde et repoussé par un point fixe proportionnellement à la distance. (Le 
point M pouvant quitter la surface vers l'extérieur; il faut tenir compte du signe 
de A. Si P est extérieur à l'ellipsoïde, une position d'équilibre instable; s'il est 
intérieur, pas de position d'équilibre. Géométriquement, le problème revient à 
mener du point P des normales à la surface; il faut ensuite choisir parmi les 
pieds des normales.) 

9. Un point mobile sur une parabole y1— spx = o est attiré par un point fixe 
(a,b) du plan de la courbe proportionnellement à la distance. Positions d'équi
libre. Stabilité. On a 

X = u , ( a — x), Y = u , (6 — y), ( t > o . 

Les ordonnées des positions d'équilibre (pieds des normales issues de a, b) sont 

les valeurs de y annulant la fonction * ( ^ ) = ! * [ ^ a — ~^ ( * — v a l e u r s 

qu'on trouverait en cherchant à rendre maximum ou minimum la fonction 

- I [ { a - x y + ( b - y y - \ 

«xprimée en fonction de y. Il y a stabilité quand cette fonction est maximum. 

10. Aux trois sommets A, B, C d'un triangle, on attache des fils élastiques dont 
les longueurs naturelles sont a, ¡3, y ; on les allonge pour les attacher ensemble en 
un nœud et l'on suppose que la force élastique de chaque fil est proportionnelle 

à son allongement par uni té de longueur ^par exemple , x étant l'allongement du 

kx \ 
premier fil, sa force élastique est k est le même pour les trois filsj. Quelles 

relations faut-il établir entre les trois longueurs a, ¡3, y pour que la position 
d'équilibre du nœud se trouve au centre de gravité du triangle? 
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CHAPITRE VT. 

ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE. 

I. — RÉDUCTION DES FORCES APPLIQUÉES A UN CORPS 
SOLIDE. ÉQUILIBRE. 

96. Corps solide. — Un corps solide est un ensemble de points 
matériels invariablement liés entre eux. — Lorsqu 'une force est 
appliquée à l'un de ces points , on dit qu'elle est appliquée aucorps. 
Le corps solide ainsi défini est une abstract ion. Tous les corps de 
la nature se déforment sous l 'action des forces qui leur sont a p 
pl iquées ; mais les corps appelés communément solides subissent 
des déformations très peti tes, qui peuvent ê tre négligées dans une 
première approximation, pourvu .que les forces ne soient pas t rop 
grandes. 

D'après les théorèmes généraux relatifs à l 'équil ibre d 'un sys
tème quelconque, pour qu ' un corps solide soit en équil ibre sous 
l 'action de certaines forces, il faut que ces forces const i tuent un 
système de vecteurs glissants équivalent à zéro. 

Mais, pour un corps solide, cette condition nécessaire est aussi 
suffisante. O n le démontre en admet tant comme évidente la pro
position suivante : 

Deux forces égales et directement opposées appliquées à un 
corps solide se font équilibre. 

D'après celte proposi t ion, on peut , sans changer l 'état d 'un 
solide, suppr imer ou ajouter un système de deux forces égales et 
directement opposées. 

Celte même proposition permet de démontrer , comme nous 
l'avons fait dans la théorie des vecteurs (n° 19) , la propriété su i 
vante : 

On peut, sans changer l'état d'un solide, transporter le 
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CHAPITRE VI. ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE. l3y 

point d'application d'une force en un point quelconque de sa 
direction, pourvu que ce nouveau point soit invariablement lié 
au solide. 

Une force appliquée à un solide est donc représentée par u n 

vecteur localisé sur une droite, ou vecteur glissant. 
Nous allons mont re r comment on peu t réduire à des éléments 

simples un ensemble de forces appliquées à un solide et en déduire 
les conditions nécessaires et suffisantes d 'équi l ibre . 

97. R é d u c t i o n d e s f o r c e s a p p l i q u é e s à u n c o r p s s o l i d e . É q u i 

l i b r e . — D'après ce q u i précède, on ne change pas l 'état d'un 
solide en effectuant les opérat ions élémentaires suivantes : 

Adjonction ou suppression de deux forces égales et directe
ment opposées; transport d'une force en un point de sa direc
tion. 

Composition de plusieurs forces concourantes en une seule, 
ou décomposition d'une force en forces concourantes. 

Nous avons vu que tous les systèmes de vecteurs glissants ob t e 
nus à l'aide de ces opérations sont équivalents, c 'est-à-dire ont 
même résultante générale et même moment résul tant ; et que , réci
proquement , deux systèmes de vecteurs glissants équivalents 
peuvent se ramener l 'un à l 'autre par ces opérat ions. D o n c , deux 
systèmes de forces représentés par des systèmes de vecteurs 
glissants équivalents peuvent être remplacés l'un par l'autre 
sans changer l'état du solide. 

Réduction à deux forces. — Comme nous l 'avons démontré 
dans la théorie des vecteurs, un système (S ) de forces appliqué à 
un corps solide peut être réduit , par les opérations élémentaires, 
à deux, F et <I>% dont l 'une est appliquée en un point pris arbi trai
rement. 

Réduction à une force et à un couple. — D'après ce que nous 
avons vu dans la théorie des vecteurs, un système quelconque de 
forces (S ) peut être remplacé par une force unique R égale à la 
résultante générale appliquée en un point arbitraire O et un 
couple dont l 'axe est égal au moment résul tant O G par rappor t 
au point O . 
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Equilibre. — P o u r qu'i l y ail. équi l ibre, il faut que le sys-
l è m e ( S ) soit équivalent à zéro, c 'est-à-dire que la résultante géné
rale O R et le moment résul tant O G soient nuls. Celte condit ion 
est suffisante : en effet, si elle est remplie , les forces peuvent , par 
les opérations é lémentaires ,ê t re réduites à un couple dont l 'axe O G 
est nul , et qui est par suite formé de deux forces égales et directe
men t opposées. 

Equations d'équilibre. — Appelant X , Y, Z les sommes des 
project ions des forces sur les trois axes, L, M, N les sommes de 
leurs moments par rappor t aux trois axes, on a les six équat ions 
d 'équil ibre nécessaires et suffisantes 

X = o, Y = o , Z = o ; L = o , M = o , N = o . 

98 . S y s t è m e s d e f o r c e s é q u i v a l e n t s p o u r u n s o l i d e . — Nous 
avons vu dans le numéro précédent que , si deux systèmes de forces 
appliqués à un solide sont représentés par deux systèmes de vec
teurs glissants équivalents , ils peuvent être remplacés l 'un par 
l 'autre sans changer l 'état du corps. 

Réciproquement , si deux systèmes de forces ( A ) et (B) peuvent 
être remplacés l 'un par l 'autre sans changer l 'état du corps, ils 
sont représentés par deux systèmes de vecteurs glissants équiva
lents . 

E n effet, considérons Je système ( — A ) composé de toutes les 
forces de ( A ) changées de sens. Ce système ( — A ) est év idem
ment tenu en équil ibre par le système ( A ) ; il l'est donc aussi par 
le système ( B ) q u i par hypothèse produi t le même effet que ( A ) . 
Donc , l 'ensemble des vecteurs(—· A) •+- (B) est équivalent à zéro : 
ou encore le système de vecteurs ( A ) est équivalent au sys
tème ( B ) . 

Quand deux systèmes de forces (A) et (B) peuvent être r e m 
placés l 'un par l 'autre sans changer l 'état d 'un solide, on dit qu'i ls 
sont équivalents pour un solide. On voit que la condit ion néces
saire et suffisante pour que deux systèmes de forces soient équiva
lents pour un solide est qu'i ls soient représentés par des systèmes 
de vecteurs glissants équivalents. 

9 9 . C a s p a r t i c u l i e r s d e l a r é d u c t i o n . — Pour que le système ( S ) 
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X : Y = o , 

100. Aut re forme des conditions d'équilibre. — Pour l'équi
libre d'un solide, il faut et il suffit que la somme des moments 
des forces par rapport à chacune des six arêtes d'un tétraèdre 
soit nulle. Cette condit ion est évidemment nécessaire : elle est 
suffisante. En effet, supposons-la remplie pour un tétraèdre ABCD : 
la somme des moments étant nulle par rappor t aux trois arêtes AB, 
AC, AD, issues du sommet A, le moment résul tant par rappor t au 
point A est nul , et les forces considérées ont une résultante unique 
passant par A ou bien se font équil ibre. Le même raisonnement 
pouvant être appliqué à chaque sommet, les forces se font équi
libre, car il est impossible qu'elles aient une résultante unique 
passant par les quatre sommets. 

C o m m e app l i ca t ion , on d é m o n t r e que quatre forces app l iquées a u x quatre 

s o m m e t s d'un t é t r a è d r e , p r o p o r t i o n n e l l e s aux aires des faces o p p o s é e s e t 

d ir igées n o r m a l e m e n t v e r s c e s faces , se font équ i l ibre . On vérifie que la 

s o m m e des m o m e n t s par r a p p o r t à c h a c u n e des s ix arê te s d u t é t r a è d r e e s t 

nul le (fig. 6 5 ) . 

admette une résultante unique, il faut et il suffit que la résu l 
tante générale O R soit différente de zéro et que le moment résul
tant O G soit perpendiculaire à la direction de la résultante 
générale. La résultante unique est alors dirigée suivant l'axe 
central. Analyt iquement , on a les conditions 

X > H - Y » - t - Z » > o , L X MY -+- NZ = o. 

Pour que le système (S ) se réduise à un couple un ique , il faut 
et il suffit que la résultante générale soit nulle, sans que le 
moment résultant le soit : 
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E n effet, s o i e n t a, β, γ , δ l e s forces app l iquées a u x s o m m e t s A , B , C, D 

du t é t r a è d r e ; 

α = k. B C D , p = = / r . C D Â , γ = Ar.DÂB, δ = k.ÂBC. 

P r e n o n s l e s m o m e n t s par rappor t à l 'arête CD : l e s forces γ e t δ o n t des 
m o m e n t s n u l s ; l e s forces α e t β o n t des m o m e n t s d e s i g n e s contra ires . La 
force a é t a n t d i r i g é e su ivant la h a u t e u r AA' , l ' ang le d e α a v e c CD est 
dro i t , e t la p l u s c o u r t e d i s t a n c e de α à C D est la perpend icu la i re A'A", 

aba i s sée de A ' s u r C D ; le m o m e n t de a par rappor t à C D a d o n c pour va leur 

a b s o l u e 

a. A ' A ' = a . A A ' . c o t t p = A . B C D . A A ' . c o t ç = 3AVcotcp, 

V d é s i g n a n t le v o l u m e du t é t r a è d r e e t φ l 'angle d i è d r e su ivant l 'arête C D . 

Le m o m e n t de β a la m ê m e va leur a b s o l u e . La s o m m e des m o m e n t s par 

rapport à une arê te q u e l c o n q u e C D est d o n c n u l l e . 

II. — APPLICATIONS. FORCES DANS UN PLAN. FORCES 
PARALLÈLES; CENTRES DE GRAVITÉ. 

1 0 1 . F o r c e s d a n s u n p l a n . — Prenons ce plan pour plan desxy; 

nous aurons évidemment 

Z = o, L = o , M = o, 

L X -+- MY -t- NZ = o . 

Par conséquent : 

Si X 2 - f - Y 2 > o, le système a une résultante unique située dans 
le plan et dirigée suivant l'axe cent ra l ; 

Si X = ο, Y = o avec o, le système se rédui t à un couple ; 
Si X = ο, Y = ο, Ν = o, le système est en équi l ibre . 
Lorsque Ν est nul , les forces ont une résul tante passant par le 

point O ou se font équ i l ib re ; si donc la somme des moments des 
forces par r appor t à deux points du plan est nul le , la résultante 
passe par ces points , ou bien il y a équil ibre ; enfin, si cette somme 
est nulle pour trois points du plan, pas en ligne droite, il y a 
nécessairement équi l ibre . 

102 . E x e m p l e s . — 1 ° P r e n o n s dans l e p l a n des xy un p o l y g o n e q u e l 
c o n q u e e t a p p l i q u o n s au mi l i eu d e c h a c u n de ses c ô t é s e t p e r p e n d i c u l a i r e 
m e n t à sa d i rec t ion u n e force p r o p o r t i o n n e l l e à sa l o n g u e u r e t d i r i g é e v e r s 
l ' ex tér ieur d u p o l y g o n e ; c e s forces se f o n t é q u i l i b r e . N o u s a l lons é tab l i r 
g é o m é t r i q u e m e n t c e t t e p r o p o s i t i o n . D é m o n t r o n s - l a t o u t d'abord p o u r un 
t r iang le A B C . 
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Les trois forces A ' ( K . B C ) , B ' ( K . A C ) , G ' ( K . A B ) s o n t c o n c o u r a n t e s 

c o m m e é tant perpend icu la i re s a u x mi l ieux des c ô t é s du t r i a n g l e ; de p l u s , 

la s o m m e d e l e u r s p r o j e c t i o n s sur u n a x e q u e l c o n q u e e s t é v i d e m m e n t 

nul le ; ces tro is forces se font d o n c équ i l ibre {fig. 6 6 ) . 

Passons m a i n t e n a n t au cas d'un p o l y g o n e q u e l c o n q u e . A l 'aide de d i a 

gonales i s sues d'nn s o m m e t , p a r t a g e o n s - l e en tr iang les . P e r p e n d i c u l a i r e 

ment a u x c ô t é s d e c h a c u n des t r iang les ainsi dé t erminés e t e n l eurs m i l i e u x 

appl iquons u n e sér ie de forces propor t ionne l l e s à ces c ô t é s e t d i r igées vers 

l 'extér ieur du t r i a n g l e c o r r e s p o n d a n t . D'après ce qui v i e n t d'être dit , ce 

sys tème de forces e s t e n équ i l ibre : or , au m i l i e u d e c h a q u e d i a g o n a l e s o n t 

appl iquées d e u x forces éga l e s e t o p p o s é e s ; on p e u t d o n c les s u p p r i m e r 

sans troubler l ' équi l ibre , e t l e p o l y g o n e res te en repos s o u s l 'act ion d e s 

forces appl iquées n o r m a l e m e n t à se s c ô t é s ; la p r o p o s i t i o n e s t d o n c d é 

m o n t r é e . 

i " So i t d o n n é un p o l y g o n e plan A B C D E ( y ? £ \ 6 7 ) , sur l eque l nous d é t e r -

Fig. 67. 

m i n o n s un sens de c i r c u l a t i o n ; app l iquons à c h a q u e s o m m e t de ce p o l y 
g o n e une force d i r i g é e dans le s ens d u c ô t é qui y a b o u t i t e t p r o p o r t i o n 
nel le à sa l o n g u e u r . S i le p o l y g o n e es t c o n v e x e , c e s forces se r é d u i s e n t à 
un c o u p l e . En effet, la s o m m e des projec t ions de ces forces sur u n axe 
q u e l c o n q u e es t nu l l e c o m m e éga le à K fois la pro jec t ion du c o n t o u r f ermé 
A B G D Ë . D e p l u s , la s o m m e des m o m e n t s par rappor t à u n p o i n t q u e l 
conque O du p lan d u p o l y g o n e n'est pas n u l l e ; en effet, c'est 

N = ± a K ( s u r f . O A B -+- surf. O B C - + - . . . ) , 
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c ' e s t -à -d i re 
N = ± a K s u r f . ( A B G D E ) . 

Il n e p e u t d o n c pas y avo ir équ i l ibre . 

S i le p o l y g o n e e s t c o n c a v e , il n'en es t p l u s d e m ê m e ; p r e n o n s , e n effet, 
l e p o l y g o n e A'B'C'D'; la s o m m e des m o m e n t s par rappor t à u n p o i n t O 
d u plan s e r a , e n ayant égard à l eurs s i g n e s , 

± 2 K ( s u r f . D ' I C — s u r f . B ' I A ' ) ; 

il y aura d o n c équ i l ibre si l e s d e u x t r iang le s D ' I C , B'IA.' son t é q u i v a l e n t s . 

103 . Forces paral lèles . — Soit un corps solide sollicité par des 
forces parallèles a u n e même direct ion; appelons a, p , y l e s cosinus 
directeurs d 'une demi-droite O D parallèle à cette direct ion, P ^ 
P a , P„ les valeurs algébriques des forces parallèles estimées 
posit ivement dans le sens O D , négativement en sens contra i re , 
et &/,, y/,, Zis les coordonnées du point d 'application de P*. Les 
différents cas possibles sont les suivants (n° 29 ) : 

i ° 2 P * ^ o . Résul tante unique, parallèle à la direction donnée , 
ayant pour valeur algébrique SP* et appliquée au cent re des forces 
parallèles 

5 - ^ p T ' n ~ ^ r ' Ç - ~ W 

dont la position est indépendante de la direction des forces . 

2° 2 P A = o , avec L 2 - r - M 2 - } - N 2 > o. Couple unique d'axe L , 

M, N . 

30 S p , = o, = = *ÏÉE*. Équi l ib re . « Ï Y 

Équilibre astatique. — Supposons que , le corps se déplaçant, 
les forces parallèles res tent constantes en grandeur , direction et 
sens et demeurent appliquées en des points fixes du corps ; l 'équi
libre est dit astatique quand il subsiste quelle que soit l 'orientation 
du corps ou, ce qui revient au même, quelle que soit l 'or ientat ion 
des forces par r appor t au corps, c 'est-à-dire quels que soient a, ¡3, 
Y . Pour cela, il faut et il suffit qu 'on ait 

2 P t = o , î P r t = o , 2 P * j K A = o , 2 P * * i = o . 

Dans ce cas, le centre de celles des forces parallèles qui t irent 
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p k = mkg, P =/>,+/>, H - . . . -H Pn— M#. 

dans un sens coïncide avec le cent re de celles qui t i r en t en sens 
contraire, de sorte que ces deux systèmes de forces se font tou
jours équil ibre. 

104. Centres de gravité. — Nous avons déjà défini le poids d 'un 
point matériel : c'est une force verticale dont l ' intensité p est égale 
à la masse du point matériel multipliée par l 'accélération g due à 
la pesanteur, accélération qu i , en un même lieu, est la même pour 
tous les corps. La direction de la verticale change d 'un lieu à 
l 'autre; l 'observation a prouvé que la valeur de g varie avec la 
latitude et l ' a l t i tude ; mais ces variations sont insensibles dans 
l 'étendue d'un corps de dimensions ordinaires . U n corps solide 
pesant peut donc être considéré comme une réunion d 'un grand 
nombre de points matériels liés entre eux et sollicités par des 
forces verticales, parallèles, proport ionnelles à leurs masses, locali
sées en ces points . La résultante de ces forces, qui est égale à leur 
somme, s'appelle le poids du corps. Le point d'application de 
cette résultante, ou le centre des forces parallèles localisées aux 
points matériels, se nomme spécialement centre de gravité; il 
occupe dans le corps une position indépendante de l 'or ientat ion de 
celui-ci; car, lorsque le corps se déplace, tout se passe, pour un 
observateur entraîné avec lui , comme si, le corps restant immo
bile, les forces parallèles tournaient d 'un même angle autour de 
leurs points d 'application, ce qui n'altère pas la position du centre 
des forces parallèles. Ainsi, le centre de gravité est le point du 
corps par lequel passe constamment le poids du corps quelle 
que soit son orientation. Si donc on fixe le centre de gravité, en 
laissant au corps solide la liberté de tourner autour de ce point , 
le corps, soumis uniquement à l 'action de la pesanteur , reste en 
équilibre dans toutes les positions qu'i l peut p rendre . 

105. Expression des coordonnées du centre de gravité. — Soient 
ire4, m 2 , . . . , m„ les masses, pi,pt, . . . , / > « les poids des points ma
tériels qui const i tuent un corps solide, (a? 4, jVi> a i ) > ( ^ S J J K Ï I

 zn)t ···> 
{ x n i y ni &n) leurs coordonnées , P et M le poids et la masse du 
corps. On aura 
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Si l'on désigne par (Ç, 7 ) , Ç) les coordonnées du centre de gra

vité, on a, d 'après les formules qui donnent le centre des forces 

parallèles, 

F _ JOI -N-HPta>i - i - . . . P n 3 ~ n _ "l,X,-+• mtxt-+-.. . H - m„xn 

/ > I - F - / » , - ( - . . . + / > „ ~~ M , - H / N I - i - . . . - + - ma ' 

ou, sous forme abrégée, 

- _ Zpx _ Xmx _ S p y _ 2 m / _ Spz _ ï m j 

On voit, d'après ces formules, que la position du centre de gra

vité dépend uniquement des masses des points . 

Cette observation est impor tante , car elle permet d 'é tendre la 

notion du centre de gravité à des systèmes non pesants . Même, 

dans certaines questions relatives à des points matériels de masses 

TO2, mn non invariablement liés entre eux, il est utile 

d ' introduire le point dont les coordonnées 5,TJ, Ç sont définies par 

les formules précédentes : ce point , qu 'Euler proposait d 'appeler 

centre d'inertie, continue à porter le nom de centre de gravité, 
quoique les considérations qui conduisent à la notion du centre 

de gravité ne soient plus applicables. Le centre de gravité est évi

demment situé à l ' intérieur de toute surface convexe entourant les 

points considérés (n° 32 , Remarque II). 

Lorsqu 'on connaît les centres de gravité G t et G 2 de deux par

ties d 'un corps et leurs masses M, et M 2 , on en déduit immédia

tement le centre de gravité du corps , car ce centre est le centre 

des forces parallèles M ^ et M2g appliquées aux deux points G, 
et G 2 . D 'une manière générale, lorsqu'on connaît les centres de 

gravité G t , G 2 , Gp de plusieurs parties d 'un corps et leurs 

masses M | , M 2 , . · . , M^,, le centre de gravité du corps est le centre 

des forces parallèles M, g, M ^ , Mpg appliquées aux 

points G | , G 2 , Gp. En appelant x,,y{, z,, a; 2, y2, z2, ..., 
xP,yp, zp les coordonnées des centres de gravité de ces diverses 

parties, on aura pour les coordonnées t\, Ç du centre de gravité 

du corps 

t Mlxt-hM,xi + ...+ Mf,xp

 s M r r _ £ M * 
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III. — SUITE DES APPLICATIONS. FORCES QUELCONQUES 
DANS L'ESPACE. 

106. Exemples d'équilibre. — t° Des forces appliquées aux centres 
de gravité A' , B' , C , D ' des faces d'un tétraèdre A B G D , proportion
nelles aux aires des faces et dirigées normalement à ces faces, toutes 
vers l'intérieur, se font équilibre. E n effet, ces forces s o n t , par rappor t 
au t é t raèdre A'B'G'D' a y a n t pour s o m m e t s l e s c e n t r e s de gravi té des faces 

du premier , d a n s la p o s i t i o n i n d i q u é e à la fin du n° 100. O n c o n c l u t d e là 

que des forces appliquées aux centres de gravité des faces d'un 
polyèdre, proportionnelles aux aires des faces et dirigées normale
ment aux faces, toutes vers l'intérieur, se font équilibre. I I suffit d e 

A. — I. i o 

Lorsqu'on veut déterminer le centre de gravité d 'un corps solide 
de forme donnée , par exemple d 'une masse de métal, on doit 
appliquer les formules précédentes à un corps formé d 'un nombre 
extrêmement grand de points matériels situés à des distances m u 
tuelles extrêmement peti tes. O n tourne la difficulté en regardant 
le corps comme cont inu, ce qui n'est pas conforme à la réal i té , 
mais fournit une approximat ion très suffisante pour les applica
tions. Nous renverrons le lecteur désireux de se rendre compte , 
d'une façon détaillée, de la légitimité de cette substi tut ion d 'un 
corps continu à un corps donné , au Chapitre VI de la Mécanique 
de Poisson relatif à l 'attraction des corps. Un corps solide é tant 
ainsi assimilé à un volume continu, on le supposera divisé en un 
nombre infiniment grand de parties infiniment petites dans tous 
les sens, en plaçant le centre de gravité de chacune de ces parties 
en un point quelconque de sa masse; les formules qui donnent les 
coordonnées du centre de gravité d 'un corps divisé en parties de 
masses M<, M 2 , · . . , Mp cont iennent alors, à la place des sommes 
qui figurent au numéra teur et au dénominateur , des intégrales 
triples. Lorsqu 'un corps a une épaisseur très petite par rappor t à 
ses autres dimensions, on assimile le corps à une surface : telle 
est, par exemple, une feuille de papier ou de métal très mince . D e 
même, il est des cas où l 'on peut considérer un corps comme 
réduit à une ligne : tel est le cas d 'un fil long et fin. 

Nous indiquerons à la fin du Chapitre quelques formules p o u r 
la détermination du centre de gravité des lignes, des surfaces et 
des volumes. 
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d é c o m p o s e r l e p o l y è d r e e n t é t r a è d r e s e t d 'appl iquer à c e t e n s e m b l e de 

t é t r a è d r e s u n r a i s o n n e m e n t i d e n t i q u e à ce lu i qui a é t é e m p l o y é à la fin du 

p r e m i e r e x e m p l e du n° 102 . 

C o m m e cas l i m i t e o n v o i t q u e , si l 'on p r e n d u n e surface f erm ée e t si l 'on 

appl ique à c h a q u e é l é m e n t superf ic ie l in f in iment pe t i t u n e force n o r m a l e 

p r o p o r t i o n n e l l e à c e t é l é m e n t , on o b t i e n t un s y s t è m e e n é q u i l i b r e . 

a" Des couples dont les axes sont proportionnels aux aires des faces 

d'un polyèdre et dirigés normalement à ces faces, tous vers l'inté

rieur, se font équilibre. E n effet, la s o m m e d e s p r o j e c t i o n s d e s a x e s d e 

ce s c o u p l e s sur une d i r e c t i o n q u e l c o n q u e e s t n u l l e . 

107. C o n d i t i o n s p o u r q u ' o n p u i s s e d i r i g e r s u i v a n t t r o i s , q u a t r e , 
c i n q , s i x d r o i t e s d e s f o r c e s e n é q u i l i b r e . — C h e r c h o n s c o m m e n t d o i v e n t 
ê t r e s i tuées d a n s l 'espace tro is o u quatre , o u c inq , o u s ix d r o i t e s , p o u r qu'on 
p u i s s e d i r i g e r su ivant c e s d r o i t e s des forces se fa i sant é q u i l i b r e . N o u s 
ferons d'abord la r e m a r q u e s u i v a n t e : l o r s q u e p l u s i e u r s forces F , , F 2 , F B 

s e font équ i l ibre , la s o m m e d e l e u r s m o m e n t s par r a p p o r t à un a x e 
q u e l c o n q u e e s t n u l l e ; d o n c , si l'on p e u t m e n e r u n a x e A s 'appuyant sur les 
d i r e c t i o n s de (n — i ) des forces , l e m o m e n t d e c h a c u n e d e c e s forces é tant 
n u l , le m o m e n t d e la d e r n i è r e force e s t n u l auss i , e t l ' axe A r e n c o n t r e 
é g a l e m e n t la d i r e c t i o n d e c e t t e d e r n i è r e force , à d i s t a n c e finie o u inf inie . 
C e t t e p r o p r i é t é a m ê m e l ieu p o u r un a x e A imaginaire, quo iqu 'on n e 
pu i s se p lus p a r l e r d e m o m e n t s par rapport à c e t a x e : e n effet, s o i e n t 
(x',y\ z') e t (x", y", z") d e u x po int s réels ou imaginaires, A l 'axe j o i 
g n a n t c e s d e u x p o i n t s , e t X* , Y*, Z*, Lyt, M*, les p r o j e c t i o n s e t l es m o 
m e n t s d 'une force F * a p p l i q u é e au p o i n t Xk, yt, Zk- La c o n d i t i o n pour 
q u e l 'axe A e t la force F * s o i e n t d a n s un m ê m e p lan s 'obt ient , d'après 
l e s f o r m u l e s é l é m e n t a i r e s d e la G é o m é t r i e ana ly t ique , e n é c r i v a n t que la 
q u a n t i t é 

OTfbk=(x"—x')U^-(y"—y)Mk-h(z"—z')Nk-h(y,z"-z'y'')Xk 

-i-(z'x"—xz")Yk-ï-(x'y''—y'z,)Zk 

e s t n u l l e . Les forces F i , F 2 , F „ se fa i sant é q u i l i b r e , la s o m m e 

3 n , , - r - 3 1 L » - r - . . . - + - 3 l W 

es t é v i d e m m e n t nul l e : si d o n c l e s q u a n t i t é s 3ÏL>i, 3 ÏL 2 , 3TL»_i s o n t 
n u l l e s , c ' e s t -à -d ire si l ' a x e A r e n c o n t r e l e s (n — i ) p r e m i è r e s forces , la 
q u a n t i t é 3Kjn e s t auss i n u l l e , e t l 'axe A r e n c o n t r e auss i la d e r n i è r e force à 
d i s t a n c e finie ou inf inie . Si l e p o i n t x\ y', z' e s t rée l , la c o n d i t i o n . ' ) ï l / ( = o 
signif ie q u e le m o m e n t d e F * par r a p p o r t à c e p o i n t e s t n o r m a l à A. 

i" Trois droites. — S u p p o s o n s q u e s u i v a n t tro is d r o i t e s o n ait d ir igé 
t r o i s forces en é q u i l i b r e . T o u t a x e s 'appuyant sur d e u x d e c e s dro i te s devra 
s 'appuyer sur la t r o i s i è m e . Les trois droites sont donc nécessairement 

dans un même plan : si deux d'entre elles sont concourantes, la troi-
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Fig. 68. 

lè les A t , A j , A 3 , A t à c e s g é n é r a t r i c e s ; a p p l i q u o n s sur A 4 u n e force F£ e t 
so ient F' , , F , , F' 3 l es c o m p o s a n t e s s u i v a n t l e s dro i t e s A j , A i , A s d 'une 
force éga le e t contra i re à F^ a p p l i q u é e a u p o i n t A . Les quatre forces F' , , 
F j , F'j , F ' t a insi o b t e n u e s o n t é v i d e m m e n t une s o m m e g é o m é t r i q u e nulle. 

T r a n s p o r t o n s m a i n t e n a n t c e s forces p a r a l l è l e m e n t à e l l e s - m ê m e s s u r l e s 
dro i te s D ( , D j , D 3 , D t en F ) , F 2 , F 3 , F t . Ces q u a t r e n o u v e l l e s forces se 
font équ i l ibre : en effet, l e u r r é s u l t a n t e g é n é r a l e e s t n u l l e ; l eur m o m e n t 
résu l tant e s t d o n c l e m ê m e par r a p p o r t à t o u s les p o i n t s de l ' espace . Ce 
m o m e n t résu l tant e s t o u b ien nul , ou b i e n p e r p e n d i c u l a i r e à t o u t e s l e s 
génératr ices A d u s e c o n d s y s t è m e d e l ' h y p e r b o l o ï d e , car , c h a c u n e d e ce s 
génératr ices A r e n c o n t r a n t les quatre dro i t e s D ] , D j , D 3 , D t , la s o m m e d e s 

sième doit passer par leur point de concours ; sinon, les trois droites 
sont parallèles. Ces c o n d i t i o n s s o n t n é c e s s a i r e s . Si e l l e s s o n t sat i s fa i tes , 

on peut é v i d e m m e n t d ir iger su ivant l e s tro is dro i t e s des forces en é q u i 

l ibre . 

Ï " Quatre droites. — S u p p o s o n s q u e , s u i v a n t quatre dro i tes , D j , D j , 

D 3 , D», o n ait d i r igé quatre forces s e fa isant équi l ibre . T o u t a x e A s 'ap-

puyant sur tro i s d e c e s dro i t e s d o i t r e n c o n t r e r la q u a t r i è m e . Si d o n c n o u s 

n o u s p laçons dans l e cas g é n é r a l , o ù il n ' e x i s t e pas d e p lan c o n t e n a n t à la 

fois d e u x des d r o i t e s , la surface r é g l é e d u s e c o n d ordre ( h y p e r b o l o ï d e o u 

p a r a b o l o ï d e ) , e n g e n d r é e par u n a x e A s 'appuyant sur t r o i s des d r o i t e s , 

devra a d m e t t r e la q u a t r i è m e c o m m e généra tr i ce d u m ê m e s y s t è m e q u e les 

trois premières . O n a ainsi la c o n d i t i o n n é c e s s a i r e i n d i q u é e par M o b i u s : 

il faut que D ( , D 2 , D 3 , D t soient quatre génératrices d'un même sys
tème d'une surface du second ordre. P o u r é tab l i r que c e t t e c o n d i t i o n 

est suffisante, n o u s e m p r u n t e r o n s à M. D a r b o u x la d é m o n s t r a t i o n s u i v a n t e 

( N o t e in sérée dans l e p r e m i e r V o l u m e d e la Mécanique de D e s p e y r o u s ; 

H e r m a n n , é d i t e u r ) : 

Prenons sur un h y p e r b o l o ï d e q u a t r e g é n é r a t r i c e s D l t D j , D 3 , D t d'un 

m ê m e s y s t è m e : par un p o i n t A d e l ' e space {fig. 6 8 ) , m e n o n s des p a r a l -
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m o m e n t s par r a p p o r t à A. c ' e s t -à -d ire la p r o j e c t i o n d u m o m e n t résu l tant 

sur A, e s t n u l l e . 

Le m o m e n t ré su l tan t e s t d o n c nul , puisqu' i l n e p e u t pas ê tre p e r p e n d i 

cula ire à t o u t e s l e s généra tr i ce s d'un m ê m e s y s t è m e d'un h y p e r b o l o ï d e , 

c e s g é n é r a t r i c e s n ' é tant pas para l l è l e s à u n m ê m e p l a n . Il y a d o n c é q u i 

l ibre . 

Si l e s quatre dro i te s D . , D j , D 3 , D t s o n t d e s g é n é r a t r i c e s d'un m ê m e 

s y s t è m e d'un p a r a b o l o ï d e h y p e r b o l i q u e , l es dro i te s aux i l ia ires A j , A a , A 3 , 

A t s o n t dans un même plan. On p e u t a lors , en p r o c é d a n t c o m m e d a n s le 

cas p r é c é d e n t , p lacer sur l e s trois premières dro i tes D j , D 2 ) D 3 t ro i s forces 

fit fi> fit d o n t la ré su l tante g é n é r a l e e s t nu l l e e t d o n t le m o m e n t r é s u l 

tant de l o n g u e u r a, l e m ê m e p o u r t o u s l e s p o i n t s d e l ' e space , e s t d ir igé 

p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à t o u t e s l e s g é n é r a t r i c e s A du s e c o n d s y s t è m e , c 'est -

à-dire p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au s e c o n d p l a n d irec teur . O n p e u t d e m ê m e 

placer sur D . , D s e t D4 trois forces gi, gt, g:,, d o n t la r é s u l t a n t e généra le 

e s t nu l l e e t d o n t le m o m e n t résu l tant b e s t n o r m a l au s e c o n d p l a n d i r e c 

teur , c ' e s t -à -d ire a m ê m e d irec t ion que a. S i l 'on p lace sur les q u a t r e 

dro i te s les forces 

F i = X / i + U-gi, J F t = X / t H - u . S i , F 3 = X / 3 , F 4= (ji ér s., 

o b t e n u e s en s u p e r p o s a n t les forces du p r e m i e r s y s t è m e m u l t i p l i é e s par X 

à ce l l e s du s e c o n d m u l t i p l i é e s par \i, la r é s u l t a n t e généra le e s t n u l l e e t l e 

m o m e n t ré su l tan t p e r p e n d i c u l a i r e au s e c o n d plan d i r e c t e u r e s t X a - t - ¡ 1 6 . 

O n p e u t d i s p o s e r d u r a p p o r t de X e t de [x, de façon q u e c e m o m e n t so i t 

nul : l e s quatre forces se font a lors é q u i l i b r e . 

3° Cinq droites. — S i , su ivant c inq dro i t e s D . , D j , D 3 , D v , D 5 , o n p e u t 

d ir iger c inq forces se fa isant é q u i l i b r e , t o u t e t ransversa l e r e n c o n t r a n t 

quatre d'entre e l l e s d o i t r e n c o n t r e r la c i n q u i è m e . Il e x i s t e d e u x dro i t e s 

rée l les ou i m a g i n a i r e s A' e t A" r e n c o n t r a n t D , , D 2 , D 3 , D 4 ; e n effet, l e s 

dro i te s A s 'appuyant sur D j , D j , D 3 e n g e n d r e n t une surface d u s e c o n d 

ordre S, que la dro i t e D> r e n c o n t r e e n d e u x p o i n t s rée l s ou i m a g i n a i r e s 

p' e t p"; l es d e u x généra tr i ce s d e S d u s y s t è m e A, p a s s a n t par ce s d e u x 

po in t s , f o r m e n t d e u x transversa les r e n c o n t r a n t les quatre dro i te s D t l D 2 , 

D 3 , D t . Ces d e u x t ransversa le s A' e t A" d o i v e n t r e n c o n t r e r é g a l e m e n t D5. 

Il faut donc qu'il existe deux droites s'appuyant à la fois sur les cinq 
droites données, o u , d'après le l a n g a g e d e la G é o m é t r i e des dro i t e s , que 

les cinq droites appartiennent à une congruence linéaire. O n m o n t r e , 
par un r a i s o n n e m e n t i d e n t i q u e au p r é c é d e n t ( c a s d u p a r a b o l o ï d e ) , que la 

c o n d i t i o n e s t suf f i sante . 

4° Six droites. — Pour que suivant six droites on puisse diriger des 
forces se faisant équilibre, il faut et il suffit qu'elles appartiennent à 
un complexe linéaire. 

E m p l o y o n s une m é t h o d e a n a l y t i q u e d u e à M ô b i u s e t SomoiT. S u r l 'une 
d e s s i x dro i t e s D * p r e n o n s , dans u n sens d é t e r m i n é , u n s e g m e n t dk de 
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IV. — CORPS SOLIDES ASSUJETTIS A DES LIAISONS. 

108. M é t h o d e . — La méthode générale que nous emploierons 
consiste à regarder ies corps comme l ibres, en introduisant comme 
inconnues auxiliaires les réactions provenant des liaisons qu i leur 
sont imposées, réact ions qu 'on nomme forces de liaison. 

109. C o r p s a y a n t u n p o i n t fixe. — Imaginons u n solide ayant 

l o n g u e u r i , e t s o i e n t a*, [5*, y* l e s p r o j e c t i o n s de c e s e g m e n t sur les tro is 

axes , X*, ses m o m e n t s par r a p p o r t a u x trois a x e s . Ces s i x q u a n t i t é s , 

l iées par l ' ident i té 

P * r U - r - Y * n = o , 

sont p r o p o r t i o n n e l l e s a u x q u a n t i t é s q u e P l i i c k e r a p p e l l e l es coordonnées 

de la droite D * . S u i v a n t la dro i t e D A . d i r i g e o n s m a i n t e n a n t u n e force dont 
la va leur a l g é b r i q u e , e s t i m é e dans le s e n s d u s e g m e n t d/c, s o i t F/.-. Les pro
j ec t ions e t l es m o m e n t s de c e t t e force s e r o n t 

a* F* , PAF*, y* F * ; lkFk, u . A .F A ) v A F * . 

Si l 'on fait la m ê m e o p é r a t i o n p o u r c h a c u n e des s i x d r o i t e s c o n s i d é r é e s 
(k = I , 2 , 3 , , 6 ) , o n a, e n e x p r i m a n t que les s i x forces s e font é q u i 
l ibre , l es s ix é q u a t i o n s 

( S « * F * = o , S P A F * = o , S Y i i . F * = o , 

I Z A * F * = o , S p . A F f t = o , Z v A . F * = o , 

c h a q u e s o m m e 2 é t a n t é t e n d u e a u x s ix forces . Ces s i x é q u a t i o n s , é t a n t 
l inéaires e t h o m o g è n e s e n F i , F j , F 5 , F t , F5, F«, d o n n e r o n t pour ce s q u a n 
t i t é s i n c o n n u e s d e s va l eurs nulles, à m o i n s q u e l e d é t e r m i n a n t des coef f i 
c i ents des i n c o n n u e s n e so i t n u l . O n a d o n c la c o n d i t i o n néces sa ire e t suf
fisante 

«i P i Y t Ai n, v , 
a 2 S j Y i X2 Hi v 2 

= 0 , 

a e P e Y s ^ 6 U s v 6 

qui e x p r i m e q u e l e s s i x d r o i t e s a p p a r t i e n n e n t à un m ê m e c o m p l e x e 
l inéaire . 

Un calcul i d e n t i q u e m o n t r e q u e , si l e n o m b r e des d r o i t e s d o n n é e s é ta i t 
supér ieur à six, on pourra i t t o u j o u r s d ir iger su ivant c e s d r o i t e s des forces 
e n équi l ibre , car les s ix é q u a t i o n s ( 1 ) c o n t i e n d r a i e n t d e s i n c o n n u e s F * en 
n o m b r e supér i eur à s ix . 
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en vertu du principe de l'égalité de l 'action et de la réaction, le 
point fixe exerce sur Je corps une réaction Q égale et directement 
opposée à R, de sorte que le corps solide peu t être considéré 
comme libre sous l'action des forces F , , F 2 , . . . , F „ , Q . Si le 
corps est en équil ibre, c 'est que les n premières forces ont une 
résultante unique , égale et d i rectement opposée à Q ; la condit ion 
d 'équil ibre est donc que les forces. données aient une résultante 
unique passant par le point fixe. Celte condit ion est suffisante, 
car, en remplaçant les forces appliquées au corps par cette résu l 
tante, celJe-ci est détruite par la résistance du point fixe qui déve
loppe une réaction égale et d i rectement opposée. 

Nous pouvons retrouver analyl iquement ces résu l ta t s ; prenons 
des axes rectangulaires passant par le point fixe O ; désignons par 
X , Y, Z , L, M, N les projeclions de la résu l tan te générale et 
du moment résul tant par rappor t à l 'origine des forces F appl i 
quées au corps solide, et par X ' , Y', Z ' les projectious de la réac
tion Q du point fixe; les condit ions d 'équi l ibre seront 

(1) X + X ' = o , Y + Y ' = o , Z + Z' = o , 

(2) L = o, M = o , N = o ; 

les équations (2 ) , ne contenant pas la réact ion, sont les cond i 
tions nécessaires de l ' équi l ibre ; elles expr iment d'ailleurs que les 
forces F appliquées au corps se réduisent à une force unique pas-

un point O fixe, autour duquel il peut tourner l ibrement . Dés i 
gnons par F | , F 2 , F„ les forces qui agissent sur ce solide. Un 
tel corps est ce qu 'on peut appeler un levier dans le sens le plus 
général du mot. Nous cherchons donc les condit ions d 'équil ibre 
d 'un levier. 

Le corps solide exerce sur le point fixe une pression T\.(fig. 6 9 ) ; 

Fig. 69. 
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sant par l 'origine. Les équat ions ( i ) mont ren t alors que la r éac 
tion ( X ' , Y' , Z') est égale et opposée à cette résultante ( X , Y, Z ) , 
qui n 'est donc autre que la pression sur le point fixe. 

Prenons le cas particulier d 'un levier soumis à deux forces seu
lement F t , F 2 ; pour qu ' i l y ait équi l ibre , il faut et il suffit que ces 
forces soient tenues en équilibre par la réaction Q du point O . 
Les trois forces F t , F 2 , Q devant se faire équil ibre, il faut que 
Ft, F 2 soient dans un même plan avec O et que la somme des mo
ments des forces Ft, F 2 par rapport à O soit nu l le ; c'est la condi
tion élémentaire bien connue de l 'équilibre du levier. 

110. Corps ayant un axe fixe. — Soient F{, F 2 , F„ les 
forces qui agissent sur le corps sol ide; celui-ci exercera sur les 
divers points de l 'axe des pressions P ' , P", P'", . . . , et l 'axe exer
cera à son tour des réactions Q ' , Q", Q'", Le corps pourra 
être considéré comme l ibre, mais sollicité par les forces F , , 
F 2 , . . . , Fn, Q ' , Q", . . . . Pour qu'i l y ait équil ibre, il faut, en par
ticulier, que la somme des moments de toutes ces forces, par rap
port à l 'axe fixe que nous prenons pour axe des z, soit nul le . Et 
comme les moments des réactions Q ' , Q", . . . sont nuls , il faut 
qu 'on ait 

N = o . 

C'est une condition nécessaire de l 'équilibre. Elle est suffisante; 
en effet, si elle est remplie, les forces se réduisent à une résultante 
générale O R , qui est détrui te par la résistance de l 'axe et un 
couple dont l ' axeOG est perpendiculaire à Oz, puisque N est nu l . 
On peut faire tourner ce couple dans son plan, de façon que son 
bras de levier coïncide avec l 'axe; alors les forces »» ' qui le const i 
tuent, é tant appliquées en des points de l 'axe, sont détrui tes par 
sa résistance; le corps est donc bien en équil ibre. 

Le problème que nous venons de trai ter donne les conditions 
d'équilibre d 'un treuil . 

Calculons main tenan t les réacl ions de l 'axe. On peut toujours 
admettre que la fixité de l 'axe a été obtenue en rendant invariables 
deux de ses po in t s , O , O ' . Ces points exerceront sur le solide des 
réactions Q ' , Q". Prenons le point O pour or igine. Désignons par 
X , Y, Z, L, M, N les mêmes éléments que précédemment , et par 
X ' , Y', Z' , X", Y", Z" les projections des réactions Q ' , Q". Soit h 
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la distance O O ' . Nous aurons les condit ions d 'équil ibre (fig. 7 0 ) 

X - l - X ' - r - X ' = 0 , Y-r -Y ' - r -Y"= O, Z -+- Z'-f- Z " = o, 

L — A Y " = o, M + A X " = o , N = o . 

La dernière de ces équations est indépendante des réactions~r 
c'est la condition nécessaire et suffisante de l 'équi l ibre . Les deux 

Fig. 7 0 . 

0' 
0'\ 

0 1 

équations précédentes donnen t X" et Y". Por tan t alors dans les 
deux premières , on calcule X ' et Y ' ; mais Z' et Z" ne sont assujet
ties qu'à la condition unique 

Z - r - Z ' - r - Z ' = 0 , 

et il est impossible de calculer complètement les réact ions. 
Au point de vue physique, les réactions Q ' , Q" sont cependant 

bien déterminées; mais les solides naturels ne possèdent pas les 
propriétés qu 'on suppose aux corps solides en Mécanique ra t ion
nelle : ils sont déformables et leur déformatiou met en j eu des 
forces élast iques; en tenant compte de ces forces, on peut déter 
miner complètement les réact ions. 

1 1 1 . C o r p s t o u r n a n t a u t o u r d ' u n a x e e t g l i s s a n t l e l o n g d e l ' a x e . 

— Dans ce cas, les réactions Q' , Q", Q'", . . . de l'axe sur le corps 
sont normales à l'axe : en prenant l'axe pour axe Oz, on a les 
deux condit ions d 'équil ibre 

N = o, Z = o. 

1 1 2 . C o r p s s ' a p p u y a n t s u r u n p l a n fixe. 

i ° Cas d'un seul point d'appui. — Considérons d'abord le 
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Fig. 7 1 . 

que les forces données aient une résultante passant pa r le point 
d 'appui, normale au plan et dirigée de façon à appl iquer le corps 
sur le plan. Ces conditions sont évidemment suffisantes, car, lors
qu'elles sont remplies, la résultante ne peut dé te rminer aucun 
glissement et est détrui te pa r la fixité du plan qui développe une 
réaction égale et opposée à Q . Il serait aisé de re t rouver analyt i-
quement ces résultats . 

2 0 Cas de plusieurs points d'appui en ligne droite. — Admet
tons que le corps s 'appuie sur le plan fixe par des points A t , 

Fig. 72. 

x 
9. 

At A , Ap JC-

A 2 , . . . , A^, de la droite O x. E n tous ces points , le plan exerce 
des réactions normales Q ( , Q 2 , Qp, toutes dirigées dans le 

cas où le corps ne s 'appuie que par un point sur le plan fixe; le 
plan exerce su r le corps une réaction normale, si nous supposons 
que le corps peut glisser sans frot tement . Le corps peu t être con
sidéré comme l ibre, mais soumis aux forces F ( , F 2 , F n , qui 
agissent directement sur lui , et à cette réaction Q . Pour que le 
corps soit en équil ibre, il faut que les forces F aient une résultante 
unique égale et d i rectement opposée à Q ( f i g - 7 · ), c 'est-à-dire 
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même sens (Jîg. 7 2 ) . Ces forces ont une résultante Q normale au 
plan, dirigée dans le même sens, et dont le point d'application 
tombe sur Ox entre les points extrêmes A i , Ap. 

Pour que l 'équilibre ait l ieu, il faut que les forces données 
fassent équi l ibre aux réactions du plan, c 'est-à-dire qu'elles aient 
une résul tante un ique , normale au p lan , dirigée de façon à appli
quer le corps sur le plan, et dont le p ro longement rencontre 
Ox en un point situé ent re At et A^. Ces condit ions nécessaires 
sont suffisantes, car celte résultante peu t alors être d é c o m p o 
sée en deux autres , normales au plan et appliquées e n deux 
points d ' appu i ; ces forces seront détrui tes par la résistance du 
p lan . 

Pour expr imer analyt iquement ces condi t ions , nous prendrons 
pour axe des x la droi te Ox, l 'axe des z normal au plan et situé 
du même côté que le corps par rappor t à ce plan. Toutes les r é ac 
tions Q f , Q 2 , Q p sont alors posit ives. Les équat ions d'équi
l ibre sont 

X = o, Y = o, Z + Q, + Q , - i - . . . + Q f = o , 

L = o , M — « i Q i — c s j Q 2 — . . . — a p Q p = o , N = o , 

en désignant par a,, « 2 , . . . , ap les abscisses des points d 'appui . 
Qua t re de ces équat ions , qui sont indépendantes des réac

tions, expr iment des condit ions nécessaires d 'équi l ibre ; elles 
mont ren t que les forces données doivent avoir une résultante 
un ique normale au plan des xy et rencont ran t l 'axe des x. La 
troisième équation nous mont re que Z doi t être négatif, c 'est-
à-dire que la résul tante doit ê t re dir igée de façon à appl iquer le 
corps sur le plan. Soit a; l 'abscisse du point où la résultante ren
contre Ox. Son moment pa r rappor t à Oy sera M = — a ? Z ; on 
devra donc avoir 

xZ -+- a, Q , -+- a , Qj -+- ap Q p = o , 

d'où l 'on t ire, en remplaçant Z par sa valeur, 

_ a i Q i - 4 - C T i Q î - t - . . . - 4 - g p Q p 

Q i H - Q * - t - . . . - i - Qp ' 

et cette quant i té est, comme on sait, comprise entre les deux 
valeurs extrêmes at et ap, car les quant i tés Q 4 , Q 2 , sont 
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positives; le prolongement de la résultante rencontre donc Ox 
entre les points d 'appui ex t rêmes . 

Les réactions du plan doivent maintenant vérifier les deux 
équations 

Z -+• Q i - t - Q Î - I - . . . + Q „ = o, 

M — « [ Q , — a 2 Q j — . . . — a p Q p = o . 

S'il n 'y a que deux points d 'appui , elles donnen t les deux réac
tions. S'il y a plus de deux points d 'appui , les réactions ne sont 
pas déterminées par ces deux relat ions. On les déterminerai t com
plètement en in t roduisant des considérations d'élasticité. 

3° Cas général. — Supposons que le corps solide repose sur 

le plan fixe par une série de points A f , A 2 , Ap non en ligne 

droite. Le plan exerce des réactions normales Q<, Q 2 , Q p , 

qui ont une résultante unique Q , car elles sont toutes dirigées 

dans le même sens et , d 'après ce que l'on a vu sur la composit ion 

des forces parallèles, le point où cette résultante perce le plan est 

situé à l ' intérieur de tout polygone convexe qui renferme tous les 

points d ' appui ; en particulier, il est à l ' intérieur du polygone de 

sustentation, polygone convexe dont les sommets sont des points 

d'appui et qui renferme tous les aut res . Pour qu' i l y ait équi l ibre , 

il faut que les forces données fassent équil ibre à la résultante Q ; 

il faut donc que les forces F aient une résultante unique normale 

au plan, dirigée de façon à appl iquer le corps sur le plan et qui 

le traverse à l ' intér ieur du polygone de sustentat ion. Ces condi 

tions sont suffisantes, car, dans ces hypothèses, on pourra toujours 

décomposer cette résultante en trois forces normales au plan et 

appliquées à trois des poiuts d 'appui , forces qui seront détruites 

par la résistance du plan. 

Prenons toujours le même système d 'axes; le corps pouvant 

être considéré comme l ibre , mais soumis à l 'action des forces F ( , 

F 2 , . . . , F „ , Q , , Q 2 , Q/>, les conditions d 'équil ibre seront , 

en désignant par at, b,, a 2 , b2, les coordonnées des points 

d 'appui, 

( , ) X = o , Y=o, N = o , 

j Z + Q,-f- Q , H - . . . - r - Q , , = o, 

( a ) L + 6 I Q , + ^ Q * + - - - H - 6 " Q " = ° ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



l 5 6 DEUXIÈME PARTIE. — STATIQUE. 

Pis- 7'· 

p lan des xy, le c e n t r e du rec tang le de s u s t e n t a t i o n p o u r o r i g i n e e t les 
a x e s des x et d e s y para l l è l e s a u x c ô t é s d e c e r e c t a n g l e ; l es c o o r d o n n é e s 
des points d'appui B , , B 2 , B 3 , B 4 s e r o n t r e s p e c t i v e m e n t ( a , b), (a, —b), 

( 0 ) — b), ( a, b). S o i e n t x,y l e s c o o r d o n n é e s d e A ; d é s i g n o n s par Q i , 

Les équations ( i ) , é tant indépendantes des réactions, expriment 
une condition nécessaire d'équilibre : c'est que les forces données 
aient pne résul tante unique normale au p lan ; en elfet, la quantité 
L X + M Y H - N Z est nul le , et l 'on ne peut avoir Z = o, sans quoi 
toutes les réactions seraient uul les , puisqu'elles ne peuvent être 
que positives ou nulles. Dans ce cas particulier , où toutes les réac
tions seraient nulles, Z , L et M seraient nu ls , il y aurai t équilibre 
entre les forces directement appliquées. En écartant ce cas d'équi
libre évident, on voit que les forces F T , ¥tt doivent avoir une 
résultante normale au p l an ; il faut, en out re , que Z soit négatif, 
comme il résulte de la première des équations ( 2 ) , et que la résul
tante un ique perce le plan des xy à l ' intérieur du polygone de 
sustentat ion, condition qu 'on déduirait des deux dernières équa
tions ( 2 ) . S'il n 'y a que trois points d 'appui , les équations (2) 
permet tent de déterminer les trois réact ions. S'il y en a plus, il 
faut ten i r compte de l'élasticité des corps. 

4° Application. — P o u r m o n t r e r c o m m e n t o n p e u t f o r m e r les c o n d i 

t i ons aux i l ia ires d 'équi l ibre , n o u s t ra i t erons l e cas d'une t a b l e r e c t a n g u 

laire reposant par q u a t r e p i eds sur u n plan hor i zonta l . 

S o i t A | A 2 A 3 A 4 c e t t e tab le , sur laquel le n o u s p l a c e r o n s des c o r p s q u e l 

c o n q u e s . S o i e n t P le p o i d s to ta l de ces corps e t d e la t a b l e , e t A le point 

où la ver t i ca l e du c e n t r e de gravi té perce la t a b l e ; d é s i g n o n s par B j , B 2 , 

^ 3 , B» 7 3 ) l e s po ints d 'appui ; p r e n o n s le p lan hor i zonta l fixe pour 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE V I . — ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE. l 5 j 

113. Plusieurs corps solides. — Pour trouver les conditions 
d'équilibre du système formé par plusieurs corps solides assujettis 

Qîi Q3, Q*, les r éac t ions d u so l . N o u s écr i rons d'abord l e s c o n d i t i o n s g é n é 

rales d'équi l ibre qui se r é d u i s e n t ici à 

t Q1 -1- Qî -r - Q 3 + Q * - P = 0 , 

(1) I bQt— 6 Q l - è Q , - f - 6 Q , - P r = o, 

( — a Q i — « Q s - t - « Q 3 - h - u Q t + Pa? = o . 

P o u r avo ir u n e n o u v e l l e c o n d i t i o n , n o u s a d m e t t r o n s que l e sol n'est pas 

abso lument r ig ide e t qu'il c è d e e n c h a q u e p o i n t d'une quant i t é très pe t i t e 

proport ionne l l e à la press ion qu'il sub i t ; d é s i g n o n s par s j , s j , s 3 , s* 'es q u a n 

t i tés dont les quatre p i eds p é n è t r e n t dans le so l , n o u s aurons par h y p o t h è s e 

i l = i l = i l = IL • 
Qi QJ Qa Q t ' 

le po in t O cons idéré s u c c e s s i v e m e n t c o m m e m i l i e u de B i B 3 , e t B j B t s 'est 

abaissé de 

0 0 ' = i i ± - ! » , o o ' = ^ t i i . 
2 2 

Ou doi t d o n c avo ir 

E l - H e j = E i - r - E 4 

et , par su i t e , 

( 2 ) Q . - Q j - 4 - Q a - Q ^ O . 

S'il y avai t eu p po in t s d'appui , en écr ivant qu'ils s o n t res tés dans un 

même plan après la d é f o r m a t i o n du so l , on aurai t e u p — 3 c o n d i t i o n s , 

qui, j o in te s aux. tro is é q u a t i o n s g é n é r a l e s , aura ient p e r m i s d e d é t e r m i n e r 

toutes les réac t ions . 

Dans notre cas par t i cu l i er , l es é q u a t i o n s (1) e t ( 2 ) , r é so lues par rapport 

à Qii Q21 Qa> Qi> d o n n e n t p o u r ces q u a n t i t é s les v a l e u r s 

?(•*;**)· 
Qi correspondant a u x s ignes - 4 - - + - , Q j a u x - s ignes - i , Q 3 e t 

Q« h ; il faut q u e ce s va leurs s o i e n t p o s i t i v e s , ce qui rev ient à dire que 

le po int A. do i t se t r o u v e r à l ' in tér ieur t lu l o s a n g e ayant p o u r s o m m e t s l e s 

mi l ieux des c ô t é s de la tab le . Si l e p o i n t A se t rouva i t à l ' ex tér i eur d e ce 

losange , du c ô t é d e A . , par e x e m p l e (fig. 74 )> la réac t ion Q 3 serai t n é g a t i v e 

et les trois autres p o s i t i v e s ; ce la é tan t i m p o s s i b l e , on a d m e t que le p ied B 3 

ne porte p lus sur le sol e t l'on ca l cu le l e s réac t ions Q i , Q j , Q i c o m m e si la 

table ne reposa i t que sur tro is p i eds , ce qui r e v i e n t à s u p p o s e r Q 3 = o 

dans les é q u a t i o n s (1). 
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V. — QUELQUES FORMULES POUR LE CALCUL DES CENTRES 
DE GRAVITÉ. 

114. L i g n e s . — S u r la l i g n e A B , p r e n o n s d e u x p o i n t s P e t P' {fig. 7 4 ) 

e t d é s i g n o n s par m la ruasse de l 'arc P P ' ; le rapport " p p , e s t la d e n 

sité m o y e n n e de l'arc P P ' . Si ce rapport e s t i n d é p e n d a n t d e la pos i t ion 

Fig. 74. 

p . B 

des p o i n t s P e t P.', on di t q u e la l i g n e A B e s t homogène. S'il e s t var iab le , 

on a p p e l l e densité de la l i g n e au p o i n t P la l i m i t é p de la d e n s i t é m o y e n n e 

de l 'arc P P ' q u a n d P ' tend vers P . La d e n s i t é p au p o i n t P var iant avec la-

p o s i t i o n d u p o i n t e s t une f o n c t i o n d u p a r a m è t r e qui d é t e r m i n e la pos i t ion 

d e P s u r la c o u r b e . S o i t ds un é l é m e n t d e c o u r b e in f in iment p e t i t c o m 

prenant l e p o i n t P de c o o r d o n n é e s x , y , z : la m a s s e dm d e c e t é l é m e n t e s t 

p ds, e t l 'on a, en a p p e l a n t M la masse t o t a l e de la c o u r b e , f, TJ, Ç les c o o r 

d o n n é e s d u c e n t r e d e grav i t é , 

M = J " p ds, M$ = Jxp ds, Mij = J ' y ? ds, MÇ = j ~ z p ds. 

Q u a n d la l i g n e e s t h o m o g è n e , p e s t c o n s t a n t , la m a s s e M es t jalors p , 

/ d é s i g n a n t la l o n g u e u r de la courbe,- e t l 'on a 

l\=Jxds, l^=Jyds, lX.=Jsds. 

à des liaisons mutuel les , on peut employer la méthode suivante : 
On exprime que chacun des corps du système est en équilibre 
sous l'action des forces qui lui sont di rectement appliquées et 
des réactions des autres corps sur lui, ces dernières forces étant 
soumises à la loi de l'égalité de l 'action et de la réact ion. Nous ne 
trai tons pas ici d 'application de cette mé thode ; nous verrons plus 
loin que le principe des vitesses virtuelles fournit une méthode 
bien plus rapide pour résoudre ces sortes de quest ions . 
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116. S u r f a c e s . — S o i t m la masse d'un é l é m e n t d e la surface d'aire a-; l e 

m rapport — es t la d e n s i t é m o y e n n e de l ' é l ément a. La d e n s i t é p de la surface 

en un po int P e s t la l i m i t e du rapport — quand a e s t un élément super

ficiel infiniment petit e n t o u r a n t l e po int P . E n généra l , p e s t u n e f o n c 

tion des d e u x p a r a m è t r e s qui déf inissent la p o s i t i o n d u p o i n t P s u r la s u r 

face. Quand p es t cons tant , la surfane e s t d i te homogène. 

Soi t du un é l é m e n t superficiel inf in iment pet i t e n t o u r a n t le p o i n t P de 

c o o r d o n n é e s x, y , z ; la masse dm d e c e t é l é m e n t e s t p da, e t l 'on a, en 

appe lant M la masse t o t a l e , \, i\, ÇJes c o o r d o n n é e s du c e n t r e de g r a v i t é , 

J J ç d a , MX=JJx?da, M 7 ) = y J y ç d a , U r > = f J
 Z9 

Quand la sur face e s t h o m o g è n e , p e s t cons tant , la masse M es t p S , 

S d é s i g n a n t l 'aire d e la surface , e t l 'on a 

S X = j j a> ds, S 7j = j J ' y da, SÇ = j J z da. 

117. A i r e s p l a n e s . — P r e n o n s le p lan d e l'aire p o u r plan d e s xy; la 

c oor d on n é e Ç e s t alors é v i d e m m e n t n u l l e . L 'é l ément da aura di f férentes 

express ions su ivant l e s y s t è m e de c o o r d o n n é e s e m p l o y é ; par e x e m p l e , en 

c o o r d o n n é e s p o l a i r e s / - e t 8, da d o i t ê t re pris égal à rdrdQ; e n c o o r d o n n é e s 

11b. T h é o r è m e d e G u l d i n . — L'aire engendrée par une courbe 

plane tournant autour d'un axe situé dans son plan, gui ne la tra
verse pas, est égale à la longueur de la courbe multipliée par la 
circonférence que décrit le centre de gravité de la courbe supposée 
homogène. 

En effet, rapportons la c o u r b e p l a n e à l 'axe de rotat ion (fig. 7 4 ) pris 

c o m m e a x e Ox e t à u n e p e r p e n d i c u l a i r e Oy. U n é l é m e n t ds, ayant p o u r 

ordonnée y , e n g e n d r e en t o u r n a n t u n é l é m e n t superficiel dk, qu'on p e u t 

ass imiler à la surface la téra le d'un t r o n c de c ô n e 

dA. = 2.Tzyds; 

on a donc 

A = ·>. il f y ds = 2 irr) /, 

ce qui d é m o n t r e l e t h é o r è m e . 

Si l 'axe traversa i t la c o u r b e , l ' express ion t r o u v é e p o u r A représentera i t , 

non la surface to ta l e , m a i s la différence des surfaces e n g e n d r é e s par l e s 

port ions de la c o u r b e s i tuées d e part e t d'autre d e l 'axe , car d a n s l ' i n t é 

grale A l ' é l é m e n t yds e s t pos i t i f ou négatif , su ivant q u e l ' é l ément ds e s t 

a u - d e s s u s ou a u - d e s s o u s de l 'axe . 
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c a r t é s i e n n e s d 'angle a, du e s t é g a l à dxdy s i n a , . . . . E n par t i cu l i er , si l'on 

a u n e aire p lane h o m o g è n e rappor tée à d e s c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s r e c 

t a n g u l a i r e s , les f o r m u l e s d e v i e n n e n t 

S = J J d x d y , S \ = J J x d x d y , S») = j" j'y dxdy, 

formules d a n s l e s q u e l l e s on p e u t t o u j o u r s effectuer u n e i n t é g r a t i o n . 

118. Théorème de Guldin. — Le volume engendré par une aire 

plane tournant autour d'un axe situé dans son plan et qui ne la 

traverse pas est égal à l'aire donnée, multipliée par la circonférence 

décrite par le centre de gravité de celte aire supposée homogène. 

Un é l é m e n t dxdy d e l'aire S e n g e n d r e par sa r o t a t i o n a u t o u r de l'axe 

Ox un é l é m e n t d e v o l u m e , qui e s t la différence des v o l u m e s des cy l indres 

Fig. 7 5 . 

e n g e n d r é s par l e s r e c t a n g l e s A B G D , A ' B ' C D (jîg. 70) , c ' e s t -à -d ire , aux 

inf in iment p e t i t s du t r o i s i è m e ordre près , 

d o n c le v o l u m e V es t 

2 ic y dx dy ; 

V = 2it J J y dx dy = 2 m, S , 

c e qui d é m o n t r e l e t h é o r è m e . 

R e m a r q u o n s q u e , si l 'axe traversa i t la c o u r b e , la formule c i - d e s s u s 

représen tera i t la différence des v o l u m e s e n g e n d r é s p a r l e s p o r t i o n s d'aire 

s i t u é e s d e part e t d'autre d e Ox. 

C o m m e généra l i sa t ion de c e t h é o r è m e , n o u s s i gna l erons d ' importantes 

r e c h e r c h e s de M . KOENIGS sur l e s v o l u m e s e n g e n d r é s par un c o n t o u r 

(Journal de M. Jordan, t. V ; 1889), r e c h e r c h e s qui d o n n e n t une a p p l i 

ca t ion n o u v e l l e d e la t h é o r i e d e s v e c t e u r s . V o y e z é g a l e m e n t u n e N o t e de 

M . H A D A M A R D , Bulletin de la Société mathématique de France, s é a n c e 

du 7 d é c e m b r e 1898. 
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119. V o l u m e s . — D a n s u n corps so l ide , p r e n o n s un v o l u m e v c o m p r e 

nant une masse m; l e rappor t ^ e s t di t densité moyenne de ce v o l u m e . 

Lorsque l e v o l u m e v t end vers zéro e t se r é d u i t à un p o i n t P , n o u s admet 

tons que le rappor t ^ t end vers une l i m i t e p, qu'on n o m m e densité au 

p o i n t P . Cet te q u a n t i t é p e s t u n e f o n c t i o n des c o o r d o n n é e s d u p o i n t P ; 
quand p es t c o n s t a n t , o n di t que le corps e s t homogène. 

La masse dm d'un é l é m e n t d e v o l u m e dv e n t o u r a n t l e p o i n t P de c o o r 
d o n n é e s x, y, z e s t p dv. O n a d o n c , en appe lant M la masse totale, l es 
formules 

fffpdV' Mt=fffxpdv, U^=JJjy?dv,
 Mt>=fffz? 

Si le corps e s t h o m o g è n e e t a p o u r v o l u m e V , M est é g a l à pV et l 'on a 

vç=77>*- ^ -ISSy^
 v ç

 -fff**• 
L'express ion de dv d é p e n d d u s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s e m p l o y é : e n 

coordonnées c a r t é s i e n n e s o b l i q u e s , i l faut prendre dv éga l à kdxdydz, 

en dés ignant par k l e v o l u m e du para l l é l ép ipède d o n t les arê tes , paral lè les 

aux a x e s , on t p o u r l o n g u e u r l ' u n i t é ; e n c o o r d o n n é e s p o l a i r e s dans l ' e s 

pace r, 8, <p, on a p o u r dv l ' express ion r* dr sin 0 dû d<p, e tc . 

Dans le cas d'un corps h o m o g è n e , on pourra t o u j o u r s c o m m e n c e r par 

effectuer l 'une des tro is i n t é g r a t i o n s e t r a m e n e r l e s in tégra le s tr ip les à 

des in tégra les d o u b l e s . 

E X E R C I C E S . 

1. Un système de forces appliquées à un corps solide étant rapporté à des axes 
obliques, démontrer que les six équations d'équilibre gardent la même forme 
qu'en coordonnées rectangulaires : 

£x»=o, 2 I Y * = 0 ' Z Z * = 0 ' 2](J'.Z»-*iYt) = o 

2. Si l'on considère un polygone plan fermé et que, dans le plan de ce poly
gone, on applique perpendiculairement à tous les côtés moins un des forces pro
portionnelles à ces côtés, toutes dirigées vers l'extérieur, ces forces ont une 
résultante perpendiculaire et proportionnelle au dernier côté. 

3. Si plusieurs forces appliquées à un corps solide se font équilibre « u se 
réduisent à un couple, le centre de gravité de masses égales placées aux extré
mités de ces forces coïncide avec le centre de gravité de masses égales placées 
aux points d'application ( C R O F T O N ) . 

4. Étant donné un polygone gauche fermé P, on dirige, suivant les côtés de ce 

A. — I. i i 
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polygone, dans un même sens de circulation, des forces égales aux côtés . Démon
trer : i" que ces forces se réduisent à un couple; • · que, si l'on construit dans le 
plan de ce couple un polygone II dont l'aire soit la moitié du moment du couple, 
la projection de P sur un plan quelconque a même aire que la projection de II 
sur le même plan ( G U I C H A R D ) . 

5. Étant donné un quadrilatère plan convexe ABCD, diriger suivant les côtés 
de ce quadrilatère quatre forces se faisant équilibre. ( Voir M Ö B I U S , Statique, 
§ 2 9 . ) 

6. Centre d'un système de forces situées dans un plan et admettant une 
résultante. — Soit une figure plane A , A 5 . . . A„ de forme invariable, aux diffé
rents points de laquelle sont appliquées des forces F, , F, , F„, toutes situées 
dans le plan de la figure et admettant une résultante H. Déplaçons la figure plane 
dans son plan en supposant que les forces F, , F„ restent appliquées aux 
mêmes points A, , A 2 , A „ de la figure mobile, et conservent chacune une gran
deur et une direction constantes. La résultante R est alors également constante 
en grandeur et en direction, et passe par un point fixe C, invariablement lié à la 
figure mobile, qu'on appelle, d'après Möbius, centre des forces F , , F 2 , F„. 

7. Cas du couple; directions principales. — Supposons maintenant que les 
forces F, , F,. F n forment un couple : en déplaçant la figure dans son plan et 
laissant les forces constantes en grandeurs et directions, on peut toujours amener 
la figure dans une position d'équilibre. 

Il existe deux directions rectangulaires OP et OQ, invariablement liées à la 
figure mobile et caractérisées par la propriété suivante : lorsque la figure est 
amenée dans la position particulière où l'équilibre a l ieu, si l'on décompose 
chaque force Fk en deux composantes Pk et Q t respectivement parallèles à OP 
et OQ, les forces parallèles Pt se font équilibre et les forces Qt également. Ces 
directions se nomment directions principales ( M Ö B I U S ) . 

8. Sur une planchette, on a fixé deux aiguilles aimantées dont les lignes des 
pôles de longueurs a et b se coupent à angle droit en leurs mil ieux. La planchette 
flottant sur un liquide immobile , trouver : i ° sa position d'équilibre; 2° les direc
tions principales ( e x . 7 ) . On sait que l'action de la terre sur une aiguille aimantée 
régulièrement, c'est-à-dire n'ayant que deux pôles et une l igne neutre, se réduit 
à un couple dont les forces sont constantes en grandeur et direction et appli
quées aux pôles de l'aimant. On appellera, dans l'exercice proposé, P la valeur 
commune de la projection horizontale des deux forces du couple agissant sur 
l'aiguille a, Q la même quantité pour l'aiguille b. Les forces P et Q sont dirigées 
suivant le méridien magnétique du l ieu. 

9. Plan central dans un corps solide sollicité par des forces dont la résul
tante générale n'est pas nulle. — Soit un corps solide sollicité par des forces 
dont la résultante générale n'est pas nulle : supposons que, lorsque le corps se 
déplace, chaque force conserve une grandeur e t une direction constantes et reste 
appliquée en un point fixe dans le corps. C'est ce qui arriverait, par exemple, 
pour un corps solide pesant constitué par la réunion de plusieurs corps aimantés : 
l'action de la terre sur chaque aimant donne lieu à un couple dont les forces 
sont constantes en grandeur et direction, et appliquées aux pôles de l'aimant; le 
poids total du système est également une force constante en grandeur et direc
t ion, appliquée en un point fixe dans le corps. Ce système de forces admet une 
résultante générale égale au poids. 
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Il est évident qu'une translation du corps ne change rien à l'état du corps : il 
suffira donc d'étudier l'effet des rotations. 

Considérons une droite O p, et décomposons chaque force Fk en une force pt 

parallèle à Opel en une force perpendiculaire. Si l'on fait varier la direction Op 
d'une manière arbitraire, le lieu du centre w des forces parallèles pt est, en géné
ral, un plan qui se nomme, d'après Möbius,plan central : il est fixe dans le corps 
quelle que soit son orientation. Dans certains cas particuliers, le l ieu peut être 
une droite ( l igue centrale) , et même un point (centre des forces) . 

10. Théorème de Minding. — Déplaçons le corps d'une manière quelconque 
en supposant toujours les forces F t constantes en grandeur et direction ; il 
existe une infinité de positions pour lesquelles les forces F t admettent une 
résultante unique : l'ensemble de ces résultantes uniques forme dans le corps une 
cougruence dont les rayons rencontrent deux coniques fixes (coniques focales) 
situées dans deux plans rectangulaires. (Voyez Crelle, t. 14 et 15.) 

11. Axes d'équilibre. — Imaginons un corps solide libre remplissant les 
mêmes conditions que précédemment : lorsque ce corps change de position, les 
forces qui le sollicitent restent constantes en grandeur et direction et leurs 
points d'application restent fixes dans le corps. Comme nous l'avons dit, une 
translation ne change rien à l'état du corps : il suffit donc d'étudier l'effet 
des rotations. Supposons le corps en équilibre dans la position actuelle et po
sons avec Möbius (Statique, Chap. VIII) 

S y Z = E s Y = F, S = X = ~ùxZ = G, SxY = E ^ X = H, 

ï x X = S y Y = m, L s Z = n, 

les sommes étant étendues à toutes les forces. Möbius nomme axe d'équilibre 
une droite telle que le corps solide reste en équilibre quand on le fait tourner 
d'un angle quelconque autour de cette droite. Pour que l'axe O ; soit un axe 
d'équilibre, il faut et il suffit qu'on ait, outre les six équations d'équilibre, les 
conditions suivantes : 

F = o, G = o, l •+• m = o. 

12- Équilibre asiatique. — On dit que l'équilibre est asiatique quand il 
subsiste quelle que soit la position donnée au corps, les hypothèses sur les forces 
étant les mêmes que dans le numéro précédent. Il faut pour cela que chacun 
des trois axes coordonnés O x, Oy, O z soit un axe d'équilibre, c'est-à-dire que 
l'on ait, avec les s ix conditions d'équilibre, les six conditions suivantes : 

F = o, G = o, H = o, l = o, m = o, n = o. 

Ces conditions nécessaires pour l'équilibre asiatique sont suffisantes. 

13. Quand un corps solide est sollicité par deux forces appliquées en des points 
fixes dans le corps, constantes en grandeur, direction et sens, il existe toujours 
un axe parallèle à une direction donnée tel que, en fixant cet axe, le corps soit 
en équilibre indifférent dans toutes les positions qu'il peut prendre ( M Ö B I U S ) . 

14. Quand un corps est en équilibre astatique, si l'on considère les composantes 
des forces parallèles à une direction donnée, on obtient un système de forces 
parallèles en équilibre. Le centre de celle» de ces forces parallèles qui out un 
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sens déterminé coïncide avec le centre de celles de ces forces parallèles qui ont 
le sens opposé. 

15. Considérons un corps solide sollicité par des forces appliquées en des points 
fixes du corps, constantes en grandeur, direction et sens. Quelles sont les condi
t ions nécessaires et suffisantes pour qu'on puisse amener ce corps à être en équi
libre astatique par l'adjonction d'une seule force, appliquée en un point fixe P, 
constante en grandeur, direction et sens? 

et deux proportions analogues dans lesquelles x serait remplacé par y ou z. Le 
point P existe alors et se nomme centre des forces du système. Dans ce cas, les 
coordonnées du point u> défini dans l'exercice 9 sont indépendantes de l'orienta
tion : ce point est précisément le point P . 

16- Chercher de même les conditions pour qu'il existe une ligne centrale, 
c'est-à-dire pour que le point eo décrive une droite. Dans ce cas, on peut toujours 
ajouter au système deux forces, de façon à réaliser l'équilibre asiatique.-

17. Lorsque le point u décrit effectivement un plan (plan central), on peut 
ajouter trois forces, de façon à établir l'équilibre astatique. 

18. Un corps solide est mobile autour d'un point fixe et sollicité par des forces 
appliquées en des points invariables du corps, constantes en grandeur et direc
tion. Quelles conditions doivent remplir ces forces pour que le corps soit en 
équilibre dans toutes les positions qu'il peut prendre autour du point O (équi 
libre astatique du levier)? 

19. Même question en supposant le corps mobile autour d'un axe fixe. 

20. Même question en supposant qu'il puisse tourner autour d'un axe et glisser 
le long de cet axe. 

21. Un corps solide, mobile autour d'un point ou d'un axe fixe, est sollicité 
par des forces constantes en grandeur et direction appliquées en des points inva
riables du corps : trouver les positions d'équilibre du corps. ( Voyez les exercices 23 ; 
voyez aussi MOIONO, Leçons de Mécanique analytique, d'après Cauchy, p. a34 
et suiv.) 

22. Étant donnés un système de forces appliquées à un corps solide et un trièdre 
quelconque OP, OQ, OS, on décompose chaque force Fk en trois composantes pt, 
lit *»> parallèles aux arêtes du trièdre, et l'on appelle A le centre des forces paral
lèles pu et p = S p t leur résultante, B celui des forces qk, G celui des forces s u 

q et s leurs résultantes. Démontrer que le produit de la surface du triangle ABC 
par le volume du parallélépipède, ayant pour arêtes p, q, s, est constant, quelle 
que soit l'orientation du trièdre OPQS ( M I N D I N G ) . 

23. Exercices sur le théorème de Minding. — i° Une droite quelconque A, 
s'appuyant sur les deux coniques focales trouvées dans l'exercice 10, étant choi 
sie , démontrer qu'il existe une position du corps (c 'est-à-dire un système de 
valeurs des neuf cosinus) pour .laquelle les forces ont une résultante unique 
dirigée suivant A. ( I l faut remarquer que, les axes mobiles devant pouvoir 

Réponse. 
ZXx _2Yx 

S X ~ S Y 
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26. Soient des points matériels de masses mv m„ m„, M la somme de ces 

coïncider avec les axes Oxes, le déterminant des neuf cosinus égale + 1 ; il est 
commode d'exprimer les cosinus à l'aide des angles d'Euler. ) 

2" Par un point P quelconque du corps, on peut mener quatre droites s'ap-
puyant sur les deux coniques focales : il existe donc quatre positions du corps, 
pour lesquelles les forces admettent une résultante passant par un point P du 
corps. 

3° Si les forces, agissant sur un solide, restent constantes en grandeur et direc
tion, et appliquées en des points fixes dans le solide; si, de plus, ces forces se 
réduisent à un couple, il existe quatre positions d'équilibre du corps. 

(En effet, les forces étant F„ F 2 , F„, appliquées aux points A „ A „ . . . , A„, 
les forces F, , F 3 , , FN ont une résultante générale R égale et opposée à F , . 
D'après ce qui précède, il existe quatre positions du corps pour lesquelles les 
forces F 2 , F 3 , , F„ ont une résultante unique R passant par le point A, du 
corps. Ces quatre positions sont alors évidemment des positions d'équilibre, 
puisque, dans chacune d'elles, R et F, sont égales et directement opposées.) 

Les théorèmes précédents ont lieu dans les cas les plus généraux. Si les forces 
ont des positions particulières, le nombre quatre peut être augmenté et devenir 
même infini. 

24. Un corps étant en équilibre dans la position actuelle, on demande, en 
faisant les hypothèses de l'exercice 11, si ce corps admet un axe d'équilibre. 

Solution. — Il suffit de chercher s'il existe un axe d'équilibre O z' passant 
par O : pour cela, on rapporte le système à trois nouveaux axes Ox', Oy', Oz', 
faisant avec les anciens des angles dont les cosinus sont a, a', a", [3. ¡3', p", y , y ' , y ' ( 

et l'on évalue les quantités F', G', H', V, m', n' relatives à ces nouveaux axes. Si 
l'on pose, pour abréger, 

m -+- n = /, n •+• l = g, l + m — h, 

et si l'on appe l l e / ' , g', h' les quantités analogues par rapport aux nouveaux axes, 
on arrive au résultat suivant : Considérant la forme quadratique 

< K « , tí', u") —fu"'+ gu"-tr hu"'— iVu'u"— 2 G M" M — QHUU', 

on peut écrire 

/ = « « , « ' , « ' ) , £ ' = < K P , p ' , p ' ) , A ' = < M y , y ' , y " ) , 

Pour que l'axe Oz', défini par les cosinus y , y ' , y " , soit un axe d'équilibre, il faut 
et il suffit qu'on puisse déterminer y , y ' , y " par les équations 

oMi d<{< M 

OY OY d y 

qui exigent que le discriminant de 4* soit nul. 

25. Positions d'équilibre d'une barre homogène pesante AB, dont une extrémité 
A est attachée à un point fixe O par un fil AO inextensible et sans masse, et dont 
l'autre extrémité B glisse sans frottement sur un plan horizontal fixe. 
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28. 

M £ m , . «ij A = M 2 .AG -Y-2,mimt.mimk , 

mjnk désignant la distance du point mt au point mt ( L A G R A N G F . ) . 

27. Centres de gravité de lignes homogènes. Arc de cercle. — La distance 
du centre de gravité au centre du cercle est une quatrième proportionnelle entre 
l'arc, le rayon et la corde. 

a [ r _£\ 
Arc de chaînette y = — I e « _|_ g « I · — Le centre de gravité d'un arc AB 

a même abscisse que le point de concours des tangentes aux extrémités A et B. 
Si le point A est le sommet de la courbe, l'ordonnée du centre de gravité est la 
moitié de l'ordonnée du point où la normale en B rencontre Oy. 

29. Aires planes homogènes. — Si une aire plane homogène admet un dia
mètre rectiligne conjugué d'une certaine direction de cordes, le centre de gravité 
est sur ce diamètre. 

30. Centre de gravité de l'aire d'un triangle ( i l coïncide avec le centre 
de gravité de masses égales placées aux trois s o m m e t s ) ; d'un trapèze ( i l est 
s i tué sur la droite joignant les milieux des bases b e t B, e t divise cette droite 
dans le rapport de s B + 4 à 2 J + B ) . 

31 . Centre de gravité d'une portion deplan limitée par un arc de chaînette Mi, 
l'axe des x, base de la chaînette, et les deux coordonnées des points \ et B. 
( L'abscisse du centre de gravité est égale à celle du centre de gravité de l'arc AB > 
son ordonnée est égale à la moitié de celle du centre de gravité de l'arc.) 

32. Aires non homogènes. Centre de percussion. — Soit une aire plane S; 
considérons une droite AA'de son plan et supposons que la densité p soit propor
tionnelle à la distance S de ce point à la droite A A'. Le centre de gravité G de la 
surface matérielle ainsi définie est appelée le centre de percussion de cette surface 
par rapport à l'axe AA'. Ce point se présente dans la théorie des percussions; il 
se présente aussi en Hydrostatique. Démontrer que le centre de percussion G et 
l'axe AA' forment un système de pôles et polaires par rapport à une conique fixe 
imaginaire, ayant pour centre le centre de gravité de l'aire S supposée h o m o 
gène. 

Réponse. — Prenons comme origine le centre de gravité de l'aire S supposée 

homogène et appelons da un élément de cette aire : les intégralesJ'J*&da etj 

j'j'ydv étendues à l'aire sont nulles; on peut choisir l'orientation des axes 

rectangulaires xOy de façon <\uz ^j"xydi soit nulle aussi. A l o r s J ' — S-

Posons en outre 

J'J'x-da = a-S, J'J'y^da = 6 2 S . 

Soit ux -+- oy -+- i = o l'équation de la droite AA'; on a, pour la densité s u p p o -

masses, G leur centre de gravité, A un point arbitraire; démontrer les deux 
relations 

^mt.mtX - r m , . m , C ' -+- M. AG* , 
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sée de l'aire S, au point (x, y), 

k 
: (ux-+- vy + 1) (A-constante) . 

Les coordonnées de G sont alors \ = a2u, TJ = è Ji>, pôle de la droite AA' par 

rapport à la conique imaginaire ?~ •+- -1- 1 = o. On peut dire aussi que G est 

le symétrique par rapport à O du pôle de la droite AA' pris dans la conique 
x"1 y 3 

réelle —; •+ TT — I = o. 
a- b' 

33. Aires courbes homogènes. — Soient S une portion d'aire sphérique de rayon 
R, a sa projection sur un plan diamétral et 8 la distance du centre de gravité de 
l'aire à ce plan; démontrer la formule 

S8 = Ru. 

34. Volumes homogènes. — Si un volume homogène admet un plan diamétral 
conjugué d'une certaine direction de cordes, le centre de gravité est dans ce 
plan. 

E X E M P L E S : Tétraèdre ( l e centre de gravité coïncide avec le centre de gravité 
de quatre masses égales placées aux quatre sommets) . Cylindre tronqué ( l e 
centre de gravité est au milieu de la droite parallèle aux génératrices, joignant 
les centres de percussion des deux bases par rapport à la droite d'intersection 
des plans des deux bases) . 

35. Soient trois axes obliques Ox, Oy, Oz; désignons par S, l'aire de la sec
tion faite dans un solide homogène par un plan parallèle au plan xOy; 
par \', z les coordonnées du centre de gravité de cette aire supposée homo
gène; démontrer que le centré de gravité du solide a pour coordonnées 

= kf's.Ji'dz, V T , = k f 's^'dz, \Z, = k f *Stzdz, 

zt et zl désignant les ordonnées z des plans l imitant le solide, V le volume du 

solide = k J" S^ds^ et k le volume du parallélépipède, dont la base paral

lèle au plan des xy a pour surface l'unité et dont l'arête parallèle à O z a pour 

longueur l'unité. 
(On décompose le solide en tranches infiniment minces par des plans parallèles 

au plan x Oy. ) 

36. De là résulte que, si les centres de gravité des sections planes parallèles 
sont dans un plan fixe, le centre de gravité du solide est aussi dans ce plan. 
Si les centres de gravité des sections se déplacent sur une droite, le centre de 
gravité du volume est sur cette droite. Cette dernière circonstance se présente 
pour la partie d'un solide de révolution comprise entre deux plans perpendicu
laires à l'axe, et pour le volume limité par une surface du second ordre et deux 
pians parallèles. 

37. Si l'aire S, est une fonction du second degré de z, on a, en désignant par 
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S„, S,, a les aires des deux bases du solide et de la section équidistante des hases, 
et par h la hauteur du solide, 

v= £(s„+s 1 + 4 = ) ; 

les distances du centre de gravité du volume aux deux bases S 0 et S, sont entre 
elles comme S,-4-2<r est à S„H-2(j . Ces formules s'appliquent aux troncs de py
ramide et de cône, aux segments de quadriques et de surfaces réglées compris 
entre des plans parallèles. 

38. Dans les solides que nous venons de citer, on a ce théorème : Le centre 
de gravité du solide est le centre de gravité de trois masses, placées aux 
centres de gravité des deux bases et de la section- moyenne, et égales respec~ 
tivement aux aires des bases et au quadruple de l'aire de la section moyenne. 
( D A R B O U X , Note de la Mécanique de Despeyrous, p. 383-388.) 
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CHAPITRE VII . 

SYSTÈMES DÉFORMABLES. 

120. Rappel de la méthode. — Nous avons, dans le Chapitre V, 
indiqué, sous la forme suivante, des conditions nécessaires p o u r 
l'équilibre d 'un système matériel quelconque : 

Quand un système déformable est en équilibre, les forces 
extérieures (c 'est-à-dire les forces autres que les réactions m u 
tuelles des différentes part ies) qui lui sont appliquées forment 
un système de vecteurs glissants équivalent à zéro, c'est-à-dire 
satisfont aux conditions d'équilibre des forces appliquées ci 
un corps solide. 

La même condition doit être remplie pour les forces extérieures 
appliquées à chaque partie du système matériel regardée comme 
isolée du reste. 

On peut aussi se rendre compte de ce fait par le ra isonnement 
suivant, fondé sur l'idée de solidification : le système, étant en 
équil ibre, y restera évidemment si l 'on relie les points matériels les 
uns aux autres d 'une manière invariable, c 'est-à-dire si l'on soli
difie le système. Les forces extérieures doivent se faire équil ibre 
sur le corps solide ainsi cons t i tué ; elles satisfont donc aux six 
équations générales de l 'équilibre d 'un solide. Ces condit ions, né
cessaires, ne sont pas , en général, suffisantes. 

I. — POLYGONE FUNICULAIRE. 

121 , Définition. — On appelle ainsi un système de points m a 
tériels M , , M 2 , , . i, M„, chacun d 'eux étant relié au suivant par 
un cordon flexible et inextensible. Les différents sommets du p o -
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lygonc sont soumis à des forces F ( , F 2 , . . . , F» , sous l'action des
quelles la figure peut p rendre une certaine position d 'équil ibre qui 
sera un polygone plan ou gauche ; nous allons chercher les condi
tions de cet équil ibre. 

Considérons d 'abord le cas où il n 'y aurai t que deux points M , , 
M 2 et deux forces F , , F 2 ; l 'équilibre ne peut avoir lieu que si les 
forces extérieures F ( , F 2 , qui agissent sur M | , M 2 , sont égales et 
d i rectement opposées. Cette condition, nécessaire, n 'est pas suf
fisante; il faut, en ou t re , que ces forces soient dirigées de façon à 
tendre Je cordon. Si elles étaient dirigées de façon à rapprocher 
les deux points , l 'équilibre serait évidemment rompu : pour main-

Fig. 76. 

r , M, A B M , rt 

tenir l 'équil ibre, il faudrait alors remplacer le cordon par une tige 
rigide (fig. 7 6 ) . 

122. Tension. — L'équilibre ayant l ieu, prenons sur le cordon 
M ( M 2 un point quelconque A et isolons la portion M) A : le cor
don MtA obtenu est en équi l ibre ; or il n 'es t sollicité que p a r l a 
force F 4 et par l 'action de la port ion A M 2 du fil; il faut donc que 
celle action puisse se remplacer par une force égale et directement 
opposée à F 4 . Cet te force est appelée tension du cordon en A ; elle 
est égale en valeur absolue à F t ; elle est la même en tous les points 
du cordon. La. port ion A M 2 est de même en équil ibre sous l'action 
de F 2 et de la -tension appl iquée en A dans le sens A M ( ; enfin 
une port ion quelconque AB du fil est en équil ibre sous l 'action 
des tensions appliquées à ses deux extrémités dans les sens AMi 
e l B M 2 . 

En général , si l 'on considère une port ion que lconque , par 
exemple P M 3 M , i M 5 M 0 Q d'un polygone funiculaire en équil ibre, 
obtenue en coupant les cordons M 2 M 3 et M j M T en P et Q , elle 
peut être regardée comme étant en équilibre sous l 'action des forces 
directement appliquées aux sommets M 3 , Mit M 5 , M 6 (fig. 7 7 ) et 
des tensions des côtés P M 3 , M 6 Q appliquées en P et Q dans les 
sens M 3 P et M 8 Q - Ces forces et ces deux tensions satisfont 
donc aux condit ions d 'équil ibre de forces appliquées à un corps 
solide. 
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M 3 P et M 0 Q et celle résultante : les deux côtés extrêmes se cou
peront donc en un point de la résultante R (n° 107) . 

123. Equilibre du polygone funiculaire. Polygone de Vari-
gnon. — Considérons un polygone funiculaire en équilibre sous 
l'action de forces appliquées en ses différents sommets . P o u r éviter 
toute confusion sur le sens des tensions, appelons T / ) i - + ) la tension 
du côté M/M,- + f portée sur ce côté dans le sens M , M / + ( et T ; + 1 i J l a 
même tension por tée en sens contraire, de telle sorte que T,- ) t-+ 1 

et T / + , s o i e n t deux forces égales et directement opposées. 

Supposons que l 'on coupe les cordons M 2 M 3 'et M „ M 7 en P 
e t Q e tque Ton considère la partie P M 3 M* M 5 lVI c Qdùp'olygonefuni-
culaire; cette partie est en équil ibre sous l 'action des tensions T 3 ) 2 

et T 0 i 7 appliquées aux points P et Q et des forces données F 3 , F*, 
F 5 , F 0 agissant sur les sommets intermédiaires . Le point M 3 con
sidéré comme libre est sollicité par la force F 3 et les deux t en 
sions T 3 > 2 , ï 3 , 4 des cordons attachés à ce point : ces trois forces 
sont donc en équi l ibre ; de même le point M 4 est en équil ibre sous 
l'action de la force directement appliquée F 4 et des deux t en 
sions T < ) 3 , T 4 ) 5 des cordons attachés à ce point ; et ainsi de sui te . 
On aura ainsi les condit ions d'équilibre en expr imant que chaque 
sommet est en équilibre sous l 'action de la force qui lui est appl i 
quée et des tensions des cordons aboutissant à ce sommet. 

Ces conditions se résument d 'une manière simple dans la con-

Par exemple, si les forces F 3 , F 4 , F 5 , F 0 ont une résultante 
unique R, il y aura équil ibre entre les tensions des côtés extrêmes 
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struction suivante qui condui t au polygone de Var ignon. Par un 
point arbitraire A , menons un vecteur A A 2 égal et parallèle à la 
tension T 3 ) 2 du premier côté considéré et par le point A 2 un vec
teur A 2 A S ident ique à F 3 : puisque les trois forces T 3 ) 2 , F , e t T S ] 4 

se font équil ibre, le vecteur A 3 A fermant le triangle A A 2 A 3 est 
égal et parallèle à T 3 ) 4 et, par suite, le vecteur A A 3 est ident ique 
à T 4 ) 3 . Maintenant , comme les forces T 4 ( 3 , F 4 et T 4 j 5 se font équi 
l ibre, si par le point A 3 , extrémités d 'un vecteur A A 3 égal et pa 
rallèle à T 4 > 3 , on mène un vecteur A 3 A 4 identique à F 4 , le vecteur 
A 4 A est ident ique à T 4 ) 5 et le vecteur de sens contraire A A 4 est 
ident ique à T S ) 4 ; on continue ainsi de proche en proche et l 'on 
arrive finalement à mener le vecteur A 5 A 6 égal et parallèle à F 0 et 
le vecteur A A 6 identique à la dernière tension l ^ o -

En résumé, pour que la -partie considérée (voi r fig. 7 7 ) 
P M 3 M 4 M 5 M 0 Q du polygone funiculaire soit en équil ibre, il faut 
et il suffit qu 'en por tant bou t à bou t des vecteurs A 2 A 3 , A 3 A 4 , 
A 4 A 5 , A 5 A 0 égaux et parallèles aux forces F 3 , F 4 , F 5 , F 6 appli
quées aux sommets, on puisse t rouver un point A tel que les vec
teurs A A 2 , A A 3 , A A 4 , A A 3 , AA„ soient parallèles à P M 3 , M 3 M i ? 

M 4 M 5 , M 5 M 6 , M C Q et dirigés en sens contraire de ces cordons ; 
cette dernière condition résulte de ce qu 'un vecteur tel que A A S 

est ident ique à la tension T 4 ) 3 , laquelle est dirigée dans le 
sens M 4 M 3 , 

Ces condit ions sont suffisantes : car, si elles sont rempl ies , 
chaque sommet M,- est en équil ibre sous l'action de la force F / et 
de deux tensions T (- ) (-_ (, T,-,,-+i respectivement égales aux vecteurs 
AA ( -_j , AjA. 

Le moment résultant des tensions extrêmes T 3 ) 2 , T 6 j 7 et des 
forces F 3 , F 4 , F s , F 6 est alors nul , ainsi que le moment résul tant 
de chaque force F ; et des deux tensions Titi_t, T,- ] (- + ) appl iquées 
au point M;. E n considérant les moments des forces et des ten
sions par r appor t à un même point , on aurai t donc des vecteurs 
avec lesquels on pourrai t construire un polygone analogue à celui 
de Var ignon. 

Il peut arriver que toutes les conditions d 'équil ibre soient r e m 
plies, sauf celles qui sont relatives aux sens des tensions par r a p 
por t aux côtés ; alors certains côtés sont comprimés au lieu d 'être 
tendus et l 'équil ibre ne subsiste pas . P o u r le maintenir , il faudrait 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE VII. — SYSTÈMES DÉFORMABLES. 1 7 3 

Fig. , 8 . 

forces F , , F 2 , F 3 , F 4 , F 5 ; ce polygone doit se fermer : A 5 doit 
coïncider avec A, car, les forces F* remplissant les condit ions 
d'équilibre de forces appliquées à un corps solide, leur résultante 
générale est nul le . Les tensions telles que T A + I ^ sont égales et 
parallèles aux diagonales AA* du polygone de Var ignon. 

2 0 Les extrémités M ( et M n sont attachées en des points fixes. 
— Il faut alors prendre comme inconnues auxiliaires les forces 

remplacer ces côtés par des barres rigides pouvant résister à la 
compression. 

124. Conditions aux limites. — Les condit ions d 'équil ibre que 
nous venons d ' indiquer doivent être remplies par une por t ion que l 
conque du polygone. Les sommets extrêmes du 'polygone funicu
laire peuvent être assujettis à des conditions de différentes natures 
appelées conditions aux limites. 

i ° Les extrémités sont libres. — 11 peut se faire que le poly
gone funiculaire M 4 M o . . . M „ soit l ibre dans l 'espace, les ex t ré 
mités M ( et M„ étant libres et sollicitées par des forces connues 
F | et ¥ „ . Supposons, pour simplifier, « = 5 , le polygone étant 
M , M 2 M 3 M 4 M 5 . Alors les tensions des côtés extrêmes M , M 2 et 
M 4 M 5 sont connues ; en effet, M ( est en équilibre sous l 'action de 
F ( et de la tension T ( ) 2 : celte tension est donc égale et opposée 
à F ( . De m ê m e T 5 i 4 est égale et opposée à F 5 . Si l 'on construi t le 
polygone de Varignon correspondant au polygone funiculaire 
total, le premier côté A A ( sera égal et parallèle à F ( , le deuxième 
A T A 2 égal et parallèle à F 2 , . . . , le dernier A 4 A 5 égal et parallèle 
à F 5 (fig. 7 8 ) . Le polygone ainsi construit est le polygone des 
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F ' g - 79· 

A , 2 A, 

les tensions des cordons seront égales et parallèles à AA, , 
A A 2 , AA5, la tension T ^ s étant égale et parallèle à A A 0 , 
T 2 i l à A A ( , . . . , Tft + ) ) / t à AA*, . . . . La dernière tension T t ) S sera 
égale et parallèle à A A 5 ; par suite, A 5 coïncidera avec A 0 , car AA„ 
est aussi égal à T , j S . 

Donc , pour l 'équilibre d 'un polygone funiculaire fermé, il faut 
et il suffit : i° que le polygone des forces directement appl iquées 
se ferme; 2 " qu'il existe un point A tel que chaque côté M r M r + i 

F , et F „ , représentan t les actions des points fixes sur les extrémi

tés M | et M„ ou , ce qui revient au même , les deux tensions ex

trêmes ï a , « , 'l\-i,n. 

3 ° Le polygone funiculaire est fermé. — Le polygone est 
fermé quand le dernier point M 3 est lié directement au premier M, 
par un cordon. Dans ce cas, on pourra appl iquer les conditions 
générales d 'équi l ibre et la construction de Varignon à l 'ensemble 
du polygone en imaginant qu 'on coupe le cordon MjMs en deux 
points P et Q et qu 'on appl ique suivant M ( P la tension T , ) 5 , et 
suivant M 3 Q la tension T 5 ) ) . Il faudra-alors mener par A un vec
teur A A 0 égal et parallèle à T ) , 5 , puis , à la sui te , des vecteurs A 0 A , , 
A, A 2 , . . . , A , A 5 égaux et parallèles à F , , F 2 , F 5 (fig. 7 9 ) ; 
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Fig. 80. 

0 

c o m m e ayant en c o m m u n a v e c lui l e s tro i s p o i n t s O, M 2 , M 3 , e t ainsi 
de su i te : la figure d 'équi l ibre sera d o n c p lane e t s o n plan passera par le 
po int O. 

Le po int M 2 é tan t e n équ i l ibre s o u s l 'act ion des forces F j , T 2 > i , T î i 3 l la 
s o m m e a lgébr ique des m o m e n t s de c e s forces par rapport au p o i n t O est 
nul l e ; e t , pu i sque le m o m e n t d e F s e s t nu l , on v o i t q u e la s o m m e des m o 
ments de T 2 , i e t de T 2 > j e s t hu i l e , ou q u e l e m o m e n t d e T 1 ) 2 é g a l e ce lu i 
de T j , 3 . En c o n t i n u a n t de la sor te , o n verra q u e t o u t e s l e s t ens ions T,-,r+i 

ont m ê m e m o m e n t par rappor t au p o i n t O (Jig. 8 0 ) . 

126. F o r c e s p a r a l l è l e s . — La figure d'équilibre est encore plane 

d u p o l y g o n e f u n i c u l a i r e s o i t p a r a l l è l e à l a d i a g o n a l e A A r e t de 

s e n s c o n t r a i r e . 

Remarque. — Si l e n o m b r e d e s c ô t é s d u p o l y g o n e f u n i c u l a i r e 

a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t , c h a c u n d ' e u x t e n d a n t v e r s z é r o , c e p o l y 

g o n e d e v i e n t u n e c o u r b e , l e p o l y g o n e d e Varignon a u s s i . Ce c a s 

l i m i t e s e r a t r a i t é d i r e c t e m e n t d a n s l e p a r a g r a p h e I I . 

En g é n é r a l , l a f i g u r e d ' é q u i l i b r e e s t u n p o l y g o n e g a u c h e ; c e 

p o l y g o n e s e r a p l a n si l e s f o r c e s F 2 , . . . , F « _ ) s o n t c o n c o u r a n t e s 

o u p a r a l l è l e s . 

123. F o r c e s c o n c o u r a n t e s . — Que le polygone soit ouvert ou fermé, 

si toutes les forces F , sauf les forces extrêmes F i et F ,„ sont concou

rantes, la figure d'équilibre est plane, et les moments des tensions par 

rapport au point de concours des forces sont tous égaux. 

Soi t 0 l e p o i n t de c o n c o u r s des forces : n o u s avons vu qu'on peut c o n s i 

dérer l e p o i n t matér ie l M 2 c o m m e e n é q u i l i b r e sous l 'ac t ion de F 2 e t des 

tens ions T 2 , j , T 2 i 3 ; c e s forces , d e v a n t se faire é q u i l i b r e , son t dans un 

même p l a n ; d o n c M j , M 2 , M 3 , O s o n t dans un m ê m e plan P . O n verra de 

même que M 2 , M 3 , M 4 , O sont dans un m ê m e p lan , qui n'est autre que P , 
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un p o i n t A u n v e c t e u r A B éga l e t para l lè le à la t ens ion T 0 d a n s le s ens 
M t M 0 , p u i s des v e c t e u r s B B j , B t B 2 , . . . , é g a u x e t para l lè les à p ¡ , p¡ 

Les p o i n t s B , B|, B 2 , . . . s o n t s u r u n e ver t i ca l e , l es d i a g o n a l e s A B , , A B 2 , . . . 
para l lè les aux c ô t é s JV^Mj, M s M 3 , . . . e t é g a l e s a u x t e n s i o n s T 2 i l , T î ) 2 . On 
a d o n c 

t a n g a , = , l a n » o t , = f ' , t a n g a A = '—, 

(1) { l¡> 1o lo T 0 = T 2 l I cosoti = T 3 , s c o s a j = . . . = T V n ^ - c o s a * . 

Si l 'on s u p p o s e que le n o m b r e des s o m m e t s M j , Ms, . . . a u g m e n t e indéf i 
n i m e n t , c h a q u e c ô t é t e n d a n t v e r s z é r o , le p o l y g o n e d e v i e n t une c o u r b e 

quand toutes les forces, sauf les deux extrêmes, sont parallèles. Dans 
ce cas, les projections des tensions sur une perpendiculaire à la direc
tion commune des forces sont égales. 

La première part ie de c e t t e proposi t ion, s 'établit c o m m e p o u r l e s forces 
c o n c o u r a n t e s ; p o u r d é m o n t r e r la d e u x i è m e , o b s e r v o n s q u e , l e s forces F 2 , 
T 2 , i , T 2 | 3 se fa i sant é q u i l i b r e , la s o m m e a lgébr ique d e leurs p r o j e c t i o n s sur 
u n e p e r p e n d i c u l a i r e x'x à la d i r e c t i o n des forces e s t nu l l e , e t , c o m m e la 
pro jec t ion d e F s e s t n u l l e , il e n ré su l t e q u e la p r o j e c t i o n d e T i i S e s t é g a l e 
à ce l l e d e T 2 > 3 ; c e l l e - c i e s t d e m ê m e éga le à la projec t ion de T 3 ) i , e t c . 

S u p p o s o n s , par e x e m p l e , q u e les d e u x e x t r é m i t é s du p o l y g o n e s o i e n t 
a t t a c h é e s e n d e u x po in t s fixes e t q u e l e s forces ag i s sant sur les s o m m e t s 
i n t e r m é d i a i r e s s o i e n t des p o i d s : l e p o l y g o n e est a lors dans le p lan vert ica l 
des d e u x p o i n t s fixes. N o u s a d m e t t o n s , de p l u s , qu'il y a un c ô t é h o r i z o n 
tal Mo M, d o n t n o u s a p p e l o n s la t e n s i o n T 0 , l e s t e n s i o n s des c ô t é s su ivants 
M i M 2 , M 2 M 3 , . . . é t a n t T 2 j 3 , e t l es inc l ina i sons de c e s c ô t é s sur 

l 'hor izon , a, , ocj, ; l es p o i n t s Mt, iM2, s on t so l l i c i t é s par des p o i d s p , , 

PÎ, . . . . P o u r c o n s t r u i r e a c t u e l l e m e n t l e p o l y g o n e des f o r c e s relat i f à la 
p o r t i o n M o M t M * . . . d u p o l y g o n e funicula ire (fig- 81), il faut m e n e r par 
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plane te l le qu'en a p p e l a n t a l ' ang le d e la t a n g e n t e en un p o i n t M a v e c 

l 'horizon, T la t e n s i o n en ce p o i n t e t P le p o i d s to ta l de l'arc M 0 M , 

compté à part ir du p o i n t l e p lus bas M 0 o ù la t ens ion e s t T 0 , on ait 

p 
t a n g a = — , T 0 = T c o s a . 

*<> 

Par e x e m p l e , si l 'on i m a g i n e u n fil h o m o g è n e p e s a n t en équi l ibre , l e 

poids P du fil, c o m p t é d e p u i s le p o i n t l e p lus bas M 0 j u s q u ' e n M , es t 

proport ionnel à l'arc M 0 M ou s : on a d o n c pour la c o u r b e d'équi l ibre 

( c h a î n e t t e ) 

t a n g a = - ( a c o n s t a n t e ) ; 

nous d o n n o n s p l u s l o i n l ' équat ion de c e l t e c o u r b e sous forme finie 

(n° 139) . 

Si le fil pesant n'est pas h o m o g è n e , m a i s si sa dens i t é l inéa ire p ( t e l l e 

qu'elle e s t définie au n° 1 1 4 ) e s t u n e fonc t ion c o n n u e de l'arc s , c o m p t é 

depuis Je p o i n t M 0 , on a 

P = g f pds, t a n g a = ~ f p ds, 

JO A «A> 

a dés ignant e n c o r e u n e c o n s t a n t e . 

Ponts suspendus. — N o u s s u p p o s e r o n s les t r ing l e s de s u p p o r t ver t i ca l e s , 

équidis lantes e t p o r t a n t le m ê m e p o i d s , n o u s n é g l i g e r o n s le p o i d s du câble 

et des tr ingles , n o u s a d m e t t r o n s enfin que le câble , s y m é t r i q u e par rappor t 

à un plan vert ica l p e r p e n d i c u l a i r e au plan qui le c o n t i e n t , es t f lex ible e t 

inextens ib le . P r e n o n s le p lan vert ica l c o n t e n a n t le câble p o u r plan du 

tableau , la trace d u plan de s y m é t r i e p o u r a x e des y, e t p o u r a x e des a; la 

trace xx' du tabl ier du p o n t , s u p p o s é h o r i z o n t a l . N o u s a d m e t t r o n s que le 

nombre des t r ing l e s e s t pair , c 'est -à-dire qu'au mi l i eu du p o l y g o n e il y a un 

côté MM, hor izonta l (fig. 8 1 ) . A p p e l o n s a la d i s tance de d e u x t r ing le s e t 

dés ignons par Xk, yh l e s c o o r d o n n é e s d u s o m m e t Ma-. Les c o o r d o n n é e s 

de M. seront — > b. Les c o o r d o n n é e s des autres s o m m e t s se c a l c u l e r o n t de 
2 

proche en p r o c h e à l 'a ide des formules 

Xk = - n - i - t - a, yk = yk-\-r- a tang<*A_i , 

dans lesquel les t a n g a ^ - i est éga l à ^ „ car tous les p o i d s PI, P*, · · · 

sont é g a u x à u n m ê m e p o i d s P. On t r o u v e ainsi 

xlt= — - H i ) a , 

I A P r ,1 \T l , A P Hk — l) 

10 X O £ 
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On o b t i e n d r a i t i m m é d i a t e m e n t -cette d e r n i è r e é q u a t i o n en r e m a r q u a n t 

q u e l e s forces e x t é r i e u r e s a p p l i q u é e s à la p o r t i o n M t M 2 . . . M* f o r m e n t un 

s y s t è m e d e v e c t e u r s é q u i v a l e n t à zéro e t que , p a r s u i t e , la s o m m e de leurs 

m o m e n t s par r a p p o r t au p o i n t M/ f e s t n u l l e . 

D a n s ce s e x p r e s s i o n s figure e n c o r e la t e n s i o n i n c o n n u e T 0 ; o n la d é t e r 

m i n e en r e m a r q u a n t q u e l 'on c o n n a î t l e po int d 'a t tache du dern ier s o m 

m e t M« : so i t h la h a u t e u r d e c e p o i n t ; o n devra avo ir 

f o r m u l e qui d o n n e T 0 . Les s o m m e t s d u p o l y g o n e s o n t sur u n e parabole 

d 'axe v e r t i c a l . S i , e n effet, d a n s l e s f o r m u l e s 

A , 1 1 aP k(k— 0 
+ ( * — ! ) « , r = £ + 7f-—-—'» 1 10 2 

o n fait var i er £ d 'une façon c o n t i n u e , l e p o i n t x, y décr i t u n e parabole 

d o n t l 'axe e s t vert ica l , et l es s o m m e t s d u p o l y g o n e s o n t les p o i n t s de c e t t e 

parabo le qui c o r r e s p o n d e n t à des va leurs e n t i è r e s d e k. O n d é m o n t r e r a 

a i s é m e n t , en o u t r e , q u e l e s c ô t é s du p o l y g o n e s o n t t a n g e n t s en l eurs m i 

l i e u x à u n e d e u x i è m e p a r a b o l e d'axe v e r t i c a l . 

S i l e n o m b r e des t r i n g l e s é ta i t très grand e t les c ô t é s très p e t i t s , l e p o 

l y g o n e pourra i t ê t re a s s i m i l é à u n e c o u r b e qui sera i t n é c e s s a i r e m e n t u n e 

p a r a b o l e , d'après c e qui p r é c è d e . On p e u t l e véri f ier auss i e n r e m a r q u a n t 

q u e la t a n g e n t e de l ' inc l ina i son du c ô t é M A - M a + 1 e s t p r o p o r t i o n n e l l e à 

l 'abscisse d u m i l i e u de c e c ô t é ; si le p o l y g o n e e s t ass imi lé à u n e c o u r b e , 

l e coef f ic ient a n g u l a i r e d e la t a n g e n t e e n un p o i n t de c e t t e c o u r b e do i t ê t re 

p r o p o r t i o n n e l à l 'absc i sse de ce p o i n t , p r o p r i é t é carac tér i s t ique d'une p a 

rabo le d'axe v e r t i c a l . 

127. Applications graphiques de la théor ie des polygones funi
culaires . — Les propr ié tés géométriques et mécaniques des poly
gones funiculaires donnen t lieu à d ' importantes théories dont le 
germe est dans une No^e de Poncelet et qui se trouvent développés 
dans les Traités de Statique graphique de Culmann, de M. Cre-
mona, de M. Maurice Lévy, de M. R o u c h é ; on pourra consulter 
également un Ouvrage élémentaire de M. Seyrig publ ié dans In 
collection des Aide-Mémoire de M. Léaulé . Nous nous bornons 
dans ce qui suit à traiter des exemples. 

i ° Détermination graphique de la résultante de plusieurs forces 
situées dans un plan. — S o i t dans un p lan un n o m b r e q u e l c o n q u e de 

f o r c e s , quatre par e x e m p l e , F , , F 2 , F 3 , F t , a d m e t t a n t u n e r é s u l t a n t e g é 

néra le différente de z é r o . Cons tru i sons l e p o l y g o n e de ces forces en m e -
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nant par u n p o i n t A 5 un v e c t e u r A 5 A 1 éga l e t para l lè le à F i , par Aj un 

vec teur Ai A s é g a l e t para l lè le à F 2 , , par A 3 u n v e c t e u r A 3 A 4 éga l e t 

parallèle à F 4 , e t n u m é r o t o n s les c ô t é s de c e p o l y g o n e en appe lant r le 

cô té paral lèle e t éga l à F r . La résu l tante des forces Ft, . . . , F 4 es t éga le e t 

parallèle à A B A 4 , cô t é q u e n o u s n u m é r o t o n s 5. P r e n o n s un p o i n t A dans 

le plan e t j o i g n o n s - l e aux. s o m m e t s As , A i , A 2 , A 3 , A 4 du p o l y g o n e des 

forces : n o u s a p p e l l e r o n s ( / · , s ) la d i a g o n a l e j o i g n a n t le p o i n t A au p o i n t 

d' intersect ion des c ô t é s r e t s . N o u s a v o n s ainsi un p o l y g o n e d e Var ignon; 

nous al lons cons tru ire un p o l y g o n e funicu la ire c o r r e s p o n d a n t . P o u r ce la 

menons une dro i te arbi tra ire L 5 M 1 paral lè le à la d i a g o n a l e ( 5 , i ) e t a p p e 

lons Mi le p o i n t où e l l e rencontre la d i rec t ion F , ; par Mi m e n o n s une 

droite Mi M 2 (fîg. 82) para l lè le à ( t , 2 ) e t a p p e l o n s M 2 po in t o ù e l le 

rencontre la d i r e c t i o n de F 2 , e t ainsi de su i t e , par M 4 m e n o n s M 4 N 5 

parallèle à ( 4 , 5 ) . Cet te dern ière dro i t e c o u p e la p r e m i è r e L 5 M 1 e n un 

point M 5 qui a p p a r t i e n t à la résu l tante R. E n effet, si l'on s u p p o s e les 

droites L S M , , M 4 M 2 , , M 4 N 5 r e m p l a c é e s par d e s c o r d o n s ou des barres 

rigides, l es forces F f , F 2 , F 3 , F 4 t ranspor tées a u x po in t s Mt, M 2 , M 4 

de leurs d i r e c t i o n s , e t l es d e u x cordons e x t r ê m e s L S M ( , M 4 N 5 t irés par 

des t e n s i o n s é g a l e s a u x d iagona le s ( i , 5 ) e t ( 4 , 5 ) du p o l y g o n e de V a r i g n o n , 

on a un p o l y g o n e funicu la ire en équ i l ibre . D'après le pr inc ipe de solidifi

cat ion (n° 1 2 0 ) , - i l y a équ i l ibre entre les d e u x t e n s i o n s e x t r ê m e s d ir igées 

suivant les c ô t é s M | L 5 , M 4 N 5 , e t l es forces F , , F 2 , F 3 , F 4 app l iquées a u x 

sommets . La résu l tante de ce s dern ières forces e s t d o n c é g a l e e t d i r e c t e 

ment o p p o s é e à la résu l tante d e s d e u x t e n s i o n s e x t r ê m e s ; el le passe par 

le po in t M 5 , i n t e r s e c t i o n des c ô t é s L 6 M ! et M 4 N 6 . La résu l tante est ainsi 

e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e , car o n c o n n a î t en A 5 A t sa g r a n d e u r e t sa d i 

rect ion. 

A, 

'S 
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r é s u l t a n t e , e t s o i e n t P e t Q l e s po int s o ù c e t t e paral lè le c o u p e les c ô t é s 
e x t r ê m e s M i M 5 e t M 4 M 5 ; l e s tr iangles P Q M 5 e t A 4 A 3 A , d o n t les c ô t é s 
s o n t para l l è l e s , s o n t s e m b l a b l e s : en m e n a n t les h a u t e u r s M S H = 8 e t AK 
de ce s t r i a n g l e s , on a, p u i s q u e A 4 A 5 = R, 

T T - A Ï ' R * = P Q . A K . 

C o m m e le c h o i x de A e s t arbitraire , o n p e u t p r e n d r e AK = i; alors le 
m o m e n t R 8 e s t m e s u r é par le s e g m e n t P Q . 

T H É O R È M E S . — On a choisi arbitrairement le point A . En donnant à 

ce point une autre position A', on obtiendrait par les mêmes considé

rations un deuxième polygone funiculaire correspondant L 5 , M't, M 2 ) 

M 3 , M' 4 ) N 5 , dont les côtés extrêmes se couperaient également sur la 

résultante. 

On a, d e p lus , le t h é o r è m e su iva nt : 

Les points d'intersection des côtés correspondants M i - M i + i et M^M^+i 
du premier polygone funiculaire et du second sont sur une droite A 
parallèle à AA' . 

Si l 'on fait var i er la p o s i t i o n du p r e m i e r cô té L 5 M 1 , e n dép laçant ce 
c ô t é p a r a l l è l e m e n t à l u i - m ê m e , l e p o l y g o n e funicula ire s e dé forme , le 
p o i n t M 5 se d é p l a c e e t décr i t la résu l tante d e s forces F , , F 2 , F 3 , F 4 . 

Somme des moments des forces par rapport à un point quelconque O 
du plan. — La s o m m e d e s m o m e n t s des forces par rapport à O es t 
é g a l e au m o m e n t d e la r é s u l t a n t e R, c 'es t -à-d ire à R 8 , S é tant la d i s tance 
de O à R. M e n o n s par O une para l l è l e P Q ( Jig. 8 3 ) à la d i r e c t i o n de la 

Fig. 83. 
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En effet, p r e n o n s le p r e m i e r p o l y g o n e funicula ire s u p p o s é o u p é en un 

point B d'un c ô t é , M 3 M 4 , par e x e m p l e ; la part ie L 3 M j M 2 M 3 B de ce p o 

lygone e s t en équi l ibre sous l 'act ion des forces F t ) F 2 , F 3 e t d e s t ens ions 

T i , 6 T 3 ) t des c ô t é s e x t r ê m e s M i L s e t M 3 B : les d e u x t e n s i o n s T ( i S T 3 i 4 o n t 

donc une résu l tante é g a l e e t o p p o s é e à ce l l e des forces F i , F 2 , F 3 . S i l 'on 

applique l e m ê m e r a i s o n n e m e n t à la p o r t i o n L 5 M ' , M 2 M 3 B' d u d e u x i è m e 

po lygone supposé c o u p é au p o i n t B' d u c ô t é M 3 M 4 ) o n v o i t q u e les t e n 

sions des cô tés e x t r ê m e s M', L 5 e t M 3 B , q u e n o u s appe l l erons T', B e t T 3 i , 

ont une résu l tante é g a l e e t o p p o s é e à ce l l e des forces F ( , F 2 , F 3 . D e sor te 

que les t ens ions T i j 3 e t T 3 ) 4 o n t u n e résu l tante i d e n t i q u e à c e l l e des t e n 

sions T" 1 ) 3 e t T 3 > 4 . O n p e u t e n c o r e d ire , e n c h a n g e a n t l e s d e u x dern ières 

tensions de s e n s , q u e l ' ensemble des quatre v e c t e u r s T l i 3 , T 3 l 4 e t T 6 T 4 3 

est équ iva lent à z é r o . La r é s u l t a n t e des d e u x t e n s i o n s T 3 ) 4 e t T 4 > 3 , qui 

passe par le p o i n t d ' in tersec t ion des c ô t é s M 3 M 4 e t M 3 M ' 4 , e s t d o n c é g a l e 

et d i rec tement o p p o s é e à la ré su l tante A des d e u x t e n s i o n s T 1 ) 6 e t T 5 j l , 

qui passe par le p o i n t de c o n c o u r s des c ô t é s L5M1 e t L'jMJ, Le p o i n t 

de concours des c ô t é s M 3 M 4 e t M'3 M 4 se t rouve d o n c enfin sur la dro i t e 

fixe A; il en est d e m ê m e du p o i n t de c o n c o u r s de d e u x c ô t é s c o r r e s p o n 

dants q u e l c o n q u e s d e s d e u x p o l y g o n e s . C e t t e d r o i t e fixe A e s t para l lè le 

à AA', car la t e n s i o n T t , 3 e s t é g a l e e t para l l è l e à A A 3 e t e s t d i r igée dans 

le sens A A 5 , la t ens ion T 3 i , e s t éga le e t paral lè le à A 3 A ' e t d ir igée d a n s le 

sens A 3 A ' ; la ré su l tante A de ce s d e u x t ens ions e s t d o n c é g a l e e t para l lè le 

à la résul tante d e A A 5 e t A 3 A ' , c ' e s t -à -d ire à AA' . 

1° Construction d'un polygone funiculaire fermé correspondant à 
un système de forces en équilibre dans un plan. — S o i e n t , dans un 

plan, un s y s t è m e d e forces F i , F s , F 5 en équ i l ibre (fig. 8 2 ) , c ' e s t -

à-dire te l l es que leur r é s u l t a n t e g é n é r a l e e t l eur m o m e n t résu l tant so i en t 

nu l s . Cons tru i sons l e p o l y g o n e des forces A j A s - ^ A s ; ce sera un p o l y 

gone fermé d o n t les c ô t é s 1, 2 , 3 , 4 , 5 s o n t r e s p e c t i v e m e n t paral lè les a u x 

forces F | , F 2 , . . . , F 5 ; puis p r e n o n s dans l e plan un p o i n t arbi traire A ; à 

ce po int , on fait correspondre u n p o l y g o n e funicula ire f e r m é d é la façon 

suivante : 

J o i g n o n s ce p o i n t a u x différents s o m m e t s du p o l y g o n e d e s forces , e t 

soit (r, s) la d r o i t e j o i g n a n t l e p o i n t A au p o i n t d ' in tersec t ion des c ô t é s r 

et s ; on o b t i e n t ainsi c inq d r o i t e s (1, 2 ) , ( 2 , 3 ) , . . . , ( 5 , 1). C o n s t r u i s o n s 

ensui te un p o l y g o n e f ermé M, M S M 3 M 4 M S a y a n t ses s o m m e t s respect i f s sur 

les dro i te s F 1 ( F 2 , . . . , F 5 , r e g a r d é e s c o m m e indéf in ies , e t s e s c ô t é s M 5 M j , 

M , M 2 , M 2 M 3 M 4 M 3 , para l lè les a u x dro i t e s (5,1), (1,2), ( 2 , 3 ) , . . . , ( 4 , 5 ; . 

D'après l e cas t ra i t é p r é c é d e m m e n t , o n p e u t prendre arb i t ra i rement la 

posi t ion du cô té M 6 M, o u L 5 M i ; les c ô t é s su ivants M 4 M 2 , M 2 M 3 , M 4 N S 

sont alors d é t e r m i n é s , e t l e p o i n t d ' intersect ion M 5 des c ô t é s LSM, e t 

M 4 N 5 e s t sur la r é s u l t a n t e des forces F i , F 2 , F 4 , c 'es t -à-dire sur F s , 

qui est é g a l e e t d i r e c t e m e n t o p p o s é e à c e t t e r é s u l t a n t e : l e p o l y g o n e 

cons tru i t e s t d o n c b i e n f e r m é . 

Le p o l y g o n e Mi M 2 . . . M 5 ainsi c o n s t r u i t s 'appel le l e polygone funi-
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culaire, r é p o n d a n t au p o i n t A . S i l'on s u p p o s e l e s po int s M, , M 2 , . . . , M 3 

r e m p l a c é s par des p o i n t s m a t é r i e l s e t l es c ô t é s M^Ms, Mj M 3 , M s M , 

par d e s c o r d o n s i n e x t e n s i b l e s , e n t r a n s p o r t a n t les forces a u x po in t s M , , 

M 2 , M5, on a un p o l y g o n e funicula ire f ermé en équi l ibre d a n s lequel 

la t e n s i o n du c ô t é M r M ^ es t é g a l e et para l l è l e à la d r o i t e (/-, s). Il peut se 

faire que cer ta ins c ô t é s sub i s sent des c o m p r e s s i o n s ; il faut a lors l e s r e m 

p lacer par des barres r i g i d e s ; c'est ce qui arr ive dans la figure 82 p o u r M t M 5 

et M S M 4 . 

Si l 'on prend un d e u x i è m e p o i n t A' , il lui c o r r e s p o n d de la m ê m e façon 

u n d e u x i è m e p o l y g o n e funicula ire M ' , M j M , . . . ; l e s c ô t é s c o r r e s p o n d a n t s 

des d e u x p o l y g o n e s se c o u p e n t sur une dro i t e A paral lè le à AA', c o m m e 

n o u s l 'avons d é m o n t r é . 

Si l es forces F 1 ; , F 3 , au l ieu d'être e n é q u i l i b r e , se r édu i sa i en t à un 

c o u p l e , o n en serai t avert i d a n s la c o n s t r u c t i o n , parce q u e L s M . e t M 4 N 5 

n e se c o u p e r a i e n t pas sur F 5 , car a lors la r é s u l t a n t e R d e F i , F 2 , F 3 , F 4 

serai t d i r i g é e su ivant u n e dro i t e paral lè le à F 5 , m a i s di f férente de F 5 . 

Fig. 84. 

3" Cas particulier; exemple de figures réciproques. — S u p p o s o n s 

que l e s forces F . , F j , F j , F 4 , F 5 , qui se font équ i l ibre , c o n c o u r e n t en un m ê m e 

p o i n t O (fig. 84); l e p o l y g o n e funicula ire ( O J J V ^ M j M a M i M s , c o n s t r u i t 

c o m m e n o u s v e n o n s d e le d ire , et l e p o l y g o n e de V a r i g n o n ( A ) A , A 2 A 3 A 4 A 5 

s o n t a lors Réciproques. V o i c i c e qu'il faut e n t e n d r e par là : D a n s ce p o l y 

g o n e funicu la ire , M i . . . M j , les t e n s i o n s T 2 j I , T 3 j I , T , ) S des c ô t é s A l 2 M j , 

M3MJ, M i M s s o n t r e s p e c t i v e m e n t é g a l e s e t para l l è l e s a u x d i a g o n a l e s 

A A . , A A 2 , A A 5 d u p o l y g o n e d e V a r i g n o n . S u i v a n t c h a c u n e de ces 

d i a g o n a l e s , a p p l i q u o n s a u x s o m m e t s \ u A 2 , A s d u p o l y g o n e de V a r i 

g n o n des forces P i , P 2 , P j , é g a l e s e t para l l è l e s a u x c ô t é s c o r r e s p o n 

dant s M j M , , M j M , M . M 5 d u p o l y g o n e fun icu la ire , e t r e m p l a ç o n s 
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les côtés A i A 2 , A 2 A 3 , A 6 A i par des c o r d o n s . Le n o u v e a u p o l y g o n e 

funiculaire A t A 2 . . . A 6 , a insi c o n s t r u i t , e s t e n équi l ibre , e t l e s t e n s i o n s des 

côtés i, 2, 3 , . . . de c e p o l y g o n e s o n t éga l e s e t para l lè les a u x d i a g o n a l e s 

OM| , O M j , O M s , . . . du p o l y g o n e funicu la ire primitif , qui e s t ainsi l e p o 

lygone de V a r i g n o n d u n o u v e a u p o l y g o n e fun icu la ire . E n r é s u m é , chacun 

des deux p o l y g o n e s funicula ires ( A ) e t ( 0 ) e s t a lors l e p o l y g o n e de V a r i 

gnon de l 'autre. 

128. A n n e a u x g l i s s a n t s u r u n c o r d o n . — S u p p o s o n s qu'un c o r d o n 

flexible e t i n e x t e n s i b l e so i t fixé par ses d e u x e x t r é m i t é s A e t B e t q u e des 

anneaux inf iniment pet i t s p u i s s e n t g l i s ser sans f r o t t e m e n t s l e l o n g d e ce 

fil; ces a n n e a u x sont s o u m i s à des forces c o n n u e s : on d e m a n d e la p o s i t i o n 

d'équilibre du s y s t è m e . 

S'il n'y a qu'un a n n e a u G, il faut q u e la force F so i t b i s sec tr i ce de l 'angle 

A B C ; car le p o i n t C p e u t ê t re c o n s i d é r é c o m m e m o b i l e sans f r o t t e m e n t 

sur une e l l ipse ayant A e t B p o u r f o y e r s ; il faut d o n c q u e la force so i t 

normale à c e t t e e l l ipse e t d i r i g é e vers l ' extér ieur , c ' e s t - à - d i r e de façon à 

tendre le fil. La press ion d e l 'anneau sur le fil e s t a lors éga le à F . L ' é l é 

ment du fil s i tué en C es t so l l i c i té par les d e u x t e n s i o n s T , T' e t la p r e s 

sion F ; ce l l e -c i é t a n t b i s s ec t r i ce de l 'angle de T e t T ' e t d e v a n t l eur faire 

équi l ibre, c e s d e u x t e n s i o n s sont é g a l e s e t l 'on a 

On traitera m a i n t e n a n t sans diff iculté le cas o ù l'on a p lus i eurs a n 

neaux : s'il y a équ i l ibre , c h a q u e force es t d i r i g é e su ivant la b i s sec tr i ce 

des d e u x c o r d o n s qui about i s sent à l 'anneau c o r r e s p o n d a n t , la t ens ion T du 

fil es t par tout la m ê m e , e t si F ] , F 2 , . . . s on t les d iverses forces , a, , a», . . . 

les angles success i f s d e s d i v e r s br ins du fil, on aura ( P O I N S O T ) 

Fig . 85. 

C 

F 

F = 2 T e o s - -
2 

T = 
F F s 

ai 
2 cos — 

2 

Le s y s t è m e , é t a n t e n équ i l ibre , y res tera é v i d e m m e n t si l'on fixe l e s a n -
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n e a u x au fil d a n s l e s p o s i t i o n s qu'i ls o c c u p e n t ; on p e u t d o n c a p p l i q u e r à 
c e t t e figure d 'équi l ibre t o u t ce qui a é té di t sur le p o l y g o n e f u n i c u l a i r e . 
A c t u e l l e m e n t , t o u t e s l e s t e n s i o n s é t a n t é g a l e s , l e p o l y g o n e d e Varignon 
(fig. 7 7 ) a t o u s ses s o m m e t s A l t A j , A3, sauf l e p r e m i e r A , sur u n e 
s p h è r e dont le c e n t r e se t r o u v e au s o m m e t A . S i l e p o l y g o n e es t p lan , les 
s o m m e t s A , , A 2 , . . . s o n t sur u n cerc l e de c e n t r e A . 

1 2 9 . T r a v u r e s r é t i c u l a i r e s . — D e s c o n s i d é r a t i o n s a n a l o g u e s à 

c e l l e s q u e n o u s a v o n s e m p l o y é e s p o u r l e s p o l y g o n e s f u n i c u l a i r e s 

c o n d u i s e n t a u x c o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e d e s t r a v u r e s r é t i c u l a i r e s , 

c ' e s t - à - d i r e d e s s y s t è m e s d e b a r r e s r e c l i l i g n e s , d o n t o n n é g l i g e la 

m a s s e , r é u n i e s à l e u r s e x t r é m i t é s p a r d e s a r t i c u l a t i o n s . L e s y s t è m e 

t o t a l e s t s u p p o s é s o u m i s à d e s f o r c e s e x t é r i e u r e s a p p l i q u é e s a u x 

a r t i c u l a t i o n s o u n œ u d s . C h a q u e b a r r e t e l l e q u e AB d e v a n t ê t r e 

i s o l é m e n t e n é q u i l i b r e s o u s l ' a c t i o n d e s f o r c e s a g i s s a n t s u r s e s 

d e u x e x t r é m i t é s , c e s f o r c e s , q u i s o n t l e s a c t i o n s d e s n œ u d s A e t B 

s u r la b a r r e , s e r é d u i s e n t à d e u x p r e s s i o n s o u t r a c t i o n s é g a l e s e t 

d i r e c t e m e n t o p p o s é e s . C h a q u e n œ u d s e r a e n é q u i l i b r e s o u s l ' a c 

t i o n d e s f o r c e s q u i l u i s o n t d i r e c t e m e n t a p p l i q u é e s e t d e s a c t i o n s , 

s u r c e p o i n t , d e s b a r r e s q u i y a b o u t i s s e n t , a c t i o n s d i r i g é e s r e s p e c 

t i v e m e n t s u i v a n t c e s b a r r e s e n v e r t u d u p r i n c i p e d e l ' é g a l i t é d e 

l ' a c t i o n e t d e l a r é a c t i o n ; c a r l e s a c t i o n s d e s b a r r e s s u r l e s n œ u d s 

s o n t é g a l e s e t o p p o s é e s à c e l l e s d e s n œ u d s s u r l e s b a r r e s . 

Exemple. — U n s y s t è m e de s ix t i g e s non p e s a n t e s , f o r m a n t un té traèdre 
r é g u l i e r ar t i cu lé S A B C , est s u s p e n d u par tro is cordons ver t i caux AA' , BB' , 

Fig. 86. 

P 

C C d a n s u n e p o s i t i o n t e l l e q u e a base A B C so i t h o r i z o n t a l e ; au s o m m e t S 

e s t s u s p e n d u u n p o i d s P : t r o u v e r l e s t e n s i o n s e t l e s p r e s s i o n s d e s barres 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE V I I . — SYSTÈMES DÉFORMABLES. 

et des cordons . A p p e l o n s 8 la v a l e u r c o m m u n e des t e n s i o n s d e s barres SA, 
SB, SG : on a, en p r o j e t a n t sur la v e r t i c a l e e t écr ivant que la s o m m e des 
project ions des quatre forces P e t 6 app l iqqées au n œ u d S est nu l l e , 

p _ e v / 6 = o, e = J^, 

/c 
car le cos inus de l 'angle d'une arête SA avec la ver t i ca le e s t Les c ô t é s 

de la base s u b i r o n t des c o m p r e s s i o n s : a p p e l o n s p la v a l e u r c o m m u n e 
de ces c o m p r e s s i o n s e t T la v a l e u r c o m m u n e des tro is t e n s i o n s des c o r 
dons AA' , BB' , C C Le p o i n t A es t en é q u i l i b r e sous l 'ac t ion de la force 8, 
de la t e n s i o n T e t des d e u x forces p. E n pro je tant sur la ver t i ca l e AA' , 
on a 

T - — - 3 ' 

ce qui est é v i d e n t , car les trois forces T e t la force P d o i v e n t se faire é q u i 
l ibre. P u i s , p r o j e t a n t les quatre forces a p p l i q u é e s en A sur la h a u t e u r A D 
du tr iangle A B C , on a 

8v/3 y/3 8 

car c o s D A B = ^1 e t c o s S A D = 

'A i 
II. — ÉQUILIBRE DES FILS. 

130. Équations d'équilibre. — Cherchons les conditions d ' équ i 
libre d 'un fil, flexible et inextensible, sollicité par des forces 
continues. On pourra i t considérer ce problème comme le cas 
limite des polygones funiculaires, mais nous l 'aborderons directe
ment . 

Désignons par 5 la longueur du fil, comptée à par t i r d 'une o r i 
gine A, posit ivement dans un sens déterminé AB (fig. 87). Nous 
admettrons que les forces extérieures appliquées à un élément 
d'arc ds peuvent être remplacées par une force un ique de l 'ordre 
de ds, Fds, appliquée en un point de cet é lément ; les projections 
de cette force seront 

X ds, Y ds, Z ds, 

en désignant par X , Y, Z les projections de F , qu 'on appelle 

force rapportée à Vunité de longueur. 
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Fig. 8 7 . 

tement flexible; la force T est dite la tension du fil. Désignons 
par a, ¡3, y les cosinus directeurs de cette t ens ion ; ses project ions 
sont 

T a , T p \ T y . 

Si, après avoir coupé le fil en M, on avait suppr imé la por t ion 
MA, on aurai t dû, pour maintenir l 'équil ibre de MB, appliquer en 
M une force — ( T ) , en vertu du pr inc ipe de l'égalité de l 'action et 
de la réact ion. Les projections de cel te nouvelle tension sont 

— T a , - T P , - T y . 

Coupons le fil en deux points infiniment voisins M, M ( et ne con
servons que l 'é lément M M , . Cet élément est en équil ibre sous 
l 'influence de la force Fds, qui agit sur lui, et des deux tensions 
— T , T , , qui remplacent les actions des por t ions supprimées du 
fil; si l 'on désigne par a , , J3 (, y ( les cosinus directeurs de T , , ses 
project ions sont 

T , a , , T , p „ T , y , . 

Ecrivons que la somme des project ions des trois forces est nu l le ; 
nous avons, en remarquan t que 

T , a , - T a = rf(Ta), T , p \ — T p = rf(Tp), T l Y l - T y = rf(Ty), 

i rf(Ta)-r-Xefe = o. 

d ( T y ) •+- Zds = o . 

Si Ton considère une port ion AM du fil et si l 'on supprime la 
por t ion MB, il faudra, pour maintenir l 'équil ibre de AM, appl i 
quer en M une force T , un ique , puisque le fil est supposé parfai-
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En portant dans les équations (1), il vient 

^ ( T $ ) + X * = °> 

( 3 ) ' d ( T | ) + Y d ! = ° ' 

(rf(Tê)+z* = 0' 
et les équations ( a ) sont des conséquences de celles-ci. 

Les moments des trois forces — T , T ( , F , par rappor t à l 'axe 
des x, sont respect ivement 

— ( y T - f - ^ T p ) , ^ , T , y , — a t T ^ , , (yZ-zY)ds, 

où nous avons représenle par xyz, xKy^z^ les coordonnées des 
extrémilés de l'arc ds; la somme des moments de — T et T ( est 
donc d(yT*( — -zTp) , et le théorème des moments donne 

i d(yT*{-zT$)+(yZ-zY)ds = o, 

(2) ] d(zT«. — xTy) + ( i X — xZ) ds = o , 

( d(xT$—yTa)-)-(xY—yX)ds = o. 

La première des équat ions (2 ) peut s'écrire en développant 

Ty dy -+-y í í ( T y ) — T p dz — z d(T P) -+• (yZ — zY) ds = o. 

En vertu des équations (1), les termes eu y et z disparaissent : 

il reste alors 
J a , dy dz 

*(dy-$dz = o, -j- = y ; 

la deuxième des équations ( 2 ) montrerait qu 'on a 

dx dy dz 

v = t = T' 
ce qui signifie que la tension est tangente à la courbe. O n aurait 
d'ailleurs pu admettre ce résultat en considérant le fil comme la 
limite d'un polygone funiculaire. La valeur commune des trois 
rapports est manifestement ± ds ; mais les tensions doivent être 
dirigées de façon à tendre le cordon : la tension appelée T est donc 
dirigée dans le sens des arcs croissants et le signe + convient seu l ; 
on a donc 

dx „ dy dz 
ds' ° ds' ^ ds 
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1 3 1 . Théorèmes généraux. — L e s formules ( i ) et ( a ) donnen t 
comme conséquence immédiate ces deux théorèmes : 

Si la force F est perpendiculaire à un axe, Ox par exemple, 
la projection de la tension sur cet axe est constante. E n effet, 
X = o entraîne T a = const . 

Si la force F est constamment dans un même plan avec un 
axe, Ox par exemple, le moment de la tension par rap
port à cet axe est constant. En effet, y2, — zY = o entraîne 
yTy — z'ï p = const. 

Ces deux théorèmes sont des cas part iculiers du suivant : 

Si la force F , tout le long de la courbe, appartient à un 
complexe linéaire, le moment de la tension par rapport au 
complexe est. constant. E n effet, la force appar tenant à un c o m 
plexe l inéaire, on a une équation de la forme 

pX-hqY-hrZ-i-a(yZ — zY)-+-b(zX — xZ)-hc(xY — yX) = o, 

p, q, r, a, b, c désignant des constantes . Remplaçant , dans celte 
dT OL 

équat ion, les termes tels que X par —^—, • · . et les termes tels 

d 

que yZ,— s Y par ^ T ( y y — zfi)i · · · , on obtient une équation 

qui s ' intègre et donne 
pT<x-+-qT$ + rTy •+• at (y y — z$)-\-bT (za, — xy) 

-+- cT(a?p — y a.) — const., 

équat ion qui expr ime que le moment relatif de la tension (n° 2 8 ) 
et du système de vecteurs dont les coordonnées sont p, q, r, a 
b, c est constant ( P E N N A C H I E T T I , Rendiconti del Circolo math, 
di Palermo, t . V I ) . 

1 3 2 . Intégrales générales. — Le cas le plus général est celui 
où la force F , rappor tée à l 'unité de longueur, dépendrai t de la 
posit ion et de l 'orientation de l 'élément ds dans l 'espace, ainsi 
que de sa position sur le fil; alors X , Y, Z seraient des fonctions 

de x, y, z, s , ^ - t ̂ > Dans ces condi t ions, les trois équations 
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d'équilibre ( 3 ) écrites plus haut , jo intes à 

fdx\* fdyY /dz\* 

constituent un système de quatre équations différentielles, qui 
déterminent x,y, z, T en fonction d e s . Ces équations sont du 
premier ordre par rappor t à T , mais du deuxième par r appor t à 
x,y, z ; il y aura donc , dans les intégrales générales, six constantes 
qui seront, par exemple , pour une valeur initiale s = s„, les valeurs 

arbitrairement choisies des six quanti tés x, y, z, T , ^ > On 

trouvera ainsi d 'une façon générale 

X = ? ( s i C i , C 2 , . . , . , C t ) , 

y = « K Î , G „ G I , . . . , C 6 ) , 

z = ™ ( s , Ci , C 2 , . . ·> Ce) , 

T = / ( » » C i , C j , . . . , c 6 ) . 

133. Déterminat ion des constantes, condit ions aux limites. — 
Il faudra déterminer les six constantes arbitraires par les condi 
tions aux l imites . Le problème le plus simple est celui d'un fil de 
longueur donnée , / , at taché par ses deux extrémités M 0 ( J . o _ o ) , 

' M , ( a . ! i r i j I l ) . En prenant pour origine des arcs le point M 0 et écr i 
vant que , pour s = o, s = l, les valeurs de x,y, z se réduisent 
aux coordonnées des deux points M 0 et M ( , on obt ient six équa
tions déterminant les six constantes. Il faudra discuter ce système, 
qui pourra admet t re une , deux, et même une infinité de solutions. 

On peut supposer encore que le fil attaché à l 'une de ses ex t ré 
mités, M0ÎXot J t j S § ) , est terminé à l 'autre extrémité par un anneau 
infiniment pet i t pouvant glisser sans frottement sur une courbe 
invariable C ayant pour équations 

\ W(x,y,z) = o. 

On aura d 'abord trois équations en écrivant q u e , p o u r s = o, 
x, y, z p rennen t les valeurs x0, y0, z0 correspondant au point M 0 ; 
il faudra écr i re , en ou t re , que , pour s= l, les valeurs x,,y,, s, 
de x,y, z satisfont aux équations (C) de la courbe et que la d i rec
tion de la tension, c 'est-à-dire de la tangente au point M , , est 
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normale à celte courbe , puisque l 'anneau peut glisser sans frotte
m e n t ; nous obt iendrons encore ainsi six équations pour déter 
miner les constantes . 

De même, si une extrémité M ( du fil était mobile sans frotte
ment sur une surface donnée , il faudrait exprimer que , pour s ~ l, 
les valeurs x{,yt, zt vérifient l 'équation de la surface et que la 
tangente en M t est normale à la surface. 

134·. Cas où la force ne dépend pas de l 'arc. — Il arrive fré

quemment que X , Y , Z ne cont iennent pas explici tement s; en 

remplaçant alors par tout , dans (3 ) , ds par y/dx-•+· dy2 -f- dz-, on 

pourra p rendre x pour variable indépendante , et l'on aura trois 

équalions pour déterminer y, z, T en fonction de x; les in té 

grales ne cont iennent alors que cinq constantes qui sont , par 

exemple , les valeurs que p r e n n e n t ^ , z, T , ^ pour la valeur 

initiale x = Xt>. Soient 

y = <f(x, C ^ C , , . . . , C 5 ) , 

z = K * - C i , C „ . . . , G 5 ) , 

T = / ( x , C „ C „ . . . , C S ) 

les intégrales générales. Si l 'on veut expr imer que le fil a une 
longueur donnée et est at taché par ses deux extrémités aux 
points (x0,y0, z0), (x,, yt, z,), on expr ime que , pour x = x0, 
y et z p rennen t les valeurs ya, zt e t , pour x = xt, les valeurs 
yi, zt; en écrivant enfin que la longueur du fil est égale à /, on a 
les cinq équations nécessaires pour dé terminer les constantes . 

135. Remarque sur la tension. — La solut ion trouvée ne sera 
acceptable que si T est positif en tous les points de la courbe , car, 
si T était négatif pour un é lément , cet élément serait soumis à 
une pression et non à une tension. On pourra in terpréter les 
solutions dans lesquelles T est négatif en supposant le fil remplacé 
par un chapelet de sphères solides infiniment petites : chaque 
sphère subira alors des pressions de la précédente et de la sui
vante, et l 'équilibre subsistera ( P O I N S O T ) . 

136. Équations intr insèques de l 'équilibre d'un fil. — On 
appelle ainsi les condit ions d 'équil ibre indépendantes des axes 
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coordonnés. Nous avons déjà désigné par a, ß, y les cosinus d i rec
teurs de la tangente Mt, dans le sens des arcs croissants ; désignons 
p a r a ' , ß', y' les cosinus directeurs de la normale principale M « 
dirigée vers la concavité (fig- 8 8 ) , et par p le rayon de courbure . 
On connaît les formules de F r e n e t et Serre t 

ds p ' ds p ' ds p ' 

la première équation d 'équi l ibre 

peut donc s 'écrire 

^ ( T a ) + X : 

dT T , 
a—; 1 a - t - X = o ; 

ds p 

on obtient ainsi les trois équat ions 

v dT ,T 
X = — a —; a —, 

ds p 

( 4) jY=-eS-e'f 
\ ^ ds ' p * 

Ces équations expr iment que F est la résultante de deux seg
ments qui sont por tés respect ivement sur la tangente et la normale 

Fig- 88. 

principale, et dont les valeurs algébriques estimées suivant Mt et 
dT T 

Mn sont -y et La force F est donc dans le plan oscu-
as p 1 

lateur à la courbe , dirigée du "côté de la convexité et dans le sens 
des tensions décroissantes. Ses projections sur la normale p r inc i -
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pale, la tangente et la binormale sont données par les formules 

( 5 ) F » = - ô ' F < = - ^ 7 ' F * = ° ' 

qui sont les équations intrinsèques d'équilibre. 
Si la force est constamment normale au fil, la tension est con

stante, car on a alors F / = o ; la dérivée de la tension est donc nulle. 

137. F o r m u l e d o n n a n t l a t e n s i o n q u a n d i l e x i s t e u n e f o n c t i o n 

d e f o r c e s . — Mult ipl ions respectivement les équations d 'équi 
libre (4 ) par a, fi, y , et a joutons; en remplaçant a, p , y par 
dx dy dz .. . 
-r> -j-> - j - i il vient 
ds ds as 

dT s= — ( X dx -+- Y dy -+- Z dz), 

formule qui n 'es t autre que la seconde des équations in t r in 
sèques ( 5 ) . 

Cette dernière équation est très impor t an te ; elle permet de 
déterminer d i rectement la tension lorsque X , Y, Z, ne dépendant 
que de x,y, z, dérivent d 'une fonction de forces XJ(x,y, s ) . On 
a alors, en désignant par h une constante , 

rfT = — rfU, T = — ( U + A) , 

formule qui donne la tension sous forme finie sans que l'on con
naisse la figure d 'équi l ibre . On por te ra celte valeur de la tension 
dans les équations d 'équi l ibre , qui se réduiront alors à deux. 

Lorsque U reprend la même valeur, la tension redevient la 
même; si donc U est une fonction uniforme de x,y, z, la tension 
est la même en tous les points du fil qui sont sur une même sur
face de niveau. Mais si U n 'est pas une fonction uniforme, si l 'on 

a, pa r exemple, CJ = arc tang » les surfaces de niveau sont les 

plans ^ = : ^ t a n g C , et lorsque le fil traverse un de ces plans, 
à plusieurs reprises, Ja tension peut p rendre l 'une des va
leurs C ± k-x. On pourrai t répéter ici, au sujet de cette expres
sion de T , tout ce qui a été dit dans le Chapitre IV au sujet du 
travail total . 

138. F o r c e s p a r a l l è l e s . — Le cas le plus simple est celui où 
les forces extérieures sont parallèles à une même d i rec t ion; la 
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éliminons T entre ces deux équat ions, il reste 

A dz — B dx = o, Az — Bx = G. 

C'est l 'équation d 'un plan parallèle à Oy; la première partie de 
notre proposition est donc démontrée . Prenons alors ce plan pour 
plan des xy. Nous aurons les deux équations d 'équi l ibre 

TS = A ' * ( t £ ) - Y * - O . 

En tirant T de la première et por tant dans la seconde, puis dési

gnant par y la dérivée on a la relat ion 

( 6 ) A r f y - + - Y « f e = o, 

qui est l 'équation différentielle de la figure d 'équi l ibre . 
Dans le cas le plus général de l 'équilibre des fils, la force peut 

* • doc dv · · » 
être fonction des six quant i tés x, y, z, s, - ^ J ici, puisque la 

courbe est p lane , on a z = o et (^[~*) + (^ts ) ^ 1 ' ^ o n c ^ P e u t 

être fonction de x,y, s,y. Dans le cas où Y ne dépend que d 'une 

seule des quanti tés x^y, s,y, le problème se ramène à des qua 

dratures. 

Soit, par exemple, Y = f(x)'t e n remplaçant ds par sa valeur 

y/1 -\~y'2dx, on voit que les variables y ' et x se séparent et l'on a, 

en intégrant , 

A L ( / + / i + / J ) + ff(x)dx=C; 

A. - I. , 3 

figure d'équilibre est alors une courbe plane, dont le plan est 
parallèle à la direction de ces forces, et la projection de la tension 
sur une perpendiculaire à cette direction est coos tante . Ces deux 
propriétés peuvent être considérées comme résultant des propriétés 
semblables établies pour les polygones funiculaires; nous allons 
les démontrer directement . 

Supposons l'axe Oy parallèle à la direction commune des 
forces; X et Z seront constamment nu l les ; la première et la de r 
nière des équations d'équilibre ( 3 ) donnent , en in tégran t , 
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cos*a 

l ' équat ion p r é c é d e n t e d o n n e r a i t p o u r p une v a l e u r c o n s t a n t e e t la figure 

d'équi l ibre sera i t un arc de c e r c l e . 

139. C h a î n e t t e . — A p p l i q u o n s ce s c a l c u l s à la r e c h e r c h e d e la figure 
d'équi l ibre d'une c h a î n e t t e h o m o g è n e e t p e s a n t e . Gal i lée avai t cru que 
c e t t e f igure d 'équi l ibre é ta i t u n e p a r a b o l e : l 'erreur d e Gal i l ée fut corr igée 
par H u y g e n s . 

S o i t p l e p o i d s d e l 'uni té d e l o n g u e u r d e la c h a î n e t t e ; sur un é l ément ds 

a g i t u n e force , p ds, ver t i ca le ; la f igure d'équi l ibre e s t d o n c p lane e t s i tuée 

d a n s l e p l a n ver t i ca l passant par l e s d e u x p o i n t s d e s u s p e n s i o n . P r e n o n s 

a lors c e plan p o u r p l a n des xy e t p o u r a x e desy une ver t i ca le d i i i g é e vers 

l e h a u t ; n o u s a v o n s 

Y ds = — p ds o u Y = — p; 

l e s é q u a t i o n s d'équi l ibre s o n t 

« TS = A' 
( 2 ) A dy' — p ds = o. 

celte équat ion donne y' en fonction de x et , par conséquent , y se 

trouve par une nouvelle quadra tu re . 
/—~ï~ *2~ 

Soit encore Y=f(y); on prend ds = y'^ dy, et dans 

l 'équat ion ( 6 ) les variables sont immédiatement séparées. Dans 
ce cas, il existe une fonction de forces, et l 'on peu t calculer la 
tension di rec tement , comme nous l 'avons vu. 

L ' in tégra t ion de l 'équation (6) est enfin immédiate si Y est 
fonction de s ou d e ^ . 

Equation intrinsèque. — S o i e n t a l 'angle de la tangente à la figure 
d'équi l ibre a v e c l 'axe d e s x e t p le rayon de c o u r b u r e au p o i n t de c o n t a c t . 

T 

En é c r i v a n t que la c o m p o s a n t e n o r m a l e d e la force e s t é g a l e à — en valeur 

a b s o l u e , on a 
T 

Y c o s a = — , 
P 

et , c o m m e la p r o j e c t i o n T c o s a d e la t e n s i o n sur Ox e s t u n e c o n s t a n t e A , 

o n a, p o u r l ' équat ion dif férent ie l le d e la c o u r b e , 

Yp cos*<x = A , 

é q u a t i o n qui e s t i d e n t i q u e à ( 6 ) . S i , par e x e m p l e , on avai t 

Y = K 
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l 'équation d e v i e n t 

ds = -\- y / i - H y* dx; 

dy' dx 

y / l - r - y 2 ~~ a ' 

d'où, en i n t é g r a n t , 

3) y + t / i + z ^ 
• x — . » • „ 

e " 

on en c o n c l u t 

( 4 ) y'— )/7^yï = - e " ; 

en ajoutant c e s d e u x équat ions , o n a y', e t , i n t é g r a n t d e n o u v e a u , on 

trouve p o u r l ' équat ion d e la c o u r b e 

T r a n s p o r t o n s l 'or ig ine au p o i n t O t ^ c J ' o ) (.Ao'. 89); la n o u v e l l e é q u a 

tion de la c o u r b e sera 

y*-

C'est une c o u r b e s y m é t r i q u e par r a p p o r t à l 'axe Otyt', l ' a x e OtXt s 'ap

pe l le Ja base d e la c h a î n e t t e . 

En r e t r a n c h a n t les é q u a t i o n s ( 3 ) e t (4 ) i il v i e n t 

la formule ( 1 ) d o n n e la t e n s i o n 

T = A * = A V / r T 7 î = A £ = / > n . 

La t e n s i o n en un p o i n t M es t d o n c é g a l e au p o i d s d'une por t ion du fi| 

ayant pour l o n g u e u r l ' o r d o n n é e M Q de ce p o i n t a u - d e s s u s d e la base . Si 

donc en M on p lace une p o u l i e in f in iment p e t i t e , e t si o n la i s se p e n d r e la 

port ion du fil p r i m i t i v e m e n t s i tuée a u - d e s s u s du p o i n t M e n la c o u p a n t au 

po int Q, l 'équi l ibre n e sera pas r o m p u . 

On peut toujours s u p p o s e r A pos i t i f ; T e s t , en effet, e s s en t i e l l ement 

pos i t ive : d o n c , si l 'on prend sur la c o u r b e un sens de c i rcu la t ion te l q u e x 

et s cro i s sent s i m u l t a n é m e n t , sera pos i t i f ; la c o n s t a n t e A sera, par 

sui te , é g a l e m e n t p o s i t i v e . N o u s p o u r r o n s la dés igner par pa, a é t a n t une 

quantité p o s i t i v e . R e m p l a ç o n s ds par sa v a l e u r 
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Fig. 89. 

E x p r i m o n s que la c o u r b e passe p a r l e s d e u x po int s 0 ( o , o ) e t P ( a , ¡3) 

n ( g ~~ , T ' ° a — J . \ 
(») $ - y 0 = - { e " + e « ) . 

P o u r avo ir la t r o i s i è m e é q u a t i o n , n o u s écr i rons que le fil a u n e l o n 

gueur L. O n a 

ds = Y/I -hy'* dx= -\e " - + - E " ) dx; I 

en i n t é g r a n t en tre les l imi t e s o et a, on a la l o n g u e u r d u fil 

/ <t-.rt a — R „ _ £ O £ O \ 

( 3 ) L = L[E « - E " — E "-H E"); 

en r e t r a n c h a n t ( 1 ) e t (2), n o u s élimineronsy<> e t n o u s a u r o n s 

I G—•R» G~X« _£· £«\ 
( 4 ) P = ^ \ / " - ( - E " — E " — E " J . 

Les é q u a t i o n s ( 3 ) e t ( 4 ) v o n t d é t e r m i n e r A e t a?o- O n e n dédu i t a i s é 

m e n t 

/ a—.r, _£ j \ _ £ j / « \ 
L-^$ = A\E " —E ") = AE "\E"—î), 

I £ 0 a—x„\ _ a \ 
/ — P = A \ E " — E ' * / / = A E " L > i — E " J ; 

• 140. Détermination des constantes. — I o Les extrémités sont ATTA
chées. — L'équat ion de la c h a î n e t t e c o n t i e n t trois c o n s t a n t e s XO, Y¡¡, A, qu'on 

d é t e r m i n e par les c o n d i t i o n s a u x l i m i t e s . D 'après les c o n v e n t i o n s faites 

p r é c é d e m m e n t , la c o n s t a n t e A d o i t ê t re pos i t i ve . P r e n o n s p o u r or ig ine le 

point, d 'at tache s i tué l e p lus bas e t d i r i g e o n s l'axe, des x de façon que le 

d e u x i è m e p o i n t d 'a t tache so i t d a n s l 'angle d e s c o o r d o n n é e s pos i t ives . 

S o i e n t a, $ l es c o o r d o n n é e s de ce po int e t / la l o n g u e u r du fil ( v o i r fig. 8 9 ) . 
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1* — p!=a*(e"-+-e " — 2 ) ; · 

la parenthèse e s t l e carré d e e"'— e 2 " ; on a d o n c 

Il s emblera i t qu'il y a d e u x s i g n e s à c o n s i d é r e r ; m a i s , d'après le c h o i x 

( - ~~\ 
des a x e s , a e t a s o n t pos i t i f s , par c o n s é q u e n t a \ e 2 " — e i a J e s t posit i f , 
de sorte que le s i g n e -H c o n v i e n t seul'. P o s o n s — = u : l ' inconnue u e s t 

1 c 2 a 
posit ive e t l ' équat ion e n u d e v i e n t 

y/72—p2 _ e « _ e - « 
'¿¿4 

nous avons à c h e r c h e r l e s so lu t ions p o s i t i v e s de c e t t e é q u a t i o n . E n rem

plaçant le s e c o n d m e m b r e par son d é v e l o p p e m e n t en sér ie , on a 

Le s e c o n d m e m b r e cro î t c o n s t a m m e n t de 1 à l'infini l o r s q u e u cro î t de o 

à l'infini; par s u i t e , p o u r qu'il y a i t une racine p o s i t i v e , i l faut e t il suffit 

que le p r e m i e r m e m b r e so i t plus grand q u e 1, auque l cas l ' équat ion aura 

une racine pos i t ive e t une seu le . La s eu l e c o n d i t i o n de poss ib i l i t é du p r o 

b l è m e es t d o n c q u e 

c'est-à-dire que la l o n g u e u r d u fil so i t supér ieure à la d i s t a n c e des po int s 

d 'a t tache . L o r s q u e c e t t e c o n d i t i o n es t rempl i e , o n d é t e r m i n e la v a l e u r 

de u, e t , en r e m o n t a n t le c o u r s des c a l c u l s , on v o i t q u e l e s trois c o n 

s t a n t e s a, Xo, ya o n t u n s y s t è m e un ique de va leurs ; il y a d o n c , d a n s ce 

cas, l ine p o s i t i o n d'équi l ibre e t u n e s e u l e . 

S o i t u' la rac ine p o s i t i v e de l 'équat ion en u; c e t t e é q u a t i o n a d m e t é g a 

l e m e n t la rac ine n é g a t i v e — u'. P o i n s o t i n t e r p r è t e ainsi c e t t e s o l u t i o n : la 

c h a î n e t t e r e n v e r s é e q u e d o n n e u=—u' es t la f igure d'équi l ibre d'une 

sor te d e v o û t e f o r m é e par une su i te d e b i l les s p h é r i q u e s s/olides é g a l e s e t 

parfa i tement p o l i e s , de d i a m è t r e inf in iment pet i t , 

2 ° Les extrémités glissent sur deux droites. — Supposons* q u e la 
c h a î n e t t e h o m o g è n e p e s a n t e ait une l o n g u e u r d o n n é e l e t que ses e x t r é -

pour é l iminer a?o, il n o u s suffit de m u l t i p l i e r m e m b r e à m e m b r e , c e qui 

donne 
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Fig. 90 . 

P r o p o s a n t la s o l u t i o n a n a l y t i q u e c o m m e e x e r c i c e , n o u s d o n n e r o n s u n e 

s o l u t i o n g é o m é t r i q u e du p r o b l è m e e n n o u s a p p u y a n t sur ce que d e u x 

c h a î n e t t e s a y a n t l eurs b a s e s para l l è l e s s o n t h o m o t h é t i q u e s , e t que , r é c i 

p r o q u e m e n t , la f igure h o m o t h é t i q u e d e t o u t e c h a î n e t t e a y a n t sa base 

h o r i z o n t a l e e s t une a u t r e c h a î n e t t e p l a c é e de la m ê m e m a n i è r e . I m a 

g i n o n s u n e c h a î n e t t e aux i l i a i re G' à base h o r i z o n t a l e , e t m e n o n s - l u i d e s 

n o r m a l e s A ' P ' e t B ' P ' para l l è l e s a u x dro i t e s d o n n é e s Q P e t R P , ce qui 

es t t o u j o u r s p o s s i b l e d'une seu le m a n i è r e , car, x var iant d e —· 00 à + x , 

le coeff ic ient angu la i re de la t a n g e n t e à une c h a î n e t t e passe u n e fois e t 

u n e seu le fo is par t o u t e va leur d o n n é e : l'arc A ' B ' aura u n e cer ta ine l o n 

g u e u r /'. En t r a n s p o r t a n t l 'ang le A ' P ' B ' a v e c l 'arc A ' B ' sur l 'angle P 

en A ' P B " , o n aura un arc de c h a î n e t t e A"B*, d e l o n g u e u r l', à base h o r i 

z o n t a l e , n o r m a l a u x d e u x dro i t e s d o n n é e s . L'arc c h e r c h é A B es t a lors 

h o m o t h é t i q u e d e A"B" par rapport au p o i n t P , car l e s t a n g e n t e s a u x d e u x 

arcs e n A e t A" s o n t para l l è l e s a ins i qu'en B e t B"; l e rapport d ' h o m o -

t h é t i e e s t ^ II suffira d o n c de faire c o r r e s p o n d r e à c h a q u e p o i n t M' d e 

PM l 
l'arc A"B" u n p o i n t M tel que = j , > e t l e p o i n t M décrira l 'arc c h e r 

c h é . La so lu t ion e s t d o n c u n i q u e ; o n v o i t d e p l u s qu'en d i s p o s a i t p lus i eurs 

c h a î n e t t e s d e l o n g u e u r s différentes en équ i l ibre sur les d e u x dro i t e s d a n s 

l e s - jnêmes c o n d i t i o n s que la p r o p o s é e , e l l e s s o n t t o u t e s h o m o t h é t i q u e s par 

rapport au p o i n t P . 

1-41. F o r c e s c e n t r a l e s . — La figure d 'équi l ibre e s t une c o u r b e p l a n e 

d o n t l e plan passe par le p o i n t d e c o n c o u r s d e s f o r c e s ; e t l e m o m e n t d e 

la t e n s i o n par r a p p o r t à ce p o i n t e s t c o n s t a n t . 

Ces p r o p o s i t i o n s pourra ien t ê t re c o n s i d é r é e s c o m m e r é s u l t a n t des p r o 

pos i t ions a n a l o g u e s é tab l i e s p o u r l e s p o l y g o n e s f u n i c u l a i r e s ; n o u s a l lons 

l e s d é m o n t r e r d i r e c t e m e n t . 

N o u s a v o n s vu ( n ° 1 3 1 ) q u e , si le moment de la force F par rapport 

m i t e s A e t B s o i e n t as suje t t i e s à g l i s ser sans f r o t t e m e n t sur d e u x dro i t e s 
d o n n é e s , P Q e t P R , s i t u é e s d a n s un plan ver t i ca l , i l faut d é t e r m i n e r l e s 
c o n s t a n t e s x<>, yo, a d e façon que la c h a î n e t t e coupe normalement les 

deux droites e t a i t en tre ce s d e u x d r o i t e s u n e l o n g u e u r d o n n é e l = a r c A B . 
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à un axe est constamment nul, le moment de la tension par rapport à 
eet axe est constant. 

Puise[ue les forces e x t é r i e u r e s s o n t c o n c o u r a n t e s , n o u s p o u v o n s prendre 

le po int de c o n c o u r s p o u r o r i g i n e ; l e t h é o r è m e c i - d e s s u s s 'applique a u x 

trois a x e s e t d o n n e 

*('£-$)-*• 

mult ip l ions ces é q u a t i o n s r e s p e c t i v e m e n t par x, y, z, e t a j o u t o n s - l e s 

m e m b r e à_ m e m b r e ; il v i e n t 

Kx -4- By -+- Cz = o . 

La courbe d'équi l ibre e s t d o n c p l a n e e t son p lan pas se par l ' or ig ine . 

Si l'on prend alors ce p lan pour p l a n des xy, e t si l 'on d é s i g n e par F la 

force par un i té d e l o n g u e u r , c o n s i d é r é e c o m m e p o s i t i v e s i e l l e e s t r é p u l 

s ive , e t c o m m e n é g a t i v e si e l l e i s t a t t rac t ive , les pro jec t ions de c e t t e force 

seront 

X = F - , Y = F — . 
/· /· 

L e s é q u a t i o n s d'équi l ibre s e t r a n s f o r m e n t c o m m e il su i t (Jig. gt)> 

F'g. 9 ' · 

L'équat ion des m o m e n t s par rappor t à Oz d o n n e , a v o n s - n o u s v u , 

et l 'on a d'autre p a r t 

• dT + X ( i r + Y dy = o ; 

en in trodu i sant l e s c o o r d o n n é e s po la i res /· e t 6, c e s d e u x é q u a t i o n s d e 

v i e n n e n t 

T r* 4~ = C, d T H- F dr = o . 
as 
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Le cas Je p lus s i m p l e e s t ce lu i où F est une fonc t ion ©(/*) de / · . Il y a 

a lors u n e i n t é g r a l e p r e m i è r e faci le à t r o u v e r ; en effet, il e x i s t e une f o n c 

t i o n d e s f o r c e s , e t T s 'obt ient par u n e quadrature 

= — f f(r)dr-h = W(r); 

a y a n t la t e n s i o n , o n t rouve a i s é m e n t l ' équat ion différentie l le de la courbe 

d 'équi l ibre , e n r e m p l a ç a n t T par sa v a l e u r dans la p r e m i è r e des é q u a t i o n s , 

qui d e v i e n t a lors 

W(r)r*dQ = Cds, 

é q u a t i o n qui s ' in tègre par des quadratures ; e n effet, 

ds'-= dr^-hridO*; 

en s u b s t i t u a n t d a n s l 'équat ion p r é c é d e n t e é l e v é e au carré , e t ré so lvant par 

r a p p o r t à d(i, on a p o u r l 'équat ion de la c o u r b e 

Jr. ri/r*[W(r)\* — C* 

Si l'on s u p p o s e , par e x e m p l e , F = À- (cons tante ) , on a 

T = 1 T ( r ) = — kr — h\ 

l ' équat ion d e la c o u r b e d é p e n d d'une in tégra l e e l l i p t i q u e ; m a i s , si l 'on 

as tre int T à avoir la v a l e u r T = — kr(k < o ) , la c o u r b e c h e r c h é e est une 

h y p e r b o l e equi la tere de c e n t r e O. 

Equation intrinsèque. — S o i t V l 'angle de la t a n g e n t e au fil avec le 

rayon v e c t e u r OM p r o l o n g é : la d i s tance d e la t a n g e n t e au pô le O est 

r s i n V (.fîg- 9 1 ) ; d o n c , en écr ivant q u e le m o m e n t de la t e n s i o n e s t 

c o n s t a n t , o n a 
T r s i n V = C. 

T 
P u i s , écr ivant que la projec t ion de la force F sur la n o r m a l e e s t — j o n a 

T 
F s i n V = - · 

P 

L'é l iminat ion d e T entre ces d e u x re la t ions fourn i t l 'équat ion 

F p r s i n * V = C, 

qui e s t l ' équat ion différentie l le d e la c o u r b e . 

OS. E x e m p l e d ' u n c a s d a n s l e q u e l i l e x i s t e u n e i n f i n i t é d e p o s i t i o n s 

d ' é q u i l i b r e . — Un fil est attaché en deux points de l'axe Ox, et chaque 
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élément du fil est repoussé par l'axe proportionnellement à sa lon
gueur et à sa distance à l'axe. Ce p r o b l è m e s e p r é s e n t e quand o n 

cherche la figure d 'équi l ibre re la t i f d'un fil n o n p e s a n t t o u r n a n t a v e c une 

vitesse angula ire c o n s t a n t e a u t o u r d'un axe fixe Ox (corde à sauter). 

Toutes les forces ag i s sant sur le fil r e n c o n t r a n t Oa;, le m o m e n t de 

la t ens ion par rappor t à c e t a x e es t c o n s t a n t t o u t l e l o n g du fil; m a i s , 

comme le fil e s t a t t a c h é en d e u x p o i n t s d e l 'axe , le m o m e n t de la t ens ion 

aux ex trémi tés est nul ; ce m o m e n t e s t d o n c c o n s t a m m e n t nul e t l'on a 

d'où 
dy dz _ 

~y ~ ~ ~ °' 
y = m z - , 

m étant u n e c o n s t a n t e . La figure d'équi l ibre e s t d o n c d a n s un p lan p a s 

sant par l 'axe Ox. P r e n o n s c e plan p o u r p l a n des xy; la force ag i s sant 

sur l ' é lément ds e s t perpendicu la i re à Ox, r épul s ive e t p r o p o r t i o n n e l l e à 

l 'ordonnée y : 

Y ds — \t.y ds. 

Les équat ions d'équi l ibre sont d o n c 

la première d o n n e T ^ = A , où l'on p e u t toujours s u p p o s e r A pos i t i f e n 

comptant les arcs s dans u n sens te l q u e x cro i s se a v e c s; en portant c e t t e 

valeur de T dans la d e u x i è m e équat ion e t p o s a n t 

dy , fJt 2 , — dy / i - t - y'1 

on a l 'équat ion 
y'dy' yydy _ 

, / i + y + ~ * ° ' 
et e n in tégrant 

/ 77 y1 b* 

ù2 d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e n é c e s s a i r e m e n t pos i t ive p u i s q u e le p r e m i e r 

m e m b r e e s t posi t i f . I so lan t l e radical , é l e v a n t au carré e t r e m e t t a n t p o u r 

y' sa va leur ^r-, o n a 
dx 

dx=±^ <*dr 
v ' C 6 3 — y 2 ) 1 — «v 
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C o m m e l e fil e s t a t t a c h é à l 'axe Ox, l ' équat ion d o i t d o n n e r une valeur 

rée l le pour y' q u a n d y = o ; d o n c 6 * > a s . E n d é s i g n a n t p a r t p ^ ) le p o l y 

n ô m e bicarré p lacé sous le radical , on a 

<f(y) = (b*-l-a*—yi)(bi—a* — y*); 

y p a r t a n t de zéro n e p e u t var ier qu 'entre — s / b ' — a * e t - 4 - — a 2 . 

C o n s t r u i s o n s la c o u r b e . S u p p o s o n s q u e le fil so i t a t t a c h é e n O (fig. 9 2 ) 

Fig. 92 . 

et qu'il so i t s i tué d a n s l ' a n g l e ^ : a lors x cro î t d 'abord avec y , - 7 - es t 
d y 

positif , e t l 'on a 

( G ) = C — 
2 d y 

y c ro i s sant , x cro î t jusqu'à ce quey = Jb*—a* ; x a t t e in t a lors la valeur 

a* dy 

on a ainsi la b r a n c h e OAi ; la t a n g e n t e en A t e s t horizontale. A part ir de 

c e t t e v a l e u r , y décro î t e t , pour q u e x c o n t i n u e à cro î t re , i l faut prendre 

le s i g n e — d e v a n t ^v(y) : on a a ins i u n e n o u v e l l e b r a n c h e A ( M ( O i 

s y m é t r i q u e d e la p r e m i è r e O M A i p a r r a p p o r t à l ' o r d o n n é e A i B , , car à 

des var ia t ions é g a l e s de y c o r r e s p o n d e n t d e s var ia t ions éga les d e x. P o u r 

y = o o n o b t i e n t le p o i n t C*i d 'absc i sse 2 £; pu i s y d e v e n a n t négat i f peut 

décro î tre jusqu'à la v a l e u r — \ f b * — a - : l 'absc i sse cro î t t ou jours jusqu'à 

la v a l e u r 3 £, ce qui d o n n e l e p o i n t A 2 , o ù la t a n g e n t e e s t h o r i z o n t a l e . 

E n s u i t e y a u g m e n t e d e n o u v e a u de — \ ' b*— a1 à - 1 - / 6 * — œ 2 ; il faut 

p r e n d r e , à part ir de A s , l e s i g n e -+- d e v a n t l e radical , e t l 'on o b t i e n t l'arc 

A J O J A J c o u p a n t l 'axe au p o i n t O t d 'absc isse 4£ , e t c . L e s b o u c l e s s u c c e s 

s ives a ins i o b t e n u e s s o n t t o u t e s é g a l e s à la p r e m i è r e . La c o u r b e e s t d o n c 

a n a l o g u e à u n e sinusoïde. 

Les é q u a t i o n s s ' in t ègrent a i s é m e n t par les f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s . F a i s o n s 

dans l ' équat ion ( C ) d e la c o u r b e 

(1) y=ts/b*-a>-, k* = 
b*-
b*-

i — k* = k'* = b*-t-a*' 
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el le prend la forme su ivante : 

d'où 

a? y/à _ r' d£ 
ak' Jo </(t — t*)(l — k*t*)' 

La différentiel le ds de l'arc de c o u r b e e s t 

en faisant dans c e t t e f o r m u l e la s u b s t i t u t i o n (1) c i - d e s s u s , on t r o u v e pour 

l 'abscisse \ d u po int A , e t la l o n g u e u r X d e la d e m i - b o u c l e O A , l e s d e u x 

express ions 

(2) { . 
_ a r (i + k* — i/c*P)dt 

k'JïJo <¿{i — <2)(' — k* t*)' 
car le p o i n t A i s 'obt ient en faisant t = 1. 

Quand X e t ¡j s o n t donnés, X é t a n t supér i eur à £, car l'arc O A | e s t 

supér ieur à sa p r o j e c t i o n O B i , l es c o n s t a n t e s a e t k* o n t un seul s y s t è m e 

de va leurs , sous la c o n d i t i o n k* < 1. E n effet, e n ca lcu lant X — % et X -1- %, 

on trouve 

Pour k*=o, le rappor t du s e c o n d m e m b r e e s t n u l ; A 1 a u g m e n t a n t , le 
numérateur a u g m e n t e é v i d e m m e n t e t le d é n o m i n a t e u r d i m i n u e : d o n c le 
rapport a u g m e n t e , e t p o u r k*= 1 le rappor t est 1. Ce rappor t passe d o n c 

une fois e t u n e seule fois par la valeur d o n n é e ^ jj . La c o n s t a n t e k* a 

donc une va leur e t u n e s e u l e ; l ' express ion (2) de £ d o n n e alors pour a une 

seule v a l e u r T T T T · Kk 
Détermination des constantes. — Le fil ayant une l o n g u e u r d o n n é e / 

e t é tan t a t t a c h é au p o i n t O e t au p o i n t O' d e l'axe O.r d'absc isse a, il y a 
une infinité de cas poss ib le s . 
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i ° Le fil n'a qu 'une o n d e en tre O e t O' (fig. 9 3 ) . A l o r s % es t la m o i t i é 
de a, X la m o i t i é de l. Les q u a n t i t é s £ et À é t a n t c o n n u e s , la c o n s t a n t e k* 

a une s eu l e v a l e u r d o n n é e par l ' équat ion ( 3 ) ; puis a =
 a}f^.· 

Fig. 9 3 . 

i" Le fil a d e u x o n d e s en tre O et O'. A lors \ = - , X = k* a la m ê m e 

4 4 

aleur que dans le cas p r é c é d e n t , car ^ ^ jj e s t l e m ê m e j ^ - ^ î ensu i te 

av /2 

En généra l , si le fil a n o n d e s e n t r e O e t O', £ = - ^ - > X = —— j k3 a 
° 2 n 2 « 

t o u i o u r s la m ê m e v a l e u r , mais a = r r - n -
J ' 2 TI K/c 

Il y a donc une infinité d e p o s i t i o n s d'équi l ibre qui son t t o u t e s h o m o -

t h é l i q u e s d e la p r e m i è r e par rappor t à O, l e s rapports d ' h o m o t h é t i e 

1 i i 

é tant - , - , 

2 3 n 
143. Équilibre d'un fil sur une surface. — Soit f(x, y, z)=o 

l 'équation de Ja surface, rappor tée à trois axes rectangulaires. Le 
fil étant soumis à des forces extérieures cont inues, nous désigne
rons par F ( X , Y, Z) la force rappor tée à l 'unité de longueur au 
point considéré. 

Le fil pouvant glisser sans frot tement, la réaction de la surface 
sur l 'élément ds est normale ; soit N cette réaction rappor tée à 
l 'unité de longueur : ses projections sont 

dx dy d a ' 

.le fil peu t être considéré comme en équil ibre sous l 'action des 
forces Fds et Nds, qui on t une résultante <I>ds. En appl iquant 
les formules générales de l 'équilibre des fils, on a les trois 
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dT=pdz, T = p(z — h). 

équations 

qui, jointes ù 

(S)'*(f)•*(§)•-
déterminent a;, y, z, T , X en fonction de s. ~k é tant connu, on 
connaît la réaction normale qui est dirigée, pa r rappor t à la sur
face f=o, du côté où / "devient positif ou négatif, selon que A est 
positif ou négatif. Comme pour le cas d 'un fil l ibre , si X , Y, Z 
ne contiennent pas expl ici tement s, on peut réduire à quat re le 
nombre des inconnues en remplaçant par tout ds par 

ddx*-^dy*->rdzl, 

et l'on calcule, par exemple, s , y, T et A en fonction de x. 
Pour déterminer la tension, rappelons que nous avons trouvé 

dans le cas général 

(a) dT = — (Xrfa? + Ydy-^-Zdz). 

Ici cette formule devient 

d T = _ [ ( X + x g ) r f a ; + ( Y + x | ^ 7 + ( z + x 2 ) ^ ] ; 

le fil é tant ent ièrement situé sur la surface, le coefficient de A est 
nul : il reste alors la même formule (2 ) que dans le cas d 'un fil 
l ibre; s'il y a une fonction des forces V(x,y, z), on a 

rfT= — dV, T = — ( U -4- h). 

Par exemple, si l'on place un fil homogène pesant sur une surface, en 
prenant un axe vertical dirigé vers le haut, la force F est parallèle à 
cet axe, dirigée en sens contraire et égale en valeur absolue au poids p de 
l'unité de longueur du fil; on a alors 
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C o n s i d é r o n s le p l a n fixe z = h : la f o r m u l e c i - d e s s u s m o n t r e que la ten

s ion en u n p o i n t M es t é g a l e au p o i d s d ' u n e p o r t i o n du fil é g a l e à la d i s 

t a n c e M Q d u p o i n t M à ce p l a n . S i d o n c on s u p p r i m e la part ie MB du (il 

e t qu'on en la isse p e n d r e u n e p o r t i o n é g a l e à M Q , en p laçant u n e pe t i t e 

p o u l i e en M, l 'équi l ibre ne sera pas r o m p u . 

144 . Exemples.— i ° Lignes géodésiques. — Le cas le p l u s s imple est 
ce lu i d'un fil t e n d u sur u n e surface sans ê t r e so l l i c i t é par des forces autres 
que la réac t ion n o r m a l e N ; l ' équat ion p r é c é d e n t e se r é d u i t a lors à dT = o , 
e t la t e n s i o n d u fil e s t c o n s t a n t e . Le fil va se d i s p o s e r s u i v a n t u n e l igne 
g é o d é s i q u e d e la s u r f a c e ; l e plan o s c u l a t e u r en u n p o i n t , d e v a n t , en effet, 
c o n t e n i r la force I N , sera n o r m a l à la sur face , ce qui caractér i se les l i gnes 
g é o d é s i q u e s . 

A p p l i q u o n s ceci à la s p h è r e : l e s r é a c t i o n s p a s s a n t par le c e n t r e , le fil 

e s t so l l i c i t é par d e s forces cen tra l e s : sa figure d 'équi l ibre sera d o n c dans 

un plan p a s s a n t par le c e n t r e ; c e sera par s u i t e u n arc de grand c e r c l e . 

O n sai t q u e la l i g n e la p l u s c o u r t e j o i g n a n t d e u x p o i n t s sur une surface 

est l 'une des l i g n e s g é o d é s i q u e s p a s s a n t par c e s d e u x p o i n t s ; mais il es t 

i n e x a c t d e d ire q u e c h a c u n e de c e s l i g n e s e s t m i n i m a par rappor t aux 

l i gnes in f in iment v o i s i n e s . P a r e x e m p l e , l 'arc d e grand cerc le p lus grand 

q u e 180" , qui j o i n t d e u x p o i n t s sur u n e s p h è r e , e s t une l i g n e g é o d é s i q u e ; 

e t c e p e n d a n t il e s t p o s s i b l e d e t rouver e n t r e l e s d e u x po in t s un chemin 

infiniment voisin et plus court. S u r u n cy l indre f ermé , au contra ire , 

l es l i g n e s g é o d é s i q u e s qui s o n t d e s h é l i c e s sont t o u t e s m i n i m a . Il y a une 

infinité d e ces l i g n e s j o i g n a n t d e u x p o i n t s d u c y l i n d r e : o n les o b t i e n t en 

t e n d a n t u n fil sur la surface en tre les d e u x p o i n t s , après l 'avoir enrou lé 

u n e fo i s , d e u x fo i s , n fo is a u t o u r du c y l i n d r e . 

•A" Chaînette sphérique. — La figure d 'équ i l ibre d'un fil h o m o g è n e 

p e s a n t sur la s p h è r e a é t é é t u d i é par B o b i l l i e r ( G e r g o n n e , i 8 2 9 ) , par 

M i n d i n g (Crelle, t. 1 2 ) , pu i s (Ibid., t . 3 3 ) par G u d e r m a n n qui donna 

les e x p r e s s i o n s des i n t é g r a l e s à l 'aide d e s f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s ; la so lut ion 

fut c o m p l é t é e par C l e b s c h (Crelle, t. 57 , § 6 ) , par B i e r m a n n (Disserta

tion inaugurale, B e r l i n , i 8 6 5 ) e t par S c h l e g e l (Programm des König

lichen Wilhelms Gymnasium, B e r l i n , 1 8 8 4 ) . 

E n p r e n a n t l e c e n t r e d e la s p h è r e p o u r o r i g i n e , p o u r a x e des z la v e r 

t ica le v e r s l e h a u t e t a p p e l a n t p l e p o i d s d e l 'unité d e l o n g u e u r d u fil, on 

[M 
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a d'abord p o u r la t e n s i o n T la v a l e u r p(z— h) ( n ° 1 4 3 ) . C o m m e la r é 

sul tante d e s forces ( p o i d s et r é a c t i o n n o r m a l e ) qui a g i s s e n t sur ds e s t 

c o n s t a m m e n t dans u n m ê m e plan a v e c Oz, l e m o m e n t d e la t ens ion , par 

rapport à ce t a x e , e s t c o n s t a n t . On a d o n c , en p r e n a n t des c o o r d o n n é e s 

polaires r e t 6 d a n s le p lan xOy, 

T r ! o?8 = C ds, 

C é tant une c o n s t a n t e arbi tra ire . R e m p l a ç o n s , dans ce t te é q u a t i o n , T par 

sa va leur e t C par Ap; n o u s a v o n s 

(z — h)r* efô = A ds, 

qui e s t l ' équat ion di f férent ie l le d e la figure d'équi l ibre . P o u r in tégrer c e t t e 

équat ion , é l e v o n s l e s d e u x m e m b r e s au carré e t r e m a r q u o n s que 

rit dz* 

ds* = dr* -h r* db* -h dz* = h r* dft*. 
r* 

à cause de la r e l a t i o n 
r = Y / A * — z*, 

où a d é s i g n e l e r a y o n de la s p h è r e . N o u s a v o n s , e n réso lvant par rappor t 

à dd, 
A a dz 

dd (a*—z*) <J{h — z)* (a* — z3) — A* 

ce qui d o n n e 6 e n z par u n e q u a d r a t u r e . La var iab le z ne peut prendre 
que des va leurs r e n d a n t pos i t i f l e p o l y n ô m e 

<?(z) = (h—z)*(a'—z*) — A'; 

donc , en appe lant zo le z d'un p o i n t d u fil, par e x e m p l e d'un des p o i n t s 
d 'at tache , o n a e (z0) > o ; d'ai l leurs tp (a) e t tp (— a) s o n t < o ; le p o l y 
n ô m e f(z) a d o n c une rac ine a en tre s 0 et et, u n e autre jî entre 2 « e t — a : 

la var iable z n e pourra var ier qu'entre les l imi t e s a e t (3. La c o u r b e sur la 
sphère sera c o m p r i s e en tre d e u x paral lè les a e t ¡3 qu'el le t o u c h e r a s u c c e s 
s ivement . O n p e u t e x p r i m e r les c o o r d o n n é e s x, y, z d'un p o i n t de la 
courbe en f o n c t i o n s un i formes d u p a r a m è t r e u défini par l 'équat ion 

. a dz 
du : ^(h — zyiaï — z*) — A* 

( V o y e z Bulletin de la Société mathématique, i 885 . ) 

145. Équations intrinsèques de l'équilibre d'un fil sur une surface. 
— S o i e n t A A ' la c o u r b e d 'équi l ibre , A i la t a n g e n t e en A dans le s ens d e s 
arcs pos i t i f s , A n la n o r m a l e à la surface en A c o m p t é e p o s i t i v e m e n t d a n s 
le sens qui v a du p o i n t A au c e n t r e de c o u r b u r e O de la sec t ion n o r m a l e 
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m e n é e par A t, et II l e rayon de c o u r b u r e A O de c e t t e s e c t i o n . Si G es t le 

c e n t r e de c o u r b u r e du fil au m ê m e p o i n t A e t AG = p le r a y o n d e c o u r 

b u r e du fil, o n a, d'après l e t h é o r è m e de M e u s n i e r , p = R c o s 8, 8 dés ignant 

l 'angle C A O . A p p e l o n s enfin Ap la p r o j e c t i o n de la d irec t ion A C sur le 

Fig . 9 5 . 

plan t a n g e n t à la surface e n A . L'é lément ds d u fil es t so l l i c i té par la force 

d o n n é e F ds e t par la r é a c t i o n n o r m a l e N ds c o m p t é e p o s i t i v e m e n t dans le 

sens A O . La résu l tante ( N ) - t - ( F ) des d e u x forces N e t F e s t , d'après les 

é q u a t i o n s in t r insèques de l 'équi l ibre d'un fil l ibre , é g a l e à la résul tante 

rfT T 
des forces — e t — — dir igées r e s p e c t i v e m e n t su ivant At e t AG. D o n c 

la s o m m e d e s p r o j e c t i o n s d e F e t N sur u n axe é g a l e la s o m m e d e s p r o -

• · , dT T , „ . 
j e c t i o n s d e — e t — — sur le m ê m e a x e . P r o j e t o n s s u c c e s s i v e m e n t 

sur At, Ap, An, e n a p p e l a n t F ( , F p , F „ les pro jec t ions d e F sur ce s trois 
a x e s . N o u s a v o n s 

dT T T 
~ - d J = F ' > - - s i n 8 = Fp, - i - c o s 0 = F „ + N . 

La dern ière de c e s é q u a t i o n s d o n n e la r é a c t i o n N : 

N = ~ R - F ' " 

L e s d e u x p r e m i è r e s s o n t l es é q u a t i o n s i n t r i n s è q u e s de l ' équi l ibre du fi 

s u r la s u r f a c e ; d a n s ce s équat ions , est l e rayon de courbure géodé-\ 

sique du fil. 

P a r e x e m p l e , p o u r la c h a î n e t t e s p h é r i q u e ( n " 1 4 4 ) , F „ d é s i g n e la p r o 

j e c t i o n du po ids p sur l e r a y o n d e la s p h è r e : F „ e s t d o n c éga l à p^; 

c o m m e R es t égal au r a y o n a d e la s p h è r e e t T à p(z — h), la réact ion 

n o r m a l e pour la c h a î n e t t e s p h é r i q u e e s t — ^ ( 2 s — à). Si l 'on suppose 
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III. — ÉTUDE D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE, 

146. Prob lème de Géométrie. —. La recherche dé la figure 
d 'équi l ibre d 'un fil dans Je cas où il existe une fonction des forces 
peut être ra t tachée d 'une façon inléressante à la recherche du 
maximum ou du minimum d'une certaine intégrale définie, 
qui s'offre aussi dans la détermination des courbes brachis to-
chrones, dans la démonstrat ion du principe de la moindre action 

et dans Je problème général de la réfraction. 

Soit <ç(x,y, z) une fonction cont inue des coordonnées car té
siennes d 'un point , définie dans une région de l 'espace dans la
quelle seront situées toutes les courbes dont nous nous occuperons. 
Nous résoudions d'abord le problème de Géomélrie suivant : 

Parmi toutes les courbes joignant deux points fixes A et B 
(fig- 9 6 ) , trouver celles qui rendent l'intégrale 

' f(*,y,x)ds 
|A) 

maximum ou minimum. Dans celte intégrale, ds désigne un 

A. - I. i 4 

le fil p lacé en tre d e u x surfaces s p h é r i q u e s inf in iment v o i s i n e s , il pressera 

sur la sphère i n t é r i e u r e a u x p o i n t s o ù c e t t e v a l e u r de N est pos i t ive e t sur 

la sphère e x t é r i e u r e a u x p o i n t s où e l le e s t n é g a t i v e : l es p o i n t s où N = o 

d o n n e n t en projec t ion h o r i z o n t a l e des p o i n t s d' inf lexion. 

R e v e n o n s au cas g é n é r a l . S u p p o s o n s Je fil en équi l ibre e t dé formons la 

surface d e façon q u e l e s l o n g u e u r s des l i g n e s tracées sur e l l e ne changent 

pas. La c o u r b u r e g é o d é s i q u e d e ce s l ignes res te a lors invariable. E n 

m ê m e t e m p s , m a i n t e n o n s à la t e n s i o n d u fil l es m ê m e s v a l e u r s e t m o d i 

fions F d e façon q u e F / e t Fp n e c h a n g e n t pas : l e s d e u x é q u a t i o n s i n 

tr insèques d 'équi l ibre c o n t i n u e r o n t à ê tre sat i s fa i tes et l e fil restera en 

équilibre. La r é a c t i o n n o r m a l e IN sera seu le c h a n g é e . 

D'après ce la , o n p e u t r a m e n e r la r e c h e r c h e de la figure d'équi l ibre 

d'un fil sur u n e surface d é v e l o p p a b l e au cas où la surface e s t un plan. 

Par e x e m p l e , la figure d'équi l ibre d'une c h a î n e t t e h o m o g è n e p e s a n t e sur 

un cy l indre v e r t i c a l est u n e c o u r b e qui , par le d é v e l o p p e m e n t du cy l indre 

sur u n plan v e r t i c a l , d o n n e u n e c h a î n e t t e . La figure d'équi l ibre d'une 

c h a î n e t t e h o m o g è n e p e s a n t e sur un c ô n e d e révo lut ion d'axe vert ical e s t 

une c o u r b e qui , par le d é v e l o p p e m e n t d u c ô n e , se t rans forme en la figure 

d'équi l ibre d'un fil d o n t c h a q u e é l é m e n t e s t attiré ou repoussé par un 

po int f ixe ( s o m m e t d u c ô n e ) a v e c u n e i n t e n s i t é c o n s t a n t e , c o u r b e dont 

n o u s a v o n s o b t e n u l 'équat ion dif férent ie l le ( n ° 141 ) . 
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Fig. 96. 

minimum; par exemple, si la fonction cp (x, y, z) est positive 
pour toutes les valeurs de x,y, z , l 'intégrale I est positive et ne 
peut pas devenir nulle : il y a donc évidemment un minimum. En 
particulier, si f(x, y, t i l ' intégrale I a pour valeur la l on 

gueur de la courbe jo ignant les points A et B ; la courbe G qui 
réalise le min imum est alors la droite A B . 

Soit , d 'une manière générale, G la courbe qu i réalise le maxi
m u m ou le minimum de l'intégrale : expr imons les coordonnées 
x,y, z d 'un point M de cette courbe en fonction d 'un paramètre q 
qui variera de a à b quand le point M décrira l 'arc AMB ; désignons 
par a/, y*, z' les dérivées de x, y, z par rapport à q et posons 

R = y/a- 's- i -yi i - t - ¿ 1 ; 

nous avons 
ds = R dq, 

et l ' intégrale I le long de G a pour valeur 

I = f <?<>. y, z)Kdq. 

Pour exprimer que I est un minimum, il faut expr imer que la 
valeur 1, de la même intégrale, prise le long d 'une courbe quel
conque G , infiniment voisine de G e t allant de A en B, est supé
rieure à 1. 

Soient vi, Ç trois fonctions arbitraires de q, s 'annulant aux 
limites a et b et ayant pour dérivées r / , £'> posons 

( M i ) a?, = a?-t-eS, yi = y - h "1, xt = z-heZ, 

e désignant une constante infiniment peti te . Lorsque q varie de a 

élément de longueur de la courbe, et l ' intégrale est supposée 
étendue à toute la courbe de A en B . On conçoit facilement que , 
pour certaines courbes G , l 'expression I soit un maximum ou un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE VII. — SYSTEMES DEFORMABLES. 3 1 t 

à b, le point M, de coordonnées œt, y,, z, décri t une courbe Ci 
infiniment voisine de G et allant de A en B . On a le long de C ( 

I 4 = / <f(xuyu * i ) < / x ' ? z ' ? dq. 
" a 

Pour évaluer la différence I, — I, c'est-à-dire la variation 81 que 

subit l 'intégrale quand on passe de la courbe G à la courbe C i , 

développons I t suivant les puissances croissantes de e, en nous 

arrêtant aux termes du second ordre en e. On a 

yu *i ) = <pO -+- 4 . y -t- «i, z -+- O 

/ , ,dR ,dR r,dR\ 

où l'on écrit cp au lieu de y, z). Multiplions membre à 
membre, nous avons 

<p(a?i» yu - s i ) / ^ - t - r ' i 2 - » - - 3 ? — y R 

Multiplions les deux membres par c?^ et intégrons de a à b, en 
remarquant que 

_ dR _x' _ dx dR _ dy dR _ dz 
Rdq-ds, _ _ _ _ _ _ ^ 7 - - ^ ' ^ " " ¿ 7 ' 

nous avons 

( 0 

- » ( r £ - M - £ - - r £ H • 6 * K . 

Faisons disparaître Y|', par l ' intégration par parties : nous 

avons 

et deux formules analogues pour les termes en y\ et Ç'. Donc 
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enfin 

en posant 

' - J C ' « [ £ * - ( - S ) ] 

La partie intégrée est nulJe, car Ç, ri, Ç sont nuls aux limites a 
et b. Pour que l ' intégrale I le long de la courbe C soit un maxi
mum ou un min imum, il faut que le signe de L — I reste constant 
pour toutes les valeurs infiniment petites positives ou négatives 
de s : il faut donc que le coefficient J |de s soit nul, car au l remenl , 
pour des valeurs suffisamment petites d e ' e , la différence I ( — I 
aurait le signe de «J. P o u r qu'il y ait maximum ou minimum, il 
faut donc que l ' intégrale appelée J soit nulle, et cela quelles que 
soient les fonctions £, T J , Ç qui ont été choisies arbi t ra i rement . O r 
cette condition exige que , dans l ' intégrale J , les coefficients de 
Ç, 7 ) , Ç soient identiquement nuls; car, s'ils ne l 'étaient pas, en 
choisissant pour Ç, r,, Ç des fonctions ayant pour chaque valeur de 
q les mêmes signes que leurs coefficients respectifs, on rendrai t 
positifs tous les éléments de l ' intégrale J qui serait évidemment 
différente de zéro. La courbe cherchée C qui réalise le-maximum 
ou le minimum doit donc vérifier les équations 

d ( < p S ) - S * = ° ' 

d(*ar) - 5 * = °· 

qui se réduisent à deux, comme on le vérifie immédiatement en 

les ajoutant après les avoir multipliées respectivement par ~ > 

^ ) et en ayant égard aux relations bien connues 

/ dx\* (dy\* /dz\* dx ,dx dy ,dy dz ,dz 

( d i ) + \ d ï ) + ( d i ) = « · irsd-ds + J s d 1 r s + d i d d - s = 0 > 
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on obtient ainsi l ' identi té évidente 

d i - ( t i * * T Í * * ) =°-
Les équations ( 3 ) , dans lesquelles on remplace ds par 

\/dx2 + dy2-{-dz2, donnent deux équations différentielles du 

second ordre dont les intégrales définissent y et a en fonction 

de x et de quatre constantes arbi traires : 

c ( y = ty(*, C ) , et, d, c 4 ) , 

j z = x ( a r , c,, ct, c3, c 4 ) . 

On détermine les constantes en écrivant que la courbe passe 
par les deux points donnés A. et B, ce qui donne quatre équat ions 
entre les quatre constantes . O n a ainsi les courbes cherchées j o i 
gnant les deux points . Elles ne donnent pas toutes u n maximum 
ou un minimum pour l ' intégrale, mais c'est parmi les courbes 
ainsi trouvées que sont celles qui réalisent le maximum ou le m i n i 
mum. Gomme les équations générales des courbes G renferment 
quatre constantes, une de ces courbes est déterminée par quat re 
conditions, par exemple, sauf des cas exceptionnels, par les con 
ditions de passer par u n point donné et d 'admettre en ce point 
une tangente donnée . On vérifie sans peine que , si tp est constant , 
les courbes G obtenues par l ' intégration des équations ( 3 ) sont 

. des droites 
/ = C , I + C i , z = c3x-+- c 4 , 

comme nous l 'avons vu a priori. 
On voit, d'après les équations ( 3 ) , que les courbes cherchées G 

sont les figures d'équilibre d'un fil sollicité par une force F 
dérivant de la fonction des forces —» ep (a?, y, z), la tension du 

fil étant assujettie à avoir la valeur <f(x, y, z). Réc ip roque
ment, soit un fil en équilibre, les équations d 'équil ibre é tant 

d ( l ! d ^ j - i r ^ d s = o, avec T = — ( U - \ - h ) ; si , sur le fil, 

on prend deux points fixes A et B, la figure d'équilibre rend , en 

général, maximum ou min imum l'intégrale 

tp d s , o ù tp = — ( U - ( - A ) ; 
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Fig. 97. 

m i t é s l e s p o i n t s A ] , B i inf in iment v o i s i n s d e A e t B (Jig. 97 ) . O n pourra , 

c o m m e p l u s h a u t , p a s s e r d e la c o u r b e C à C, en p o s a n t 

[xt = x y\ = y + - S i = ^ + sÇ, 

a v e c c e t t e dif férence que ejj, er,, sÇ ne s'annulent plus a u x l imi t e s a e t b, 

m a i s p r e n n e n t p o u r q = a des va l eurs (s | j ) i , ( e ? ) i éga l e s aux p r o 

j e c t i o n s d u s e g m e n t A A i sur les a x e s , e t p o u r q = b des v a l e u r s ( e £ ) j , 

( S T ) ) J , ( E £ ) 2 é g a l e s a u x p r o j e c t i o n s du s e g m e n t B B t . La différence Ii — I 

d e s v a l e u r s d e l ' in tégra le J"9 ds l e l o n g des d e u x courbes C, e t C est e n c o r e 

d o n n é e par la f o r m u l e ( 2 ) dans laque l l e la par t i e i n t é g r é e f o r m a n t l e 

p r e m i e r t e r m e n'est plus nulle, t and i s que l ' in tégra le J qui figure dans 

le s e c o n d t e r m e es t nulle, la courbe G vérif iant par h y p o t h è s e les é q u a 

t i o n s ( 3 ) , de sor te q u e t o u s l e s é l é m e n t s d e J sont n u l s . On a d o n c , en 

n é g l i g e a n t l e s in f in iment p e t i t s du s e c o n d ordre £ 2 K dans la formule ( 2 ) , 

1 , - 1 = 81 = 6 
l^dx dy -dz\ 
{ ^ + 1 ' - £ + z d i ) f 

L e s v a l e u r s d e E £ , E Y ) , E Ç a u x d e u x l i m i t e s a e t b v i e n n e n t d'être ind i 

q u é e s ; a p p e l o n s <p(A) e t <p(B) l e s va l eurs de la fonct ion <p a u x d e u x 

« . r> n dx dy dz , . . . 
po i n t s A e t a; r e m a r q u o n s enfin q u e , , é t a n t l e s cos inus d i r e c 

t eurs a, P, Y d e la t a n g e n t e M T à la c o u r b e G m e n é e dans le s e n s des arcs 

c r o i s s a n t s , c ' e s t - à - d i r e de A vers B , les va leurs d e ce s q u a n t i t é s a u x d e u x 

l i m i t e s s o n t l e s c o s i n u s d i rec teurs a i , Pi , Yi et a 2 , p 2 , y 2 d e s d e u x t a n 

g e n t e s A T i e t B T 2 a u x d e u x e x t r é m i t é s . O n a d o n c , p o u r S i , l ' express ion 

8 1 = [ ( * £ ) , « , + ( « i h P î + K k Y . W B ) 

— [(el;) 1 « i -+- ( E T ) ) , pi -H ( E Ç ) i Yi ] <P( A ) , 

dans tous les cas, elle annule la variation de cette intégrale. ( M Ö 
B I U S , Statique, 2 e Par t i e , Chap. VII . ) 

147. Formule de Tait et Thomson. — Le calcul q u e n o u s v e n o n s de 

fa ire , é t a n t i n t e r p r é t é d'une façon u n peu différente, c o n d u i t à un i m p o r 

t a n t t h é o r è m e d û à Tait, e t Thomson. S o i e n t C un arc d'une des 

c o u r b e s vérif iant l e s é q u a t i o n s ( 3 ) a y a n t pour e x t r é m i t é s l e s p o i n t s A e t B , 

e t Ci u n e a u t r e c o u r b e in f in iment v o i s i n e de la p r e m i è r e ayant p o u r e x t r é -
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dont l ' in terprétat ion g é o m é t r i q u e est s i m p l e . La quant i t é 

( e£ ) , a j -f- ( 67) ) , p 2 -+- ( eÇ ) 2 -y 2 

représente la p r o j e c t i o n du s e g m e n t B B i sur la t a n g e n t e B T 2 ; e l le e s t 

donc éga le à B B i c o s T t B B t ; la d e u x i è m e des quant i t é s qui figure dans 81 

est de m ê m e A A t c o s l \ A A " i ; d o n c enfin 

81 = BË7 9(B) cos TTBB, — ÂÂ7 <?( A ) c o s f ^ A A , , 

o u , sous u n e f o r m e p l u s s y m é t r i q u e , 

( 4 ) 8 1 = — A A i ç ( A ) c o s BAA",— B B i ç ( B ) c o s A B B l , 

car l 'angle A B B i e s t s u p p l é m e n t a i r e de T 2 B B 4 e t B A A , égal à T i A A j . 

Cet te f o r m u l e est e n t i è r e m e n t a n a l o g u e à la formule é l é m e n t a i r e b i e n 
c o n n u e qui d o n n e la var ia t ion de l o n g u e u r d'un s e g m e n t d e dro i te e t q u e 
l'on o b t i e n d r a i t en s u p p o s a n t <p = i (voir l e Traité de Calcul différen

tiel de M. Ber trand , p . 2 2 ) . 

Les c o n s é q u e n c e s d e la formule ( 4 ) sont i d e n t i q u e s à ce l l e s que l'on 
t i r e de la formule a n a l o g u e re la t ive a u x d r o i t e s , pour la t h é o r i e des d é v e 
l o p p é e s e t ce l l e s d e s c o u r b e s e t surfaces para l l è l e s . N o u s i n d i q u e r o n s l e s 
s u i v a n t e s , qui d o n n e n t des ré su l ta t s in t ére s sant s dans la théorie des 

courbes brachistochrones, le principe de la moindre action et le pro
blème de la réfraction. N o u s s u p p o s o n s dans ce qui sui t que f n e s 'an
n u l e pas dans la p o r t i o n de l 'espace cons idérée . 

Applications. — É t a n t d o n n é e s d e u x surfaces S e t 2 , quelle courbe 

faut-il tracer de l'une des surfaces à l'autre pour que l ' intégrale I 
prise l e l o n g de c e t t e c o u r b e so i t minimum ou maximum? S o i e n t A e t B 
(fig. 98) l e s d e u x p o i n t s inconnus où la c o u r b e c h e r c h é e r e n c o n t r e les 
d e u x s u r f a c e s . Cet te c o u r b e sera, en part icu l ier , parmi t o u t e s ce l les qui 

j o i g n e n t les d e u x p o i n t s A e t B , ce l le qui rend I m a x i m u m ou m i n i m u m : 
c'est d o n c u n e c o u r b e C définie par les équat ions (3). P o u r d é t e r m i n e r les 
p o i n t s A e t B , r e m a r q u o n s q u e , q u a n d on passe d e la c o u r b e A C B , qui 
rend I m a x i m u m ou m i n i m u m entre l e s d e u x surfaces , à u n e c o u r b e q u e l 
c o n q u e in f in iment v o i s i n e , e t e n part icu l ier à u n e autre courbe C in f in i 
m e n t v o i s i n e , 81 do i t ê tre nul. Ca lcu lons c e t t e var ia t ion quand o n passe 
de la c o u r b e A C B à u n e autre c o u r b e C inf in iment v o i s i n e A E B , , par tant 
du m ê m e p o i n t A , p o u r about i r à un autre point Bi de 2 . O n a alors , 
d'après la f o r m u l e c i - d e s s u s , 

81 = — B B 7 t p r B ) c o s X B B Î . 

C o m m e 81 es t nu l , le cos inus d o i t l ' ê t re ; l 'angle A B B i est d o n c droi t 
pour t o u t e s l e s p o s i t i o n s de B t sur 2 , et la c o u r b e C c h e r c h é e c o u p e 2 
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normalement; e l le c o u p e r a de m ê m e S normalement. En p a r t i c u l i e r , si 

cp = i , o n re trouve c e t h é o r è m e é l é m e n t a i r e que la p lus c o u r t e d i s t a n c e 

d e S à S s 'obt ient en m e n a n t une normale c o m m u n e a u x d e u x s u r f a c e s . 

On v o i t q u e la courbe c h e r c h é e C e s t la figure d'équi l ibre d'un fil d o n t 

les e x t r é m i t é s g l i s sent sans f r o t t e m e n t sur les d e u x sur faces , la t e n s i o n 

é t a n t <p e t la f o n c t i o n d e s forces — <p. Il e s t é v i d e n t que le m ê m e t h é o r è m e 

subs i s te si l 'une des surfaces e s t r e m p l a c é e par une c o u r b e fixe d o n n é e ou 

par u n p o i n t . 

THÉORÈME DE T A I T E T THOMSON. — Si l'on considère les courbes G 
définies par les équations (3) normales à une surface donnée S et si, 

sur chacune de ces courbes, on prend, à partir du point A où elle 

rencontre la surface S , un arc A B tel que l'intégrale 

J
M B ) 

<fds, 
(A) 

prise sur cette courbe, ait une valeur constante, la même pour toutes 

les courbes, le lieu des points B est une surface 2 , normale à toutes 

les courbes. 

En effet {fig. 9 8 ) , si l 'on passe de la c o u r b e C à la c o u r b e inf in iment 

Fig. 98. 

vo i s ine C i , la var ia t ion SI d e l ' intégrale d o n n é e par la f o r m u l e ( 4 ) e s t 

nul l e par h y p o t h è s e ; c o m m e c o s B A A ^ e s t nu l , la c o u r b e C é t a n t n o r m a l e 

à S, c o s A B B i e s t nul auss i , e t la c o u r b e C es t n o r m a l e à 2 . 

Ce t h é o r è m e , qui c o m p r e n d c o m m e cas par t i cu l i er (f = 1) l a t h é o r i e 
des surfaces paral lè les , s 'appl ique é v i d e m m e m t au c a s l i m i t e o ù la surface S 
se rédu i t à u n e s p h è r e de rayon in f in iment pet i t , c ' e s t - à - d i r e o ù les 
c o u r b e s C p a s s e n t par un p o i n t f ixe. 

148. E x e m p l e s . — i° P r e n o n s pour cp (x, y, z) l ' expres s ion pz e t n e 
c o n s i d é r o n s que des c o u r b e s tracées dans la part ie de l ' espace s i t u é e a u -
d e s s u s du plan d e s xy. Les c o u r b e s C s o n t les figures d ' équ i l ibre d'un fil 
d o n t c h a q u e é l é m e n t dr e s t so l l i c i té par u n e force ver t i ca l e d o n t la pro
j e c t i o n sur Oz e s t — p ds, ta t e n s i o n T é t a n t p z. C e s o n t d o n c d e s c h a î 
n e t t e s s i t u é e s dans des p lans ver t i caux e t a y a n t l e u r s bases d a n s l e p l a n 
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F'g- 99-

0 c 

d e s s u s de Ox e t u n e c o u r b e A MB j o i g n a n t ces d e u x p o i n t s . L'aire e n g e n 

d r é e par la r é v o l u t i o n d e c e t t e c o u r b e a u t o u r d e 0 » es t 

J/ . ( B | 

' z ds. 
(A) 

L a courbe AMB, qui e n g e n d r e l'aire minimum, e s t d o n c la c h a î n e t t e qui 
j o i n t les d e u x points A , B e t qui a p o u r base Ox. En c h e r c h a n t à d é t e r 
m i n e r la c h a î n e t t e r e m p l i s s a n t ces cond i t i ons , o n t r o u v e qu'el le n 'ex is te 
pas toujours : par e x e m p l e , si les d e u x po in t s A e t B o n t m ê m e o r d o n n é e , 
e l l e n'existe que si le d e m i - a n g l e au s o m m e t C d u tr iang le i sosce le A C B , 
a y a n t sa base e n A B et son s o m m e t en C sur l 'axe , e s t m o i n d r e que 33°32', 

car c'est là l 'ang le que (fig. 9 9 ) fait a v e c l 'axe de s y m é t r i e CD d'une 
« h a î n e t t e la t a n g e n t e CT à la c o u r b e i s sue du pied de l 'axe de s y m é t r i e 
sur la base . Nous ne d o n n e r o n s pas ici l es c o n d i t i o n s pour que la c h a î n e t t e 
e x i s t e quand les d e u x po in t s A e t B s o n t q u e l c o n q u e s : ces c o n d i t i o n s o n t 
é té d é t e r m i n é e s pour la première fois par G o l d s c h m i d t (Determinatio 

superficiel minimœ, e t c . ; G ô t t i n g e n , I 8 3 I ) . 

Lorsque la c h a î n e t t e n 'ex is te pas , la c o u r b e A M B qui , en t o u r n a n t 
a u t o u r de Ox, e n g e n d r e l'aire m i n i m u m , e s t c o m p o s é e des d e u x o r d o n 
nées A A', B B ' des p o i n t s d o n n é s e t de la por t ion d'axe Ox c o m p r i s e e n t r e 
A ' e t B'. E n effet, l e s é q u a t i o n s différentiel les de la c o u r b e s o n t 

rf(^S)=0' d ( p z d i ) - p d s = 0> 

é q u a t i o n s qui se r é d u i s e n t à u n e . La p r e m i è r e d o n n e Pz^j- = k. Si k e s t 

différent d e z é r o , o n a u n e c h a î n e t t e : c e t t e so lu t ion e s t d o n c à reje ter si 

la c h a î n e t t e n 'ex i s te p a s . Il faut a lors s u p p o s e r k nul, e t l 'on t r o u v e 

dx 
^ ¿ 7 = °' 

h o r i z o n t a l x O y ; n o u s a v o n s vu en effet que , -So é tant l ' ordonnée de la base 
d'une chaînet te en é q u i l i b r e , la t e n s i o n T e s t p ( z — Z o ) ; ZQ d o i t d o n c ê tre 
nu l . 

Ce résultat s ' interprète g é o m é t r i q u e m e n t d'une façon i n t é r e s s a n t e . 
S o i e n t , dans un plan vert ical zOx, les d e u x po in t s fixes A e t B s i tués au-
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é q u a t i o n qui m o n t r e q u e z e s t nul o u que x e s t c o n s t a n t . La p o r t i o n d e 

c o u r b e n o n c o n f o n d u e a v e c Ox es t d o n c f o r m é e d e dro i t e s p e r p e n d i c u 

la ires à Ox. 

2° S o i t tp é g a l à i , l es p o i n t s e t les « o u r b e s c o n s i d é r é s é t a n t e n c o r e 

s i t u é s a u - d e s s u s d u plan xOy. Les c o u r b e s C s o n t tou jours p l a c é e s d a n s 
d e s p lans v e r t i c a u x , e t , dans un d e ces p lans zOx, e l l es o n t p o u r é q u a t i o n s 
d i f férent ie l les 

en r e m p l a ç a n t ds par sa va leur t/dx'-i- dz% e t s éparant les v a r i a b l e s . 

L ' in tégrat ion e s t i m m é d i a t e , e t l 'on t r o u v e , en a p p e l a n t a u n e n o u v e l l e 

c o n s t a n t e , 

é q u a t i o n d'un cerc le ayant son c e n t r e sur Oa;. D o n c , dans l ' e s p a c e , l e s 

c o u r b e s G s o n t des cerc les orthogonaux au plan des xy. P a r d e u x 

p o i n t s A e t B passe é v i d e m m e n t un de ces c e r c l e s e t un seu l . 

La G é o m é t r i e qu'on o b t i e n t e n fa isant j o u e r à ce s cerc les C l e m ê m e 

rô le qu 'aux dro i t e s dans la G é o m é t r i e ord ina ire , e n c o n s e r v a n t la n o t i o n 

é l é m e n t a i r e d 'angle e t en a p p e l a n t longueur d'un arc de courbe la v a l e u r 

d e l ' intégrale / — é t e n d u e à c e t arc , e s t la G é o m é t r i e n o n e u c l i d i e n n e d e 

L o v a t c h e v s k i . 

149 . M ê m e p r o b l è m e s u r u n e s u r f a c e . — La r e c h e r c h e de la f igure 
d'équi l ibre d'un fil sur u n e surface , dans le cas o ù il e x i s t e une f o n c t i o n 
des f o r c e s , se r a t t a c h e de m ê m e à la r e c h e r c h e du m a x i m u m o u d u 
m i n i m u m d'une in tégra l e déf inie . 

Cherchons quelle est, parmi toutes les courbes tracées sur une sur
face fixe S et joignant deux points fixes A et B de cette surface, celle 
qui rend minimum ou maximum l'intégrale 

équat ions qui s e r é d u i s e n t à u n e . La p r e m i è r e d o n n e 

(x — a ) * - t - z*— c s = o , 

S o i e n t C la c o u r b e c h e r c h é e , Ci u n e c o u r b e in f in iment v o i s i n e tracée 

sur la surface en tre l e s d o u x m ê m e s po int s A e t B . E n a p p e l a n t x, y, s 

l es c o o r d o n n é e s d'un p o i n t M de la c o u r b e C, les c o o r d o n n é e s du p o i n t Mi 
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de Ci inf in iment vo i s in d e M s e r o n t 

2 1 9 

xl = x-+-§x, yi=y-r-ty, Zt = Z-h&Z, 
en modif iant u n p e u l e s n o t a t i o n s du n° 146 et d é s i g n a n t , pour abréger , 

par Sa?, Sy, Sz l e s q u a n t i t é s a p p e l é e s p r é c é d e m m e n t ET), e£. 

D'après le ca lcul du n° 146, la v a r i a t i o n SI que sub i t l ' intégrale I , quand 

on passe de la c o u r b e C à la c o u r b e C i , a y a n t les m ê m e s e x t r é m i t é s , e s t , 

en nég l i geant l e s t e r m e s en e s , 

(«) 

Dans le cas ac tue l , c e t t e var iat ion 81 d o i t ê t re nu l l e quand on pas se d e 

la courbe C, non p lus à u n e c o u r b e v o i s i n e q u e l c o n q u e , m a i s à une c o u r b e 

inf iniment vo is ine située sur la surface. Les var ia t ions Sx, 8y, 8z n e s o n t 

plus arbitraires t o u t e s les t r o i s ; en d é s i g n a n t par 

/ ( a ? , y, z) = o 

l 'équation de la surface S , on aura la c o n d i t i o n 

( 2 ) &tx-t-£ir+%.ts = o, 
v ' àx dy J àz 

qui expr ime que la var ia t ion de f(x,y,z) e s t nu l l e quand on passe d e C 

à Ci , e t qui m o n t r e q u e l 'une d e s tro is var iat ions 82?, par e x e m p l e , e s t 

fonct ion d e s d e u x autres 8 / e t 8a, qui res tent arbi tra ires . D'après c e t t e 

condi t ion , on a, en d é s i g n a n t par X une fonc t ion q u e l c o n q u e , 

, (B ) 

' (A) 

Retranchons c e t t e in t égra l e nu l l e de ce l le qui d o n n e 81; n o u s aurons 

- / ; * [ ( s - i £ ) * - ' v - s ) ] 

où le t e r m e en 8a e s t a n a l o g u e a u x d e u x p r e m i e r s . Cet te variat ion 81 devra 

être nu l l e que l s q u e s o i e n t X, %jr e t S*. N o u s pourrons d i sposer d e X de 

façon à a n n u l e r le coeff ic ient de Sa? : la quant i t é sous le s i g n e d ' in tégrat ion 

ne cont i endra p lus que les t e r m e s en Sy e t Sz, e t , c o m m e Si d o i t ê t re 

nul quels que so ient 8 ^ et §z, l e s coeff ic ients d e ces d e u x var iat ions 

devront ê tre nuls auss i . D o n c , pour u n e dé terminat ion c o n v e n a b l e de X, 
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on aura les t ro i s é q u a t i o n s s u i v a n t e s , que n o u s é c r i v o n s , e n c h a n g e a n t les 
s i g n e s , 

c e s é q u a t i o n s , j o i n t e s à l ' équat ion de la surface , d é t e r m i n e n t l e s c o u r b e s G 

c h e r c h é e s . 
Or, c e sont précisément les équations d'équilibre d'un fil placé sur 

la surface S , la fonction des forces étant — tp et la tension <p. O n 
retrouve d o n c un résu l ta t i d e n t i q u e à ce lu i qui a é t é o b t e n u p o u r l e cas 
d e s c o u r b e s dans l ' e space . 

Exemple. — Si q> = i , l ' in tégra le I d o n n e la l o n g u e u r d e la c o u r b e AB ; 
si d o n c o n c h e r c h e les c o u r b e s de l o n g u e u r m i n i m u m tracées sur la s u r 
face de A e n B , o n t r o u v e les figures d 'équi l ibre d'un fil .qui e s t t e n d u 
sur la surface e t qui n'est so l l i c i té par aucune force d i r e c t e m e n t appl i 
q u é e ( n ° OA). 

150. Réfraction. — N o u s a l lons m o n t r e r r a p i d e m e n t c o m m e n t c e t t e 

m ê m e in tégra l e I <f(x, y,z)ds se r e n c o n t r e é g a l e m e n t dans l e p r o b l è m e 

généra l de la ré frac t ion . Ce fait a déjà é té r e m a r q u é , du m o i n s d a n s des 
cas s i m p l e s , par M a u p e r t u i s , Jean Bernoul l i , E u l e r ; Lap lace a m ê m e 
r a t t a c h é à ce p o i n t de v u e la t h é o r i e d e la d o u b l e ré fract ion (Mémoires de 

l'Institut, 1809). 
Q u a n d un rayon l u m i n e u x passe d u v i d e dans un mi l i eu h o m o g è n e 

l imi té par une surface q u e l c o n q u e S, il su i t l es d e u x l o i s s u i v a n t e s : 
i ° Le rayon i n c i d e n t A P , le rayon réfracté P A i e t la n o r m a l e P N à la 

surface S s o n t dans un m ê m e p lan . 

2° O n a (fig. 100) 

i é tan t l 'angle A P N , r l 'angle A , P N , e t n une c o n s t a n t e a p p e l é e indice 
de réfraction du milieu par rapport au vide ou indice absolu de 
réfraction. 

S o i e n t d e u x m i l i e u x h o m o g è n e s ( M ) e t ( M i ) séparés par u n e surface S, 
n e t n , les ind ice s de réfract ion a b s o l u s des d e u x m i l i e u x ; si u n rayon 
l u m i n e u x passe du p r e m i e r m i l i e u dans le s e c o n d , la p r e m i è r e lo i e s t la 
m ê m e e t l'on a 

sin 1 

s m t 

s i n r n 
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Ces lois é tant rappe lées , posons le p r o b l è m e su ivant : 

So i en t A e t A , d e u x p o i n t s fixes, de part e t d'autre de S, et P un po int 

Fig. 100. 

quelconque de c e t t e surface . Q u e l l e d o i t ê tre la pos i t ion du p o i n t P p o u r 

que la s o m m e 

<r = nAP -+- ZI, Ai P 

soit minimum? N o u s a l lons m o n t r e r que le m i n i m u m a l ieu quand les 

deux dro i te s A P e t P A i vér i f ient les lo i s de la ré fract ion de la l u m i è r e 

du mil ieu ( M ) dans le mi l i eu ( M , ) . En effet, si l 'on appe l l e a, b, c e t a l t 

b t , Cf l es c o o r d o n n é e s d e s p o i n t s A e t A i , e t x, y , z l es c o o r d o n n é e s d'un 

point P de la surface S, l es d i s t a n c e s A P e t A , P o n t p o u r va leurs r e s p e c 

tives 

\/(x — a)*-h(y — by-h(z — cy e t \/{x — at )
2-+- (y — 6 , ) * + ( * — c , ) J . 

La s o m m e a es t a lors u n e fonc t ion des d e u x var iables i n d é p e n d a n t e s x e t y , 

car z es t une f o n c t i o n de x e t y définie par l 'équat ion d e la surface S , 

f i x i y> z) = o . P o u r o b t e n i r les valeurs d e x e t y r e n d a n t <r m i n i m u m , il 

faut éga ler à zéro les dér ivées part ie l l es de <r par rapport à x e t y , ce qui 

donne les d e u x é q u a t i o n s 

dz dz 

(x — a) + (z — c)-^ (x — ai)-h (z — ct) 
P A 

•n, 

dz (y-b)+{x—c)-j- (y — b,)-h(z-Cl) — 
n —— •- •+- n, — = o . 

P A P A , 

qui, j o i n t e s à l ' équat ion de la surface , d é t e r m i n e n t les c o o r d o n n é e s du 

point P . Ce p o i n t é tan t ainsi d é t e r m i n é , faisons u n c h a n g e m e n t d 'axes 

coordonnés : p r e n o n s le p o i n t P pour o r i g i n e (fig. roo) , p o u r a x e des z la 

normale du cô té du p o i n t A, p o u r plan des zx l e p lan c o n t e n a n t l e p o i n t A 

de te l le façon q u e l ' ordonnée b de A d e v i e n n e nu l l e , a e t c é t a n t pos i t i f s . 
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Fig . ιο ί . 

p o i n t A au p o i n t B . Si l ' on c h e r c h e (fig- t o i ) quel d o i t ê tre ce p o l y g o n e 

p o u r q u e la s o m m e 

<s = n A P , + re.PiPs-r- W j P 2 P 3 - r - . · ·•+- « p P ^ B 

so i t minimum, on t r o u v e , d'après ce qui p r é c è d e , que ce p o l y g o n e doit 

être le trajet d'un rayon lumineux allant de A en B et suivant les 
lois de la réfraction. 

S u p p o s o n s enfin que le n o m b r e d e s sur faces a u g m e n t e indé f in iment , de 

façon q u e les c ô t é s d u p o l y g o n e t e n d e n t v e r s z é r o , a insi q u e les diffé

r e n c e s n — n i , ni — T I 2 , . . . ; l ' e n s e m b l e d e s m i l i e u x c o n s i d é r é s d e v i e n t u n 

milieu continu dans l eque l l ' ind ice de ré frac t ion abso lu n e s t une f o n c 

t ion c o n t i n u e <f(x, y, z) d e s c o o r d o n n é e s . Le p o l y g o n e suiv i par le rayon 

Les q u a n t i t é s x, y , z, ^ re la t i ve s au p o i n t Ρ s o n t a lors n u l l e s e t les 

é q u a t i o n s c i - d e s s u s d e v i e n n e n t 

net 7i[ ai , 
— - — — = n, £>i = 0 . 

,ΡΑ P A , 

La s e c o n d e de c e s équat ions m o n t r e q u e le po int A , e s t aussi dans le 

plan zPx, ce qui e s t la p r e m i è r e lo i d e la ré fract ion : la p r e m i è r e indique 

q u e ai e s t n é g a t i f e t d o n n e , si l 'on a p p e l l e i e t r l e s a n g l e s d e A P e t P A , 

a v e c la n o r m a l e Pz, 

n situ' — ni s i n r = o, 

car a e t — ttî- s o n t é g a u x à s i n i e t s i n r : c e qui e s t la s e c o n d e loi de 
P A P A i 

la ré f rac t ion . A i n s i le m i n i m u m c h e r c h é e s t fourni par le traje t d'un rayon 

a l lant d e A e n A , . 

I m a g i n o n s m a i n t e n a n t p lus i eurs sur faces St, S 2 , S p s éparant des 

m i l i e u x h o m o g è n e s . S o i e n t , a u - d e s s u s de S , , un m i l i e u d' indice abso lu n; 

entre S t e t S t un mi l i eu d ' indice nl; e n t r e S 2 e t S 3 un m i l i e u d' indice 

n i , enfin, a u - d e s s o u s de Sp, un m i l i e u d ' indice np. P r e n o n s un p o i n t A 

d a n s l e p r e m i e r m i l i e u , un p o i n t Β d a n s l e dern ier , e t c o n s i d é r o n s u n p o 
l y g o n e A P i P 2 P 3 P P B ayant u n s o m m e t s u r c h a q u e surface , a l lant du 
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l u m i n e u x d e v i e n t u n e c o u r b e , la s o m m e a d e v i e n t l ' intégrale 

223 

J
f ( B ) 

n ds. 
(A) 

Le trajet du r a y o n l u m i n e u x d e A e n B est d o n c la c o u r b e rendant l ' in

t é g r a l e I minimum, c o u r b e d o n t n o u s a v o n s i n d i q u é les é q u a t i o n s diffé

ren t i e l l e s . On pourra c o n s u l t e r à ce suje t un ar t i c l e de O. B o n n e t 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 1887) . Ces m ê m e s c o u r b e s o n t 

é t é é t u d i é e s par Vica ire (Comptes rendus, R a p p o r t de M. J o r d a n , t . CVI1I, 

p . 33o); l eurs propr ié té s e s s e n t i e l l e s o n t déjà é t é d o n n é e s par E u l e r , dans 

sa Théorie des brachistochrones. 

IV. — ÉLASTIQUE PLANE. 

151. Tension et moment fléchissant. — Soit une tige élastique 
homogène très longue par rappor t à son épaisseur, ayant sur toute 
sa longueur la même section droi te . On appelle fibre moyenne de 
la tige la courbe lieu des centres de gravité des sections droi tes . 
L'état à!équilibre naturel de la tige est la forme qu'elle prend 
quand aucune force tendant à la déformer n'agit sur elle, par 
exemple quand elle est posée sur une table. Si l 'on fait agir sur 
la lige des forces tendant à la fléchir, elle change de forme et 
prend un nouvel état d 'équil ibre appelé état d''équilibre con
traint correspondant aux forces données . Nous trai terons ici le 
cas le plus simple de l 'équil ibre de l 'élastique plane . T o u t d 'abord, 
nous indiquerons quelques proposi t ions générales relatives à ce 
genre de problèmes. 

Imaginons une tige élastique dont la fibre moyenne affecte, à 
l 'état naturel , la forme d 'une courbe plane C 0 , et soit p 0 la valeur 
du rayon de courbure en un point M de cette courbe. Supposons 
ensui te qu 'on déforme la tige sans changer sa longueur, en faisant 
agir sur elle des forces quelconques , mais de telle façon que la 
fibre moyenne reste plane et p renne une nouvelle forme C. Le 
rayon de courbure en M devient alors p. Dans cette position 
d'équilibre contraint , les forces élastiques sont déterminées d 'après 
les lois suivantes : 

Si l 'on coupait la tige en M, pour maintenir l 'équilibre il 
faudrait appliquer à la section en M une force T dans le plan de 
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la courbe C et un couple dont l'axe est perpendiculaire à ce plan 
et dont le moment (momentfléchissant) N est proport ionnel à la · 

variation de la courbure --- : 
P P o 

\ P P o / 

B désignant un coefficient constant qui dépend de la nature de la 
t ige. 

152. L a f i b r e m o y e n n e e s t d ' a b o r d u n a r c d e c e r c l e . — IN ou» 

traiterons ici le cas simple où la fibre moyenne de la tige est p r i 

mitivement un arc de cercle ou une droite, — = const . , et où 
P o 

l'on fait agir seulement sur ses extrémités M ( et M 2 deux forces T» 
et T 2 situées dans le plan de la courbe d 'équil ibre et deux 
couples Nj et N 2 ayant leurs axes normaux à ce plan. 

Fig . 1 0 2 . 

B ' 0 B o as 

Les deux forcesT{ et T 2 sont égales et opposées, car, les seules 
forces extérieures appliquées à la tige en équil ibre étant les 
forces T t et T 2 et les couples N, et N 2 , la somme des project ions 
de ces forces sur un axe quelconque doit être nu l le . 

En outre , la somme des moments des forces extérieures devant 
être nulle par rappor t à un point quelconque du plan, les 
forces T , e t T 2 forment un couple qui fait équil ibre aux couples N t 

et N 2 . 

Prenons pour axe Ox (fig- 102) une droite parallèle à T ( et T 2 . 
Soit M un point quelconque de la fibre moyenne : si la tige étai t 
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coupée en M, la partie M, M serait en équil ibre sous l'action des 
forces extérieures suivantes : i ° la force T , et le couple N , agis
sant sur l 'extrémité M, ; 2 ° une force T et un couple N agissant 
sur M ; le couple N a pour moment 

( 0 N = B ( I - - L ) . 
\ P Po / 

Ces forces extérieures appliquées à l 'arc M, M se font équil ibre. 
Donc, T est égal et opposé à T t . E n out re , la somme des mo
ments de toutes les forces extér ieures, par rapport à un point du 
plan, doit être nul le . Prenons la somme des moments par rappor t 
à O ; nous avons, en a p p e l a n t ^ et y, les ordonnées des points M 
et M , , 

T , ^ — 1 > — N t - + - N = o, 

d 'où , en remplaçant T par T , et N par sa valeur ( i ) , l 'équation 

T,(yl-y)-Nl+B(^~±) = o. 
\ P Po / 

Si T] était nu l , c'est-à-dire si l 'on faisait agir un iquement des 
couples sur les extrémités de la tige, cette équation donnerai t 

pour i une valeur constante et la figure d'équilibre contraint 

serait un autre arc de cercle. 
i T 

Laissons ce cas de côté et résolvons par rapport à - en met tant ~— 

en facteur dans le deuxième m e m b r e ; nous aurons une équation 
de la forme 

c- désignant la constante positive ^- et b une autre constante. On 

peut toujours déplacer l'axe des x parallèlement à lui-même de 
façon à faire disparaître cette dernière constante et à ramener 
ainsi l 'équation de la courbe à la forme 

<·> ; -$ · 

On a ainsi l 'équation différentielle de la courbe suivant laquelle 
se dispose la fibre moyenne. Pour l ' intégrer, appelons 9 l 'angle de 

A. — I. i5 
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= L — Z 
ds p c a 

d'où, par differentiation, 

. . . d 2 0 i dy i . 

( 3 ) - D T = - Î - 7 - = r s i n t 
v ' d s 2 c ä ds c 2 

car 4̂ - est égal à — sin 8 et ^ à cos I 
ds D as 

( 4 ) 

Pour intégrer l 'équation ( 3 ) , mult ipl ions les deux membres 
¿ 8 . , . . . 

r ^ - et intégrons : il vient 

r/0 

( c o s 0 •+• [x ) 

p. désignant une constante arbi traire . On a alors 

c cosO dO 
d.zr - d i cos 6 = 

: t /aCcosO -+- | J . ) 

d'où 

(5) . ^ r f * ™*<" 

JQ ± y /a f cosO - f - {A ) 

où il est inut i le d 'ajouter une constante , car on peut toujours sup
poser qu'on ait pris p o u r axe Oy la normale à la courbe perpen
diculaire kOx. On a en out re 

(6 ) - y = ^ - = e 2 ^ = ± c y / 2 ( c o s 0 - H ( i ) . 

Ces formules ( 5 ) et (6) donnent x et y en fonction de 8. Trois 
cas s o n t à dis t inguer , suivant que p. est compris entre — 1 et + 1, 
supérieur à 1, ou égal à 1 . 

I n d i q u o n s s o m m a i r e m e n t la forme d e la c o u r b e d a n s ce s tro is cas . 

La d i s cus s ion r e p o s e s u r les r emarques s u i v a n t e s : 

C o n v e n o n s de c o m p t e r l'arc s d e la c o u r b e à part ir du p o i n t A s i tué 

sur Oy (Jig. 102), e t de prendre c o m m e sens pos i t i f d e s le s ens d u m o u 

v e m e n t d'un m o b i l e d o n t l 'absc isse d 'abord nu l l e d e v i e n t pos i t i ve . Quand 

o n parcour t la c o u r b e dans ce s e n s , s cro i t t o u j o u r s ; d o n c ds e s t toujours 

la D o r m a l e en M avec Oy (fig- 102); si le point mobile se dé
place de ds, la n o r m a l e tourne de l 'angle «¿9 et l ' on a 
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2 C O S — 
2 

intégrale é g a l e à — 0 0 . D a n s ce cas l i m i t e , p; = 1, la c o u r b e a d o n c la 

forme IV a s y m p t o t e à Ox. 

Si s c o n t i n u e à cro î t re à part ir du p o i n t B , 6 do i t n é c e s s a i r e m e n t d é 

croître, car il n e p e u t pas d é p a s s e r a : à part ir de ce m o m e n t , il faut 

prendre le s i g n e — d e v a n t l e r a d i c a l ; 8 var iant de a à — a, on a un n o u ~ 

vel arc de courbe s y m é t r i q u e d u p r e m i e r par rappor t à B , et a ins i de 

sui te . On a ainsi une infinité d 'ondula t ions t o u t e s éga les c o m m e dans u n e 

s inuso ïde . 

posit if et , dans la formule ( 4 ) , l e radica l a toujours l e m ê m e s igne que d&; 

ce s igne du radical d o i t ê tre c o n s e r v é dans t o u t e s l e s formules su ivante s . 

D'après les formules 

/ * dy • o dx „ ( 7 ) _ _ £ = _ s i n 6 , ^ = c o s 9 , 

on vo i t que les c o o r d o n n é e s y et x c r o i s s e n t o u d é c r o i s s e n t a v e c s c r o i s 

sant, su ivant que — s i n ô e t c o s ô s o n t pos i t i f s ou n é g a t i f s . Enfin les po in t s 

d'inflexion de la c o u r b e s o n t les p o i n t s où e l l e c o u p e l 'axe des x, car 

Féquation ( a ) m o n t r e q u e p e s t infini p o u r ^ = o e t r é c i p r o q u e m e n t . 

L'axe Oy es t un a x e de s y m é t r i e de la c o u r b e . 

Premier cas : — i •< p < i . — D a n s c e cas , o n p e u t p o s e r p = — cosoc, 

et le radical qui figure dans les f o r m u l e s p r e n d la forme 

y / 2 ( c o s 6 - t - p ) = v / 2 ( c o s 8 — c o s a ) ; 

pour qu'il so i t réel , il faut q u e 8, par tant de z é r o , var ie d e — a à -h a. En 

faisant varier 8 de o à a, on a l'arc A B (Jig. 102, I ; fig. i o 3 , I, If, I I I ) ; 

en faisant varier 8 de o à — a , on a l'arc symétr ique A B ' . 

Aux po int s B e t B', la c o u r b e c o u p e l 'axe Ox s ous l 'angle a, pu i sque la 

normale en B , par e x e m p l e , fait a v e c Oy l 'angle a. L'abscisse du p o i n t B 

est, d'après ( 5 ) , 

Jf œ cos 8 «¿9 

0 v 2( ,cos0 — c o s a ; 

où le radical e s t pris p o s i t i v e m e n t . 

Quand a e s t a igu o u dro i t , x0 es t posit i f , car t o u s les é l é m e n t s de l ' in té -

grale sont pos i t i f s ( c o u r b e I, Jig. i o 3 ) ; q u a n d a croî t à part ir de —> 

x0 est d'abord pos i t i f ( f o r m e I, Jig. 102), s 'annule pour u n e cer ta ine v a 
leur a 0 de a ( f o r m e II, Jig. i o 3 ) , puis d e v i e n t n é g a t i f ( f o r m e III, Jig. i o 3 ) r 
quand a e s t vo i s in d e u, x„ e s t négat i f e t très g r a n d ; ce dern ier fait r é 
sulte de ce que , pour a = i , o n a Ï 0 = — » ; en effet, on a alors 

. - " c o s e r f e 

X0: -
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Deuxième cas. — Si l 'on a ¡1 > 1, 8 p e u t var i er de o à »JTJ y e t - ne 

s 'annulent j a m a i s ; la c o u r b e a la forme II de la f igure 102. 
L e s i n t é g r a t i o n s c o r r e s p o n d a n t à ces d e u x cas p e u v e n t ê t r e fa i tes effec

t i v e m e n t à l 'aide d e s f o n c t i o n s e l l ip t iques ( v o y e z Principes de la théorie 

des fonctions elliptiques, par MM. A p p e l l e t L a c o u r , p . 184 e t s u i v . ) . 

Fi s . io3. 

T 0 
/ B S 

•y 

A 

n i 

Troisième cas. — D a n s l e cas i n t e r m é d i a i r e où p. = 1, la c o u r b e est 

a s y m p t o t e à Ox c o m m e n o u s l 'avons déjà d i t , car x0 = — 00 (fig. i o3 , I V ) . 

D a n s ce cas , o n p e u t effectuer toute s l e s i n t é g r a t i o n s par des fonct ions 

é l é m e n t a i r e s . 

1 5 3 . Cas o ù l a t i g e e s t p r i m i t i v e m e n t r e c t i l i g n e e t s o u m i s e à s e s d e u x 
b o u t s à d e u x p r e s s i o n s T é g a l e s e t d i r e c t e m e n t o p p o s é e s . — L'observa
t ion m o n t r e que , si u n e t ige é las t ique d'abord r e c t i l i g n e e s t s o u m i s e à ses 
d e u x b o u t s à d e u x p r e s s i o n s T é g a l e s e t o p p o s é e s , la t i g e n e fléchit que 
quand la v a l e u r d e T surpasse u n e cer ta ine l i m i t e . Q u a n d T est inférieur 
à c e t t e l i m i t e , l a s e u l e figure d'équi l ibre pos s ib l e e s t la forme r e c t i l i g n e ^ 
ce n'est q u e pour des va l eurs d e T supér i eures à c e t t e l imi te que les 
f o r m e s d'équi l ibre courbes que n o u s v e n o n s d 'é tudier s o n t p o s s i b l e s . Nous 
a l lons d é t e r m i n e r c e t t e l i m i t e . 

D a n s l e cas ac tue l , la fibre m o y e n n e é tant rectiligne à l 'état naturel , 

on a — = o, d 'où, p o u r le c o u p l e N en un p o i n t q u e l c o n q u e (1 ) , 

ce c o u p l e est d o n c nul e n m ê m e t e m p s que la c o u r b u r e . Or n o u s s u p p o 

sons qu 'aux d e u x e x t r é m i t é s B' e t B" d e la t ige on appl ique d e u x forces T 
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a r c A B : 
«/o y 2 ( O i s 0 — c o s a ) 

faisons 

il v i en t 

H a 
cosG = i — ·>. s i n a - , c o s a = i — 2 s i n 2 - ; 

•jl 2 

a r c A B : ' d < > 

•S 
! 4 / SNI2 — SIN* — 

2t 

P o s o n s , p o u r abréger , s i n - = k, e t faisons le c h a n g e m e n t de var iab le 

• 0 / 

sin - = feu ; 

6 variant de o à a, u varie de o à i e t l 'on a 

a r c A B = c K 

en posant 

• ( 9 ) K - / - ' . d U

 h • 
J0 • ( « — " 2 ; ( i — k*u*) 

4»La l o n g u e u r to ta le / de la t i g e é tan t 2 / i a i c A B , on a 

/ 
( l o ) / = 2 / l c K , K : 

1IIC 

a. 
Cette é q u a t i o n , où k = s in - e s t l ' inconnue , d é t e r m i n e a. P o u r que la figure 

d'équil ibre avec n o n d e s e x i s t e , il faut e t il suffit que c e t t e é q u a t i o n d o n n e 

pour k une v a l e u r c o m p r i s e e n t r e o e t i . Or pour k = o on a, d'après ( 9 ) , 

K = ^ ; k c ro i s sant , l ' in tégra le K a u g m e n t e c o n s t a m m e n t , car l ' é l ément 

différentiel a u g m e n t e , e t , p o u r k = i, K es t infini. A i n s i , k var iant d e o 

à 1 , K passe u n e fois e t une s eu l e fo is par t o u t e s les v a l e u r s s u p é r i e u r e s 

égales et d i r e c t e m e n t o p p o s é e s e t pas de couples ; i l e n résu l te qu'en ce s 
T 

deux ex trémi té s N = o, - = o; c e s o n t d o n c des po ints d' inf lexion c o m m e 
P 

dans la figure (fig. i o 3 , I ) . Q u a n d la t i ge s 'écarte très p e u de la forme 

rect i l igne in i t ia le , a est t rè s pet i t : il sera i t r i g o u r e u s e m e n t nu l p o u r la 

forme rect i l igne e l l e - m ê m e . S u p p o s o n s q u e la t i ge p u i s s e prendre u n e 

figure d'équil ibre o n d u l é e t e l l e que I a v e c n o n d e s e t d é t e r m i n o n s la c o n 

stante a c o n n a i s s a n t la l o n g u e u r l d e la t i ge e t la p r e s s i o n T a u x d e u x 

ex trémi tés B ' e t B" : la c o n s t a n t e c e s t alors c o n n u e e t é g a l e à ^ / ^ r -

D'après l ' express ion ( 4 ) de ds, l 'arc A B a pour l o n g u e u r 

dD 
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T e l l e e s t la c o n d i t i o n p o u r qu'il e x i s t e u n e figure d'équi l ibre a v e c n o n d e s . 

La p lus p e t i t e l imi te in fér ieure d e T c o r r e s p o n d à n = i : d o n c , pour qu'il 

e x i s t e u n e figure d'équi l ibre poss ib le a v e c u n e o n d e , i l faut q u e 

T > ^ . 
= /* 

Si la press ion T es t in fér ieure à c e t t e l i m i t e , la s eu l e figure d'équi l ibre 

p o s s i b l e e s t la l i g n e d r o i t e . 

154 . É l a s t i q u e p l a n e s o u s p r e s s i o n n o r m a l e c o n s t a n t e . — Ce p r o b l è m e 

a é t é tra i té par M. Maur ice L é v y (Comptes rendus, t . X C V I I , p . 6 o 4 ) ; les 

i n t é g r a t i o n s se font e n c o r e à l 'aide des f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s , c o m m e o n 

le verra dans l e Traité d ' H a l p h e n e t dans l e s Principes de la théorie des 

fonctions elliptiques, par Appe l l et L a c o u r . 

EXERCICES. 

1. Un fil tendu non pesant passe dans des anneaux fixes équidistants A,, A, 
A„. Prouver que, si l'équilibre existe, la tension est constante et la pression sur 
chaque anneau At inversement proportionnelle au rayon du cercle A.k_lt A t , A l + i 
passant par cet anneau et les deux qui le comprennent. En conclure comme cas 
limite, pour un fil non pesant tendu sur une courbe fixe sur laquelle il peut 
glisser sans frottement, la loi de la pression du fil sur la courbe ( P O I N S O T , 
Statique). 

2. Un fil non pesant de longueur donnée est attaché par ses extrémités à deux 
points fixes A et B ; sur ce fil glissent sans frottement deux anneaux M, et M 2 sur 
lesquels agissent respectivement des forces F, et Fj données en grandeur, direc
tion et sens. Trouver la position d'équilibre du système. ( O n s'appuie sur la 
remarque faite à la fin du n° 128.) 

3. Un polygone funiculaire étant en équilibre, on prend les moments » £ des 
forces et ceux x i l t des tensions par rapport à un point. Prouver qu'avec ces vec
teurs on peut construire un polygone analogue à celui de Varignon, en rempla
çant les vecteurs P £ et T i > t par tp,. et T I ; 1 . 

à — · P o u r q u e l ' équat ion (10) e n k a d m e t t e une rac ine , il faut e t i l suffit 
i 

que 
l > it 

R e m p l a ç a n t c par sa v a l e u r ^/Ij» o n t r o u v e 
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4. Si un polygone funiculaire est en équilibre, prouver qu'en construisant les 
vecteurs conjugués des forces et des tensions, et les droites conjuguées des côtés 
par rapport à une sphère ( imaginaire) , comme on l'a indiqué dans l'exercice 3, 
à la fin du Chapitre I, on obtient un nouveau polygone en équilibre. Les côtés 
de l'un de ces polygones sont les droites conjuguées des côtés de l'autre; les 
sommets de l'un, les points conjugués des plans formés par deux côtés consécutifs 
de l'autre. 

5. Travures réticulaires. — Théorème de Rankine (voyez Philos. Magazine, 
vol. XXVII, 1864, p. 9 2 ; C L E R K M A X W E L L , ibid., p. a5o). — Des forces appliquées 
aux articulations d'un système polyédral de barres sont en équilibre quand elles 
sont perpendiculaires et proportionnelles aux faces d'un polyèdre dont les arêtes 
sont dans des plans menés, par un point fixe O, normalement aux barres du 
système. 

Solution. — En supposant le système polyédral de barres en équilibre, on 
construira le polyèdre obtenu en prenant les vecteurs conjugués des forces et des 
tensions par rapport à une sphère imaginaire de centre O, conformément à la 
méthode indiquée antérieurement (exercice 3, à la fin du Chapitre I ) . 

( Voyez un article de M . G U I D O H A U C K , Journal de Crelle, t. 100, p. 365. ) 

6. Un quadrilatère articulé, formé de quatre tiges de longueurs invariables 
a, é, c, d, est sollicité par quatre forces appliquées aux quatre sommets. Que 
doivent être ces forces pour qu'il y ait équilibre? ( Ce problème est résolu par 
M Ö B I U S , Statique). 

7. Système articulé de Fuss. — On considère un polygone plan, formé de 
barres matérielles rigides articulées à leurs extrémités : dans le plan du poly
gone, on applique au mil ieu de chaque barre, perpendiculairement à la barre, 
une force proportionnelle à sa longueur. 

Démontrer que la figure d'équilibre est un polygone inscriptible. 

8. Dans un fil homogène pesant en équilibre, le rayon de courbure varie 
proportionnellement au carré de la tension ( M Ö B I U S ) . 

9. Supposons plusieurs fils homogènes identiques, d'abord tendus en ligne 
droite depuis un point P jusqu'à des points N, N„ N „ N„ situés sur une 
même verticale, puis déplaçons un peu le point P sur une horizontale, de façon 
à le rapprocher de la verticale, en l'amenant en M . Alors les fils supposés pesants 
se disposent suivant des chatnettes. Démontrer : 

i" Que toutes ces chaînettes ont même paramètre a; 
2° Que leurs sommets sont sur une chaînette de même paramètre a tournant 

sa concavité vers le bas et ayant son sommet en M ( M Ö B I U S ) . 

10. Positions d'équilibre d'un fil homogène pesant assujetti aux conditions 
aux limites indiquées par l'un des énoncés suivants, dans lesquels la longueur du 
fil est supposée donnée : 

i" L'une des extrémités est attachée en un point fixe A ; l'autre passe sur une 
poulie infiniment petite B, située à la même hauteur que A, puis pend librement. 

2° Le fil passe sur deux poulies infiniment petites, placées à la même hauteur, 
et les deux extrémités pendent librement. (Rép. .-Les deux parties pendantes ont 
même longueur et se terminent sur ia base de la chaînette; il y a deux positions 
d'équilibre, une stable, l'autre instable. ) 
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3" Les extrémités du fil glissent sans frottement sur deux circonférences égales, 
tangentes extérieurement et ayant leurs centres à la même hauteur, 

4° Le fil est fermé et passe sur deux poulies infiniment petites A et I L [Rép. ; 
Deux chaînettes ASB, AS'B de même ba*e; si, par la poulie la plus basse A, on 
mène une horizontale AU'U coupant les deux courbes en U' et U, les longueurs 
des deux chaînettes ASB et AS'B sont inversement proportionnelles aux arcs BU 
et BU' ( M Ö B I U S ) . ] 

5° Les deux extrémités sont attachées en deux points fixes placés à la même 
hauteur; le long du fil peut glisser sans frottement un anneau infiniment petit M 
auquel est suspendu un poids P . (Rép. : L'anneau va se placer au milieu du fil; 
les deux parties MA et MB sont deux chaînettes de même base; en M il y a un 
point anguleux; les tensions des arcs MA et MB font équilibre au poids P . ) 

11. Trouver la figure d'équilibre que prend, sous l'action du vent, une voile 
rectangulaire ABCD fixée par deux bords opposés à deux vergues verticales AB 
et CD. (On néglige l'action de la pesanteur; on suppose que le vent souffle hori
zontalement et que la pression du vent sur un élément de voile lui est normale, 
proportionnelle à sa surface et au carré de la composante normale de la vitesse 
du vent. On peut regarder comme evident que la voile prend la forme d'un 
cylindre à génératrices verticales et que la nature de la section droite est indé
pendante de la hauteur. Il suffit donc d'exprimer qu'une bande comprise entre 
deux plans de section droite infiniment voisins est en équilibre. Cette bande est 
assimilable à un fil flexible et inextensible : en appliquant les équations intrin
sèques, on trouve qu'elle prend la forme d'une chaînette et que la tension est 
constante. ) 

12. Figure d'équilibre d'un fil dont chaque élément est sollicité par une force 
verticale proportionnelle à la projection horizontale de l'élément. ( Parabole. — 
Cas limite du polygone funiculaire des ponts suspendus.) 

Déterminer les constantes, sachant que le fil a une longueur donnée et est 
attaché en deux points donnés. 

13. Figure d'équilibre d'un fil pesant dans lequel la densité varie proportion
nellement à l'arc s compté à partir du point le plus bas. 

14. Même question en supposant la densité égale à ( cerc l e ) . 
c o s 2 -

a 

15. Calculer la loi que doit suivre la densité d'un fil pesant en fonction de s, 
pour qu'il se dispose sous l'action de la pesanteur suivant une courbe donnée 
( parabole d'axe vertical, circonférence, etc. ) . On aura la solution de cette ques
tion en partant de l'équation intrinsèque du n" 138. 

16. Chaînette d'égale résistance. — On appelle ainsi une chaîne d'épaisseur 
variable telle que, dans la figure d'équilibre, l'épaisseur soit en chaque point 
proportionnelle à la tension en ce point : dans ce cas, il n'y a pas plus de chance 
de rupture en un point qu'en un autre (CORIOLIS ) . On demande l'équation de 
cette courbe et la loi d'épaisseur. 

Réponse. — Soient a la section droite de la chaîne, variable avec s, p le poids 
de l'unité de vo lume; le poids de l'élément ds est pis ds. La courbe a pouréqua-
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lion, en prenant comme origine le peint le plus bas, 

233 

e" cos — = i, 
a 

et la loi de l'épaisseur a est ? : 

/ 17. Figure d'équilibre d'un fil dont chaque clément ds est soll icité par une force 
F ds normale à un axe fixe qu'elle rencontre, F étant fonction de la distance r de 
l'élément à l'axe. 

Réponse. — Prenant l'axe pour axe Oz et appelant r et 6 les coordonnées 
polaires dans le plan xOy, on a les trois équations 

T = -A'rf/-, T ^ = C, T f 1 ^ = K. J ds ds 

Quelle que soit la loi de la force, on a une équation différentielle de la forme 

dz = ^r'df), 

qui montre que les tangentes à la courbe appartiennent à un complexe linéaire. 

18. Cas particulier du problème précédent, où F = j ir (u. constante) , les con
ditions aux limites étant quelconques. Ce problème est traité par Clebsch, par 
une méthode spéciale qui sera exposée en Mécanique analytique (Journal de 
Crelle, t. 57, p. g3 ) . 

Nous avons donné dans le texte ( n° 142) le cas où les deux extrémités du fil 
sont attachées en des points de l'axe. 

19. Trouver la figure d'équilibre d'un fil dans un plan, sachant que chaque 
élément est sollicité par une force proportionnelle à cet élément et faisant avec 
lui un angle constant. [On emploie les équations intrinsèques : la courbe est une 
spirale logarithmique. ( O . B O N N E T . ) ] 

\ 

20. Trouver la loi de la force verticale sous l'action de laquelle un fil se d is 
pose suivant une courbe plane donnée. 

[Le problème n'est pas entièrement déterminé, si l'on n'ajoute rien à l'énoncé 
relativement à la nature de la force. Pour que le problème soit déterminé, il 
faut donner la variable en fonction de laquelle la force doit être exprimée. Le 
fil étant dans le plan xOy et la force Y ds parallèle à Oy, Y peut être exprimé 
en fonction de l'une des quantités suivantes x,y, s, a, a étant l'angle de la tan
gente avec Ox, ou de plusieurs de ces quantités à la fois. Par exemple, si la 
courbe donnée est le cercle * J -+-y* — ar — o, l'équation intrinsèque (n* 133) 
donne 
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puis, comme taogoc = — — e t s = úsa, 
y 

y1 

(3) Y = A A 

( 4 ) Y = 

a-— xL 

A 

a cos'— 
a 

Voilà donc autant de lois de forces différentes conduisant au cercle donné.] Réci
proquement, trouver la figure d'équilibre d'un fil sollicité par une force verticale 
dont la loi est exprimée par l'une des formules précédentes (I ) , (2), ( 3 ) , ( 4 ) . 
On trouvera des courbes entièrement différentes suivant celle des lois choisies : 
toutes , par la particularisation des constantes , devront donner le cercle 
x2 -H-y 5 — AJ = o. 

21. Trouver la loi d'une force centrale sous l'action de laquelle un fil se 
dispose suivant une courbe plane donnée. 

[On peut répéter ici les mêmes remarques que sur l'exercice 20. En appelant 
r et 8 les coordonnées polaires, le centre des forces étant à l'origine, on trouve 

où F est regardé comme positif ou négatif, suivant que la force est répulsive ou 
attractive.] Exemple : 

cercle, r = iaCOS8, Í¡¡ = JAD!, F = ^ ^ ^ * 

22. Figure d'équilibre d'un fil dont chaque élément est attiré ou repoussé par 

un centre fixe en raison inverse du carré de la distance. ^On trouve une équa

tion de la forme — = a-1-è cosmB ou ^ = a 4 - 6 cos hyp. /RE8, ou, comme cas 

intermédiaire, i = a -+- 68' .^ 

23. Si une même courbe est la position d'équilibre d'un fil sous l'action d'une 
force F„ la tension étant T„ puis, sous l'action d'une force F 2 , la tension 
étant T „ elle est aussi la figure d'équilibre du fil sous l'action d'une force 
( F ) = ( /t, F, ) -H (AR2Fj ), la tension étant ( T ) = ( * . T . ) -+- ( * 2 T 2 ) ; ki et ^ d é s i 
gnant des constantes et ces équations étant prises dans un sens géométrique 
( B O N N E T ) . On emploie les équations intrinsèques. 

24. Un fil l ibre, sous l'action d'une force donnée F, se dispose suivant une 
courbe C; on réalise cette courbe matériellement, puis, soumettant le fil â la 
même force F, on le tend sur la courbe C : démontrer que, dans cette seconde 
expérience, la réaction normale de la courbe C sur l'élément ds est dans le plan 

k ds 
osculateur et a pour valeur > k constante, p rayon de courbure. 
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25. Soit M un point quelconque d'un fil en équilibre. Démontrer que le moment 
résultant, par rapport à M, de toutes les forces extérieures agissant sur le fil 
depuis une extrémité M 0 jusqu'au point M est nul ( M Ö B I U S ) . (Ce résultat se 
déduit du principe de solidification appliqué à l'arc M 0 M. — On trouvera sous 
une autre forme des résultats indiqués dans le texte , en appliquant cette condition 
à la portion d'une chatnette en équilibre comprise entre le sommet M„ et un 
point M, et introduisant la tension T 0 en M, comme inconnue auxiliaire.) 

26. Dans une chaînette pesante, de densité variable, en équilibre sur une 
sphère, l'hyperboloïde ayant pour génératrices d'un même système les tensions 
en deux points A et B et la verticale du centre de gravité de l'arc AB passe par 
le centre de la sphère. (On le démontre en supposant l'arc AB solidifié, et remar
quant que les forces appliquées à cet arc, tensions en A et B, poids et résultante 
des réactions de la sphère, doivent se faire équilibre.) 

27. Figure d'équilibre d'un fil flexible et inextensible non pesant, traversé par 
un courant et soumis à l'influence du pôle d'un aimant O. 

[Ligne géodésique d'un cône de révolution de sommet O ( D A R B O U X ) . ] 
Rappelons que l'action du pôle O sur l'élément ds, situé à une distance r de O, 

28. On considère sur une surface fixe S les courbes C qui, parmi toutes les 
courbes tracées sur cette sur/ace entre deux points, rendent minimum l'inté

grale I = / f ds, courbes qui ont été déterminées dans le n° 149. Démontrer que, 

quand on passe d'une de ces courbes AB à une courbe infiniment voisine A,B, sur 
la surface, la variation de l'intégrale est encore donnée par la formule de Tait 
et Thomson. En déduire les mêmes conséquences que pour les courbes C dans 
l'espace (n° 147). 

29. On considère dans un plan zOx des chaînettes ayant Ox pour base et 
coupant normalement une courbe fixe C : à partir du point A où chaque chat-
nette coupe cette courbe, on prend sur celte chaînette un arc AB tel que, en 
tournant autour de Ox, cet arc engendre une aire déterminée S. Démontrer que 
le lieu des points B est une courbe C normale à toutes les chaînettes. (Appl ica
tion du théorème de Tait et Thomson.) 

30. Etant donnés deux points fixes A et B et des surfaces fixes S „ S J ( S ( , 
(voir fig. ιοί, n° 150), on imagine des points mobiles P t , P 2 , P ,̂, glissant 
sans frottement sur ces-surfaces. Le premier point P, est attiré par le point A 
avec une intensité constante η et par le point P . avec une intensité constante B,; 
le deuxième point P 2 est attiré par P, avec une intensité constante n, et par P 3 

avec une intensité constante nv et ainsi de suite. Démontrer que la position 
d'équilibre du système est le trajet d'un rayon lumineux allant de A en B, sui 
vant les lois de la réfraction, tel qu'il a été indiqué dans le texte. 

31. Le trajet Α Ρ , Ρ , . . . Ρ B d'un rayon lumineux de A en B, suivant les lois de 
la réfraction (n° 150), est la figure d'équilibre d'un polygone funiculaire dont 
les sommets A et B seraient fixes, les sommets P, , P 2 , P p mobiles sans frot
tement sur les surfaces S,, S 3 , S , et dans lequel la tension du côté P j P l + , 
serait nk. (Autre forme de l'énoncé précédent.) 

est normale au plan O ds et a pour intensité —j-sinr, ds. 
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32. Si, le long d'une courbe C (n° 146) joignant deux points A et B, la fonc
tion a(jc,y,z) devient positive et négative, l'intégrale 

/ y,z)ds, 

prise le long de cette courbe, ne peut être ni maximum, ni minimum. ( W E I E R -
S T R A S S . Voir une Note de M. Kobb, Annales de la Faculté des Sciences de 
Toulouse; 1 8 9 1 . ) 

33. Soient A et B deux points placés l'un au-dessus, l'autre au-dessous du plan 
xOy; si l'on cherche parmi les courbes joignant ces deux points celle qui rend 
maximum ou minimum l'intégrale 

. M B ) 

/ z" dz, 
• A A I 

où n est un entier positif pair, on trouve que cette courbe est formée des per
pendiculaires AA' et BB', abaissées des points A et B sur le plan xOy, et de la 
droite A'B'. 

34. Considérons une fonction <p(a;, y, z), finie et continue dans la région de 
l'espace située d'un côté d'une surface S sur laquelle cette fonction prend la 
valeur constante k; soit ft(x, y, z) une deuxième fonction finie et continue de 
l'autre côté de cette surface S et prenant sur S une valeur constante kl; so ient 
enfin A un point placé dans la première région, B un point de la deuxième. 
Chercher par quelle courbe il faut joindre les deux points pour que, en appe
lant P le point où elle coupe la surface S, on obtienne pour l'intégrale 

p L B ) 

1=1 «?(x,y,z)ds + ! vl(x,y,z)ds 
• A A ) - A P I 

un maximum ou un minimum. 

(hzs arcs AP et BP sont respectivement des courbes rendant la première et la 

deuxième intégrale maximums ou minimums; les tangentes t et t, à ces courbes 
au point P sont dans un même plan avec la normale à S en P et font avec celte 

1 , , . · 1 s i n i k, \ 
normale des angles 1 et 1 , , tels que ——- = -—· ) 

35. Si l'arc AP se déplace normalement à une surface E, qu'il rencontre en A, 
et si l'on prend, sur les courbes AP et BP de l'exercice précédent, des longueurs 
telles que l'intégrale I ait une valeur constante, le lieu du point B est une 
deuxième surface Xl normale aux arcs PB. ( Cette propriété se démontre k l'aide 
de la relation de Tait et Thomson, n° 147, appliquée successivement à la variation 
de chacune des deux intégrales qui composent I.) 

36. Une tige élastique rectiligne et verticale à l'état naturel est encastrée à un 
bout A. et soumise à l'autre bout B à une force T verticale. Quelle est la l imite 
de T à partir de laquelle la tige fléchit? 

37. Comme addition aux travaux cités (n° 144) sur la chaînette sphérique, 
nous indiquerons une Note de M. Gomes Teixeira dans les Annaes scientificos 
da Academia Polytechnica do Porto, t. IV, 1909 . 
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CHAPITRE V I I I . 

PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 

•155. Historique. — Le principe des vitesses virtuelles a été 
employé par Galilée dans la théorie de quelques machines simples, 
puis par Wal l is dans sa Mécanique ; Descartes s'est servi d 'une 
règle qui revient à celle de Galilée, pour réduire toute la Stat ique 
à un principe un ique . Mais (citons . textuel lement Lagrange) 
« Jean Bernoulli est le premier qui ait aperçu la grande généralité 
du principe des vitesses virtuelles et son utili té pour résoudre les 
problèmes de Sta t ique. C'est ce qu 'on voit dans une de ses 
lettres à Var ignon, datée de 1717, que ce dernier a placée à la 
tête de la Section neuvième de sa nouvelle Mécanique, Section 
employée tout entière à montrer , par différentes applications, la 
vérité et l 'usage du pr incipe dont il s'agit. Ce même pr incipe a 
donné lieu ensuite à celui que Maupertuis a proposé dans les 
Mémoires de VAcadémie des Sciences de Paris pour l 'an
née 1740, sous le nom de Loi du repos, et qu 'Euler a déve
loppé davantage et r endu plus général dans les Mémoires de 
l'Académie de Berlin pour l 'année 17.01. Enfin c'est encore le 
même principe qui sert de base à celui que Courtivron a donné 
dans les Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris 
pour 1748 et 1749· Et , en général, je crois pouvoir avancer que 
tous les pr incipes généraux qu 'on pourrai t peut -ê t re encore 
découvrir dans la science de l 'équil ibre ne seront que le même 
principe des vitesses virtuelles, envisagé différemment, et dont 
ils ne différeront que dans l 'expression. Mais ce pr incipe est non 
seulement en lu i -même très simple et très général : il a, de plus , 
l 'avantage précieux et un ique de pouvoir se traduire en une for-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 3 8 DEUXIÈME PARTIE. — STATIQUE. 

1. — É N O N C É E T D É M O N S T R A T I O N D U P R I N C I P E D A N S L E C A S 
O U L E S L I A I S O N S S ' E X P R I M E N T P A R D E S É G A L I T É S . 

156. Déplacement et t ravai l vir tuels . — Soit M u n poin t maté

riel auquel est appliquée entre autres une force F ; imaginons que 

l 'on imprime à ce point un déplacement infiniment pet i t a rb i 

traire MM' : on appelle ce déplacement déplacement virtuel im

primé au point , pour le dist inguer du déplacement réel que prend 

le point sous l 'action des forces qui agissent sur lui . Le travail 

élémentaire de la force F 

( i ) F . M M ' . c o s F w f M - ' 

est appelé travail virtuel de F correspondant au déplacement MM'. 
O n peu t alors appl iquer à ce travail virtuel tou t ce qu i a été dit du 
travail élémentaire (Chap. IV) . Bornons-nous à rappeler les deux 
proposit ions suivantes : 

Pour un même déplacement virtuel MM', le travail virtuel de la 
résul tante de plusieurs forces appliquées au point M est égal à la 
somme des travaux des composantes . 

Si le déplacement virtuel MM' est la somme géométr ique de 
plusieurs déplacements , le travail d 'une même force correspondant 
au déplacement MM' est égal à la somme des travaux de cette force 
correspondant aux déplacements composants . 

Si l 'on désigne par §£ l 'espace de temps infiniment cour t p e n -

mule générale qui renferme tous les problèmes qu 'on peut pro
poser sur l 'équil ibre des corps. » ( L A G U A N G E , Mécanique analy
tique, première Part ie , § 17.) 

Depuis Lagrange, on a proposé plusieurs démonstrat ions du 
pr incipe des vitesses virtuelles : une des plus connues est celle 
d 'Ampère , qu 'on trouvera exposée, par exemple, dans la Méca
nique de Despeyrous ; récemment M. C. Neumann a proposé une 
autre démonstrat ion (Berichte der Sächsischen Gesellschaft der 
Wissenschaften, mars 1886). Nous exposerons une démonstrat ion 
classique qui repose sur l 'analyse des diverses sortes de liaisons 
simples. 
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dant lequel s'effectue le déplacement virtuel MM', le vecteur V 

MM 7 

égal à ^ » dirigé dans le sens MM', est appelé vitesse virtuelle 
imprimée au point M ; et le travail vir tuel peut s'écrire, en r e m 

plaçant MM' par V ot, 

(2) F V c o s ( F , V ) 8 f , 

car l'angle de F avec V est le même que l 'angle de F avec MM'. 
Analytiquement, si l 'on suppose les axes rectangulaires et si 

l 'on désigne par X , Y, Z les projections de la force F , par Sx, 
Sy, Bz les projections du déplacement MM', le travail virtuel est 

X S ^ - t - Y ô y + Z a s . 

Nous prendrons , habituel lement , le travail virtuel sous la 
forme ( i ) : pr imit ivement on le prenai t plutôt sous la forme (2 ) . 
Lorsqu'on emploie cette forme ( 2 ) et qu 'on imprime des déplace
ments virtuels à différents points , il est convenu que , pour tous 
ces points, o7 a la même valeur. 

157. É n o n c é d u p r i n c i p e . — Cela posé, imaginons un système 
de points assujettis à des liaisons sans frottement pouvant s 'ex
primer par des égalités. Divisons les forces appliquées aux diffé
rents points en deux classes : les forces de liaison qui provien
nent des liaisons imposées au système, et les forces directement 
appliquées ou forces données qu 'on fait agir sur le système; le 
principe des vitesses virtuelles s 'énonce alors de la façon" suivante : 

La condition nécessaire et suffisante de l'équilibre d'un 
système est que, pour tout déplacement virtuel de ce système, 
compatible avec les liaisons, la somme des travaux virtuels des 
forces directement appliquées soit nulle. 

Nous allons d'abord vérifier ce principe dans un certain nombre 
de cas simples. 

158. P o i n t l i b r e . — Soient un point matériel ent ièrement l ibre 
et X , Y, Z la résultante des forces directement appliquées à ce 
point. Tout déplacement est ici possible, puisqu ' i l n 'y a pas de 
liaisons; le travail virtuel correspondant à l 'un des déplacements 
est 

G = X 8 a r + ï o > - i - Z S s . 
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Si le point est en équil ibre, X , Y , Z sont nu l s ; il en résulte qu 'on 
a b ien S = o, quel que soit le déplacement Sa;, &y, o\s. Réc ipro
quement , si 6 est nul , quels que soient Sa?, &y, Sz, il faut qu 'on 
ait 

X = o, Y = o, Z = o, 

et le point est en équi l ibre . 

159. Po in t sur une surface. — Soit maintenant u n point pou
vant se déplacer sans frottement sur une surface fixe 

/ O , y,z) = o 

sous l 'action de la force F . Il y a ici une liaison exprimée par 
l 'équation précédente , et les seuls déplacements compatibles avec 
cette liaison sont ceux qui s'effectuent sur la surface. Si le point 
est en équilibre, c'est que la force est normale à la surface et par 
conséquent à tous ces déplacements v i r tuels ; le travail virtuel est 
constamment nu l . Inversement , si le travail E est nu l pour u n 
déplacement quelconque MM' situé sur la surface, on a, d'après 
l'égalité 

G = F . M M ' c o s ( F , MM'), 

soit F = o, soit c o s ( F , MM') = o. Donc , ou bien la force est 
nulle, e t il y a équil ibre, ou*bien la force est normale à la surface, 
et il y a encore équi l ibre . 

Nous allons, à t i tre d 'exercice, re t rouver les équations d 'équi
libre d 'un point sur une surface en par tan t du pr incipe des vitesses 
virtuelles. Nous devons avoir 

G = X Sx -h Y o> -h Z Sz = o, 

sous la seule condition que àx soit lié aux accroissements arbi
traires ôy, 3z par la relation 

ox dy J dz 

qui exprime que le déplacement MM' est effectué sur la surface. 
Multiplions cette dernière équation par "k et ajoutons à la première . 
Nous aurons 

(x + x g ) a , + ( Y + ^ ) ^ + ( z + i g ) a ^ o , 
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quels que soient A, Sv" et Sz. Supposons A déterminé de façon à 
annuler le premier coefficient; 8y, Sz étant arbitraires, leurs coef
ficients devront être ident iquement nu l s ; nous aurons donc s imul
tanément 

X + X ^ = o , 

Y + X ^ = o, 

Z + X ^ = o . 
dz 

Ce sont bien les équations trouvées antér ieurement (n° 91 ) . La 
force produi te pa r la liaison est la réaction normale N de Ja sur 
face : les équations d 'équil ibre que nous venons d 'écrire montrent 
que le point matériel M, supposé ent ièrement l ibre, serait en 
équilibre sous l 'action simultanée de la force donnée et d 'une 

force ayant pour projections ^^ j> ^ o y ' ^ f a ' ^ e n r ^ s u - ' t e 1 u e 

cette dernière n 'est autre que la réaction normale. Cette réaction 

s'appelle force de liaison; elle provient de la liaison imposée 

point. 
Si la surface était donnée par des équations de la forme 

3 7 = < ? ( ? ! ! ? 2 ) . y = < K?i i9 ' s )T •2 = ^ ( 9 - 1 , 9 ' , ) , 

pour toutes les variations ûq, et Zq2 de q, et q-2, le déplacement 
h~x, ôy, Bz donné par ces équations se ferait sur la surface ; le t ra
vail virtuel 

X Sa:-f-Y 8 / H - Z 8* 

prendrait , pour un tel déplacement, la forme 
Qi S q t - h Q j 8gr s, 

et les conditions d'équilibre seraient celles précédemment trouvées 

Qi = o , QÎ=O. 

Remarquons que , dans tous les cas, que le point soit en équilibre 
ou non, pour tout déplacement virtuel compatible avec la liaison, 
le travail de la force de liaison, c'est-à-dire de la réaction normale, 
est nul. 
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160 . Po in t sur une courbe. — Lorsque le point matériel est 

assujetti à rester sur une courbe fixe 

/ ( ^ / > ^ ) = o, fi(*,y, *) = <>. 
le seul déplacement compatible avec cette liaison est celui qui se 
fait sur la courbe. On voit immédiatement que , s'il y a équil ibre, 
le travail virtuel de la force donnée est nul , puisqu'el le est normale 
à la courbe , et réc iproquement , si le travail est nul pour ce dépla
cement , la force est ou nulle ou normale , et dans les deux cas il y 
a équi l ibre . Nous allons déduire de là les équations d'équilibre, 
telles qu'elles ont été établies antér ieurement (n° 92 ) . 

Nous devons avoir 

G = X 8 a ; - i - Y o > ' - + - Z 8 ^ = o 

pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, c'est-

à-dire pour toutes les valeurs 8a?, 8y, Sa vérifiant les deux équations 

àx ày J oz dx dy J dz 
qui expr iment que le déplacement a lieu sur la courbe. Une seule 
des quanti tés 8a;, 8^, 8s, la dernière, par exemple, reste donc arbi
t ra i re . Multiplions alors les, deux dernières équations par A et \ t , 
et ajoutons-les à la première ; nous aurons 

-K»+ig*».gh-'-(>+»£+»'£)---
quels que soient À, A t et ô s . Si l'on détermine A et ~k, de façon que 
les deux premiers coefficients soient nuls , le troisième devra l 'être 
aussi pour que celle expression soit nulle quel que soit 8 z . Nous 
aurons donc simultanément 
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équations qui expriment qu'i l y a équil ibre entre la force directe

ment appliquée et une force ayant pour projections 

àx dx dy ày às àz 

c'est la réaction normale ou force de liaison. 

Si les équations de la courbe se présentaient sous la forme 

x = ?(?), y = *t{q), z = w(g), 

le travail virtuel serait 

G = ( X c p ' - H Y < l / + Z c j ' ) 8 y , 

et la condition d'équilibre 

X(p'-t- Y < } - ' - ! - Z r a ' = o . 

Dans le cas actuel, comme dans Je précédent , que le point soit 
en équilibre ou non , pour tout déplacement compatible avec les 
liaisons, le travail de la réaction normale ou force de liaison est 
nul. 

1 6 i . Corps solide entièrement l ibre. — Soit un solide libre sol
licité par des forces données F,, F 2 , , F B . Ce solide est formé 
d'un grand nombre de points matériels assujettis à rester à des 
distances invariables les uns des autres : ce sont là les liaisons 
imposées au système. Dans ce-nouveau cas, les seuls déplacements 
possibles, compatibles avec les liaisons, sont ceux pour lesquels la 
forme du solide reste invariable. Soient , pour un de ces déplace
ments, a , b, c les projections de la vitesse de translation et p, q, r 
celles de la rotation ins tantanée; ces six quantités peuvent être 
choisies arbi t ra i rement , car on peut imprimer au corps solide tel 
déplacement que l'on veut . La vitesse d 'un point a?, y, z a pour 
projections 

Vx—a-\-qz — ry, Yy—b-h rx—pz, V : = c + py — qx, 

de sorte que le travail virtuel 

Ev = Xv &Xy Yv -+- Z v OZv 
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de la force Fv appliquée au point a \ , y<t, - 5 V est 

&v = X v ( a - i - q z v — r y v ) 5t + Y v ( 6 + r;rv — P * v ) St H- Z v ( c p y v — y a7v ) 8r ; 

nous pouvons écrire cette expression 

G v = 8 < [ a X v H - 6Yv-r- c Z v - t - / ) ( ^ , Z v — ^vYv) + 9 ( ^ v X v — a 7 v Z v ) 

- + - r ( a \ Y v — ^ V X V ) ] ; 

la somme des travaux virtuels de toutes les forces directement 
appliquée est donc 

E = S G V = 8 « [ a 2 X - t - 6 S Y - + - c S Z - H J p S ( ^ Z — ^ Y ) 
- r -grS( . zX — a ? Z ) - r - r 2 ( a ; Y _ r X ) ] . 

Si le corps est en équil ibre, les coefficients des six arbitraires 
sont nuls et l'on a bien 

G = o 

pour tout déplacement compatible avec les l iaisons; et réc ipro
quement , si G est nul, quels que soient ces arbi t raires , il faut que 
leurs coefficients soient égaux à o, c'est-à-dire que les conditions 
d'équilibre soient satisfaites. 

Que le corps soit en équil ibre ou non , la somme des travaux 
des forces de liaison, qui sont ici les actions mutuel les des points 
du système, est nulle pour tout déplacement compatible avec les 
liaisons. En effet, soient M, et M 2 deux points du corps placés à 
une distance r l 'un de l 'autre . Le point M) exercera sur M 2 une 
certaine action F f dirigée suivant M , M S , et M 2 exercera sur M| 
une action égale et opposée F 2 , d 'après le pr incipe de l'égalité de 
l'action et de la réaction (n° 88,/ig. 6 0 ) ; ces deux forces sont les 
forces de liaison provenant de l 'action mutuelle des deux points M| 
et M 2 qui sont liés de façon à rester à une distance invariable 
l'un de l'autre. Pour se représenter celte liaison, on peut imagi
ner les deux points liés l 'un à l 'autre par une tige rigide et sans 
masse. Convenons , comme précédemment , d 'appeler valeur algé
brique F de l 'action mutuel le des deux points la valeur absolue 
de cette action précédée du signe -+- ou du signe — suivant que 
les points se repoussent ou s 'at t irent . Pour des déplacements vir
tuels quelconques imprimés aux deux points , la somme des tra
vaux des deux forces est (n° 88) 

F 8 r . 
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Si les déplacements virtuels imprimés aux deux points sont 
compatibles avec la liaison imposée aux deux points de rester à 
une distance invariable, r reste constant , S> est nul et la somme 
des travaux des forces de liaison est nul le . Le même fait ayant 
lieu pour toutes les actions mutuelles des points du corps solide 
associés deux à deux, la proposi t ion énoncée se trouve établie . 

162. Lemme. — Nous allons ériger cette r emarque , que nous 
venons de faire dans les trois exemples examinés, en règle géné
rale et établir Je lemme suivant : 

Qu'un système de points matériels soit en équilibre ou non, 
pour tout déplacement virtuel compatible avec les liaisons, la 
somme des travaux virtuels des forces dues à ces liaisons est 
nulle, en supposant essentiellement qu'il n'y a pas de frotte
ment. 

Il sufGt évidemment d'établir ce lemme pour chacune des liai
sons du système, et, pour cela, nous passerons en revue les diverses 
sortes de liaisons. Nous les diviserons en deux catégories : 

i ° Liaisons des corps du système avec des corps fixes; 
2 ° Liaisons des corps du système entre eux. 

Première catégorie. — a. Le cas le plus simple est celui où 
un corps solide a un point i ixe; le seul déplacement possible est 
une rotation autour de ce point ; le travail de la force de liaison 
ou réaction du point fixe est nul , puisque son point d'application 
ne se déplace pas dans ce mouvement . Le même fait a lieu si le 
corps a deux points fixes, c 'est-à-dire tourne autour d 'un axe fixe. 

b. Supposons qu 'une surface S, liée à un corps solide du sys
tème, soit assujettie à glisser sans frottement sur une surface 
iixe S'. La force de liaison est la réaction normale MN de cette 
surface S' sur S (fig. i o 5 ) ; son point d'application est le point M 
de S en contact avec S'. Comme le déplacement de ce point doit 
être dans le plan langent commun à S et S', le travail de la réac
tion normale est nu l . L 'une des deux surfaces S et S' peut être 
réduite à une ligne ou à un point . 

c. Supposons enfin qu 'une surface S, liée à un corps solide du 
système, soit assujettie à rouler et à pivoter sans glissement sur 
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Fig. 104. 

at tachant un fil inextensible sans masse en un point A de la cir
conférence de la roue, le tendant sur la roue jusqu 'au point de 
contact M, puis sur la courbe S' jusqu ' en un point fixe B où on 
l 'al lache. 

Deuxième catégorie. — a. Soient d 'abord deux corps solides, 
mobiles tous deux, articulés en un point O . Les forces de liaison 
sont les réactions égales et opposées P , P ' d e s deux corps ; leurs 
points d'application res tant confondus dans tous les déplacements 
admissibles, la somme des travaux virtuels de ces deux forces reste 
nul le . Il en est de même si les corps doivent avoir plus de deux 
points communs ; si, par exemple , ils sont articulés pa r une char
nière . 

b. Considérons maintenant deux surfaces du sys tème, mobiles 
toutes deux, assujetties à glisser sans frottement l 'une sur l 'autre 
{fig- i o 5 ) ; les forces de liaison qui sont les réactions N , N ' de 
ces surfaces sont égales, opposées et normales au plan tangent 
commun au point de contact . Soient V et V les vitesses virtuelles 

une surface fixe S' (n° 57) . La réaction MP de S' sur S (fig- 106) 
est encore appliquée au point M de S qui se trouve en contact, 
mais cette réaction n 'est plus normale, car la liaison établie entre 
S' et S s 'oppose au glissement. Impr imons au système un déplace
ment compatible avec la liaison considérée, c 'est-à-dire faisons 
rouler et pivoter S sur S', et soit V r la vitesse virtuelle du point M : 
le travail virtuel de P est P V r c o s ( P , V r ) Bt; ce travail est nul, car, 
dans le mouvemen t de roulement et pivotement , la vitesse V r du 
point M au contact est nulle. 

L'exemple Je plus simple de ce genre de liaisons est le suivant : 
Dans un plan fixe, une roue S est assujettie à rouler sans glisser 

sur une courbe fixe S' {fig. i o 4 ) . On peut réaliser cette liaison en 
armant la circonférence de la roue et la courbe de dents infini
ment peti tes qui engrènent les unes avec les autres , ou encore en 
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des points M et M' de S et S' qui sont actuellement au contact. 
Ces vitesses ne sont pas les mêmes, car on peut, par exemple, 
obtenir un déplacement compatible avec les liaisons en laissant S 

Fig. io5. 

V 

rixe et faisant glisser S' sur S . En désignant par Vn, V^. les p r o 
jections respectives des vitesses virtuelles V et V sur N et N' , 
nous aurons pour expression du travail virtuel total 

S' = ÔY(NV„-i- N'V;,') = N S « ( V a + V; ( . ) . 

Le mouvement relatif de S par rappor t à S' é tant un glissement, 
la vitesse relative V r du point M par rappor t à S' est dans le plan 
tangent commun, et l'on a, pour la vitesse absolue de M, 

( V ) = ( V e ) + - ( V , ) , 

V e désignant la vitesse d 'entraînement de M. Cette vitesse V e est 
par définition la vitesse du point dn système de comparaison S ' 
qui coïncide avec M, c'est-à-dire la vitesse V du point M'. On a 
donc 

( V ) = ( V ' ) + ( V r ) 

et, en projetant sur la direction IVN, 

puisque Vr, é tant dans le plan tangent , a une projection nul le . 
Mais V'n est égal à —VJ,,, car ces deux quantités désignent les pro
jections d 'un vecteur V sur deux directions N' et N directement 
opposées; on a donc 

v „ + v ; l - = o 

et le travail 5 ' est nu l . 
C. Supposons enfin qu 'un corps solide du système soit terminé 

par une surface S assujettie à rouler et pivoter, sans glissement, 
sur une surface S'faisant partie également d'un corps du système. 
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S' est nulle ; la vitesse d 'entra înement du point M est, comme pré
cédemment, Ja vitesse V du point M', et Ja formule générale 

( V ) = ( V e ) - t - ( V P ) 

donne 
( V ) = ( V ) . 

Les deux vitesses V et V 'é tan t égales, leurs projections et Y'p 

sur deux directions opposées sont égales et de signes contraires, et 
le travail S' est bien nu l . 

163 . C o m b i n a i s o n s d e s l i a i s o n s p r é c é d e n t e s . — Les liaisons 

réalisées dans les machines sont des combinaisons des précédentes . 
Ainsi il est aisé de faire ren t re r dans les liaisons examinées ci-des
sus les liaisons réalisées à l'aide de fils ou de chaînes. 

Imaginons, pa r exemple , que deux points M e t M ( du système 
soient liés l 'un à l 'autre par une chaîne C inextensible, tendue dans 
une partie de sa longueur sur une surface S su r j aque l l e elle peut 

L'action mutuelle des deux surfaces S et S', en leur point de con
tact, n 'est plus normale au plan tangent commun puisqu'elle 
s 'oppose au glissement. Soient MP l'action de S' sur S appliquée 
au point M de S qui se trouve au contact, M ' P ' la réaction de S 
sur S' appliquée au point de S' qui se trouve au contact ; ces deux 
forces sont égales et opposées. Impr imons au système un dépla
cement compatible avec les liaisons, c'est-à-dire un déplacement 
dans lequel S et S' se déplacent, S roulant sur S'. Soient , comme 
précédemment , V et V les vitesses virtuelles des points M et M', 
Vp et V'p. leurs projections respectives sur M P et M'P ' . La somme 
des travaux virtuels des deux forces de liaison P et P ' est 

6 ' = 67 ( P \ p - h P'V;,') = P 8t(V„-i-V',,>). 

Le mouvement relatif de S par rapport à S' étant un roulement 
et un pivotement, la vitesse relative V r du point M par rappor t à 

Fig. 106. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE VIII. PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. a4g 

glisser sans frottement, celle surface S élanl d'ailleurs fixe ou m o 
bile. Celle liaison est une combinaison des précédentes ; les chaî
nons sonl des corps solides; chacun d'eux est articulé au suivant 
en un point ou suivant un axe ; ceux qui sont en contact avec la 
surface glissent sans frot tement sur une surface S. L 'un des deux 
points, M t par exemple, pourrai t , de plus, être lié invariablement 
à la surface S : ce serait encore une liaison précédemment exa
minée. Ce genre de liaisons comprend en particulier les liaisons 
effectuées à l 'aide de poulies . 

164. C o n c e p t i o n g é n é r a l e d e s l i a i s o n s s a n s f r o t t e m e n t . — Nous 
venons de voir que, pour les liaisons les plus simples et leurs 
combinaisons, la somme des travaux virtuels des forces de liaison 
est nulle, pour tout déplacement vir tuel compatible avec les l iai
sons, du moment qu'i l n'y a pas de frottement. Pour des liaisons 
d'une nature plus compliquée, par exemple des liaisons qui sont 
exprimées par des équat ions, on prend la propriété précédente 
comme la définition même de l 'absence de f rot tement ; les liaisons 
sont sans frottement si, pour tout déplacement compatible avec 
les liaisons, la somme des travaux des forces de liaison est nulle. 

165 . D é m o n s t r a t i o n d u p r i n c i p e . — Soit un système de points 
matériels M , , M 2 , . . . , M r t , assujettis à des liaisons données et sol
licités par des forces directement appliquées. Appelons xV} yv, zv 

les coordonnées d 'un de ces points M v ; X v , Y v , Z v les projections 
de la résultante F v des forces directement appliquées à ce point . 

Nous voulons démontrer la proposition suivante : Pour que le 
système soit en équilibre dans une certaine position, il faut et 
il suffit que, si l'on imprime au système un déplacement vir
tuel quelconque compatible avec les liaisons, la somme des tra
vaux virtuels des forces directement appliquées soit nulle. 

La condition est nécessaire. En effet, si l 'équilibre a lieu, chaque 
point M v est en équil ibre sous l 'action de toutes les forces qui lui 
sont appliquées, tant données que de l ia ison; d 'une façon plus 
précise, on peut regarder ce point comme l ibre, à condition de lui 
appliquer certaines forces F ' v , F v , . . . provenant des l ia isons; le 
point est alors en équil ibre sous l'action des forces données de 
résultante F v et dgs forces de liaison F v , F v . . . . Pour un dépla-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 5 o DEUXIÈME PARTIE. — STATIQUE. 

G D > o. 

cément virtuel arbitraire imprimé à ce point, la somme des travaux 
de toutes ces forces est nul le . Le même fait ayant lieu pour chaque 
point du système, si l 'on impr ime aux points du système des dé
placements arbitraires compatibles ou non avec les liaisons, la 
somme des travaux de toutes les forces tant données que de liaison 
est nulle : 

G D -H G L = o , 

G U désignant la somme des travaux des forces données , G L la somme 
des travaux des forces de liaison. Mais, si les déplacements sont 
compatibles avec les liaisons, d 'après le lemme précédent , G L est 
nulle, et donc aussi 

G D = o . 

La condition est suffisante. Si, pour tous les déplacements 
compatibles avec les liaisons, la somme G D des travaux des forces 
données est nulle, le système est en équil ibre. Pour le démontrer , 
nous allons faire voir que, si le système n'est pas en équi l ibre , il 
y a au moins un déplacement compatible avec les liaisons pour 
lequel E D n 'est pas nulle. En effet, si le système n 'est pas en équi 
l ibre, et si on l 'abandonne à lui-même, il entre en mouvement : 
le déplacement que prennent alors les points est compatible avec 
les liaisons, et chaque point M v regardé comme libre se déplace 
dans le sens de la résultante de toutes les forces agissant sur lui 
F v , Fy ,F '^ , tant données que de liaison. Dans ce déplacement 
réel toutes les vitesses initiales sont nul les ; mais nous pouvons 
impr imer au système un déplacement virtuel dans lequel chaque 
point se déplace suivant la même direction et le même sens que 
dans le déplacement rée l , les vitesses virtuelles des points M v 

n 'é tant pas toutes nulles. Alors la somme des travaux des forces 
F v , F ' v , Fy, . . . , étant égale au travail de leur résul tante , est posi
tive, puisque le déplacement a la direction et le sens de cette 
résul tante ; la même chose ayant lieu pour chaque point , la somme 
® D + G L des travaux des forces données et des forces„de liaison est 
positive pour le déplacement considéré et non nul le . Mais, ce dépla
cement étant compatible avec les liaisons, G L est nulle et l 'on a 
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Il en résulte que si, pour tous les déplacements possibles, com

patibles avec les liaisons, 6 D est nul le , l 'équilibre a lieu. 

166. R e m a r q u e s u r l e t r a v a i l d ' u n e f o r c e . — L'analyse que 

nous avons faite des diverses sortes de liaisons possibles met en 
évidence un point sur lequel il n 'est pas inutile d'insister. C'est 
que, pour évaluer le travail élémentaire d 'une force, soit virtuel, 
soit réel, il ne faut pas confondre le point matériel auquel la force 
est appliquée avec le point géométrique d'application de la force. 
Dans l 'expression du travail élémentaire 

F . M W . C O S F ^ M A Î ' , F V c o s ( r \ V ) o Y , 

MM' et V désignent le déplacement infiniment petit et la vitesse 
du point matériel auquel est appliquée la force, et non le 
déplacement et la vitesse du poin t géométrique d'application 
de la force. Par exemple, si une roue R (fig- 107) roule sur une 

Fig. 107 . 

courbe fixe C, la réaction P de la courbe est appliquée au point 
matériel de la roue M qui se trouve au contac t ; après un in te r 
valle de temps &t, la roue a pris une position infiniment voisine, 
un nouveau point M ( de la roue est au contact et la réaction P , est 
appliquée en M, ; quant au point matériel M, primitivement au 
contact, il est venu en M'. C'est le déplacement MM' et la 

MM' 

vitesse g du point matériel M (vitesse nulle à cause du rou le 

ment) qui figurent dans le travail de P , et non pas le déplace-
MMi 

ment MM, et la vitesse — - du point géométrique d'applicafion. 

167 . S u r l e s l i a i s o n s e f f e c t u é e s à l ' a i d e d e c o r p s s a n s niasse. — 
Il arrive quelquefois que , dans un système en mouvement ou en 
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équi l ibre , il se trouve des corps dont on néglige la masse par rap
por t aux autres corps du système et qu 'on regarde comme ayant 
une masse nulle. On traduit cette hypothèse en expr imant que 
les forces appliquées à un corps sans masse se font équil ibre. En 
effet, les équations du mouvement d 'un point sont 

d'x d'y d'z 

X , Y, Z désignant les projections de là résultante des forces appli
quées au point . Le point m étant supposé appartenir à un système 
en mouvement , son accélération est finie, de sorte (pie, si m est 
une masse très pet i te , X , Y, Z sont elles-mêmes des quantités très 
pet i tes . Si l'on suppose m = o, X , Y, Z doivent être nul/es et 
les forces appliquées au point se font é( |uil ibrc. Si l'on imagine 
maintenant un système sans masse, chaipic point du système a 
une masse nulle et toutes les forces appliquées à ce point se font 
équil ibre : l 'ensemble de toutes les forces appliquées à ce système 
est donc en équil ibre. 

Par exemple, si deux points matériels M et M' sont liés l 'un à 
l 'autre par une lige rigide et sans masse, les actions de la lige 
sur les deux points sont deux forces F et F ' égales et directement 
opposées. En effet, l 'action de la tige sur le point M étant F , celle 
de M sur la lige est — F ; de même , celle de M' sur la lige est 

— F ' . Les forces appliquées à la lige sont donc — F et ·— F ' , et, 
comme elles doivent se l'aire équil ibre, elles sont égales et d i rec
tement opposées. On retombe ainsi sur une liaison qui a été 
examinée précédemment ( n u 161) . 

Soient encore deux points matériels M et M' liés par un fil inex
tensible et sans masse passant sur une surface S fixe ou mobile 
sur laquelle il peut glisser sans frottement. Soient T et T ' les 
actions exercées par le fil sur les deux points M et M', et , par 
suite, — T et — T ' les actions exercées sur le fil par les points. 
Le fil est sollicité à ses deux extrémités par les forces — T et 

— T' et , dans la part ie qui louche la surface S, par des forces 
normales provenant de la réaction de la surface. Comme il doit 
être en équil ibre, sa tension est la même partout et il est disposé 
suivant une ligne géodésique de la surface (n° 144) ; en par t icu
lier, T = T ' . Ce genre de liaisons rentre dans des liaisons exami-
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nées précédemment (n° 163 ) ; il condui t à quelques conséquences 
géométriques que nous indiquerons , comme exercices, à la fin du 
Chapitre (Exercices 1 et 2 ) . 

' II. — PREMIERS EXEMPLES. SYSTÈMES A LIAISONS 
COMPLÈTES. MACHINES SIMPLES. 

168. S y s t è m e s à l i a i s o n s c o m p l è t e s . — On dit qu 'un système 
de points matériels est à liaisons complètes quand sa position ne 
dépend que d'un paramèt re . Dans un tel système, chaque point 
décrit une courbe fixe déterminée , et la position d 'un point sur sa 
trajectoire suffit pour déterminer la position de tous les autres 
points. Par exemple, un corps solide, assujetti à tourner autour 
d'un axe fixe, est un système à liaisons complètes : la position du 
corps ne dépend que de l'angle dont le corps tourne à partir 
d 'une position ini t iale; chaque point du corps décrit un cercle 
dont le plan est perpendiculaire à l'axe et dont le centre est sur 
l 'axe; la position d'un de ces points suffit pour déterminer celle 
de tous les autres. Une vis mobile dans un écrou fixe, une chaîne 
assujettie à glisser le long d 'une courbe fixe, sont des systèmes à 
liaisons complètes . 

Ces systèmes sont les plus simples de tous, car on peut leur 
imprimer un seul déplacement virtuel compatible avec les l iai
sons, à savoir le déplacement obtenu en faisant varier infiniment 
peu le paramètre unique dont dépend la position du système. Il y 
aura donc une seule condition d 'équi l ibre . 

169. M a c h i n e s s i m p l e s . — Les machines simples sont des sys
tèmes à liaisons complètes sur lesquels agissent deux forces : 
l 'une P est appelée la puissance, l 'autre R la résistance. Pour 
trouver la condition d 'équil ibre, on impr ime à la machine le 
déplacement virtuel unique compatible avec les liaisons. Soient , 
dans ce déplacement , 8P la projection sur P du déplacement AA' 
du point d'application A de la puissance, et 8R la projection sur R 
du déplacement BB' du point d 'application B de la résistance 
(fig. 108) . La condit ion d 'équil ibre est 

P 8P -+- R 8R = o. 
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E n int roduisanl les vitesses virtuelles au lieu des déplacements , 
on a la condit ion 

P U P + R V R = o , 

où Up désigne la projection sur P de la vitesse virtuelle U du 
point A , et V R la projection sur R de la vitesse virtuelle V du 

Fig. 108. 

point B. Dans l 'équilibre, la puissance et la résistance sont donc 
entre elles dans le rappor t inverse des vitesses virtuelles de leurs 
points d'application estimées suivant leurs direct ions. C'est ce que 
Galilée énonçait sous la forme suivante : «"Ce que l'on gagne en 
force, on le perd en vitesse. » 

i° Presse à coin. — Le c o i n e s t u n p r i s m e t r iangu la i re i soscè l e placé 

e n t r e d e u x madr iers , l 'un fixe, l 'autre assuje t t i à se dép lacer h o r i z o n t a 

l e m e n t . La pu i s sance e s t une p r e s s i o n e x e r c é e v e r t i c a l e m e n t sur la base 

du c o i n s u p p o s é e h o r i z o n t a l e . La rés i s tance e s t la force h o r i z o n t a l e R 

qui s 'oppose au d é p l a c e m e n t d u madr ier m o b i l e . I m a g i n o n s un d é p l a c e 

m e n t v ir tue l a m e n a n t le co in ABC e n A ' B ' C (fig. 109) de façon qu'il des

c e n d e d e 

B H = 6 P ; 

le d é p l a c e m e n t 8R e s t é g a l à IB' pris n é g a t i v e m e n t , c 'est -à-dire , l 'angle C 

é t a n t 2 a , 

8R = — 2 B H t a n g a = — 2 8P t a n g a ; 
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la c o n d i t i o n d'équi l ibre e s t d o n c 

P 8P — a R t a n g a S P = o 

ou 
P ; 2 R t a n g a ; 

l 'emploi du co in sera d 'autant p l u s a v a n t a g e u x que l 'angle sera p lus pe t i t . 

2° Vis de pression. — N o u s s u p p o s e r o n s que la p u i s s a n c e e s t u n e 

force P perpend icu la i re à l 'axe Bz (fig. t i o ) de la v i s e t a p p l i q u é e en A 

à une d i s tance a d e c e t a x e , n o r m a l e m e n t au p l a n A s B , la ré s i s tance R 

Fig. n o . 

xj 
A 

j / 
J P 

V 

e x e r ç a n t s o n ac t ion su ivant c e t a x e m ê m e . P o u r u n e rota t ion in f in iment 

pet i te 88, seul d é p l a c e m e n t c o m p a t i b l e a v e c l e s l ia i sons , la p r o j e c t i o n 

sur P du pe t i t arc d'hél ice que décr i t le p o i n t A est u n arc de cerc le de 

rayon a e t d 'ouverture 86 : 

8P = a 86. 

Quant à 8R, il a p o u r va leur 

8R = — A se, 
21t 

en d é s i g n a n t par h l e pas de la v i s ; car l e g l i s s e m e n t de la vis l e l o n g de 

son axe est p r o p o r t i o n n e l à sa r o t a t i o n , e t le pas h e s t la va leur d u g l i s se 

m e n t pour un t o u r ent ier de la v i s . La c o n d i t i o n d'équi l ibre e s t d o n c 

P « 8 6 — R A S 8 = 0 , p = _ ^ _ R , 
2ir 2 i ra 

e t il y aura avantage à a u g m e n t e r la d i s tance a e t à d i m i n u e r l e pas de la 

v i s . 

3" Bascule ou balance de Quintenz. — La bascu le se c o m p o s e d'un 

fléau A B C (fig. m ) m o b i l e a u t o u r du p o i n t O, e t qui s u p p o r t e , à l 'aide 

de t iges ar t i cu l ée s BB' , C C , d e u x p l a t e a u x h o r i z o n t a u x s 'appuyanl l'un 

en I sur un c o u t e a u fixe, l 'autre e n F sur u n c o u t e a u F F ' i n v a r i a b l e m e n t 

l ié au plateau I C . On place l e corps à peser sur le p la teau supér ieur , e t 

on lui fait équi l ibre par un p o i d s P p lacé en A, l e fléau A B C é tant h o r i 

zonta l . P o u r une ro ta t ion 86 du fléau autour de son a x e , on a é v i d e m m e n t 

8P = O A 86. 
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Q u a n t à oR, il d é p e n d r a d e la pos i t i on d u fardeau sur le tabl ier FB' , à 

m o i n s que ce tab l i er ne se d é p l a c e para l l è l ement à l u i - m ê m e , c ' e s t -à -d ire 

que les po int s F e t B' n e s 'é lèvent d'une m ê m e q u a n t i t é . P o u r e x p r i m e r ce t te 

F i g . m . 

c B o A 

.A 

r F ' 

c o n d i t i o n , n o u s o b s e r v o n s que B' s 'é lève a u t a n t que B , c 'est-à-dire de 

O B 86; le p o i n t C s 'é levant d'ai l leurs d e O C 89, il en sera d e m ê m e de C , 

e t le p o i n t F ' qui entra îne F s 'é lèvera de OC 8 8 ; la c o n d i t i o n c h e r c h é e 
I C 

e s t d o n c 

I F 7 Ï F 7 O B 

O B = OC 4L-, 4L·- = -==-; 
I C I C OC 

el le e x p r i m e que les dro i te s 0 1 e t B F ' se c o u p e n t sur C C . D a n s c e t t e 

h y p o t h è s e , o n aura 
8R = O B 88; 

la bascu le sera en équi l ibre si l 'on sat isfai t à la c o n d i t i o n 

P . O A . 8 8 — R . O B . 8 6 = o , £ = 
R O A 

e t t o u t se passe c o m m e si l e corps à peser é ta i t d i r e c t e m e n t s u s p e n d u au 

p o i n t B . 

4° Balance de Roberval. — U n para l l é logramme art icu lé A B C D 1 1 2 ) 

e s t suscept ib l e de tourner a u t o u r des m i l i e u x 0 0 ' de d e u x c ô t é s o p p o s é s , 

c e s d e u x po in t s é tan t s i tués sur la m ê m e ver t i ca le . Les c ô t é s A D , BC r e s 

t eront é v i d e m m e n t v e r t i c a u x ; si l 'on y fixe d e u x p l a t e a u x , l e u r s d é p l a c e 

m e n t s v ir tue l s s eront é g a u x e t d e s ignes contra ires , de sorte q u e , p o u r que 
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Fig. n 3 . 

l ' ex trémi té B g l i sse sans f r o t t e m e n t sur la vert ica le d u p o i n t A . S u r la 
p o i g n é e F , i n v a r i a b l e m e n t l iée à A O , s 'exerce la p u i s s a n c e F P , que n o u s 
p o u v o n s s u p p o s e r t ranspor tée au p o i n t E d e sa d i rec t ion , p i e d de la p e r 
p e n d i c u l a i r e aba i s sée de A sur P ; l a rés i s tance est la force vert icale B R 
qui s 'oppose au m o u v e m e n t d e B . 

Le seul d é p l a c e m e n t c o m p a t i b l e a v e c les l ia i sons e s t ce lu i qu'on o b t i e n t 
en faisant t o u r n e r la t ige A O d'un -angle 8a; dans ce d é p l a c e m e n t , le t r a 
vail d e P es t 

P 8 P = — P . Â Ë S a . 

Q u a n t au travai l de la rés i s tance , c'est — R8a?, en d é s i g n a n t par x la d i s 

t a n c e A B . N o u s avons d'ai l leurs , dans le t r i a n g l e A O B , 

b' = a?*H- a* — iax c o s a 

e t , en différentiant , 

o 

A. — I. 

= x Sx — a c o s a 8a; -+- ax s i n a 8a, 

«7 

deux, po ids , P e t R, p lacés dans ces p l a t e a u x se fassent équi l ibre , il faut 

qu'ils so i en t é g a u x . C o m m e pour la b a s c u l e , la c o n d i t i o n d'équi l ibre ne 

dépend pas d e la pos i t i on des corps dans l e s p l a t e a u x ; de p lus , l 'équi l ibre 

a l ieu d a n s t o u t e s l e s pos i t i ons : i l e s t indif férent . 

D a n s ce qui p r é c è d e , n o u s n'avons pas à ten ir c o m p t e du p o i d s des 

t i g e s ; car, l es po ids des t i g e s ver t i ca le s A D et BC é t a n t é g a u x , la s o m m e 

de leurs t ravaux v ir tue l s e s t n u l l e , e t , l es p o i d s des t i g e s A B et CD é t a n t 

appl iqués en des p o i n t s fixes O e t O', la somme, d e leurs t r a v a u x es t é g a 

l e m e n t nul le . E n réa l i té , l es t i g e s A B e t C D sont r e m p l a c é e s par des corps 

so l ides de p o i d s p e t p' d o n t l e s c e n t r e s d e grav i t é sont en g e t g' q u a n d 

les l i gnes A B e t CD s o n t horizontales. S u p p o s o n s l 'équi l ibre établ i dans 

cette position; p o u r u n d é p l a c e m e n t v i r tue l d u s y s t è m e , l es po ints g e t g' 

se dép lacent n o r m a l e m e n t a u x p o i d s p e t p', e n d é c r i v a n t des arcs de 

cerc le d e centres respect i f s O e t O'. D o n c la s o m m e d e s t r a v a u x v ir tue l s 

de ces po ids e s t e n c o r e n u l l e , e t l 'on a t o u j o u r s P = R p o u r la c o n d i t i o n 

d'équi l ibre; s e u l e m e n t l 'équi l ibre n'est p lus indifférent, car, dans u n e autre 

p o s i t i o n , l es t r a v a u x des po ids p e t p' in t erv i endra ient . 

5" Genou. — U n e t i g e A O (jig. 1 1 3 ) e s t ar t icu lée par ses d e u x e x t r é 

mi té s : en A a v e c un axe fixe, en O a v e c une t ige O B , d e l o n g u e u r b, d o n t 
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Sx = — 

la c o n d i t i o n d'équi l ibre e s t a lors 

P = J = -

x— a c o s a 

Menant O D e t A C p e r p e n d i c u l a i r e m e n t à A B et appe lant C le p o i n t de 

r e n c o n t r e de la dern ière p e r p e n d i c u l a i r e avec B O p r o l o n g é , o n a 

O D = a s i n a , B D = x — a c o s i , x 
B D 

A C 

O D 

La c o n d i t i o n d'équi l ibre prend a lors la forme s imple 

x.OB ÂC P 

R A E . B D A E 

6" Moufles et palans. — U n e moufle se c o m p o s e de d e u x s y s t è m e s de 

p o u l i e s , a s s e m b l é s c h a c u n d a n s u n e m ê m e c h a p e e t m o n t é s sur le m ê m e 

a x e o u sur des a x e s par t i cu l i ers ; l e premier s y s t è m e est fixe, le s econd 

m o b i l e (fig- n 4 ) - S u p p o s o n s c h a q u e s y s t è m e c o m p o s é d e tro is pou l i e s : l e 

Fig. 114. 

premier , des pou l i e s A , A', A"; l e s e c o n d , des pou l i e s A t , A\, A\. E n un 

p o i n t fixe B de la c h a p e du premier s y s t è m e on fixe une corde qui passe 

s u c c e s s i v e m e n t en A A | , A'A' , , La pu i s sance P es t u n e trac t ion e x e r c é e 

sur l ' ex trémi té l ibre de la c o r d e ; la r é s i s t a n c e R, un p o i d s s u s p e n d u a u -

d e s s o u s du s y s t è m e m o b i l e . Les s ix part i e s d e la corde c o m p r i s e s entre 

l e s d e u x s y s t è m e s de pou l i e s p e u v e n t ê tre regardées c o m m e paral lè les : la 

l o n g u e u r t o t a l e de la c o r d e é t a n t c o n s t a n t e , si l 'on e x e r c e en P u n e t r a c 

t i o n qui a l l o n g e la part ie l ibre d e la corde de 8 P , c h a c u n e d e s s i x part ies 

d e la corde c o m p r i s e s en tre les d e u x s y s t è m e s d e pou l i e s se raccourc i t 
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Fig. n 5 . 

en écr ivant que la s o m m e d e ces t ravaux es t nul le e t r e m a r q u a n t q u e 8CT 

peut être mis e n fac teur dans la s o m m e , o n t r o u v e , pour la c o n d i t i o n d e 

l 'équil ibre, 

Cette cond i t ion es t suffisante à c o n d i t i o n d 'admettre que la c h a î n e es t 

tendue en tous ses po in t s e t n o n pressée . Par e x e m p l e , si aucune force 

n'est d i r e c t e m e n t app l iquée à la cha îne , sauf d e u x forces P e t R appl iquées 

aux deux e x t r é m i t é s , la c o n d i t i o n d'équi l ibre e s t 

P t + R , = o . 

8° Équilibre d'un fluide incompressible dans un tuyau très étroit. 
— Gali lée s'est déjà servi du pr inc ipe des v i tesses v ir tue l les pour d é m o n 
trer les pr inc ipaux t h é o r è m e s d ' H y d r o s t a t i q u e ; D e s c a r t e s e t Pasca l o n t 
é g a l e m e n t e m p l o y é ce pr inc ipe p o u r é t u d i e r l 'équi l ibre des f luides. P o u r 
qu'on puis se appl iquer le pr inc ipe d e s v i t e s s e s v ir tue l les à un fluide, sans 
tenir c o m p t e des t ravaux des forces in tér i eures , il faut que l e s t r a v a u x des 
forces in tér i eures d u fluide ou forces de l iaison s o i e n t nu l s p o u r tout 
d é p l a c e m e n t v ir tue l c o m p a t i b l e a v e c les l i a i sons , c ' e s t -à -d ire que les m o l é 
cules vo i s ines res tent à une d i s l a n c e c o n s t a n t e ( f lu ide i n c o m p r e s s i b l e ) e t 
qu'il n'y ait pas de f r o t t e m e n t s i n t é r i e u r s ( f lu idi té par fa i t e ) . N o u s e m p r u n 
tons l ' e x e m p l e su ivant à L a g r a o g e (Statique, 7 ' S e c t i o n ) . 

C o n s i d é r o n s un fluide i n c o m p r e s s i b l e en fermé dans un tuyau inf in iment 
é tro i t d o n t la forme e s t d o n n é e e t d o n t la sect ion dro i t e 10 varie su ivant 
une loi d o n n é e . P o u r p lus d e préc i s ion , o n p e u t se représenter l e t u b e 

de £ 8 P ; c e t t e e x p r e s s i o n c h a n g é e de s igne est la va leur de 8R, e t l'on a, 

pour l 'équi l ibre, 

P = Î R . 

7° Chaîne inextensible glissant sans frottement sur une courbe fixe. 
— Soient A et B les e x t r é m i t é s de la cha îne , d o n t l ' épaisseur es t s u p p o s é e 

inf iniment pe t i t e , F la force d i r e c t e m e n t appl iquée à un é l é m e n t ds p l a c é 

en C, Ft la pro jec t ion de F sur la t a n g e n t e à la c o u r b e en C dans le 

sens A B . I m p r i m o n s au sy s t ème le seul d é p l a c e m e n t v i r tue l qui so i t c o m 

pat ible a v e c les l ia i sons , d é p l a c e m e n t dans l eque l la cha îne t o u t ent ière e t , 

par suite , chaque é l é m e n t g l i s sent le l o n g de la c o u r b e d'une m ê m e q u a n 

t i té C C éga le à 8<J (jïg. n 5 ) . Le travai l v ir tue l de la force F est F , S e ; 
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c o m m e e n g e n d r é par un é l é m e n t plan 10 d'aire inf in iment p e t i t e se d é p l a 

ç a n t en res tant normal à une courbe d o n n é e S (fig. 1 1 6 ) . S o i e n t A e t B 

les e x t r é m i t é s de la c o l o n n e fluide s u p p o s é e s m a i n t e n u e s par d e u x p i s tons 

inf in iment p e t i t s , dm un é l é m e n t de la c o l o n n e fluide p lacé en un p o i n t C où 

la s e c t i o n dro i t e e s t 10; d é s i g n o n s par F la force app l iquée à l ' é l é m e n t dm 

Fig. 116. 

et par F* sa projec t ion sur la t a n g e n t e à la c o u r b e S dans l e sens A B , 

c'est-à-dire sur la n o r m a l e à u>. I m p r i m o n s à la c o l o n n e fluide l e seul d é 

p l a c e m e n t v i r tue l qui so i t c o m p a t i b l e a v e c les l i a i s o n s , d é p l a c e m e n t qui 

cons i s te à faire g l i s ser la c o l o n n e t o u t en t i ère d'une quant i t é inf in iment 

p e t i t e . Dans ce g l i s s e m e n t , l ' é l é m e n t dm p lacé en G p a r c o u r t sur la 

c o u r b e S un arc os : d e sorte q u e tu8s est la quant i t é du fluide qui passe par 

la s ec t ion 8u> du canal . A cause de l ' i n c o m p r e s s i b i l i t é d u fluide, il faut que 

c e t t e quant i t é so i t la m ê m e p a r t o u t ; o n p e u t d o n c p o s e r u>Ss = a, a é t a n t 

l e m ê m e tout l e l o n g du t u b e . Le travail de F es t a lors FtSs ou — E f , e t 

la s o m m e des t r a v a u x v ir tue l s des forces F d i r e c t e m e n t app l iquées e s t 

• La cond i t ion néces sa i re e t suffisante de l ' équi l ibre est d o n c 

en s u p p o s a n t q u e la co lonne so i t c o m p r i m é e en tous ses p o i n t s . 

P a r e x e m p l e , si l es seu les forces app l iquées à la c o l o n n e fluide s o n t d e u x 

press ions Po e t P i app l iquées n o r m a l e m e n t sur l e s d e u x p i s t o n s A e t B de 

sec t ions cu0 e t u> t, la c o n d i t i o n d'équi l ibre e s t 

Remarque. — On arrive à c e t t e m ê m e é q u a t i o n p o u r l ' équi l ibre d'un 

fluide d a n s les c o n d i t i o n s s u i v a n t e s . I m a g i n o n s u n vase de forme q u e l 

c o n q u e e n t i è r e m e n t c los d o n t par tent d e u x t u b e s c y l i n d r i q u e s A e t B d e 

s e c t i o n s u>o e t >o\. S u p p o s o n s l e vase rempl i d'un l iqu ide sur l eque l n'agit 

a u c u n e force d i r e c t e m e n t a p p l i q u é e e t l e s d e u x t u b e s b o u c h é s par d e u x 

p i s t o n s A e t B sur l e sque l s on e x e r c e des pres s ions n o r m a l e s Po e t P t . S i 

l 'on en fonce le p i s t o n A d'une quant i t é in f in iment p e t i t e eo, l e v o l u m e 

in tér ieur d i m i n u e de e o ^ o : il faut d o n c que le p i s t o n B s 'é lève d'une 
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quant i té e, t e l l e que e „ O J 0 = s, to, . La s o m m e des t ravaux v ir tue ls de P 0 e t Pi 

é tant é v i d e m m e n t Po^o— P i ^ i , on a, p o u r l 'équi l ibre , 

P 0 S 0 P l £ l = O , PoU»!— P i U ) 0 = o, 

relation sur l a q u e l l e e s t f o n d é e la p r e s s e hydrau l ique . 

III. — CONDITIONS G É N É R A L E S D'ÉQUILIBRE D É D U I T E S 
DU P R I N C I P E DES V I T E S S E S V I R T U E L L E S . 

170. Équation générale de la Statique. — Nous suivrons la 
méthode qui a été indiquée par Lagrange. Soit donné un système 
formé de n points 

M i O , , ^ , * , ) , M 2 ( a ? 2 , y^ z2), M„(xn, yn, za), 

soumis à des liaisons qui s 'expriment par des relations d'égalité, 
comme celles que nous avons étudiées dans ce qui précède. 

Désignons par F V ( X V , Y v , Z v ) la résultante des forces données 
qui agissent sur M v ; le pr incipe des vitesses virtuelles nous don
nera l 'équation 

v = n 

( 1 ) 2 ( X v 8 a ? v - + - Y v 8 > v - r - Z v & » v ) = o. 
V = l 

qui devra être vérifiée pour tous les déplacements Bxv, Byv, Bzv 

compatibles avec les liaisons. On peut dire que c'est là M équation 
générale de la Statique. 

171 . Réduct ion des équations d'équilibre au nombre minimum. 
— Dans chaque système particulier, pour obtenir le déplacement 
virtuel le plus général compatible avec les liaisons, il faut et il 
suffit qu 'on fasse subir à k paramètres qi} q2, . . ., qk des varia
tions arbitraires S < g r { , S ^ - j , . . . , S g r * . On dit alors que le système 
considéré possède k degrés de liberté. 

Par exemple , pour obtenir le déplacement le plus général d 'un 
point sur une surface (n° 159) , il suffit de faire subir à deux para
mètres des variations arbitraires hqt et oq2 ; un point sur une sur 
face est donc un système à deux degrés de l iberté . 

Pour obteni r le déplacement le plus général d 'un solide l ibre , 
il suffit de lui impr imer trois translations arbitraires infiniment 
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Sa;, = 

8 / 1 ^ 

( 2 ) 
8a?v = 

°>v = 

8^ v = 

peti tes parallèles aux trois axes et de le faire tourner de trois 
angles infiniment petits arbitraires autour des trois axes ; un 
corps solide ent ièrement l ibre est donc un système à six degrés 
de l iberté. 

P renons encore le système formé par une circonférence maté
rielle rigide, assujettie à rouler sans glisser sur un plan fixe P 
(cerceau) : la liaison s 'exprime en écrivant que la vitesse du point 
matériel au contact est n u l l e ; donc , pour imprimer au cerceau 
un déplacement compatible avec la liaison, il faut et il suffit 
qu 'on le fasse tourner d 'un angle infiniment petit autour d'un axe 
arbi t ra i rement choisi passant par le point de contact avec le plan ; 
or, cette rotat ion élémentaire peut toujours se décomposer en 
trois, l 'une Bq, au tour de la normale au plan fixe menée par le 
point A. de contact , l 'autre 8 ^ autour de la tangente au cerceau 
en A, la troisième 8gr 3 au tour de la normale menée en A au cerceau 
dans le plan fixe. Le cerceau consti tue donc un système à trois 
degrés de l iberté . 

Revenons au cas général d 'un système à Ar degrés de l iberté. 
Comme, par hypothèse , le déplacement du système est défini par 
les variations arbitraires 8 y ( , 8 g r 2 , · · · , S^Ai les variations 8 ^ , S ^ f , 
8.Zi, 8a? 2, Sy 2 , 8_s 2, . . . des coordonnées des divers points du sys
tème sont déterminées dès qu 'on connaît 8 y ( , Sçr2, . . . , hqk. On 
aura donc pour ces variations des expressions de la forme 

« H o y i - t - a ^ S ^ î - H . . . - H ai k8q k, bn Sqx-t- bnSqi-h...-hba.SqA; 
Cil 8 ? i - t - c l a 8 ^ 2 - f - . . . - ( - c u . Sq/„ 

· , 
«vi 8<?I •+ • AVS Sgr2 - + - . . . - T - A V A - 8gv (, 

*vi S^I - + - b v i 8 o 2 - + - . . . - H b v k S q k , 

CVI 8ç/I -i- C V 2 $q* -+- • •. -+- CVA- 8qk, 

Si l'on por te ces valeurs dans l 'équation générale de la Statique 

S ( X v 8 a ? v - i - Y v 8 j ' v H - Z v 8 ^ v ) = o , 

elle prend la forme 

( 3 ) Q , S ? i - l - Q 2 8 ? 2 - l - . . . - f - Ç > 3 a * = o 
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avec 
V = 1 1 

Qf = 2 ( X v a v i - t - Y v & v i - t - Z v c v f ) . 
V = l 

L'équation (3 ) devant être satisfaite quels que soient S g r , , 
%q.2, · .., àq/t, il faut qu'on ait s imultanément 

( 4 ) Qi = o, Q a = o , . . . . Q 4 = o . 

On a ainsi k équat ions nécessaires et suffisantes pour l 'équi
libre ; le nombre de ces équations est précisément égal au nombre 
des degrés de liberté du système. 

172. Systèmes holonomes ; coordonnées d'un tel système. — 
On dit , d'après le physicien Hertz (Œuvres complètes, t. I I I ) , 
qu 'un système à k degrés de liberté est liolonome quand il existe 
un système de paramètres qt, q2, . .., qk tel que les coordonnées 
xv,yv, zy des divers points du système s 'expriment en fonction de 
ces paramètres sous forme finie : 

- * v = <j>v(<7i, qt, • q k ) -

( 5 ) ^ yv=tyv(.9i, y». ···» ?*). 
-Zy = T B v ( q u qt, q k ) 

(v = i , 2, » ) . 

Les paramètres q,, q2, . . ^ qk sont alors les coordonnées du 
système holonome; la connaissance de leurs valeurs numériques 
détermine la position du système. Pour obtenir un déplacement 
virtuel compatible avec les liaisons, il suffit de donner à qt, 
q-i, - · - , qk des accroissements infiniment petits arbitraires Zqt, 
8<jr2, . . . , Bq/t- On a ainsi, d'après ( 5 ) , 

( 6 ) 

à q l * 9 ^ 

à x v 

à q l 

à q i à q i à q k 

d z v 

à q k 

° q k , 

o q k -

Ces formules sont des cas particuliers des expressions ( 2 ) : 
elles sont particulières parce que , dans le cas actuel, les seconds 
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membres des expressions de Zxv, 5y v , 8.zv sont des différentielles 

totales exactes de fonctions de q,, q^t . . · , y * , ce qui n ' a pas lieu 

dans le cas général ( 2 ) . 
En por tant les expressions (6 ) dans l 'équation générale de la 

Statique ( 1 ) , on obtient les équations d 'équil ibre sous la forme 

( 7 ) Qi = o , Q j = o , Q A - = O 

La plupar t des systèmes qui se présentent dans les applications 
sont holonomes : par exemple, un corps solide assujetti à tourner 
autour d 'un axe fixe et à glisser le long de cet axe est un système 
holonome, car sa position dépend de deux coordonnées , l'angle 
dont il a tourné à par t i r d 'une certaine position et la longueur dont 
il a glissé le long de l'axe à par t i r de cette posi t ion. 

Un corps solide mobile autour d 'un point fixe est un système 
holonome, car la posit ion du corps est déterminée par trois coor
données qui sont, par exemple, les angles d 'Euler que fait un sys
tème d ' axes liés a u corps avec des axes fixes. 

Par contre , une circonférence assujettie à rouler sans glisser 
sur un plan fixe (cerceau) ne consti tue pas un système ho lonome; 
cela résulte de ce qu 'un cerceau est un système à trois degrés de 
l iberté (n° 171) , et cependant on ne peut pas déterminer par trois 
coordonnées sa position sur le plan sur lequel il roule . 

173. C a s p a r t i c u l i e r o ù l ' e x p r e s s i o n d u t r a v a i l v i r t u e l e s t u n e 

d i f f é r e n t i e l l e e x a c t e . — Les résultats généraux qui précèdent ont 

une forme intéressante quand l 'expression du travail vir tuel 

Qi 8 ? i -t- Q 2 8gr2 + . . . - t - Ç> S ? * , 

où Q ) , Q 2 , . . . , Q A sont exprimés en fonction des q, est la diffé

rentielle totale exacte d 'une fonction U de q,, qif . . . , q/t, c 'est-

à-dire si l 'on a 

avec 

( 8 ) 
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les équations d 'équil ibre sont alors celles qu 'on écrirait si l 'on 
voulait chercher les máxima et les mínima de la fonction U ; nous 
démontrerons en Dynamique que , si, pour un système déterminé 
de valeurs des q, cette fonction U est réel lement maximum, la 
position d 'équil ibre correspondante est une position d'équilibre 
stable (Lejeune-Dir ichle t ) . 

Le cas où il y a une fonction de forces, c 'est-à-dire celui où 

S ( X V 8;rv-+- Y v Syv-r- Z v 6 a v ) 

est la différentielle totale exacte d 'une fonction de X\, y\, z,, x2, 
y*, ^ 2 , — , x ni y ni %ni rent re dans celui que nous venons d 'é tu
dier, car, si l'on remplace les coordonnées et leurs différentielles 
par leurs valeurs en fonction des q et des Sy, l 'expression consi
dérée reste une différentielle totale exacte. Mais la réciproque 
n'est pas vraie : il peut se faire que Q« h"qi -+- Q 2 - 1 - — - H Q A S ^ A 

soit une différentielle exacte, sans qu'i l y ail une fonction des 
forces. 

174. Application. Système pesant. — Quand Je système dont 
on cherche les positions d'équilibre est sollicité uniquement par 
la pesanteur, comme force directement appliquée, il existe évi
demment une fonction des forces directement appl iquées . En effet, 
en supposant un axe Oz vertical, dirigé vers le bas , le poids d 'un 
point m¡ du système est mig et le travail virtuel de ce poids 
m¡gBz¿; la somme des travaux virtuels est donc 

giSmièzi=gMK, 

en appelant Ç l 'ordonnée du centre de gravité . Les positions 
d'équilibre s O n t alors celles qui annulent SÇ; ce sont celles qu 'on 
trouverait e n cherchant les máxima et les mínima de Ç considéré 
comme fonction des k paramètres géométr iquement indépendants 
qt, q2i • . . , qui qu ' définissent la position du système. 

Exemples. — i ° C h e r c h o n s les pos i t i ons d 'équi l ibre d 'une barre h o m o 

gène p e s a n t e A B (fig. 1 1 7 ) dont l e s e x t r é m i t é s g l i s s e n t sans f r o t t e m e n t 

sur u n e c o n i q u e d o n t l 'axe foca l e s t ver t i ca l ( s y s t è m e a v e c un d e g r é de 

l i b e r t é ) . O n a d'abord c o m m e p o s i t i o n s d'équi l ibre é v i d e n t e s les pos i t i ons 

h or i z on t a l e s si e l les son t pos s ib l e s . P o u r t rouver d'autres p o s i t i o n s d 'équi 

l ibre , c o n s i d é r o n s u n e d i rec tr i ce D D ' , e t s o i e n t A A ' e t B B ' les d i s t a n c e s 
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des p o i n t s A e t B à c e t t e d irec tr i ce . La d i s tance à la dro i t e D D ' du centre 

d e grav i t é G, s i t u é au mi l i eu de A B , e s t 

— = À Â ' + B F 
2 

Fig. 1 1 7 . 

D A' ff B ' D' 

O r , en a p p e l a n t e l ' e x c e n t r i c i t é e t F le f o y e r c o r r e s p o n d a n t à D D ' , o n 

sa i t q u e A A ' et BB' sont é g a u x r e s p e c t i v e m e n t à ^ A F e t - B F , d'où l'on 

c o n c l u t 

= Â F j - Ï Ï F 

ie 
La d i s tance GG' es t d o n c m a x i m u m ou m i n i m u m e n m ê m e t e m p s que 

A F -+- B F , e t c e t t e dernière s o m m e e s t é v i d e m m e n t m i n i m u m quand la droi te 

A B p as se par le foyer F . D o n c , si la d r o i t e p e u t passer par un foyer, c h a 

c u n e d e ce s p o s i t i o n s e s t une p o s i t i o n d 'équi l ibre . D a n s le cas d e l à figure, 

l o r s q u e la dro i t e passe par F , e l l e e s t en é q u i l i b r e i n s t a b l e , car dans c e t t e 

p o s i t i o n le c e n t r e de g r a v i t é e s t p lus h a u t q u e d a n s l e s p o s i t i o n s v o i s i n e s ; 

e l l e e s t en é q u i l i b r e s tab le q u a n d e l l e passe par l 'autre foyer F , , c o m m e 

o n le v o i t e n p r e n a n t l 'autre d irec tr i ce D t D J . 

2° U n e c h a î n e t t e p e s a n t e , h o m o g è n e ou n o n , d o n t les e x t r é m i t é s sont 

fixes o u a s su je t t i e s à g l i s ser sans f r o t t e m e n t sur des c o u r b e s ou d e s sur

faces fixes d o n n é e s , prend une pos i t ion d'équi l ibre qui e s t , parmi t o u t e s 

les p o s i t i o n s que p e u t p r e n d r e la c h a î n e t t e , c e l l e qui r e n d la h a u t e u r du 

c e n t r e de grav i té m a x i m u m o u m i n i m u m . P a r e x e m p l e , de t o u t e s les 

c o u r b e s h o m o g è n e s de l o n g u e u r d o n n é e l pas sant par ' d e u x po int s fixes, 

c e l l e d o n t l e c e n t r e de grav i té e s t l e p l u s bas e s t la c h a î n e t t e p r é c é d e m 

m e n t d é t e r m i n é e ( n ° 1 3 9 ) . On e n c o n c l u t que s i , dans un p l a n , on prend 

un a x e fixe Ox e t d e u x p o i n t s f ixes A , B , de t o u t e s les c o u r b e s de l o n 

g u e u r l s i t u é e s d a n s le p l a n e t passant par les d e u x p o i n t s , ce l l e qu i , en 

t o u r n a n t a u t o u r de Ox, e n g e n d r e l'aire m i n i m u m es t u n e c h a î n e t t e ; on le 

vérifie d'après le t h é o r è m e de G u l d i n , car l'aire e n g e n d r é e é t a n t l. 2 i t G G ' 

at t e in t son m i n i m u m en m ê m e t e m p s que GG'. O n p e u t l a i s ser de c ô t é la 

c o n d i t i o n re la t ive à la l o n g u e u r e t r e t r o u v e r a ins i , du m o i n s en part i e , un 
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! V j 

laquel le l es po ints o c c u p e n t des p o s i t i o n s mt, mit mn, les forces a y a n t 

les valeurs / 2 , · . - , / « · S u r la d i rec t ion d e / v , i m a g i n o n s un p o i n t 

fixe O v à u n e d i s t a n c e m v O v = r v . Si l'on d é p l a c e inf in iment peu le s y s 

tème à part ir de la p o s i t i o n d é t e r m i n é e c o n s i d é r é e , m v v iendra e n m\ e t 

le travai l v i r tue l de fi, sera — fv&ry, car on a é v i d e m m e n t ( n ° 84·, E x . I I I ) 

8/-V - — mvm'v cos(fiv, mvm'^). 

La s o m m e des travaux v ir tue l s des forces fi, es t d o n c 

6 = — Σ / ν δ / · ν . 

Il s 'agit de p r o u v e r q u e la c o n d i t i o n nécessa ire e t suffisante p o u r 
que la p o s i t i o n p a r t i c u l i è r e c o n s i d é r é e so i t une p o s i t i o n d'équi l ibre 
est E = o . 

P o u r ce la , r e m a r q u o n s q u e n o u s p o u v o n s r e m p l a c e r l 'act ion de la force 
fi par la t e n s i o n d'un fil i n e x t e n s i b l e , a t t a c h é en m.,, p a s s a n t sur u n e 

résultat déjà o b t e n u . P a r m i t o u t e s l e s c o u r b e s s i tuées d a n s le p lan e t pas 

sant par A B , ce l l e qui e n g e n d r e l'aire m i n i m u m es t une cer ta ine c h a î n e t t e ; 

en effet, so i t C c e t t e courbe : e l le es t , en par t i cu l i er , parmi t o u t e s l es 

courbes de m ê m e l o n g u e u r qu'e l l e , ce l l e qui e n g e n d r e l'aire m i n i m u m ; 

c'est donc bien une c h a î n e t t e ayant sa base paral lè le à Ox. Il restera à 

chois ir , parmi t o u t e s c e s c h a î n e t t e s en n o m b r e infini , c e l l e qui d o n n e l'aire 

m i n i m u m ; c'est , c o m m e nous l 'avons vu ( n ° 1 4 8 , E x . I ) , c e l l e qui a Ox 

pour base . 

3° Position d'équilibre d'un solide pesant limité par une surface 
courbe et reposant sur un plan horizontal fixe. — C e t t e ques t ion e s t 

traitée en déta i l dans l e t ro i s i ème V o l u m e ( C h a p . X X X I , § I V ) . 

175. P r i n c i p e d e T o r r i c e l l i . — N o u s v e n o n s de vo ir , c o m m e u n e c o n s é 
quence du pr inc ipe des v i t e s s e s v i r t u e l l e s , que , p o u r o b t e n i r les p o s i t i o n s 
d'équi l ibre d'un s y s t è m e p e s a n t , il suffit d'égaler à z é r o la v a r i a t i o n de la 
h a u t e u r du c e n t r e de g r a v i t é . L a g r a n g e a fait la r e m a r q u e i m p o r t a n t e que 
si. a v e c T o r r i c e l l i , on a d m e t c o m m e un p r i n c i p e é v i d e n t c e t t e c o n d i t i o n 
d'équil ibre d'un s y s t è m e pesant , le pr inc ipe des v i t e s s e s v ir tue l l e s e n r é 
sul te dans toute sa généra l i t é (Mécanique analytique, S e c t i o n I e t S e c 
tion III, § V ) . S o i t , e n effet, un s y s t è m e d e p o i n t s M , , M 2 , M„ a s s u 
je t t i s à des l ia i sons d o n n é e s et so l l i c i t é s par des forces d o n n é e s F j , 
F , Fn(fig. u 8 ) . C o n s i d é r o n s une pos i t i on d é t e r m i n é e du s y s t è m e dans 

Fig. 118. 
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p o u l i e in f in iment p e t i t e O v e t s u p p o r t a n t un p o i d s t enseur p v éga l à _/,. 

Si n o u s fa i sons c e t t e o p é r a t i o n pour c h a q u e f o r c e n o u s remplaçons le 

s y s t è m e p r o p o s é par un s y s t è m e p e s a n t , l e s y s t è m e pr imi t i f n e servant 

p lus qu'à é tab l i r des l ia i sons e n t r e l e s p o i d s pv. Le s y s t è m e p e s a n t sera 

en équ i l ibre o u n o n dans c e t t e m ê m e p o s i t i o n . Or , p o u r q u e le sy s t ème 

p e s a n t so i t en é q u i l i b r e , il faut e t il suffit q u e la var ia t ion 8Ç de l 'ordon

née d u c e n t r e de grav i té d e s p o i d s pv s o i t n u l l e ; c e t t e var ia t ion e s t d o n n é e 

par 

P 8Ç = pi 8zl + p i 8 - Z J - I - . . . + p n 8-s«, 

l ' axe des z é t a n t ver t i ca l vers l e bas , P d é s i g n a n t l e p o i d s total e t z\, 

z î t 2 n l e s c o o r d o n n é e s d e s c e n t r e s de grav i t é des po ids Pi, pt, ...,pn. 

11 e s t é v i d e n t que 8 a v e s t éga l à — S T \ , car le fil m v O v j p v a u n e l o n g u e u r 

c o n s t a n t e ; on a d o n c 

P 8Ç = — 2 p v °>v = — S / v 8 / \ = S , 

pu i sque pv e s t é g a l à fy. P o u r que le s y s t è m e pr imi t i f so i t e n équi l ibre , il 

faut e t i l suffit q u e SÇ = o , c ' e s t -à -d ire q u e S = o , p o u r t o u s les d é p l a c e 

m e n t s c o m p a t i b l e s a v e c l e s l i a i sons , c e qui e s t le p r i n c i p e des v i t e s s e s vir

t u e l l e s d a n s sa généra l i t é . 

Remarque. — Si l 'on p laça i t l e s y s t è m e matér i e l a v e c les fils e t l es 

p o i d s pi, p% . . . , p a dans u n e p o s i t i o n quelconque M), M 2 , . . . , M„ autre 

q u e la pos i t i on p a r t i c u l i è r e c o n s i d é r é e , l e s forces d o n n é e s sera ient F i , 

F j , F» e t l e s t e n s i o n s des c o r d o n s M, O , , M 2 O s , . . . s era i ent des 

forces pi, p 2 , . . . , p „ e n t i è r e m e n t dif férentes en g r a n d e u r , d irec t ion et 

sens de F i , F 8 , F „ . Ce n'est que dans la p o s i t i o n part icu l i ère cons i 

d é r é e , 7 « ] , TTI 2 , mn q u e les forces d o n n é e s / „ d e v i e n n e n t éga l e s a u x 

t e n s i o n s , d e s o r t e q u e , si c e t t e p o s i t i o n e s t une p o s i t i o n d'équi l ibre du 

s y s t è m e sous l 'ac t ion des forces d o n n é e s , e l l e l 'est aussi sous l 'ac t ion 

d e s t e n s i o n s . Mais c o m m e dé jà , dans la p o s i t i o n in f in iment v o i s i n e de 

TFTN, mt, m„, les forces F v s o n t différentes d e s t e n s i o n s , i l p e u t arri

ver que c e t t e pos i t i on d'équi l ibre so i t u n e p o s i t i o n d'équi l ibre s table 

du s y s t è m e sous l ' ac t ion des forces d o n n é e s F v , i n s t a b l e sous l 'act ion des 

p o i d s py. 

O n trouvera dans les E x e r c i c e s (n° 6 ) q u e l q u e s p r o p r i é t é s d'une p o s i 

t i o n d'équi l ibre d'un s y s t è m e a n a l o g u e s à ce l le q u e n o u s v e n o n s d 'exposer 

en dé ta i l , n o t a m m e n t une p r o p r i é t é d u e à Gauss e t à M o b i u s sur le m i n i 

m u m de la s o m m e d e s carrés des d i s t a n c e s . 

IV. — MULTIPLICATEURS DE LAGRANGE. 

176. Équat ions de liaison. — Soit donné un système formé de 
n points 

M i ( A 7 , , > ' 1 , zt), M 2 (ar j ,_y„ zt), M„(xn,yn, zn), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E V I I I . — P R I N C I P E D E S V I T E S S E S V I R T U E L L E S . 2 6 9 

177. Multiplicateurs d e L a g r a n g e . — Ent re les déplacements 
des points M existent h relations qui s 'obt iennent par l a d i f f e r e n 
tiation des équations ( i ) , savoir 

p.8*. + dJlSyi-H p£*, + ...+ p . 8*„ = o , àxi oyi J àzi dzn 
àJl TE| HK p fyt + p8*, + . . . + p 8*„ = o , 

( 3 ) { «te, dyi J
 d z , dzn 

àxv àyi J àzi dzn 

soumis à des liaisons qui s 'expriment par des relations entre leurs 
coordonnées 

f \ ( ^ I I ^ L L « I L ^ I J ' J I - S S . · · · ) x n , Jn, *n) = O , 

ft(3>uyu*l, Zn) = O, 
/ * ( Ï L , V | , Î | , , I N , J » , « » ) = 0 . 

Le nombre h de ces équat ions est nécessairement inférieur à celui 
3 n des coordonnées, sans quoi le système serait entièrement 
déterminé par ces l iaisons. Nous poserons donc 

h = 3 n — k ; 

dans le cas où l'on aurai t k=\, le système serait à liaisons 
complètes, car sa posit ion ne dépendrai t que d'un paramètre , de 
l 'une des coordonnées convenablement choisie, par exemple. Un 
tel système est un système holonome, car on peut , à l 'aide de ( i ) , 
exprimer toutes les coordonnées en fonction de k d 'entre elles 
convenablement choisies. Le système a donc k degrés de l iberté . 

Désignons par F V ( X V , Y v , Z , ) la résultante des forces données 
qui agissent sur M v ; le principe des vitesses virtuelles nous d o n 
nera l 'équation 

V = rt 

( 2 ) ^ ( X y 8a?YH- Yy Sj-y-h Zy 8 Z Y ) - O , 

V = l 

qui devra être vérifiée pour tout déplacement S;rv, 8 j v , o\sv com
patible avec les l iaisons. 
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àf, 

da?v 

à/, 

( 4 ) - Y v + ^ i ^ R V + ^ ^ - V + · 

Z V - F - X J - + - - F ^ - H . 

• X * ^ = 0 

- Ah-T— = O (v = 1, 2 , 3 , . . . , n ) ; 

ces équations, jointes aux h équat ions de liaison ( 1 ) , donneront 
un total de 3 « + h équations qui détermineront les 3/i coordon
nées et les h inconnues auxiliaires A . 

Telles sont les équations générales de l 'équil ibre. 
Les A une fois connus dé termineront les forces de liaison; on 

voit, en effet, que les équations de l 'équilibre ne changeraient pas 
si l'on supprimait la liaison ft=o et si l'on ajoutait aux forces 
données agissant sur le point M v une force avant pour projections 

A I 4 ^ - > A , 4 ^ - ' A I J ^ - ; cette force est donc l'effet de la liaison sur 
<tev dyv dz v 

le point M v : c'est ce que nous avons appelé la force de liaison. 
T » T t 1 · 1 1 · àfi df, df, INous avons immédiatement sa g randeur ; sa direction — r -~—> ~— 

0 ' d x v à y v d z v 

est normale à la surface ob tenue , en supposant que , dans l 'équa
tion f, = o, on donne à toutes les coordonnées , sauf xv, Yv, -Zv, les 
valeurs numér iques qui correspondent à la position d'équilibre, 
# v j y y , Zy é tant les coordonnées courantes . 

ces h relations entre les 3 « variations des coordonnées montrent 
que k de ces variations peuvent être choisies arb i t ra i rement ; nous 
appellerons ces variations les variations arbitraires, et les 
autres , qui sont déterminées par les équations (3 ) , les variations 
dépendantes. 

Pour trouver les conditions d 'équil ibre, nous emploierons la 
méthode des multiplicateurs de Lagrange : multiplions les h équa
tions (3 ) respectivement par des indéterminées X,, À 2, · · · ) 
et ajoutons-les à l 'équation ( 2 ) ; dé terminons ensuite ces multipli
cateurs de façon à annuler , dans la somme, les coefficients des h 
variations dépendantes ; il faudra alors que les coefficients des k 
variations arbitraires soient nuls auss i ; en définitive, il faudra 
pouvoir déterminer les \ de façon à annuler tous les coefficients, 
et l 'on aura les 3n équat ions simultanées 
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Exemple. — A p p l i q u o n s les c o n s i d é r a t i o n s qui p r é c è d e n t à l ' équi l ibre 

d'un p o l y g o n e fun icu la ire de n cô tés d o n t les e x t r é m i t é s sont a t t a c h é e s en 

deux p o i n t s donnés-, l e s é q u a t i o n s de l ia i son sont ic i au n o m b r e de n, 

savoir 

ï/(xv— Xv+i)2-H (fv — JKv-t-iY•+• ( 2 v — -Sv+i)* — lv = o 

(v = o , 1, 2 , . . . , n — 1), 

les c o o r d o n n é e s x<>, yo, zo, ···, xn,yn> &n é t a n t d o n n é e s . Les é q u a t i o n s g é n é 

rales d'équil ibre s eront 

v ·+" A V—I 7 r- A v -, = O, 
* V - I 'v 

i v + À v _ i j h A V - - = o , 
«V—1 «V 

iiV "+" Av— 1 / -+- Av -, = O, 

ce sont b i en ce l l e s qu'on écr irai t par les m é t h o d e s é l é m e n t a i r e s en e x p r i 

mant que la force F v fa i t é q u i l i b r e a u x t e n s i o n s des d e u x fils qui a b o u 

t issent au point M V . Les coeff ic ients d e s X , dans ces é q u a t i o n s , é t a n t l e s 

cos inus d i rec teurs des c ô t é s d u p o l y g o n e funicula ire , ces X s on t l es va leurs 

abso lues des t e n s i o n s , ce l les -c i é tan t d'ai l leurs d i r igées s u i v a n t ces c ô t é s ; 

on v o i t b i en qu'el les sont n o r m a l e s a u x surfaces 

\/xy — Xy^i )* -+- (yv — JKv-i-i ) s •+• {Zv—z-im ) s - L) o u / V - i , 

où xv, y<i, zv s o n t s eu le s v a r i a b l e s , pu i sque ce sont là d e u x s p h è r e s a y a n t 

pour c e n t r e s M V - M e t M v - i . 

178. Cas d'un système non holonome. — La même méthode 
s'appliquerait à un système de points tels que les déplacements 
virtuels compatibles avec les liaisons soient définis par h relations 
de la forme 

A u Sxt-h B u S y i - i - C i , S ^ i - i - . . . - + - A l B S x , , - h B i „ &>„-)- C - , , Szn = o , 

A , , Sa-,-1- B „ S ^ j n - C j , 8 . 3 , - t - . . . - t - A Sya-r- Cln Sza = O, 

* i 

A A l 8 a 7 , - H B A J S ^ - T - C M 8 * 1 - H . . .'-+• A/„,8a; n -+- BhaSya + C/,noz„ = o, 

où les coefficients A, B, C sont des fonctions des coordonnées et 
où les premiers membres ne sont pas des différentielles totales 
exactes comme dans le numéro précédent. On voit encore que 

k -= 3re — h 

des variations 8a?v, &yv, sont arbi t ra i res ; puis , en faisant jouer 
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© = f (X$x-+-Y8y + Z8z)ds 

so i t nu l l e p o u r tous les d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s avec les l ia i sons . S u p p o 

s o n s , pour fixer les i d é e s , l e fil a t t a c h é a u x d e u x b o u t s ; a lors Sa;, 5 y , 8 s 

s 'annulent a u x d e u x l i m i t e s de l ' intégrale ; de p lus , l e fil é tan t i n e x t e n s i b l e , 

on a 

<•> m<i)'<i)'='; 
d'où, en é c r i v a n t que la variat ion du p r e m i e r m e m b r e es t nu l l e e t r e m a r 

quant que la var ia t ion d'une dér ivée te l l e que ^ es t é g a l e à la dér ivée de 

, . . dix 
la var ia t ion —=— > 

ds 

dx d&x dy d&y dz d8z _ 
^ ' ds ds ds ds ds ds 

C e t t e c o n d i t i o n m o n t r e qu'on peut prendre pour 8a; et Sy des fonc t ions 

arbitraires de £ s ' a n n u l a n t a u x l imi t e s o e t / ; 8z e s t a lors d é t e r m i n é p a r l a 

re la t ion ( 2 ) , qui d o n n e 

à ces relat ions (5 ) le même rôle qu 'aux relations (3 ) dans le 
numéro précédent , on obt ient tes équations d'équilibre sous la 
forme 

i X v - H Xi A T V - H X 2 A 2 V - H . . . - ( - X / i A f t V = o, 

Yv -+- Xi B | V -+- X 2 B 2 V - ) - . . . - f - A /jB^v = o , 

Zv -H Xi Giv -r- X 2 G 2v - H . . .-ï- XA G/iv • o , 

où 
v = i , 2 , . . . , n. 

179. A p p l i c a t i o n d u p r i n c i p e d e s v i t e s s e s v i r t u e l l e s à l ' é q u i l i b r e d e s 

fils. — S o i e n t ds un é l é m e n t du fil, X ds, Y d s , Z ds les p r o j e c t i o n s de la 

résu l tante des forces e x t é r i e u r e s app l iquées à cet é l é m e n t : pour un 

d é p l a c e m e n t v ir tue l Sa?, Sy, i m p r i m é à l ' é l é m e n t , l e travai l de ce t te 

force e s t 

( X S a J - f - Y S j K - l - Z S a ) ^ ; 

8a;, 8y, Sz d e v r o n t ê t r e c o n s i d é r é s c o m m e des fonc t ions de l'arc s, car 

c h a q u e é l é m e n t du fil sub i t un d é p l a c e m e n t var iant a v e c la pos i t i on de 

l ' é l é m e n t sur le fil. P o u r l 'équi l ibre , il faut e t il suffit que la s o m m e des 

t r a v a u x v ir tue l s 
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c 'es t -à -d ire , e n i n t é g r a n t e t r e m a r q u a n t que Sz s 'annule a v e c s, 

g^ dix dy dSy\ rfj 

J0 \ dz ds dz ds j 

Mais il faut e n c o r e q u e c e t t e v a l e u r d e oz s 'annule à l 'autre e x t r é m i t é 

s = l; Sx et Sy d o i v e n t d o n c rempl ir la c o n d i t i o n 

Ç'idxdlx dy dSy\ , 

<3) l (dz-ds- + d - z ^ r ) d s = : 0 -
Il faut a lors e x p r i m e r q u e G es t nul pour t o u t e s l es f o n c t i o n s T%x, Sy, Sz 

s 'annulant a u x l i m i t e s e t vérif iant l es c o n d i t i o n s (2) e t ( 3 ) . D é s i g n o n s 

alors par X une fonc t ion pour l e m o m e n t q u e l c o n q u e de l'arc s e t par k 

une c o n s t a n t e ; n o u s aurons 

j (XSx-hYSy-i-ZSz)ds!-h\(^d5x-hd£d&y-ha^dSzy] 

En in tégrant les dern iers t e r m e s par part ies e t faisan t T = — (\-\-k j 

o n p e u t écr i re , c o m m e la part ie i n t é g r é e est nu l l e a u x l i m i t e s , 

S=fo'[xds + d(T§)] Sx 

+ [ Y r f s + r f ( T 3 f ) ] 8 ' £ ) ] ««· 

P o u r qu'il y ai t équ i l ibre , il faut e t il suffit q u e c e t t e e x p r e s s i o n S so i t 

n u l l e , que l l e s q u e so ient l e s f o n c t i o n s Sx, Sy e t X d e s. D i s p o s o n s de X 

d e façon à a n n u l e r le coeff ic ient de Sz: l ' expres s ion r e s t a n t e devra ê tre 

nu l l e que l l e s que s o i e n t l e s f o n c t i o n s Sx, Sy d a n s l ' interval le 0,1; p o u r 

c e l a il faut é v i d e m m e n t q u e les coeff ic ients d e Sa? e t Sy s o i e n t nu l s auss i . 

( C e r a i s o n n e m e n t est a n a l o g u e à ce lu i qui a é t é fait n° 1 7 7 . ) O n a d o n c 

les c o n d i t i o n s d'équi l ibre 

Xds + d ( r d £ S j = o , • Ï A + i | l . | J = o , Zds-*-d(r 

qui sont i d e n t i q u e s à ce l l e s qu'on a é tab l i e s d i r e c t e m e n t . 

dz\ 
dl)=0> 

Cas particuliers. — S u p p o s o n s que X , Y , Z s o i e n t les dér ivées part ie l l e s 

par rapport à x, y, z d 'une f o n c t i o n d e x, y, z e t *, U (x, y, z, s), 

/ i l l ¿1! _ dU 
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On a a lors 

G = f ( X ô > - f - Y « y + Z o ^ ) r f s = S f U(x,y, z, s) ds; 

l a - p o s i t i o n d'équi l ibre s 'obt ient d o n c e n c h e r c h a n t les f o n c t i o n s x, y, z 

d e s, r endant m a x i m u m ou m i n i m u m l ' in tégra le 

X 
i 

V(x,y, z, s)ds, 
o 

sous la c o n d i t i o n ( i ) . P a r e x e m p l e , pour un fil h é t é r o g è n e pesant , le poids 

d e l ' é l é m e n t ds es t d e la forme go(s)ds; a l o r s , l 'axe des z é t a n t vert ical 

vers l e h a u t , on a 

U = — gz<s(s), 

e t la p o s i t i o n d 'équi l ibre rend m a x i m u m ou m i n i m u m l ' intégrale 

— gf zy(s)ds, 

c 'es t -à -d ire la h a u t e u r du c e n t r e de g r a v i t é . 

On a, e n généra l , p o u r d é t e r m i n e r la t e n s i o n , l ' équat ion 

dT -+- X dx -+- Y dy -+- Z dz = o, 

qui d e v i e n t , dans l ' h y p o t h è s e a c t u e l l e , 

dl H—— dx H—— dy •+- — dz = o ; 
dx ay J dz 

or , qua nd « cro i t d e ds, on a 

d'où 

... dV , dV , àV , àV . 
dU = —- dx ·+• —— dy H — — dz H — r - ds. 

dx dy J dz ds 

dT + dV- ~ds = o. 
ds 

Lorsque U est indépendant de s, on t r o u v e d o n c 

T + U = A, 

c o m m e n o u s l 'avons vu p r é c é d e m m e n t n° 137. D a n s c e cas part i cu l i er , U 
i n d é p e n d a n t d e s , la t h é o r i e que n o u s v e n o n s de d é v e l o p p e r p e r m e t de re
t rouver les résu l ta t s o b t e n u s d i r e c t e m e n t dans le p a r a g r a p h e III du C h a 
pi tre V I I ; c e s résu l ta ts se t r o u v e n t ainsi r a t t a c h é s au pr inc ipe d e s v i tesses 
v i r tue l l e s . 
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V. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX DÉDUITS DU PRINCIPE 
DES VITESSES VIRTUELLES. 

180. L e s l i a i s o n s p e r m e t t e n t u n e t ranslation d ' e n s e m b l e d u s y s 

t è m e p a r a l l è l e à u n a x e . — Supposons que les liaisons permet tent 

une translation d 'ensemble de tout le système parallèlement à un 

axe que nous p rendrons pour axe Ox. Dans l 'équation générale 

de la Stat ique appliquée au système 

^ ( X v 8ar v-t- Y v ° y v - I - Z v 8 ^ v ) = o, 

on pourra, en considérant ce déplacement particulier, supposer 

Syy = o, Szy = o, Sxt = Sxt =. .·. = Sxn ; 
ce qui donne, en met tant en facteur cette valeur commune des 5,rv, 

2 * v = o . 

Pour l 'équilibre du système, il faut donc alors que la somme 

des projections, sur l'axe considéré 0 « , des forces directement 

appliquées soit nulle. 

181 . L e s liaisons permettent u n e r o t a t i o n d ' e n s e m b l e d u s y s 

t è m e a u t o u r d ' u n a x e . — Supposons que les liaisons permet tent 

une rotation d 'ensemble de tout le système au tour d 'un axe que 

nous prendrons pour axe Oz. On a, en appelant r v et 8V les 

coordonnées polaires de la projection du point xv, yv, zv sur le 

plan xOy, 

xv = rv c o s 8 V , yv = rv s in 8„ ; 

pour imprimer au système le déplacement considéré, il faut laisser 

r \ et s v constants et faire varier tous les angles polaires Qv d 'une 

même quanti té §8; on a ainsi, pour Sx v , ôy v , § 2 V , les valeurs 

8 a \ - — r v s i n 8 V 88 = — y v 68, &yy = a \ 88, Szv = o . 

La somme des travaux virtuels des forces directement appliquées 
est, pour ce déplacement particulier, 

^ ( X v &rv-t- Y V 8 ^ » + z v 8*v) = s e ^ ^ v Y v — j ' v X v ) ; 
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elle est donc égale au produit de 89 par la somme N des moments 
des forces directement appliquées par rappor t à l'axe considéré. 
Pour l 'équil ibre, il faut que cette somme N soit nul le . 

On voit que la notion du moment par rappor t à un axe s ' intro
duit ainsi de la manière la plus naturel le . 

182. L e s l i a i s o n s p e r m e t t e n t u n d é p l a c e m e n t h é l i c o ï d a l d e t o u t 

l e s y s t è m e . — Prenons pour axe Oz l'axe du mouvement hél i 
coïdal : soient 88 l'angle infiniment petit dont le système tourne 
autour de Oz, et 8z la quanti té dont il glisse le long de Oz; posons 
Sz = y 8 9 ; f sera ce que nous avons appelé la flèche du mouve
ment hélicoïdal ou du mouvement de torsion. Le déplacement 
infiniment petit de chaque point du système étant la somme géo
métrique du déplacement dû à la rotation et du déplacement dû au 
glissement, la somme des travaux virtuels des forces directement 
appliquées est la somme des travaux qui seraient dus aux deux 
déplacements envisagés séparément ; on a donc, pour cette somme, 

6 = Z v + S e ^ C ^ Y v - ^ - v X , ) = 8 6 ( N + / Z ) , 

N désignant la somme des moments par rapport à l'axe Oz et Z la 
somme des projections sur O 2 ' . Pour l 'équil ibre, il faut donc 

N - + - / Z = o. 

Remarque. — On retrouve, dans l 'expression de E , le moment 
relatif de deux systèmes de vecteurs, l 'un formé par les forces 
directement appliquées, l 'autre ayant pour axe central l 'axe Oz 
du mouvement hélicoïdal, pour résultante générale 88 et pour 
moment minimum 8a — fh§ (n° 28) . 

183 . A p p l i c a t i o n a u x c o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e d ' u n s o l i d e . — Dans 
le Tableau qui suit, nous appelons X , Y, Z, L, M, N les projections 
sur les axes de la résultante générale et du moment résultant des 
forces directement appliquées à un corps solide par rapport à l 'ori
gine O . 

Nous indiquons de plus le nombre des degrés de l iberté d 'un 
corps solide assujetti aux diverses liaisons considérées. Pour un 
corps solide libre, ce nombre est six ; car la position d 'un solide 
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N A T U R E 

des 
liaisons. 

D E G R É S 

de 
liberté. 

D É P L A C E M E N T S P O S S I B L E S 
C O N D I T I O N S D ' É Q U I L I B R E 

eu nombre égal 
aux degrés de liberté. 

N A T U R E 

des 
liaisons. 

D E G R É S 

de 
liberté. 

parallèles à autour de 

C O N D I T I O N S D ' É Q U I L I B R E 

eu nombre égal 
aux degrés de liberté. 

6 Ox, Oy, O s Ox, Oy, Oz X = Y = Z = L = M = N = o 6 Ox, Oy, O s Ox, Oy, Oz X = Y = Z = L = M = N = o 

Un point fixe 0 . 3 — Ox, Oy, Oz L = M = N = o 

Un axe fixe O s . I — Oz N = o 

Le corps tourne 
autour de O s 
et glisse le long 
de cet axe 2 O s Oz Z = N = o 

Il repose sur le 
plan xOy : 

i ° Par un point 
O 5 Ox, Oy Ox, Oy, Oz X = V = L = M = N = o 5 Ox, Oy Ox, Oy, Oz X = V = L = M = N = o 

v Par plusieurs 
points sur O x . 4 Ox, Oy Ox, Oz X = Y = L = N = o 

3" Par des points 
non eu l igne 

3 Ox, Oy Oz X = Y = N = o 3 Ox, Oy Oz X = Y = N = o 

V I . — L I A I S O N S U N I L A T É R A L E S . 

18<t. L i a i s o n s d é f i n i e s p a r d e s é g a l i t é s ; d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s 
c a r a c t é r i s é s p a r d e s i n é g a l i t é s . — Il p e u t arriver qu'un s y s t è m e s o i t 
assujetti à des l ia i sons déf inies par des égalités, m a i s que l e s d é p l a c e m e n t s 
v ir tue ls c o m p a t i b l e s a v e c c e s l ia i sons s o i e n t définis par des inégalités. O n 
dit a lors q u e le s y s t è m e e s t assujet t i à d e s l ia i sons unilatérales. 

I m a g i n o n s , par e x e m p l e , un p o i n t matér i e l posé sur une tab le h o r i z o n -

libre dépend des trois coordonnées x0, y0, z0 d]un point O fixe 
dans le corps et des trois angles indépendants (les angles d 'Euler , 
par exemple) qui dé te rminent l 'orientation d 'un tr ièdre t r i rec-
tangle Oxyz lié au corps par r a p p o r t a un tr ièdre fixe Otxtytzt. 
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f kg, Sx, -+- B, . , Sy, -+- Cg, &s,-h... 

1 -I- A -̂rt Sxn -+- Bgn 5yn -+- Cgn Szn = o , 

ι Α ^ + , , ι Sa;,-!- B g . + , t l Sy,-\- C ^ ^ , Sz,-i-... 

I -+- A ^ , , , , Sxn -+• Bg-t-t,„ Syn-i- Cg+ι,η Szn^ o, 

1 8a?i-+- Β*-Η2,ι Syt-h C ^ + j ^ Sz,-h... 

( 2 ) ;, A-i'+J.n &r»-t- B ^ „ 8y„-t- Cff^,„ 8 z „ £ o , 

Ι Α Λ , 8ar,-t- Β Λ ) Syi-y- C A , 8 ^ , - μ . . . 

\ -r- A / ; n Sxa -+- B h n 8yn _(- Chn Szn% O . 

N o u s a v o n s ainsi h r e la t ions : g d 'éga l i té e t Λ — g d ' i n é g a l i t é . N o u s s u p -

ta ie qu'il p e u t q u i t t e r vers le h a u t : si l 'on p r e n d un a x e Oz vert ica l a s c e n 
dant , on a, en supposant la liaison réalisée, z = o ; mais l es d é p l a c e m e n t s 
c o m p a t i b l e s a v e c la l ia i son s o n t te l s q u e 

S z ^ o . 

S o i e n t e n c o r e d e u x p o i n t s M (x, y, z) e t Mi (x,, y,, z,) l iés l 'un à l 'autre 
par un fil i n e x t e n s i b l e e t sans m a s s e , d e l o n g u e u r / : la d i s t a n c e r des 
d e u x p o i n t s e s t au p l u s é g a l e à / , mais e l l e peut ê t re m o i n d r e , car le fil 
n ' e m p ê c h e pas les p o i n t s d e se r a p p r o c h e r . La liaison étant supposée 
réalisée, c ' e s t -à -d ire le fil é t a n t t e n d u , o n a 

r* — l*, 

e t les d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s avec la l ia ison sont c e u x qui la i ssent r 
éga l à / ou le f o n t d i m i n u e r : 

Sr g o . 
C o m m e on a 

r* = (x — x,)*-h(y—yty-h(z — z,)*, 

ces d é p l a c e m e n t s s o n t définis par 

fx — x1)(Sx — 6xt)-¥-(y—yl)(Sy — 8 y l ) - h ( . z — z,)(iz — 8 z i ) ^ o . 

D ' u n e façon g é n é r a l e , on p e u t i m a g i n e r un s y s t è m e de n po in t s xv, yv, 
zy a s su je t t i s à des l i a i s o n s te l l es que , l e s l ia i sons é t a n t t o u t e s réa l i sées , l es 
d é p l a c e m e n t s v i r t u e l s c o m p a t i b l e s a v e c ce s l i a i sons s o i e n t définis par c e r 
ta ines é g a l i t é s e t c e r t a i n e s i n é g a l i t é s : 

Î
A , , Sxt-+- B n ô > , - t - C M èzt-i-.. . 

- + - A , „ S a : „ - + - B , n S ^ „ - H C , „ S ^ „ = o, 

A 2 , Sx,-h B 2 I Sy,-+- CJI 8 .3,-1-.. . 

( ' ) -+- A 2 „ Sxa-i- B 2 « Syn-i- C 2 „ Sz„ = o , 
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il est é v i d e n t qu'à un d é p l a c e m e n t d 'éga l i té c o r r e s p o n d toujours un d é p l a 

c e m e n t d'égal i té égal e t o p p o s é : car si l e s premiers m e m b r e s des re la t ions 

(1) e t ( 2 ) s o n t nu l s pour un s y s t è m e de va leurs d e 8 a \ , 8 y v , 8 s v , i ls le s o n t 

encore q u a n d on c h a n g e t o u s les Sa?v, 8 y v , o\zv d e s i g n e s . 

N o u s appe l l erons , au c o n t r a i r e , déplacement d'inégalité un d é p l a c e 

m e n t pour l eque l un au moins des p r e m i e r s m e m b r e s des re la t ions ( 2 ) 

n'est pas n u l ; par e x e m p l e , 

A .gH-1,1 8 a : , - i - . . .-H C g . + i i œ 8 - z „ < o . 

D a n s ce cas l e d é p l a c e m e n t égal e t o p p o s é e s t incompatible a v e c les 

l ia i sons , car , si l 'on c h a n g e a i t 8 a \ , 8 j ' v , Szv de s i g n e s , l ' inégal i té ne sera i t 

p lus vérif iée . 

Le t h é o r è m e d u travail v i r tue l , p o u r des l ia i sons d e ce g e n r e , e s t a lors 

le su i van t : 

Pour qu'il y ait équilibre dans une position où toutes les liaisons 

sont réalisées, il faut et il suffit que, pour tous les déplacements vir

tuels compatibles avec les liaisons, la somme des travaux des forces 

données soit nulle ou négative, nulle pour les déplacements d'égalité, 

nulle ou négative pour les déplacements d'inégalité : 

S o = o . 

La condition est nécessaire. — P o u r d é m o n t r e r q u e la c o n d i t i o n e s t 

n é c e s s a i r e , i l suffit de vérifier q u e , d a n s le cas des l i a i sons un i la téra le s , 

pour t o u t d é p l a c e m e n t c o m p a t i b l e a v e c les l i a i sons , la somme des tra

vaux virtuels des forces de liaison est nulle ou positive : nu l l e p o u r les 

d é p l a c e m e n t s d 'égal i té , nu l l e ou p o s i t i v e p o u r l e s a u t r e s . 

En effet, p r e n o n s , par e x e m p l e , un p o i n t posé sur une surface qu'il 

peut qui t ter d'un certain c ô t é . La r é a c t i o n n o r m a l e de la suface e s t é v i 

d e m m e n t d ir igée du cô té o ù le p o i n t p e u t q u i t t e r la s u r f a c e ; d o n c , si l 'on 

i m p r i m e au p o i n t un d é p l a c e m e n t qui lui fait qu i t t er la surface ( d é p l a c e 

m e n t d ' i n é g a l i t é ) , l e travai l de la r é a c t i o n e s t positif : il sera i t nul s e u l e -

posons que les premiers m e m b r e s d e s re lat ions d ' inégal i té son t t o u s néga

tifs ou nul s , c e qu'on peut t o u j o u r s o b t e n i r en c h a n g e a n t , s'il e s t n é c e s 

saire , l es s ignes des d e u x m e m b r e s . 

Nous n o u s p r o p o s o n s de t rouver , pour un s y s t è m e d e ce g e n r e , les p o s i 

t ions d 'équi l ibre dans l e s q u e l l e s t o u t e s l e s l i a i s o n s s o n t réa l i s ées . 

Il e s t u t i l e de c la s ser e n d e u x c a t é g o r i e s l es d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s 

avec ces l ia i sons : i ° les déplacements d'égalité; 2 ° les déplacements 

d'inégalité. N o u s a p p e l l e r o n s déplacement d'égalité uu d é p l a c e m e n t 

pour l eque l t o u s les p r e m i e r s m e m b r e s d e s re la t ions ( 2 ) sont nu l s c o m m e 

c e u x des re la t ions (1) : 

A £ - n , i 8a?, - t - . . . - + - 0^+1 ,« 8,z„ = o , 
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m e n t dans le cas où la réac t ion serai t n u l l e auss i . Si l 'on i m p r i m e au p o i n t 

u n d é p l a c e m e n t s u r la surface ( d é p l a c e m e n t d ' é g a l i t é ) , l e travai l de la 

réac t ion e s t nul. 

P r e n o n s de m ê m e d e u x po in t s l iés par un fil i n e x t e n s i b l e e t sans masse : 

l e fil é tan t t e n d u , l es forces de l ia ison sont les t e n s i o n s T a u x d e u x e x t r é 

m i t é s , t e n s i o n s qui t e n d e n t à r a p p r o c h e r l e s p o i n t s . Si l 'on d é p l a c e l e s 

d e u x po i n t s d e façon q u e la d i s tance ne c h a n g e pas ( d é p l a c e m e n t d ' é g a 

l i t é ) , la s o m m e des t r a v a u x des t e n s i o n s e s t nulle ( n ° 8 8 ) ; m a i s , si on l e s 

d é p l a c e de façon à les rapprocher ( d é p l a c e m e n t d ' i n é g a l i t é ) , la s o m m e d e s 

t r a v a u x d e s t e n s i o n s e s t é v i d e m m e n t positive; e l le sera i t nu l l e dans le c a s 

part icu l i er où les t e n s i o n s sera ient e l l e s - m ê m e s nu l l e s . 

E n r é s u m é , pour tous les d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s a v e c les l ia i sons uni 

la t éra l e s , on a 

fs>i> o, 
P L d é s i g n a n t , c o m m e p l u s h a u t , la s o m m e des t ravaux d e s forces de l i a i 
son e t l e s i g n e = d e v a n t ê t re pris p o u r les d é p l a c e m e n t s d ' éga l i t é . 

Ceci posé , s u p p o s o n s l e s y s t è m e en équi l ibre : c h a q u e p o i n t est a l o r s , 
c o m m e n o u s l 'avons e x p l i q u é e n déta i l au n" 165, e n équi l ibre s o u s l 'act ion 
de t o u t e s l e s forces , t a n t d o n n é e s que de l i a i son , qui lui s o n t a p p l i q u é e s , e t 
l 'on a, en d o n n a n t au s y s t è m e un d é p l a c e m e n t v ir tue l q u e l c o n q u e , 

E D 4 - E L = o, 

S D d é s i g n a n t la s o m m e d e s travaux des forces d o n n é e s . Mais , si l e d é p l a 
c e m e n t e s t c o m p a t i b l e avec les l i a i sons , o n a, c o m m e nous v e n o n s d e 
le vo ir , 

E i . - ï o ; 
d o n c o n a 

E D ^ o ; 

la c o n d i t i o n é n o n c é e est d o n c néces sa i re , le s igne = c o r r e s p o n d a n t a u x 
d é p l a c e m e n t s d 'éga l i t é . 

La condition est suffisante. — P o u r l e d é m o n t r e r , n o u s m o n t r e r o n s , 
c o m m e au n° 165 , q u e , s'il n'y a pas équi l ibre , il e x i s t e au m o i n s un d é p l a 
c e m e n t c o m p a t i b l e a v e c l e s l i a i sons dans l eque l la s o m m e d e s t r a v a u x des 
forces d o n n é e s © D e s t positive et non nulle. En effet, s'il n'y a pas é q u i 
l ibre , le s y s t è m e se m e t e n m o u v e m e n t e t prend un d é p l a c e m e n t c o m p a 
t ible a v e c l e s l ia i sons : dans ce déplacement réel, c h a q u e p o i n t su i t la 
r é s u l t a n t e d e t o u t e s l es forces qui lui s o n t a p p l i q u é e s , tant d o n n é e s q u e 
d e l i a i s o n ; l e travail de c e t t e résu l tante ou s o m m e des t ravaux des c o m p o 
santes e s t d o n c pos i t i f e t l 'on a. 

(3) 6 D - ! - iSL>o . 

Mais , dans le déplacement réel, la s o m m e E L des t ravaux d e s forces d e 

l ia ison e s t nulle. Cela e s t é v i d e n t si l e d é p l a c e m e n t réel e s t un d é p l a c e 

m e n t d 'éga l i té , car on p e u t a p p l i q u e r a lors tout, c e q u e n o u s a v o n s d i t 

pour l e travail des forces de l ia i son dans le cas d e l ia i sons e x p r i m é e s p a r 
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des éga l i t é s . Mais ce fait e s t e n c o r e vrai quand le d é p l a c e m e n t réel e s t un 

dép lacement à'inégalité : ce la t i ent à ce q u e , si le d é p l a c e m e n t réel e s t u n 

d é p l a c e m e n t d ' inégal i té p o u r u n e cer ta ine l ia i son , la force de l ia ison c o r 

respondante e s t nulle; s o n travai l e s t d o n c nul . 

Par e x e m p l e , prenons un po int p o s é sur u n e surface qu'i l p e u t qui t ter 

d'un certain c ô t é : la force de l ia ison e s t la réact ion n o r m a l e . Si le p o i n t 

s e m e t en m o u v e m e n t sous l 'act ion des forces qui lui sont app l iquées , 

deux cas p e u v e n t se présenter : o u b ien le p o i n t g l i s se sur la surface 

( d é p l a c e m e n t d 'éga l i t é ) , e t a lors le travai l de la réact ion e s t n u l ; ou b ien 

jl quit te la surface ( d é p l a c e m e n t d ' inéga l i t é ) , mais alors la réact ion est 

nu l l e , Car la surface ne r e t i e n t pas l e p o i n t par h y p o t h è s e ; l e travai l de la 

réact ion e s t d o n c e n c o r e n u l . D e m ê m e , p r e n o n s d e u x po in t s l iés par u n 

fil : si l es d e u x p o i n t s sous l 'act ion des forces qui les s o l l i c i t e n t se m e t t e n t 

en m o u v e m e n t , d e u x cas p e u v e n t se p r é s e n t e r : ou b i e n le fil reste t e n d u 

( é g a l i t é ) , e t la s o m m e des t r a v a u x des t ens ions est nu l l e (u° 8 8 ) ; ou b ien 

les po int s se r a p p r o c h e n t ( i n é g a l i t é ) ; m a i s a lors l e fil n'est plus t e n d u ; l e s 

t ens ions s 'annulent e t leur travai l e s t e n c o r e nu l . 

En résumé , d a n s l e d é p l a c e m e n t réel, la s o m m e des t r a v a u x des forces 

de l iaison est nu l l e , 
Gi. = o ; 

on a d o n c , d'après ( 3 ) , pour le déplacement réel, 

S D > O , 

ce qu'il fallait d é m o n t r e r . 

Remarque. — Ains i la c o n d i t i o n é n o n c é e e s t néces sa i re e t suff isante. 

On pourra i t se c o n t e n t e r d e dire : / / faut et il suffit, pour l'équilibre, 

que, pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, on ait 

( 4 ) e „ S o . 

Il en résul terai t f o r c é m e n t que , pour les déplacements d'égalité, on d o i t 
avoir 

GD = o . 

En effet, si p o u r un d é p l a c e m e n t d 'éga l i té o n avai t G D < o , c o m m e le 

d é p l a c e m e n t o p p o s é e s t aussi c o m p a t i b l e avec les l ia i sons , on aurai t , pour 

ce nouveau d é p l a c e m e n t G D > o et , par su i t e , la c o n d i t i o n ( 4 ) n e serai t pas 

rempl ie pour tous les d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s avec les l i a i s o n s . 

185 . M i s e e n é q u a t i o n s . — S o i e n t des po in t s assujet t i s à des l ia i sons 

expr imées par des éga l i t é s e t des inéga l i t é s t e l l e s q u e (1) e t ( 2 ) ; en a p p e 

lant X v , Yv> Zv les p r o j e c t i o n s de la résu l tante des forces d o n n é e s a p p l i 

quées au p o i n t (a?v> Xv, ^v) , p o u r e x p r i m e r qu'il y a équi l ibre , il faut écr ire 

qu'on a 

( 5 ) 2 ( X v 8 a ? v - i - Y v o > v - r - Z v 8 - z v ) ^ o 

pour tous l e s d é p l a c e m e n t s vérif iant l e s re lat ions (1) et ( 2 ) . 
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On c o m m e n c e r a par écr ire q u e la s o m m e ( 5 ) e s t nul le p o u r t o u s les 

d é p l a c e m e n t s d 'égal i té , c ' e s t -à -d i re pour les d é p l a c e m e n t s o b t e n u s e n é g a 

lant à zéro les p r e m i e r s m e m b r e s des re la t ions ( i ) e t (2) . O n trouvera 

a ins i un cer ta in n o m b r e de pos i t i ons d'équi l ibre par les m é t h o d e s des 

n ° ! 171 e t 177. 

Il res tera e n s u i t e à cho i s i r , parmi les p o s i t i o n s t r o u v é e s , ce l l e s qui sont 

te l l es q u e , p o u r t o u s les d é p l a c e m e n t s d ' inégal i té , la s o m m e des t ravaux 

d e s forces d o n n é e s so i t nulle ou négative. O n aura ainsi t o u t e s les p o s i 

t i o n s d'équi l ibre dans l e sque l l e s t o u t e s l es l ia i sons sont réa l i s ée s . 

S u p p o s o n s , par e x e m p l e , qu'on e m p l o i e l e s mul t ip l i ca teurs de L a g r a n g e . 

E n écr ivant q u e , p o u r tous les d é p l a c e m e n t s d'égal i té , la s o m m e des tra

vaux d e s forces a p p l i q u é e s e s t n u l l e , o n a, c o m m e au n° 178, les équat ions 

nécessa ires d 'équi l ibre sous la forme 

Î
X v - H Xi A , V - I - . . . H - A ^ + ^ v - L - . . . - t - X / , A A V = o, 

Y„ -+- X, B 1 V - I - . . . H - Xy+i Bg+Uv-h.. .-h X A B / 1 v = o , 

Z> -t- Xi G,v - H . . . - H X#H-1 C^-f-^v ' . »~r- X/( C/Vy ~ O, 

OÙ V = I , 2, . . . , 71. 

P r e n o n s m a i n t e n a n t u n e pos i t i on d'équi l ibre définie par c e s équat ions : 

pour qu'e l le c o n v i e n n e , il faut e t i l suffit q u e les m u l t i p l i c a t e u r s Xgn-i, 

X^-t-s, X/i c o r r e s p o n d a n t a u x r e l a t i o n s ( 2 ) s o i e n t négatifs. E n effet, 

i m p r i m o n s au s y s t è m e un d é p l a c e m e n t d ' inégal i té 8a? v, 8 y v , 8 a v vérifiant 

les re la t ions (1) e t ( 2 ) ; en c a l c u l a n t la s o m m e E ( X v 8 a ? V - L - Y v 8 _ y v - i - Z v 8 2 v ) 

à l 'aide des é q u a t i o n s ( 6 ) , on v o i t q u e les coef f ic ients de Xj, X s , . . . , X^ sont 

nuls e n vertu des re la t ions (1), e t il res te 

1 E ( X V Sa? v-!- Y v O > V H - Z„ $zv) 

\ = — X ^ - I - I ( A ^ + I , I 8a?,-+- o > , - t - 0 , + , . , &z, - 1 - . . . > 

( 7 ) ' — X * M - S ( A S . + I , I 8a-|-+- ) 

I — X A ( A A i l 8a?,-(- ) . 

C e t t e s o m m e ( 7 ) d o i t ê tre n é g a t i v e p o u r t o u s les d é p l a c e m e n t s v é r i 

fiant l es i n é g a l i t é s ( 2 ) , c ' e s t - à - d i r e r e n d a n t les coef f ic ients d e —Xy-t-ii 

— If+i, , — X/, négatifs ou nuls; or , pour ce la , il faut e t il suffit é v i 

d e m m e n t q u e X^-i-i, Xtfs-2, · · · , X/J s o i e n t négatifs ou nuls. 

186. E x e m p l e . — C h e r c h o n s les p o s i t i o n s d 'équi l ibre d'un po int pesant m 

a t t a c h é à un p o i n t fixe O, par un fil i n e x t e n s i b l e e t sans masse d e l o n g u e u r l, 

et p osé sur la surface e x t é r i e u r e d'un cy l indre d e révo lu t ion hor izonta l 

fixe. 

P r e n o n s c o m m e o r i g i n e le p o i n t O, c o m m e axe Oz la ver t i ca le d e s c e n 

d a n t e (fig. 1 1 9 ) , c o m m e plan des ¿ 3 ? le p lan d e sec t ion d r o i t e du c y l i n d r e : 

l ' axe des y e s t a lors h o r i z o n t a l . 
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La trace du cy l indre fixe sur le p lan des xz e s t un cerc le de rayon R 

que n o u s s u p p o s e r o n s s i tué t o u t en t i er dans l 'angle xOz. N o u s a p p e l l e 

rons a e t c les c o o r d o n n é e s du c e n t r e C de ce c e r c l e : n o u s dés ignerons 

Fig- " 9 · 

xl 

par B le p o i n t l e p lus haut du cerc le e t n o u s s u p p o s e r o n s la l o n g u e u r l du 

fil c o m p r i s e en tre O B et la l o n g u e u r de la t a n g e n t e m e n é e de O au cerc l e : 

de c e t t e façon , le fil é tan t t e n d u , le po int m p e u t r eposer sur la sur face 

e x t é r i e u r e du c y l i n d r e . 

Les d e u x l ia i sons é t a n t s u p p o s é e s réa l i sées , on a 

( x"1 -+- y* -+- z2 — Z2 = o, 
(8) \ 

' \ — ay--h(z — c ) * — R * = o . 

Les d é p l a c e m e n t s v ir tue l s c o m p a t i b l e s a v e c la première l ia ison sont c e u x 

qui la issent invariable o u font d i m i n u e r la d i s tance O n , e t c e u x qui s o n t 

compat ib l e s avec la d e u x i è m e sont c e u x qui la i s sent invar iable ou f o n t 

a u g m e n t e r la d i s tance du po int m à l 'axe du cy l indre : 

8 ( 3 7 2 - 1 - 7 * - + - î ! ) | o , 

8[(x — ay-h(z — c ) * ] ^ o , 

ou , en d é v e l o p p a n t e t c h a n g e a n t les s i gnes pour la d e u x i è m e i n é g a l i t é , 

x Sx -\-y 8 y -l- z §z % o, 

— (x — a)Sx — (z — c ) 8 .s? o. 

La seu le force d o n n é e é tan t le po ids mg, il faut e t il suffit pour l ' é q u i 

l ibre que , les c o n d i t i o n s ( 8 ) é t a n t réa l i sées , on ait 

(10) mghzf^o 

pour t o u s les d é p l a c e m e n t s ( 9 ) . 

P o u r s impl i f ier le ca lcu l , n o u s e m p l o i e r o n s u n e m é t h o d e qui p e u t é v i 

d e m m e n t ê tre é t e n d u e au cas généra l . P r e n o n s c o m m e var iables aux i l i a i re s 
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l e s p r e m i e r s m e m b r e s d e s re la t ions d ' inégal i té ( 9 ) , e n p o s a n t 

x Sx +y Sy •+• z Sz = 8A, 

1 — (x — a) Sx — (.s — c)8.s = 8p, 

8X e t Sp é t a n t d e u x q u a n t i t é s in f in iment pe t i t e s arbi tra ires . E n réso lvant 

ce s d e u x é q u a t i o n s par rapport à Sx e t 8.3, nous a v o n s 

/ fij.= (c - Z ) S \ - Z S 1 L - ( C - z ) y S y 

\ ex — az 
( 1 2 ) 

] 8^ _ {a — a?) SX— xb~p- ( a — x)ySy 
\ az — ex 

P o u r o b t e n i r le d é p l a c e m e n t le p lus général c o m p a t i b l e a v e c l e s l ia i sons , 

on pourra prendre Sy, 8X e t ÔJJ . arbitrairement s o u s l e s c o n d i t i o n s 

( i 3 ) 8X^0, S p S o , 

qui son t les c o n d i t i o n s ( 9 ) é cr i t e s a v e c les n o u v e l l e s v a r i a b l e s . P o u r qu'il 

y a i t équ i l ibre , il faut , d'après (10), que mgSz o u 8z soi t n é g a t i f ou nul 

pour t o u s ce s d é p l a c e m e n t s . 

P r e n o n s d'abord l e s déplacements d'égalité 8X = o , 8p. = o ; p o u r qu'il 

y ait équ i l ibre , il f au t q u e m g 8.3, c 'est-à-dire 8.3, so i t nul p o u r t o u s ces 

d é p l a c e m e n t s . Or , si 3X e t Sfjt son t n u l s , l ' express ion ( 1 2 ) de 8 3 d e v i e n t 

— (a — x)y Sy, 
az — ex ' 

p o u r qu'e l le so i t nu l l e que l q u e so i t Sy, il faut e t il suffit q u e 

(a — x)y = 0. 

C e t t e c o n d i t i o n néces sa i re de l 'équi l ibre se d é c o m p o s e en d e u x , su ivant 

q u e l e fac teur y ou l e fac teur ( a — x) es t n u l . E x a m i n o n s s u c c e s s i v e m e n t 

ce s d e u x c a s . 

Premier cas : y = o. — En faisant y = o d a n s les é q u a t i o n s de l i a i 

son ( 8 ) , on a d e u x re lat ions , 

(x — a)*-h(z — cf= R», 

qui d o n n e n t d e u x p o s i t i o n s d 'équi l ibre , l es p o i n t s A e t A' i n t e r s e c t i o n s du 

cerc l e d e base du c y l i n d r e a v e c le cerc l e s i tué d a n s l e p lan d e s xz e t décr i t 

de O c o m m e c e n t r e a v e c l c o m m e rayon . A p p e l o n s x, y , z les c o o r d o n 

n é e s d'une de c e s d e u x p o s i t i o n s : p o u r v o i r si e l l e conv ien t , d o n n o n s au 

p o i n t m, à part ir d e c e t t e p o s i t i o n , d e s d é p l a c e m e n t s d ' inégal i té , c 'est -

à-dire t e l s que 

8 X < o , S p ^ o ; 
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il faut que , p o u r tous ces d é p l a c e m e n t s , le trava i l de la force d o n n é e mg Sz 

soit négat i f ou nu l . Or , y é tan t nu l , l ' express ion ( 1 2 ) de 8z d e v i e n t 

. (a — x) SX— x 8 u 

et cette e x p r e s s i o n doi t ê t re n é g a t i v e o u nul le q u a n d SX et Su. sont n é g a 

tifs ou nuls . 

Or, pour la pos i t ion A, az— ex e s t négat i f , a — x e s t n é g a t i f e t x 

posit i f; d o n c Sz e s t n é g a t i f p o u r l e s d é p l a c e m e n t s d ' inégal i té e t la pos i t i on A 

convient. 
P o u r la p o s i t i o n A', az—ex, a — x e t x s on t p o s i t i f s ; 84; n'est pas 

négati f pour toute s l e s valeurs négat ives o u nu l l e s de SX e t S[JL : par e x e m p l e , 

en faisant SX = o e t SX < o , o n t rouve Sz posit i f ; la pos i t i on A' ne c o n v i e n t 

pas. Ce fait e s t é v i d e n t , car le p o i n t m é tan t posé sur la surface du cy l indre 

en A' tombera é v i d e m m e n t . 

Deuxième cas. — S u p p o s o n s m a i n t e n a n t x = a : la d e u x i è m e des équa

t ions de l ia ison (8) d o n n e a lors 

ce qui m o n t r e que les pos i t i ons c h e r c h é e s s o n t sur la g é n é r a t r i c e la p l u s 

haute z = e — R ou la p lus bas se z = c -l- R du c y l i n d r e . D'après la p r e 

mière équat ion ( 8 ) , e l l es son t à l ' in tersec t ion de ce s g é n é r a t r i c e s e t de la 

sphère décr i te de O c o m m e c e n t r e a v e c l c o m m e r a y o n . Cet te s p h è r e 

c o u p e la g é n é r a t r i c e supér ieure B ( a = c — R ) en d e u x p o i n t s s y m é t r i q u e s 

par rapport au p lan d e s zx, E e t E' ; e l le ne c o u p e pas la "génératrice in fé 

rieure (z — c - t - R ) . V o y o n s si l 'une "le ces p o s i t i o n s E o u E' c o n v i e n t . Les 

c o o r d o n n é e s d'une de ces pos i t ions s o n t 

( i 4 ) x = a., y\o, z = c — R. 

Il faut , p o u r q u e c e t t e pos i t ion c o n v i e n n e , qu'on a i t 

pour tous les d é p l a c e m e n t s d ' inéga l i té . 

Or , la v a l e u r (12) de 8,z e s t a c t u e l l e m e n t , d'après l e s c o o r d o n n é e s ( i 4 ) 

de la p o s i t i o n c o n s i d é r é e , 

az — ex 

z — c = = h R, 

mg Zz g o 

8 4 ! = -
x 8fx Su 

az — ex R 

T o u s les d é p l a c e m e n t s d ' inéga l i t é 

d o n n e n t pour Sz une valeur néga t ive ou n u l l e ; l es d e u x p o s i t i o n s E e t E ' 

c o n v i e n n e n t d o n c . 
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On pourra , c o m m e e x e r c i c e , e m p l o y e r p o u r ce p r o b l è m e la m é t h o d e des 
m u l t i p l i c a t e u r s d e L a g r a n g e . Les p o s i t i o n s d 'équi l ibre s e r o n t d o n n é e s par 
les r e l a t i o n s 

o - t -Xi-r — X a ( a ? — a) = o, 

o - t - X - j K = o , 

mg -+- X - . z — X j ( . a — c ) = o 

a v e c Xi e t Xj négatifs ou nuls. 

Remarque. — N o u s a v o n s t rouvé a ins i , c o n f o r m é m e n t à la m é t h o d e 
g é n é r a l e , l e s pos i t i ons d 'équi l ibre pour l e s q u e l l e s l e s d e u x l ia i sons s o n t 
réa l i sées , c ' e s t -à -d i re les d e u x é q u a t i o n s de l ia i son (8 ) sa t i s fa i te s . 

187. L i a i s o n s e x p r i m é e s p a r d e s i n é g a l i t é s d e f o r m e finie. — D a n s 
les n u m é r o s p r é c é d e n t s n o u s a v o n s s u p p o s é l e s l ia i sons e x p r i m é e s par des 
é g a l i t é s ; m a i s n o u s a v o n s s u p p o s é les l ia i sons réa l i sées d e t e l l e façon q u e 
les d é p l a c e m e n t s c o m p a t i b l e s a v e c les l i a i sons s o i e n t e x p r i m é s par des 
inégalités. N o u s a v o n s m o n t r é c o m m e n t o n peut t r o u v e r les pos i t i ons 
d'équi l ibre d a n s l e s q u e l l e s t o u t e s les l ia i sons s o n t réa l i sées . 

O n pourra i t p o s e r un p r o b l è m e plus g é n é r a l , d e la façon s u i v a n t e : 
I m a g i n o n s des po in t s assuje t t i s à des l ia i sons dont l e s u n e s s ' expr iment 

par g re la t ions d'égal i té e n t e r m e s finis 

A (&UYIT Z I , XI,YI>ZN • • • I ^ I / I M « « ) = o , 

/ > ( a r I . J ' l ) - 8 I ) •••,&N,YN,*N) = O , 

e t l e s autres par h — g r e l a t i o n s d ' inégal i té e n t e r m e s finis 

Jg+ii&uyii*U&I,YT,zt, ··•,&N,YN,ZN)IO, 

fg+I&t,yt, z„ , . . . , r n , y n , z n ) ^ o , 

• · · · · · . · ) 

fh « 1 , , .••,XN,YN,ZN)%0. 

Le p r o b l è m e de t r o u v e r toute s l es pos i t i ons d 'équi l ibre d u s y s t è m e , s o u s 
l 'ac t ion d e forces d o n n é e s , se d é c o m p o s e a lors en p lus i eurs autres de la 
n a t u r e d e c e u x q u e n o u s v e n o n s de tra i ter . 

N o u s d i r o n s , p o u r a b r é g e r , que la l ia i son fg+i e s t réa l i sée quand l e 
s y s t è m e es t d a n s u n e p o s i t i o n où la f o n c t i o n 

fg+l(xuy\>*u •••,X>N-,YN.IZN) 

es t nulle; la l i a i son fg+i n'est pas réal i sée quand le s y s t è m e est dans u n e 
p o s i t i o n o ù c e t t e fonc t ion vérifie Vinégalité de l ia i son ( 1 6 ) 

fe+i < o. 
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D e m ê m e pour les autres l ia i sons 

f g + i i · · · , fh-

Les d iverses p o s i t i o n s d 'équi l ibre du s y s t è m e se c la s sen t a lors c o m m e il 

suit : 

i° Il pourra d'abord e x i s t e r d e s pos i t i ons d 'équi l ibre dans l e sque l l e s 

toutes les l i a i sons f g + i , f g + t , . . . , / / , s o n t réa l i sées , l e s d é p l a c e m e n t s c o m 

patibles avec les l i a i sons la i s sant l e s f o n c t i o n s / I , / Î , . . .,fff nul les e t l es 

fonct ions f g + i , /#H-S> - · · > / * n u l l e s ou n é g a t i v e s . D a n s ce s c o n d i t i o n s , un 

dép lacement c o m p a t i b l e a v e c l e s l i a i sons vérifie les g é g a l i t é s 

8 / , = 0, S/j = o , 8 / « - = 0 

et les h — g i n é g a l i t é s 

8/VM = O> ofg+îào, 8 / / , g o . 

Les pos i t ions d'équi l ibre d e c e t t e n a t u r e sont p r é c i s é m e n t ce l l e s que 

fournit la m é t h o d e du n° 184 . 

a° Il pourra e n s u i t e e x i s t e r des pos i t i ons d'équi l ibre d a n s l e sque l l e s u n e 

des l ia i sons ( 1 6 ) n'est pas réa l i sée , l es autres l ' é tant . P a r e x e m p l e , on 

pourra c h e r c h e r des p o s i t i o n s dans l e s q u e l l e s 

f g + \ < o , 
avec 

( ' 7 ) / y + 2 = o , f g + 3 = o , / A = O . 

On aura e n c o r e un p r o b l è m e c o m m e ce lui du n° 1 8 4 , d a n s l e q u e l l e s 

l iaisons réa l i sées s o n t les l i a i sons 0 5 ) e t l es l i a i sons ( 1 7 ) , l e s d é p l a c e m e n t s 

compat ib le s vérif iant les éga l i t é s 

8/1 = 0 , 8 /j = o , o / y = o 

et les i n é g a l i t é s 

8/y-t- i^o, àfg+zéo, . · · , S / A S O . 

Mais, parmi l e s p o s i t i o n s d'équi l ibre de ce s y s t è m e , il faudra p r e n d r e 

s e u l e m e n t ce l l e s qui vérif ient la c o n d i t i o n 

fg+x < °-

3° Il pourra de m ê m e e x i s t e r des p o s i t i o n s d 'équi l ibre d a n s l e s q u e l l e s 

2 , 3 o u , en g é n é r a l , / ) des l i a i sons ( 1 6 ) n e s o n t pas réa l i sées , par e x e m p l e , 

( 1 8 ) f g + i < o , fg+t<o, •••> f g + p < o> 

les autres é t a n t réa l i sées , 

( 1 9 ) fg+p+i = O, fg+p+ï = 0 , . . . , f h = o . 
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Les d é p l a c e m e n t s v i r tue l s c o m p a t i b l e s a v e c l e s l i a i sons véri f ient les é g a 

l i tés ( i 5 ) e t l es i n é g a l i t é s 

(20) S / ^ + p - n i o , Sfg+p+iSo, 8 / A g o . 

On trouvera ces p o s i t i o n s par la m é t h o d e d u n° 184, sans se p r é o c c u p e r 

d'abord des c o n d i t i o n s ( 1 8 ) . P a r m i l e s pos i t ions t r o u v é e s , il n e faudra 

conserver q u e ce l l e s qui vérif ient l e s inéga l i t é s ( 1 8 ) . 

4° Enf in , il pourra e x i s t e r des pos i t ions d'équi l ibre d a n s l e sque l l e s 

aucune d e s l ia i sons fg+i, fg+*i ·'·>//> n'est r é a l i s é e . On les trouvera en 

c h e r c h a n t les pos i t ions d'équi l ibre du s y s t è m e assujet t i a u x seu le s l ia i 

sons ( i 5 ) . Mais il n e faudra conserver , parmi l e s p o s i t i o n s t r o u v é e s , que 

ce l les qui vérifient les inéga l i t é s 

/ « • - M < OF fg+t < o , . . . , / / , < o . 

Exemple, — Ainsi , dans l ' exemple du n u m é r o p r é c é d e n t , n o u s a v o n s 

t rouvé les p o s i t i o n s d'équi l ibre du po int m, en s u p p o s a n t l e fil t endu e t le 

po int m sur la surface e x t é r i e u r e d u cy l indre , c ' e s t -à -d i re e n s u p p o s a n t 

réal isées l e s d e u x l ia i sons 

x'+y'-v- z*— l' = o , 

( x — a Y -+- (z — c )» — R* = o . 

On p o u r r a i t c h e r c h e r p lus g é n é r a l e m e n t les p o s i t i o n s p o u r l e sque l l e s 

x*-hy*-h z*— l'io, 

(x — a)* + (z — c ) « — R * > o . 

Alors , on aurai t d'abord à prendre les d e u x s i g n e s = , ce qui d o n n e les 

pos i t ions déjà t r o u v é e s . 

Puis on aurai t à c h e r c h e r les p o s i t i o n s d a n s l e sque l l e s 

x'-\-y*-¥- z*— /* < o, 

(x — a)*+(z — c ) * — R * = o , 

c-'est-à-dire d a n s l e sque l l e s le fil n'est pas t e n d u , mais l e p o i n t sur le 

cy l indre ; on t rouvera i t , c o m m e p o s i t i o n s p o s s i b l e s , t o u s les p o i n t s de la 

génératr ice B s i t u é s e n t r e les p o s i t i o n s t r o u v é e s p lus h a u t E e t E ' . 

On aurai t de m ê m e à c h e r c h e r l e s pos i t ions dans l e s q u e l l e s 

xi-hy'-hz*—= o , 

(x — «)'-(- (z — c ) * — R * â o ; 

le fil e s t a lors t e n d u , mais le p o i n t h o r s du cy l indre . O n t rouvera i t é v i 

d e m m e n t la pos i t ion d'équi l ibre du fil à p l o m b . 

Enfin, il res tera i t à c h e r c h e r les pos i t ions pour l e s q u e l l e s 

x2 -+-y1 H- z* — l* < o, 

(x — a ) * + ( > — c ) s — R 5 > o ; 1 
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EXERCICES. 

1. Vérifier que, si deux points M(x, y, z) et M'(x', y', z') d'un système sont 
reliés par un fil inextensible et sans masse passant sur une courbe C, la somme 
des travaux des forces de liaison (tensions du fil aux points M et M') est nulle 
pour un déplacement compatible avec les liaisons. 

Réponse. — Appelant A ( a , b, c ) le point où le fil s'appuie sur la courbe, et T 
la valeur de la tension, qui est la même tout le long du fil, on a, après réduction, 
pour la somme des travaux des tensions agissant sur les points M et M', 

_[/« — x a — x'\ . (b—y b — y'\., le — z c — z'\ . "1 

t L ( - Â M - + - Â i r ) S A + ( - Â S T + - A I T ) S 6 + (TST + - Â S F ) 8 e J ' 

c'est-à-dire zéro, car, l'élément ds du fil sans masse qui se trouve en A étant 
en équilibre sous l'action des deux tensions aux extrémités de cet élément et de 
la réaction normale de la courbe, cette réaction est bissectrice de l'angle MAM'. 

2. Vérifier le même fait si les deux points M et M' sont reliés par un fil sans 
masse glissant sans frottement sur une surface fixe S. 

[Le fil se dispose suivant une partie rectiligne MA, puis sur la surface S sui 
vant une ligne géodésique AA' et enfin suivant une partie rectiligne A'M'; la ten
sion du fil a tout le long du fil une même valeur T : ces propriétés tiennent à ce 
que, le fil étant sans masse, les forces qui lui sont appliquées se font équilibre. 
Appelant (a, b, c ) et (a', b', c') les coordonnées des points A et A', on a 

MA-H arc AA'-t- A' M' = const. 

Si l'on imprime au système un déplacement virtuel compatible avec les liaisons, 
on amène l'arc AA' en A, A',, et, en essayant de vérifier que la somme des travaux 
des tensions en M et M' est nulle, on arrive à la relation géométrique 

S arcAA'-l- AA, cosA, AA'-t- A'A{ cosA{ A' A = o, 

exprimant une propriété des lignes géodésiques d'une surface. (Exercice à la fin 
du Chapitre précédent, dans le cas tp = 1.)] 

^ 3. Un disque, limité par une courbe C, se meut dans un plan : un fil sans 
masse attaché en un point M du contour C du disque est enroulé sur le disque, 
puis tendu jusqu'en un point M' du système où il est attaché. Vérifier que, pour 
un déplacement compatible avec cette liaison, la somme des travaux des forces 
de liaison est nulle. 

(Il suffit de remarquer que la liaison rentre dans une des liaisons examinées 
dans le texte, car le point M' est assujetti à glisser sans frottement sur une des 
développantes de la courbe C; on peut aussi répéter le raisonnement du n° 162. 

le fil n'est pas t e n d u et l e p o i n t e s t h o r s du c y l i n d r e ; il n'existe pas d e 

tel les pos i t i ons . 
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4. Équilibre du cric simple. — Machine formée d'un pignon de rayon a, que 
l'on fait tourner sur son axe au moyen d'une manivelle de longueur b; ce 
pignon engrène avec une barre rigide dentée, de manière qu'en tournant sur 
son axe il oblige la barre à se mouvoir dans le sens de sa longueur; la puis
sance P est appliquée perpendiculairement à l'extrémité du rayon de la mani
vel le; la résistance s'oppose au mouvement de la barre. (Condition d'équilibre 
P 6 — R a = o.) 

5. Treuil différentiel. — Cette machine est formée de deux cylindres de même 
axe invariablement liés entre eux, mais de rayons différents /• et r'; la corde, 
qui porte une poulie, s'enroule en sens contraire sur les deux cylindres. La 
puissance P est appliquée perpendiculairement à une manivelle de rayon a; 
la résistance R est un poids suspendu à la poulie. [Condition d'équilibre 
s a P = ( r - r ' ) R . ] 

6. Principe du minimum de la somme des carrés des distances ( M Ô B I U S et 
G A U S S , Journal de Creile, t. 4 ) . — Soit un système de points M,, M 2, M„ 
sollicité par des forces P „ P 2 , P„. Le système étant en équilibre dans les posi
tions / n p m 2 , m n où les forces sont p2i pn, prenons, à partir du point mt, 

sur la direction de la force pt, une longueur / n , 0 , égale à — t à partir de m 2 sur 

la direction de p2 une longueur m 2 0 2 égale à ~ , ••·, k désignant une constante 

différente de zéro. Considérant ensuite une position quelconque M,, M 2, M, du 

système, faisons agir sur les points M„ M 2, M, ( des forces P'„ P 2 , P'„ dirigées 

respectivement suivant les droites A^O,, M 2 0 2 , M„0„ et égales à ArMjO,, A-M 20 2, 

ArM„0„. Sous l'action de Ces nouvelles forces, le système est encore en équilibre 
dans la même position m,, r n „ , m „ , car dans cette position spéciale les forces 
P',, P'2, P'„ coïncident avec px, pv p„. Comme le nouveau système de 
forces P ' , P' 2, P'„ dérive de la fonction des forces 

U = — A r ( M ] 0 1 ' - ( - M 2 0 2

2 - l - . . . - f - M „ 0 „ S ) , 

on voit que la position d'équilibre considérée rend cette fonction maximum ou 
minimum en général, et que, dans tous les cas, la variation de la fonction U s'an
nule pour cette position d'équilibre. 

En appliquant ce théorème au cas le plus simple, on voit que, si un point m 

est en équilibre sous l'action de trois forces m O „ m O „ m 0 3 , cette position 

d'équilibre est la position du point M pour laquelle la somme 

MÔ7'-i- MO,-t- MO,' 

est minimum, ce qui est une propriété bien connue du centre de gravité du 
triangle 0 , 0 2 0 3 . 

7. En général, considérons un système de points matériels M, (a?„ y u zt ) , 
M 2 (a; 2 , y v z2), M„(x„, y„, zn) assujettis à des liaisons données indépen
dantes du temps et sollicités par des forces directement appliquées, le point M, 
par des forces que nous supposons, pour simplifier, réduites à une force P | (X, ,Y, , Z,), 

le point M 2 par une force P 2 ( X 2 , Y 2 , Z 2 ) , Soit, pour ce système, une position 
d'équilibre déterminée dans laquelle les points M„ M 2, M„ occupent des 
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positions déterminées jn„ m 2 , . . . , mn de coordonnées (a„ 6,, c , ) , (av 6 2 , c 2 ) , . . . , 
(a„ , 6„, cn), les forces correspondantes étant des forces déterminées plt />2, />„ 
de projections respectives (A, , B,, C,) , ( A 2 , B 2 , C 2 ) , (A„, B„, C„). 

Formons une fonction U de jct, yx, z,; x„ y s , s 2 ; . . . ; xnl yn, zn dont les 

dérivées partielles J ^ > prennent des valeurs A,-, B,., C ; ( j = t, 2 , n) 

quand le système est dans la position d'équilibre considérée, c'est-à-dire quand 
les coordonnées xl,yt,zi; x 1 , y v z i ; x„, yn, a„ prennent les valeurs a,, 6,, c, ; 
a„ i 2 , c ,; . . . ; a„, àn. c„. Le même système, sollicité par des forces P',, P' 2 ) P'„ 
dérivant de la fonction des forces U, sera encore en équilibre dans la même 
position m,, m 2 , m„, car, dans cette position, les forces P^, P' 2. P'n coïn
cident avec p,, /02, · . . , />„. Donc la fonction U est en général maximum ou mini
mum pour cette position d'équilibre et, dans tous les cas, sa variation s'annule 
pour cette position. 

8. Un double cône pesant formé parla réunion de deux cônes égaux accolés par 
la base est posé sur deux droites qui se rencontrent et sont également inclinées 
sur l'horizon, de façon que le centre de gravité du cône se trouve dans le plan 
vertical de la bissectrice de l'angle des deux droites. Condition d'équilibre ( s y s 
tème pesant, 8Ç = o ) . 

Géométriquement, il faut et il suffit que le plan passant par le centre de gra
vité et les deux points de contact du cône avec les droites soit vertical, ou encore 
que l'intersection des plans tangents aux deux cônes, aux points de contact, soit 
horizontale. (Voir la figure, t. II, Chap. XIX, § II.) 

Analytiquement, m désignant le demi-angle aux sommets des cônes, et l'incli
naison du plan des deux droites sur l'horizon et p la moitié de l'angle des plans 
verticaux menés par ces deux droites, on a la condition tanga = t a n g m tang ¡3. 

( H . F L E U R Y , Annales de Mathématiques, i85{.) 

9. Comme application de ce fait, qu'on obtient l'équilibre d'un système pesant 
en écrivant que la variation de la hauteur G du centre de gravité est nulle, 
démontrer que la surface libre d'un liquide pesant en équilibre doit être hori
zontale. (Voyez t. III, Hydrostatique.) 

10. Si les trois points m,, mv m3 sont liés de telle façon que l'aire du triangle 
mxmïml soit constante et si trois forces P,, P 2 , P , agissent sur ces points, il 
faut et il suffit pour l'équilibre que ces forces soient perpendiculaires et propor
tionnelles aux côiés opposés du triangle. 

Si quatre points sont liés de telle façon que le volume du tétraèdre dont ils 
sont les sommets reste constant et si quatre forces agissent sur ces points, il faut 
et il suffit pour l'équilibre qu'elles soient perpendiculaires et proportionnelles aux 
faces opposées du tétraèdre. (C. N E U M A N N . ) 

11. Dans un plan vertical, une barre homogène pesante OA est mobile autour 
d'une extrémité O qui est fixe : un fil est attaché en A, passe sur une poulie infi
niment petite B située sur la verticale de O et porte à son extrémité un contre
poids Q glissant sans frottement sur une courbe C dans le même plan vertical. 

Que doit être cette courbe pour que le système soit en équilibre indifférent? 
(Pont- lev is de Bélidor.) 

[Il faut que le centre de gravité du système se déplace horizontalement : 
prenant B pour origine, on trouve une équation en coordonnées polaires de la 
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forme r J — r ( a -+- b cos8) -f- c = o. Ovale de Descartes; dans un cas particulier, 
c = o, limaçon de Pascal . ] 

12. Même question en supposant que la courbe C passe par B et que le fil, au 
lieu d'être tendu en ligne droite, soit tendu sur la courbe (cycloïde) . 

13. Position d'équilibre d'un» barre homogène pesante de longueur ia située 
dans un plan vertical, s'appuyant d'une part sur un point fixe O le long duquel 
elle peut glisser et d'autre part, par une extrémité A, contre un mur vertical. 

(SÇ = o. Le point O étant à une dislance b du mur, on trouve pour l'équilibre 

OA = \/ab*, quantité qui doit être inférieure A a.) 

14. Une tige homogène pesante AB de longueur ia repose, d'une part, sur le 
bord d'une demi-circonférence de diamètre aR horizontal et, d'autre part, sur le 

fond de la demi-circonférence par une extrémité. Équilibre. ^L'inclinaison i de 

la barre est donnée par 4 R c o s ' i — a c o s i — î R = o ; pour la possibilité il faut 

15. Dans un plan vertical on trace deux courbes fixes C et C : deux points 
matériels pesants de masses m et m' glissent sans frottement sur ces courbes et 
sont rattachés l'un à l'autre par un fil inextensible et sans masse passant sur une 
poulie infiniment petite O. L'une de ces courbes étant donnée, que doit être 
l'autre pour que l'équilibre soit indifférent? Prenant un axe polaire horizontal, 
il faut et il suffit que 

16. On considère deux tiges pesantes homogènes égales AB et AC articulées en 
A et on les place langentiellement à un cercle dans un plan vertical, de telle 
façon que le point A se trouve sur la verticale du centre. Position d'équilibre. 

il étant la longueur des barres, a leur inclinaison sur l'horizon, K le rayon 

du cercle, on a tang 3 oc- t - langa — — = o ; une posit ion; est-e l le stable? 

17. Un triangle isoscèle homogène pesant, dont les côtés égaux ont une lon
gueur a et la hauteur la valeur h, est placé dans une sphère de façon que ses 
trois sommets reposent sur la surface sphérique. Positions d'équilibre ( Wrighley) . 

18. Un triangle équilatéral homogène pesant ABC se trouve dans un plan ver
tical : un de ses sommets A est assujetti à glisser sans frottement sur une droite 
verticale Ox, et le milieu M du côté AB est attaché à un point fixe O de cette 
droite par un iil inextensible et sans masse. 

Positions d'équilibre. Stabilité. En appelant a l'angle de OM avec Ox, on est 

19. Un disque elliptique homogène pesant, situé dans un plan vertical, est tan
gent à un axe horizontal.sur lequel il peut glisser sans frottement : sur le con
tour du disque est enroulé un fil portant à son extrémité un poids donné. Pos i 
tions d'équilibre du système. (On peut ramener le problème à celui-ci : mener à 

mOm s in8 -+- m'O m' sin8' = const. 

ramené à chercher le maximum ou le minimum de sin ( a - h -
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une ellipse une tangente et une normale parallèles telles que le rapport de leurs 
distances au centre soit donné.) 

2 0 . Une plaque homogène pesante, située dans un plan vertical ABCDE, a la 
forme suivante : AB est une droite horizontale de longueur x, BC une verticale 
de longueur b, CD une horizontale de longueur c, moindre que x, DE un arc 
d'une courbe indéfinie inconnue R partant du point D et s'élevant au-dessus 
de CD, du côté du point A, enfin EA est une droite verticale. La plaque peut 
tourner librement autour du point B supposé fixe : elle est soumise À son poids 
et à une force horizontale donnée F appliquée en E. Quelle doit être la forme de 
la courbe R pour que l'équilibre ait l ieu, quelle que soit la position de l'ordonnée 
limite EA,-c'est-à-dire quelle que soit la valeur de x, b et c étant regardés comme 
con sta nts ? ( F U H R M A N N . ) 

En prenant des axes coordonnés d'origine D , l'un horizontal, l'autre vertical, 
I I 

on trouve y -+· b = be * pour équation de la courbe. 

2 1 . Trouver les courbes telles qu'une chaîne homogène pesante de longueur l 
glissant sur une de ces courbes soit en équilibre dans toutes les positions. 

Réponse. — Si l'on prend un axe vertical Oz et si l'on désigne par f(s) une 
fonction périodique de période l, il faut et il suffit que la relation entre le z d'un 

point de la courbe et l'arc «'soit z= f(s). Ainsi, on pourra prendre z = a sin —j—> 

où k est un entier. 

2 2 . On donne une droite verticale OB, dirigée vers le haut, et deux tiges non 
pesantes BD et OC articulées en un point C situé entre B et D ; la tige OC tourne 
autour du point O et l'extrémité B de BD glisse sans frottement sur la droite 
fixe OB. Au point D est suspendu un poids; trouver les positions d'équilibre. 
Dans quel cas l'équilibre est-i l indifférent? 

2 3 . Six tiges égales homogènes pesantes, de poids p, sont articulées à leurs 
extrémités, de façon à former un hexagone situé dans un plan vertical ayant son 
côté supérieur AB horizontal et fixe, et les autres côtés symétriquement placés 
par rapport À la verticale du milieu de AB. 

Quelle force verticale F faut-il appliquer au milieu du côté horizontal, opposé 
À AB, pour maintenir le système en équilibre? ( F = 3p.) 

2 4 . Cffrps solide avec 5 degrés de liberté. — La position d'un corps solide libre 
dans l'espace dépend de six paramètres ( n° 1 8 3 ) . Si l'on établit une relation entre 
ces six paramètres, le corps n'a plus que cinq degrés de liberté et sa position dépend 
de cinq paramètres </„ qt ç/5. Le corps étant alors placé dans une position 
déterminée, démontrer que tous les déplacements virtuels compatibles avec la 
liaison imposée au corps sont assujettis à remplir la condition géométrique sui 
vante : il existe une droite fixe D telle que la projection sur cette droite de la 
vitesse de translation imprimée À un point déterminé du corps soit dans un rap
port constant avec la projection sur le même axe de la rotation instantanée 
imprimée au corps. (On remarque que les coordonnées xt, y„ z„ d'un point déter
miné O du corps et les neuf cosinus des angles que font les arêtes Ox, Oy, Oz 
d'un trièdre trirectangle lié au corps avec des axes fixes 0 , 0 ; , , yt, zY (n° 5 1 ) sont 
des fonctions des cinq paramètres q v Supposant qu'on fasse subir À ces para-
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mètres des variations arbitraires Sgr„ Sq2, S^5 pendant le temps 6t, les pro
jections V£, V^, VJ de la vitesse virtuelle du point O sur les axes Ox, y, z et les 
composantes p, q, r de la rotation instantanée virtuelle suivant les mêmes axes 

sont des fonctions linéaires et homogènes de ^ > — » ~§t' ^'elimination 

de ces cinq quantités arbitraires fournira entre les six quantités VJ, VJI, VJ, 
p, q, r une relation linéaire et homogène à coefficients fonctions de q„ q7 qb. 
L'interprétation de cette relation donne le théorème énoncé. (On trouve dans le 
Treatise of natural Philosophy, de T A I T et T H O M S O N , n' 201, la description d'un 
mécanisme permettant de réaliser ce genre de liaison.) 
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CHAPITRE IX. 

NOTIONS SUR LE FROTTEMENT. 

188. Générali tés. — Jusqu 'à présent, nous avons considéré les 
corps solides comme parfaitement rigides et parfaitement polis, 
et nous avons admis (pie, si deux corps en repos ou en mouvement 
sont en contact par un point et peuvent glisser l'un sur l 'autre , 
leur action mutuelle est normale au plan tangent commun en ce 
point. 

Cette hypothèse est contraire à l 'expérience : les solides na tu 
rels ne sont ni parfaitement rigides ni parfaitement polis. Q u a n d 
deux solides naturels sont en contact, le contact n'a jamais lieu 
en un point unique ; les deux corps subissent des déformations, 
généralement très peti tes, qui les met tent en contact suivant une 
petite portion de surface : ces déforrnalions, permanentes si les 
corps sont en équil ibre, sont variables quand les corps glissent 
l'un sur l 'autre ; il se produi t alors des vibrations moléculaires et 
¡1 se développe également de la chaleur ou de l 'électricité, dont la 
production absorbe une part ie du travail des forces motr ices. 

On peut introduire ces phénomènes compliqués dans le calcul, 
e n supposant qu'à la réaction normale se jo ignent une force lan-
gentielle et des couples définis comme il suit. 

Imaginons deux corps solides mobiles (fig. 120) A et B en con
tact : soit m un point du corps A en contact avec le corps B. Comme 
nous l 'avons vu dans le n" o 7 , les vitesses relatives des différents 
points du corps A par rapport au corps B, regardé comme immo
bile, sont les mêmes que si le corps A était animé : i ° d 'une vitesse 
de translation ident ique à la vitesse relative Vr du point m, vitesse 
située dans le plan tangent commun aux deux surfaces des corps 
e n m et appelée glissement; 2° d 'une rotation instantanée <o au tour 
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dit ; quand la vitesse relative du point m est nulle, il n 'y a pas de 
glissement, le mouvement de A par rappor t à B est un roulement 
et U D p ivolemenl . En général , il y a donc à la fois glissement, 
roulement et pivotement. 

Au point de vue dynamique, quand deux solides mobiles A et B 
sont en contact avec pression, les deux corps se déforment et le 
contact n'a plus lieu en un point unique (fig. 120) . Les deux corps 
se touchent suivant une certaine aire, très pet i te , en chacun des 
points de laquelle ils agissent l 'un sur l 'autre. D 'après les théo
rèmes sur la réduction d 'un svstème de forces appliquées à un 
solide, l 'ensemble des actions ainsi exercées sur l'un des corps 
peut se réduire à une force appliquée en un point pris à volonté 
et à un couple. Comme les corps se touchenl par une aire très 
pe t i te , on peut, au point de vue géométr ique, les regarder comme 
se touchant en un seul point m que nous appellerons le point 
géométrique de contact . Les actions exercées par le corps B sur 
le corps A peuvent alors être réduites aux éléments suivants : 

i° Une force N appliquée au corps A au point de contact géo
métr ique m et dirigée normalement aux surfaces en contact : cette 
force est la réaction normale s 'opposant à la pénétrat ion réci
proque des corps ; 

2° Une force F appliquée au même point m et située dans le 
plan tangent en ce point aux surfaces en contact : cette force est 
le frottement de glissement s 'opposant au glissement ; 

d'un axe passant par m ; la composante OJ„ de cette rotat ion autour 
de la normale en m aux deux surfaces s'appelle pivotement et la 
composante t o f située dans le plan tangent s'appelle roulement. 
Quand la rotation instantanée tu est nulle, on dit que le mou
vement relatif de A pa r rapport à B est un glissement p roprement 

Fig. 1 2 0 . 
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3° Un couple G dont l 'axe est normal aux surfaces en contact : 
ce couple est le couple du frottement de pivotement s 'opposant 
au pivotement ; 

4° Un couple H, dont l'axe situé dans le plan tangent commun 
aux surfaces en contact, est dirigé suivant la composante tangen-
tielle oj( de la rotation instantanée : ce couple est le couple du 

frottement de roulement s 'opposant au roulement . 
Les actions du corps A sur B sont des forces et des couples 

respectivement égaux et opposés aux précédents . En général , les 
deux couples G et H sont très petits par rappor t aux forces N et F . 
Nous commencerons par trai ter des questions dans lesquelles ces 
couples sont négligeables, en réservant pour les numéros suivants 
l'étude spéciale du frottement de roulement et de pivotement . 

Nous avons supposé que les deux corps A et B sont en contact 
par une aire très petite qu 'on peut regarder comme un point. 
Dans certaines questions les deux corps peuvent avoir une infinité 
de points géométriques de contact ; c'est ce qui arrive par exemple 
pour un cube posé sur un plan ; il faut alors appl iquer à chaque 
point géométrique de contact les considérations précédentes . 

189. Frottement de glissement. — Les premières expériences 
sur le frottement de glissement, faites en 1871 par Coulomb, 
furent reprises par le général Morin ; mais cette quest ion deman
derait à être étudiée à nouveau. Il importe de dist inguer deux cas 
dans le frottement de glissement : i° le frottement à l 'état de repos 
et, en particulier, le frot tement au dépa r t ; 2° le frot tement à l 'état 
de mouvement . 

190. Loi du frottement de glissement à l'état de repos. — S u p 
posons un bloc pesant placé sur une table horizontale : le système 
est en équilibre et, par sui te , les actions de la table sur le bloc 
ont actuellement une résul tante N normale à la table, égale et 
opposée au poids P du corps {Jig. 1 2 1 ) . Appl iquons maintenant 
au corps, dans un plan vertical du centre de gravité, aussi près que 
possible de la table, une force horizontale Q dont nous ferons 
croître graduel lement l ' intensité à partir de zéro. Quand cette 
force Q est très peti te , le corps ne glisse pas : il reste en équi
libre. Il faut donc que la réaction R de la table sur le corps soit 
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égale et opposée à la résul tante du poids P et de la force Q ; cette 
réaction p e u t se décomposer en deux, l 'une normale N, égale et 

Fig. iai. 
R 

fi 
FL 

1 

P 

direc tement opposée à P, l 'autre tangentielle F , égale et opposée 
à Q : cette composante tangentielle est la force de frottement. 
L'angle [3 de R avec la normale N est 

Si l'on fait croître graduellement Q , il arrive uu moment où, 
cette force ayant acquis une intensité <I>, le corps se met en m o u 
vement . La valeur correspondante de F , F = 4>, s'appelle le frot
tement au départ; la valeur correspondante cp de l'angle ¡3, 

tangtp = - , 

s'appelle angle de frottement. 
On peut dire aussi que le glissement ne se produit qu'à part i r 

du moment où la résultante des forces P et Q , qu 'on fait agir sur 
le corps, fait avec la normale un angle plus grand que s . 

Coulomb a mesuré <& et tp à l 'aide d 'une disposition expérimen
tale (chariot tiré par des poids croissants) permettant de réaliser 
les condit ions précédentes ; il a trouvé les trois lois suivantes : 

i° Le frottement au dépar t est indépendant de l 'é tendue des 
surfaces en con tac t ; 

2" Il dépend de leur nature ; 
3" Il est proportionnel à la composante normale de la réaction 

ou, ce qui revient au même, à la composante normale de la pres
sion. 

Le rappor t constant f du frottement au départ 4» avec la réac
tion normale N ou la pression normale P s'appelle coefficient de 
f rottemen t : 

< ! > _ * _ . 

N ~ P — •* " 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE IX. — NOTIONS SUR LE FROTTEMENT. 299 

L'angle de frottement tp est alors donné par 

t a n g œ = / ; 

l'angle ¡3, tant que l 'équilibre subsiste, est moindre que <p. 
Par exemple, si le corps et la table sont en métal sec, on a 

/ = < - M 9 , ¥ = 10046'. 

Remarque. — N o u s avons dit plus haut qu' i l faut appl iquer la 
force Q aussi près que possible du plan. Voici la raison de celte 
restriction : si la force Q était placée t rop haut, avant qu'elle 
atteigne la valeur limite <ï> produisant le glissement, la résultante 
de Q et P pourrai t tomber en dehors de la base du corps ; elle ne 
serait plus détruite et le corps basculerai t . 

191. Équilibre des solides naturels avec frottement. — 1" Un 
point de contact. — Considérons un corps S reposant sur un 
autre S' qu'i l touche par une portion de surface très petite que 
nous supposerons réduite à un point A. La réaction R de S' sur S 
se compose (fig- 122) d 'une réaction normale N et d 'une réaction 

Fig. 1 2 2 . 

N R 

tangentielle F , dont la direction est inconnue et dont le maximum 
e s t / N ; l'angle p de R avec N est donc moindre que l 'angle de 
frottement cp. Pour que le corps S soit en équil ibre, il faut qu ' i l 
y aiL équilibre entre les forces d i rectement appliquées au corps S 
et la réaction R, ou encore que les forces appliquées au corps 
aient une résultante unique égale et d i rectement opposée à R, 
c'est-à-dire : ( a ) passant par le point A ; (b) dirigée de façon à 
appuyer S sur S' ; (c ) faisant, avec la normale AN, un angle 
moindre que l'angle de frottement. 
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Ces condit ions nécessaires sont suffisantes, car, si elles sont 
remplies, on peut supposer la résultante des forces directement 
appliquées transportée au point A, et la décomposer en deux 
forces, l 'une normale P et l 'autre tangentielle Q , sous l 'action des
quelles le glissement ne se produira pas, car, l 'angle de la résul
tante avec la normale étant moindre que <p, on a (fig. 121 ) 

^ < / , Q < P / ; 

et la composante tangentielle est plus petite que le frottement au 
départ . 

Si l'on considère le cône de révolution C d'axe AN engendré 
par une droite A D faisant avec AN l'angle tp, il faut et il suffit 
pour l 'équilibre que les forces admettent une résul tante passant 
par A et située dans le cône C. 

On peut conclure aussi du ra isonnement précédent que toute 
force appliquée au corps S qui passe par le point A et dont la 
direction fait avec la normale un angle moindre que o, c'est-à-dire 
est dans l ' intérieur du cône C, est détrui te par la réaction de S', 
car on peut décomposer cette force comme on vient de l 'expliquer. 

2 0 Plusieurs points de contact. — · Imaginons un solide S 
reposant sur plusieurs solides S t , S 2 , S ,̂ par des points A ( , 
A 2 , A^, les coefficients de frottement sur S ( , S 2 , Sp 

étant f,, fa, ..., fp et les angles de frottement o,, e>2, . .., <fp ; le 
solide S étant sollicité par des forces do nnees F<, 1* 2 , . . . . F^, 
cherchons les condit ions d 'équil ibre. La réaction de S v sur S est 
une force R v appl iquée au point A v et faisant avec la normale N v 

un angle moindre que l'angle de frottement cp v, c 'es t -à-dire située 
dans le cône C v de sommet A v , d'axe N v et d 'angle <pv. Pour qu'il 
y ait équi l ibre , il faut et il suffit que le système des forces données 
F ( , F 2 F„ soit tenu en équilibre par un système de réactions 
R i , R 2 Rp satisfaisant aux condit ions précédentes , c'est-

à-dire que le svstème des forces données soit équivalent à un 
système de forces — R!, — R 2 , · · •, — Rp passant respectivement 
par les points A , , A 2 , A^, et situées dans les cônes C ( , 
C 2 , Cp. Ces dernières forces seront toutes détrui tes par les 

réactions des surfaces S i , S 2 , Sp. 
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3° Infinité de points de contact. — Si le corps S touche cer
tains des corps fixes suivant des aires d 'é tendue finie, il faut et il 
suffit que le système des forces F , , F 2 , . . . , F» soit équivalent à 
un système de forces en nombre quelconque rencont ran t les aires 
de contact et faisant, avec les normales aux points de rencont re , 
des angles moindres que les angles de frottement correspondants . 

Remarque. — Ces condit ions s 'expriment analyl iquement par 
des inégalités : il y a, en général, une infinité de positions d 'équi 
libre formant des ensembles cont inus . 

192. C o r p s p e s a n t r e p o s a n t s u r u n p l a n p a r p l u s i e u r s p o i n t s e t 

s o l l i c i t é par u n e f o r c e u n i q u e F . — P o u r que le corps so i t en équi l ibre , 

il faut et il sulfit : 

i ° Que la force F so i t d i r igée de façon à app l iquer le corps c o n t r e le 
plan ; 

1° Qu'e l le fasse avec la normale au plan un ang le m o i n d r e q u e l 'angle 

de f ro t t ement <p ; 

3° Qu'el le p e r c e le p lan à l ' intérieur du p o l y g o n e de sus ten ta t ion défini 

c o m m e au n" 112. 

Ces c o n d i t i o n s s o n t nécessa ires : en effet, so i en t , c o m m e au n° 112 , 
A i , A 2 , Aj , l e s po in t s de c o n t a c t du corps avec le p lan , e t s o i e n t 
Ri , Rj , — , Rp l es réac t ions du plan en ces d ivers po in t s . Si l 'on i m a g i n e 
un axe Oz normal au plan du cô té où se t rouve le corps , t o u t e s ce s réac 
t ions sont s i tuées de ce c ô t é du plan e t font avec Oz des a n g l e s m o i n d r e s 
que <p. L'ensemble d e s forces R i , R 2 , RP e t F é tan t e n équi l ibre , les 
réact ions R,, Rp o n t une ré su l tante un ique é g a l e e t d i r e c t e m e n t 

o p p o s é e à F . Or la résu l tante g é n é r a l e des réact ions e s t é v i d e m m e n t 
d ir igée par rapport au p l a n d u c ô t é de Oz e t fait a v e c Oz un ang l e 
m o i n d r e que tp; la force F e s t d o n c d ir igée en sens contra ire e t fait a v e c 
Oz un ang le m o i n d r e que <f. P o u r vo ir que la t ro i s i ème c o n d i t i o n e s t 
nécessa ire , p r e n o n s un cô té q u e l c o n q u e A f A ^ d u p o l y g o n e d e s u s t e n t a t i o n ; 
la s o m m e des m o m e n t s des forces R , , . . . , Rp e t F par rappor t à ce c ô t é 
doit ê tre n u l l e ; les forces R, , Rp ont t o u t e s des m o m e n t s de m ê m e s 
s ignes par rappor t à ce c ô t é ; la force F d e v a n t avoir un m o m e n t de s igne 
contraire d o i t p e r c e r le plan en un po int A qui es t , par rapport au c ô t é 
A,-A/.-, du m ê m e c ô t é q u e les autres p o i n t s d'appui : ce fait ayant l i eu p o u r 
chaque c ô t é d u p o l y g o n e de s u s t e n t a t i o n , A e s t dans ce p o l y g o n e . 

Ces c o n d i t i o n s nécessa ires sont suf f i santes ; e n effet, si e l les son t r e m 
pl ies , on p e u t tou jours d é c o m p o s e r F en forces paral lè les e t d e m ê m e s e n s 

appl iquées a u x p o i n t s d'appui A i A p ; c e s c o m p o s a n t e s s o n t t o u t e s 
dé tru i t e s par la rés i s tance du p lan . 
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1 9 3 . É c h e l l e . — S o i t une é c h e l l e A B a p p u y é e sur un sol hor izonta l e t 

c o n t r e un m u r v e r t i c a l ; s u p p o s o n s la l i g n e m é d i a n e de l ' éche l l e s i tuée 

dans un plan perpendicu la ire au sol e t au m u r {fiff- 1 2 3 ) , p lan q u e nous 

p r e n o n s p o u r p lan (le la figure. 

A p p e l o n s G le c e n t r e de gravi té de l ' éche l l e e t d'une p e r s o n n e placée 

sur l ' éche l le dans une pos i t i on var iab le , e t c h e r c h o n s les c o n d i t i o n s d'équi

l ibre , en s u p p o s a n t que les coef f ic ients de f r o t t e m e n t en A e t B sont é g a u x 

à une m ê m e q u a n t i t é y e t , par su i t e , les a n g l e s de f r o t t e m e n t é g a u x à un 

m ê m e ang le <p. 

T o u t d'abord, si l ' éche l le fait a \ e c le m u r un a n g l e f3 mo indre que 

l 'angle d e f r o t t e m e n t o , l ' équi l ibre s u b s i s t e , que l l e que so i t la pos i t ion 

d e G. En effet, on peut tou jours , après avo ir t ranspor té le po ids total P 

appl iqué en G en un point de sa d i r e c t i o n , l e d é c o m p o s e r en d e u x forces , 

l 'une d ir igée su ivant D B n o r m a l e m e n t au m u r , l 'autre s u i v a n t D A faisant 

a v e c la n o r m a l e A N au sol un ang le D A N m o i n d r e que ^ e t , par sui te , 

m o i n d r e q u e l 'angle de f r o t t e m e n t ; ces deux c o m p o s a n t e s s o n t dé tru i t e s . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e l 'angle de l 'éche l le a v e c le m u r so i t s u p é 

rieur à l 'ang le d e f r o t t e m e n t t p . C o m m e le p o i d s e t l es d e u x réac t ions du 

m u r e t d u sol d o i v e n t se faire équi l ibre , ces. t ro i s forces s o n t c o n c o u r a n t e s 

e t se t r o u v e n t s i tuées dans le p l a n de la figure. M e n o n s en A e t B les n o r 

m a l e s A N et B N au m u r et au so l , puis d e u x d r o i t e s A KM et A L Q faisant 

a v e c AN l 'angle cp, e t d e u x dro i t e s B Q e t B L faisant a v e c B N l 'angle ep. Ces 

quatre d r o i t e s , qui s o n t l e s t races , siir l e p lan de la figure, d e s c ô n e s c o n 

s idérés dans le cas généra l , f o r m e n t un quadr i la tère MQLK. Les réact ions 

d u m u r e t du sol faisant avec les normale s des a n g l e s m o i n d r e s que tp, l eur 

p o i n t d ' in tersec t ion e s t dans l ' intér ieur du quadr i la tère MQLK ; le po ids P , 

c ' e s t -à -d ire la ver t i ca l e de G, d e v a n t passer par ce p o i n t d ' intersect ion , 

c e t t e ver t i ca l e do i t traverser l'aire du quadrilatère pour que l 'équil ibre 

p u i s s e e x i s t e r . Cet te c o n d i t i o n e s t a lors suff isante, car, si la vert ica le de G 

traverse c e l t e aire , en prenant un po int D sur c e t t e vert ica le dans l ' in té 

r ieur du quadr i la t ère , on p e u t s u p p o s e r le po ids P t ranspor té en D e t le 

d é c o m p o s e r en d e u x forces d i r igées su ivant D A et D B , qui s eront dé tru i tes 

par l e s réac t ions du m u r e t d u so l . 

Fi: 

0 
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a pour absc i s se 

x — 
a—bf 

7*' 
quanti té p o s i t i \ e , car e s t s u p p o s é supér i eur à f, l 'angle ¡3 é t a n t s u p é 

rieur à <f. P o u r qu'il y ai t équ i l ibre , il faut e t il suffit que l 'absc isse \ du 

centre de gravi té G soit s u p é r i e u r e à x. S o i e n t m la masse de l ' é che l l e e t 

m , la masse de la p e r s o n n e p lacée sur l ' éche l le à une d i s t a n c e x\ du m u r ; 

on a, en écr ivant que \ est supér ieur à x, 

a 

m h n t | x, . . 
2 > a — of t 

m. - t - m, i - f - / 2 ' 

ce qui peut d o n n e r u n e l imi te infér ieure pour x,. P o u r que la s tabi l i té 
soit a s surée , que l l e q u e so i t la p o s i t i o n de la p e r s o n n e , il faut e t il suffit 
qu'on ait 

a 
m — a -> a ~ 

m -+- m, H-/ 2 ' 

formule d é t e r m i n a n t la va leur l imi te de l 'angle ¡3, dont la t a n g e n t e e s t °- · 

194. C o r d e e n r o u l é e s u r l a s e c t i o n d r o i t e d 'un c y l i n d r e . — S u p p o 

sons une c o r d e e n r o u l é e sur la s ec t ion dro i t e d'un cy l indre c o n v e x e sur 

lequel e l le g l i sse a v e c f r o t t e m e n t , le coeff ic ient de f r o t t e m e n t é tan t f. Le 

c o n t a c t a l i eu su ivant l'arc A B (Jig. 124), ' a corde e s t t irée à ses d e u x 

e x t r é m i t é s M 0 e t M, par des t e n s i o n s T 0 et T j , T j > . T ( , ; c h e r c h o n s la 

cond i t ion d'équi l ibre , en s u p p o s a n t que la corde so i t sur le po int de g l i s ser 

dans le sens A B ; n o u s t r o u v e r o n s ainsi la l imi te supér ieure que ne d o i t pas 

dépasser pour que l ' équi l ibre s u b s i s t e . S o i e n t s l'arc A M ; ds un é l é m e n t 

placé en M ; Nef* la va leur a b s o l u e de la réact ion n o r m a l e du cy l indre qui 

est d ir igée vers l ' ex t ér i eur ; fNds la valeur abso lue de la réac t ion t a n g e n -

tiel le qui est d ir igée dans le sens MA. On a, d'après les équat ions i n t r i n 

s è q u e s ' d e l 'équi l ibre d'un fil, , 

dT T • . 

car la valeur de la réact ion e s t i m é e su ivant la n o r m a l e pr inc ipa le e s t 

P r e n o n s O A e t O B pour axes Ox e t Oy, en a p p e l a n t e * et b l es d i s tances 

O A et OB. Le p o i n t M le p l u s près du m u r , é t a n t à l ' in tersect ion des deux 

dro i tes 

BM y — b = xf, 

AM y = — 
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— N d * e t , su ivant la t a n g e n t e Mt, dans le sens des arcs cro issants , 

— / N ds. L 'é l iminat ion d e N d o n n e 

dT fds 

i d é s i g n a n t l 'angle de la t a n g e n t e Mt avec la tangente fixe T 0 M 0 , car p a 

ds 
pour v a l e u r D o n c , e n in tégrant d e p u i s le po int M 0 jusqu'en M, e t 

dt 

appe lant 8 l 'angle des d e u x t a n g e n t e s e x t r ê m e s ou son égal l 'angle A O B 

des n o r m a l e s e x t r ê m e s , 

L o g T 1 - L o g T „ = / 8 , T , = T , e A 

T e l l e e s t la l imi te supér i eure que T , n e d o i t pas dépasser pour qu'il y ait 

équ i l ibre . Si la corde e s t e n r o u l é e p lus i eurs fois sur le cy l indre , 6 peut 

ê tre supér ieur à 2it. C e t t e formule m o n t r e qu'avec u n e t e n s i o n pe t i t e T 0 

o n p e u t faire équ i l ibre à une t ens ion c o n s i d é r a b l e T , , en s u p p o s a n t 6 suffi

s a m m e n t g r a n d . ( P O I S S O N , Traité de Mécanique, § 303 . ) 

O n trouvera d ' in téressants e x e r c i c e s dans un Ouvrage anglais d e Je l le t t 

d o n t il a paru une é d i t i o n a l l e m a n d e in t i tu lée : Die Théorie der Reibung, 

v o n Je l le t t , d e u t s c h b e a r b e i t e t v o n L ù r o t h u n d S c h e p p ( L e i p z i g , T e u b n e r , 

1 8 9 0 ) . 

195. F r o t t e m e n t d e g l i s s e m e n t p e n d a n t l e m o u v e m e n t . — D a n s 

l e c a s d u m o u v e m e n t , l e f r o t t e m e n t e s t p a r f a i t e m e n t d é t e r m i n é . 

S u p p o s o n s q u ' u n s o l i d e e n m o u v e m e n t t e r m i n é p a r u n e s u r f a c e S 

s o i t e n c o n t a c t a v e c u n s o l i d e S ' p a r u n p o i n t A ; s ' i l y a f r o t t e 

m e n t , la r é a c t i o n d e S' s u r S s e d é c o m p o s e e n d e u x f o r c e s : l ' u n e 

n o r m a l e N , q u i s e n o m m e réaction normale, e t l ' a u t r e t a n g e n -

t i e l l e F , q u i e s t l a f o r c e d e I r o t t e m e n t , a s s u j e t t i e a u x t r o i s l o i s 

s u i v a n t e s : 
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Fig. ia5 . 

N _ R ' 

R P 

forces au point A : nous obt iendrons une résultante unique A R 
appliquée au point du cylindre qui est en A, et un couple résu l 
tant G dont l 'axe A G est perpendiculaire au plan de la figure. 
Décomposons A R (fig- 1 2 5 ) en deux forces : l 'une , A P , normale 

i° La force de frottement est dirigée en sens contraire de la 
vitesse relative du point matériel A par rappor t à S ' ; 

2 ° Elle est indépendante de la grandeur de cette vitesse ; 
3° Elle est proport ionnel le à la réaction normale : F = y N . Ce 

coefficient /est le coefficient de frottement de S sur S ' ; il est un 
peu plus petit que le coefficient de frottement au dépar t . 

D'après des expériences de Hi rn , ces lois sont applicables, sur
tout dans le cas des frottements immédiats (ceux où les surfaces 
frottantes sont sèches) . Elles doivent être modifiées si les surfaces 

F 
sont séparées par une matière onctueuse ; le rappor t ^ dépend 

alors de la vitesse et de N. (Voir Comptes vendus, t . X C I X , 
p . 0.53). 

196. Frottement de roulement au départ et pendant le mou
vement. — Nous avons défini plus haut (n° 188) , d 'une manière 
générale, les couples qui représenten t la résistance au roulement 
et au pivotement. Prenons le cas simple d 'un cylindre. Lorsqu 'un 
cylindre peut rouler et glisser sur un plan, on tient compte , dans 
le oalcul, de la déformation des solides et des vibrations des molé
cules de la façon suivante. Négligeons l 'étendue de la déformation 
et exprimons-nous comme si le cylindre était en contact avec le 
plan suivant une génératr ice A. Supposons , en ou t re , qu 'on fasse 
agir sur le cylindre des forces situées dans le plan de la section 
droite prise pour plan de la figure. Faisons la réduction de ces 
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au p lan ; l 'autre , A Q , parallèle au plan. La force Q tend à faire 
glisser le cylindre ; le couple G lend à le faire tourner autour de 
la génératrice de contact , c 'est-à-dire à le faire rouler sur le pTan; 
car , dans le rou lement , cette génératrice est axe instantané de ro
tat ion. 

Imaginons d'abord le couple G nul ; alors il pour ra se produire 
uniquement un glissement ; pour que ce glissement n'ait pas lieu, 

il faut et il suffit que 

( 1 ) Q < P / , 

f étant le coefficient du frottement de glissement. Supposons 
cette condition rempl ie , puis ajoutons un couple A G dont l'axe 
est normal au plan de la figure. S'il n 'y avait aucune résistance au 
roulement , ce couple, si petit qu' i l soit, ferait rouler le corps : 
l 'expérience mont re qu'il n 'en est pas ainsi et que le roulement 
ne se produit pas tant que le moment G du couple est inférieur à 
une certaine limite 

( 2 ) G < P S , 

dans laquelle P désigne, comme plus haut , la composante normale 
de la force R et 8 un certain coefficient linéaire qui se nomme 
coefficient du frottement de roulement. D 'après Coulomb et 
Morin , ce coefficient S est indépendant de la force R et du rayon 
de courbure de la section droite du cylindre roulant , du moins 
dans de certaines limites. 

Ce coefficient 8 é tant connu, on voit que les conditions d 'équi
libre du cylindre sur le plan sont données par les deux équa
t ions ( i ) et ( 2 ) , exprimant , l 'une qu'i l n 'y a pas de glissement, 
l 'autre qu'il n 'y a pas de roulement : Je plan développe alors une 
réaction composée d 'une force un ique R' égale et opposée à R et 
d 'un couple G' égal et opposé à G. Cela s 'explique par ce que, le 
contact se faisant en réalité sur une é tendue finie autour du 
point A, en réduisant les réactions du plan eu A, on aura une 
force et un couple. Ce couple G' est le couple du frottement de 

roulement . 

O n peut encore présenter ce résultat comme il suit : ppur 
exprimer qu'i l y a équi l ibre , il faut expr imer que les forces, d i rec
tement appliquées au cylindre (supposées situées dans un plan 
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•de section droi te) , sont tenues en équilibre pa r une force nor
mal* N (égale et opposée à P ) , une force tangentielle F (égale et 

•opposée à Q ) , appliquées en A, et un couple de moment G' et 
•d'axe parallèle aux génératrices, avec les conditions d'inégalité 

F < N / , G ' < N 8 . 

Il peut se faire que l 'une des condit ions ( i ) ou ( 2 ) soit remplie 
•et pas l ' au t r e : alors, au premier instant, le cylindre roule sans 
glisser ou glisse sans rouler . Si aucune des deux conditions n 'est 
«•emplie, il y a à la fois roulement et glissement, en ce sens que 
le déplacement élémentaire du cylindre est le déplacement résul
t an t d'un glissement et d 'une rotation autour de la génératrice de 
•contact. 

Une fois le cylindre en mouvement , on admet que , s'il y a rou 
lement, la réaction du plan s 'opposant au roulement atteint cou» 
stamment son maximum, de sorte que , pendant le roulement , le 
couple représentant le frottement de roulement est égal cons tam
m e n t à NS, N désignant la composante normale de la réaction du 
p lan , de même que , s'il y a glissement, la composante langen-
itielle F de la réaction est constamment égale à N / ( n ° 195) . S'il y 
a, à la fois, roulement et glissement, il faut introduire s imul tané-
unent les deux frottements. Dans ce cas, on néglige habi tuel lement 
île frottement de roulement . 

197. Frot tement de pivotement. — Nous renverrons, pour une 
•étude détaillée du frottement de pivotement, à la Thèse de D o c 
torat de M. Léaulé (Par is , 18^6) . On peut admet t re , dans les cas 
les plus simples, que , dans l 'équilibre, le moment du couple du 
frottement de pivotement est moindre que s N ; e étant un coeffi
cient linéaire analogue à S. 

EXERCICES. 

1. Un corps pesant étant posé sur un plan incliné dont on fait varier l'incli
naison, prouver que le glissement se produit quand l'inclinaison du plan devient 

•égale ou supérieure à l'angle de frottement. 

2. Équilibre de la presse à coin quand on tient compte du frottement des deux 
faces du coin sur les madriers (n° 169, fig- 1 0 9 ) . En appelant y le coefficient de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3o8 DEUXIÈME PARTIE. — STATIQUE. 

frottement des^deux faces sur les deux madriers, on trouve que, dans le cas 
l imite où le coin commence à glisser, ou a 

„ sin a - + - / c o s a 
P = îH ¿y-. 

cosa — / s i n a 

3. Positions d'équilibre d'une barre homogène pesante AB dont les extrémités 
glissent avec frottement sur deux plans, l'un horizontal, l'autre vertical. (Il faut 
que la verticale du centre de gravité passe dans la partie commune aux deux 
cônes de révolution de sommets A et B ayant pour axes les normales aux deux 
plans, et pour demi-angles au sommet les angles de frottement.) 

4. Dans le problème précédent, Oh suppose le point B par lequel la barre s'ap
puie sur le plan vertical assujetti à se déplacer sur une verticale du plan; déter
miner : i" les points-limites entre lesquels B doit se déplacer sur cette verticale; 
a° la courbe à l'intérieur de laquelle doit se trouver le point A pour que l'équi
libre ait lieu. 

5. Un cylindre de révolution homogène pesant est posé sur un plan incliné de 
façon que ses génératrices soient horizontales. On connaît le coefficient 8 du frot
tement de roulement : quelle valeur minimum faut-il donner à l'inclinaison du 
plan pour que le roulement se produise? ( On admet dans cet exercice que le 
roulement se produit pour une inclinaison moindre que le glissement.) 

6. Une chaîne homogène pesante est posée sur la section droite d'un cylindre 
de révolution d'axe horizontal, de façon que les bouts pendent des deux côtés. 
Quelles sont les positions d'équilibre en supposant qu'il y ait frottement? 
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TROISIÈME P A R T I E . 

DYNAMIQUE DU POINT. 

CHAPITRE X . 

GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT RECTILIGNE. 

MOUVEMENT DES PROJECTILES. 

I. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

198. Équations du mouvement. Intégrales. — Nous avons vu 
dans le Chapitre III que , si un mobile M est en mouvement sous 
l'action de certaines forces dont la résultante est F , l 'accéléra
tion J du mobile et la force F ont même direction et même sens, 
et que leurs grandeurs sont liées par la relation 

F = mJ, 
m désignant la masse du mobile . C'est en traduisant a lgébr ique
ment ce fait que nous avons obtenu les équations différentielles du 
mouvement . 

Soient X , y , z les coordonnées du mobile par rappor t à trois 
axes quelconques ; X , Y , Z les composantes de F suivant ces trois 
axes ; les projections de F sont égales à celles de J multipliées par 
m : on a ainsi les trois équations du mouvement 

. . d?x v cPy d*z ., 

Quand on suppose le point mobile ent ièrement l ibre , les forces 
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qui agissent sur lui soût, dans le cas le plus général , des fonctions-

de sa posil ion, de sa vitesse et du temps : les projections X , Y, Z. 

de la résultante sont donc des fonctions données de x, y, z, 

5T' e t l' c ' e s t ~ à - d i r e de x, y, z, x', y', z' et i , en employant 

la notation de Lagrange pour désigner les dérivées : ^ = x', .... 

Les équations ( i ) forment alors un système de trois équations-

différentielles simultanées du second ordre , définissant x, y, z en 

fonction de t. Les intégrales générales de ces équations cont ien

dront six constantes arbitraires : elles seront de la forme 

1 X — ? (*> Cii Gj, C 3 , G 4, G5, C 6 ) , 

y = ^(t, C , , C „ C 3 , C 4 , C„ ,C 6 ; , 

z = Ci, Cj, C 3 , C4, C5, C 6 ; ; 

on en déduit 
Í *'=<p' ( i , C „ . . . , C 6 ) , 

( 3 ) \y'=¥(t,Cu . . . , c 6 ) , 
( z' = vs'(t, Ci, . . . , C 6 ) , 

<p', ij;', m' désignant les dérivées de cp, ty, rn par rappor t à t. 

Dans chaque problème particulier , les constantes arbilraires-

doivent être déterminées à l'aide des¡ condit ions initiales. On se 

donne la position du mobile à l ' instant t = t0 et sa vitesse : il faut 

alors déterminer C i , C 2 , C e de telle façon que , pour £ = £ 0 , 

x,y, z p rennen t des valeurs données d'avance Xo>yo, z0 et x',y, zr 

des valeurs données x'0, y'0, z'a. Pour que celte déterminaiion soit 

possible, quelles que soient les valeurs initiales données pour 

X,y, z, x',y', z', il faut que l'on puisse résoudre , au moins t héo 

r iquement , le système des six équations ( 2 ) et ( 3 ) par rappor t à 

C( , C¡¡, . . . , G e , c 'est-à-dire que ces équations ( 2 ) et (3 ) , dans 

lesquelles C i , C 2 , C 0 sont regardées comme des inconnues, 

ne soient n i incompatibles, ni indéterminées. O n en tirera alors,, 

p o u r ces six constantes, des valeurs de la forme 

( 4 ) Gk = fk(t,x, y,z, x',y', z1) ( * = i , a , . . . , 6 ) , 

qui donneront immédia tement les valeurs numériques des c o n 

stantes quand on donnera les valeurs initiales de x, y, z, x',y', z'. 
On admet que : à des conditions initiales données correspond 
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un seul mouvement. Ce fait, que nous vérifierons sur tous les 
exemples qui seront traités, résulte du théorème de Cauchy, tant 
que X , Y, Z sont des fonctions régulières de x, y, z, x', y1 z', t ; 
si les six constantes arbitraires sont Xotyo,z0, x'0, y'a, s'„, on peut 
résoudre les intégrales par rappor t à ces constantes. Par consé
quent, si l 'on trouve par des considérations quelconques un cer
tain mouvement possible, c'est-à-dire satisfaisant aux équations du 
mouvement et aux conditions initiales, ce mouvementes t celui que 
prendra réellement le mobile . 

199. I n t é g r a l e s p r e m i è r e s . — On appelle intégrale première 
des équations du mouvement une équation entre t, x, y z, x', 

y1, z1 et une constante arbitraire qui se trouve satisfaite en vertu 
des équations du mouvement , quelles que soient les condit ions 
initiales, 

x , y, *> y \ *'i G) = o. 

On peut toujours imaginer cette équation résolue par rapport à C 
et l 'écrire 

C=f(t,x,y, z,x',y',z'). 

Voici comment on vérifiera immédiatement qu 'une relation de 

celte forme est une intégrale p r e m i è r e : en différentiant par rap-> 

port à i, on aura 

àt àx dyJ àz dx' dt* ày' dt* dz' dt* ' 

ou, en remplaçant les dérivées secondes de x,y, z par leurs valeurs 
tirées des équations du mouvement , 

f + á£,+ aiy+ ttz>+ J. (f, x + f,Y + ÈLz) = o. 
dt dx dy' àz m \àx ày àz J 

Cette dernière relation ne contient p lus que les quanti tés t, x, 
y, z, x',y, z', et, comme elle doit avoir lieu quelles que soient 
les conditions initiales, c 'est-à-dire quelles que soient les valeurs 
attribuées à toutes ces quanti tés , elle devra être ident iquement 
vérifiée. 
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Plusieurs intégrales premières , 

G' = /l(t,x,y,z,x',y,,z'), 
C =Mt,x,y,z,x',y',z'), 

G™ = fv(t,x,jr, z,x',/,z'), 

sont distinctes quand on ne peut pas éliminer entre elles toutes 

les quanti tés x,y, z, x', y', z' : si cette élimination était possible, 

elle conduirai t à une relation ent re les constantes G', C", . . . , C ( v ) , 

relation qui évidemment ne pourrait pas conlenir la variable indé

pendante t qui est arbi t ra ire . Il résulte de là que le nombre des 

intégrales premières distinctes qu 'on peut trouver est égal à s ix ; 

car, v étant supér ieur à 6, on pourra toujours él iminer les six 

quanti tés x, y, z, x',y\ z'. 

Par exemple, les six équations ( 4 ) , obtenues en résolvant les 

intégrales générales des équations du mouvement par rapport aux 

constantes arbitraires, forment six intégrales premières dist inctes. 

Réciproquement , si l 'on possède six intégrales premières dis

tinctes telles que ( 5 ) , l 'ent ier v étant égal à 6 , ces équations r é 

solues par rappor t à x, y , z, x', y', z' fourniront les intégrales 

générales des équations du mouvement . 

Des considérations analogues s 'appliquent au mouvement d 'un 

point sur 'une courbe ou sur une surface : elles se présenteront 

plus loin. 

Nous renverrons , pour la question d'Analyse qui se présente 

ici, à notre Cours d'Analyse à l'Ecole Centrale, Chapi t re X X I I 

(Gaulhier -Vi l lars , éd i t eur ) . 

200 . Équations intrinsèques (Eu le r ) . — Prenons sur la trajec

toire une origine O des a r c s ; le mouvement sera défini sur cette 

courbe si l 'arc OM == « est connu en fonction de t. Menons la 

tangente M T (fig- 1 2 6 ) du côté des arcs positifs. Nous convien

drons de compter la vitesse posit ivement si le mouvement se fait 

dans le sens M T , et négativement dans le cas con t ra i re ; la vitesse 

sera en grandeur et signe 

Soit J l 'accélération du mobile ; on sait que les projections de 
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dv d l s 
3 l = T t - d F ' J„ = — s 

P 
et que sa projection su r l a binormale est nul le . Gomme le segment 

représentatif de la force est égal au segment représentatif de l 'ac
célération multiplié p a r l a masse, on a, en appelant F , , F f l , F i les 
project ions de F sur la tangente, la normale principale et la b i -
normale, 

mv2 „ dv d*s 
V ' = m d i = m d F ' 

F „ = F / , = o . 

Ces trois équations forment un système équivalent aux trois équa
t ions du mouvement . Comme F„ est toujours positif et F 4 nu l , 
on voit que la force est toujours située dans le plan oscillateur de 
la trajectoire du côté de la concavité. 

Si la force est constamment normale à la trajectoire, F r = o, la 
vitesse est constante et la force varie en raison inverse du rayon 
de courbure . 

Si la force est constamment tangente à la trajectoire, on a 

F „ = m — = o , 

et, comme v n 'es t pas nul , p reste infini, c 'est-à-dire que la t ra
jectoire est recti l igne. 

On peu t faire d ' intéressants rapprochements , déjà signalés par 
Mac-Laurin, entre ces équations et celles.de l 'équilibre des fils. 
Möbius en a indiqué un grand nombre dans sa Statique, ainsi 
qu 'Oss ian Bonnet , dans le Tome I X du Journal de Mathéma-

cette accélération sur la tangente et la normale principale s o D t 

respectivement (n° 41) 
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vitesse sur les trois axes étant celles de la quanti té de 
dt dt dt n 

mouvement sont 

( M Q ) 
dx 
'dt' 

dy 
m-dl> 

dz 
dt' 

les moments de la quanti té de mouvement par rappor t aux trois 
axes sont de même 

( O G - ) m(y*L-M4g), m ( , 

de sorte que le moment de la quant i té de mouvement par rappor t 
au point O est un vecteur O G ' (ftg- I 2 7 ) > avant pour project ions 
les trois quanti tés ci-dessus. 

202. T h é o r è m e d e l a p r o j e c t i o n d e l a q u a n t i t é d e m o u v e m e n t . 

— La première des équations du mouvement peut s'écrire 

(mS)=x; 

comme l'axe des x est arbi t ra i re , cette équation exprime que : 

La dérivée par rapport au temps de la projection de la 

d_ 
dt 

tiques, et Paul Ser re t dans sa Théorie nouvelle des lignes à 
double courbure ( Malle t-Bachelier, 1 8 6 0 ) . (Voir les Exercices.) 

Nous allons établir maintenant des théorèmes qui , dans beau
coup de cas, permet tent de t rouver des intégrales premières. 

2 0 1 . Q u a n t i t é d e m o u v e m e n t . — On appelle quantité de mou
vement d'un point M u n vecteur M Q , qui a même direction et 
même sens que la vitesse et dont la longueur est égale au produit 
de la vitesse p a r l a masse : mV (fig. 127). Les projections de la 
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203 . T h é o r è m e d u m o m e n t d e l a q u a n t i t é d e m o u v e m e n t . P r i n 

c i p e d e s a i r e s - — On peut aussi, des équations du mouvement , 
déduire un théorème analogue au précédent relatif aux moments 
des quanti tés de mouvement . Les deux équations 

d*x d*y 

fournissent la combinaison 

quantité de mouvement sur un axe est égale à la somme des 
projections sur le même axe des forces appliquées au mobile» 

En particulier, si la somme des projections des forces sur un 
axe est constamment nul le , ce théorème fournit une intégrale 
première. En effet, en p renan t cet axe pour axe Ox, on a 

d l dx\ dx . 
—r I m —7- l = o , m —j— = A , 
dt\ dt J ' dt ' 

la valeur de la constante A étant la projection sur Ox de la q u a n 
tité de mouvement initiale. En intégrant de nouveau, on a 

mx = A t -+- A' ; 

la projection du mouvement sur Ox est donc alors un mouvement 
uniforme. 

E X E M P L E . — Forces parallèles. — Supposons la force F pa ra l 
lèle à une direction fixe. La trajectoire est alors dans un plan 
parallèle à cette direction. En effet, prenant pour axe Oz une p a 
rallèle à la direction de la résultante F , on a constamment X = o, 
Y = o. Donc 

D X A
 d.y d 

m—r- = A , m —=- = H, 
dt dt ' 

A dy — B dx = o , A.y — B x = C, 

équation d'un plan parallèle à l'axe Oz. Ce plan, dans lequel se 
fait le mouvement, est déterminé par les conditions initiales : 
c'est le plan mené par la vitesse initiale parallèlement à la d i rec
tion constante de la force. 
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qu 'on peut écrire 

c 'est-à-dire : 

La dérivée par rapport au temps du moment de la quantité 
de mouvement, par rapport à un axe (l'axe Oz), est égale au 
moment de la résultante des forces par rapport au même axe. 

Ce théorème donne une intégrale première des équations du 
mouvement dans le cas où xY—ylL est constamment nul , c'est-
à-dire quand la résul tante des forces appliquées au point matériel 
est constamment dans un même plan avec l'axe Oz. Cette inté
grale est 

dy dx _ 

* - â - r d t = c ' 
elle a une interpréta t ion géométr ique très simple. Soient, en effet 
(fig. i 28) , P la projection du mobile M sur le plan des xy et P 0 

Fig. 128 . 

la posit ion initiale de cette project ion; considérons le secteur 
limité par la projection de la trajectoire et les deux rayons OPo, 
O P ; en appelant S la surface de ce secteur compté positivement 
dans le sens positif des rotat ions autour de Oz, on a 

dS = 5 ( 3 7 dy —y dx); 

l 'équation précédente devient donc 
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Multipliant par z, x,y et ajoutant, on trouve 

A» + B / + C* = o, 

d'où, en intégrant , 

S = i C ( f — * „ ) ; 

autrement dit : l'aire S est proportionnelle au temps employé à 
la décrire. On dit alors que le théorème des aires s 'applique à la 
projection du mouvement sur le plan xOy. 

La constante des aires, C, qui ent re dans la formule précédente, 

est le rapport du double de l'aire balayée par le vecteur O P au 

temps employé à la décr i re ; elle est déterminée par les con 

ditions initiales : elle est égale à la valeur que prend #^ijr — 

au début du mouvement, c 'est-à-dire au moment de la vitesse 
initiale par rappor t à O î . 

Inversement, si le théorème des aires s 'applique à la projection 
du mouvement sur un plan xOy autour du point O , la force est 

dans un même plan avec O z , car l 'équation x ^ — y^=(Z 

donne, par différentiation, 

d'y d'x v Y 

x-dtï-y-dF = 0' d o u * Y - . r x = » ° -

E X E M P L E . — Forces centrales. — Supposons que la résultante F 
des forces appliquées au point soit centrale, c'est-à-dire que sa 
direction passe constamment par un point fixe O . Si l 'on prend 
ce point pour origine, le moment de F par r appor t à chacun des 
trois axes coordonnés est nul et le théorème des aires s 'applique 
à la projection du mouvement sur chacun des trois plans coor
donnes. La trajectoire est dans un plan passant par le centre des 
forces. On a, en effet, les trois équations 

dy dx ~ 
X - Â - R * = C > 

dz dy 
y—, z -—- = A , 
J dt dt ' 
' dx dz „ 
z —, x — = B. 

dt dt 
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/ dy dx\ 

X ' - à - y - d t ) ' 
e t l e s p r o j e c t i o n s de O G , 

< G ) L = yZ — zY, M=zX — xZ, N = xY —yX. 

Nous v e n o n s d'établ ir l ' équat ion ^ = N ; o n t r o u v e r a i t d e m ê m e 

— - F
 d^ M 

dT ~ L' -dt ~ M' 

é q u a t i o n s qui e x p r i m e n t q u e le point G' possède, à chaque instant, une 
vitesse V* égale et parallèle à O G ; c e qui conf irme l 'ana log ie en tre l es 
d e u x t h é o r è m e s p r é c é d e n t s . 

P a r e x e m p l e , si la r é s u l t a n t e d e s forces a g i s s a n t sur le m o b i l e passe par 

l e p o i n t fixe O, les q u a n t i t é s X, u , v s o n t c o n s t a n t e s , l e s e g m e n t OG' es t 

fixe p e n d a n t t o u t e la d u r é e du m o u v e m e n t . N o u s a v o n s vu q u e la trajec-* 

t o i r e e s t alors p l a n e ; e l le e s t dans un p lan p e r p e n d i c u l a i r e à ce s e g m e n t 

O G . 

é q u a t i o n d ' u n p l a n p a s s a n t p a r l e p o i n t O . Ce p l a n e s t d é t e r m i n é 

p a r l a v i t e s s e i n i t i a l e e t l e p o i n t O . 

2 0 4 . I n t e r p r é t a t i o n g é o m é t r i q u e d e s d e u x t h é o r è m e s ' p r é c é d e n t s . — 

M e n o n s par l 'or ig ine O un v e c t e u r O R égal e t paral lè le à la r é s u l t a n t e des 

forces a p p l i q u é e s au p o i n t e t un v e c t e u r OR' égal e t para l l è l e à la quant i t é 

d e m o u v e m e n t du p o i n t . Le p o i n t R' a p o u r c o o r d o n n é e s 

dx „ dy dz 
* = m-dt' V = m-dT' '' = mdt-

Les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t e x p r i m a n t l e t h é o r è m e d e la projec t ion de 

la q u a n t i t é de m o u v e m e n t sur c h a q u e a x e s 'écr ivent 

D A _ Y

 d$ — Y

 d1 _ _ 7 

dt ~ ' dt ~ ' dt ' 

équat ions qui s ignif ient que la vitesse V du point géométrique R' est à 
chaque instant égale et parallèle à R ( v o i r fig. 1 2 7 ) . 

S o i e n t , d e m ê m e , O G le m o m e n t de la ré su l tante des forces appl iquées 

au p o i n t M par rappor t au p o i n t O e t OG' le m o m e n t de la quant i t é de 

m o u v e m e n t par rapport au m ê m e po in t . Les c o o r d o n n é e s A , u , v du po int G' 

s o n t 
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205 . Théorème des forces vives . — Reprenons les équations 
du mouvement 

d*x d2y d*z 

et ajoutons-les membre à membre après avoir multiplié la pre
mière par dx, la deuxième par dy, la troisième par dz; il vient 

m ( HF d x

 + S dy + S dz) = x d x Y d y Z dz ; 

en remarquant que le carré de la vitesse est 

on peut écrire cette équation 

< l ) = X d x + y d y + Z d z 

On appelle force vive, le produit de la masse par le carré de 
la vitesse m e 2 ; l 'équation ci-dessus s'énonce alors de la façon 
suivante : 

La différentielle de la demi-force vive, pendant l'intervalle 
de temps dt, est égale au travail élémentaire de la résultante 
des forces agissant sur le mobile pendant le même intervalle. 

Le second membre de l 'équation 

X dx -+- Y dy -+- Z dz 

est, en effet, le travail élémentaire de la force X , Y, Z correspon
dant au déplacement réel dx, dy, dz que subit le mobile pendant 
le temps dt; on peut , comme nous l'avons vu (n° 77 ) , remplacer 
le travail de la résultante X , Y, Z des forces appliquées au po in t 
par la somme des travaux des composantes. 

L 'équat ion ( i ) résulte aussi immédiatement de la première des 
équations intr insèques du mouvement 
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ds 

Multipliant par ds et remplaçant par v, on a 

d = F , ds, 

équation dont le deuxième membre est le travail élémentaire de F 
correspondant au déplacement ds. 

Si l 'on intègre l 'équation (i) depuis l ' instant £0 j u squ ' à t, on a, 
en appelant v0 la vitesse à l ' instant t0, 

( 9 ) ^ L ^ ^ ï ^ f'xdx + Ydy + Zdz; 

d'où ce théorème : 

La variation de la demi-force vive du point, pendant un 

intervalle de temps quelconque, est égale au travail total des 

forces appliquées au point pendant le même intervalle. 

Au point de vue de l 'évaluation du travail total, il faut distinguer 

trois cas, comme nous l'avons montré dans le Chapitre IV : 
i° Dans le cas le plus général où X , Y, Z dépendent de x, y , z, 

«te dx_^ dz^ .j f a u l p O U F évaluer le travail total, connaître les 
dt dt dt ' ' 

expressions de x, y , z en fonction de t, c 'est-à-dire le mouve
ment . 

2° Dans le cas où X , Y , Z dépendent de x, y , z seulement, il 
suffit, pour évaluer le travail total, de connaître la trajectoire du 
mobile ent re la posit ion M 0 qu'il occupe à l ' instant t0 et la pos i 
tion M qu'i l occupe à l ' instant t. 

3° Enfin, si la résultante X , Y, Z ne dépend que de la position 
du mobile et dérive d'une fonction de forces U (x, y, z), 

X dx -t- Y dy + Z dz = dU(x, y, z), 

on peut évaluer le travail total en connaissant uniquement les 
deux positions M 0 et M. Dans ce cas, le théorème des forces vives 
fournit une intégrale première : on a, en effet, en intégrant le 

deuxième membre de l 'équation ( 2 ) , 

me* mvl 
— ^ = U(ar, y, z) — V(xQ, y„, z0) 

ou 
mv1 = 2 [ U ( a : , y , z ) -h h]. 
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h désignant la constante arbitraire — U (x0, yoi Zo)', cette 

constante se nomme constante des forces vives. D'après cette 

équation, la vitesse du mobile redevient la même chaque fois que 

\J(x,y, z) reprend la même valeur. Si U (x, y, z) est une fonc

tion uniforme de x, y, z, on peut dire que la vitesse du mobile 

redevient la même, quand le mobile revient sur la même s.urface 

de niveau U(x,y, .z) = const. Quand la fonction U est à déter

minations mult iples , comme, par exemple, U(x,y,z) = arc t a n g ^ j 

la vitesse ne redevient pas nécessairement la même quand le point 

revient sur la même surface de niveau, car, sur une surface de 

niveau déterminée, V(x,y, z) et, par suite, le travail total p ren

nent des valeurs différentes suivant le chemin suivi (voir n° 82 ) , 

206. Exemples. — i ° C o n s i d é r o n s un p o i n t pesant e n t i è r e m e n t l ibre , 

mobi le dans le v i d e . Si n o u s p r e n o n s u n a x e Oz vert ica l e t d ir igé v e r s 

le haut , la seu le force appl iquée au p o i n t e s t l e po ids d o n t l e s pro jec t ions 

sont 

X = o , Y = o , Z — m g ; 

le t h é o r è m e des forces v ives d o n n e d o n c 

a —— = — m g as, 

équat ion dont le s e c o n d m e m b r e es t une différentie l le t o t a l e e x a c t e , ce qui 

m o n t r e , c o m m e n o u s l 'avons déjà p lus ieurs fo is r e m a r q u é , que le p o i d s 

dérive d'une f o n c t i o n de forces . En i n t é g r a n t , on a 

—- = — g(Z—Z0) O U P s = 2 ( — g z - h h ) . 

Cette équat ion m o n t r e q u e la v i tesse reprend la m ê m e v a l e u r n u m é r i q u e 

chaque fois que le m o b i l e repasse à la m ê m e h a u t e u r , c ' e s t -à -d ire r e v i e n t 

sur la m ê m e surface d e n i v e a u ; car ce s surfaces sont a c t u e l l e m e n t des 

plans h o r i z o n t a u x . 

Plus g é n é r a l e m e n t , si l e m o b i l e é t a i t so l l i c i té par une force ver t i ca le 

f o n c t i o n de z, 

X = o, Y = o , Z = < p ( * ) , 

on aurai t 

, mv* , , mv* mvf, /**/·,. 

rf— =t(*)d*/ — = J < P ( * ) « K ; 

l es surfaces de n iveau sera ient e n c o r e des p lans h o r i z o n t a u x . D a n s t o u s 

ces m o u v e m e n t s , la trajecto ire serai t p lane (n° 202 , e x . ) . 

A. — I. A I 
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b r i q u e d e c e t t e force e s t i m é e dans l e sens de O M es t — e t , d'après c e 

q u e n o u s avons vu dans l e n° 8 4 , le travai l é l é m e n t a i r e de c e t t e force e s t 

— —r-dr. Le t h é o r è m e des forces v i v e s d o n n e d o n c 

, m e ' m i l , 
d = ~ dr, 

2 r* 

L e s surfaces de n i v e a u sont l e s sphères — = c o n s t . ; la v i t e s s e reprend la 

m ê m e v a l e u r n u m é r i q n e à la m ê m e d i s t a n c e d u c e n t r e a t tract i f O. 

P l u s g é n é r a l e m e n t , si le p o i n t M es t so l l i c i t é par u n e force centra le 
f o n c t i o n d e r, dont la va leur a l g é b r i q u e e s t i m é e d a n s l e sens OM e s t <p ( r ) , 
o n a 

=?(r)dr, — ^ = J f(r)dr. 

Les surfaces de n i v e a u s o n t e n c o r e des s p h è r e s d e c e n t r e O . D a n s tous c e s 
m o u v e m e n t s , l a trajec to ire sera i t p lane ( n ° 2 0 3 , e x . ) . 

3 ° C o n s i d é r o n s un p o i n t p e s a n t M att iré par un c e n t r e fixe A , en ra i son 
i n v e r s e du carré de la d i s t a n c e e t repoussé par un c e n t r e fixe A' p r o p o r 
t i o n n e l l e m e n t à la d i s tance (fig. 1 2 9 ) . N o u s p r e n d r o n s e n c o r e un a x e Oz 

vert ical vers l e h a u t , de sorte q u e le travail é l é m e n t a i r e du po ids sera 
— m g dz; si n o u s a p p e l o n s r la d i s tance A M , la va leur a l g é b r i q u e de la 

force a t trac t ive F , e s t i m é e p o s i t i v e m e n t dans l e s ens A M , e s t — e t 

son travai l é l émenta i re — ~ ^ d r ; enfin, si n o u s a p p e l o n s /•' la d i s t a n c e 

2 ° C o n s i d é r o n s un point. M at t i ré par u n c e n t r e fixe O en raison inverse 

d u carré de la d i s t a n c e . La force a t t rac t ive aura u n e e x p r e s s i o n de la 

f o r m e p. é tan t u n e c o n s t a n t e e t r la d i s t a n c e O M . La va leur a l g é 
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MA.', la valeur a lgébr ique de la force répul s ive F' p r o p o r t i o n n e l l e à la 
d is tance est m \t! r' e t 9on travai l é l é m e n t a i r e niu.'V' dr''. D'après le t h é o r è m e 

mv* 
des forces v i v e s , la dif férentie l le d — e s t é g a l e au travail é l émenta ire de 

la résultante des forces app l iquées au po int M, c 'es t -à -d ire à la s o m m e d e s 

travaux des c o m p o s a n t e s , e t l'on a 

7 mv* j mu. , , , , , 
d = — mg dz ~dr -h mu. r dr. 

i r* ' 

Le s e c o n d m e m b r e de c e t t e e x p r e s s i o n e s t u n e différentiel le e x a c t e et il 

ex i s t e une fonc t ion d e s forces ; c'est ce d o n t on é t a i t cer ta in à l 'avance , 

d'après les t h é o r è m e s é tab l i s d a n s le Chapi tre IV. On a d o n c en i n t é g r a n t , 

après avoir d iv isé par m, 

La fonct ion des forces e s t e n c o r e ici u n e f o n c t i o n un i forme e t la v i t e s s e 

redevient la m ê m e c h a q u e fois que le m o b i l e repasse sur la m ê m e surface 

de n iveau 
u. u' r'* 

— gz -+- — -(- - = c o n s t . 
r 2 

Ces surfaces s o n t d u s i x i è m e o r d r e ; e l l es se r é d u i s e n t au s e c o n d si p e s t 
nul , c ' e s t -à -d ire si l 'on s u p p r i m e le c e n t r e at tract i f A . 

207. R e m a r q u e s u r l ' i n t é g r a l e d e s f o r c e s v i v e s . — L'intégrale 
des forces vives 

mv2 = i[U(x, y, z)-\- h] 

montre que le mobile ne peut pas sortir de la région de l 'espace 
dans laquelle U(x, y, z)-\-h est positif, car le premier membre 
est essentiellement positif. Quand celte région ne comprend pas 
tout l 'espace, elle est, en général, limitée par la surface de niveau 
ayant pour équation 

V(a>,y,z)-¥- h = o , 

surface dont la nature dépend de la constante des forces vives, 
c'est-à-dire de la position initiale et de la grandeur , mais non de 

Ja direction de la vitesse. Ou cherchera, à titre d 'exercice, c e que 
sont ces surfaces pour les exemples traités ci-dessus. 

Cette remarque évidente, dont on trouvera d ' importantes appl i 
cations dans des Mémoires de M. tiill(Acôa mat hématie a, t. V I I I ) , 
de M. Bohlin (Ibid., t. X ) , de M. Darwin (Ibid., t. X X I , elMalh. 
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Annalen, t . LI ) , donne immédiatement le^théorème de Lejeune-
Dir ichlet sur la stabilité de l 'équil ibre. 

208 . Stabilité de l 'équilibre d'un point matériel l ibre . Démons
trat ion de Lejeune-Dirichlet . — Soit un point l ibre M(x, y, z) 
sollicité par des forces dont la résul tante ( X , Y, Z ) dérive d'une 
fonction de forces U(x, y, z) : 

Y dU v dU „ dU 
ox dy oz 

Les positions d 'équil ibre du point s 'obtiennent en égalant à zéro 
X, Y , Z, c 'est-à-dire en cherchant les maxima et minima de U. 
Si dans une position.donnée O du point la fonction U est réel
lement maximum, l'équilibre correspondant est stable. Pre
nons cette position O pour origine et supposons que la fonction U 
s'annule au point O , ce qui est toujours permis , car, la fonction U 
n 'é tant déterminée qu 'à une constante additive près , on peut 
disposer de cette constante de façon que LT s 'annule en un point 
donné . Pour préciser la notion du maximum, décrivons autour 
du point O une surface convexe S, par exemple une sphère de 
centre O ou un cube de centre O , dont les dimensions sont assez 
petites pour que , dans la surface S et sur la surface, la fonction 
U(x, y, z) soit négative et non nul le , l 'origine seule où la fonc
tion devient nulle étant exceptée. 

La surface S é tant choisie aussi peti te qu 'on le veut , nous allons 
mont re r qu ' i l existe deux nombres positifs e et u possédant la 
propr ié té suivante : en plaçant le point mobile dans une position 
initiale distante de O de moins de e et lui impr imant une vitesse 
initiale moindre que u, on obt ient un mouvement dans lequel le 
mobile reste à Vintérieur de la surface S . En effet, la fonc
tion U est, sur la surface S, négative et différente de zéro ; on peut 
donc assigner un nombre positif p assez petit pour que , sur la 
surface S , on ait cons tamment 

— V > p , U - r - j D < 0 . 

Donnons alors au point M une position initiale M0(x0, y0, s 0 ) à 
l ' intér ieur de la surface S et imprimons- lu i une vitesse initiale v0. 
Dans le mouvement qui prend naissance, on a, d 'après le théorème 
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des forces vives, 

LT0 désignant la valeur de U au point M 0 , valeur négative. Déter 
minons la position et la vitesse initiale par la condition 

(2) _ _ o _ U 0 < j p ; 

pour cela, il suffit, par exemple, de p rendre 

mvl p p 
< . — > — U o < — · 

2 2 2 

La première inégalité donne pour t>0 une l imite supérieure u égale 

à ^ / ^ j » puis , la fonction U étant continue et s 'annulant à l 'or i 

gine, il existe un nombre positif s assez petit pour que , la distance 

O M 0 é tant moindre que e, — U „ soit moindre q u e ^ - Alors, en 

donnant au mobi le , dans l ' intérieur de S, une position initiale 
distante de O de moins de s et une vitesse initiale moindre que 

^ / ^ ' ° u satisfait à l ' inégalité ( 2 ) et , par suite, d 'après le théo

rème des forces vives (1), à l 'inégalité 

(3 ) _ _ _ < U + j t > , 

qui mont re que le mobile ne peut pas sortir de la surface S ; en 
effet, si Je mobile arrivait sur la surface, U-\-p deviendrait négatif 
et la demi-force vive, qui est une quanti té essentiellement posi
tive, deviendrait moindre qu 'une quant i té négative; ce qui est 
absurde. Le théorème est donc démontré . Par exemple, si le point 
est attiré par O proport ionnel lement à la distance, O est une 
position d'équilibre stable (n° 9 0 ) . 

On peut , dans le mouvement ob tenu , assigner une limite supé
rieure à la vitesse, car U étant négatif, d'après la formule ( 3 ) , 

est inférieur à o e t c à l / — · 
a * y m 

-, 

Réciproque. — Il est probable que la réciproque de ce théo-
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rème est vraie. Si , en un point const i tuant une position d 'équi l ibre 

isolée, les dérivées partielles — , — s annulent sans que , en ce 

point , la fonction U soit maximum, l 'équil ibre correspondant est 
instable. Cette proposit ion a été démontrée r igoureusement dans 
des cas très étendus par M. LiapounoflT (Journal de Mathéma
tiques de M. Jordan, 5 e série, t. I l l , p . 81 ; 1897) e t P a r M. Hada-
mard (Ibid., p . 364) . Mais, si la position d'équilibre considérée 
n 'est pas isolée, il peuI arriver qu'elle soit stable sans que U soit 
maximum : c'est ce qu'a montré M. Painlevé (Comptes rendus, 
t. C X X V , 1904) en donnant l 'exemple 

U = - m (a?s sin r 2 — s 2 ) , 

où l 'origine des coordonnées est une position d 'équil ibre stable, 
sans que U soit maximum. 

Remarque. — Lorsqu 'un mobile sollicité par une force ne 
dérivant pas d'une fonction de forces est en équilibre dans une 
certaine position, on reconnaît si l 'équilibre est stable ou non ën 
étudiant le mouvement que p rend le point quand on l 'écarle infi
n iment peu de sa position d 'équil ibre et qu'on lui donne une 
vitesse infiniment peti te . 

II . — MOUVEMENT RECTILIGNE. 

209 . Q u e l q u e s c a s d a n s l e s q u e l s l e m o u v e m e n t d ' u n p o i n t e s t 
rect i l igne. — i ° Force de direction fixe. — Si un mobile par
tant d 'une position M 0 est sollicité par une force de direction 
fixe, et si sa vitesse initiale V 0 est nulle ou parallèle à cette d i rec
t ion, la trajectoire est la droi te D menée par M 0 parallèlement à 
la direction donnée . On peut regarder celte proposition comme 
évidente pa r raison de symétrie, parce qu'i l n 'y a aucune raison 
pour que le mobile quit te celte droite D d 'un côté ou de l 'autre. 
O n peut aussi l 'établir analyl iquement . Les axes de coordonnées 
peuvent toujours être choisis de telle façon que la force soit paral
lèle à Ox : les projections Y et Z de la force sur Oy el Oz sont 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE X . — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT RECTILIGNE. 3 2 7 

alors nulles, et l 'on a 

d'y _ d'z 

où l'on déduit 

dt ~ "' dt 

dï*=°> ~d¥^°' 

dy dz . 
' = a, -77 = 0, 

a et b représentant les projections de la vitesse initiale sur Oy et 
Oz; mais, celle vitesse élant nulle ou parallèle à Ox, a el b sont 
nu l s ; les dérivées de y et z étant nulles, ces quanti tés sont 
constantes 

y=yo, z = z0, 

et le mobile se déplace sur une parallèle à Ox. 

2 ° Force centrale. — Si un mobile partant de M 0 est sollicité 
p a r u n e force dont la direction passe constamment par un point 
fixe O, et si la vitesse initiale V 0 est nulle ou dirigée suivant la 
droite O M 0 , le mobile reste sur la droite O M 0 . Ce résultat est 
encore évident par symétrie. On l 'obtient analytiquement en p r e 
nant O comme origine et en remarquant que , d'après le théorème 
du n° 203 , la loi des aires a lieu pour la projection du mouvement 
sur les trois plans de coordonnées. On a, par exemple, 

dy dx _ 
x l T t - r d t = c ' 

où C est le moment de la vitesse par rappor t à O ¿ 5 . Mais, à l ' ins
tant initial, la vitesse est nulle ou passe par O ; son moment par 
rapport à O z est nul et C = o. On a donc 

dx dy 
x ~ y ' 

et en intégrant de l ' instant initial à l ' instant t 

L Í = L Í , ü = 21 . 
xo y» xo yo 

En projetanl sur le plan yOz, on trouve de même 

= —. 
yo z0' 

Le point reste donc sur la droite O M 0 . 
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d*x ^ I dx \ 
: l ^ = * ( a 7 ' r f F ' i J ' 

car la valeur algébrique de v e s t ^ - C'est une équation différen

tielle du second ordre , qui permettra de calculer x en fonction 

de t. L' intégrale générale cont iendra deux constantes arbitraires 

On déterminera les constantes par les conditions initiales 

a?o=/(io, c, c'), v0=/'t(t0,c,c'). 

Il peut arriver que l 'expression analytique de la force change 
suivant la position du mobile ou le sens de la vitesse. Un exemple 
de ce fait se rencontre dans l 'exercice 4° du n° 2 1 1 . 

3 ° Adjonction d'une résistance de milieu. — Les théorèmes 
précédents sont encore vrais, quand on ajoute aux forces consi
dérées une résistance de milieu' dirigée en sens contraire de la 
vitesse. C'est ce qui résulte encore de la symétrie 5 c'est ce qu 'on 
pourra vérifier analyt iquement comme exercice. 

4° Point assujetti à décrire une droite. — Enfin, on peut 
imaginer un point sollicité par des forces données et obligé de 
décrire une droite, comme un point lancé dans un tube rectiligne 
fixe de section infiniment pet i te . Le tube exerce alors une réaction 
sur le point, mais la résul tante de toutes les forces appliquées au 
point est dirigée suivant la droite, puisqu'elle est égale au produit 
de l '«ccélération par la masse. 

210 . Équat ion du mouvement rect i l igne. Cas simples d ' in tégra-
bilité. — Plaçons-nous dans le cas particulier où le mouvement est 
rectiligne et prenons pour axe Ox la droite que décrit le mobile ; 
l 'équation unique du mouvement s'écrira 

(1) ni —— = X . 
v ' dt* 

Le cas le plus général est celui où X est à la fois fonction de x, 
de v et de t ; on aura, dans ce cas, 
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L'intégration de l 'équation différentielle ( i ) se ramène à des 
quadratures si x contient seulement l 'une des quanti tés x, v, t. 

i" La force dépend uniquement de la position. — Soit 

d'abord 

multiplions les deux membres par il vient 

d*x dx , . dx 
2m^F-d7 = ^(-x)-dt' 

en intégrant on a 

( dx\* f"x 

= 2 / o (a?) dx •+- h, 

équation qui n'est autre que l 'équation des forces vives appliquée 
au cas particulier actuel ; pour déterminer la constante, faisons 
x = x0, nous obtenons pour h la valeur mv\. La quadrature ci-
dessus étant effectuée, on trouve une équation de la forme 

(£)'=•<·>. S = ± ^ ; 
il n 'y a aucune ambiguïté sur le signe à prendre , car pour x = xn 

' • ldx\ . 1 

on doit avoir y-jjj = v» > on doit donc par t i r avec le signe de (>„ 

devant le radical ; si f0 était nul , le mouvement se ferait dans le 
sens de la force, ce qui déterminera i t encore le signe du radica l . 
On écrira alors 

dx T _ ÇX dx 

cette équation, résolue par rappor t à x, donnerai t la loi des espaces ; 
elle exprime directement le temps nécessaire pour parcourir un 

. espace donné . Nous la discuterons plus loin ( n ° 2 1 1 , exemple 6°) , 
après avoir étudié quelques cas part iculiers simples. 

2 ° La force dépend uniquement de la vitesse. — Supposons 
maintenant X fonction de v; on écrira 

« f t > . . , m dv 
m-7- = dt=—-—- : 
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en intégrant , 
r"mdv 

e t , comme dx=vdt, on aura 

, mv dv P" mv dv 
dx = ——-, x = / —y—- -t- a?0. 

j ; et t sont alors exprimés en fonction de la variable auxiliaire v, 
La dernière équation mv dv = (p(p) dx résulte aussi du théorème 

des forces vives, car ^{v)dx est le travail élémentaire de la force 
, dmv1 

e t mv dv = 

3° La force dépend uniquement du temps. — Si enfin X est 
fonction de t seulement, on a 

d*T , , 

dx r' 
In tégrons une première fois, il vient 

t 

<f(t)dt - t - mv„; 

enfin une nouvelle intégration donne 

mx =. J dt £j£ t p ( t ) rftj - t - mv0(t — t„) -+• mx0. 

2 1 1 . A p p l i c a t i o n s à d e s m o u v e m e n t s p r o d u i t s p a r u n e f o r c e d é p e n 

d a n t d e l a s e u l e p o s i t i o n . 

i ° Mouvement vertical d'un corps pesant dans le vide. 
N o u s p r e n d r o n s p o u r a x e la ver t i ca l e passant par la pos i t i on in i t ia le du 

m o b i l e e t d ir igée vers l e h a u t . D é s i g n o n s par v0 la va leur a lgébr ique de la 

v i t e s s e in i t ia le , s u p p o s é e ver t i ca le . La force qui a g i t sur le m o b i l e es t , à 

c h a q u e i n s t a n t , — mg ; l ' équat ion d u m o u v e m e n t e s t d o n c 

dix d^x 
U ) m H F = - m g ' -dW=-ff-

U n e p r e m i è r e in t égra t ion d o n n e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE X , — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT RECTILIGNE. 331 

•qui sera la trajec to ire ; c h o i s i s s o n s p o u r sens pos i t i f l e s ens O M 0 , M 0 d é s i 
gnant la pos i t ion in i t ia l e , et d é s i g n o n s par VA la v i t e s s e in i t ia le . 

P r e n o n s d'abord le cas de l 'at tract ion : la force , à un ins tant q u e l c o n q u e , 
sera — u œ , u é t a n t posit if , e t l 'on aura p o u r équat ion du m o u v e m e n t , en 

posant ^ — h1, 

d*x 

e n c o m p t a n t l e t e m p s à part ir de l ' instant où le m o b i l e se m e t en m o u v e 

m e n t . En i n t é g r a n t u n e d e u x i è m e fois , o n a 

< 3 ) x = — ^ - t - f 0 f , 

en c o m p t a n t les absc i s ses à part ir de la p o s i t i o n in i t ia le du m o b i l e . Si va 

est positif, la v i t e s se , d 'abord p o s i t i v e , va c o n s t a m m e n t en d i m i n u a n t e t 

VA 

s'annule au b o u t d u t e m p s — ; à part ir d e c e t i n s t a n t , la v i t e s s e qni e s t 

néga t ive cro î t indéf in iment en v a l e u r a b s o l u e . En é l iminant t entre les 

équat ions ( 2 ) e t ( 3 ) , on t r o u v e 

v* = t>2 — igx. 

On arriverait à c e t t e re la t ion e n appl iquant le t h é o r è m e des forces v ive s , 

c ' e s t -à -d ire en m u l t i p l i a n t l e s d e u x m e m b r e s de ( 1 ) par 2 — e t i n t é g r a n t . 

O n a d o n c 

v = z t */ v% — igx-

D a n s l ' h y p o t h è s e où n o u s n o u s p l a ç o n s , t > o > o , le corps est d'abord l a n c é 

vers le h a u t et au d é b u t du m o u v e m e n t la v i t e s s e e s t p o s i t i v e ; o n devra 

«>* 

d o n c prendre le s i g n e -+- d e v a n t l e radical . Lorsque x cro i t jusqu 'à —^» 

V d iminue jusqu'à z é r o ; à part ir de ce m o m e n t , le c o r p s r e t o m b e e t l 'on 

prendra le s igne — . L 'express ion q u e n o u s v e n o n s de t rouver pour la v i 

tesse m o n t r e q u e , l orsque le m o b i l e passe par u n e pos i t ion d é t e r m i n é e , sa 

v i tesse e s t la m ê m e e n v a l e u r a b s o l u e , qu'il m o n t e o u qu'il d e s c e n d e : i l 

repasse a lors par u n e m ê m e surface de n i v e a u . 

2° Mouvement d'un point matériel attiré par un centre fixe O pro
portionnellement à la distance. 

P r e n o n s p o u r o r i g i n e le p o i n t O (fig. i 3 o ) e t pour axe la dro i t e O M 0 , 

Fig . i3o. 
a>. 
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Cette é q u a t i o n c o n v i e n t , q u e le p o i n t m o b i l e so i t à dro i t e o u à g a u c h e 

du c e n t r e a t t i rant O . 

C e t t e é q u a t i o n , écr i t e sous la forme 

d*x 
-^+k*x = o, 

es t u n e é q u a t i o n l inéa ire , à coef f ic ients c o n s t a n t s , sans d e u x i è m e membre . 

S o n i n t é g r a l e g é n é r a l e e s t 

x = A c o s ^ i -+- B s i n £ i 

a v e c d e u x c o n s t a n t e s A e t B . La v i t e s se v e s t la dér ivée d e x par rap

port à t : 
v = — A k sin kt -+- B k cos kt. 

P o u r d é t e r m i n e r l e s c o n s t a n t e s , d o n n o n s - n o u s les va l eurs in i t ia les a*0 e t 

t>o de x e t v pour t =¡ o . N o u s aurons 

x0 = A , Vf, = Hk. 

La va leur de x e s t a l o r s 

( 2 ) a? = x0 coskt -+- ̂  sin kt. 

Le m o u v e m e n t e s t d o n c u n m o u v e m e n t v i b r a t o i r e s imple de pér iode 

2 tz 
T = —. ( a l l e r e t r e t o u r ) . P o u r o b t e n i r l ' ampl i tude d e la v ibrat ion , p o s o n s 

x0 = a c o s a, ~ — — a s i n a , a = -+- y x\ -+• 

n o u s a u r o n s 

( 3 ) x = a c o s ( k t -t- a ) ; 

a? varie d o n c d e — a à -i-a, e t l ' ampl i tude e s t a. 

Si la v i t e s se in i t ia l e e s t nulle, o n a 

a? = x„ coskt ; 

l e t e m p s que m e t l e m o b i l e à arr iver au p o i n t O es t le quart de la 

p é r i o d e T , c e s t -à -d ire — r ; c e t e m p s e s t indépendant d e x<,. O n é n o n c e 
2 K 

c e résu l ta t e n d i s a n t q u e le m o u v e m e n t e s t tautochrone. 

Application du théorème des forces vives. — M u l t i p l i a n t l es d e u x 

m e m b r e s de l ' équat ion du m o u v e m e n t par idx e t i n t é g r a n t , n o u s avons 
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' P o u r x = x0 on a v = on • d o n c 

. à = vl-+- k*xl; 

h es t une q u a n t i t é e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i v e e t supér i eure à k*xl : n o u s 

pourrons d o n c p o s e r h éga l à un carré kïa', avec « > a ? 0 . L'équat ion du 

m o u v e m e n t d e v i e n t a lors 

« > * < « • — >. $ = ± * v / ^ ï , 

et le t e m p s sera d o n n é par une quadrature é l é m e n t a i r e 

• — c x dx 

H: 

qui c o n d u i t à un arc sin. On arrive a ins i , par u n e autre v o i e , à l ' équat ion 

du m o u v e m e n t (2). La f o r m u l e (4) m o n t r e q u e x ne p e u t var ier qu 'entre 

— a e t + a , p o u r q u e l e radical res te réel . Q u a n d x v a r i e de — a à + a , il 

faut prendre -+- d e v a n t l e radical ( 4 ) ; quand x d é c r o î t d e - t - a à — a , il 

faut prendre — . 

3° Point repoussé par un centre fixe proportionnellement à la dis
tance. — L'équat ion du m o u v e m e n t e s t 

d*x d>x 
• d ï - k t x = °> 

équat ion l inéa ire à coeff ic ients c o n s t a n t s qui a pour in tégra l e g é n é r a l e 

akt _ i _ e—kt on f>kt e—kt 
e«i + e-Kt v0 e" 

X = Xa 1- -. 

xt e t Va é t a n t l 'abscisse e t la v i t e s s e in i t i a l e s . 

S i . 
Va—— kx0, 

l ' équat ion du m o u v e m e n t sous forme finie d e v i e n t 

l e mobi l e s ' approche a lors c o n s t a m m e n t du c e n t r e répuls i f sans j a m a i s 

l 'at te indre , car , t c ro i s sant indé f in iment , x t e n d v e r s z é r o . 

Application du théorème des forces vive». — O n p e u t e m p l o y e r une 
autre m é t h o d e d e d i s cus s ion e t d ' in tégrat ion . 

Mul t ip l i ons l e s deux m e m b r e s par 2 ^ e t i n t é g r o n s ; il v i e n t 
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a v e c h = v% — k*xl ; d o n c 

J = ± A. 

S u p p o s o n s d'abord P o > o ; l e m o b i l e - s ' é l o i g n e c o n s t a m m e n t du c e n t r e 

répuUi f e t sa v i t e s s e croî t indé f in iment a v e c Xi 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t p , < o ; a u d é b u t , la v i t e s se sera n é g a t i v e : il faudra 

d o n c , prendre l e s i g n e — d e v a n t le radical . S u p p o s o n s A > o ; à m e s u r e q u e 

le p o i n t s 'approche de 0 , sa v i tesse d i m i n u e jusqu'à \fh\ le m o b i l e dépasse 

l e p o i n t 0 a v e c c e t t e v i tesse e t s 'é lo igne a v e c u n e v i tesse indéf in iment 

c r o i s s a n t e . Si h e s t négatif , o n p e u t poser h éga l à — k ' a 1 e t l'on a 

dx J 

où a e s t n é c e s s a i r e m e n t m o i n d r e q u e xa, car pour x = x<t la v i tesse c 0 e s t 

rée l l e ; l e m o b i l e s 'approche d o n c du p o i n t A. d'abscisse a e t il arrive 

Fig. i 3 i . 

en ce p o i n t e n un t e m p s fini, car le t e m p s qu'il lui faut pour parcour ir 

l 'espace x0 — x 

— dx -H y x* — a* 

tend vers une l i m i t e T l o r s q u e x tend vers a. A u b o u t d e ce t e m p s T , la 

v i t e s s e c h a n g e d e s i g n e e t l e p o i n t s ' é lo igne indéf in iment de a a v e c u n e 

v i t e s s e tou jours c r o i s s a n t e . 

Il es t i n t é r e s s a n t d 'étudier l e cas i n t e r m é d i a i r e h — o o u 

f 0 = ± kx0. 
S u p p o s o n s 

«>o = — k x a \ 
on a alors 

dx rr-—- , 
= — y/A 2a;* = — kx. 

La v i tesse d i m i n u e c o n s t a m m e n t à m e s u r e q u e le p o i n t se rapproche d e 

l 'or ig ine ; le m o b i l e s 'approche indéf in iment du p o i n t O, mais il ne peut 

l'atteindre dans un temps fini, car l e t e m p s qu'i l lui faut p o u r arriver à 

u n e d i s tance x de l 'or ig ine e s t 

dx _ 2_ | Xo 
x ~ k * x ' 

e t ce t te e x p r e s s i o n cro î t indéf in iment lorsque x t end vers zéro . Le p o i n t O s e 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE X . — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT RECT1LIGNE. 335 

dist ingue par c e t t e part i cu lar i té que c'est une p o s i t i o n d'équi l ibre i n s t a b l e ; 

le mobi le p lacé en O sans v i t e s s e in i t ia l e res terai t au repos ; m a i s , si o n l 'en 

écartait un p e u , la répu l s ion l 'écarterait d a v a n t a g e ; le p lus s o u v e n t , l o r s 

qu'un mobi l e s 'approche d'une p o s i t i o n d'équi l ibre i n s t a b l e avec une v i t e s s e 

qui t end vers zéro , il s 'approche indé f in iment d e c e t t e pos i t i on sans j a m a i s 

l 'atte indre. 

4° Mouvement d'un point attiré par un centre fixe en raison inverse 
du carré de la dislance. 

Lorsque x e s t posit i f , la force e s t 

si x é tai t négatif , il faudrai t p r e n d r e 

Nous tra i terons le p r e m i e r cas ; alors l ' équat ion du m o u v e m e n t sera , si l 'on 

pose fx = mk*, 

dïx _ _ k*_ 
dt* ~~ x*' 

Mult ip l ions par e t i n t é g r o n s ( t h é o r è m e des forces v i v e s ) : 

/dx\* ?.k* 
\-di) =-x~ + h' 

2 / t s 

où h = v i · S u p p o s o n s q u e le m o b i l e parte de M<> avec u n e v i t e s se 
XQ 

Vo n é g a t i v e , c ' e s t -à -d ire d i r igée vers le p o i n t O ou avec u n e v i t e s se nu l l e ; 

il faudra, au d é b u t , prendre 

dx /-ik--

- d t = - y ^ r + h 

et le m o b i l e s 'approchera d e O a v e c u n e v i tesse cro i s sant indé f in iment , 
c irconstance qui ne p e u t é v i d e m m e n t pas se réal iser p h y s i q u e m e n t : il y 
aura c h o c avant q u e la d i s tance d e s d e u x corps s 'annule . Si le m o b i l e é t a i t 
lancé dans le sens posit i f , il faudrait prendre d'abord 

dx / 
-di=+y-

ik- , 
1- h. 

x 

Si h es t > o, à m e s u r e q u e x c r o î t , v d é c r o î t c o n s t a m m e n t , mais r e s t e 

toujours supér ieur à </h; le m o b i l e s ' é lo igne d o n c i n d é f i n i m e n t ; e t c o m m e 

sa v i tesse t e n d vers JH, on p e u t , après un certa in t e m p s , c o n s i d é r e r l e 

m o u v e m e n t rec t i l igne c o m m e u n i f o r m e . 
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dx /ik1- 2 k* _ 
~dt = + y 1c a~'' 

d'ai l leurs a > j r 0 ( v o i r Jig. i32) , car l e radical d o i t ê t re réel p o u r x = x0 ; 

la v i t e s se , d 'abord d i r i g é e d a n s l e s ens positif , v a d o n c en d i m i n u a n t à 

m e s u r e que x cro î t . Le m o b i l e s 'approche a u t a n t qu'on v e u t d u p o i n t A 

d'absc isse a e t y arrive en un t e m p s fini ; au b o u t d e ce t e m p s , le m o u v e 

m e n t c h a n g e d e s e n s , car la force e s t a t t r a c t i v e e t e l l e ramène le m o b i l e 

vers le p o i n t O, c o m m e dans le p r e m i e r cas v^So. 

On pourra i t d i s c u t e r a u t r e m e n t le p r o b l è m e en ef fectuant la quadrature 

qui d o n n e t en fonct ion de x ; on a en effet 

dx 

2 /V s 

Si l 'on pose a lors H h = « ! , o n est r a m e n é à l ' in tégrat ion d'une 
fract ion ra t ionne l l e . 

5" Mobile attiré par un centre jixe proportionnellement à la n'èm' 
puissance de la distance 

X = — px". 

O n trouvera q u e , si le m o b i l e e s t a b a n d o n n é sans v i tesse in i t ia le à une 

d i s t a n c e XQ d e l ' or ig ine , il y arrive au b o u t d u t e m p s 

r = xï zr-±-t/"Hn-*- l )
 r ^ - ' o - ^ - î r f » , 

n + ' V 2 ^ Jo 
e x p r e s s i o n d a n s l a q u e l l e l ' in tégra le définie e s t l ' intégrale eu l ér i enne 

B ( _ J _ , l ) . P a r c o n s é q u e n t , la s eu l e v a l e u r de n pour laque l l e T est 

i n d é p e n d a n t d e x 0 es t n = i ( e x e m p l e 2 ° ) . 

6° Discussion du cas général. — La force é tan t de la forme X = my(x), 
l ' équat ion du m o u v e m e n t e s t 

Si h e s t nu l , l e m o b i l e arr ive n é c e s s a i r e m e n t en t o u t p o i n t d e la dro i t e , 

si é l o i g n é so i t - i l , car , en tre Mo e t un p o i n t q u e l c o n q u e P d'abscisse p, 

sa v i t e s s e e s t s u p é r i e u r e à i / ; il s 'ensui t q u il s 'é lo igne indéf in iment 

Y p 
a v e c u n e v i t e s s e qui t e n d vers z é r o . 

S i h e s t négati f , o n posera h = — e t l 'équation d u m o u v e m e n t sera 
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une première i n t é g r a t i o n d o n n e ( t h é o r è m e d e s forces v i v e s ) 

( ^ r ) 2 = 2 j <f(x)dx + h=f(x) 

P o u r fixer les i d é e s , s u p p o s o n s /(x) u n e fract ion r a t i o n n e l l e ; l e s i g n e 

du radical au d é b u t d u m o u v e m e n t sera d o n n é par le s ens dans l eque l l e 

mobi le c o m m e n c e à se dép lacer . 

I m a g i n o n s , par e x e m p l e , qu'il fai l le prendre le s i g n e -+-; l e m o b i l e s 'é lo igne 

dans le sens positif . Les seu le s s ingu lar i t é s sont l e s z é r o s e t l e s infinis 

d e / ; s u p p o s o n s qu'en fa isant cro î t re x o n arrive d 'abord à u n infini d e f ; 

dans ce cas , l e m o b i l e ira t o m b e r sur le p o i n t A c o r r e s p o n d a n t à c e t infini 

avec u n e v i tesse cro i s sant indé f in iment , e t le p r o b l è m e sera t e r m i n é . S u p p o 

sons m a i n t e n a n t que la p r e m i è r e s ingular i té soit un zéro simple; o n 

écrira 
f(x) = (a — x)ty(x), 

ne s 'annulant pas d e x0 à a, e t l 'on aura 

dx 
~di 

= ^u-xJ^(x), 

ty(x) é tan t pos i t i f de x„ à a, p o u r q u e ^ so i t réel ; l e m o b i l e arrive aussi 

près q u e l 'on v e u t d u p o i n t A d'abscisse a, car sur u n s e g m e n t M 0 B 

(Jïg. i 3 2 ) la v i tesse n e s 'annule pas : e l l e reste d o n c supér i eure à une c e r -

Fig. i 3 2 . 

taine l imi te vt e t le m o b i l e arrive n é c e s s a i r e m e n t en B ; il arrive d'ai l leurs 
en A e n un t e m p s fini, car l e t e m p s 

dx 

^ \Ja — x>Jif(x) 

qu'il lui faut pour parcour ir l 'espace de x0 à x res te fini quand x t end 

vers a ; il arrive e n ce po int a v e c une v i t e s s e nu l l e e t l e s e n s du m o u v e m e n t 

est ensui te d é t e r m i n é par le sens de la force ; l e m o b i l e r e v i e n t nécessa ire 

ment sur ses pas , car, si x dépassa i t a, -y dev iendrai t imag ina ire . Si la 

s ingulari té x = a e s t racine double ou multiple, l e m o b i l e s 'approche 

indéf iniment du po int A , mais n'y arrive pas en un t e m p s fini, car o n a, e u 

supposant la rac ine d o u b l e , 

f(x) = (a — x)* ty(x), 
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^ r = ( « — «0 / " H * ) . 

^(a?) é tan t encore pos i t i f d a n s l ' interval le Xt>a; e t l e t e m p s qu'il faut au 
m o b i l e p o u r parcour ir l ' interval le x0x 

dx 

,, (.a-x)v'^(x) 

croî t indé f in iment l or sque x t e n d v e r s a. On p e u t remarquer q u e , si x = a 
est une racine d o u b l e , la p o s i t i o n c o r r e s p o n d a n t e e s t une pos i t ion d'équi
l ibre i n s t a b l e ; en effet, o n a 

d'ai l leurs 
f(x) = (a — x)*ty'x); 

f{x) — i. J" v(x)dx-hh; 

par s u i t e , e n dér ivant l e s d e u x m e m b r e s par r a p p o r t à x, on a pour la 

force X 

X .-- m<f(x) — ™ [ ( a — a?)* ^'(x) — i(a — x) <]>(»], 

e t c e t t e e x p r e s s i o n s 'annule b ien pour x = a. La force s 'annulant pour 
x = a, la p o s i t i o n A c o r r e s p o n d a n t e est u n e p o s i t i o n d 'équi l ibre . El le e s t 
ins tab le , car si l 'en écar ta i t in f in iment peu le m o b i l e de c e t t e pos i t ion , en 
d o n n a n t à x une v a l e u r in f in iment v o i s i n e de a p lus p e t i t e que a, l ' expres
s i o n c i -des sus , dans laque l l e ty(x) e s t pos i t i f au v o i s i n a g e de x = a, montre 
q u e X dev iendra i t n é g a t i f ; le po in t t e n d r a i t d o n c à m a r c h e r dans le sens 
n é g a t i f e t à s 'écarter e n c o r e d a v a n t a g e de la p o s i t i o n d 'équi l ibre . 

U n cas part icu l ier qui se p r é s e n t e f r é q u e m m e n t es t l e s u i v a n t : l e mobi l e 
par tant d e la pos i t i on in i t ia le x<> a v e c u n e v i t e s s e p 0 , l es p r e m i è r e s valeurs 
remarquab le s q u ' o n r e n c o n t r e e n fa i sant cro î tre e t décro î t re x, à partir 
d e x0, s on t d e u x zéros s i m p l e s d e / ( x ) , a e t c , œ > a ? o > c . O n p e u t alors 
écr i re 

f(x) = (a — x)(x — c)ty(x), 

ty(x) restant pos i t i f e n t r e a et c. On a, dans c e cas , 

dx 

/
* dx 

± vA.* — x)(x — c ) y / H = 

o ù le s igne do i t ê t re cho i s i a l t e r n a t i v e m e n t pos i t i f e t négat i f , car , d'après 
ce qui p r é c è d e , le mobi le osc i l l e e n t r e les d e u x p o i n t s A e t G d'abscisses a 

e t c ( v o i r jîg. i 3 a ) . La durée de l 'osc i l la t ion ( a l l e r e t r e t o u r ) est 

par su i te 
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Si donc on c o n ç o i t x c o m m e f o n c t i o n d e * ( i n v e r s i o n de l ' in tégra le ) , 

x est une fonct ion pér iod ique de t avec la p é r i o d e T . D'après l e t h é o r è m e 

de Four ier , on p e u t déve loppera? e n une série t r i g o n o m é t r i q u e de la forme 

x = a 0 - l - « î c o s - ç H 6 , s in — h at c o s — 1 - 6 2 sin - H . . . , 

c o n v e r g e n t e , quel q u e so i t t. La d é t e r m i n a t i o n des coeff ic ients a n e t bn 

présente de g r a n d e s di f f icul tés , sauf d a n s l e cas où ty(x) e s t un p o l y n ô m e 

en x d e degré égal o u infér ieur à 2 , cas dans l eque l x e s t u n e fonc t ion 

circulaire ou e l l ip t ique de t. P o u r le ca lcu l des coeff ic ients dans le cas 

général , nous renverrons à un M é m o i r e d e M. W e i e r s t r a s s : lieber eine 

Gattung reell periodischer Functionen (Monatsbericht der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, 1866 ) . 

212. Mouvements produits par une force dépendant de la seule 
vitesse. — Mouvement vertical des projectiles dans un milieu 
résistant. — Nous avons jusqu 'à présent traité des exemples dans 
lesquels la force ne dépend que de la position du point . Voici un 
genre de questions dans lesquelles on a à considérer un point 
matériel sollicité par une force dépendant de la vitesse. Imaginons 
un corps pesant mobile dans un milieu résistant comme l'air. Le 
milieu exerce sur chaque élément de surface du corps une certaine 
action, et toutes ces actions se composent en une force et un 
couple appliqués au corps. Dans le cas part icul ier où le projectile 
est de révolution et est animé d'un mouvement de translation p a 
rallèle à l'axe de révolution, il est évident, par raison de symétr ie , 
que le couple est nul et que la résultante des actions du milieu sur 
les éléments superficiels d u corps est une force dirigée suivant 
l'axe et e n sens contraire du mouvement . Cette dernière circon
stance se présente, par exemple, lorsqu 'on laisse tomber dans 
l'air immobile une sphère ou un projectile cylindro-conique d'axe 
vertical. 

Plaçons-nous dans ce cas particulier ; d'après le théorème du 
mouvement du centre de gravité, que nous établirons plus lard, 
le mouvement du centre de gravité est le même que si toute la 
masse du corps y étail condensée, et si toutes les forces extérieures 
appliquées au corps étaient t ransportées parallèlement à elles-
mêmes en ce poin t . L e centre de gravité se meut donc comme un 
point pesant, sollicité par une force verticale R dirigée en sens 
contraire de la vitesse. On est ainsi conduit â étudier le mouve-
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ment d 'un point matériel sollicité par son poids et gêné dans son 
mouvement par une résistance R. L'expérience a montré que, 
pour des vitesses très faibles, la résistance est sensiblement p ro
port ionnelle à la vitesse v; si la vitesse est notable , mais encore 
inférieure à 200" 1 par seconde, la résistance varie comme v2 ; au 
delà, il faut in t roduire un terme en v3 ou v*. Il paraî t impossible 
de représenter la loi de la résistance par une formule simple : 
M. Siacci a donné une formule dont l 'accord avec l 'expérience est 
digne de r emarque ; celte formule est discutée par M. Chapel 
dans la Bévue d'Artillerie, t. X L V I I I , avri l-septembre 1896. 
Nous nous placerons dans l 'hypothèse générale que la résistance 
est donnée en fonction de la vitesse par la formule 

R = mgy(v), 

<f(v) é tant une fonction positive et croissante de v. Comme le 
corps tombe quand il est abandonné sans vitesse, la résistance 
pour v = o est inférieure au poids, donc i p ( o ) < 1. Nous suppose
rons en outre que , pour chaque valeur positive de la variable, la 
fonction <p(f>) a une dérivée positive et différente de o. Nous 
appellerons À la valeur part iculière de v pour laquelle la résistance 
égale le poids, c 'est-à-dire pour laquelle ç>(X) = 1. 

i ° Mouvement descendant. — Le mouvement étant descendant 

Fig. i33. 

0 

. .R 

..M 

par hypothèse, prenons pour origine la position initiale du mobile 
et un axe vertical dirigé vers le bas . L 'équat ion du mouvement 
sera 

- mg — R = mg—mg^{y) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE X. — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT RECTILIGNE. 3/{l 

OU 

( 3 ) gx = f -

La formule ( i ) montre que ^ a le même signe que »(X) — 

Supposons que la vitesse initiale, qui est positive, soit inférieure 

à X; ~ commence par être positif et v croît avec le temps depuis 

sa valeur initiale v0 ; la vitesse croîtra tant que o (X)— ? ( ^ ) sera 
positif, c'est-à-dire tant que v ne sera pas devenu égal à X. Nous 
allons mont re r que v ne peut devenir égal à X en un temps fini. 

En effet, dans l 'équation ( 2 ) , l 'é lément différentiel ,^. d"—;—r 

devient infini pour v — X, et cela de façon que ' y ( y ) — **) 

tende vers une limite , ; par conséquent , l ' intégrale devient 

infinie pour <> = ) . ; l 'équation (3) montre de même que x devient 
infini pour cette va leur ; de là résulte que la vitesse croît cons tam
ment, mais tend vers la limite finie X. 

Si la vitesse initiale v0 était plus grande que X, au début ^ 

serait négatif, la vitesse irait en décroissant et se rapprocherai t 

d v r / S T 

gï-= *•[!-?(·')]; 

comme cp(X) = i , on peut écrire l 'équation 

( 0 J = « • [ ? ( > · ) - ? ( " ) ] ; 

on en déduit, par une quadrature , le temps en fonction de la vitesse, 

p" dv 

on a d'ailleurs, en remplaçant dans ( i ) d t p a r — > 

, v dv 
sr dx = —r= ;—- ; 

s <p(X) — 

l'espace sera aussi déterminé en fonction de la vitesse par une 

quadrature 

v dv 
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de A ; on verrait , comme précédemment , que t et x croissent indé
finiment lorsque v tend vers A. 

En résumé, quelle que soit la vitesse initiale, la vitesse tend vers 
la même limite A, et, au bou t d 'un temps suffisamment long, le 
mouvement est sensiblement uniforme et de vitesse A. De là résulte 
que, si la vitesse initiale est précisément A, le mouvement sera 
r igoureusement uniforme ; d 'ail leurs, l 'équation différentielle ( i ) 
du mouvement admet bien la solution v z=~k. 

Supposons qu 'on laisse tomber dans l 'air deux sphères homo
gènes égales de masses différentes ; à vitesse égale, la résistance 
de l'air sera la même ; nous aurons donc 

(4) nigy(v) = migViiv). 
Appelons A et A f les vitesses limites pour les deux sphères dé 

finies par fÇk) = 1, (ft (Ai ) = i · II est aisé de voir que , si m ( > n i , 
on a ~k, > A. En effet, en faisant v = A dans ( 4 ) , on a 

<?·(*) = — · 

Donc tp f (A) est moindre que i , et , comme la fonction tp( est crois
sante, on a À ( >A; ce qui mont re qu'à la plus grande masse cor
respond la plus grande vitesse l imite , résultat d'accord avec ce fait 
d 'expérience que les corps les plus lourds tombent le plus vite 
dans l 'air. 

C o m m e e x e r c i c e o n p e u t s u p p o s e r 

g-tp(v) = kvn. 

L o r s q u e n es t en t i er , l es q u a d r a t u r e s q u e n o u s a v o n s à effectuer portent 

s u r d e s fract ions r a t i o n n e l l e s ; si n é ta i t ra t ionne l , n = - > on posera i t 

q 
v = u.4 e t l 'on serai t e n c o r e r a m e n é à des dif férentie l les ra t ionne l l e s . 

F a i s o n s , par e x e m p l e , n= i ; l ' équat ion ( a ) s ' intègre i m m é d i a t e m e n t e t 

d o n n e 1 * 1 A — "0 

par su i te , n o u s a v o n s l ' intégrale p r e m i è r e 

X — « = (X — P 0 ) e - * ' ; 

n o u s r e t r o u v o n s b i e n ici l e s résu l ta t s g é n é r a u x : X — v a tou jours le s igne 
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de X—i>o ; e t , l o r s q u e t c ro î t indé f in iment , l ' e x p o n e n t i e l l e tend vers zéro , 

e t v tend vers X. Cet te dern ière é q u a t i o n s ' intègre fac i l ement , e n y r e m 

plaçant v par ^ ~ ; o n t r o u v e 

l t — x = — i ( X — P 0 ) e - * ' - i - C . 

C o m m e p o u r t = o, o n a x = o; il v i e n t 

X — v0 

par su i te 
i e~kt 

\t — X = (\ — f „ ) 7 
On a ainsi x en fonc t ion du t e m p s , 

" î ( < - ^ ) 

v» ï ' 

en remplaçant X par sa va leur jr' 

N o u s a l lons vérifier q u e , si l 'on fait t endre k v e r s zéro , l ' équat ion qui 

définit x se rédu i t à l ' équat ion x — v<,t -t- £ gt*, qui d o n n e la c h u t e l i b r e 

dans le v i d e . E n effet, si dans la f o r m u l e p r é c é d e n t e n o u s r e m p l a ç o n s e—kt 

par son d é v e l o p p e m e n t en série , n o u s a v o n s 

[ £ - * ( t £ i — ) ] + - [ - * ( £ - · ) ] ' 

si n o u s faisons alors k = o , i l res te b i e n 

x=vtt + \gt*. 

2 ° Mouvement ascendant. — Nous prendrons maintenant 
l'axe Oa; dirigé vers le haut {fig- 134) - Nous aurons encore 
R = mgf(v), et l 'équation du mouvement sera 

d'x . . m — =—mg — mg<f(v), 

c'est-à-dire 
de R / M 

d'où l'on déduit , comme précédemment , 

dv . r" vdv 

et 11") 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



344 TROISIÈME P A R T I E . — DYNAMIQUE DU POINT. 

Kig. i34. 

et la plus grande hauteur à laquelle le mobile peut monter est 

S JVù I - H « P ( " ) 

si <f(v) était nu l , on aurait les formules du mouvement dans le vide 

T t = - f dv, H 1 = — - f vdv. 

Lorsque <p (<>) n 'est pas nul , il est positif; par suite, les éléments 
de H sont toujours plus peti ts que les éléments correspondants 
de H ( ; donc H est inférieur à H ( , et le mobile monte moins haut 
dans l 'air que dans le vide ; on voit de même que T est inférieur 
à T | , et le mobile met moins de temps pour arriver à sa hau teur 
maxima que si le mouvement avait l ieu dans le vide. 

Au bout du temps ï , le mobile s 'arrête, puis il redescend en 
suivant les lois déjà vues du mouvement descendant sans vitesse 
initiale. Lorsque le mobile repassera par sa position init iale, il 
aura une vitesse moindre que v0 î en effet, il est monté moins hau t 
que s'il avait été lancé dans le vide avec la même vitesse initiale ; 
et , de plus, il est re tombé moins vile que si sa chute avait eu lieu 
à l 'abri de l'air ; pour ces deux raisons, la vitesse au re tour sera 
moindre que celle qui correspondrai t au mouvement dans le vide, 
c 'est-à-dire que v0. 

Dans ce cas, ^ est toujours négatif : la vitesse va donc constam

ment en décro issant ; elle s 'annule au bout du temps fini 
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kt _ f" k d v

 S S _ L O G £ ± * L . 
Jv g^-kv b g + kv„' 

passant des l o g a r i t h m e s a u x n o m b r e s 

( c ) g-h kv= 0 4 - / c P o ) e - * ' , 

le m o b i l e arr ivera à la h a u t e u r m a x i m a au b o u t du t e m p s 

T = I . o g ( I + f p 0 ) . 

Dans l 'équat ion ( c ) , r e m p l a ç o n s v par ^ e t i n t é g r o n s ; n o u s a u r o n s 

i g-kt 
gt-+- kx = (g-r- kva) ^ ; 

en faisant t e n d r e k v e r s z é r o , on r e t r o u v e la f o r m u l e du m o u v e m e n t d a n s 

le vide 
x - V v t — \gP. 

et 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t / î = a ; n o u s a u r o n s , en fa isant T = h ' , 

f" dv i v „ 

d'où, en p o s a n t 8 = CX, 

p = X t a n g ( p — t dkg). 

O n d é t e r m i n e r a la c o n s t a n t e 3 par la c o n d i t i o n in i t ia le p 0 = X t a n g 3 . 

Le t e m p s T q u e m e t l e p r o j e c t i l e à arr iver au po int l e p l u s h a u t v = o e s t 

3 dx 
T =—£=.. P a r t a n t de l ' e x p r e s s i o n d e l à v i t e s s e d a n s laquel le v=z——, 

Jkg d t 

on a, par une quadra ture , 

k 6 c o s S 

3° Mouvement rectiligne d'un point matériel pesant mobile avec 

frottement sur un plan incliné dans un milieu résistant. — Le p o i n t 

é tant l ancé du p o i n t O (f/g. i 3 5 ) , su ivant une l i g n e d e p l u s g r a n d e p e n t e 

du plan Ox, d é c r i r a c e t t e l i g n e d o n t n o u s a p p e l l e r o n s i l ' inc l inaison sur 

l 'hor izon. Les forces a p p l i q u é e s au p o i n t m o b i l e m s o n t l e p o i d s mg, la 

rés is tance du m i l i e u , q u e n o u s s u p p o s e r o n s p r o p o r t i o n n e l l e à vn, R=mkv" 

En s u p p o s a n t e n c o r e g<p(v) = kv", nous p o u r r o n s i n t é g r e r f a c i l e m e n t 

dans le cas de n = i ; n o u s aurons 
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Fig. i35. 

e s t i n d é p e n d a n t e de la v i t e s se du p o i n t ; e l l e e s t p r o p o r t i o n n e l l e à la r é a c 
t ion n o r m a l e N : F = ^ N , f é t a n t ce q u e l 'on a p p e l l e le coefficient de 

frottement. 
T r a i t o n s e n déta i l le m o u v e m e n t d e s c e n d a n t . N o u s p r e n d r o n s a lors 

l ' axe Ox d i r igé vers le b a s , c o m m e d a n s la figure, e t u n a x e Oy p e r p e n 
d icu la i re . E n é c r i v a n t l e s d e u x é q u a t i o n s du m o u v e m e n t , on a 

d'x d'Y . 
m = mg s i n i — R — F , m = N — mg cosi; 

c o m m e y e s t c o n s t a m m e n t nu l , on a 

N = mg c o s t , F = / N = fmgcosi; 

r e m p l a ç a n t aussi R par sa v a l e u r mkv*, o n a l 'équat ion 

d'x , . . , , i = (gsini — fgcosi) — kvn. 

T r o i s cas sont à d i s t i n g u e r , s u i v a n t q u e l e p r e m i e r t e r m e est posit i f , 

n é g a t i f ou n u l . 

Premier cas, t a n g i > / . — L e p r e m i e r t e r m e ( g ' s i n i — f g c o s i ) e s t 
a lors u n e c o n s t a n t e pos i t i ve ; e n l ' appe lant g', o n a 

IF 

é q u a t i o n i d e n t i q u e à ce l l e du m o u v e m e n t descendant é t u d i é dans l e cas 
d'une c b u t e v e r t i c a l e d a n s u n m i l i e u ré s i s tan t , sauf l e c h a n g e m e n t de g 

i 

e n g'. La v i t e s s e t e n d d o n c vers u n e l i m i t e (jjr^ · 

Deuxième cas, t a n g i < / . — Le p r e m i e r t e r m e e s t a lors n é g a t i f ; en 

l 'appe lant — g i , on a 

d i r i g é e en s e n s contra i re d e la v i t e s s e , la r é a c t i o n n o r m a l e N du plan e t , 
enfin, la f o r c e F de f r o t t e m e n t d i r i g é e é g a l e m e n t e n sens contra ire de la 
v i t e s s e . D'après les lo i s e x p é r i m e n t a l e s d u f r o t t e m e n t (n* 193) c e t t e force 
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si n est différent de i, e t 

kt = \og^, 
v 

si n = i. D o n c , si n e s t s u p é r i e u r o u éga l à i , t a u g m e n t e indéf in iment 

quand v t e n d vers zéro : l e m o u v e m e n t c o n t i n u e i n d é f i n i m e n t avec u n e 

v i tesse t e n d a n t vers z é r o . 

Si n e s t m o i n d r e que i , t t e n d vers u n e l imi te T quand v t end vers zéro : 

vi~ n 

A T = - 2 

A u bout de c e t e m p s , la v i t e s s e s 'annule e t le m o b i l e s 'arrê te ; car , la 

v i tesse é tan t n u l l e , la r é s i s t a n c e s 'annule aussi c o m m e dans l e cas p r é c é 

d e n t . 

L'espace parcouru x e s t fini o u infini , su ivant q u e n e s t infér ieur ou 

n o n à 2 . 

213 . Mouvement recti l igne tautohrcone. — On dit qu 'un mou
vement rectiligne est tautochrone quand le mobile, abandonné à 
lui-même sans vitesse sous l 'action de forces données , emploie le 
même temps pour at teindre un point déterminé, quel que soit le 
point de dépar t . 

i ° La résultante des forces dépend uniquement de la posi
tion du mobile (méthode de Puiseux) . — Prenons le point d 'a r -

équat ion i d e n t i q u e à ce l l e du m o u v e m e n t ascendant é tud ié dans l e c a s 

du m o u v e m e n t ver t i ca l dans u n m i l i e u rés i s tant , sauf l e c h a n g e m e n t d e g 

en g%. La v i t e s s e d i m i n u e e t s 'annule au b o u t d'un t e m p s fini T : le m o b i l e 

arrive d o n c , au b o u t d e ce t e m p s , d a n s une pos i t ion A , o ù la rés i s tance de 

l'air et l e f r o t t e m e n t d e g l i s s e m e n t à l 'état de m o u v e m e n t s 'annulent , car 

la v i tesse d e v i e n t n u l l e . Le p o i n t res tera indéf in iment dans c e t t e p o s i t i o n ; 

car, s'il t e n d a i t à se r e m e t t r e en m o u v e m e n t , l es forces de rés i s tance e t d e 

f ro t t ement de g l i s s e m e n t appara î t ra i ent i m m é d i a t e m e n t p o u r réduire d e 

nouveau sa v i t e s s e à z é r o . D a n s c e t t e pos i t ion A , il y a d o n c équ i l ibre 

entre le p o i d s e t u n e r é a c t i o n o b l i q u e du p lan , d u e au f r o t t e m e n t au r e p o s 

e x a m i n é dans l e Chap i t re I X . 

Troisième cas, tangi" = f. — L'équat ion e s t a lors 

d*x , dv , 
rffi-=-*""' ^ = - * " " · 

La v i t e s s e v a d o n c e n d i m i n u a n t , car sa d é r i v é e e s t n é g a t i v e . P e u t - e l l e 

s 'annuler? On a, en i n t é g r a n t , 

kt = —-— ( vl~n— vi~n), 
n — i " 
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2 ~x. X dx; 

X est par hypothèse une fonction de x évidemment négative pour 
les valeurs positives de x, car, le mobile devant se mouvoir vers 
l 'origine O, quelle que soit la position init iale, la force doit être 
toujours dirigée vers O . Posons, pour abréger , 

X dx = — <?(x), 

<f(x) étant une fonction positive croissant avec x et s 'annulant 
pour x = o ; l 'équalion devient 

et le temps T que met le mobile à arriver au point O est donné 
par la formule 

/m r*' dx 
T : 

2 J0 •?(*.)-?(*) 
Posons 

<f(x)=z, <B(X0)=Z0, x = ty(z), 

désignant la fonction inverse de tp ; il vient 

' ( z ) dz 

Pour que le mouvement soit tautochrone, il faut et il suffit que 
T 6 o i t indépendant de x0, c'est-à-dire de z0. Nous exprimerons ce 
fait en écrivant que la dérivée de T , par rapport au paramètre z0, 
est nulle. Pour éviter des termes infinis dans l 'expression de 
cette dérivée, rendons les l imites indépendantes de z0 en posant 
z = z„u; alors 

,p _ ^ /m f ^'(z0u)\/z0du 

'» \/i — u 

^"(z0u)Z(,U-h ^-<\i'(z0u) 

\JZa — Z0 U 
• du 

rivée ou point de tautochrontsme pour origine O ; soient X la 
résul tante des forces appliquées au point , x0 l 'abscisse de la posi
tion initiale supposée posit ive. Le théorème des forces vives donne 
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ou, en remet tant la variable z-=z<>u, 

349 

dl _ frn 

dza ~ y î 
dz. 

z0 ^z„—z 

Cette expression doit être nulle quel que soit zt, ce qui exige 
que la fonction soumise à l ' intégration soit ident iquement nu l l e ; 
car, si elle ne l 'était pas, on pourra i t prendre z0 assez petit pour 
que, entre les limites o e t , s 0 , cette fonction garde un signe constant 
et, par sui te , que l 'intégrale ne soit pas nulle. La fonction doit 
donc vérifier l 'équation différentielle 

*Y(z)+1-V(z) = o, 

in i de 

f^î)) + i = ° ' V ( * ) v ^ = C, ^(z) = iGdz + G. 

Comme 'l'(.s) s 'annule avec z, car les variables z et x s 'annulent 

en même temps, on a C' = o, ty(z)z= zC^z. L 'équation x = ty(z) 

donne enfin 

n r x* x = vC\/z, z = J Q Ï ' 

ce qui mont re que la fonction <f(x) est et que la force X est 

donnée par 

La seule loi de force fonction de x produisant un mouvement 
rectiligne tautochrone est donc une attraction proport ionnelle à la 
distance ; ce mouvement a été étudié précédemment (n° 2 1 1 ) . 

2° La résultante des forces dépend de la position et de la vitesse du 
mobile. — N o u s n o u s b o r n e r o n s , p o u r ce cas , à q u e l q u e s i n d i c a t i o n s 

b i b l i o g r a p h i q u e s . 

L a g r a n g e a d o n n é (Mémoires d e Ber l in , 1 7 6 5 e t 1 7 7 0 ) une loi g é n é r a l e 

de forces p o u r laque l l e l e t a u t o c h r o n i s m e a l i eu n é c e s s a i r e m e n t e t q u i 

c o m p r e n d , c o m m e cas par t i cu l i er , l a loi p r é c é d e n t e ; mais , c o m m e l'a 

r e m a r q u é J. Ber trand , la formule de L a g r a n g e n e d o n n e pas t o u t e s l e s lo i s 

d e force p o u r l e sque l l e s le m o u v e m e n t est t a u t o c h r o n e . 
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S i g n a l o n s auss i un ar t i c l e d e M. B r i o s c h i c o n t e n a n t u n e f o r m u l e plus 

g é n é r a l e q u e c e l l e d e Lagrange (Annali... da Tortolini, R o m e , i 8 5 3 , e t 

Mécanique de Jullien, t. I ) e t un a r t i c l e d e M. H a t o n d e la Goupi l l i ère 

(Journal de Liouville, 2 0 s ér i e , t . X I I I ) . ( Voir E x e r c i c e s S e t 5 bis.) 

2 1 4 . É t a n t d o n n é e l a l o i d ' u n m o u v e m e n t r e c t i l i g n e , t r o u v e r l a 

f o r c e . — Ce p r o b l è m e e s t d é t e r m i n é ou n o n , s u i v a n t qu'on d o n n e la loi 

g é n é r a l e d'un m o u v e m e n t r e c t i l i g n e a v e c d e u x c o n s t a n t e s arbi tra ires , ou 

s e u l e m e n t u n m o u v e m e n t par t i cu l i er . 

S u p p o s o n s qu'on d o n n e 

( 0 a ? = < p ( £ , 3 \ , , e 0 ) , 

x0 é t a n t la p o s i t i o n in i t ia l e du m o b i l e p o u r i = o e t e 0 sa v i t e s s e in i t ia le . 

On se p r o p o s e de t r o u v e r la lo i de la force capab le d ' impr imer au m o b i l e , 

p lacé d a n s la p o s i t i o n arbi tra ire x0 e t l a n c é a v e c la v i t e s s e arbi tra ire *>0) l e 

m o u v e m e n t d o n n é . Ce p r o b l è m e es t d é t e r m i n é . O n a 

(2) ^jr = ?'(*. X 0 , M , 

dlx 
X = m~dF = m f > " ( ' ' ^«'"o). 

R é s o l v a n t l e s é q u a t i o n s (1) e t (2) par rappor t kx0 et »>o, e t p o r t a n t dans 

l ' express ion de X , on aura la lo i c h e r c h é e 

Si l e m o u v e m e n t d o n n é e s t défini par la formule 

* * = J ^ + ( ^ o - l - P < > 0 , > 

v m u 
A = — r ' 

X3 

Si , au c o n t r a i r e , on d o n n e s e u l e m e n t un m o u v e m e n t par t i cu l i er sans 

c o n s t a n t e s arbi tra ires , o u a v e c u n e s e u l e c o n s t a n t e arb i tra ire , l e p r o b l è m e 

n'est pas d é t e r m i n é . S u p p o s o n s , par e x e m p l e , qu'i l n'y ait pas d e cons tante 

d u t o u t e t que l 'on se d o n n e 

( 3 ) * = < ? ( 0 ; 

o n aura 

p = < p ' r O . X = /ncp"(«). 

On p o u r r a , à l 'aide de ce s é q u a t i o n s , e x p r i m e r X e n x, p e t t d'une inf i 
n i t é d e m a n i è r e s ; o n aura d o n c une inf inité d e lo i s d e forces capab le s d e 
p r o d u i r e l e m o u v e m e n t par t i cu l i er d o n n é . 

Exemple. — 

on t rouve 
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La quest ion pourra i t ê t re préc i sée si l 'on imposa i t d'avance cer ta ines 
condi t ions à X ; a ins i , e n i m p o s a n t à X la c o n d i t i o n de d é p e n d r e u n i q u e 
ment de la p o s i t i o n x, o n aura i t un p r o b l è m e p r é c i s , car il faudrait t irer t 

de l 'équat ion d u m o u v e m e n t ( 3 ) e t l e p o r t e r dans l ' express ion de X . De 
m ê m e o n aurait un p r o b l è m e préc i s en i m p o s a n t à X la c o n d i t i o n de d é 
pendre de v ou t s eu l . 

Exemple. — S o i t x = sin t ; p o u r t = o, on I Ï , = O , C 0 = i . Cet te é q u a 
tion d o n n e 

v = cos <, X = — m sin t. 

On aurai t d o n c c o m m e lo i s d e forces X l e s s u i v a n t e s : 

(a) — / n s i n f , (¡3) — m / i — v * , (y) —mx, (8) —™(x-t - s i n i ) , 

où l'on peut var ier l e s c o m b i n a i s o n s à l' infini. Si l 'on c h e r c h e l e m o u v e 
m e n t le p lus généra l p r o d u i t par u n e de ce s forces , on t r o u v e des m o u v e m e n t s 
très différents qui , t o u s , p o u r l e s c o n d i t i o n s in i t ia le s part icu l ières xt = o , 
C o = i , d o n n e n t l e m o u v e m e n t proposé a; = s i n i . O n trouve , par e x e m p l e , 
pour les quatre p r e m i è r e s lo i s de f o r c e s , l es m o u v e m e n t s su ivants : 

( a ) x = sin í + C í + C , 

( S ) x = s i n ( í -H C ) -t- C , 

( y ) X = C c o s í -t- C s in t, 

( 8 ) x = C c o s - ^ z -1- C'sin + s i n i 

qui, t o u s , pour des d é t e r m i n a t i o n s c o n v e n a b l e s des c o n s t a n t e s C e t C , se 
rédu i sen t ¿ i = s in t. 

I I I . — M O U V E M E N T C U R V I L I G N E . 
P O I N T P E S A N T D A N S L E V I D E E T D A N S U N M I L I E U 

R É S I S T A N T . P A R T I C U L E É L E C T R I Q U E . 

215. Force de direction constante. — Supposons que la force 
qui agit sur le mobile soit constamment parallèle à une direction 
fixe : la trajectoire sera dans le plan contenant la vitesse initiale et 
la direction de la force. Ce résultat peut être considéré comme 
évident par raison de symétrie ; nous prendrons le plan de la t ra
jectoire pour plan des xy et l 'axe Oy parallèle à la force. Les 
équations du mouvement seront alors 
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la première de ces équations donne 

dx 
dt 

x = at -+- b : 

la projection du mobile sur l'axe Ox est animée d'un mouvement 
uniforme. O n déterminera les constantes a et b en écrivant que 

pour t = t0 on a x=x0 et (^^) = x'a- Dans le cas le plus gé

néral , on aura pour la seconde équation 

d* Y ^ I dx dy \ 

En remplaçant x par at-+-b, cet te équation prend la forme 

m dt* *V' dt V' 

c'est une équation de même forme que celle qu 'on trouve dans le 
cas d 'un mouvement rectiligne ; si l 'on sait l ' intégrer, le problème 
est complètement résolu. 

216. É q u a t i o n s i n t r i n s è q u e s . — Les é q u a t i o n s i n t r i n s è q u e s d u m o u v e 
m e n t v o n t ici se s impl i f ier . P r e n o n s des a x e s rec tangu la i re s ; so i t a l 'angle 

Fig. i 36 . 

de la v i t e s s e a v e c Ox (fig. i 3 6 ) ; pro je tons la force s u r la n o r m a l e , n o u s 
aurons 

Ycosa t = · 
P 

En pro je tant sur la t a n g e n t e , n o u s aur ions une d e u x i è m e é q u a t i o n ; mais il 
es t p lus s i m p l e d 'observer q u e l 'on a t r o u v é p lus h a u t q u e la pro jec t ion 
dx , , . . . 
^ - de la v i t e s s e e s t u n e c o n s t a n t e a, c e qui d o n n e 

e cosa = a; 
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él iminons la v i tesse e n t r e c e s d e u x é q u a t i o n s , n o u s a u r o n s pour é q u a t i o n 

intr insèque de la trajec to ire 

Y p c o s ' a = c o n s t . 

Si, par e x e m p l e , on s u p p o s e Y = c o n s t . , on a p o u r é q u a t i o n de la c o u r b e 

p c o s 3 a = k; 

c'est l 'équation in tr insèque d'une p a r a b o l e , c o m m e il r é su l t e du p r o b l è m e 

suivant. 

217. M o u v e m e n t d ' u n p o i n t p e s a n t d a n s l e v i d e . — N o u s p r e n d r o n s 

pour or ig ine la pos i t i on in i t ia le du m o b i l e , p o u r axe des y une ver t i ca l e 

dirigée vers le h a u t , e t p o u r a x e des x une h o r i z o n t a l e dans le p l a n de la 

t ra jec to i re ; les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t s e r o n t 

d'x d'v 

la première d o n n e , e n a p p e l a n t a l 'angle de la v i t e s se in i t ia le c 0 a v e c Ox, 

(1) ^ = e „ c o s a , 

( 2 ) x = v0t c o s a ; 

la deux ième é q u a t i o n s ' intègre aussi i m m é d i a t e m e n t et d o n n e 

(1') & = — gt-h f 0 s i n a , 

S't2 

( 2 ' ) y = — 2 ^ — h f o ' s i n a . 

Les équat ions ( i ) , ( i ' ) d o n n e n t la v i t e s se 

( 3 ) v'= vl c o s 2 a - h ( e 0 s i n a — gt)'= c j — igy, • 

la valeur n u m é r i q u e de la v i t e s se à c h a q u e ins tant e s t la m ê m e que si le 

mobile tombai t sans v i t e s s e in i t ia l e d'un po int d o n t l ' o r d o n n é e serai t — · 
ig 

Cette formule d o n n a n t la v i t e s se résu l te i m m é d i a t e m e n t d u t h é o r è m e d e s 

forces v ives . 

Entre les é q u a t i o n s ( 2 ) , ( 2 ' ) , é l iminons le t e m p s ; n o u s o b t e n o n s l ' é q u a 

tion de la trajec to ire 

Y = fX , 1- x t a n g a . 
J 2 C 2 , C 0 S 2 < X 0 

C'est u n e p a r a b o l e d'axe vert ica l qui t o u r n e sa c o n c a v i t é vers le bas , car 
le coefficient de x1 e s t négat i f . 
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Si a é ta i t négati f , serait , d'après ( i ' ) , t o u j o u r s n é g a t i f : d o n c y irait 

c o n s t a m m e n t e n d é c r o i s s a n t e t l e m o b i l e ne passera i t pas par le s o m m e t 

de la p a r a b o l e . 

Fig. i 3 7 . 

S u p p o s o n s m a i n t e n a n t a > o ; ~ c o m m e n c e par ê tre pos i t i f et le m o b i l e 

m o n t e ; il m o n t e jusqu'à ce que s 'annule , c e qui se produira au bout 

d'un t e m p s t' d o n n é par l ' équat ion 

• gt'-h v„ s in a = o , t' = 
c 0 s i n a 

~g~' 

l e m o b i l e é t a n t arrivé à sa h a u t e u r m a x i m u m , sa v i t e s se e s t m i n i m u m en 

v e r t u d e la re la t ion ( 3 ) . Les c o o r d o n n é e s du p o i n t le p lus haut S, s o m m e t 

d e la p a r a b o l e , s e r o n t 

, , vî sin 2 a 
x = vat cos a = — , 

et'* c 2 

y' = — - h Vn t' sin a = — s i n 2 a . 
J 2 1g 

A p r è s c e t in s tan t t', d e v i e n t n é g a t i f e t l e m o b i l e r e d e s c e n d . Lorsqu'il 

repasse à la m ê m e h a u t e u r , la v a l e u r n u m é r i q u e d e la v i t e s se redevient la 

m ê m e . E n par t i cu l i er , il repasse au p o i n t A au n i v e a u de O a v e c la v i 

t e s s e v0. La p o r t é e hor izonta le O A es t doub le de l 'abscisse x' du s o m m e t : 

O A = 
g 

P o u r q u e O A so i t le p lus grand p o s s i b l e a v e c une v i tesse in i t ia le d o n n é e , 

il faudra q u e s i n 2 oc so i t m a x i m u m , c 'es t -à-d ire q u e a. so i t égal à ^ . S u p 

p o s o n s q u e l'on v e u i l l e a t t e indre u n p o i n t B d e Ox d 'une absc isse moindre 
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Pour l ' interpréter g é o m é t r i q u e m e n t , c o n s i d é r o n s la parabole a y a n t pour 

que — ; l ' incl inaison du t ir sera d o n n é e par 

s i n 2 * = - £ O B . 

" S 
On voit qu'il y a d e u x s o l u t i o n s é g a l e m e n t d i s t a n t e s de — • O n at te indra 

donc l e po int B par d e u x parabo le s ; o n verrai t a i s é m e n t q u e c'est par la 

parabole in fér ieure qu 'on y arrive dans le t e m p s l e p lus c o u r t . 

On peut d é t e r m i n e r g é o m é t r i q u e m e n t la p o s i t i o n de la p a r a b o l e c o r r e s 

pondant à un a n g l e d o n n é a ; p o u r ce la , n o u s a l lons d'abord é tabl ir q u e 

toutes l es parabo le s o b t e n u e s en fa isant var ier a o n t pour d irec tr ice la 

droite D , d 'ordonnée — E n effet, l e paramètre de la parabo le décr i t e par 

p'cos^sc e^sin^oc 
le mobi le est p = — : l ' ordonnée du s o m m e t é t a n t y' — -2 , 

r g J %g 
l 'équation de la d irec tr ice sera 

y y ^ 2 2g' 

c'est donc bien la dro i te D , s i tuée à la h a u t e u r à laque l l e m o n t e r a i t le 

mobi le s'il é ta i t lancé v e r t i c a l e m e n t avec la v i t e s se v„. 

Ceci p o s é , s u p p o s o n s d o n n é e la t a n g e n t e à l ' o r i g i n e ; le foyer devra se 

trouver sur la dro i t e O F te l l e q u e Ot>0 s o i t b i s sec tr i ce de l 'angle F O D ; il 

devra de p l u s se t r o u v e r sur le cerc le décr i t de O c o m m e c e n t r e avec O D 

pour rayon : il es t d o n c à l eur i n t e r s e c t i o n . Cet te c o n s t r u c t i o n n o u s m o n t r e 

en passant q u e le l i eu des foyers de ces parabo le s est l e cerc le de c e n t r e O 

et de rayon O D . 

Proposons -nous de c h e r c h e r sous quel ang l e il faudra i t lancer le p r o j e c 

ti le pour a t t e indre u n p o i n t d o n n é M, (xi,yt) du p l a n . E n p o s a n t t a n g a = u, 

l 'équation de la trajecto ire d e v i e n t 

( O ' y = — f f j - ( I + + 

en expr imant qu'e l le passe par (&i,yi)i on a p o u r dé terminer u l ' équat ion 

du second degré 

La c o n d i t i o n de réalité des rac ines e s t 

( a ) yi £ r a 7 Î > o . 
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é q u a t i o n 

( 3 ) l L _ r _ J L a r * = o . 

Cette parabo le a pour p a r a m è t r e — > e t pour s o m m e t le po int x = o, 

v* . . 8 

y = — , c ' e s t -à -d ire le p o i n t D : e l l e a d o n c pour foyer l 'or ig ine . La c o n -
'*-g 

d i t i o n de réal i té ( a ) e x p r i m e q u e le p o i n t Mi d o i t ê t re dans o u sur c e t t e 
parabole (parabole de sûreté). S i le p o i n t Mj e s t d a n s la p a r a b o l e de 
s û r e t é , l ' équat ion en u a d e u x rac ines rée l les d i s t i n c t e s , et il y a deux 
façons d 'a t te indre l e p o i n t M, en lançant le pro jec t i l e s o u s d e u x angles 
différents (Jig. 137) . Si Mi es t s u r la parabole d e sûre té , l ' équat ion en u 

a une rac ine d o u b l e , e t il n'y a p lus qu 'une façon d 'a t te indre le po int M, . 
D a n s le cas où l ' équat ion en a a d e u x rac ines d i s t inc te s , i l y a d e u x tra
j e c t o i r e s pas sant par M, , c o r r e s p o n d a n t a u x d e u x v a l e u r s a i e t a't de 
l 'angle a ; les t e m p s m i s à arriver au po int Mt par les d e u x trajec to ires sont 
r e s p e c t i v e m e n t 

X\ X\ 

P o c o s o i ! P o C o s a 

le p l u s c o u r t d e ces d e u x t e m p s e s t celui qui c o r r e s p o n d au plus pe t i t des 

a n g l e s a i , a',. 

La parabole de sûreté est l'enveloppe des trajectoires obtenues en 
faisant varier a, c'est-à-dire u. En effet, p o u r t r o u v e r l ' e n v e l o p p e des 

c o u r b e s r e p r é s e n t é e s par l 'équat ion ( 1 ) , dans laque l l e u e s t un paramètre 

var iab le , i l suffit d ' expr imer que c e t t e é q u a t i o n , c o n s i d é r é e c o m m e une 

é q u a t i o n en u, a d m e t u n e rac ine d o u b l e . Or c'est ce que n o u s a v o n s fait 

pour t r o u v e r la p a r a b o l e de s û r e t é . 

Ces résu l ta t s s ' ob t i ennent f a c i l e m e n t par u n e m é t h o d e g é o m é t r i q u e 

(Jig. i 3 8 ) . Il faut c o n s t r u i r e une parabo le passant par d e u x points e t ayant 

u n e d i r e c t r i c e d o n n é e . Le foyer sera , c o m m e n o u s l 'avons v u , sur le cerc le 

de c e n t r e O e t de rayon O D . Il sera de m ê m e sur un cercle ayant pour 

c e n t r e le p o i n t M , , par où d o i t passer la p a r a b o l e , e t pour rayon la p e r 

p e n d i c u l a i r e M , P aba i s sée d u po int Mi sur la d i rec tr i ce D . Ces d e u x c e r 

c les p o u r r o n t se c o u p e r en d e u x po in t s F , F' ; il p e u t d o n c y avo ir deux 

parabo le s . P o u r q u e ce s cerc l e s se c o u p e n t , il faut q u e la d i s t a n c e O M T 

des c e n t r e s so i t p lus p e t i t e que la s o m m e e t p lus g r a n d e q u e la différence 

des rayons ; la d e r n i è r e de ces c o n d i t i o n s e s t é v i d e m m e n t r e m p l i e , car on 

a O M , > O Q et O Q es t la différence des r a y o n s . Il suffit d o n c d'écrire que 

O M , < O D H - M , P . 

Menons la dro i te A à u n e d i s tance s O D de l 'axe des x e t p r o l o n g e o n s M ( P 

jusqu'au point d e rencontre II a v e c c e t t e d r o i t e ; la condi t ion à remplir 

d e v i e n t 
M , 0 < M i f l . 
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façons : s'il e s t sur c e t t e parabo le , il n'y a qu'une trajec to ire qui y passe ; 

d'ailleurs, p o u r un tel p o i n t M , , le foyer de la t ra jec to ire e t le foyer d e la 

parabole d e sûreté s o n t e n l i g n e dro i t e a v e c M 4 . La c o n s t r u c t i o n é l é m e n 

taire qui d é t e r m i n e la t a n g e n t e en M t m o n t r e i m m é d i a t e m e n t q u e c e t t e 

tangente e s t la m ê m e pour l e s d e u x paraboles ; de là résu l te q u e la para

bole de sûre té est l ' e n v e l o p p e des t ra jec to ires . 

218. D é t e r m i n a t i o n d e l a f o r c e p a r a l l è l e q u a n d o n c o n n a î t l a t r a 

j e c t o i r e . — N o u s a v o n s tra i té le p r o b l è m e qui c o n s i s t e , é tan t d o n n é e u n e 

force paral lè le à un a x e Oy, à t r o u v e r le m o u v e m e n t qu'e l le i m p r i m e à 

un po int matér i e l . On p e u t se p r o p o s e r le p r o b l è m e i n v e r s e : c o n n a i s s a n t 

un m o u v e m e n t p l a n , tel que la pro jec t ion d u m o b i l e Sur l 'axe des x s o i t 

an imée d'un m o u v e m e n t uni forme, t r o u v e r une loi de forces para l l è l e s à 

Oy qui puisse p r o d u i r e ce m o u v e m e n t . 

D o n n o n s - n o u s la t ra jec to i re y=f(x), q u e n o u s s u p p o s o n s p a r c o u r u e 

par le m o b i l e sous l 'act ion d'une force paral lè le à Oy. N o u s a v o n s , par 

h y p o t h è s e , x = at-\-b, e t l ' équat ion de la t ra jec to i re définit y en f o n c t i o n 

de t, en y r e m p l a ç a n t x par sa va leur . On a a lors 

% = - > ! ( . ) . î = . r W i 

la loi de la force sera d o n c 

V = m d ^ = ma*f"(x). 

On pourra t r a n s f o r m e r c e t t e e x p r e s s i o n d e la force e n t e n a n t c o m p t e 

de l 'équat ion de la t ra jec to ire ; o n p o u r r a , par e x e m p l e , tirer de c e t t e 

équat ion x e n f o n c t i o n d e y e t e x p r i m e r la force à l 'a ide d e c e t t e s e u l e 

variable ; m a i s on pourra i t e n c o r e remplacer x p a r t i e l l e m e n t e n fonc t ion 

Or le l ieu des p o i n t s p o u r l e sque l s o n a M j O = MiII est la p a r a b o l e ayant 

pour foyer l 'or ig ine e t p o u r d irectr ice A. : c'est la p a r a b o l e de sûre té . Si le 

point Mi es t à l ' intér ieur d e c e t t e p a r a b o l e , on pourra l 'a t te indre de d e u x 
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Y = + V (» , y , g , g , « ) [ jr - / ( * ) ] , 

qui se r é d u i t b i en à mafif^x) sur la trajecto ire p r o p o s é e . S i , partant 

d 'une q u e l c o n q u e de c e s d i s t r i b u t i o n s de f o r c e s , o n c h e r c h e la trajec to ire 

d'un m o b i l e qui y e s t s o u m i s , e n par t i cu lar i sant c o n v e n a b l e m e n t les c o n 

d i t ions in i t ia le s d u m o u v e m e n t , on devra n é c e s s a i r e m e n t t r o u v e r la t ra 

j e c t o i r e d o n n é e y=f(x). 

P r e n o n s , par e x e m p l e , l e cas du cerc l e 

y = i/R*—xi; 

e n a p p l i q u a n t ce qui v ient d'être d i t , o n t r o u v e les lo i s 

Y = J i , Y = \t j . . 
y ( R 2 — x1)' 

P o u r c e s d e u x l o i s , on t r o u v e d e u x s y s t è m e s de c o n i q u e s a b s o l u m e n t dif

f érent s , m a i s c h a c u n d 'eux c o n t i e n t le cerc l e y = y/R* — x*. 

219 . M o u v e m e n t curvi l igne d ' u n c o r p s p e s a n t d a n s u n m i l i e u 

r é s i s t a n t . — Lorsqu 'un projectile est en mouvement , son centre 

de gravité se meut comme si la masse du corps y était concentrée 

e t toutes les forces extér ieures appliquées au projecti le trans

portées parallèlement à elles-mêmes en ce point . 

Dans le cas qui nous occupe, le centre de gravité est sollicité 

pa r deux forces : le poids du projectile et la résistance du m i 

lieu R, qui est la résul tante des pressions superficielles transportées 

paral lèlement à elles-mêmes au centre de gravité. Les pressions en 

elles-mêmes n 'on t pas de résul tante : elles peuvent , en général , se 

réduire à une résul tante R appliquée au centre de gravité et à un 

couple. Si la forme du projectile est quelconque, on ne sait rien 

sur la direction de cette résistance, qui peut faire sortir le centre 

de gravité du plan vertical dans lequel il est lancé à l ' instant t = o. 
Mais, lorsque le projectile est sphér ique et ne tourne pas , la résis

tance est dans le plan vertical contenant la vitesse du point G et, 

par raison de symétrie, la trajectoire est p lane . Nous admettrons 

de plus , pour simplifier autant que possible, que cette résistance 

est une force R dirigée en sens contraire de la vitesse du centre de 

dy 
d e y, ou d e t, o u d e - j - > e t d'une façon g é n é r a l e on aura i t la loi d e force 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE X . — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT CURVILIGNE. 35g 

d'x d'y 
dF 'di' 

Or, le plan projetant horizontalement la résistance, coïncidant 
avec le plan projetant la vitesse, ì\x et R r soni propor t ionnels à 

^ el La relation précédente devient , par suite, 

ou, en intégrant , 

d'x d*y 
~dt* _ ~~dt* 
dx _dy 
~di ~dt 

dy dx 

passant aux nombres et intégrant de nouveau, il vient 

y = Cx+- C : 

la courbe est plane et son plan est vertical ; ce plan est d'ailleurs 
celui qui projet te horizontalement la vitesse initiale. 

Prenons ce plan pour plan des xy, la position initiale du mobile 
pour origine, Oy vertical dirigé vers le haut , et Ox situé, par rap
port à Oy, du même côté que la vitesse initiale. 

Nous part i rons des équations intr insèques du mouvement . D é 
signons par s l 'arc de trajectoire OM, par a l 'angle de la vitesse v 
avec Ox, et par p le rayon de courbure MO (fig. i3o,). Les forces 

gravité: ce sera une fonction de celle vitesse assujettie à croître 
avec v. 

Si l'on admet que la résistance est dans le plan vertical passant 
par la vitesse du centre de gravité, on peut démont re r analyt ique-
ment que la trajectoire est plane. En effet, rappor tons le mouve
ment à trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, l'axe Oz é tant une 
verticale dirigée vers le hau t . En appelant R^,, R r , R z les projec
tions de la résistance, les équat ions du mouvement du centre de 
gravité seront 

d*x _ d'y _ d'z D 

m - d ï = K " m^F = ^ m 1 T * = ^ - m g -

Des deux premières on déduit 
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qui agissent sur le point sont la résistance R et le poids mg ; leur 

résul tante est toujours située du côté des y négatifs par rapport à 

la tangente R. O r , la direction de la force entraîne le sens de la 

Fig. i 3 9 . 

concavi té ; il en résulte que la trajectoire tournera sa concavité 
du côté des y négatifs. L'angle a va donc cons tamment en dimi
nuant ; il part d 'une valeur connue a 0 , il s 'annule au point le plus 
haut de la trajectoire et diminue ensuite ; nous verrons plus loin 

que sa limite est — ^-

Projetons les forces sur la tangente, nous aurons (n° 200) 

m ^ = F t = — m g sin a — R. 

Dans cette équat ion, R est une fonction de la vitesse, que nous 

écrirons 
R = mgy(v); 

par suite, 

(0 ^7 = — <r[sina-H cp(o)]. 

Projetons maintenant sur la normale 

mais on a 

m — = mg c o s a ; 

ds ds dt dt _ 
P — _ ~d% ~ ~dt dâ. ~~V7li' 

on doit p rendre le signe —, puisque a décroît lorsque s croît , et 
que p est la valeur absolue du rayon de courbure . Portant cette 
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valeur dans l 'équation précédente , elle devient 

. da 

(i) — p ^ - = £ - c o s a . 

Les équations ( i ) et ( 2 ) permet tent de trouver t et v en fonction 
de a; éliminons dt en les divisant membre à m e m b r e ; nous o b 
tiendrons l 'équation 

, „, dv f(v) 
( 3 ) —r- = t a n g a -+- i ^ ; 

' v da. cos a 

cette équation, du premier ordre , donnera v en fonction de a, 

<. = «b(a); 

l 'équation ( 2 ) donnera alors 

( 4 ) t = - ± r m * , 
eJtt, c o s « 

On peut exprimer aussi x ely en fonction de a par de nouvelles 
quadratures ; on a, en effet, 

(5) 

1 r a 

dx = v e o s a dt, x — / [<K<*)] ! du., 
g «'ce, 

i r* 
dy = v s in a dt, y = / [<]>(a)] 2 t a n g a eta; lors donc que l'on a trouvé d/(a) , on achève le problème au moyen 

de simples quadra tures . 
L'expression qui donne dt, 

dt _ i v 
da g c o s a ' 

montre que , tant que ex est supér ieur à — ^ , ~ est négatif, et le 

temps va bien en croissant quand a diminue ; il en est de même 

pour x, car dx — v cos adt. Quan t à y, il commence par croî tre 

jusqu'à a = o, puis , & changeant de signe, il décroît et le mobile 

redescend. On obt ient les valeurs de x, y, t qui correspondent 
au point le plus haut en faisant a = o dans les intégrales précé
dentes. 
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P = 
^ c o s a ^ c o s a 

C a s d ' i n t é g r a b i l i t é d o n n é p a r L e g e n d r e . — N o u s t r a i t e r o n s c o m p l è 

t e m e n t l e cas o ù la r é s i s t a n c e e s t s u p p o s é e d o n n é e par 

to(v) = a - t - bvn, 

a , b, n é t a n t t o u s trois pos i t i f s . N o u s s u p p o s e r o n s a inférieur à l'unité, 

sans q u o i , en a b a n d o n n a n t l e corps sans v i t e s s e in i t ia l e , la r é s i s t a n c e mga 

sera i t p l u s g r a n d e q u e le po ids e t le p r o j e c t i l e n e t o m b e r a i t pas . 
L 'équat ion ( 3 ) dev iendra d a n s ce cas 

dv a -v- bvn 

— j - — t a n g a H -Y v a i cos a 

— v" I 
d i v i s o n s les d e u x m e m b r e s "par e t p r e n o n s pour n o u v e l l e i n c o n n u e — , r n va 

i l v i e n t 

nb '•(-) 
\vn I ni a \ 

• • — ( t a n g a H ) 
t>" \ c o s a / da 

p o u r i n t é g r e r c e t t e é q u a t i o n l inéa i re , p o s o n s 

= o; 

^ =P9> 

e l l e d e v i e n t 

dq dp l a \ nb 
P - r + ? 7 - + npq t a n g a H ) -i = o ; 
r du. a a \ c o s a / cos a 

d i s p o s o n s d e q d e façon à a n n u l e r l e coef f ic ient de p, n o u s a v o n s l 'équa
t ion 

dq , na du 
— =— n t a n g a dx > 
q " c o s a 

Hodographe. — L'équation v = ^ ( a ) est l 'équation de l 'hodo-
graphe du mouvement , en coordonnées polaires , car v est le 
rayon vecteur d 'un point de l 'hodographe et a l 'angle de v avec-la 
direction fixe Oa; . 

Equation intrinsèque. — Une fois connue la fonction <{*, on 

aura aisément l 'équation intr insèque de la courbe ; nous avons en 

effet t rouvé 

— == #cosa, 

donc 
P * _ [<Ha)p 
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qui admet l ' intégrale part icu l i ère 

l o g y = n l o g c o s a — na Iog t a n g ^ -t- > 

T fa T C \ ~ | - " « 
q = c o s " a I t a n g I — i - — IJ ; 

en adoptant ce t te va leur de q, il n o u s res te , pour d é t e r m i n e r p, l 'équat ion 

dp nb 
da q c o s a ' 

d'où, en in tégrant d e a , à a e t appe lant q0 la va leur de q pour a = a 0 e t 

e<> la v i tesse in i t ia le , 

p = — - = C — nb I , 
qvn J q c o s a 

où la c o n s t a n t e C a p o u r valeur—*—r,» c o m m e on le v o i t en s u p p o s a n t 

a = a o - La fonc t ion q é tan t r e m p l a c é e par sa va leur t r o u v é e p lus h a u t , o n 

aura c en f o n c t i o n d e a ; on o b t i e n d r a ensu i t e x, y, t par l e s formules ( 4 ) 

et ( 5 ) déjà t r o u v é e s . 

Nous a l lons é tab l i r que , l or sque a d é c r o î t jusqu'à — - , l e t e m p s c r o î t 

indéf iniment , JK d e v i e n t infini mais négat i f , tandi s que e e t x o n t tous d e u x 

une l i m i t e : la c o u r b e a u n e a s y m p t o t e vert ica le à d i s t a n c e finie, e t l e m o u 

vement t e n d à deven ir r e c t i l i g n e e t un i forme . 

En effet, l ' express ion qui d o n n e —l— p e u t s 'écrire, e n m u l t i p l i a n t par q, 

± = S-.-nbq f 
" da 

. q cosa. 
a. v 

Quand a t end v e r s — —, q t e n d v e r s z é r o , car a e s t m o i n d r e q u e i ; 

d'autre part , l ' in tégra le du s e c o n d m e m b r e d e v i e n t infinie. C o m m e le t e r m e 

— t e n d v e r s z é r o , il suffit de c h e r c h e r la l imi te du s e c o n d t e r m e d u 

second m e m b r e , t erme qu'on p e u t écr ire sous forme d'un rapport , 

— nbf g da 
q c o s a 

prenant la forme - • Le rappor t des d é r i v é e s par r a p p o r t à a e s t 

nbq da 
c o s a dq' 
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— S I N A — a 

fa isant enfin a = — —, on t r o u v e q u e — t e n d vers la l i m i t e — - — , et c 
2 vn

 I — a 
vers la l i m i t e 

L' intégrale qui d o n n e x ( f o r m u l e 5 ) , 

x=— - Ç V a 
doc, 

«0 res te finie l or sque a t end vers ; en effet, v a u n e l imi te finie X et , 

l ' é l é m e n t d e l ' in tégra le res tant fini, il en e s t d e m ê m e de x qui t e n d vers 

xt : 
1 = _ I f v*da; 

d'a i l l eurs , t d e v i e n t infini pour a = — - ; o n a, en effet, 

*~ gj^ c o s a ' 

e t l ' é l é m e n t différentiel d e v i e n t infini pour a = ——, m a i s de façon que 

c o i — ( a - l _ ? } t e n d e v e r s la l imi te finie X ; c e t t e i n t é g r a l e s e c o m p o r t e donc 

, IT f X da . . , ic 
au v o i s i n a g e d e a = c o m m e / au vo i s inage d e a = ; 

J . 2 · 
c ' e s t - à - d i r e qu 'e l l e d e v i e n t inf inie . P o u r la m ê m e ra i son , l ' expres s ion de y 

I / * " 
y = — - I ·>* t a n g a da ° Ja-<> 

c r o î t i n d é f i n i m e n t l o r s q u e « t e n d vers — —· Les p r o p o s i t i o n s é n o n c é e s plus 

h a u t s o n t d o n c é t a b l i e s . 

Cet te l i m i t e X d e la v i tesse e s t , c o m m e d a n s le c a s du m o u v e m e n t rec t i -

l i g n e d e s c e n d a n t , la r a c i n e de l ' é q u a t i o n 

<p(X) = i . 

ou e n c o r e , e n r e m p l a ç a n t par sa v a l e u r c a l c u l é e p l u s h a u t , 
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de v, x, y, t dans le vo i s inage de a = > le p lus s imple serai t de p o s e r 

( a. TZ\ du do. lu 
— ( - - 7 ) 7 — = » c o s a = - ; 
2 4 / u c o s a i n - M 2 

la variable u, d'abord p o s i t i v e , e s t é g a l e à 1 pour a = o et t e n d vers z é r o 

qnand a tend v e r s — - · 
n 2 

La va leur d e q d e v i e n t 

2 " « « - » « 
1 = (I-HU*Y> ( , 1 - T - M 2 ) " 

l ' exposant n' é t a n t posit i f , car a e s t in fér ieur à I . P o r t a n t d a n s l ' e x p r e s 

s ion de — , on t r o u v e 
v" 

1 2" u"' 

v" (l-HU*)N 

« 6 p , - ^ ) . 1 

2" Ju u" J 

express ion d a n s laquel le on p o u r r a i t ef fectuer la q u a d r a t u r e si n é ta i t e n 

tier. Cette e x p r e s s i o n se p r ê t e f a c i l e m e n t au d é v e l o p p e m e n t en sér ie . 

N o u s renverrons pour l ' é tude de ces q u e s t i o n s de B a l i s t i q u e au Traité 

du c o m m a n d a n t V A L L I E R ( G a u t h i e r - V i l l a r s ) , à un art ic le d u c o m m a n d a n t 

JACOB (Mémorial de l'Artillerie de Marine, 3 5 e a n n é e , 2 e sér ie , t. X X V I I , 

1 8 9 9 ) , a u x O u v r a g e s du c o m m a n d a n t C H V R B O X N I E R (Traité de Balistique 

extérieure, Extra i t du Mémorial de l'Artillerie de Marine. 1900 , Ba

listique extérieure, t ro i s V o l u m e s de l ' E n c y c l o p é d i e sc ient i f ique , p u b l i é e 

sous la d irec t ion d u D r T o u l o u s e , Par i s , O . D o i n ) , enfin à tro is art ic les d e 

M . ZAROUDSKI , pro fe s seur à l ' A c a d é m i e d 'Art i l l er ie de S a i n t - P é t e r s b o u r g , 

i nsérés dans La Corrispondenza ( L i v o r n o , 1900 e t 1 9 0 1 ' ) . 

Remarque sur l'intégration de l'équation ( 3 ) . — N o u s a v o n s v u q u e 

le p r o b l è m e se ramène à des quadra tures dès qu'on a tiré v e n f o n c t i o n 

de a de l 'équat ion dif férent ie l le ( 3 ) . II y a d o n c i n t é r ê t à é t u d i e r c e t t e 

équat ion e t à e n d o n n e r des cas d ' in tégrab i l i t é . C'est ce qu'a fait M. S iacc i 

dans d e u x N o t e s des Comptes rendus, 1 9 0 1 , t. C X X X I I e t C X X X I I I . 

D'autre part , au p o i n t de v u e d e l ' in tégra t ion , o n p e u t par la s u b s t i 

tut ion 

c f s i n a -+- tp(p)] = -

ramener l ' équat ion di f férent ie l le ( 3 ) à la forme ( ' ) 

dz 

dv 
^5 = f>[tpi(|>) — \]z3— [1 TF(v) v <p'(v)]z* 

(') VOIR A P P E L L , ARCHIV DER MATHEMATIK UND PHYSIK, DRITTE REIHE, 
FÜNFTER BAND, 1903. 

Remarque. — Si l'on v o u l a i t , dans un cas par t i cu l i er d é t e r m i n é , e f f ec 

tuer les quadratures , o u d u m o i n s c a l c u l e r a p p r o x i m a t i v e m e n t les va leurs 
lu 
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qui r e n t r e d a n s l e t y p e g é n é r a l 

dz 

dx 
— C0Z

a-\- CiZ*-\- c t z -+- c s 

é t u d i é par d i v e r s a u t e u r s ( R O G E R L I O U V I L L E , Comptes rendus, 6 s e p 

t e m b r e 1886; A P P E L L , Sur les invariants de quelques équations diffé

rentielles (Journal de Jordan, t . V , 1889); P A I N L E V É , Annales de 

l'École Normale supérieure, 3 e s ér ie , t. V I I I , 1891; E L L I O T , Ibid. t . V I I , 

1890, e t R I C H A R D G U N T S C H E d a n s un O p u s c u l e i n t i t u l é : Wissenschaftliche 

Beilage zum Programm der dritten Realschule zu Berlin. Os tern , 

1893, Gärtner Verlagsbuchandlung). 

2 2 0 . M o u v e m e n t d ' u n p o i n t p e s a n t s u r u n p l a n i n c l i n é a v e c f r o t t e 

m e n t e t r é s i s t a n c e d e m i l i e u . — L' inc l ina i son du p l a n sur l 'horizon 

é t a n t i, p r e n o n s p o u r o r i g i n e la p o s i t i o n in i t ia le d u m o b i l e , p o u r axe Oy 

la l i g n e d é p l u s g r a n d e p e n t e d i r i g é e v e r s l e h a u t , p o u r a x e O a ? u n e h o r i 

z o n t a l e du p l a n e t p o u r a x e Oz u n e n o r m a l e au p l a n . Les forces qui a g i s 

s e n t s u r le m o b i l e s o n t l e p o i d s mg, la r é s i s t a n c e d e m i l i e u R d i r i g é e en 

s e n s c o n t r a i r e d e la v i t e s s e , la r é a c t i o n n o r m a l e N du p lan , e t enfin la 

force d e f r o t t e m e n t fTi d i r i g é e e n s e n s c o n t r a i r e de la v i t e s s e ; y d é s i g n a n t 

l e coe f f i c i en t d e f r o t t e m e n t . 

C o m m e ^T-J e s t é v i d e m m e n t n u l , on a, e n p r o j e t a n t sur Oz, 

la f o r c e d e f r o t t e m e n t / N e s t d o n c c o n s t a n t e e t é g a l e à fmgcosi. La 

r é a c t i o n n o r m a l e N é t a n t é g a l e e t o p p o s é e à la c o m p o s a n t e n o r m a l e du 

p o i d s , o n p e u t s u p p r i m e r c e s d e u x forces qui se font é q u i l i b r e e t il reste à 

c h e r c h e r d a n s le, p lan le m o u v e m e n t d'un p o i n t m s o l l i c i t é par l e s forces 

s u i v a n t e s : 1° la p r o j e c t i o n du p o i d s mg s u r l e p l a n qui a p o u r v a l e u r 

mgsini e t qui e s t d i r i g é e en s e n s c o n t r a i r e de Oy; 2 0 la rés i s tance d e 

m i l i e u R e t la f o r c e d e f r o t t e m e n t fmgcosi qui s o n t d i r i g é e s t o u t e s deux 

e n s e n s c o n t r a i r e de la v i t e s s e e t qui s e c o m p o s e n t en une s e u l e force 

S i l 'on d é s i g n e g'sin i par gi, o n a à c h e r c h e r l e m o u v e m e n t d'un p o i n t 

so l l i c i t é par u n e force mgi para l l è l e à 0 ^ e t u n e rés i s tance R i . O n a d o n c 

l e s m ê m e s é q u a t i o n s q u e d a n s le p r o b l è m e p r é c é d e n t , sauf l e c h a n g e m e n t 

d e g en gt e t d e R e n R i . 

P a r e x e m p l e , si la lo i d e la r é s i s t a n c e R e s t la m ê m e que dans le cas 

p r é c é d e n t mg(a -+- bvn), a v e c n^o, o n a 

o = N — mg e o s i ; 

Ri = fmg c o s t -+- R. 

R 1 = mg, If coli-h 
s inz 

a = mg1(ai-hbiv«'), 

ai e t bi d é s i g n a n t d e u x n o u v e l l e s c o n s t a n t e s . Il suffira d o n c , d a n s le c a s 
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221 . Mouvement d'une particule électrisée dans un champ élec
trique et dans un champ magnétique superposés. — Soit u n e p a r t i 
cule matér ie l l e d e masse m p o r t a n t une c h a r g e s, en m o u v e m e n t d a n s 
l 'espace avec une v i t e s s e v à l ' instant t. 

I m a g i n o n s d'abord des c h a r g e s é l ec t r iques fixes, sur des c o r p s fixes, 
p r o d u i s a n t un c h a m p é l e c t r i q u e , dans l eque l la f o r c e é l e c t r i q u e a g i s s a n t 
sur une c h a r g e é l e c t r i q u e -+- i p l a c é e en un p o i n t (x, y, z) a i t p o u r p r o 
j ec t ions P , Q , R a v e c 

P _ d V o - d V
 R - d y 

dx ^ dy dz 

V dés ignant l e p o t e n t i e l du c h a m p é l ec tr ique : la force a p p l i q u é e à a 
masse m p o r t a n t la c h a r g e s, pos i t i ve o u n é g a t i v e , sera tP, E Q , e R . 

Soi t , d 'autre par t , un c h a m p m a g n é t i q u e créé par des a i m a n t s e t d e s 
courants c o n s t a n t s , dans l eque l la force m a g n é t i q u e H qui ag ira i t s u r u n 
pô le m a g n é t i q u e - ) - 1 p lacé e n (x, y, z) aurai t pour p r o j e c t i o n s X, Y, Z : 
on a d m e t que la force F , que c e c h a m p fait na î tre sur la p a r t i c u l e , e s t 
définie par la lo i s u i v a n t e . A p p e l o n s x, y, z l e s c o o r d o n n é e s d e la p a r t i -

qui a é té trai té en déta i l , de r e m p l a c e r g, a e t b par g\, ai et bi. P r é c é 

demment , a é ta i t in fér ieur à i , m a i s a c t u e l l e m e n t at p e u t ê tre infér ieur , 

égal ou supér i eur à i , s u i v a n t les va l eurs d e i e t f. N o u s n o u s b o r n o n s à 

indiquer les résu l ta t s q u e n o u s p r o p o s o n s d e d é m o n t r e r à t i tre d 'exerc ice . 

Si ai < i , o n t r o u v e , c o m m e c i - d e s s u s , que la t ra jec to ire a u n e a s y m 

pto te paral lè le à Oy e t que la v i tesse a u n e l i m i t e . 

Si « i > i , on t r o u v e , par une d i s c u s s i o n a n a l o g u e à ce l le que n o u s a v o n s 

faite plus h a u t , q u e la v i t e s s e s 'annule au bout d'un temps fini : l e s forces 

de f ro t tement , de g l i s s e m e n t e t d e r é s i s t a n c e de m i l i e u d i spara issent a lors , 

et l e p o i n t reste i n d é f i n i m e n t i m m o b i l e , en équi l ibre sur le plan inc l iné 

avec f ro t t ement s t a t i q u e . 

Si a , = i , la v i t e s s e s 'annule au b o u t d'un t e m p s fini ou infini, su ivant 

q u e » e s t in fér ieur ou n o n à i ; x t end v e r s une l i m i t e ; ^ reste fini ou 

dev ient infini, s u i v a n t q u e n e s t in fér ieur ou non à 2 . Ces différentes c i r 

cons tances se r e c o n n a i s s e n t sur les formules du n u m é r o p r é c é d e n t , so i t 

d i rec tement , so i t en i n t r o d u i s a n t à la place de a la variable aux i l ia i re u 

que nous a v o n s i n d i q u é e . 
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e t deux formules a n a l o g u e s ob tenues e n p e r m u t a n t les c o o r d o n n é e s ( ' ) . 
Les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t d e la part i cu le s o n t d o n c 

l dt* \ dt dt j 

, , 1 d'-y I dx dz\ 

\ dt* \ dt dt ) 

Si les c h a m p s é l e c t r i q u e e t m a g n é t i q u e s o n t q u e l c o n q u e s , o n ne peut 

rien dire sur l ' in t égra t ion de ce s é q u a t i o n s , sauf q u e le t h é o r è m e des 

forces 'v ives d o n n e i m m é d i a t e m e n t 

d ^ = e ( P dx -t- Q dy -+- R dz), 

parce que le travai l de la force F es t é v i d e m m e n t nul ; o n a d o n c l ' i n t é 

grale première 

mv* 

: — z\(x,y,z) • 
V dés ignant l e p o t e n t i e l du c h a m p é lec tr ique . Par e x e m p l e , si le c h a m p 
é lec tr ique e s t nul , la v i t e s se e s t c o n s t a n t e , 

o n peut a lors é l iminer l e t e m p s en in trodui sant l 'arc * de t ra jec to i re par 

la re la t ion 

ds = v„ dt. 

(') "Voyez, par exemple, BOUASSE, Cours de Physique, t. I I I , p. 229, et diverses 
Notes de M.-C. Stôrmer, Comptes rendus, 2, 9, 23 mars et 31 septembre 1908. 

dx dy dz , . . . . . . _ 
c u l e m, > l e s pro jec t ions d e sa v i t e s se o ; la force F es t p e r p e n 

dicula ire au p lan des v e c t e u r s H e t v, é g a l e au p r o d u i t H p e s i n ( H , i>) e t , 

si e e s t positif , d i r i g é e vers la g a u c h e d'un o b s e r v a t e u r a y a n t les p i e d s en 

m, la t ê t e en ν e t r e g a r d a n t d a n s l e sens m H (fig. ι 4 ° ) · Cet te force F 
es t donc é g a l e au p r o d u i t de ε par le m o m e n t l inéa ire G d'un v e c t e u r H W 
e q u i p o l l e n t à την, pr is par r a p p o r t au p o i n t m. Les a x e s ayant la d i s p o 
s i t ion que n o u s a v o n s a d o p t é e , l e s pro jec t ions de F s o n t a lors 
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u = mv„ 
~ T F ' 

/ D Z 

V D J -**)' 
I 1 D X D Z \ 

- X D - S Y 7 * \ Z D 7 

D Z \ 

- X D - S Y 

r» (·£ D X \ 

T o u t d'abord, i l e s t é v i d e n t q u e la trajecto ire G est u n e l i gne g é o d é s i q u e 
du c ô n e ayant p o u r s o m m e t O e t p o u r d irec tr ice G ; car , la v i t e s s e é t a n t 
cons tante , la force F es t d i r igée su iv a nt la n o r m a l e pr inc ipa le à G, e t , d'autre 
part , la force F en m est p e r p e n d i c u l a i r e à la g é n é r a t r i c e O m et à la v i 
tesse v, c ' e s t -à -d ire -normale au c ô n e c o n s i d é r é . Mais o n p e u t m o n t r e r q u e 
ce cône est de révo lu t ion par u n e ana lyse d u e à M. D a r b o u x ( N o t e VII , à 
la Mécanique de Despeyrous, i e l ' v o l u m e , H e r m a n n , 1884). Les èqua» 
t ions ( 2 ) d o n n e n t , si l 'on fait la c o m b i n a i s o n c o n d u i s a n t a u t h é o r è m e d e s 
m o m e n t s par rappor t à Oz, 

X Î - H Y I - H z2 dz 

r3 ds 

z dr 1 dz d 

I d*y d l x \ 
* \ X N F - y d s T ) 

z I dx dy dz\ 

_ z dr 1 dz d / z \ 

~ r1 ds r ds ds \ rj 
On a d o n c en i n t é g r a n t 

/ dy dx\ z _ 

» \ X - £ - R - d s - ) = - - r + c -

I dz D Y \ 

* V D I - Z I R S ) 

On a de m ê m e 

( dx dz \ 

Sds-~Xds-) 
A, B, C d é s i g n a n t ses c o n s t a n t e s . Si l 'on m u l t i p l i e c e s é q u a t i o n s par z, X 

ET Y r e s p e c t i v e m e n t e t si on les a jou te , on a 

( 3 ) o = - r + A » + B / + C « , 

A. — I. 24 

Premier cas particulier. — Le champ électrique est nul, le champ 
magnétique provient d'un seul pôle magnétique placé à l'origine O. — 
Dans ces c o n d i t i o n s , le c h a m p m a g n é t i q u e X , Y, Z dér ive d'une fonc t ion 

de la forme U = - où r e s t la d i s t a n c e ^x* - H Y * •+• Z * . Les é q u a t i o n s d u 

m o u v e m e n t sont a lors , e n p o s a n t 

, ds 
dt = —? 
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d*x ( b p\ 
~J— + 0)*{X £ - ) = o , dt* \ eu to* / ' 

d a n s l a q u e l l e on p e u t prendre c o m m e i n c o n n u e x—— — S- et qui donne 

( 6 ) a? = — - t - — - H A sin(u>£ H - a ) , 

é q u a t i o n d'un c ô n e qui p o r t e la t ra jec to i re . Ce c ô n e est de révolut ion 

autour d'un a x e p e r p e n d i c u l a i r e au plan P a y a n t p o u r é q u a t i o n 

A a- H- By -f- Cz = o , 

c a r l ' équat ion ( 3 ) m o n t r e q u e l e c ô n e est l e l ieu des p o i n t s te ls que le rap

p o r t de l e u r s d i s t a n c e s au p o i n t O e t au p lan P passant par O est 

c o n s t a n t . 

E n r é s u m é , la t ra jec to i re e s t u n e l i g n e g é o d é s i q u e d'un c ô n e de r é v o l u 

t i o n de s o m m e t 0 · Ce résu l ta t , s i g n a l é par M. P o i n c a r é , e x p l i q u e c o m p l è 

t e m e n t l e b e a u p h é n o m è n e de la s u c c i o n d e s r a y o n s c a t h o d i q u e s vers un 

p ô l e m a g n é t i q u e , d é c o u v e r t par M . B i r k e l a n d e n 1895 (Archives des 

Sciences physiques et naturelles, 1898, t. V I , p . 205). 

Deuxième cas particulier. — Champ électrique et champ magné
tique constants. — L' in tégrat ion e s t fac i l e , q u a n d les d e u x c h a m p s sont 

c o n s t a n t s ; a l o r s P , Q, R, X . Y, Z s o n t c o n s t a n t s . P r e n o n s l e s axes de 

t e l l e façon que Oz s o i t para l lè le à la force X , Y, Z d u c h a m p m a g n é t i q u e 

e t que le p lan zOx c o n t i e n n e la force P , Q, R du c h a m p é l e c t r i q u e . 

Alors X , Y e t Q s o n t nu l s e t l es é q u a t i o n s g é n é r a l e s ( 1 ) d e v i e n n e n t 

d*x dy 
m —J-— = eP — s Z - f , 

dt* dt 

, , >. d'-y _ dx 
«> ^ M - D I = + e Z ¿ T 

dlz 
mdï? = £ R ' 

o ù les coef f ic ients s o n t c o n s t a n t s . N o u s p r e n d r o n s p o u r o r i g í n e l a pos i t ion 

in i t ia l e du m o b i l e , à l ' ins tant t = o . En d é s i g n a n t par p, r et u> les c o n -
e P e R e Z 

s t a n t e s — > — - , > u n e p r e m i è r e i n t é g r a t i o n d o n n e i m m é d i a t e m e n t 
m m m 

I dx 
— =pt + uy + a, 

( 5 ) { J = - » » - . - 6 , 

dz 
dt = 

a, b, c é t a n t d e s c o n s t a n t e s d ' in tégrat ion é g a l e s a u x projec t ions de la 

v i t e s s e in i t ia l e sur l e s a x e s . P u i s , l ' é l iminat ion dey c o n d u i t à l 'équation 

l inéa ire 
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CHAPITRE X. GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT CURVILIGNE. 3 7 I 

Fig. 141. 

Le m o u v e m e n t d e M es t a lors r e p r é s e n t é c o m m e il su i t : u n cerc l e G d e 

centre M, , de rayon A, para l lè le au p lan d e s xy, e s t a n i m é d'un m o u v e 

ment de trans lat ion p a r a b o l i q u e , e t le p o i n t M p a r c o u r t la c i r c o n f é r e n c e 

de ce cerc le d'un m o u v e m e n t un i forme , ident ique à ce lu i d e M 5 sur l e 

cercle G 0 . 

En faisant var ier les va l eurs d e s c o n s t a n t e s p, r, u> ou P , R, Z, o n 

obt ient des cas part icu l iers c o n d u i s a n t à d 'é légants ré su l ta t s . Si R = o , 

A et a é tant d e u x n o u v e l l e s c o n s t a n t e s . O n a e n s u i t e , par la première des 

équations ( 5 ) , 

(6 ' ) y = — — — — -t- A c o s f i o i -+- a ) , 

les cons tantes A e t a é tan t te l les q u e x e t y s 'annulent avec t, e t par la 

trois ième 

(6"1 z=-rl*-hct. 
' 2 

On a ainsi l es équat ions du m o u v e m e n t sous forme finie. 

On peut se représenter l e m o u v e m e n t c o m m e r é s u l t a n t d'un m o u v e m e n t 

circulaire un i forme e t d'un m o u v e m e n t parabo l ique d'axe ver t i ca l e t d 'ac

célération c o n s t a n t e paral lè le à O s . En effet, si l 'on pose 

b p a p i 
( 7 ) 3 7 , = - + — , yi= t, zt=-rt*-hct, 
' CO 102 10 to 2 

( 8 ) a ? 2 = A s i n ( i o i - l - a ) , ^ 2 = A c o s ( t o i -t- a ) , z} = o, 

on peut écrire 

X = Xt + Xt, y = y i + y î , z = Zi-i-Zi. 

Le point M¡ de c o o r d o n n é e s Xi, yi, Zi es t a n i m é d'un m o u v e m e n t p a r a 

bol ique , dans un p lan paral lè le à zOy, d o n t l 'accé lérat ion c o n s t a n t e , 

parallèle à Oz e s t é g a l e à r ; le p o i n t M 2 de c o o r d o n n é e s x i t y t , z^ décr i t 

dans le plan xOy un cerc le C 0 , d e c e n t r e O, de r a y o n A , a v e c la v i t e s s e 

angulaire ai. La pos i t ion du m o b i l e M au t e m p s t s 'obt ient en c o n s t r u i s a n t 

la résul tante de O M , e t 0 M 2 , c ' e s t -à -d ire e n m e n a n t par M t un v e c t e u r 

MiM é q u i p o l l e n t à 0 M 2 (fig. 141 ) . 
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EXERCICES. 

1. Mouvement recti l igne d'un point attiré par un centre fixe en raison inverse 

da cube de la distance, X = — m ~ -
x3 

On trouve 
x 5 = - ^ + (x„+vj)\ 

XQ 

2. Mouvement rectiligne d'un point entre deux centres attractifs (la Terre et 
la Lune, par exemple) supposés fixes et attirant le point en raison inverse du 
carré de la distance. 

Réponse. — En appelant a la distance des deux centres fixes et prenant l'un 
d'eux pour origine, on a 

X - _ m k " ' 
~ x'1 (a — xy 

Actuellement, il y a entre les deux centres une position d'équilibre instable E. 
Le mobile n'étant pas dans cette position, si on le lance vers celte position avec 
une vitesse suffisante pour la lui faire dépasser, il ira tomber sur le deuxième 

c 'es t -à-dire si le c h a m p é l e c t r i q u e e s t perpend icu la i re au c h a m p m a g n é 
t i q u e , r = o , et l e p o i n t M , e s t a n i m é d'un m o u v e m e n t rectiligne uni
f o r m e . La parabole du cas généra l est a lors r e m p l a c é e par une d r o i t e e t , 
su ivant les c o n d i t i o n s in i t ia l e s , on pourra avo ir c o m m e t ra jec to i re , dans 
des cas part i cu l i ers , une h é l i c e c i rcu la ire , u n e c y c l o ï d e , e t c . 

Troisième cas particulier. — Recherches de M. Stôrmer sur les au
rores polaires. — D'après des idées é m i s e s par M. B i r k e l a n d , e n 1896, et 
par A r r h e n i u s , e n 1900, q u e l q u e s p h y s i c i e n s o n t é t é a m e n é s à penser que 
les aurores po la ires e t l es per turbat ions m a g n é t i q u e s c o r r e s p o n d a n t e s sont 
dues à des c o r p u s c u l e s é l ec tr iques ( r a y o n s c a t h o d i q u e s ou rayons a n a l o g u e s ) 
v e n a n t de l 'espace e t s u i v a n t des trajec to ires d é t e r m i n é e s par l 'act ion du 
m a g n é t i s m e t e r r e s t r e . Le p r o b l è m e de ca l cu ler c e s tra jec to ires se simplifie 
si l 'on s u p p o s e l e s c o r p u s c u l e s très loin de la T e r r e , à p l u s de u n mi l l ion 
de k i l o m è t r e s , par e x e m p l e : o n p e u t alors r e g a r d e r l e c h a m p m a g n é t i q u e 
de la T e r r e c o m m e é tant dû à un a imant é l é m e n t a i r e p lacé au c e n t r e de 
la T e r r e a y a n t p o u r a x e l 'axe terrestre (voir pour la d é t e r m i n a t i o n du 
c h a m p d'un a i m a n t é lémentai i -e le T o m e III de ce Traité, n ° 5 7 0 ) . C'est en 
se p l a ç a n t dans ce s h y p o t h è s e s s impl i f icatr ices q u e M.. Cari S t ô r m e r a 
traité le p r o b l è m e dans un M é m o i r e i n s é r é a u x Archives des Sciences 
physiques et naturelles de Genève, q u a t r i è m e p é r i o d e , t. X X I V , 1907 ; 
sans i n t é g r e r les é q u a t i o n s du p r o b l è m e , M. S t ô r m e r a o b t e n u d ' important s 
ré su l ta t s : il e s t p a r v e n u n o t a m m e n t à e x p l i q u e r les trai ts e s s e n t i e l s des 
e x p é r i e n c e s de M. B irke land (Comptes rendus, a i s e p t e m b r e 1908) e t 
d'autres p lus récente s de M. Vi l l ard . La p lace n o u s m a n q u e pour d é v e 
lopper c e t t e t h é o r i e , qui e x i g e de l o n g s c a l c u l s . 
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CHAPITRE X. — GÉNÉRALITÉS. MOUVEMENT CURVILIGNE. 373 

* désignant une constante, se meut sous l'action de la force X, =<x 2 X, l'abscisse 
et la vitesse initiales étant x0 et v„. 

En particulier, si a = <J — i , le point dont le mouvement est donné par la 
formule 

x, = f(t i / ^ l , x0, — v„ 

se meut sous l'action de la force X, = — X {Comptes rendus, 3o décembre 1 8 7 8 ) . 
Appliquer à 

x = < ? . x = —px, x = — J r 

4. Si la loi d'un mouvement lautochrone rentre dans la formule de Lagrange, 
montrer que, en ajoutant à la force une résistance proportionnelle à la vitesse, 
on a encore un mouvement tautochrone ( R O U T H ) . 

5. Trouver l'expression de la vitesse v dans un mouvement rectil igne en fonc
tion de x et xt de telle façon que le mouvement correspondant soit tautochrone. 

Réponse. — Le point de tautochronisme étant à l'origine, supposons l'expres
sion de v écrite sous la forme 

où \ désigne le rapport Cette expression v est supposée s'annuler pour x = x„, 

c'est-à-dire pour \ = 1 . Le temps T employé par le mobile à atteindre l'origine est 

<f(x„,l)dx=— ! x,<f(x„\)Oi, 
0 «^0 

en remplaçant x par xt%. L'intégrale T étant indépendante de xt, sa dérivée 

d T = _ f l à[x^(xm\)} 

doit être nulle. Appelons 6 ( x t , \ ) l'intégrale indéfinie 

^d[x„<f(xv, S ) ] j e 

àxZ a i ' f. 

centre attractif; si la vitesse du mobile s'annule avant qu'il atteigne le point E , 
il retombe sur le premier centre attractif. Enfin, si l'expression algébrique de la 
vitesse s'annule au point E , le mobile se rapproche indéfiniment de E avec une 
vitesse tendant vers zéro, mais n'y arrive jamais. 

3. Soit a; = / ( t,xc, ç>0) l'équation du mouvement produit par une force X = <p(x), 
dépendant uniquement de la position du mobile, l'abscisse et la vitesse initiales 
étant x0 et t>„. Démontrer qu'un deuxième point matériel de même masse dont 
l'abscisse est 
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Â-(ï) désignant une fonction arbitraire et a une constante arbitraire. On a donc 
pour v l'expression 

où 6 est une fonction arbitraire de x„ et \ assujettie seulement à s'annuler pour 

\ = o et \ = i . Après la quadrature, il faut remplacer % par — · La vitesse v de-

vant s'annuler pour % = i et rester finie, il faut de plus que le dénominateur 
devienne infini pour { = i et reste différent de zéro quand \ varie de i à o. 

Une fois v trouvé en fonction de x et x„, pour avoir la loi de la force, il suffit 

d'éliminer x„ entre v et ce qui ne peut se faire qu'après un choix déterminé 

de la fonction Q(xt, Ç). On obtient ainsi ^ = f(x,v), et la loi de la force est 

F = mv — = mv f(x, v). 

Par exemple, si 9 est identiquement nul, on retrouve le cas où l'équation diffé
rentiel le du mouvement est homogène en x et v. M. Bertrand a remarqué depuis 
longtemps que la formule générale du mouvement rectil igne tautochrone doit 
contenir une fonction arbitraire de deux variables. 

5 àis. Mouvements tautochrones (méthode de M. Guicbard) . — Considérons 
des mouvements tautochrones quelconques; le mobile part du point xt pour 
arriver à l'origine dans un temps qu'on peut supposer égal à i . La vitesse c 0 du 
mobi le , à l'origine, varie avec x0. Prenons le mouvement inverse; le mobile par
tira de l'origine à l'instant t = o, avec* une vitesse variable ç>„; il atteindra le 
point x„ variable avec i>, au bout du temps t = t. Pour ce mouvement, on aura 

( i ) v = (i-t)/(t,v). 

f se réduit à c 0 pour t= o ; de plus, / e s t positif, quel que soit v„ pour t com
pris entre o et i . On aura ensuite, en appelant y l'accélération, 

( a ) x= f (i—t)f(t,v,)dt, 

Jo 
( 3 ) T = ( i - 0 / , ' ( ' . " o ) - / ( « i " o ) -

de tel le façon que 

dlx,Hx„l)] _ d 9 ( a r „ g ) . (,) dx~„ à\ ' 

la fonction 8 s'annule avec % et la condition de tautochronisme est que 6 s'annule 
aussi pour \ — i. Réciproquement, si 6 est une fonction arbitraire de x 0 , et % s'an-t)f 
nulant pour % = o et % — i , l'intégrale - j — est nulle. Intégrant l'équation ( i ) par ax9 

rapport & x „ , \ étant regardé comme une variable indépendante de x t , on a 
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(A.x2-t- 2Bxy •+- C / ! + iDx -+- 2 Ey -t- F ) 2 

(JT, A, B, C, D, E, F désignant des constantes. 

Réponse. — La trajectoire est une conique quelles que soient les conditions 
initiales. 

10. Mouvement d'un point pesant dans un milieu résistant, la loi de la résis

tance R étant donnée par 

R = mg(A -f- B l o g o ) , 

A et B constantes ( loi ne pouvant être adoptée que pour f > 1, car autrement 
la résistance croîtrait quand v d iminuerai t ) . 

Cette loi peut s'obtenir comme cas l imite de celle qui a été adoptée dans le 
texte : 

R = mg (a-hbv" ) . 

B B 

Il suffit de poser a = A 1 b = - et de faire tendre n vers zéro. 
r n n 

11. Achever les calculs du texte (219) en supposant n = 1 et a — ^. On peut 

effectuer toutes les intégrations. 

Des formules ( i ) et ( 2 ) tirons t et f o t puis porions dans la troisième; on aura 
Y = tt(x, v). En prenant enfin F = — mH(x, v), on aura un mouvement tauto-
chrone. 

6. Trouver les lois de forces produisant les mouvements rectilignes suivants : 

x = x„ cos< + c 0 sinf, 

X = xa cos t -+- v0 sin t + gt*, 

x* = - ? £ H- (xt+ v,t)\ 

7. Un mobile animé d'un mouvement rectiligne est sollicité uniquement par 
une résistance de milieu R = /reiç>(p), fonction continue de la vitesse v, essen
tiellement positive et croissant avec la vitesse. Démontrer : 1° que si <p(o) est 
différent de zéro, le mobile s'arrête au bout d'un certain temps, après avoir par
couru un espace fini; 2° que, si <p(o) est nul, de telle façon que le produit 
v~"tf (v) tende vers une limite différente de zéro lorsque c tend vers zéro, le mo
bile s'arrête quand n est inférieur à 1, et continue à marcher indéfiniment avec 
une vitesse tendant vers zéro, quand n est égal ou supérieur à 1 ; dans ce second 
cas, l'espace parcouru par le mobile est fini quand n est inférieur à 2 ; il est 
infini quand n. est égal ou supérieur à 2 . 

8. Mouvement d'un point attiré par un plan proportionnellement à fa distance. 

9. Mouvement d'un point sollicité par une force parallèle à l'axe Oz, ayant 
pour expression 

** ~ ( A I + B K + C Î + I) ) - ' 
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dx3 c o s 3 a |_ \dx) J 

( D E S P A R R E , Comptes rendus, 23 et 3o mai 1892, et Mémorial 
de l'Artillerie de la Marine, 1892. ) 

13. Mouvement d'un point pesant dans un milieu résistant dont la résistance 
est proportionnelle au cube de la vitesse. 

Le problème peut être résolu complètement à l'aide des fonctions elliptiques 
(voyez A P P E L L et L A C O U R , Principes de la théorie des fonctions elliptiques, 
p. 225 ; voyez également deux articles de M. D E S P A R R E , Bulletin de la Société 
mathématique, 1900 et 1 9 0 1 ) . 

14. Un point se meut dans un plan xOy, sous l'action d'une force dont les 
composantes X et Y sont 

Y
 d V v à V 

A. = -r—1 I = ——Y 

ày dx 
U étant une fonction de x et y. 

Démontrer que les équations du mouvement admettent l'intégrale première 
dx dy ,T , 

15. Un point se meut dans un plan xOy, sous l'action d'une force dont les 
composantes X et Y sont des fonctions de x et y vérifiant les deux conditions 

dX __dY_ dX _ £ Y 
dy ~ dx' dx ~ dy 

Démontrer que l'intégration des équations du mouvement peut être effectuée 
à l'aide de quadratures. 

Réponse. — Dans ce cas, la quantité X - t -Yi est une fonction de la variable 
complexe z = x +yi, X -+- Y» = f(z). Les deux équations du mouvement peuvent 
alors se condenser en une 

d'z 
m d F = * < * ) . 

et l'intégration est ramenée à deux quadratures successives : la première 

m{a7Ï-m(a7Ïr\£ 

puis la seconde, donnant t en z. 

( L E C O R N U , Comptes rendus, t. CI, p. ia44> Journal de 
l'École Polytechnique, LV* Cahier. ) 

12. Un point pesant se meut dans un milieu résistant : démontrer que, R dési
gnant la résistance, on a, entre l'ordonnée et l'abscisse x d'un point de la tra
jectoire, la relation 

<py _ ag-R 
dx3 v* cos : , a 

V désignant la vitesse et a l'angle d e l à tangente avec l'horizontale Ox. 
En particulier, si la résistance est proportionnelle à v\ l'équation différentielle 

de la trajectoire est 
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16. Plus généralement, si l'on a 

dX bdY dX _ o T ( 

dy ~ àx* àx ~~ dy 

a et b désignant des constantes, l'intégration des équations du mouvement se 
ramène à des quadratures. 

Réponse. — On ramène ce cas au précédent par les substitutions 

X=\fbX', Y - y / — a ï ' , x = \Jbx', y — \j— ay'. 

17. Un point se meut dans l'espace, sous l'action d'une force dont les compo
santes X, Y, Z sont des fonctions de x, y, z vérifiant les relations 

dX _ dY _ àZ àX _ dY _ dZ dX _ dY _ dZ 
ôx ~ dy ~~ àz ' dy ~~ àz ~ àx ' àz ~ àx ~ dy 

Démontrer que l'intégration des équations du mouvement se ramène à des 
quadratures. 

Réponse. — En appelant a et a? les racines cubiques imaginaires de l'unité et 
posant 

x +y -+- z = p, x -t- ay -+- a7z = g, x -+- a'y •+- az — r, 

X + Y-I -Z = P, X + í Y + a'Z = Q, X -t- a 2 Y + aZ = R, 

on trouve que P est fonction de p seul, Q de g, R de /'. Les équations du m o u 
vement sont alors équivalentes aux trois suivantes, 

cPp d'q cPr 

mdF = p> m d F = °-' m r f F = R ' 

dont chacune s'intègre par deux quadratures. Exemple : 

X = x 2 + lyz, Y = z1 -+- 2 xy, Z = y 2 -H 2 zx. 
( Comptes rendus, 19 mars 1 8 7 7 . ) 

18. Étant donné un point matériel soumis à une force qui ne dépend que de sa 

position, les intégrales des équations différentielles du mouvement restent réel les , 

et l'on y remplace t par t \J — 1, et les projections x'a, y'a, z', de la vitesse initiale 

par — x>0 \J — 1, —y', \J — 1, —z'0 ^ — 1. Les expressions nouvelles ainsi obte

nues sont les équations du nouveau mouvement que prendrait le même point ma

tériel si, placé dans les mêmes conditions initiales, il était sollicité par une force 

égale et contraire à celle qui produisait le premier mouvement. 

( Comptes rendus, 3o décembre 1878. ) 

19. Un point pesant se meut dans un milieu résistant, la résistance R étant, 
comme on l'a supposé dans le texte, une force dirigée en sens contraire de la 
vitesse v et fonction de v, R = mgf(v). Supposons, de plus, la fonction f(v) 
continue, positive et croissante avec v. Démontrer les propositions générales 
suivantes : 

1* Si <p(o) > 1, le mobile décrit en un temps fini un arc de trajectoire fini qui 
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se termine en un point où la tangente est verticale et où le mobile arrive avec 
une vitesse nulle. Le mobile reste alors immobi l e ; car, s'il tend à se remettre en 
mouvement, la résistance qui se produit est supérieure au poids. [Ce cas peut se 
présenter, par exemple, pour le mouvement d'un point pesant avec frottement sur 
un plan incliné ( 2 2 0 ) . ] 

2" Si c p ( o ) < ; f ( cas des projectiles d'artillerie), le mobile décrit une courbe 
avec une branche infinie possédant une asymptote verticale, et la vitesse tend 
vers une limite A, égale à la racine de l'équation 1 — <p(v) = o, équation qui 
admet évidemment une seule racine, d'après les hypothèses faites sur f ( v ) . 

3° Si <p(o) = 1, v tend vers o, x tend vers une limite finie ; mais, pour t et y, 
différents cas particuliers peuvent se présenter, suivant la façon dont <f(v) tend 
vers 1 quand v tend vers zéro. Si v~n[i—f(v)] reste fini, résultats de l'ex. 7. 

Indication sur la méthode à suivre. — L'équation ( 3 ) , page 36i , donne 

· . ' /v CuS ut 
v cos a = v„ cos a,, e a » , 

equation qui montre que p cos oc tend vers zéro quand oc tend vers — e n la 

résolvant par rapport à t>, on a une expression qui, pour a = — -> prend la 

forme « D'après les règles ordinaires, on en conclut, en appelant v, la l imite 

de v, la condition 
» , [ ' — <p( f i> ] = 0 , 

qui montre que p, est nul ou racine de 1 —f ( v). On achève ensuite la discussion 
à l'aide des formules de la page 36 i . ( M O R I N . ) 

20. Analogies entre l'équilibre d'un filet le mouvement d'un point. — Ces ana
logies se révèlent immédiatement par la comparaison des équations intrinsèques 
de l'équilibre d'un fil ( n° 136) et du mouvement d'un point. On a ainsi les théo
rèmes suivants : 

( a ) Si un fil est en équilibre sous l'action d'une force Fds, la tension étant T, 
un point matériel de masse m, décrivant la courbe funiculaire avec une vitesse v 
égale i fcT en chaque point (k constante) , est soll icité par une force 4> opposée 
à F d'intensité mk2FT ou mkFv. On peut passer inversement du mouvement du 

point à l'équilibre du fil ; il suffit de supposer T = j - et a force F opposée à 4> 

d intensité —j— 
mkv 

(b) Un point matériel sollicité par une force verticale dirigée vers le haut et 
proportionnelle à sa vitesse décrit une chaînette. 

( c ) Un fil dont chaque élément ds est sollicité par une force verticale Fds, 
k ds 

inversement proportionnelle à sa tension Fds=—^-, se dispose suivant une 

parabole. ^On peut aussi dire que cette force Yds varie proportionnellement à 

dx \ 
la projection horizontale dx de l'élément ds, car T - ^ j = C. j 

( d ) Si l'on transforme de cette façon les équations qui, pour un point matériel, 
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expriment le principe des aires (n° 203) et le principe des forces vives (n° 206) , 
on trouve, pour les fils, les théorèmes exprimés par les deux équations 

dont la première a lieu quand la force a, tout le long du fil, son moment nul 
par rapport à Oz (n° 131). 

( e ) Oes théorèmes analogues s'appliquent à l'équilibre d'un fil sur une surface 
comparé au mouvement d'un point sur une surface (voyez M Ö B I U S , Statique, 
deuxième Partie, Chap. V I I , et P A U L S E R R E T , Théorie des lignes à double cour
bure; Mallet-Bachelier, 1860.) 

21. Si plusieurs masses m, m', m", respectivement soumises à l'action des 
forces F, F', F". fonctions des seules coordonnées et partant toutes d'un 
point A avec des vitesses vt, v'„, de grandeurs différentes, mais de même 
direction, décrivent la même courbe ACB, la masse quelconque M, soumise à 
l'action de la résultante des forces a F, a'F', a" F", où a, a', cl", . . . désignent 
des constantes positives ou négatives et partant du point A avec la vitesse V„, 
ayant la même direction que v„ v'0, décrira alors la même courbe, pourvu 
que la force vive initiale de la masse M soit déterminée par la formule 

( B O N N E T , Note au Tome II de la Mécanique analytique de Lagrange) . Ce t h é o 
rème se démontre à l'aide des équations intrinsèques du mouvement . 

22. Si la résultante F des forces agissant sur un point libre appartient à un 
complexe linéaire fixe, le moment de la quantité de mouvement par rapport à ce 
complexe est constante. 

Réponse. — Par hypothèse, il existe des constantes a, b, c, p, q, r tel les 
que 

pX -h qY + rZ + a(yZ — zY) -h b(zX — xZ) -h c(xY — yX) = 0 . 

Remplaçant X, Y, Z par mx", my", mz" et intégrant, on a 

px'+ qy'+ rz'-*-a(yz' — zy') -+- b(zx' — xz') -+• c(xy'-yx') = const. , 

relation qui exprime la propriété à démontrer. 
23. Mouvement d'une particule électrisée soumise à l'action d'une masse é lec

trique fixe placée en un point O et d'un seul pâle magnétique fixe placé au même 
point O. 

Réponse. — Le point décrit, sur un cùne de révolution de sommet O, une 
trajectoire qui, par le développement du cône, devient une conique de foyer O, 
parcourue suivant la loi des aires. 

( Voir A P P E L L , Annaes scientificos da Academia Polytechnica do Porto, 
volume IV, 1909.) 

dT -+- X dx -+- Y dy -+- Z dz = o, 

M V J = (xmvl-h a.'m'v'0

!-h a"m"vl1 +... 
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CHAPITRE X I . 

FORCES CENTRALES. MOUVEMENT ELLIPTIQUE 

DES PLANÈTES. 

I . — F O R C E S C E N T R A L E S . 

222 . Équations du mouvement. — Une force est dite centrale 
quand sa direction passe constamment par un point fixe : ce point 
est le centre des forces. Prenons pour origine le centre des forces 
et convenons de désigner par F la valeur absolue de la force pré 
cédée du signe -H- ou du signe —, selon qu'elle est répulsive ou 
attractive. Nous avons vu précédemment (n° 2 0 3 ) que la trajec
toire est une courbe plane don t le plan passe par le centre des 
forces. Ce plan est dé te rminé par la position et la vitesse initiales 
du mobile. Si la vitesse initiale était dirigée suivant le rayon vec
teur, ce plan serait indé terminé , mais alors le mouvement serait 
rectiligne et aurait lieu sur le rayon vecteur. 

Prenons le plan de la trajectoire pour plan des xy. Les p ro
ject ions de la force seront , avec la convention faite sur le signe de 

Yx F y 
F , — et — · Nous pourrions employer les équations générales du 
mouvement p lan ; il est plus simple de partir des équations four
nies par le principe des aires et le théorème des forces vives. 

L'intégrale des aires 

dy dx „ 

x-y y —r- = G 

dt J dl 
s'écrit, en employant les coordonnées polaires, 

( 0 

Nous avons vu que C est le moment de la vitesse initiale par 
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Fig. 

0 <*·-

dans le sens positif ou dans le sens négatif des rotat ions au tour de 
Oz ; soient /·„, 6 0 les coordonnées de M 0 , et t\0 l 'angle de la vitesse 
initiale M 0t> 0 avec le prolongement de O M 0 ; on a 

p0 = r„ sinTjo ' 

et, par suite, 
C = r„Vo sinijo 

en valeur absolue. Si l 'on convient de compter posit ivement 
l'angle r, 0 à partir du pro longement M 0 O ' du rayon vecteur dans 
Je sens positif des ro ta t ions , celte égalité est aussi vraie en signes, 
puisque, r0 et c 0 é tant supposés positifs, le signe de C est précisé
ment celui de sin v) 0. Cette constante C ne peut être nulle qu'avec 
r0, v0 ou s i n r j 0 ; le mouvement se fait alors sur le rayon vecteur . 

Appliquons maintenant le tliéorème des forces vives; nous o b 
tenons 

, , dmv* „ , 
(2) — — = F dr. 

Les équations ( i ) et (2 ) définissent ent ièrement le mouvement j 
elles serviront à trouver r et 8 en fonction du temps. 

La vitesse a pour expression 

drl-h r* dO* 
dt* 

à l'aide de l 'équation ( 1 ) nous pouvons éliminer dans celte exprès-

rapport à Oz. Soient va la vitesse initiale et p0 sa distance à l 'o r i 
gine; la constante G a pour valeur absolue p0Vo ; il faut prendre 
les signes -+- ou — , suivant que le mouvement se fait d'abord 
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sion <Y9 ou dt; cela nous donne successivement 

( 3 ) v = \ T t ) + ^ 

(4) vi=08 [(ï)+(f.)2] 'en remp,açanti (£)'par (î) • 
Le cas le plus simple est celui où la force dépend uniquement 

de la distance r : on est alors ramené à des quadra tures , car , Y dr 
étant une différentielle totale exacle, l 'équation ( 2 ) donnera v2 en 
fonction de r; en portant cette valeur de v2 dans les équations (3 ) 
et ( 4 ) , on trouvera t et 8 par des quadra tu res . 

Revenons au cas général . Nous pouvons obtenir encore deux. 

équations importantes , en remplaçant v2 par la valeur (3) ou (4) 
dans l 'équation des forces vives. En nous servant d 'abord de (3 ) et 
. · . , . · 1 <· · 1 dmv* T-, dr 

écrivant 1 équation des forces vives ;— = r - r > nous avons 
1 2 dt dt 

d\mV[dr\* C H I dr 
Tt\T[\dl) ^l^\\ = Fdi' 

dr 
c 'es t -à-di re , en effectuant la différenlialion et divisant par 

m(-dï-7ï) = P' 

que nous conserverons sous la forme 

d*r „ G» 
( 5 ) m _ = F + ™ - . 

Cette équation définit Je mouvement relatif du mobile sur le 
rayon vecteur ; elle mon t re que ce mouvement est le même que si 
le rayon vecteur était fixe, et si la force qui agit sur le point 

c* 
était augmentée de m - ĵ» Celte même relation donnera r en 
fonclion de t lorsque F sera une fonction de la distance seule, ou 
plus généralement de r et t. 

Servons -nous maintenant de l 'expression ( 4 ) de v2 pour la 
porter dans l 'équation des forces vives; nous ob t iendrons , en 
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, • . , , . , c . i dmv* T? dr 
écrivant 1 équat ion des forces v ives ¡7— — Jf 

1 o fin /in 

d | mC* 
d%\ 2 

¿ 1 
en effectuant la différentiation et remplaçant par sa valeur 

— 7* 55 ' n o u s P o u v ° u s diviser par ^ et il reste alors la formule 

suivante, due à Binet : 

« C M i
 d*r 

< 6> t = rT-\r + lï<ï 
Cette équation peut servir à trouver r en fonction de 9, c'est-à-dire 
l 'équation de la trajectoire, si F ne dépend que de / · , ou plus g é 
néralement de r et 9. Les signes des deux membres de l 'équa
tion (6 ) mont ren t que la force est toujours dirigée vers la concavité 

de la t rajectoire; on sait, en effet, que y - + J est négatif ou 

positif selon que cette trajectoire tourne ou non sa convexité vers 
le pôle ; si la force est nulle dans une certaine position du mobile , 
il y a un point d'inflexion sur la trajectoire. 

223 . L a f o r c e e s t f o n c t i o n d e l a s e u l e d i s t a n c e . — Etudions 

plus complètement le cas impor tan t où l'on a 

F = < p ( / - ) ; 

l 'équation ( 2 ) s ' intègre immédiatement et donne 

——^ J <f(r) d r - h h; 
pour avoir la relation entre r et t, nous remplacerons o'1 par sa 
valeur (3 ) et nous aurons une équation de la forme 

t sera donc donné par une simple quadra ture . L'équation de la 

i dmv* p dr 
â~dJ~~ dS' 
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et 9 est fourni par une quadra ture . 
Il faut maintenant déterminer le signe que l'on doit p rendre 

devant le radical ; il sera déterminé par les condit ions init iales. 
On sait que la projection de la vitesse sur le rayon vecteur est 
dr 

la connaissance de la vitesse initiale entraînera celle du signe 

de {^^j > a u début , on mettra devant le radical le signe de cette 

quant i té , et on le gardera jusqu 'au moment où <j/ ( r ) s 'annulera, 
puis on déterminera le signe qu'i l faut prendre ensui te . 11 n'y a 
de difficulté que lorsque ( r 0 ) est nul, c'est-à-dire quand la vitesse 
initiale est perpendiculaire au rayon vecteur. Considérons alors 
l 'équation du mouvement sur le rayon vecteur ; la vitesse initiale 

(s?) C ' e C e n f l 0 l , v e m e n ' ' e s ' nulle, et ce mouvement se fait comme 
si, le rayon vecteur é tant fixe, la force était F -+- m

 3 ; si donc 
celte force apparente est positive au commencement , r va d'abord 
en croissant, et l'on prendra le signe -f- ; si elle est négative, r va 
d'abord en diminuant , et l'on prendra le signe —. Supposons enfin 

que F 0 -+- m ^ = o ; dans ce cas, pour un observateur entraîné avec 

le rayon vecteur, le point restera immobile , puisque le point se 
meut sur le rayon vecteur, comme si ce rayon était fixe et si le 
point était abandonné sans vitesse initiale* dans une position où 
la force apparente est nul le . La trajectoire sera une circonférence 
de rayon rt ; et, en vertu du théorème des aires, le mouvement 
sera uniforme. 

Voyons dans quelles conditions initiales précises il faut placer 
le mobile pqur ««réaliser ce mouvement circulaire. 11 faut que 
la vitesse initiale soit perpendiculaire au rayon vecleur initial 

T ) 0 = rfc - , d'où C = r t r0 v0 et que F 0 + m ^ = 0 , d 'où, en rem-

plaçant C par sa valeur, 

trajectoire s 'obtient alors aisément ; en effet, l 'équation ( i ) nous 
donne 

d » = £ d t : C d ' ' 
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Fig. i43. 

trajectoire e t le t e m p s . Mais il e s t p lus s imple de partir dea é q u a t i o n s du 

mouvement , qui s o n t , m ê m e par rapport à des a x e s o b l i q u e s , 

d'x ,„ d 1 v 

équations l inéa ires à coeff ic ients c o n s t a n t s d o n t les i n t é g r a l e s généra les 

sont 

x = Xo coskt -+- ^ - s i n / r i , y = y<¡ cosArí -+- sinkt, 

x'o ely'o d é s i g n a n t les p r o j e c t i o n s d e la v i tesse du m o b i l e à l ' instant t = o 
sur les a x e s (n" 2 1 1 ) . Si , e n part icul ier , on prend pour a x e Ox le rayon 
vecteur init ial e t pour axe Oy u n e para l l è l e à la v i tesse in i t ia le , on a 

Xo - r„, y'g = v0, y0 = x'„ = 0 , 

x = /·„ cas kt, y = -rstnkt, 

d'où, p o u r l 'équatjon de la trajecto ire , 

valeur qui n'est réelle que si F„ est négatif, c'est-à-dire si la force 
est attractive. 

Exemple. ^— Les d e u x a p p l i c a t i o n s les plus i m p o r t a n t e s d e la théor ie 

précédente s o n t re la t ives a u x cas d iune force p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s tance 

et d'une force i n v e r s e m e n t p r o p o r t i o n n e l l e au carré de la d i s t a n c e . Le s e 

cond cas sera traité en détai l dans la théor i e du m o u v e m e n t des p l a n è t e s ; 

occupons -nous du premier e t c o n s i d é r o n s d'abord un m o b i l e attiré par un 

point 0 {jîff, i43 ) p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la d i s tance 

F = — mk^r, vi = —k* /'2 + h. 

Les m é t h o d e s généra les ind iquées c i - d e s s u s d o n n e r o n t l ' équat ion d e la 
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_ m C * i 

r* \r~^ dti* •/ 

donne , pour définir la trajectoire, l 'équat ion 

d i r i _ cp(9) 

dO* r m C ! ' 

équation linéaire à coefficients constants avec second membre 
dont l ' intégrale générale est de la forme 

^ = A c o s 6 -t- B s i n 6 -+- ^ ( B ) , 

A et B désignant des constantes arbi t raires et ^ (9 ) une intégrale 
particulière de l 'équation que l'on peut toujours t r ouve r par des 
quadra tu res . 

équation d'une ellipse rapportée à deux diamètres conjugués de 

longueurs a ' = r 0 ) é ' = La durée d'une révo lut ion sur l 'e l l ipse e s t 

C o m m e u n ins tant q u e l c o n q u e p e u t ê t re c h o i s i c o m m e i n s t a n t in i t ia l , on 

v o i t q u e la v i t e s s e d u m o b i l e d a n s u n e pos i t i on q u e l c o n q u e es t éga le à kb', 

V d é s i g n a n t la l o n g u e u r du d e m i - d i a m è t r e para l lè le à la v i t e s se , c 'est -

à-dire c o n j u g u é du rayon v e c t e u r . 

Si l e m o b i l e e s t repoussé par O p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la d i s tance 

F = mk'r, on t rouve des é q u a t i o n s qui s e d é d u i s e n t des p r é c é d e n t e s par 

le c h a n g e m e n t de k en k */— i ; on a d o n c , en c h o i s i s s a n t l e s axes c o m m e 

c i - d e s s u s , 
ekt-\-er*t *>o ekt— e~kt 

* = r « — 5 — ; ^ = t — s — : 

la t ra jec to ire e s t a lors une h y p e r b o l e 

x* k-y* _ 

' o vo 

ayant p o u r c e n t r e l e p o i n t O : la v i tesse e n un p o i n t e s t e n c o r e éga le au 

p r o d u i t de k par la l o n g u e u r d u d e m i - d i a m è t r e para l lè le à la v i tesse . 

224. L a f o r c e e s t d e l a f o r m e r~2<o (9) . — Jacobi a montré que 

l'on peut ramener à des quadratures le cas où la force centrale a 
une expression de la forme F = : r~x <p (9), c 'es t -à-dire , en coor
données cartésiennes x et y, une expression qui est homogène et 
de degré — 2 en x et y. Dans ce cas, la formule 
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Fi g . f 4 4 . 

la droite 0 = 1 — Aa? — By qui varie a v e c les c o n d i t i o n s in i t ia les . L a p o 
sition init iale d u m o b i l e se t r o u v e n é c e s s a i r e m e n t dans l 'angle P O Q ou 
dans son o p p o s é au s o m m e t , car l ' express ion de F serai t imag ina ire à 
l'extérieur d e c e s a n g l e s . S u p p o s o n s , pour fixer les i d é e s , que la c o u r b e 
soit une e l l ipse . Si u. e s t posit i f , la t ra jec to i re , d e v a n t t o u r n e r sa c o n c a 
vité vers O, se c o m p o s e d'une part ie d e l 'arc Q M P ; q u a n d le m o b i l e arrive 
en l'un des po int s P ou Q, la force d e v i e n t infinie e t l e p r o b l è m e n'a p lus 
de sens. Si (x e s t négati f , le m o b i l e décr i t une port ion d e l'arc Q N P . 

On dé termine le t e m p s à l 'aide de l ' équat ion des aires 

dans laquel le on remplace r* par sa va leur en fonct ion d e 8 t o n est a ins i 

Soi t , -comnie e x e m p l e , F =ç— m ¡ ¿ 7 — * ( I C O S 2 6 ) s , [i é tan t une c o n s t a n t e 

réelle posit ive ou n é g a t i v e . O n aura à i n t é g r e r l ' équat ion 

- j j £ + I = £ ( c o . a e p r , 

dont l ' intégrale g é n é r a l e e s t 

— = A c o s 0 - 1 - B s i n 6 — / c ô s 2 9 , 
/* Cl* 

ou en coordonnées c a r t é s i e n n e s 

( I - A Î - B / ) ^ ^ ^ - / ) , 

équation d'une con ique t a n g e n t e a u x d e u x dro i t e s (fig. i 4 4 ) O P e t O Q , 
ayant pour é q u a t i o n s —y* = o, a u x po int s où e l l es s o n t r e n c o n t r é e s par 
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ou, en différenliant, 

d'y d'x 
x~d¥~r~dF _ 0 ' 

équation qui montre que l 'accélération et, par suite, la force pas
sent constamment par l 'origine. Soit alors F la valeur algébrique 
de la force; on a, en vertu de l 'équation (6 ) , 

mC'l i d \ 

par hypothèse dn connaît l 'équation de la trajectoire f (r, 9), qui 

définit - comme fonction de 9, - = cp (8) ; on aura donc 

F = - ^ r ! t ¥ ( e ) + ? ' ( 9 ) ] -

Si l 'on ne s'impose à l'avance aucune forme pour l 'expression 

c o n d u i t à u n e quadrature qui e s t elliptique, sauf pour des dé terminat ions 

c o n v e n a b l e s d e A e t B . 

Remarque. — On r a m è n e , d e m ê m e , à des quadratures l e p r o b l è m e p lus 

généra l où l ' express ion d e la force serai t d e la forme 

F = r~* ip(6) -I- kr-\ 

k d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e . On e s t e n c o r e c o n d u i t à i n t é g r e r u n e équat ion 

l inéaire e n - à coeff ic ients c o n s t a n t s a v e c s e c o n d m e m b r e . 
r 

225 . Problème inverse. Détermination de la force centrale 
quand la trajectoire est donnée. — Proposons-nous le problème 
suivant : 

Un mobile décrit une trajectoire plane suivant la loi des 
aires autour d'un point fixe : trouver la force qui produit ce 
mouvement. 

Tout d 'abord la force est cent ra le ; en effet, prenons le point 
fixe pour origine, la loi des aires donne l 'équation 

dy dx _ 
x ~- — y — —C, 

dt J dt ' 
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ι -+- e cost) 

ρ étant le paramètre e t e l'excentricité. On en dédui t 

• , d \ r ) i m G t . 

r ciï* p' pr* ' 

la force est d o n c u n e a t t rac t ion qui varie en raison inverse du carré d e la 

distance. 

2° Si l 'on trai te l e m ê m e p r o b l è m e pour une b r a n c h e d 'hyperbole t o u r 

nant sa c o n v e x i t é vers le foyer e t d o n t l 'équat ion e s t 

i e c o s 8 — i 

r ρ 
on trouve 

F = 
pr* 

et la force su i t la m ê m e loi , mais est répu l s ive . 

3° La p lupart des c o u r b e s usue l l e s p e u v e n t rentrer dans l 'équat ion 

rk = a c o s k θ -ι- b, 

où a, ¿>, k s o n t des c o n s t a n t e s ; si l 'on s u p p o s e ce s c o u r b e s p a r c o u r u e s 
suivant la loi des aires par r a p p o r t à l 'or ig ine , on t r o u v e pour loi de forcé 
en fonct ion de r I 

F = - m C [ +

 Γ * - Η . J " 

(Cas part icu l iers : k = — i , c o n i q u e s ayant le pô le pour f o y e r ; k = — 2 , 

coniques ayant le pô le pour c e n t r e ; k = i , limaçon de Pascal; k = 2 , b = 0 , 

lemniscate, ....) 

de F , le problème présente une indéterminat ion, car, r et 8 étant 
liés par une équation donnée, on pourra transformer d 'une infi
nité de façons cette expression de F . On peut , et c'est ce que l'on 
cherche en général, expr imer F en fonction de r seulement, ce 
qui se fait en éliminant 8 entre l 'équation précédente et celle de 
la trajectoire. 

Exemples. — i " P r e n o n s le cas d'une c o n i q u e p a r c o u r u e su ivant la loi des^ 

aires re la t ivement à son foyer e t t o u r n a n t sa c o n c a v i t é v e r s c e p o i n t ; en 

le prenant pour pô le , o n a pour l 'équat ion de la c o n i q u e 
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3 g o TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

II. — MOUVEMENT DES PLANETES. 

226 . C o n s é q u e n c e s d e s l o i s d e K e p l e r . — Dans tout ce qui va 
suivre, nous ne parlerons que du mouvement, du centre de gravité 
des planètes . D 'après un théorème que nous démontrerons plus 
tard, le mouvement de ce centre de gravité est le même que si 
toute la masse de la planète était condensée en ce point et toutes 
les forces, appliquées à la p lanète , t ransportées parallèlement à 
el les-mêmes e n ce même point . 

Les lois du mouvement des planètes ont été déduites par K e p l e r 

des observations de Tycho Brahé. Ces lois sont les suivantes : 

i ° Les planètes décrivent autour du Soleil des courbes 
planes suivant la loi des aires; 

2 ° Ces courbes sont des ellipses ayant le Soleil pour foyer ; 
3° Les carrés des temps des révolutions sidérales sont pro

portionnels aux cubes des grands axes des orbites. 

De ces lois Newton a dédui t la loi de la force qui produit le 
mouvement . 

Pu isque la trajectoire est plane et que la loi des aires a lieu par 
rappor t au centre du Soleil, la force est centrale et passe par ce 
point . Puisque la trajectoire est une ellipse ayant le Soleil pour 
foyer, la force qui agit sur la planète est inversement proport ion
nelle au carré de sa distance au Soleil ; nous avons trouvé pour 
l 'expression de cette force (p remier exemple du numéro précé
den t ) 

r = r-> 
pr1 

o ù C est la constante des aires et p le paramètre de la conique. On 
11. • C» 

peu t 1 é c r i r e , en posant p. = — - , 

F = _ i i ï . 
r* 

La dernière loi de K e p l e r montre que u. est indépendant de la 
planète considérée. La constante des aires C est, en effet, égale 
au double du rappor t de l 'a ire décri te par le rayon vecteur au 
temps employé à la décr i re ; si ï est la durée de la révolut ion, le 
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rayon vecteur décrit l 'aire nab dans un temps T ; donc 

„ iTzab 

Comme p est égal à on a, pour l 'expression de p., 

C s 4 n ' a » 

n = 7 = - T r " 

a3 

D'après la loi dont nous parlons, j ^ e s t le même pour toutes les 

planètes; par suite, la force sera pour une planète quelconque 
F = - ~ 

En résumé, cliaque planète est sollicitée vers le centre du Soleil 
par une force propor t ionnel le à sa masse et inversement p ropor 
tionnelle au carré de sa distance au Soleil. 

227. P r o b l è m e d i r e c t . — Après avoir trouvé ce résultat , Newton 
s'est proposé la quest ion suivante : 

Trouver le mouvement d'un point matériel attiré par un 
centre fixe en raison inverse du carré de la distance. 

La force centrale étant 

r1 

l 'équation des forces vives donne 

d— =—^dr, P ' = — + A . 
i r* r 

On a d'ail leurs, d 'après la théorie des forces centrales (formule 4> 
p. 382) , 

Remplaçons v3 par sa valeur, nous aurons 
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c ' e s t l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e d e la t r a j e c t o i r e ; o n p e u t l ' é c r i r e 

\ M J \r G ! / C* C 8 

P o s o n s 
I _ J £ = n é A l - , - A -

/· G*-
 P V G* G*' 

l ' é q u a t i o n e n p e s t 

(»"— 
d ' o ù , e n i n t é g r a n t , 

8 — < x = ± a r c c o s p , p = c o s ( 8 — a ) . 

L ' é q u a t i o n d e la t r a j e c t o i r e p r e n d d o n c la f o r m e 

I p - / Û * À" . 
r = G ^ ^ V / ^ ^ G 5 0 0 ^ } ' 

I 

o ù l ' o n p e u t t o u j o u r s s u p p o s e r l e r a d i c a l p r i s p o s i t i v e m e n t , c a r , 

e n a j o u t a n t TZ à la c o n s t a n t e a r b i t r a i r e a , o n r a m è n e r a l e r a d i c a l à 

ê t r e p o s i t i f d a n s l e c a s o ù i l s e r a i t n é g a t i f . O n r e c o n n a î t l à l ' é q u a 

t i o n d ' u n e c o n i q u e a y a n t l e p ô l e p o u r f o y e r ; o n s a i t , e n e f f e t , q u e 

l ' é q u a t i o n g é n é r a l e d e s c o n i q u e s , a y a n t l e p ô l e p o u r f o y e r , e s t 

- = 1 cos i 8 — a ) , 
r p p 

o ù p e s t l e p a r a m è t r e e t e l ' e x c e n t r i c i t é . E n i d e n t i f i a n t c e s d e u x 

é q u a t i o n s , o n a d ' a b o r d 
C» 

p = —» 
h1 

r é s u l t a t d é j à o b t e n u , p u i s 

/ j ? h 

e = p y GÏ + c î 

e t , e n t e n a n t c o m p t e d e la v a l e u r d e p, 

T / KG» 

C e t t e e x p r e s s i o n n o u s d o n n e l e g e n r e d e l a c o n i q u e q u i , c o m m e 
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elle ne dépend que de la valeur numérique de la vitesse et non 
de sa direction; si donc des conditions initiales déterminées ont 
donné pour trajectoire une ellipse, on aura encore une ellipse en 
lançant le mobile du même point avec la même vitesse initiale 
dans toute autre direct ion. 

Le calcul que nous venons de faire contient implici tement Je 
cas de la répulsion ; pour traiter ce cas, il suffit de supposer [A. 
négatif dans toutes nos formules. Dans ces condi t ions, la con
stante h est nécessairement ^> o et l'on a toujours une branche 
d'hyperbole ; cette branche d 'hyperbole tourne sa convexité vers 
l 'origine, car la force est située dans la concavité de la trajectoire. 

Plaçons-nous dans le cas de l 'ellipse, en supposant h <Z o, et 
exprimons les éléments de la trajectoire au moyen des valeurs in i 
tiales des variables. Nous avons trouvé 

d'où 

A = £ ( e * - i ) = ^ < e » - i ) K.- p 

et, en int roduisant les axes de l'ellipse, 

a 

Cette dernière relation donnera le grand axe de l'ellipse qui ne 
dépend que de la constante des forces vives; le petit axe sera 
donné ensuite par 

6* C* 

nous allons le voir, dépend uniquement du signe de la constante 
des forces vives h. 

Si h est négatif, la trajectoire est une ellipse, car e < i ; c'est 
une parabole ou une branche d 'hyperbole si h est nul ou positif. 
La valeur de la constante des forces vives, h, est 
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p étant le paramètre de l 'arc de parabole . Pour une deuxième 

Ayant, ainsi calculé le demi-grand axe a , on construi t facile
men t l 'ellipse, connaissant la position initiale M 0 et la vitesse in i 
tiale V 0 . On prend le symétrique P du foyer par r appor t à la 
tangente V 0 , on jo in t P M 0 et l'on porte sur cette droi te P M 0 une 
longueur P M 0 O ' = i a ; le point O ' est le deuxième foyer de l 'el
lipse. 

228 . Comètes. — Kepler n'avait pas étudié le mouvement des 
comètes, qu' i l considérait comme des météores passagers. Newton, 
ayant remarqué qu 'un point matériel , at t i ré par le Soleil en raison 
inverse' du carré de la distance, pouvait décrire non seulement 
une ellipse, mais une parabole ou une branche d 'hyperbole ayant 
le Soleil pour foyer, fut amené à penser que les comètes décrivent, 
comme les planètes, des ellipses dont le Soleil occupe un foyer. 
Seulement , tandis que les planètes décrivent des ellipses de petite 
excentr ici té situées à peu près dans un même plan, il supposa que 
les comètes décrivaient des ellipses très allongées et situées dans 
des plans quelconques . Elles nous apparaissent ra rement parce 
que nous ne les voyons que dans la part ie de leur orbite la plus 
voisine du Solei l . Comme le grand axe de l 'orbite d 'une comète 
est très grand, cette partie de l 'orbite voisine du Soleil est à peu 
près la même que si le grand axe était infini, c'est-à-dire si l 'ellipse 
était remplacée par une parabole de même foyer et de même 
sommet . Newton fut ainsi conduit à penser que , dans le voisinage 
du Soleil, une comète devait décr i re , suivant la loi des a i res , un 
arc de parabole ayant le Soleil pour foyer : il eut l 'occasion de 
vérifier ses prévisions sur une comète qui parut en 1680. Halley, 
contemporain de Newton, fit la même vérification sur vingt-quatre 
comètes : toutes les observations postér ieures ont confirmé les 
vues de Ne wton . Imaginons une comète de masse m décrivant, 
suivant la loi des aires, un arc de parabole ayant pour foyer le 
centre du Soleil : cette comète sera sollicitée par une force F 
dirigée vers le Soleil , ayant pour expression, d 'après ce que nous 
avons vu précédemment , 
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comète de masse m' , on trouvera de même comme loi de la force 

F , _ m'G* i 

p' r'*' 

r , , · , G* G'* 

L observation montre que les rapports — et -p- sont égaux entre 

eux et ont pour valeur commune la quanti té relative à une 

planète quelconque. L'expression de la force centrale qui sollicite 
une comète est donc, comme pour les planètes, 

le coefficient p. ayant la -même valeur pour toutes les comètes et 
toutes les planètes . 

On arrive donc à ce résultat que le Soleil att ire un point que l 
conque de masse m placé à une distance ;· de son centre avec une 

intensité ^ j ^ , p. étant un coefficient d 'attraction attaché au Soleil 

et représentant l 'attraction du Soleil sur un point de masse i 
placé à l 'unité de distance du centre . 

229 . S a t e l l i t e s . — Les observations démontrent que les satel

lites, dans leurs mouvements autour des planètes, suivent, à très 

peu près, les lois de K e p l e r ; on en conclut que chaque planète 

attire ses satellites propor t ionnel lement à leurs masses, et en raison 

inverse du carré de leurs distances au centre de la planète. L 'a t 

traction des planètes s'exerce aussi sur les corps placés à leur sur

face ; elle contr ibue à produire , comme nous l'avons vu dans le 

Chapitre III , la pesanteur . A chaque planète est attaché un coef

ficient d 'at traction \ , de telle façon que l 'attraction de cette pla

nète sur un poin t m,, placé à la distance r , du centre , soit ^ 

Ce coefficient ~k varie d 'une planète à l 'autre . 
Ainsi, c'est pr incipalement l 'attraction de la Ter re stir les corps 

placés à sa surface qui les fait tomber vert icalement quand on les 
abandonne sans vitesse, ou leur fait décr i re , quand on les lance 
obliquement, un arc de parabole qui n 'est autre chose qu 'une 
partie d'ellipse très allongée ayant un foyer au centre de la T e r r e , 
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d'où 

En mètres , on a 

et en secondes 

V = ^ = 6 o J ' 

^ = 4 - ^ 6 o 3 . 

21tp = 4 0 OOO OOO, 

T = 27J 7" 43™ = 39 343.60. 

Subst i tuant et effectuant les calculs, on trouve g = g™,7, valeur 
fort peu différente de l'accélération moyenne due à la pesanteur à 
la surface de la Ter re g = gm, 8. La pet i te différence tient aux 
approximations que nous avons faites et disparaîtrait complète
m e n t si l'on faisait le calcul plus r igoureusement . 

comme il résul te de ce que l 'at traction de la Te r r e sur un point 
extérieur est sensiblement la même que si toute la masse de la 
Ter re étai t concentrée en son cen t re . La force qui ret ient la Lune 
dans son orbite est donc de même nature que la pesanteur : c'est 
ce que Newton a vérifié de la manière suivante. Soient a ( le demi-
grand axe de l 'orbite lunaire, T t la durée de la révolution sidérale 
et mt la masse de la L u n e . L'at tract ion de la Ter re sur la Lune a 
pour expression 

p 4 rc*« i m \ . 

T? r? ' 

l 'excentricité de l 'orbite lunaire étant très peti te, regardons cette 
orbite comme un cercle dont le centre coïncide avec celui de la 
Ter re ; alors = a, et 

F = - - î r » , . 

D'autre par t , un point pesant de masse m{, placé à la surface de 
la Te r re , c 'est-à-dire à une distance du centre égale au rayon p 
de la Terre , est sollicité par une force attractive qui diffère peu 
du poids, comme nous le verrons plus loin, et que nous confon
dons ici avec le poids 

F ' = — mxg. 

Ces forces devant être en raison inverse des carrés des distances « i 
et p, on doit avoir, puisque a ( = 60 p, 

F ' 
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M étant la masse du Soleil, m celle de la planète et f un coefficient 
qui est le même pour toutes les planètes. 

Ce résultat , généralisé par Newton, donne la loi de Vattraction 
ou gravitation universelle. 

Deux points matériels de masse m et m', placés à une dis

tance r l'un de l'autre, s'attirent avec une intensité f m m . Le 

r% 

coefficient c o n s t a n t / e s t l 'attraction de l 'unité de masse sur l 'unité 
de masse à l 'unité de dislance. 

La première déterminat ion expérimentale de la constante y de 
la gravitation universelle résulte des expériences de Cavendish 

230. Attract ion universelle. — Ainsi le Soleil attire les planètes, 
les comètes et, en général , tous les corps; inversement, les pla
nètes attirent leurs satelli tes, les corps placés à leur surface et, en 
général, tous les corps ; elles doivent donc également attirer le 
Soleil. Au Soleil et à chaque planète est attaché un coefficient 
d'attraction déterminé. 

Soient M la masse du Soleil, m, m' , m", . . . les masses des 

diverses planètes, u. le coefficient d 'attraction du Solei l , X, V, 

X", . . . ceux des planètes. Le Soleil et la planète m étant placés 

à la dislance / · , l 'attraction du Soleil sur la planète a pour in ten

sité ^ j ^ j et celle de la planète sur le Soleil : ces deux a t t rac

tions sont égales en verlu du principe de l'égalité de l'action et de 

la réaction ; on a donc 

m u = M X , = — . 
r M i » 

En associant le Soleil à d 'autres planètes, on trouverait ainsi 
une suite de rapports égaux 

i i = _ X = _ V = 2 L = 
M m m' m" "' ·'' 

Appelons f la valeur commune de ces rapports . L' intensité de 
l'attraction mutuelle du Soleil et d 'une planète quelconque s'écrit 
alors 

/Mm 
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(Philosophical Transactions, 1798). Cet te constante a été 
mesurée d ' une façon très précise dans les expériences récentes 
de MM. Cornu et Baille (Comptes rendus, l. L X X V I et 
L X X X V I ) . 

Le Mémoire de Cavendish a été t raduit en français et publié 
dans le X V I I e Cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique 
( i 8 i 5 ) . M. Burgess a indiqué dans les Comptes rendus des 21 et 
28 août 1899 une méthode p o u r la déterminat ion de la c o n s t a n t e / . 

Dans le système C. G . S . , on a 

/ = 0 ' ° 7 6 7 = 3 8 i i - -

On trouvera des détails sur la mesure de f dans le Cours de 
Physique de M. Violle, t. I, p . 293 et suiv. 

Densité moyenne de la Terre. — La détermination du coef
ficient / "es t de la plus liante importance , car elle donne la masse 
et, par sui te , la densité moyenne de la Te r r e . O n démontre dans 
la Théorie de l'attraction ( t . I I I ) qu 'une sphère formée de 
couches concentr iques homogènes attire un point extérieur 
comme si toute la masse de la sphère étai t concentrée au centre . 
En admettant que la Ter re satisfait approximativement à cette 
condition, et appelant m la masse de la Ter re et p son rayon, on 
voit que l 'attraction de la Te r r e sur l 'unité de masse prise à sa 

surface est f^l d 'autre part , cette attraction diffère peu du 

poids g de l 'uni té de masse, comme nous le verrons dans la 
Théorie de l'équilibre relatif (Chap . X X I I ) ; on a donc , a p 
proximativement , 

d'où l'on déduit m. 
La masse de la Ter re é tant connue, on calcule la densité 

moyenne de la Te r re , en calculant la densi té que devrait avoir 
une sphère homogène de rayon égal à celui de la T e r r e pour 
avoir la même masse qu'el le. Celte densité moyenne est notable
ment supérieure à la densité des couches superficielles; ou en 
conclut que les couches profondes de la Te r r e ont une densité 
beaucoup plus grande que les couches superficielles. 
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on en dédui t 

J mm' 

Dès lors, si l 'on p r e n d u n e un i té de l o n g u e u r A fois p lus p e t i t e , de 

temps x fois p lus pe t i t e e t de m a s s e fi fois p lus p e t i t e , l a n o u v e l l e v a l e u r 

de f e s t 

J ( X T * 

d'après ce que n o u s avons vu au n° 7 6 . 

S u p p o s o n s que. l 'on c o n v i e n n e u n e fois p o u r t o u t e s de p r e n d r e c o m m e 

unité de masse un c u b e a y a n t p o u r c ô t é l 'uni té d e l o n g u e u r e t formé 

d'une s u b s t a n c e d é t e r m i n é e , d'eau à 4° par e x e m p l e ; a lors on a 

| J . = X » , 

et y n'est p lus a l téré par le c h a n g e m e n t d 'uni té de l o n g u e u r ; i l l 'est s e u 

l ement par le c h a n g e m e n t d 'uni té de t e m p s ; si l 'on prend u n e u n i t é d e 
f 

t emps t fois p lus p e t i t e , y d e v i e n t ^ j - En prenant c o m m e uni té d e t e m p s 

la s e c o n d e de t e m p s m o y e n , on a 

J 386-2*' 

en prenant une u n i t é d e t e m p s x fois p lus p e t i t e , o n aura p o u r f la 

valeur 

3862«t* 

P r e n o n s x = j g g ^ » a lors j aura la v a l e u r i ; la n o u v e l l e uni té de t e m p s 

sera 386« s e c o n d e s de t e m p s m o y e n ; e l l e diffère peu d e l 'heure ; 

M. L ippmann p r o p o s e d e l 'appeler l'heure naturelle (Comptes rendus, 

8 mai 1899). 

D'après ce la , l'heure naturelle serai t l 'uni té d e t e m p s qu'il faudra i t 

adopter p o u r q u e , l 'uni té de l o n g u e u r é t a n t q u e l c o n q u e , e t l 'uni té d e 

masse é tan t un cube u n i t é d'eau, o n ait p o u r la c o n s t a n t e de la g r a v i t a t i o n 

universel le / = 1. 

Dimensions def; heure naturelle. — La va leur d u c o e f f i c i e n t / d é p e n d 

du c h o i x des uni tés f o n d a m e n t a l e s , l o n g u e u r , t e m p s e t m a s s e . C o m m e o n 

a pour l 'a t tract ion de d e u x masses 
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4Q0 TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

2 3 1 . É t o i l e s d o u b l e s . — La lo i d 'a t tract ion d é c o u v e r t e par N e w t o n 
s 'é tend au delà d e s l i m i t e s d u s y s t è m e so la ire : i l e s t , e n effet, très p r o 
bab le q u e c e t t e lo i prés ide au m o u v e m e n t d e s étoiles- doublesi Voic i ce 
q u e l ' observat ion a p p r e n d sur ces m o u v e m e n t s . R e m a r q u o n s tout d'abord 
q u e l 'observat ion n o u s fait c o n n a î t r e n o n l 'orbite rée l le de l 'é to i le sa t e l 
l i t e a u t o u r de l ' é to i l e p r i n c i p a l e , mais la pro jec t ion d e c e t t e orb i t e sur le 
plan t a n g e n t à la s p h è r e c é l e s t e , c ' e s t -à -d ire sur le p lan m e n é par l 'étoi le 
pr inc ipa le E p e r p e n d i c u l a i r e au rayon T E j o i g n a n t la t erre T à ce t te 
é t o i l e : c e t t e p r o j e c t i o n e s t l 'orbi te a p p a r e n t e d e l ' é to i le sa te l l i t e . L ' o b 
serv a t i o n m o n t r e q u e : 

i" L 'orb i te a p p a r e n t e est p a r c o u r u e s u i v a n t la loi des, a ires a u t o u r de 
l 'étoi le pr inc ipa le E ; 

2 ° C e t t e orb i t e e s t u n e e l l ipse dans l a q u e l l e l ' é to i le pr inc ipa le E o c c u p e 
u n e pos i t ion q u e l c o n q u e d i s t i n c t e du foyer . 

Le fait que la loi des aires a l ieu pour la p r o j e c t i o n du m o u v e m e n t sur 
le p lan m e n é par l 'étoi le E p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au rayon T E j o i g n a n t la 
T e r r e à l 'é to i le n o u s a p p r e n d ( 2 0 3 ) que la force qui ag i t sur l 'étoi le sa te l 
l i t e rencontre c o n s t a m m e n t la d r o i t e T E ; c o m m e c e t t e c i r c o n s t a n c e se 
p r é s e n t e pour t o u t e s l es é to i l e s d o u b l e s e t q u e la T e r r e o c c u p e dans l ' es 
pace u n e pos i t ion qui n'a a u c u n e re lat ion a v e c l e s é to i l e s d o u b l e s , il es t 
na ture l d 'admet tre que la force qui ag i t sur l 'é to i le sa te l l i t e rencontre 
c o n s t a m m e n t l 'étoi le pr inc ipa le E . La force é t a n t centra l e , l 'orbite e s t 
p lane e t , c o m m e sa p r o j e c t i o n e s t u n e e l l ipse , e l l e e s t e l l e - m ê m e une 
e l l ipse . O n p e u t a lors c h e r c h e r à se r e n d r e c o m p t e de la n a t u r e de la 
force qui produ i t ce m o u v e m e n t . P u i s q u e c h a q u e é t o i l e sa te l l i t e e s t so l l i 
c i t ée vers l ' é to i le pr inc ipa le par u n e force qui lui fait décr ire u n e e l l ipse , 
on e s t c o n d u i t à p e n s e r que la loi d e c e t t e force e s t t e l l e qu'e l le ferait 
décr ire une c o n i q u e à un po int matér ie l , q u e l l e s q u e s o i e n t les cond i t ions 
in i t ia les o ù il e s t p lacé . P o u r t r o u v e r c e t t e loi d e force , il faut résoudre 
le p r o b l è m e su ivant : 

2 3 2 . P r o b l è m e d e J . B e r t r a n d . — Trouver les lois de forces cen

trales dépendant de la seule position du mobile et faisant décrire au 
mobile une conique, quelles que soient les conditions initiales. 

Ce p r o b l è m e a é t é posé par J. B e r t r a n d dans l e T o m e L X X X I V des 
Comptes rendus e t réso lu s i m u l t a n é m e n t par MM. D a r b o u x e t Ha lphen . 
M. D a r b o u x a d é v e l o p p é sa s o l u t i o n d a n s u n e N o t e p l a c é e à la fin de la 
Mécanique de D e s p e y r o u s . N o u s e x p o s e r o n s ce l le d ' H a l p h e n a v e c que lques 
modi f i cat ions d e s t i n é e s à s impl i f ier l e s ca lcu l s . C e t t e m é t h o d e d 'Halphen 
r e p o s e sur la format ion de l ' équat ion dif férent ie l le d e s c o n i q u e s . 

L'équat ion g é n é r a l e des c o n i q u e s r é s o l u e par r a p p o r t à y e s t 

y — ax -t- 8 -+- / a x ' + n i a ; - ) - c , 

a v e c c i n q coeff ic ients arbi tra ires a, S, a , b, c. E n di f férent iant d e u x fois 
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dx 

dx\ dy\ 
yi~dTl~

Xl~dT, dt, _ ^ dy __i_ dy, dt, _ dy, 

dt y \ dt 1 dt y \ dt, dt dt, 

puis 

m d t x - ^ _ < P y ± d t 1 y\ 
( i > dt* ~°' dt* ~~ dt\ dt ~ 1 r , ' 

Ces équat ions m o n t r e n t que le p o i n t (x, y) s e m e u t , dans l e t e m p s t, 

comme un m o b i l e so l l i c i t é par u n e force 

(4) T f = - F 1 ^ i 

(1 ) Voir ArPELL, De l'homographie en Mécanique ( Comptes rendus, 
4 f évr i er 1889, e t American Journal of Mathematics, t . XII e t XIII ) . 

A. ~ I. »6 

et appelant y', y", . . . l e s dér ivées de y par rapport à x, on t rouve 

_ s 
y = (ac — b*)(ax*-+- ibx + c) J; 

la quantité y*~^ es t d o n c un t r i n ô m e d u s e c o n d degré en x e t , par s u i t e , 

sa dérivée t r o i s i è m e est n u l l e . On a ainsi l'équation différentielle des co

niques te l le qu'el le a é t é d o n n é e par H a l p h e n , 

( y " * ) " ' = o , 

équation qui e s t b i e n du c i n q u i è m e o r d r e . 

Cela p o s é , c o n s i d é r o n s u n m o b i l e d e m a s s e i , s o l l i c i t é par u n e f o r c e 

centrale F , d é p e n d a n t s e u l e m e n t d e s c o o r d o n n é e s (x,, y\) d e son p o i n t 

d'application par r a p p o r t à d e u x axes r e c t a n g u l a i r e s 0,x„ 0,y, a y a n t 

pour or ig ine l e c e n t r e O j par l eque l p a s s e la force . L e s é q u a t i o n s du m o u 

vement sont , en a p p e l a n t l e t e m p s l 1 ; 

r.\ d % x * F- x i à*y*- w y* 
T l ) -dll = F l n ' - 5 ï f = F l 7 7 ' 
où 

r, = \/x\-hy*t. 

L'intégrale des aires d o n n e 

dy\ dx\ 

Faisons m a i n t e n a n t la t r a n s f o r m a t i o n h o m o g r a p h i q u e ( l ) 

(2) x = —> y = — 

et posons 

dt = —, 
y \ 

nous aurons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 o 2 TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

c o n s t a m m e n t paral lè le à l ' a x e Oy. C e t t e f o r c e Y e s t d'ai l leurs f o n c t i o n de 
x \ e t yu e t i P a r su i t e , d'après ( 2 ) , de x e t y . S i le p o i n t (x\,y\) décrit 
une con ique , l e p o i n t (a?, y) e n décr i t une autre , t r a n s f o r m é e h o m o g r a -
phique de la p r e m i è r e , et i n v e r s e m e n t . N o u s s o m m e s d o u e r a m e n é s à cher 
cher toutes l e s l o i s de forces para l l è l e s Y faisant décr ire à l eur p o i n t d'ap
pl icat ion (x, y) une c o n i q u e , que l l e s q u e s o i e n t les c o n d i t i o n s i n i t i a l e s . Or 
c e problème s e ré sout c o m m e i l s u i t : 

Les équat ions du m o u v e m e n t é t a n t 

d*x _ d"-y _ 
dû _ 0 ' ~dt*~ ~ ' 

on a = « e t l ' équat ion di f férent ie l le de la t ra jec to ire e s t 

( 5 ) = J _ Y 

dx* a* * ' 

Y étant une fonct ion de x et y . D é s i g n o n s par y', y", y"', . . . l es dérivées 

de y par rapport à x; l ' express ion ( 5 ) de y" devra vérif ier l ' équat ion dif

férentiel le des c o n i q u e s ( y - â ) _ 0 ) q u e l l e q u e s o i e n t l e s cond i t i ons 

ini t ia les . S o i t , en dés ignant par [jl une c o n s t a n t e , 

( 6 ) Y " » = i r i ^ ( x , y ) , Y = | i [ T ( » , jor*; 

on devra avoir [? (x ,y ) ]" '= o . D é v e l o p p a n t les ca l cu l s , on a 

, à*y , à*o ,à*y ri© 

t o " = ! h 2 V I — - 4 - Y * I . - 4 - V - < 

' àx* J àxdy s ày* 7 ày 

t ~ àx* y àx* ày y àx ày* 
J ày* J \àxày y ày* ) y ày 

C o m m e , d'après ( 5 ) , 
y a i ? » y - 2 a S ? \àx y ày)' 

l 'équation tp"'= o s'écrit 

— ! . + 3 y ' 1 H 3 Y * '• h y'» —T-
àx* J dx*ày J àx ày* J ày3 

+ m i - * L ^ _ ^ ^ + ^ ^ [ ^ - w ï = o 
a a » · \ 1 e t edy dy / 2 a 1 T |_ ' ày* \dyJ J 

Cel te c o n d i t i o n , d e v a n t ê tre r e m p l i e que l l e s q u e s o i e n t les c o n d i t i o n s i n i -
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(A.x*-+-iDx + 

Il y a donc é g a l e m e n t d e u x l o i s d e forces c e n t r a l e s r é p o n d a n t à la q u e s 

tion. D'après les formules de t rans format ion ( 2 ) et ( 4 ) , 

x, 1 _ Y r, 

y\ yi y\ 

elles sont d o n n é e s par les f o r m u l e s 
3. 

p _ pr, C* 
1 ( B ^ - t - E ^ - r - C ) » ' 

F , = -

( A x f + 2 D » , ^ , - ) - F ^ Î ) » 

tiales, devra ê tre vérifiée i d e n t i q u e m e n t quels q u e s o i e n t x, y, y' et a, 

puisque, au c o m m e n c e m e n t du m o u v e m e n t , c e s quatre quant i t é s sont arbi

traires; on a d o n c 

à3Jf à3 tp d3 o à3 tp 
( 7 ) ^ = ° ' àx* dy ~ °' ôx d'y* = °' ày3' ~~ °' 

d'à dtp do à*v / d t p \ « 

( 0 ) 2 tp •- : = O, 2 » - I — I = 0 . 
; ^àxày àx ày ' ' dy* \dy) 

Les cond i t i ons ( 7 ) m o n t r e n t q u e tp est un p o l y n ô m e d u s e c o n d d e g r é e n x 

et y 
<f(x, y) - Ax'-t-'iUxy ·+- Cy*-+- 2D37-+- 7.Ey -t- F . 

Ce p o l y n ô m e d e v a n t vérif ier l e s c o n d i t i o n s ( 8 ) , d e u x cas sont à d i s t inguer 

suivant que C e s t différent de zéro o u n o n . 

i ° C £ o. Alors = 2C ; la s e c o n d e des iden t i t é s ( 8 ) d o n n e 
ày* 

t p = ^ B a r - t - C y - i - E ) » , 

expression qui sat is fa i t aussi à la première des i d e n t i t é s ( 8 ) , c o m m e on le 

vérifie i m m é d i a t e m e n t . 

20 C = o. Alors , la s e c o n d e des i d e n t i t é s ( 8 ) d o n n e ^ = o, tp n e d é p e n d 

donc pas de y ; on a 
B = C = E = o, 

cp = A a 7 2 - + - 2 D a ? - i - F ; 

et la première des i d e n t i t é s ( 8 ) e s t é v i d e m m e n t sa t i s fa i t e . 

Il y a d o n c d e u x lois d e - f o r c e s para l lè les r é p o n d a n t à la q u e s t i o n : ce 

sont , d'après (G), l e s l o i s e x p r i m é e s par l e s f o r m u l e s 

y . . t * C * 

( B a ; - f - C ^ + E ) ' ' 

Y = e s . 
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(B / - , c o s O - H E r , sinO + C ) 3 . . . , „ ^ . . „ „ . . . . » 
v 1 ' r\(A c o s 2 8 - t - s s D s i n 0 c o s 9 - i - Fsin^O)* 

Si l'on a d m e t que l 'act ion e x e r c é e par u n e é t o i l e sur un p o i n t matér i e l 
ne d é p e n d que d e la d i s t a n c e / · , du p o i n t a l ' é to i le e t non de l 'or ientat ion 6 
du rayon v e c t e u r , l e s d e u x forces n e d o i v e n t pas d é p e n d r e de 6, ce qui 
e x i g e pour la p r e m i è r e B = E = o, e t pour la d e u x i è m e D = o , A = F . 
C'est d'ai l leurs dans ces cas s e u l e m e n t qu'i l e x i s t e u n e f o n c t i o n d e s forces 
pour l 'une ou l 'autre des d e u x lo i s . On t r o u v e a lors l e s d e u x lois 

- ï L r . ^ _ L . 
C» - 1 ' A i r\ 

La première , d a n s laque l l e la force e s t p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s tance , fait 

décr ire à son po int d 'appl i ca t ion une c o n i q u e a y a n t pour c e n t r e le c e n t r e 

des f o r c e s , ce qui n'a pas l ieu pour les é to i l e s d o u b l e s ; car , si l 'orbi te rée l le 

de l 'é to i le sa te l l i t e avait pour c e n t r e l 'é to i le p r i n c i p a l e , il en serai t de 

m ê m e de l 'orbite a p p a r e n t e . 

Il n e res te d o n c q u e la d e u x i è m e l o i , d a n s laque l l e la force var ie en rai

son inverse du carré de la dislance : c'est la loi d e N e w t o n . D'après 

c e t t e lo i , l ' é to i le sa te l l i t e décr i t a u t o u r de l ' é to i le pr inc ipa l e u n e e l l ipse 

d o n t l 'é to i le pr inc ipa l e o c c u p e un f o y e r . P o u r t r o u v e r l 'orbi te rée l le de 

l ' é to i l e sa te l l i t e , on se t rouvera r a m e n é au p r o b l è m e d e G é o m é t r i e s u i 

v a n t : 

Connaissant la projection d'une ellipse sur un plan et sachant que 

l'un des foyers de l'ellipse se trouve en un point donné E du plan, dé

terminer cette ellipse dans l'espace. 

On trouve d e u x s o l u t i o n s s y m é t r i q u e s par rappor t au plan de p r o j e c 
t i o n . 

2 3 3 . I n d i c a t i o n s s o m m a i r e s s u r q u e l q u e s p r o b l è m e s . — D a n s un ordre 

d' idées a n a l o g u e s , J. Ber trand a réso lu l e p r o b l è m e s u i v a n t : 

Sachant que la force qui produit le mouvement d'une planète au

tour du Soleil dépend seulement de la distance et est telle qu'elle 

fasse décrire à son point d'application une courbe fermée, quelles que 

soient les conditions initiales, pourvu que la vitesse reste inférieure 

à une certaine limite, trouver la loi de cette force. 

Ce s o n t là l e s d e u x lo i s de force d é c o u v e r t e s par MM. D a r b o u x e t H a l 

p h e n . 

Si l 'on passe a u x c o o r d o n n é e s po la ires xt = rt c o s 6 , y t = r j s i n ô , on 
3 

t r o u v e les d e u x lo i s de forces s u i v a n t e s , où l 'on écr i t u.' à la place de f x C 2 , 

P-''-i r1 
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dont la première d o i t ê tre é c a r t é e p o u r l e s raisons que n o u s v e n o n s d ' i n 

diquer. 

Dans l e T o m e L X X X I V d e s Comptes rendus, J. Ber trand ré sout l e 

problème su i vant : 

Sachant que la force qui agit sur un mobile dépend seulement de 

sa position et lui fait décrire une section conique ayant pour foyer 

un point S fixe, quelles que soient les conditions initiales, trouver la 

loi de cette force. 

Il montre que la force do i t passer c o n s t a m m e n t par S et var ier en ra i son 

inverse du carré de la d i s tance . S i d o n c on a d m e t la p r e m i è r e loi de K e p l e r 

c o m m e une loi g é n é r a l e , e t s i , d e p l u s , on a d m e t que la force qui ag i t sur 

une p lanète ne d é p e n d q u e d e sa pos i t i on , c e s s e u l e s h y p o t h è s e s e n t r a î n e n t 

la loi de N e w t o n . 

C'est à la su i te d e ce travai l que J . Ber trand a p r o p o s é la ques t ion s u i 

vante : 

Sachant qu'une force qui dépend seulement de la position du mo

bile lui fait toujours décrire une conique, quelles que soient les con

ditions initiales, trouver la loi de cette force. 

Ce p r o b l è m e a é té ramené par MM. H a l p h e n et D a r b o u x (Comptes 

rendus, t . L X X X I V ) au p r o b l è m e part icu l i er d o n t n o u s avons e x p o s é la 

solut ion p lus h a u t ( n ° 2 3 2 ) . H a l p h e n a d é m o n t r é a n a l y t i q u e m e n t que , 

lorsqu'une force d é p e n d a n t s e u l e m e n t d e la pos i t i on du mobi l e lui fait , en 

toutes c i r c o n s t a n c e s , décr ire u n e trajecto ire p lane , ce t te force e s t c e n t r a l e 

ou paral lèle à u n e d i r e c t i o n fixe. M. D a r b o u x a d o n n é de c e t t e m ê m e p r o 

posit ion une d é m o n s t r a t i o n é l é m e n t a i r e ( N o t e insérée dans la Mécanique 

de D e s p e y r o u s ) . 

Enfin M. K œ n i g s (Bulletin de la Société mathématique, t. X V I I ) a 
cherché q u e l l e d o i t ê tre la lo i d'une force centra le f o n c t i o n d e la d i s tance 
pour que s o n p o i n t d 'appl i ca t ion dér ive u n e c o u r b e a l g é b r i q u e , que l l e s 

que so i en t les c o n d i t i o n s in i t ia le s . Il r e t r o u v e les lois — p r e t — · 

III. — NOTIONS ÉLÉMENTAIRES DE MÉCANIQUE CÉLESTE. 

234. Problème des n corps. — Nous venons de voir de quelle 
façon Newton a é t é conduit à la loi de la gravitation universelle. 

J. Bertrand d é m o n t r e (Comptes rendus, t. L X X V I I ) que les seules lo is 

de force répondant à la q u e s t i o n sont 
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Il s'agit maintenant , en partant de cette loi, d 'expliquer les mou
vements des corps célestes, et plus part icul ièrement des corps 
qui const i tuent le système solaire : Soleil, planètes et satellites, 
comètes. Dans l 'étude des mouvements relatifs de ces derniers 
corps , on peut négliger complètement les actions des étoiles ; 
en effet, à cause de la distance immense des étoiles par rapport 
aux dimensions du système solaire, ces actions sont parallèles et 
proport ionnel les aux masses. 

Les deux problèmes principaux de la Mécanique céleste sont : 
i° trouver les mouvements des centres de gravité des corps cé
lestes; 2 ° t rouver les mouvements des corps célestes autour de 
leurs centres de gravité. 

Nous nous bornerons ici à donner quelques indications sur le 
premier problème. Considérons un groupe formé d 'une planète P 
et de ses satellites S, S', . . . . Le mouvement du centre de gra
vité G de ce groupe est le même que si toutes les masses du 

Fig. 145. 

•S' 

M ^ " ' * ' C 

• p 

groupe y étaient réunies et toutes les forces extérieures agissant 
sur le groupe transportées parallèlement à elles-mêmes en G. 
Soit M tout autre point du système solaire; comme sa distance aux 
différents points du groupe P , S, S', . . . est très grande par rap
por t aux dimensions du groupe , la résul tante F des attractions 
de P , S, S', . . . sur M est sensiblement la même que si le groupe 
était remplacé par un point matériel de même masse placé en G : 
c'est ce que nous verrons dans la théorie de l 'a t t ract ion. Inverse
ment , les at tractions exercées par le point M sur les différents 
points du groupe P , S, S', . . . sont des forces égales et directement 
opposées aux précédentes ; si on les t ranspor te parallèlement à 
elles-mêmes au point G, elles admet tent une résultante F ' égale et 
directement opposée à F . Donc l'action du groupe P , S , S', . . . 
sur un point M et le mouvement du centre de gravité G du groupe 
sont sensiblement les mêmes que si toute sa masse était réunie 
au centre de gravité. 
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On peut donc d 'abord considérer le système solaire comme 
formé d'un nombre limité de points matériels s 'att irant suivant 
la loi de Newton, et placés, le premier , au centre de gravité du 
Soleil; le deuxième, au centre de gravité de Mercure ; le t ro i 
sième, à celui de V é n u s ; le qua t r ième, au centre de gravité de la 
Terre et de la L u n e ; le c inquième, à celui de Mars et de ses deux, 
satellites, etc. 

En supposant le nombre de ces groupes égal à n, on obt iendra , 
en écrivant les équat ions du mouvement des n centres de gravité, 
un système de 3 /1 équations différentielles du second ordre , trois 
pour chaque centre de gravilé. Ces équat ions, dont l ' intégration 
constitue le problème des n corps, admet tent sept intégrales pre
mières connues, que nous indiquerons comme applications des 
théorèmes généraux sur le mouvement des systèmes. Il est i m 
possible, avec les moyens actuellement employés en Analyse, 
d'effectuer l ' intégration de ces équat ions. On a pu, néanmoins , 
en Mécanique céleste, calculer à l'aide de ces équat ions, d 'une 
manière suffisamment approchée, le mouvement des centres de 
gravité des corps célestes, grâce à celte circonstance que les 
masses de tous les corps du système solaire sont très petites par 
rapporta celle du Soleil . Ainsi, la masse de Jupi ter , la plus grande 
de tout le système, n 'a t te int pas la millième partie de la masse du 
Soleil. En réduisant le nombre des corps à trois, on obtient le 
célèbre problème des trois corps . 

235. Problème des deux corps. — Considérons le Soleil et une 
planète déterminée supposés réduits à leurs centres de gravité . 
Les masses des autres corps du système solaire étant très petites 
par rapport à celles du Soleil, supposons-les nulles dans une p r e 
mière approximation ; en d 'autres termes, supposons que le sys
tème solaire se compose du Soleil et d 'une seule planète. Nous 
serons ainsi conduits à un problème simple, le problème des deux 
corps, dont on peut trouver toutes les intégrales. Ces intégrales 
une fois calculées, on cherche, en Mécanique céleste, comment il 
faut les modifier pour tenir compte des actions des autres corps 
du système solaire. 

Soient M et m les masses du Soleil S et de la planète P ; a, ¡3, y, 
x, y, z leurs coordonnées. La force d'attraction des deux points 
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Les équations du mouvement seront alors 

M d ï 

( S ) 

et 

( P ) 

M 

M 

dt* 

d*y 

~dl* 

M7ÏF = 

m - ~ = 

_ /Mm X — 
r1 

_ / M »i y — P 
— t /·* 

P 
— t 

/ M m Y 
r"- r 

/Mm a — X 

r°- r 7 

/Mm J» — Y 
r1 r 

/M m Y — z 
r1 r 

dt* 

d*z 
1 dt* 

On peut a isément intégrer ce sys tème, qui donnera a, 3 , y, 
x, y, z en fonction de t, en y jo ignan t la relation 

r* = (x — a)*+ {y— p ) 2 + ( z — 

Ajoutons membre à membre les équations de même rang des 
systèmes ( S ) et (P) ' ; nous obt iendrons trois équations telles que 

ayant pour valeur a b s o l u e " — ^ > les projections de la force agis

sant sur S sont 

/Mm x— a /Mm y— (3 /Mm z— •(_ 

les projections de celle qui agit sur P sont ces mêmes expressions 

changées de signes. 
Fig. .46. 
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qui deviennent, si l'on désigne par Ç, TJ, Ç les coordonnées du 
centre de gravité du système, 

Ç _ M a -+• mx 
M - l - m 

dn d ' ï i d*l 
dF = °' -dF=0' d t ï = 0 -

Ces trois équations mont ren t que le centre de gravité du sys
tème est animé d 'un mouvement recliligne et uniforme, ce qui 
n'est qu'un cas particulier du théorème général sur le mouvement 
du centre de gravité. 

Cherchons maintenant le mouvement relatif du point P par 
rapport à S ; pour cela, t ransportons les axes en S X i r i I l , et soient 
xt, yt, z< les coordonnées nouvelles de P 

xt = x — a, yt=y — ¡3, a, = z — -(. 

Si l'on retranche les équat ions ( S ) des équations ( P ) membre 
à membre, après les avoir divisées respect ivement par M et m, il 
vient 

c^a?! f(M-t-m) Xt 

dP ~ r* V 

d*yt _ / ( M + m) y, 
dt* r* r ' 

d*Zj / ( M -+- m) z, 

df- ~~ r ' 

Ce sont là les équations du mouvement relatif; leur forme 
montre que le point xt, yf, z, se meut par rapport au point S, 
comme si ce dernier point é tant fixe avait pour masse M -+- m 
au lieu de M et continuait à at t irer P suivant la loi de Newton. 
En effet, les équations ci-dessus sont les équations du mouvement 
d'un point de masse m attiré vers une origine fixe par une force 

— ——-— , expression de la forme ^ j - ou p, = / (M -+- m). 

De là résulte que la première loi de Kepler s 'applique à ce 
mouvement : la trajectoire relative est une conique ayant S pour 
foyer, parcourue suivant la loi des aires. Comme il s'agit d 'une 
planète, cette conique est une ellipse, et, si l 'on calcule les é l é -
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ments de cette ellipse, on trouvera, comme nous l 'avons vu, qu 'en 
désignant par a le demi-grand axe et par T la durée de la révo
lut ion, ces deux éléments sont liés par la relation 

p.=f(M + m)=—^-, 

et nous remarquerons que le rappor t ~ n'est pas indépendant 

de m. 
Le coefficient f é tant connu (n° 2 3 0 ) , cette relation donne une 

valeur approchée de M -+- m. 
Pour une autre planète, on aurai t , au même degré d 'approxi 

mat ion, 
4 i t 2 œ ? 

/ ( M + ! « , ) = 

d'où l 'on dédui t 
T f 

m 
a* _ a\ ' + M 

T 2 T f m , ' 
i •+• -Tir M 

comme les rapports ^ et ^ sont de l 'ordre des mill ièmes, on 

voit que le second membre est très voisin de l ' un i té ; par consé

quent , la dernière loi de Kepler n 'est qu 'une loi approchée . 

236 . M a s s e d ' u n e p l a n è t e a c c o m p a g n é e d ' u n s a t e l l i t e . — La 

formule à laquelle nous sommes arrivés, 

/ ( M + m) — * 
X2 

permet , comme l'a montré Newton, de calculer la masse d'une 
planète possédant un satellite. 

Soient m, m, les masses de la planète P et de son satellite 2 
(fig. i 4 7 ) j 'es actions <b, *&t du Soleil et des autres planètes sur 
la planète considérée et sur son satellite sont sensiblement paral 
lèles et proport ionnel les aux masses, puisque la distance r< de la 
planète à son satellite est très faible vis-à-vis des distances de 
cette planète aux autres corps du système solaire. Si nous dési
gnons alors par ( X , Y, Z ) les projections de l 'at traction de ces 
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( P ) 

e t 

dt* r\ rt 

d*_ 
dt* 

z _ fmm, z,— z 
- =mZ-h-—s-1 — 

r i 

= m\ X 
fmm, 

r\ 

( S ) = m , Y 
fmm, 

r\ 

1
 m,-dW 

= ni! Z 
fmnti 

r\ 

' l 

Fig. 1 4 7 . 

Transportons les axes parallèlement à eux-mêmes en P , et 
soient x\, y\, z\ les coordonnées nouvelles de 2! 

x t = Xl — x, y l = y i — y , = s, — z. 

Après avoir suppr imé les facteurs m et m,, on déduira par 
soustraction des équations ( P ) e t ( S ) les trois équations du mou
vement relatif 

d*^ _ _ 
— ' ' 1 

( S i ) 

dt* 

dïy 

df> 

d* z' 
dt* 

mt) 
r\ 

/(*n-r- m,) 

rl 
mi) 

où les actions <I> et <5, ont disparu. 

autres corps sur l 'uni té de masse de la planète , les équations du 
mouvement de la planète et de son satellite seront 

d*x fmm, a?,— x 
m —r—- = mX + - — j - ^ — , 
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On reconnaî t sur les équat ions que le satellite décri t une 

ellipse autour de la planète, comme si celle-ci était fixe et l 'a t t i 

rai t avec la force f(m~i~™i)mi. Si l'on désigne alors par a,, T , le 

demi-grand axe de l 'orbite du satellite et la durée de sa révolution, 

on aura 

/ ( m + m i ) = T 2 ; 

comme, d 'autre part , on a pour la planète e l le-même 

/ ( m + M ) = 

en divisant membre à membre , on obt iendra 

m, 
n -

m m a\ a* M m T T> 
M 

Si la masse du satellite est très pet i te par rappor t à celle de la 

i H L 

planète, le rapport—• sera sensiblement égal à l 'unité et l'on 

aura approximativement 

m a\ w a* 
M ~ TJ * T » ' 

ce qui permet de calculer le r appor t de la masse m de la planète 
à celle du Soleil. 

Nous avons supposé, pour établir cette dernière formule, que 
la masse m, était très faible par rappor t à m; il n 'en est pas ainsi 
lorsqu'on veut appl iquer ce calcul au système formé par la Ter re 
et la L u n e . Dans ce cas, on a recours à un autre procédé. 

La formule 

( 0 / ( M - H / » ) = 

subsiste toujours. D 'au t re par t , si à la surface de Ja Ter re on 
prend un point matériel de masse i , on peut déterminer , comme 
nous le verrons plus loin, l 'attraction A de la Te r r e sur ce po in t ; 
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on sait que, en supposant la Ter re sphérique et formée de couches 
concentriques homogènes , cette force est égaJe à l 'attraction d'un 
point matériel de masse m placé au centre de la Te r re . En d'autres 
termes, l 'attraction A sera 

M A - £ . 

en désignant par p le rayon de la T e r r e . L'él imination de / e n t r e 
les équations ( i ) et ( a ) donne le rappor t cherché 

m ~ T*Ap» ~ 

Nous renverrons , pour la détermination des masses des corps 
célestes, à une Notice de Tisserand publiée dans Y Annuaire du 
Bureau des Longitudes pour i8ç)4-

237. D é t e r m i n a t i o n d u t e m p s d a n s l e m o u v e m e n t e l l i p t i q u e . — 

Revenons maintenant au problème des deux corps et rappe lons-
nous que la planète P de masse m se meut , par rappor t à des axes 
de directions fixes menés par le centre S du Soleil, comme si le 
Soleil était fixe et avait une masse égale à sa masse véritable M, 
augmentée de m. La planète se meut donc autour du Soleil comme 
un point de masse m sollicité par une force centrale 

F ^ / t ^ ^ ^ [ « . - / ( l l - H » ) ] . 

L'orbite est une ellipse de foyer S dont nous prenons le plan 
pour plan des xy. E n appelant p le paramètre de cette ellipse, 
a sou demi-grand axe, e son excentrici té, on a, comme nous 
l'avons montré (227) , les expressions suivantes pour la constante 
des aires C et la constante des forces vives h : 

C « = up = p . œ ( i — e» ) , h=— ^. 

Le sommet A (fig- ' 4 8 ) le plus rapproché du Soleil est le 
périhélie, le sommet A' Vaphélie. Désignons par co l 'angle que 
fait le rayon vecteur du périhélie avec l'axe Sx, et par w l 'angle 
ASP que fait le rayon vecteur ; · = S P de la planète avec SA; cet 
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A 

Calculons maintenant le temps que met le mobile à arriver en 
un point de la trajectoire. On a trouvé 

„ 2 

et, d 'autre par t , l 'expression de la vitesse dans laquelle on a éli
miné dh à l'aide du théorème des aires r 2d% = Cdt est 

On aura donc 

/ /·* r a 

Résolvons par rappor t à {^^j e t remplaçons C 2 par sa valeur 

p . a ( i — e 2 ) ; il vient 

( dr\* H « ( i — e1) au, p 
dl) F» H T â ' 

qu 'on peut écrire 

et , par suite, 
u, , , r dr 
i-dt=± _ 

s/a'teï—{a — r ) * 

Appelons T l ' instant du passage au pér ihé l ie ; alors r va d'abord 
dr 

en croissant à partir de l ' instant T , ^ est positif, et l'on doit 
prendre le signe -+- dans l'égalité ci-dessus. On conservera ce signe 
lorsque r croîtra depuis sa valeur min imum r = a — c = a ( i — e ) 

angle est Vanomalie vraie. L'angle polaire . r S P = 9 est lié à 
l 'anomalie vraie par la formule évidente 9 = w + w, où w est une 
constante . 

Fig . 1 4 8 . 
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jusqu'à sa valeur maximum r = a ( i - + - e). Posons 

a — r — ae c o s u , 

ce qui esl possible, puisque a — r reste plus petit que ae ; u variera 
de o à 2 n pour toute la durée d 'une révolution. On aura alors 

^dt — a(i— e cos u) du, 

équation qui s'intègre immédiatement et donne , puisque t z 
s'annule avec u, 

- l / — ( t — 1 ) = u — e s i n u ; 
ay a 

l est ainsi exprimé en fonction de M , U é tant donné en fonction 
de r par la relation 

( i ) r = a ( i — e c o s u ) . 

Si l'on veut calculer la position du mobile au bou t du temps t, 
la première de ces équations donnera u et la deuxième permettra 
de calculer r. 

L'angle u que nous avons introdui t est appelé anomalie excen
trique. On écri t , en général , le premier membre de l 'équat ion 
entre t et u sous la forme n(t — T ) , en posant 

ay a 

n(t — T ) est ce qu 'on appelle Vanomalie moyenne. Comme on a 
trouvé pour valeur de p. 

il vient n = ^ 5 T étant la durée de la révolut ion, et l 'équation 

en u prend la forme 

( a ) n(t — x ) = u — e s i n u , 

qui montre bien qu'on doit avoir n = ^ > puisque le deuxième 

membre augmente de 2 t c en même temps que u, c 'est-à-dire à 

chaque révolution ; le coefficient n = ^~ s 'appelle le moyen mou-
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où le numérateur est le paramètre p. En égalant cette valeur de r 
à la valeur trouvée ci-dessus a ( i — e cos u), on a l 'équation 

i — e 2 

i -t- e cos w 
d'où l'on tire 

• „ w ( i - i - e ) ( i — c o s w ) 
I — c o s w = 2 s i n 2 — = — = 

2 « ( i + e) s in 2 — 

2 a d — e) cos2 — 
„ w ( i — e ) ( i + cos«) i -+- cos iv = 2 cos2 — = = , 

2 i — e cos it r, 
et, en extrayant les racines carrées, 

( 3 ) J r sin — = Jail-Y- e ) sin —, <fr cos — = \/a( I — e)cos —, 
* 2 2 ' a 2 

formules calculables par logarithmes, donnan t ;· et w en fonction 
de u : on en déduit par division la relation 

( 4 ) t a n g T = ^ / _ _ t a n g - , 

qui lie l 'anomalie vraie à l 'anomalie excentr ique. 

238 . Méthode géométrique. — Pour déterminer la position 
d 'une planète sur son orbi te , au temps t, on peut employer une 
méthode géométr ique qui donne la signification des variables p ré 
cédemment employées. On sait qu 'une ellipse peut être consi
dérée comme la project ion de son cercle homographique qu 'on a 
fait tourner autour du grand axe AA.' d 'un angle dont le cosinus 

est ~ Soient alors M un point de l'ellipse et M ' l e point correspon-

vement. L'équation que nous venons d 'obtenir por te le nom 
d'équation de Kepler. 

Nous avons exprimé r en fonction de u : il nous reste à exprimer 
l 'anomalie vraie w en fonction de u. Pour cela on part de l 'équation 
de l 'ellipse en coordonnées polaires 

a ( i — e 2 ) 
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dant du cercle homographique. On aura 

a i r e M F A = - aire M ' F A ; 
a 

l'angle M F A = w a été précédemment appelé anomalie vraie; 

Kig. 149 . 

l'angle M'OA est Vanomalie excentrique u. En effet, le secteur 
M'FA a pour aire 

M ' F A = M'OA — M ' O F = \a*u—\a*e s i n u , 

c'est-à-dire 
a 2 

M ' F A = — (u — e sin u), 
2 ^ ' 

M F A = — ( M — e s i n w ) ; 

l'aire de ce secteur est proport ionnelle au temps employé à la d é 
crire. Si donc on désigne par (t — t ) ce temps et par T la durée 
de la révolution, on devra avoir 

aire M F A itab 
t - z = — ' 

et, en remplaçant MFA par sa valeur, 

ab . 
— ( u — e s i n u) 

2 ' 

t — z 
jzab 

~ T ~ 

ou 

-^r (t — z) = u — e sin M ; 
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e n p o s a n t n = n o u s a r r i v o n s à l ' é q u a t i o n d e Kepler 

u — e sin u = n(t — T ) . 

P o u r a v o i r l a s i g n i f i c a t i o n g é o m é t r i q u e de l ' a n o m a l i e m o y e n n e 

n(t — - j ) , i m a g i n o n s u n m o b i l e p a r t a n t d e A e n m ê m e t e m p s q u e 

la p l a n è t e , e t d é c r i v a n t l e c e r c l e h o m o g r a p h i q u e d ' u n m o u v e m e n t 

u n i f o r m e , d e f a ç o n à a r r i v e r a u p o i n t A ' e n m ê m e t e m p s q u e la 

p l a n è t e . A l ' i n s t a n t t, c e m o b i l e s e r a e n M " ; l ' a n g l e Ç = M " O A 

s e r a l ' a n o m a l i e e x c e n t r i q u e ; o n a , e n e f f e t , 

Ç = ^ ( t - T ) = » ( * - T ) . 

C e t a n g l e Ç e s t m o i n d r e q u e u, q u a n d s i n M e s t p o s i t i f (fig. 149)· 

Q u a n t à l ' e x p r e s s i o n d e /• e n f o n c t i o n d e M , e l l e r é s u l t e d e c e 

q u e l e r a p p o r t d e s d i s t a n c e s d ' u n p o i n t d ' u n e e l l i p s e a u f o y e r F 

e t à la d i r e c t r i c e c o r r e s p o n d a n t e D D ' e s t é g a l à e. O n a d o n c 

r = e M K = e ( ( J D — O H ) = e ^ — a c o s « ^ — a.(i — e c o s u ) , 

c a r la d i s t a n c e O D d e l a d i r e c t r i c e a u c e n t r e e s t —· 
e 

239 . D é v e l o p p e m e n t s a n a l y t i q u e s . — P o u r c a l c u l e r la p o s i t i o n de la 
p l a n è t e à l ' ins tant t, il faut d 'abord c a l c u l e r l 'anomal ie e x c e n t r i q u e u à 
l 'aide de l 'équat ion de Kep ler 

( i ) W = £-1- e s i n « [Ç = n(t — T ) ] ; 

on a e n s u i t e l e s a u t r e s c o o r d o n n é e s qui o n t t o u t e s é t é e x p r i m é e s en fonct ion 
de u . Q u e l q u e so i t l 'arc Ç, l ' équat ion ( i ) de K e p l e r a d m e t u n e rac ine que 
n o u s d é s i g n e r o n s p a r u. En effet, Ç es t c o m p r i s e n t r e d e u x m u l t i p l e s e n 
tiers d e TC 

D a n s 9 ( t t ) = u — e s in u — Ç, fa i sons u = kiz; n o u s t r o u v o n s 

cp (Arit) = kiz— Ç < o , 
tandi s que 

t p [ ( * - ! - i ) 7 c ] = (k + \)iz — Ç > o . 

Il y a d o n c t o u j o u r s u n e racine rée l l e e n t r e (k-+- i ) i t e t ÂTTT. D e plus , 
c e t t e r a c i n e e s t u n i q u e , car la dér ivée c p ' ( « ) = i — e cos M e s t toujours 
p o s i t i v e , p u i s q u e e e s t c o m p r i s e n t r e o e t l . 

i ° Approximations successives. — V o i c i c o m m e n t o n p e u t ca lcu ler par 
a p p r o x i m a t i o n s succes s ive s c e t t e rac ine rée l le u n i q u e . 
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Soit uo un arc réel q u e l c o n q u e e t p o s o n s 

« i = e sin « 0 + Ç, 

M 2 = e s i n « i - + - Ç , 

. . . . . . . . . · . · . . . · , 

u i + l = e siiLUi-\- Ç. 

N o u s d e v o n s à l ' ob l igeance d e M. K œ n i g s la c o m m u n i c a t i o n d e la m é 

thode su ivante , qui p e r m e t de d é m o n t r e r que l e s q u a n t i t é s U\, ut, . . . , un 

tendent e f fec t ivement v e r s la rac ine c h e r c h é e u e t d 'évaluer la l imi te de 

l'erreur c o m m i s e e n p r e n a n t un au l i e u de u. C e t t e m é t h o d e e s t l 'appl i 

cation à l ' équat ion d e Kepler d e s ré su l ta t s g é n é r a u x c o n t e n u s d a n s l e s M é 

moires de M. K œ n i g s sur les é q u a t i o n s f o n c t i o n n e l l e s (Annales de l'École 

Normale, 1 8 8 4 e t i 8 8 5 ) . 

E n appelant u la rac ine rée l le u n i q u e d e l ' équat ion , on a 

Uf+i — u e sin «,· -+- Ç — u _ 

Ui— U ~ Ui— u ' 

mais, pu i sque 
£ — u — — e sin u, 

on peut écr ire e n c o r e 
. Ui— u 

sin 
t t / j - i — u s in u,— s i n « tty+a 2 

= e = e c o s · 
Ui— u Ui— u 2 Ut— u 

2 
. Ui — u 

sin 
. . . Ui -+- u 2 . . 

Les m o d u l e s d e cos e t é t a n t m o i n d r e s que I, on a 
2 Ui—u 1 

2 

m o d — — è e. 
Ui— u 

D e là on p e u t c o n c l u r e par m u l t i p l i c a t i o n 

. u„ — u , 
m o d — - < e n . 

u,, — u 

Or, e é t a n t c o m p r i s e n t r e o e t 1, e'1 t e n d vers zéro quand n cro i t i n d é 

f iniment; en c o n s é q u e n c e , la l i m i t e d e un e s t la rac ine c h e r c h é e u. La 

suite des q u a n t i t é s u„, u\, u„ a d o n c u p o u r l i m i t e ; mais on v o i t d e 

plus, d'après l ' inéga l i té p r é c é d e n t e , que ce s quant i t é s vont en se rappro

chant sans cesse d e l e u r l i m i t e u . Ce fait e s t r e m a r q u a b l e , p u i s q u e u0 e s t 

chois i arb i t ra i rement . S i , par un p r o c é d é q u e l c o n q u e , o n a p u t r o u v e r u n e 

valeur a p p r o c h é e d e u, on p o u r r a prendre p o u r u0 c e t t e v a l e u r a p p r o c h é e ; 

Ui, Ui, s ' a p p r o c h e r o n t e n c o r e p lus de u. S u p p o s o n s , c o m m e o n le fa i t 

souvent , qu'on p r e n n e p o u r u0 la v a l e u r Ç e l l e - m ê m e ; n o u s a v o n s t rouvé 

, Un— U 
m o d < e". 

Uo— u 
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.a dl 

i . a . . . m dX'»~l 

N o u s r e n v e r r o n s pour la d é m o n s t r a t i o n de c e l t e f o r m u l e au Cours 
d 'Analyse p r o f e s s é par M. H e r m i t e à la F a c u l t é d e s S c i e n c e s de P a r i s , et 
à u n M é m o i r e d e M. R o u c h é (Journal de l'École Polytechnique, 

X X X I X e C a h i e r ) . 

D a n s l 'équat ion de K e p l e r o n a 

/ « ) = » i n C , 

et l 'on pourra prendre s u c c e s s i v e m e n t , p o u r F ( « ) , l ' anomal i e excentr ique 
e l l e - m ê m e a , ou le rayon v e c t e u r a ( i — e c o s u), . . . o u t o u t e autre fonc
t i o n de u d é v e l o p p a b l e su iva nt les p u i s s a n c e s de e. O n a. par e x e m p l e , 

u = Ç -+- e s inÇ -+- 2 s in2Ç -t- e s i n 3 £ — 3 s inÇ) + . . . , 

c o s « = c o s Ç - h | ( c o s 2 ? — i ) H- ^ ; ( 3 cos3Ç — 3 c o s £ ) -+-

Or d e 
u — e sin u = £ 

l 'on l i r e 
m o d ( Ç — u) < e ; 

d o n c 
m o d ( « „ — u) < e"- , - , . 

On a ainsi u n e l i m i t e d e l 'erreur c o m m i s e . P a r e x e m p l e , pour la Terre , 
e = ^ à peu p r è s ; il suffira d e tro is o p é r a t i o n s in = 3) pour o b t e n i r u 
avec s e p t d é c i m a l e s e x a c t e s . 

a" Abaque en points isoplèthes. — M. d ' O c a g n e , a p p l i q u a n t la m é t h o d e 
g é n é r a l e des abaques à l 'équat ion de Kepler , a d o n n é , dans le Bulletin de 
la Société mathématique de France ( t . X X I I , 1 8 9 4 ) , u n a b a q u e p o u r la 
r é s o l u t i o n de c e t t e é q u a t i o n . Cet a b a q u e p e r m e t d 'obten ir r a p i d e m e n t une 
p r e m i è r e va leur a p p r o c h é e de l ' inconnue , d o n t o n pourra e n s u i t e a p p r o c h e r 
d a v a n t a g e par l 'emploi des m é t h o d e s r i g o u r e u s e s . 

3° Série de Lagrange. — On p e u t o b t e n i r d e s d é v e l o p p e m e n t s de u, 
s inK, c o s i t , u — L, r, . . . e n sér ies p r o c é d a n t s u i v a n t les p u i s s a n c e s c r o i s 
s a n t e s de e, par la sér ie de L a g r a n g e . C o n s i d é r o n s u n e équat ion de la 
f o r m e 

« = ? + « / ( « ) , 

qui d é t e r m i n e u en fonct ion des var iab le s Ç e t e, et a p p e l o n s u c e l l e des 
rac ines de c e t t e é q u a t i o n qui t end v e r s Ç q u a n d e t e n d vers zéro . Lagrange 
se p r o p o s e de d é v e l o p p e r u n e fonc t ion d o n n é e F ( « ) de c e t t e rac ine , en 
sér ie o r d o n n é e su ivant l e s p u i s s a n c e s p o s i t i v e s c r o i s s a n t e s de e ; i l donne 
p o u r ce la la f o r m u l e 
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Laplace a t rouvé le p r e m i e r que ce s d é v e l o p p e m e n t s sont c o n v e r g e n t s 

tant que e r e s t e in fér ieur à la l i m i t e 0 , 6 6 2 7 4 3 . . . e t Cauchy a confirmé 

ce résultat par une m é t h o d e p lus d i r e c t e . 

4° Fonctions de Bessel. — L e s d é v e l o p p e m e n t s p r é c é d e n t s s o n t c o n v e r 

gents pour les p l a n è t e s , m a i s c e s s e n t d e l'être p o u r cer ta ines c o m è t e s p é r i o 

diques décr ivant a u t o u r du So le i l d e s e l l ipses a l l o n g é e s . On p e u t alors 

employer , pour cos M , s in i t , cos ju, siaju, où j d é s i g n e u n ent ier 

positif, un mode d e d é v e l o p p e m e n t qui est v a l a b l e pour t o u t e s l es va leurs 

de l ' excentr ic i té c o m p r i s e s e n t r e o e t 1 e t d a n s l eque l f igurent les fonctions 

de Bessel. P o u r d o n n e r une idée de c e s d é v e l o p p e m e n t s , r e m a r q u o n s 

d'abord que l 'équat ion de Kepler 

11 — e si n u = 

définit u c o m m e u n e fonct ion impa ire de Ç, car l 'équation ne ce s se p a s 

d'être vérifiée si l'on c h a n g e s i m u l t a n é m e n t Ç e t u de s i g n e s ; de p l u s , si 

l 'anomalie m o y e n n e Ç a u g m e n t e de 2ir, il e n e s t de m ê m e de l 'anomal ie 

excentr ique u. D'après ce la , cosy'u e t sinj'u, où j d é s i g n e un ent i er positif , 

sont des fonc t ions d e Ç n e c h a n g e a n t pas de va leur quand Ç a u g m e n t e d e 

2ir, la première paire , la s e c o n d e i m p a i r e . On sai t q u e toute f o n c t i o n réel le 

finie et c o n t i n u e d'une v a r i a b l e Ç, ne c h a n g e a n t pas quand Ç cro î t d e 27 r , 

est d é v e l o p p a b l e par la f o r m u l e de F o u r i e r e n u n e sér ie .procédant su ivant 

les s inus e t c o s i n u s des mul t ip l e s de Ç : dans l e cas où la fonct ion de Ç 

qu'on d é v e l o p p e e s t paire, le d é v e l o p p e m e n t ne c o n t i e n t que des cosinus 

avec u n t e r m e c o n s t a n t ; dans le cas où c e t t e f o n c t i o n e s t impaire, l e 

d é v e l o p p e m e n t ne c o n t i e n t q u e des sinus sans t e r m e c o n s t a n t . 

On aura d o n c , pour cos ju e t sin ju, des d é v e l o p p e m e n t s de la forme 

su ivante , o ù n o u s e m p l o y o n s l e s n o t a t i o n s d e T i s s e r a n d dans le T o m e I 

de sa Mécanique céleste ( C h a p . X I I ) , 

cos ju = ^Pp* p[J) cosÇ -+- p(j} c o s 2Ç - 4 - . . . - 1 - / > / ' cost'Ç - ( - . . . , 

sin j u = G R ' J " s in Ç - T - q'/> s in 2Ç - ( - . . . - H q\1) sin j'Ç - I - , . . , 

les coeff ic ients é t a n t d o n n é s par les formules c o n n u e s 

I cosj'u cost'Ç aX, - q / ) z = j si nju si n i t, dÇ, 

dont la p r e m i è r e , par e x e m p l e , s 'obt ient i m m é d i a t e m e n t en mul t ip l iant les 

deux m e m b r e s d u p r e m i e r d é v e l o p p e m e n t par c o s t£ rfÇ, i n t é g r a n t d e o à T: 

et remarquant q u e t o u s l e s t e r m e s d u s e c o n d m e m b r e o n t d e s i n t é g r a l e s 

nul les , sauf le t e r m e en p'^. N o u s a l lons e x p o s e r l e ca lcul des coef f i c i ents 

p/} : le calcul des q'p se fait d'une m a n i è r e a n a l o g u e . O n a d'abord, en 

faisant i = o, 

I c o s / u rfÇ, 
0 
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-p^i=z j cosju(i—ecosu)du. 
2 «A 

C e t t e i n t é g r a l e e s t nu l l e qua nd j e s t > i : p o u r j = i , e l l e est . 

D o n c 

Pou = - e , /></>= o, / > i . 

P u i s o n a, e n i n t é g r a n t par part i e s ( s > o ) , 

— = j c o s j'u cos dÇ = 4 I cosj'u s in i u +4 / s in j'u sin « Ç 
2 d0

 1 1 |o » ./„ 

La par t i e i n t é g r é e e s t nu l l e ; l 'autre par t i e d e v i e n t , en r e m p l a ç a n t l e 
p r o d u i t des d e u x s inus par une différence d e c o s i n u s e t m e t t a n t p o u r Ç sa 
v a l e u r u — e sin M, 

pJi=j^J" C O S [ M ( Î — j ) — i e % \ n u \ d u — J - j " cos[u(i-\-j)—ies\nu]du. 

C'est ici q u ' i n t e r v i e n n e n t l e s fonc t ions de Besse l q u e l 'on p e u t définir 
c o m m e il su i t . S o i e n t k u n e n t i e r e t x un p a r a m è t r e ; l ' expres s ion 

• r * 
Jk(x)=— I cos(k<f — x sin tp) dtp 

définit u n e f o n c t i o n d e B e s s e l . Il e x i s t e d o n c u n e inf inité d e f o n c t i o n s de 
B e s s e l c o r r e s p o n d a n t à t o u t e s les v a l e u r s p o s i t i v e s , n é g a t i v e s ou nul les de 
l 'ent ier k. Il e s t aisé d e vo ir q u e l'on p e u t t o u j o u r s s u p p o s e r £ p o s i t i f : en 
effet, c h a n g e a n t <p en TT — on a 

d<f - — rftp', 

e t l ' intégrale c i - d e s s u s d o n n e 

( — i ) * 

3/i(x) = - — I c o s ( — k < s ' — x sin®')d®'= (—i)lJ-k(x), 
7 1 Jo ' 

f o r m u l e qui p e r m e t d e passer d'un i n d i c e n é g a t i f à un i n d i c e posit if . La 
f o n c t i o n J/i:(a") e s t u n e fonc t ion t r a n s c e n d a n t e en t i ère d e x c o n t e n a n t e * 
en fac teur : e n d é v e l o p p a n t c e t t e f o n c t i o n su ivant les p u i s s a n c e s de x, on 
t r o u v e 

J ( . (;)'[ (ÏÏ (?)' 
J * < * * ~ 1 . 2 . . . * L ' _

 · . * - * - ! + l.»(*+|)(*+l) 

(;)· 1 
i.2.3(i + i)(* + 2 ) ( i + 3) '"J* 

o u , en r e m p l a ç a n t Ç par u — e sin u e t r e m a r q u a n t q u e , si u var ie d e o à t , 
i l en es t de m ê m e de Ç, 
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CHAPITRE X I . MOUVEMENT DES PLANÈTES. 4 î3 

D'après c e s n o t a t i o n s , on a, p o u r l e coeff ic ient p{, la va leur 

# # ' = 4 | J i - . , ( * 0 - W k ) ] ; 

on trouve de m ê m e 

En portant c e s v a l e u r s d a n s l e s e x p r e s s i o n s d e cosj'u e t siny'u, on o b 

tiendra les d é v e l o p p e m e n t s c h e r c h é s c o n v e r g e n t s p o u r toute s l es valeurs 

de e entre o e t i. O n a, par e x e m p l e , 

I = oo 

e n / · \ i / · n t C o s i ' Ç 
c o s u = — - -h2j [ J ' - i ( i e ) — J ' + i ( i e ) l — l— 

1 = 1 

Si , dans ce d é v e l o p p e m e n t , on c h e r c h a i t l es coeff ic ients d e e, e 2 , . . . , o n 

retrouverai t c e u x q u e d o n n e la formule de Lagrange é c r i t e p lus h a u t ; 

néanmoins , l es d e u x d é v e l o p p e m e n t s s o n t b i en d i s t incts : ce lu i de L a g r a n g e 

procède su ivant les p u i s s a n c e s de e e t ne c o n v e r g e que si e e s t p lus p e t i t 

qu'une cer ta ine l i m i t e ; ce lu i que n o u s v e n o n s d 'ob t en i r p r o c è d e s u i v a n t 

les c o s i n u s d e s m u l t i p l e s d e Ç e t c o n v e r g e p o u r t o u t e s l e s va l eurs d e e 

entre o et i . 

N o u s renverrons , p o u r u n e é t u d e p l u s dé ta i l l ée des f o n c t i o n s de B e s s e l , 

au Traité de Mécanique céleste de T i s serand , auquel n o u s avons fait 

de n o m b r e u x e m p r u n t s , e t à l 'Ouvrage d e T o d h u n t e r : On Laplace's, 

Lamé's and Bessel's Functions. A v a n t Besse l , ces f o n c t i o n s o n t é t é r e n 

contrées par F o u r i e r . 

240. Éléments du mouvement elliptique. — Le mouvement e l 
liptique d 'une planète est défini dans l 'espace par six constantes. 
Menons par le centre S du Soleil trois axes Sx, Sy, Sz de di rec-

Fig. i 5 o . 

tions fixes; il est dans l 'usage actuel d 'adopter pour plan des xy 
le plan de l 'écliptique au I e r janvier i 8 5 o , pour parties positives 
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/ ( M - + • « ) = · 

où M désigne la masse du Soleil et m celle de la planète. En r é 
sumé, pour définir le mouvement d 'une planète ou d 'une comète 
pér iod ique , il faut connaître sis. constantes 9, <f, ns, a , e, T , qu'on 
appelle les six éléments du mouvement elliptique. A la place de T 
on in t rodui t souvent un autre élément e donné par 

de Sx et Sy les droites aboutissant à l 'équinoxe du printemps et 
au solstice d'été à cette époque, et pour partie positive de Sz celle 
qui est dirigée vers le pôle boréal de l 'écl ipt ique. (Ces axes sont 
orientés aut rement que ceux que nous employons habi tuel lement . ) 
Le plan de l 'orbite de la planète coupe le plan des xy suivant une 
ligne NN' qu 'on appelle ligne des nœuds. L ' u n des points d ' in
tersection N de l 'orbite avec le plan de l 'écl ipt ique est le nœud 
a scendan t ; c'est le point que traverse la planète quand sa coor
donnée z de négative devient positive. L 'au t re nœud N ' est le nœud 
descendant . Pour définir le plan de l 'orbite, on se donne l'angle 
9 = : rSN compté positivement de Sx vers Sy, angle que l'on 
appelle longitude du nœud ascendant, et l ' inclinaison o du plan 
de l 'orbi te sur le plan de l 'écl ipt ique, cet angle o étant mesuré 
par l 'angle que font entre elles les perpendiculaires menées au 
point N à SN, l 'une dans le plan de l 'écliptique dans le sens du 
mouvement de la Te r re , c 'est-à-dire de Sx vers Sy, l 'autre dans 
le plan de l 'orbi te dans le sens du mouvement de la planète (ou 
de la comète) . Une fois le plan de l 'orbite déterminé, il faut fixer 
la position cl la grandeur de l 'ellipse. Soit A le périhélie ; on 
appelle rs la somme des angles xSN et NSA, ce dernier angle étant 
compté à part i r de SN dans le sens du mouvement ; ss nomme 
la longitude du périhélie. L 'angle N S A est égal à TU — 8. Cet 
angle fixe la position de l 'ell ipse; on détermine sa grandeur en se 
donnan t son demi grand axe a et son excentricité e. Enfin, pour 
ind iquer la façon dont la planète parcourt son orbi te , on donne 
•la durée de la révolution T ou le moyen mouvement n = ^ et 
l ' instant T du passage au périhél ie . Remarquons que a et T ne sont 
pas des quanti tés distinctes, car elles sont liées par la relation, 
établie plus haut ( p . 4 l o ) i 

iTz'a3 
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dw = Cdt = / / ( M - h m)p dt, 

et que l'on appelle longitude moyenne à l'époque zéro. Les coor
données rectangulaires x, y, z de la planète s 'expriment alors, par 
des formules qu' i l est inutile d'écrire ici, en fonction du temps et 
des six éléments elliptiques 

( x—f\(t, 6, <j>, rn, a, e, e ) , 

( A ) | y = / , ( * , 9, <p, m, a, e, e ) , 

( z =f3(t, 6, o , T B , a, e, E ) . 

2-41. M é t h o d e d e l a v a r i a t i o n d e s c o n s t a n t e s . — Si le système 
solaire était formé du Soleil et d 'une seule planète, les six éléments 
du mouvement el l iptique conserveraient indéfiniment les mêmes 
valeurs; mais, comme nous l'avons vu, le mouvement elliptique 
ne donne qu 'une première approximation du mouvement de la 
planète. L'action des autres planètes sur la planète considérée 
aura pour effet de t roubler ce mouvement elliptique : pour r ep ré 
senter ce mouvement t roublé, qui est le mouvement réel de la 
planète et qui diffère peu du mouvement ell iptique, on conserve 
les formules (A) du mouvement elliptique en y regardant les six 
éléments 9, çp, ra, a, e, s, non plus comme des constantes, mais 
comme des fonctions de t. Par la suite des temps, sous l 'action 
des autres planètes, ces éléments subiront des variations 89, S», 
3?a, Sa, oe, 3s qu 'on appelle perturbations des éléments, d'où r é 
sulteront des perturbat ions correspondantes pour les coordonnées 
X, y, z. La partie de la Mécanique céleste qui a pour but le calcul 
de ces variations se nomme Théorie des perturbations. 

242. M o u v e m e n t p a r a b o l i q u e d e s c o m è t e s . — Imaginons une 

comète décrivant une parabole ayant pour foyer le centre du 
Soleil, ce qui est le cas du plus grand nombre des comètes. On a 
alors, en appelant «' l 'angle que fait le rayon vecteur SM = r avec 
le rayon vecteur SA du pér ihél ie , 

r = £ = 
I -+- cos w . w 

2 COS* — 
2 

L'intégrale des aires donne 
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Fig. i5x. 

et la force at tractive du Soleil sur la comète égale à 

/(M-i-m)m. ( j i / r c 

La constante des aires est alors C = )/[>-p = \/f(M •+• m) p. On a 

donc 

' * = ( i - 4 - t a n g * - W t a n g - , 

p* 2 C O S * — X ' 
1 2 

d'où, en intégrant et appelant T l ' instant du passage au périhélie, 

2 JflM -h m), . (v i . w 

' 3 ' - ( t - z ) = ^ a g - + 3 l a n g 3 - . 
P* 

Telle est l 'équation du troisième degré en t a n g ^ qu ' i l faut résoudre 

pour avoir la position de la comète à l ' époque t : cet te équation 

n'a qu 'une racine réel le ; on l 'écrit comme il suit , en posant p = zq 

et remarquant que y/M -+- m peut être remplacé pa r y /M, car m est 

tout à fait négligeable devant la masse du Soleil : 

On a construi t des Tables numériques donnant la r ac ine de cette 
équation p o u r une suite de valeurs attribuées au premier m e m b r e , 
la masse M du Soleil é tant prise pour uni té . 

m désignant la masse de la comète et M celle du Soleil . Il résulte, 
en effet, du problème des deux corps que nous avons résolu, que 
la comète se meut au tour du Soleil comme si le Soleil était fixe 
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EXERCICES. 

1. Pour le mouvement d'un point attiré vers un centre fixe O par une force 
F = — mk'r proportionnelle à la distance, on a montré que la trajectoire est une 
ellipse de centre O et que la vitesse du mobile, dans une position quelconque M, 
est proportionnelle au demi-diamètre b' conjugué de OM : v = kb'. Démontrer 
que, si l'on veut, à l'aide de ce résultat, vérifier les théorèmes des aires et des 
forces vives, on retrouve les théorèmes d'Apollonius. 

Réponse. — Soit OM = r = a' ; le théorème des aires donne pv = C; or ce 
produit pv est égal à k fois l'aire du parallélogramme construit sur a' et b' ; 
l'équation des forces vives e2-+- k' /'2 = h donne k- (a ' 2 - t - b'2) = h. 

2. Trouver le mouvement d'un point sollicité par une force centrale ayant 
l'expression suivante : 

où a et b désignent des constantes. 

Réponse. — Pour trouver la trajectoire, on doit intégrer l'équation 

D " 1 / A N 

r i / b \ a 
•aW + TX,+

 v ) + U = 0' 

linéaire à coefficients constants en j - La forme de l'intégrale générale change 

suivant le signe de i H- ̂  : quand cette quantité est nulle, - est un trinôme du 
C r 

second degré en 8; quand elle est positive et a sa racine carrée commensurable, la 
trajectoire est une courbe algébrique. 

3. Soit 
_ m ( a -+- b cos 2 8 ) 

Réponse. — On est conduit à intégrer l'équation 

243. É l é m e n t s p a r a b o l i q u e s . — Pour définir l 'orbite parabo
lique d 'une comète , on donne cinq éléments indépendants 9, <», ra, 
T et q, dont les quatre premiers ont la même signification que 

pour les planètes, tandis que q = ^ désigne la distance périhélie 

(voir Mécanique céleste de Tisserand) . 
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dont l'intégrale est 

- = A coso -h B sin6 — ~ + - A ; cosa6. 
r C 2 i C.2 

La trajectoire est une courbe algébrique du quatrième degré, quelles que soient 
les constantes \ , B, C, à moins que 6 = 0 ; elle est alors une conique, car la loi 
d'attraction devient la loi de Newton. 

L'intégrale des aires donne ensuite t par une quadrature. 

4. Soit 

m u. m u. 

/ • 2 ( a c o s 2 6 - 1 - 2 * s i n 6 c o s 8 - + - c s i n 2 8 ) 2 r 2 ( a C O S 2 8 - + - ¡3 sin 2 8 -+- y ) s 

a, b, c désignant des constantes et a, p, y ayant les valeurs a — a C, ¡3 = b, 

y = — · (Celte loi de force centrale est l'une de celles trouvées par MM. Dar-

boux et Halphen. ) 

Réponse. — En posant <!/(§) — a C O S Î B - f - [3 s i n 2 8 H - y, on devra intégrer 
l'équation 

7 ^ - + ; = - £ [ + ( 6 ) ] - * · 

Lorsque oe 2 - i -p 2 —y 1 ou b2—ac est différent de zéro, cette équation admet, 
comme on le \érifie sans peine, une intégrale particulière de la forme 

r » v t v - / > - c 2 (a 2 - t - p 2 — y'1 ) 

La trajectoire a donc pour équation f 

i = A c o s 8 - l - B s i n 8 - t - ï[/ty(W) 

avec les constantes arbitraires A, B, C ou A, B, X. C'est une conique tangente aux 
deux droites fixes ayant pour équation 

i j ( (0 ) = o ou a(x2— y2) •+• 2 $ x y •+-y(x*+y2) = o. 

Lorsque a 2 -)- p 2 — Y 5 = o, 6 2 — a c = o, + ( 8 ) est le carré d'une fonction 0 ( 8 ) de 
la forme A- costì + l sin6, <\i ( 6 ) = cr ( 6 ) . L'équation admet une solution particu
lière de la forme - = —~rrrr' et la trajectoire devient 

r n ( 8 ) 1 

- = A c o s 8 + B sin 8 • 
ra(8) 

conique tangente à l'origine à la droite fixe ra ( 8 ) = 0 , ou kx + ly = 0 . 

5. Démontrer que, si l'on sait trouver la trajectoire d'un mobile sous l'action 
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d'une force centrale F = m * 6^, on sait également la trouver sous l'action 

de la force 

F ; = / n < P ^ — a cos8 — b s in8, 8^ ( i — ar cos8 — br sin8 ) - - , 

a, b désignant des constantes. 

Réponse. — On suppose qu'on sache intégrer l'équation différentielle 

c 

et il faut montrer qu'on sait intégrer aussi 

+ 7 / = - ( , - a , - c o s 8 - é , s i n e ) ^ G - A C O S 9 - 6 5 I N 6 ' 6 ) -

Or la seconde équation se ramène à la première par la substitution 

- = - + « cos8 -+- b s in8. 
r p 

6. Sachant que la force F = m<xr fait décrire à son point d'application une 
conique ayant pouf centre l'origine, trouver la trajectoire d'un mobile sol l ic ité 
par la force 

m ¡ 1 
F, = 

•(^ — a cosB — 6 sin8^ 

(deuxième des lois de force trouvées par MM. Darboux et Halphen). 

Réponse. — Cette question est une application du problème 5. On trouve 
comme équation générale de la trajectoire du mobile sous l'action de la 
force F ( 

j — a cos8 -t- b sin8 - r y/a cos ! 6 -+- 2 p cos8 sin 8 + Y sin^B, 

a, |3, y étant trois constantes arbitraires. Celte trajectoire est une conique tel le 
que la polaire de l'origine par rapport à celte conique est une droite fixe 
a x + by — i = o. 

7. Hodographe. — Dans le mouvement d'une planète autour du Solei l , on 
mène par le centre du Soleil des segments égaux et parallèles aux vitesses de la 
planète dans ses différentes positions. Lieu géométrique des extrémités de ces 
segments; ce lieu est Vhodogvaphe. 

Réponse. — Ce lieu est un cercle dont le centre est sur l'ordonnée du foyer et 
qui contient le foyer dans son intérieur. On peut le démontrer en s'appuyant sur 
la relation pv = C, sur ce que le lieu des projections d'un foyer d'une ellipse 
sur les tangentes est un cercle et sur ce que la figure inverse d'un cercle est un 
cercle. 
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8. Pour obtenir l'hodographe d'un mobile quelconque décrivant une courbe 
plane, suivant la loi des aires, autour d'un point O, il suffit de faire tourner d'un 
angle droit autour du point O la transformée par rayons vecteurs réciproques 
(courbe inverse) de la podaire du point O par rapport à la trajectoire. 

Pour que l'hodographe soit un cercle, il faut et il suffit que la podaire du 
point O par rapport à la trajectoire soit un cercle; la trajectoire est alors une 
conique de foyer O et la force varie en raison inverse du carré de la distance. 

9. Un point décrit, suivant la loi des aires, une circonférence passant par le 
centre des aires O; trouver la loi de la force : i° en fonction de la distance r; 

tp( 8 ) 
2° sous la forme „ · 

r2 

_ . M A · " ' > 
Réponse. — 1° ; 2» 

r2 cos 3 8 

[ 10. Mouvement d'un point sollicité par la force centrale F = — 2 / " ' X , u . > 0. 

Réponse. — Le théorème des forces vives donne v2 = —L + h. Différents cas 

sont à distinguer, suivant que A = vl ^ est positif, négatif ou nul. Supposons 
R 0 

h < o. On trouve pour équation différentielle de la trajectoire 

C dr Cdr dò = • 
^ A r ' - C ' r ' + i i y 7 t ( / - 2 — a2) ( r 2 - t - b2) 

en mettant en évidence les racines du trinôme en r2 qui sont l'une positive et 
l'autre négative. 

\I-h(a2 + b2) , . 
Faisant r = a coscp et — T ; = g, on trouve la forme normale 

p dR — — —. k-= — ;-,· 
6 i/i — À- 2 sin 2 ? a 2 + 6 2 

On a donc tp = amg-(6 — 8 0 ) ; d'où, pour la trajectoire, 

r = acng(6 — 8 0 ) . 
Le temps est donné par 

Cdt=z r2 di, 

Ct = a2J;n2£(9 — 8,,) rf6, 

intégrale de seconde espèce qui s'exprime à l'aide des fonctions 0 et H de Jacobi 

Si l'on suppose b = x, h = 0, hb2 = — -ji = — C ! , k2 = 0, comme il résulte des 

relations entre les coefficients et les racines, on retrouve le cercle r = a cos(8 — 6,). 

11. Fonctions de Bessel. — Démontrer qu'on a les relations suivantes : 

(1) À-J t(a;) = *[h+A*) + h-i(3>)], 

(2) rfJt(aQ 
JET- = 2 [ ' » - , ( * ) 
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et 

( 3 ) 
<PJt{x) i_ dJk(x) 

x dx 

Ces relations se vérifient sans peine si l'on y remplace les fonctions J par leurs 
expressions sous forme d'intégrales définies. Prenons, par exemple, la première : 
on est amené à démontrer la relation 

x i 
— j cos [(k -t-i)<p — x s i n o ] 

-f- cos [(A - — 1 ) 9 — x s i n ç ] | dtp = 0 

ou, en remplaçant la somme des deux cosinus par un produit de cosinus, 

cos(£:p — xs'mtp)(k dtp — x c o s ç dtp) = 0 , 

ce qui est évident, puisque l'intégrale indéfinie de l'expression placée sous le 
signe / est la fonction si 11 ( £ 9 — xsiatf), qui s'annule aux l imites . 

12. Développer la' fonction Jk(x) en série entière ordonnée par rapport aux 
puissances positives croissantes de x. 

Réponse. — On peut se servir de l'expression de 3k(x) sous forme d'intégrale : 
les coefficients du développement contiendront des intégrales de la forme 

f cosktp sin 1"» dtp, f sïnktp sin^tp dtp, 

aisées à calculer en exprimant sin»'cp en fonction linéaire des cosinus et des sinus 
des multiples de tp. 

On peut également employer l'équation différentielle ( 3 ) en y substituant 
pour Jk(x) une série de la forme 

( X x^ xv \ 

a.+ a. h a , H . . . 4 - a , h . . . ) 
1 1 1.2 v I . 2 . . . V / 

et calculant les coefficients par voie récurrente. 

13. Théorème d'Euler. — Le temps S que met une comète à passer sur une 
orbite parabolique du point P au point P' est donné par la formule 

, * 3. 

6 V ' / ( M - i - m ) 6 = ( r - l - r'+ ff)2QP ( / 'H-r '— tj)i, 

r et r' désignant les rayons vecteurs des deux positions P et P', et a la 
corde P P \ 

[Nous démontrons ce théorème en Mécanique analytique (n° 304). Voyez T I S S E 
R A N D , Mécanique céleste, p. 112.] 

s 

14. Un point attiré par un centre fixe, suivant la loi de Newton, décrit une 
orbite hyperbolique : calculer sa position à chaque instant. 

k cos ( ¿ 9 — x s i n o ) dtp — 

1 
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(Trajectoire conique; cas particulier des lois trouvées par Halphen et Darboux.) 

On emploie la même méthode que pour l'ellipse n° 237; il s'introduit des loga
rithmes et des exponentielles à la place des lignes trigonométriques et des fonc
tions inverses. 

15. Méthode des approximations successives pour la résolution de l'équation 
de Kepler. Soit « la racine de l'équation. Démontrer les propositions suivantes : 

i ° On prend sur le cercle trigonométrique, à partir de l'origine A des arcs, 
deux arcs AM = AM', égaux et de signes contraires, égaux en valeur absolue à 

' — e. Si l'arc Ç a son extrémité sur l'arc MAM', c o s u est positif; sinon, cosu 

est négatif. 
2° Si c o s u est positif, ce qu'indique la disposition de Ç. toutes les valeurs de 

la suite U p w 2, M„, ... iront, à partir d'un certain moment, en s'approcliant 
de u, toutes par excès ou toutes par défaut. 

3° Si cosw est, au contraire, négatif, les valeurs approchées de « seront, a 
partir d'un certain moment, alternativement approchées par excès et par défaut, 
à l'instar des fractions continues. ( K Œ N I G S . ) 

16. Un centre attractif d'abscisse % se meut sur Ox d'un mouvement oscilla
toire ^ = a cosnl. Ce point attire un point matériel libre M proportionnellement 
à la distance : trouver le mouvement du point M. 

(La projection de la trajectoire sur le plan des yz est une ellipse de centre 0 . ) 

17. La force centrale produisant le m o v e m e n t d'un point est proportionnelle 
v3 r 

à , v désignant la vitesse du mobile, /• sa distance nu centre des forces, p le 
P 

rayon de courbure de la trajectoire. 
( K E S A L , Comptes rendus, t. XC, p. 769.) 

18. Mouvement d'un point sollicité par une force centrale d'intensité constante. 
Discuter la trajectoire. (6 est donné en fonction de /' par une intégrale elliptique. 
On verra plus loin, à propos des équations intrinsèques du mouvement d'un 
point sur une surface, qu'on peut ramener au problème précédent l'étude du 
mouvement d'un point pesant sur un cône de révolution d'axe vertical .) 

19. Trouver le mouvement d'un point matériel soll icité par une force centrale 

F = - ' " L — p — J ; 

a est la distance initiale du point au point attirant. La vitesse initiale est per

pendiculaire au rayon vecteur initial et a pour valeur —· 

(La trajectoire est la transformée par rayons vecteurs réciproques d'une ellipse 
par rapport à son centre.) 

20. Trouver le mouvement d'un point sollicité par la force centrale 

F — _ mV-
/• Jcos 3& 
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l'unité de temps égale à l'heure naturelle ( / = i ) : on aura 8 = 2 

M est la masse d'un cube d'eau ayant a pour côté, on a M = a3, 8 = 21t. Le 
point matériel est alors l'aiguille d'une horloge absolue; il décrit un arc égal au 
rayon pendant chaque unité de temps. 

( L I P P M A N N , Comptes rendus, 8 mai 1899.) 

A. — I. 

21. Forces centrales avec résistance de milieu. — Un point de masse 1 se 
meut sous l'action d'une force centrale F et d'une résistance R tangente à la 
trajectoire. Démontrer que la trajectoire est plane. Puis , prenant le plan de la 

. . . „ , • . dy dx 
trajectoire pour plan des xy, et désignant par S la quantité x-^j —y par 

p la distance de la tangente au centre des forces O, et par p le rayon de cour-
r S 2 S dS 

bure, démontrer les formules F = ; —» R = 5 —;— 
p J p /J2 ds 

( cloo S dx 
On peut partir de l'identité —j- = — = — qu'on différentie, en se rap-

et € 30 y ccx 

pelant que x dy—y dx — p ds, dyd2x — dx dly = j c' = ^ = ^ ° ) 

particulier, si R = kv-, on a l'intégrale S = A e - * ! q u i remplace l'intégrale des 
aires, s désignant l'arc de courbe parcouru. 

( S I A C C I , Comptes rendus, t. L X X X V I I I . ) 

22. Si, dans l'exercice précédent, on suppose R = kv, résistance proportion
nelle à la vitesse, on a l'intégrale 

S = C e - " . 
( E L L I O T . ) 

23. Mouvement d'un point de masse i sollicité par une force centrale égale à 

— — Cette loi de force est, avec une approximation suffisante pour 

l'Astronomie, l'expression approchée de l'attraction d'un sphéroïde sur un point 
éloigné. ( G v l o é n , Comptes rendus, t. XCI, p. 0,5·;.) 

24. Mouvement d'un point matériel attiré par un centre fixe proportionnelle
ment à la distance et soumis à une résistance de milieu proportionnelle à la 
vitesse. 

(Trajectoire plane; x et y sont donnés en fonction de t par des équations 
différentielles linéaires à coefficients constants. Discussion.) 

25. Soit un point matériel gravitant autour d'une masse M en décrivant une 
orbite circulaire de rayon a. Appelons 8 la durée de la révolution en supposant 
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CHAPITRE X I I . 

MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE 

FIXE OU MOBILE. 

I. — MOUVEMENT SUR UNE COURBE FIXE. 

2 M . Équation du mouvement. — Soient C la courbe sur 
laquelle le point est assujetti à se mouvoir et M F la résultante 
des forces extérieures qui agissent sur le mobile . Celui-ci exerce 
sur la courbe une certaine pression, et la courbe agit sur le mobile 
par une réaction égale et opposée qui est normale à la courbe 
fixe, si l 'on suppose qu' i l n 'y a pas de frot tement . Le point peut , 
par suite, être considéré comme libre dans l 'espace, à la condition 
qu'on lui applique la force F et la réaction normale MN (fig. i 5 2 ) . 

Fig. 1 3 2 . 

Puisque la position du mobile sur la courbe dépend d'un seul" 
paramètre , il suffit d 'une seule équation ne contenant pas la réac
tion pour définir le mouvement . Cette équation est donnée par le 
théorème des forces vives sous la forme 

mv* 
d = X dx -t- Y dy •+• Z dz, 

équation où n 'ent re pas le travail de N, puisque la réaction restant 
normale au déplacement ne p rodu i t aucun travail. 
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Pour achever le calcul, on exprimera les coordonnées d'un 
point de la courbe en fonction d 'un paramètre q 

on aura alors 

<·> -= (&)'+ (S)"=<̂ *"-°">(§)'' 
(2) X r f ï + ï a ' / + Z à = ( X t p ' - + - Y < ] / + - Z r o ' ) dq = Q 

Q désignant la quant i té X o ' - ( - Y<J/+ Znj'. Dans le cas le plus 
général qui puisse se présenter , la force dépend à la fois de la 
position du mobile, de sa vitesse et du temps. Les composantes 
X, Y, Z et, par conséquent , Q seront alors des fonctions de q , 

^~ et t , et l 'équation ( i ) , écrite sous la forme 

4 f ( r ^ * ' ' + - ' s ) ( § ) ' ] = Q ^ , 

sera une équation différentielle du second ordre , donnant q en 
fonction de t . 

Dans le cas particulier où la force ne dépend que de la position 
du mobile, Q est une fonction de q seulement et l ' intégration de 
l'équation se ramène à des quadratures . L'équation des forces 
vives donne, en effet, 

d"jf = q d q t ! ï f - ^ = f \ d q . 

1c 

On tire de cette équation, après avoir remplacé v 2 par sa 

valeur ( i ) , {^jÇ^J e n fonction de q : . ^ 
dq 

Le problème est ainsi résolu pa r deux quadratures successives. 

L'expression de ^ comporte un double s igne; au début du m o u 

vement on sait quel signe il faut prendre , car le sens de la vitesse 

initiale donne le signe de la valeur initiale de on conservera ce 
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signe tant que ^ ne s 'annulera p a s ; si, au bou t d 'un temps fini, 

s 'annule, la vitesse s 'annule ; le sens de la composante tan-
gentielle de la force détermine alors le sens du mouvement et , 

par sui te , le signe de 

Lorqu ' i l existe une fonction des forces U(x, y, z), la première 

intégrat ion est immédia te ; on a 

— = U(x,y, z)-hh, 

h ayant pour valeur — \ J ( x 0 , y , ) , z0). On achève le calcul 

comme ci-dessus, en remplaçant x, y, z par leurs expressions en 
fonction de q. 

245 . S t a b i l i t é d e l ' é q u i l i b r e . — Supposons que la force X , Y, Z 
ne dépende que de la position du mobi le ; la quanti té Q est alors 
une fonction de q seulement , et pour trouver les positions d'équi
l ibre il faut trouver les valeurs q annulant Q (n° 92 ) . Ce problème 
conduit aux mêmes calculs que la recherche des maxima et minima 
de la fonction 

U ( ? ) = f Qdq, 
qui n'est définie qu 'à une constante addilive p rès . Nous voulons 
démont re r , d'après Lejeune-Dir ichle t , que si, pour une valeur 
q = a , cette fonction U est réel lement maximum, la position 
d'équilibre correspondante est stable. 

P o u r simplifier, nous pouvons supposer a = o, car cela revient 
à p rendre , comme nouveau paramètre , g — a au lieu de q. Nous 
pouvons aussi supposer que la fonction U(q) s 'annule dans la 
position d 'équil ibre considérée, q — o ; car cela revient à déter
miner convenablement la constante arbitraire qu 'on peut ajouter 
à U(<7), c 'est-à-dire à prendre 

f\dq. 
•Jt> 

La fonction U(q) est alors nulle et maximum pour q = o : cela 
veut dire que , s é tant un nombre positif quelconque inférieur à 
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«ne certaine limite fixe, la l'onction U(<7) est négative pour toutes 
les valeurs de g, autres que zéro , vérifiant la seule condition 

Ce nombre e étant choisi arbi t ra i rement aussi petit qu 'on le 
veut, déplaçons le mobile de la position d 'équil ibre pour l 'amener 
dans une position initiale correspondant à une valeur qa du para
mètre comprise entre — e - e t -+-s, et imprimons-lui une vitesse 
initiale c 0 . Nous allons mont re r qu 'on peut assigner des nombres 
positifs a et S tels q u e , sous les seules condit ions 

" o < « , — $<q«<?>, 

le mobile, dans le mouvement qui se produi t , ne sorte pas des 
positions limites cor respondant aux valeurs r t e du paramètre g, 
et même n'atteigne pas ces limites. En effet, U ( e ) et U ( — s) étant 
des quanti tés négatives et non nulles, on peut déterminer un 
nombre positif p qui soit plus peti t à la fois que — U ( s ) et 
— U(— e), de sorte que la somme U(q) + p, positive pour g = o , 
devienne négative pour g = dzs. D 'après le théorème des forces 
vives, on a, dans le mouvement qui se produi t , 

— = U ( ? ) - + - — U ( ? 0 ) . 

Déterminons v9 et g0 par les conditions 

^ < £ , - U ( „ ) < { ; 

la première donne pour t>0 une limite supérieure a égale à y/ 

la deuxième, à cause de la continuité de la fonction U ( y ) qui 
s'annule pour g = o, exige que g0 soit en valeur absolue inférieur 
à un certain nombre positif ¡3. Alors, si ces conditions initiales sont 
remplies, on a 

mf<V(g)+p, 

et il est évident que g ne peut pas at teindre les limites ± e , car , 

si g atteignait une de ces l imites, la demi-force vive qui est 
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X = o, Y = o, . Z = — mg, 

.Fig. i53 . 

le travail élémentaire du poids est ~mgdz, et l 'équation des 

forces vives donne immédiatement 

— =— gz + h, 

formule qu 'on peut écrire 

essentiellement posit ive, devrait ê t re p lus peti te que le second 
membre , qu i devient négatif pour q=±e; ce qui est absurde. 
L'équilibre est donc bien stable. 

Remarque. — Lorsque la force dépend de la vitesse, Q dépend 

de q et pour obtenir les positions d 'équil ibre, il faudra cher

c h e r les valeurs de q qui annulent Q , sous la condition ~ —o. 

Une de ces posi t ions étant trouvée, pour reconnaître si elle est 
stable ou instable , il faut étudier le mouvement du point en le 
supposant infiniment peu écarté de cette position et animé d'une 
vitesse initiale infiniment pet i te . On trouvera dans la théorie du 
mouvement du pendule simple, soumis à une résistance de milieu 
proport ionnelle à v, un exemple de la marche à suivre. Nous déve
lopperons plus tard, d 'une manière systématique, l 'étude des petits 
mouvements autour d 'une position d 'équil ibre s table. 

2-46. M o u v e m e n t d ' u n p o i n t p e s a n t s u r u n e c o u r b e f i x e . — Pre
nons trois axes rectangulaires, l 'axe des z é tant une verticale 
dirigée vers le hau t . Les projections de la force étant (fig- i53) 
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h 

— = a. 

Considérons le plan U dont l 'équation est z = a; la distance MP 
du mobile à ce plan est a — z, de sorte que la vitesse est donnée 
par 

La valeur numér ique de la vitesse est donc la même que si le 
point était tombé verticalement de P en M sans vitesse initiale. 

Supposons que Ja courbe considérée soit fermée; deux cas 
peuvent se présenter , suivant que Je plan LT coupe ou ne coupe 
pas cette courbe. Quelle que soit la position initiale M 0 du mobile , 
on peut toujours le lancer avec une vitesse v0 suffisamment grande 
pour que le plan LT soit aussi haut qu 'on le voudra, puisqu'on a 

a = — - t - z 0 . 

ig 
Supposons donc t>0 assez grand pour que LT soit au-dessus de 

la courbe ; la vitesse ne s 'annulera jamais , et Je mobile tournera 
indéfiniment sur sa trajectoire. Le mouvement sera pér iodique, la 
vitesse maxima se produisant au point le plus bas, et la vitesse 
minima au point le plus haut. 

Admettons maintenant que le plan II coupe la courbe . Soient 
A, A' deux intersections -consécutives ; supposons le mobile lancé 
du point le plus bas M 0 de l'arc AA' vers l 'extrémité A. On voit 
aisément que Je mobile arrivera aussi près du point A que l'on 
voudra; en effet, la vitesse ent re M 0 et B restera constamment 
supérieure à y / a ^ . B B , , BB ( étant la distance de B au plan LT, et 
le mobile arrivera nécessairement en B au bout d'un temps fini. 
Si la tangente en A n'est pas horizontale, le mobile at teindra ce 
point ; on a, en effet, 

( dsX* 
¿¿1 = 2 # r > — z), 

d'où 

± \Ja — z 

Comptons les arcs à part ir de M 0 , et le temps à partir de l ' instant 

en posant 
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ds 

va-

Après avoir a t te int le point A, le mobile redescendra vers M 0 , y 
arrivera avec la vitesse ve et repart ira sur l 'arc M 0 A ' , où le mou
vement sera analogue et durera un temps T , si la tangente en A' 
n 'est pas horizontale. Le mouvement est donc une oscillation dey 
A en A' , chaque oscillation simple ayant pour durée T + T | . 

Nous pouvons donner deux l imites entre lesquelles T devra être^ 1 

••compris; ces deux l imites seront d 'autant plus voisines que l'arc 
M 0 A sera plus petit . Si l 'on pose 

dz _ 
ds ~'!' 

on sait que l'on a 
d*z _ d-{ _ y ' 

ds* ds p ' 

p é tant le rayon de courbure et y' le cosinus de l 'angle que fait ce 

rayon de courbure avec l 'axe des z, cosinus qui est positif, car 

l 'angle est aigu. Soient A", K. les limites de — pour l'arc considéré; 

on aura entre M 0 et A 
d*z 
ds* ds* 

on en conclut, en in tégrant , que 

dz 
d s - K * ^ > 

car cette fonction, qui s 'annule pour * = o , est constamment 
décroissante, d 'après l ' inégali té qui précède . La fonction primitive 

ini t ia l ; puisque s croît avec t, on devra prendre le signe + dans 
l 'équation ci-dessus et l'on aura 

r z
 ds_ 

\ p T g t = Ç j f f — - / ,
 d Z - dz. 

Jz0 \/a — z J Za y/a — z 

Si la tangente en A n'est pas horizontale , ^ reste fini pour z = a, 

et l 'é lément de l ' intégrale devient infini de l 'ordre \ \ donc cette 

intégrale reste finie lorsque z tend vers a. Le temps T que met le 

mobile à arriver en A est alors donné par 
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> 

où l est la longueur de l 'arc M 0 A. En remplaçant ^ ^ par le 

deuxième membre dans l 'expression de ï , on aura 

d2 z 

En partant de l 'inégalité - ^ j - — k = o, on trouverait de la même 

façon 

Si l'on diminue la vitesse initiale de façon à abaisser le plan JJ 
jusqu 'au voisinage de M 0 , les deux quanti tés K et A tendent 

simultanément vers la même limite, à savoir la valeur de au 
P 

point le plus bas , valeur que nous caractérisons par l ' indice zéro . 

Par conséquent , lorsque l 'oscillation aura une amplitude infini

ment peti te, la durée d 'une demi-oscillation simple sera " ~ ^ / 

~ p " ô ~ et l 'oscillation simple aura pour durée TC ̂ / s ' ? pour la p o r 

tion M 0 A' de la trajectoire, la q u a n t i t é a même limite que p o u r 
P 

la portion M 0 A . En particulier , si la trajectoire est un cercle de 
rayon R dans un plan vertical, on retrouve l 'expression connue de 

la durée d 'une oscillation infiniment petite ŷ/̂" 

Revenons maintenant aux oscillations d 'amplitude finie, et con
sidérons le cas où la tangente en A est horizontale. Rappelons la 
formule qui donne le temps 

r ds 

K 

z— —s2 sera par suite toujours décroissante; écrivons qu 'el le est 

constamment supérieure à sa valeur finale, nous aurons 

z s* > a 1-, 
2 2 
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«/« v a — 

Soit X l 'ordre de l'infiniment pet i t a — z par r appor t à s — l dans 

le voisinage de s — / ; l 'élément de l ' intégrale sera infini d 'ordre ^ 

par rappor t à _̂ ^; si ^ est > i , l ' intégrale qui donne t croîtra 

indéfiniment; s i , au contraire, on a ^ < i , l ' intégrale restera finie. 

Le premier cas se présente pour un point ordinaire, où l'on a X = 2 , 
comme on le voit en développant, p a r l a formule deTay lo r , z con
sidéré comme une fonction de s dans le voisinage de s — l et 

remarquant que ^ est supposé nul pour s — l. Le second cas peut 

se présenter pour un point de rebroussement , où en général 

\ = · Si donc A est un point ordinaire à tangente horizontale, le 

mobile s 'approchera indéfiniment de ce point sans jamais l'at
teindre. Si A est un point de rebroussement , le mobile peut y 
arriver sans vitesse et s 'arrêter dans cette position d 'équil ibre. On 
en trouvera un exemple dans l'exei-cice ( 5 ) . 

247 . Réac t ion normale . Équat ions in t r insèques . — Si l'on 
' app l ique les équat ions intr insèques du mouvement (n° 200 ) , on 

trouve d 'une pa r t l 'équation du mouvement , d 'autre par t deux 
équations permet tant de calculer la réaction normale . 

Menons en M la tangente M T dans le sens des arcs croissants. 
Soit MG = p le rayon de courbure principal (fig- 1 5 4 ) J menons 
la binormale MB. Les équations intr insèques du mouvement seront 
actuellement 

(,) F < = ' ^ 

(2 ) F „ + N „ = m — , 

9 
( 3 ) F B - + - N B = o ; 

Lorsque z tend vers a, s tend vers la longueur l de l 'arc M„A, 
1 . . ds 

^ a ^ croît indéfiniment, également. Prenant * pour variable 

indépendante , on aura 
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Fig. i54. 

donneront ensuite la réaction normale par ses composantes N n , N B . 
Le calcul se simplifie lorsqu' i l y a une fonction de forces U. Dans 
ce cas, l 'équation des forces vives est 

= U -+- h, 
2 

et, en por tan t celte valeur de v2 dans l 'équation ( 2 ) , on pourra 
ent ièrement déterminer la réaction sans connaître le mouvement . 

L 'équat ion ( 1 ) écrite sous la forme 

dv ds dv 1 dmv* 
r t = m —. j - = mv -=- = — —-,— 

ds dt ds 2 ds 

est bien ident ique à celle des forces vives. Elle montre q u e le 
mouvement ne change pas, si l 'on déforme la courbe sans changer 
sa longueur et si l 'on modifie la force F sans changer sa compo
sante tangentielle Ft. Celte opération modifiera un iquement la 
réaction normale . En particulier, on peut de cette façon, sans 
changer le mouvement , transformer la courbe en une droi te et 
ramener le problème à une question de mouvement rectil igne. 

Application. — Comme application de ce qui précède, nous démontre
rons le théorème suivant : 

Supposons qu'un mobile partant de Mo décrive librement une même tra
jectoire C, lorsqu'on le lance avec des vitesses successives v,, PJ , . . s o u s 
l'action de forces qui respectivement sont F' , F", , pour chacun des 
mouvements. Admettons maintenant qu'on lance ce mobile sur une courbe 

car les seules forces agissant sur M sont F et la réaction nor 
male N . 

La première de ces équat ions , qui n 'est autre que l 'équation 
des forces vives sous une autre forme, donne le mouvement sur la 
courbe, car elle est indépendante de la réact ion; les deux autres 
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o n a enfin 

m e 5 , m i ) ' ! , m / ! 

= N „ - 1 - a' 1- a" H . . -, 
P P P 

N „ = — ( p 2 — a V * — *"v"* — . . . ) = — C. 
P P 

C e l t e é g a l i t é , j o i n t e à N B = O , d é m o n t r e le t h é o r è m e q u e n o u s av ions en 

v u e . 

On p o u r r a d i s p o s e r de la v i t e s s e in i t ia le d e façon à a n n u l e r la c o n s t a n t e C. 

D a n s ce cas , la réac t ion sera c o n s t a m m e n t nul le e t l e p o i n t décrira l i b r e 

m e n t la c o u r b e d o n n é e . Ce dern ier ré su l ta t e s t d û à O. B o n n e t . 

P a r e x e m p l e , un p o i n t matér i e l p e u t décr ire l i b r e m e n t u n e m ê m e e l l ipse 

sous l ' inf luence d 'une des c inq forces s u i v a n t e s : u n e a t t rac t ion e n raison 

i n v e r s e du carré d e la d i s tance d e la part d e c h a c u n des foyers , une attrac-

fixe qui réa l i se m a t é r i e l l e m e n t C e t qu'on le s o u m e t t e au s y s t è m e d e forces 

a ' F ' , a " F " , a g i s s a n t en m ê m e t e m p s , a', a", . . . é t a n t d e s c o n s t a n t e s ; 

dans ce dernier cas, la réaction normale de la courbe est dirigée sui
vant la normale principale et varie en raison inverse du rayon de 
courbure. 

* 

S o i e n t v', v", v'", . . . l es v i t e s s e s q u e p o s s è d e s u c c e s s i v e m e n t le m o b i l e 

au p o i n t M d a n s la p r e m i è r e série d ' e x p é r i e n c e s . Les é q u a t i o n s in tr in 

s è q u e s d'un q u e l c o n q u e d e ce s m o u v e m e n t s , d u p r e m i e r par e x e m p l e , 

seron t 
/ /„, dv' ,dv' v'* \ 

( I ) \ ( v ' = m S F = m ' Â ' F ' - ^ j » * « = « > ) • 

D a n s la dern ière e x p é r i e n c e le p o i n t n'est pas l i b r e ; il faut d o n c i n t r o 

duire la r é a c t i o n n o r m a l e d e la c o u r b e fixe, e t l es é q u a t i o n s du m o u v e m e n t 

s o n t a lors 

dv 
' ds 

m— = N „ + « ' F i + i " F I + a"F,'; + . . . , 
P 

o = N B -+- a"FB+ a"Fg -+- CL" F B - H . . · . 

En t e n a n t c o m p t e des équat ions ( i ) , on a d 'abord N B = o, puis 
dv , , dv' „ „ dv" 

v -r = a v —,—i- a v —,—v-... 
ds ds ds 

e t , en i n t é g r a n t , 

v*= C - t - a V : - l - ( x ' V « - r - . . . , 

la c o n s t a n t e G a y a n t pour v a l e u r 

e s — a t>n

2 — a P „ - — 
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Fig. i55. 

P r e n o n s les a x e s i n d i q u é s sur la figure e t s u p p o s o n s le mobi l e lancé du 

po int le plus bas MQ(Z = — l) a v e c u n e v i t e s s e ini t ia le v0: le t h é o r è m e des 

forces v ives d o n n e 

v t 
v i = i g ( a — z) avec a = — / - i — · 

2g 

i° S u p p o s o n s d'abord que la dro i te n(^= a) c o u p e le cerc l e en A , A' , 

c 'es t -à -d ire qu'on a i t a < l, o u v0<Ci\/lg. C o m m e n o u s l 'avons vu , l e 

m o u v e m e n t cons i s tera en osc i l la t ions i s o c h r o n e s entre A e t A'. P o u r é t u 

dier le m o u v e m e n t , n o u s p r e n d r o n s pour var iable l 'angle M 0 O M = 8. O n 

aura 

z = — / c o s O , a =—l c o s a , 

en appe lant a l 'angle d'écart m a x i m u m M 0 O A . 

A v e c c e t t e v a r i a b l e 0, l ' express ion d e la v i t e s se est 

_ds _ l d(i 
~ dt~~ dt 

e t l ' équat ion des forces v ives d e v i e n t 

l* \ = 2 # / ( c o s 6 — c o s a l , 

tion p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s t a n c e au c e n t r e , e t enfin des a t trac t ions des a x e s 

en raison inverse du c u b e de la d i s t a n c e . Si donc on force l e p o i n t à décr ire 

l'ell ipse sous l 'act ion de ce s c inq forces s i m u l t a n é e s , en le p laçant dans des 

condit ions in i t ia les q u e l c o n q u e s , la press ion sur l 'e l l ipse var ie en raison 

inverse du, r a y o n de c o u r b u r e . 

248. P e n d u l e s i m p l e . — U n p e n d u l e s imple est cons t i tué par un p o i n t 

matérie l p e s a n t m o b i l e sans f r o t t e m e n t sur une c i rconférence s i tuée dans 

un plan vert ica l < fig. i 5 5 ) . 
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qu'on p e u t écr ire 

l(dï) = 
d'où 

1 * = « 9 

1 . / t t « — r y e 
— s in 2 -

•2 2 
l L / s i n * 

N o u s p r e n d r o n s l e s i g n e -4- en s u p p o s a n t q u e le m o b i l e m o n t e . En 
c o m p t a n t l e t e m p s à partir du m o m e n t où le m o b i l e par t de M 0 , on aura 

l / f ' = f / '} ,· 
/ l / s i n 2 - — s i n * -

e t , e n posant 
. 6 . a 

s in = u s in , 
2 2 

V ' J 0 \/(i — u*)(i — k*u*) \ V 

On e s t d o n c r a m e n é à u n e i n t é g r a l e e l l i p t i q u e , e t l ' équat ion c i -dessus 
peut s'écrire ( ' ) 

c ' e s t -à -d ire 

- „ ( « y / f ) , . 

. 8 . a 
sin - = s in - s o I t 

2 2 

« ° » i = v A - * , 9 n , ' v / 7 = d B ( ' v A ) ; 

on o b t i e n t a ins i l e s c o o r d o n n é e s / s i n 6 e t / c o s 8 du m o b i l e e n fonct ion 

un i forme du t e m p s . 

P o u r avo ir le t e m p s T q u e m e t le m o b i l e à a l ler d e M 0 en A , il faut 

faire var ier 8 de o à a, c ' e s t -à -d ire u de o à i ; d o n c , e n p o s a n t c o m m e 

d'ordinaire 

- ~ Ç \ du 

J0 y/(i — « 2 ) ( i — k^uï) 

on aura pour T la v a l e u r K ^ / - ^ - e t la d u r é e d e l 'osc i l la t ion s imple sera 
( 1 ) Voir Principes de la théorie des fonctions elliptiques, par Appell et Lacour 

(Gauthier-Yil lars) . j f j $ 
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y / i — k2 u* a 

, , , i . 3 . 5 . . . a r e — 1 . „ 
- t r / . * « » - + - . , . - + - - — ¿ 2 « „ 2 « . 

2 . 4 2 . 4 . 0 2 « 

et, en n o u s a p p u y a n t sur la f o r m u l e fac i le à é tab l i r 

*l u'-ndu -K 1 . 3 . 5 . . . 2 « — 1 r xjw—u1 2 2 - 4 - 6 . - - 2 « 

nous aurons 

par c o n s é q u e n t , 

P o u r les osc i l la t ions in f in iment p e t i t e s (a = o ) , o n t r o u v e ainsi la formule 

2 V S 

P o u r les o sc i l l a t i ons d e faible a m p l i t u d e , on p o u r r a r e m p l a c e r s i n - par " 

et ne c o n s e r v e r que l e s d e u x p r e m i e r s t e r m e s du d é v e l o p p e m e n t : 

2* Il n"bus faut m a i n t e n a n t c o n s i d é r e r l e c a s où la dro i t e n n e rencontre 
pas l e c e r c l e , c ' e s t - à - d i r e où l 'on a a > / . L 'équat ion d e s forces v ives 
(>*= 2 g (a — z) p e u t s'écrire 

( dô \ 2 / 6 \ 

= "ig(a -+-1 c o s 8 ) = 2g (a-±- l — 2 / s i n 3 - \ 
o u 

2 K ^ / ~ Si l'on a j o u t e c e t t e quant i t é à t, l e m o b i l e d o i t p r e n d r e la pos i 

t ion M", s y m é t r i q u e de M, e t s inô do i t c h a n g e r de s i g n e , ce qui fourni t une 

vérification de la f o r m u l e c o n n u e 

s n ( a ? - + - 2 K ) = — snx. 

Il est u t i l e d'avoir l e d é v e l o p p e m e n t de T su ivant l es p u i s s a n c e s de s in ^ , 

c'est-à-dire celui de K s u i v a n t l es pu i s sances cro i s sante s de k. P o u r o b t e n i r 

ce d é v e l o p p e m e n t , n o u s écr i rons , d'après la f o r m u l e du b i n ô m e , 
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2 l 

d« r d» 
Xdt = — 2 X t = 1 2 

• sin* -

P r e n o n s enfin M = s i n - c o m m e n o u v e l l e v a r i a b l e : il v i e n d r a 
, 2 

« = s n ( X i ) , 

c ' e s t -à -d i re sin - = s n ( X < ) . O n e n d é d u i t 

2 
g 

c o s - = \ / i — s n 2 ( X f ) — c n ( X ï ) . 

Le t e m p s T q u e m e t le m o b i l e à arr iver a u ' p o i n t l e p l u s h a u t s 'obt ient en 

fa i sant var ier 8 d e o à ir, c ' e s t - à - d i r e u d e o à i ; on a d o n c 

»-«-ïhœ"-*(H)'*+-]-
3° 11 re s te enfin à tra i ter le cas i n t e r m é d i a i r e où la droi te TJ serait t a n 

g e n t e à la c i r c o n f é r e n c e d o n n é e : a = l. O n p e u t a lors effectuer les in t é 

g r a t i o n s à l 'a ide de f o n c t i o n s e x p o n e n t i e l l e s , c a r l e m o d u l e k* d e s fonc 

t i o n s e l l ip t iques p r é c é d e n t e s d e v i e n t é g a l à i . R e v e n o n s , en effet, à 

l ' équat ion des forces v i v e s «*' = 2g(a— z); n o u s l ' écr irons 

— J = 2g(l •+• l c o s 8 ) = t^gl c o s 1 - , 

r "! 

t/î—-î 
c o s -

2 
e t , e n i n t e g r a n t , 

l / r ^ l o g t a n g ^ - H Î ) . 

La c o n s t a n t e d ' in tégrat ion e s t n u l l e , p u i s q u e t d o i t s 'annuler a v e c 6. 

L o r s q u e t c ro i t i n d é f i n i m e n t , 6 t e n d e n c r o i s s a n t v e r s la l i m i t e it; l e m o 

b i l e s ' a p p r o c h e i n d é f i n i m e n t d u p o i n t l e p l u s h a u t sans j a m a i s l 'a t te indre . 

C e p o i n t e s t une p o s i t i o n d 'équi l ibre instable. 

•il 
e n p o s a n t k% = a y k* e s t P ' u s p e t i t q u e i , p u i s q u e a e s t p lus grand 

q u e l. E n ré so lvant par r a p p o r t à dt e t p o s a n t \ = — — 2 ^ ^ a ^ 
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A. — I. 29 

Calcul de la réaction. — La réac t ion e n c h a q u e p o i n t est d ir igée sui 

vant le rayon du c e r c l e ; on la c o m p t e p o s i t i v e m e n t vers l e c e n t r e e t n é g a 

t ivement dans l e s e n s c o n t r a i r e . S o i t a lors N sa va leur a l g é b r i q u e ; la 

s econde des é q u a t i o n s in t r insèques d u m o u v e m e n t d e v i e n t 

F » + N = , 
P 

car N co ïnc ide a v e c sa p r o j e c t i o n sur la n o r m a l e p r i n c i p a l e ; o n a en o u t r e 

(fig- i 5 5 ) 

F „ = — mg c o s 6 = —j—> 

vi= o.g(a — z), 

et le rayon de c o u r b u r e p es t la l o n g u e u r l du [pendule ; par c o n s é q u e n t , 

o n a 

irng mgz mg, „ . 
N = — p . ( a — z) — —j— = —^-(-la — is). 

La réact ion décro î t d o n c q u a n d le p o i n t s 'é lève sur le cerc l e , e t son m a x i 

mum, e s s e n t i e l l e m e n t posit i f , a l ieu p o u r l e p o i n t l e p l u s b a s . Cet te r é a c 

t ion s 'annule e t c h a n g e d e s i g n e a u x p o i n t s où la c i r c o n f é r e n c e e s t c o u p é e 

par la dro i t e z = 

D'après ce qui p r é c è d e , si l 'on s u p p o s e le m o b i l e l a n c é d a n s un t u b e 
•circulaire, l e p o i n t pressera sur la paroi ex t ér i eure du t ube quand la réac
t ion N sera p o s i t i v e , e t sur la paro i i n t é r i e u r e quand N sera n é g a t i v e . Le 
plus s o u v e n t , l e p o i n t m o b i l e e s t re l i é au p o i n t fixe par un fil flexible; 
tant que la réac t ion e s t p o s i t i v e , l e fil r e s t e t e n d u ; m a i s l orsque , après s 'être 
a n n u l é e , e l le d e v i e n t n é g a t i v e , l e p o i n t t end à se rapprocher du c e n t r e , e t 
le fil ne peut l e m a i n t e n i r s u r la c i rconférence . Si l 'on n é g l i g e la masse d u 
fil, le m o b i l e qu i t t era la c i r c o n f é r e n c e au po int où N = o e t s e dép lacera 
l ibrement s o u s l 'ac t ion de s o n p o i d s ; il décr ira d o n c u n e parabole qui se 
raccordera a v e c le cerc l e . A u p o i n t de c o n t a c t d e c e s d e u x c o u r b e s , l e 
rayon de c o u r b u r e sera le m ê m e ; e n effet, la v i tesse du m o b i l e , ainsi q u e 
les forces qui a g i s s e n t sur lu i , var ient d'une façon c o n t i n u e au m o m e n t o ù 

le m o b i l e qu i t t e l e cerc le ; l ' équat ion i n t r i n s è q u e qui d o n n e —^— m o n t r e 

a lors que le rayon d e c o u r b u r e varie aussi d'une façon c o n t i n u e , e t l e s 

d e u x c o u r b e s s o n t b i e n oscu la tr i ce s , au p o i n t de c o n t a c t . La p a r a b o l e , 

ayant son a x e ver t i ca l , e s t e n t i è r e m e n t d é t e r m i n é e par la c o n d i t i o n d'être 

o scu la tr i ce au cerc l e , au p o i n t c o n s i d é r é . 

C h e r c h o n s m a i n t e n a n t à que l l e s c o n d i t i o n s d o i v e n t ê t re assuje t t i e s l e s 

d o n n é e s p o u r q u e le m o b i l e q u i t t e o u ne qu i t t e pas la c i r c o n f é r e n c e . Con

s idérons les dro i tes A ^ a = -^j e t H(z = a) (Jîg. i 5 5 ) . S i a e s t négat i f , 
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la r é a c t i o n n e s 'annulera j a m a i s , c a r , la d r o i t e A é t a n t s i t u é e au-dessus de 

la dro i t e II, le m o b i l e qui osc i l l e e n t r e A e t A ' n e p o u r r a j a m a i s l 'a t te indre , 

• . · . ^ . 'la , . . . 
e t la réac t ion res tera toujours p o s i t i v e . D e m ê m e , si e s t supér ieur a l, 

la d r o i t e A sera e x t é r i e u r e au c e r c l e , e t la réac t ion n e s 'annulera p a s ; le 

m o b i l e décrira p é r i o d i q u e m e n t la c i rconférence d'un m o u v e m e n t c o n t i n u . 

La r é a c t i o n ne. s 'annulera d o n c q u e si l 'on a 

31 
o < a < —, 

2 

c ' e s t - à - d i r e en r e m p l a ç a n t a par sa v a l e u r , si l 'on a 

Jigl < v„ < \/5gl, 

va d é s i g n a n t , c o m m e plus h a u t , la v i t e s s e au p o i n t l e p l u s b a s . 

^ 2 4 9 . Mouvement du pendule simple dans un milieu résistant. — Si 
l 'on v e u t t e n i r c o m p t e d e la ré s i s tance d u m i l i e u où se fa i t le m o u v e m e n t , 
il suffit d 'ajouter a u x forces N e t — mg, qui a g i s s e n t sur le mob i l e , une 
t r o i s i è m e force R d ir igée s u i v a n t la t a n g e n t e , en s e n s i n v e r s e du m o u v e 
m e n t e t cro i s sant a v e c la v i t e s s e . 

L 'équat ion des forces v i v e s ou la p r e m i è r e des é q u a t i o n s in tr insèques du 
m o u v e m e n t 

d*s „ 
m 7 m = F t 

d o n n e r a alors 
d* 9 

ml -j^ = — mg s i n 9 — R, 

é q u a t i o n dans l a q u e l l e l e s p r o j e c t i o n s s o n t fa i tes sur la t a n g e n t e d ir igée 

dans le s ens d e s arcs pos i t i f s . 

i ° N o u s t r a i t e r o n s le cas des o s c i l l a t i o n s t rès p e t i t e s dans u n mi l ieu où 

la r é s i s t a n c e es t p r o p o r t i o n n e l l e à la v i t e s s e . D a n s c e s h y p o t h è s e s , on aura 

R , 

ml at 

et l ' é q u a t i o n du m o u v e m e n t d e v i e n d r a , en r e m p l a ç a n t sinO par 9, 

# 9 , c?9 g. 

Cette é q u a t i o n c o n v i e n t aussi b i e n au m o u v e m e n t d e s c e n d a n t qu'au m o u 

v e m e n t a s c e n d a n t , car l e s i g n e d e R c h a n g e avec le s ens du m o u v e m e n t . 

L 'équat ion d u m o u v e m e n t e s t u n e é q u a t i o n l inéa i re à coeff ic ients c o n 

s t a n t s ; p o u r l ' in tégrer , p o s o n s 
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n o u s a u r o n s , p o u r d é t e r m i n e r r, l ' équat ion 

r s H - ikr-\- y = o , 

Í 5 i 

•= — k±^/k* — 

Si l 'on s u p p o s e la r é s i s t a n c e très fa ible , c e s d e u x r a c i n e s s e r o n t imag i 

naires , e t n o u s p o u r r o n s p o s e r 

r = — k ± p . i p . ' = f - * * , 

de sor te q u e l ' in tégra le g é n é r a l e d e l ' é q u a t i o n d u m o u v e m e n t sera 

6 = e—* ( (A cosp.J + B s i n p U ) . 

La v i t e s s e angu la i re sera d o n n é e par 

dt 
= e - * ' [ ( B p . — A ¿ ) c o s u . í — (Ap. -+- B £ ' ) s i n u . < ] . 

S u p p o s o n s le m o b i l e a b a n d o n n é sans v i t e s s e in i t ia le d u p o i n t M 0 ; so i t 6» 
l 'angle d'écart in i t ia l . E n faisant t = o d a n s l e s f o r m u l e s p r é c é d e n t e s , o n 
v o i t que 

A = e„, B = * ® 2 . 

A v e c ces v a l e u r s des c o n s t a n t e s , la v a l e u r de la v i t e s s e sera 

- r = •—- e~kt
 s i n ut. 

dt u. ^ 

Le m o b i l e p a r t a n t de M 0 décr i t un arc de cerc l e Mo M! e t arrive j u s q u ' e n 

Fig . i56. 

un po int M , (fig. t 5 6 ) , où la v i t e s s e s ' a n n u l e ; la d u r é e t, d e c e t t e d e m i -

osc i l l a t ion es t la p r e m i è r e va leur d e t a n n u l a n t — » c ' e s t -à -d i re t, = « 
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Le m o b i l e r e v i e n d r a e n s u i t e sur ses pas jusqu 'au p o i n t M 2 , o ù il arrivera 

à l ' é p o q u e tt = — , e t a ins i de s u i t e ; l e s o sc i l l a t ions s o n t i s o c h r o n e s 
1* 

c o m m e d a n s l e v i d e , mais la d u r é e d e s o s c i l l a t i o n s e s t u n p e u a u g m e n t é e , 

c a r o n a pi < \ / ^ C t ' ^ T c o n s * < l u e n t ' ^ -• > 1 1 ^~g' 

P o u r é t u d i e r l e s v a r i a t i o n s d e l ' a m p l i t u d e , r e p o r t o n s - n o u s à l ' e x p r e s 

s i on de 6 : 

= e - * ' ^ 9 0 c o s u . t - t - ^ ! s i n p . t ^ . 

S i l 'on v fait t.— —, on t r o u v e 

— <TT 

6 , = : - e V- e 0 ; 

a i t 

d o n c Ô| e s t < 9 0 . A u t e m p s t%=—onaura 8 2 = 8 0 e H- , e t ainsi d e sui te . 

Les a m p l i t u d e s var i en t d o n c en p r o g r e s s i o n g é o m é t r i q u e de raison 
-k-K 

— e V- . 

2 ° L ' é q u a t i o n d u m o u v e m e n t s ' in tègre e n c o r e a i s é m e n t , m ê m e p o u r des 

o s c i l l a t i o n s d 'ampl i tude finie, dans le cas d 'une r é s i s t a n c e p r o p o r t i o n n e l l e 

au carré d e la v i t e s s e . P o u r le m o u v e m e n t a s c e n d a n t , on a 
—— = — -, sm 8 — k* ( - j - : 
dt* l \dt I ' 

l ' équat ion d u m o u v e m e n t d e s c e n d a n t s 'obt i endra i t en c h a n g e a n t k* en — k 1 . 

P r e n o n s pour n o u v e l l e var iab le 8 ' = n o u s aurons 

dW_dWM_dW_i d( 8 ' 2 ) 
dt~d§dt~ d6 — 2 d8 

e t l ' équat ion d u m o u v e m e n t d e v i e n d r a l inéa ire e n 8 ' ! : 

I £ W + y t * 6 ' * = - - f s h i e . 
2 dO l 

L'équat ion p r i v é e du s e c o n d m e m b r e a p o u r i n t é g r a l e générale 

0'' = A e - ^ ' l N o u s c h e r c h e r o n s u n e i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e d e l 'équation 

c o m p l è t e de la forme 8 ' ! = X c o s S -t- u. s i n 6 ; o n v o i t f a c i l e m e n t que , pour 

sat is faire à l ' équat ion p r o p o s é e , i l suffit de faire 

¿ ( 4 * * 4 - 1 ) ' K / ( 4 * 4 - t - i ) ' 
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et l ' intégrale g é n é r a l e sera 

¿53 

/ ( 4 * * - r - I ) 
C0SÖ — 

/ ( 4 M - H 1 ) 
sinO. 

On aura t en f o n c t i o n d e 6 par une quadrature qu'on pourra effectuer 1» 

en termes finis dans le cas d 'ampl i tudes très pe t i t e s . 

250 . P e n d u l e c y c l o ï d a l . — N o u s é tud ierons sous ce n o m un p o i n t m a 

tériel pesant a s s ujett i à se d é p l a c e r , sans f r o t t e m e n t , sur u n e c y c l o ï d e à 

base h o r i z o n t a l e s i t u é e dans un p lan vert ica l e t t o u r n a n t sa c o n c a v i t é vers 

le h a u t . 

P r e n o n s p o u r o r i g i n e l e p o i n t l e p lus bas de la c o u r b e e t p o u r a x e des .a 

la ver t i ca le d i r i g é e vers l e h a u t : so i t R le rayon du cerc le g é n é r a t e u r . 

Rappe lons t o u t d 'abord que lques propr i é t é s é l é m e n t a i r e s de la c y c l o ï d e . 

Cons idérons u n e p o s i t i o n du cerc l e g é n é r a t e u r e t l e p o i n t décr ivant M ; 

la n o r m a l e à la c o u r b e es t M B (fig. i 5 7 ) , l e c e n t r e de c o u r b u r e es t en E. 

s y m é t r i q u e d e M par rappor t à B , e t l e l i eu d u c e n t r e d e c o u r b u r e E e s t 

u n e c y c l o ï d e é g a l e à la c y c l o ï d e d o n n é e , ayant se s s o m m e t s en AA' ; enfin; 

la t a n g e n t e MC e s t m o i t i é de l'arc OM qui sera d é s i g n é par s . 

D a n s le t r i a n g l e r e c t a n g l e B M C , o n a 

M C 2 = B C . C P , 

c 'est -à-dire 

iWz, 
,, . dz 

d o u - 7 -
ds 

s 
4 R " 

dz 
La p r o j e c t i o n du p o i d s sur la t a n g e n t e é t a n t é g a l e à — m g — sera-

— mg-j-f^. L ' é q u a t i o n d e s f o r c e s v i v e s o u l 'équat ion in tr insèque donner 

d o n c 

d*s g 
dt* 4 R 
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N o u s r e t r o u v o n s la m ê m e * é q u a t i o n q u e d a n s l e m o u v e m e n t rectilignje 

d'un p o i n t m a t é r i e l a t t i ré par un c e n t r e fixe p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la d i s 

t a n c e . N o u s a u r o n s p o u r i n t é g r a l e g é n é r a l e 
s = A c o s ti / -t- B s in * 

4 R 

qui se réduira à 

s = s0 c o s t l/ï 
l o r s q u e l e m o b i l e sera a b a n d o n n é sans v i t e s s e in i t ia le à u n e d i s tance s0 de 

l ' or ig ine . D a n s c e s c o n d i t i o n s , le t e m p s q u e m e t l e m o b i l e p o u r arriver au 

p o i n t le p l u s bas e s t T = i r ^ / ^ ; la d u r é e de l 'osc i l la t ion e s t d o n c i n d é 

p e n d a n t e de la p o s i t i o n in i t ia le du m o b i l e , c ' e s t -à -d ire d e l ' ampl i tude : le 

m o u v e m e n t e s t d i t tautochrone. 

H u y g e n s a réa l i sé m a t é r i e l l e m e n t l e p e n d u l e cyc lo ïda l d e la façon s u i 

v a n t e : au p o i n t de r e b r o u s s e m e n t O' de la d é v e l o p p é e il a t t a c h e u n fil dont 

la l o n g u e u r 4R e s t é g a l e à l 'arc d e d é v e l o p p é e O ' A . D'après les propr ié tés 

rappe l ée s p l u s h a u t , si l 'on a s s u j e t t i t le fil à s 'enrouler s u c c e s s i v e m e n t sur 

l e s d e u x arcs O 'A , O'A' , l ' e x t r é m i t é M d e c e fil décr i t la c y c l o ï d e cons i 

d é r é e . 

Réaction normale. — L'une des é q u a t i o n s in t r insèques d u m o u v e m e n t 

d o n n e 

„ m e 1 

F „ - 4 - N = - — · 
P 

Or 

2 R z 
v*=2g(a — z), p = 2 M B , F t t = — mg c o s a = — mg M B . 

e n a p p e l a n t a l 'angle d e la n o r m a l e a v e c la ver t i ca l e e t r e m a r q u a n t que 

2 R — z e s t la p r o j e c t i o n d e M B sur la ver t i ca l e . O n a d o n c 

„ _ mg(a-z) mg(iR. — z) 
MR H MB 

D a n s l e cas p a r t i c u l i e r où le m o b i l e sera i t a b a n d o n n é sans v i t e s se au 

p o i n t de r e b r o u s s e m e n t , on aura i t a = 2 R , l e p r e m i e r rappor t dev i endra i t 

égal au d e u x i è m e e t la réac t ion serai t 

mg(^-z) 
M B ~ 2 * ' " 

La réac t ion e s t a lors é g a l e e t o p p o s é e au d o u b l e d e la c o m p o s a n t e n o r 

male d u p o i d s ( E U L E R ) . 
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Appelons a l 'angle que fait avec une horizontale la tangente M T , 
menée dans le sens des arcs positifs. Les forces agissant sur le 
mobile sont le poids mg, la réaction normale N , la force de frot
tement / N (n° 195) et la résistance de milieu R = m o ( p ) , ces 
deux dernières forces é tant dirigées en sens contraire d e l à vitesse, 
c'est-à-dire suivant la tangente M T . Les équations intr insèques 
donnent 

dl s 

m-jji = — m ^ s i n a + / N - + - m i p ( f > ) , 

m e * 
= N — m ^ c o s a . 

P 
Éliminant N entre ces deux équations et remplaçant par 

i rfj>* , , , 
ou 7-1 on a 1 équat ion 

z as * 

dv* ifv* 
( i ) = — 2 ^ ( s i n a — / " c o s a ) - ! — ^ H Î » ( P ) . 

Le long de la courbe , a et p sont des fonctions connues de s. 
On a donc là une équation différentielle du premier ordre donnant 
v en fonction de s. Une fois cette fonction t rouvée, on a t en s 
par une quadra ture . Si la résistance est nulle ou proport ionnel le 
au carré de la vitesse <f(v) = kv2, l 'équation est linéaire en v'1 e t 
l'on peut achever les calculs. 

Le point de la courbe pour lequel s i n a — y c o s a es t nu l est la 

- 251 . Mouvement d'un point pesant s u r une courbe située dans 
un plan vertical avec résistance de milieu et frottement. — Suppo
sons, pour fixer les idées, que la courbe tourne sa concavité vers 
le haut et que le mobile se meuve en sens contraire du sens O ' S , 
choisi sur la courbe comme sens positif des arcs s (fig. 1 5 8 ) . 
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position d 'équil ibre limite du mobile, en tenant compte du frotte
men t , si l'on appelle aussi f i e coefficient du frottement au départ 
(n° 190) . 

2o2 . Courbes tautochrones . — Nous avons trouvé plus hau t 
que le mouvement d 'un point pesant sur la cycloïde est tauto-
chrone. D 'une manière générale, considérons un mobile assujetti 
à se mouvoir sur une courbe matérielle donnée sous l 'action de 
forces également données . On dit que la courbe est laulochrone 
s'il existe sur la courbe un poin t O ' tel que le mobi le , étant aban
donné à lu i -même sans vitesse, revienne toujours en O ' dans le 
même temps , quelle que soit la position initiale. Le point O ' s'ap
pelle point de tautochronisme. 

Il faut tout d 'abord dist inguer deux cas, suivant que le mobile 
est sollicité par des forces dépendant seulement de sa position ou 
par des forces dépendant aussi de sa vitesse. 

P R E M I E R C A S . — Les forces dépendent uniquement de la 
position. — Le problème se pose alors comme il suit : 

Soit F ( X , Y, Z) une loi de force donnée , X , Y, Z étant fonc
tions de x,y, z seuls . Sur quelle courbe faut-il assujettir le mobile 
à glisser sans frot tement p o u r que le mouvement soit lautochrone? 

Supposons une de ces courbes tautochrones trouvées et comp
tons l 'arc s à par t i r du point de tautochronisme O ' . L 'équation du 
mouvement est 

dt1 " ds ds ds 

Le long de la courbe x, y, z sont des fonctions de s; X , Y, Z 
sont donc aussi des fonctions déterminées de s et, dans celte 
équat ion, le deuxième membre F f est une fonction de s. Cette 
équation est alors ident ique à l 'équation d 'un mouvement r ec t i -
ligne qui s'effectue sur un axe O's sous l 'action d 'une force Ft , 
fonction de la seule position du mobi le ; et l'on veut que ce m o u 
vement soit tautochrone. O r nous avons vu , d 'après la méthode 
de Puiseux, n° 2 1 3 , que la condition nécessaire et suffisante du 
tautochronisme est que la force Fc soit de la forme — k 2 s > 
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k2 élant une constante positive. D o n c , pour que la courbe s u p 

posée soit tau tochrone , il faut et il suffît qu 'on ail 

(,) x ^ + y è + z j » - * . , . 
v ' as as as 

Toutes les courbes vérifiant cette condition unique seront t au to -
chrones . Le point de tautocbronisme s = o est évidemment une 
posilion d 'équil ibre slable du mobile glissant sur la courbe. 

Pour achever de déterminer le problème, on peut se donner 
arb i t ra i rement une deuxième condi t ion; voici, pa r exemple, deux 
manières différentes de choisir cet te condition supplémentaire : 

I o On peut assujettir la courbe à se t rouver sur line surface 
donnée 

(2 ) f(*,y,z) = o. 

Cette équation et l 'équation ( 1 ) , jo in tes à l 'équation évidente 

(£)·+(£)·*(£)•-
déterminent x, y, z en fonction de s. L ' intégrat ion de ces é q u a 
tions in t rodui t deux constantes arbi t ra i res , outre k2, qui a déjà 
élé choisi arbi t rairement . Si la force dérive d 'une fonction de 
forces, l 'équalion (1) s 'intègre immédia tement , car on a alors 

X dx -+- Y dy -f- Zdz = d\5(x, y, z) —— k'sds, 

2 ° Au lieu d'assujettir la courbe à se t rouver .sur une surface 
'donnée , on peu t l 'assujettir à être également tautochrone, avec le 
même point de lautochronisme, p o u r une deuxième loi de force 
Ki, Y ( , Z ( ne dépendant que d e l à position du mobile . Pour cela, 
il faut et il suffit qu 'on ait, avec l 'équation (i), la nouvelle 
équation 

Les deux équations ( i ) et ( i ' ) , jo intes à ( 3 ) , dé terminent x, y, z 
en fonction de s. La courbe obtenue est tautochrone p o u r la force 

A X + w - X ) , · · ·> À et p. étant des constantes positives. 
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Lorsque la deuxième loi de force dérive, comme la première , 
d 'une fonction de forces U t , on a aussi 

la courbe cherchée se trouve alors sur la surface 

* î [ U r > , y, * ) - C ] = A » [ U , ( * , j s * ) - C , ] . 

D E U X I È M E C A S . — Les forces dépendent de la vitesse. — S u p 
posons que la force ( X , Y, Z) dépende ou non de la vitesse et 
qu'il y ait, de plus , une résistance de milieu, fonction de la vitesse 

ds 

R = <p(p), où v égale L 'équa t ion du mouvement sur la courbe 

cherchée est 
d* s „ dx ,. dy „ dz / ds\ 

mdT*=Xds-^±+zTs+?\dl) '• 

x, y, z é tant des fonctions de s; le second membre , dont la p re -
1 1 J i dx dy dz ^ . . 

miere part ie dépend de x, y, z, , -jj^, - ^ - t peut être exprime 

en fonction de s et L 'équat ion est alors ident ique à celle du 

mouvement rect i l igne d 'un mobile sur un axe O's sous l'action 
d'une force dépendant de la position et de la vitesse. On ne con
naî t pas la condition nécessaire et suffisante pour qu' i l y ait lau-
tochron isme; on sait seulement qu' i l y a lautochronisme quand 
la force suit certaines lois dé terminées , par exemple celle de 
Lagrange (n° 2 1 3 ) . On obt iendra donc des courbes tautochrones 
en égalant, si cela est possible, l 'expression 

ds ds ds ^\dt) 

à l 'une de ces lois de force, par exemple à celle de Lagrange. 
Nous ne t ra i terons pas ici ce cas en détail , ni le cas où il y aurait 

un frottement venant s 'ajouter à une résistance de mil ieu; nous 
renverrons le lecteur à une Note de M. Darboux (Mécanique de 
Despeyrous, t. I, Note X I I I ) , à un Mémoire de M. Haton de la 
Goupill ière (Journal de Liouville, t. X I I I , 2 e sé r ie ) , et à une 
Note de M. Hadamard (Procès-verbaux des séances de la 
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car , p o u r s = o, z d o i t ê t re nu l e t r é g a l à a 

Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, 
7 février 1895). 

253 . A p p l i c a t i o n s . — Pesanteur sans résistance de milieu ni frotte
ment. — O n p e u t t o u t d'abord r a m e n e r la r e c h e r c h e des c o u r b e s t a u t o -

chrones g a u c h e s , sous l 'act ion d e la p e s a n t e u r , à ce l l e des c o u r b e s p l a n e s . 

En effet, i m a g i n o n s une t a u t o c h r o n e g a u c h e C e t c o n s i d é r o n s l e cy l indre 

projetant c e t t e c o u r b e h o r i z o n t a l e m e n t ; si l'on d é v e l o p p e ce cy l indre sur 

un plan ver t i ca l , en m a i n t e n a n t ses g é n é r a t r i c e s v e r t i c a l e s , la c o u r b e C 

dev ient u n e c o u r b e p lane C d e m ê m e l o n g u e u r , e t la c o m p o s a n t e t a n g e n -

t ie l le F ; d u p o i d s d u m o b i l e n'est pas modif iée . Par c o n s é q u e n t , le m o u 

vement n'est pas c h a n g é e t la n o u v e l l e c o u r b e est t a u t o c h r o n e . L ' o p é r a 

t ion inverse p e r m e t de repasser de la c o u r b e p l a n e C à la c o u r b e g a u c h e C. 

N o u s a l lons é tab l i r que la s eu l e c o u r b e t a u t o c h r o n e p o u r la p e s a n t e u r , 

s i tuée dans un plan vert ica l , e s t la c y c l o ï d e . 

P r e n o n s p o u r or ig ine le po int d e t a u t o c h r o n i s m e sur la c o u r b e t a u t o 

c h r o n e , l 'axe des z é tant ver t i ca l e t d i r igé vers le haut . La force d o n n é e 

é tant la p e s a n t e u r , on a a c t u e l l e m e n t X = o, Y = o, Z = — mg, e t la c o m 

posante t a n g e n t i e l l e F ( de la force e s t — m & ~ ¿ ¡ ¡ ¡ ' C e t t e c o m p o s a n t e d o i t 

ê tre de la forme — k*s. On a d o n c , en d é s i g n a n t par A* u n e c o n s t a n t e 

pos i t ive , 
dz A 2 s» 
- T - = - r - A î . ï , Z — A > 
ds a 

sans a jouter d e c o n s t a n t e , car z s 'annule avec s. Cet te é q u a t i o n est 

carac tér i s t ique d'une c y c l o ï d e a y a n t sa b a s e h o r i z o n t a l e et son s o m m e t à 

l'ori g ine . 

' î°~Deux lois de forces. — N o u s a v o n s vu qu'une c o u r b e t a u t o c h r o n e 

es t d é t e r m i n é e à des c o n s t a n t e s p r è s , quand on e x i g e q u e le t a u t o c h r o 

n isme a i t l i eu s é p a r é m e n t pour d e u x lo i s différentes d e forces , l e p o i n t d e 

t a u t o c h r o n i s m e é tant l e m ê m e p o u r l e s d e u x lo i s . 

C h e r c h o n s , par e x e m p l e , u n e c o u r b e qui so i t à la fois t a u t o c h r o n e : 

i ° pour la pesanteur , a" p o u r u n e a t t rac t ion d' intens i té c o n s t a n t e f i s sue 

d'un a x e vert ica l Oz. P r e n o n s ce t a x e p o u r a x e Oz en l e s u p p o s a n t d ir igé 

vers l e h a u t : n o u s p o u r r o n s t o u j o u r s c h o i s i r l 'or ig ine e t l 'axe Oas de te l l e 

façon que le p o i n t de t a u t o c h r o n i s m e so i t sur l 'axe O x , à u n e d i s tance a 

de l 'or ig ine . 

C o m m e a c t u e l l e m e n t la p r e m i è r e loi d e forces dér ive de la fonct ion de 

forces — g z et la d e u x i è m e de la fonc t ion de forces — fr, e n appe lant r 

la d i s tance d u m o b i l e à l 'axe Oz, on a les d e u x c o n d i t i o n s de t a u t o c h r o 

n i s m e 
A-*Î» . , A«s* 

— g * = — — > — A = — - — / « ; 
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4 6 o TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

Ces é q u a t i o n s s 'écrivent p lus s i m p l e m e n t 

s , ç z 

( 1 ) z = —r> r—a =—> 
2 » 2 C 

b e t c d é s i g n a n t des c o n s t a n t e s p o s i t i v e s . • 

L ' é l i m i n a t i o n de s* m o n t r e q u e la c o u r b e d o i t ê t r e s i t u é e sur la surface 

( 2 ) r = a-h-z, 

qui e s t u n c ô n e d e r é v o l u t i o n a u t o u r de Oz: P o u r a c h e v e r d e la d é t e r 

m i n e r , p r e n o n s u n s y s t è m e de c o o r d o n n é e s semi -po la i res r, 8 et z. 

L ' é l é m e n t ds* e s t d o n n é par 

( 3 ) ds* = dr* •+• r* d8* -+- dz*. 

E x p r i m o n s s e t z en f o n c t i o n de r à l 'aide des f o r m u l e s p r é c é d e n t e s ; 

l ' équat ion ( 2 ) e t la d e u x i è m e d e s é q u a t i o n s ( 1 ) d o n n e n t 

-s = | 0 a), s = ^ 2 0 ( 1 · —a); 

e n s u b s t i t u a n t d a n s ( 3 ) e t rédui sant , on a p o u r l ' équat ion d e la projec t ion 

h o r i z o n t a l e 

dr 
— i 
r 

o ù a d é s i g n e u n e c o n s t a n t e p o s i t i v e p lus g r a n d e q u e a. C o m m e la c o u r b e 

p a r t du p o i n t de t a u t o c h r o n i s m e r = a, 8 = 0, o n a pr i s c o m m e l imi te 

in fér ieure r = a. 

La c o u r b e e n p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e est c o m p r i s e e n t r e les d e u x 

c e r c l e s r = a e t r = a; e l le e s t t a n g e n t e au p r e m i e r e t n o r m a l e au s e c o n d , 

s u r l eque l e l l e p r é s e n t e d e s r e b r o u s s e m e n t s . L ' in tégrat ion se r a m è n e à 

l ' i n t é g r a l e d'une f o n c t i o n r a t i o n n e l l e p a r la s u b s t i t u t i o n é v i d e n t e 

a — r 
= u . 

2o4. Courbe brachistochrone pour la pesanteur. — Cherchons 
d'abord la,courbe brachistochrone p o u r la pesanteur. — Étant 
donnés deux points A et B dont le plus élevé est le point A, 
cherchons par quelle courbe C il faut joindre ces deux points 
pour qu'un point matériel pesant, abandonné à lui-même sans 
vitesse initiale en A et glissant le long de la courbe, arrive 
eh B dans le M O I N D R E T E M P S possible. 
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CHAPITRE XII . — MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURRE. 461 

points A et B . Si un point pesant de masse m glisse sans frotte
ment sur la courbe C, la vitesse initiale en A étant nul le , la vitesse 
v dans la position ni sera donnée par le principe des forces vives 
sous la forme 

v* = igz. 
ds 

En remplaçant v par ds désignant un élément d 'arc, on a 

en appelant t le t emps que met le mobile à arriver au point B . 
Pour rendre ce temps minimum, il faut déterminer la courbe C 

de façon à rendre minimum l'intégrale définie ci-dessus, qui est 
de la forme ' 

• di) 
y, z)d.s, 

/(A) 
I 

*AAI 

o u co = 

Nous avons trouvé précédemment (Cbap . VI I , § I I I ) que la 
courbe rendant min imum une intégrale de celte forme est la 
figure d 'équil ibre d 'un fil sous l'action d 'une force dérivant de la 
fonction de forces —<s(x, y, z), la tension étant v(x, y, z). Les 
trois équations différentielles que nous avons données pour celte 
courbe se réduisent à deux, comme nous l'avons vu. 

Cette courbe est la courbe brachis tochrone (fig- i 5 a ) pour la 
pesanteur, ou courbe de plus rapide descente . 

Prenons pour origine le point A, pour axe des z la verticale A s 
vers le bas, pour plan des xz le plan vertical contenant les deux 

Fig. i 5 9 . 
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462 TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

équat ion différentielle d 'une cycloïde dont la base est l 'axe Ox. 
On retrouverai t facilement les équat ions de la courbe sous la forme 
habituelle en faisant 

z = R ( i — cosO) , 

dx= 2 R s i n 2 ^ o f ô , x = x0-hR(Q — s inf l ) . 

La cycloïde devant passer par le point A , x0 = o, et le point A 
est le point de rebroussement de la courbe (fîg. r 5 g ) . P o u r ache
ver de déterminer la cycloïde G passant par les deux points A 
et B, on construi t une que lconque G' des cycloïdes ayant A pour 
rebroussement et pour base Ax, on j o in t AB qui coupe G' en B', 
puis on transforme la cycloïde C' par homolhét ie en prenant pour 
centre d 'homolhétie le point A et pour r appo r t d 'homolhét ie le 
r appor t de AB' à AB. 

Dans ce qui précède, nous avons, pour simplifier, supposé 
nulle la vitesse initiale avec laquelle le mobile par t de A. Si l 'on 
voulait t rouver la courbe de p lus rap ide descente de A en B 
en supposant que le mobile est lancé en A le long de cette 

Dans le problème que nous é tudions , <D(X, y, z) = la force 

qui agirait sur le fil serait verticale, puisqu 'on a ^ = 0 , ^ = 0 ; 

la figure d 'équil ibre est dans le plan vertical passant par les deux 
points donnés . Si l 'on prend alors ce plan pour plan des xz, il 
suffira d 'une équation pour définir la courbe. Nous prendrons la 

première des équations générales < f^ep^^ — ^ d s = o, qui se 

réduit à 
/ 1 dx\ 1 dx _ 

par suite 

dx*=C*zds* = Cflz(dx*-*-dz*). 

Les variables se séparent et l 'on a, en posant ^ = a R , 

I—;— 
dx : 
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ds 

La courbe serait encore une cycloide ayant sa base horizontale, 

mais cette base serait située à la hauteur z = -· 
ig 

Ossian Bonnet a démontré directement que la cycloïde donne 

effectivement le temps de descente m i n i m u m . 

2S5. B r a c h i s t o c h r o n e s e n g é n é r a l . — S u p p o s o n s un m o b i l e so l l i c i t é 

par une force F d é r i v a n t d 'une f o n c t i o n de forces U(a?, y , z). C h e r c h o n s 

la c o u r b e C par laque l l e i l faut j o i n d r e d e u x p o i n t s A e t B pour q u e le 

mobi le , é t a n t assujet t i à g l i s s er sans f r o t t e m e n t le l o n g de c e t t e c o u r b e e t 

lancé d e A avec u n e vitesse donnée P 0> arrive en B dans l e m o i n d r e t e m p s 

poss ib le (jïg- i 5 g ) . C e t t e c o u r b e C es t b r a c h i s t o c h r o n e p o u r la lo i d e 

force d o n n é e . Le t h é o r è m e des forces v i v e s d o n n e , e n a p p e l a n t a:0> yoi z» 

les c o o r d o n n é e s de A , 

o u , en p o s a n t 

— = V(x,y, z) — V(#o,yo, zo) 

mv% ds 

V M \/iU(x,y,z)-*-2h V rn J /TU 

ds 

, A ) » - ~(x,y,Z)-h2.h 

•Telle e s t l ' in tégra le qu'il s 'agit d e rendre m i n i m u m ; e l le rentre d a n s l e 

type général é t u d i é d a n s l e C h a p i t r e V I I , p a r a g r a p h e III , e n fa isant 

<?(x,y, z) = 
S/o. V(x,y, z) •+• 2h 

D'après c e que n o u s a v o n s v u d a n s le Chapitre V I I sur l e s c o u r b e s r e n 

dant m i n i m u m l ' intégra le / <p(a:, y , z) ds, la, c o u r b e c h e r c h é e sera la 

l igure d 'équi l ibre d'un fil f lexible s o u m i s à l 'ac t ion de la f o r c e F , qui a 

courbe avec une vitesse donnée p„, il suffirait de remplacer l ' inté
grale 

Ç ds 

J S/z 
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p o u r p r o j e c t i o n s 

d i ô i d i 

la t e n s i o n du fil é t a n t 1 — · 
\/*(V-hh) 

L e s é q u a t i o n s q u ' o n o b t i e n t ainsi on t é t é d o n n é e s par R o g e r (Journal 
de Lio avilie, 1848). 

On sai t qu 'on p e u t r a m e n e r le p r o b l è m e à des q u a d r a t u r e s lorsque 
c e t t e force fictive F t e t , par c o n s é q u e n t , la force F r é s u l t e n t de l 'at 
t r a c t i o n d'un p o i n t , d 'une d r o i t e o u d'un p l a n fixe en fonct ion de la dis
t a n c e . 

T H É O R È M E D ' E U L E R . — Dans le mouvement brachistochrone, la réac

tion normale est dirigée suivant la normale principale, égale et 

opposée au double de la composante normale de la force. 

En effet, r e g a r d o n s la c o u r b e c o m m e la figure d'équi l ibre d'un fil. Les 
c o m p o s a n t e s de la force fictive F 4 ag i s sant sur le fil qui e s t s u p p o s é r e m 
p l a c e r la c o u r b e s o n t 

X , = [ a ( I H - A ) ] 

- A dU 
Y 1 = [ 2 ( U + A)1 

- 3 dU 
Z, = [ a ( U + A) ] s ^ j , 

la t ens ion du fil é t a n t 

T = 1 

1 / 2 ( 1 1 -h h) 

D ' a u t r e part , la force F qui a g i t r é e l l e m e n t sur le m o b i l e a p o u r p r o 

j e c t i o n s 
dU dU d U . 
àx ' ày' dz' 

l es é q u a t i o n s i n t r i n s è q u e s de l 'équi l ibre d u fil d o n n e n t 

( F , ) n = o , 

Les pro jec t ions de F i sur l e s trois ax es é t a n t é g a l e s a u x p r o j e c t i o n s 
_ i 

de F m u l t i p l i é e s par [ 2 ( U -+- A ) ] *, il en es t d e m ê m e des p r o j e c t i o n s sur 
la b i n o r m a l e e t la n o r m a l e . O n a d o n c 
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d'où 

F A = , 

o u , d'après l ' équat ion d e s f o r c e s v ives , 

( 2 ) F „ = — m —— · 

P r e n o n s m a i n t e n a n t l e s é q u a t i o n s i n t r i n s è q u e s du m o u v e m e n t ; n o u s 

aurons 

v-
F B - I - N B = O, F „ - + - N „ = m—, 

o u , en t e n a n t c o m p t e des é q u a t i o n s (1) et ( 2 ) , 

N B = o, N „ = — 2 F „ . 

Ces d e u x i n é g a l i t é s d é m o n t r e n t la p r o p o s i t i o n é n o n c é e , q u e n o u s a v o n s 

vérifiée p o u r la c y c l o ï d e ( n ° 2 5 0 ) . On p e u t c o n s u l t e r au sujet de ce t h é o 

rème u n e N o t e de M. A n d o y e r (Comptes rendus, t. C ) . 

M. H a t o n de la Goupi l l i è re a c o m p l é t é l ' é tude d e s b r a c h i s t o c h r o n e s 

en t ra i tant l e cas d'un s y s t è m e de forces d é p e n d a n t de la v i t e s s e a v e c 

f r o t t e m e n t , e t en r é s o l v a n t le p r o b l è m e inverse des b r a c h i s t o c h r o n e s 

(Mémoires de l'Académie, t. X X V I I e t X X V I I I ) . 

236 . A p p l i c a t i o n d e s t h é o r è m e s d e T a i t e t T h o m s o n a u x b r a c h i s t o 
c h r o n e s . — N o u s a v o n s i n d i q u é d a n s l e Chap i t re VII p l u s i e u r s p r o p r i é t é s 
i n t é r e s s a n t e s des c o u r b e s rendant m i n i m u m u n e in tégra l e d e la forme 

J
/ . I B ) 

<?(&,y,z)ds. 
( A ) 

Ces p r o p r i é t é s , a p p l i q u é e s en par t i cu l i er a u x c o u r b e s b r a c h i s t o c h r o n e s , 

s ' énoncent sous u n e f o r m e s i m p l e . O n o b t i e n t l es c o u r b e s b r a c h i s t o 

c h r o n e s re la t ives à u n e lo i de forces d é r i v a n t d'une fonc t ion de forces 

L1 (<r, y, z), e n c h e r c h a n t les c o u r b e s r e n d a n t m i n i m u m l ' in tégra le 

( 2 ) t = f 
• ' (A 

ds 

V^a(U -t- h) 

h ayant u n e va leur d é t e r m i n é e . C e t t e va leur é t a n t c h o i s i e , d a n s tous les 
m o u v e m e n t s que l 'on c o n s i d è r e l e s c o o r d o n n é e s d e la p o s i t i o n in i t ia l e e t 
la g r a n d e u r de la v i tesse in i t ia le s o n t l i é e s par la re la t ion 

— V(xo,Xo,*o) = h-
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L' intégra le ( i ) d e v i e n d r a d o n c i d e n t i q u e à ( 2 ) si l 'on p r e n d 

\Z2[U(x,y,z)-i-h\ 

e t la v a l e u r d e l ' in tégra le I pr i se le l o n g d'une c o u r b e e s t p r é c i s é m e n t 

é g a l e au t e m p s t q u e m e t un m o b i l e d e masse 1 à p a r c o u r i r c e t t e c o u r b e , 

s o u s l 'act ion d e la force c o n s i d é r é e , d a n s l e s c o n d i t i o n s in i t ia l e s q u e nous 

v e n o n s d' indiquer . 

Les c o u r b e s b r a c h i s t o c h r o n e s s o n t a lors l es c o u r b e s a p p e l é e s p r é c é d e m 

m e n t ( n ° 1 4 6 ) , les courbes C, qui d é p e n d e n t de quatre c o n s t a n t e s arb i 

t r a i r e s . P a r e x e m p l e , si l 'on fait U = — gz, h = o , l e s b r a c h i s t o c h r o n e s 

s o n t des c y c l o ï d e s s i t u é e s dans des p l a n s v e r t i c a u x a u - d e s s o u s d u plan 

des xy e t a y a n t l eurs r e b r o u s s e m e n t s d a n s l e p lan d e s xy. 

R e v e n a n t au cas g é n é r a l , n o u s v e r r o n s q u e la f o r m u l e f o n d a m e n t a l e de 

T a i t e t T h o m s o n s ' énonce a ins i : 

Soient A C B et A j C i B , deux courbes brachistochrones infiniment 
voisines parcourues par un mobile de masse 1, la première pendant 
le temps t, la deuxième pendant le temps t -t- S i ; on a (n° 1 4 7 ) 

67 = — â à ^ = c o s B A A " , H B | nos ABinj , 

V

/ 2 ( U A - + - h) \/2(Vu-h h) 

VA et U B désignant les valeurs de U aux extrémités A et B . 

V o i c i q u e l l e f orme p r e n n e n t a lors l e s p r o p o s i t i o n s é n o n c é e s dans l e 

n° 147 c o m m e a p p l i c a t i o n d e la f o r m u l e de Ta i t e t T h o m s o n : 

1" É t a n t d o n n é e s d e u x surfaces fixes S e t S , la c o u r b e qu'il faut tracer 

d e l 'une d e s surfaces à l 'autre p o u r q u e le m o b i l e assujet t i à g l i s ser sur 

c e t t e c o u r b e , dans les c o n d i t i o n s in i t ia l e s i n d i q u é e s , m e t t e l e t e m p s 

minimum à la parcour ir , e s t une b r a c h i s t o c h r o n e n o r m a l e à la fois a u x 

d e u x sur faces . Le t h é o r è m e s u b s i s t e si l 'une o u l 'autre des surfaces , ou 

t o u t e s l es d e u x , s o n t r e m p l a c é e s par d e s c o u r b e s ou d e s p o i n t s . 

Par e x e m p l e , é tan t d o n n é s un p o i n t A e t un p lan P , la c o u r b e qu'il faut 

t racer de A j u s q u ' a u p lan p o u r qu'un m o b i l e p e s a n t , a b a n d o n n é sur c e t t e 

c o u r b e sans v i t e s s e au p o i n t A, m e t t e l e m o i n d r e t e m p s poss ib l e à arriver 

au p l a n , e s t une c y c l o ï d e s i t u é e d a n s u n plan ver t i ca l , ayant u n e base 

h o r i z o n t a l e , a d m e t t a n t u n r e b r o u s s e m e n t e n A e t c o u p a n t n o r m a l e m e n t 

le p lan P . 

2 " Si l 'on c o n s i d è r e les b r a c h i s t o c h r o n e s n o r m a l e s à u n e surface S e t si 

o n l a n c e sur t o u t e s ces b r a c h i s t o c h r o n e s , au m ê m e ins tant init ial ¿ = 0 , 

des m o b i l e s i d e n t i q u e s au m o b i l e d o n n é dans l e s c o n d i t i o n s in i t ia les ind i 

q u é e s , à un i n s t a n t q u e l c o n q u e t, t o u s ces m o b i l e s s e t r o u v e r o n t sur une 

surface S' é g a l e m e n t n o r m a l e a u x b r a c h i s t o c h r o n e s . (Ce t h é o r è m e a déjà 

é té i n d i q u é par Eu ler . ) 

P a r e x e m p l e , si l 'on c o n s i d è r e t o u t e s l es c y c l o ï d e s i s sues d'un p o i n t A 
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I I . — M O U V E M E N T D ' U N P O I N T M A T E R I E L S U R U N E C O U R B E 
V A R I A B L E . 

258. Équations du mouvement. — Nous supposerons un mobile 
assujetti à glisser sans frottement sur une courbe C dont la forme 
et la position varient avec le t e m p s ; rapportées à des axes fixes, 
les équations de cette courbe seront 

f(x,y, z, O = o, fi(&,y,z, t) = o. 

La réaction normale N de la courbe aura pour projections 

< N ) 4 ' - ^ > 4 - ^ f > 

ôx ox dy Oy az az 

et l 'on pourra considérer le mobile comme l ibre, mais soumis à 
l'action des forces données de résultante F et de la réaction N ; 

et a d m e t t a n t c e p o i n t p o u r r e b r o u s s e m e n t , avec une t a n g e n t e vert ica le Az, 

et si l 'on a b a n d o n n e à l ' ins tant t = o, sans v i t e s se , des p o i n t s p e s a n t s sur 

toutes ces c y c l o ï d e s , à un ins tant q u e l c o n q u e t c e s m o b i l e s s e r o n t sur une. 

surface S' n o r m a l e à t o u t e s l e s c y c l o ï d e s . Dans c e t e \ e m p l e , la surface S 

est rédui te à un p o i n t A : la surface S' e s t é v i d e m m e n t de r é v o l u t i o n a u 

tour de Az. 

IVous p r o p o s e r o n s c o m m e e x e r c i c e la vér i f icat ion de c e t t e p r o p o s i t i o n 

sur la c y c l o ï d e . 

3° Enfin la f o r m u l e de T a i t e t T h o m s o n p e r m e t t r a i t d ' énoncer é g a l e m e n t 

pour les b r a c h i s t o c h r o n e s des t h é o r è m e s a n a l o g u e s a u x propr ié té s des 

d é v e l o p p é e s , e n r e m p l a ç a n t , dans l e s é n o n c é s c l a s s i q u e s , les l o n g u e u r s des 

arcs de c o u r b e s par les t e m p s que le m o b i l e met tra i t à les parcour ir s'il 

é tai t assujet t i à g l i s ser sur ce s arcs sans f r o t t e m e n t . N o u s n ' ins i s terons pas 

sur ce po int q u e n o u s p r o p o s o n s c o m m e e x e r c i c e . 

257. Brachistochrones 'sur une surface donnée. — Il s'agit 

alors de trouver sur une surface donnée f(x,y,z) = o, parmi 

toutes les courbes joignant deux points A et B, celles qui rendent 

/*"" ds 
l 'intégrale / — min imum. Ce problème est ident ique 

JUT | / » ( U + A ) r 

à celui qui a été traité au n° 149, sauf le changement de o(x,y, z) 

en ' Il se ramène à la recherche de l 'équilibre d 'un fil 
l / 2 ( U + A ) 

sur la surface donnée . 
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les équations du mouvement seront alors 

Ces trois équat ions , jointes aux équations de la courbe , déter
mineront x, y, z, c 'est-à-dire le mouvement du poin t , et ~k,r 

c'est-à-dire la réaction en fonction du t emps . Il est bon de r e m a r 
quer que la réaction ne disparaî t pas dans l 'équation des forces, 
vives. On peut s'en assurer analyt iquement en mult ipl iant les 
équations ( i ) par dx, dy, dz et a joutant ; dans cette combinaison 
les coefficients de ~k et de X, ne sont pas nuls . E n effet, quand t 
croît de dt, x, y, z croissent de dx, dy, dz et, la fonction 
f(x,y, z, f) restant nulle, on a 

d f j df , df , df , -f- dx •+- — dy -+- -~- dz - t - - f - dt = o ; àx dy J dz dt 
le coefficient de \ se rédui t donc à — ^ f ^ > ^e m & m e celui de X k 

k - d 4 d t . 
dt 

Ce même fait résul te géométr iquement de ce que , le déplacement 
réel du point ne se faisant pas tangentiel lement à la courbe mobi le , 
le travail de la réaction n'est pas nu l . Pour éliminer la réaction, 
on opérera comme il suit . 

259 . Équation de Lagrange . — Soit q le paramètre qui définit 
la posit ion d 'un point sur la courbe C ; à. l ' instant t les coordon
nées d 'un point de cette courbe et, en part iculier , celles du mobile-
seront 

Oi y = * t (q , t ) , z = w(q , t ) ; 
le mouvement du mobile sera connu lorsqu 'on aura défini la va
riation de q en fonction de t. 

Multiplions les équations du mouvement ( i ) respect ivement par 
T^J r̂-> -T-> et a joutons-les; les coefficients de X et de "k, s 'an-

dq àq àq J ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XII . MOUVEMENT D ' c N POINT SUR UNE COURRE. 46g 

nulen t ; car ils représen ten t , à un facteur près, les cosinus des 
angles que fait la tangente à la courbe C avec les normales à cha
cune des s u r f a c e s / = o, fK = o ; il reste alors 

. . [<Px àx d'y ày d'z àz\ „ 

<2) m ( - d ^ ^ + ^ ^ + -3F^) = ^ 

en posant 

àq dq àq 

i 

C'est là l 'équat ion du mouvement définissant en fonction de t 
la valeur du paramèt re q qui sert à fixer la posi t ion du point sur 
la courbe. P o u r écrire cet te équation d 'une manière commode, 
nous emploierons une transformation impor tante qui est due à 
Lagrange et que nous retrouverons dans le problème le plus gé
néral de la Dynamique des systèmes bolonomes. 

Appelons q' la dérivée du paramètre q par rappor t au temps, et 
x , y', z' les project ions de la vitesse du mobi le sur les axes. 
D'après la formule x = iç(q, t), l 'abscisse x du mobile dépend du 
temps directement et par l ' intermédiaire de q, qui est une fonc
tion de t ; on a donc 

, àx , dx 

Considérant x1 comme une fonction des trois lettres q, q1, t, on 

a manifestement 

dx' àx àx' à*x , à*x 
dg7 = dq' 7Q ~ àq* q ~*~ dq àt' 

Cette dernière formule mont re que 

dx>_ 
àq 

àx 

dx' _ làx\ 
~~ dt\àq)' 

car , — dépendan t de t d i rectement et par l ' intermédiaire de q, 

on a 
d I'àx\ à*x , à*x 

~dt \àq) ~ ~àq*q + àq àt' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



47*> TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

On établira pour a; ely des formules analogues : 

ày' _ ày à/ _ d fày\ 
àq' ~ àq' àq ~ dt\àq)'' 

oV _ d£ àz' __ d /àz\ 
àq' àq' Oq dt\àq) 

Cela posé, l 'équation ( 2 ) peut évidemment s'écrire 

d T / ,àx ,ày ,àz\\ 
di[m[X àq-^y tq- + Zo-q-)\ 

- m [*' i ( | ) +
 y it ( %) + *' Tt {%)} = Q ; 

car est égal à · · · · E n remplaçant dans cette dernière 

. àx ày àz . . . , àx' ày' àz' 
équation -r-» -r— par leurs valeurs ci-dessus —,, -f-., — 1 Oq àq àq r àq' àq àq 

t d /àx\ d /ày\ d /àz\ , . àx' dy' àz' 
C t dt [aï) ' dt (àj) ' dt \àj) l e " r S V a l e U r S W W W ° n * 
l 'équat ion 

d_ 
dt 

f" / ,dx> ,dy' ,àz'\\ ! ,àx' ,ày' ,àz'\ _ 
[ m (* dT + 2 V ) J _ "l V -d-q-^iq-^ Z àq-) = <*> 

ou enfin, en désignant par T la demi-force vive du mobile 

T —- ^m(x'* + y*-i-z'*), 

m dfàT\ àT _ 
( 4 ) d i W ) - à q - - Q -

C'est là l 'équation du mouvement d 'après Lagrange. La quan 
tité T , après qu 'on y a remplacé x', y ' r z' par leurs valeurs ana
logues à ( 3 ) , devient une fonction de g, g' et t, du second degré 
par r appor t à g'. U n e fois cette fonction T ainsi calculée, on écrit 
immédia tement l 'équation (4 ) · 

Nous avons écri t p lus haut la valeur de Q . On peut déterminer 
cette quant i té Q à l 'aide de la remarque suivante. Imaginons 
qu 'on impr ime au point mobile le déplacement virtuel qu 'on ob
tiendrait en laissant la courbe C immobile dans la posi t ion qu'elle 
occupe à l ' instant t et déplaçant le point sur cette courbe ; ou, 
analyt iquement , imaginons qu 'on imprime au point le déplace-
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ment obtenu en laissant t constant et faisant croître y de S^; on a 

alors 

» àx ̂  ,. ày. . dz . 
= dq * = 8« = ^3?-

Pour ce déplacement virtuel, le travail de la force donnée X , 

Y, Z est 

X S „ + Y 8 r + Z S ^ = ( x g + Y g + z g ) s ? = Q 8 < ? . 

La quanti té Q est donc le coefficient de oq dans l 'expression de 
ce travail vir tuel . 

S'il existe une fonction de forces U(x, y, z), ou même si, plus 
généralement, X , Y , Z sont les dérivées partielles par rappor t à 
x, y, z d 'une fonction TJ(x, y, z, t) contenant le temps, on a 
aussi 

àq 

cette dernière dérivée étant calculée après qu'on a remplacé, dans 
U(x, y, z, t), les coordonnées par leurs expressions en fonctions 
de t et q. En effet, on a évidemment, U dépendant de q, par l ' in
termédiaire de x, y, z, 

àV ôU àx dU ày àV àz _ x àx y dy z~ = O 
àq àx àq ày àq dz àq ' àq àq àq 

2 6 0 . P r o b l è m e . — Un point matériel glisse sans frottement sur une 
circonférence située dans un plan horizontal xOy et tournant avec 
une vitesse angulaire constante ti> autour d'un de ses points O qui est 
fixe. Étudier le mouvement du point en supposant qu'il n'est sollicité 
par aucune force directement appliquée. 

Soit A le point de la circonférence diamétralement opposé au point fixe : 
l'angle a-OA varie proportionnellement au temps. En comptant le temps t 
à partir de l'instant où cet angle est nul, on a donc (fig. 160) 

x O A = tôt. 

Soient C le centre de la circonférence, M le mobile; nous déterminerons la 

position du mobile sur la circonférence par l'angle ACM = 6, qui va jouer 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 7 2 TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 

D O N C , EN APPELANT x',y', 8' LES DÉRIVÉES DE x, y , 8 PAR RAPPORT À t, 

x'=z — R W S I N O J I — R ( 8 ' - H EO) SIN ( 8 U > < ) , 

y' = Rio costùt -t- R ( 8 ' - t - U > ) C O S ( 8 -1- tôt), 

w i B 1 , 
T = • | > * - t - ( 8 ' - h t o ) 4 - ! - 2 I O ( 8 ' M - ta) c o s 8 ] , 

^ = / r e R ! ( Ô ' - f - t o H-eu cosO) , ^ = — m R s w(0'-+- o>) s i n ô . 

C o m m e il n'y a pas d e forces d o n n é e s , on a 

Q = o . 

L 'équat ion d u m o u v e m e n t ( 4 ) d e v i e n t d o n c , t o u t e s r é d u c t i o n s fa i te s , 

dt* 
= — U) S s i n 8 . 

E n c o m p a r a n t c e t t e é q u a t i o n à ce l le du m o u v e m e n t d'un p e n d u l e s i m p l e 

d*d 
dt* 

J S I N S , 

on v o i t q u e le m o u v e m e n t re lat i f du p o i n t M, p o u r un o b s e r v a t e u r qui 

sera i t entra îné a v e c l e cerc l e , sera l e m o u v e m e n t d'un p e n d u l e s imple dans 

l eque l l e p o i n t A j o u e r a i t l e rô l e du p o i n t l e p lus b a s . La d u r é e d'une 

d o u b l e o s c i l l a t i o n in f in iment p e t i t e é t a n t 2 I T L / — sera ic i — : e l l e e s t 
V S «J 

d o n c p r é c i s é m e n t é g a l e à ia d u r é e d'une r é v o l u t i o n du cerc l e . La d u r é e des 

o s c i l l a t i o n s finies sera p lus g r a n d e . 

P o u r ca lcu ler la r é a c t i o n n o r m a l e N , p a r t o n s d e s é q u a t i o n s d u m o u v e -

l e rô l e d u p a r a m è t r e q. E n p r o j e t a n t l e c o n t o u r OGM sur l e s a x e s , on a 

z = o e t 

x = R coscof -+- R c o s ( 8 -+- tôt), 

^ = R s i n t û f - l - R s ! n ( 8 - t - u » £ ) . 

Fig. 1 6 0 . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XII. — MOUVEMENT D*UN POINT SUR UNE COURBE. 473 

ment qui sont 

d* X d^Y 
m = — N c o s ( 6 + t o i ) , m - ^ - = — N s i n ( 8 - H « O Ï ) , 

pu i sque le m o b i l e e s t s o u m i s à la s eu l e force N . On en tire 

[ d 3 x d*y 1 

— c o s ( 8 - + - w O + - ^ f sh i (8 - t -<>>0 , 

qu'on p e u t écr ire 

N = - w i [ S c o s ( 0 + t o O + ï s i n ( e + w ' ) ] 

-4- m(8 ' -+- «o) f ^ î s i n ( 8 -+- t o i ) -4- c o s ( 8 -4- <uf)J . 

dx dY ' 
En r e m p l a ç a n t d a n s c e t t e f o r m u l e e t par l e u r s va leurs , o n a 

N = m R[to» cosO -+- (8 ' - t - o>)»]. 

Cet te e x p r e s s i o n d é p e n d d e 6' : la réac t ion n o r m a l e n'est d o n c p a s la 

m ê m e l o r s q u e le m o b i l e repasse au m ê m e p o i n t d u c e r c l e e n m a r c h a n t 

d a n s un s e n s o u dans l 'autre , car le s i g n e de 6' n'est pas le m ê m e d a n s les 

d e u x c a s . 

Si le m o b i l e é ta i t r e p o u s s é par O p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la d i s tance 

O M = r, la force répul s ive é tan t fmr, c e t t e f o r c e dér ivera i t d e la f o n c t i o n 

d e forces U = J~mr , qu i , e x p r i m é e e n f o n c t i o n d e 8, d e v i e n t 

U = 2 fin R ! c o s s - : 
J 2 

a l o r s o n aurai t 

Q = ^ = _ / m R I s i n e ' 

e t l ' équat ion d u m o u v e m e n t gardera i t la forme d e l ' équat ion du m o u v e m e n t 

d'un p e n d u l e s i m p l e d a n s laque l l e ^ serai t éga l à ( < u 2 - j - / ) . 

2 6 1 . Cas où la courbe est fixe. — Il va de soi que ce,tte méthode , 
étant générale, s 'appliquera au mouvement d 'un point sur une 
courbe fixe. I l arrive alors qu 'on peut choisir le paramètre q de 
telle façon que les expressions de s en fonction de g ne con
t iennent pas explicitement t, 
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d'où 

T = ^ ( ? ' î - + - p - H c j ' î ) g ' J . 

T est alors homogène et du second degré en qf : l 'équation de 

dt\àq'J dq ^ 

Lagrange 

doit ê t re ident ique à celle que donne l 'équation des forces vives, 
puisque, la courbe étant fixe, on obt ient l 'équation unique du 
mouvement en appl iquant le théorème des forces vives. Il est facile 
de le vérifier. En elfet, en multipliant l 'équation de Lagrange 
pa r q', on a 

dt 

, d /ÔT\ ,àT 

I , dT \ dq' dT , dT 

(? ^ - - d l a ^ - l T q - ^ ; 

or, à cause de l 'homogénéité de T , le produi t q' est égal à a T , 

et, de plus, on a, T dépendant de t par l ' intermédiaire de q et q' 
seulement , 

dT _ ÔT , dT dg' 
dt ~ dqq + dq' dt ' 

L'équation s'écrit donc 

dt dt X ï 

ou 
= Q dq, 

ce qui est b ien l 'équation des forces vives. 

EXERCICES. 

1. Un point matériel assujetti à se mouvoir sur un cercle est attiré ou repoussé 
par un point de ce cercle. Trouver quelle doit être la loi de la force pour que la 
réaction soit constante. 

2. Deux points matériels de même masse A et B, assujettis à glisser sans frot
tement l'un sur l'axe O x , l'autre sur l'axe Oy, s'attirent suivant une loi quel-
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conque exprimée par une fonction / ( / ' ) de leur distance mutuelle. Ils parlent 
sans vitesse initiale. Démontrer qu'ils atteignent en même temps l'origine O. 

(Licence, Bordeaux.) 

3. Déterminer une courbe telle qu'un point pesant, assujetti à se mouvoir sans 
frottement sur celle courbe, y puisse prendre une vitesse dont la composante 
verticale ait une valeur constante donnée. (Licence, Puris.) 

4. Un point matériel m, attaché à l'extrémité d'un fil sans masse enroulé sur 
une courbe plane C, est repousse par le centre de courbure de C correspondant 
au point où se délaclie le (il, avec une intensité fonction de la distance du mobile 
au centre de courbure. 

1· Former les équations générales qui donnent la loi du mouvement et la ten
sion du fil; 

2° Dans l'hypothèse d'une répulsion proportionnelle à la simple distance, et 
le point m étant placé à l'origine sur la courbe C sans vitesse initiale, remar
quer la forme remarquable de la loi du mouvement et de l'expression de la 
tension ; 

3° Enfin, en supposant la répulsion inversement proportionnelle au carré de 
la distance, déterminer une courbe pour laquelle les lois précédentes ( 2 ° ) sub
sistent. (Licence, Po i t i ers . ) 

5. On considère dans un plan vertical la courbe enveloppée par une droite de 
longueur constante dont les extrémités glissent sur deux axes, l'un horizon
tal Ox, l'autre vertical O z . Étudier le mouvement d'un point pesant mobile 
sans frottement sur cette courbe. En particulier, calculer le temps que mettrait 
le mobile à atteindre le point de rebroussement situé sur Ox, s'il était lancé 
du point le plus bas avec une vitesse telle que la constante des forces vives soit 
nulle ( 

6. Déterminer une courbe plane dans un plan vertical, de telle sorte que, si un 
point matériel est assujetti à se mouvoir sur la courbe, la réaction de la courbe 
puisse être dans un rapport constant k avec la composante normale du poids 

7. Un mobile pesant est abandonné sans vitesse sur la partie extérieure d'une 
parabole située dans un plan vertical et ayant son axe horizontal. Déterminer le 
point où le mobile quitte la parabole (point d'échappement). 

En appelant h la hauteur de la position initiale au-dessus de l'axe, l'ordonnée y 
du point cherché est la racine positive de l'équation 

8. Si deux pendules partent à des instants différent?, sur le même cercle C, 
d'une même position initiale avec la même vitesse, la droite qui les joint enve
loppe un cercle C . Supposons le mouvement révolutif, appelons T la durée de la 
révolution de chacun des pendules, x l'intervalle de temps qui a séparé les ins
tants où les deux pendules se sont mis en mouvement : si z est commensurablc 
avec T, les droites joignant les posit ions des deux pendules aux instants t, t + z, 
* - 4 - 2 T , < + 3T, . . . forment un polygone inscrit à C et circonscrit à C . (Cet 
exercice n'est qu'une application de la méthode de Jacobi pour établir le théo
rème de Poncelet; voir H A L P H E N , Traité des fonctions elliptiques.) 

(A = 1, droite; A'= 2 , cycloïde; . . . ) . 

y'-+- $p*y — 2 j 9 5 A = o (p paramètre). 
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9. On considère des droites fixes passant par un point A et, à un certain ins
tant f0, on abandonne au point A, sans vitesse initiale, sur toutes ces droites, des 
mobiles identiques attirés par un point fixe O proportionnellement à la distance : 
•démontrer que ces mobiles arrivent en même temps aux points obtenus en pro
jetant le point O sur les droites qu'ils parcourent. 

i< 10. Un point matériel est assujetti à rester sur une courbe définie par une 
équation de la forme 

s 2 = a(z), 

z représentant l'ordonnée, « l'arc compté à partir d'un point de la courbe, 9 une 
fonction quelconque. 

On demande d'étudier le mouvement de ce point, en supposant : 
1° Qu'il es t soumis à l'action d'une force parallèle à l'ordonnée z et repré

sentée en grandeur par l'expression 

Z =-^/c!

?'(z), 

k désignant une constante donnée; 
2° Qu'il éprouve, en outre, une résistance proportionnelle à la vitesse. 
Application au cas où 

f(z) = a2-nz"— a J = a 3 - " ( 5 " — a » ) , 

a désignant une longueur donnée. 
On étudiera en particulier le cas où le mobile est posé sur la courbe sans 

vitesse initiale, et l'on déterminera le temps qu'il met pour atteindre l'origine 
des arcs correspondant à z — a. (Licence . ) 

Cas où n = 2 . 

11. Trouver la tautochrone plane pour un mobile attiré par un point fixe du 
plan proportionnellement à la dislance /* (n° 252) . 

[Il s'agit de trouver une courbe pour laquelle r dr = ks ds. Considérant la 
courbe comme l'enveloppe d'une droite mobile 

x cosa —y s ina = ? ' ( « ) , 

on trouve, pour déterminer la fonction <p(a), l'équation 

(' — * ) ?"(°0 — * ? ( « ) = o, 

l inéaire à coefficients constants. Cette équation s'intègre avec des l ignes tr igo-
nométriques ou des exponentiel les; dans le premier cas, on a une épicycloïde 
( P U I S E U X , Journal de Liouville, t . I X ) . ] 

12. Problème d'Abel. — Déterminer une courbe située dans un plan vertical 
possédant la propriété suivante : Il existe sur celte courbe un point fixe O, tel 
qu'un mobile pesant abandonné sans vitesse initiale le long de la courbe, dans 
une position initiale située à une hauteur h au-dessus de O, arrive au point O 
dans un temps T qui soit une fonction de h donnée à l'avance T = f(/i). 

[So i t s = ty(z) la relation entre l'arc OM de courbe compté à partir de O et 
l'ordonnée de M ; on a 

A — rHV(z)dz 

V2èTf(A) = / \ r · 

J0 \Jh-z 
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Soit u une variable réelle plus grande que h. Abel multiplie les deux membres 

Intervertissant l'ordre des intégrations dans le deuxième membre, on trouve-
pour l'intégrale du deuxième membre Ttty(u). La fonction cherchée <fy est alors 
exprimée par une intégrale définie où figure la fonction donnée Par exemple,, 
si <?(h) = const., on retrouve ainsi la cyc lo ïde . ] 

13. Déterminer la courbe tautochrone pour un point pesant dans un plan ver
tical, en tenant compte du frottement et d'une résistance de milieu proportion
nelle à p 3 . (On est conduit à une équation linéaire en v3). 

y 14. Problème d'Euler et de Saladini. — Quelle courbe faut-il tracer dans, 
un plan vertical, à partir d'un point O, pour qu'un mobi le pesant abandonné sur 
celte courbe en O, sans vitesse, arrive en un point quelconque M de cette courbe 
dans le même temps que s'il avait élé assujetti à glisser sur la corde OM? (On 
trouve une lemniscate, E U L E R , t. II de sa Mécanique, 1 7 3 6 ; S A L A D I N I , Mémoires 
de VIstituto nazionale italiano, 1804 ; voir une Note de M. F O U R E T , Bulletin de-
la Société mathématique, t. XX, p. 39. ) 

15. Problème de Bonnet. — Démontrer que la lemniscate trouvée dans l'exer
cice précédent possède encore la même propriété quand on remplace la pesanteur 
par une attraction issue du point O proportionnelle à la distance (Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, t. IX, p. 1 1 6 ) . 

16. Problème de M. Fouret. — 1° Un point matériel soumis dans un plan à 
une force dérivant d'une fonction de forces déterminée part d'une origine O avec 
une vitesse donnée.Trouver un système de courbes ( C ) passant par O c l h o m o -
thétiques, telles qu'un mobile assujetti à se mouvoir sur une quelconque de ces-
courbes décrive, à partir du point O, un arc quelconque dans le même temps 
qu"il mettrait à décrire la corde correspondante. 

a° Étant donné, dans un plan, un système de courbes ( C ) passant par un 
point O et homothétiques par rapport à ce point, trouver une force dérivant 
d'une fonction de forces, sous l'action de laquelle un mobile ayant une vitesse 
initiale dunnée parcourt, à partir du point O, un arc quelconque d'une q u e l 
conque des courbes C, dans le même temps qu'il lui faudrait pour parcourir la 
corde correspondante. 

Le premier de ces problèmes n'a de solution qu'autant que la vitesse initiale 
est nulle e t que la fonclion des forces a, en coordonnées polaires, la forme 

<!/\ r 1 ç J ( 8 ) ; l'équation de la courbe cherchée C est alors 

k désignant une constante arbitraire. 
Le second problème n'est également possible que si la vitesse initiale est nulle. 

L'équation de la courbe étant r = À-ra(8), la fonction de forces s'obtient en fai— 

dh 
et intègre par rapport à h de o à u : par 
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sant clans l'expression ci-dessus, ou <} est une fonction arbitraire, 

? ( ( ) ) = CT( 6) e 

( F O U R E T , Comptes rendus, t. C1II, p. I H 4 et 117 .J . et Journal de l'École Poly

technique, 56" Cahier). 

17. Courbes et surfaces synchrones. — Soient dans un plan une infinité de 
courbes C dont l'équation dépend d'un paramètre et qui passent par un point O ; 
on lance sur toutes ces courbes, à partir de O, au même instant t = o, des points 
matériels identiques, avec une vitesse donnée v „ , la même pour tous, et on les 
soumet à des forces dérivant d'une fonction de forces données; trouver la courbe 
( S ) lieu géométrique des positions de tous ces points au même instant t. 

Ces courbes ( S ) forment une famille de courbes dépendant du paramètre t ; o a 
les appelle courbes synchrones des premières. 

Si les courbes ( C ) passant par un même point O sont situées dans l'espace et 
dépendent de deux paramètres, en lançant sur ces courbes, à l'instant t = o, avec 
une vitesse v 0 , des points matériels soumis à des forces dérivant d'un potentiel 
donné, le lieu géométrique de ces points à l'instant t est une surface ( S ) appelée 
surface synchrone. 

18. Exemples de courbes synchrones. — Xa vitesse v„ est supposée nulle; lu 
force est la pesanteur; les l ignes C sont des droites passant par l'origine dans un 
plan vertical ( l es lignes S sont des cercles) . [ E U L E H . ] 

La force est la pesanteur et les courbes C sont des cycloïdes de base horizon
tale ayant leur rebroussement en O et situées dans un plan vertical. [Les courbes 
synchrones S sont orthogonales aux cycloïdes; cela tient ( n D 256) à ce que les 
cycloïdes C sont les brachistochrones pour la loi de force considérée.] ( E U L E R . ) 

La force est une attraction proportionnelle à la distance issue de l'origine O, et 
les courbes C sont les cercles x*-t-y*— s a / = 0 , où a est un paramètre variable 
( les courbes synchrones S sont des droites passant par l'origine). ( L E G O U X , A n 

nales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. V I . ) 

19. É t a n t données dans un p l a n d e u x f a m i l l e s de lignes ( A ) e t ( C ) , qui 

toutes passent p a r un p o i n t O, peut-on trouver une force F, dérivant d ' u n 

potentiel U et telle que, sous son action, un mobile p a r t a n t d u point O avec 

une vitesse déterminée et suivant l'une quelconque des lignes ( C ) a r r i v e en 

un p o i n t quelconque M de cette ligne dans le même temps que s'il a v a i t suivi 

celle des lignes ( A ) q u i passe en M ? 

On peut désigner les lignes ( A ) sous le nom de trajectoires et les lignes (C) 
sous celui de lignes synodales ; il est d'ailleurs évident que leurs rôles peuvent 
être intervertis. Le problème peut toujours être résolu d'une infinité de manières. 
Le problème de M. Fourct se rapporte au cas où les trajectoires sont rectilignes 
et les l ignes synodales homothél iques par rapport au point O ( D E S A I N T - G E I I M A I N , 
Bulletin des Sciences mathématiques, 188g) . 

20. Démontrer la relation suivante qui existe entre les trajectoires, les lignes 
synchrones et les synodales : soient MA, MB, MC les tangentes respectives, 
menées dans le sens du mouvement, a celles de ces l ignes qui se coupent en M. 
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On a 

2 Â M B = ic + A M C 

et 

2 Ê M B = x - t - C M A 

( F O U R E T , Comptes rendus, t. CIII, et D E S A I N T - G E R M A I N , Bulletin des Sciences 
mathématiques, 1889) . 

21. Démontrer que, si les l ignes synchrones sont orthogonales aux trajectoires, 
celles-ci se confondent avec les lignes synodales et deviennent des brachisto-
chrones pour les forces considérées (Ibid.). 

22. Mouvement d'un point matériel pesant sur une droite invariablement liée 
à un axe fixe vertical autour duquel elle tourne avec une vitesse angulaire con
stante. 

23. Mouvement d'un point pesant sur un cercle vertical invariablement lié 
à un axe fixe vertical autour duquel il tourne avec une vitesse angulaire constante. 
On suppose que la projection de l'axe sur le plan du cercle passe par le centre 
de celui-ci . 

24. Le problème des tautochrones, dans le cas où il existe une fonction de 
forces, se ramène à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du pre
mier ordre et du second degré ( K Œ N I O S , Comptes rendus, 1" mai 1893 ) . 
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CHAPITRE X I I I . 

MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE 

FIXE OU MOBILE. 

I. — G E N E R A L I T E S . 

262. Équat ions du mouvement. — Soit une surface S qui peut 
changer de position et même de forme avec le temps, et soit 

( 0 f(x,y,s,t) = o 

l 'équat ion de cette surface en coordonnées rectangulaires . Dans le 
cas part iculier où la surface est fixe, cette équation ne contient pas 
le temps t. Un point matériel M de coordonnées x, y, z est assu
je t t i à glisser sans frot tement sur cette surface et est soumis à l 'ac
tion de forces données dont la résul tante F a pour projections X , 
Y, Z . Il s'agit de trouver le mouvement du poin t . La surface exer
cera sur le point une réaction normale N ayant pour project ions 
des quant i tés de la forme 

( N ) X * A 
àx dy àz 

Le point pour ra alors être regardé comme libre sous l 'action des 
deux forces F e t N , et les équations du mouvement seront 

, . d*x „.(}/" d*y v , àf d*z _ .df 
( 2 ) -773- = X - r - X - f - , m - 7 7 - = Y + X - f - , m — = Z + X f · 

dt* dx dt* dy dt% àz 

Ces équat ions , jo intes à l 'équation ( 1 ) de la surface,*forment 
un système de quatre équat ions définissant x, y, z et X en fonc
tion de t. 

Pour obteni r les équations donnan t x, y, s en fonction de t, il 
faudra éliminer X ent re ces équations ( 2 ) , ce qui donne deux 
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ou 

dgr, dqi dql' 

À. dispara^ dans cette combinaison en vertu de la relation 

V à^_^,dJ_ à y _ + à f d z _ = : o 

dx dqi dy dqt àz àqt ' 

qui exprime que la normale à la surface est normale à la courbe 
que décrirait le po in t ( 3 ) , si , laissant q2 et t constants , on faisait 

équations. Une fois le mouvement connu, la valeur de À et, par 
suite, la g randeur de la réaction normale seront fournies par une 
quelconque des équations ( 2 ) ou par une combinaison de ces 
équat ions. 

2 6 3 . É q u a t i o n s d e L a g r a n g e . — La méthode de Lagrange que 

nous allons exposer est ident ique à celle qui a été employée p o u r 
le mouvement d ' u n point sur une courbe (n° 2 o 9 ) . O n peut tou
jours exprimer les coordonnées d 'un point de la surface S et, en 
particulier, celles du mobile M en fonction de deux paramètres qt 

et q-i : 

( 3 ) x = <i(qi,qi, t), Jr = ty(.°t,qt,t), * = «"(^n ? » , < ) · 

Ces expressions seront telles qu 'en él iminant entre elles qt et q2, 
on retrouve l 'équation (1) de la surface. Elles cont iennent expl i 
ci tement le temps t qui figure dans l 'équation (1) ; dans le cas pa r 
ticulier où la surface S serait fixe, l 'équation (1) ne contenant pas t, 
on pourrai t s 'arranger de façon que les expressions (3 ) de x, y, z 
ne cont iennent pas explici tement t. 

Pour connaître le mouvement du mobi le , il suffit de connaî t re 
en fonction de t les paramètres q{, qt qui servent à dé te rminer la 
position du mobile . Il faut, pour trouver q, et q2, deux équat ions 
qu 'on obt ient comme il suit : ajoutons les équations ( 2 ) après les 

, . . . , . dx dy àz 
avoir multipliées respectivement par ~ - > nous aurons 

Idïx dx d'y dy d*z dz\ _ 
( 4 ) m \ - d i ï à ^ l + -dWoti + -dïïdirt)

==(il' 
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seulement varier qK, courbe située sur la surface S. En mult i 

pl iant les équations du mouvement ( 2 ) p a r ^ - , et les ajou

tant , on obt ient de même une seconde équation 

/d'x dx d'y ày d'z àz\ 

dq% dqi àq3 

Ce sont ces deux équations ( 4 ) et (4 ' ) qui définissent q\ et q2 

en fonction de t. On peu t les écrire sous une forme beaucoup 
plus s imple. Appelons q\ et q'2 les dérivées de q, et q2 par r a p 
por t au temps, et x', y \ z' les project ions de la vitesse du mobile 

~d~t' ~d\' L 'équation (4 ) peut s 'écrire 

i d \ I , dx , ày , âz \ ~] 

car on a évidemment 

d / . dx \ , d / dx \ dlx dx 
—r ( mx -— )—mx—i-— I = m—y— -—, 
dt \ dql/ dt\àqij dt* àqC 

Or , d 'après la formule ( 3 ) , x dépend de t d i rectement et par 

l ' intermédiaire de q, et q->, qui sont fonctions de t ; donc 

, dx , dx dx 

De même 4— dépend de t d i rectement et par l ' intermédiaire de 

àqt

 1 ' 
°K et « 7 2 , donc d I dx \ à'x à'x , à'x 

dt\àqj àq\ q i ~ h àq, àq^1^ àq,àt 

Dans l 'expression ( 6 ) , considérons x' comme une fonction des 

let t res çt, q2, q\, q',,, t. Nous aurons immédiatement 

dx' dx dx' à'x . à'x , à'x 

àq'\ dqi' dqi dq\ q1 ~+~ dqt d<jrj ̂ s dqi àt 
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c'est-à-dire 

~~ dt\àqj' 
àx' àx dx' 
àq\ ~ àqi' àqt 

ày' _ ày 

dqi' dqi 

àz' _ à z àz' 
àq\ ~ dqS dqi 

Un calcul analogue donnerai t 

dt \àqj 

d / àz\ 
dt\àqj' 

Remplaçant dans l 'équation du mouvement ( 5 ) les quanti tés 

j t e ày_ àz_ d_fàx_\ d_ I ày_\ d / àz \ 
àq, ' àqi ' àçt ' dt\àq1)' dt \ àqt/' dt \àqt J 

par leurs valeurs tirées des formules ci-dessus, on a l 'équat ion 

d \ ( ,àx' ,dy' ,àz'\-\ I ,àx' ,ày' ,dz'\ . 

ou, en posant 

T = _ ( ^ H - y 2 + ^ ) , 

, . d / àT \ àT 
( 7 ) . ^ f e ) - ^ 7 = Q -

On trouverait de même , en transformant l 'équation ( 4 ' ) , 

, d I àT \ àT 
( 7 ) d-t(à^)-àq-t=^-

Ces équations ( 7 ) et ( 7 ' ) sont les équations du mouvement 
d'après Lagrange. Pour les écrire, il suffit de former la quanti té T 
égale à la demi-force vive du point : dans cette quanti té T , on 
remplace x', y', z' par leurs valeurs telles que ( 6 ) , de façon 
à expr imer T en q,, q2, q',, q[, et t; puis on écrit les équations du 
mouve^ |n t ( 7 ) et ( 7 ' ) . 

Dans ces équat ions, les seconds membres Q t et Q 2 ont été cal
culés plus haut . O n peut les caractériser de la façon suivante : 
impr imons au point M un déplacement virtuel qui s'effectue sur 
la surface S, c'est-à-dire qui est obtenu en laissant t constant et 
faisant varier qt et q2 de &q, et 8<jr2. Nous aurons pour les pro jec-
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t ions de ce déplacement virtuel sur les trois axes 

dx * dx „ 
OX = - T — Oqt - + - tÇi, 

àqi 3 àq* 

J oq\ àg* 1 

àz „ àz 
oz = O O i - l - - ; — O q r , , 

àqi * < t y j * 

d'où, pour l 'expression du travail virtuel correspondant de F , 

X 8a? -+- Y 5> - H Z 8* = Q, 8 ? 1 -+- Q 2 8 y „ 

d'après les expressions de Q i et Q 2 . Ainsi , pour avoir les seconds 
membres Q t et Q 2 , il suffit de prendre les coefficients de Zqt 

et &q2 dans l 'expression du travail virtuel de F , pour un déplace
ment arbi t ra ire effectué sur la surface S, dans la position qu'elle 
occupe à l ' instant t. 

Pour obtenir en part icul ier Q , , on imprimera au point un dé
placement virtuel obtenu en laissant t et q2 constants et faisant 
varier seulement q, de §qt ; le travail virtuel correspondant de la 
force F sera Q ( oq,. De même, pour avoir Q 2 , on considérera un 
déplacement virtuel obtenu en laissant t et q, cons tants ; le travail 
de F sera Q 2 $çt. 

S'il existe une fonction de forces U(x, y, z), ou plus générale
ment , si X , Y, Z sont les dérivées partielles d 'une fonction 
U(x, y, z, t) contenant le temps, on a 

En effet, XJ(x, y, z, t) dépend de q, et q2 par l ' intermédiaire 

de x,y, z; on a donc 

àV dV dx dV_ ày_ ^ àV dz 
dql ~ dx àqi dy dq\ àz àqx 

dx v dy , 7 à z 

àqi àq, dqi 

de même pour Q 2 . 

2 6 i . A p p l i c a t i o n s . — i ° Mouvement d'un point dans un plan fixe 
en coordonnées polaires. — C h e r c h o n s l e m o u v e m e n t d'un p o i n t dans l e 

p lan xOy en p r e n a n t c o m m e p a r a m è t r e s q, et q% l e s d e u x c o o r d o n n é e s 
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pola ires r e t 8. Les formules d o n n a n t x, y , z en f o n c t i o n des d e u x para

mètre s s o n t a c t u e l l e m e n t 

x = r cosO, i y = / , s i n 8 , z — o . 

S u p p o s o n s le p o i n t so l l i c i t é par une force F , s i tuée dans le p lan , ayant 

pour p r o j e c t i o n s ( X , Y, o ) . La fonct ion T sera 

2 2 

et les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t 

£ ( à . l \ _ d T - o 
di [à?) 1? ~ Q " 

G o m m e qi= r, qi — 8, on a 

àq\ àqi 

dqt dqt 

d_/àT\_àT _ 
dt\dWj d8 ~~ V ! 

= X c o s 6 H - Y s i n 6 , 

: — X/ - s i n 8 -t- Y r c o s 8 . 

N o u s p o u v o n s auss i t r o u v e r d i r e c t e m e n t Q i e t Q j . D é s i g n o n s par P e t R 

les c o m p o s a n t e s d e la force su ivant la p e r p e n d i c u l a i r e au rayon v e c 

teur d a n s le s ens d e s 8 c r o i s s a n t s e t su ivant le rayon v e c t e u r dans le s ens 

Fig. 1 6 1 . 

des r c ro i s sant s . P o u r u n d é p l a c e m e n t 8 r s u r le rayon v e c t e u r (qt = c o n s t . ) 

le travai l de F , éga l à la s o m m e des t r a v a u x de P e t R, se rédu i t à R 8r , 

p u i s q u g j e travai l de P es t nu l (fig. 161) . O n a d o n c 

Qi = R. 

D e m ê m e p o u r u n d é p l a c e m e n t v i r tue l o b t e n u en s u p p o s a n t qt, c ' e s t -
à -d ire r, c o n s t a n t e t fa isant var ier 8, d é p l a c e m e n t qui s'effectue sur la c i r 
c o n f é r e n c e de rayon O M , le d é p l a c e m e n t v ir tue l e s t r 38 e t l e travai l d e F 
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s e rédui t au travai l de P , qu i e s t P r 8 8 ; on a d o n c 

Q 2 = P r . 

Les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t sont d o n c , d'après la v a l e u r d e T , 

^ ( m r ' ) - m r 8 ' * = R, ^-(mr*-W) = P r . 

L o r s q u e la force e s t centra l e , P e s t t o u j o u r s nu l , e t l 'on a 

4 - ( / w 2 8 ' ) = o , r»6' = G ( l o i d e s a i r e s ) . 

dtK ' ' 

2 ° Trouver le mouvement d'un point pesant mobile sans frottement 

sur un plap qui tourne d'un mouvement uniforme autour d'un axe 

horizontal situé dans le plan. 

N o u s c o m p t e r o n s l e t emps à part ir du m o m e n t o ù le plan m o b i l e c o ï n 

c i d e a v e c xOy s u p p o s é hor i zonta l , e n p r e n a n t p o u r a x e des x l 'axe d e 

r o t a t i o n . Si 8 e s t I ' a n g l e ^ O R du p lan m o b i l e a v e c l e p lan des xy, on aura 

9 = wt, 

(D é t a n t la v i t e s s e a n g u l a i r e d e ro ta t ion (fig. 1 6 2 ) ; l ' équat ion du p l a n 

m o b i l e ROa? es t alors 

y si n tu t — z coso>£ = o. 

Fig. I « 2 . 

P "M 

V / A \ 
0 0 ·*> 

; E n a p p l i q u a n t les formules g é n é r a l e s ( 2 6 2 1 , o n aura p o u r é q u a t i o n s du 

m o u v e m e n t 

d-x d!y . . d*z , 
m——- = o, m—-r- = A s in tn i , m—— =—mg — À c o s w t , 

dP dt' ' dt1 ° ' 

la r é a c t i o n n o r m a l e a y a n t p r é c i s é m e n t pour 'Valeur P o u r fixer l a - p o s i 

t i o n du p o i n t M d a n s le p l a n m o b i l e , n o u s p r e n d r o n s se s c o o r d o n n é e s x 
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CHAPITRE X I I I . MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE. 4§7 

et r par rappor t a u x axes Ox, OR, x j o u a n t l e rôle de qi e t r de q%. L e s 

formules de t r a n s f o r m a t i o n seront a lors 

x — -x, y = rcosu>l, z = rsin'iOt; 

la fonct ion T qui en tre d a n s n o t r e f o r m u l e sera 

T = i m (x'* -+- r'* -4- to 2 r* ) . 

II y a u n e f o n c t i o n d e forces 

U = — mgz = — mgr s i n i o r . 

On a d o n c 

ffX , dT 

àT dT 
— r = m r, -r— = m ta* r, 
dr dr 

dU dU 
^ = 0 , — = - « ¿ - 8 . 1 1 » , , 

et les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t s o n t 

dx' _ d*x 

W ~ 

d*r 

—r~ = o ou —p— = o , 
dt dt* ' 

, w 2 r = — g s i n w t . 
dt* ° 

La p r e m i è r e de ce s é q u a t i o n s m o n t r e que la p r o j e c t i o n Q sur l 'axe d e s * 

se d é p l a c e d 'un m o u v e m e n t u n i f o r m e . La s e c o n d e , é t a n t l inéa ire à coef f i 

c ients c o n s t a n t s , p e u t s ' intégrer e t a pour i n t é g r a l e g é n é r a l e 

r = A e w ' - t - B e - t o ' H — — sino><, 
2 C D 2 

P o u r avoir l ' équat ion de la p r o j e c t i o n de la t ra jec to i re s u r le p l a n desyz, 

il n o u s suffit d a n s c e t t e r e l a t i o n de remplacer <nt par 6, ce qui n o u s 

d o n n e 

r = A e 6 H - B e - 8 + _ ! _ s i n 8 . 

U n c a s par t i cu l i er i n t é r e s s a n t e s t ce lu i o ù les c o n d i t i o n s in i t ia l e s sont 

t e l l e s q u e A e t B s o i e n t n u l s ; il suffit p o u r ce la q u e le m o b i l e so i t l a n c é de 

l 'axe de rotat ion de façon q u e sa p r o j e c t i o n sur la d r o i t e R a i t u n e v i t e s s e 

in i t ia l e é g a l e à La pro jec t ion de la trajec to ire sur le p lan des yz a 
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488 TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 

I l y — C A S O U L A S U R F A C E E S T F I X E . 

26a . Emploi du théorème des forces vives. — La méthode 
générale que nous venons d 'exposer s 'applique toujours. Lorsque 
la surface est fixe, il se présente des simplifications qu' i l importe 
d ' indiquer . L 'équat ion de la surface est alors 

/ ( * > = o ; 

le déplacement réel que subit le point étant normal à la réaction 
normale N , si l 'on appl ique le théorème des forces vives, le t r a 
vail de cette réaction est nul et l 'on a l 'équat ion 

( i ) d ^ = Xdx-hY dy-i-Zdz, 

indépendante de la réaction. Cel te équation peut alors remplacer 
l 'une des deux équat ions de Lagrange . Nous vérifierons tout 
à l 'heure qu'elle est bien une conséquence des équations de 
Lagrange. 

alors p o u r é q u a t i o n 

r = - ^ s i n f l ; 

c 'est un cerc le t a n g e n t e n O à l 'axe Oy. La trajecto ire e s t une h é l i c e . 

P o u r ca lcu ler la r é a c t i o n n o r m a l e , r e p o r t o n s - n o u s à l 'une des é q u a t i o n s 

d u m o u v e m e n t 

d1 y 
m—~- = X sin cul, 

n o u s a v o n s , en r e m p l a ç a n t y par r c o s t o i , 

Idïr dr . . \ . . 
m I — T — costal — 2 W - 7 - sin tut — ix>-r cos t» t ) = A sin to l, 

\ dt1 dt I ' 

o u , si l 'on se rappe l l e l 'équation qui définit r, 

d*r 
= <x>* r — g s\nu)t. 

, dr 
A = — me c o s bit — 2 m tu - = - · 

° dt 

C e t t e f o r m u l e , dans laque l l e o n r e m p l a c e r par sa va leur en t, d o n n e en 

f o n c t i o n d e t l ' express ion de la réac t ion n o r m a l e , qu i , d a n s l e cas ac tue l , 

e s t p r é c i s é m e n t éga le à X. 
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CHAPITRE X I I I . — MOUVEMENT D 'UN POINT SUR UNE S U R F A C E . 489 

Si la surface était mobile , la réaction normale ne serait pas 
éliminée par l 'application du théorème des forces vives, car le 
déplacement réel dx, dy, dz du mobile ne serait pas normal à la 
réaction normale ; en effet, la surface à l ' instant t est en S et le 
point en M sur S ; à l ' instant t + dt, elle est en S' et le point 
en M' sur S ' ; le déplacement MM' n 'est donc pas normal à la 
réaction N. 

Revenons au cas où la surface est fixe : l 'équation des forces 
vives donne immédiatement u n e intégrale première s'il y a une 
fonction de forces U(x,y, z) 

mv* TT , 
= U -+- h. 

2 

11 peut encore se faire que X dx + Y dy -+· Z dz, n 'é tant pas 
une différentielle totale exacte, le devienne en vertu de la rela
tion /(x, y, s) = o ; si, par exemple, un point de la surface est 
défini par les deux paramètres q\ et q2, on aura 

^ = ? ( ? D ? S ) . y = W9I<9*)> z = ro(g,i.?s). 

et la quant i té ~S.dx-\-Ydy + Zdz prendra la forme Q , dq,-T-Q2dq2 

quand on aura remplacé X , Y, Z, x, y, z par leurs valeurs en fonc
tion de q, et q2. Si alors l 'expression Q , dqt -\- Q2dq2 est la dif
férentielle totale exacte d 'une fonction U(<7 ( , q-I), on aura l ' in té
grale des forces vives 

mv* ... . , 
—- =V(qi,qt) -h h, 

ou encore 
T = U -+- h, 

car T est précisément la demi-force vive. 
On remplacera l 'une des équations de Lagrange, la plus com

pliqué^ des deux, par cette dernière équation, et l 'on aura ainsi les 
deux équations définissant q, et q2 en fonction de t. 

E X E M P L E . — Mouvement d'un point, mobile sur un hélicoïde gauche 
à plan directeur, attiré ou repoussé par l'axe proportionnellement 
à la distance (fig. l 6 3 ) . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



49o TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DD POINT. 

S o i e n t r e t 6 l es c o o r d o n n é e s po la ires d'un p o i n t M d e T h é l i c o ï d e , s i tué 

s u r la g é n é r a t r i c e C D ; o n a p o u r l e s c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s d e c e p o i n t 

a; = r c o s 9 , < y = r s i n 9 , z = &8. 

Fig. i 6 î . 

La force qui ag i t sur l e p o i n t est F = m\x.r, d i r i g é e su ivant C D . On sait 

q u e d a n s c e cas il y a u n e f o n c t i o n de f o r c e s 

U = m\t — 
E n déf inissant u n po int de la surface par les p a r a m è t r e s r e t 6, qui r e m 

p lacent qt elqi, n o u s a u r o n s 

T = 2 ( , · '»-+- /* 8 ' * - R - A » 8'«) = ™ £ r ' s - R - ( r » - R - * » ) 8 ' > ] . 

L e s é q u a t i o n s du m o u v e m e n t s e r o n t par s u i t e , d 'après L a g r a n g e , 

J * [ ( A : 2 + , . 2 ) 6 < ] = 0 ; 

la d e u x i è m e de c e s é q u a t i o n s m o n t r e q u e 

0 * - r - * * ) 6 ' = C . 

A u l i eu d e n o u s servir de la p r e m i è r e , n o u s e m p l o i e r o n s l ' in tégra le des 

forces v ives 

r ' * - R - ( r * - R - * * ) 8 ' > — p . r * = h. 

E n é l i m i n a n t 9' e n t r e c e s d e u x é q u a t i o n s , o n aura l ' équat ion d u tnouve— 

m e n t s u r le r a y o n v e c t e u r 

C* 

r* -+- ks 
• u . r * = A , 

( r ' + * s ) = ( A + u . r * ) ( r > + * » ) — € * . 
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CHAPITRE XIII . — MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE. 4 9 ' 

On e x p r i m e donc t en f o n c t i o n de /• par une quadrature . On trouvera de 

m ê m e que 8 s ' expr ime par une autre quadrature en f o n c t i o n de r; i l suffit 

pour ce la de r e m p l a c e r , dans la dern ière é q u a t i o n , dt par sa v a l e u r 

^ ( ' • 2 + A-2; ¿ 8 . 

P o u r d i scuter la forme d e la c o u r b e , il faut d i s t inguer d e u x cas , s e l o n 

que f* e s t pos i t i f ou n é g a t i f ( r é p u l s i o n ou a t t r a c t i o n ) : si (JI e s t posit i f , on 

vo i t q u e la c o u r b e p e u t avo ir des b r a n c h e s infinies , p u i s q u e , l or sque r 

- y \ n e cesse pas d'être pos i t i f ; au c o n t r a i r e , si p. e s t 

négatif , /· ne pourra pas cro î tre au de là d e cer ta ines l i m i t e s . D a n s le cas 

part icul ier de p = o, l e p o i n t se d é p l a c e sur la surface sans force d i r e c t e 

ment a p p l i q u é e ; t s ' expr ime a lors en f o n c t i o n d e r par u n e quadrature 

e l l ipt ique . Dans ce cas part i cu l i er le p o i n t décr i t , c o m m e n o u s le v e r r o n s 

plus lo in (n° 2 7 0 ) , une l i g n e g é o d é s i q u e de l 'hé l ico ïde . 

266. Équation des forces -vives déduite des équations de La-
grange. •— La surface étant fixe, les expressions de x, y, z en 
fonction de q, et q2 peuvent être choisies de façon à ne pas con
tenir explici tement t. La fonction T est alors homogène et du 
second degré en q'K et q'2, et Je théorème des fonctions homogènes 
donne l ' identité 

, dT , dT „, 
l\ -; I - Ï 2 - w - = 2 T -

Cela posé, prenons les deux équations de Lagrange 

d_(fr_\_dT__ £ ( ^ L \ _ É l - o 
dt V , o y , ) dq, ~ Vl' dt \dq't ) dqt ~ ^ 

et ajoutons-les après avoir multiplié la première par q\, la deuxième 

par q'2. Nous aurons une équation qui peut s'écrire 

d t , d T , dT \ 

dt\*>W^q*WJ 
/ d T dq\ dT àq', dT , dT , \ . , n , 

La P R E M I È R E P A R E N T H È S E É G A L E a T ; la D E U X I È M E est É G A L E à -^jr 

G A R T D É P E N D de t P A R L ' I N T E R M É D I A I R E de q\, q'2, q,, q*. L'écpia-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



TROISIÈME PARTIE. 

lion ci-dessus s 'écrit donc 

— DYNAMIQUE DU POINT. 

ou, en mult ipliant par dt, 

dT = Q, dqi+Qidq,, 

ce qui est l 'équation des forces vives, car Qi dq, -+- Q 2 dq2 est le 
travail élémentaire de la force ( X , Y , Z ) . Si Q i dq, -+- Q2dq2 est 
une différentielle totale exacte d 'une fonction XJ(q,, q2), on a l'in
tégrale des forces vives 

T = U-+-A, 

qui remplacera l 'une des équations de Lagrange. 

2 6 7 . S t a b i l i t é d e l ' é q u i l i b r e d a n s l e c a s o ù l a f o n c t i o n U e x i s t e . 

— D'après ce que nous avons vu en Sta t ique, pour obtenir les 
valeurs deq, et q2 fournissant les positions d 'équi l ibre du mobile, 
il suffit d 'écrire les deux équations Q ( = o, Q 2 = o . Dans le cas 
part icul ier où Q ( dq, -t- Q2dq2 est la différentielle d 'une fonction 
U ( q , , q2), les équations d 'équil ibre sont identiques à celles qu'i l 
faudrait écrire p o u r chercher le maximum ou le min imum de 
U ( y ( , g r « ) . · 

Nous voulons démontrer , d 'après Lejeune-Dir ichle t , que , si 
pour un certain système de valeurs q, = a,, q2 = a2 la fonction U 
est maximum, l 'équilibre correspondant est stable. La démon
stration est ident ique à celle qui a été donnée (n° 208) pour un 
po in t l ibre . Indiquons- la en peu de mots . On peu t toujours sup
poser que le maximum ait lieu pour q, = q2 = o, car cela revient 
à prendre pour nouveaux paramètres q, — a, et q2— a2, et que ce 
maximum U ( o , o ) soit nul , car cela revient à re t rancher de 
U(q,,q2) une certaine constante , ce qui est permis , car cette 
fonction n 'est définie qu'à une constante près . D 'après la défini
t ion du maximum, la fonction U est alors négative et différente 
du zéro dans le voisinage de la position d 'équil ibre considérée P. 
Traçons sur la surface une peti te courbe fermée G entourant P ; 
sur celte courbe , U est négative et non nulle : il existe donc un 
nombre positif p tel que sur cette courbe U -+-p soit négative. 
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CHAPITRE XIII. MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE. 4<)3 

mv 
2 2 

choisissons la position initiale et la vitesse initiale de façon à rem
plir les deux condi t ions 

"« s - P ' Tî s* P 

ce qui , à cause de la cont inui té , exige uniquement que i ' 0 et la 
distance P M 0 soient inférieures à certaines l imites. Dans ces con
ditions le mobile ne sortira pas de la courbe C et même n'at teindra 
pas cette courbe , car l 'équation des forces vives donne 

< U +p 
2 J 

et U - ( - y D devient négatif sur la courbe limite G. 

268 . R é a c t i o n n o r m a l e . — Une fois le mouvement connu, pour 
avoir la réact ion, il suffira de tirer \ d 'une quelconque des équa
tions ( 2 ) du mouvement ( n u 262 ) . Supposons que le mobile soit 
seulement posé sur la surface, c 'est-à-dire qu ' i l puisse la qui t ter 
d 'un certain cô té . Pour que le point reste sur la surface, il faut 
que la réaction N soit dirigée du côté où le point peut s 'éloigner. 
D'un côté de la surface f(x, y, z) est positif, de l 'autre côté il 
est négatif; pour que la réaction soit, par exemple, dirigée vers 
la région des f positifs, il faut que ~k soit positif, comme nous 
l'avons vu en Stat ique à p ropos de l 'équil ibre d'un point sur une 
surface. Si X s 'annule à un certain moment et change de signe, 
le point qui t te la surface et l'on est ramené au cas d 'un point 
l ibre . 

269. É q u a t i o n s i n t r i n s è q u e s e t r é a c t i o n n o r m a l e . — Sur la tra
jectoire , nous marquerons une origine des a r c s K ( f i g . 164). Soit M 
une position quelconque du mobile, menons en ce point la t an 
gente M T dans le sens des arcs croissants; soient G le centre de 

Déplaçons alors le mobi le de la position d'équilibre P dans une 
position voisine M 0 , située à l ' in tér ieur de C, où U prend la 
valeur U 0 , et imprimons- lui une vitesse v0; on aura 
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Fig. , 64 . 

jectoire et p = M C son rayon de courbure ; désignons par 8 l 'angle 
du plan osculatene T M C à la trajectoire avec la normale à la sur
face, nous aurons , d 'après le théorème de Meusnier , 

p = R cosO. 

En projetant la direct ion M C sur le plan langent, nous ob te 
nons une demi-droite MP sur laquelle nous considérons le sens de 
la projection du segment M C comme sens positif. Soient alors F / , 
F» , Fp les project ions de la force F sur les droites M T , MC, MP, 
et N la valeur algébrique de la réaction n o r m a l e ; on sait que la 

résul tante des forces F et N se décompose en deux, l 'une m~art 

suivant M T , l 'autre m v— dirigée suivant M C ; ce système de deux 

forces est par suite équivalent au système formé par F et N . O n 
aura donc , en égalant les sommés des projections des forces de 
chacun de ces systèmes sur les axes M T , M P , MC, 

dv „ mv2 . . _, mv2 „ _ 
m, — = F ( , s i n 8 = F „ , c o s 8 = F „ - t - N . 

ut p p 

Ces équations peuvent p rendre une forme plus s imple ; dési

gnons par pg le rayon de courbure géodésique ^-g> et tenons 

compte de la relation trouvée plus haut • ^ „ = R : les équations r r costì T 

courbure de la section normale tangente à MT, R son rayon de 
courbure MC, nous prendrons pour sens positif sur la normale 
le sens MC. Soient de même M C la normale pr incipale de la t ra-
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précédenles deviendront 

dv _ » I P ! _ m p ! „ 

S'il y a une fonction des forces, on a = U + h, et la dernière 

formule permet de calculer la réaction normale sans chercher le 
mouvement , à condition que l 'on connaisse R. 

De ces équations on peu t t irer une conséquence intéressante. 
Déformons la surface de façon que les longueurs des lignes tracées 
sur cette surface ne changent p a s ; dans cette transformation les 
rayons de courbure géodésique ne varient pas ; si donc on modifie 
la force F de façon que sa projection sur le plan tangent reste la 
même, les deux premières des équations ci-dessus qui définissent 
le mouvement n 'auront pas changé, et le mouvement sera le même 
que dans le p remier cas. La réaction normale seule changera. On 
voi t ainsi que la trajectoire d 'un point pesant , assujetti à se mou
voir sur un cylindre vertical, s 'obtient en enroulant sur ce cylindre 
une parabole d'axe vertical. De même la trajectoire d 'un po in t 
pesant sur un cône de révolution d'axe vertical provient de l ' en
roulement sur ce cône d e l à trajectoire plane d'un mobile soumis 
à une force centrale constante . 

270. Lignes géodésiques. — Le cas le plus simple est celui 
où le mobile lancé sur la surface fixe n'est sollicité par aucune 

force. L 'équat ion des forces vives devient alors c ? ^ - = o ; elle 

mont re que la vitesse est constante . La trajectoire du mobile est 
une ligne géodésique de la surface, puisque son plan osculateur 
doit contenir Ja seule force qui agisse sur le mobile : la réaction 
normale ; cela résulte d'ailleurs de la deuxième des équations 

in t r insèques , qui devient —— = o, d ou l on déduit— = o, puisque 

v est constant , et cette condit ion — = o caractérise les lignes 
Psr 

géodésiques. La dernière équation intr insèque permet t ra de 

calculer la réaction normale N = O n peut remarquer que 

dans le cas actuel on a 6 = o, donc R = p et la réaction normale 
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x d*x y d'y z d*z 
a dt* + ~b dt1 + c ~dl* 

i rdx\* i fdy\* i Idz\* 

+ â U ) +b\lTt) +c[dt) =° 

e t , en vertu des é q u a t i o n s ( 2 ) , 

<» >{$+£+S)"[të)'+iffl'+iŒ)']> 
m u l t i p l i o n s m a i n t e n a n t les é q u a t i o n s (a) r e s p e c t i v e m e n t par — -r ^—T 

r a dt 0 dt 

a pour valeur ^1ÎL- elle varie en raison inverse du ravon de cour-
p . * 

bure de la trajectoire. 
Les équations générales du mouvement se réduisent alors à 

d'x . df d'y . df d'z , df 
dp- àx dp ày dt* àz 

à l 'aide de l 'équation ds = v0 dt on éliminera le t emps ; il suffira 
ds* 

pour cela de remplacer dans les formules précédentes dt2 par 

Remarque. — Si la surface admet des génératr ices recti l ignes, 
on devra les t rouver comme trajectoires part iculières, car, si un 
mobile est lancé suivant l 'une de ces génératrices, il la décrira de 
lui-même en vertu du principe de l ' inert ie , et la réaction de la 
surface sera nul le . 

E X E M P L E . — Lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — A p p l i q u o n s ce qui 
p r é c è d e à l ' e l l ipso ïde 

, . X3 Y* z* 
( i ) Y- —.—I 1 = 0; 

a b c 

n o u s é c r i v o n s l e s d é n o m i n a t e u r s a, b, c p o u r que l e m ê m e calcul d o n n e , 

s u i v a n t l e s s i g n e s de a, b, c , l e s l i g n e s g é o d é s i q u e s d'un e l l ip so ïde ou d'un 

h y p e r b o l o ï d e . 

Les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t p e u v e n t s'écrire 

d*x x d'y y d*z z 

On a, c o m m e t o u j o u r s , l ' in tégra le p r e m i è r e c = v0. P o u r e n t r o u v e r une 
s e c o n d e , n o u s e m p l o i e r o n s u n e m é t h o d e d u e à M. D a r b o u x . Dif férent ions 
d e u x fois de su i te l ' équat ion ( 1 ) ; n o u s o b t e n o n s 
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I dz , 
- e t a j o u t o n s ; n o u s o b t e n o n s 
. / x dx y dy z dz\ i dx d*x i dy dly I dz d*z 
^' 11 \a* IH^TÂ dt^'l^'di) ~ Tilïi ~dF + Z~di ~db~ + c"dt ~dF' 

Si n o u s d iv i sons m e m b r e à m e m b r e l e s é q u a t i o n s ( 3 ) e t ( 4 ) , n o u s a u r o n s 

x dx y dy z dz i dx d%x i dy d2y i dz d*z 
a* 7tt ^ ~dt ~^ c* ~dl a ~dt dt* ~*~ b ~dt ~dt* + c dt "dF 

X% y î z 2 

1- — 1 
« 2 ^ ¿ 2 ^ C 2 

r i /dxy i / ^ r V L/—Y]' 

la\dt) + b\di) + c\dt) J 
c h a c u n des n u m é r a t e u r s e s t , à une c o n s t a n t e près , la d é r i v é e du d é n o m i 

n a t e u r ; on pourra d o n c i n t é g r e r c e t t e é q u a t i o n e t l'on aura 

/x* r ! z*\Ti /dx\* i tdy\* i / « k \ s l 

• ( 5 î - f c T + SîjLsW +5W + s w J = c o n s t - ' ' 

qui d o n n e 

( 5 ) (f! + r i + f!) f i (£V + ' /£) V I (£V 1 = c o n s t . ; 
' \ a 2 o 2 c 5 / L o \ « ( « / b\dsj c \ds J J 

t e l l e e s t l ' équat ion différentiel le des l i gnes g é o d é s i q u e s d e l ' e l l ipso ïde . 
U n e in terpré ta t ion g é o m é t r i q u e s imple d e c e l t e é q u a t i o n n o u s donnera un 
t h é o r è m e du à J o a c h i m s t a l : si p e s t la d i s tance d u c e n t r e d e l ' e l l ipso ïde 
au plan t a n g e n t en un po int M d'une l i gne g é o d é s i q u e , D la l o n g u e u r du 
d e m i - d i a m è t r e paral lè le à la t a n g e n t e m e n é e e n M à c e t t e l i g n e , le p r o 
dui t pT> e s t c o n s t a n t t o u t le l o n g de c e t t e l i g n e g é o d é s i q u e . L e s c o s i n u s 

d i r e c t e u r s d e la t a n g e n t e en M é t a n t , en effet, ^ > ~ t les c o o r d o n 

nées de l ' ex trémi té du d e m i - d i a m è t r e paral lè le s e r o n t 

D £ , D £ , Dp, 
ds ds ds 

en écr ivant q u e ce p o i n t appar t i en t à l ' e l l ipso ïde , o n aura 

j _ _ > ( ± y . i (£Y+ i f±Y. 
D*~ â\ds) b\ds) c\ds ) ' 

le plan t a n g e n t en M ayant p o u r é q u a t i o n 
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sa d i s t a n c e à l 'or ig ine sera d o n n é e par 

_i_ _ x* y* z^ 

/>* ~ a1 ¿ 2
 + c* 

e t , en ver tu d e l ' équat ion ( 5 ) , o n aura b i en 

/ > D = c o n s t . 

Ce t h é o r è m e s 'appl ique aussi a u x l i g n e s d e c o u r b u r e d e l ' e l l i p s o ï d e ; 
n o u s v e r r o n s , e n effet, p l u s tard , q u e c e s l i g n e s c o r r e s p o n d e n t a u x s o l u 
t i o n s s ingu l i ères d e l ' équat ion ( 5 ) . ( D A R R O U X , Mécanique de Despey-
rous, t . I . ) 

P o u r a c h e v e r l ' in tégrat ion , o n e x p r i m e l e s c o o r d o n n é e s x, y, z d'un, 
p o i n t d e l 'e l l ipso ïde a u m o y e n d e s e s c o o r d o n n é e s e l l ip t iques q\, qt : les. 
var iab les qt, q$ se s é p a r e n t e t l ' in t égra t ion e s t r a m e n é e à des quadratures . 
N o u s r e v i e n d r o n s sur ce p o i n t c o m m e a p p l i c a t i o n des m é t h o d e s d' intégra
t ion d e Jacobi ( C h a p . X V I ) . 

2 7 1 . E m p l o i d e s é q u a t i o n s d e L a g r a n g e . — Ordina i rement , pour-
trou ver les géodésiques, il est préférable d 'opérer comme il suit,, 
en employant les équations de Lagrange. Soient 

x = I')i y = ^(9i,9i), z = m(q,,qi) 

les expressions des coordonnées d 'un point de la surface en fonc
tion de deux pa ramèt re s ; on a pour le carré de l 'élément linéaire-
d 'une courbe quelconque tracée sur la surface 

ds* — dx*-+- dj*-h dzl = aildq\-+- ialidqidqi-h at%dq\. 

Si , pour simplitier, nous supposons la masse du mobile égale 
à i , nous aurons 

i ds* i 

* T = 2 de = ï ^ i t f ' i ' + a a n î i ^ - H a î j y ' s ? ) 

et les deux équations du mouvement seront 
— (^L\ d T — — ( d T 

dt\dq\/ àqi dt\àq't ) àq2 

L'une de ces équat ions, la plus compliquée des deux, sera r e m 
placée ensui te par l ' intégrale des forces vives T = h 

^ ( « i i ? i ' - r - 2 a i î y ; 5 ^ - r - a ! î g ' ' j s ) = h. 
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N o u s c o n n a i s s o n s d 'abord u n e in tégra l e p r e m i è r e d e ces é q u a t i o n s , l ' in 
tégra le des forces v ives T = h, o u 

. . u {du* dv*\ ' , 
( 2 ) Z{dF + dlï) = h ' 

la s e c o n d e d e s é q u a t i o n s (1) d o n n e u n e autre i n t é g r a l e p r e m i è r e 

(S ) ' . ( * ) - < , 

• . G* 
E l i m i n o n s dt e n t r e c e s d e u x é q u a t i o n s e t p o s o n s = %a; n o u s o b t e 

n o n s p o u r l ' équat ion di f férent ie l le des l i gnes g é o d é s i q u e s 

du 

dv = \Ja •Ju — a 

d'où, en i n t é g r a n t e t d é s i g n a n t par b une autre c o n s t a n t e arb i t ra i re , 

O n a ainsi deux équat ions , l 'une du second ordre , l 'autre du 

premier, définissant q,, q2 en fonction de t. 

E X E M P L E . — Une surface est telle que, en choisissant convenable
ment les coordonnées curvilignes qui définissent ses différents points, 
on peut ramener l'élément linéaire ds à être donné par la formule 

ds*= w(rfu*-l- dv*). 

Ondemande l'équation en termes finis des lignes géodésiques. Quelle 
est la- représentation de ces lignes lorsqu'on fait la carte de la surface 
en faisant correspondre, au point de coordonnées u et v, le point d'un 
plan dont les coordonnées rectangulaires ont les mêmes valeurs? 

( L i c e n c e , Par i s , 1887.) 

En a p p e l a n t M' e t v' l e s d é r i v é e s ^ e t ~ . e t s u p p o s a n t la m a s s e d u 

point m o b i l e é g a l e à l 'uni té , on a 

T - -utu'*-h p'*), 
a x ' 

e t l es é q u a t i o n s de L a g r a n g e d o n n e n t i m m é d i a t e m e n t , puisqu' i l n'y a pas 
de forces d i r e c t e m e n t a p p l i q u é e s , 

( I ) J ^ ) , . ! ^ V = 0 , ¿ ( « 0 = 0 . 
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Si d a n s U on r e m p l a c e z par sa v a l e u r , le d é v e l o p p e m e n t de U c o m 

m e n c e de m ê m e par d e u x t e r m e s d u s e c o n d ordre q u e n o u s c o n s e r v e r o n s 

C'est là l ' équat ion en t e r m e s finis des l i g n e s g é o d é s i q u e s d e m a n d é e s . Si 

l 'on r e g a r d e u e t v c o m m e l e s c o o r d o n n é e s r e c t a n g u l a i r e s d'un p o i n t d'un 

p l a n , c e s c o u r b e s s o n t des p a r a b o l e s q u e l c o n q u e s a y a n t p o u r directr ice 

l 'axe d e s t>. La surface d o n t n o u s v e n o n s de d é t e r m i n e r les l i g n e s g é o d é 

s i ques e s t a p p l i c a b l e sur u n e sur face de r é v o l u t i o n . (Voir D A R B O U X , 

Théorie générale des surfaces, 3 e P a r t i e , Cl iap. I I . ) 

2 7 2 . O s c i l l a t i o n s i n f i n i m e n t p e t i t e s d 'un p o i n t p e s a n t a u t o u r d u p o i n t 

l è p l u s b a s d ' u n e s u r f a c e . — C o n s i d é r o n s sur u n e surface u n p o i n t O où 

le p lan t a n g e n t est hor izonta l , la surface é t a n t s i tuée a u - d e s s u s du plan 

t a n g e n t , d a n s le v o i s i n a g e du p o i n t O. C e t t e p o s i t i o n O e s t une pos i t ion 

d 'équi l ibre s tab le p o u r un p o i n t p e s a n t m o b i l e sans f r o t t e m e n t sur la s u r 

face . N o u s a l l o n s é tud ier les o sc i l l a t i ons in f in iment p e t i t e s a u t o u r d e c e t t e 

p o s i t i o n d 'équi l ibre . P r e n o n s l e p o i n t O pour o r i g i n e , un a x e Oz vert ica l 

v e r s le h a u t e t d e u x axes Ox e t Oy t a n g e n t s aux l i gnes d e c o u r b u r e qui 

p a s s e n t par O . Si l 'on s u p p o s e l e z de la surface d é v e l o p p é en série par la 

f o r m u l e de Maclaurin pour de p e t i t e s va leurs de x e t y , on a, pour l 'équa

t ion d e la sur face , 

z = h -—i- <s(x, y), 

l es t e r m e s c o m p o s a n t <p(x, y) é t a n t d u tro i s i ème ordre au m o i n s en x et y, 

p e t q d é s i g n a n t l e s d e u x rayons d e c o u r b u r e p r i n c i p a u x de la surface 

en O . Le po int matér ie l é t a n t p e s a n t , il y a une f o n c t i o n de force 

V=-gz, 

q u e n o u s é c r i v o n s en s u p p o s a n t m = i . La f o n c t i o n T de L a g r a n g e est 

où 

xx' yy' do , àv , 
z'= h -+- -f-x + j - y . 

p q dx ày* 
D a n s l e s p e t i t e s o sc i l l a t i ons a u t o u r d e la pos i t ion d 'équi l ibre c o n s i d é r é e , 

x ely r e s t en t très p e t i t s ; l es c o m p o s a n t e s x' e t y' de la v i t e s s e res tent 

aussi très p e t i t e s ; car la v i t e s se e l l e - m ê m e res te très pe t i t e , c o m m e n o u s 

l 'avons v u ( n ° 2 6 7 ) . N o u s -cons idérerons ce s q u a n t i t é s x, y, x\ y' c o m m e 

d u m ê m e o r d r e . D a n s l ' expres s ion de T , i l y a a lors d e u x t e r m e s du 

s e c o n d ordre e t un tro is ième t e r m e z'2 du q u a t r i è m e . N o u s le nég l igerons 

v i s - à - v i s des p r e m i e r s e t n o u s a u r o n s 

T = l(x'*H-yt). 
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seuls en n é g l i g e a n t les s u i v a n t s , ce qui d o n n e 

° \2p iql 

Les é q u a t i o n s de L a g r a n g e a p p l i q u é e s aux. var iables x et y , r egardées 

c o m m e j o u a n t le rôle des p a r a m è t r e s qi e t q^, 

d_ / £ T \ _ dT _ dU 

dt \dx') àx ~ dx ' 
d_ / c | T \ _ (TT _ dU 

dt\by) oy-jp' dt 

d e v i e n n e n t , p u i s q u e T ne c o n t i e n t ni x ni y, 

d*y d*x 
dP 

^x = -§-y 
dt* qS' 

é q u a t i o n s qui s ' in t ègrent i m m é d i a t e m e n t e t d o n n e n t 

( i ) x = A c o s ( < y/| + a ) , r = B c o s ^ i ^ / | - t - p ^ , 

A , B , a, ¡3 é t a n t des c o n s t a n t e s arbi traires qu'on d é t e r m i n e r a par les c o n 

d i t ions in i t i a l e s . On a ainsi l e s o s c i l l a t i o n s inf in iment p e t i t e s . La c o o r 

d o n n é e x r edev i en t la m ê m e au bout d u t e m p s 2 i t ^ / ^ , e t y au b o u t du 

t e m p s 2 7 t ^ / S i c e s d e u x pér iodes s o n t c o m m e n s u r a b l e s e n t r e e l l e s , la 

trajectoire en p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e e s t une c o u r b e a l g é b r i q u e o b t e n u e 

en é l iminant t en tre l e s é q u a t i o n s ( i ) . La tra jec to ire e s t t r a n s c e n d a n t e si 

les d e u x p é r i o d e s s o n t i n c o m m e n s u r a b l e s ; d a n s c e c a s , l e m o u v e m e n t p r é 

sente u n e part i cu lar i té c u r i e u s e . C o n s i d é r o n s dans le plan des x,y l e r e c 

tangle f o r m é p a r les dro i t e s x — ± A, y = ± B , La c o u r b e déf inie par 

les équat ions ( i ) t o u c h e une infinité de fois les c ô t é s d u rec tang le : a ins i , 

l i g . i 65. 

0 

el le t o u c h e le c ô t é x = A (fig- i 6 5 ) pour toute s les va leurs de t de la 

forme 

f i / p -
•• iki (k e n t i e r ) . 
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D e p l u s , la t ra jec to ire finit par recouvr ir e n q u e l q u e sor te t o u t e l'aire 

du r e c t a n g l e . C'est ce q u e n o u s d é m o n t r e r o n s en p r o u v a n t q u e , é tan t chois i 

arbitrairement un p o i n t A d e c o o r d o n n é e s £, ·») dans l e r e c t a n g l e , il ex i s t e 

u n e inf inité d e v a l e u r s de t pour l e sque l l e s l e m o b i l e passe à u n e d i s tance 

de P m o i n d r e q u e t o u t e q u a n t i t é d o n n é e . S o i e n t , en effet, X e t \x. des arcs 

définis par l e s f o r m u l e s 

£ = A c o s ( X - f - a ) , i) = B c o s ( p - i - P ) ; 

si l 'on d o n n e à t u n e v a l e u r d e la f o r m e 

t = ^ / £ ( X -+- zkit) ( R e n t i e r ) , 

l 'abscisse w du m o b i l e e s t é g a l e à £; son o r d o n n é e ^ a p o u r va leur 

y = B c o s [ ^ / ^ ( À -+• 2 * * ) - l - •xk'Tz -+- ^ , 

k' d é s i g n a n t un e n t i e r arb i tra ire . P a r h y p o t h è s e , e s t u n n o m b r e 

i n c o m m e n s u r a b l e : on p e u t d o n c d é t e r m i n e r les e n t i e r s k e t k' de te l l e 

façon q u e 

£ ( X - H 2 Â ; i t ) - r - 2 À - ' i c 
9 

diffère auss i peu q u ' o n l e v e u t d'une q u a n t i t é d o n n é e e t , e n part i cu l i er , 

de p . P o u r l e s v a l e u r s c o r r e s p o n d a n t e s d e t, y différera d'aussi p e u qu'on 

le v o u d r a de B c o s ( [ i -+- P ) , c ' e s t - à - d i r e d e T), e t , c o m m e , p o u r ces m ê m e s 

v a l e u r s , ce e s t éga l à £, l e m o b i l e passera auss i p r è s qu'on le v o u d r a d u 

p o i n t P . 

III. — MOUVEMENT SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION. 

2 7 3 . Lignes géodésiqtues des surfaces de révolution. — Nous 
nous sommes proposé , en général , de former deux équations 
indépendantes de la réaction normale , et nous avons obtenu, par 
exemple , l 'équation des forces vives et une des équations de 
Lagrange. Dans le cas du mouvement d 'un point sur une 'surface 
de révolut ion, on aura toujours deux équat ions indépendantes de 
la réaction en appl iquant le théorème des forces vives et le théo
rème du moment de la quant i té de mouvement par rappor t à 
l'axe de révolut ion, car , la réaction normale é tant dans un même 
plan avec l'axe de révolut ion, son moment est nu l . Appliquons en 
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puis le théorème du moment de la quant i té de mouvement mont re 

que le théorème des aires (n° 203) s 'applique à la projection du 

mouvement sur le plan des xy, c 'est-à-dire 

r'dO = G dt. 

Ces deux équations fournissent donc deux intégrales premières . 

Nous allons mon t r e r que l ' intégration se ramène à des quadra 
tures . E n effet, l ' intégrale des forces vives, dans laquelle on r em
place ds2 par sa valeur, devient 

rfr*(i - t - < p ' ¡ > ) - + - r*dü* = p j dt*. 

Pour avoir la projection de la trajectoire sur le plan des xy, 
nous éliminerons le temps au moyen de l 'équation des aires 

7 - î r f e = Gdt; 

nous aurons ainsi 

dr* ( I - H c p ' î ) - t - r ' dû* = ^ /·* ¿8« ; 

particulier cette remarque à la déterminat ion des lignes géodé-
•siques des surfaces de révolut ion. 

Prenons l'axe de révolution comme axe des z ; l 'équation de la 
méridienne dans le plan des xz étant z = <p(x), l 'équation de la 
surface sera évidemment z = ©(/·), /· désignant la dislance d 'un 
point à l 'axe, ;· = \Jx2 -\-y*. Appelons r et 8 les coordonnées p o 
laires de la projection P du mobile sur le plan xOy; nous aurons 
les expressions suivantes : 

if = r c o s 6 , / = r s i n C , z — <o{r) 

des coordonnées d 'un point de la surface en fonction de deux 

paramètres r et B. L'expression du carré de l 'élément linéaire est 

ds* = dx* -H dy* •+- dz* = ( n - a'* ) dr* -+- r* ¿8«, 

o ù l 'on a écrit o' au lieu de <o'(r). Puisque nous cherchons les 
lignes géodésiques, nous é tudions le mouvement d 'un mobile qui 
glisse sur la surface et qui n'est sollicité par aucune force donnée . 
Ce mobile n'est donc soumis qu'à la seule réaction. Le théorème 
des forces vives donne 
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d'où, en p o s a n t - ^ = ^ et résolvant par rappor t à dft, 

r 1 / r* 

V 
O n déterminera le signe qu'i l faut p rendre par la considération 

du sens de la vitesse init iale. L 'équat ion sous forme finie des 
lignes géodésiques sera donc 

Cette équation cont ient deux constantes k et [3 qu 'on peut déter
miner , par exemple , pa r la condit ion que la ligne géodésique 
passe par deux points donnés . Sur ces deux constantes, la p r e 
mière entraîne la forme de la courbe ; la variation de la seconde 
correspond à une rotation de la ligne géodésique autour de l'axe 
de la surface. 

E n appelant da un élément d'arc de la mér id ienne , on a 

da' = dr'-h dz' = ( i -+- <p'«) dr', 

et l 'on peut écrire l 'équation différentielle des lignes géodésiques 

rsjr'—k* 

Remarque. — Dans le cas actuel , on aurait 

T = I [ ( i + ( p'!)r'*-r-r»8'»] , 

où cp' est une fonction de r. L 'une des équations de Lagrange est 

d_ /dT\ _dT _ 
dt\dVj d6 ~ o ; 

comme T ne cont ient pas 8, est nu l , et cette équat ion donne , 

après une intégrat ion, 

T-*-8'= C ; 

on retrouve ainsi l 'équation des aires. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XIII. — MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE. 5o5 

D a n s les formules c i - d e s s u s , il faudra d o n c r e m p l a c e r f(r) par — e t l ' on 

aura p o u r équat ion des p r o j e c t i o n s des l i g n e s g é o d é s i q u e s 

274. Formule de Clairaut. — Si l 'on appelle i l 'angle sous 
lequel une ligne géodésique de la surface de révolution coupe le 
méridien passant par un point M de cette ligne et /• la distance 
du point M à l 'axe, on a pour tous les points de la ligne la 
relation 

( i ) r sin t = k, 

qui caractérise les lignes géodésiques. 
En effet, si l 'on considère le mobile qui décri t la ligne géodé

sique dans les conditions précédentes , le moment de la quant i té 
de mouvement ou, ce qui revient au même , le momen t de la 
vitesse du mobile pa r rappor t à l'axe est cons tan t ; la valeur con
stante de ce moment est précisément égale à la constante C des 
aires sur le plan perpendiculaire à l 'axe, car le moment de la 

dò 
vitesse par rappor t à l'axe Oz est r2-^' Décomposons la vitesse e 
du mobile M en deux composantes , l 'une e s i n t , tangente au 
parallèle du point M, l 'autre e cost , tangente au méridien. Le 
moment de la vitesse par rappor t à l 'axe de révolution est égal à 
la somme des moments de ces deux composantes , c 'est-à-dire au 
moment de la première, r e s i n i , car le moment de la deuxième est 
nu l . On a donc 

rv s in i = C ; 

mais, comme e = e 0 , on en conclut l 'équation ( i ) , la constante k 
G 

ayant la valeur — et étant , pa r suite, ident ique à celle qui figure 

dans l 'équation des lignes géodésiques (n° 2 7 3 ) . 
2 7 5 . Exercices. Lignes géodésiques de la surface engendrée par la 

révolution d'une hyperbole equilatere autour d'une de ses asymptotes. 
— L'équat ion de la surface sera 
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Fig. 1 6 6 . 

r par tant de la v a l e u r k pourra cro î t re au delà de t o u t e l imi t e , sans que 8 

ces se d'être r é e l ; 8 a u g m e n t a n t c o n s t a m m e n t a v e c r aura d'ai l leurs u n e 

l i m i t e , car , l o r s q u e /· cro î t indé f in iment , l ' é l é m e n t de l ' in tégra le t e n d vers 

z é r o c o m m e c e t t e l i m i t e <!/ sera 

P o u r v o i r s'il e x i s t e u n e a s y m p t o t e para l l è l e à c e t t e d i r e c t i o n ty, i l suffit, 

c o m m e on sa i t , de c h e r c h e r si la s o u s - t a n g e n t e po la i re r s ^ a u n e l i m i t e 

p o u r r in f in i ; c e t t e l imi t e , quand e l le e x i s t e , e s t la d i s t a n c e de l ' a s y m p t o t e 

au p ô l e . O r on a i c i 

e x p r e s s i o n qui a p o u r l i m i t e k. La c o u r b e a d o n c une a s y m p t o t e D t a n -

P o u r q u e 0 s o i t r ée l , il faut que r so i t s u p é r i e u r à k; la c o u r b e e s t d o n c 

e x t é r i e u r e au c e r c l e de rayon k. O n p e u t d'ai l leurs faire r = k, car p o u r 

c e t t e va leur l ' é l ément d e l ' in tégra le d e v e n a n t infini , c o m m e 1 

l ' in tégra le res te finie. En fa i sant t o u r n e r l e s a x e s d'un a n g l e c o n v e n a b l e 

a u t o u r d e Oz (jîg. 1 6 6 ) , o n pourra faire en sor te que 8 so i t nul pour /· = k, 

e t l 'on aura 
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CTIAPITHE x n i . — K O C V E Ï V 3 T D ' E N POINT SUR U N E SURFACE. 5O7 

g e n t e au c e r c l e d e rayon k. O n p e u t d é m o n t r e r q u e l 'angle e s t supér i eur 

à —; à ce t effet, p o s o n s — = u, n o u s aurons 
2 r 

pour k = oo, 41 = — i q u a n d k d i m i n u e , c e t ang l e a u g m e n t e , e t , si l 'on s u p 

pose q u e A: d e v i e n n e t r è s pe t i t , l ' é l ément de l ' in tégra le dev iendra de p lus 

en p l u s grand e t <j/ croî tra indé f in iment . <l a d o n c une v a l e u r q u e l c o n q u e 

en tre — e t » . E n p r e n a n t l e s i g n e — d e v a n t l e radical , o n aurai t eu la 

s e c o n d e b r a n c h e d e la c o u r b e s y m é t r i q u e de la p r e m i è r e par rappor t à 

l 'axe des x. 

O n d i scutera d e m ê m e l e s l i g n e s g é o d é s i q u e s des surfaces d e r é v o l u t i o n 

du second ordre , d o n t on t r o u v e r a u n e é t u d e dé ta i l l ée dans le Traité des 

fonctions elliptiques d ' H a l p h e n , t. II , C h a p . VI. P o u r des surfaces d e 

r é v o l u t i o n q u e l c o n q u e s , o n verra que , si la m é r i d i e n n e a des b r a n c h e s infi

n ie s , il y a des l i g n e s g é o d é s i q u e s à b r a n c h e s inf inies . S'il y a sur la s u r 

face un para l l è l e m i n i m u m , c e paral lè le f o r m e u n e l i g n e g é o d é s i q u e e t i l 

e x i s t e , e n généra l , des g é o d é s i q u e s qui lui sont a s y m p t o t e s . P o u r u n e 

é t u d e a p p r o f o n d i e de c e s c o u r b e s , n o u s renverrons a u x Leçons sur la 

théorie des surfaces d e M. D a r b o u x (3° P a r t i e ) . 

276. Mouvement d'un point pesant sur une surface de révo
lution à axe vertical Oz. — L' intégrat ion des équat ions de ce mou
vement se ramène à des quadra tures . Le théorème des forces vives 
donne d 'abord 

dmv* , , , 
—— = m g dz ou v* = igz •+- n, 

en p renan t l'axe des z dirigé vers le bas . Le théorème des aires 
s 'applique et donne 

/·* ¿ 6 = Cdt. 

Si l 'équation de la surface est z = <p('')y on aura 

, dr*. r*dO* 
v î = W ^ + ^ + -dï~ 

En él iminant alors le temps et la vitesse entre ces trois équa 
tions, il viendra 

dr* ( i -4- ç'* ) -+- r* d<i* = [ a g <p ( r) -+- h] ; 
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5o8 TROISIÈME PARTIE. DYNAMIQUE DU POINT. 

[igytr) -t- h]r*— G* 

On intégrera de même par des quadra tures toutes les fois que 
le mobile sera sollicité par des forces dérivant d 'une fonction de 
forces qui s"'exprimera en fonction de /· seulement . 

En supposant la surface algébrique, M. K o b b a dé terminé les 
cas dans lesquels le problème se ramène aux fonctions elliptiques 
(Acta malhematica, t. X ) . 

On trouvera une étude analytique intéressante du mouvement 
d 'un point pesant sur une surface de révolution dans un Mémoire 
de M. Ot to Staude (Acta mathematica, t . X I ) . 

Remarque. — Un point pesant assujetti à se mouvoir sur une 
surface de révolution ne peut décrire un parallèle de la surface 
que si le sommet du cône des normales, le long de ce parallèle, se 
trouve au-dessus de ce parallèle. 

L 'équat ion de la surface est, en effet, 

z = y(r) où z — <p(y'xî-i- y') = o . 

En revenant alors aux équat ions générales du mouvement sur 

une surface, on aura 

d'x . x , d'Y . y d'z . 

Pour que la trajectoire soit Je parallèle z = z0, il faut que ces 

équations soient satisfaites par les condit ions z = z0, x — r„ cos8, 

j y = r 0 s i n 8 ; d 'autre par t , le théorème des aires donnera 

' " o ^ = C = r0v9, v0 désignant la vitesse initiale nécessairement 

tangente au parallèle, d 'où 8 = O n devra, par suite, avoir 

\=-mg. -<£x = g?L T ' ( r „ ) , - J r - y f r W 

Ces deux dernières équations se réduisent à 

les variables se séparent immédia tement et l'on a 8 en fonction 

de /· par une quadra ture : 
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CHAPITRE XIII. MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE SURFACE. 5og 

<>o= V— gro ? ' ( ' " o ) , 

on lui fera décrire le parallèle. 
Ce résultai, se vérifie aisément par la Géométrie : il suffit d ' ex 

primer que la résultante du poids et de la réaction normale est 

dirigée vers le centre du parallèle et égale à ^y^--

277 . P e n d u l e s p h é r i q u e . — Le p e n d u l e s p h é r i q u e e s t c o n s t i t u é par un 
p o i n t pesant m o b i l e sans f r o t t e m e n t sur u n e s p h è r e fixe. P r e n o n s p o u r 
o r i g i n e le c e n t r e d e la s p h è r e e t pour a x e des z u n e ver t i ca l e d i r i g é e vers 
l e b a s . E n c o o r d o n n é e s s emi -po la i re s , l ' équat ion de la s p h è r e sera 

i*+z*= l*, 

e n d é s i g n a n t par l la l o n g u e u r du p e n d u l e . 

Le m o b i l e e s t s o u m i s à l 'act ion de d e u x forces , son p o i d s et la réact ion 
n o r m a l e de la s p h è r e ; le t h é o r è m e des forces v i v e s d o n n e d o n c 

vl = igz •+• h, 

pui sque le travai l d e la réact ion es t n u l . D e p l u s , l es d e u x forces é t a n t 
d a n s un m ê m e plan a v e c l 'axe d e s z, o n p e u t appl iquer le pr inc ipe d e s 
a ires à la pro jec t ion du m o u v e m e n t sur le plan xOy : 

r* de = C dt. 

Ces Crois é q u a t i o n s d é t e r m i n e n t z, r e t 6 e n f o n c t i o n d e t. 

C h e r c h o n s d'abord à d é t e r m i n e r z : il faudra pour ce la é l i m i n e r r e t 0. 
L 'équat ion des forces v i v e s p e u t s'écrire 

di-t-h i^M^^-dz* 

d? = *** + h. 

D e l ' équat ion d e la s p h è r e ;· = ^l1— z*, o n d é d u i t 

— z dz 
dr = , ; 

y / / 1 — 

d'autre par t , l ' équat ion des a ires d o n n e 

Donc <p'(/"o) doit être négatif. Si cette condition est rempl ie , le 

sommet du cône des normales se trouve au-dessus du parallèle : 

en lançant le mobile sur ce parallèle avec la vitesse 
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e n p o r t a n t d a n s l ' équat ion d e s f o r c e s v ive s , n o u s a u r o n s 

; (igz h) ( l* — z*) — C* ; 
en p o s a n t 

o u en tire <B(z) = (igz-hh)(li — z2) — C», 
- Çz —Lé?— 

Le t e m p s e s t ainsi d o n n é en f o n c t i o n d e ^ p a r u n e quadrature e l l i p t i q u e . 
Le s i g n e à prendre s e d é t e r m i n e par l e s c o n d i t i o n s i n i t i a l e s . II n'y a d'am» 

b i g u ï t é que si (~[^J = o : o n verra a lors si z d o i t c ro î t re o u d é c r o î t r e , en 

p a r l a n t d e c e t t e va leur , p o u r q u e o{z) r e s t e posit i f . 
C dt 

La f o r m u l e «¿0 = — — m o n t r e q u e la p r o j e c t i o n du mobi l e sur xOy 

t o u r n e toujours d a n s le m ê m e sens a u t o u r d e l 'axe d e s z, à m o i n s q u e 

l'on n'ait G = o, a u q u e l cas , l 'angle 8 r e s tant c o n s t a n t , o n aura i t un p e n d u l e 

s i m p l e . S i , d a n s c e t t e formule , o n r e m p l a c e ; - î e t dt par l e u r s v a l e u r s enz~, 

on a 
tCldz rf8 = 

t e t 6 s o n t a ins i définis en fonct ion àe z; on aura e n s u i t e r par l ' équat ion 
d e la s p h è r e . P o u r que les i n t é g r a l e s s o i e n t r é e l l e s , i l faut q u e <p(z) so i t 
pos i t i f . Ce p o l y n ô m e a s e s t r o i s r a c i n e s r é e l l e s . Il suffit, p o u r le vo i r , d e 
s u b s t i t u e r à z l a su i te — o c , — £ , - Î 0 , -+-1, qui d o n n e à t p ( « ) l e s v a l e u r s s u c 
c e s s i v e s -H oo, — C*, tp(-so), — C*, e t d e r e m a r q u e r q u e , é t a n t la v a l e u r 

dz 
in i t ia l e de z, <?(z<>) e s t posit i f , c a r la v a l e u r in i t i a l e de -jj e s t r é e l l e ; il y a 

d o n c d e u x rac ines r é e l l e s « , fi d a n s l e s i n t e r v a l l e s - + - 1 , zo e t s 0 , — l, e t 
une rac ine y e n t r e — l et — os. La s o m m e d e s p r o d u i t s d e u x à d e u x d e c e s 
rac ines a p o u r v a l e u r — l*; o n a d o n c 

c o m m e a e t fi s o n t c o m p r i s en tre — t e t - t - f , t*-i-a$ e s t pos i t i f ; Y é tant 
négat i f , a + f e s t pos i t i f ; le para l l è l e é q u i d i s t a n t d e s para l l è l e s z = a, 
z = p e s t d o n c t o u j o u r s s i t u é a u - d e s s o u s d u c e n t r e e t la rac ine a e s t 
t o u j o u r s p o s i t i v e . La var iab le s p a r t a n t d e la v a l e u r z0 c o m p r i s e dans 
l ' interval le a|3 res tera t o u j o u r s d a n s c e t i n t e r v a l l e , car , si e l l e en sor ta i t , 
f(z) d e v i e n d r a i t négat i f . 

S u p p o s o n s , pour fixer l e s i d é e s , q u e z a i l l e d 'abord e n d é c r o i s s a n t 
à part ir de z = zn; il faudra p r e n d r e le s i g n e — d e v a n t , l e radica l : z i ra e n 
décro i s sant jusqu'à fi, e t , l or sque l e m o b i l e a t t e indra le para l l è l e BB'(.z = ¡3) 

en B i , la t ra jec to ire aura u n e t a n g e n t e h o r i z o n t a l e , p u i s q u e ^ e s t nul e n 
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crivant un arc t a n g e n t e n Aj à c e paral lè le , puis r e m o n t e r a jusqu'au para l 

lèle z = p, e t ainsi de s u i t e . Le t e m p s que m e t le m o b i l e à al ler de A | en 

B 2 es t 

et ce t e m p s est le m ê m e que ce lui que m e t le m o b i l e à p a r c o u r i r les arcs 

Bj Ai , B , A 2 , e t c . 

Si l e m o b i l e é ta i t p r i m i t i v e m e n t l ancé sur l'un des para l l è l e s e x t r ê m e s , 
dz 

on aura i t a u d é b u t = o ; c'est l e c a s d 'ambiguï té q u e n o u s avons réservé 

plus h a u t : si l e m o b i l e e s t l a n c é sur z = z devra cro î tre e t l 'on prendra 

le s igne •+- d e v a n t l e r a d i c a l ; on prendra l e s i g n e — , au c o n t r a i r e , si l e 

mobi l e part d u para l lè le z = a. 

Les p lans m é r i d i e n s des p o i n t s de c o n t a c t de la t ra jec to i re avec l e s p a 

ral lèles e x t r ê m e s sont des p l a n s de s y m é t r i e p o u r c e t t e ' t r a j e c t o i r e . E n 

effet, c o n s i d é r o n s d e u x po in t s M, M ' d'urf'même paral lè le sur les b r a n c h e s 

A , B i , A i B i ; si 9, 9', 0 t s o n t l e s valeurs de 9 c o r r e s p o n d a n t a u x p o i n t s M, 

M', A i , on aura 

e , _ 9 = r 
et 

0 ' _ 9 , = - r C l d < = 9 , - 9 ; 

les d e u x p o i n t s M, M' s o n t d o n c b i en s y m é t r i q u e s par rapport au mér id i en 

d e A ) . L e s t e m p s que m e t l e m o b i l e pour parcour ir l e s arcs M A ! , A i M' 

ce po int sans que ^ le so i t . A part ir de ce m o m e n t , l e m o b i l e cont inuera 

à tourner a u t o u r de l 'axe des z dans le m ê m e s e n s , mais il devra r e d e s 

cendre (fig- 1 6 7 ) ; il r e d e s c e n d r a ainsi jusqu'au paral lè le z = a, en d é 
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s o n t , en o u t r e , é g a u x c o m m e ayant t o u s d e u x p o u r v a l e u r 

Çx
 Idz 

J-, yf^z~) 

C o n s t r u i s o n s m a i n t e n a n t la projec t ion d e la t ra jec to ire sur le p l a n d e s 

xy : n o u s d i s t i n g u e r o n s l e s d e u x c a s où l e s para l l è l e s e x t r ê m e s s o n t ou 

non d a n s le m ê m e h é m i s p h è r e . 

Premier cas. — L e s para l l è l e s e x t r ê m e s sont d a n s l ' h é m i s p h è r e i n f é 

r i eur . Le cerc le le p lus bas z = a se p r o j e t t e à l ' intér ieur d u cerc le z = {1 ; 

la c o u r b e , o sc i l l ant en tre c e s d e u x cerc l e s , affecte la forme c i - contre 

(fig. 168) ; n o u s v e r r o n s , d'ai l leurs , qu'e l le ne p e u t pas p r é s e n t e r d e p o i n t 

Fig. .68. 

d ' inf lex ion . P o u r un o b s e r v a t e u r p lacé s u r l 'axe des z, le m o b i l e s e m b l e 

décr ire une o v a l e qui se dép lacera i t d a n s l e s ens d u m o u v e m e n t ; n o u s 

a l l o n s vo i r , e n effet, q u e l 'angle B ) O A , e s t p lus grand qu'un a n g l e dro i t . 

Deuxième cas. — S u p p o s o n s m a i n t e n a n t q u e les d e u x c e r c l e s e x t r ê m e s 

s o i e n t d e part e t d'autre de l ' équateur . E n p r o j e c t i o n , l e c e r c l e z = a 

Fig. 169. 

e s t e n c o r e in tér i eur au cerc l e (5, puisqu'on a a - H ( J > o . D 'autre part , 

la p r o j e c t i o n d e la trajecto ire d o i t ê t re t a n g e n t e à l ' équateur e n E e t 
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-X p (/« — * « ) / < ? ( * ) 

Nous a v o n s d é s i g n é par a, p, Y les racines de o(z) : n o u s a u r o n s d o n c 

l ' identité 

?(*) = (igz + h) (** — s») - C t = 2 ^ ( a - z) ( * - p y j * - T ) ; 

en éga lant les t e r m e s en z, n o u s a v o n s déjà o b t e n u 

_ / * - f - g p 

"( ~ a + j i ' 

on peut a lors écr ire , en r e m p l a ç a n t Y par c e t t e va l eur , 

= ^rfp ( a ~ z ) ( *~ P > + P ) + 

faisons a = Í d a n s c e t t e i d e n t i t é , i l v iendra 

a -
en posant 

A = ^ ( ¿ _ a ; ( í - P ) , B = v / ( í + a ) ( í + P) , 

nous aurons 

et , par su i te , 

W 

C = A . B ^ / 
« + r ' 

= / — 1KB dz 
z*)y/(x — z)(z — $)\z(a+P)-hl*-hap]' 

pour avoir des l imi t e s de c e l t e i n t é g r a l e , n o u s d é t e r m i n e r o n s des l imi t e s 

entre l e s q u e l l e s re s t e c o m p r i s le dern ier fac teur z ( a - + - (J) -t- P - t - a f l . S u p 

posons qu'on ai t t r o u v é d e u x quant i t é s pos i t i ve s c o n s t a n t e s P e t Q te l les 

que, p o u r l e s va leurs de z c o m p r i s e s en tre a e t {$, o n ait 

P > 3 ( « - f - P ) - H / s - + - a p i Q ; 

alors l ' in tégra le V sera c o m p r i s e en tre l es d e u x va l eurs qu'e l le prendra i t 

A. — I. 33 

p r é s e n t e l a f o r m e que n o u s i n d i q u o n s (fig. 1 6 9 ) ; e l l e pourrai t d'ai l leurs 

avoir des inf lex ions . 

On doit à P u i s e u x (Journal de Liouville, 1 8 4 2 ) la démons tra t ion d e la 

propriété q u e n o u s a v o n s é n o n c é e p lus h a u t : l 'angle V = 1$! O A | e s t t o u 

jours supér ieur à un a n g l e dro i t . C e t a n g l e a, en effet, pour va leur 
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si l 'on y r e m p l a ç a i t s u c c e s s i v e m e n t z(i •+• $) -+- «p par P e t par Q : 

A B r" Idz < u r < è £ /*" l d z 

I/PJ? (.I1— * * ) • ( « — z ) (·* — (» \/Q.Jp ( / » — — — 
L' in tégra le définie qui figure d a n s c e t t e f o r m u l e , n e c o n t e n a n t q u e la 

rac ine carrée d'un t r i n ô m e , p e u t se ca l cu ler f a c i l e m e n t ; on t r o u v e qu'e l le 

a p o u r v a l e u r ^ Ç~ -4- g ^ ; l ' inéga l i té p r é c é d e n t e d e v i e n t alors 

" : ( A + B ) < ¥ < - Î = ( A + B ) , 

U n p r e m i e r c h o i x d e s l i m i t e s P e t Q, qui d o n n e i m m é d i a t e m e n t le t h é o 

r è m e de P u i s e u x , e s t l e s u i v a n t ; l e f a c t e u r z (a -+- (1) -+- Z ! - f -a | ï var ie d a n s 

le m ê m e s e n s q u e z, car l e coef f ic ient oc - h P e s t p o s i t i f : c o m m e z e s t 

c o m p r i s e n t r e -+- l e t — l, c e f a c t e u r e s t c o m p r i s e n t r e l(% -t- £$) -+- J*-t- ajJ 

e t — P ) -H J*-+-ap, c ' e s t -à -d i re e n t r e B* e t A. 8. O n p e u t d o n c 

p r e n d r e P = B>, Q = A 1 , e t l 'on v o i t q u e V e s t c o m p r i s e n t r e l e s d e u x 

. . . * / B \ w / A \ . , „ 
l i m i t e s e t — ( iH— g ) » <I U 1 s o n t t o u t e s l es d e u x supér i eures 

à — · L o r s q u e la v i t e s s e in i t i a l e e s t très g r a n d e , c e s d e u x l imi tes s o n t très 

v o i s i n e s de -rt : en effet, l o r s q u e v0 a u g m e n t e au de là de t o u t e l i m i t e , h e t 

C* a u g m e n t e n t i n d é f i n i m e n t , e t l ' é q u a t i o n <p(z) = o , après qu'on a d iv i sé 

t o u s ses t e r m e s par h, p r e n d la f o r m e 

lï—z*—p*=o, 

o ù p1 d é s i g n e u n e c o n s t a n t e . D a n s ce s c o n d i t i o n s , u n e d e s rac ines Y d u 

p o l y n ô m e f(z) d e v i e n t infinie, e t l e s d e u x a u t r e s a e t p t e n d e n t vers l e s 

rac ines d u t r i n ô m e c i -des sus qui s o n t é g a l e s e t d e s i g n e s c o n t r a i r e s . On a 

d o n c , dans c e cas l i m i t e , p = — oc, A = B , e t l e s d e u x l i m i t e s q u e n o u s 

v e n o n s de t r o u v e r p o u r W s o n t é g a l e s à iz. O n v o i t a ins i q u e , q u a n d v0 

a u g m e n t e indé f in iment , V t e n d vers ic; la t ra jec to i re t e n d a lors à d e v e n i r 

u n g r a n d cerc l e . H a l p h e n a d é m o n t r é ( Traité des fonctions elliptiques, 

t . II , p . 1 2 8 ) q u e l 'angle V n e p e u t pas d é p a s s e r la l i m i t e w. M. d e S a i n t -

Germain a é tab l i c e t t e m ê m e p r o p o s i t i o n par u n e v o i e p lus é l é m e n t a i r e 

(Bulletin des Sciences mathématiques, 1 8 9 6 , i 8 g 8 , i g o i , e t Mémoires 

de l'Académie de Caen, 1 9 0 1 ) . 

R e v e n o n s p o u r un i n s t a n t au cas généra l : n o u s p o u v o n s t r o u v e r des 

l imi t e s p l u s r a p p r o c h é e s q u e l e s p r é c é d e n t e s p o u r la va leur d e V . E n effet, 

l e fac teur z(a -h ¡3) H- ̂ *-t- a(3 v a r i a n t d a n s l e m ê m e s e n s q u e z e s t c o m p r i s , 

d a n s l ' intégrale qui d o n n e V , e n t r e l e s v a l e u r s e x t r ê m e s qu'il p r e n d p o u r 

z = a e t z = p. O n p o u r r a d o n c p r e n d r e 

P = a ' + a s ^ - t - P, Q = 2 * p -h l* 
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et l'on trouvera 

1 ( A - + - B ) < u; < * ( A - t - B ) 
2 w'^-hla.^-hl1 2 / ^ - r - a a p - M 8 

Quand B tend v e r s a, ces d e u x l imi t e s d e v i e n n e n t éga l e s : on a d o n c 

i · . . . » 2 l , n s 

l i m T = , ( p o u r S = a ) . 
2 / 3 a 2 - H ^ 

Cette formule d o n n e la v a l e u r d e V quand la t ra jec to ire e s t c o m p r i s e 

entre d e u x paral lè les inf in iment r a p p r o c h é s . S i , de p l u s , c e s d e u x p a r a l 

lèles inf in iment r a p p r o c h é s se trouvent, très près du p o i n t le p lus bas d e la 

sphère , a e s t très v o i s i n d e l e t W v o i s i n de — · D a n s ce dernier cas , la t r a 

jec to ire est v o i s i n e d'une p e t i t e e l l ipse : c'est ce que n o u s t rouverons p l u s 

loin en é t u d i a n t les o s c i l l a t i o n s inf in iment p e t i t e s . 

278 . Calcul de la réaction normale. — C o m p t o n s la réac t ion n o r 

male N p o s i t i v e m e n t vers l e c e n t r e d e la s p h è r e ; la f o r m u l e g é n é r a l e 

établie p r é c é d e m m e n t (n" 2 6 9 ) , 

N H- r « = —jjr- > 

donne i m m é d i a t e m e n t N. En effet, R es t éga l au rayon / de la s p h è r e , 

p ! = igz -\ 

on a d o n c 

v* = igz -+- h, e t F n , p r o j e c t i o n d u p o i d s mg sur le r a y o n , est — 

„_ m , mgz m, „ 
N = T ( 2 < r * - t - A ) - i - - 2 - = T ( 3 ^ - r - A ) . 

Cette r é a c t i o n e s t la m ê m e fonc t ion l inéa ire d e z que dans l e cas d u p e n 

dule s i m p l e . Si l e m o b i l e e s t a t t a c h é par u n fil flexible, sans m a s s e , au 

centre de la s p h è r e , il q u i t t e r a la s p h è r e au m o m e n t où la r é a c t i o n N s 'an

nulera p o u r deven ir n é g a t i v e , e t t o m b e r a ensu i t e en d é c r i v a n t une p a r a 

bole o scu la tr i ce à la t r a j e c t o i r e antér i eure sur la s p h è r e . 

S i l e m o b i l e n e p e u t pas q u i t t e r la s p h è r e , par e x e m p l e s'il e s t p l a c é 

entre d e u x feu i l l e t s s p h é r i q u e s inf in iment r a p p r o c h é s , il pressera sur le 

feui l let e x t é r i e u r q u a n d N s e r a pos i t i f e t sur le feui l let i n t é r i e u r quand N 

s e r a négat i f . D a n s c e cas , la pro jec t ion h o r i z o n t a l e d e la trajec to ire p r é 

sentera un p o i n t d' inf lexion a u x p o i n t s où N s 'annule . E n effet, d a n s u n e 

pos i t ion q u e l c o n q u e d u m o b i l e , l e plan o s c u l a t e u r à la trajec to ire c o n t i e n t 

la ré su l tante des forces N e t mg; e n un p o i n t o ù N = o , l e p lan o s c u l a t e u r 

cont i en t l e p o i d s mg, il e s t ver t i ca l e t la pro jec t ion h o r i z o n t a l e du p o i n t 

cons idéré e s t un p o i n t d' inf lexion. Ce cas ne p e u t pas se p r é s e n t e r si a e t S 

. . , , m e 8 mgz 
sont pos i t i f s , car , z r e s t a n t a lors positif , la réac t ion —j 1 j— e s t e s s e n 
t i e l l e m e n t p o s i t i v e (voir E x e r c i c e 2 4 ) . 
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2 7 9 . Intégration par les fonctions elliptiques. — O n p e u t t r a n s 
f o r m e r l e s formules que n o u s a v o n s é t a b l i e s , de façon q u e l e s var iab les 
s o i e n t e x p r i m é e s e n f o n c t i o n s u n i f o r m e s d e t\ c'est c e q u e n o u s a l lons 
faire m a i n t e n a n t . N o u s a v o n s t r o u v é 

c o m p t o n s l e t e m p s à part ir du m o m e n t o ù le m o b i l e passe au p o i n t l e 
p lus bas A i : n o u s d e v r o n s prendre l e s i g n e — d e v a n t l e radical e t n o u s 
a u r o n s 

p o u r r a m e n e r c e t t e in t égra l e à la forme c a n o n i q u e , p o s o n s 

a — z = ( a — {!)«*; 

c o m m e z var ie en tre les v a l e u r s l imi t e s a e t 3 , u osc i l l era en tre o e t i . D e 
c e t t e dern ière é g a l i t é , n o u s t i rons s u c c e s s i v e m e n t 

z = a — ( a — d z —— 2 ( < x — $ ) u d u i , 

en s u b s t i t u a n t dans la v a l e u r de t, il v iendra 

où n o u s a v o n s p o s é 

quant i t é e s s e n t i e l l e m e n t p o s i t i v e e t m o i n d r e q u e i , p u i s q u e a e s t la p lus 
g r a n d e d e s trois rac ines a > S > E n é c r i v a n t enfin 

dt = 
tdz 

Vïg(<* — Y) 
—; » 

n o u s aurons 

c ' e s t -à -d i re 
M = s n X i , 

d'où 

g = <n — ( a — ß ) s n ' X f ; 
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a Çy du 

On remarquera que y 7 a — - , \J z — S, ŷ -z — Y s o n t des f o n c t i o n s u n i 

formes du t e m p s ; o n a, e n effet, 

\fa. —z = y/a — P s n X ï , 

/ s — ¡3 = — P — M 1 = v 7 " — f i c n X ï , 

/ z — Y = y A * — Y V 7 1 — A-1 M* = / a — Y d n X i . 

P o u r e x p r i m e r ;r e t y en f o n c t i o n du t e m p s , r a p p e l o n s qu'on a o b t e n u 

Cdt 
dû = 

en r e m p l a ç a n t a lors « par la va leur o b t e n u e p r é c é d e m m e n t , ^ dev i endra 

line f o n c t i o n r a t i o n n e l l e d e s n X f ; en la d é c o m p o s a n t e n é l é m e n t s s i m p l e s 

par la m é t h o d e d ' H e r m i t e , o n pourra effectuer l ' in tégra t ion c o m m e l ' in 

dique la t h é o r i e des f o n c t i o n s e l l ip t iques . La f o n c t i o n 9 ainsi o b t e n u e 

n'est pas u n i f o r m e , mais o n p e u t é tab l i r que x e t y, qui s'en d é d u i s e n t , 

sont des fonc t ions u n i f o r m e s de t; on a, en effet, 

r eu 

on d é m o n t r e q u e l ' e x p o n e n t i e l l e n 'admet pour p o i n t s cr i t iques que les 

valeurs d e t c o r r e s p o n d a n t a u x v a l e u r s z = ± l, e t q u e le produ i t 

! eiJ / * — 2 « 

n'admet p lus ces p o i n t s cr i t iques : c'est a lors une f o n c t i o n un i forme d e t; 

il en ré su l t e que la part ie rée l le x e t la part ie imag ina ire y s on t t o u t e s 

d e u x f o n c t i o n s un i formes de t. Cet te m é t h o d e e s t d u e à T i s s o t (Journal 

de Liouville, i85?.) . 

H e r m i t e a d o n n é u n e d é m o n s t r a t i o n d irec te de c e t t e m ê m e propr ié té 

(Journal de Crelle, t. 8 5 ) . 
La r e c h e r c h e d e ces f o n c t i o n s x, y se ra t tache d'ai l leurs à l ' in t égra t ion 

d'une é q u a t i o n di f férent ie l le du s e c o n d ordre , qui e s t u n cas par t i cu l i er de 

l 'équat ion de L a m é , é t u d i é e par H e r m i t e (Sur cuelgues applications des 

fondions elliptiques). N o u s a v o n s , e n effet, t r o u v é p r é c é d e m m e n t qu'en 

dés ignant la réac t ion d e la surface par N on avai t 

z est ainsi une f o n c t i o n d o u b l e m e n t p é r i o d i q u e de t\ l 'une des pér iodes 

est réel le e t é g a l e à 

a 

/ = = 
lu*) 
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par s u i t e 
d*x _ 3GZ - t - h 

d a n s c e t t e formule , r e m p l a ç o n s z p a r la va leur q u e n o u s avons t rouvée 

p l u s h a u t , n o u s o b t e n o n s 

d*x _ 3 f f [ a — ( g — p ) s n 2 À < ] -+- h 

dp ~~ X P '' 

c'est u n e é q u a t i o n l inéa i re qui a d m e t x p o u r i n t é g r a l e p a r t i c u l i è r e ; e l le 

a d m e t é g a l e m e n t y pour i n t é g r a l e , p u i s q u e l ' équat ion e n y 

-5f—f 
e s t d e m ê m e f o r m e q u e l ' équat ion e n x. Si l 'on p o s e a lors \ t = t', l ' é q u a 

t ion p r é c é d e n t e prend la forme 

^ =x(6k*snH'-t-h'), 

h' d é s i g n a n t u n e c o n s t a n t e ; c'est l ' équat ion de L a m é 

d1 x 
— x[n(n -+-i)A- 2 sn 2 * ' - t - A ' ] , 

où l ' on fait n = 2 . 

2 8 0 . Théorème de M. Greenhill. — O n d o i t à M. Greenh i l l l ' in téres 

s a n t e r e m a r q u e su ivante : quand le p e n d u l e s p h é r i q u e e s t l a n c é h o r i z o n t a 

l e m e n t au n i v e a u d u c e n t r e , il e x i s t e u n e c o m b i n a i s o n l inéa ire des i n t é 

gra l e s d o n n a n t 8 e t t qu i e s t une i n t é g r a l e pseudo-elliptique, c ' e s t -à -d iré 

qui p e u t s ' e x p r i m e r à l 'aide des f o n c t i o n s é l é m e n t a i r e s . E n effet, l e s va l eurs 

in i t ia l e s de z et O é t a n t s u p p o s é e s n u l l e s à l ' ins tant t = o , o n a, en a p p e 

l a n t i>o la v i t e s s e in i t ia l e s u p p o s é e h o r i z o n t a l e , 

C = Ifo, A = v%, 

t = r z
 idz 

X )/zY<ig(l* — z*) — vlz] 

*\ 

é q u a t i o n s qui d o n n e n t , c o m m e on le vérif ie sans p e i n e , 
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ou, en appe lant 9 l 'angle du p e n d u l e avec la v e r t i c a l e , z = Zcosa», 

s i n ? s i n ( e - i ^ ) = - | W c o s < p . </%gl 

Cette re la t ion , j o i n t e à c e l l e qui d o n n e z ou. I costp e n f o n c t i o n e l l ip t ique 

de t, p e r m e t d 'expr imer x, y, z en f o n c t i o n s u n i f o r m e s de t. 

281. Oscillations infiniment petites. — En i n t r o d u i s a n t la réact ion 

normale N, on a p o u r l e s é q u a t i o n s du m o u v e m e n t du p e n d u l e 

d'x Nar d'y N v d'z Nz 
« m - d F = - — ' m ^ - = - — ' m - d ï = m g T' 

Si les o sc i l l a t i ons s o n t su f f i samment p e t i t e s , x et y r e s t eront très p e t i t s ; 

nous les c o n s i d é r e r o n s c o m m e inf in iment p e t i t s du p r e m i e r o r d r e , e t n o u s 

n é g l i g e r o n s l e s t e r m e s du s e c o n d o r d r e . A c e t ordre d 'approx imat ion , o n 

aura z = l, p u i s q u e la f o r m u l e de T a y l o r d o n n e 

Z = V / ¿ ÍZT^MT^7 = / _ ?ï±lï +... y 
et le d e u x i è m e t e r m e du d é v e l o p p e m e n t e s t du s e c o n d o r d r e . F a i r e l ' a p 

prox imat ion d o n t n o u s par lons r e v i e n t ainsi à a d m e t t r e q u e le m o b i l e n e 

qui t te pas le p l a n t a n g e n t . La dernière des é q u a t i o n s (1) se simplif ie et 

donne 

N=zmg; 

en por tant c e t t e v a l e u r d a n s l e s d e u x p r e m i è r e s , n o u s o b t e n o n s 

d2x _ g d'y g 
dt' ~~ l ' dt' ~~ l 7 " 

ce sont l e s é q u a t i o n s du m o u v e m e n t d'un p o i n t so l l i c i t é par une force c e n 

trale p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s t a n c e ; la trajecto ire sera u n e e l l ipse a y a n t s o n 

centre sur l 'axe des z. N o u s v o y o n s e f fec t ivement q u e ces é q u a t i o n s l inéa ires 

on t p o u r i n t é g r a l e s généra l e s 

x = A c o s i ^ / £ -+- B s in f l / J ' 

y = A ' c o s f y/̂  - t - B ' s i n r ^ / ^ -

N o u s s u p p o s e r o n s qu 'on ait p o u r t = o 
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c e qui r e v i e n t à faire passer l e p lan zOx par un des s o m m e t s d e la p e t i t e 

e l l ipse . II e n résu l tera l e s va l eurs s u i v a n t e s des c o n s t a n t e s 

A = 3 7 0 i A ' = o , 

d'où 

x = x0 C O S f ^ / y ) 

L'é l iminat ion de t d o n n e i m m é d i a t e m e n t l ' équat ion d'une e l l ipse ; la d u r é e 
de la révo lu t ion e s t 

On p e u t p o u s s e r p lus lo in l ' a p p r o x i m a t i o n en c o n s e r v a n t l e s t e r m e s du 

s e c o n d o r d r e ; il suffit pour ce la d e r e m p l a c e r dans l e s s e c o n d s m e m b r e s 

des é q u a t i o n s (i) N par sa va leur o b t e n u e par la p r e m i è r e a p p r o x i m a t i o n : 

ce ca l cu l a é t é fait par T i s serand (Bulletin des Sciences mathématiques, 

a n n é e 1881). 

D 'autres m é t h o d e s d ' a p p r o x i m a t i o n o n t é t é d o n n é e s par Resal (Méca

nique générale, t . I, p . 180), et par R I . d e Sparre(Annales de la Société 
scientifique de Bruxelles, 1892.) 

EXERCICES. 

1. Un point M, de masse égale à l'unité, est assujetti à se mouvoir sur la sur
face représentée, en coordonnées rectangulaires, par l'équation 

il est attiré par chaque élément de l'axe des z avec une force égale au quotient 
de la longueur de l'élément par la quatrième puissance de sa distance au point M 
Diseuler le mouvement que peut prendre le point mobile : projection de sa tra
jectoire sur le plan des xy. Étudier le cas où, à l'instant initial, le point M se 

trouve sur l'axe des x avec une vitesse égale à ^ / g e t faisant un angle de 45° 

avec le plan des xy. (Licence, Gaen.) 

2. Un point non pesant se meut sur une sphère fixe x' + y^-h z1— R 5 = o sous 
MFC2 

l'action d'une force dirigée normalement vers le plan des xy égale à ^ 3 > ÀJ d é 

signant une constante. Trouver le mouvement et la réaction normale. 

(La trajectoire est une conique sphérique.) 

3. Considérons un point matériel M, de masse égale à l'unité, sollicité par une 
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force F dont les projections sur trois axes rectangulaires sont les dérivées par
tielles d'une fonction de forces 

U ( t f , y,z); 

l'équation U = const. représente une surface de niveau dont l'intersection avec 
une surface quelconque S peut être appelée ligne de niveau sur S . Déterminer 
celte dernière surface, de manière que le point M, obligé de rester sur elle, et 
abandonné sans vitesse initiale à l'action de F, décrive toujours une trajectoire C 
orthogonale à toutes les lignes de niveau; si, par exemple, M n'était sollicité que 
par la pesanteur, il devrait tomber sur la surface cherchée suivant une ligne de 
plus grande pente. 

Démontrer que le sinus de l'angle sous lequel une surface de niveau coupe S 
varie aux divers points de la ligne H d'intersection en raison inverse de F (A. DB 
SAINT-GERMAIN, Journal de Math., octobre 1876) . 

4. Un point libre, sollicité seulement par une résistance de milieu, décrit une 
droite. Démontrer qu'un point mobile sur une surface et sollicité seulement par 
une résistance de milieu et un frottement décrit une ligne géodésique. 

5- Un point matériel pesant assujetti à rester sur la surface d'une sphère de 
rayon a est attiré proportionnellement à la distance par un point fixe B, situé 
sur la verticale Oz du centre de la sphère, à une distance OB = b du centre. On 
donne la valeur u. de l'attraction à l'unité de distance, l'intensité g de la pesan
teur, la vitesse initiale k du point mobile, laquelle est supposée horizontale, et 
enfin la distance initiale h de ce point au plan horizontal Oxy, qui passe par le 
centre de la sphère. On demande : 1 · de trouver les l imites entre lesquelles 
variera pendant le mouvement l'ordonnée z du point mobile; 2° de déterminer 
complètement ce mouvement dans le cas particulier où l'attraction du point 
fixe B sur le centre de la sphère est égale et contraire à la pesanteur. 

6. Mouvement d'un point mobile sur une sphère et attiré par un plan diamétral 
proportionnellement à la distance. [On est ramené à l'intégration d'une équa
tion de Lamé ( KOBD. Comptes rendus, t. CV1II).] 

7. Lignes géodésiques de l'ellipsoïde. — Comme conséquence de la relation 
pD = const., démontrée dans le texte (n° 270), on démontrera les propositions 
suivantes : 
- Soient O et O' deux ombilics de l'ellipsoïde non diamétralement opposés, MO 
et MO' les deux lignes géodésiques joignant un point M aux deux ombil ics; ces 
deux lignes sont également inclinées sur chacune des lignes de courbure passant 
par M. 

Si le point M décrit une ligne de courbure, lu somme ou la différence des arcs 
de courbes géodésiques MO ± MO' est constante. (Voir Journal de Liouville, 
i8$6.) 

8. Lignes géodésiques du tore (HESAL, Comptes rendus, t. XC, p. 9 3 7 ) . 

9. Lignes géodésiques de la surface engendrée par une chaînette tournant au 
tour de sa base (6 est donné en r par une intégrale elliptique de première espèce, 
qui se met immédiatement sous la forme normale) . 
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= i : ( 2 a ' - î ' ) . 

/ . u u\ - - ai sin cos — )· 
V 2 2 / 

9 bis. Lignes géodésiqiies de l'hyperboloïde à une nappe engendré par I'hy-
cc* z* 

perbole — — p = i . En appelant e l'excentricité de l'hyperbole, on trouve pour 

équation de la projection des l ignes géodésiques 

. _ kdr / é'r'—a* 
~ ~r~ y ( r 2 — a») ( r 2 — 

6 s'exprime donc par une intégrale réductible aux intégrales ell iptiques. La 
courbe a une forme analogue h celle du n° 275. Pour k — a, elle est asymptote 

au cercle de gorge r = a; pour k — la courbe se réduit à une génératrice. 

10. Courbure des lignes géodésiques des surfaces de révolution. — Soient R 
et R ' les rayons de courbure principaux en un point d'une surface de révolution, 
r le rayon du parallèle correspondant, i l'inclinaison de la l igne géodésique c o n 
sidérée sur la méridienne, p son rayon de courbure : démontrer la formule 

k désignant, comme dans le texte , la valeur constante du produit r s i n i le long 
d e l à ligne géodésique considérée ( R E S A L , Nouvelles Annales, février 1 8 8 7 ) . 

11. On lance sur une surface un point pesant : démontrer qu'on peut prendre 
la vitesse initiale assez grande pour que, sur une certaine" longueur à partir de 
la position initiale, la trajectoire diffère aussi peu qu'on le veut d'une ligne géo 
désique. 

12. Lignes géodésiques de la surface de révolution 

i6a'(tB'+y*) 

On peut poser 
a 

r = 7 - cos w, z 
4 

Ces lignes géodésiques présentent la forme d'un 8 gauche; elles sont toutes 
fermées et ont toutes la même longueur (TAJTNERY, Bulletin des Sciences mathé
matiques, 1 8 9 2 , p. 1 9 0 ) . 

13. On a deux points pesants qui s'attirent proportionnellement à la distance : 
le premier est assujetti à se mouvoir sur une droite verticale, le second sur un 
plan faisant avec l'horizon an angle a. Trouver le mouvement de ce système de 
deux points. 

Appliquer les formules au cas où m' —m. La position initiale est celle d'équi
l ibre; les projections de la vitesse initiale du second point sur l'horizontale et la 
l igne de plus grande pente du plan sont égales chacune à la vitesse initiale du 

3 

premier point. On a de plus sin a = 

Appliquer aussi les formules au cas où le plan est horizontal a = o. 
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A dt. = dt 
(a x -h b"y H - c' ) 2 

Démontrer que le point (xlt y^~) se meut dans le temps <, comme un point de 
masse i sollicité par une force Fj dont les projections X t et Y ( dépendent seule
ment de xl et y , . La trajectoire du point (xt, yt) est la transformée homogra
phique de celle du point (x, y), la direction de F, est la transformée homogra
phique de celle de F. 

La force F étant centrale, F, est ou centrale ou parallèle à une direction fixe 
( A P P E L L , Comptes rendus, t. CVIII, p. 3 2 4 ) . 

17. Inversement, si l'on cherche la transformation la plus générale de la forme 

Xi=f(.x,y), r t = +(^ , r)> dt,= \(x, y)dt, 

14. Mouvement d'un point sur la sphère sous l'action d'une force constam
ment située dans le plan du méridien du mobile. — Le rayon de la sphère 
étant supposé égal à l'unité et la position du mobile étant définie par la longi
tude 6 et le complément » de la latitude, on considère un mobile sollicité par 
une force constamment située dans le plan méridien et l'on appelle F la projec
tion de cette force sur le plan tangent à la sphère, F étant regardée comme posi
tive on négative, suivant que cette composante est dirigée dans le sens des ç 

croissants ou en sens contraire. Démontrer les formules suivantes, analogues 
à celles de la théorie des forces centrales et, en particulier, à la formule de 
Binet : 

s i n 2

? r f 8 = Cdt, ^ = F r f i p , 

m C 2 / ePcotsA 
F = - s i n ^ r t S ? + ^ 6 ^ ) -

(Paul S E R R E T , Théorie géométrique et mécanique, etc., p. ioJ5.) 

Exemple. — Si F a pour valeur mf , la trajectoire est une conique sphérique 

ayant pour foyer le pôle. (Analogie avec le mouvement des planètes.) 

15. Établir des formules du même genre pour le mouvement d'un point sur une 
surface de révolution sous l'action d'une force constamment située dans le méri
dien du mobile. 

16. Transformation de mouvements. — Soit dans un plan fixe un point ma
tériel de masse i sollicité par une force F dont les projections X et Y sont des 
fonctions des seules coordonnées x et y du point. 

Les équations du mouvement sont 

dïx ' d~y 
~dF~x' ~dF~^-

Faisons la transformation homographique 

a x -+- b y •+- c a'x-hb'y + c' 
1 a" x -+· b'y -t- c" a" x -+- b "y -+- c" 

en remplaçant la variable indépendante l par une variable tt l iée à t par la 
relation 
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telle que la nouvelle force F, dépende seulement des coordonnées xlt y„ et cela 
quelle que soit la loi de F en fonction de χ et y, on trouve seulement la trans
formation homographique ci-dessus (American Journal, t. XI I ) . 

18. Transformation d'un mouvement sphérique en un mouvement plan. — 
Étant donnés une sphère ( S ) de rayon ι et un plan tangent ( P ) à cette sphère, 
nous ferons correspondre, à un point M, de la sphère, la projection M de ce point 
sur le plan ( P ) faite par le rayon allant du centre au point M, ; c'est la projection 
bien connue qu'on appelle centrale dans la théorie des Cartes géographiques; elle 
fait correspondre à toutes les droites du plan ( P) des grands cercles de la sphère ( S ) 
et réciproquement. Au point de vue analytique, si l'on prend le point de contact 
du plan ( P ) et de la sphère ( S ) comme pôle d'un système de coordonnées po 
laires dans le pian et sur la sphère, on aura, en appelant p et ω les coordonnées 
polaires du point M dans le plan, φ et θ les coordonnées polaires du. point M, 
sur la sphère (<? colatitude et 6 longi tude) , les formules de transformation 

(a) p = t a n g ç , ω = Θ. 

Les équations du mouvement plan seront, d'après Lagrange, 

<·> è O ' w H -

1\ et Ω étant des fonctions de p et ω. De même, si l'on considère sur la sphère un 
point ayant pour masse ι et se déplaçant pendant le temps i „ les équations du 
mouvement seront 

(c) rf7f-s,n?cosn^;)=*' dTt{sm?drJ = »> 
Φ et θ étant des fonctions de φ et Θ. Démontrer que, si l'on fait sur les équa
tions ( é ) du mouvement plan la transformation définie par les formules (a) de 
la projection centrale et si l'on établit entre les temps t et t, la relation 

dtt = cos 2 <p dt, 

les équations ( 6 ) prennent la forme ( c ) où 

κ Ω 
Φ = r - , θ = ; 

cos'ip cos-cp 

Donc à tout mouvement sur le plan correspond un mouvement sur la sphère, et 
réciproquement : la trajectoire de l'un des points est la transformée de la trajec
toire de l'autre par projection centrale ( A P P E L L , American Journal, t. XIII ) . 
Appliquer cette transformation à l'exemple H . 

1 9 . Démontrer plus généralement qu'on peut transformer de la même façon le 
mouvement d'un point sur une surface à courbure constante en un mouvement 
plan (DAUTHKVILLE, Annales de l'École Normale supérieure, 1 8 9 0 ) . 

1 20. Un point qui n'est sollicité par aucune force donnée se meut sur un plan 
qui tourne avec qne vitesse angulaire constante ω autour d'un axe fixe auquel il 
est invariablement l ié. Trouver le mouvement et calculer la réaction. 

( D E SAINT-GERMAIN.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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' 2 1 . Rectifier la courbe décrite par le pendule sphérique en projection horizon
tale et en projection stéréographique dans le cas de M. Greenhill (n° 280). 

(GREENHILL.) 

2 2 . Établir les équations du mouvement d'un point sur une surface avec frotte
ment (APPELL, Comptes rendus, i5 février 1892) . Voir aussi MAYER, Sächsische 
Gesellschaft, 5 ju in 189,3. 

2 3 . Mouvement avec frottement d'un point pesant sur un cylindre de révolu-
lion à axe vertical (DE SAINT-GERMAIN, Bulletin des Sciences mathématiques, 
août 180,2). 

2 4 . Si un point mobile sur une surface sans frottement est sollicité par une 
force de direction constante, la projection de la trajectoire sur un plan perpen
diculaire à la force présente une inflexion : 1 · quand la réaction s'annule; 
2" quand le plan osculateur à la trajectoire est normal à la surface ( D E SPAURE, 
Comptes rendus, t. CXIX). Ce sont, en effet, les deux cas où le plan osculateur 
à la trajectoire est vertical. 
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CHAPITRE XIV. 

ÉQUATIONS DE LAGRANGE POUR UN POINT LIBRE. 

282 . Équations de Lagrange. — Nous avons donné dans les 

Chapitres précédents , pour le mouvement d 'un point sur une sur 

face ou une courbe , fixe ou mobi le , les équations indiquées par 

Lagrange. La même méthode permet d 'écrire les équations du 

mouvement d 'un point l ibre dans un système quelconque de coor

données ; cette méthode est de la plus haute impor tance , car elle 

s 'applique au mouvement d 'un système holonome quelconque. 

Supposons que les coordonnées cartésiennes x, y, z du mobile 

par rappor t à trois axes rectangulaires soient exprimées en fonc

tions des nouvelles coordonnées q\, q», q* par les formules 

x = ? ( ? n °Ï> 9»)> y = "K?i> ? 2 . ï s ) , -s = ™(qu q*, qt); 

il s'agit d'écrire les équations du mouvement dans le nouveau 

système de coordonnées , c 'est-à-dire d'écrire les équations diffé

rentielles qui définissent q,, q2, q$ en fonction du temps . On 

pourra i t , à la véri té , prendre les équations mêmes du mouvement 

définissant x, y, z en fonction de t et y faire le changement de 

fonctions défini par les formules ci-dessus; mais ce serait là un 

long calcul que la méthode de Lagrange a précisément pour bu t 

d'éviter. Cette méthode s 'applique même au cas où les coordon

nées cartésiennes seraient des fonctions données , non seulement 

de trois nouvelles coordonnées qt, q2, q3, mais aussi du temps : 

cela revient , au point de vue géométr ique, à dire qu'elle s ' ap

pl ique même si le nouveau système de coordonnées est mobile e t 

animé d 'un mouvement connu . 

Nous supposerons donc , pour t rai ter le cas le plus général, que 

x,y, z soient des fonctions données de q,, g*, q3 et de t : 

a? = 9 ( 9 - 1 , qz, q», t), y = ty(qu qt, q3, O . * = qt, q3, t). 
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Pour trouver les équations du mouvement dans le nouveau sys
tème de coordonnées, c'est-à-dire les équations différentielles 
définissant q{, q^q% en fonction du temps, écrivons les équations 
du mouvement en coordonnées cartésiennes 

d*x d*y v d*z „ 
m—— = X , m —~ = Y , m —r— = Z. 

dt* ' dp ' dP 

Multiplions respect ivement ces trois équations par •—•» 

et ajoutons-les membre à membre ; nous aurons 
àqi J ' 

( , \ m

 d x a . d î y dy . u d * z à z \ - O 
W \dP &Ti ^ oY^dPoYJ 

en posant 

Q l = x * L + Y ± L + z i î - ; 
àq\ àqi dqi 

X , Y, Z étant donnés en fonction de x, y, z et de leurs dérivées 
par rappor t à t, il sera facile de calculer Q 4 en fonction de y , , q2, 
q3 et de leurs dérivées par rappor t à t ; puis , pour calculer le pre
mier m e m b r e , remarquons que l 'équation précédente peut s 'écrire 

d T /dx dx dy dy dz dz \~| 
dl L \dt dqi dt dq% dt dqi/] 

— \— — (É£.\ d / ày\ dz d / àzy\ _ . 

P o u r simplifier l 'écr i ture , nous poserons avec Lagrange 

dx , , dz , 
dt~x' ~dt~r' dl~z' 

dqi , . defr , dq3 

L'équation 

~dJ-qu 'dt-9*' ~dT~9î 

& = <ï(qu g*, qs, 0 

donne alors, si l 'on prend les dérivées des deux membres par 
r appor t à t, 
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on en déduit , comme au n° 2 6 3 , les formules 

dx _ dr' d I dx \ ùx' 
àqi ~~ dq\ ' dt \àqi} ~ dq, 

On obtient de même les identités 

Êz. = ^L, d ( à y \ _ dy t 

àqx dq',' dt\àqt/ dq,' 

Èl. — È£. — ( — \ — — 
dq, ~ dq\ ' dt \dqt / ~ dq. 

Par suite, on peut écrire l 'équation ( 2 ) 

I d V / ,àx' ,dy' , àz' \1 

Posons maintenant 

T = — ( 1 ' ' + / ! + z'*); 

T désigne donc la demi-force vive du mobi le . En y remplaçant a?', 
y , z' par leurs valeurs ( 3 ) , T devient une fonctiou des variables 
q,, q2, q3, l, g\, g'2, g'3. Avec cette notat ion, on voit immédiate
ment que l 'équation (2') peut s 'écrire 

d,ôT_\ _ £ L = Q I . 

dt\àq'J à9l

 V£l 

Un calcul tout semblable donnerai t 
d_ /àT_\ _ £ T 
dt^dq^J àqi 

d_ I àT \ _ dT_ 
dt\dq'3J àq3 

L'expression T contient les variables q,, q2, q3 et leurs dér i 
vées premières ; il en résulte que les équations de Lagrange que 
nous venons d 'obtenir sont du second o r d r e ; leurs intégrales 
générales cont iendront donc six constantes arbitraires qu 'on déter
minera par les condit ions initiales. 
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Calcul des seconds membres. — On pourrai t remplacer, dans 
Q ( , Q 2 , Q 3 , X , Y, Z par leurs valeurs , mais on peut souvent 
simplifier ce calcul. Supposons d 'abord qu'il y ait une fonction 
de forces U ; dans ce cas, on aura 

,, àV v àV „ àV 
dx dy dz 

par suite l i ( j £ 

_ àU dUty_ dU dz 
dx dg\ ày t ^ i dz àqi 

Si l'on suppose alors que dans U on remplace x, y, z par leurs 
valeurs en fonction de qt, g2, # 3 , l 'équation précédente s'écrit 

Q i = ~ -

dq, 
On aurai t de même 

àqz ^ àq. 

Ces formules conviennent même au cas où X , Y, Z seraient 
les dérivées partielles par rapport à x, y, z d 'une fonction 
U ( # , y, z, t) contenant explicitement le temps, quoiqu 'on ne 
puisse plus dire alors que les forces dérivent d 'une fonction de 
forces. 

Dans le cas le plus général , on peut encore simplifier le calcul 
de Q f , Q 2 , Q 3 . D a n s les équations du changement de coordonnées 

x = ? (?1> ? 2 > 93, t)i 
y = ty(qu qt, q^ <). 

z = m(qt, qi, q3, t), 

donnons à t une valeur dé terminée et supposons que q,, q2, g* 
prennent les accroissements virtuels arbitraires §q,, S<jf2, ^q$; les 

A. - 1. 

On a immédia tement l 'expression T quand on connaît l 'expres

sion de ds* dans Je système des coordonnées g,, g2, gs, car 
r p m ds-

~2 dt*' 
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accroissements de x,y, z seront 

s d x * d x d x , 
ù x = -— o o , - i - — S g t - h -.— o q 3 , 

à q i * à q i * ù q 3 * ' 

» I Y , D R 

. d z , , , 
O-3 = 3—OFIFI-H -3— o û t 2 + - — o q 3 ; 

à q i y à q i * d q 3 * 

le travail élémentaire des forces pour le déplacement virtuel cor
respondant est 

X Sx -+- Y Sy -+- Z â s , 

c 'es t -à-dire , en vertu des équations précédentes, 

Qi S y , -H Qs 85-2 -t- Qs 05-3. 

Si donc on suppose que le déplacement virtuel s'effectue sur la 
courbe ^ 2 = c o n s t . , ^r3 = const . , le travail élémentaire est Q , 8g i , 
ce qui donne Q ( . O n obt ient de même Q 2 et Q 3 . 

O n voit que l 'analogie est complète avec les équations trouvées 
p o u r le mouvement sur une courbe et sur une surface. La seule 
différence est dans le n o m b r e des paramètres g{, qui es t 1 
p o u r un point sur une courbe , 2 sur une' surface, 3 pour un point 
l ib re . 

2 8 3 . In tégra le des forces vives . — Dans le cas où il existe une 
fonction des forces \J(x, y, z), le théorème des forces vives donne 
l ' intégrale première 

T = U + A, 

car T désigne la demi-force vive · Cette intégrale, étant une 

conséquence des équations du mouvement , est une conséquence 
des trois équations de Lagrange et peut remplacer l 'une d'elles. 

E n nous plaçant dans le cas simple où les expressions de x, y, z 
en fonction de g,, g2, q% ne cont iennent pas t, nous allons vérifier 
que l ' intégrale des forces vives est bien une conséquence des 
équat ions de Lagrange. Dans ce cas, on a pour x1, y', z' des 
expressions de la forme 
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et T est une fonction homogène du second degré de q\, q'2, q3 : 
on a donc, d 'après le théorème des fonctions homogènes, 

, àT . àT . àT 

Gela posé, prenons les équations de Lagrange, où Q 1 ; Q 2 , Q 3 

, , àV àV àV . , . , 
sont remplaces par -^-> -^-> et ajoutons-les, après les avoir 

multipliées pa r q\, q'2, q3 : nous aurons 

, d f àT \ , d ( àT \ , d ( dT \ 
q'dt\d9\) -*-q*de{diï) +93d7\àYJ 

, . , , àT , dT , dT 

, dU , àU . àV 

Le deuxième membre de cette équation est évidemment 

car U ne dépend de t que par l ' intermédiaire de q{, q2, q3 ; quant 
au premier membre , on peut l 'écrire 

d / , dT ' , dT , àT \ 

dÂ^dY^^wi^^dTJ 
I , àT „ 'àT „ àT , àT , àT , àT \ 

q\, q\, q"3 é tant les dérivées secondes de q,, q2, q3 par rappor t à t. 
D'après l 'équation ( i ) , fournie par le théorème des fonctions 

homogènes, la première parenthèse est a T ; quant à la seconde, 
i • dT 

elle est l 'expression développée de —jj> puisque T dépend de t par 

l ' intermédiaire de q,, qt, q3, q'n q'2, q'3. L 'équat ion ( 2 ) se r édu i t 
donc à 

_f£/ T , dT _ c?U 
dt <·2 ; dt ~ dt' 

c'est-à-dire 
dT = dV, T = V-hh; 

c'est l ' intégrale des forces vives. Dans les applications, on r e m 
placera l 'une des équations de Lagrange, la moins simple des 
trois, par cette intégrale première . 

284 . A p p l i c a t i o n . — PROBLÈME : Trouver le mouvement d'un point 
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matériel attiré ou repoussé par un axe fixe suivant une fonction 

donnée de la distance r (fig. 1 7 0 ) . 

N o u s a v o n s déjà vu (n° 84·) q u e , d a n s ce c a s , il y a une f o n c t i o n de 

forces /4> dr q u e n o u s d é s i g n e r o n s par m f(r). 

Fig. 170 . 

j * ^ 

Ô" ! 
\ B ; 
\ ! 
r * 7TIS 

N o u s déf inirons la pos i t ion du mobi l e par ses c o o r d o n n é e s semi -po la ires 

r, 8, z. O n aura a lors 

T = ' MV*=™I£ = ™(r'*+r*0'i+z-*). 
2 2 dt* 2 v ' 

Les é q u a t i o n s de L a g r a n g e s eront , par c o n s é q u e n t , après s u p p r e s s i o n du 

facteur M, 
d 

dt 
r>-rV* = f(r), 

dt 
(;-«8') = o , 

d 

dt 
= o. 

Les d e u x dern ières d o n n e n t par in tégra t ion 

(1) 7 * 8 ' = C, 

( 2 ) ' z ' = a . 

R e m p l a ç o n s m a i n t e n a n t la p r e m i è r e équat ion d e La g r a n g e par l ' in té 

gra le des forces v i v e s ; n o u s aurons 

1 ( r'* •+• r* 0'* -lAa'*) =f(r)-hh. 

ms z' e t 8' par leurs valeurs tiré» 

f 3 ) 

Si n o u s y r e m p l a ç o n s z' e t 8' par leurs valeurs t i rées d e ( 1 ) e t ( 2 ) , n o u s 

o b t e n o n s 

é q u a t i o n de la forme 
r'*=<s(r), 

qui d o n n e l e t e m p s par u n e s i m p l e q u a d r a t u r e . 
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On aurait pu écr ire a priori l e s é q u a t i o n s ( i ) , ( a ) , ( 3 ) s a n s passer par 
les équat ions de L a g r a n g e . E n effet, pu i sque la force r e n c o n t r e t o u j o u r s O 2 , 
le principe des a ires s 'appl ique à la p r o j e c t i o n d u m o u v e m e n t sur le p l a n 
des xy, ce qui d o n n e l ' équat ion (1). La c o m p o s a n t e de la force su ivant 

l 'axe Oz é tant n u l l e , on a = 0 , z = a : c'est l ' équat ion ( 2 ) . Enfin 

l 'équation ( 3 ) n'est a u t r e que l ' équat ion d e s forces v i v e s . 
Entre les é q u a t i o n s (1) e t (2) é l i m i n o n s le t e m p s , n o u s a u r o n s l ' équat ion 

différentiel le 
r r*-dQ=-dz, a . 

à laquel le sa t i s font les t ra jec to i re s , que l l e que so i t la lo i de la force . S i l 'on 
écrit c e t t e é q u a t i o n en c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s , on a 

x dy — y dx = k dz, 

équat ion déjà t r o u v é e d a n s l ' e x e r c i c e 6 à la fin d u Chap i t re I p o u r l ' é q u a 
t ion différentie l le des c o u r b e s d o n t l e s t a n g e n t e s sont des dro i t e s d e m o 
m e n t nu l . 

285. C o o r d o n n é e s p o l a i r e s d a n s l ' e s p a c e . — S o i e n t p, 6, «0 l e s c o o r 
d o n n é e s du p o i n t M Ifig. 1 7 1 ) ; p o s o n s 

P = ? i . 

m „ m 
T = 7 ^ 2 = Y ( ' P ' 2 - 1 - P2&'2-+- p 2 s in 2 6c»>' 2 ) . 

Fig. 1 7 1 . 

' T — / \ 

\ 

? / 

jet 
Les é q u a t i o n s d e L a g r a n g e s o n t d o n c 

-r ( m p ' ) - w p ( 6 ' 2 + ( o ' « s i n 2 6 ) = Q 4 , dt 

dt 
(mp'O') — m p 2 c o ' 2 s i n 6 c o s 6 = Q j , 

d 
dt ( » t p 2 s i n 2 6 to' ) = Q 3 . 
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2 8 6 . C o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s d a n s l ' e s p a c e . — D a n s le s y s t è m e des 

c o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s , u n p o i n t M de l ' e space e s t défini par l e s p a r a 

m è t r e s d e s trois surfaces du s e c o n d ordre h o m o f o c a l e s à u n e surface 

d o n n é e , s e c o u p a n t e n ce p o i n t . S o i t 

. . x' r* *s 

( i ) • •' a — X b — X c — X 

l ' équat ion des surfaces du s e c o n d ordre h o m o f o c a l e s à la surface 

x* v* .s* 
H ^ - H i = o . 

a b c 

Si n o u s s u p p o s o n s , pour fixer l e s i d é e s , a > b > c, l ' équat ion ( i ) r e p r é 
sentera un e l l i p s o ï d e rée l p o u r X <C c, un h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e pour 
b > X > c, u n h y p e r b o l o ï d e à d e u x n a p p e s p o u r a > X > b, enfin u n 
e l l i p s o ï d e i m a g i n a i r e p o u r X > · a. P a r c h a q u e p o i n t d e l 'espace il passe 
trois d e ces surfaces h o m o f o c a l e s ; en effet, e n regardant x, y, z c o m m e 
d o n n é e s , l ' équat ion ( i ) du t ro i s i ème d e g r é e n X a d m e t t ro i s r a c i n e s rée l l e s , 
u n e p lus p e t i t e q u e c , l 'autre c o m p r i s e e n t r e b e t c , e t la t r o i s i è m e e n t r e a 

et b; c'est c e qu'on vérifie e n s u b s t i t u a n t d a n s l e p r e m i e r m e m b r e les 

P o u r c a l c u l e r Q i , Q s , Q$, n o u s e m p l o i e r o n s la m é t h o d e i n d i q u é e p r é c é 
d e m m e n t . D é s i g n o n s par R, Q , P l e s c o m p o s a n t e s d e la f o r c e su ivant l e 
r a y o n v e c t e u r d a n s le s e n s d e p cro i s sant , la p e r p e n d i c u l a i r e au plan zOM 

d a n s le s e n s d e u> c r o i s s a n t e t la p e r p e n d i c u l a i r e au p lan de ce s deux, 
dro i t e s d a n s le s e n s de 6 c r o i s s a n t . P o u r un d é p l a c e m e n t v ir tue l sur l e 
rayon v e c t e u r ( ^ 2 = c o n s t . , q% = c o n s t . ) , l e travai l é l é m e n t a i r e e s t R Sr , 
par c o n s é q u e n t 

Q i = R-

P o u r un d é p l a c e m e n t p 86, q u a n d o n la i s se p e t ai c o n s t a n t s , l e travai l 
é l é m e n t a i r e e s t P p 88. N o u s a v o n s par su i te 

Q * = P p . 

En la i s sant enfin p e t 8 c o n s t a n t s , l e d é p l a c e m e n t se fait sur un cerc le 
de c e n t r e O ' e t d e rayon p s i n 6 ; l e t rava i l é l é m e n t a i r e e s t d o n c Q p s i n 8 8t>), 
e t l 'on a 

Q 3 = Q p s i n 8 . 

Si la force F r e n c o n t r e l 'axe d e s z, Q e s t n u l e t la t ro i s i ème é q u a t i o n d e 

L a g r a n g e d o n n e 

m p * s i n s 8 ( o ' = c o n s t . ; 

c e qui e x p r i m e q u e la p r o j e c t i o n du m o b i l e s u r l e p l a n des xy se m e u t 

su i v a nt la loi d e s a i r e s . 
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„ a ? 2 r 2 

/ i = - - + -
z' 

a — qi b — qi c — qt 

x* y 2 z 2 

1- ~ 1 
a — qi b — qt c — q2 

— 1 = 0 , 

se c o u p e n t o r t h o g o n a l e m e n t , car la cond i t ion 

àx àx ày dy dz dz 

est ident ique à l ' équat ion 

fi-fi : O, 

c o m m e on le vérifie i m m é d i a t e m e n t . O n appe l l e coordonnées elliptiques 

d'un po int M(x,y, z) l e s tro is q u a n t i t é s q,, qt, q%. 

P o u r e x p r i m e r les c o o r d o n n é e s car té s i ennes x, y, z e n f o n c t i o n s d e q\, 

9Î> Çi r e m a r q u o n s q u e , qt, qi, q3 é t a n t les t ro i s r a c i n e s d e l ' équat ion ( i ) 

en X, on a i d e n t i q u e m e n t 

[ x* y* z*- _ j a — X b — X c — X 

j _ ( X - g i ) ( X - y 2 ) ( À - ? 3 ) _ a-g.)(X-?,)q — g . ) 
[ ( a - X ) ( 6 - X K c - X ) / ( X ) 

Mult ip l iant l es d e u x m e m b r e s de c e t t e i d e n t i t é par a — X, pu i s fa i sant 

X = a, n o u s a v o n s 

quant i tés s u i v a n t e s à la p lace de X e t e n r e m a r q u a n t q u e l e s s ignes du 

premier m e m b r e s o n t d o n n é s par le T a b l e a u su ivant , e rée l pos i t i f e t t rè s 

pet i t : 

Valeurs de X — » c — s C + E b — s 6 - H e a—s a - t - e -Hoo 

Signes c o r r e s p o n d a n t s du 

premier m e m b r e de ( i ) . — -1- — -+- — -+- — — 

P o s i t i o n des rac ines . . . . q3 qs qt 

A p p e l o n s q,, q%, q% c e s tro is rac ines rangées par ordre de g r a n d e u r s 

d é c r o i s s a n t e s ; la p r e m i è r e q\ d o n n e u n h y p e r b o l o ï d e à d e u x n a p p e s , la 

d e u x i è m e q2 un h y p e r b o l o ï d e à u n e n a p p e , la t r o i s i è m e q3 u n e l l i p s o ï d e . 

Ces t ro i s surfaces se c o u p e n t d e u x à d e u x o r t h o g o n a l e m e n t , c o m m e il 

est b ien c o n n u . P a r e x e m p l e , l e s d e u x surfaces 
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dq, 1 

g i — a g s — a 

dq, 
h ^ -A 

rfg3 

11 — b qi—b q%—b 

dq. dq2 

9i — c g î — e ? 3 — C 

D'où l 'on tire pour 4 «fos u n e e x p r e s s i o n d e la forme 

4(dx*-hdy*-hdz*) = M, dq\-+- M 2 rfgl-+- M 3 d g i 

ne c o n t e n a n t pas d e t e r m e s e n dq\ dqt . . c a r les surfaces se c o u p e n t 
o r t h o g o n a l e m e n t ; il e s t d'ai l leurs aisé d e xérif ier la re la t ion 

xi yî Z Î 

= o, (a — q,)(a — q2) ( 6 — g , ) ( è — g 2 ) ( c — g , ) ( c — g 2 ) 

qui e x p r i m e que le coeff ic ient de dqi dq^ e s t n u l . Les q u a n t i t é s M i , M 2 , M 3 

o n t les va leurs s u i v a n t e s : 

M , = - x % y î ** 
( g , - a ) * ( g j - è ) 2 ( g , - e ) 2 " • ' 

or , si l'on p r e n d les dér ivées des d e u x m e m b r e s d e l ' ident i té ( 2 ) par r a p 
port à X, e t si l 'on fait e n s u i t e X = g i , e n r e m a r q u a n t que par l'effet d e 
c e t t e s u b s t i t u t i o n tous l e s t e r m e s d u s e c o n d m e m b r e qui c o n t i e n n e n t 
X — g i en fac teur s 'annulent e t qu'il e s t i n u t i l e de les ca l cu l er , o n t r o u v e 

M _ ( g i — g » H g i — g s ) 
M l ~ 7 v 5 ô ' 

o ù y ( X ) d é s i g n e l e p r o d u i t ( a — X) ( 6 — X) (c — X ) ; o n a d e m ê m e 

M _ (ga — g 3 ) ( g a — g i ) M _ ( g 3 — g i ) ( g 3 — g g ) 
M j = r > 1 V 1 3 = — · 

/ ( g s ) y c g s j 

R e m a r q u o n s que , si l'on c o n s i d è r e en par t i cu l i er l'arc de la c o u r b e Ci 
(Jig. 1 7 2 ) , i n t e r s e c t i o n d e s d e u x surfaces g 2 = c o n s t . e t g 3 = c o n s t . , la 

o n t r o u v e de m ê m e 

s _ (b — qt)(b — g 2 ) ( & — g 3 ) 
y ( c — b)(a — b) ' 

, _ ( c — gi) (g — <rs)(c — qi)_ 
( a — c ) ( 6 — c ) 

Ca lcu lons m a i n t e n a n t l ' express ion d e rfs* d a n s c e s y s t è m e d e c o o r d o n 
n é e s ; on a, en p r e n a n t l e s dér ivées l o g a r i t h m i q u e s d e s d e u x m e m b r e s des 
f o r m u l e s c i -des sus , 

dx 
1 — 

x 

y 

dz 
2 : 
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différentiel le dsi de c e t arc s 'obt ient en faisant 

dqi = dq3 = o, 

d'où 

ds,= ^/m^dgi. 

D e m ê m e , en a p p e l a n t ds^ e t ds3 l es arcs des deux c o u r b e s C 2 e t C 3 , 

Fig. 1 7 2 . 

suivant l e sque l l e s se c o u p e n t l e s surfaces gr1 = c o n s t . , <j i 3 = c o n s t . , e t 

qt = c o n s t . , Çi = c o n s t . , o n a 

dst = i / M , dqj, ds3 - * y/M^dq3. 

TJn arc q u e l c o n q u e ds p e u t ê t re alors env i sagé c o m m e la d i a g o n a l e du 

paral lé lép ipède r e c t a n g l e ds,, dsit ds3. 

La quant i t é T a pour e x p r e s s i o n 

t = t S = ï ( M , ! ? + M a ^ + M s q'**}' 

et les é q u a t i o n s de L a g r a n g e sont alors a i s ée s à écr ire . N o u s ne les é c r i 

rons pas i c i : n o u s n o u s b o r n e r o n s à d o n n e r la s ignif icat ion d e s s e c o n d s 

m e m b r e s Q i , Q Î , Q 3 de ce s é q u a t i o n s . 

D é c o m p o s o n s la force F en trois c o m p o s a n t e s F 4 , F s , F 3 , r e s p e c t i v e m e n t 

t a n g e n t e s a u x c o u r b e s C i , Ct, C 3 , en c o m p t a n t ce s c o m p o s a n t e s p o s i t i v e 

m e n t dans l e s ens dans l eque l se dép lace le po in t M sur c h a c u n e de c e s 

c o u r b e s , q u a n d o n fait c ro î t re u n e seu le d e s c o o r d o n n é e s e l l ip t iques , l e s 

d e u x autres r e s t a n t c o n s t a n t e s . I m p r i m o n s au po int M u n d é p l a c e m e n t 

v ir tue l Bsi d a n s l e q u e l qi e t q3 r e s t en t c o n s t a n t s , q, c ro i s sant de 8171; l e 

travail v i r t u e l de F es t Qi Sqi d 'une p a r t ; d'autre part , il e s t , p u i s q u e l e s 

travaux de F s e t de F 3 s o n t nuls dans le d é p l a c e m e n t cons idéré , 

F , « « . « l i / H T a g - , ; 

o n a d o n c 
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d e m ê m e 

Q s = ^ — , Q s = — — 

287. C o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s d a n s l e p l a n d e s xy. — On p e u t d é d u i r e 

ce s c o o r d o n n é e s d e s formules p r é c é d e n t e s . P o u r o b t e n i r un p o i n t M du 

p l a n xOy, il suffit de faire dans ce s f o r m u l e s z = o e t q3 = e . Ce p o i n t M 

es t a lors défini par les d e u x c o o r d o n n é e s e l l ip t iques qi e t g 2 , rac ines de 

l ' équat ion du s e c o n d d e g r é e n X 

x* y* 
^ r x ^ Â T r x - , = °' 

r e p r é s e n t a n t d e s c o n i q u e s h o m o f o c a l e s . P a r c h a q u e p o i n t M du p l a n , il 

pa s se d e u x de ce s c o n i q u e s , une h y p e r b o l e c o r r e s p o n d a n t à la v a l e u r qi 

d u p a r a m è t r e X e t une e l l ipse c o r r e s p o n d a n t à la v a l e u r g 2 . L ' i d e n t i t é ( a ) 

d e v i e n t d a n s c e cas 

x> y* a — qi)q-qt) 
a — X b — X (a — l)(b — X) 

O n o b t i e n t a ins i , so i t d i r e c t e m e n t , so i t c o m m e cas l i m i t e s d e s f o r m u l e s 
p r é c é d e n t e s , pour l e s f o r m u l e s d e t r a n s f o r m a t i o n de c o o r d o n n é e s , 

_ (a — g i ) ( a — gi) , _ (b — qt)(b — qx) 
~ a—b ' 7 ~ b—a ' 

e t p o u r le carré ds* d'un é l é m e n t d'arc d a n s le p lan xOy 

d'où 

N = qi — g i w _ qi — g» 
1 ( g i — t>)' 2 ( g s — a)(qt— b)' 

T = | ( N , g ' 1 ' + N 2 g ' I ? ) . 

Enfin, si l 'on d é c o m p o s e la force F ag i s sant sur u n p o i n t M du plan a; O . / 

en d e u x c o m p o s a n t e s F , e t F s d i r i g é e s t a n g e n t i e l l e m e n t à l ' h y p e r b o l e e t à 
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l 'el l ipse pas sant par M (fig. 173) , o n a 

Q i = — 5 — . Q * = — — 

EXERCICES. 

1. Soit zOz' un axe vertical homogène et prolongé indéfiniment dans les deux 
sens. Tous les éléments de cet axe attirent un point matériel M proportionnelle
ment à leurs masses et en raison inverse de la quatrième puissance des distances. 
Le point M est, en outre, soumis à son poids. Étudier son mouvement en suppo
sant que la projection de la vitesse initiale de M sur le plan M O s soit verticale. 
On déterminera la trajectoire en la considérant comme intersection d'un cylindre 
parallèle à O s et d'une surface de révolution ayant Oz pour axe. Cas particulier 
où la vitesse initiale est horizontale (Licence, Montpellier). 

2 . Dans les équations d'équilibre d'un fil libre, sous l'action d'une force dérivant 
d'une fonction de forces U(aJ, y, z), on fait le changement de variable 

ds 
Y=dt, T=-(V + h). 

Ces équations deviennent les équations du mouvement d'un point matériel de 
masse 1 sous l'action d'une force dérivant de la fonction de forces -î (U -+- h)'2. 

En appliquant la remarque précédente, étendre les équations de Lagrange à 
l'équilibre d'un fil soll icité par une force dérivant d'une fonction de forces 
( Comptes rendus, t. XCVI, p . 688). 
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CHAPITRE XV. 

PRINCIPE DE D'ALEMBERT. 

PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 

288 . P r inc ipe de d'Alembert. — L e pr incipe de d 'Alembert 
permet de ramener la mise en équations d'un problème de Dyna
mique à celle d 'un problème de Stat ique. 

Ce pr incipe , que nous allons exposer ici pour un point maté
riel libre ou mobile sur une surface ou une courbe , s 'applique au 
problème le plus général de la Dynamique . Il nous permet t ra de 
résumer la théorie du mouvement d 'un point . 

Soit un point matériel M de masse m, sollicité par des forces 
dont la résul tante R a pour projections R^, R r , R z . Les équations 
du mouvement de ce point peuvent s'écrire 

d~x d*y dì z 
( , ) - m S i T + **=<>> - ™ - ^ + R r = ° ' - m ^ F + R * = ° -

Considérons, à côté des vecteurs qui représentent les forces 
appliquées au po in t M, un vecteur MI ayant pour projections 

d*x d*y d*z , , 
— m~dt*' —m~c[p' — m ~ d P C C v e c t e u r ; ^ § a l e t oppose au p r o 
duit de l 'accélération par la masse, s'appelle force d'inertie, 
quoique ce ne soit nul lement une force appl iquée au point . Les 
équations signifient alors que la somme géométr ique des vecteurs 
MR et Ml est nul le , on encore q u ' ô chaque instant il y a équi
libre entre la force d'inertie et les forces réellement appli
quées au point. 

Equations du mouvement déduites du principe de 
d'Alembert. — D'après ce que nous venons de voir, pour obtenir 
les équat ions du mouvement d 'un point dans des conditions 
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qui exprime que le déplacement virtuel est compatible avec la 
liaison telle qu'elle existe à l ' instant t. Si l'on exprime les coor-

quelconques, il suffit d 'exprimer qu'il y a équil ibre entre toutes 
les forces appl iquées au point et la force d ' inert ie . On expr imera 
cet équil ibre par les méthodes de la Sta t ique. On pour ra , entre 
autres , appl iquer le théorème du travail v i r tue l ; pour cela, il 
faudra dist inguer, parmi les forces appliquées au point , les forces 
données et les forces de liaison : appelons X , Y, Z les projections 
de la résultante des forces données. 

Pour écrire qu'il y "a équil ibre entre les forces agissant sur le 
point et la force d ' inert ie, il suffit d 'écrire que, pour tous les dépla
cements virtuels Sx, SJK, SS compatibles avec les liaisons existant à 
l ' instant / , la somme des travaux des forces données ( X , Y, Z) et 

de la force d ' inert ie (—mi^, — » 1 ^ 4 - , — ' « T - T Ì est nulle : 
\ dp dt* dP J 

(,) ( x - m g) + ( Y - m * £ ) - = o 

Trois cas sont à distinguer : 
i° Point libre. — òx, oy, Ss sont arbi t raires; si l 'on emploie 

un système quelconque de coordonnées q,, q.,, q3, comme au 
n° 282 , on a, en faisant varier q,, q2, q3 de ùq,, cq2, 5<y3, 

« dx . dx . dx .. 
037 = - ; — S a , - + - -r—oçi-h -—oq3, àgi * àq2 <tys 

où Sy,, $q2, Sgr3 sont arbitraires. 
En subst i tuant dans ( a ) et écrivant que le résultat est nul , 

quels que soient S^r(, 3<jr2, ùq3, on a les équations du mouvement 
sous la forme du n° 282 , qui nous a condui t aux équations de 
Lagrange pour un point l ibre . 

2 ° Point sur une surface. — Soit 

y, *·, *) = 0 

l 'équation de la surface .supposée mobile pour plus de général i té . 
En donnant à t une valeur déterminée, on voit que S.r, 8y, Ss sont 
assujettis à la condition 

dx dy J dz 
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données d 'un point de la surface en fonction de deux paramètres 
comme au n° 2 6 3 , on a 

dx B dx s ox = — 6q t - F - - T — O G S , 

et la relation ( 2 ) doit avoir lieu quels que soient Sy, et &q2 ; on 
obtient ainsi les équations du mouvement sous la forme (4) du 
n° 2 6 3 . 

3° Point sur une courbe. — Soient 

f(*,y> z, 0 = o, M*, y, z, t) = 0 
les équations de la courbe ; Sa?, o y , h~z sont assujettis aux deux 

condi t ions 

^ t e H . S & o > + # ! 8 , = o . 
( 7 2 ? D Y 0 . Z 

Supposons qu 'on ait exprimé les coordonnées d 'un point de la 
courbe en fonction d'un paramèt re , 

x = <p(q,t), y = i/(q,t), z = u>(q,t): 

le déplacement le plus général sur la courbe dans la posit ion 
qu'elle occupe à l ' instant t s 'obtient en faisant varier q de Bq. O n 
a alors 

et l 'équation ( 2 ) devient, après suppression du facteur 8 G R , 

( d* x dx d'y dy d*z àz\ te dy „ dz 
~dW àq ~dF ôq ~SF àq~) ~~ à~q~ ^ tq ~ólj' 

équations dont nous avons dédui t l 'équation de Lagrange (n° 2 5 9 ) . 

2 8 9 . R e m a r q u e s u r l a f o r c e d ' i n e r t i e . — S o i t un point matér ie l s o u m i s 

à l 'ac t ion des forces F ( , F 2 , . . . , F n e t p lacé d a n s cer ta ines c o n d i t i o n s i n i 

t ia les : il p r e n d u n cer ta in m o u v e m e n t . D a n s u n e d e u x i è m e e x p é r i e n c e , 

s u p p r i m o n s l e s forces F , , F 2 , F , „ p r e n o n s le p o i n t m a t é r i e l dans la 

m a i n e t i m p r i m o n s - l u i a v e c la m a i n le m ê m e m o u v e m e n t . L'act ion de la 

m a i n sur le p o i n t e s t a lors à c h a q u e i n s t a n t t é g a l e à la r é s u l t a n t e R des 

forces F , , F 2 , . . . , F „ qui ag i s sa i en t d a n s la p r e m i è r e e x p é r i e n c e , o u à mi, 

m 1 
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J dés ignant l ' a c c é l é r a t i o n ; d o n c , d'après le pr inc ipe de l ' éga l i té de l 'ac t ion 

et de la r é a c t i o n , la p r e s s i o n du p o i n t sur la main e s t à c h a q u e i n s t a n t 

éga le e t o p p o s é e à R o u à mi : c e t t e pre s s ion e s t d o n c é g a l e à la force 

d'inertie, m a i s i l faut b i en r e m a r q u e r que c e t t e press ion e s t u n e force 

agissant sur la m a i n e t n o n sur le p o i n t . 

2 9 0 . P r i n c i p e d e l a m o i n d r e a c t i o n . — Ce pr inc ipe s 'appl ique au m o u 

v e m e n t d'un p o i n t so l l i c i t é par u n e force d é r h a n t d'une f o n c t i o n de forces , 

le p o i n t é t a n t l i b r e o u assujet t i à g l i sser sur u n e surface fixe : il p e r m e t 

de r é s u m e r les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t e n é c r i v a n t que la var ia t ion d'une 

certa ine i n t é g r a l e e s t nu l l e . N o u s i n d i q u e r o n s dans le d e u x i è m e V o l u m e 

d'autres p r i n c i p e s a p p e l é s principe d'Hamilton, principe de Gauss, qui 

s 'appl iquent à des cas p lus é t e n d u s . Le pr inc ipe de la m o i n d r e a c t i o n a 

été ind iqué par M a u p e r t u i s ; o n en t r o u v e un e x e m p l e dans le M é m o i r e 

d'Euler, De motu proj'ectorum; Lap lace , L a g r a n g e , P o i s s o n l 'ont e x p o s é 

sous u n e forme s u j e t t e à d e s o b j e c t i o n s ; c'est Jacobi qu i , l e p r e m i e r , l'a 

énoncé d 'une f a ç o n p r é c i s e . O n trouvera dans les Sitzungsberichte de 

l 'Académie d e B e r l i n (1887) un i m p o r t a n t art ic le d e M. de H e l m h o l t z sur 

l 'histoire d u p r i n c i p e d e la m o i n d r e a c t i o n . 

Point libre. — U n p o i n t l ibre é t a n t so l l i c i té par d e s forces d o n t la 

ré su l tante d é r i v e d'une f o n c t i o n d e forces V(x, y , z), l ' intégrale des forces 

v i v e s d o n n e 

(1) mv*— i[U(x, y, z) •+- h], mv* = 2 [ U { x 0 , y„, z„) 4 - h]. 

Dans l e pr inc ipe de la m o i n d r e a c t i o n , on n e c o m p a r e en tre e u x que des 

m o u v e m e n t s p o u r l e s q u e l s la c o n s t a n t e A a la m ê m e va leur . Ains i , dans 

t o u t ce qui su i t , h e s t u n e c o n s t a n t e déterminée : on pourra d o n c cho i s i r 

arb i tra irement la pos i t i on in i t ia le Xo, y<,, za du m o b i l e ; la v i t e s s e in i t ia le 

sera d é t e r m i n é e en g r a n d e u r ( n o n e n d i r e c t i o n ) par la s e c o n d e d e s r e l a 

t i ons (1) . Il va d e so i que les pos i t i ons du m o b i l e e t l es c o u r b e s q u e n o u s 

a l lons c o n s i d é r e r sont t o u t e s s i tuées dans la rég ion de l 'espace o ù 

U(ar , y, z)-hh 
est positif. 

S o i e n t d e u x p o i n t s fixes A e t B . T a i t e t T h o m s o n a p p e l l e n t action le 

l o n g d'une c o u r b e C j o i g n a n t ces d e u x po int s l ' in tégra le 

' / î t U + A ) ds, 

o ù n o u s é c r i v o n s U pour V(x, y, z). Cet te i n t é g r a l e e s t s u p p o s é e pr ise le 

l o n g de la c o u r b e C d o n t l ' é l é m e n t d'arc e s t a p p e l é ds. Le p r i n c i p e p e u t 

a lors s ' énoncer c o m m e il su i t : 

Les courbes joignant les deux points fixes A et B et possédant cette 
propriété que la variation de l'action est nulle, quand on passe de 
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(4) d [ ^ â r r 7 ô § ] -
dU ds 
à x \fi(\} + h) 

avec d e u x é q u a t i o n s a n a l o g u e s . P r e n o n s u n e var iable aux i l ia i re t définie 
par la re la t ion 

( 5 ) dt= / ™ d s • 

l es é q u a t i o n s di f férent ie l les ( 4 ) d e s c o u r b e s p o u v a n t rendre Jl> m i n i m u m 
d e v i e n n e n t 

d*x dU d*y dU d*z dU 

" l 7 i F = - ^ ' m d P = - d y ' m - d ë = - 5 I ' 

Ce s o n t les é q u a t i o n s dn m o u v e m e n t d u p o i n t l ibre : l ' équat ion ( 5 ) e s t en 
o u t r e l 'équat ion des forces v i v e s d a n s laque l l e la c o n s t a n t e d e s forces v ives 
a la v a l e u r par t i cu l i ère A. Le t h é o r è m e est d o n c d é m o n t r é . 

A i n s i , c 'est parmi les t ra jec to i res al lant de A e n B qu'il f au t c h e r c h e r 
les c o u r b e s qui d o n n e n t p o u r l 'ac t ion «A» un m i n i m u m relatif , c 'es t -à-dire 
une va leur p lus pe t i t e q u e le l o n g de t o u t e c o u r b e in f in iment v o i s i n e . La 
ques t ion de savo ir si u n e trajec to ire d é t e r m i n é e j o i g n a n t les d e u x p o i n t s A 
et B d o n n e e f f ec t ivement un m i n i m u m re lat i f p o u r <JU n'a pas d ' impor tance 
au p o i n t de v u e du p r i n c i p e l u i - m ê m e ; e l l e e s t a n a l o g u e à la ques t ion d e 
savoir s i , sur u n e surface d o n n é e , une l i g n e g é o d é s i q u e , j o i g n a n t d e u x 
po in t s fixes de la surface , fournit e f f ec t ivement un m i n i m u m relat i f pour 
la d i s t a n c e d e s d e u x p o i n t s sur la surface (voir D A R B O U X , Théorie des 

l'une de ces courbes à toute courbe infiniment voisine de mêmes extré

mités, sont les trajectoires que décrit naturellement le mobile quand 

on le lance de l'un des points fixes dans une direction telle qu'il-

atteigne l'autre. 

O n p e u t e n c o r e d ire q u e l'on doit choisir entre les trajectoires allant 

de A en B quand on cherche, parmi'toutes les courbes joignant ces 

deux points, les courbes le long desquelles l'action est MINIMUM. Car, 

p o u r t r o u v e r c e s c o u r b e s , il faut c o m m e n c e r par é g a l e r à zéro la variat ion 

de l 'ac t ion . 

P o u r é tab l i r c e t t e p r o p o s i t i o n , r e m a r q u o n s que l ' in tégra le &> es t de la 

J
«(R | 

I ?(x, y, s) ds, o ù 
(A) 

( 3 ) <?(x, y, * ) = v ' a ( U + * ) . 

P o u r o b t e n i r les é q u a t i o n s di f férent ie l les des c o u r b e s pouvant rendre &> 

m i n i m u m , il suffit d o n c d 'appl iquer l e s é q u a t i o n s ( 3 ) du n° 146, e n y r e m 

p laçant <p par la v a l e u r ac tue l l e ( 3 ) . N o u s o b t e n o n s ainsi p o u r l e s c o u r b e s 

c h e r c h é e s les é q u a t i o n s dif férentie l les 
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ds é tan t l ' é l ément l inéa ire de S ; la r e c h e r c h e des tra jec to ires sur S e s t 

surfaces, 3 e P a r t i e , C h a p . V ) . C o m m e le coeff ic ient de ds d a n s X> e s t 

positif, l 'act ion est t o u j o u r s p o s i t i v e e t il e x i s t e c e r t a i n e m e n t d e s c o u r b e s 

allant de A en B le l o n g d e s q u e l l e s a l i eu un m i n i m u m relat i f pour <A>; ces 

courbes sont c o n s t i t u é e s par des tra jec to ires : il e x i s t e m ê m e entre A e t B 

une courbe d o n n a n t un m i n i m u m a b s o l u ; c e t t e dernière c o u r b e , é t a n t 

néces sa i rement f o r m é e d'arcs d o n n a n t c h a c u n s é p a r é m e n t u n m i n i m u m 

relatif, est c o m p o s é e d'arcs de t ra jec to i re s . 

Il n'y a pas de c o u r b e d o n n a n t p o u r A un m a x i m u m relatif , car, u n e 

courbe* q u e l c o n q u e C é t a n t tracée de A en B , on p e u t toujours t rouver 

une c o u r b e C in f in iment v o i s i n e , l e l o n g de laque l l e l 'act ion e s t p lus 

grande que le l o n g d e C ; il suffit de prendre pour C u n e s o r t e d e s i n u 

soïde à osc i l l a t ions inf in iment p e t i t e s dans l e vo i s inage d e C. 

Point sur une surface. — S o i t de m ê m e , sur une surface fixe S , un 

po int so l l i c i t é par u n e force dér ivant de la f o n c t i o n V(x, y, z). O n aura 

encore l ' in tégra le des forces v i v e s ( i ) et l 'on c o m p a r e r a e n t r e e u x l e s 

m o u v e m e n t s qui se font sur la surface, h ayant une v a l e u r d é t e r m i n é e . 

O n a a lors le t h é o r è m e s u i v a n t : 

Les courbes tracées sur la surface entre deux points fixes A e t B , 
et possédant cette propriété que la variation de l'action est nulle 
quand on passe de l'une de ces courbes à toute courbe infiniment 
voisine tracée sur la surface entre les mêmes points, sont les trajec
toires du mobile joignant ces deux points. 

On a d o n c à c h o i s i r parmi ce s trajecto ires quand o n c h e r c h e les c o u r b e s 

a l lant de A e n B sur la surface , l e l o n g desque l l e s l 'act ion e s t m i n i m u m . 

P o u r le d é m o n t r e r i l suffit d 'appl iquer au cas d e cp = / a ( U -t- h) l es 

équat ions q u e n o u s a v o n s d o n n é e s ( n ° 149) p o u r les c o u r b e s s i tuées sur 

une surface e t r e n d a n t J"<p ds m i n i m u m . Ces é q u a t i o n s se t r a n s f o r m e n t 

i m m é d i a t e m e n t , c o m m e plus h a u t , en ce l l e s du m o u v e m e n t d u p o i n t sur 

la surface , la c o n s t a n t e des forces v i v e s é tant h. 

P a r e x e m p l e , si le p o i n t n'est so l l i c i t é par a u c u n e force ( U = o ) , l es 

trajecto ires sont l e s c o u r b e s qu'on t r o u v e e n c h e r c h a n t à rendre m i n i -

f / i A r f i , c 'es t -à-dire en c h e r c h a n t les l i g n e s les p lus 
(A) 

courtes de A en B sur la surface . On trouve d o n c des l i g n e s g é o d é s i q u e s 

(n° 2 7 0 ) . 

P l u s g é n é r a l e m e n t , l e p r o b l è m e de la r e c h e r c h e des tra jec to ires d'un 

p o i n t sur la surface S, la f o n c t i o n d e s forces é t a n t U , e s t i d e n t i q u e au 

prob lème de la r e c h e r c h e des l i g n e s g é o d é s i q u e s d'une autre surface S'. 

En effet, i m a g i n o n s u n e surface auxi l ia ire S' d o n t l ' é l ément l inéa ire ¿ ¿ 5 ' s o i t 

d o n n é par 
ds'*— a ( U -+- h)ds*, 
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EXERCICES. 

1. Formules de Tait et Thomson. — Si l'on prend deux trajectoires infini
ment voisines AB et A , B „ la variation de l'action quand on passe de la première 
à la seconde est 

SX = — v , a ( U A + A ) . A A , cosA^AB — ^ 2 ( 0 8 + A ) . B B , cosB^BÏ , 

U A et U B désignant les valeurs de V en A et B [ce t te formule est celle qui a été 

établie n° 147, sauf le changement de ip en \Ai( U 4- A ) ] . 

2. Théorème de Tait et Thomson (n° 147, 2 ° ) . — Si des différents points M, 
d'une surface S on lance des mobiles identiques normalement à cette surface, la 
fonction de forces étant U pour chacun d'eux et la constante des forces vives h, 
et si sur chaque trajectoire on prend un arc M,M,, tel que l'action de M„ en M, 
le long de cette trajectoire ait une valeur déterminée, la même sur toutes les 
trajectoires, le lieu des points M, est une surface S, normale aux trajectoires. 
On obtient un cas particulier important du théorème en supposant la surface S 
réduite à une sphère de rayon nul : les mobiles partent alors tous d'un point 
déterminé M, avec une vitesse de grandeur déterminée, mais dans des directions 
variables. 

Il est évident que, s'il s'agit d'un mouvement plan ou d'un mouvement sur une 
surface, on aura le même énoncé en remplaçant les surfaces S et S, par des 
courbes. 

Si U = o, ces théorèmes donnent les théorèmes classiques relatifs aux surfaces 
parallèles ou aux courbes parallèles sur une surface. 

3 . Propriété analogue à celle des développées. — Si l'on considère des tra
jectoires AB normales en A à une courbe fixe et tangentes -en B à une autre 
courbe D, ,on a , en appelant A B ' et A"B" deux positions de la trajectoire, le théo
rème suivant : L'action le long de l'arc A"B" égale l'action le long de l'arc A'B' 
plus l'action le long de l'arc B'B* de la courbe enveloppe D. 

Le même théorème a l ieu dans le mouvement d'un point sur une surface pour 
les trajectoires normales à une courbe fixe. 

r a m e n é e à la r e c h e r c h e d e s Courbes r e n d a n t J"ds' m i n i m u m , c'est-à-dire à 

la r e c h e r c h e des l i gnes g é o d é s i q u e s de S'. 

S i n o u s r e v e n o n s p o u r u n ins tant au cas d'un p o i n t l ibre so l l i c i t é par 

u n e force d é r i v a n t d'une fonc t ion de forces , nous v o y o n s q u e , en v e r t u du 

pr inc ipe de la m o i n d r e a c t i o n , l e p r o b l è m e d e la d é t e r m i n a t i o n d e s t r a j e c 

t o i r e s du p o i n t e s t u n e e x t e n s i o n au cas d e tro i s v a r i a b l e s d u p r o b l è m e des 

l i g n e s g é o d é s i q u e s . 

N o u s n 'entrerons pas d a n s p l u s de déta i l s sur c e t t e t h é o r i e qui re lève d e 

la G é o m é t r i e p lus que de la M é c a n i q u e , e t n o u s renverrons le l e c t e u r a u x 

Leçons sur la Théorie des surfaces de M. D a r b o u x , 2 e V o l u m e , C h a 

pi tres VI e t V I I I . 

N o u s rev i endrons d'ai l leurs sur ce pr inc ipe en M é c a n i q u e a n a l y t i q u e . 
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Si U = o, ces théorèmes donnent les théorèmes classiques relatifs aux déve
loppées. 

4. Appliquer le principe de la moindre action au mouvement d'un point pesant 
dans le vide dans un plan vertical (n° 217, fig. 137). L'action est alors 

Ç^ih — igyds. 

Soient dans le. plan deux points dont l'un est l'origine O, l'autre un point M,. 
La courbe qui donne l'action minimum de O en M, est l'une des trajectoires que 
suit le mobile pesant lancé de O avec la vitesse e 0 = \[%h de te l le façon qu'il 
atteigne M,. Si M, est dans la parabole de sûreté, enveloppe des trajectoires issues 
de O, il existe deux trajectoires de O en M,. Démontrer que le minimum relatif 
a lieu le long de celle des paraboles par laquelle le mobile arrive en M, avant 
d'avoir touché la parabole de sûreté (sur la ligure 137 , c'est la parabole inférieure) 
(règle donnée par Jacobi ) . Si M, est suffisamment près de O, l'arc OM, de la 
parabole inférieure donne même le minimum absolu de l'action, mais il ne le 
donne plus quand M, est voisin de la parabole de sûreté. Aussi, quand M, est sur 
la parabole de sûreté, en A par exemple, la trajectoire OA donne encore le mini
mum relatif de l'action, mais non le minimum absolu : c'est ce qu'on démontrera 
en s'appuyant sur les résultats de l'exercice précédent appliqués à la parabole de 
sûreté regardée comme la développée généralisée du point O ( l e raisonnement 
est identique à celui que donne M. DARBOTJX, Leçons sur la théorie des surfaces, 
3· Partie, Chap. V). 

5. Si, dans l'exercice précédent, le point M, est hors de la parabole de sûreté, 
il n'existe plus de trajectoire de O en M„ et cependant il doit exister une courbe 
rendant l'action de O en M, minimum. Démontrer que cette courbe est formée 
des deux perpendiculaires abaissées de O et M, sur la droite 2 A — îgy = o et 
de la portion de cette droite comprise entre ces deux perpendiculaires (résultat 
analogue à celui de la page 2 1 7 ) . 

6. L'étude des trajectoires d'un point pesant dans le plan vertical xOy est 
identique à l'élude des lignes géodésiques d'une surface S' dont l'élément linéaire 
serait donné par 

ds"— (ih— igy)(dx*+dy*). 

Démontrer que cette surface est applicable sur une surface de révolution et 
former l'équation de la méridienne. Si l'on fait 2 A — 2gy = u, 2gx=v, on retrouve 
l'exercice de la page 499· 

7. Appliquer le principe de la moindre action au mouvement d'une planète, et 
résoudre pour ce mouvement les questions analogues aux précédentes (4 , 5 e t 6 ) . 
( Voir JACOBI, Vorlesungen iiber Dynamite, seebste Vorlesung.) 

8. Soient <f(x, y, z) une fonction positive de x,y, z, et A, B deux points fixes; 

les courbes C joignant ces points le long desquelles l'intégrale J*f(x,y,z)ds est 

minimum sont : 1° les figures d'équilibre d'un fil pour lequel la tension est » et la 

fonction de forces —<p; 2° les courbes brachistochrones d'un mobile de masse 1 

pour une fonction de forces —-—- - , la vitesse initiale au pointa?,,, r 0 ) z. étant 
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— - - ; 3° les trajectoires d'un mobile libre de masse i pour une fonction 
<p \a'*iy*-. ~o ) _ 

de forces <p'(a;, y, s), la vitesse initiale étant y'aep(x t, ya, s 0 ) . (Voir ANDOYER, 

Comptes rendus, t. C, p. 1 5 7 7 ; VICAIRE, Ibid., t. C V I , p. 458.) 

9. Les mêmes théorèmes ont lieu pour les courbes tracées sur une surface fixe 

et rendant J"p ds minimum. 

10. La courbe qui, parcourue par un mobile sous l'action d'une fonction de forces 
donnée, rend minimum l'intégrale fv"ds, [v = \J-i(U + A ) L a en chaque point 
son rayon de courbure dirigé suivant la même droite que celui de la trajectoire 
que le mobile décrirait s'il devenait libre à partir de ce point et égal à ce dernier 
rayon divisé par l'exposant n; il doit être porté en sens contraire si n est négatif. 

Le cas le plus intéressant est celui où n= — 1 : la courbe est alors une bra-
chistochrone; on retrouve ainsi la liaison entre les trajectoires et les brachisto-
chrones mise en évidence dans l'exercice 8. (VICAIRE, Savants étrangers, et 
Rapport de M . JORDAN, Comptes rendus, t. C V I I I , p. 33o.) 

11. Déduire les équations de Lagrange du principe de la moindre action. 
Prenons, par exemple, un point libre rapporté à un système de coordonnées 

Q v Qi> ? 3 : U sera fonction de ces coordonnées et l'on aura 

ds2= andq\-+-...+ 2a„dg,dq2-h 

II faudra alors déterminer q„ qv q3 en fonction d'une variable auxiliaire g, de 

telle façon que / ^2 ( .U - l -A) S 0 l t - minimum. Faisant dans les équations 

obtenues le changement de variable ( 5 ) de la page 544, on a les équations de 
Lagrange. D'après l'exercice 8, on arrive ainsi à appliquer les équations de 
Lagrange à la figure d'équilibre d'un fil (Comptes rendus, t. X C V I , p. 688). 
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CHAPITRE X V I . 

ÉQUATIONS CANONIQUES. THÉORÈME DE JACOBL 

APPLICATIONS. 

291. Histor ique. — Les équations du mouvement d'un point , 
soil l ibre , soit assujetti à glisser sur une surface ou sur une courbe 
fixes ou mobiles, ont été mises par Lagrange sous une forme qui 
est la même dans les trois cas, avec celte seule différence que le 
nombre des paramètres à trouver en fonction du temps est trois 
pour un point l ibre , deux pour un point sur une surface, un pour 
un point sur une courbe ( n o s 259, 263 , 2 8 2 ) . Nous verrons plus 
loin que les équations du problème le plus général de la dyna
mique des systèmes peuvent se mettre sous cette même forme, le 
nombre des paramètres étant alors quelconque, pourvu que les 
liaisons puissent être exprimées en termes finis et que les 
paramètres soient de véritables coordonnées. 

Les transformations et les théorèmes qui suivent s 'appliquent 
seulement au cas part icul ier où les projections X, Y, Z de la résul
tante des forces données appliquées au point sont les dérivées par
tielles, par rappor t à x,y, z, d 'une fonction \J(x, y, z, t) pouvant 
contenir explici tement le temps t. Les équations de Lagrange sont 
alors de la forme 

(I) dt\dq'y) dqv~àqv'
 9v ~ dt ' 

où v = i , 2 , 3 pour un point l ibre, v = i , a pour un point sur 
une surface, v = i pour un point sur une courbe . Nous dévelop
perons la théorie en supposant , pour fixer les idées, que le point 
soit l ibre , v = i , 2 , 3 : il y aura alors trois équations et trois para-
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m è t r e s q u q2, q3. Mais, c o m m e on l e v e r r a , l e s r a i s o n n e m e n t s 

s o n t i n d é p e n d a n t s d u n o m b r e d e s é q u a t i o n s ( i ) . 

Une t r a n s f o r m a t i o n , c o m m e n c é e p a r Poisson e t t e r m i n é e p a r 

Hamil ton, p e r m e t d ' é c r i r e c e s é q u a t i o n s s o u s u n e f o r m e q u i n e 

c o n t i e n t p l u s q u e l e s d é r i v é e s p a r t i e l l e s d ' u n e s e u l e f o n c t i o n e t 

q u i e s t t r è s p r o p r e a u x r e c h e r c h e s t h é o r i q u e s . 

Cette f o r m e a c o n d u i t J a c o b i à u n t h é o r è m e e x t r ê m e m e n t 

r e m a r q u a b l e s u r l ' i n t é g r a t i o n d e s é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t . 

I . — É Q U A T I O N S C A N O N I Q U E S . — T H É O R È M E D E J A C O B I . 

292 . T r a n s f o r m a t i o n de P o i s s o n et d ' H a m i l t o n . — Poisson e u t 

l ' i d é e d e p r e n d r e c o m m e v a r i a b l e s l e s q u a n t i t é s 

ai >)T dT 
l 2 ) P i = ~\—r ' Pi = -,—r> Pi — 3 — r · dq\ r * dq't

 r dq'3 

Ces é q u a t i o n s é t a n t l i n é a i r e s p a r r a p p o r t a u x l e t t r e s q\, q'2, cf3, 

p u i s q u e T e s t u n e f o n c t i o n d u s e c o n d d e g r é d e c e s q u a n t i t é s , 

p o u r r o n t ê t r e r é s o l u e s e t d o n n e r o n t 

!

9 \ = fl(Çl, g S l Q3,Pi,Pt,P3, t), 

9'Î =fî(quqî,qi*pi,Pì,P3, t), 

ç's—fsiqu q%, q3,puPì,P3, t). 

Voyons c e q u e d e v i e n n e n t l e s é q u a t i o n s d e Lagrange q u a n d on 

y r e m p l a c e q\, qf2, q'3 p a r c e s e x p r e s s i o n s . 

T o u t d ' a b o r d l e p r e m i e r t e r m e d e s é q u a t i o n s ( t ) 

d I o T ^ 

dt\àq'J 

d e v i e n t s i m p l e m e n t 

dt ' 

Pour t r a n s f o r m e r l e s e c o n d t e r m e — -r—, l a i s s o n s d a n s l ' e x -
dq„ 

p r e s s i o n d e T la v a r i a b l e t c o n s t a n t e , e t d o n n o n s a u x v a r i a b l e s 

Q\i qii °3I Ptì Pi, P 3 d e s a c c r o i s s e m e n t s i n f i n i m e n t p e t i t s , a r b i 

t r a i r e s , i n d é p e n d a n t s Bq,, 8q.,, 8q3, $pt, Bp2, àp3; il e n r é s u l t e 

p o u r q\, q'2i q"3 d e s v a r i a t i o n s Sq1,, ^q'2, &q'3 d é f i n i e s p a r l e s r e l a 

t i o n s ( 3 ) d a n s l e s q u e l l e s t r e s t e c o n s t a n t . 
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La fonction T , qui dépend des lettres q,, q2, q3, q\, </2, q'3 et tr 

subit alors une variation ST donnée par la formule 

. T àT , d T „ d T „ , dT „ , d T s , d T , , 

dg i 2 dqi * dq3 * dq\ *' àq't

 3 2 <ty3 

ou, en vertu des équations ( 2 ) , 

8T = ^Sqt-h ^-Sqt+ ^Sq^p^q^-hpiSq'i-hpiSq';,; 

ce qu'on peut écrire 

ST = 8(piq\-t- piq't^- p3q3) 

d T , d T s dT 
01 , C l „ 01 „ , - , -

" • " X T r 0 ? 1 - 1 " ^ 5 9 , 2 + j r 8 S , î - ï i V ' - ? ! V ! - ï . 8 / > î -

En posant, pour abréger , 

cette identi té s 'écrit 

rfT rfT <9T 
SK = - ^ - 8qt — ^ - Sgrj - — 8 ? 3 -t- ? ; 8/>, -t- q't 8p2 -+• gr } 8/>3 ; 

ce qui donne une première expression de la différentielle 8K. . 
Supposons d 'autre part K exprimé au moyen du système nouveau 
de variables q,, q2, q3, Pi,p*,Pt, *5 quand q,, q2, q3, p,, p2, p3 

subissent les accroissements arbitraires considérés, la différen
tielle 8K. est donnée par la formule 

<>K . dK „ dK . dK dK , , dK . 

dgi * ' dgs d g 3

 2 d/>i r dp , ^ d/>3 

Cette expression doit être ident ique à la précédente , quels que 
soient Sy, , 8*73, Zq3, 8/>, , 8 / ? 2 , 3 /> s ' , on a donc 

d T dK , dK . 
«> -o% = àq-' ^ = à j v (v = . , a , 3 ) . 

Dans ces équations les dérivées partielles de T sont prises en 
supposant T exprimé en qt, q2, q3, q\, q'2, q'3, et celles de K en 
supposant cette fonction exprimée en q\, q2, q3, pt, p2, p3. E n 
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àE dgi _ àH 

àpi' dt dp2' 

dH dp 2 àB 

àqt' dt àq/ 

( 6 ) 

\dp1__àH djH = _ dH_ dp3 _ àH 
\ dt ~~ dq¡' dt ~ dqi' dt ~~ àq3 

Ce sont là les équat ions canoniques du mouvement données 
par Hamil ton; elles sont du premier ordre et au nombre de s ix; 
elles déterminent les six variables q,, q2, q3, p , , p 2 , p 3 en fonc
tion du temps et de six constantes arbi t ra i res . P o u r avoir le m o u 
vement du système, il suffit de t rouver les valeurs des paramètres 
9 * i aii 93 e n fonction du t emps , puisque ce sont les seuls qui 
interviennent dans la déterminat ion de la position du point. 

2 9 3 . C a s p a r t i c u l i e r o ù l e s e x p r e s s i o n s d e x, y , z e n f o n c t i o n 

d e q , , q 2 , q3 n e c o n t i e n n e n t p a s e x p l i c i t e m e n t l e t e m p s . — Les 

calculs se simplifient si la définition des nouvelles coordonnées 
9TI q^i g3 est indépendante du temps, c 'es t -à-di re si les expres
sions de x,y, z en q,, q2, q3 ne cont iennent pas t. O n a alors 

K = T ; 

en effet, T étant dans ce cas une fonction homogène et du second 

vertu des équations ( 4 ) , les équalions de Lagrange ( i ) prennent la 
i f o r m e 

... dpv àK dU dqv dK 
( 5 ) = T ~ ' - J 7 = J T - ( v = l , a, 3 ) . 

de àqv àqv dt àpv

 v ' ' ' 

Considérons la différence 

H = K — U ; 

la fonction U dépendant seulement de x, y, z, t s 'exprime au 
moyen du temps et des seules variables qt, q2, q3} tandis que R 
dépend du t emps , des variables qt, q2, q3 et aussi des variables 

j?t, /> 2 , p 3 ; de sorte qu 'on a 

dK _ dti dK àV _ dU 
àpv àpv dqv àqv dqv' 

et les équations (5 ) deviennent , en faisant successivement 
v = i , 2 , 3, 

1 dq± ^ _ t 

dt dpi' dt dp2' dt dp3 
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degré par rappor t à q\, q'2, q'3, on a ( n o s 2 6 1 , 265 , 283) 

, àT , àT , àT 

or, d'après les équations ( 2 ) , le premier membre n 'est autre que 

Piç'i+Pzq'î+Ptq'i'j o n a d o n c 

K = pt q\ -^p* q'i -+• P> v's — T = i T — T = T 

et la fonction d 'Hamilton H devient 

T — U . 

Dans ce cas les calculs qu'i l faut faire pour passer de la forme 
quadratique T , exprimée en q't, q'2, q'3, à la forme T exprimée en 
Pii P*i P» sont ident iques à ceux qu 'on fait pour passer d 'une 
forme quadrat ique à la forme adjointe, par exemple, pour passer 
de l 'équation d 'une conique en coordonnées ponctuelles h o m o 
gènes à l 'équation de cette conique en coordonnées tangenlielles 
homogènes. 

Si l 'on pose 

iT — a „ + cinq'? -t- a33q'3

2 -h zauq'iq'i-h -ianqîqa-h 2 « 3 i ? W i 

ou, sous forme condensée, 

2 T = 2 a,k q\q'k ( aik = a*» )> 

on a 
àT , , , 
oqt 

àT , , , 
p t = -r-r = « 2 1 ? i -H « 2 2 ^ 2 H- a 2 3 ? 3 , 

°q% 
àT . , , 

Pa — -5-7- = « s i ? i -+- a 3 i q 2 + a32qs. 
oq3 

D'où, en désignant par D le discriminant de la forme quadrat ique, 
c'est-à-dire le dé terminant des neuf quanti tés «ja, et par A ( * le 

mineur de ce déterminant relatif à l 'élément A , a = j ^ ~ > 

? V = g ( A v l J O l + A V ! / > î - r - Av3p3) (V = 1 , 2 , 3 ) , 

a T = pt q\ -+- piq't-+-p3q'3 = ^ ^yPiPi ( A , * = A A i ) . 
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2 9 4 . Remarque. — P o u r faire la t r a n s f o r m a t i o n d ' H a m i l t o n il a fallu 

s u p p o s e r r é s o l u e s les é q u a t i o n s ( 2 ) par r a p p o r t à q\, q't, q'3. Cet te r é s o 

l u t i o n e s t t ou jours p o s s i b l e . P r e n o n s , par e x e m p l e , l e cas où la définition 

des n o u v e l l e s c o o r d o n n é e s e s t i n d é p e n d a n t e du t e m p s ; T e s t alors une 

f o n c t i o n h o m o g è n e et du s e c o n d d e g r é , c 'est -à-dire u n e forme quadrat ique 

de q\, q'3, q'3, e t l e d é t e r m i n a n t des coef f ic ients de ce s i n c o n n u e s dans les 

é q u a t i o n s ( 2 ) e s t l e d i s cr iminant d e c e t t e f o r m e q u a d r a t i q u e ; s'il é ta i t nul , 

on pourra i t t rouver un s y s t è m e d e va leurs d e q\, q\, q'3, n o n t o u t e s 

n u l l e s , (q'i)", (?'2)
0, (q'3)0

 a n n u l a n t t o u t e s les dér ivées par t i e l l e s de T par 

rappor t à ce s v a r i a b l e s , c e qui e s t i m p o s s i b l e , pu i sque ce s y s t è m e d e va leurs 

a n n u l e r a i t T d'après la re la t ion 

or, 2 T é t a n t la force v i v e d u p o i n t n e p e u t p a s s 'annuler pour des v a l e u r s 

rée l les d e q'i, q't, q'3, c ' e s t -à -d ire p o u r u n m o u v e m e n t réel d u po in t . On 

v o i t d o n c b i en q u e le d é t e r m i n a n t c o n s i d é r é es t t o u j o u r s différent de zéro 

e t la ré so lu t ion d e s é q u a t i o n s (2 ) e s t p o s s i b l e . 

Si l e s e x p r e s s i o n s de oc, y, z e n f o n c t i o n d e q\, qt, qs c o n t i e n n e n t e x p l i 
c i t e m e n t le t e m p s , 

* = ? ( ? n ? * , ? * . / ) , y = ty(qi,qî>qi,t), 

la d e m i - f o r c e v ive 

n'est p lus h o m o g è n e e n q\, q't, q'3. Mais l e d é t e r m i n a n t des coef f ic ients 

de q\, q't, q'3 d a n s les é q u a t i o n s ( 2 ) e s t a lors l e d i s c r i m i n a n t d e la forme 

q u a d r a t i q u e 

o b t e n u e en p r e n a n t , d a n s T , les t e r m e s d u s e c o n d d e g r é . Ce d i s c r i m i 
n a n t ne p e u t pas ê t re nu l , car, s'il l 'était , la f o n c t i o n T i s 'annulerai t 
p o u r des va l eurs réel les d e q\, q\, q'3, n o n n u l l e s t o u t e s t ro i s , e t i l 
e x i s t e r a i t u n d é p l a c e m e n t v i r tue l du p o i n t , o b t e n u en la i s sant t c o n s t a n t 
e t fa isant var ier qi, gr2, qt, p o u r l e q u e l la d e m i - f o r c e v i v e v i r tue l l e 

- m sera i t n u l l e ; ce qui e s t i m p o s s i b l e . 

295 . In tégra le des forces v ives . — Nous avons vu antér ieu
r emen t que , dans le cas où il existe une fonction de forces 
U ( . r , y , s ) , on a l ' intégrale des forces vives sous la forme 

T — U = h. 
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C'est ce que nous avons vérifié ( n o s 2 6 1 , 26o, 283) en suppo 
sant les expressions de x, y, z en q(, q2, q3 indépendantes du 
temps. On a ainsi une intégrale première des équations cano
niques qu 'on peut déduire par un calcul direct de ces équations. 

Pour le vérifier, nous supposerons encore que les expressions 
de x, y, z en fonction de qh, q2, q3 ne cont iennent pas t ; dans 
ce cas, T ne cont ient pas t, U non plus, ni H, qui est égal à T — U . 
Si alors, dans la fonction H , les paramètres qt, q2, q3 et p , , p 2 , p 3 

sont supposés remplacés par les expressions qu'ils doivent p rendre 
en fonction du temps en vertu des équations ( 6 ) , on a, d 'après le 
théorème des fonctions de fonctions, 

dH _ dH_ dqi dH_ dqi dH dq, + dH dp^ dH djn dH dp3 

dt dqi dt dq2 dt àq3 dt àpt dt àpt dt dp3 dt ' 

or, d'après les équations canoniques, on a 

dH dg,, dH rfpv _ dH dH dH dH _ 

àqv dt opv dt àqv dp*, dp., dqv ° 

et il reste 

^ 2 = o o u H = /i ou T — U = / , . 
dt 

Si les expressions de x, y, z en q,, q2, q3 dépendaient du 
temps, H ne serait plus égal à T — U et l 'on n 'aurai t plus l ' in té
grale H = h : H contiendrai t explicitement le temps, et Ja dérivée 

totale ^ > prise en regardant q<, q2i q3, p 1 t p 2 , p z comme fonc

tions de t, aurait un terme de plus, la dérivée partielle de H par 

rapport à la lettre t figurant explicitement dans H, 

ÓH 
dt1 

la réduction qui précède donnerai t alors 

dH _ dH 

dt ~ dt' 

296 . E x e m p l e . F o r c e c e n t r a l e f o n c t i o n d e l a d i s t a n c e . — M e t t o n s , 

par e x e m p l e , sous forme c a n o n i q u e l e s é q u a t i o n s du m o u v e m e n t d'un po int 

dans un plan sous l 'ac t ion d'une force c e n t r a l e fonc t ion d e la d i s t ance . 

P r e n o n s le c e n t r e d e s forces p o u r o r i g i n e e t u n s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s 

po la i res /· e t 8, j o u a n t l e rô le des p a r a m è t r e s qx e t qt. La d e m i - f o r c e v ive 
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es t , en s u p p o s a n t la niasse du p o i n t é g a l e à l 'un i t é , 

La fonc t ion d e forces U es t f o n c t i o n de r, U =W(r). C o m m e T es t h o m o 

g è n e en r' e t 6', on a 

H = T — U = 2 0 ' * - r - r»8'*) — * F ( r ) . 

Les var iab les p, e t p t s on t déf inies par les é q u a t i o n s 

àT , àT 

d'où l 'on t ire 

'-PU · ' = g ; 

l ' express ion de H e n fonct ion de ce s n o u v e l l e s var iables est d o n c 

e t les é q u a t i o n s c a n o n i q u e s s o n t 

rir _ M _ pi 
d t ~ P u dt ~ ~r^' 

é q u a t i o n s déf inissant r, 8, joi e t pt e n f o n c t i o n d e 4. La dern ière d o n n e 
¿£8 

pi= C e t en p o r t a n t dans la s e c o n d e / - s ^ = G, c e qui est l ' équat ion des 

a i r e s ; é l i m i n a n t p \ e n t r e la p r e m i è r e e t la t r o i s i è m e , e t r e m p l a ç a n t pt 

par C, on a l ' équat ion 

d*r G» , 

é q u a t i o n é tab l i e d i r e c t e m e n t d a n s le Chap i t re X I , c o m m e déf inissant le 
m o u v e m e n t sur le rayon v e c t e u r . 

Le t h é o r è m e des forces v i v e s s ' e x p r i m e par l ' équat ion T — U = h, 

ou H = h. 

II. — THÉORÈME DE JACOBI. 

297 . Théorème de Jacobi. — Dans les équations canoniques ( 6 ) , 
H est une fonction du second degré des lettres pt, /t> 2 , p3. Le théo
rème de Jacobi s 'applique à des équations quelconques de la 
forme ( 6 ) , H étant une fonction donnée quelconque de p,, pt, p3, 
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Q\ , q%, ÇÎ et t, fonction que nous écrirons H.(pt ,pa,p3, q\,q-¡,q%, t) 
pour met t re les variables en évidence. L 'or igine du théorème de 
Jacobi est dans cette r emarque que les équat ions canoniques sont 
les équations des caractérist iques de l 'équation aux dérivées par
tielles du premier ordre suivante, définissant V comme fonction 
des variables q,, q2, qa, t regardées comme indépendantes : 

dV „/dV d\ dV \ 

( J > d7 + H ( ¿ ¿ 7 ' àf*' ají' 

dV 
Le premier membre de celte équation s 'obtient en écrivant 

plus ce que devient la fonction H quand on y r e m p l a c e p , , p2,p% 
àV dV dV 
àqi' dqt' àq3' 

Hamilton avait démontré que , si l'on connaît les intégrales géné
rales des équations du mouvement mises sous forme canonique, 
on peut en déduire une intégrale complète de cette équation aux 
dérivées partielles. Jacobi compléta ce ihéorème en mont ran t que, 
réciproquement , si l'on connaît une intégrale complète quelconque " 
de cette équation aux dérivées partielles, on peu t en déduire les 
intégrales générales des équations du mouvement . Comme nous, 
venons de le dire , cette équation aux dérivées partielles que nous 
nommons équation de Jacobi, est choisie de telle façon que les 
équations ( 6 ) du mouvement soient les équations différentielles 
des caractérist iques, d 'après la méthode connue d' intégration des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre . Nous n 'aurons 
d'ailleurs pas à nous servir de celte méthode . 

Précisons d 'abord la forme que doivent avoir les intégrales géné
rales des équat ions canoniques . Les équations ( 6 ) forment six 
équations du premier ordre définissant qt, q2, q3, p i , />2, Ps en 
fonction du t emps ; leurs intégrales générales sont donc données 
par des équations de la forme 

• g v = F v O , « î , « s , « 3 , &u b¡, 6 3 ) I ( v = i 2 3) 
¿>v = Gv(í, « i , ai, a3l bu * 2 , 6 3 ) S 

avec six constantes arbitraires a ( , a2, a3, bt, b¡¡, b3. 
Cela posé, l 'équation aux dérivées partielles ( J ) du premier 

ordre définit une certaine fonction V des variables q,, q2, qt, t, 
regardées comme indépendantes . O n sait qu 'on appelle, d'après 
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( J i ) 

( i l ) 

— - b — =b — 
da, ~ '' àat ~ !' da3 

dV 
Pl = -3—> 

dqi Pf-
dV 

dÇi' 

Lagrange, intégrale complète d'une équation aux dérivées par
tielles du premier ordre, une solution de cette équation conte
nant autant de constantes arbitraires qu'i l y a de variables i ndé 
pendantes ; dans le cas actuel, une intégrale complète devra donc 
contenir quatre constantes arbi traires . Mais, comme l 'équation ( J ) 
ne contient que les dérivées de V , il est évident que , si l 'on pos
sède une solution V de l 'équation, la fonction V - | - c o n s t . est une 
autre solution ; donc, pour avoir une intégrale complè te , il suffit 
de t rouver une solution 

( G ) V(gr , , qt, q¡, t, a u a2l a¡) 

avec trois constantes arbitraires a,, a2, a3, dont aucune n'est 
simplement ajoutée à la solution; la fonction V - f - c o n s t . est 
alors une intégrale complète . Celte dernière constante , qu'on 
peut toujours ajouter, ne joue aucun rôle dans le théorème de 
Jacobi , dont voici l 'énoncé : Si l'on a trouvé une intégrale com
plète telle que ( C ) , les équations finies du mouvement, c'est-à-
dire les intégrales générales des équations canoniques, sont 

à», 

dV 

àqi' 

b\, b2, b3 désignant des constantes arbitraires. 
Les trois équat ions ( J , ) de la première l igne, résolues par rap

port à q,, q2, q3, donnent qt, q2, q3 en fonction du temps et des 
six constantes a,, a2, a3, £>(, b2, b3 ; ces valeurs étant portées dans 
les équat ions ( J 2 ) , ces équat ions donnent ensui te p,, pt, p» en 
fonction du temps et des mêmes constantes : il faut mon t re r que 
les expressions ainsi obtenues sont les intégrales générales des ' 
équations canoniques 

/ f i \ _ dH dpv d H 
( 6 ) "A = 3 ^ ' -âT=-àf, <" = i ,» , 3). 

Les équations ( J | ) forment un système de trois équat ions simul
tanées entre q,, q2, q3 et t, définissant y , , q21 q3 en fonction de t; 
cherchons les dérivées de qt, q2, q3 par rappor t à t, d 'après le 
théorème des fonctions implicites, c 'est-à-dire en différendant les 
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équations ( J , ) et en y regardant q,, q2, q% comme fonctions de t; 

n o u s a v o n s a i n s i 

d ' V à* y dg\ à* Y dqt à'-y dq3 

d « i dt da, àq, dt da, dq3 dt àa,àq3 dt 

d*Y à* V dq, d'Y d</î à* Y dq3 

àas dt àa2 àq. dt "+" àa^ àqt ~dt^ àat àq3 dt 

d 2 V d'Y dq, d * V dq, d * V 
1 

dg3 

àa3 dt àa3dqi dt àa3 dqt ~dt^ àa3àq3 dt 

= o, 

( 7 ) \ j „ _ J / "+" J „ J „ , fi* " J r A n . . A n . rit + An. rt/i. ° ' 

De ces trois équations du premier degré, on peut tirer -¿¿-i 

~St^' ~ s t ' e^ ' " a u t v ^ r ' ^ e r 4 u e ' e s valeurs de ces dérivées satis

font aux équations ( 6 ) , c 'est-à-dire sont égales respectivement à 
ffl < ) H . , , . . . . . · , 
dp"' àp~' dp" comme, en general, un système d équations du 

premier degré n'a qu 'une solution, il suffit de vérifier que les 

équations ( 7 ) sont satisfaites quand on y remplace ^ > -jj£> -jjj 

d H d H d H r , i A • f 11 par ^ — 1 - ¡ — . Il suffit, par exemple, de v é r i f i e r que I o n a 

l ' identité 

d ' Y d'Y d H d'Y d H d ' V d H _ 
àa-i dt d a , dq, dp, da, àqt àpt àa, àq3 àp3 

après qu'on a remplacé q,, q2, q3 et pt, p2,p3 par leurs valeurs 
en fonction du temps et des six constantes arbitraires tirées des 
équations ( J , ) et ( J 2 ) ; mais nous allons vérifier que celte équation 
est une identité en g,, q2, q3, l, a,, a2, a3, dès qu 'on y remplace 
pt,p2,p3 par leurs valeurs ( 3 2 ) . En effet, si dans l 'équation ( J ) 
on a substi tué à la place de V l'intégrale complète ( C ) , le résul 
tat de la substi tution est ident iquement nul , quels que soient 
Çu Ç21 Ça, t, <*t-i « 2 , « s j les dérivées partielles de ce résultat , 
par rappor t à chacune des lettres qt, q2, q3, t, O j , a2, a3, seront 
donc aussi ident iquement nul les . Écrivons que la dérivée partielle 
de ce résultat ( J ) , par rappor t à a ( , est ident iquement nul le ; nous 
aurons 
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dt 
àV 

car le p remier membre de ( J ) dépend de a, par le terme -77 et par 
dV dV dV 

les quanti tés -ç--> j^ -» qui figurent dans H . Cette identi té (8') 

exprime précisément , comme nous voulions le démontrer , que 
l 'expression ( 8 ) est une identité quand on y remplace p,,pi, p% 

dH 

par leurs valeurs ( J 2 ) . On vérifierait de même que les valeurs -j^~> 

~ - , ^ S . , subst i tuées dans les deux aut res équations ( 5 ) à la place 

de -gf> - j f ' -çfè' , e s rendent ident iques . 

JNous venons de démontrer que les valeurs de q,, q2, q3, défi

nies par les équations ( J i ) , vérifient les équations — ^ïï.; ¡1 

resle à vérifier de même que les valeurs d e / > ( , p2, p3, définies par 
les équations ( J 2 ) , vérifient les équations 

dpv dH 
dt àqw 

Vérifions-le p o u r p t . On tire de ( J 2 ) 

dm _ à* Y à*Y dq^ d ' V dqt à*Y dq„ 
dt àqt dt dq\ dt àqt àq2 dt dqi dqa dt 

car ^ ~ dépend de t directement et par l ' intermédiaire de q,, q2, 

q3. Il s'agit de vérifier que cette expression de est identique 

à — ~- en verlu des équations ( J | ) e t ( J 2 ) . O r nous venons de 

démontrer que ^2l, ^jf^ sont ident iques à ^ 5 - , ^ 3 - ; por -n dt dt dt 1 dpi àpt àp3'
 r 

tons ces valeurs dans l 'expression ci-dessus de ^ ~ et égalons le 

résultat à — nous avons l 'équation 

d'-w v s u à*v < m à*y SH _ ÔH 
àqiàt àq\ àpt àqiàqi dpt àqtàq, àp3 dgr,' 

qui doit être une identi té en vertu des équations ( J t ) et ( J 2 ) ; nous 
allons voir, comme plus haut , qu'elle est ident iquement vérifiée 
dès qu'on y r e m p l a c e p t , p 2 , p3 par les valeurs ( J 2 ) . En effet, l ' in
tégrale complète V étant substi tuée dans le p remier membre de 
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àH àH à*X dU 

' dqlàt àqY d(W_\ àq\ à (—) ô 9 i à q î à I àX \ àqt dq3 

\àqj \àq%) \àq3J 

équation qui expr ime que (g ) est une identi té quand on y r e m -
. dV àX ÔV 

ï>\zcePl,p3,p3 p a r ^ - , ^ - , ^ - . 

Le théorème de Jacobi est ainsi démontré . L ' intégrat ion des 
équations du mouvement est donc ramenée à la recherche d 'une 
intégrale complète de l 'équation ( J ) . Réciproquement , si l 'on 
veut, par les méthodes classiques, intégrer l 'équation de Jacobi , on 
est conduit à in t ég re r d'abord les équations canoniques. On peu t 
donc dire que les deux problèmes d'Analyse : intégrer les équa
tions canoniques , ou trouver une intégrale complète de l ' équa
tion ( J ) , sont équivalents, en ce sens que la résolution de l 'un 
entraine celle de l 'autre. 

Remarque. — N o u s avons admis que le s y s t è m e des é q u a t i o n s du p r e -

, . , s dqt i 
ner d e g r é ( 7 ) en - ^ - > • 

dire q u e le d é t e r m i n a n t 

mier d e g r é ( 7 ) en n a q u ' u n s y s t è m e de s o l u t i o n s , c ' e s t - à -

A = 

à*X à*X d*X 
day dqt àat dqt dai àq3 

d*X d 2 V d'-X 
àasàqx dat dqt dai àq3 

àiX d J V à*X 
àa3àqi àa3dqt àa3 dq3 

àX àX 
est d i f férent d e zéro . Or , c'est là le d é t e r m i n a n t f o n c t i o n n e l de ——, - — , 

dq, àqt 

àX 
— c o n s i d é r é s c o m m e fonc t ions de at, at, a3. Si ce d é t e r m i n a n t é ta i t nu l , 

dq3 

on aura i t u n e re la t ion 

(10) <j>/ÌY_ El. _ o 
\dqi' àqt' dq,/ ~~ 

dX àX àX - . 
e n t r e - : — > - r — > - r — a v e c des coeff ic ients i n d é p e n d a n t s d e a t , a i , a 3 , c e s t -

àq, dqt àq3 

A . — I . 36 

l 'équation ( J ) de Jacobi , le résultat de la substi tut ion est ident i 
quement nul quels que soient q{, q%, q3, t, a ( , a2, a3. La dérivée 
du premier membre par r appor t à q, est donc ident iquement 
nulle : écrivant ce fait, on a 
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298 . Cas particulier où t n e figure pas explici tement dans les 
coefficients d e l 'équation d e Jacobi . — Ce cas se présente en 
Mécanique tpiand les expressions de x, y , zen fonction deq,, 
qa, q3 ne cont iennent pas explici tement le temps et quand il y a 
une fonction de forces U(x, y , z). Alors, comme nous l 'avons vu 
au n° 2 9 3 , on a 

(") H(p,,pt,p3, q u gr2, q3) = T — U , 

où T est une forme quadrat ique de p,, p3, p3. Dans ce cas, on 
peu t satisfaire à l 'équation de Jacobi par une fonction V de la 
forme 

( 1 2 ) V = — A « - t - W , 

h désignant une constante et W une fonction de q,, q2l q3 et non 
de t. 

En subst i tuant cette fonction V dans l 'équation ( J ) de Jacobi et 
remarquant que 

àV dV _ d W 

dt ' dqv àqv ' 

on a, pour déterminer W , l 'équation 

. „ / d W d W d\V \ ( J ) - h + H{-j-,^-,—,quqî,q3j=o. 

Il suffira de trouver une intégrale complète de cette équa-

à-d ire f o n c t i o n s d e q,, qt, qa e t t. L ' in tégra le V n e serai t a lors pas u n e i n 

tégra le c o m p l è t e de l 'équation d e J a c o b i , car e l l e vérif ierait non s e u l e m e n t 

l ' équat ion d e J a c o b i , m a i s e n c o r e la d e r n i è r e é q u a t i o n o b t e n u e (10) qui , 

dV 
n e c o n t e n a n t pas , e s t n é c e s s a i r e m e n t d i s t inc te de ce l l e de Jacobi . E t , 

c o m m e il e s t c o n n u , le c a r a c t è r e e s sent i e l d 'une i n t é g r a l e c o m p l è t e , c'est 

q u e , par l ' é l iminat ion des c o n s t a n t e s qu 'e l l e c o n t i e n t , o n r e t r o u v e l ' é q u a 

t i o n aun dér ivées part ie l l e s p r o p o s é e e t aucune autre. Le d é t e r m i n a n t A 

ne peut d o n c pas ê tre nu l (voir G O U R S A T , Équations aux dérivées par

tielles, p . 97 ) . 
On c o n c l u t auss i , d e ce q u e A n'est pas nul , q u e les s ix c o n s t a n t e s figu

r a n t dans les i n t é g r a l e s ( J , ) e t ( J s ) d e s é q u a t i o n s c a n o n i q u e s s o n t r é e l l e 

m e n t d i s t i n c t e s , c ' e s t -à -d ire qu'on p e u t d é t e r m i n e r a i , at, a s d e te l le façon 

q u e , p o u r t = t0, q\, qt, q* p r e n n e n t des v a l e u r s arbi tra ires d o n n é e s , e t 

e n s u i t e bi, 6 j , b3 de t e l l e façon q u e , p o u r t = io, Pi, / > 2 , P3 p r e n n e n t é g a 

l e m e n t des v a l e u r s d o n n é e s . 
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dW dW 
da ~ à? ~ P i t<¡, 

Pi = 
d W 

P* = 
d W 

/>3 = 
dW 
dq3 ' 
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(J'i) 

(J'i) 

Les deux premières équations (J ' ( ) ne contenant pas le temps 
définissent la trajectoire du mobile dans le système de coo rdon
nées q{, q2, q3- La troisième donne le temps t que met le mobile 
à arriver en un point de cette trajectoire. 

La constante h est alors la constante des forces vives; en effet, 

l 'équation ( J ' ) devient, en vertu des valeurs ( J 2 ) de ^—, 3— > 

àq3 ' 

H(PuP¡,P3, 9u 9n 9i)~ h = o; 

c'est l ' intégrale des forces vives (n° 295) . 

299 . P ropr ié té géométrique des t rajectoires . — On a dans ce 
cas la propriété géométr ique suivante : Si l'on donne aux con
stantes a, fi, h des valeurs arbitraires fixes et si l'on fait va
rier a', ¡3', les trajectoires déterminées par les deux premières 
équations (J', ) sont normales aux surfaces ayant pour équa
tion W = const . 

Ce théorème est aisé à démontrer si l 'on emploie les coordon
nées cartésiennes, comme nous le montrons dans le numéro sui 
vant, à titre d 'exercice. Nous le démontrerons dans un système 
quelconque de coordonnées, pour avoir un mode de démonstrat ion 
susceptible de s 'étendre au "mouvement das^ systèmes. 

Remarquons que la condition nécessaire et suffisante pour que 

tion ( J ' ) , q2, q3, a, ¡3, h), contenant , outre h, deux 
constantes a, ¡3 don t aucune n 'est addit ive. Alors , on aura, en 

prenant » 
V = — / t f - r - W ( i i , y 2 , <?3, a, p\ A) , 

une intégrale complète de l 'équation de Jacobi avec les trois con 
stantes a, ¡3, h, qui jouen t Je rôle de a,, a2, a3. 

Les intégrales ( J , ) et ( J 2 ) des équations du mouvement sont 
alors, en appelant a', ¡3' et — t0 d 'autres constantes qui j oue ron t 
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deux déplacements infiniment petits dx, dy, dz et 8a;, Sy, 
soient rectangulaires est 

dx Sx -+- dy 8y -+· dz Sz = o . 

Si nous supposons en particulier que dx, dy, dz soit le dépla
cement réel du point mobile sur sa trajectoire pendant le temps dt, 
et Sar, hy, Bz un déplacement orthogonal quelconque, nous pour 
rons écrire la condition ci-dessus en la divisant par dt, et appe
lant x', y', z' les dérivées de x, y, z par rappor t à t, 

( i 3 ) x' Sx + y' Sy -h z' Sz = o . 

Pour passer des coordonnées cartésiennes aux nouvelles coor
données q,, q2, q 3 , nous avons posé 

x = <f(.9i, 9ii 9a), y = <K?i, qi, q3), z = w(qu q2, q3), 

d'où 

X'- JS-„> _u d t ? „ ' _ L - df „' 

puis de même 

-
en appelant 8 ^ 1 , Bq2, Bq3 les variations infiniment peti tes des coor
données q\, q2, q% correspondant au déplacement Bx, By, Bz. Si 
l'on se rappelle que la demi-force vive est 

* - I [ ( £ « + £ * * ê ' 0 , + - H -
la condit ion d 'orlhogonali lé ( i 3 ) s'écrit, comme on le vérifie sans 

peine , 

ou encore, d 'après les notations que nous employons, 

0 4 ) Pi 89i -+-Pt j + p3 Sq3 = o. 

Revenons main tenant au théorème à établir : nous voulons 
mon t r e r que la trajectoire du point , définie comme nous l'avons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XVI. — ÉQUATIONS CANONIQUES· 565 

d i t d a n s l ' é n o n c é , e s t n o r m a l e à c e l l e d e s s u r f a c e s 

(15) W ( g i , g-,, qs, <*> P, h) = c o n s t . , 

q u i p a s s e par la p o s i t i o n c o n s i d é r é e d u m o b i l e . Pour c e l a , i l s u f f i t 

d e m o n t r e r q u e l a v i t e s s e x', y , z' d u m o b i l e e s t p e r p e n d i c u l a i r e 

à t o u t d é p l a c e m e n t 8^ , , %q2, S<?3 e f f e c t u é s u r la s u r f a c e ( i 5) , c ' e s t -

à - d i r e v é r i f i a n t l a c o n d i t i o n 

W j d W „ d W . 
(16) - 5 — S q i + - j— àqi-i- -—8gr3 = o . 

àqi 2 àqt

 2 àq3 * 

E n d ' a u t r e s t e r m e s , i l s u f f i t d e f a i r e v o i r q u e c e t t e c o n d i 

t i o n ( i 6 ) e n t r a î n e n é c e s s a i r e m e n t la c o n d i t i o n d ' o r t b o g o n a l i l é ( i 4 ) -

O r c e c i e s t é v i d e n t , d ' a p r è s l e t h é o r è m e d e J a c o b i , c a r l e s v a l e u r s 

d e p{, p2, p3, t e l l e s q u ' e l l e s r é s u l t e n t d e c e t h é o r è m e , s o n t ( é q u a 

t i o n s J' 2 d u n u m é r o p r é c é d e n t ) 

dW d W d W 
Pi= -, > / > 2 = - j ) / > 3 = 3 ' 

àqt àqt

 r àq3 

La c o n d i t i o n ( 1 6 ) e n t r a î n e d o n c ( i 4 ) ; e t l a v i L e s s e d u m o 

b i l e , é t a n t n o r m a l e à t o u t d é p l a c e m e n t e f f e c t u é s u r l a s u r f a c e 

W = c o n s t . , e s t n o r m a l e à c e t t e s u r f a c e . 

3 0 0 . C o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s d a n s l ' e s p a c e . — S u p p o s o n s , p o u r 

trai ter un e x e m p l e s i m p l e , que q,, qi, q3 d é s i g n e n t l e s c o o r d o n n é e s c a r t é 

s iennes e l l e s - m ê m e s , 

x = qt> y = ? » >
 z = 9 a , 

*'=q'i, y'=q'î, z'=q'3, 

e t , pour abréger , p r e n o n s la masse du p o i n t matér i e l pour u n i t é . A lors 

T = | 0 ' * - r - / s - r - . î ' î ) , 

et , si l 'on s u p p o s e qu'i l e x i s t e une fonc t ion de forces U(a?, y, z), la f o n c 

t ion d 'Hami l ton e s t 

H = T — U . 

Il faut e x p r i m e r c e t t e fonc t ion à l 'aide des var iab les x, y, z e t d e s v a 

riables aux i l ia ires pi, pt, p3 définies par les é q u a t i o n s 

dT dT dT 

t»=àF = *' ^ = ô y = ^ ' ** = dï = Z < 
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e n sor te q u e la fonct ion à" Il a m il ton s'écrit 

H = i(Pl-*-p\-+-PÎ) — ~U(x, y, M); 

l e s é q u a t i o n s c a n o n i q u e s s o n t , par s u i t e , 

dx dy 

dt ~ P u ~dt 

dp, dU dpt 

dt dx' dt 

l ' é l i m i n a t i o n d e s v a r i a b l e s p e n t r e c e s s ix é q u a t i o n s fourn i t é v i d e m m e n t 

l e s é q u a t i o n s ord ina ires du m o u v e m e n t . 

V o y o n s c e q u e d o n n e , d a n s ce c a s , la m é t h o d e de J a c o b i . C e t t e m é t h o d e 
c o n s i s t e à c h e r c h e r p o u r l 'équat ion dif férent ie l le 

dz 
Pt, dt = P3\ 
dû dp3 

àV 

dy' dt ~ àz 

dV 
dt 

u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e , c 'est-à-dire c o n t e n a n t trois c o n s t a n t e s arbi tra ires 
n o n a d d i t i v e s . Le t e m p s n 'entrant pas e x p l i c i t e m e n t dans c e t t e é q u a t i o n , 
n o u s p o s e r o n s 

V = — ht-hW(x, y,z), 

h é t a n t u n e c o n s t a n t e ; il suffira a lors que W sat i s fasse à la re la t ion 

K(S) ,*(£HS) ,]-'+ 4-
Si l 'on a t r o u v é , d e c e t t e é q u a t i o n à trois var iab les , u n e i n t é g r a l e c o m 

p l è t e 

W ( a ? , y , z, a, p, h) 

c o n t e n a n t d e u x n o u v e l l e s c o n s t a n t e s arbi tra ires a, (3, d o n t a u c u n e n'est 

a d d i t i v e , l e t h é o r è m e de J a c o b i n o u s m o n t r e q u e l e s é q u a t i o n s finies du 

m o u v e m e n t s e r o n t 

àW àW ' dW 

Les d e u x p r e m i è r e s é q u a t i o n s r e p r é s e n t e n t la t ra jec to ire , e t la dern ière 
d o n n e l e t e m p s q u e m e t l e m o b i l e à arr iver e n u n p o i n t d e sa t ra jec to ire . 

O n a d e p l u s , pour p,, pi, p¡, l e s v a l e u r s 

àV dV dV 

P*=d¿'
 P i = d J ' P*=àz~' 
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III. — MOUVEMENT PLAN. MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 

3 0 1 . Généralités. — Il est évident que tout ce qui précède 

s 'applique au mouvement dans un plan ou plus généralement sur 

une surface, à condition d 'employer deux coordonnées qt et q2, 
au lieu de trois. La fonction 

H = K — \J=Pi q'1-hp2q'î-T-V 

dépend alors d e p , , p 2 , q,, q2 et t, et l 'équation de Jacobi est 

, n àV / dV ÔV \ 

( J ) - d T - ^ W 5 ^ ' ? " ? » · * ; = °· 

Si l'on en connaît une intégrale complète avec deux con

stantes arbitraires a,, a 2 , dont aucune n 'est s implement ajoutée, 

et , c o m m e pu pi, pi s o n t ici é g a u x à x\ y', z' e t V à — ht -+- W ( a r , y . z), 

on a 
, d W , d W , d W 

da; ^ ày dz 

formules qui d o n n e n t l e s p r o j e c t i o n s de la v i t e s s e du m o b i l e e x p r i m é e s en 

fonct ion de ses c o o r d o n n é e s , par les dér ivées part ie l l es d'une fonc t ion W . 

Cette f o n c t i o n vérif iant l ' équat ion (J") , on a 

\ (x1* -+- y'* + J Î , « ) = U + A , 

ce qui n'est autre c h o s e q u e l ' intégrale des forces v i v e s ; h d é s i g n e d o n c , 

c o m m e n o u s l 'avons déjà v u , la c o n s t a n t e des forces v i v e s . 

N o u s p o u v o n s , e n o u t r e , vérif ier fac i l ement la propr ié té g é o m é t r i q u e d e s 

trajectoires . D o n n o n s à a, p , h des va leurs arbi tra ires d é t e r m i n é e s ; l e s 

express ions c i - d e s s u s de x, y', z' par les dér ivées par t i e l l e s de W m o n t r e n t 

qu'en c h a q u e p o i n t (x, y , z) la v i t e s se du m o b i l e e s t n o r m a l e à ce l l e d e s 

surfaces W = c o n s t . qui passe par ce p o i n t . Or , la v i t e s s e e s t t a n g e n t e à 

ce l le des c o u r b e s t ra jec to i res 

d W , d W a , 

que l 'on o b t i e n t en d é t e r m i n a n t a! e t f3' de t e l l e façon qu'el le passe par la 

pos i t i on c o n s i d é r é e du m o b i l e . D o n c , t o u t e s les t ra jec to ires o b t e n u e s en 

faisant varier a', jî' s o n t n o r m a l e s a u x surfaces W = c o n s t . C'est là la p r o 

priété g é o m é t r i q u e des t ra jec to ires que n o u s a v o n s d é m o n t r é e d a n s le n u 

m é r o p r é c é d e n t , a v e c le s y s t è m e de c o o r d o n n é e s g é n é r a l e s q,, qt, q3. 
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V ( y ( , q2, o-\i a%), on a, pour les équations finies du mouve
ment , 

— = b — = b 
dcti *' du, 2' 

d V d V 

d g , ^ dgrj 

Si le système de coordonnées ^ i , ^ a une définition indépen
dante du temps, et si U ne contient pas expl ic i tement le temps, 
la lettre t ne figure pas dans les coefficients de l 'équation ( J ) ; on 
peut faire alors 

V = — A r - H W ( g i , ç-j, a, h), 

~W(q,, q2, a, h) étant une intégrale complète de l 'équation 

(J) - * + H ( d £ " ' 3 ^ ' = ° » 

avec une constante a non addit ive. Les équations du mouvement 

sont alors 

— - a , _ * + _ _ _ _ , „ , 

où la première est l 'équation de la trajectoire; on a de plus 

dW d W 
Pl = -: > />s = 

J g i dgr, 

Z,es trajectoires obtenues en faisant varier a! sont normales 
aux courbes W = const . 

Un raisonnement ident ique à celui que nous avons développé 
pour le mouvement d'un point libre servira à établir ce théorème. 

La condit ion d 'orlhogonali té de la vitesse x'', y'', z' et d'un d é 
placement Sx, By, §z est 

(a) x' 8x-hy' 8y -+- z' 8z = o. 

Actuellement, sur la surface, 

a ? = ? ( ? i » ? « ) . y = ty(.Çi,qt), z = v s ( q u q t ) , 
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T = I ( , ^ y ^ ^ ) = i [ ( | - ? ' 1 + ^ ^ + . . . + . . . ] . 

La condition ( a ) peut alors s'écrire 

àT « àT . 

OU 

(a') pi Sqt -+-p3 &qt = o. 

Pour établir que les trajectoires = a' sont orthogonales aux 

courbes 

(b) W ( 9 4 , q î t a, h) = c o n s t . , 

il suffît de mont re r que la vitesse du mobile est orthogonale au dé
placement oq,, oq2, effectué sur cette courbe, c'est-à-dire vérifiant 
la relation 

( c ) - T — < > q i - h j — ù q t = o . 
àqi 2 àqt 

Or , d 'après le théorème de Jacobi , et ~ - sont égaux à p, 

et p2 : la condit ion (c ) entraîne donc bien la condition d 'o r tho-

gonalité (a'). 

302 . M o u v e m e n t p a r a b o l i q u e d'un p o i n t p e s a n t d a n s l e v i d e . — P r e 

nons , c o m m e au n* 217 , u n a x e hor izonta l Ox dans le plan de la t ra jec to ire 

et u n a x e v e r t i c a l Oy d ir igé vers l e h a u t , e t e m p l o y o n s les c o o r d o n n é e s 

car té s i ennes x e t y . N o u s avons , e n s u p p o s a n t m = i , U = — gy, e t l 'équa

t ion d é t e r m i n a n t la f o n c t i o n W s'écrit 

, i r / t f W V / d W \ n 

Gomme x ne l igure pas dans l e s coef f ic ients , il e x i s t e u n e s o l u t i o n d e la 

forme 

W = ax -+- <f(y); 

en effet, la s u b s t i t u t i o n de c e t t e e x p r e s s i o n de W d a n s l 'équat ion d o n n e 

— A • + · \ K - H < p ' * ( r ) ] • + - g y = o , 

D'ailleurs 
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( i ) 

W 

L'équat ion de la t ra jec to ire e s t a lors 

d W 

da 
= a , 

= aa?-t- j " ^ 2 h — a 2 — ig y dy. 

es t a lors 

- , Ç -

J v/2H — ai — *gy 

et l e t e m p s t e s t d o n n é par 

= — < 0 

igy 

O n vérifie i m m é d i a t e m e n t q u e la t ra jec to i re (1) e s t b i e n u n e p a r a b o l e 

d'axe ver t i ca l , car , en ef fectuant la q u a d r a t u r e , ou t r o u v e l ' express ion 

x 4 - — <Jih — a 2 — 2 g y = a', 
S 

qui fourn i t p o u r y un t r i n ô m e du s e c o n d d e g r é en x. Q u a n t à l ' équat ion 

qui d o n n e t, on p e u t l 'écrire en é l i m i n a n t l e s i g n e en tre (1) e t ( 2 ) 

t — ta — 

é q u a t i o n qui e x p r i m e q u e lu p r o j e c t i o n h o r i z o n t a l e du m o b i l e e s t an imée 

dV DV 

d'un m o u v e m e n t u n i f o r m e . D ' a i l l e u r s , l e s é q u a t i o n s pt = -,—, p,= — 
DQT 

s o n t ici x'= a, y = dih — a 2 — %gy-

L e s trajec to ires o b t e n u e s en fa i sant v a r i e r a' s o n t des parabo le s d é d u i t e s 

Fig. 174. 

t o u t e s d e l 'une d'el les par u n e trans la t ion para l l è l e à Ox; c e s p a r a b o l e s 

2 h — se2 

s o n t t o u t e s t a n g e n t e s à la dro i t e d ' o r d o n n é e — — — > l i eu d e l eurs s o i n -

d 'où , e n r é s o l v a n t par rappor t à Y ' ( Y ) e t i n t é g r a n t par r a p p o r t à y p o u r 

a v o i r F ( Y ) , la s o l u t i o n 
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m e t s . Les c o u r b e s W = c o n s t . s o n t l e s parabo le s s e m i - c u b i q u e s (fig. 174) 

1 
ax — — (ih — a' — igy)* = c o n s t . , 

dédu i te s t o u t e s de l 'une d'entre e l l es par u n e trans la t ion paral lè le à Ox; 

ces paraboles s e m i - c u b i q u e s s o n t t o u t e s normale s à la dro i t e A B d ' o r -
2 h o* 

d o n n é e , l i eu de l eur p o i n t de r e b r o u s s e m e n t ; e l l es s o n t orlhogo-

%g 
nales a u x p a r a b o l e s p r é c é d e n t e s d'après l e t h é o r è m e du n" 3 0 1 . 

303 . F o r c e c e n t r a l e f o n c t i o n d e l a d i s t a n c e . — Le c e n t r e des forces 

é tan t pris p o u r o r i g i n e e t la f o n c t i o n de forces é t a n t ^ " ( r ) , n o u s avons v u 

(n° 2 9 6 ) q u e l'on a, dans un s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s po la ires r e t 9, 

H = i ( / > ï + ^ ) - W ( r ) . 

A p p l i q u o n s la m é t h o d e d e J a c o b i ; l ' équat ion e n W d o n t il s'agit d e 
t rouver une i n t é g r a l e c o m p l è t e e s t 

-^[(S^MS)"]-™-* 
C o m m e 6 n 'entre pas e x p l i c i t e m e n t dans c e t t e é q u a t i o n , n o u s c h e r c h e 

rons une i n t é g r a l e de la forme 

W = a8 -+- R, 

R n e d é p e n d a n t que d e r . I l faut a lors q u e c e t t e f o n c t i o n R sat i s fasse à 
l ' équat ion di f férent ie l le ord ina ire 

d'où l 'on t ire 

u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e d e l ' équat ion e n W de Jacobi e s t d o n c 

W = <x8-h y * dr\J a ( V + A) — ^ 
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5 7 2 TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 

e t l'on a p o u r les é q u a t i o n s du m o u v e m e n t s o u s forme finie 

t — h; 

la p r e m i è r e é q u a t i o n es t ce l l e de la t ra jec to ire , la s e c o n d e d o n n e le t e m p s 

q u e m e t le m o b i l e p o u r arr iver en u n p o i n t d o n n é d e c e t t e c o u r b e . 

Si l 'on v o u l a i t l e s paramètres aux i l ia ires pt, pt, on aurai t 

o W , r~~ 7~ ? d W 

C e t t e dern ière é q u a t i o n m o n t r e que la c o n s t a n t e a n'est a u t r e q u e la c o n 

s tante des a ires , car p, e s t égal à /·*()'. 

Le t h é o r è m e des forces v ives n o u s a p p r e n d q u e H d o i t r e s t er c o n s t a n t 

p e n d a n t le m o u v e m e n t . N o u s p o u v o n s vérif ier c e t t e p r o p o s i t i o n e n n o u s 

s e r v a n t des f o r m u l e s q u e n o u s v e n o n s d 'obten ir . Si n o u s r e m p l a ç o n s , en 

effet, dans l ' express ion d e H, 

les v a r i a b l e s p , , p, p a r l e u r s v a l e u r s , il n o u s v i e n t 

H = { [ ^ + A > - S + S ] - v = h ' 

ce qu i vérifie que la c o n s t a n t e h e s t la c o n s t a n t e des forces v i v e s , c o m m e 
n o u s l 'avons d é m o n t r é . 

Les t ra jec to i res o b t e n u e s e n fa i sant var ier a', ce qui r e v i e n t à faire t o u r 
ner l 'une d'el les a u t o u r d u p ô l e , s o n t o r t h o g o n a l e s a u x c o u r b e s W = c o n s t . , 
qui se d é d u i s e n t é g a l e m e n t d e l 'une d 'entre e l l e s par u n e r o t a t i o n a u t o u r 
d u p ô l e . 

d W 
da 

d W 

àh 

dr 

dr 

d(W-hh)- — 
75 

304 . F o r m e d e s é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t d ' u n e p l a n è t e d o n n é e p a r 

J a c o b i . — P r e n o n s p o u r o r i g i n e le S o l e i l , p o u r p l a n des xy l e p lan d e la 

t ra jec to i re , e t a p p e l o n s r la d i s t a n c e MO d e la p l a n è t e au So l e i l . T o u t e la 

q u e s t i o n r e v i e n t à t r o u v e r u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e d e l ' équat ion 

< l> ( t e ) + U 7 J = ^ + 2 * ' 
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car, la force a t t rac t ive é tan t — — > la fonc t ion des forces est — · E n s u i -
' r ! F 

vant la m é t h o d e de l ' exemple p r é c é d e n t , on trouvera i t une i n t é g r a l e c o m 

plète qui d o n n e r a i t l es é q u a t i o n s du m o u v e m e n t de la p l a n è t e sous la 

forme c la s s ique . 

Jacobi t r o u v e une autre in tégra l e c o m p l è t e c o m m e il su i t (fig- 1 7 5 ) · 

Soient A un p o i n t q u e l c o n q u e pris sur l 'axe des X e t O A = r 0 . D é s i g n o n s 

par p la d i s tance MA, de sorte q u e 

P = \/(X — R<> R = \ZX*-+-YI, 
et posons 

A = R-\-P, A'=R—p. 

N o u s a l lons vérif ier q u e la fonct ion 

J* V S-HR„ 2 

es t une in tégra l e c o m p l è t e de l ' équat ion (1) avec une c o n s t a n t e arbi tra ire /'o, 

o u t r e c e l l e q u ' o n p e u t a jouter . E n effet, pu i sque <j e t s' d é p e n d e n t de x e t 

y par l ' in termédia ire d e r e t p, on a 

d W 

ÀX 

d W 

DY 

]X \R p / V ff r » 2 \ r P / y CT -i- 2 

\ /· p / V » -+- 2 \ r p / V <J -t- r 0 a 

d'où l'on t ire e n é l e v a n t au carré , a joutant e t remarquant q u e l e s t e r m e s 

qui c o n t i e n n e n t l e produ i t des d e u x rac ines carrées d i spara i s sent , 

/ d W \ ! _ / d W y = f | IXJX — r 0 ) + ar»1 / u. | i A 

L r P J + ' · · 2 / D a n s c e t t e e x p r e s s i o n , le coeff icient de h s e r é d u i t à 2; p o u r ca l cu ler 
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ce lu i de p., on remarque qu'on a i d e n t i q u e m e n t 

i x ( x — 7 - 0 ) - + - 2 j k 2 _ t r ? — / • * — p 2 - + - r l _ ( < * ' - ! - r „ ) ( < j ' — r 0 ) 
2 7p ~~ T p Tp~ ' 

2 x ( x — r0)-k--ly* a r p + r ' + p ' — ( T -+- r „ ) ( T — r 0 ) 
2 H = = > 

r p r p r p 

e t 1 on t r o u v e q u e les t e r m e s en p; se rédu i sen t a -p- • 

Il es t d o n c vérifié que la fonc t ion W es t une i n t é g r a l e de l ' équat ion de 

J a c o b i ( i ) a v e c u n e c o n s t a n t e r a . Les é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t sous forme 

finie s o n t a lors 

( 3 ) d ^ r = * ' * — * · = -rf*r-

La p r e m i è r e é q u a t i o n r e p r é s e n t e la tra jec to ire . En l 'écr ivant sous forme 

d é v e l o p p é e , o n t r o u v e , pu i sque a e t a' d é p e n d e n t de r„ e t q u e 

às do x — r 0 oV dp x — r q 

d / ' u d r 0 p ' dr0

 — dr0 ~ p ' 

£ ^ . / _ J Î _ 7 Ï Â - ^ ï l / - T - £ - + i A 
p y (7 -t- 7 - 0 2 p y (T -f- r 0 2 

= k. 

La q u a n t i t é s o u s le s igne / é tan t la d é r i v é e de — 1 / — 1- - h, on a, 

a p r è s réduc t ion , p o u r l ' équat ion de la t ra jec to i re , 

R a m e n o n s c e t t e é q u a t i o n à n e p lus c o n t e n i r que les d i s t a n c e s du m o b i l e 

a u x d e u x p o i n t s fixes O e t A . E n p a r t a n t des i d e n t i t é s 

r » ; · » p 2 

rt— 0 î = 2 a r r 0 — r L x — / · „ = - -

_ x ~ r » _ 2 7-pp — 7 - 2 - l - > - 2 - H p 2 _ (g -H / ·„ ) (— j'-f- r 0 ) 

p 2 p / - „ ~~ -ipra 

l ^ _ X — r ° — ' * r ° P ~*~ r ' ~ r " — P' = ( g — /'o) (g'-t- ^o) 
p — 2 p / - 0 2 p r „ 
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CHAPITRE X V I . 

OD écri t l ' équat ion 

ÉQUATIONS CANONIQUES. 

( 4 ' ) 
y <j -\- r0 2 

P 
-+- - h = A"', 

r0 2 

A:' dés ignant une n o u v e l l e c o n s t a n t e . C'est d o n c là l ' équat ion de la t r a 

j e c t o i r e dans le s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s b ipo la ires d o n t O e t A s o n t 

les p ô l e s . 

Cet te forme de l ' équat ion m o n t r e i m m é d i a t e m e n t que la trajec to ire p a s s e 

par le p o i n t A, car , e n c h a s s a n t le d é n o m i n a t e u r p et fa i sant p = o , r = r0, 

puis <J = <r'=?= r0, l ' équat ion e s t é v i d e m m e n t sat i s fa i te . 

D'après ce qu'on a vu sur le m o u v e m e n t des p l a n è t e s , c e t t e é q u a t i o n r e 

présente une c o n i q u e d o n t le g e n r e d é p e n d u n i q u e m e n t d u s i g n e d e la 

c o n s t a n t e des forces v i v e s h (n° 2 2 7 ) . 

P o u r ca lcu ler l e t e m p s q u e met. la p l a n è t e à arr iver e n u n p o i n t de son 

orb i te , il suffit d'écrire la d e u x i è m e des é q u a t i o n s ( 3 ) , qui d o n n e , d'après 

la valeur de W , 

quadrature fac i le à effectuer. C e l t e f o r m u l e d o n n e le t e m p s e x p r i m é à 

l 'aide des d e u x rayons v e c t e u r s r e t p, c o m p t é à par t i r de l ' ins tant o ù la 

p lanète passe au po int A, car , e n ce po int , p é tan t nul , <s e s t é g a l à <r' 

e t * — t„ à z éro . 

D a n s le cas d'une orb i t e p a r a b o l i q u e , h es t nul ( n ° 2 2 7 ) ; o n o b t i e n t a lors 

u n e formule d u e à E u l e r e t a t t r i b u é e s o u v e n t , mais à tor t , à L a m b e r t . D a n s 

ce cas , 

t - t a = f («+r„)*rf* = — ^ [ ( * - H / · < , ) * - ( a ' + r 0 ) * ] , 

f o r m u l e d o n n a n t l e t e m p s t — t0, que m e t le m o b i l e à a l l er d u p o i n t A e n 

un p o i n t M, e x p r i m é e n f o n c t i o n des rayons v e c t e u r s r0 e t r des p o i n t s A 

e t M et de la c o r d e AM = p. 

Il faut r e m a r q u e r q u e , dans c e t t e f o r m u l e , le d e u x i è m e radical doi t 

c o n s e r v e r le s i g n e — t a n t qu'i l n e s 'annule pas , c 'es t -à-d ire tant q u e 

l 'angle A O M res te infér ieur à 1 8 0 ° ; car dans le t r iang le A O M le c ô t é p n e 

p e u t deven ir égal à la s o m m e d e s d e u x autres que si l 'angle A O M e s t d e 
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L'équat ion d e Jacob i , d a n s l a q u e l l e on fait V = — ht-\- W , e s t d o n c 

o u e n c o r e 

5 - ( — - 5 f t A , = — - — — 2 h Ai. 
B , \ d q t / B 2 \ d q i ) 

O n t r o u v e f a c i l e m e n t u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e W f o r m é e d'une fonc t ion 
de qi s eu l , p l u s u n e fonc t ion d e qt s eu l . Cet te i n t é g r a l e e s t , a d é s i g n a n t 
u n e c o n s t a n t e , 

W = / ' v

/ 2 B 1 ( A A I - h o c ) r f g 1 - H f 4/2" B 2 ( A A 2 - t - a ) dqt. 

L e s l i g n e s g é o d é s i q u e s o n t alors p o u r é q u a t i o n —J- = a', e t le t e m p s t 

1 8 0 0 . A p r è s , i l faudra c h a n g e r l e s i g n e du d e u x i è m e radical . C e t t e formule 
j o u e u n r ô l e i m p o r t a n t dans la m é t h o d e d 'Olbers , p o u r la d é t e r m i n a t i o n 
des o r b i t e s c o m é t a i r e s ( v o y e z Mécanique céleste, d e T i s s e r a n d , t . I, 
p . 1 1 4 ) - Dans l e cas o ù h sera i t différent d e z é r o , la f o r m u l e ( 5 ) fournira i t , 
u n e fois la quadrature effectuée, u n e f o r m u l e qui g é n é r a l i s e la formule 
d'Euler p o u r les o r b i t e s e l l ip t iques o u h y p e r b o l i q u e s , e t qui a é té d o n n é e 
p o u r la p r e m i è r e fo is par Gauss (voir JACOBI, Vorlesungen über Dynamik, 
2 5 e L e ç o n ) . 

3 0 5 . L i g n e s g é o d é s i q u e s d e s s u r f a c e s d e L i o u v i l l e . — A p p l i c a t i o n à 

l ' e l l i p s o ï d e . — Liouv i l l e a r e m a r q u é qu'on p e u t , par des q u a d r a t u r e s , 

t rouver l e s l i g n e s g é o d é s i q u e s d e s sur faces p o u r l e s q u e l l e s le carré d e 

l ' é l é m e n t l inéa ire p e u t se m e t t r e , par un c h o i x c o n v e n a b l e d e s paramètres 

g l e t q i , s ous la forme 

d * * = ( A i — A 2 ) ( B , ^ ? Î — B j o " ? ! ) , 

A i e t B i é tant fonc t ions de q, s eu l , A 2 e t B 2 de g 2 s eu l . P o u r o b t e n i r l e s 

l i g n e s g é o d é s i q u e s , il suffit de c h e r c h e r la t ra jec to ire d'un p o i n t matér i e l 

d e m a s s e 1 qui g l i s se sur la surface e t qui n'est so l l i c i t é par a u c u n e force 

d o n n é e : U = o . A lors 

T = i ( A 1 - A 2 ) ( B l 5 r ' 1

2 - B 2 y ' 2

2 ) , 

/ > i = ( A , — A 2 ) B i 7 ' , , p t = — ( A j — A j ) B 2 g p ' 2 , 
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. A . . dW 
es t donne par t — t0 — —rr- '· 

oh 

(!) fJ*L=dql+ f-=JE=dqt=a!, 

! ( A A j + a ) 

La v i t e s se du m o b i l e é tan t c o n s t a n t e , d'après l e t h é o r è m e d e s forces v i v e s , 

on a 

ds — dih dt, s — s 0 = <Jih(t—ta); 

la d e u x i è m e re la t ion d o n n e d o n c l'arc de g é o d é s i q u e . 

A p p l i q u o n s c e t t e m é t h o d e à l ' e l l ipso ïde . S o i t 

( 2 ) t - - = r - - i 1 = 0 
v ' a b c 

l 'équat ion d'un e l l ipso ïde à t ro i s a x e s i n é g a u x . C o n s i d é r o n s les surfaces 

h o m o f o c a l e s 

a- s Y1 z3 

r- -+ - — = r H r — 1 = 0 . 
a — À o — À G — A 

P a r c h a q u e p o i n t de l 'espace p a s s e n t tro is d e ces surfaces c o r r e s p o n d a n t 

à trois va leurs qi, g 2 , q3 de X (n° 2 8 6 ) . E n part icu l ier , par un p o i n t M pris 

sur l ' e l l ipso ïde ( 2 ) passe d'abord l 'e l l ipsoïde l u i - m ê m e , c o r r e s p o n d a n t 

à X = o , ( g r j = o ) , pu i s d e u x autres surfaces h o m o f o c a l e s c o r r e s p o n d a n t 

a u x va leurs 9 1 e t grs d e X. N o u s p r e n d r o n s ce s d e u x p a r a m è t r e s qt e t q t 

pour c o o r d o n n é e s du p o i n t M de la surface . D'après l e t h é o r è m e d e D u p i n , 

les l i g n e s qt = c o n s t . , g 5 = c o n s t . s o n t l e s l i g n e s de c o u r b u r e de l ' e l l ipso ïde . 

N o u s avons c a l c u l é l e ds* en c o o r d o n n é e s e l l ip t iques dans l 'espace s o u s la 

forme ( n ° 2 8 6 ) 

dst = l ( M i dq\ - + - M 2 dq\-t- M 3 dq\). 

C o m m e a c t u e l l e m e n t q3 e s t nu l , o n aura dq3= o , e t , en r e m p l a ç a n t M | 

e t Ma p a r l e u r s v a l e u r s , dans l e s q u e l l e s q% = o , 

dsi = îlHll\ g i d<] 1 q%dq\ "1 _ 
4 Ua — qi)(b — qi)(c—qt) (a — qz){b — qt)(c — g s ) J ' 

Ce ds* e s t b i e n de la f o r m e de Liouvi l l e dans l a q u e l l e o n ferait 
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I V . — M O U V E M E N T D A N S L ' E S P A C E . 

306 . M o u v e m e n t d ' u n e p l a n è t e e n c o o r d o n n é e s p o l a i r e s , d ' a p r è s 

J a c o b i ( 24 e L e ç o n d e s Vorlesungen). — P r e n o n s p o u r p lan des xy l e p lan 

de l 'éc l ipt ique , p o u r a x e d e s x la d r o i t e j o i g n a n t l e S o l e i l au p o i n t verna l , 

e t déf inissons la p o s i t i o n d e la p l a n è t e par ses c o o r d o n n é e s p o l a i r e s r , tp, <J/, 

F ig . 1 7 6 . 

*4 

où 41 e s t 'a l o n g i t u d e d e la p l a n è t e e t (p sa l a t i tude (fig. 1 7 6 ) . Les axes 

s o n t o r i e n t é s c o m m e e n A s t r o n o m i e . L e s var iab le s r , <f, 4* j o u e n t l e s rô l e s 

de qi, q*, q%-

O n a p o u r la f o n c t i o n des forces U = y> la masse de la p l a n è t e é tan t 

pr ise pour u n i t é . D 'après l ' express ion d e ds* en c o o r d o n n é e s po la ires , on a 

i m m é d i a t e m e n t 

T = | ( / - ' 2 - H r î t p ' s - H r î c o s ï t p i j / ' î ) . 

P u i s 
o T dT . , dT 

P l = d 7 = r ' - P ' = v ? ' P 3 = W = r C O , , T + -

T i r a n t de c e s f o r m u l e s <p', <j/ p o u r les p o r t e r d a n s T , o n a 

2 v r r c o s ! < p / r 

L'équat ion a u x d é r i v é e s part ie l l e s e n W es t d o n c 

( l ) 2 \ \ dr ) r* \ àif ) + r* cos^tp \ dty ) J ~ 7 ~+" " ' 

En s u b s t i t u a n t c e s v a l e u r s d a n s les é q u a t i o n s g é n é r a l e s (1), o u o b t i e n t 

l ' équat ion d e s l i g n e s g é o d é s i q u e s e t l'arc de ce s c o u r b e s sous la forme 

d o n n é e par J a c o b i . Ces é q u a t i o n s c o n t i e n n e n t d e s i n t é g r a l e s u l t r a - e l l i p 

t iques d o n t M. W e i e r s t r a s s a fait l ' invers ion e n e x p r i m a n t q\ e t q2 en 

f o n c t i o n s u n i f o r m e s d'un p a r a m è t r e . 

On pourra c o n s u l t e r sur les sur faces d e L iouv i l l e l e s Leçons sur la 

théorie générale des surfaces, de M. D a r b o u x ( 3 e P a r t i e , C h a p . I ) , e t l e 

M é m o i r e c o u r o n n é d e M. Koenigs (Savants étrangers, 1894). 
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Grâce à la forme part icu l i ère de l ' équat ion ( i ) , on t rouvera u n e i n t é g r a l e 

c o m p l è t e d e la forme 

W = R -+- * H-

R, * , W é t a n t r e s p e c t i v e m e n t f o n c t i o n s des var iab le s r, <p, ij;. 

P o u r q u e W sat is fasse à l ' équat ion ( i ) , i l faudra qu'on a i t 

- ( R ' * - H * ' * + . ' . W) = — -4- A, 
2 \ r* / ' 2 c o s 2 ç / r 

é q u a t i o n qu'on p e u t écr ire , e n i s o l a n t l e s t e rmes en r, 

<P'*H l— W 2 = 7-2 + ? i i _ R'A ; 

c o s s œ \ r ) 

l e p r e m i e r m e m b r e n e d é p e n d que de tp e t <j/, l e d e u x i è m e de r s e u l e m e n t ; 

c e t t e ident i t é n e peut d o n c avo ir l ieu que si s e s d e u x m e m b r e s s o n t s é p a 

r é m e n t é g a u x à une c o n s t a n t e G*, car, dans l 'équat ion ( i ) , r , ç>, son t d e s 

var iab les i n d é p e n d a n t e s ; o n aura d o n c 

i l reste a lors 

<p'* H — W 2 = G 2 

COS 2 (f 

•ou 

u / ' * = ( G 2 — <i>' 2 )cos 2 tp; 

•en r e c o m m e n ç a n t l e m ê m e r a i s o n n e m e n t que c i - d e s s u s , on vo i t q u e l e s 

•deux m e m b r e s d o i v e n t s é p a r é m e n t ê tre é g a u x à u n e c o n s t a n t e L 2 , ce qui 

d o n n e 

W = L , W = L ' i ; 

pu i s 

* ' Î = G 2 ~ , * = r t / G * K-df-
c o s 2 © J y cos2<j> ' 

P a r c o n s é q u e n t , u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e de l ' équat ion ( i ) e s t 

e t l es é q u a t i o n s finies d u m o u v e m e n t s o n t 
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c ' e s t -à -d i re 

Les deux, p r e m i è r e s é q u a t i o n s n e c o n t e n a n t pas t déf in issent la t ra jec 

t o i r e . P o u r c o m p l é t e r la s o l u t i o n , n o u s i n d i q u e r o n s la s igni f icat ion des 

c o n s t a n t e s qui e n t r e n t d a n s ce s f o r m u l e s . N o u s s a v o n s que , p o u r les p l a 

n è t e s , l 'orbi te e s t e l l i p t i q u e ; l e m a x i m u m e t l e m i n i m u m d u rayon v e c t e u r 

qui c o r r e s p o n d e n t à l ' aphé l i e e t au p é r i h é l i e s o n t : a ( i - f - e ) e t a(i — e ) ; 

d'autre part , l ' équat ion ( I I I ) m o n t r e q u e 

dr A / ~ TTx G» 
_ = I / 2 / H • - · 
dt y r r* 

Les rac ines de l ' express ion s o u s le radical d o i v e n t d o n c c o r r e s p o n d r e au 

m a x i m u m e t au m i n i m u m du r a y o n v e c t e u r ; ce s rac ines s o n t , par su i te , 

a ( i - ) - e ) e t a(i—e); ce qui d o n n e , d'après l e s re la t ions en tre les coeff i

c i ents e t l es rac ines , 

h = G'= = up, G — /p/>. 

C h e r c h o n s m a i n t e n a n t la s ignif icat ion d e L. P o u r que 1'équatioD ( I I ) 

d o n n e u n e va leur rée l l e de lorsqu'on se d o n n e <p, il faut e t il suffit qu'on 

ait 

G* ï̂ — ï o , 

e t pour t o u t e v a l e u r d e if sat i s fa isant à c e t t e c o n d i t i o n , <\> se t r o u v a n t d é 

t e r m i n é , la v a l e u r c o r r e s p o n d a n t e de r, d o n n é e par l ' équat ion ( I ) , d o i t 

n é c e s s a i r e m e n t ê t r e rée l l e , p u i s q u e l 'orbi te e s t u n e e l l ipse rée l l e ; par o o n -

, . - L . , . . . 
s e q u e n t , ç a p o u r l i m i t e s u p é r i e u r e arc c o s -g e t p e u t a t t e i n d r e c e t t e l imite . 

Or , il e s t é v i d e n t q u e le m a x i m u m effectif de <p es t l 'angle i du plan d e 

l 'orb i te a v e c ce lui d e l ' é c l i p t i q u e ; on d o i t d o n c avo ir 

¿ = c o s i, L = y' ¡ip c o s i. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XVI. — EQUATIONS CANONIQUES. 5 8 l 

11 n o u s faut m a i n t e n a n t fixer les l imi t e s infér ieures des i n t é g r a l e s . N o u s 

p r e n d r o n s p o u r ce s l imi t e s r=a(i — e ) qui c o r r e s p o n d au pér ihé l i e , e t 

<p = o qui c o r r e s p o n d au n œ u d N . L'équat ion ( I I I ) m o n t r e a lors que to e s t 

l ' époque du pér ihé l i e e t l ' équat ion ( I I ) que 4>o e s t la [ l ong i tude du n œ u d . 

P o u r ca lcu ler C, s u p p o s o n s la p l a n è t e p lacée au p é r i h é l i e ; l 'équat ion ( I ) 

se réduit à 

y c o s 2 ! 

= C, 

ç i é tant la l a t i tude du p é r i h é l i e ; en t e n a n t c o m p t e de la re la t ion L = G c o s ï , 

on p e u t l 'écrire 

cosepofy f V / c o s 2 9 — c o s 2 i 
= C 

o u , en i n t é g r a n t , 

arc sin 
\ s i n i / 

sinepi = s i n í s i n C . 

S o i e n t N e t P les i n t e r s e c t i o n s des r a y o n s v e c t e u r s du n œ u d a s c e n d a n t 

et du p é r i h é l i e a v e c la sphère d e c e n t r e O e t d e r a y o n i ; so i t P Q = to, la 

l a t i tude du pér ihé l i e : dans le t r iang le N P Q on a 

s i n o ^ s i n N P s i n t , 

ce qui m o n t r e q u e C es t éga l à N P , c 'es t -à-dire à l 'angle du rayon v e c t e u r 

du pér ihé l i e a v e c ce lu i du n œ u d a s c e n d a n t . 

307. Mouvement d'un point attiré par deux centres fixes en raison 
inverse du carré des distances. 

Le p r o b l è m e du m o u v e m e n t d'un p o i n t a t t i ré par d e u x c e n t r e s fixes e n 

raison inverse d u carré d e la d i s t a n c e fut , p o u r la p r e m i è r e fo i s , r a m e n é 

a u x quadratures par E u l e r , d a n s le cas d'un m o u v e m e n t p l a n . La grange 

d o n n a ensu i t e la s o l u t i o n g é n é r a l e , qui fu t r a t t a c h é e par Jacobi a u x m é -
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tho i l e s d ' in tégrat ion e x p o s é e s d a n s c e C h a p i t r e . L e s quadra tures e l l ip t iques 
qui figurent dans l e s i n t é g r a l e s f o u r n i r e n t à L e g e n d r e un e x e m p l e i m p o r 
t a n t p o u r l 'appl ica t ion d e sa t h é o r i e d e s i n t é g r a l e s e l l i p t i q u e s . 

P l u s i e u r s T h è s e s o n t é t é c o n s a c r é e s à c e m ê m e p r o b l è m e : ce l l e s d e 
S e r r e t , de D e s b o v e s , de M . A n d r a d e ( 1 ) , en F r a n c e , e t e n A l l e m a g n e ce l l e de 
M . K ô n i g s b e r g e r , in t i tu l ée : De motu puncti versus duo centra attracti 

( B e r o l i n i , 1860), qui c o n t i e n t l e s r é d u c t i o n s des i n t é g r a l e s e l l ip t iques a u x 
f o n c t i o n s 6. 

P r e n o n s pour a x e Ox (fig- 178) la d r o i t e j o i g n a n t l e s d e u x c e n t r e s 
a t trac t i f s e t 0 2 , p o u r o r i g i n e l e u r m i l i e u , e t a p p e l o n s 2 c la d i s tance 
Oi O j ; s o i e n t Oyt e t O ^ i d e u x a u t r e s a x es fixes f o r m a n t a v e c Ox un tr ièdre 

Fig . 1 7 8 . 

t n r e c t a n g l e . P o u r d é t e r m i n e r la p o s i t i o n du m o b i l e M d a n s l ' espace , n o u s 
p r e n d r o n s d'abord l 'angle 8 q u e fai t l e p lan M O I O J d é t e r m i n é par le m o 
b i l e e t l 'axe Ox avec l e p lan xOyt; c e t a n g l e e s t m e s u r é par l 'angle d e 
la trace Oy du p lan M O t 0 2 sur le p l a n y ¡ Ozi a v e c l 'axe Oyt. 

Le p lan y O x é t a n t ainsi défini , pour fixer la pos i t ion du m o b i l e d a n s ce 
p l a n , n o u s a p p e l l e r o n s x e t y l e s c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s U P et O Q du 
m o b i l e par r a p p o r t a u x a x e s xOy e t qt e t g 2 l e s c o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s 
d u p o i n t dans c e m ê m e p l a n déf inies dans u n s y s t è m e d e c o n i q u e s h o m o -
foca les de foyers O i 0 2 ( n ° 2 8 7 ) . L e s c o o r d o n n é e s du mobi l e M par r a p p o r t 
a u x a x e s f ixes é t a n t x, yt, Z\, o n a é v i d e m m e n t 

^ i = y c o s 8 , - , = y s i n 8 , 

d'où, p o u r l e carré de l ' é l ément l inéa ire , 

ds*= <*>*-+- dy\ -+- dz\ = dx*-h dy* + y* ¿8«. 

Si m a i n t e n a n t , dans l e p lan xOy, on e m p l o i e p o u r définir la p o s i t i o n du 
p o i n t (x, y) l es c o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s qi e t q2, rac ines d e l ' équat ion 

( ' ) ANDRADE, Journal de l'École Polytechnique, 60 · cahier, 1890. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE XVI. — ÉQUATIONS CANONIQUES. 583 

on a, d/après des f o r m u l e s a n t é r i e u r e m e n t é tab l i e s ( n ° 2 8 7 ) , 

~~ b—a ' 7 ~ a—b ' 

dx*+ dy* = IfW, dq\-h N 2 rfgrf), 
4 ' 

D o n c , d a n s le s y s t è m e de c o o r d o n n é e s a c t u e l l e s , l e carré d e l ' é l é m e n t 
l inéaire e s t 

= ^ ( N f dql~h N 2 dq\) -y-y1 d»*, 

N i , N 2 e t y1 é tan t s u p p o s é s r e m p l a c é s par l eurs va l eurs c i -des sus en qt 

et q t . 

P r e n o n s la m a s s e du m o b i l e p o u r un i té : la d e m i - f o r c e v ive e s t 

T=KS)s=^Ni?' i2+N25,?)+> î9 , î' 
où 9 et 8' j o u e n t l e rô l e d e q% e t q\. Si l 'on a p p e l l e r\ e t rt les d i s tances 

MOi e t M O j du m o b i l e a u x d e u x f o y e r s , l es f o r c e s a t trac t ives i s sues de c e s 

foyers o n t p o u r v a l e u r s a l g é b r i q u e s — ^ e t — ^ | : la s o m m e de leurs t ra -

v a u x é l é m e n t a i r e s — & Srt— 8 r 2 e s t la d i f férent ie l le t o t a l e e x a c t e de la 

fonct ion de forces 

ri r t 

Or, l e carré du d e m i - g r a n d a x e de l 'e l l ipse qui passe par le p o i n t M é tant 

a—qi, o n a, p o u r la s o m m e rt-\- r 2 des d i s t a n c e s d u p o i n t M a u x d e u x 

foyers , 

/·,-+- r a = 2 \Ja —qi; 

de m ê m e , l e carré du d e m i - a x e transverse d e l ' h y p e r b o l e qui passe par M 

é t a n t a — qt, on a 

r, — 7 - 2 = 2 y/a — q t , 

d'où 

r , = sja — qy-tr y /a — q t , r t = \Ja — qt— da — q%, 

d'où l'on c o n c l u t 
p i p 2 U 2 — U 

v = !^. + n rt r 2 q*—qi 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



584 TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 

e x p r e s s i o n o b t e n u e e n r é d u i s a n t a u m ê m e d é n o m i n a t e u r e t p o s a n t , p o u r 

abréger , 

U i = — ( " - 1 + l^t) \/a — qu U 2 = — (p. , — pt 2) \fa — gt ; 
# 

de sor te que U , d é p e n d s e u l e m e n t de g, e t U 4 s e u l e m e n t d e #2, c e qui est 

un fait e s s e n t i e l pour la su i t e . Les var iab les aux i l i a i re s p,, pt, p$ s on t ici 

é g a l e s a u x d é r i v é e s par t i e l l e s d e T par r a p p o r t à g\, q'3 e t 6' : 

réso lvant c e s é q u a t i o n s par r a p p o r t à q\, q't e t 0', pu i s p o r t a n t d a n s la 

f o n c t i o n d ' H a m i l t o n H = T — U , on a 

2y>? I P \ P * U 8 - t > , . 

Ni N i ^ y i — ï i ' 

c e t t e fonc t ion d e v i e n t enf in, e n r e m p l a ç a n t N , , N 2 e t ^ a p a r l e u r s va leurs 

en fonc t ions de qt e t g,, e t r e m a r q u a n t qu'on p e u t écr ire 

1 a — b a — b / 1 1 \ 

y* (b — g,)(b — gz) ~ gi—qi \b — ql ~~ b — g^/' 

1 \b — gi b — g i } r i J 

Il e s t a lors aisé d'écrire l ' é q u a t i o n de Jacobi : n o u s é c r i r o n s i m m é d i a 

t e m e n t l ' équat ion en VV o b t e n u e , e n r e m p l a ç a n t , c o m m e p l u s h a u t , W p a r 

— ht-i-W, 

- - ^ K > ( ^ ) - ^ ' > 0 " 

- ^ ( ^ - ^ ( î ) ' - » . * » • ] = · · 

O n p e u t t r o u v e r u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e d e la forme 

W = a0 -4- R, -t- R s , 

R i é t a n t fonct ion de g, seul e t R 2 d e qt s eu l . En effet, e n s u b s t i t u a n t c e t t e 

e x p r e s s i o n de W e t c h a s s a n t l e s d é n o m i n a t e u r s , o n a, p o u r d é t e r m i n e r Rj 

e t R 2 , u n e é q u a t i o n qui s 'écrit 

. ,. ./dR,y (a — b)** TT 

, ,, ./dRi\* (a — 6 ) a * T 1 
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ces e x p r e s s i o n s d o n n e n t B., e t R 2 par des q u a d r a t u r e s , e t l 'on o b t i e n t , 
p o u r l ' in tégra le c o m p l è t e c h e r c h é e , l ' express ion 

< T ) 

avec tro is c o n s t a n t e s arbi tra ires a, $ e t A, d o n t a u c u n e n'est s i m p l e m e n t 
a joutée . Les é q u a t i o n s d e la trajec to ire s ' o b t i e n n e n t a lors en é g a l a n t à des 
c o n s t a n t e s a' e t p" l e s dér ivées par t i e l l e s d e W par r a p p o r t à % e t p. : 

0 _ ( a ^ 6 ) « f ^ f rf7« = a , 

J V ^ i / C ? . ) J < / ^ F ( Q T ) 

La d e u x i è m e de ces é q u a t i o n s , d o n n a n t une r e l a t i o n en tre Q , e t Q T , e s t 
l ' équat ion d e la t ra jec to ire re la t ive d a n s le p l a n m o b i l e xOy : la p r e m i è r e 
d o n n e l 'angle de r o t a t i o n d u p l a n . On o b t i e n t l e t e m p s e n é g a l a n t à t — 1 0 

la d é r i v é e par t i e l l e d e W par rappor t à A : 

_ L Ç Q> D Q I __ £ Ç y 2 

4 J t / S i / ( y , ) 

Le p r o b l è m e e s t ainsi r a m e n é a u x q u a d r a t u r e s ; c e s q u a d r a t u r e s s o n t 
e l l ip t iques , c o m m e o n s'en assure en faisant 7 , — a = s\, Q 2 — a — si, d e 
façon à r e n d r e S i e t S 2 ra t i onne l s en st e t s2. 

Q u a n t a u x e x p r e s s i o n s des i n c o n n u e s auxi l ia ires P \ , P ± , P T , on l e s o b t i e n t 
e n p r e n a n t l e s dér ivées part ie l l e s d e W par rapport à QT, QT, 8 : 

où le p r e m i e r m e m b r e d é p e n d d e Q T s e u l e m e n t e t l e d e u x i è m e m e m b r e 
de <7J s e u l e m e n t . C o m m e , dans l 'équat ion a u x d é r i v é e s part ie l les , QI e t Q % 

s o n t des var iab les i n d é p e n d a n t e s , la s eu l e façon de vérifier c e t t e dern ière 
re la t ion , sans é tab l i r de d é p e n d a n c e en tre Q \ e t Q%, e s t d'égaler s é p a r é 
m e n t c h a q u e m e m b r e à une c o n s t a n t e 2 fi. R é s o l v o n s ensu i t e l e s d e u x 

. . . , rfR, dR,_ 
é q u a t i o n s ainsi o b t e n u e s par r a p p o r t a e t n o u s a u r o n s , en 

posant 

c a 1 (a — b)a* T. 

A A 1 (a — b)a* 
a S ' = a P - * y ' - a ( f t - g l ) - u * 
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c e qui m o n t r e q u e le plan yOx re s tera i t fixe. La d e u x i è m e é q u a t i o n ( T ) 
d o n n e alors la t r a j e c t o i r e en c o o r d o n n é e s e l l ip t iques . 

Intégration de l'équation d'Euler. — S u p p o s o n s n o n s e u l e m e n t a = o , 
m a i s auss i p-i = P - j = o ; a lors le p l a n ^ O a r e s t fixe, la t ra jec to i re e s t p lane 
e t , c o m m e il n'y a pas d e f o r c e s , c e t t e trajec to ire e s t une d r o i t e d u plan 
yOx. D a n s ce s h y p o t h è s e s , la d e u x i è m e des é q u a t i o n s ( T ) d e v i e n t , en r e m 
p l a ç a n t f(qi) e t f(qt) par l e u r s e x p r e s s i o n s , 

( E ) I
 D3±- i C iil ' / / ( a ? -hqi)(_a — qx)(b~qx) "*Ĵ (2 ¡1 -hqt)(* — qi)(b — 9t) 

C e t t e e x p r e s s i o n r e p r é s e n t e d o n c u n e d r o i t e ; e l l e p e u t ê t re ident i f iée a v e c 

l ' équat ion d 'une d r o i t e e n c o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s , é q u a t i o n qui e s t é v i 

d e m m e n t a l g é b r i q u e e n q, et </j. O n r e t r o u v e a ins i , d 'après L a g r a n g e , 

l e ré su l ta t f o n d a m e n t a l d o n n é par Eu ler , que l ' équat ion ( E ) a d m e t u n e 

i n t é g r a l e a l g é b r i q u e ; résu l ta t qui c o n d u i t à l ' add i t ion d e s f o n c t i o n s e l l i p 

t i q u e s . 

Remarque. — O n p o u r r a , de la m ê m e f a ç o n , r a m e n e r à des q u a d r a t u r e s 
l e m o u v e m e n t d'un p o i n t so l l i c i t é par d e s forces qui , d a n s l e s y s t è m e des 
c o o r d o n n é e s que n o u s v e n o n s d ' e m p l o y e r , d é r i v e n t d'une f o n c t i o n de forces 
d e la forme 

U t é t a n t u n e f o n c t i o n q u e l c o n q u e d e qt seul e t U ( une f o n c t i o n d e q, s euL 
P a r e x e m p l e , o n c o n s e r v e c e t t e forme d e la f o n c t i o n d e forces en a j o u t a n t 
a u x forces p r é c é d e n t e s ( a t t r a c t i o n s i s sues de O ! e t 0 2 en raison i n v e r s e d u 
carré d e s d i s t a n c e s ) u n e a t t r a c t i o n i s sue d e O p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s t a n c e , 
u n e a t trac t ion p e r p e n d i c u l a i r e an p l a n j ^ i O ^ e n r a i s o n i n v e r s e du c u b e de 

C e t t e d e r n i è r e f o r m u l e d o n n e l a s ign i f i ca t ion d e la c o n s t a n t e a; e n 
effet, l ' équat ion qu i déf init ps n o u s a d o n n é p o u r p3 la v a l e u r y1^'; o n a 
d o n c 

é q u a t i o n qui e x p r i m e q u e l e pr inc ipe des a ires s 'appl ique à la p r o j e c t i o n d u 

m o u v e m e n t s u r le p l a n ^ j O - z i , car y e t 8 s o n t les c o o r d o n n é e s p o l a i r e s d e 

la pro jec t ion d u m o b i l e s u r ce p l a n . Ce fai t est. é v i d e n t a priori, car les 

d e u x forces ag i s sant sur le m o b i l e r e n c o n t r e n t Ox. 

D a n s l e cas part i cu l i er o ù la v i t e s se in i t ia le d u m o b i l e r e n c o n t r e r a i t Ox, 

la t ra jec to i re sera i t é v i d e m m e n t d a n s l e p l a n M 0 O i O , d é t e r m i n é par la 
p o s i t i o n in i t i a l e e t l e s d e u x c e n t r e s a t trac t i f s . On peut l e vérif ier sur les 
é q u a t i o n s : dans ce cas , la c o n s t a n t e a sera i t n u l l e e t la p r e m i è r e des é q u a 
t i o n s de la t ra jec to i re ( T ) d e v i e n d r a i t 
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la d i s tance a? e t u n e a t trac t ion perpend icu la i re à l 'axe Ox en raison i n v e r s e 
d u cube d e la d i s tance y . 

S i g n a l o n s en t erminant un travai l de M . V E L D E , lieber einen Specialfall 

der Bewegung eines Punktes welcher von zwei festen Centren ange

zogen wird (1889, B e r l i n , R. Gärtners Ver l . ) (Bulletin des Sciences ma

thématiques, 1890, p . 125) . M. V e l d e tra i te le p r o b l è m e du mouvement 

plan en s u p p o s a n t que l e s forces a t t r a c t i v e s i s sues des foyers Oi e t 0 2 

s o i e n t — ^ j - — p t r l 5 — ^ — fzr 2 e t que le m o b i l e so i t a t t iré par le c e n t r e O 
' '1 '"s 

p r o p o r t i o n n e l l e m e n t à la d i s t a n c e . 

3 0 8 . C o o r d o n n é e s e l l i p t i q u e s d a n s l ' e s p a c e . — O n a t r o u v é ( n ° 2 8 6 ) 

T = J ( M, g',* + Mtq'f -+- M, g' s =). 

Alors 

pi=yMlq'u ; ! = ' M a î ' „ ; S = 7 M , Ï ' , . 
4 4 4 

S u p p o s o n s q u e la f o n c t i o n d e forces so i t de la f o r m e 

( g i — qi)(qi — g*) (g2 — qs)(qt — g i ) ( g 3 — g i M g s — g * ) ' 

U | é t a n t f o n c t i o n de g i seu l , U 2 d e g 2 seul e t XJ3 de g 3 seu l . N o u s aurons 

VM2 M 2 M J / 

L'équat ion en W e s t d o n c , si n o u s m e t t o n s pour M i , M 2 , M S l eurs v a 
leurs ( n ° 2 8 6 ) , 

_ h + , r /(?.) /*ï\v /(?»> / 
L(gi — g « ) ( g t — g s ) \àqi/ ( g j — g a ) ( g 2 — g i ) \ < > g s / 

H . m . ( ^ v i - u = o . 
( g s — g i ) ( g s — g î ) \ ö g 3 / J 

P o u r t r o u v e r u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e de ce t te é q u a t i o n dans l ' h y p o t h è s e 
fa i te sur U , r e m a r q u o n s a v e c Jacobi qu'on a i d e n t i q u e m e n t , que l l e s que 
s o i e n t l e s c o n s t a n t e s a et ß, 

2 a -H 2 ß g i -H hq\ 1 a -4- 2 ß g 2 •+• hq j % a - t - t ß g s - f - ^ 
( g i — g î ) ( g i — g s ) ( g î — g s ) ( g s — g i ) ( g s — g i ) ( g 3 — g » ) ~~ ' 

c o m m e on l e v o i t e n écr ivant que la s o m m e des rés idus de la fonc t ion r a 

t i o n n e l l e en g 

2 a + 2 ß g -t- 7tg 8 

( g — g i ) ( g — g s ) ( g — g s ) 
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e s t é g a l e à h. L 'équat ion e n W p e u t alors s 'écrire, en r e m p l a ç a n t h par 
c e t t e e x p r e s s i o n , 

( ^ 7 ) - « - h 9 \ ~ Vt ( 3 ^ ) ' — — U S 

- o, 
(q3— qi)(q¡ — ? 2 ) 

é q u a t i o n qui a d m e t m a n i f e s t e m e n t l ' in tégra le su ivante : 

o ù l 'on a posé 

iS¿= j a + /«¡r? -t-U,- ( t = 1 , a, 3 ) . 
En effet, c e l t e e x p r e s s i o n d e W a n n u l e c h a c u n des t ro i s t e r m e s d e l ' é q u a 
t ion a u x dér ivées par t i e l l e s . L e s é q u a t i o n s de la t ra jec to i re s ' o b t i e n n e n t 
a lors e n é g a l a n t à des c o n s t a n t e s l e s d é r i v é e s par t i e l l e s d e W par rappor t 
à a e t (H : 

f dqt ^ _ Ç dq2 + Ç dq, = ^ 

J V / S I / ( ? I ) J y/S,f(qt) J V ^ i / C ? » ) 

D a n s le cas par t i cu l i er o ù il n'y a p a s de forces 

U j = U 2 = U 3 = o , 

c e s é q u a t i o n s d o i v e n t r e p r é s e n t e r u n e d r o i t e e n c o o r d o n n é e s e l l ip t iques 
d a n s l 'espace . E l l e s s o n t d o n c a l o r s é q u i v a l e n t e s à d e u x re la t ions a l g é b r i q u e s 

e n t r e q u qt, q3, c e qui c o n s t i t u e u n e - p r e m i è r e généra l i sa t ion du résu l ta t 
d 'Euler r a p p e l é à la fin d e l ' e x e r c i c e p r é c é d e n t e t un c a s par t i cu l i er d u 
t h é o r è m e d'Abel app l iqué a u x i n t é g r a l e s u l t r a - e l l i p t i q u e s de p r e m i è r e 

, . , · , · . , d W , 
e s p è c e , (¿uant au t e m p s , o n J o b t i e n d r a i t en é g a l a n t a / — 1 < ¡ . 

O n véri f iera, à t i t re d ' e x e r c i c e , q u e la f o n c t i o n d e forces p r e n d la forme 
s u p p o s é e c i - d e s s u s quand le m o b i l e e s t so l l i c i t é à la fois par une a t t r a c t i o n 
i s sue du c e n t r e , p r o p o r t i o n n e l l e à la d i s t a n c e , e t par d e s a t t r a c t i o n s n o r 
m a l e s a u x tro i s p lans p r i n c i p a u x des surfaces h o m o f o c a l e s e t v a r i a n t r e s 
p e c t i v e m e n t en ra i son inverse du c u b e des d i s t a n c e s . 
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V . — A P P L I C A T I O N S A U P R I N C I P E D E L A M O I N D R E A C T I O N , 
A U X C O U R B E S B R A C H I S T O C H R O N E S , A L ' É Q U I L I B R E D E S 
F I L S . 

309 . M o i n d r e a c t i o n . — P o i n t l i b r e . — S o i t un p o i n t l ibre d e niasse i 

so l l ic i té par u n e f o r c e dér ivant de la fonc t ion d e forces U ( x , y, z). N o u s 

avons vu ( n ° 2 9 0 ) q u e , la c o n s t a n t e des forces v ives h a y a n t une v a l e u r 

d é t e r m i n é e , l e s t ra jec to ires passant par deux points d o n n é s A e t B s o n t l e s 

c o u r b e s a n n u l a n t la var ia t ion de l 'act ion 

/\ (R) 

( i ) X = / / ' • * ( 1 1 •+• l>)ds. 
« 'Al 

Ces tra jec to ires s o n t a i sées à t r o u v e r quand on c o n n a î t une i n t é g r a l e 

c o m p l è t e de l ' équat ion de Jacobi en W dans un s y s t è m e q u e l c o n q u e d e 

c o o r d o n n é e s : 

Il est u t i l e , p o u r la s u i t e , d'écrire e x p l i c i t e m e n t c e t t e é q u a t i o n : n o u s a v o n s 

vu (n° 2 9 3 ) que T e s t une forme quadrat ique de pu pi, />», 

* T = 2 A 5 W * ( A « = A * , ) ; 

d'ail leurs H es t égal à T — U . L'équat ion de Jacob i o b t e n u e en r e m p l a ç a n t 

d W d\V d W 

p»p»p*Pardi7' w*' ^ e s t 

W J-4 li óqtùqk ^¿" = 1 , 3 , 3 / 

i, b 

S o i e n t a lors W (q,, q i t q3, a, p, h) une i n t é g r a l e c o m p l è t e de c e t t e é q u a t i o n , 

W o e t W i les v a l e u r s qu'e l le prend a u x d e u x p o i n t s A e t B . N o u s savons-

que l e s é q u a t i o n s des t ra jec to i res s o u s forme finie s o n t 

( 4 > I t a - " ' IF-** 

avec les quatre c o n s t a n t e s a, [Ì, a', 

Il s 'agit , pour o b t e n i r l e s trajecto ires pas sant par A e t B , de d é t e r m i n e r 

ces c o n s t a n t e s en écr ivant q u e l e s équat ions ( 4 ) sont véri f iées par l e s c o o r 

d o n n é e s des po in t s A e t B , ce qui d o n n e 
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ou , en r e t r a n c h a n t , 

. . . d ( W , - W » ) d ( W , - W „ ) 

< 6 > — n — = ° ' — ^ — = ° -
C e s d e u x d e r n i è r e s é q u a t i o n s d é t e r m i n e n t a e t fi : l e s p r é c é d e n t e s ( 5 ) 

d o n n e n t a' e t fi'. A c h a q u e s y s t è m e dé* v a l e u r s d e a e t fi d o n n é par l e s é q u a 
t ions ( 6 ) c o r r e s p o n d u n e tra jec to ire passant par l e s d e u x po in t s A e t B . 

T H É O R È M E . — La valeur de l'action le long de cette trajectoire est 

donnée par la formule remarquable 

A = W i - W , . 

E n effet, c h e r c h o n s q u e l l e e s t la var ia t ion d W d e la f o n c t i o n W 
c o r r e s p o n d a n t à un d é p l a c e m e n t in f in iment p e t i t dqt, dqït dq3 effectué 
s u r la t r a j e c t o i r e ; n o u s p o u v o n s d a n s c e t t e h y p o t h è s e s u p p o s e r q u e qt, 

q%, qa s o n t l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t m a t é r i e l l ancé d e te l le façon qu'il 
décr ive la t ra jec to i re c o n s i d é r é e . A l o r s 

^ d W , d W , d \ V , 
( 6 ' ) dX*=— dqi-+- r— dqt-¥- -3— dq3 

. àqi àqt

 J àq3 

d W d W 
ou, en r e m p l a ç a n t dqi, dqit dq% par q\ dt, q't dt, q'3 dt e t à~q~' 
d W ' 
T — par l eurs v a l e u r s p,, pt, p3, 
oq3 

dW = (p, q\ •+• piq\ - t - p 3 q'3 ) dt. 

C o m m e p\, Pi,p3 s o n t l e s d é r i v é e s par t i e l l e s d e T par rapport à q\, q'^ q'3, 
on a, d'après l e t h é o r è m e des f o n c t i o n s h o m o g è n e s , 

rf\V= iTdt= ^(ds, 

ds* 

car la force v ive 2 T e s t é g a l e à -^p- Mais , d'après l e t h é o r è m e d e s forces 

v i v e s , la v i t e s s e ^ es t é g a l e à v"2 ( U -t- h ) ; ce qui d o n n e 

d\V = v / 2 ( U + A j ds. 

La va leur d e l 'ac t ion c a l c u l é e l e l o n g d e la t ra jec to ire d e A en B e s t 
d o n c enfin 

J
/ . I B ) - ( B ) 

I y

/ a ( U - 4 - A ) r f * = / rfW = W , — W „ 
(A) dik 

c o m m e n o u s v o u l i o n s l e d é m o n t r e r . 
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310. Point sur une surface. — Les m ê m e s c o n c l u s i o n s s u b s i s t e n t p o u r 

l e m o u v e m e n t d'un p o i n t sur un p l a n ou sur une surface fixe q u e l c o n q u e , 

quand il y a une fonct ion d e forces . 

La force v ive e s t a lors une forme q u a d r a t i q u e d e q\, q's ou de pi, p%, 

( 7 ) 2 T = « i l î i ! + a flu ? i + « H ? ? = j){kup\ + 2 A , 2 j D , / j 2 - l - A 2 , 7 > | ) , 

où 

D = < z n « 2 2 — a \ ï i A U = a 2 . 2 , A J J = — a n , A i j = a j i . 

H e s t égal à T — U e t l ' équat ion d e J a c o b i en W est 

/ o s 1 T . / < > w y , o\y à\v / d w y ~ \ ... 
Si W (q\, qi, v., h) e n e s t u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e , l ' équat ion des t r a j e c -

to ires e s t = a , e t l 'act ion l e l o n g de la t ra jec to i re a l lant d e A e n B 

e s t W t — W o , a é t a n t d é t e r m i n é par l ' équat ion ^ — _ 0 ^ P o i r , 

p o u r une é t u d e dé ta i l l ée d e ces propr ié té s , les Leçons sur ta théorie des 

surfaces, d e M. D a r b o u x , t . II , C b a p . VI e t V I I . ) 

3 1 1 . Mouvement parabolique. — P a r e x e m p l e , p o u r l e m o u v e m e n t 

parabo l ique d'un p o i n t p e s a n t dans un plan vert ica l , n o u s a v o n s t r o u v é 

(n° 3 0 2 ) 

1 A 
W = ax— — ( 2 A — x 2 — •ïgy)*. 

·* S 

La v a l e u r d e l 'ac t ion le l o n g d'une des d e u x t ra jec to i res p a r a b o l i q u e s 

a l lant du p o i n t (Xo,yo) au p o i n t (xx,yi) e s t 

X = x(xi— x0) — [ ( 2 A — a 2 — igyiY — (-i.h — a 2 — 2 g - y „ ) 2 ] , 

a é t a n t u n e des d e u x rac ines d e l 'équat ion 

( 9 ) a?, —a?o-+- ^ [ ( 2 / 1 — a 2 — igyiy — ( 2 A — a 2 — 2 ^ 0 ) ¥ ] = o. 

Cet te é q u a t i o n r e n d u e r a t i o n n e l l e e s t b icarrée e n a : une des va l eurs d e 

a 2 é t a n t c h o i s i e , le s i g n e à p r e n d r e p o u r a e s t d é t e r m i n é par l 'équat ion ( 9 ) , 

dans l a q u e l l e le t e r m e x, — x0 e t le coeff ic ient de ^ o n t d e s s i g n e s c o n n u s . 

3 1 2 . Courbes brachistochrones et figures d'équilibre des fils dans le 
cas d'une fonction de forces. — Problème de la réfraction. — S i , p o u r 

abréger , n o u s r e m p l a ç o n s d a n s c e qui p r é c è d e 2 ( U -t- h) par <p!, <p d é s i -
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I cp ds 
IA) 

s o n t c o n n u e s dès qu'on c o n n a î t u n e i n t é g r a l e c o m p l è t e W C ^ i , q i t 9 3 , » , 3 ) 
de l ' équat ion d e Jacob i (3 ) en W , dans laque l l e o n a r e m p l a c é 2 ( U -+- h) 

par <p», 

y A Ë W W _ , / Ï = I , 2 , 3 \ 
( } ^ D d q i dqk~* U = i , 2 , 3 A 

E l l e s o n t p o u r é q u a t i o n s 

dW àW _ 

e t la v a l e u r d e l ' in tégra le I l e l o n g d'une d e c e s c o u r b e s e s t W , — W 0 , l e s 
cons tante s a e t 3 é tan t c a l c u l é e s c o m m e p r é c é d e m m e n t , à l 'a ide des é q u a 
t ions ( 6 ) . P a r e x e m p l e , en c o o r d o n n é e s c a r t é s i e n n e s r e c t a n g u l a i r e s , il 
suffira d'avoir une i n t é g r a l e c o m p l è t e de l 'équat ion 

(£)•*(£)'*(£)·-'•• 
D e m ê m e , p o u r o b t e n i r , sur u n e surface fixe, l es c o u r b e s j o i g n a n t d e u x 

p o i n t s A e t B e t r e n d a n t l ' intégrale I m i n i m u m , il suffira d'avoir une i n t é 

gra le c o m p l è t e W ( £ , , q*, oc) d e l ' équat ion en W de Jacobi ( 8 ) , dans 

laquel le o n aura i t r e m p l a c é 2 ( U -+• h) par tp*-, d e façon à avo ir l ' équat ion 

1 T / d W \ » . d W . / d W \ n 

d W 
Les c o u r b e s c h e r c h é e s o n t a lors une é q u a t i o n de la f o r m e = a', e t 

l ' in tégra le ( 1 0 ) le long d 'une de ces c o u r b e s e s t \ V t — W 0 , 
Mais n o u s a v o n s vu que l'on p e u t r a m e n e r , à la r e c h e r c h e des c o u r b e s 

r e n d a n t m i n i m u m une i n t é g r a l e t e l l e q u e ( 1 0 ) , l es tro is p r o b l è m e s 

s u i v a n t s : 

I o Figure d'équilibre d'un fil, libre ou mobile sur une surface, sol

licité par des forces dérivant d'une fonction de forces ( n ° 1 4 6 ) ; 

2 0 Problème général de la réfraction ( n ° 1 3 0 ) ; 

3° Détermination des courbes brachistochrones pour un point libre 

ou mobile sur une surface, lorsqu'il existe une fonction de forces 

( n 0 - 2 S 5 e t 2 3 7 ) . 

g n a n t u n e f o n c t i o n d e s c o o r d o n n é e s , n o u s v o y o n s q u e l e s r é s u l t a t s o b t e n u s 

pour un p o i n t l ibre s ' énoncent c o m m e il s u i t . Les c o u r b e s j o i g n a n t d e u x 

po int s d o n n é s A e t B e t r e n d a n t m i n i m u m l ' in tégra le 
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Ces p r o b l è m e s p e u v e n t d o n c ê tre r a m e n é s à la r e c h e r c h e d'une i n t é g r a l e 

c o m p l è t e d'une é q u a t i o n aux dér ivées par t i e l l e s de la forme ( i l ) ou ( 1 2 ) . 

La v a l e u r de l ' in tégra le (10), l e l o n g de l 'une de c e s c o u r b e s a l lant de A 

en B , e s t de plus \ V | — W V , dans l e cas part icu l ier d e s b r a c h i s l o c h r o n e s , 

la v a l e u r de c e t t e i n t é g r a l e d o n n e le t e m p s q u e m e t l e m o b i l e à parcour ir 

l'arc A B de b r a c h i s t o c h r o n e . ( Voir CLEBSCH, Journal de Creile, t . S7, 

p . g3 ; A P P E L L , Comptes rendus, 12 mars i 8 8 3 , e t Annales de la Faculté 
de Toulouse, 1887; A N D O Y E R , Comptes rendus, t . C, p . 1 S 7 7 ; MARCOLONGC», 

Rendiconti della R. Accademia delle Scienze di Napoli, j u i l l e t 1888.) 

1. Si, dans les équations canoniques, on pose t = — t't ces équations conservent 
la même forme, mais l e s p jouent le rôle des q, et inversement. Conclure de là que, 
pour obtenir les intégrales des équations du mouvement, il suffit de connaître 
une intégrale complète de l'équation aux dérivées partielles 

et écrire les intégrales des équations du mouvement. 

2. Même question pour le mouvement d'un point sur une surface ou sur une 
courbe. 

3. Appliquer la méthode de Jacobi aux exemples suivants : 
a. Mouvement d'un point sollicité par une force constante en grandeur et di 

rection, et par une attraction issue d'un point fixe en raison inverse du carré de 
la distance. Ce cas est un cas l imite du problème traité dans le n* 3 0 7 ; il suffit 
de supposer l'un des centres attractifs à l'infini ; les coniques homofocalcs d e 
viennent alors des paraboles homofocales (CELLÉRIER, Bulletin des Sciences 
mathématiques, 1891, et DE SAINT-GERMAIN, Nouvelles Annales, 1 8 9 2 ) . 

b. Mouvement du pendule sphérique. 

4. Mettre sous forme canonique les équations du mouvement d'un point sur 
une courbe fixe ou mobile. Appliquer ensuite le théorème de Jacobi. ( I l suffit 
d'appliquer les théorèmes généraux en supposant les paramètres réduits à un 
seul qt.) 

5. Application au pendule simple. 

> &. Application au problème du n" 260. 
Dans ce problème, en supposant m = 1, on a 

il y a un seul paramètre fl qui joue le rôle de q„ de plus U = 0. On doit poser 

E X E R C I C E S S U R L E C H A P I T R E X V I . 

T = - ( 8 ' , + S o 6 ' + 2 B M ) , a = w(i-+- costì); 

H = j D l 6 ' - T - U = T ( 0 " _ m u ) 

A. — I. 3 8 
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ou , en fonction de p„ 

-=[(*.-)•—]= 
l'équation de Jacobi est 

ô\ R' XI i dV \» 1 

é ï ^ T l w - d J - a ) - 3 a u ' \ = 0-
Elle admet l'intégrale complète 

V = R 2^— ht - t - ^ a d § - > r j v / â â w + T Â rf8^ 

avec la constante A. L'équation du mouvement est alors 

dV 
-JT = const. = — R 3 / . , 
dn 

de 

équation qui, d'après la valeur de a, est identique à celle du mouvement d'un 
pendule simple. 

^ 7. Soit une surface dont l'élément linéaire peut être mis sous la forme de Liou-
ville (n° 305) . Appelons i l'angle que fait en chaque point une l igne géodésique 
déterminée avec la courbe q2 = const. passant par ce point. Démontrer que l'on 
a, tout le long de cette l igne, 

A , s i n J f -+- A2cos2i = const. 

(LionVILLE, Journal de Mathématiques, 1844· ) 

y 
8. Appliquer la méthode du n' 305 à la recherche des lignes géodésiques du 

plan en employant des coordonnées elliptiques dans le plan. 
L'équation différentielle des l ignes géodésiques ( lignes droites) est alors l'équa

tion d'Euler. L'équation d'une droite en coordonnées elliptiques fournit alors 
l'intégrale de l'équation d'Euler (LAGBANGE, voir n° 307) . L'équation qui donne 
l'arc de courbe géodésique (305) fournit le théorème d'addition pour les intégrales 
elliptiques de deuxième espèce ( DARBOUX, Leçons sur la Théorie générale des 

surfaces, t. III, p. i 3 ) . f 

^ 9 . Appliquer la méthode du n" 305 à la recherche des lignes géodésiques de la 
sphère, en employant des coordonnées elliptiques sur la sphère ( voir DARBOUX, 
Ibid., t. II, p. 4 2 2 )· On a 

d ï , = z ( c o s 2 f i — c o s a v ) ! 
{COSSP.— C O S 2 C COS 2 C — COS 2V/ 

La formule relative à l'arc d'une ligne géodésique (grand cercle) donne alors 
la formule d'addition pour les intégrales elliptiques de troisième espèce ( D A R 
BOUX, Ibid., t . III, p. i 3 ) . 
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et 

t =— I log«', 

les équations prennent la forme 

- 10. Appliquer la méthode de Jacobi à la recherche de la figure d'équilibre 
d'une chaînette homogène pesante d'après le n" 312. 

11. En adoptant les notat ions du a" 305, démontrer que l'on peut ramener aux 
quadratures le mouvement d'un point sur une surface de Liouville quand la 

fonction des forces est de la forme U, dépendant de q, seulement, et 
Aj A, 

U, de q2. 
Appliquer en particulier au mouvement, sur un ell ipsoïde, d'un point attiré 

par le Centre proportionnellement à la distance ( J a c o b i ) . Démontrer que, dans 
ce mouvement, la pression du mobile sur l'ellipsoïde varie proportionnellement 
au cube de la distance du centre au plan tangent à l'ellipsoïde mené par le m o 
bile (ASTOR, Bulletin des Sciences mathématiques, 1889, p. 294 ) . 

12. Méthode de M. Elliot pour le cas d'une résistance proportionnelle à la 
vitesse. — Nous avons supposé, dans le Chapitre précédent, que les composantes 
X, Y, Z de la résultante des forces données appliquées au mobile sont les déri
vées partielles d'une fonction V (x,y, s, t). On doit à M . Ell iot l'ingénieuse r e 
marque que l'on peut encore mettre les équations sous forme canonique et, par 
suite, appliquer le théorème de Jacobi quand à la force X, Y, Z vient s'ajouter 
une résistance proportionnelle à la vitesse. Prenons, par exemple, le mouvement 
d'un point de masse 1 Bur une surface fixe ou mobile /(x,y, s, t) = 0, soll icité 

<· J . . dU dlJ dU . . . „ . , 
par une torce de projections e ' u n e résistance proportionnelle a la 

vitesse de projections — k —• jt ——k ^ (k constante) . Les équations 
dt al dt 

du mouvement sont 

, . d'x .dx àV .. à/ 
( , ) -dF==~kdt+d^ + 7"ôlc' ""• 

Faisons le changement de variable indépendante -t' = e~1', en prenant t' pour 
nouvelle variable ; nous avons . 

dx ,., dx d'x ,,.,dx , ,,^,,d*x 
dt dt dt' dt dt* 

et la première équation devient 

d2x _ àV X d / . 

dt* ' k't* dx + k'f* dx'-

les deux autres se transforment de ia même façon. Donc, en posant 

U'(x,y, z,f) = -j^iU(x,y,z,t), Vz=jrfî 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



596 TROISIÈME PARTIE. — DYNAMIQUE DU POINT. 

.équations du mouvement d'un point, sans résistance de milieu, sur la surface 

f (^x,y, s, — ^ log t'^ = o. On pourra appliquer à ce dernier mouvement les mé

thodes de Poisson, Hamilton, Jacobi; une fois qu'on aura trouvé sous forme finie 

les intégrales générales des équations du mouvement ( 2 ) , il suffira d'y remplacer 

t' par e~k' et l'on aura les intégrales générales des équations (1) du mouvement 

demandé. 
La même méthode de transformation s'applique évidemment au mouvement 

d'un point libre ou assujetti à glisser sur une courbe fixe ou mobile , quand le 
point est sollicité par une résistance de milieu proportionnelle à la vitesse 
(ELLIOT, Comptes rendus, 1893, et Annales de l'École Normale, août i8g3) . 

13. Appliquer la méthode précédente de M. Elliot aux exemples suivants; 
1° Mouvement d'un point sur une surface fixe dans laquelle 

ds1 = E du* + 2 F du dv + G dv2, 

la fonction des forces étant U et le point étant soumis à une résistance de milieu 
,/VV proportionnelle à la vitesse V. 

Résultat. — Si W («, v, a, ¡S) est une intégrale complète de l'équation 

« ( S ) , - ' S Ç . . ( S ) , H . ( » - r ) ( . . w - . o , . * 

les équations du mouvement sont 

<m , ., d\v 
du * 6 dß 

2· Mouvement sur une courbe fixe pour laquelle ds* = Edu}, avec résistance 
de milieu AV. 

Résultat. — Si W ( M , a ) est une intégrale de 

1 /dwy 
l'équation finie du mouvement est 

« ^ = . ' 
da 

3° Achever les calculs dans le cas d'un point matériel libre attiré par un 
centre fixe en raison inverse de la distance et soumis à une résistance de milieu 
proportionnelle à la vitesse (ELLIOT, Annales de l'École Normale, août 1893) . 

14. Réduction des équations d'équilibre d'un fil libre à la forme canonique. 
— Soit un fil libre dont l'élément ds est sollicité par la force ayant pour projections 

^ ds, ds, ^ ds, U étant une fonction donnée de x, y, z et s. Si l'on dé-

, dx 
signe par g„ q„ q3 les coordonnées x, y, z, et par p„ p2,p, les quantités T ~ , 

d d -
T ~dt ' T ds' °" a T = VP\-*-Pl+/>. ; faisant enfin 

H = U -t- T = U ( ? „ q„ q„ s) + \lpJ+pT+pJ, 
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les équations d'équilibre peuvent se mettre sous la forme canonique 

597 

dq,, <)H rfpv _ oli 
ds ~~ ópy' ds ~ ôqy 

(v = 1, a, 3 ) . 

Appliquer à ces équations le théorème de Jacobi. On retrouve ainsi le théo
rème de CLEBSCH (Journal de Creile, t. 5 7 ) . (Voir Comptes rendus, t. XCVI, 
i883, p . 688, et une Note de M. MARCOLOXGO, Rendiconti della R. Accademia 
delle Scienze di Napoli, 1888. ) 

15. Réduire de même à la forme canonique les équations d'équilibre d'un fil 
glissant sans frottement sur une surface (Comptes rendus, i883, t. XCVI,-
p. 688) . 

16. Le déterminant des coefficients de q\, q'„ q'„ dans les équations ( 2 ) du 
n° 292, est le carré du déterminant fonctionnel de x, y, s considérés c o m m e 1 

fonctions de q v qlt q3. ' 

17. Un point matériel glisse sans frottement sur la surface d'un ellipsoïde ho 
mogène de révolution e t est attiré par les éléments de l'ellipsoïde suivant la loi 
de Newton. Trouver le mouvement (JACOBI, Creile, t. 24 ) . 

[D'après la théorie de l'attraction, l'attraction de l'ellipsoïde sur le point a 
pour projections X = — fx, Y = — fy, Z = — gs, / e t g désignant des constantes 
et l'axe Oz étant l'axe de révolution (voir t. I I I ) . ] 

18. Mouvement d'un point soumis à l'attraction newtonienne de deux centres 
mobiles parcourant une circonférence fixe, de telle façon qu'ils soient constam
ment aux deux extrémités d'un diamètre et que le mobile se trouve toujours 
dans le plan déterminé par ce diamètre et l'axe de la circonférence ( D E S B O V E S , ' 
Journal de Liouville, t. X I I I , ) . 

19. Dans le cas des coordonnées elliptiques planes, le problème se ramène à 
des quadratures quand la fonction des forces est de la forme 

dans l'espace, le problème se ramène à des quadratures quand elle est de la 
forme 

U = 

1 U, 

U = 
1 ?• q\ 

1 ? 3 <Û 
U „ U 2 , U 3 étant respectivement fonctions de q,, g , , q3 (LTOUVILLE, Journal de 
Liouville, t. X H i ) . 

Vérifier qu'on peut mettre sous cette forme une fonction des forces inverse-
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\on trouve U,, U „ U 3 égaux à — , —, —, C désignant une constanteJ (Bulletin 

de ta Société mathématique de France, t. X I X , p. 1 0 » ) . 
On peut mettre sous cette même forme la fonction des forces pour un point 

glissant sur u n ellipsoïde e t att iré par le centre proportionnellement à la d i s 
tance (voir LIOUVILLE, Journal de Liouville, t. X I I , ) ; la même question e s t . 
traitée par Schellbach (Crelle, t. 44, p. 38o). 

Dans ce Mémoire, Schel lbach étudie aussi le mouvement d'un point sur nn 
ellipsoïde avec une résistance de mil ieu ayant pour expression a i > + jip 3 , où a 
est fonction de t et p de l'arc * de trajectoire. 

20. Dans l e système des coordonnées el l iptiques planes, on suppose un mobile 

sollicité par une force dérivant d« la fonction ^ 2 , U, et U 5 dépendant res

pectivement de qt et q,. Que devient le problème quand les deux foyers se rap

prochent indéfiniment jusqu'à se confondre en O ? 
Réponse. — En faisant, dans la formule du n" 287, a — b -+- s, où s est infi-

aiment petit , on trouve q, = a—u.e, y , = a — r 2 , x1 — (ir a, y'1 — ( t — ( O ' - 2 , 
i . I u.) m ( r2) 

O = — - J - i , r désignant le rayon vectenr issu du centre. U est donc la 
somme de deux parties dont l'une dépend de r seul et dont l'autre est homogène 
e t de degré — a par rapport aux -coordonnées (LIOUVILLE, Journal de Liouville, 
t. X I , ) . 

, 21. Le système de coordonnées el l iptiques e t ses cas l imites (coordonnées rec
tangulaires quand les deux foyers sont à l'infini, coordonnées paraboliques quand 
l'un des foyers est à l'infini, coordonnées polaires quand les deux foyers sont 
confondus) sont les seuls systèmes réels qui permettent de mettre le carré de 
l'élément linéaire du plan sous la forme de Liouvil le 

rf*»=[?(a)-4.(P)][?t(«)rf«s-<W(P)dp']. 

(LIOUVILLE, Journal de Liouville, 1" série, t. X I e t X I I . ) Voir les Mémoires 
couronnés, Comptes rendus, séance publique, décembre 1893, p. 1 1 2 2 . 

22. Connaissant une intégrale complète Vf(x, y, z, a, ¡5, h) de l'équation aux 
dérivées partielles du n' 300, on peut toujours en déduire une intégrale W" de 
cette même équation qui s'annule sur nne surface donnée f(x, y, z) = o. ( M é 
thode de Lagrange pour déduire l'intégrale générale d'une intégrale complète . ) 
Cette intégrale étant déterminée, les trajectoires normales à la surface donnée 
sont normales aux surfaces W = const., et l'action sur la portion d'une de ces 
trajectoires comprises entre deux de ces surfaces est la même pour toutes les tra
jectoires. ( Voir DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. I I , 

Chap. V I et V I I . ) 

ment proportionnelle à la puissance du point mobile par rapport à l'une des sur
faces homofocales, par exemple 
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23. Dans un mouvement plan, la fonction de forces U est supposée de la forme 

A i 
U = A.xm + B y , 

A et B étant des constantes quelconques, ira et n des entiers. Démontrer que 
l'équation de Jacobi en W admet une intégrale complète algébrique en x et y. 

En déduire qu'on peut obtenir une infinité de systèmes orthogonaux a lgé 
briques dont fera partie une courbe algébrique donnée (DARBOUX, Leçons sur la 
théorie générale des surfaces, t. II, n° 549, Chap. VI ) . 

24. Théorème relatif à une solution quelconque W de l'équation aux déri
vées partielles de Jacobi. 

Soit W(ar, y, z) une solution quelconque de l'équation aux dérivées partielles 
avec ou sans constantes; les courbes normales aux surfaces 

W ( x, y, z ) = const. 

sont les trajectoires obtenues en plaçant le mobile en un point arbitraire sur une 
de ces surfaces, W = o par exemple, et le lançant normalement à la surface avec 
une vitesse telle que la constante des forces vives ait la valeur déterminée h. 

F I N D U T O M E I. 
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