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Einle i tung . 
Die hohe Bedeutung, die die Tatsache des Lichtdrucks 

neuerdings gewonnen bat, in der allgemeinen Physik für die 
Theorie der Strahlung, sowie in der kosmischen Physik für 
die Arrheniussche Theorie der Kometenschweife (ganz abge
sehen von den neueren kühnen Spekulationen desselben Ver
fassers in Verbindung mit dem zweiten Hauptsatz der Thermo
dynamik), legt es nahe, die Berechnung des Lichtdrucks in 
den verschiedenen vorkommenden Fällen auch zahlenmäßig 
durchzuführen. Die Bedürfnisse der Strahlungstheorie wurden 
schon vollständig befriedigt durch die Behandlung des Licht
drucks bei einem vollkommen reflektierenden, ebenen Spiegel, wie 
diese seit Maxwell bekannt und neuerdings von M. Abraham 
auch für bewegte Spiegel geliefert wurde. Anders liegen die 
Verhältnisse in der kosmischen Physik. Ar rhen ius legte 
seiner Theorie der Kometenschweife1) ursprünglich eine Formel 
für den Lichtdruck zugrunde, wie man sie durch Verbindung 
der Prinzipien der geometrischen Optik mit den Maxwellschen 
Formeln für die Atherspannungen bei einer vollkommen absor
bierenden Kugel erhält. Diese zeigt bei abnehmendem Radius a 
der Kugeln ein Anwachsen von der Form — für das Verhält-
nis des Lichtdrucks zur Gravitation, so daß ersterer immer 
überwiegen würde, wenn nur die Kugeln einen genügend kleinen 
Durchmesser haben. Nun gelten aber die Gesetze der geo
metrischen Optik nur so weit, wie man die Dimensionen der 
Körper als sehr groß im Verhältnis zur Wellenlänge des Lichtes 

1) S. A r r h e n i u s , Phys. Ztschr., 2 , 1901, S. 81 u. 97, vgl. auch: 
Das Weiden der Welteu, Leipzig 1907, S. 85 u. f. 
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betrachten; kann eine Anwendung der Arrheniusschen Formel 
auf Kugeln, deren Durchmesser von der Größenordnung der 
Wellenlänge ist, muß deshalb als eine unberechtigte Extra
polation angesehen werden. K. Schwarzsch i ld 1 ) berechnete 
deshalb strenge auf Grund der Maxwellschen Gleichungen für 
das elektromagnetische Feld den Lichtdruck für vollkommen 
reflektierende Kugeln von kleinem, mit der Wellenlänge ver
gleichbarem Durchmesser. Er zeigte, daß das obenerwähnte 
Verhältnis von Lichtdruck zu Gravitation für Kugeldurchmesser, 
die mit der auffallenden Wellenlänge vergleichbar sind, einen 
Maximalwert erreicht, von dem aus es für noch kleinere Durch
messer schnell zu Null sinkt. Eine Überschlagsrechnung zeigt 
aber, daß, natürlich unter der wesentlichen Voraussetzung der 
vollkommenen Reflexion, dieses Maximum immerhin so groß 
ist, daß auf der Sonne der Lichtdruck die Gravitation um das 
Zwanzigfache überwiegt. Es ist jedoch von vornherein klar, 
daß diese Zahlenangaben Veränderungen erleiden werden, wenn 
die Teilchen das Licht teilweise absorbieren oder der Haupt
sache nach nur zerstreuen. Wir wollen deshalb im folgenden 
den Lichtdruck ausrechnen für den allgemeinsten Fall, daß 
dem Teilchenmaterial eine Dielektrizitätskonstante e und eine 
Leitfähigkeit 6 zukommt. Ein Bedenken, das man aufwerfen 
könnte, nämlich ob es gestattet sei, bei diesen kleinen Teilchen 
noch mit denselben Materialkonstanten zu rechnen, die man 
an großen Stücken (natürlich bei der gleichen Wellenlänge 
der auffallenden Strahlung) beobachtet, findet seine Erwiderung 
besonders in einer neueren Arbeit von G. Mie s ) „über die 
Farben kolloidaler Goldlösungen". Dort wird an Hand der 
experimentell bekannten Tatsachen gezeigt, daß die Eigenart 
des von solchen Lösungen seitlich ausgestrahlten Lichtes erklärt 
werden kann, wenn man eben die Materialeigenschaften der 
suspendierten Teilchen durch die sonst bekannten Konstanten 
beschreibt. Die Teilchendurchmesser, die bei Mie in Betracht 

1) Sitzungsber. der Kgl. Bayerischen Akademie d. Wisaensch. Bd. 31, 
1901, S. 293. 

2) Ann. d. Phys. Bd. 25, 1908, S. 377. 
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kommen, betragen schon nur mehr Bruchteile der Wellenlänge 
des äußersten violetten sichtbaren Lichtes, wir sind also wohl 
berechtigt die späteren Rechnungen ohne Bedenken auch noch 
auf so kleine Teilchen anzuwenden. E s ist aber klar, daß nach 
unten hin eine Grenze existieren wird, über die hinaus es sich 
als notwendig zeigen wird, den. Molekülbau in weniger globaler 
Weise zu berücksichtigen, als wie es durch zwei, wenn auch 
mit der Wellenlänge variabele, Konstanten möglich ist. 

Die Grundlage für das Folgende wird in üblicher Weise 
gebildet von den M a x w e l l s c h e n Gleichungen des elektromag
netischen Feldes. Die Lösungen dieser Gleichungen in Reihen
form, wie sie für uns in Betracht kommen (vgl. § 2), sind 
nicht neu. Mehrfach findet man sie schon in der Literatur 
vor, z. B. bei C l e b s c h 1 ) , L o v e 2 ) usw. für die elastischen, bei 
J. J. T h o m s o n 3 ) , S c h w a r z s c h i l d 4 ) , M i e 5 ) für die elektro
magnetischen Verhältnisse. Durch die Einführung zweier ge
eigneter Potentiale (§ 1 ff.) glaube ich die Behandlung des 
elektromagnetischen Problems übersichtlicher wie sonst gestaltet 
zu haben. Der § 5 des ersten Kapitels bringt eine Übersicht 
über die möglichen Eigenschwingungen von Kugeln, wobei auch 
solche, die nicht unendlich gut leiten, in Betracht gezogen 
werden. Die beiden vorher benutzten Potentiale lassen sich 
dahin kennzeichnen, daß das erste den e l e k t r i s c h e n Eigen
schwingungen (d. h. den von wechselnden Ladungen der Kugel
oberfläche begleiteten), das zweite den m a g n e t i s c h e n (d. h. 
den ohne Aufladung der Kugeloberfläche erfolgenden) entspricht. 

Im zweiten Kapitel werden dann die Ausdrücke für die 
elektrischen und magnetischen Komponenten dazu benutzt, eine 

1) Crelles Journ. Bd. 61, 1864, S. 195. 
2) A. B. H. L o v e , Lehrbuch der Elastizität (Deutsch von A. T i m p e ) 

Leipzig 1907, S. 320, wo sich auch, einige weitere Literaturangaben zum 
elastischen Problem finden. 

3) J. J. T h o m s o n , Recent Researches in Electricity and Mag-
netism, S. 361. 

4) Sitzungsber. der Kgl. Bayerischen Akademie d. Wissensch. a. a. 0 . 
5) Ann. d. Phys. a. a. 0 . Sonstige Literatur findet sich bei M. A b 

r a h a m , Enc. d. math. Wiss., V 18, Nr. 6c. 
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a l l g e m e i n e F o r m e l für den L i c h t d r u c k auf Kuge ln zu ge
w i n n e n , n a c h d e m n o c h i n § 7 d e r F a l l des ebenen Spiegels 
( w e g e n e in ige r U n s t i m m i g k e i t e n in de r v o r h a n d e n e n Literatur) 
k u r z b e h a n d e l t w i rd . D e n S c h l u ß dieses Kap i t e l s bildet die 
A b l e i t u n g e ine r F o r m e l für den L i c h t d r u c k auf e inen schwingen
d e n D i p o l , w e l c h e in d e m s c h o n o b e n h e r v o r g e h o b e n e n Grenzfall 
ä u ß e r s t k l e i n e r K u g e l n ( M o l e k ü l e ) a n w e n d b a r ist . 

D a s d r i t t e K a p i t e l b r i n g t i n d e n vier e r s t en Paragraphen 
die n u m e r i s c h e D i s k u s s i o n d e r a l l g e m e i n e n Lichtdruckformel 
für v o l l k o m m e n r e f l ek t i e r ende , z e r s t r e u e n d e u n d absorbierende 
K u g e l n . I n al len F ä l l e n ze ig t d e r L i c h t d r u c k i m Verhä l tn i s zur 
auf fa l l enden E n e r g i e für e i n e n g e w i s s e n W e r t des Quotienten 
K u g e l r a d i u s : W e l l e n l ä n g e e in M a x i m u m , das indessen niemals 
d i e H ö h e des be i v o l l k o m m e n e r Ref lex ion gefundenen erreicht. 
Z u g l e i c h w i r d in d e n be t re f fenden P a r a g r a p h e n der L ich tdruck 
m i t de r G r a v i t a t i o n v e r g l i c h e n , w o b e i s i ch i m a l lgeme inen sowohl 
fü r u n e n d l i c h k l e i n e wie für u n e n d l i c h g r o ß e K u g e l n ein Über
w i e g e n der l e t z t e r e n W i r k u n g e r g i b t u n d n u r u n t e r geeigneten 
B e d i n g u n g e n für m i t t l e r e K u g e l d u r c h m e s s e r der Lichtdruck 
v o r h e r r s c h t . E i n e e i g e n a r t i g e A u s n a h m e b i l d e t der F a l l eines 
K u g e l m a t e r i a l s m i t m i t t l e r e m Absorp t ionskoef f i z i en ten , für 
w e l c h e n d a s V e r h ä l t n i s de r b e i d e n W i r k u n g e n be i unendl ich 
k l e i n e n K u g e l n e ine r e n d l i c h e n Grenze z u s t r e b t . 

Be i d e r A u s f ü h r u n g d e r n u m e r i s c h e n R e c h n u n g zeigt sich 
inso fe rn e ine S c h w i e r i g k e i t , a ls d ie a l l g e m e i n e F o r m e l für den 
L i c h t d r u c k u m so s c h l e c h t e r k o n v e r g i e r t , j e g r ö ß e r das Ver
h ä l t n i s R a d i u s : W e l l e n l ä n g e wi rd . O b w o h l s t e t s konvergent , 
i s t d ie R e i h e s c h o n für v e r h ä l t n i s m ä ß i g k le ine W e r t e des 
eben e r w ä h n t e n V e r h ä l t n i s s e s u m s t ä n d l i c h zu b e r e c h n e n , während 
sie für die F ä l l e d e r g e w ö h n l i c h e n O p t i k t o t a l unbrauchba r 
w i rd . D i e s e S c h w i e r i g k e i t e n , d e r e n U r s a c h e in § 12 etwas 
n ä h e r i n s A u g e ge faß t w i r d , k ö n n e n b e h o b e n w e r d e n unter 
B e n u t z u n g g e w i s s e r s e m i k o n v e r g e n t e r E n t w i c k l u n g e n , welche 
die in der R e i h e a u f t r e t e n d e n Z y l i n d e r f u n k t i o n e n asympto t i sch 
da rs te l l en für s e h r g r o ß e W e r t e des A r g u m e n t s u n d beliebige 
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Werte des Index 1 ) . Mit ihrer Hilfe gelingt es, in § 16 und 
§ 17 auch den optischen Grenzfall von der allgemeinen Formel 
aus zu behandeln. Auch sonst sind die obengenannten Ent
wicklungen nützlich; sie bilden z. B. die Grundlage für eine 
strenge Theorie der Beugung des Lichts an Kugeln und Zylindern 
(Regenbogen, Materialeinfluß), wie ich in der nächsten Zeit 
noch näher ausführen will 2 ) . 

Im letzten § 18 wird schließlich noch untersucht, inwieweit 
das charakteristische Maximum der Lichtdruckkurven als Re
sonanzphänomen aufgefaßt werden kann. 

1) Vgl. die demnächst in den Math. Ann. erscheinende diesbezüg
liche Abhandlung. Soweit die Formeln für die jetzigen Zwecke in 
Betracht kommen, sind sie in § 16 zusammengestellt. 

2) Vgl. die vorläufige Mitteilung auf der Naturforscher-Versamm
lung in Köln: Phys. Zeitschr. 9, 1908, S. 775, oder Verhdl. d. Phys. Ges. 
10, 1908, S. 741. 
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E r s t e s K a p i t e l . 

Bestimmung des elektromagnetischen Feldes. 

§ 1. GRUNDGLEICHUNGEN UND DARSTELLUNG DER FELDSTÄRKEN 
MITTELS SKALARER POTENTIALE. 

Indem wir rationelle H e a v i s i d e s c h e Einheiten zugrunde 
legen und uns von vornherein spezialisieren auf zeitlich perio
dische Zustände von der Periodenzahl CJ in 2rt s ec , lauten die 
Maxwellschen Gleichungen für die elektrische Felds tärke 1 ) 
E^SRLEe""] und die magnetische f) = ^ [ i Z e ^ ' J : 

(1) *>" H = - r o t E , ("J" + l) E = rot H. 
Hierin bedeutet weiter [i die Permea
bilität, s die Dielektrizitätskonstante, 
€ die Leitfähigkeit und c die Licht
geschwindigkeit. 

Führt man Kugelkoordinaten r, 
•9·, <p ein (vgl. Fig. 1) und nennt die 
entsprechenden Komponenten von E: 
B, T, F, während die Komponenten von 
H durch P, &, 3> angedeutet werden, 
so gehen die Gleichungen (1) über in 

Mg. 1. 

(2a) 

e - 1 

r ! s i n a \g« 
r sin 

- 1 ( A 

R sin \dq> E - d a r Or 

^ c - X-(d rT r \dr d 
d» 

r SIN 

1) 5R bedeutet hier und im folgenden stets, daß von der einge
klammerten Größe der reelle Teil zu nehmen ist. 

Debyc, Lichtdruck. 1 
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( 2 b ) 

\ c c 1 r n n » \d& 2<jj / 
Sie» ± } T 1 t j _ p _ 9 r B i a 9 0 \ 
\ c c! r sin v \oop er I 

D e n k t m a n s ich n u n m i t M i e 1 ) d e n Z u s t a n d entstanden 
d u r c h Ü b e r e i n a n d e r l a g e r u n g zwe ie r a n d e r e n , dadu rch charakte
r i s i e r t , d a ß b e i m e r s t e n die z u r K u g e l n o r m a l e r -Komponente 
P d e r m a g n e t i s c h e n Kra f t , b e i m zwe i t en die e lekt r i sche r -Kom-
p o n e n t e R v e r s c h w i n d e t , so k a n n m a n den wei te ren Über
l e g u n g e n e ine s e h r e infache G e s t a l t g e b e n , i n d e m m a n bemerkt , 
d a ß j edes d iese r Te i l fe lde r aus e inem e inz igen ska l a r en Potent ia le 
a b l e i t b a r i s t . W i r n e n n e n das e r s t e d ieser P o t e n t i a l e LJi) das 
zwe i t e JT 3 u n d u n t e r s c h e i d e n die z u g e h ö r i g e n Fe lds tä rken 
d u r c h d i e se lben Ind izes . F ü r das e r s t e Tei lfeld wi rd je tz t die 
e r s t e G l e i c h u n g des S y t e m s ( 2 a ) be f r i ed ig t d u r c h den A n s a t z 2 ) : 

F = 1 e-'rJT, T = J_ (f>rTIi_ 
1 rsin& drdop' 1 r drdfr 

M i t d iesen W e r t e n l ie fer t d a n n die zwei te Gle ichung des 
S y s t e m s (2 b ) 

1 \ c ^ e) c&> 

u n d die d r i t t e G l e i c h u n g des se lben S y t e m s 

1 U T « j s i n * S» ' 

Sch l i eß l i ch e r g i b t d ie e r s t e G l e i c h u n g des S y s t e m s (2 b) für 

die r a d i a l e e l e k t r i s c h e K o m p o n e n t e : 

Ty l_ (d_ • „ dJI^ J__ B^IIA 
- " i - rsin» \c9 S d& sin» dy1)' 

Sol l n u n d e r A n s a t z m i t u n s e r e m g a n z e n S y s t e m (2) vexträg-

1) Ann. d. Phys. Bd. 25, S. 382, 1908. 
2) Zunächst legt diese Gleichung nur nahe, zu setzen 

F = —— d-- T = - d V 
1 rsin9 dtp' 1 r c& ' 

es ist aber wegen des Folgenden bequem, statt V zu schreiben . 
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1. Grundgleichungen und zugehörige akalare Potentiale. 3 

lieh sein, so müssen die beiden letzen noch unbenutzten 
Gleichungen des Systems (2a) dieselbe Differentialgleichung für 
das Potential JTj liefern. Letzeres ist tatsächlich der Fall, 
man erhält nämlich aus jeder dieser beiden: 

r c'r-
oder auch 

(3) 

i d • c.dii^ , i a'ir, . 7 2 r T n 

I -—S ^ 5 8 1 1 1 ^ ^ + ! · „ -5—f" + KH, = 0 , 

mit der Abkürzung: 

(4) * » . — * ¡100} 
Mit Rücksicht auf die Differentialgleichung für J I ± läßt 

sich die Formel für die elektrische radiale Komponente noch 
vereinfachen zu: 

B1 = d ^ + k * r n l t 

so daß wir zusammenfassend die hier betrachteten Feldstärken 
aus LJ-i ableiten können, mittels des Formelsystems: 

(5) 

Bt-

F1-

1 d'rnt 

r drdV ' 
1 o'rnt 

r i -

1>, 

•o, 

\ c c 1 r sin 9 d <p ' 

~ \ c~ + ~c) T ~~d&~ ' 
Fü* das zweite Teilfeld, bei dem die radiale elektrische 

Komponente verschwindet, gelten analoge Überlegungen. Be

denkt man, daß unsre Grundgleichungen (2) unverändert bleiben, 

wenn man die elektrischen Komponenten mit den entsprechen

den magnetischen vertauscht und zu gleicher Zeit + -

durch i — und umgekehrt ersetzt, so erhält man ohne 

weiteres das Resultat: 
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Definiert man ein Potential 772 durch die Gleichung: 

(30 AII^ + *« 77, = 0 , 

so können daraus die Komponenten des zweiten Teilfeldes 

geleitet werden durch Benutzung der folgenden Formeln: 

(5') 

1 dh-n^ 
r drdd ' 

AVN, 

TL = 

r s i n # 3»"2<p ' 

• o , 

ipco 1 2 r iT 3 

c r sin 9 8 <p ' 
¿(¿01 1 3 r iT 2 

c r ~89 ' 
Die Definitionsgleichungen (3) und (3') der beiden Potentiale 
stimmen überein, so daß man sich nur mit den Lösungen der 
einen Gleichung (3) zu beschäftigen hat. 

§ 2. Die Lösungen der Gleichung für das Potential II. 

Lassen wir Torläufig die Indizes weg, So lautet uusre 

Grundgleichung (3) für H: 

(3) JH+Ji?n=-Q. 
Man kann hier nun den gewöhnlichen W e g einschlagen 

und (3) lösen durch das Produkt dreier Funktionen, von denen 
jede nur von einer Koordinate abhängt. 

Schreibt man z. B. 

(6) n - f M U W z t t ) , 
so erhält man für diese drei Funktionen die Differeutial-

gleichungen: 

d2rf, , / , „ n(n + l)\ 

1 d 
00 

( 8 ) 
s i n * d& 

S 1 n ^ § + ( K - + D - S I N ^ ) / 2 = 0 , 
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' § 2. Die Lösungen der Gleichung für das Potential IT, 5 

wobei die K o n s t a n t e n w ( w + l ) u n d v z u n ä c h s t b e l i e b i g s ind. 
Die Bedingung, daß f2 s o w o h l w i e fs auf e ine r Kuge l f l ä che 
eindeutig u n d endl ich sein sol l , h a t d a n n b e k a n n t l i c h z u r F o l g e , 
daß n und v be ide g a n z z a h l i g a n g e n o m m e n w e r d e n m ü s s e n . 

Die L ö s u n g e n der G l e i c h u n g e n ( 7 ) b i s ( 9 ) s i n d b e k a n n t e 
Funkt ionen; es is t n ä m l i c h 

/I = (^)-^CN + I » - ) , 
wo Gn+i(hr) eine Z y l i n d e r f u n k t i o n m i t d e m I n d e x n - \ - \ b e 

deutet; Gle ichung (8) def inier t d ie v t Ä Z u g e o r d n e t e d e r K u g e l 

funktionen w t e r O r d n u n g , w ä h r e n d (9 ) die e in fach p e r i o d i s c h e n 

Funkt ionen zur L ö s u n g h a t . 
W i r wol len j e t z t n o c h g a n z k u r z e in ige R e i h e n e n t w i c k 

lungen für u n s r e F u n k t i o n e n z u s a m m e n s c h r e i b e n , w e l c h e w i r 
in den spä te ren P a r a g r a p h e n b e n u t z e n w e r d e n . 

Die L ö s u n g e n v o n (7 ) k ö n n e n i n zwei v e r s c h i e d e n e n 
Formen auftreten, e i n m a l a ls P o t e n z r e i h e n , die v o m s i n g u l ä r e n 
Punkt kr = 0 aus e n t w i c k e l t s ind , n ä m l i c h 1 ) 

(10) R/I=*.(*R)~ PF-*)* Ĵ IOFCR) 
•]cr\2p + n+i. /kry 

ODER: 
n + l 

Zj \ V 7 s \ ' 

2n-\-3 ' 2N + 3 2W + 5 

" 2 " 2 2 
1 · 3 · • (2M + 1) 

UND 
(11) r f ^ l n Q c r ) = { - i y i ^ ) U J ^ n ^ Q c r ) 

P = CO 

= ( - i ) » y i y ( - i ) p 

2 
/fcr\2 

^ " D - —< T - V 

fri r(p + i ) r ( p - n + 2 ) 
1) Vgl. für die Reihenentwicklungen der Zylinderfunktionen 

JT. N i e l s e n , Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, Leipzig 1904. 
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(3 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes, 

oder OY)" , (¥)' 
1 I I ^ ' ' I I 

Ii am —1 ~ r 2n —1 2« —3 
2 ' 2 2 

wobei die Funktionen <7 die gewöhnlichen Besseischen Funk
tionen mit dem Argument n + \, resp. — n — \ sind. 

Eine zweite Ar t der Entwicklung für rfx erhält man, indem 
man vom Punkte Jcr = oo ausgeht. Diese ist für den hier 
Torliegenden Fall nicht wie sonst semikonvergent, sondern be
kanntlich genau richtig, weil die betreffende Reihe endlich ist. 
Die beiden Partikularlösungen lauten 

(12) Vn(ir),(^y's^(kr) 
~ i f ( B + l )

e " ' " j l * y(»—P + i)(n—p + 2)---(n + p)y 

oder 

= e 

( l * K ( * r ) - « - ' . - ^ ^ [ l +24̂ -(2̂ (">J^1)^2)-++' 
und 

(13) fc.C*0 - ( ^ ) % ^ + , (*r) 

-= e »("+x)e~ikr 11 + ^ n ~ - P - M K ^ - ? + 2) · - · (« + J?)j. 

oder: 

/ n . f flfcrW?(" + l V - " 1 ' l - * n& + l) L (n-l)n(w + l)(n + 8) , + „ 

Die Zeichen H1 und .EP bedeuten dabei die beiden Hanke ischen 
Zylinderfunktionen, die mit den vorher benutzten Besseischen 
Zylinderfunktionen J zusammenhängen mittels der Formeln: 

woraus sich für unsre Funktionen 4>„, %n! v\n, ergibt: 
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§ 2. DIE LÖSUNGEN DER GLEICHUNG FÜR DAS POTENTIAL 12. 7 

U „ = * „ + ix„. 
Wei te rh in w e r d e n w i r n o c h d ie Z u s a m m e n h a n g s f o r m e l n b e 

nutzen für die zu v e r s c h i e d e n e n W e r t e n v o n n g e h ö r i g e n F u n k 

tionen. Diese l au t en , w ie m a n z. B . o h n e w e i t e r e s a u s d e n 

entsprechenden F o r m e l n für die Z y l i n d e r f u n k t i o n e n a b l e i t e n k a n n : 

| (2n + 1 ) ^ - (» + l ) * , - ^ ) - *1>n + l{x) 
(15) d ; 

| ( 2 M + I ) 2 » M = ^ N _ L { X ) + T A + 1 ( X ) 

und gel ten b e k a n n t l i c h n i c h t a l le in für ipn, s o n d e r n fü r j ede 

beliebige L ö s u n g v o n ( 7 ) ( i n s b e s o n d e r e für %n, £J. 

Von den ve r sch iedenen m ö g l i c h e n L ö s u n g e n v o n (8 ) w e r d e n 

wir nu r die zu v = l g e h ö r i g e n e r s t e n Z u g e o r d n e t e n PJ-(gob&) 

im folgenden b r a u c h e n . D i e s e s ind b e k a n n t l i c h a u s den g e 

wöhnlichen zona l en K u g e l f u n k t i o n e n P M ° ( c o s 9) a b l e i t b a r m i t t e l s 

der F o r m e l : 1 ) 

(16) P n \ W * 9 ) = - ± P n ° ( o o * » ) 

und k ö n n e n u. a. def inier t w e r d e n d u r c h die end l i che R e i h e 

M » ) - I ^ T ) , [ « - " - 1 * - F I ^ : ^ « ' - • ' - , * 

( w _ l ) ( t t _ a ) ( w _ 8 ) ( w _ 4 ) - _ B F L , 1 

2.4-(2« —l)(2N —3) J 

Schließlich g i l t n o c h die f u n d a m e n t a l e I n t e g r a l r e l a t i o n : 

£ [ 0 m^rn 
(18) J P ^ c o s 9) P ^ ( c o s tf) s in EDFR = «_(,._+l) . _ 

0 ( 2N + 1 

1) FÜR DIE REIHENENTWICKLUNGEN, USW. DER KUGELFUNKTIONEN VGL. 
FI. HEINE, HANDBUCH DER KUGELFUNKTIONEN, BERLIN 1878. "WIR SETZTEN 
INDESSEN MIT F'. NEU MANN 

P„* (COS 9) = SIN 9 ? ^ P.^ (COS 
" V ' D(COSAR)'' " V ' 

HIERNACH, UNTERSCHEIDEN SICH DIE IM FOLGENDEN BENUTZTEN P M " VON DER 
HEINESCHEN DURCH EINEM KONSTANTEN FAKTOR. MAN VGL. AUCH ENA D. 
MATH. WISS., ART. WANGERIN II. A. 10., S. 711. 
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§ 3 . D i e G r e n z b e d i n g u n g e n u n d d i e P o t e n t i a l e 77/ , 7 1 / der 
e i n f a l l e n d e n W e l l e . 

Nach den M a x w e l l s c h e n Gleichungen (1) verlangen die 
Grenzbedingungen die Stetigkeit der tangentialen Kraftkom
ponenten an jeder Trennungsfläche zweier Medien. In unsrem 
Falle ist das eine Medium der Äther (e = (i = 1, a = 0), das 
zweite eine Kugel vom Radius a aus beliebigem Material; für 
r = a soll also 

. wenn der Index i die Feldkomponenten im Innern und der In
dex a dieselbe außerhalb der Kugel andeutet. 

Man denke sich jetzt die ungestörte einfallende Welle dar
gestellt durch zwei Potentiale 7 7 / und 7 1 / , ebenso definiert wie 
die Potentiale nt und 7 7 2 , dann wird das ganze äußere Feld 
(einfallende + reflektierte Wellensysteme) abgeleitet werden 
können aus Potentialen von der Form i 7 1

a -f- 7 7 / und 7 7 / + 77/ , 
während das innere Feld (gebrochene Wellensysteine) sich er
gibt aus zwei anderen Funktionen 7 7 / und 77 / . Mittels dieser 
Potentiale schreiben sich jetzt die Grenzbedingungen sehr ein
fach. Betrachtet man zunächst nur das aus den Potentialen 
mit dem Index 1 abzuleitende Feld, so folgt aus der Stetigkeit 
der elektrischen Tangentialkoinponenten T x und F± unter Be
rücksichtigung von (5 ) ohne weiteres die Stetigkeit der Ab
leitungen unsrer Verbindungen r / 7 , genommen nach der Kugel
normale. Ebenso schließt man aus der Stetigkeit der tangen
tialen magnetischen Komponenten & x und <Pj auf die Stetigkeit 

der mit den zugehörigen Konstanten + multiplizierten 
Potentiale. Schreibt man zur Abkürzung 

so erhält man also in Formeln: 

^ r ( H a - \ - l I e ) = s
 ^ r 7 7 ' | 

( 2 0 )
 d r K 1 d r M für r = a . 

x 1 " / - ( J 7 / t + 7 7 / ) = Je/VTJ/J 
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Iii gleicher W e i s e e r h ä l t m a n fü r die P o t e n t i a l e 77 2 u n t e r B e -
nutzung der G le i chungen (5 ' ) d ie G r e n z b e d i n g u n g e n 

^ r (IT " 4 77 *) = — r II' \ 
(21) j ' 1 ' "

 d r
 2 für r = a , 

•x2

ar(nz

a 4- 7 7 / ) = h/V 7 7 / ) 
wobei gesetzt wurde 

(22) V-Cr)., V = ( T ) / • 
Die hier e ingeführ ten A b k ü r z u n g e n x h ä n g e n m i t d e n K o n 
stanten 1c (vgl. (4)) z u s a m m e n m i t t e l s de r F o r m e l n 

Ist das äußere M e d i u m de r freie Ä t h e r ( w a s w i r s t e t s v o r a u s 
setzen wollen), so h a t m a n ü b r i g e n s e in fach : 

x,a = x,a
 = ik„ => i m · L a c 

Als einfallende W e l l e d e n k e n w i r u n s j e t z t e ine ebene , p o l a r i 
sierte, in R i c h t u n g der n e g a t i v e n # -Acnse f o r t s c h r e i t e n d e W e l l e , 
deren e lekt r ische K o m p o n e n t e die A m p l i t u d e 1 h a t u n d in d e r 
«-Richtung g e r i c h t e t i s t (vg l . F i g . 1 ) ; d iese W e l l e be s i t z t d a n n 
die zwei F e l d k o m p o n e n t e n : 

(23) <S, = 9 t [ e ' V e 1 ' « " ] , ,<py = 9 ? [ _ j " * y ' ] , 

wobei, da die W e l l e im fre ien Ä t h e r ve r l äu f t : 

In den r, <p K o o r d i n a t e n u n d d e n e n t s p r e c h e n d e n K r a f t 
komponenten is t d ie W'el le a l so , w ie l e i ch t aus F i g . (1) e r s i ch t 
lich, dargeste l l t d u r c h 

(Be= e " « " 0 8 3 s i n # cos9); Pe e< *»»·«">» s i n * s ing) 

(24) Te = ttk<>rcm 9 cos d- cos <p; © e = — ekarB0* * cos # sin 9? 
' Fe = — E,'*«RCO" * sin 93; (5^ = — eik<*rC0!l* cos QP. 

Um die be iden v o r h e r e r w ä h n t e n zu d ieser W e l l e g e h ö r i g e n 
Potentiale 7 7 / u n d 7 7 / zu b e s t i m m e n , k a n n m a n v o n i r g e n d 
zweien der soeben a n g e s c h r i e b e n e n K o m p o n e n t e n Me . . . <&s 

und ihren nach (5 ) , r e sp . (5 ' ) g e b i l d e t e n A u s d r ü c k e n d u r c h 
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ZTj" und 77/ ausgehen. Arn bequemsten ist es offenbar, die 

radialen Komponenten zu benutzen; aus der ersten Gleichung 

von (5) erhält man dann mit Rücksicht auf (24): 

(25) -F JeJrllS = e » « ' c o s 3 sin # cos qj , 

also 
•l e ' * a r c o s 9 -

r l l ' = — . cos w ; 
1 kl SIN» 

ebenso findet man aus der ersten Gleichung von (5') und dem 
in (24) angegebenen W e r t von Pe: 

r / 7 / = —^—— sin OD . 
2 kl « n » y 

Man bestätigt leicht, daß 77/ und 17 / Potentiale der in § 2 
definierten Ar t sind: sie befriedigen beide Differentialgleichung 
(3) , und ihre Ableitungen, im Sinne der Gleichungen (5) und 
(5') genommen, geben tatsächlich sämtliche in (24) angegebenen 
Komponenten unsrer einfallenden Welle. Indessen kann man 
sich leicht überzeugen, daß die Potentiale 77 / und 77/ durch 
die Angabe der Komponenten des elektromagnetischen Feldes 
nicht vollständig bestimmt sind, vielmehr kann man noch ge
wisse Bestandteile hinzufügen von der Form 

¿ ( 9 , + I?(g>, fr)«-'"*·•, 

die aber dann natürlich so gewählt werden müssen, daß sie 
keinen Einfluß auf die aus den Potentialen durch Differentiation 
gewonnenen Wer te der Feldstärken haben. Für die folgenden 
Entwicklungen empfiehlt es sich von dieser Willkür Gebrauch 
zu machen, so daß r i 7 / sowie r 7 7 / nicht mehr für # = 0 
unendlich werden und zugleich die Reihenentwicklungen sich 
möglichst einfach gestalten. Eine genauere Durchrechnung 
zeigt, daß man dazu am besten setzt: 

v 1 1 kl \ s i n * ~tg9/a~ a _ t 8 * / 2 ) 

(26') r n s - - * 1 ? ! ^ ™ * e i k « r 1 e-<**r \ 

• *S l s i n » 8 ~ t ^ » / 2 2 te*^)' 
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§ i. Die schließliche Form der Potentiale iTj und 7 T 2 . 11 

Da die allgemeine Lösung von (3) nach den Erörterungeil 
des § 3 in Form einer nach Produkten von Zylinder- und Kugel
funktionen fortschreitenden Reihe angesetzt werden soll, wollen 
wir zunächst unsre Potentiale IP in eine solche Reihe ent
wickeln. Wir verfahren gerade so wie soeben, indem wir zu
nächst eine solche Entwicklung für Re resp. Pe angeben, aus 
der die gesuchte für II' durch Integration unmittelbar folgt. 

Nach H e i n e 1 ) gilt: 
n — oo 

^27) ^ r c o s s =2 i"(2n + 1 ) P b 0 ( c o s » ) , 

woraus man durch Differentiation nach und Multiplikation 
mit — für R, erhält: tkar ' 

n = tx> 

Trägt man jetzt auf der rechten Seite von (25) diese Reihen
entwicklung für Re ein und setzt für II* eine analoge Reihen
entwicklung mit unbestimmten Koeffizienten an, sb erhält man 
unter Berücksichtigung der Differentialgleichung (7) für if>n 

ohne weiteres: 

.(28) r77,· = p- 2 i n ~ 1 S l ) P^cos
 *) C 0 3 V-

K a n = i 
Analog gilt für das Potential des zweiten Teilfeldes: 

n = oo 

(28') r J V - - ^ ^ ' " " ' i ^ ^ ^ v W C ™ * ) ^ . · 
Die in (28) und (28') auftretenden Summen werden durch die 
rechten Seiten von (26) und (26') summiert. 

§ 4. DIE schließliche FORM DER POTENTIALE IIl UND ü 2 . 
Zunächst wollen wir uns auf die Betrachtung nur eines 

der beiden Teilfelder beschränken, die Resultate sind dann mit 
geriuger Änderung auf das zweite übertragbar. 

1) E. H e i n e , loo. cit. 2. Aufl., Bd. 1, S. 82. 
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Setzt man an: 

(29) r/7,« = \ 2! K'UKr) P„» (cos d) cos <p 

und 

(30) r / 7 , ' - * 2! Q'*«&r) ^ < c o s * ) c o s V> 
* r° n = l 

wobei A„ 1 und B n

x verfügbare Konstanten, £B und die § 3 
definierten Funktionen bedeuten und 

( 3 i ) 

gesetzt ist, so genügen diese Ausdrücke beide der Differential
gleichung ( 3 ) für 77. Wei ter befriedigt IJ^ die Bedingung, 
nur divergierende nach dem Unendlichen hin forteilende Wellen 
zu geben (vgl. Formel (13)), während 77/ der Bedingung der 
Endlichkeit der Feldkomponenten im Innern der Kugel vom 
Radius a genügt (vgl. Formel (10)). Setzt man die Ausdrücke 
(29) und (30) nebst der im vorigen Paragraphen für r77, e an
gegebenen Reihenentwicklung in die Grenzbedingungen (20) ein; 
so erhält man für die Konstanten AJ- und B ^ 1 die Gleichungen: 

Für A^ 1 und B B

1 bekommt man demnach explizite: 

1 ' n (n + 1 ) *? SnQ-acOk^ha) _ * X ' ( f c a « ) * i > „ ( M > 

womit nach (5) und (5') das erste Teilfeld vollständig be
st immt ist. 

Man ersieht ohne weiteres aus dem Vergleich von (28) 
mit (28') und (20) mit (21), daß der Ansatz 

(29') r77 2 * = - \-2 V £ , ( * . r ) ^ ( c o s » ) sin <p, 
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(30') rllj - - 2 B.V .&R) KK™* ») sin ? 

für das zweite Teilfeld wieder alle Oberflächenbedingungen er
füllt, wenn man A K

3 und B Ä

2 definiert durch die aus (33) bei 
Vertauschung von xt

a resp. mit x 2

a resp. jc2

1 entstehenden 
Formeln. Somit ist nun auch das zweite Teilfeld vollständig 
bestimmt. 

§ 5 . DIE EIGENSCHWINGUNGEN DER KUGEL. 

Da die Eigenschwingungen von Kugeln an sich nicht ohne 
Interesse sind und sie auch für das "Verständnis der später an
zugebenden Formel für den Lichtdruck mit Nutzen heran
gezogen werden können, wollen wir in diesem Paragraphen die 
Werte für Eigenschwingungszahl und Dämpfung aus unsren 
Formeln berechnen. 

Geht man wieder aus von den Potentialen TIi und JT2 in der 
Form des vorigen Paragraphen und verlangt für diese solche den 
Grundgleiehungen und Oberflächenbedingungen genügenden Dar
stellungen, die auch ohne äußere Anregung bestehen können, 
so erhält man z. B. zur Bestimmung der Konstanten A^1 und 
Br>' Gleichungen, die aus (32) hervorgehen, indem man das 
zweite Glied der linken Seite Nul l setzt. E in von Null ver
schiedener Wert für diese Konstanten ist also nur möglich, wenn 
die Determinante des so erhaltenen Gleichungssystems ver
schwindet in Formel: 

(>IA\ K = h ^4 (*,-«) 
v ; *?&.(*„«) «i '?„(M)' 
Ebenso findet man, daß eine, einem einzelnen Gliede von üs 

entsprechende, Lösung ohne Anregung möglich ist, wenn 

Nehmen wir nun an, daß die Permeabilität fi = 1 gesetzt 
werden kann, wie solches bei einigermaßen schnellen Schwin
gungen zutrifft, und setzen 
(35) fci-Nfc», 
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so i s t n a c h ( 3 1 ) : 

( 3 6 ) N = ] / e - * ° - v ( l -ix), 

u n d es b e d e u t e t d a h e r ( in de r g e w ö h n l i c h e n Bezeichnungs

w e i s e ) N den k o m p l e x e n B r e c h u n g s e x p o n e n t e n , v r e sp . x den ge

w ö h n l i c h e n B r e c h u n g s e x p o n e n t e n r e s p . Abso rp t i ons index . Unter 

A n w e n d u n g de r A b k ü r z u n g - N s c h r e i b e n s i ch die Gleichungen 

( 3 4 ) u n d (34 ' ) 

K } Nt„(N<?)' 

( 3 7 ' ) t M = N V„ ' (N«) 

S„{9) * » ( N j ) ' 

w e n n n o c h gese t z t w i r d : 

( 3 8 ) Q - K * -
a m 

C 

I h r e m Z u s a m m e n h a n g m i t d e m e r s t e n P o t e n t i a l en tsprechend 

def inier t ( 3 7 ) S c h w i n g u n g e n , b e i d e n e n die r ad i a l e m a g n e t i s c h e 

F e l d s t ä r k e ü b e r a l l v e r s c h w i n d e t , w ä h r e n d die r a d i a l e elektrische 

K o m p o n e n t e v o r h a n d e n ist , so d a ß a n d e r Oberf läche der Kugel 

e l ek t r i s che L a d u n g e n a u f t r e t e n k ö n n e n . D e s h a l b wol len wir 

f ü r d e r h i n d i e j en igen S c h w i n g u n g e n , für we lche ( 3 7 ) erfüllt ist, 

die „ e l e k t r i s c h e n E i g e n s c h w i n g u n g e n " de r K u g e l nennen . Im 

Gegensa t z zu d iesen s t e h e n die „ m a g n e t i s c h e n Eigenschwin

g u n g e n " , b e i d e n e n q d u r c h ( 3 7 ' ) b e s t i m m t w i r d u n d im ganzen 

R ä u m e die r a d i a l e e l e k t r i s c h e K o m p o n e n t e ve r schwinde t . 

I n d e m s c h o n v o n J . J . T h o m s o n 1 ) b e h a n d e l t e n Grenz

fall N = oo ( v o l l k o m m e n re f l ek t i e rende K u g e l ) w e r d e n die 

b e i d e n B e s t i m m u n g s g l e i c h u n g e n für q e in fach 

( 3 9 ) • &.'(<·) = 0 , (39 ' ) £ » = 0 . 

S e t z t m a n n u n für £ n d ie ( end l i che ) R e i h e n e n t w i c k l u n g (13) 

e in , so w e r d e n die W u r z e l n v o n ( 3 9 ) b e s t i m m t d u r c h eine 

1) LOND. MATH. SOC. PROC. BD. LÜ, S. 197, 1884; RECENT RESEARCHES. 
S. 361. ZUR FRAGE DER DARSTELLUNG DES ZEITLICHEN VERLAUFS EINER BELIE
BIGEN ANFÄNGLICHEN STÖRUNG MITTELS DER, DEN ANZUGEBENDEN WURZELN ENT
SPRECHENDEN, FUNKTIONEN VGL. A. E. BT. LOVE; LOND. MATH. SOC. (2), BD. 2, 
S. 88, 1904. 
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algebraische Gle ichung v o m Grade n + 1, d ie von (39 ' ) d u r c h 

eine algebraische G l e i c h u n g v o m G r a d e n. D i e be t r e f fenden 

Wurzeln für n = 1, 2 , 3 s ind i n der f o l g e n d e n T a b e l l e zu

sammengestellt. 

T a b e l l e I . 

ELEKTRISCHE EIGENSCHWINGUNGEN j MAGNETISCHE EIGENSCHWINGUNGEN r . r—0,60 + «0,86 
J P L — I— 0,50 — ¿0,86 

f - 1,60 

»>,= — 0,70 -f » 1,81 

\ — 0,70 — »1,81 

t — 2,17 -f »0,87 
] —2,17 —¿0,87 

— 0,83 -f- »2,77 

1 — 0,83 — » 2,77 

iQi = — 1 

{ — 1,50 -f ¿0,80 
l 9 s ~~~ i — 1,60 — »0,86 

f - 2,26 

*'?. = { - 1-87 + «L,7ö 
l— 1,87 — »1,76 

Um die B e d e u t u n g de r in de r T a b e l l e a n g e g e b e n e n Z a h l e n 

etwas näher zu b e l e u c h t e n , b e t r a c h t e n w i r z. B . d ie e r s t e e lek

trische E i g e n s c h w i n g u n g , we lche der W u r z e l ¿0 = — 0 ,50 + ¿ 0 , 8 6 

entspricht. Die F e l d s t ä r k e n s ind i n d i e sem F a l l e g e m ä ß ( 5 ) 

ableitbar aus d e m P o t e n t i a l 

r n t = A, ti ( Q l) P^icos ») cos <p, 

wobei Aj eine be l i eb ig zu w ä h l e n d e K o n s t a n t e bedeu t e t . D a 

weiterhin alle K o m p o n e n t e n p r o p o r t i o n a l d , a t s i nd u n d n a c h ( 3 8 ) 
c 
a s ' 

so ist hier 
. . - 1 0 -0 ,50- io.86 — gl ot t _ Q a y - g a g o- . 

die Ampl i tuden s i n k e n a lso a u f d e n e t e n Te i l i n de r Ze i t , d i e 

das Licht n ö t i g ha t , u m e i n e n W e g g l e i c h d e m K u g e l d u r c h -

meseer zurückzulegen, w ä h r e n d d ie S c h w i n g u n g s d a u e r s ich e r 

gibt zu: 
~ = 27R a_ 

0,86 c 

entsprechend e iner W e l l e n l ä n g e 
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* 7,3 a . 
0 , 8 6 ' 

Die Amplitude ist also schon auf den e ' e n Teil gesunken nach 
einer Zeit gleich dem 0 ,27 t ( m Teil einer vollen Schwingung, 

Weiterhin wollen wir die allgemeingültigen Gleichungen 
(37) und (37') noch dazu benutzen, q in zweiter Näherung zu 
bestimmen für den Fal l , daß N sehr groß gegen 1 ist. Dazu 
setzen wir q = q0 + ¿7 p 0 und verstehen unter q = ()0 eine' 
Wurzel der Gleichung (39), resp. (39'). Beschäftigen wir uns 
zunächst nur mit den elektrischen Eigenschwingungen, so er
gibt sich für 4q0 die Bestimmungsgleichung 

(40) ^ 9 o - ^ ' Z 9 i r ? i 
Ersetzt man MIN nach der Differentialgleichung für %n den 

Quotienten h,[eo} durch den Ausdruck , , e " , und sub-^ &(<?„) n(n+l) — e 0

 8 

stituiert für die Funktionen i/fn, resp. ifjn' ihre Näherungen für 
große Wer te des Arguments, so erhält man schließlich: 

(41) ^ o = ; ^ _ : v + 1 ) t g { N , 0 - ^ + i ) ) . 

Is t beispielsweise N = v (vgl. (36)) rein reell, wie das bei einer 

dielektrischen Kugel zutrifft, so ha t man in zweiter Näherung 

für große Wer te von v bei der ersten elektrischen Eigen

schwingung (i g0 = - > Y gl- Tab. I ) : 

0,50 + ¿0,86(1 - ± ) 

0 , 5 0 - , - 0 , 8 6 (l- 3

2J-
Bei einer dielektrischen Kugel bedeutet also eine Erniedrigung 
des Brechungsexponenten v eine Verlängerung der Schwingungs
dauer, während die Dämpfungskonstante ungeändert bleibt, so
lange wenigstens v selbst groß ist. 

Durch das Vorhergehende ist indessen die Zahl der Wurzeln 
nicht erschöpft. Neben den vorher betrachteten aus den Werten 
der Tabelle I stetig herauswachsenden sind nämlich auch noch 
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solche Wurzeln zu betrachten, die bei großem N in der Nähe 

der Punktes p = 0 liegen, und für welche das Produkt N p eine 

endliche Zahl ist. 1) Schreibt man nämlich (37) in der Form 

(42) 

und bedenkt, daß nach § 2 für kleine Wer te von p : 

, , , .1 • 3 - - - ( 2 » — 1) , n . 1 - 8 • • • ( 2 M — 1) 

£ » W = « — ê r- > E» (<») = - 7* E» 

so erhält man in der Grenze für p = 0 aus (42) die Be

dingungsgleichung 

(42') 

Für große Werte von N kann man statt dessen in erster 
Näherung auch schreiben 
(43) ^ ( N p ) = 0 . 

Letztere Gleichung hat bekanntlich, ebenso wie die gewöhn
liche Besse ische Funktion mit ganzzahligem Index unendlich 
viele reelle Wurzeln. Asymptotisch fallen diese zusammen mit 
den Nullpunkten der Funktion. 

cos \ x 

wenn zur Abkürzung Np = a; gesetzt wird. 
Der Verlauf der ^-Funkt ion ist für kleine Werte des Argu

ments aus Fig. 3 S. 56 zu ersehen; die Wer te der kleinsten 
Wurzeln für » = 0, 1, 2, 3, 4, 5 sind in der folgenden Tabelle 
enthalten, sie wurden ohne weiteres aus der Figur entnommen. 

T a b e l l e II . 

Wurzeln von #„(#) = 0. 

n = 0 n = 1 n = 2 n — 3 n = 4 n = 5 

0 0 0 0 0 0 

3£ 4,5 5,7 7,0 8,2 9,4 
2w 7,7 9,1 10,3 — — 

3jt 11,0 — — — 

1} In der Literatur scheinen diese Wurzeln bisher übersehen zu sein. 
Dobye, Lichtdruck, 2 
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Bezeichnen wir die p t e Wurzel Ton il>n{%) mit xnp! so erhält 
man in zweiter Näherung aus (42) : 

( 4 4 ) 

Die zu diesen Wurzeln gehörigen Eigenschwingungen sind 
hiernach ungedämpft, wenn die betreffende Kugel nicht ab
sorbiert. Lassen sich andererseits die Materialeigenschaften 
durch die Leitfähigkeit <5 allein beschreiben, und ist in (36) 
die Dielektrizitätskonstante s zu vernachlässigen neben so 
erhält man unter Benutzung von (36) für co in erster Näherung: 

Die betreffenden Schwingungen sind in diesem Falle also 
aperiodisch gedämpft -, während die Dämpfung um so kleiner 
wird, je größer die Leitfähigkeit ist. 

Überlegungen analog zu den obigen führen auch für die 
magnetischen Schwingungen zu unendlich vielen Eigenwerten, 
welche in erster Näherung bestimmt werden durch die Gleichung: 

(45) 

und neben den in der zweiten Spalte der Tabelle I angegebenen 
existieren können. Die kleinsten aus (45) für y = folgen
den Wer te finden sich in der folgenden Tabelle. 

T a b e l l e III . 

Wurzeln von <<&) 
y 

M = 1 m = 2 » 1 = 3 ra = 4 »1 = 5 

» 3,1 4,5 5,8 6,9 8,2 

6,3 7,9 9,1 10,4 11,7 

5 J I 

~2~ 11,0 — — — 
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Auch diese Werte wurden ebenso wie die der Tabelle I I 
aus einer Figur entnommen, in der sowohl ty'n/ip„ wie n/y 
als Funktion von y aufgetragen waren. Für jedes n gibt es 
wieder unendlich viele Wurzeln, welche asymptotisch immer 
näher an die Wurzeln der Gleichung 

heranrücken. 
Schließlich erübrigt es noch, die Wurzeln unserer Grund

gleichungen (37) und (37') zu bestimmen für den zweiten 
Grenzfall, daß das Kugelmaterial wenig vom freien Äther ver
schieden ist, d. h. N — 1 « 1, wobei N = v als reell ange
nommen werden möge. Ist v = 1 , so haben (37) und (37') 
keine Wurzeln, da bekanntlich 

— £ > » = konst., 

wobei für diese Funktionen die Konstante den W e r t i hat. 
Wenn v nur wenig von 1 verschieden ist, so führt, wie die 
Rechnung zeigt, die Annahme I q | » 1 zum Ziel. Ersetzt man 
unter dieser Voraussetzung in (37) die Funktionen ipn und tn 

durch ihre asymptotischen Näherungswerte, so erhält man die 
Gleichung: 

(46) t g ( » P - * ( n + l ) } = » v . 

Setzt man noch vorübergehend 

(47) vq — y ( w + 1) = a + ih, 

wobei b » 1 anzunehmen ist, so ha t man (in zweiter Näherung) '· 

*g {"9 - y ( w + ! ) } - « ( ! - 2 e 2 ^ a + t " » ' ) -

Zur Bestimmung von (a -f iV) gilt also nach (46) die 
Gleichung: 

(48) « " « « - » - - ^ i - , 

so daß man erhält: 
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w o b e i ρ e ine b e l i e b i g zu w ä h l e n d e g a n z e Z a h l bedeute t . Für 
u n s e r e Größe ρ e r h a l t e n w i r h i e r a u s sch l ieß l ich : 

( 4 9 ) p - + n + l+^log^lj. 
F ü r die m a g n e t i s c h e n E i g e n s c h w i n g u n g e n e r g i b t (37 ' ) in dem
se lben Grenzfa l l (ν ~ 1) für ρ die W e r t e : 

( 4 9 ' ) f _ ( 2 i + n + i ) - l + £ i o g - i t . 

Be ide S c h w i n g u n g s t y p e n s ind a lso u m so s t ä r k e r gedämpft, 
j e n ä h e r ν an 1 h e r a n r ü c k t . 

Z w e i t e s K a p i t e l . 

Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks. 

§ 6 . D i e G r u n d l a g e n d e r R e c h n u n g . 

A u f die E x i s t e n z e ine r m e c h a n i s c h e n Kraf t , angreifend 
a n e inem von L i c h t w e l l e n ge t rof fenen K ö r p e r , w u r d e von zwei 
g a n z v e r s c h i e d e n e n Se i t en gesch los sen . J . C. M a x w e l l 1 ) er
k l ä r t e ih r V o r h a n d e n s e i n au f G r u n d d e r n a c h se iner Theor ie 
des e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d e s i m Ä t h e r v o r h a n d e n e n Span
n u n g e n ; A. B a r t o l i 2 ) d a g e g e n n a h m a ls A u s g a n g s p u n k t die 
b e i d e n G r u n d s ä t z e der m e c h a n i s c h e n W ä r m e t h e o r i e und zeigte, 
d a ß m a n ein P e r p e t u u m m o b i l e z w e i t e r A r t k o n s t r u i e r e n könne, 
w e n n e ine so lche K r a f t n i c h t v o r h a n d e n w ä r e . W ä h r e n d n u n 
d a s V e r f a h r e n M a x w e l l s zug le ich a u c h einen n u m e r i s c h e n W e r t 

1) Treatise on Electricity and Magnetism, Oxford, 1881 , Bd. 2, 
S. 401 . Die benutzten Gleichungen für die Spannungen finden sich Bd. 1, 
S. 144 und Bd. 2, S. 253. 

2) Man sehe die Übersetzung in E i n e r s Bepertorium der Physik 
Bd. 21 , S. 198, 1885. B a r t o l i hatte die betreffenden Überlegungen schon 
in einer acht Jahre früher erschienenen Denkschrift niedergelegt und 
wurde zu der erneuten Publikation veranlaßt durch eine Arbeit von 
Η. T. E d d y mit dem Titel: „Radiant heat as an exeption of the second 
law of thermodynamics" Proc. of Ohio Instit. Juli 1882, S. 105, die von 
L. B o l t z m a n n referiert wurde in den Beibl. zu den Ann. Phys. Chem. 
1883, S. 251 . 
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für den L i c h t d r u c k l iefert , is t das m i t de r w ä r m e t h e o r e t i s c h e n 
Methode n i c h t der F a l l . N a c h l e t z t e r e r e r h ä l t m a n , wie be 
sonders B o l t z m a n n 1 ) k l a r h e r v o r h e b t , n u r e ine DifFerential-
beziehung zwischen d e m L i c h t d r u c k e i n e r s e i t s , E n e r g i e u n d 
Tempera tur der s c h w a r z e n S t r a h l u n g ande re r se i t s . Sie e r g i b t 
also n u r dann e inen n u m e r i s c h e n W e r t für den L i c h t d r u c k , 
wenn das S t r a h l u n g s g e s e t z s c h o n e x p e r i m e n t e l l e r m i t t e l t is t . 
Bekanntl ich g e l a n g es B o l t z m a n n 3 ) auf dem u m g e k e h r t e n 
Wege u n t e r B e n u t z u n g des M a x w e l l s c h e n R e s u l t a t e s das 
S t e p h a n s c h e S t r a h l u n g s g e s e t z 3 ) t h e o r e t i s c h zu b e g r ü n d e n . • 

N a c h d e m es a lso k l a r g e s t e l l t is t , daß eine B e r e c h n u n g des 
Lichtdruckes n u r auf G r u n d spezie l ler ( e l e k t r o d y n a m i s c h e r ) 
Prinzipien m ö g l i c h i s t , w o l l e n w i r z u n ä c h s t den G a n g der 
Rechnung e t w a s n ä h e r b e l e u c h t e n . W i l l m a n s ich m ö g l i c h s t 
wenig von den d u r c h die E r f a h r u n g zu k o n t r o l l i e r e n d e n T a t 
sachen en t fe rnen , so is t es w o h l a m bes t en , die A t h e r s p a n n u n g e n 
als reines R e c h n u n g s r e s u l t a t zu b e t r a c h t e n , s t a t t sie wie M a x 
wel l an die Sp i t ze zu s te l len . V i e l m e h r w e r d e n w i r m i t L o r e n t z 
den A u s d r u c k für die m e c h a n i s c h e K r a f t des e l e k t r o m a g n e 
tischen Fe ldes a ls das P r i m ä r e a n s e h e n u n d a u s d iesem die 
A the r spannungen d u r c h U m f o r m u n g gewi s se r V o l u m e n i n t e g r a l e 
entstanden denken . W ä h r e n d abe r M a x w e l l u n d H . H e r t z 4 ) 
neben der a l t b e k a n n t e n m e c h a n i s c h e n W i r k u n g e ines e lek
trischen resp . m a g n e t i s c h e n F e l d e s auf e ine ( im a l l g e m e i n e n ) 
bewegte L a d u n g n o c h e ine a n a l o g e W i r k u n g des m a g n e t i s c h e n 
Feldes auf den V e r s c h i e b u n g s s t r o m u n d des e l e k t r i s c h e n 
Feldes auf dcu „ m a g n e t i s c h e n S t r o m " e inführen m ü s s e n , d a m i t 
die W i r k u n g dieser V o l u m k r ä f t e dasse lbe R e s u l t a t l iefer t w i e 

1) Ann. Phys. Chem. Bd. 22, S. 3 1 , 1884; (Berichtigungen S. 616), vgl. 
auch M. P l a n c k : Theorie der Wärmestrahlung, Leipzig 1906, § 60, S. 56 . 

2) Ann. Phys. Chem. Bd. 22, S. 291 , 1884. 
3) Wiener Ber. Bd. 79, S. 423, 1879. 
4) Ann. Phys. Chem. Bd. 4 1 , S. 389 , 1890 oder „Untersuchungen 

über die Ausbreitung der elektrischen Kraft", Leipzig, 1882, S. 275. Eine 
kurze Darstellung findet sich bei H. A. L o r e n t z , Enc. d. math. Wiss. Y, 
13, S. 107. 
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die Ätherspannungen, kennt die Elektronentheorie nach H. A. 
L o r e n t z 1 ) nur Kräfte, die auf die Materie, resp. auf die in ihr 
befindlichen Elektronen wirken. Nimmt man nun an, daß sich 
alle elektromagnetischen Erscheinungen in ponderabelen Körpern 
durch bewegte Ladungen erklären lassen, und setzt nach Lorentz 
für die auf die LacUingseinheit wirkende Kraft 

(0 = Geschwindigkeit der Ladung), so erhält man für die ganze 
auf den betreffenden Körper wirkende Kraft zunächst das über 
diesen erstreckte Volumenintegral ^ =J '̂idS. Nun kann man 

aber offenbar ebensogut die Integration auf einen Raum er
weitern, der den fraglichen Körper, aber sonst keine ponderabele 
Materie, sondern nur reinen Äther umfaßt; man erhält dann, 
indem man noch das Volumenintegral teilweise in ein Ober
flächenintegral umwandel t 2 ) , das Resul ta t : Die mechanische 
Kraft auf den betreffenden Körper bes teht 'aus zwei Teilen: 

1. der Wirkung der M a x w e l l s c h e n Spannungen 

( 5 0 ) - ; ( ® 2 + § 2 ) 

summiert über die Oberfläche des betrachteten Raumes, wobei n die 
nach außen gerichtete Einheitsnormale dieser Oberfläche bedeutet; 

2. der Wi rkung einer Volumkraft vom Betrage 

_ Jl d ® 
c* dt 

pro Volumeneinheit, integriert über das ganze Innere desselben 
Raumes, wobei @ den P o y n t i n g s c h e n Strahlungsvektor: 

@ = e [ffi · § ] 
bedeutet. 

1) „Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erschei
nungen in bewegten Körpern", S. 21 und 24 des 1906 bei Teubner 
(Leipzig) erschienenen unveränderten Abdrucks der 1895 bei Brill (Leiden) 
gedruckten ursprünglichen Arbeit. Man sehe auch Enc. d. mathem. 
"Wiss. V, 14, S. 161. 

2) Für die nähere Ausfuhrung der Rechnung vergleiche man 
M. A b r a h a m , Theorie der Elektrizität, Leipzig 1905, Bd. 2, S. 23. 
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Bei zeitlich periodischen Zuständen liefert das letztere 
Volumenintegral zum Werte der Kraft im Mittel der Zeit den 
Beitrag Null, so daß diese dann sowohl nach L o r e n t z wie 
nach M a x w e l l - H e r t z aus den Spannungen % allein ableitbar 
ist. Wir werden demnach im folgenden die allgemeine Formel 
für den Lichtdruck auf eine Kugel Tom Radius a berechnen, 
indem wir die Spannung % über eine konzentrische Kugel 
summieren, deren Radius wir ins Unendliche wachsen lassen 
werden, wodurch das Schlußresultat eine verhältnismäßig sehr 
übersichtliche Gestalt annimmt. Dabei dürfen wir uns , wie 
allgemein üblich, auf die Angabe des zeitlichen Mittelwertes 
der mechanischen Kraft beschränken und brauchen, wie aus 
Syminetriegründen hervorgeht, nur die Komponente derselben 
nach der Einfallsrichtung, also auch nur diese Komponente der 
Spannungen % zu berücksichtigen. Zuvor wollen wir aber noch 
das Resultat angeben für einen ebenen Spiegel von beliebigem 
Material und endlicher 4 Dicke, da für diesen Fall einige Un
klarheit in der Literatur zu herrschen scheint. 

§ 7. Der L i c h t d r u c k a u f e i n e n S p i e g e l v o n e n d l i c h e r D i c k e 
u n d b e l i e b i g e m Mater ia l . 1 ) 

Wir denken uns eine unendlich ausgedehnte ebene Platte 
von der Dicke d und legen das 
Koordinatensystem so wie in Fig. 2 
gezeichnet. Wir fragen nach dem 
Lichtdruck, d. h. nach der mecha
nischen Kraft senkrecht zur Platte, 
die 1 cm 2 ihrer Oberfläche erfährt, 
wenn eine ebene Welle unter dem 
Einfallswinkel <p auffällt. Wi r 
setzen ferner zunächst noch voraus, 
daß die einfallende Welle so polari
siert ist, daß ihre elektrische Kom
ponente in die «-Richtung fällt und zugleich die Amplitude 1 hat. 

1) Derselbe Gegenstand wird behandelt von D. A. G o l d h a m u i e r : 
Ann. d. Phys. Bd. 4, 1901, S. 834. 
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Bekanntlich kann man für diesen Fall die Lichtbewegung 
im Räume I beschreiben als Resultierende der einfallenden 
Welle mit der elektrischen Komponente 

(51) g / = ft[¿'>08,P-Y8INV'<] 
und einer reflektierten Welle mit der elektrischen Komponente 

(52) ®/ = Ä.9LLC *C L><?<•"], 
deren Phasenverschiebung 3-j und Amplitude E durch die 

Grenzbedingungen bestimmt sind. 

Im Räume III ist allein die „durchgelassene" Welle mit 

der elektrischen Amplitude 

(53) ^ D - w i e ^ ^ - ' ^ 9 ' } ^ 
vorhanden, deren Absolutwert D und Phasenverschiebung I% 
ebenso aus den Ubergangsbedingungen folgen. 1) Zu diesen 

elektrischen Feldstärken gehören gemäß den Maxwellschen 

Gleichungen weiterhin die folgenden magnetischen Feldstärken: 

| $ / ~ - ®-* C O S 9>> $ / - - <&/ sin q>, 

• (54) § / = + © / cos , = - ( £ / sin 9 , 

L - - e , " cos y , - © / sin 9.. 

Nach dem vorigen Paragraphen erhalten wir jetzt den senk

recht zur Plat te gerichteten Lichtdruck, indem wir die durch 

(50) gegebenen, in diese Richtung fallenden, Maxwellschen 

Spannungen über irgend eine den Körper umschließende Fläche 

integrieren. Nehmen wir als Integrationsfläche zwei Ebenen 

2 = konst. in genügender Entfernung unterhalb und oberhalb 

der P la t te 2 ) , so erhalten wir für den auf der Flächeneinheit 

des Spiegels lastenden momentanen Druck £ , falls wir von 

1) Offenbar wird durch die angedeutete Rechnung die Wirkung 
der unendlich vielen Reflexionen an Vorder- und Hinterseite des Spiegels 
zusammengefaBt. 

2) Es wird hier insofern eine Anleihe an die geometrische Optik 
gemacht, als wir damit rechnen, daß die Strahlenbündel (endlicher Breite) 
in genügendem Abstände vom Spiegel getrennt verlaufen. Man über
zeugt sich aber leicht, daß die in der Nähe des Spiegels auftretenden 
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den später doch for t fa l lenden V o l u m i n t e g r a l e n (vg l . den v o r i g e n 

§ 6) absehen: 

(55) £ = ß e + 2 r - 2 , = Ü(SX' + -

+ + W - !Q.2)r - K@*2 + - · 
Uns iateressiert n u r de r ze i t l i che M i t t e l w e r t von d ie sem A u s 

druck. Bedenkt m a n n u n , daß , w e n n zwei G r ö ß e n sü u n d 93 

gegeben sind durch die F o r m e l n : 

(56) « = » [ (e i , + t a , ) e* w <], 23 = 3i + *&,) e ^ ' ] , 

der zeitliche M i t t e l w e r t i h r e s P r o d u k t e s , d e n w i r d u r c h e in 

vorgesetztes M k e n n z e i c h n e n wol len , s ich e r g i b t zu 

(57) M ( « 9 ) = ! { ( « ! + »« , ) (h - i \ ) + K - I«,) & -f- ih)} 

so erhält m a n für den ze i t l i chen M i t t e l w e r t z. B . v o n 2 e 

M & ) = H l + i C O S S 9> — -J- s i n 2 <P) = 2- c o s 2 90 

und daher für den M i t t e l w e r t des g a n z e n L i c h t d r u c k s p r o 

Flächeneinheit: 

(58) M(£) = 2 ^ ? ( l + JS« _ D 2 ) . 

Bei beliebiger A m p l i t u d e des e in fa l l enden L i c h t e s w ä r e d iese r 

Ausdruck noch m i t d e m Q u a d r a t e der e l e k t r i s c h e n (oder m a g 

netischen) e infal lenden A m p l i t u d e zu mul t ip l i z i e ren . X e n n t 

man die g e s a m t e m i t t l e r e E n e r g i e der e i n f a l l e n d e n W e l l e 

pro Volumeneinhei t We u n d b e d e u t e n Wr r e s p . Wd dasse lbe für 

die reflektierte resp . d u r c h g e l a s s e n e W e l l e , so k a n n m a n s t a t t 

(58) auch zwei tens s c h r e i b e n 

(59) M (S) - ( We + Wr - Wd) c o s 2 <p. 

Bedenkt mau sch l ieß l ich , daß die p r o Ze i t e inhe i t d u r c h e in c m 2 

senkrecht zur F o r t p f l a n z u n g s r i c h t u n g von de r e infal lenden W e l l e 

geförderte E n e r g i e S = Se m i t Wt v e r k n ü p f t i s t d u r c h die 

Formel (c = L i c h t g e s c h w i n d i g k e i t ) : 

und analog für die re f lek t ie r te , r e s p . d u r c h g e l a s s e n e W e l l e : 

Interferenzen das Schlußresultat nicht beeinflussen, auch wenn die Inte
grationsebene nahe am Spiegel verläuft. 
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Sf=9S-cWf, S d = d S = cWd, 
wo Q den Reflexionskoeffizienten bedeutet und d in entsprechender 
Weise die Durchlässigkeit der Plat te mißt, so erhält man für 
den Lichtdruck die dritte Formel: 

(60) M ( 2 ) = S

c ( l + 9-d)cosV 
Man kann sich durch die analoge Rechnung für senkrecht zur 
Einfallsebene polarisiertes, auffallendes Licht überzeugen, daß 
die beiden letzten, energetisch gefaßten Formeln auch für natür
liches Licht ihre Gültigkeit behalten. 

E s gibt einen Sonderfall, wo nach den vorhergehenden 
Formeln der Lichtdruck verschwindet. Dieser tritt ein, wenn 
das auffallende Licht senkrecht zur Einfallsebene polarisiert 
ist und unter dem Polarisationswinkel auffällt, so daß es zwar 
durchgelassen, aber überhaupt nicht reflektiert wird. Damit 
nämlich aus (60) M (2) = 0 folgt, muß einerseits sein 

1 + 9 _ d = 0 , 
andererseits liefert der Energiesatz, wenn keine Strahlung im 
Spiegel absorbiert wird: 

1 = P + * , 
woraus man als Bedingung für das Verschwinden des Licht-
drucks erhält 

9 = 0. 
Dieser Fall wurde schon I.e. von G o l d h a m m e r hervorgehoben; 
es muß indessen beachtet werden, daß das Obige nur gilt, so
lange der Spiegel nicht absorbiert. Wird nämlich der Bruch
teil cc absorbiert, so erhält man in analoger Weise für das 
Verschwinden des Lichtdrucks die Bedingung: 

a 
e = - T > 

welche unmöglich erfüllt werden kann, da sowohl Q wie a ihrer 
Natur nach positiv sind. 

Ist der Spiegel dick genug, keine merkliche Strahlung 
mehr durchzulassen, so erhält man für senkrecht einfallendes 
Licht die schon von M a x w e l l 1 ) angegebene und von 

1) TREATISE ON ELECTRICITY AND MAGNETISM, 1. C. 
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Lebedew 1 ) sowie N i c h o l s und H u l l 2 ) zur Berechnung ihrer 
experimentellen Resultate benutzte Gleichung: 

(60') M ( ü ) = f ( l + o ) . · 

Demgegenüber bemerkt D r u d e in der zweiten Auflage seines 
Lehrbuches der Opt ik 3 ) , daß (60') nur angenähert richtig sei 
und nur für 9 = 1 (vollkommene Reflexion) den betreffenden 
Wert des Lichtdruckes darstelle. Im Grenzfalle p = 0 soll der-

S 
selbe nicht, wie nach (60') folgt, gleich , sondern nur gleich 
1 S 
— sein. Bei der hohen Bedeutung des D r u d e s c h e n Werkes 
und dem wohlbegründeten Einfluß desselben auf die Entwicklung 
der Wissenschaft ist es wohl richtig, die Ursache dieser vermeint
lichen Abweichung aufzudecken. Verfolgt man den Gang der 
Drudeschen Rechnung etwas näher, so sieht man, daß die Nicht
übereinstimmung darauf beruht, daß er zwar die von M a x w e l l 
und Hertz angenommene mechanische Kraft des magnetischen 
Feldes auf den Verschiebungsstrom, nicht dagegen die des elek
trischen Feldes auf den magnetischen Strom mit in Rechnung 
zieht, welche vom M a x w e l l - H e r t z s c h e n Standpunkt des auch 
auf den Äther übertragenen Reaktionsprinzipes mit der erstge
nannten Wirkung gleichberechtigt ist. Dem entspricht es, daß 
Drude für senkrecht auffallendes Licht das Glied mit @2 in (55) 
wegläßt. I m Falle des schwarzen Spiegels = 0) folgt daraus, 
daß er nur die Hälfte des hier angegebenen Lichtdrucks erhält. 
Dagegen versteht man, daß für einen vollkommen reflektierenden 
Spiegel an dessen Oberfläche (S sowieso verschwindet, die D r u d e 
sche Annahme auf den sonst bekannten und für die Strahlungs
theorie fundamentalen W e r t des Lichtdrucks führen muß. 

Es sei noch bemerkt , daß man, wenn das Resultat (44) 
auf einen Spiegel von endlichen Dimensionen angewendet wird, 

1) Ann. d. Phys. Bd. 6, 1901, S. 433. 
2)Ann..d. Phys. Bd. 12, 1903, S. 225. In den beiden zuletzt 

zitierten Arbeiten findet sich eine ausführlichere Zusammenstellung der 
betreffenden Literatur. 

3) Drude, Optik, Leipzig 190ß, S. 477, Anmerkung 2. 
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streng genommen noch zwei Korrektionen einführen müßte. 
Einmal nämlich treten hier immer Beugungserscheinungen auf, 
andererseits dringt auch nach der geometrischen Optik Lieht 
durch die seitliche Begrenzung des Spiegels hinaus, beides Ur
sachen, die kleine Abänderungen an der Formel (60) nötig 
machen würden. Es ist aber klar, daß für gewöhnliche Dimen
sionen des Spiegels und bei stark absorbierendem Material 
diese Korrektionen ganz unbeträchtlich sein werden. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß sich theoretisch in einem 
durchstrahlten absorbierenden Gas Druckdifferenzen zeigen müs
sen. Diese sind zwar außerordentlich klein, (von der Größen
ordnung 1 0 ~ 1 0 atm.), indessen gelang es L e b e d e w 1), dieselben im 
Laufe des vorigen Sommers auch experimentell nachzuweisen. Es 
möge dieses besonders hervorgehoben werden, da A r r h e n i u s 2 ) 
die Meinung ausspricht, daß eine solche Wirkung des Lichtes in 
Gasen überhaupt nicht vorhanden wäre. Die Wirkung folgt 
sowohl direkt aus den Grundgleichungen, wenn man den Licht
druck in verschiedenen Schichten des absorbierend gedachten 
Gases ausrechnet, wie auch anschaulicher durch molekulare Be
trachtungen, wenn man die Moleküle in Anlehnung an § 13 
z. B. als schwingungsfähige Dipole betrachtet. 

§ 8 . Die al lgemeine F o r m e l für den L ich td ruck auf Kugeln 
von bel iebigem Material. 

Nach den Erörterungen von § 6 erhalten wir den Licht
druck auf unsre Kugel vom Radius a, indem wir die in Rich
tung der einfallenden Welle (nach unsrer Annahme die 
^-Richtung) weisenden Komponenten der Maxwel l schen Span
nungen über eine beliebige den Körper umschließende Kugel 
summieren. Charakterisieren wir nun wie in § 4 die zu der 
einfallenden Welle gehörigen Feldkomponenten durch den In
dex e, während die Komponenten des „Streu"feldes den Indes 

1) Vgl. die vorläufige Mitteilung im Journ. d. russ. phys.-chera. 
Ges. Bd. 40, Phys. T., S. 20, 1908, referiert in den Beibl. zu den Ann. d. 
Phys , Bd 33, Nr. 3, S. 160, 1909. 

2) S. Ar rhen ius . Das Werden der Welten. Leipzig, 1907, S. 87. 
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1 oder 2 tragen, entsprechend ihrer Ableitung aus dem ersten 

oder zweiten unserer Potentiale 771 oder 772, so ergibt (50) des 

§ 6 mit 

und 

© = % = ® r cos # — ©,T sin § = = | ) r cos * — sin # 

für den momentanen Lichtdruck pro Flächeneinheit der Inte

grationskugel l ) 

(61) - £ . = -°; *(®9®>+<&v®v + M3+$v§v-<&r<S-$r$r) 

+ sin » ( ® r e . , + & . $ . , ) , 

wenn wir die totalen Feldstärken ohne Index lassen und von 

vornherein das ohnehin bei der Bildung des zeitlichen Mittel

wertes verschwindende Volumenintegral über \ nicht mit 

berücksichtigen. 

Nach § 1 haben wir für die totalen elektrischen Kompo

nenten: 

e , = 8 t [ ( T , + T 1 + r 2 ) e ' '""] 

e T = 9 t [ ( F . + J \ + J - s v t 
und entsprechende Formeln für die magnetischen Komponenten. 
Um den fraglichen Lichtdruck auf unsre Kugel vom Radius a 
zu erhalten, muß jetzt zunächst der zeitliche Mittelwert von 
(61) gebildet und dann dieser Mittelwert über die Kugel vom 
Radius r integriert werden. Das Resultat ist nur scheinbar 
von r abhängig, da ja unsre Kugel durch jede andere, ins
besondere die unendlich große ersetzt werden kann. Letzterer 
Grenzübergang zu unendlich großem r liefert dann die schließ
liche Formel für den Lichtdruck. 

1) Wir schreiben <&yf£<p, usw., statt (ä,r

J, usw., um Ver
wirrung vorzubeugen; letztere Zeichen bedeuten nämlich im folgenden 
keine Quadrate, sondern die aus dem z w e i t e n Potential abgeleiteten 
Feldkomponenten. Es sei übrigens noch bemerkt, daß weiterhin im vor
liegenden Paragraphen der Index a durchweg weggelassen ist, da wir es 
ausschließlich mit Komponenten des äußeren Feldes zu tun haben. 
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(64) 

1 — r 3r9& ~^£j"»)cr d(kr) d» C 0 S 9 D ' 

T f _ _ « W _ ^ Ç W *iC?>. ·> c o s . 
2 r sin ôr c'y " 1er Bin 9· ' 

Analog erhält man: 

sinrjp, 

(65) 
1 rsin^ 1 cröqp n kr d(kr) s in* *^ 

w _ ik drTI, _ , J„(ir) <»»(co i» ) . ^ 

1) Der horizontale Strich bedeutet wie üblich den Obergang zur 
konjugiert komplexen Größe. 

W i r werden im nächsten Paragraphen zeigen, daß der Beitrag 
der r ier letzten Terme der Summe (61) bei diesem Grenzüber
gangverschwindet, und beschäftigen uns deshalb hier nur mit den 
vier ersten. Für die weitere Rechnung empfiehlt es sich, die 
beiden Glieder S^Gfg. und zu gleicher Zeit zu berück

sichtigen. Schreibt man dann für den von diesen Produkten 
herrührenden Teil S t des ganzen Lichtdrucks £: 

(62) S t = ^j'J(g^ + % % ) cos » sin & d& d<p, 
u u 

so wird nach (57) der zeitliche Mit telwert 1 ) 

(63) M ( S J = i f f { (T* + ^ + T.) (Te + T , + T,) 

0 0 

+ (Fe + F± + Fs)(Ft+ Fi+Fs)} cos fr sin® d&d<p. 

Zunächst ist nun nach (24) : 

(64) T, = e i i r 0 0 8 * cos & cos q> 

und nach den in § 5 für die Potentiale 17^ und JI2" an
gegebenen Gleichungen (29), resp. (29') durch Anwendung der 
Formeln (5) und (5') 
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OO CO 

1 

^7 \ a * a * s i n * s i n * / J 
o 

Verglichen mit (63) entspricht die erste Zeile der ob igen 
Formel (66) den Gliedern TtTt + F„Fe, die zweite und dri t te 
den Gliedern _ _ _ _ 

••{T,T1 + T,T1) + (F,F1 + F t F l ) , 
resp. _ _ _ 

(TeT2 + TeTs) + (FeF 3 + F.F,), 
die vier letzten endlich den Gliedern 

(T1Tt + T 1 T i ) + (FlF1 + F1Fs), 
resp. _ _ _ 

{TlTx + T,T,) + ( J i i ^ + F,FJ. 

Setzt man diese Ausdrücke in (63) ein, so erhält man nach 
Ausführung der Integration nach cp, da 

2n In 
Ç cos*cpd(p = J" &'m2<pdcp = n , 

ü 0 

für M(£ 1) folgende Darstellung: 

7t 
(66) M(Si) = f ü \ j f ( c o s 2 * + 1) c o s & s i n * d ® 

o * 

+ 2 * tr / « - " " - » («>•» + ^ ) o o s » s i n * d» 
x ' o 

«. f 

+ * 5 7 A » f" / e - " r e - * (cos » - ^ r + ^ cos » s i n » rf» nkr.J \ s i n * d * } 
l o 

00 00 _ 

1 

71 
f i ^ ^ + ^ t ^K) « o s » s i n * d f r . / \ d * s i n * d* s i n * / 

o 
O _ 

I _! ^ S 7 ( a 1 A 1 "̂ _l A 2 A 2 ?a \ 
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Die hier auftretenden Integrale nach & sind im über
nächsten § 11 (vgl. (91*), (92'), (99) und (101)) angegeben; unter 
Benutzung dieser Wer te sowie der Beziehung 

ο 
erhält man: 

/ cos 3 9· sin θ d& = / cos 9- sin θ d& = 0 

(67) Μ(2,) = ,* 91 y , ( - 0 " - , » ( « + 1 ) * , ' J 

1 

\ » Är d(kr) kr^~ " kr d(kr) kr) 
OO 

1 

y ^ + i l H S ) ' / - , , T + A * A » ft V 
' (2*1+ 1) (2 « + 3) \ " « "»+) »« '" + 1 ' " "« + 1 ' « W l / 

i 

Indem wir diesen Ausdruck mit dem vorigen zusammen
halten, bemerken wir: die erste Zeile von (66) ist bei der Inte
gration fortgefallen; die zweite und dritte sind in die erste Summe 
des jetzigen Ausdrucks übergegangen; die Doppelsumme der 
vierten Zeile hat sich, weil das Integral nach & nur für m — n 
von Null verschieden ist, auf eine einfache Reihe reduziert, ähn
lich ergibt sich die Doppelreihe der vorletzten Zeile des vorigen 
Ausdrucks, da in ihr das Integral nach & nur für m — n — 1 
und m = n -\- 1 von Null verschieden ausfällt, zunächst gleich 
der Summe zweier einfacher Reihen, die in der Form: 

(2« - l ) (ä t» + l) \*n + l*n / f c r ^ r " 1 " A » "ftr " fcr/ 
l 

^ (2n + 1) (2« + 3) V W kr kr ^ + i ~~kT~ kr) 
1 

erseheinen. Ersetzt man in der ersten Summe dieses Aus
drucks den Summationsindex n durch n -\- 1, so lassen sich, 
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indem noch der Umstand benutzt wird, daß das n = 1 entsprechende 

Glied Null ist, in der Tat die übereinanderstehenden Glieder 

bis auf den Faktor 4 als reeller Teil derjenigen Reihe schreiben, 

die in der letzten Zeile des Ausdrucks (67) steht. 

In (67) wollen wir jetzt den Grenzübergang zu unend

lichem r ausführen und machen dabei Gebrauch von dem im 

nächsten Paragraphen näher begründeten Satz, daß wir dabei die 

Funktionen £ und ip durchweg durch ihre asymptotischen Wer te 

für r = oc ersetzen dürfen. Aus (13') folgt für unendlich 

große Werte des Arguments sofort: 

während die Zusammenhangsformeln (14') verbunden mit den 

Entwicklungen (13) und (13') ergeben: 

fn(kr) = i ( i n + 1 e - i > : r + (— «')" + V*'"), 

so daß: 

f ^ = _ L (,·»*-"'• + ( - 0"**') 

d(kr) kr 2kr v > \ / / 
UND 

d(kr)kr d(kr) ~ 2/fcr ^ ^ [ ' >' 

Setzt man nun diese Wer te in (67) ein, so erhält man: 

(68) M ( S J = * 3t [<r u t r ^ i"+%(« + 1 ) A i ^ 

+ 2 { - i ) ^ n ( n + 1) - 2*g±.JA;AJ 

1 1 

• XJL « " O + 1 ) ^ + 2)* V 

1 

Berechnet man in gleicher Weise den zeitlichen Mittel

wert des von den magnetischen Komponenten und § y her

rührenden Teiles des mittleren Lichtdrucks M(S 1 ' ) , so er

hält man 
Debye, Lichtdruck. 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



(68') M ( V ) = * 5R [ - «-»*'• 2 + + 1) K -

+ 2<r- 0 " * ( » + 1) ^ ~2 t $ T W 
1 1 

ein Ausdruck, der aus (68) durch Vertauschung von A 1 mit 
A 2 und umgekehrt entsteht und sich dementsprechend von (68) 
nur durch das Vorzeichen des ersten Gliedes unterscheidet. Die 
Rechnung erfordert keine anderen Integralwerte wie die bereits 
zur Ableitung von (67) benutzten, wie die folgende Zusammen
stellung der magnetischen 9-- und </>Komponenten verglichen 
mit (64) und (65) zeigt. Nach (24) und aus (29) und (29') 
folgt nämlich unter Benutzung von (5) und (5'): 

® i = % sin * d y - ' Z ^ H c T -^int>~ B m V , 
1 

Ö « = R ? r g * ~ <Zj*«kr d(kr) d» Sm<f> 
1 . '• • • 

0 _ — rfkrmsS C O G M 

. k drlJt • ^ V A 1 F„(*R1 DL» (COS*) 
0 

0 o = i_ V A - i ^ ^ ^ c o . Y . 
- RSIN» drBtp " kr d(kr) SIN* ^ 

L 

Nehmen wir die schon hervorgehobene, im folgenden 
Paragraphen bewiesene Tatsache vorweg, daß in der Grenze für 
r = po der Beitrag der vier letzten Terme von (61) ver
schwindet, und definieren wir schließlich noch mit Rücksicht 
auf (33) und das auf Seite 13 über den Zusammenhang von 
A 2 mit A 1 Gesagte neue Abkürzunsen , 
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•N̂ l 2« -f 1 

i • • 

u n t e r d e r V o r a u s s e t z u n g , d a ß d i e e i n f a l l e n d e e b e n e 

3* 

(69) « ¿ - « ¿ + » 6 ; u n d a^a> + ib», 

indem wir se tzen: 

(70) Ai = - i * - 1
 2 " + i < , A? - - i " - 1 V 1 1 \, < , 

\ i n «(n-j-l) " n ( n - \ - l ) 

so erhalten wi r d u r c h A d d i t i o n v o n ( 6 8 ) u n d ( 6 8 ' ) d a s zu

sammenfassende R e s u l t a t : 

E r k l ä r t m a n d i e k o m p l e x e n G r ö ß e n a n

x u n d 

d u r c h d i e F o r m e l n : 

(71) *?ft,cfca»)fti*,:(*i«)-*«f;(*^>)*i^c*ia>' 

wobe i m i t R ü c k s i c h t d a r a u f , d a ß d a s ä u ß e r e M e d i u m 

der f r e i e Ä t h e r i s t 

I . ^ t - 'V 1 T/r ^ · 

i .so ff f . (ico , 2 sp.co* 

Xl =̂ % -p , Xn % , /l, - = a ^ S ! 

1 c ' c ' 1 c ' 1 c* . c 
so i s t d e r z e i t l i c h e M i t t e l w e r t d e s L i c h t d r u c k s a u f 

eine K u g e l v o m R a d i u s a , b e s t e h e n d a u s e i n e m M a t e r i a l 

mit d e n K o n s t a n t e n e, ( i , a , d a r g e s t e l l t d u r c h 

» "»> - 1 ; « [ ¿ ( 2 » + d " : + ' : - i « > ; 
l i 

1 
oder 

(73') M(S) = ^ r 2 ' ( 2 W + l ) a ^ ^ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



W e l l e l i n e a r p o l a r i s i e r t i s t u n d d i e A m p l i t u d e 1 hat. 
F ü r e i n e b e l i e b i g e A m p l i t u d e w i r d s i c h (73) r e sp . (73') 
n o c h m i t d e m Q u a d r a t e d e r s e l b e n m u l t i p l i z i e r e n . 

Es ist bequem, den Lichtdruck zu vergleichen mit der 
gleich dimensionierten Größe des Mittelwertes der Energie W, 
die sich in der einfallenden Welle pro Längeneinheit der Ein-
fallsrichtung in einem der Kugel umschriebenen Kreiszylinder 
befindet, und welche bekanntlich mit der pro sec. durch 1 cm2 

senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung von dieser Welle ge
förderten Energie S zusammenhängt mittels der Formel 

(74) W - x a * ^ -
Bedenkt man, daß die pro cm s vorhandene Energie der 

einfallenden Welle dem halben Quadrate der Amplitude gleich
kommt, so wird für den Fall, daß diese gleich 1 genommen wird 

( 74 ' ) W - $ a > , 
führt man dann noch in (73) statt ka die Wellenlänge l dieser 
Welle ein durch die Formel 

(75) A = | * , 
so erhält man schließlich: 

und entsprechend in den reellen Größen a\, a%, bl, geschrieben 

(Xi 

l 

l 
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§ 9. Bew. f. d. Verschwinden d. letzten Terme von (61). 37 

Nach der gebräuchlichen Auffassung des natürlichen Lichtes 
sind wir berechtigt (76), resp. (76') auch für dieses anzuwenden. 

Wir heben noch den Spezialfall einer vollkommen reflek
tierenden Kugel hervor, in dem an

x und et* die einfache Ge
stalt annehmen: 

( - , - , \ „ 1 „ 2 _ 1>n&a) 
[ ' " S„'(*«)' " t«(*a) ' 

welche Formeln aus (71) hervorgehen, indem man die Leit
fähigkeit ff unendlich groß weiden läßt. Wir haben somit 
auch für diesen, in der Einleitung genannten, schon von 
Schwarzsch i ld behandelten Spezialfall in (73) , resp. (73'), 
(oder auch (76) resp. (76')), eine neue, und wie man sieht, 
wesentlich vereinfachte Lösung gefunden. 

§ 9. Nachträgl icher B e w e i s , d a ß d ie v i e r l e t z t e n T e r m e i n 

Gleichung (61) i n der G r e n z e f ü r r = oo k e i n e n Be i t rag z u m 

L i c h t d r u c k l i e f e r n . 

Wir betrachten zunächst den von den radialen elektrischen 
und magnetischen Komponenten @r und !Qr allein herrührenden 
Teil des Lichtdrucks. 

1) Schreibt man: 

(78) £ 3 = ® r e r cos & sin 9 d&dqj, 

0 0 

so wird der zeitliche Mittelwert dieser Größe: 

2 » it 

M ( S y = tJJ(A+^i) <A + ^ i ) c o s ^ *™-9ä9d<p. 

0 0 

Setzt man in diese Formel die aus (24) und (5) folgen
den Werte 

(79) i ? e = «* 4 " o s *s inö-cos(p ; Bl = ^ ' « ( w + l ) A J ^ P n

1 cos op 
1 

ein, so erhält man nach Ausführung der Integration nach y. 
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(80) M ( S , ) - ^ 9 l [ / s i n 3 * c o s & d & 

1 0 

m i
 1 1 i 

Das erste Integral der eckigen Klammer verschwindet, das 

zweite und dritte wird im nächsten § 10 (vgl. (102') und (105)) 

angegeben; unter Benutzung dieser Werte erhält man statt (80): 

(80') M C S ^ r » ^ 1 ^ ^ 

1 - Y N ' < * + ! ) • ( £ _ + 2 1 ' * I - A L ? ; 

^ r 4 ^ / ( 2 » - | - 1 ) ( 2 O T + 3) + Wi*» 

wenn man noch mit den zwei aus der letzten Zeile von (80) 

resultierenden Summen eine ähnliche Umstellung vornimmt, wie 

sie auf S. 32 besprochen wurde. 

Läßt man nun in (80') den Radius der Integrationskugel 

immer größer werden, so sinkt der Wer t der rechten Seite 

unter jede noch so kleine Größe. E s möge dieses nur für 

das erste Glied dieser Seite näher angeführt werden, da ganz 

entsprechende Überlegungen auch für das zweite Glied, ebenso 

wie für die späteren Summen dieses Paragraphen gelten. 

Für A* erhielten wir in § 5 die Formel: 

*(n + l) * ? F B ( A A « ) * ' 

deren Verhalten für Werte von n groß gegen irgend eines der 

Argumente k a c t oder Jc4a zunächst angegeben werden soll. 

In diesem Falle ist nach (10) näherungsweise 
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während man für tSx) u n t e r Benutzung von (14') mit Rück
sicht auf die Reihenentwicklung (11) findet: 

i' + r ) 
v* (!) 

Setzt man diese Näherungswerte für 4>n und nebst den aus 

ihnen folgenden für i\>^ und £M' in die Formel für ein, so 

erhält man nach einigen unbedeutenden Umformungen: 

(81) . At = i » 2 n K*} 1 M' 

wenn man noch die Größen x und fc ersetzt durch ihre Aus
drücke in den Materialkonstanten £, / t , o". 

Zerlegt man jetzt die betrachtete Summe in zwei Teile, 
indem man zuerst von n = 1 bis n = N summiert und in der 
zweiten Teilsumme n von n = N bis n = oo gehen läßt, so 
kann man zunächst 2V so groß wählen, daß man in dieser 
zweiten "Summe A£ durchweg durch den asymptotischen Wer t 
(81) ersetzen kann. (Der angenommene Wer t von N. muß also, 
die Bedingung A T . » !A;;a| und ' f t a a , erfüllen). , Man sieht 
dann ohne weiteres, daß, welches auch der Wert von r. sein 
mag, man stets durch Wah l von N dafür sorgen kann, daß 
der Wert der zweiten Teilsumme kleiner ist wie eine var^ , 
gegebene kleine Größe, wobei überdies N mit r nicht ins Un
endliche zu wachsen braucht. In der ersten Teilsumme kann 
man jetzt den Radius der Integratiohskugel so ' groß 'wählen, 
daß man XJltr) und" ^„(&r)- durchweg durch ihre asymptotischen 
Ausdrücke für große Werte des Arguments ersetzen kann; (der' 
angenommene W e r t ' v o n r muß also die Bedingung Jcr » JV 
erfüllen).

 JMan sieht nun ' sofort, daß der Wer t dieser Teil-' ' 
summe und mithin nach der1 obigen Überlegung auch der Wer t 
der ganzen Summe für unendlich große Wer te von r endlich 
bleibt. Wie schone hervorgehoben, • gilt Ähnliches von der' 
zweiten Summe in (80') , so daß tatsächlich wegen des hinzu-
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kommenden Faktors r s im Nenner M(S 2) keinen Beitrag zum 
Lichtdruck liefert. W i r bemerken noch, daß die vorstehende 
Überlegung zu der bereits im vorigen Paragraphen benutzten, 
bequemen Regel führt: „In Summen von der Art (80') kann 
man, um ihren Grenzwert für r = oo zu finden, die Funktionen 
% und iL> durchweg durch ihre asymptotischen Ausdrücke für 
große Wer te des Arguments ersetzen." 

2) Schreibt man analog, wie (78) 
i n n 

(82) £ 2 ' = Y JJ§rApr cos 9 sin 9 d» dtp, 
o o 

so erhält man ohne weiteres, wenn man bedenkt, daß P 0 und 
Pl nach (5) und (5') ebenso aus den Potentialen mit dem In
dex 2 folgen wie -R0 und aus den Potentialen mit dem 
Index 1, das zu (80') analoge Resultat: 

( S ^ M Ä O ^ ^ r ^ L ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ + ^ ^ ^ C ^ - ^ ^ 

^ W r ' s L j (2«-f l)(2n + 3) " » + 1 « « fes + i ^ J · 

Man überzeugt sich leicht, daß A„s für Werte von n groß gegen 
irgend eines der Argumente k f a oder fraa dargestellt wird durch 
die Formel: 

(83) A ; - » - » ^ A - 8 ^ - i - f 

so daß man die Überlegungen von S. 39 ohne Abänderung auf 
(82') übertragen kann. Auch der Anteil M(S 2 ' ) zum Licht
druck verschwindet demnach in der Grenze für r — oo. 

3) Weiterhin muß jetzt noch von den zwei letzten Gliedern 
in (61) bewiesen werden, daß auch diese keinen Beitrag zum 
Lichtdruck liefern. Schreiben wir wieder 

Sit 71 

(84) S 3 = rsff <$r<£9 B m 2 9 d 9 d o j , 
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§ 9. Bew. f. d. Verschwinden d. letzten Tenne von (61). 41 

so wird nach (57) der zeitliche Mittelwert: 
p in n 

(84') M ( S , ) F F (Be+ (Te+ Tt + T,)BW?9D»dtp 
L 0 O 

Die Feldkomponenten Te, Tx, T2 wurden in § 8 Gleichung (64) 
angegeben, während Re und 2^ in Gleichung (79) dieses Para
graphen aufgeführt sind. Setzt man diese Werte in (84') ein und 
führt die Multiplikation sowie die Integration nach <p aus, so erhält 

man zunächst einen Ausdruck, der sich abgesehen vom Faktor 
3i r8 

„ zusammensetzt aus dem Integral: 
2 ° 

n 

(85) F s i n 3 # c o s * DD, 

u 

aus drei einfachen Summen, in denen die Integrale (107), (108) 
und (109) des folgenden Paragraphen vorkommen und aus zwei 
Doppelsummen, in denen die ebenfalls im nächsten Paragraphen 
angegebenen Integrale (106) und (110) auftreten. Bedenkt man, 
daß das Integral (85) verschwindet, und setzt für die übrigen 
Integrale ihre Werte nach § 10 ein, so erhält man schließlich: 

(86) M ^ _ ^ a [ ^ ( _ € . n ( w + i ) A . ^ ( » ( » + l ) g - ^ 

00 

+ I F - ^ n + 1)A„' £,«,, 
1 

+ ^ 2 ( - » ) - - , « , ( » + l ) , A - 1 t . ( ^ - 2 g ) 

J _ V « ' ( n + l )»(n+ 8)»/A1 , - _JT z DZ^A 
r / tvZ/ (2j i+ l ) (2«- f3) \ " + 1 ^H+1 'D9R) " "+1 FE"D{KR)J 

1 

Auf die in (86) auftretenden Summen kann man wieder 

die Überlegungen von S. 39 anwenden und sieht dann, daß 

M(S3) für unendlich große Wer te von r verschwindet wie — 
R 
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4) S c h l i e ß l i c h k a n n m a n e b e n s o d e n v o n dem letzten Gliede 

i n (61) h e r r ü h r e n d e n B r u c h t e i l des m i t t l e r e n Lich tdrucks 

in it \ • 

(87) M ( £ / ) =
 r^[j'j (Pe+ P 2 ) ( © . + ®! + ©,) s in 2 » d&dcp 

O Q 

b e r e c h n e n u n d e r h ä l t d a n n e ine zu (86) g a n z analoge Formel. 

D i e a u f t r e t e n d e n I n t e g r a l e s ind d i e se lben wie die zur Alh 

l e i t u n g v o n (86) b e n u t z t e n ; das E n d r e s u l t a t zeigt , daß auch 

M ( £ S ' ) für u n e n d l i c h g r o ß e W e r t e v o n r v e r schwinde t wie —· 

E s se i n o c h b e m e r k t , d a ß d a s V e r s c h w i n d e n der in diesem 

P a r a g r a p h e n u n t e r s u c h t e n I n t e g r a l e , b e i m G r e n z ü b e r g a n g r = o o , 

e i n e F o l g e davon is t , daß d ie r a d i a l e n F e l d s t ä r k e n für große 

W e r t e v o n -r k l e i n s ind, von h ö h e r e r O r d n u n g wie die übrigen 

K o m p o n e n t e n des „S t r eu" fe ldes . D iese B e m e r k u n g deckt sieh, 

w i e m a n s i eh t , m i t der z. B . a u c h b e i m D i p o l b e k a n n t e n Tat

s ache , d a ß d ie v o m P u n k t e r = 0 a u s g e h e n d e n W e l l e n in ge

n ü g e n d e m A b s t a n d re in , t r a n s v e r s a l w e r d e n . 

§ 10. A b l e i t u n g d e r i n d e n b e i d e n v o r i g e n Paragraphen 

b e n u t z t e n I n t e g r a l w e r t e . 

U m d e n W'e r t de r v e r s c h i e d e n e n I n t e g r a l e zu finden, die 

be i de r B e r e c h n u n g d e s L i c h t d r u c k s b e n u t z t we rden , kann man 

n a t ü r l i c h i n m a n n i g f a c h e r W e i s e v o r g e h e n . 

A m e i n h e i t l i c h s t e n u n d ü b e r s i c h t l i c h s t e n sche in t das fol

g e n d e V e r f a h r e n , b e i d e m a u ß e r der E n t w i c k l u n g (27) für 

e ' * r c o s * n u r die z w e i Z u s a m m e n h a n g s f o r m e l n ( 1 5 ) für die 

F u n k t i o n e n if>n m i t v e r s c h i e d e n e m I n d e x u n d d i e e i n e funda

m e n t a l e I n t e g r a l r e l a t i o n (18) für die K u g e l f u n k t i o n e n benutzt 

w e r d e n W i r w o l l e n i m f o l g e n d e n den G a n g d e r R e c h n u n g ge

n a u e r a n g e b e n für die i n § 8 b e n u t z t e n I n t e g r a l wer te ; für die 

i n § 9 b e n u t z t e n , die a n a l o g e r h a l t e n w e r d e n , m a g d a n n eine 

k u r z e A n d e u t u n g des W e g e s g e n ü g e n . . 

U m F o r m e l (68) zu e r h a l t e n , b r a u c h e n w i r zunächs t die t 

b e i d e n ' I n t e g r a l e : " " ' ' '"' 
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(88) _ / > ~ »(cos *dfJ + Z\) cos 9 sia & d*> 
ö 

(89) ^2= /^"co8,(C0S*BiÄ + dfJ) c o s * ^ n » tf», 

o 
wobei zur Abkürzung kr ·= x gesetzt ist. Betrachten wir zu
nächst Jn\ so kann man schreiben 

0 
oder, indem man im ersten Term dieser Summe partiell in
tegriert1) und c o s 8 » durch 1 — s i n 8 » ersetzt: 

7t 

J 1 = 4- -f \ ^x"m9(2 s i n 8 » + ix cos » s i n 2 » ) P . 1 rf» 
o 

oder auch: 

0 

Nun ist nach (27) 
OD 

= ^ » V ( 2 w + 1) P m ° , 
0 

woraus durch Differentiation nach » und Division mit ix folgt 
OD 

(90) eiXQOS 9 sin * = J ^ V - 1 (2 m + 1) P m * . . 
i x 

Setzt man diese Reihenentwicklung in (88") ein, so erhält man 
unter Benutzung der Fundamentalformel (18): 

(91)· • J,*+. 2n(n + \ ) i ^ ± ( 2 ^ + 
y ' n , v ' dx\ x- dx m* J' 
was noch durch Ausführung der letzten Differentiation in die 
einfachere, in § 8 benutzte Form 

1) Hier und im folgenden verschwinden stets bei den partiellen 
Integrationen die Glieder ohne Integralzeichen beim Einsetzen.der Grenzen.' 
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(91') Jt}=2«(n + l)f-'t 1 d ^ n { X ) 

x ' n v ' ' ax x dx 

übergeführt werden kann. 

Berücksichtigt man, daß die Differenz von dem in (88') 
auftretenden (noch nicht nach x differentiierten) Integral und 

Jn

2 den W e r t hat : 

n 

f9 PJ- s in ä 9 d» = 2n (n + 1) i« - 1 ?}, 
o 

wie sich aus dem Vergleich von (88") und (91) ergibt, so er

hält man: 

(92) J>-2»{n + l)P-*(*ß + x ± 

oder auch 

( 92 ' ) J n 2 = 2 n ( n + l ) i « - ^ x ^ . 

Hiermit sind die zwei ersten in (66) auftretenden Integrale 
gefunden; es erübrigt noch die zwei anderen 

7t 

(93) = / ( ^ _gL + ̂  c o s * s m * d & 

o 
und 

n 

(94) K£,. - /(a-g|
 d-§ + d-§ cos o sin # 

o 
zu bestimmen. W i r wollen jetzt zeigen, wie diese aus Jn

l und 
Jn* (vgl. (91') und (92')) folgen unter Benutzung der Relationen 
(15) zwischen den ipn verschiedener Ordnungen. 

Nimmt man Rücksicht auf die Entstehungsweise dieser 
Integrale aus den elektrischen Komponenten T und F, so liegt 
es nahe, für t?*™"*cos 9 resp. e>'*°°»* in und J"„3 die Ent
wicklungen einzusetzen, welche sich unter Benutzung der For
meln (5) und (5') aus den in § 3 abgeleiteten Potentialen der 
einfallenden Welle ergeben (und die von den soeben benutzten 
Entwicklungen formal verschieden sind). Man erhält so: 
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(97) 
' y ' ~ Z ! m ( m + l ) U dx T ^ A , « , » / 

und durch Elimination von Ä ' , J ] „ resp. 

1 

i 

(97') 

Aus diesen Formeln ist jetzt der Wer t von K£,„ und Km,* 
nach leichter Rechnung zu entnehmen. Zunächst ist nämlich 

nach (91') und (92') 

71 ' x dx n \ > ; \ x dx dx x dx x dx/' 
oder da 

a; rfa; da; x dx x dx xs 

(98) - iJJ + ± *xxJJ-2«(« + l ) ^ - 1 ^ -

(95) « " — » c o s » - TE = 5 > - l J ^ ^ 1 ^ t J r v ' cos<p JZ—J m(m-\-l) x dx dv 

m(m-f-l) a: sin # 

und 

^ ' sin <j> »»(w-f-l) a: da; sin {r 

. V ; „ 2m -f- 1 dP; , 
+ a: 

Setzt man diese Entwicklungen in (88) und (89) ein, so be

kommt man für «7 1 und JJ die zweite Darstellung: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



DX X \ DX1 ' V*L ~ XS DX ' 

so daß man mit Rücksicht auf die Differentialgleichung (7) für 

XL>N erhält : 

_ I+L_JLXJI=2N(N + L)*-*(*(» + 1) * & + i , ^+»). 

" 1 X DX » \ ' J \ \ ' YDX XS ' X* DX! 

Führ t man schließlich noch die Differentiation im rechts-

stehenden Ausdruck aus und ersetzt sowohl wie — nach 
DX X 

(15) durch ihre Darstellungen in und s o folgt: 

(ioo) -IJ*+I.*.XJNI , 

= 2 ££r*"~ fr + !) (» - ^ - »(M + 2) 2 %J']' 
Die gliedweise Vergleichung der so erhaltenen Formel mit der 
ersten Gleichung von (97') liefert also das Resultat: 

( 0 w=)=w — 1 oder M4= N + 1 

(101) K,L

N,N = 2-—•—-—-—-—— M = N — 1 
( 2 »8—1 ) (2« + 1) 

Q w ! ( r t + l)(« + 2 ) i ! . . 

Weiterhin haben wir für die Ableitung der Formeln (80') 
und (82') Gebrauch gemacht von Integralen -

Eine gliedweise Vergleichung von (98) mit der zweiten Glei

chung von (97') ergibt also das Resultat: 

(99) JC,„= L «(* + !) 
{ 2« -(- 1 

Etwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung von 
KM,N- Man erhält wieder durch Einsetzen der Werte von JJ-
und JN

2 zuerst: 

N X DX N V ' \DX X X DX DX X DX J 

Indem man die Differentiation ausführt, sieht man, daß mau 

für die Klammer auch schreiben kann: 
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(105) Kln = 
(n - i ) w ( n + 1) _ _ . , « - M — 1 

„ n ( « + l ) ( » + 2) ™_Mj.l 
Schließlich müssen wir noch die zur Ableitung von (86) und 
(87) benutzten Integralwerte angeben. Es sind im ganzen fünf, 
von denen aber drei sofort berechnet werden können, nämlich 

(106) j PJP,i äm»d»=.\ n(.n + i)- . . m = = n 

o . \ 2/'. -f 1 
nach (18) in § 3, dann das schon in (88") auftretende Integral : 

71 
(102) J n ^ f <?*mS* F n C 0 S * Sin 8» 

0 

• · · " 
(103) Kl,n =fp^P/ cos 9 sin 9 ä9. 

o 
Das erste derselben erhält man wieder, indem man die aus 
(27) durch. Differentiation nach 9 und x folgende Reihenent
wicklung für eixcoa& cos 9 sin 9- benutzt, unter Anwendung der 
Fundamentalformel (18) zu 

(102') · j ; > = 2 » ( n H - i ) . - » / i * ; , 

wofür mit Rücksicht auf (15) auch geschrieben werden kann: 

(102") V - 2n(n + 1 ) * - %± . « ± 1 . 

Benutzt man andererseits die Entwicklung für e**00"* s i n » , 
wie sie durch Anwendung der ersten Gleichung von (5) aus 
der Reihenentwicklung (28) des Potentials II* hervorgeht, so 
findet man für J n

s die zweite Darstel lung: 

(104) «7,· = 2**~1(2* + 1) 
1 

Die Vergleichung von (104) mit (102") liefert nun: 

(0 w =Hw — 1 oder m ^ n - \ - l 
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48 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks. 

n 

(107) J^^PI SIU2P D# = 2IA-LN(N+L)¥± 

O 

und drittens das aus diesem Integral (107) durch Differentiation 

nach X und Division mit * entstehende: 
7T 

( 1 0 8 ) ' J4*«*»P%I cos * s i n 2 * ¿0· = 2I"-2N(N + • 
o 

Die zwei noch übrigbleibenden: 
7T 

(109) J* = j e"8™ » ̂  s in 3 * <2* 
a 

und 

(HO) K*,9~y 
Pi^f s i n 2 * 

o 
erfordern etwas mehr Rechnung. 

Durch partielle Integration findet man für JN* den Ausdruck: 

setzt man nun für das Integral seinen Wer t (107) ein, so er
hält man nach Ausführung der Differentiation unter Benutzung 
der Differentialgleichung für tyn: 

(109') j ; - 2 I ^ ( N ( N + l ) * : - < £ ) , 

wofür auch mit Rücksicht auf (15) geschrieben werden kann 

(109") J : - 2I»FN + - } > ( ( » - 1) ( n + 1) ^ i " 1 + N(N + 2 ) * ? ) • 

Benutzt man andererseits für E?X°°S9 s i n * die Entwicklung (90), 
so erhält man für den zweiten Ausdruck: 

(111) JN*=2I»-I(2M + L)^KRI,N, 

der wie in den schon behandelten Fällen durch gliedweise 
Vergleichung mit (109") das Resultat ergibt: 
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0 m=^n — 1 o d e r ra=Hw+1 

( 1 1 2 ) Z m % = { - 2 M ( w + 1 ) ( 2 W - l ) ( 2 n + l) · » » - » - 1 

Hiermit sind alle I n t e g r a l w e r t e , d ie i n d e n be iden v o r i g e n 
Paragraphen benu tz t w u r d e n , ge funden . 

§ 11. D e r L i c h t d r u c k a u f e i n e n s c h w i n g e n d e n D i p o l . 

Schon in de r E i n l e i t u n g w u r d e h e r v o r g e h o b e n , daß u n s r e 
allgemeine B e s t i m m u n g des L i c h t d r u c k s k e i n e n A n s p r u c h da rauf 
machen k ö n n e , a u c h n o c h für g a n z k le ine K ü g e l c h e n Gü l t i g 
keit zu bes i tzen , w e l c h e n i c h t a ls K o n g l o m e r a t e s eh r v ie ler 
Moleküle be t r ach t e t werden k ö n n e n . W i r w e r d e n d e s h a l b i n 
diesem P a r a g r a p h e n n o c h den F a l l u n t e r s u c h e n , daß e ine ebene 
Lichtwelle auf e in M o l e k ü l f ä l l t , i n d e m wir u n s die aus de r 
Dispersionstheorie geläufige V o r s t e l l u n g b i lden , daß de r für u n s 
wesentliche Bes t and te i l desse lben a u s E l e k t r o n e n b e s t e h t , d ie 
durch quas ie las t i sche K r ä f t e a n i h r e R u h e l a g e g e b u n d e n sind. 
Die Elek t ronen w e r d e n d u r c h die auf fa l lende W e l l e z u S c h w i n 
gungen ange reg t , b i lden a lso S t r o m e l e m e n t e , auf die das vor
handene e l e k t r o m a g n e t i s c h e Fe ld e v e n t u e l l e inse i t ige W i r k u n g e n 
ausüben kann . W i e in § 6 a u s e i n a n d e r g e s e t z t , g e n ü g t es in
dessen, das Fe ld i n g r ö ß e r e r E n t f e r n u n g des Molekü l s zu k e n n e n , 
um den L i c h t d r u c k b e r e c h n e n zu k ö n n e n . 

Um die V e r h ä l t n i s s e n i c h t u n n ö t i g zu k o m p l i z i e r e n , n e h m e n 
wir ein einziges s c h w i n g u n g s f ä h i g e s E l e k t r o n a n , das bei ge 
nügend kleiner D ä m p f u n g n u r W i r k u n g e n ausüb t , so l ange die 
auffallende W e l l e n l ä n g e i n de r N ä h e se iner E i g e n w e l l e n l ä n g e 
liegt. Den F a l l m e h r e r e r E i g e n s c h w i n g u n g e n des M o l e k ü l s 
kann man dann d u r c h e infache U b e r e i n a n d e r l a g e r u n g e rha l t en . 

Die einfachste L ö s u n g u n s r e r G r a n d g l e i c h u n g (3) für das 
Potential II, aus der m i t t e l s (5 ) e in e l e k t r o m a g n e t i s c h e s F e l d 
folgt, ist 
(113) r n i = C Z l ( k r ) P 1

0 ( c o a » y , 
D e b y e , L i c h t d r u c k . 4= 
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wobei G eine verfügbare Konstante und P,°(cosir) = cos* die 
erste zonale Kugelfunktion bedeutet , während (13') ergibt 

TIQER) = — E~IKR(L — ^ · Berechnet man aus (113) die Kom
ponenten des elektromagnetischen Feldes mittels (5), so sieht 
man, daß dieses Potential JJ^ zu einem schwingenden Dipol 
gehört, dessen Achse in der Richtung liegt (vgl. Fig. 1). Hat 
dieser das maximale Moment M0, und wird dasselbe zur Zeit 
T = 0 erreicht, so ergibt die Vergleichung der aus (113) fol
genden radialen elektrischen Komponente für die unmittelbare 
Umgebung des Nullpunktes mit der bekannten statischen, für 
C den W e r t 

( H 4 ) C 

Die ebene einfallende Welle, die wir allen unsren früheren 
Betrachtungen zugrunde legten, schritt in der negativen ^-Rich-
tung fort,' während ihre elektrische Komponente in der Rich
tung gerichtet war. Die Schwingungen, die durch diese Welle 
im Molekül erregt werden (und nach außen hin wie ein Dipol 
wirken) , liegen demnach auch in der ^-Richtung, so daß wir 
die Achse unsres Dipols ebenfalls in diese hineinlegen müssen. 
Fig. 1 zeigt dann ohne weiteres, daß man statt (113) setzen muß 

(113 ' ) RN^ — IH^TJFI^SMD- cos tp . 

Überdies nahmen wir die Komponenten unsrer einfallenden 
Welle proportionale 1"' ' . Im allgemeinen wird nun der Dipol gegen 
die einfallende Welle eine Phasenverschiebung ß zeigen, sein 
Moment ist also zur Zeit T = 0 nicht M0, sondern M^E-'P, so daß 
wir schließlich für das Potential der von dem Dipol ausstrah
lenden Welle erhalten: 

(115) RNT = - IH ™°N E-'P^QCR) sin * cos <P . 

Die zwei hier noch unbestimmt gebliebenen Konstanten MQ 

und ß werden durch eine Sonderbetrachtung über die Be
wegungsgesetze des Dipols, derentwegen wir auf die Original-
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arbeiten von P l a n c k 1 ) und A b r a h a m 2 ) verweisen, durch In

tensität und Phase der auffallenden Welle ausgedrückt. 

Unter der Annahme, daß der Resonator nur durch Strah

lung Energie verliert, erhält man für die Phasenverschiebung ß 
die Formel: 

(116) tgß = ~ ( W 

wenn 6 die Dämpfungskonstante 8 ) und k0 die Eigenwellenlänge 

des Oszillators bedeuten, während i. die auffallende Wellenlänge 

ist. Zugleich ist das maximale Moment 

(117) m 0 - ~ j - A 8 B i n 0 , 

wenn wir der elektrischen Amplitude der auffallenden Welle 

den Wert 1 geben, wie wir das in den vorigen Paragraphen 

stets machten. 

Der zeitliche Mittelwert des Lichtdrucks M(S) ergibt sich 

jetzt ohne weiteres aus (73). Bei unsrem Dipol ist nämlich 

i T 2 = 0 , so daß alle Konstanten AN

2 verschwinden, während bei 

JIi (vgl. 29) nur der erste Koeffizient A A ' von Null verschieden 

ist und den Wert hat : 

(118) 

Weiter hängt nach (70) die in der allgemeinen Formel (73) 

vorkommende Größe mit Aj 1 zusammen mittels der Formel: 

(119) «i'—JV, 
so daß wir schließlieh erhal ten 4 ) : 

(120) M(S) = ~ S R [ * * ' j £ e - « f ] . 

1) M. Planck, Vorlesungen über die Theorie der Wärmestrahlung. 
Leipzig 1906, S. 100 u. f. 

2) M. Abraham, Theorie der Elektrizität. Leipzig 1908, S. 58 u. 117. 
3) Die Dämpfungskonstante a ist hier defirjiert als log. des Ver

hältnisses zweier um die Zeit einer Vollschwingung nacheinander er
reichten Amplituden des frei schwingenden Dipols. 

4) Ist die Amplitude der einfallenden Welle A statt 1, so sind die 
rechten Seiten von (120), (120') und (120") noch mit A} zu multiplizieren. 

4* 
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Substituieren wir noch für Je = — die Größe 2 , 3 r und für 
c l 

m0 den Wer t (1171, so kommt 

(120') M (S) - * m0 sin ß = ^ P sin 2,3 

oder unter Benutzung von (116) 

(120") M^-S-f/fg^-
Die mechanische Wirkung des Lichtes ist also für alle 

Wellenlängen ein in Richtung der fortschreitenden Welle ge
richteter Druck, der ein Maximum erreicht, wenn ß — j , d.h. 
wenn die auffallende Wellenlänge k mit der Eigenwellenlänge 
A0 des Dipols übereinstimmt. Letzteres gilt nur annähernd und 
nur, solange man die Anderungsgesch windigkeit des Faktors As 

neben derjenigen von sin 2 ß vernachlässigen kann, was indessen 
bei genügend kleiner Dämpfungskonstante 0 immer erlaubt ist. 
Fü r unendlich kleine sowie für unendlich große Wellenlängen 
ist der Lichtdruck Null-, im ersten Fall verhält er sich wie X2, 

1 3 X2 

im zweiten wie ; der Maximalwert beträgt - ^ - 9 und ist also 
von der Dämpfung unabhängig. 1) 

D r i t t e s K a p i t e l . 

Näherungsformeln und numerische Resultate für den 
Lichtdruck. 

§ 12. Vorbemerkungen . 
Die Formeln (73), (73') oder auch (76), (761 des § 9 

lösen mathematisch gesprochen das Problem der Bestimmung 

1) Die ponderomotorische Wirkung von Wellen verschiedener Natur 
auf Resonatoren wurde besonders eingehend experimentell untersucht 
von P. L e b e d e w , Ann. d. Phys. Bd. 52, S. 621 , 1 8 9 1 ; Bd. 59, S. 116, 
1896; Bd. 62, S. 158, 1897. Den im obigen § 1 1 zugrunde gelegten Ver
hältnisse entsprechen indessen nur die in der letzten Abhandlung S. 168 
angeführten Versuche. 
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des Lichtdrucks für Kugeln aus beliebigem Material. Wi l l 
man indessen ein Bild des wirklichen Vorgangs gewinnen, so 
hat an dieser Stelle erst die Diskussion der Formeln ein
zusetzen, welche Tom physikalischen Standpunkt aus als Haupt
sache zu betrachten ist und ziemlich verwickelte Zahlenrech-
irangen erfordert. In den ersten drei folgenden Paragraphen 
werden wir drei verschiedene Fälle getrennt behandeln: in § 13 
die vollkommen reflektierenden, in § 14 die dielektrischen nicht 
absorbierenden und in § 15 solche Kugeln, bei denen dem 
Material (in der üblichen Bezeichnungsweise) ein komplexer 
Brechungsexponent zukommt, die sich also dem Licht gegen
über wie Metalle verhalten. Die Diskussion werden wir durch
führen und durch Zeichnungen erläutern, indem wir für Kugeln, 
die klein sind, im Vergleich mit der Wellenlänge des auf
treffenden Lichtes eine Entwicklung nach Potenzen des Ver
hältnisses Durchmesser der Kugel durch Wellenlänge ansetzen, 
dagegen für Kugeln, die mit der Wellenlänge vergleichbar 
werden, die Formel (76) numerisch behandeln. Sobald in
dessen das obenerwähnte Verhältnis mit 1 vergleichbar wird, 
fängt die numerische Rechnung an praktisch undurchführbar 
zu werden, da man dann schon fünf Glieder der Reihe (76) mit
nehmen muß, um eine genügende Näherung zu bekommen. Man 
fiberzeugt sich andererseits leicht, daß die zugrunde gelegte 
Reihe für a l l e Wer te des Verhältnisses Radius durch Wellen
länge konvergiert. Man wird demnach darauf ausgehen, die
selbe so umzuformen, daß die neue Form brauchbar wird für 
große Werte dieses Verhältnisses, welches in den Funktionen 
als Argument auftritt. 

Die schlechte Konvergenz rührt , wie man ohne weiteres 
sieht, davon her, daß die in den einzelnen Tennen der Reihe 
auftretenden Zylinderfunktionen bei großen (der kleinen Wellen
länge entsprechenden) Werten des Arguments mit steigendem 
Index nur äußerst langsam abnehmen, so lange wenigstens, wie 
dieser kleiner als das Argument ist. Durch diese Bemerkung 
wird man also auf den Versuch geführt, Näherungsformeln für 
die Zylinderfunktionen zu konstruieren, die bei beliebig verän-
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§ 1 3 . D i e v o l l k o m m e n r e f l e k t i e r e n d e K u g e l . 

Wie schon am Ende des § 9 hervorgehoben wurde, nehmen 

die Größen « der Reihe (73) , resp. (76) in diesem Falle die 

besonders einfache Gestalt an: 

V^) " » - - £ ( * « ) ' tt'--JjM) 

Zur Abkürzung werden wir im folgenden für das Argument 

Tca = 2it ~ den Buchstaben p benutzen und wollen nun zu

nächst eine Näherungsformel ableiten für das S. 36 definierte 

Verhältnis (A(S)/Whei kleinen Werten von Q. Es empfiehlt sich 

sowohl hierfür wie für die numerische Rechnung die Größen 

ttl und al in Reelles und Imaginäres zu trennen und dann für 
M ^ die Darstellung (76') zu benutzen. Die Trennung gelingt 

sofort unter Benutzung der Zusammenhangsformeln (14'). Man 

findet ohne weiteres aus (121) für die durch (69) definierten 

Größen a\, a\ und l\ 

r.2 = 

1 1 _1_ VI > "» 1 _|_ x«' 

2 7 l + r « "» l + z ; 
wenn man abkürzend setzt: 

( 1 2 3 ) r » - - m > Z « = IM-

Für kleine Werte von p gilt nun nach § 3 in erster 

Näherung: 

1) Vgl. die demnächst in den Math. Ann. erscheinende Abhandlung. 

derli.ch.em Index dieselben für große Werte des Arguments 

ersetzen können. Solche Näherungsdarstellungen habe ich an 

anderer Stelle*) abgeleitet, und es zeigt sich, daß es tatsäch

lich mit ihrer Hilfe gelingt, von der genauen Formel (76) aus 

den Übergang zu kleinen Wellen zu machen. Näher ausgeführt 

wird dieses in den Paragraphen 16 und 17 dieses Kapitels. 
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(125) 1 

1 n 

so erhält m a n : 

(«) ^-?[•:»·+}· · ] -?*' . 
indem die dritte Summe S3 in dieser Näherung keinen Beitrag 
zum Resultat liefert. Dieselbe Näherungsformel wurde schon 
von S c h w a r z s c h i l d angegeben 1 ) ; es hat gar keine Schwierig
keiten, sie durch weitere Potenzen von p zu vervollständigen, 

1) Sitz.-Ber. der Kgl. Bayer. Akademie d. Wiss. Bd. 81 , S. 293, 1901 . 

~ 3 > Zi(p) — l , 

X » Z i ' 0 ) = -

so daß man bekommt: 

A — y P > A — 3 P ; 

und damit in derselben Näherung: 

« ^ - - j V , V = y P 3 ; 

V = 9 p S V = - y P3-

Setzt man diese Wer te in den Ausdruck (60') für 

ein, den wir unter Einführung von Q schreiben wollen: 

(124) ^ = ^ 1 - ^ - ^ 3 ] 
mit 

1 *=^2^«+o -2" %+1 w + 0 
1 1 
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i n d e m m a n m e h r e r e G l i ede r d e r S u m m e n S u n d der Reihen 
für ipn u n d i n m i t n i m m t ( a l l e r d i n g s i s t d ie R e c h n u n g etwas 
u m s t ä n d l i c h ) ; i ch finde s o : 

/ i e ) 7 , M(2) 14 4 / , l 2 1409 4 \ 
( 1 2 ? ) w = 3 P 4 ( 1 + 2 1 P 2 - 8 8 2 0 P • · · ) · 

D i e w e i t e r e n G l i ede r d e r R e i h e h a b e n indessen für die 
R e c h n u n g n u r e ine g a n z u n t e r g e o r d n e t e B e d e u t u n g , weil die 
Zah lenkoef f i z i en ten so l a n g s a m a b n e h m e n , daß z. B . für p = 1 
das d r i t t e G l i ed s c h o n g r ö ß e r i s t w i e das ziweite. I m übrigen 
k a n n m a n d ieses V e r h a l t e n l e i ch t o h n e A u s r e c h n u n g vorher
sagen. N a c h § 3 g i l t n ä m l i c h : 

Sit?) - ^ (*-<»)> 
der N e n n e r v o n w i r d a l so N u l l für Q = i, was , da ^ ( j ) 
end l i ch is t , z u r F o l g e h a t , daß die R e i h e n e n t w i c k l u n g für 
n u r b i s p = 1 u n d d a m i t die R e i h e ( 1 2 7 ) h ö c h s t e n s bis Q = 1 
k o n v e r g i e r e n k a n n . 

F ü r d ie w e i t e r e D i s k u s s i o n is t m a n d e s h a l b auf die nume
r i s c h e R e c h n u n g a n g e w i e s e n . Z u d i e s e m Z w e c k e w u r d e n zu
n ä c h s t die F u n k t i o n e n i>„((>) u n d X„(Q) fü r n = 1, 2, 3 , 4, 5 

-ff 

0 

K g . 3. 

u n d Q = 0 , 5 , 9 = 1, Q — 1,5, Q = 2 u s w . a u s g e r e c h n e t , wobei 
für k l e ine W e r t e v o n Q die u n e n d l i c h e n n a c h P o n t e n z e n von 
Q f o r t s c h r e i t e n d e n R e i h e n , fü r g r ö ß e r e d a g e g e n die endl ichen 
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nach Potenzen v o n — f o r t s c h r e i t e n d e n A u s d r ü c k e n des S 2 
9 

benutzt wurden . D a s R e s u l t a t d i e se r R e c h n u n g w i r d v e r a n 
schaulicht du rch die b e i g e g e b e n e n F i g . 3 u n d 4 , i n d e n e n 

(p) und %„($) als F u n k t i o n e n von p a u f g e t r a g e n s ind. M a n 

\ \ \ 
• 

\ X— . V 
V 

\ l \ > \ / >> K 0 : I \ 

Fig. 4. 
sieht, wie TYJ^Q) s i ch mi t w a c h s e n d e m N für k l e ine W e r t e v o n 
Q immer inn ige r a n d ie A b s z i s s e n a c h s e a n s c h m i e g t , w ä h r e n d 
Jn(o) m i t w a c h s e n d e m N für p = 0 i m m e r schne l le r ins U n -

1 n=5 >< >< 
0 \ ' ; 1 i 

F i g . 5. 

endhche s te igt . F ü r g r ö ß e r e W e r t e von p u n t e r s c h e i d e n s i ch 
die F u n k t i o n e n tyn u n d JN q u a l i t a t i v n i c h t m e h r u n d w e r d e n 
mit wachsendem Q i m m e r m e h r den g e w ö h n l i c h e n p e r i o d i s c h e n 
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Funktionen ähnlieh. In den Fig. 5 und 6 sind weiterhin noch 
die Funktionen und %'N(O) eingetragen, wie sie aus den 
Wer ten Ton VB((0 u n < l durch Anwendung der For
meln (15) erhalten werden. Sie unterscheiden sich, wie man 
sieht, nicht wesentlich von den undifferentiierten Funktionen, 
wenn man das Verhalten der %'XQ) für kleine Werte von Q 
ausnimmt. Letztere zeigen hier ein eigenartiges einmaliges 
Auf- und Abwogen, das mit einer in Fig. 4 leicht bemerkbaren 

0 ; ' 'A r P\ •z 

/ 7 1 J V 

NJZN FN45 I I 1 
F i g . 6 . 

Ab- und Zunahme der Neigung korrespondiert. Unter Be
nutzung der so gefundenen Werte wurden nun die Größen 
« i , fyj, BFT nach (122) berechnet, die dann durch Einsetzen 

in (124) und (125) die gesuchte Größe lieferten. 

In Fig. 7 ist zur Abszisse Q = 2 ^ a als ausgezogene 

Kurve eingetragen. Die eingezeichneten Kreuze bedeuten dabei 
die berechneten Punk te , während die punktierte Kurve den 
Verlauf der ersten Näherung (126) darstellt. Zum Vergleich 
wurde in derselben Figur die von S c h w a r z s c h i l d erhaltene 
Kurve gestrichelt eingetragen. Sie stimmt, wie man sieht, in 
ihrem wesentlichen Verhalten mit der von uns berechneten über
ein, insbesondere ist das Maximum weder in Höhe noch in Lage 
von dem von S c h w a r z s c h i l d gefundenen verschieden. Für 
größere Werte von p weichen indessen die beiden Kurven vonein-
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ander ab. In der Grenze für p = oo d. h. also für Kugeln, die 
groß sind im Vergleich mit der Wellenlänge, soll sich die Kurve 

für der in der Höhe 1 mit der Abszissenachse parallel 

laufenden Gerade asymptotisch anschmiegen, wie schon S c h w a r z 
schild fand durch die Berechnung des Lichtdrucks auf Grund 
der in diesem Falle ausreichenden Gesetze der geometrischen 
Optik, und wie wir in § 17 aus der allgemeinen gültigen 
Reihe (76') nachweisen werden. Währenddem nun die von 
uns vorgeschlagene Kurve diese Annäherung glatt vollbringt, 
scheint die S c h w a r z s c h i l d s c h e noch längere Zeit mit der 
Asymptote parallel zu verlaufen (vgl. Fig. 7). Die unmittel-

W I 
3 1 

O 1 Z 3 f 
Fig. 7. 

bare Veranlassung für diese Abweichung ist der Unterschied 

der für im Punkte Q = 2 gefundenen Werte (1,67 bei 

uns gegen 1,31 bei S c h w a r z s c h i l d ) . In Anbetracht des oben 
Gesagten über den Anschluß an die Asymptote und mit Be-

rücksichtigung der Wer te für — i n den Punkten Q = 2,5 

und 9 = 3 , die sich besser in die ausgezogene wie in die ge
strichelte Kurve einordnen, scheint uns, daß die erstere korrekt 
ist, und daß bei S c h w a r z s c h i l d im Punkte Q = 2 ein Rechen
fehler vorliegt. Das Endergebnis, das S c h w a r z s c h i l d auf 
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S. 333 g e s p e r r t g e d r u c k t h a t , finden w i r n a c h dem Vorigen 

a lso v o l l s t ä n d i g wiede r b i s a u f die e ine B e m e r k u n g , daß in 
2 D 2 . . 

de r N ä h e von ^ = die K u r v e „ m e r k w ü r d i g r ap ide anwächst". 

Ü b r i g e n s ze ig t der g e n a u e r e V e r g l e i c h , d a ß die Bequemlich

k e i t u n d d a m i t a u c h d i e S i c h e r h e i t de r Z a h l e n r e c h n u a g e n bei 

u n s r e m V e r f a h r e n e r h e b l i c h g r ö ß e r i s t wie bei S c h w a r z 

s c h i l d . 

F ü r d ie A r r h e n i u s s c h e n T h e o r i e n is t es wesent l ich, daß 

de r S t r a h l u n g s d r u e k h o c h t e m p e r i e r t e r W e l t k ö r p e r u n t e r ge

e i g n e t e n U m s t ä n d e n i h r e G r a v i t a t i o n s w i r k u n g übe rwiegen kann. 

W i r wo l l en d e s h a l b n o c h d e n m i t t l e r e n S t r a h l u n g s d r u c k M(S) 

v e r g l e i c h e n m i t der N e w t o n s c h e n A n z i e h u n g s k r a f t G. Wir 

f anden f r ü h e r (Gl . (74)) 

W = sra* S , 
c ' 

w e n n S d ie p r o Z e i t e i n h e i t au f die F l ä c h e n e i n h e i t auffallende 

E n e r g i e u n d c die L i c h t g e s c h w i n d i g k e i t i s t . Spezial is ieren wir 

n u n u n s r e Ü b e r l e g u n g für die S o n n e n s t r a h l u n g und verstehen 

w e i t e r h i n u n t e r S die S o l a r k o n s t a n t e , a n der Erdoberf läche ge

messen , so g i l t für e in Te i l chen , das s ich im A b s t ä n d e d von 

der S o n n e bef inde t 

(128) W ~ * a ' £ § , 

w e n n der R a d i u s der E r d b a h n g l e i c h D gese tz t wird . 

I s t a n d e r e r s e i t s das spezif ische G e w i c h t (d. h . das G-TACHE 

de r spezi f ischen Masse oder D i c h t e ) des Te i lchenmater ia l s S, 

u n d n e n n e n w i r den R a d i u s d e r E r d k u g e l R, w ä h r e n d die Massen 

v o n S o n n e u n d E r d e r e sp . m i t M u n d M beze ichnet werden, 

so g i l t 

(129) G -i * i 
für die G r a v i t a t i o n s w i r k u n g d e r S o n n e au f dasse lbe Teilchen 

i m A b s t ä n d e d von de r S o n n e . 

S e t z e n w i r s ch l i eß l i ch n o c h 

(130) J * © . _ „ , ( p ) ( p - 2 * J - ) , 
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so daß die Funktion Q<p(o) den Ordinaten der Kurve in Fig. 7 
oder der entsprechenden Kurven der folgenden Paragraphen 
gleichkommt, so erhalten wir aus (128), (129) und (130) für 
das Verhältnis des Lichtdrucks zur Gravitation: 

M(S) 3JT Z»2 m S , X 

wobei l die auffallende Wellenlänge ist. Nimmt man die Solar
konstante S zu 2,5 c a l - _ a n u n ( j denkt sich die ganze 

' M I N . cm" ° 
Strahlungsenergie der Sonne auf eine mittlere Wellenlänge 
i. = 600(i(i konzentriert, so kann man stat t (131) auch schreiben 

(131') = 8 , 0 <p(g), 

wenn überdies s = 1 gesetzt wird, wie das für Wasser zu
treffen würde. Nach (126) ist bei vollkommen reflektieren
den Kugeln p<jp(?) = ij- QL für kleine Wer te von Q, für große 

Werte von Q gilt Q<P{Q) = 1; für ganz kleine, sowie für 
ganz große Kugeln (im Vergleich zur Wellenlänge) ver
schwindet also das Verhältnis (131'). Fü r mittlere Größen er
reicht dasselbe einen Maximalwert von der Größe 20 bei 

n = -̂p? ~ 1. Nur ganz unbeträchtlich abweichende Zahlen

werte finden sich bei S c h w a r z s c h i l d 1. c , wo auch noch auf 

Grund der gefundenen Wer te für —Sf^ die der linken Seite 

von (131') im wesentlichen entsprechende Kurve in einer be
sonderen F'igur dargestellt ist. Dieselbe entspricht der Kurve 
v oo in Fig. 9 des folgenden § 14. Für gewisse Teilchengrößen 
für die 0,06 (i < 2a < 1,5 fi überwiegt der Lichtdruck der 
Sonne über ihre Gravitation tatsächlich, und zwar wie (131) 
oder (131') zeigt, für jede beliebige Entfernung, da das Ver
hältnis M(S)/(r unabhängig ist von dem Abstand zwischen 
Teilchen und Sonne. 

Anmerkung: So wichtig der Lichtdruck für die kleinen Teilchen 
iat, so unmaßgeblich ist sein Einfluß auf die Bewegung der großen Himmels
körper. Denkt man sich nnsren Mond z. B. vollkommen absorbierend 
für die auffallenden Sonnenstrahlen, so erleidet er einen Lichtdruck von 
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§ 14. Die dielektrisch.© Kugel. 

In diesem Paragraphen wollen wir den Verlauf der Kurve 

— n ä h e r diskutieren für den Fall, daß die Eigenschaften 

des Kugelmaterials durch eine reelle Dielektrizitätskonstante e 
beschrieben werden können, so daß der betrachtete Körper das 

Licht zwar durchlassen und zerstreuen, aber nicht absorbieren 

kann (tf = 0). Auch in diesem fa l l e ist es vorteilhaft, die 

Größen und a | in Reelles und Imaginäres zu trennen und 

mit Formel (73'), resp. (76') zu rechnen. Die Trennung ge

schieht wieder leicht unter Benutzung von (14'), und man er

hält unter Beachtung der Definitionsformeln (71) und (72) das 

Resultat : Definiert man die reellen Größen YN und ZN durch 

die Formeln: 

wobei ebenso wie im vorigen Paragraphen: Q — und weiter

hin v = t/^ gesetzt ist, so ist in formaler Übereinstimmung mit 

dem Fall der vollkommen reflektierenden Kugel: 

< • 6 ! = _ 

7* 7 
„ 2 = ft J.2 = f1» 

»» i + z;> °» i + 

Sind die Größen a\, a£, h\, berechnet, so ergibt sich 

das Verhältnis —-^ a u s (124) und (125) des vorigen Paragraphen. 

Die Abkürzung v s t immt bekanntlich mit dem Brechungs
exponenten überein; v ist also keine Konstante, sondern von 
der Wellenlänge der auffallenden Strahlung abhängig. Der 

6-IO6 kg. Diese für unsre irdischen Verhältnisse immerhin ziemlich grüße 
Zahl verschwindet ganz und gar gegenüber der Kraft, mit der z. ß. Ju
piter als gravitierender Weltkörper den Mond anzieht; dieselbe beträgt 
nämlich 2 · IO 1 6 kg, also S • 108 mal soviel wie der Lichtdruck der Sonne. 
Sogar die Anziehung von Neptun berechnet sich immer noch zu 3 · 10 i skg, 
d. h. auch noch 5 · 10° mal größer wie der Lichtdruck der Sonne. 
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§14 . Die dielektrische Kugel. 6 3 

durch v = Ye angedeutete Zusammenhang zwischen Brechungs
exponent und Dielektrizitätskonstante ist bekanntlich im all
gemeinen nicht erfüllt, dennoch kann man mit Hilfe der Größe v 
die elektromagnetischen Vorgänge richtig beschreiben, wenn 
man v als neue durch einen Versuch bei der betreffenden 
Schwingungszahl bestimmte Konstante einführt. 

Wir heben noch die beiden Spezialfälle v — 1 und v = oo 
hervor. Im ersten ist nach (132) sowohl Yn wie Zn und da
mit auch der Lichtdruck selbst gleich Null , ein sehr selbst
verständliches Resultat, da die Annahme v = 1 gleichbedeutend 
ist mit der Aussage, daß die betrachtete Kugel nur reinen 
Äther enthält; sie kann also keine Störung in den auftreffen
den Wellen zustande bringen und erleidet deshalb auch keinen 
Druck. 

Der zweite Grenzfall v = oo führt auf 

Y = "KW) y = _ ^„(g) 

Formeln, die mit den für die vollkommen reflektierenden Kugeln 
gültigen übereinstimmen. Statt die vollkommene Reflexion als 
Grenzfall für unendlich gut leitendes Material aufzufassen, 
kann man diesen Zustand also gleich gut durch einen unend
lich großen Brechungsexponenten hervorgerufen denken, ohne 
daß man nötig hätte, dem Material noch obendi-ein ein Ab
sorptionsvermögen zuzuschreiben, wie übrigens bei der Behand
lung von elektrostatischen Aufgaben schon vielfach in der 
Literatur bemerkt worden ist. Die Frage, ob mit großem v 
nicht stets auch ein großes Absorptionsvermögen verbunden 
ist, wird natürlich durch das Vorhergehende nicht berührt. 

Es soll nun zunächst eine Gleichung (126) entsprechende 

Näherungsformel für ^ abgeleitet werden; dabei wollen wir 

voraussetzen, daß sowohl p wie VQ klein gegen 1 sind. Aus 
den im vorigen § 13 angegebenen Näherungen für tpt und %l 

folgt nach (132): 

Y. = -rr or —.—„; 
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die G r ö ß e Zx w i r d p r o p o r t i o n a l p 5 u n d verschwindet also in 
e r s t e r N ä h e r u n g . H i e r a u s e r s i eh t m a n , daß von den in (124) 
a u f t r e t e n d e n S u m m e n S n u r S x u n d da r in n u r das erste Glied 
b e r ü c k s i c h t i g t zu w e r d e n b r a u c h t ; so f indet m a n : 

D e r F a k t o r von gi s t e i g t v o n dem W e r t e N u l l bei v = 1 
s t e t i g z u m W e r t e -§• bei v = oo . D ie se r l e tz te W e r t steht in 
s c h e i n b a r e m W i d e r s p r u c h m i t d e m für v o l l k o m m e n reflek
t i e r e n d e K u g e l n e r h a l t e n e n , (der ^ b e t r u g ) . M a n m u ß indessen 
b e d e n k e n , daß ( 1 0 6 ) n u r so l a n g e G ü l t i g k e i t beansprucht , wie 
d a s P r o d u k t vq a l s k l e in g e g e n 1 v o r a u s g e s e t z t wird. In 
z w e i t e r N ä h e r u n g w ä r e die r e c h t e Se i t e v o n (134) noch mit 

zu m u l t i p l i z i e r e n . 

U m d e n w e i t e r e n V e r l a u f der K u r v e für - — z u erhalten, 

i s t m a n w i e d e r au f die n u m e r i s c h e R e c h n u n g angewiesen. Ich 
h a b e d ie R e c h n u n g g e n a u e r d u r c h g e f ü h r t für die speziellen 
F ä l l e v = 2 , v — 1,5 u n d v = 1 ,33; d iese K u r v e n nebs t der 
s c h o n b e k a n n t e n für v o l l k o m m e n re f l ek t i e rende K u g e l n (y = oo) 
z u s a m m e n m i t der N ä h e r u n g ( 1 3 4 ) für k le ine W e r t e von p 
u n d de r K e n n t n i s der A s y m p t o t e n für p = oo (vgl . § 17) er
m ö g l i c h e n esj e in B i ld zu g e w i n n e n ü b e r die Abhängigke i t 
des L i c h t d r u c k s von d e n v e r s c h i e d e n e n U m s t ä n d e n . Das Nähere 
m ö g e a n H a n d der f o l g e n d e n F i g u r 8 e r l ä u t e r t w e r d e n , in welcher 

w i e d e r a l s F u n k t i o n v o n p = e i n g e t r a g e n wurde. 

K u r v e (1 ) i s t d ie s c h o n in F i g . 7 g e z e i c h n e t e K u r v e für voll
k o m m e n re f l ek t i e rende K u g e l n , d ie h i e r d e m Grenzfal l v = oo 
e n t s p r i c h t . K u r v e (2 ) i s t u n t e r d e r A n n a h m e v — 2 berechnet 
w o r d e n u n d h a t , w ie m a n s i eh t , e i n e n g a n z ä h n l i c h e n Verlauf. 
S ie s t e ig t z u n ä c h s t l a n g s a m e r a n w i e die K u r v e (1) und er
r e i c h t d e m e n t s p r e c h e n d i h r M a x i m u m e r s t v ie l spä te r (bei 

p S= 2 ,5) . D e r M a x i m a l w e r t v o n — i s t indessen n u r wenig 

( 1 3 4 ) 

1 - e

s r 6 — 2 9 v 4 + 34i>1! + 120 
15 ( * a + 2 ) ( 2 T s - f 3) 
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§ 14. Die dielektrische Kugel. 

65 (um ca. 6%) kleiner wie der für vollkommene Reflexion ge
fundene. Zwischen den beiden Kurven (1) und (2) werden 
sich die zu Werten von v zwischen 2 und oo gehörigen ein
ordnen; man sieht, wie wenig die H ö h e des Maximums in 
diesem Gebiet durch den Wer t von v beeinflußt wird. Fü r 

*\ rl 1 1 1 1 

0 1 2 3 1 5 - 5 * 

K g . 8 . 

v = 2 verläuft die Kurve für g = oo asymptotisch in der Höhe 

- ~ = 0,55, wie nach der im letzten Paragraphen angegebenen 

Methode bestimmt wurde. Der Einfluß des Materials ist also für 
große Kugeln verhältnismäßig größer, dem Ubergang von v — oo 

M (ß) 
bis v = 2 entspricht hier eine Abnahme von um 4 5 % . 
Die Kurve (3) entspricht v — 1,5, während Kurve (4) den Fall 
eines Wassertropfens mit v = 1,33 veranschaulicht. Für ab
nehmende Werte von v wird das Maximum immer flacher und 
rückt nach größeren Werten von Q hin, während die Höhe 
der Asymptote für Q — oo stetig abnimmt. Für v = 1 fällt 
die Kurve vollends mit der Abszissenachse zusammen, da dann 

durchweg ® = 0 ist. 

Um hier ebenso wie bei den vollkommen reflektierenden 
Kugeln den Vergleich des Lichtdrucks mit der Gravitations
wirkung auszuführen, wurde in F ig 9. noch die Größe <p(p) der 
Gleichung (131') aufgetragen, unter Zugrundelegung der Wer te 

Debf e, Lichtdruck. 5 
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6 6 Drittes Kapitel. Ifäherangaformeln u. num. Resultate f. d. Lichtdruck. 

M (fl) 

= oop(p) nach Fig. 8. Die drei Kurven entsprechen den 
Werten v oo, v — 2 und v — 1,5. Der maximale Lichtdruck 
selbst ist bei v 2, wie hervorgehoben, nicht viel kleiner als 
bei v oo, das Verhältnis M(2)/(r im Gegenteil erreicht bei 

O 

— - v-z 

^4-— === 

F i g . 9. 

v — 2 einen Maximalwert, der nur den 0 ,4 t e n Teil des ent
sprechenden Verhältnisses bei v = oo ist. Einen Überblick 
über die Verhältnisse liefert die folgende Zusammenstellung. 
Die erste Spalte enthält den Brechungsexponenten v, die 
zweite das maximale Verhältnis von Lichtdruck zu Gravitation 

(^O^) ' dritte u n < ^ v i e l ' t e die ungefähren Grenzen Q0 

( 2 7t a\ 
Q " j , ) ' zwischen welchen der Lichtdruck die Gra

vitation überwiegt. 

(f ) 
\ LT / m a x . 

Po Px J 
ov 2Q 0,3 S 
2,0 8 0,6 5 
1,5 3 0,8 — 

Bei v 1,33 (Wasser) ist schon ungefähr die Grenze er
reicht, für welche auch der maximale Lichtdruck durch die 
Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird; für noch kleinere 
v überwiegt letztere. 
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' § 16. Die absorbierende Kugel. 67 

§ 15. D i e a b s o r b i e r e n d e K u g e l . 

Setzt man, wie das für Lichtwellen bekanntlich gestattet 

ist, die Permeabilität ^ = 1 und definiert den „komplexen" 

Brechungsexponenten durch die Formel (vgl. (36)) 

(135)/ N = y « - . ; , 

so ergeben die Gleichungen (55) und (56) die Wer te : 

t„i V« (e) (N 9) - N < (e) (N g) 
(136) ' ) ^ ( e ) ^ ( N p ) - N s ; ( e ) t ( V ( N e ) 
'̂ ' L ä _ N » , W < ( N g ) - < ( g H , , ( N g ) 

Da jetzt die Argumente nnsrer Funkt ionen teilweise selbst 
komplex sind, empfiehlt es sich nicht mehr, die Trennung in 
Reelles und Imaginäres auszuführen, und man rechnet besser 
ron vornherein mit der Reihe (76). W i r wollen diese zu
nächst wieder dazu benutzen, eine erste Näherung zu erhalten. 
Berücksichtigt man nur die niedrigste Potenz von p, so be
kommt man 

j2 s l — N' 
3 9 2 - f - N 

während 2 mit p 5 proportional wird. Man braucht deshalb 
von den drei Summen in (76) in erster Näherung nur die erste 
und von dieser nur das erste Glied zu berücksichtigen; so er« 
hält man: 

(137) w = 4 p 9 v [ t N S 4 l 2 J -

Setzt man dann in die Klammer den. Wer t N aus (135) 
ein und trennt Reelles und .Imaginäres, so erhält man; . , 

. ^ = . - < i _ · f :. , . o - » y + * > T $ , 

> ! + · · - * < . i + * r + £ < ( . · + • ) • + £ 
und demnach: 

• e • . , 

(137) = U 
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wo man noch mittels (36) s und ff durch v uud x ersetzen 
kann. 

Vergleicht man (137') mit den für vollkommen reflektierende 
und für dielektrische Kugeln erhaltenen Näherungsformeln, so 
sieht man, daß die absorbierenden Kugeln sich für kleine Werte 
von Q ganz anders verhalten wie jene. Währenddem nämlich 

früher mit p 4 proportional und demnach für kleine Werte 

von Q äußerst klein war, hat der Lichtdruck jetzt noch für ganz 
kleine Kugeln nach (137') einen im Vergleich mit jenem er
heblichen Wert , sobald das Absorptionsvermögen (in der Formel 
durch die Leitfähigkeit & gemessen) nicht einen extrem kleinen 
oder großen Wert hat. Da weiterhin W proportional mit a 2 

und die Gravitationswirkung proportional mit as ist, so erhält 
man für das Verhältnis von Lichtdruck zu Gravitation bei ganz 
kleinen vollkommen reflektierenden oder dielektrischen Kugeln 
nach (126) und (134) eine Größe, die proportional mit p 8 ist, 
so daß die Gravitationswirkung für ganz kleine Kugeln den 
Lichtdruck überwiegt. -(Vgl. Fig. 9 des vorigen § 14). Für 
absorbierende Kugelu dagegen ist sowohl der Lichtdruck wie 
die Gravitation (vgl. (137')) mit p 3 proportional, ihr Verhältnis 
strebt also für kleine Kugeln einer endlichen Grenze zu. Diese 
Überlegungen sind natürlich in Übereinstimmung mit Formel 
(131), in der das Verhältnis M(2)/Cr proportional cp(p) an
gegeben ist. 

B e i g e w i s s e n m i t t l e r e n A b s o r p t i o n s v e r h ä l t n i s s e n 
e x i s t i e r t d e m n a c h k e i n e u n t e r e G r e n z e für die Größe 
d e r T e i l c h e n , d i e d u r c h den L i c h t d r u c k von der Sonne 
w e g g e s c h l e u d e r t w e r d e n k ö n n e n . (Hierbei ist natürlich 
vorausgesetzt, daß die Teilchen nicht ein so hohes spezifisches 
Gewicht besitzen, daß überhaupt bei keiner Größe ein Über
wiegen des Lichtdrucks über die Gravitationswirkung statt
findet.) 

M (S) 
Um den weiteren Verlauf der Kurve für - wenigstens 

in einem Falle zu untersuchen, wurde die ziemlich mühsame 
Rechnung ausgeführt unter der Annahme 
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N 

(1-0 = 1 , 5 7 ( 1 - * ) ein Wert, der bei Metallen leicht vorkommen kann; so hat 
z. B. Gold bei k = 450 jau. den „Brechungsexponenten" 

N = 1 , 7 2 ( 1 - « ) . 

Setzt man den obigen Wer t für v in die Näherungsformel (137) 
ein, so erhält man 

M (S) 
W = 1,83 p ; 

dieser Formel entspricht die in Fig. (10) gestrichelt gezeichnete 
Tangente im Nullpunkt. Die 
weitereRechnung ergab einen 
Verlauf, wie er durch die 
ausgezogene Kurve veran
schaulicht wird. Auch in 
diesem Falle ist also ein 
Maximum vorhanden, das 
indessen niedriger ist und 
flacher verläuft wie das bei 
der vollkommen reflektieren
den Kugel gefundene. Zum 
Vergleich ist die Kurve für 

letzteren Fall in die Fig. 10 punktiert mit eingezeichnet. 

K g . 10. 

§ 16. Der G r e n z w e r t d e s L i c h t d r u c k s f ü r k l e i n e W e l l e n l ä n g e n 
b e i v o l l k o m m e n r e f l e k t i e r e n d e n K u g e l n . 

In diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir 
zeigen, wie man mit Hilfe der in § 12 genannten Nähe
rungsformeln für die B e s s e i s c h e n Funktionen auch den ge
wöhnlichen optischen Fall der kleinen Wellenlänge auf Grund 
der in Strenge gültigen Gleichungen (73) oder (73') erledigen 
kann. Für die vollkommen reflektierenden Kugeln gestaltet 
sich die Rechnung äußerst einfach, wir wollen diesen Fall zu
nächst betrachten. 
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Nach (77) gelten für die beiden in den Reihen für M5̂-

auftretenden Größen a* und a,f die Formeln: 

Nun ist, wenn die Wellenlänge der auffallenden Strahlung 

klein ist gegen den Radius der Kugel, p = eine große Zahl, 

die mit abnehmender Wellenlänge oder zunehmenden Dimen
sionen der Kugel ins Unendliche steigt. Das hat, wie im § 11 
bemerkt wurde, und wie übrigens sofort aus den Reihen (12) 
und (13) ersichtlich ist, zur Folge, daß die Funktionen ijjn und £/( 

und damit die Größen und für Werte von n, die noch 
nicht mit p vergleichbar sind, alle von derselben Größen
ordnung werden. Wie sie sich verhalten, wenn n näher an 
p heranrückt, wird man schwerlich aus den betreffenden Reihen 
an sich ersehen können: man hat in der vorhandenen Literatur 
nur wieder brauchbare Formeln, wenn man so viele Glieder 

der Reihen für übersprungen hat, daß der Stellenzeiger n 

inzwischen groß im Vergleich mit p geworden ist. Dann kann 
man nämlich die gewöhnlichen Potenzreihen (10) und (11) be
nutzen, die mit Berücksichtigung der Zusammenhangsformeln 
(14') für den Fall M » p das Resultat ergeben: 

,.i « + 1 O2«+12
8»r*(« + 1) 2 . 9»»+iS>»r> + U 

» « ( 2 » + l ) V r* (2«+l)> 2 » + l T2(2m +1) ' 

(woraus beiläufig die unbedingte Konvergenz der betrachteten 
Reihen hervorgeht). Die vorhandene Lücke wird nun aus
gefüllt durch die in § 12 genannten Formeln, die übrigens 
auch die obigeu Fälle n « p und n » p als Spezialfälle in 
sich enthalten. . 

, Es sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden, je nachdem der 
Index kleiner oder größer wie das Argument ist; beschränken 
wir uns auf eine «rste Näherung, so kann man das Resultat 
für unsre Funktionen Vv(p) und £„(p).. folgendermaßen aus
sprechen: . . . 
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' §16. Der Grenzwert des Lichtdrucks für kleine Wellenlängen, 7 t 

Solange η + -|- <! ρ ist, hat man in der Grenze für un
endlich große Werte von p : 

wenn man den reellen Winkel r 0 ^ 0 < r o < ^ ) definiert durch 
die Formel: 

(139) cos r 0 = — * 

und unter f,, die Funktion 
(140) f0 = sin r 0 — r 0 cos r 0 

versteht. 
Ist w + γ > p, so gilt für sehr große Wer te von ρ: 

(141) ς(ρ) = >̂—̂, v.Cco-
wenn man jetzt T 0 definiert als negativ imaginäre Wurzel der 
mit (139) gleichlautenden Gleichung: 

1 1 

(139') cos r 0 = •—^—• · 

Den Übergangsfall w + j nahe gleich p kann man, so
lange nur eine erste Näherung angestrebt wird, ganz außer 
Betracht lassen. 

Aus den Formeln (138) und (141) folgt jetzt durch Diffe
rentiation nach p (oder vielleicht strenger unter Benutzung 
der Formeln (15)) in derselben Näherung wie oben: 

m k« = «"̂ ;W- 1 R r e > n + i 

!*«((») = c ° s ( p / o + 4 j(sintoy/» 
und 
(UV U;(£)) = - i 6 - ' « / « ( i s i n t 0 ) - M 
U4o) \ ,'/\ , · , / ' · • \i/ i für Q<n + \-
. , ; Bilden wir nun zunächst für den zweiten Fall ( e < M + j ) 
unsre Größen und « a : . 
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(144) al _ 

so sieht man, daß sie mit wachsendem Q durchweg wie eine 
Exponentialfunktion verschwinden. Schreibt man nämlich ge
mäß (139'): t 0 = — ib, wo b eine reelle Zahl größer als 0 be
deutet, so wird: 

*/o = * (sin r 0 — t 0 cos * 0 ) = — 6of b (b — S£g 6); 

der Exponent in (144) ist also tatsächlich negativ und damit: 

d. h. W e r t e , die durchweg endlich bleiben in der Grenze 
für Q = oo. Spalten wir nun unsere Summen S±, S.2, S3 der 
Gleichung (124) je in zwei Teile, indem wir einmal von n = 1 
bis n = N und dann von n = i V + 1 bis n = oo summieren, 
wobei N so gewählt ist, daß -ZV" + < Q < -ZV-f f, so sind nach 
den obigen Überlegungen die zweiten von n = JV" + 1 bis 
n = oo gehenden Teilsummen für große Werte von Q neben 
den ersten von n = 0 bis n = N gehenden zu vernachlässigen.1) 
In erster Näherung können demnach für Si; S2, S3 die end
lichen Summen: 

lim = lim a * = 0 für n + J- > Q. 

Im Falle w + a " < ( > erhalten wir dagegen: 

(145) 

A" 

1 

ff 
(146) M ^ 7 - €LKCT 

n(n + 1) » " 
1 

« 2 " ( « ¿ « » + 1 + « X + l ) 
1 

1) Man überzeugt sich leicht durch eine Rechnung, die ganz analog 
verläuft wie die im folgenden angewandte, daß der vernachlässigte 
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substituiert werden; diese wollen wir jetzt berechnen, indem 
wir für die Koeffizienten an die Werte (145) einsetzen. 

Für S[ erhält man einfach: 

N 

1 

oder in erster Näherung, indem wir noch N durch p ersetzen: 

(148) • 5 / - - f -

Weiterhin bekommt man: 

(149) - l (1 - IE- »'?/·) (1 - * W ° ) = _ J cos 2QF0, 
d. h. rein imaginär, so daß S2' in erster Näherung keinen Bei
trag zum Resultat liefert. 

Schließlich muß noch S 3 ' berechnet werden, was ein wenig 
mehr Überlegung erfordert. Definieren wir vorübergehend 
einen Winkel r 0 ' durch die Formel 

, 3 
M + T 

(150) cos t0' • — 
und analog mit (140) die Funkt ion F0' durch die Gleichung 

(151) F0' = sin X0' — t 0 ' cos t0', 

so wird, wie der Vergleich mit (145) zeigt: 

(152) < + , = \ (1 + . V W ) , = i (1 - i W ) . 
Unter Benutzung dieser Werte erhält man dann: 

aiÄN+I = \ 0- + — *e- 2 , ' ? / ° + e2J'?OV-/U)) 

und demnach 

(153) AJYN + 1 + + L = J (1 + 

Rest der Reihen (S(, St, (S8 in der Lichtdruckformel Gliedern entspricht, 
die in der Grenze für g ^ oc verschwinden wie p - 1 ' * . 
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cos τ 0 — z / r 0 sin τ 0 = »+ 2 

woraus mit Rücksicht auf (139) folgt: 

(155) sin T 0 A r 0 = — ~ 

, Entwickelt man ebenso f Q ' nach Potenzen von A t § , so 
erhäl t man mit Rücksicht auf die eben angegebene Beziehung: 

(156) /V — f 0 = r 0 sin r 0 Z/T 0 = — ^ , 

was in (153) eingesetzt, diese Formel überführt in 

(153') + = | ( i + e - " * ) . 

Setzt man diesen W e r t in Ss' ein, so wird 

1 1 

Da N sehr groß ist, kann man für die erste Summe auch 
schreiben: 

-12W1 -12' - J P + 8 + - • + ^ - ~ * + " · 
1 1 

oder, indem man das letzte Resultat wieder nur in erster 
Näherung mitnimmt und N durch q ersetzt: 

(158) i^t?-9!-
1 

In der zweiten Summe von S s ' heben wir zunächst wieder 
wie in der ersten den Nenner n -f- 1. gegen den Faktor n + 2 
des Zählers weg und schreiben dann n + % statt n, was alles 

Nun ist nach (150) und (139) für große Werte τοπ Q 
der W e r t von cos r 0 ' sehr wenig von cos τ 0 verschieden. Schreibt 
man deshalb 
(154) τ 0 ' = r 0 + Λ τ 0 , 

so erhält man, indem man cos τ 0 ' nach Potenzen von J t 0 ent
wickelt : 

3 
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gestattet ist, solange das Schlußresultat nur die höchste Potenz 
von p enthalten soll. Indem wir schließlich noch mit p* 
multiplizieren und dividieren, erhalten wir mit Rücksicht auf (139) 

1 
N 

_ i! V 1 

2" J£J " C ° S T ° 0 0 3 2 t 0 " Q 
1 

Da nun t 0 sich nach (139) wegen des vorausgesetzten großen 
Wertes von Q nur äußerst langsam mit wachsendem N ändert, 
so liegt es nahe, die letzte Summe als Integral aufzufassen. 

Bedenkt man, daß die kleine G-röße * mit der Zunahme z/t0, 

die T 0 heim Übergang eines Reihengliedes zum nächsten er
fährt, verknüpft ist durch die Formel (155), so erhält man in 
erster Näherung aus (159): 

N ^ «P 

(159') 2 ^'"N + X' C 0 S 2TO = \ J C0S 2T<> C0S T<> SIA R*DR<» 
1 0 

da TN nach (139) von einem Wer te nahe gleich sr/2, bis zu 
ewem Werte nahe gleich 0 geht, während N von 1 bis N 
läuft. Das Integral verschwindet, so -daß wir erhalten 

(160) ' S , ' - ^ , 

und damit nach (124): 

0.1) ^ - f K ' - a - i -

Dieses ist derselbe Wer t , den man auf Grund der geome
trischen Optik findet, und den auch S c h w a r z s c h i l d angibt. 
Es sei noch hervorgehoben, daß man in der obigen Rechnung 
die Näherung leicht weiter treiben und so das Resultat ver
vollständigen kann, was nach sonst üblichen Methoden eine 
mühsame Berechnung der Beugung an der Kugel auf Grund 
des H u y g h e n s s c h e n Prinzips erforden würde. 
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§17. Der Grenzwert des Lichtdrucks für kleine •Wellen

längen bei dielektrischen Kugeln. 

Die Rechnung für dielektrische Kugeln verläuft nach dem
selben Schema wie im vorigen Paragraphen, ist aber um etwas 
weniger einfach, da ja daB Schlußresultat keine Konstante, son
dern eine Funktion des Brechungsexponenten v werden muß. 

Aus (55) folgen für den hier betrachteten Fall (c = 0) 
die beiden Größen und « Ä

2 zu 

1 i = » „ ( g ) T/vfre) — " < ( g ) TI>„(?Q) 

in ( * ) < (VQ)~V £ „ ' ( « ) y x (v (?) = 

2 _ * tft» ( g ) < 0 g ) ~ ^ (9) ^ » 0 g ) j 

in denen jetzt wieder wie im vorigen Paragraphen die Funk
tionen ipn} durch ihre dort angegebenen Näherungen 
ersetzt werden sollen. Dem Umstände entsprechend, daß unsre 
Funktionen mit den zwei verschiedenen Argumenten p und VQ 
vorkommen, hat man drei verschiedene Fälle zu unterscheiden, 
nämlich 

1) n + l < Q <VQ, 

2) Q<n + \ < v Q , 

3) p < VQ < n + •£·. 

W i r werden sehen, daß man für eine erste Näherung nur 
den Fal l 1) näher in Betracht zu ziehen braucht. 

Man definiere zwei Winkel r0 und Tj durch die Formeln: 

(163) cos t 0 =
 w - ± * , cos rx =

 n ^ , 

die beide reell sind und zwischen %j2 und 0 angenommen 

werden sollen, solange ^ resp. —~~ kleiner als 1 ist, die 

andererseits n e g a t i v imaginär angenommen werden, sobald 

resp. den Wer t 1 übersteigt. Mit diesen Ab-
Q ' R VQ ° 

kürzungen erhält man dann aus den in § 16 angegebenen 
Näherungen im Falle 1): 
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§ 17. Der Grenzwert des Lichtdrucks für kleine Wellenlängen. 77 

sin^ cos^p/; — cos(VO FI + 1) — v a i n r o c o s + * ) 0 0 8 (^C/i 
(164) ß"1== . -iU-z) ( f,*\ : ->(*/.+?) / , 

smr te \ 4 / cos I w Q FT -\- 1 — v e n i r e \ Vcoslvp/j— 

im Falle 2): 
sin ZI cos (VDFI + *J — » v sin T 0 C O S (vp/i — 

(164') A I = - i e " V F O } ^ > 
sin cos I v 9 / t -\~ I -|- ? v sin r 0 cos I r Q FT — I 

und im Falle 3) : 
(164") a i = _ ^ / . ! j ! ü x ^ » ! » * . 
^ ' " sin rj - j - V sin T 0 ' 

wenn man ähnlich wie früher die Abkürzungen benutzt: 
(165) f0 = sin T 0 — T 0 cos r 0 , / i = sin r t — T, COS t t . 

Für die Größen « n

2 gelten in den entsprechenden Fällen 
1, 2, 3 die analogen Formeln: 

«sinTj coŝ >/"0 — ^cos^/p^-f — sin r 0 cos ^p/"„-|- ^ C O B ^ P / - , -

rsint^e ' v ° 4/ cos (vp/^ -f- *j—vsinT 0e V + 4 / cos f i> p f,— 

j> sin VT cos p FI + * j — 1 sin T 0 cos p fx — 

jisintj cos^vp/i + + * s i n ro c o 8 ( v p / i — 

L\AE."\ 9 • VI., R V
 S l n r i — s i n T „ (lob ) a„ä = — ie 3 '^« —-.—;—. 

X ' " V sin RL -\- sin r 0 

Im Falle 1) sind T 0 , VL und damit F 0 , f\ reell, die Größen 
«B' und ß ; j

2 also endlich und alle von derselben Größenord
nung; im Falle 2) ist ZT und fx noch immer reell, T 0 und f0 

dagegen imaginär, und zwar, wie auf S. 72 gezeigt wurde, so, 
daß if0 negativ reell ist; mit zunehmendem p verschwinden 
also jetzt Atj und exponentiell. Schließlich sind im Falle 
3) beide Größen T / 0 und %x negativ imaginär, so daß auch hier 
Ä,,1 und « M

2 exponentiell verschwinden für große Wer te von Q. 
Wir schließen demnach wie in § 16 , daß wir eine erste Näherung 
für den Lichtdruck erhalten werden, indem wir statt der un
endlichen Reihen S die endlichen S' von 1 bis N gehenden 
substituieren (vgl. (146)) , wobei N + $ < Q < N + f. 

(166') K r f=.— iesi «•«/<. 
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Z u n ä c h s t w o l l e n w i r n u n die F o r m e l n (164) und (166) 

für a j - , r e s p . atf e t w a s ü b e r s i c h t l i c h e r sch re iben . Erse tz t man 

cos ( W o - d u r c h ^ + e ' ( ? / o 4 ) ) undcos^>p / i— 

u s w . d u r c h die e n t s p r e c h e n d e n A u s d r ü c k e , so e rhä l t man nach 

e in igen l e i c h t e r s i c h t l i c h e n U m s t e l l u n g e n i m einzig in Betrachtj 

k o m m e n d e n F a l l e 1 ) : 

(167) 
2 2 ^ l + i r , « - " " ^ ' 

, 2 = 1 l s * P (/. - "AI l ^ i » - ! « 2 ''"^L 

w e n n m a n r x u n d r 2 de f in ie r t d u r c h die F o r m e l n : 
/ . . ß O V KsinT 0 — sin r t sinT„ — rsinr, 
^ ' 1 vsin T0 -4- sinT t ' 3 sin tr0 «sin * t 

D i e F o r m e l n ( 1 6 8 ) e r i n n e r n sofor t a n geomet r i sch -op t i sche Ver

h ä l t n i s s e ; die G r ö ß e n r x , r 3 s i nd n ä m l i c h n i c h t s anderes wie die 

b e k a n n t e n F r e s n e l s c h e n Ref lexionskoeff iz ienten für senkrecht, 

r e sp . p a r a l l e l zu r E i n f a l l s e b e n e p o l a r i s i e r t e s L i e b t , das auf eine 

P l a t t e v o m B r e c h u n g s e x p o n e n t e n v auffäl l t u n t e r dem Ein

fa l l swinke l — — T 0 ( g e g e n die N o r m a l e gemessen ) . Man sieht 

d ieses o h n e w e i t e r e s ein, w e n n m a n n o c h b e d e n k t , daß nach 

den De f in i t i o n s fo rme ln ( 1 6 3 ) die W i n k e l r 0 u n d r 1 mitein

a n d e r v e r k n ü p f t s i nd d u r c h die B e z i e h u n g : 

( 1 6 9 ) cos f0 = v c o s r L . 

U n t e r A n w e n d u n g d iese r B e z i e h u n g k a n n m a n den Reflexions-

koeff iz ienten r x , r e s p - n o c h die ge läuf igere F o r m geben: 

(168' ') · r i = ^ ~ ^ l , r , = ¥ ^ - & < 
\ ' 1 , tg (r„ -f T x ) ' 2 _ sin (T„ + 

B e k a n n t l i c h s i n d be ide G r ö ß e n , für d a s i n B e t r a c h t kommende 

I n t e r v a l l ~ I> T 0 I> 0 s t e t s d e m a b s o l u t e n B e t r a g e n a c h kleiner 

w i e 1 ; übe rd i e s v e r s c h w i n d e t i n d i e sem I n t e r v a l l r x einmal, 

n ä m l i c h dann , w e n n r 0 ' + T x = ode r a n d e r s gesehr ieben , wenn 

t g T 0 = — ( P o l a r i s a t i o n s w i n k e l ) , w ä h r e n d - r 2 s t e t s einen end-
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liehen Wert hat. Kurven für die Abhängigkeit der Reflexions-
koefiizienten vom Einfallswinkel finden sich z. B. bei M. E . 

Mascart . 1 ) 
Das soeben über die absolute Größe von r x nnd r2 Gesagte 

legt es nahe, unsre Koeffizienten resp. a n

s nach Potenzen 
von irXE~IIV(L^, resp. ir2E~I"'<!A

 zu entwickeln; man erhäl t : 

(170) < = . i - + * ' fc»e/ . 
1 i P = OA 

(170'), « j - l + ^ c « * ' -
=00 

P = 0-

Für die weiteren Überlegungen eignet sich diese Form 
am meisten. 

Wir schreiten jetzt zur Berechnung des Lichtdrucks auf 
Grund von (124), wobei die endlichen Summen ST', S2', SD', 

«reiche an Stelle der unendlichen 81} S2, SZ getreten, durch 
(146) definiert sind. · 

Aus (170) und (170') folgt: 

(171) « ¿ + « „ » - 1 + * , 

wo der Rest R aus einer unendlichen Summe von Gliedern 
besteht, von denen jedes einzelne mit einer Exponentialfunktion 
der Form 
(172) ER !'P* AFI. 

multipliziert ist. Da nun q eine große Zahl bedeutet, schwankt 
der reelle Teil dieser Exponentialfunktion sehr oft zwischen 
•f 1 und — 1, während der Summationsindex n unsrer Summe 
(146) die vorgeschriebenen Werte von 1 bis N durchläuft, da 
währenddessen fQ von 1, bis 0 und ft von 1 bis 

1 /1 = arecos— 

t V V V 

geht, wie die Definition (165) von ^ , und f\ ohne weiteres 

' 1) M. E. Mascart, Tratte" d'optique, Paris 1891, Bd. 1, S. 404. ' 1 
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zeigt. W i r schließen daraus, ebenso wie bei der üblichen Ab
schätzung des Restes einer F o u r i e r - R e i h e , daß wir den Bei
trag, den iJ zur Summe St' liefert, vernachlässigen können1), 
und erhalten wie in (148) als Grenzwert für sehr großes p 

jr 
(173) S i ' = 2M + T = T 5 -

1 

Zunächst folgt jetzt die Summe S2', von der wir zeigen 
wollen, daß sie in der verlangten Näherung keinen Beitrag zum 
Resultat liefert. Aus (170) und (170') folgt: 

P — 00 

(174) al « J - i + ~f + ( 1 " tJf ~
 r 2̂W + E 

oder auch 
(174') 2

+ 

wo B wieder einen Rest bedeutet, der n u r aus Gliedern be
steht, von denen jedes mit einer Exponentialfunktion der Form 
(172) multipliziert ist. Genau so wie oben schließen wir zu
nächst wieder, daß der Einfluß von i? neben dem des ersten 
T e r i n e s von (174') verschwindet, und erhalten: 

{HO) °» ~ 4 ^ J n ( « + 1 ) " l — ^ r , ' 

Da sowohl r± wie 1 r2 \ stets kleiner wie 1 bleiben, so ist 
der Ausdruck 

2 — r,2 — r | 

1 — i\ r ä 

für jeden beliebigen in Betracht kommenden Wert von n stets 
endlich, so daß (für große Wer te von iV ^ p) die Summe S ä

r 

von der Größenordnung ist 
N 

(176) S2' - C ^ ± - C L°S 9 , 

1) Offenbar entspricht der Beitrag von R der Wirkung des ge
beugten Lichtes, welcher also hier entgegen dem bei kleinen Kugeln ge
fundenen Verhalten erst in zweiter Ordnung in Betracht zu ziehen wäre. 
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(178) 
! 3 I 3 

cos = 
9 

(/„' = sin *„' — t 0 ' cos t 0 ', /*/ = sin RX — t / cos r / . 

Für das Produkt A I U I + 1 findet man ebenso: 

(179) " - • a , » + 1 _ ^ + ^8"?(/.'-/J 

(1 _ r | ) » £I«(S,'-FJE-3*R<TW-FI) 

4 i_r|e-»>-»?(A'-A) 

Die Größen /J,' — f0, resp. / x ' — fx sind von der Größenordnung 

wir mußten deshalb diejenigen Exponentialfunktionen, bei 

denen allein f0' — f0f resp. fx — fx im Exponenten vorkam, bei

behalten. Es ist nämlich, wenn wir setzen 

(180) t 0 ' = t f l + A%Q , xx = %x + , 

1) C und C bedeuten nicht näher bestimmte endliche Konstanten. 
Debye, Lichtdruck. 6 

wie man leicht einsehen kann 1 ) . Neben der Summe SX, welche 

für große Werte von p wie p 2 unendlich wird, ist also S2' zu 

vernachlässigen. 

Schließlich kommen wir jetzt zur dritten Summe, die einen 

von v abhängigen Beitrag liefern wird. Zunächst folgt wieder 

nach (170): 

(177) c?«I,
,

+ 1 =|+^e^-?(/o '- /c) 

p — qo 

+ ̂  e"e(/o'~/<,) e~8'" ? < A' - A) ^ r 8 *> e - » P * g (A' - A) 
p = 0 • 

oder auch: 

(177') ^a„'+1 = i- + êSie<A.'-A0 

(1 _ r 2)» ·'«(/«'~/o) e ~
 8 <»«<A'-/i) 

wenn wir einen Rest R von der in den beiden vorigen Fällen 
betrachteten Art überhaupt nicht mehr hinschreiben und die 
Funktionen f0' und fx, resp. die zugehörigen Winkel t0' und xx 

analog mit (151), usw. definieren durch die Formeln: 
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n a c h ( 1 5 3 ) : 

( 1 8 1 ) s i n r 0 4 t 0 = - j , s i n T, / l x x = — ±-

u n d d e m n a c h (vg l . (156) ) : 

( 1 8 2 ) = _ V 

D u r c h E i n s e t z e n d i e se r W e r t e e r h a l t e n w i r schl ießl ich: 

( 1 8 3 1 a 7 « 1 ^ ! = — - 1 - r £ e - 8 » ' * o _ | - ( l ^ j ? ) 8 j s 8 ' ' * 1 " ^ 

u n u n + 1 4 4 ^ 4 i — r f e U t * ' 
( 1 8 3 ' ) ^ a ' L , — 4 - ^ g - 8 , ' * ° 4 - ^ ~ ^ f o ) . ( i ö o ; « n « „ + 1 _ 4 + 4 e -r- 4 1 _ r j j n t 1 

M i t d iesen A u s d r ü c k e n g e h e n w i r j e t z t in S3' ein und be

k o m m e n 

(184) '̂=42̂  
i 1 

F ü r d i e e r s t e S u m m e v o n SA' e r g i b t s ich ohne weiteres: 

( 1 8 5 ) 2 JLJ » 4 - 1 — 2 ^ - J = 4 ' 
1 1 

die zwei ü b r i g b l e i b e n d e n S u m m e n f o r m e n w i r wie in § 16 in 

I n t e g r a l e u m u n d e r h a l t e n so für die e r s t e 

nß 

( 1 8 6 ) £j1(v) = £nj'er'**.[r1'+ ( 1 - V ) , 
u n d e b e n s o für die z w e i t e : 

Ä / 2 

( 1 8 6 ' ) ^ V , ( V ) - f » f r ' ' * ' [ r t > + (l-r,') ^ 
n 2 

s i n r 0 co9T0rfT0 

sinT 0 c o s r 0 ^ V 

U n t e r B e n u t z u n g de r so de f in ie r t en A b k ü r z u n g e n ^ ( v ) und 
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(187) 

Jf(v) schreibt sieb, j e t z t u n s r e F o r m e l (124) für d e n L i c h t 

druck unter B e r ü c k s i c h t i g u n g Ton (173) u n d (185): 

M(S) 
W • 

An der endgül t igen F o r m e l (187) wo l l en w i r n u n z u n ä c h s t d ie 

beiden Grenzfälle v = 1 u n d v = oo verif izieren. 

Für v = 1 w i r d nach (163) t 9 = xi, so daß die be iden 

Reflexionskoeffizienten rt u n d ra n a c h (168) oder ( löS ' ) ver

schwinden. Aus (186) u n d (186') fo lg t d a n n 

und damit n a c h (187) 

^ = 0 , . . . ( , = 1 ) , 

wie es sein m u ß . 

Für v = oo w e r d e n s o w o h l r* wie r 2

2 be ide g le i ch 1, wie 

z. B. die F o r m e l n (168') o h n e w e i t e r e s z e i g e n , w e n n m a n für 

tj den jetzt im ganzen I n t e g r a t i o n s i n t e r v a l l g ü l t i g e n W e r t «¡2 

substituiert. So b e k o m m t m a n : 

nß 

Ji(y) = Js(v) = / cos 2 t 0 s i n r 0 cos r 0 r f r 0 = 0 , 
«" 
0 

so daß M (g ) 
W 

= 1 

MM 
W\ 

ein Resul ta t , das i n § 16 s c h o n d i r e k t für d ie v o l l k o m m e n 

reflektierende K u g e l e r h a l t e n 

wurde. 

Um die I n t e g r a l e J j ( v ) 

und J3(v) für be l i eb ige W e r t e 

YOU v zwischen 1 u n d oo zu 

bestimmen, s che in t es a m 

besten zu sein, d iese lben g r a 

phisch auszuwer t en ; a u c h 

dieses Verfahren i s t indessen 

nicht gerade e l egan t d u r c h f ü h r b a r . I c h h a b e i n d ieser W e i s e 

6* 

»ig- 11. 
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die betreffenden Integrale für einige Wer te von v berechnet 
und erhielt so die Kurve der Fig. 11, die unsre Größe ^ ~ 
auf Grund von (187) in ihrer Abhängigkeit vom Brechungs
exponenten v veranschaulicht. Daß auch die Rechnung nach 
den Gesetzen der geometrischen Optik schließlich die Näherung 
(187) liefern wird, scheint mir ohne Zweifel, es würde dabei 
das Resultat entsprechend den unendlich vielen zu berück
sichtigenden Reflexionen und Brechungen zunächst in Form 
einer unendlichen Reihe erscheinen, die sich mit der Summe 
von (186) und (186') identisch erweisen dürfte. Einfacher wie 
die obige wird diese Rechnung kaum werden. 

§ 18. Zusammenhang zwischen Lichtdruck und Eigen
schwingungen. 

In § 11 wurde gezeigt, daß der Lichtdruck auf einen Dipol 
ein Maximum erreicht, wenn die Schwingungszahl der auf
fallenden Welle übereinstimmt mit seiner Eigenschwingungs
zahl. Bekanntlich besitzen nun unsre den Rechnungen in den 
früheren Paragraphen zugrunde gelegten Kugeln auch das Ver
mögen, elektromagnetische Eigenschwingungen auszuführen, 
deren Periode und Dämpfung in § 5 einer genaueren Betrachtung 
unterzogen wurde. Es fragt sich nun, ob nicht ähnliche Ver
hältnisse wie beim Dipol auch bei den Kugeln auftreten werden, 
und ob insbesondere das Auftreten eines Maximums in der 
Kurve für tA(Si)/W, wie wir es ausnahmslos fanden, mit den 
Eigenschwingungen in Zusammenhang stehen könne. Wir wer
den zwar sehen, daß dieser Zusammenhang ein ziemlich loser 
i s t 1 ) , indessen glaubte ich die betreffenden Betrachtungen nicht 
unterdrücken zu sollen, weil sie zugleich einen vorzüglichen 
Einblick gestatten in den Mechanismus der Reihenentwicklungen, 
welche die elektromagnetischen Probleme der Kugel lösen. 

Wi r betrachten irgendeine mögliche Eigenschwingung 
unsrer Kugel, die wir durch den Wert des zugehörigen Poten-

1) Vgl. die ähnlichen Überlegungen zur Frage der optischen Re
sonanz von F. P o c k e l s , Phys. Ztschr., Bd. 5, S. 152, 1904. 
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§ 18. Zusammenhang zwischen Lichtdruck und Eigenschwingungen. 8 5 

tials IT charakterisieren wollen (aus dem ja nach (5), resp. (5') 
die betreffenden Feldkomponenten durch Differentiation ge
wonnen werden können). Dasselbe ist dann gleich dem Pro 
dukte einer Funktion von r mit einer allgemeinen Kugelfunktion. 
Ist nun das Potential der auffallenden Welle auf unsrer Kugel 
gemäß derselben Kugelfunktion verteilt, so werden wir auch 
noch das hinzukommende Streufeld proportional dieser Kugel
funktion setzen können. Dasselbe wird indessen nicht mehr 
wie bei der Eigenschwingung abklingen, sondern in demselben 
Tempo wie das auftreffende Feld schwingen, während seine 
Amplitude eine Funktion der Schwingungszahl wird, die für 
Frequenzen in der Umgebung der Eigenfrequenz einen maxi
malen Wert annimmt. Nach § 4 und § 5 bringen die Formeln 
das folgendermaßen zum Ausdruck. Ist die auffallende Weile 
z. B. gegeben durch das Potential TI^ (vgl. (28)), so daß 

(188) r ^ ' - ^ ^ i i ^ ^ P , 1 (cos*r) c o s y , 

so zeigen (29) und (33), daß das hinzukommende Streufeld im 
Außenraum bestimmt wird durch das Potential Uj der Gleichung: 

(189) r n t = - i « - ^ + ± < ^ $ n ( k a r ) r j ( cos* ) cos 9 

mit (vgl. (71)) 

Die komplexe Größe bestimmt demnach Amplitude und 
Phase des Streufeldee. Nun fanden wir aber in § 5 als Be
dingung für die Möglichkeit einer Eigenschwingung die, daß 
der Nenner von (190) verschwindet; aus dieser Gleichung 
folgte dann haa als komplexe Größe, die mit ihrem reellen 
resp. imaginären Teil Schwingungszahl resp. Dämpfung der 
Eigenschwingung bestimmt. In unsrem Falle ist nun & a « = 2 : r " 
durch die auffallende Welle bestimmt, und zwar als reelle Größe, 
da wir als auffallende Welle eine ungedämpfte Schwingung 
ansetzen; da wir andererseits in § 5 fanden, daß die betreffende 
Bedingungsgleichung nur komplexe Wurzeln hat, d. h. daß die 
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Eigenschwingungen der Kugel stets gedämpft sind, so kann 
der Nenner in (190) für keinen einzigen reellen Wert von haa 
verschwinden. Die Amplitude der erregten Schwingung bleibt 
also stets endlich. Würde die Dämpfung der Eigenschwingungen 
klein sein, so lägen die Maxima der erregten Amplitude bei 
Frequenzen in unmittelbarer Nähe der betreffenden Eigenfrequenz. 
W i r sahen indessen in § 6, daß die Dämpfung keineswegs 
klein ist, es wird demnach auch das Maximum des Mitschwingens 
um Beträchtliches gegen die Eigenfrequenz verschoben sein, 
immerhin wird es aber noch in der Umgebung der Eigen
frequenz zu suchen sein. Nach (76) ist der Lichtdruck un
mittelbar durch die Koeffizienten a bestimmt, halten wir z. B. 
fest an (188) als Potential der einfallenden Welle, so würden 
wir einfach erhalten 

(19! ) " » - i W - ' - T ^ « [ - ' 1 ' 
Formel (191) zeigt demnach, wie unter den obliegenden Ver
hältnissen ein maximales Mitschwingen auch in gewissem Sinne 
einen maximalen W e r t des Lichtdrucks bedingt. Haben wir 
beispielsweise als Potent ial der einfallenden Welle (188) mit 
n = 1, und beschränken wir uns auf den Fall der vollkommen 
reflektierenden Kugel, so erhalten wir nach (77): 

<192> , «.' = t w (O = 2 * T ) 
und nach (76) 
n q „ s M(fi) ^ 6 sorVfe)-] _ 6 [V(e)]' 

W V Lf,'(»)J <?2
 + [zi'(e)] 2 ' 

Die rechte Seite von (193) ist in Fig. 12 als Kurve (1) ein
getragen; sie sieht in ihrem anfänglichen Verlauf der Kurve 
für den Lichtdruck bei einer ebenen einfallenden Welle (vgl. 
Fig. 7) ganz ähnlich. F'ür größere Wer te von p zeigt sie in
dessen ein ganz abweichendes Verhalten, indem sie für solche 
Werte Q, für die 4>I(Q) = 0 ist , die Abszissenachse berührt, 
während zwischen zwei solchen Berührungen immer eine mit 
wachsendem Q abnehmende Erhebung folgt. Was weiter die 
Lage des Maximums betrifft, so gilt für dasselbe Q = 1,1, 
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während nach Tabe l l e I au f S . 12 die be t re f fende E i g e n 
schwingungszahl de r v o l l k o m m e n re f l ek t i e renden K u g e l g e g e b e n 
wird durch n = 0 ,86 . 

Bis je tz t h a b e n w i r M/ifik 

noch immer vo rausge - W ' 
setzt, daß das P o t e n t i a l ^ 
der einfallenden W e l l e 
durch (188) da rges te l l t 
wurde. Fä l l t indessen ^ 
eine ebene W e l l e auf 
unsre Kugel, so b e s t e h t 
das „e lekt r i sche" P o - ' 
tential ans e iner u n e n d 
lichen Summe v o n Glie
dern der ' F o r m ( 1 8 8 ) 

(vgl. (28)), w ä h r e n d 
neben diesem P o t e n t i a l 
noch das ähnl ich g e b a u t e „ m a g n e t i s c h e " (vgl . (28')) zu b e r ü c k 
sichtigen ist. B e s c h r ä n k e n w i r u n s i n d e n be t re f fenden R e i h e n 
je auf das e r s te Glied, so g i l t 

\ 

ο 1 ζ 
K g . 12. 

(193') 

wobei nach (77) 

(194) t i ' ( p ) u n d 

Die rechte Se i te v o n ( 1 9 3 ' ) i s t i n F i g . 12 a l s K u r v e (2 ) ein
getragen, auch diese ze ig t i n i h r e m A n f a n g s ve r l au f das c h a r a k 
teristische M a x i m u m . W e n n n u n a u c h k l a r i s t , d a ß bei 
wachsenden W e r t e n v o n ρ d ie e r s t e n Gl ieder d e r R e i h e n (28) 
und (28') zur D a r s t e l l u n g d e r „au f fa l l enden" P o t e n t i a l e i m m e r 
weniger aus re ichen (e in U m s t a n d , de r be i ρ = 1 s c h o n z iem
lich s ta rk h e r v o r t r i t t ) , so s c h e i n t a l les z u s a m m e n g e n o m m e n 
doch der Sch luß n i c h t u n b e r e c h t i g t , daß das auf fä l l ige Max i 
mum der L i c h t d r u c k k u r v e der A n n ä h e r u n g de r S c h w i n g u n g s 
zahl der auffal lenden W e l l e an die S c h w i n g u n g s z a h l de r e r s t en 
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elektrischen Eigenschwingung zuzuschreiben ist. Mit dieser 
Auffassung in Übereinstimmung ist auch, die bei dielektrischen 
Kugeln gefundene Verschiebung nach größeren Werten von ¡1 
bei abnehmendem Brechungsexponenten, da nach § 5 die Dauer 
der ersten Eigenschwingung um so länger wird, je kleiner v 
ist. Weshalb die höheren Eigenschwingungen keine sekundären 
Maxima erzeugen, bleibt allerdings unklar; die • Verhältnisse 
werden eben bei wachsendem Q immer komplizierter, so daß 
der genaue Verlauf nur durch die in den vorigen Paragraphen 
ausgeführten Zahlenrechnungen beherrscht werden kann. 
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L e b e n s l a u f . 

Am 24. März 1884 wurde ich in Maastricht (Holland) ge
boren, wo ich Sommer 1901 die „Hoogere Burger School" (Ober
realschule) absolvierte. Ich studierte dann von Oktober 1901 an 
Elektrotechnik an der Technischen Hochschule in Aachen und 
bestand dort Ende 1905 die Prüfung als Dipl.-Ing. elektrotech
nischer Richtung. Im Anfange desselben Jahres war ich bei 
Herrn I rof. Sommerfeld als Assistent für Mechanik eingetreten 
und bl: b in dieser Stellung bis Oktober 1906. Dann siedelte 
ich mit Herrn Prof. Sommerfeld nach München über, wo ich 
mich seit jener Zeit als Assistent an der mathem.-phys. Samm
lung betätige. Unter meinen Aachener Lehrern bewahre ich 
Herrn Prof. Max Wien ein besonders dankbares Andenken für 
seine eingehende und anregende Einführung in die Praxis physi
kalischer Arbeiten. Das Hauptereignis in meinem Leben bildet 
indessen die Begegnung mit meinem hochverehrten Lehrer Prof. 
Sommerfeld, der mir nicht aUein die Wege wies und ebnete bei 
der Beschäftigung mit physikalischen Problemen, sondern mich 
auch in jedem Einzelfalle mit wohlwollendem Rate und stetem 
Interesse förderte. 

Wenn ich ihm nun hier angesichts dieser Verhältnisse 
meinen tiefempfundenen Dank ausspreche, so geschieht das mit 
der lebhaften Hoffnung, durch meine künftige wissenschaftliche 
Tätigkeit sein langjähriges Vertrauen rechtfertigen zu können. 
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