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Einleitung.

Die hole Bedeutung, die die Tatsache des Lichtdrucks
neuerdings gewonnen hat, in der allgemeinen Physik fir die
Theorie der Strahlung, sowie in der kosmischen Physik fiir
die Arrheniussche Theorie der Kometenschweife (ganz abge-
sehen von den neueren kithnen Spekulationen degselben Ver-
fassers in Verbindung mit dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik), legt es nahe, die Berechnung des Lichtdrucks in
den verschiedenen vorkommenden Fillen auch zahlenmifiig
durchzufiihren. Die Bediirfnisse der Strahlungstheorie wurden
schon vollstindig befriedigt durch die Behandlung des Licht-
drucks bei einem vollkommen reflektierenden, ebenen Spiegel, wie
diese seit Maxwell bekannt und neverdings von M. Abraham
auch fiir bewegte Spiegel geliefert wurde.. Anders liegen die
Verhéltnisse in der kosmischen Physik. Arrhenius legte
seiner Theorie der Kometenschweife!) urspriinglich eine Formel
fir den Lichtdruck zugrunde, wie man sie durch Verbindung
der Prinzipien der geomefrischen Optik mit den Maxwellschen
Formeln fiir die Atherspannungen bei einer vollkommen absor-
bierenden Kugel erhiilt. Diese zeigt bei abnehmendem Radius «
der Kugeln ein Anwachsen von der Form %; fiir das Verhilt-
nis des Lichtdrucks zur Gravitation, so dafl ersterer immer
iiberwiegen wiirde, wenn nur die Kugeln einen geniigend kleinen
Durchmesser haben. Nun gelten aber die Gesetze der geo-
metrischen Optik nur so weit, wie man die Dimensionen der
Korper als sehr groB im Verhiltnis zur Wellenlinge des Lichtes

1) 8. Arrhenius, Phys. Ztschr.,, 2, 1901, 8. 81 u. 97, vgl. auch:
Das Werden der Welten, Leipzig 1907, S. 85 u. f.
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VI Einleitung.

betrachten; kann eine Anwendung der Arrheniusschen Formel
auf Kugeln, deren Durchmesser von der GroBenordnung der
Wellenlénge ist, muB deshalb als eine unberechtigte Fxtra-
polation angesehen werden. K. Schwarzschild') berechnete
deshalb strenge auf Grund der Maxwellschen Gleichungen fiir
das elektromagnetische Feld den Lichtdruck fiir vollkommen
reflektierende Kugeln von kleinem, mit der Wellenlinge ver-
gleichbarem Durchmesser. Er zeigte, da das obenerwéhnte
Verhiiltnis von Lichtdruck zu Gravitation fiir Kugeldurchmesser,
die mit der auffallenden Wellenlinge vergleichbar sind, einen
Maximalwert erreicht, von dem aus es fiir noch kleinere Durch-
messer schnell zu Null sinkt. Eine Uberschlagsrechnung zeigt
aber, daB, natiirlich unter der wesentlichen Voraussetzung der
vollkommenen Reflexion, dieses Maximum immerhin so groB
ist, daB auf der Sonne der Lichtdruck die Gravitation um das
Zwanzigfache tberwiegt. Es ist jedoch von vornherein klar,
daf diese Zahlenangaben Veréinderungen erleiden werden, wenn
die Teilchen das Licht teilweise absorbieren oder der Haupt- -
sache nach nur zerstreuen. Wir wollen deshalb im folgenden
den Lichtdruck ausrechnen fir dem allgemeinsten Fall, daf
dem Teilchenmaterial eine Dielektrizititskonstante ¢ und eine
Leitfihigkeit ¢ zukommt. Ein Bedenken, das man aufwerfon
konnte, niimlich ob es gestattet sei, bei diesen kleinen Teilchen
noch mit denselben Materialkonstanten zu rechnen, die man
an grofen Stiicken (natirlich bei der gleichen Wellenlinge
der auffallenden Strahlung) beobachtet, findet seine Erwiderung
besonders in einmer neueren Arbeit von . Mie?) tber die
Farben kolloidaler Goldlsungen®. Dort wird an Hand der
experimentell bekannten Tatsachen gezeigt, daB die Kigenart
des von solchen Losungen seitlich ausgestrahlten Lichtes erklart
werden kann, wenn man eben die Materialeigenschaften der
suspendierten Teilchen durch die sonst bekannten Konstanten
beschreibt. Die Teilchendurchmesser, die bei Mie in Betracht

1) Sitzungsber. der Kgl. Bayerischen Akademie d. Wissenach. Bd. 31,
1901, 8. 293.
9) Ann. d. Phys. Bd. 25, 1908, S. 371.
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Eiuleitung. VIiI

kommen, betragen schon nur mehr Bruchteile der Wellenlinge
des duBersten violetten sichtbaren Lichtes, wir sind also wohl
berechtigt die spiteren Rechnungen ohne Bedenken auch noch
auf so kleine Teilchen anzuwenden. Es ist aber klar, daB nach
unten hin eine Grenze existieren wird, iiber die hinaus es sich
als notwendig zeigen wird, den Molekiilbau in weniger globaler
Weise zu beriicksichtigen, als wie es durch zwei, wenn auch
mit der Wellenliinge variabele, Konstanten moglich ist.

Die Grundlage fiir das Folgende wird in tiblicher Weise
gebildet von den Maxwellschen Gleichungen des elektromag-
netischen Feldes. Die Losungen dieser Gleichungen in Reihen-
form, wie sie fir uns in Betracht kommen (vgl. § 2), sind
nicht neu. Mehrfach findet man sie schon in der Literatur
vor, z. B. bei Clebsch?), Love?) usw. fir die elastischen, bei
J. J. Thomson?), Schwarzschild®), Mie?) fiir die elektro-
magnetischen Verhiltnisse. Durch die Einfiihrung zweier ge-
eigneter Potentiale (§ 1ff) glaube ich die Behandlung des
elektromagnetischen Problems tibersichtlicher wie sonst gestaltet
zu haben. Der § b des ersten Kapitels bringt eine Ubersicht
iiber die moglichen Eigenschwingungen von Kugeln, wobei auch
solche, die nicht unendlich gut leiten, in Betracht gezogen
werden. Die beiden vorher benutzten Potentiale lassen sich
dahin kennzeichnen, daB das erste den elektrischen Kigen-
schwingungen (d. h. den von wechselnden Ladungen der Kugel-
oberfliche begleiteten), das zweite den magnetischen (d. h.
den ohne Aufladung der Kugeloberfliche erfolgenden) entspricht.

Im zweiten Kapitel werden dann die Ausdriicke fiir die
elektrischen und magnetischen Komponenten dazu benutzt, eine

1) Crelles Journ. Bd. 61, 1864, S. 195. .

2) A. E. H. Love, Lehrbuch der Elastizitat (Deutsch von A. Timpe)
Leipzig 1907, 8. 320, wo sich auch einige weitere Literaturangaben zum
elastischen Problem finden.

3) J. J. Thomson, Recent Researches in Electricity and Mag-
netism, S. 361.

4) Sitzungsber. der Kgl. Bayerischen Akademie d. Wissensch. a. a. O.

5) Ann, d. Phys. a. a. O. Sonstige Literatur findet sich bei M. Ab-
raham, Epe. d. math. Wiss.,, V 18, Nr. éc.
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VI Einleitung.

allgemeine Formel fir den Lichtdruck auf Kugeln zu ge-
winnen, nachdem unoch in § 7 der Fall des ebenen Spiegels
(wegen einiger Unstimmigkeiten in der vorhandenen Literatur)
kurz behandelt wird. Den Schlufl dieses Kapitels bildet die
Ableitung einer Formel fiir den Lichtdruck auf einen schwingen-
den Dipol, welche in dem schon oben hervorgehobenen Grenzfall
duberst kleiner Kugeln (Molekiile) anwendbar ist.

Das dritte Kapitel bringt in den vier ersten Paragraphen
die numerische Diskussion der allgemeinen Lichtdruckformel
fir vollkommen reflektierende, zerstreuende und absorbierende
Kugeln. In allen Fillen zeigt der Lichtdruck im Verhiltnis zur
auffallenden Energie fiir einen gewissen Wert des Quotienten
Kugelradius : Wellenléinge ein Maximum, das indessen niemals
die Hohe des bei vollkommener Reflexion gefundenen erreicht.
Zugleich wird in den betreffenden Paragraphen der Lichtdruck
mib der Gravitation verglichen, wobei sich im allgemeinen sowohl
tiir unendlich kleine wie fiir unendlich groBe Kugeln ein Uber-
wiegen der letzteren Wirkung ergibt und nur unter geeigneten
Bedingungen fir mittlere Kugeldurchmesser der Lichtdruck
vorherrscht. Eine eigenartige Ausnahme bildet der Fall eines
Kugelmaterials mit wittlerem Absorptionskoeffizienten, fiir
welchen das Verhiltnis der beiden Wirkungen bei unendlich
kleinen Kugeln einer endlichen Grenze zustrebt.

Bei der Ausfithrung der numerischen Rechnung zeigt sich
insofern eine Schwierigkeit, als die allgemeine Formel fiir den
Lichtdruck um so schlechter konvergiert, je gréfler das Ver-
hiltnis Radius : Wellenldnge wird. Obwohl stets konvergent,
ist die Reihe schon fiir verhiltnisméfig kleine Werte des
eben erwihnten Verhiiltnisses umstindlich zu berechnen, wihrend
sie fiir die Fille der gewdhnlichen Optik total unbrauchbar
wird. Diese Schwierigkeiten, deren Ursache in § 12 etwas
néher ins Auge gefalt wird, konnen behoben werden unter
Benutzung gewisser semikonvergenter Entwicklungen, welche
die in der Reihe auftretenden Zylinderfunktionen asymptotisch
darstellen fiir sehr groBe Werte des Arguments und beliebige
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Einleitung. IX

Werte des Index!). Mit ihrer Hilfe gelingt es, in § 16 und
§ 17 auch den optischen Grenzfall von der allgemeinen Formel
aus zu behandeln. Auch sonst sind die obengenannten Ent-
wicklungen niitzlich; sie bilden z. B. die Grundlage fiir eine
strenge Theorie der Beugung des Lichts an Kugeln und Zylindern
(Regenbogen, MaterialeinfluB), wie ich in der nichsten Zeit
noch ndher ausfithren will®).

Im letzten § 18 wird schlieBlich noch untersucht, inwieweit
das charakteristische Maximum der Lichtdruckkurven als Re-
sonanzphinomen aufgefallt werden kann.

1) Vgl. die demnéichst in dem Math. Ann. erscheinende diesbeziig-
liche Abhandlung. Soweit die Formeln fiir die jetzigen Zwecke in
Betracht kommen, sind sie in § 16 zusammengestellt.

2) Vgl. die vorliufige Mitteilung auf der Naturforscher-Versamm-

- lung in Koln: Phys. Zeitschr. 9, 1908, 8. 775, oder Verhdl. d. Phys, Ges.
10, 1908, 8. 741.
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Erstes Kapitel.
Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

§ 1. Grundgleichungen und Darstellung der Feldstirken
mittels skalarer Potentiale.

Indem wir rationelle Heavisidesche Hinheiten zugrunde
legen und uns von vornherein spezialisieren auf zeitlich perio-
dische Zustidnde von der Periodenzahl w in 2x sec., lauten die
Maxwellschen Gleichungen fiir die elektrische Feldstirke?)
€ =N[Le] und die magnetische H = R[Hew?:

M z@:,C‘]I{=—rotE, (wm-{— z)EzrotH

c
Hierin bedeutet weiter u die Permea-
bilitis, ¢ die Dielektrizititskonstante,
¢ die Leitfihigkeit und ¢ die Licht-
geschwindigkeit.
Fihrt man Kugelkoordinaten 7,

i
#, g ein (vgl. Fig. 1) und nennt die “ ﬁé‘ )

X

entsprechenden Komponenten von E:

R, T, F, wihrend die Komponenten von -

H durch P, ®, @ angedeutet werden, Fig. 1.
so gehen die Gleichungen (1) tiber in
i’zm P=—_ ;na (aaa rsin 8 — é% rT)
mcw@=“ :’(aar rT— a%R)

1) R bedeutet hier und im folgenden stets, daB von der einge-
klammerten GroBe der reelle Teil zu nehmen ist.
Debye, Lichtdruck. 1
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2 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

<iw + 6)R= " ! .(aaﬂrsmz‘)@—g—;())

4 [ r¥sin &
(2b) (iicq_'— %)T= rsilnﬂ(% P— Ba rsin«‘}@)
(v +Or=Gre—5mH

Denkt man sich nun mit Mie!) den Zustand entstanden
durch Ubereinanderlagerung zweier anderen, dadurch charakte-
risiert, dall beim ersten die zur Kugel normale r-Komponente
P der magnetischen Kraft, beim zweiten die elektrische r-Kom-
ponente R verschwindet, so kann man den weiteren Uber-
legungen eine sehr einfache Gestalt geben, indem man bemerkt,
dall jedes dieser Teilfelder aus einem einzigen skalaren Potentiale
ableitbar ist. Wir nennen das erste dieser Potentiale I7,, das
zweite JI, und unterscheiden die zugehdrigen Feldstirken
durch dieselben Indizes. Fiir das erste Teilfeld wird jetzt die
erste Gleichung des Sytems (2a) befriedigt durch den Ansatz?):

_ 1 & _ 1,
1™ ysin@ Orog’ L™ prod
Mit diesen Werten liefert dann die zweite Gleichung des
Systems (2b) _ '
D ae(e
und die dritte Gleichung desselben Sytems
0= (54 7) e 79
SchlieBlich ergibt die erste Gleichung des Systems (2b) fir
die radiale elekfrische Komponente:

IR RNZ. om, | 1 &,
R‘ = 7 rsing (03 sin & 78& sin & ?F)
Soll nun der Ansatz mit unserem ganzen System (2) vertrig-

1) Aon. d. Phys. Bd. 25, 8. 382, 1908,
2) Zunichst legt diese Gleichung nur nahe, zu setzen

1 2V 10V

VT rsin@ de’ ' 7 69

es fst aber wegen des Folgenden bequem, statt ¥ zu schreiben ogf,
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§ 1. Grundgleichungen und zugehérige skalare Potentiale. 3 .

lich sein, so miissen die beiden letzen noch unbenutzten
Gleichungen des Systems (2a) dieselbe Differentialgleichung fiir
das Potential IT, liefern. Letzeres ist tatsiichlich der FKall,
man erhilt ndmlich aus jeder dieser beiden:

1 91, 1t 9 81, LS AR
r ar‘?l + rteind 54 o0 ¥ 8_4?1 r¥sin® & {up; + FUIL =0,
oder auch
(3) A + BII, =0
mit der Abkiirzung:
2
@ e L

Mit Riicksicht auf die Differentialgleichung fiir 77, liBt
sich die Formel fiir die elektrische radiale Komponente noch
vereinfachen zu:

‘ I
B="0 4 e,
s0 dafl wir zusammenfassend die hier betrachteten Feldstiirken
aus JI, ableiten konnen, mittels des Formelsystems:

otr 1T,

31:W21+k2”111’
T1='1 'aa?a%’
(5) F = rsilnﬂ %Er%%’
P, =0,
O (5 0) raas ho
he (o 2) L

Fir das zweite Teilfeld, bei dem die radiale elektrische
Komponente verschwindet, gelten analoge Uberlegungen. Be-
denkt man, daB unsre Grundgleichungen (2) unverindert bleiben,

wenn man die elektrischen Komponenten mit den entsprechen-
tewm 9
T

den magnetischen vertauscht und zu gleicher Zeit ——
und umgekehrt ersetzt, so erhilt man ohne

e
¢
weiteres das Resultat:

durch — ¢

1*
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4  Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

Definiert man ein Potential 17, durch die Gleichung:
(3) A, + BIT, = 0,
50 konnen daraus die Komponenten des zweiten Teilfeldes ab-
geleitet werden durch Benutzung der folgenden Formeln:

P, = %’;I}‘ + IEr i,
hm L5,

(51) (172 =7 silnn‘f a;:aH; ’
R, =0,
il
Pm

Die Definitionsgleichungen (3) und (3") der beiden Potentiale
stimmen {iberein, so dafl man sich nur mit den L&sungen der
einen Gleichung (3) zu beschiftigen hat.

§ 2. Die Ldsungen der Gleichung fiir das Potential II.
Lassen wir vorliufig die Indizes weg, so lautet unsre
Grundgleichung (3) fi I1:
(3) A0+ FBII=0.
Man kann hier nun den gewdhnlichen Weg einschlagen
und (3) 15sen durch das Produkt dreier Funktionen, von denen

jede nur von einer Koordinate abhingt.
Schreibt man z. B.

(6) I = fi(Nf(8)f(9),
50 erhalt man fitr diese drei Funktionen die Differential-
gleichungen:

a2 (n+1
o O N
1 4 . df, v* -
(8) prey TN smﬁd—%+(”(”‘l‘l)—sinz@)fﬁ*();
(9) ZZ& + 7, =0,
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7§ 2. Die Lisungen der Gleichung fiir das Potential IT, b5}

wobel die Konstanten #(n 4 1) und v zunichst beliebig sind.
Die Bedingung, dab f; sowohl wie f, auf einer Kugelfliche
eindeutig und endlich sein soll, hat dann bekanntlich zur Folge,
daf » und v beide ganzzahlig angenommen werden miissen.

Die Losungen der Gleichungen (7) bis (9) sind bekannte
Funktionen; es ist nimlich

= ()0, 1 (i),
wo C  1(kr) eine Zylinderfunktion mit dem Index 7 --4 be-
2

deutet; Gleichung (8) definiert die »*® Zugeordnete der Kugel-
funktionen n*r Ordnung, wihrend (9) die einfach periodischen
Funktionen zur Losung hat.

Wir wollen jetzt noch gunz kurz einige Reihenentwick-
lungen fiir unsre Funktionen zusammenschreiben, welche wir
in den spiteren Paragraphen benutzen werden.

Die Losungen von (7) konnen in zwei verschiedenen
Formen auftreten, einmal als Potenzreihen, die vom singuliren
Punkt kr = 0 aus entwickelt sind, némlich?)

10)  rfi= () = (%7) T, 3 (k)

— V> -1y

»=0 F(PJFI)F(p—}—n—[—:f)’

kr\ip+a+1l
(5)

oder:
L kr\*

N (keyn+1 (5) (E)

10) (k) = | 4 @ty 1—1'2n+3+2‘2n+3 Bngs T

T T2 2

und : '
kr\'

W) - rfi= ) = (— 17 (5) Ty (kr)

(kr)ﬂp ”
- (- 1)"]/7:2(— 1)

- F@+ﬂF(—n+§y

1) Vgl fir die Reihenentwicklungen der Zylinderfunktionen
N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen, Leipzig 1904.
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6 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes,

Er\? kr\*
: 13 @n—1) (¥) ()
(A1) zlbr) = ——gm—" | 1 ¥ LAt et~ gt

oder

2 2

wobei die Funktionen J die gewdhnlichen Besselschen Funk-
tionen mit dem Argument # + %, resp. — n — 4 sind.

Eine zweite Art der Entwicklung fiir #f; erhilt man, indem
man vom Punkte Zr = oo ausgeht. Diese ist fiir den hier
vorliegenden Fall nicht wie sonst semikonvergent, sondern be-
kanntlich genau richtig, weil die betreffende Reihe endlich ist.
Die beiden Partikularl§sungen lauten

(12) m(n) = (%g7) "B, )

iy i Yo—p+DO—p42 -t
— {1+2( )ﬂ(npln}f? 'np}

oder

(12,)1;”(1“‘)_ - (n+1) zkr[] T nrt1) 1 (n—l)n(n—}»l)(n—{—g)___*__*_‘:

+3Er T 1 IR 21
und
kr\'=
(13) & (k) = (%35) H 1 (br)
Tt —ikr - pin—p+L@m—p-+2- - (ntp
S S ) i
2kr p!
oder:

p iZ(n —ik7 e nn 4 1) 1 n—Dumf1)(nt2) .
(13);(7”)—“(“) "[1—2%7 1 Rt L T

Die Zeichen H* und H? bedeuten dabei die beiden Hankelschen
Zylinderfunktionen, die mit den vorher benutzten Besselschen
Zylinderfunktionen J zusammenhﬁngen mittels der Formeln:

H}z) =

(e"‘”’J @ —J_,@),

gin ¢ x

Ha2 (x) =

(14)

(éemd (@) — J_ @),

sin aw

woraus sich fiir unsre Funktionen v, %.; 7., &,

ergibt:
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§ 2. Die Losungen der Gleichung fiir das Potential II. 7

(14) { Zn: Yn = Vs

n ¥, + Xn-
Weiterhin werden wir noch die Zusammenhangsformeln be-
nutzen fir die zu verschiedenen Werten von # gehdrigen Funk-
tionen. Diese lauten, wie man z. B. ohne weiteres aus den
entsprechenden Formeln fiir die Zylinderfunktionen ableiten kann:

@n+ D@ o 0 4 1)y, (0) — 99, (2)

@2n+41) 'g# = Y, -1(Z) + ¢n+1(x)

und gelten bekanntlich nicht allein fiir ¢,, sondern fir jede
beliebige Losung von (7) (insbesondere fir 7., 71,, £.)-

Von den verschiedenen moglichen Lisungen von (8) werden
wir nur die zu v =1 gehdrigen ersten Zugeordneten P, !(cos9)
im folgenden brauchen. Diese sind bekanntlich aus den ge-
wohnlichen zonalen Kugelfunktionen P °(cos ﬂ) ableitbar mittels
der Formel:1) ‘

(16) Pcos §) = — %Pﬂ"(cos &)

05

und konnen u. a. definiert werden durch die endliche Reihe

2n)! sin & —1n—2 i
(17) Pl(cos @)= ?'(%)v(:i—_) cos™ 19 —% cos™ 3%

(n—l)(’n——2)(n—3)(u—4)

R T e R A |

Schlieflich gilt noch die fundamentale Integralrelation:

| n
(19 mel(cos ) P, (cos @) sin §dd = gn+1)
- [

1) Fiir die Reihenentwicklungen, usw. der Kugelfunktionen vgl.
E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Berlin 1878. Wir setzten
indessen mit F. Neumann

Pr(cos®) =sin¥ ———— PY¥(cos &)

d(c s'&)

Hiernach unterscheiden sich die im folgenden benutzten P} von der
Heineschen durch einem konstanten Faktor. Man vgl. auch Enc. d.
math, Wiss., Art. Wangerin IL A, 10, S. 711.
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8 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

§ 3. Die Grenzbedingungen und die Potentiale IL* IL® der
einfallenden Welle, ’

Nach den Maxwellschen Gleichungen (1) verlangen die
Grenzbedingungen die Stetigkeit der tangentialen Kraftkom-
ponenten an jeder Trennungsfliche zweier Medien. In unsrem
Falle ist das eine Medium der Ather (¢ =g =1, 6 =0), das
zweite eine Kugel vom Radius a aus beliebigem Material; fir
r — a soll also

T:':Taa ¥=F, 06=0, o-=9,
.wenn der Index i die Feldkomponenten im Innern und der In-
dex a dieselbe auBerhalb der Kugel andeutet.

Man denke sich jetzt die ungestGrte einfallende Welle dar-
gestellt durch zwei Potentiale J7,° und 11, ebenso definiert wie
die Potentiale II; und JII,, dann wird das ganze duflere Feld
(einfallende + reflektierte Wellensysteme) abgeleitet werden
kionnen aus Potentialen von der Form I1,*+ I1° und I1,” + 11,
wihrend das innere Feld (gebrochene Wellensysteme) sich er-
gibt aus zwei anderen Funktionen II und JI,%. Mittels dieser
Potentiale schreiben sich - jetzt. die Grenzbedingungen sehr ein-
fach. Betrachtet man zuniichst nur das aus den Potentialen
mit dem Index 1 abzuleitende Feld, so folgt aus der Stetigkeit
der elektrischen Tangentialkomponenten 7, und F| unter Be-
riicksichtigung von (5) ohne weiteres die Stetigkeit der Ab-
leitungen unsrer Verbindungen r 7, genommen nach der Kugel-
normale. Ebenso schlieBt man aus der Stetigkeit der tangen-

tialen magnetischen Komponenten @&, und @, auf die Stetigkeit

der mit den zugeh&rigen Konstanten (sta) + ?6) multiplizierten

Potentiale. Schreibt man zur Abkiirzung

7 [ ; i€ G
(19) me— (24 0) W=+ 0),
so erhilt man also In Formeln:

J 0 .
D p(te+ 1) = e -
(20) or" T ) or" fir r=a.

wor(I* 4 11°) = »,/r 11}
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§ 3. Die Grenzbedingungen und die Potentiale IT,% IL,° d. einfall, Welle. O

In gleicher Weise erhilt man fiir die Potentiale I7, unter Be-
nutzung der Gleichungen (5’) die Grenzbedingungen

d 0 ;

. ~ T Ha ch = — TH'

(1) .M(g_}_ ) or 21fiirr=a;

w0y r (g% -+ I1,) = ug"rﬂgil
wobel gesetzt wurde

o [th@ i [twe

(22) = () L a = ()
Die hier eingefiihrten Abkiirzungen % hingen mit den Kon-
stanten % (vgl. (4)) zusammen mittels der Formeln

2 2 _ i, i
Ef = —u%%, k2= —uixl.
Ist das duBere Medium der freie Ather (was wir stets voraus-

setzen wollen), so hat man tbrigens einfach:
- . @
Gy & — 7 .
%% = %, —zka—zc

Als einfallende Welle denken wir uns jetzt eine ebene, polari-
sierte, in Richtung der negativen #z-Achse fortschreitende Welle,
deren elektrische Komponente die Amplitude 1 hat und in der
a-Richtung gerichtet ist (vgl. Fig. 1); diese Welle besitzt dann
die zwei Feldkomponenten:

(23) €, = Rle*atev?], §, = R[— ehazevf],
wobei, da die Welle im freien Ather verlduft:
S [ .
k,= .

"In den r, &, @ Koordinaten und den entsprechenden Kraft-
komponenten ist die Welle also, wie leicht aus Fig. (1) ersicht-
lich, dargestellt durch

Re= ei%ar08  gin 9 aog @; P — — ¢tarcos 3 gin § sin(p

e

(24) (T, = *amo? cos & cos @; O, = — ¢ cos & sin
]Fe= _ ez‘karcosf} sin P ¢e= _ eikarcos3 cos ¢ .

Um die beiden vorher erwihnten zu dieser Welle gehdrigen
Potentiale I7,° und II,* zu bestimmen, kann man von irgend
zwelen der soeben angeschriebenen Komponenten R, ... &,
und ihren nach (5), resp. (5") gebildeten Ausdriicken durch
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10 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

II* und I, ausgehen. Am bequemsten ist es offenbar, die
radialen Komponenten zu benutzen; aus der ersten Gleichung
von (5) erhilt man dann mit Riicksicht auf (24):

‘)5 azrﬂle k 2 e__ ikgreos & o3
(25) s Tk I =t sind cos g,

also
1 ez‘ kg reos &

rIls=

U= 2 Tsing 099
ebenso findet man aus der ersten Gleichung von (5") und dem
in (24) angegebenen Wert von P,
ikgrcos ¥

rﬂ29=—éfm- sin ¢ .
Man Dbestiitigt leicht, daB I7,° und IL* Potentiale der in § 2
definierten Art sind: sie befriedigen beide Differentialgleichung
(3), und ihre Ableitungen, im Sinne der Gleichungen (5) und
(5) genommen, geben tatsichlich simtliche in (24) angegebeuen
Komponenten unsrer einfallenden Welle. Indessen kann man
sich leicht iiberzeugen, dafl die Potentiale /7, und I7,° durch
die Angabe der Komponenten des elektromagnetischen Feldes
nicht vollstindig bestimmt sind, vielmehr kann man noch ge-
wisse Bestandteile hinzufiigen von der Form

A, B)* + Blp, 8)e ",
die aber dann natiirlich so gewihlt werden miissen, daB sie
keinen Einfluf auf die aus den Pofentialen durch Differentiation
gewonnenen Werte der Feldstirken hahen. Fir die folgenden
Entwicklungen empfiehlt es sich von dieser Willkiir Gebrauch
zu machen, so dafl rIL® sowie rII,* nicht mehr fir =0
unendlich werden und zugleich die Reihenentwicklungen sich
mdglichst einfach gestalten. FKine genauere Durchrechnung
zeigt, dafl man dazu am besten setzt:

‘ _ cosg|ékareos®  ikur —ikgr
(26) rI=" ﬁ{ﬁ g S N

i sind T g tgde 2 5 / |
(26') ¢ IT7 = — Sin;}.’{ékiicf‘? _ drar o~ ikur o)
- R Usine T Tmoigee 2 WA
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§ 4. Die schlieBliche Form der Potentiale I1, und I7,. 11

Da die allgemeine Losung von (3) nach den Erdrterungen
des § 3 in Form einer nach Produkten von Zylinder- und Kugel-
funktionen fortschreitenden Reihe angesetzt werden soll, wollen
wir zuniichst unsre Potentiale II° in eine solche Reihe ent-
wickeln. Wir verfahren gerade so wie soeben, indem wir zu-
nichst eine solche Entwicklung fiir I?, resp. P, angeben, aus

der die gesuchte fiir II* durch Integration unmittelbar folgt.
Nach Heine') gilt:

(?7) gikarcos d =2 @'7!(27@ + 1) w”]g@ P"O(COS ﬂ) ’
n=40 @

woraus man durch Differentiation nach & und Multiplikation

mit _%‘;?‘f fir R, erhilt:

a

R, =Z: =120 4 1) ?%,f:f;)’l P (cos #) cos ¢ .
Trigt man jetzt auf der rechten Seite von (25) diese Reihen-
entwicklung fiir B, ein und setzt fiir 77,* eine analoge Reihen-
entwicklung mit unbestimmten Koeffizienten an, o erhdlt man
unter Berticksichtigung der Differentialgleichung (7) fir o,
ohne weiteres:

nin 41)
Analog gilt fiir das Potential des zweiten Teilfeldes:

(28) rIf= Li’ 2@"‘—1 Br 1 ¥, (k,7) P,1(cos &) cos .
@ n=1

n=o0

, e 1 1 2041 . .
(28) riLf= — 2 'ij 1n(n+1) Y, (k,7) P, (cos &) sin . .

"

Die in (28) und (28") auftretenden Summen werden durch die
rechten Seiten von (26) und (26") summiert.

§ 4. Die schliefliche Form der Potentiale II, und I7,.

Zundchst wollen wir uns auf die Befrachtung nur eines
der beiden Teilfelder beschrinken, die Resultate sind dann mit
geringer Anderung auf das zweite iibertragbar.

1) E. Heine, loc. cit. 2. Aufl, Bd. 1, 8. 82,
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12 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

Setzt man an:

(29) FI1,5 = ; :21’ A e, (k,r) P (cos ) cos g

und

(30) rII = ;2 Z B.lv,k;r) P (cos d) cos g,
& p=1

wobei Al und B,! verfighare Konstanten, ¢, und ¢, die § 3
definierten Funktionen bedeuten und
2 2

(31) ]‘.az = (:3 B 8!2:: - iy':z(i]

gesetzt ist, so geniigen diese Ausdriicke beide der Differential-
gleichung (3) fiir 7I. Weiter befriedigt I7,* die Bedingung,
nur divergierende nach dem Unendlichen hin forteilende Wellen
- zu geben (vgl. Formel (13)), wihrend IIf der Bedingung der
Endlichkeit der Feldkomponenten im Innern der Kugel vom
Radius @ geniigt (vgl. Formel (10)). Setzt man die Ausdriicke
(29) und (30) nebst der im vorigen Paragraphen fijr »II¢ an-
gegebenen Réihenentwicklung in die Grenzbedingungen (20) ein,
so erhilt man fiir die Konstanten A,' und B! die Gleichungen:

ESACOLEEREE At L ey (k,a) = 20, (Ta)B,}

nnt1)
(32) l r 1 ‘n—1 2n+ 1 ’ 1
ka gl(. (]'.’la‘a> An + 4 n(n+1) Lad} (7‘ a‘) klwn (kz a’) Bn *
Fir A und B,' bekommt man demnach explizite:
At — gt 2n 4 1 %33, (kg @)k, (@) — by, (kg @) ni vy (ki)
(33) I n(nt 1) w8, Fe )by (i0) — k& (k) 2 9, k,0)
T Bt g r 2Rt L Gy (kg (ry0) —EaGa k), )

w1 1) 57 & (ha @)k, (k@) — kol (kg @) nith, (;0) ’
womit nach (5) und (D) das erste Teilfeld vollstindig be-
stimmb ist.

Man ersieht ohne weiteres aus dem Velglelch von (28)
mit (28) und (20) mit (21), daB der Ansats

) RS .
9y  rlr= —ﬁgAnﬂgﬂ(lcar) P(cos ) sing,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



§ 5. Die Eigenschwingungen der Kugel. 13

/ i 1 ~ . ; .
{301 rIly =— ” n=21 B2y, (k;r) P Mcos &) singp

fir das zweite Teilfeld wieder alle Oberflichenbedingungen er-
fiillt, wenn man A2 und B,? definiert durch die aus (33) bei
Vertauschung von x,® resp. x,° mit x%,* resp. x,’ entstehenden
Formeln. Somit ist nun auch das zweite Teilfeld vollstindig
bestimmt.

§ 5. Die Eigenschwingungen der Kugel.

Da die Eigenschwingungen von Kngeln an sich nicht ohne
Interesse sind und sie auch fiir das Verstiindnis der spiter an-
zugebenden Formel fiir den Lichtdruck mit Nutzen heran-
gezogen werden konnen, wollen wir in diesem Paragraphen die
Werte fiir Eigenschwingungszahl und Dimpfung aus unsren
Formeln bherechnen.

Geht man wieder aus von den Potentialen II, und IZ; in der
Form des vorigen Paragraphen und verlangt fiir diese solche den
Grundgleichungen und Oberflichenbedingungen gentigenden Dar-
stellungen, die auch ohne #uBere Auregung bestehen konnen,
so erbiilt man z. B. zur Bestimmung der Konstanten A.! und
B,! Gleichungen, die aus (32) hervorgehen, indem man das
zweite Glied der linken Seite Null setzt. Ein von Null ver-
schiedener Wert fiir diese Konstanten ist also nur mdglich, wenn
die Determinante des so erhaltenen Gleichungssystems ver-
schwindet in Formel:

. ko Enllqa E; ko

(4 b ~ i)

Ebenso findet man, daB eine, einem einzelnen Gliede von IT;
entsprechende, Losung ohne Anregung mdoglich ist, wenn

(a4 ko Saeqa) _ ¥y (ki)

(34) e 5alln0) 2 Vi)

Nehmen wir nun an, dal die Permeabilitit pu =1 gesetzt
werden kann, wie solches bei einigermaBen schnellen Schwin-
gungen zutrifft, und setzen

(35) k,— NE

1 [:
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14 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes.

so ist nach (31): .
(36) N=Je—i® = v —in),

und es bedeutet daber (in der gewGhnlichen Bezeichnungs-
weise) N den komplexen Brechungsexponenten, » resp. x den ge-
wihnlichen Brechungsexponenten resp. Absorptiousindex. Unter
Anwendung der Abkiirzung N schreiben sich die Gleichungen

(34) und (34

Lue) _ 1 v (Ne)
@7) Gute) ~ N, (No)?
(837) Gale) _ N ¥a(Ne)
Sale) v, (Ne)’
wenn noch gesetzt wird:
(38) o=Fa="2

[

Ihrem Zusammenhang mit dem ecrsten Potential entsprechend
definiert (37) Schwingungen, bei denen die radiale magnetische
Feldstirke tiberall verschwindet, wihrend die radiale elektrische
Komponente vorhanden ist, so da an der Oberfliche der Kugel
elektrische Ladungen auftreten konnen. Deshalb wollen wir
fiirderhin diejenigen Schwingungen, fiir welche (37) erfullt ist,
die ,elektrischen Eigenschwingungen® der Kugel nennen. Im
Gegensatz zu diesen stehen die ,magnetischen HEigenschwin-
gungen®, bei denen ¢ durch (37") bestimmt wird und im ganzen
Raume die radiale elektrische Komponente verschwindet.

In dem schon von J.J. Thomson?!) behandelten Grenz-
fall N= oo (vollkommen reflektierende Kugel) werden die
beiden Bestimmungsgleichungen fiir ¢ einfach

39) - &(e)=0, (39)  &.(e)=0.
Setzt man nun fiir ¢, die (endliche) Reihenentwicklung (13)
ein, so werden die Wurzeln von (39) bestimmt durch eine

1) Lond. math. Soc. Proc. Bd. 15, S. 197, 1884; Recent researches.
S. 361, Zur Frage der Darstellung des zeitlichen Verlaufs einer belie-
bigen anfinglichen Stérung mittels der, den anzugebenden Wurzeln ent-
sprechenden, Funktionen vgl, A. E. H. Love; Lond. math. Soc. (2), Bd. 2,
S. 88, 1904.
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§ 6. Die Eigenschwingungen der Kugel, 15

algebraische Gleichung vom Grade # 4 1, die von (39") durch
eine algebraische Gleichung vom Grade #. Die betreffenden
Wurzeln fiir » =1, 2, 3 sind in der folgenden Tabelle zu-
sammengestellt.

Tabelle L
Elektrische Eigenschwingungen ! Magnetische Eigenschwingungen
=
- — 0,50 + 0,86 o
“’1—{— 0,50 — 40,86 o= —1
— 1,60 )
. , , — 1,50 0,86
igg=1— 0,70 + {1,81 ze,={ 50 40,
' — 1,50 — §0,86
— 0,70 — 1,81
Sueir
fgg=—1 St fgg =1 — 1,87 + 1,75
— 088 @27 1,87 — £1,76
— 0,83 —i2,77 ' ’

Um die Bedeutung der in der Tabelle angegebenen Zahlen
etwas niher zu beleuchten, betrachten wir z. B. die erste elek-
trische Eigenschwingung, welche der Wurzel g9 = — 0,50 410,86
entspricht. Die Feldstirken sind in diesem Falle gemidB (D)
ableitbar aus dem Potential

rll, = A (9 (:) P}cos @) cosp,

wobel A, eine beliebig zu wihlende Konstante bedeutet. Da
weiterhin alle Komponenten proportional ¢ sind und nach (38)

0 =
a®

so ist hier
ct

ct ¢t
gt e;zg _ e_o’wgew'w;;
die Amplituden sinken also auf den et» Teil in der Zeit, die
das Licht notig hat, um einen Weg gleich dem Kugeldurch-
messer zuriickzulegen, wihrend die Schwingungsdauer sich er-
gibt zu:

27 a
T“o,ss?

entsprechend einer Wellenlinge

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



16 Erstes Kapitel, Bestimmung des elektromagaetischen Feldes,

2n

4= 0,86

Die Amplitude ist also schon auf den ¢** Teil gesunken nach
einer Zeit gleich dem 0,27%n Teil einer vollen Schwingung.

Woeiterhin wollen wir die allgemeingiiltigen Gleichungen

(37) und (37") noch dazu benutzen, ¢ in zweiter Niherung zu

bestimmen fiir den Fall, daB N sehr groB gegen 1 ist. Dazu

setzen wir ¢ = g, + dg, und verstehen unter ¢ =g, eine’

Wurzel der Gleichung (39), resp. (39°). Beschiftigen wir uns

zuniichst nur mit den elektrischen Higenschwingungen, so er-

gibt sich fiir 49, die Bestimmungsgleichung

a="13a.

_ 1 P, (Nog) &, (eg) A
(40) 400 =N 15, (Neo) £/eo)

Ersetzt man nun nach der Differentialgleichung fiir §, den

. &n (00) . e’
Quotienten PR durch den Ausdruck i 4 1) — gy

stitulert fiir die Funktionen ,, resp. ¢,” ihre Néherungen fiir
grole Werte des Arguments, so erhilt man schlieBlich:

1 o
(41) Agy= NQO’—::,(n—{-l)tg{NQo_%(n_’_1)}.

Ist beispielsweise N = » (vgl. (36)) rein reell, wie das bei einer
dielektrischen Kugel zutrifft, so hat man in zweiter Néherung
fiir grobe Werte von v bei der ersten elektrischen Eigen-

schwingung (79, = L i;l/g, vgl. Tab. I):

und sub-

[—0s0+ 10,86(1— 55)
e=y 2
|- 050 —iog6(1— ).
Bei einer dielektrischen Kugel bedeutet also eine Erniedrigung
des Brechungsexponenten v eine Verlingerung der Schwingungs-
dauer, wihrend die Dimpfungskonstante ungedindert bleibt, so-
lange wenigstens v selbst grofl ist.

Durch das Vorhergehende ist indessen die Zahl der Wurzeln
nicht erschdpft. Neben den vorher betrachteten aus den Werten
der Tabelle I stetig herauswachsenden sind nidmlich auch noch
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§ b. Die Eigenschwingungen der Kugel. 17

solche Wurzeln zu betrachten, die bei grofem N in der Nihe
der Punktes ¢ = O liegen, und fiir welche das Produkt N¢ eine
endliche Zahl ist.Y) Schreibt man némlich (37) in der Form

__ ¥a(NeY (e
(42) ¥, (No) = N g
und bedenkt, dal nach § 2 fiir kleine Werte von ¢:
N .1-3.--(2n — 1 ’ 1:3...2n— 1)
gn(@) =1 *—G(,TZ‘ )} gﬂ (Q) == g‘l é”” 2

so erhilt man in der Grenze fiir g =0 aus (42) die Be-
dingungsgleichung

. 1 Ng o) (N
(42) b,(Ng) = — + Nt

Fiir grobe Werte von N kaun man statt dessen in erster
Niherung auch schreiben

(43) ¥,(Ne) = 0.

Letatere Gleichung hat bekanntlich, ebenso wie die gewdhn-
liche Besselsche Funktion mit ganzzahligem Index unendlich
viele reelle Wurzeln. Asymptotisch fallen diese zusammen mit
den Nullpunkten der Fuuktion.

cos{x — 7; (n + 1)},
wenn zur Abkiirzung No — 2 gesetzt wird.
“Der Verlauf der ¢-Funktion ist fiir kleine Werte des Argu-
wents aus Fig. 3 S. 56 zu ersehen; die Werte der kleinsten

Wurzeln fir # =0, 1, 2, 3, 4, 5 sind in der folgenden Tabelle
enthalten, sie wurden ohne weiteres aus der Figur entnommen.

Tabelle II.
Waurzeln von v, (z) = 0.
n=10 n=1 <n=2 n==13 n=4 n=>5
3

0 0 \ 0 0 0 )

% 45 8,7 7,0 8,2 9.4

2n 77 9,1 10,3 - —
3= 110 | — — — —

1) In der Literatur scheinen diese Wurzeln bisher tibersehen zu sein.
Debye, Lichtdruck. 2
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18 Erstes Kapitel. Bestimmung des elektromagnetischen Feldes. -

Bezeichnen wir die p* Wurzel von ¢,(z) mit ww', 80 erhilt
man in zweiter Niherung aus (42):
wn’ 11

(44) = Np<1_N2'n)'

Die zu diesen Wurzeln gehdrigen Eigenschwingungen sind
hiernach ungedimpft, wenn die betreffende Kugel nicht ab-
sorbiert. Lassen sich andererseits die Materialeigenschaften
durch die Leitfahigkeit o allein beschreiben, und ist in (36)
die Dielektrizititskonstante & zu vernachléssigen neben %, 80
erhilt man unter Benutzung von (36) fiir @ in erster Niherung:

0=i% z,.
a“o 4
Die Dbetreffenden Schwingungen sind in diesem Falle also
aperiodisch gedimpft; wihrend die Dimpfung um so kleiner
wird, je grofler die Leitfihigkeit ist.

Uberlegungen analog zu den obigen fiihren auch fir die
magnetischen Schwingungen zu unendlich vielen Eigenwerten,
welche in erster Ndherung bestimmt werden durch die Gleichung:

I 9, (No) _ "
(49) .(Ne) T Ne’
_ und neben den in der zweiten Spalte der Tabelle I angegebenen
existieren konunen. Die kleinsten aus (45) fiir y = Ng folgen-
den Werte finden sich in der folgenden Tabelle.

Tabelle III.

I4
”
‘Wurzeln von ) m
YY) Y
n=0 n—1 n—2 l‘ n—3 ( n—4 n=—=>5
x i '
- 381 | 4,5 } 5,8 6,9 8,2
i
3n
o 6,3 7,9 ‘ 9,1 10,4 11,7
br
3 ',, e | me | - | - -
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§ 5. Die Eigenschwingungen der Kugel. 19

Auch diese Werte wurden ebenso wie die der Tabelle 1T
aus elner Figur entnommen, in der sowohl ¢ /v, wie njy
als Funktion von y aufgetragen waren. Fiir jedes n gibt es
wieder unendlich viele Wurzeln, welche asymptotisch immer
niber an die Wurzeln der Gleichung

tgfy— 3 (i )=
heranriicken.

Schlieflich eriibrigt es noch, die Wurzeln unserer Gruund-
gleichungen (37) und (37") zu bestimmen fiir den zweiten
Grenzfall, daB das Kugelmaterial wenig vom freien Ather ver-
schieden ist, d. h, N — 1 <<'1, wobei N = » als reell ange-
pommen werden mdge. Ist » =1, so haben (37) und (37"
keine Wurzeln, da bekanntlich

&, — & ¢, = konst,,
wobel fiir diese Funktionen die Konstante den Wert ¢ hat.
Wenn » nur wenig von 1 verschieden ist, so fithrt, wie die
Rechnung zeigt, die Annahme /g| >> 1 zum Ziel. Ersetzt man
unter dieser Voraussetzung in (37) die Funktionen ¢, und §,

durch ihre asymptotischen Niherungswerte, so erhiilt man die
Gleichung:

(46) tg{ve — J (a+ 1)} —in.
Setzt man noch vortibergehend
(47) ve— 2 (n+1) = a+ib,
wobei b >>> 1 anzunehmen ist, 5o hat man (in zweiter Naherung):
tg{ve—F (n+1)} =il —2etier),

Zur Bestimmung von (a-4b) gilt also nach (46) die
Gleichung:
(48) o2iap—20 — 1%1,

so daB man erhilt:

1
a=(“2p+1):‘: b=—§10gm;
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20 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

wobei p eine beliebig zu wihlende ganze Zahl bedeutet, Fiir
unsere Grifle ¢ erhalten wir hieraus schlieBlich:

w 1 % 2
(49) o=0Cp+tn+2),  +,, log
Fiir die magnetischen Eigenschwingungen ergibt (37') in dem-
selben Grenzfall (v ~ 1) fiir ¢ die Werte:

; ’ = 1 7 2

Beide Schwingungstypen sind also um so stérker gediimpft,
je néher » an 1 heranriickt. '

11—1‘

Zweites Kapitel
Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

§ 6. Die Grundlagen der Rechnung.

Auf die Existenz einer mechanischen Kraft, angreifend
an einem von Lichtwellen getroffenen Korper, wurde von zwei
ganz verschiedenen Seiten geschlossen. J. C. Maxwell?) er-
klirte thr Vorhandensein auf Grund der nach seiner Theorie
des elcktromagnetischen Feldes im Ather vorhandemen Span-
nungen; A. Bartoli®) dagegen nahm als Ausgangspunkt die
beiden Grundsitze der mechanischen Wérmetheorie und zeigte,
dal man ein Perpetuum mobile zweiter Art konstruieren konne,
wenn eine solche Kraft nicht vorhanden wire. Wihrend nun
das Verfahren Maxwells zugleich auch einen numerischen Wert

1) Treatise on Electricity and Magnetism, Oxford, 1881, Bd. 2,
S. 401. Die benutzten Gleichungen fiir die Spannungen finden sich Bd. 1,
S. 144 und Bd. 2, S. 233.

2) Man sehe die Ubersetsung in Exners Repertorium der Physik
Bd. 21, S. 198, 1885, Bartoli hatte die betreffenden Uberlegungen schon
in einer acht Jahre frither erschienenen Denkschrift niedergelegt und
wurde zu der erneuten Publikation veranlaft durch eine Arbeit von
H. T. Eddy mit dem Titel: , Radiant heat as an exeption of the second
law of thermodynamics* Proc. of Ohio Imstit. Juli 1882, S. 105, die von
L. Boltzmann referiert wurde in den Beibl. zu den Ann. Phys. Chem.
1883, 8. 251.
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<

fir den Lichtdruck liefert, ist das mit der wirmetheoretischen
Methode nicht der Fall. Nach letzterer erhilt man, wie be-
sonders Boltzmann') klar hervorhebt, nur eine Differential-
beziehung zwischen dem Lichtdruck einerseits, Energie und
Temperatur der schwarzen Strahlung andererseits. Sie ergibt
also nur dann einen numerischen Wert fiir den Lichtdruck,
wenn das Strahlungsgesetz schon experimentell ermittelt ist.
Bekanntlich gelang es Boltzmann?®) auf dem umgekehrten
Wege unter Benutzung des Max wellschen Resultates das
Stephansche Strahlungsgesetz®) theoretisch zu begriinden. -

Nuchdem es also klargestellt ist, dab eine Berechnung des
Lichtdruckes nur auf Grund spezieller (elektrodynamischer)
Prinzipien méglich ist, wollen wir zuniichst den Gung der
Rechnung etwas niher beleuchten. Will man sich mdglichst
wenig von den durch die Erfahrung zu kontrollierenden Tat-
sachen entfernen, so ist es wohl am besten, die Atherspannungen
als reines Rechnungsresultat zu betrachten, statt sie wie Max-
well an die Spitze zu stellen. Vielmehr werden wir mit Lorentz
den Ausdruck fiir die mechanische Kraft des elektromagne-
tischen Feldes als das Primire ansehen und aus diesem die
Atherspannungen durch Umformung gewisser Volumenintegrale
entstanden denken. Wihrend aber Maxwell und H. Hertz*)
peben der altbekannten mechanischen Wirkung eines elek-
trischen resp. magnetischen Feldes auf eine (im allgemeinen)
bewegte Ladung noch eine analoge Wirkung des magnetischen
Feldes auf den Verschiebungsstrom wund des elektrischen
Feldes auf den ,magnctischen Strom* einfiihren miissen, damit
die Wirkung dieser Volumkrifte dasselbe Resultat liefert wie

1) Ann.Phys. Chem. Bd. 22, 8. 31, 1884; (Berichtigungen 8. 616), vgl.
auch M. Plunck: Theorie der Wirmestrahlung, Leipzig 1906, § 60, S. 56.

2) Ann. Phys. Chem. Bd. 22, 8, 291, 1884.

3) Wiener Ber. Bd. 79, S. 423, 1879,

4) Ann. Phys. Chem. Bd. 41, S. 389, 1890 oder ,,Untersuchungen
iber die Ausbreitung der elektrischen Kraft*, Leipzig, 1882, 8. 275. Eine
kurze Darstellung findet sich bei H. A. Lorentz, Enc. d. math. Wiss. V,
13, 8. 107.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



29 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichfdrucks.

die Atherspannungen, kennt die Elektronentheorie nach H. A
Lorentz?!) nur Krifte, die auf die Materie, resp. auf die in ihr
befindlichen Elektronen wirken. Nimmt man nun an, daB sich
alle elektromagnetischen Erscheinungen in ponderabelen Kdrpern
durch bewegte Ladungen erkldren lassen, und setzt nach Lorentz
fiir die auf die Ladungseinheit wirkende Kraft

f=C+[% -9,

(v = Geschwindigkeit der Ladung), so erhilt man fir die ganze
auf den betreffenden Korper wirkende Kraft zuniichst das iiber

diesen erstreckte Volumenintegral § = f fdS. Nun kann man

aber offenbar ebensogut die Integration auf einen Raum er-

weitern, der den fraglichen Kérper, aber sonst keine ponderabele

Materie, sondern nur reinen Ather umfaBt; man erhilt dann,

indem man noch das Volumenintegral teilweise in ein Ober-

flichenintegral umwandelt?), das Resultat: Die mechanische

Kraft auf den betreffenden Korper besteht®auns zwei Teilen:
1. der Wirkung der Maxwellschen Spannungen

(50) T=CC,+ 59, — , (€ + )

summiert {iber die Oberfliche des betrachteten Raumes, wobei nt die
nach auflen gerichtete Einheitsnormale dieser Oberfliche bedeutet;
2. der Wirkung einer Volumkraft vom Betrage
_ 18
¢t dt
pro Volumeneinheit, integriert iiber das ganze Innere desselben
Raumes, wobei € den Poyntingschen Strahlungsvektor:
&= c[6- 9]

bedeutet.

1) ,Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen KErschei-
nungen in bewegten Korpern*, 8. 21 und 24 des 1906 bei Teubner
(Leipzig) erschienenen unverinderten Abdrucks der 1895 bei Brill (Leiden)
gedruckten urspriinglichen Arbeit. Man sebe auch Enc. d. mathem.
Wiss. V, 14, 8. 161,

2) Fiir die nahere Ausfilbrung der Rechnung vergleiche man
M. Abraham, Theorie der Elektrizitit, Leipzig 1905, Bd. 2, 8. 23.
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§ 7. Der Lichtdruck a. e. Spiegel v. endlicher Dicke u. belieb, Material. 23

Bei zeitlich periodischen Zustinden liefert das letztere
Volumenintegral zum Werte der Kraft im Mittel der Zeit den
Beitrag Null, so daB diese dann sowohl nach Lorentz wie
nach Maxwell-Hertz aus den Spannungen ¥ allein ableitbar
ist. Wir werden demnach im folgendeun die allgemeine Formel
fir den Lichtdruck auf eine Kugel vom Radius a berechnen,
indem wir die Spannung T {iber eine konzentrische Kugel
summicren, deren Radius wir ins Unendliche wachsen lassen
werden, wodurch das SchluBresultat eine verbéltnismiBig sehr
fibersichtliche Gestalt annimmt. Dabei diirfen wir uns, wie
allgemein liblich, auf die Angabe des zeitlichen Mittelwertes
der mechanischen Kraft beschrinken und brauchen, wie aus
Symuwetriegrinden hervorgeht, nur die Komponente derselben
nach der Kinfallsrichtung, also auch nur diese Komponente der
Spannungen T zu berficksichtigen. Zuvor wollen wir aber noch
das Resultat angeben fiir einen ebenen Spiegel von beliebigem
Material und endlicher Dicke, da fiir diesen Fall einige Un-
klarheit in der Literatur zu herrschen scheint.

§ 7. Der Lichtdruek auf einen Spiegel von endlicher Dicke
und beliebigem Material.!)

Wir denken uns eine unendlich ausgedehnte ebene Platte
von der Dicke d und legen das . A
Koordinatensystem so wie in Fig. 2 *
gezeichnet. Wir fragen nach dem
Lichtdruck, d. h. nach der mecha- z
nischen Kraft senkrecht zur Platte, ]
die I em? ihrer Oberfliiche erfihrt, W
wenn eine ebene Welle unter dem N
Einfallswinkel ¢ auffdllt. Wir -z \
setzen ferner zuniichst noch voraus,
dafl die einfallende Welle so polari-

siert ist, dall ihre elektrische Kom- .
ponente in die #-Richtung f#llt und zugleich die Amplitude 1 hat.

<y

Fig. 2.

1) Derselbe Gegenstand wird behandelt vou D. A. Goldhammer:
Anu. d. Phys. Bd. 4, 1901, S. 834,
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24 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

Bekanntlich kann man fiir diesen Fall die Lichthewegung
im Raume 1 beschreiben als Resultierende der einfallenden
Welle mit der elektrischen Komponente

(51) (Ele _ ER [ei . (zcosp—ysing) g‘"’tJ
und einer reflektierten Welle mit der elektrischen Komponente

(52) I s |
deren Phasenverschiebung 9, und Amplitade R durch die
Grenzbedingungen bestimmt sind.

Im Raume III ist allein die ,durchgelassene Welle mit

der elektrischen Amplitude
G5 Ga= Dl L Tty

vorhanden, deren Absolutwert I und Phasenverschiebung o,
ebenso aus den Ubergangsbedingungen folgen!) Zu diesen
elektrischen Feldstirken gehdren gemifl den Maxwellschen
Gleichungen weiterhin die folgenden magnetischen Feldstirken:
@ye = (E; cos @, @ae = &ze sin ¥,
. (54) 9 =+E cosg, 97=-—-C sing,
9 =—Crlcosp, H=-—C sing.

Nach dem vorigen Paragraphen erhalten wir jetzt den senk-
recht zur Platte gerichteten Lichtdruck, indem wir die durch
(50) gegebenen, in diese Richtung fallenden, Maxwellschen
Spannungen {iber irgend eine den Kdrper uwschlieBende Fliche
integrieren. Nehmen wir als Integrationsfliiche zwei Ebenen
z = konst. in geniigender Entfernung unterhalb und oberhalb
der Platte?), so erhalten wir fiir den auf der Flicheneinheit
des Spiegels lastenden momentanen Druck €, falls wir von

1) Offenbar wird durch die angedeutete Rechnung die Wirkung
der unendlich vielen Reflexionen an Vorder- und Hinterseite des Spiegels
zusammengefaBt.

2) Es wird hier insofern eine Anleihe an die geometrische Optik
gemacht, als wir damit rechnen, dab die Strahlenbiindel {endlicher Breite)
in gentigendem Abstande vom Spiegel getrennt verlaufen. Man iiber-
zeugt sich aber leicht, daf die in der Nihe des Spiegels auftretenden
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§ 7. Der Lichtdruck a. e. Spiegel v. endlicher Dicke u. belieb. Material. 25

den spiter doch fortfallenden Volumintegralen (vgl. den vorigen
§ 6) absehen:
(3) L=8+8 —8=4CE'+ 57— 9.’
+ 3@+ 9, — 909, — &+ 9, — 9.
Uns interessiert nur der zeitliche Mittelwert vou diesem Aus-
druck. Bedenkt man nun, daB, wenn zwei Grifen N und B
gegeben sind durch die Formeln:
(56) A = R(a, + 1a,) €7, B =R, + i) ¢,
der zeitliche Mittelwert ihres Produktes, den wir durch ein
vorgesetztes M kennzeichnen wollen, sich ergibt zu
(57) M(AB) = {{(a, + day) (b — 7by) + (@, — tay) (b, + iby) }
= $(a;b, + asb,),
50 erbdlt man fiir den zeitlichen Mittelwert z. B. von &,
M(E) = 4(3 + b coste — } sin? @) — } costp
und daher flir den Mittelwert des ganzen Lichtdrucks pro
Flicheneinheit: )

(58) M(®) = 2 9(1 + R — D).

Bei beliebiger Amplitude des einfallenden Lichtes wire dieser
Ausdruck noch mit dewm Quadrate der elektrischen (oder mag-
netischen) einfallenden Amplitude zu multiplizieren. Nennt
wan die gesamte mittlere Energie der einfallenden Welle
pro Volumeneinheit W, und bedeuten W,_ resp. W, dasselbe fiir
die reflektierte resp. durchgelassene Welle, so kann man statt
(58) auch zweitens schreiben
(59) ME) = (W, + W,— W) cos’g.
Bedenkt man schlieBlich, daB die pro Zeiteinheit durch ein em?
senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung von der einfallenden Welle
geforderte Energie S =S, mit W, verkniipft ist durch die
Formel (¢ = Lichtgeschwindigkeit):

S=38,=cW,

und analog fiir die reflektierte, resp. durchgelassene Welle:

Interferenzen das SchluBresultat nicht beeinflussen, auch wenn die Inte-
grationsebene nabe am Spiegel verliuft.
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26 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

S=08S=cW,, 8;=08=cW,,
wo ¢ den Reflexionskoeffizienten bedeutet und d in entsprechender
Weise die Durchlissigkeit der Platte miBt, so erhilt man fir
den Lichtdruck die dritte Formel:

(60) M@ = J(1+g  8)cose.

Man kann sich durch die analoge Rechnung fiir senkrecht zur
Einfallsebene polarisiertes, auffallendes Licht liberzeugen, daf
die beiden letzten, energetisch gefaBten Formeln auch fiir natiir-
liches Licht ihre Giiltigkeit behalten.

Es gibt einen Sonderfall, wo nach den vorhergehenden
Formeln der Lichtdruck verschwindet. Dieser tritt ein, wenn
das auffallende Licht senkrecht zur KEinfallsebene polarisiert
ist und unter dem Polarisationswinkel auffillt, so dab es zwar
durchgelassen, aber iiberhaupt nicht reflektiert wird. Damit
nimlich aus (60) M(8) = 0 folgt, mub einerseits sein

1+9¢—-0=0,
andererseits liefert der Knergiesatz, wenn keine Strahlung im
Spiegel absorbiert wird:
1l=9¢-+ 4,
woraus man als Bedingung fiir das Verschwinden des Licht-

drucks erhilt
e =0.

Dieser Fall wurde schon l.c. von Goldhammer hervorgehoben;
es muf} indessen beachtet werden, dal das Obige nur gilt, so-
lange der Spiegel nicht absorbiert. Wird nimlich der Bruch-
teill « absorbiert, so erhilt man in analoger Weise fiir das
Verschwinden des Lichtdrucks die Bedingung:

Q== % ’
welche unméglich erflillt werden kann, da sowohl ¢ wie « ihrer
Natur nach positiv sind.
Ist der Spiegel dick genug, keine merkliche Strahlung
mehr durchzulassen, so erhilt man fir senkrecht einfallendes
Licht die schon von Maxwell!) angegebene und von

1) Treatise on Electricity and Magnetism, 1. c.
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§ 7. Der Lichtdruck a. e. Spiegel v. endlicher Dicke u. belieb. Material. 27

Lebedew?!) sowie Nichols und Hull?) zur Berechnung ihrer
experimentellen Resultate benutzte Gleichung:

(60) ME®) = (1 + o).

Demgegeniiber bemerkt Drude in der zweiten Auflage seines
Lehrbuches der Optik®), daB (60°) nur angendhert richtig sei
wnd nur fir ¢ =1 (vollkommene Reflexion) den betreffenden
Wert des Lichtdruckes darstelle. Im Grenzfalle ¢ = 0 soll der-

selbe micht, wie nach (60) folgt, gleich f, sondern nur gleich
%f gsein. Bei der hohen Bedeutung des Drudeschen Werkes
und dem wohlbegriindeten KinfluB desselben auf die Entwicklung
der Wisseuschaft ist es wohl richtig, die Ursache dieser vermeint-
lichen Abweichung aufzudecken. Verfolgt man den Gang der
Drudeschen Rechnung etwas niiher, so sieht man, dall die Nicht-
iibereinstimmung darauf beruht, daB er zwar die von Maxwell
und Hertz angenommene mechanische Kraft des magnetischen
Feldes auf den Verschiebungsstrom, nicht dagegen die des elek-
trischen Feldes auf den magnetischen Strom mit in Rechnung
zieht, welche vom Maxwell-Hertzschen Standpunkt des auch
auf den Ather iibertragenen Reaktionsprinzipes mit der erstge-
nannten Wirkung gleichberechfigt ist. Dem entspricht es, daB
Drude fiir senkrecht auffullendes Licht das Glied mit €? in (55)
weglilt. Im Falle des schwarzen Spiegels (¢ = 0) folgt daraus,
daf er nur die Hilfte des hier angegebenen Lichtdrucks erhilt.
Dagegen versteht man, daB fiir einen vollkommen reflektierenden
Spiegel an dessen Oberfliche € sowieso verschwindet, die Drude-
sche Annahme auf den sonst bekannten und fiir die Strahlungs-
theorie fundamentalen Wert des Lichtdrucks fithren mul.

Es sei noch bemerkt, daB man, wenn das Resultat (44)
auf einen Spiegel von endlichen Dimensionen angewendet wird,

1) Ann. d. Phys. Bd. 6, 1901, S. 433.

2) Ann. d. Phys. Bd. 12, 1903, S. 225. In den beiden zuletzt
sitierten Arbeiten findet sich eine ausfiihrlichere Zusammenstellung der
betreffenden Literatur. ‘

3) Drude, Optik, Leipzig 1906, 8. 477, Anmerkung 2.
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28 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

streng genommen noch zwei Korrekfionen einfiihren miifite
Einmal ndmlich treten hier immer Beugungserscheinungen auf,
andererseits dringt auch nach der geometrischen Optik Licht
durch die seitliche Begrenzung des Spiegels hinaus, beides Ur-
sachen, die kleine Abidnderungen an der Formel (60) ndtig
machen wiirden. Es ist aber klar, daB fir gewshnliche Dimen-
sionen des Spiegels und bei stark absorbierendem Material
diese Korrektionen ganz unbetriichtlich sein werden.

Schliefilich sei noch bemerkt, daB sich theoretisch in einem
durchstrahlten absorbierenden Gas Druckdifterenzen zeigen mis-
sen. Diese sind zwar auBlerordentlich klein (von der Grifben-
ordnung 10~ atmn.), indessen gelang es Lebedew?), dieselben im
Laufe des vorigen Sommers auch experimentell nachzuweisen. Es
moge dieses besonders hervorgehoben werden, da Arrhenius?
die Meinung ausspricht, daf eine solche Wirkung des Lichtes in
Gasen liberhaupt nicht vorhanden wire. Die Wirkung folgt
sowohl direkt aus den Grundgleichungen, wenn man den Licht-
druck in verschiedenen Schichten des absorbierend gedachten
(tases ausrechnet, wie auch anschaulicher durch molekulare Be-
trachtungen, wenn man die Molekiile in Anlehnung an § 13
z. B. als schwingungsfihige Dipole betrachtet.

§ 8. Die allgemeine Formel fiir den Lichtdruck auf Kugeln
von beliebigem Material.

Nach den Erdrterungen von § 6 erbalten wir den Licht-
druck auf unsre Kugel vom Radius @, indem wir die in Rich-
tung der einfallenden Welle (nach wunsrer Annahme die
z-Richtung) weisenden Komponenten der Maxwellschen Span-
nungen iiber eine beliehige den Korper umschlicBende Kugel
summieren. Charakterisieren wir nun wie in § 4 die zu der
einfallenden Welle gehdrigen Feldkomponenten durch den In-
dex e, wihrend die Komponenten des ,Streu“feldes den Index

1) Vgl. die vorliufige Mitteilung im Journ. d. russ. phys.-chem.
Ges. Bd. 40, Phys. T., 8. 20, 1908, referiert in den Beibl. zu den Ann. d.
Phys, Bd 83, Nr. 3, S. 160, 1909.

2) S. Arrhenius. Das Werden der Welten. Leipzig, 1907, 8. 87.
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§ 8. Dieallgem. Formel f. d. Lichtdruck auf Kugeln v. belieb. Material. 29

1 oder 2 tragen, entsprechend ihrer Ableitung aus dem ersten
oder zweiten unserer Potentiale IT, oder IT,, so ergibt (50) des

§ 6 mit
@n= @1'7 5;)”= ‘@r
und

C=C=C cos o —Cupind, H=9,=9H,cos 8 — H,sin ¥

fir den momentanen Lichtdruck pro Flicheneinheit der Inte-
grationskugel !)

(61) —%F,= 2 ?(€,€,+6,8,+9,9,+9,0,—6.6—5,9)
+ sin ¢ (€, €, + 9,9,),

wenn wir die totalen Feldstirken ohmne Index lassen und von
vornherein das ohnehin bei der Bildung des zeitlichen Mittel-
wertes verschwindende Volumenintegral iiber Clzdd—‘f nicht mit

beriicksichtigen.
Nach § 1 haben wir fiir die totalen elektrischen Kompo-
nenten:
€, = R[(BR.+ R)e]
&, — RUT, + T, + 1)
&, — RU(L,+ i+ I)ev]

und entsprechende Formeln fiir die magnetischen Komponenten.
Um den fraglichen Lichtdruck auf unsre Kugel vom Radius a
zu erhalten, muf jetzt zunichst der zeitliche Mittelwert von
(61) gebildet und dann dieser Mittelwert {iber die Kugel vom
Radius » integriert werden. Das Resultat ist nur scheinbar
von r abhingig, da ja unsre Kugel durch jede andere, ins-
besondere die unendlich groBe ersetzt werden kann. Letzterer
Grenziibergang zu unendlich groBem ¢ liefert dann die schliefi-
liche Formel fiir den Lichtdruck.

1) Wir schreiben €2€9, €y €y, usw., statt Eo? €% usw, um Ver-
wirtung vorzubeugen; letztere Zeichen bedeuten nimlich im folgenden
keine Quadrate, sondern die aus dem zweiten Potential abgeleiteten
Feldkomponenten. Es sel ibrigens noch bemerkt, dad weiterhin im vor-
liegenden Paragraphen der Index ¢ durchweg weggelassen ist, da wir es
ausschlieBlich mit Komponenten des iiuBeren Feldes zu tun haben.
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Wir werden im nichsten Paragraphen zeigen, dafl der Beitrag
‘der vier letzten Terme der Summe (61) bei diesem Grenziiber-
gang verschwindet, und beschiftigen uns deshalb hier nur mit den
vier ersten. Fiir die weitere Rechnung empfiehlt es sich, die
beiden Glieder €;,€, und €, €, zu gleicher Zeit zu beriick-
sichtigen. Schreibt man dann fiir den von diesen Produkten
herrithrenden Teil &, des ganzen Lichtdrucks ¥:

2n
(62) Q= %jf(@9@3+ €,C,) cos¥sinddddy,
g 0

so wird nach (B7) der zeitliche Mittelwert!)

©3) M@ =7 [ [(@+ Tt T) (@ 4T, +T))

+ (F,+F,+ F)(F,+ F,+F,)} cos@sinddddy.
Zunichst ist nun nach (24):
(64) T,= ¢*7<% % cos & cos ¢
und nach den in § 5 fiir die Potentiale I7,* und IL* an-
gegebenen Gleichungen (29), resp. (29") durch Anwendung der
Formeln (5) und (5")

i, 1 dg,(kr) dPL(cos 9)
Ti= 7 529 “ZA}zxr dkry  dg %P
(64)
_ orll, & (kr) P} (cos &)
== ias g = 2"2 sing  COSP
Analog erhilt man:
= — ikrcos&sin(p,
1 9%, S"ﬁ L 1 dg,(kr) Piloond) .
1= peing 8 = 2% diry  sog 0@,
(65) rsind drde <~ kr d(kr) sind
o ik arﬂ L kr) d PL(cosd
1,2__= _____ ZAS IET ( )

1) Der horizontale Strich bedeutet wie blich den Ubergang zur
konjugiert komplexen Gribe.
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Setst man diese Ausdriicke in (63) ein, so erhiilt man nach
Ausfithrung der Integration nach ¢, da

2n

0[‘cosgtpalqn —f51n2q>d(p—7z

fir M(&,) folgende Darstellung:

n
1
(66) M(E)—— [—g'f(cos”ﬂ—l—l) cos & sin & d&

1 gﬂ —tkrcos & dP}c P1
+2A f (cosﬂ ol sm“’) cos & sin & d&

k4
1
4+ VA? g" / —ikrcos 9 (cosﬂ P" + (fil;},) cos & sind d

sind
i) 2 ALAz I

d 1 1 1 1
[( Po Py 4 4P, Py )cosfﬂsmﬂdﬂ-

dd sind d® sind

0
+ 2 Al +aaih)

7
aPL dP} p. P}
f(dﬂ a4 sin & smﬂ) cos & Slnﬂd%]

Verglichen mit (63) entspricht die erste Zeile der obighu
Formel (66) den Gliedern I.,7, + F,F,, die zweite und dritte

den Gliedern L L
'.(TeT1+TeT1) + (F2F1+F9Fl)’

(T5T2+TeT2) + (F¢F2+FGF2)7
die vier letzten endlich den Gliedern
(T1T2 + Tl T?) + (F1F2 + F—IF?.)’

(TIT1+T2T2) + (F1F1+F2F2)'

Tesp.

resp.
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Die hier auftretenden Integrale nach & sind im iiber-
niichsten § 11 (vgl. (917, (92°), (99) und (101)) angegeben; unter
Benutzung dieser Werte sowie der Beziehung

k3 n
/.cos”} sin ¥ d9 = fcosﬂ sin® d® =0
0

[

erbilt man:

(M)M@J:§ﬂ}f@@hmw+nwﬁ

(1B 4 %y b A b

% oy d(kr)l?r“L nkr  dder) kr
-~ - 2y
+i el aaze,
1
n*(n 4+ 1) (n+42)*
+ 2, @nd-1)@n4 3 (Al Al &t +ATAZE §,,+1)]

Indem wir diesen Ausdruck mit dem vorigen zusammen-
halten, bemerken wir: die erste Zeile von (66) ist bei der Inte-
gration fortgefallen; die zweite und dritte sind in die erste Summe
des jetzigen Ausdrucks iibergegangen; die Doppelsumme der
vierten Zeile hat sich, weil das Integral nach & nur fiir m=n
von Null verschieden ist, auf eine einfache Reihe reduziert, &hn-
lich ergibt sich die Doppelreihe der vorletsten Zeile des vorigen
Ausdrucks, da in ihr das Integral nach & nur fir m =% —1
und m =# 4 1 von Null verschieden ausfillt, zunichst gleich
der Summe zweier einfacher Reihen, die in der Form:

ST (v — Dinin 1) Bt et b
_J 2rn—1)2n+1) (AI11+1 ” Lrlk'r_i_A2 A: krlkr)

2n—|—1)(2n+3) n+1 n Ly
erscheinen. Ersetzt man in der ersten Summe dieses Aus-
drucks den Summationsindex » durch # + 1, so lassen sich,
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§ 8. Die allgem. Formel f. d. Lichtdruck auf Kugeln v. belieb. Material. 33

indem noch der Umstand benutzt wird, daB das » =1 entsprechende
Glied Null ist, in der Tat die iibereinanderstehenden Glieder
bis auf den Faktor 4 als reeller Teil derjenigen Reihe schreiben,
die in der letzten Zeile des Ausdrucks (67) steht.

In (67) wollen wir jetzt den Grenziibergang zu unend-
lichem 7 ausfithren und machen dabei Gebrauch von dem im
nichsten Paragraphen nither begriindeten Satz, daB wir dabei die
Funktionen ¢ und ¥ durchweg durch ihre asymptotischen Werte
fir r = oo ersetzen diirfen. Aus (13°) folgt fiir unendlich
groe Werte des Arguments sofort:

;ﬂ (k,’.) _ ?:n+ le—ikr’

wihrend die Zusammenhangsformeln (14") verbunden mit den
Entwicklungen (13) und (13°) ergeben:

wﬂ(k,r) — %(iﬂ+le—ikr+ (_ i)n{—lez'kr)’

50 daB:
d w"(’”) ynp— kT \n gi ks
aEn Er = akr @R (=)
und
d 1 d a ) Y3 —ikr n 7
QG e dEny = ek O R e,

Setzt man nun diese Werte in (67) ein, so erhilt man:

(68) M(E)= . ® [e"”’”zi"“n(wr 1R A

1

+2<—®"+‘n<"+1> “"‘fgﬁ~2’;i?i VAL

i+ 1)+ 2)°
+1 (2n+1)2n {-3) (ATAL + A2 An+l:|

Berechnet man in gleicher Weise den zeitlichen Mittel-
wert des von den magnetischen Komponenten 9, und §,, her-
rihrenden Teiles des mittleren Lichtdrucks M(Z,"), so er-

hiilt man
Debye, Lichtdruck. 3
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o

'.(68') M(ﬁl') = ;:2 R \:_ . 2ikr2in+ln(,n +1) A}V“T’\i

1

+2(—8)"“n(n +1) "+A an(Zi?AIM

2 2
e 2922’(::—1) ((2";‘:—2) (AIA]}H + AzAn+1 ]

ein Ausdruck, der aus (68) durch Vertauschung von A! mit
A? und umgekehrt entsteht und sich dementsprechend von (68)
nur durch das Vorzeichen des ersten Gliedes unterscheidet. Die
Rechnung erfordert keine anderen Integralwerte wie die bereits
zur Ableitung von (67) benutzten, wie die folgende Zusammen-
stellung der ma«metlschen #- und @-Komponenten verglichen
mit (64) und (65) zeigt. Nach (24) und aus (29) und (29)
folgt niimlich unter Benutzung von (5) und (5'):

@e — o gikreosd cog & sin @,
.k orI 16 (iur) P} (cos #)
@1=?’rsiuﬂ ﬁTp— ZA sin & sing,

1 oI, g 1 dg,(kr) d Pl(cos J) )
Os=, 2rio = Z A kr d@ern — de an;,
| 1 o

QO = — eikrcos.? cos @,

.k 3rﬂ1 1 & (k) dP‘(cos )
==y G ZA kr "059’7

1 ofrdl, 2 1 dé’n(kr) P}{cos &)
D, = rsin® orow 2 "LJ dkr) sin & 08 .

Nehmen wir die schon hervorgehobene, im folgenden
Paragraphen bewiesene Tatsache vorweg, dafl in der Grenze fiir
r = po der Beitrag der vier letzten Terme von (61) ver-
schwindet, und definieren wir schlieBlich noch mit Ricksicht
auf (33) und das auf Seite 13 iiber den Zusammenhapg von
A2 mit AL Gesagte neue Abkiirzungen o
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(69) el=al4 ib} und «f=a? b},
indem wir setzen:

1) A=t et e, A - it e
so erhalten wir durch Addition von (68) und (68') das zZu-
sammenfassende Resultat:

-Erklirt man die komplexen GriBen e« und w,?
durch die Formeln: '
. wfap, (k a)ykzw;, (I a) — kv, (k@) »ib, (k;a) -
o i) ket )
#3 ¥y by O b0y, (ki) — Ky (R 2) %5, (K@)

WEE, k@) by (k@) — Ky by (B ) i b (lyd) 7
wobel mit Ricksicht darauf, daB das GuBere Medium
der freie Ather ist

(11)
;= a; +ibl =

. @ . @ (U
E=1—, xt=1i , ki= -5
e ¢
(712
() XS] ¢ FEIEDY L spot  uow
1_@?"’6: Hy =1 5 KT = e 7—7"(‘.27

so ist der zeitliche Mittelwert des Lichtdrucks amf
eine Kugel vom Radius a, hestehend aus einem Material
mit den Konstanten ¢ g, ¢, dargestellt durch

. . 2= !
(13) M(sg)zk [2(2n+1) o, + o _2;&—:1} nlaﬁz

2)
Z n:f::'—l (an n+l + an “"+1)]
1

oder

(13) M@~ [2(2;@ +1) %t
1 .
— 2t (ahal+ 013

1

o« a) . ‘
_Znin—}:i—l ) (a}lar%*-l_{_b n+1+a,~al+1+b,fb7}“)],

1

unter der Voraussetzung, dall die einfallende ebene
3*
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36 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

Welle linear polarisiert ist und die Amplitude 1 hat.
Fiir eine beliebige Amplitude wird sich (73) resp. (73"
noch mit dem Quadrate derselben multiplizieren.

Es ist bequem, den Lichtdruck zu vergleichen mit der
gleich dimensionierten Gréfle des Mittelwertes der Energie W,
die sich in der einfallenden Welle pro Léngeneinheit der Kin-
fallsrichtung in einem der Kugel umschriebenen Kreiszylinder
befindet, und welche bekanntlich mit der pro sec. ‘durch 1 cm?
senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung von dieser Welle ge-
forderten Energie S zusammenhiingt mittels der Formel

’ N
{(14) W=u=a®—-

Bedenkt man, daB die pro em® vorhandene Energie der
einfallenden Welle dem halben Quadrate der Amplitude gleich-
kommt, so wird fiir den Fall, dafl diese gleich 1 genommen wird

(74" w==a,

filhrt man dann noch in (73) statt %, die Wellenldnge A dieser
Welle ein durch die Formel

(75) i=2=
go erhilt man schlieBlich:

N M(E A2 w. al 2 12 1,
(16) 1%7) =g i [2<2" +1) L;L "Zn(:i 1) %
1 1

ao{ 9 ~
- MY Glad, Hatel)],
1

und entsprechend in den reellen GriBen a?, a2, by, b; geschrieben:

’ M@ e z 2
6y ME&_ L [ Z’(2n+1) R
1
Zw;'. 2n 41
- "<"+1) (an a'n +b7}bn)
1

—27&')(1"-:_1“) (a" +1+b:ib:§+1 +a7ra’n+1 +b bn+1 }
1
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§9. Bew. f d. Verschwinden d. letzten Terme von (61). 31

Nach der gebriiuchlichen Auffassung des natiirlichen Lichtes

sind wir berechtigt (76), resp. (76") auch fiir dieses anzuwenden.
Wir heben noch den Spezialfull einer vollkommen reflek-

tierenden Kugel hervor, in dem ¢,' und «,? die einfache Ge-

stalt annehmen:

.- “ka Lka

(‘ ‘) “ul =1§,:Eka))’ O‘n2 = qgn((ka)) ’

welche Formeln aus (71) hervorgehen, indem man die Leit-

fihigkeit ¢ unendlich groB werden laBit. Wir haben somit

auch fiir diesen, in der Einleitung genannten, schon von

Schwarzschild behandelten Spezialfall in (73), resp. (73"),

(oder auch (Y6) resp. (7167), eine neue, und wie man sieht,

wesentlich vereinfachte Lisung gefunden.

§ 9. Nachtriglicher Beweis, dal die vier letzten Terme in
Gleichung (61) in der Grengze fiir r = o© keinen Beitrag zum
Lichtdruck liefern.

Wir betrachten zunichst den von den radialen elektrischen
und magnetischen Komponenten €, und §, allein herrithrenden
Teil des Lichtdrucks.

1) Schreibt man:

2n

(18) g = %’f/ € € cosdsindddde,
0o

so wird der zeitliche Mittelwert dieser GroBe:

2n n

M(gg)zgf/(HeJr R,) (B,+ R,) cos 9 sin & d& dg.
00

Setzt man in diese Formel die aus (24) und (5) folgen-
den Werte

(19) R, = é*"*=?3in & cosp; R, =Zn(ﬂ—|—1)A1 K P! cos
1

n k!,,.!

ein, so erhilt man nach Ausfiihrung der Integration nach ¢:
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38 Zweites Kapitel, Allgemeine Berachnung des Lichtdrucks.

F:4
(80) M(Eg)zw—;fi}f['/ sin® & cos & d 9
+ g2 ,En(n+ I)Alg’f‘”'“°”Plcosﬂsmzq‘}dﬂ

Fras 2 D mmt Ln(n+1D)ALALEE, f P! Ploosd siuﬂd«‘)}
I 1 1 0

Das erste Integral der eckigen Klammer verschwindet, das

zweite und dritte wird im nichsten § 10 (vgl. (102" und (105))

angegeben; unter Benutzung dieser Werte erhilt man statt (30):

o) sl Sl s 3

2m 4 1)3(n 4 2)2 S

+ 14 ' (2(4@ 4-4:1))(2(1@—-}_1- 3)) A 1A §n+1§n]7
wenn man noch mit den zwel aus der letzten Zeile von (80)
resultierenden Summen eine fihnliche Umstellung vormmmt wie
sie auf S. 32 besprochen wurde.

LaBt man nun in (80°) den Radius der Integrationskugel
immer grofer werden, so sinkt der Wert der rechten Seite
unter jede noch so kleine Grile. Es mdge dieses nur fiir
das erste Glied dieser Beite niher angefiihrt werden, da ganz
entsprechende Uberlegungen auch fiir das zweite Glied, ebenso
wie fiir die spéteren Summen dieses Paragraphen gelten.

Fix A erhielten wir in § b die Formel:

Al — o gn—1 20t K, R a) kv, &) — ko, R @)xip, k.q)

" wint+1) =78, kaa)k v, (k,a) — iy (kg ayuiw, a)
deren Verhalten fiir Werte von n groll gegen irgend eines der
Argumente &, oder k,a zunfichst angegeben werden soll

In diesem Falle ist nach (10) niherungsweise

e

%(ﬂf) T
Tnt )
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§9. Bew. f d. Verschwinden d. letzten Terme von (51). 39..

wiltend man fir { () unter Benutzung von (14°) mit Rick-
sicht' auf die Reihenentwicklung (11) findet:

r(n+ 7)
(5)

Setzt man diese Niherungswerte fiir v, und §, nebst den aus
ihnen folgenden fiir ¢, und ¢ in die Formel fir A, ein, so
erhilt man nach einigen unbedeutenden Umformungen:

e (T (i)
" e (nJ— 1) (n—l—l)—,—'n( -—i%)’ ,

wenn man noch die GroBen x und k ersetat durch ihre Aus-
driicke in den Materialkonstanten ¢, u, o )
Zerlegt man jetzt die betrachtete Summe in zwei Teile,
indem man zuerst von # = 1 bis # = N summiert und in der
wweiten Teilsumme n# von % =N bis 7 — oo gehen Lilt, so
kann man zunichst N so grof wihlen, daB man in dieser
zweiten ‘Summe A; durchweg durch den asymptotischen Wert
(81) ersetzen kann. ([Der angenowmmene Wert von V. mufl also,
die Bedingung N.>> |ka| und 'k,a, erfillen). , Man sieht,
dann ohne weiteres, dafi, welches auch der Wert von » sein
mag, man stets durch Wahl von IV dafiir sorgen kann, daB
der Wert der zweiten Teilsumme kleiner ist wie eine vor-.
gegebene kleine Grofe, wobei iiberdies N mit » nicht ins Un-
endliche za wachsen braucht. In der ersten Teilsumme kann
wan jetzt den Radius der Tntegrationskugel so’ gro8' wiihlen,
dab man €, (k7) und ¢, (kr) durchweg durch ihre asymptotischen
Ausdriicke fir groBe Werte des Argumerits ersetzen kann; (der
angenommene 'Wert 'von 7 mub "also’ die Bedingung %r >> N
erflillen). *Mdn sieht nun’ sofort, daB'der Wert dieser Tell«
summe und mithin nach de¥ obigen Uberlegung auch der Wert
der ganzen Summe fiir unendlich grofe Werte von # endlich
bleibt. Wie schon' hervorgehoben,« gilt Ahuliches von der
zweiten Summe in (80°), so daB tatsichlich wegen des hinzu-

£(2) = 0, (%) + i, (@) = B

) . A=
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40 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

kommenden Faktors r? im Nenner M(Z;) keinen Beitrag zum
Lichtdruck liefert. Wir bemerken noch, daB die vorstehende
Uberlegung zu der bereits im vorigen Paragraphen benutaten,
bequemen Regel fiihrt: ,In Summen von der Art (80') kann
man, um ihren Grenzwert fiir » = oo zu finden, die Funktionen
¢ und ¢ durchweg durch ihre asymptotischen Ausdriicke fiir
groBe Werte des Arguments ersetzen.

2) Schreibt man analog, wie (78)

2n =
(82) &' = %f 9,9, cosdsinddddo,
&8

so erhilt man ohne weiteres, wenn man bedenkt, daf P, und
P, nach (6) und (9) ebenso aus den Potentialen mit dem In-
dex 2 folgen wie E, und R, aus den Potentialen mit dem
Index 1, das zu (80°) analoge Resultat:

(82) M(2,) = R [%Z(— it PATE gt — )

St 1%+ 2 s
+ oy T nena e §"+1§]

Man iiberzeugt sich lelcht, daB A} fiir Werte von » grofl gegen
irgend eines der Argumente k;a oder k,a dargestellt wird durch

die Formel:
(@)2n+1
2 oy 27 2 1—-!‘
(83) Al ppZ2 X270 270
LG I"(n+%)("+1)+”“’

so daB man die Uberlegungen von S. 39 ohne Abinderung auf
(827) tbertragen kann. Auch der Anteill M(Y,") zum Licht-
druck verschwindet demnach in der Grenze fiir r = o

3) Weiterhin mub jetzt noch von den zwei letzten Gliedern
in (61) bewiesen werden, dal auch diese keinen Beitrag zum
Lichtdruck liefern. Schreiben wir wieder

8n n

(84) 2= [ 6,6, sin* e do dg,
- by
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§9. Bew. f. d. Verschwinden d. letzten Terme von (61). 41

so wird nach (57) der zeitliche Mittelwert:

S

(84) M(23)=§$(ff(ﬁ,+ﬁl)(z+ Tl—}—Tg)singﬂd«‘)dtp}
v

Die Feldkomponenten T,, Ty, T, wurden in § 8 Gleichung (64)
angegeben, wihrend E, und I, in Gleichung (79) dieses Para-
graphen aufgefithrt sind. Setzt maun diese Werte in (84") ein und
fiihrt die Multiplikation sowie die Integration nach ¢ aus, so erhilt

man zundchst einen Ausdruck, der sich abgesehen vom Faktor
2

”2 zusammensetzt aus dem Integral:
n
(85) fsinsa‘} cos & d@,
U

aus drei einfachen Summen, in denen die Integrale (107), (108)
und (109) des folgenden Paragraphen vorkommen und aus zwei
Doppelsummen, in denen die ebenfalls im niichsten Paragraphen
angegebenen Integrale (106) und (110) auftreten. Bedenkt man,
dad das Integral (85) verschwindet, und setzt fiir die iibrigen
Integrale ibre Werte nach § 10 ein, so erhdlt man schlieBlich:

a
) M8 =] o, SZ( iy n(nt )AL s (n(n D72 — S0

o

+ k,,L;.,Z(— O+ DAY,

i ,42<—@>" et (n + PASE, (5 — 2 72)

1 i (n4-1)*(n+2)* 1 a8, " dns
+k’r3 @n+1En T+ s)(Arlr“A g"“d(k ) —ALA +1§"d(kr)l)

i B 4D, v 3
+ er “anri MAE g,,] ‘
Auf die in (86) auftretenden Summen kann man wieder
die Uberlegungen von S. 39 anwenden und sieht dann, daB

M(&,) fir unendlich groBe Werte von # verschwindet wie —:—
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42  Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

4) SchlieBlich kann man ebenso den von dém letzten Gliede
in (61) herruhrenden Bruchteil des mlttleren Lichtdrucks

(8T) M(E)=" sﬁU ‘(P +P) e, 4;@ +O)sm2«‘}d1‘}d<p}

berechnen und erhilt dann eine zu (86) ganz analoge Formel.
Die auftretenden Integrale sind dieselben wie die zur Ab:
leitung von (86) behutzten; das Endresultat zeigt, dab auch

M(Z) fiir unendlich groBe Werte von # verschwindet wie -:—

Es sei noch bemerkt, dafl das Verschwinden der in diesem
Paragraphen untersuchten Integrale, beim Grenziibergang r= oo
eine Folge davon ist, daB die radialen Feldstirken fiir groBe
Werte von 7 klein sind, von hoherer Orduung wie die iibrigen
Komponenten des ,Streu“feldes. - Diese Bemerkung -deckt sicl,
wie man sieht, mit der z. B. auch beim Dipol bekannten Tat-
sache, dafl die vom Punkte v = 0 ausgehenden Wellen in ge-
nigendem Abstand -rein transversal werden.

§ lO Ableitung der in den beiden vongen Paragraphen
benutzten Integralwerte.

Um den Wert der verschiedenen Integrale zu finden, die
bei der Berechnung des Lichtdrucks benutzt werden, kann man
natiirlich in mannigfacher Weise vorgehen.

Am einheitlichsten. und tbersichtlichsten scheint das fol-
gende Verfahren, bei dem auBer der Entwicklung (27) fiir
€fres? pur die zwei Zusammenhangsformeln (13) fiir die
Fuanktionen ¢, mif vers’chi\edenem’Index\‘und die eine funda-
mentale Integralrelation (18) fiir die Kugelfunktionen benutzt
werden. Wir wollen im folgenden den Gang der Rechnung ge-
nauer angeben fiir die in § 8 benutsten Integralwerte; fiir die
in § 9 benutzten, die analog erhalten werden, mag dann eine
kurze Andeutuncr des’ Wecres gentigen. ' o ,

Um Formel (68) zu erhalten brauchen W11 Lunachst dle‘_
beiden’ Integrale: M B e
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§ 10. Ableitung 4. in den vorig. Paragraphen benutzten Integralwerte. 43

n
d P} P]
(88) Jl= / ‘“"“’(GOS LAFT a) cos @ sind d¥,
0
. l
89) Jl= g‘“"“’(cos &slnﬂ + P ) cos @ sin@ do,

[
wobei zur Abkiirzung k7 — x gesetzt ist. Betrachten wir zu-

nichst J 1 so kann man schreiben

b

) 1 d dP} P\ .
(88) J1__dTC eszOﬁ‘?(cos'ﬂ?a siunﬂ) sind d&

oder, indlem man im ersten Term dieser Summe partiell in-
tegriert’) und cos® @ durch 1—sin® ersetzt:

7

J1=:_, d fe""“"’(? sin® & 4 iz cos & sin? &) P,1 d o

oder auch:
T

@) Jr=(2 2t a%%%) f e ? P 15in? 9 4.
9
Nun ist nach (27)
gizcos ® Z n(2m 4 1)@ #Jm(%‘) Pp,
woraus durch Differentiation nach & und Dlvis.‘ion nit ¢z folgt
(90) o083 gin 9 _sz—l(gm 1) ""m(m)P 1

Setzt man diese Relhenenthcklun«r in (88”) ein, so erhilt man
unter Benutauno' der ¥ undamenta,lformel (18):

(91)‘ J1== 2n(n+1)w-v2 d (2%;(-17) + d wn(x) ’

dx zt
was noch durch Ausfithrung der letzten leferentla.tmn in dle“
emfachere in § 8 benutzte Form

1) Hier und im folgenden VErschwmden stets bei den partiellen
Integratiotien die Glieder ohne Integralzeichen beim Eingetzen der Grenzén. -
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) Vimeg 4 1 dU,(x
(91 Tr=2n(n4 1ym=2 11 0@
iibergefiihrt werden kann.

4 Beriicksichtigt man, daB die Differenz von dem in (8%)
auftretenden (noch nicht nach z differentiierten) Integral und
J.2 den Wert hat:

7

/.eizcom?Pnl sin? 8 dyg = 2M(n+ l)i"ﬁlw‘g:(f)y
9

wie sich aus dem Vergleich von (88”) und (91) ergibt, so er-
hilt man:

. d (:
©2)  Ir=2nmt D (P 4o )
oder auch

’ 1 A P, (&
(92) J2=2n(n+ 1)t 20,

Hiermit sind die zwel ersten in (66) auftretenden Integrale
gefunden; es eriibrigt noch die zwel anderen

E
P, Pl aprl 4dp} .
93) K. =J(§ﬁ% aost o dfr) cos & sin & d9
0 .
und
T
LI P, 4Py 4P, D}
(94) Kj»= f(smﬂ ~;ﬁf + 45 o ﬂ) cos & sin & d o
0

zu bestimmen. Wir wollen jetzt zeigen, wie diese aus J,! und
4,2 (vgl. 917 und (929) folgen unter Benutzung der Relationen
(15) zwischen den y, verschiedener Ordnungen.

Nimmt man Ricksicht auf die Entstehungsweise dieser
Integrale aus den elektrischen Komponenten 7' und F, so liegh
es mnahe, fiir €% ¢os § resp. €% in J.! und J* die Ent-
wicklungen einzusetzen, welche sich unter Benutzung der For-
meln (5) und (5°) aus den in § 3 abgeleiteten Potentialen der
einfallenden Welle ergeben (und die von den soeben benutzten
Entwicklungen formal verschieden sind). Man erhilt so:
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§ 10, Ableitung d.in den vorig. Paragraphen benutzten Integralwerte. 45

T =2@ _12m+41 1 dy,(x)dP,
cos @ mmI 1)z dzr dF

S ¥ 2m + 1 qplll<$) 'Ilt
+Zz m@m+1) x sind

FE 22’78—1 2m +1 1 d’l,bm(ic) Pllll

9 ircosd __ __ =
( 6) ¢ sin @ mm-+1) x dx sind

(93) *e? cos § =

und

wj 1 2m + 1 ’IP,,‘(&C) ap m
+; v mm—41) = d4d&

Setzt man diese Entwicklungen in (88) und (89) ein, so be-
kommt man fir J,' und J.? die zweite Darstellung:

]1_2 m—1 2m 1 (1 W@ s 4 vm(w)Klz n)

. m(m - 1) dzx
o) 1.
—_ - 2 m + 1 N (x) 1 l dwm ((C)
J"2_2@ 1W+1)( x K;Il, + T dx ‘KI:,")

1

ud durch Elimination von K, , resp. K.},

_1J2+ _2 2"‘_1(2m+ 1)"’:/4("”)K1

x dx
(¥7)
x dx

T.
—iTiy L Ly 2—; mt@m 4 1) g

Aus diesen Formeln ist jetst der Wert von K, und K;,
nach leichter Rechnung zu entnehmen. Zunédchst ist ndmlich

nach (91’) und (92)

1 el 2 __ 77— 1 4 ih_ii@j>
—id, + xJ 2n(n+1)7 (x iz%dz 7 " dnw dn)
oder da

1d _dvy, 4 1dy, ¥,
7 dz¥ds & dz x dx7+ ¥
. W
(98) ~-2J,,1+—5 dwsz=2n(n+1)z" e
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46 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

Eine gliedweise Vergleichung von (98) mit der zweiten Glei-
chung von (97°) ergibt also das Resultat:

O . . . . . . . . m+/ﬂ/
(99) Kin=1,nm+1)
[2 Gy m=n.

Etwas mehr Rechnung erfordert die Bestimmung von
K Man erhilt wieder durch Einsetzen der Werte von J.!
und J? zuerst:

R Ak ICE SVl (R P )

dx xz xdw dz = dz

Indem man die Differentiation auéfiihrt, sieht man, daB man
fiir die Klammer auch schreiben kann:

d 1 (d’y, 1 dvy,

dz ?(d}cs ‘Ld’") T a0
so dall man mit Ricksicht auf die Differentialgleichung (7) fur
¥, erhilt:

— i gl =2 D (e D 5 Y ).

dx x° x® dx
Fihrt man schlieBlich noch die Diﬁ'erentiation im rechts-
stehenden Ausdruck aus und ersetzt sowohl J‘ wie w—" nach

(15) durch ihre Darstellungen in ¢,_y und wn L1 SO folgt:
(100) — i1t L Logr |

x dx

27;(:111)@" 2[(n+1)(n 1)2% t 11(%—[—2)2%‘“]

Die gliedweise Vergleichung der so erhaltenen Formel mit der
ersten Gleichung von (97) liefert also das Resultat:
0 - - - - - . mEn—1oder mEnt1

2(%—1)’%(1»—5—1)2
(101) K, .= "G@rn—1)2n+1)

ni(n 1) (n +2)* _
@nidenfy 0 monrtl

Weiterhin haben wir fiir die Ableltung der Formeln (80)
und (82") Gebrauch gemacht von Integralen

m=n—1
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§ 10. Ableitung d. in d. b, vorig. Paragraphen benutzten Integralwerte. 47

n
(102) L= [¢r? Ptcosd sin®® do
1)
und
‘ o 4
(103) K= [ PP} cosd sin® d9-.
9

Das erste derselben erhilt man wieder, indem man die aus
(27) durch Differentiation nach & und z folgende Ileihenent-
wicklung fiir €%°*? ¢os § sin & benutzt, unter Anwendung der
Fundawentalformel (18) zu

(102) JS—2n(n1)in-2 4 ¥n

dx x!]

woflir mit Ricksicht auf (15) auch geschrieben werden kann:

24 1 Pn . 2 i
107) Ti=gmut D= (70 N S V).

Benutzt man andererseits die Entwwklung fiir e“”“” sin &,
wie sie durch Anwendung der ersten Gleichung von (B) aus
der Reihenentwicklung (28) des Potentials I7,° hervorgeht, so
findet man fiir J,® die zweite Darstellung-

=

(104) Ti=Dlim-1@m 4+ 1) T K.
1 .
Die Vergleichung von (104) mit (102”) hefert nun:
0 - -« « « . m=+=n—1oder m+nt1

2(n ~—Dnn -4 1)
(105) Knn =1 “@n—D@n 1) :
nn 4+ 1){n 4 2) ' .

@ninents 0 mortl
SchlieBlich miissen wir noch die zur Ableitung von (86) und
(87) benutzten Integralwerte angeben. Es sind im ganzen fiinf,
von denen aber drei sofort berechnet werden kinnen, ndmlich

m=n—1

0o . - ORI m == %
(106) fP 1P1s1n8d«9 gttt 1)’ o
w1t - MmTr,

naoh (18) in §3, dann das schon in (88”) auftretende Integral:
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48 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks.

”
(107) feizcos.?Pnl Si!l2'_3' a9 = ?’i"_ln(n-l— 1)%
0

und drittens das aus diesem Integral (107) durch Differentiation
nach # und Division mit 7 entstehende:

b3
(108) . fe“‘"“”Pn’ cos & sin? @ dd = 2"~ u(n 4 1) ddaE —12’;
0

Die zwei noch ﬁbrié‘bleibenden:

k4

(109) T [ ememr 8B cinsg qp
(1}

und

(110) K. —J 1 d«’; sin®* @ d9

erfordern etwas mehr Rechnung.
Durch partielle Integration findet man fiir /,* den Ausdruck:

Jt= ( ST R ac)fe”m“’P”l sin? 9 d9;

setzt man nun fir das Integral seinen Wert (107) ein, so er-
hilt man nach Ausfihrung der Differentiation unter Benutzung
der Differentialgleichung fir v, :

’ ) an (” 1) n d n
(109') Jb = 20" D 1 1) Ve L),

wofiir auch mit Riicksicht auf (15) geschrieben werden kann

(1097)  J= 2n’;(”jll)((n—n(wr1)‘”7";1+n(n+2)“";t‘)-

Beputzt man andererseits fiir €7°*9 sin § die Entwicklung (90),
so erhilt wan fir J* den zweiten Ausdruck:

4 __ ym—1 "P,n 4
(111) J; —Z’z @m+1) e x

der wie in den schon behandelten Fillen durch gliedweise
Vergleichung mit (109”) das Resultat ergibt:
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§ 1t. Der Lichtdruck auf einen schwingenden Dipol. 49

0O - - <« « « « « mEn—1oder mE+nt1
‘ "—-1)("+1) _
12) KL, 27@(1'4-}-1)(2 DaEntt m=n—1
211(n+1)ﬁ%72)+—3) - om=n-41

Hiermit sind alle Integralwerte, die in den beiden vorigen
Paragraphen benutzt wurden, gefuuden.

§ 11. Der Lichtdruck auf einen schwingenden Dipol.

Schon in der Einleitung wurde hervorgehoben, daB unsre
allgemeine Bestimmung des Lichtdracks keinen Anspruch darauf
machen konne, auch noch fiir ganz kleine Kiigelchen Giiltig-
keit zu besitzen, welche nicht als Konglomerate sehr vieler
Molekiile betrachtet werden konnen. Wir werden deshalb in
diesem Paragraphen noch den Fall untersuchen, daB eine ebene
Lichtwelle auf ein Molekul fillt, indem wir uns die aus der
Dispersionstheorie geldufige Vorstellung bilden, dall der fiir uns
wesentliche Bestandteil desselben aus Elektronen besteht, die
durch quasielastische Kriifte an ihre Ruhelage gebunden sind.
Die Elektronen werden durch die auffallende Welle zu Schwin-
gugen angereght, bilden also Stromelemente, auf die das vor-
handene elektromagnetlsche Feld eventuell einseitige Wirkungen
ausitben kamn. Wie in § 6 auseinaudergesetzt, geniigt es in-
dessen, das Feld in groBerer Entfernung des Molekiils zu kennen,
um den Lichtdruck berechnen zu kénnen, :

Un die Verhdltnisse nicht unndtig zu komplizieren, nehmen
wir ein einziges schwingungsfihiges Hlektron an, das bei ge-
nigend kleiner Démpfung nur Wirkungen ausiibt, solange die
auffallende Wellenléinge in der Nilhe seiner Eigenwellenlinge
liegt. Den Fall mehrerer Eigenschwingungen des Molekiils
kann man dann durch einfache Ubereinanderlagerung erhalten.

Die einfachste Losung unsrer Grundgleichung (3) fiir das
Potential 17, aus der mittels (5) ein elektromagnetisches Feld
folgt, ist
(113) r I, = C¢ (kr) P,°(cos &),

Debye, Lichtdruck. 4
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50 Zweites Kapitel. Allgemeine Berechnung des Lichtdrucks,

wobel C eine verfiighare Konstante und P,°(cos &) = cos & die
erste zonale Kugelfunktion bedeutet, wihrend (13") ergibt

L(kr) = — e (1 — ki) - Berechnet man aus (113) die Kom-

pouenten des elektromagnetischen Feldes mittels (5), so sieht
man, daB dieses Potential IZ, zu einem schwingenden Dipol
gehort, dessen Achse in der z-Richfung liegt (vgl. Fig. 1). Hat
dieser das maximale Moment m,, und wird dasselbe zur Zeit
t = O erreicht, so ergibt die Vergleichung der aus (113) fol-
genden radialen elektrischen Komponente fiir die unmittelbare
Umgebung des Nullpunktes mit der bekannten statischen, fir
C den Wert

L. My
(114) C=—ik}".

Die ebene einfalleude Welle, die wir allen unsren fritheren
Betrachtungen zugrunde legten, schritt in der negativen z-Rich-
tung fort, wahrend ihre elektrische Komponente in der z- Rich-
tung gerichtet war. Die Schwingungen, die durch diese Welle
im Molekiil erregt werden (und nach aufien hin wie ein Dipol
wirken), liegen demnach auch in der z-Richtung, so daB wir
die Achse unsres Dipols ebenfalls in diese hineinlegen miissen.
Fig. 1 zeigt dann ohne weiteres, daB man statt (113) setzen mull

(1139 rIl = — ik o ¢ (kr)sin & cos p.

Uberdies nahmen wir die Komf)onenteu unsrer einfallenden
‘Welle proportional ¢4 Im allgemeinen wird nun der Dipol gegen
die einfallende Welle eine Phasenverschiebung § zeigen, sein
Moment ist also zur Zeit ¢ = 0 nicht m,;, sondern m e—7, so dab
wir schlieBlich fiir das Potential der von dem Dipol ausstrah-

lenden ‘Welle erhalten:
(115) rIl = — ik} e=*0¢ (kr) sin & cos .
Die zwei hier noch unbestimmt gebliebenen Konstanten m,

und B werden durch eine Sonderbetrachtung iiber die Be-
wegungsgesetze des Dipols, derentwegen wir auf die Original-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



§ 11. Der Lichtdruck auf einen schwingenden Dipol. 51

arbeiten von Planck!) und Abraham?®) verweisen, durch In-
tensitit und Phase der auffallenden Welle ausgedriickt.

Unter der Annahme, daB der Resonator nur durch Strah-
lung Energie verliert, erhiilt man fiir die Phasenverschiebung g
die Formel: .

(116) t‘gﬁ = ;:“ *(—0/_,3_2:

1—(7)
wenn ¢ die Diampfungskonstante®) und 1, die Eigenwellenlinge
des Oszillators bedeuten, wihrend 4 die auffallende Wellenliinge
ist. Zugleich ist das maximale Moment

(117) My= oy &350 g,

wean wir der elektrischen Amplitude der auffallenden Welle
den Wert 1 geben, wie wir das in den vorigen Paragraphen
stets machten.

Der zeitliche Mittelwert des Lichtdrucks M(&) ergibt sich
jetzt ohne weiteres aus (73). Bei unsrem Dipol ist ndmlich
IL,=0, so da8 alle Konstanten A ? verschwinden, wihrend bei
11, (vgl. 29) nur der erste Koeffizient A;' von Null verschieden
ist und den Wert hat:

Al

(118) L

Weiter hingt nach (70) die in der allgemeinen Formel (73)
vorkommende Grifle o, mit A;! zusammen mittels der Formel:

e — i P ,—ip
= zk4ne .

(119) gl=—2 AL,

so daB wir schlieBlich erhalten?):

) 2 .. .
(120) M(®) = 77 R T2 e 7],

1) M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung.
Leipzig 1906, 8. 100 u. f. .

2) M. Abraham, Theorie der Elektrizitiit. Leipzig 1908, §. 58 u. 117.

3) Die Dampfungskonstante ¢ ist hier definiert als log. des Ver-
hiltnisses zweier um die Zeit einer Vollschwingung nacheinander er-
reichten Amplituden des frei schwingenden Dipols.

4) Ist die Amplitude der einfallenden Welle A statt 1, so sind die
rechten Seiten von (120), (120”) und (120"") noch mit 42 zu multiplizieren.

4*
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2w

. und fiir

Substituieren wir noch fir Z = % die GriBe

m, den Wert (117), so kommt:

(120" M(®) = ] mosin g = - 2 sin®p
oder unter Benutzung von (116)
0-_2_7” 106/;'6
’ 312 T 1 — 1,70t
(120") ME®) = 5~ )

T = e,
Die mechanische Wirkung des Lichtes ist also fiir alle
Wellenliingen ein in Richtung der fortschreitenden Welle ge-

richteter Druck, der ein Maximum erreicht, wenn g =%, d.h

wenn die auffallende Wellenlinge 4 mit der Eigenwellenlinge
4, des Dipols tibereinstimmt. Letzteres gilt nur annihernd und
nur, solange man die Anderungsgeschwindigkeit des Faktors i*
neben derjenigen von sin? § vernachldssigen kann, was indessen
bei geniligend kleiner Didmpfungskonstante ¢ immer erlaubt ist.
Fiir unendlich kleine sowie fiir unendlich grofle Welienlingen
ist der Lichtdruck Null; im ersten Fall verhilt er sich wie 1%

. . .1 . o 2 .
im zweiten wie - ; der Maximalwert betrigt % und ist also

von der Dimpfung unabhingig!)

Drittes Kapitel

Niherungsformeln und numerische Resultate fiir den
Lichtdruck.

§ 12. Vorbemerkungen.
Die Formeln (73), (73") oder auch (76), (76") des §9

15sen mathematisch gesprochen das Problem der Bestimmung

1) Die ponderomotorische Wirkung von Wellen verschiedener Natur
auf Resonatoren wurde besonders eingehend experimentell untersucht
von P. Lebedew, Ann. d. Phys. Bd. 52, 8. 621, 189¢; Bd. 59, 8. 118,
1896; Bd. 62, S. 158, 1897. Den im obigen § 11 zugrunde gelegten Ver-
hiltnisse entsprechen indessen nur die in der letzten Abhandlung S. 168
angefithrten Versuche. .
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§ 12. Vorbemerkungen., b3

des Lichtdrucks fiir Kugeln aus beliebigem Material. Will
man indessen ein Bild des wirklichen Vorgangs gewinnen, so
hat an dieser Stelle erst die Diskussion der Formeln ein-
zusetzen, welche vom physikalischen Standpunkt aus als Haupt-
sache zu betrachten ist und ziemlich verwickelte Zahlenrech-
nungen erfordert. In den ersten drei folgenden Paragraphen
werden wir drei verschiedene Fille getrennt behandeln: in § 13
die vollkommen reflektierenden, in § 14 die dielektrischen nicht
absorbierenden und in § 15 solche Kugeln, bei denen dem
Material (in der iiblichen Bezeichnungsweise) ein komplexer
Brechungsexponent zukommt, die sich also dem Licht gegen-
iiber wie Metalle verhalten. Die Diskussion werden wir durch-
filhren und durch Zeichnungen erldutern, indem wir fiir Kugeln,
die klein sind, im Vergleich mit der Wellenlinge des auf-
treffenden Lichtes eine FEntwicklung nach Potenzen des Ver-
hiltnisses Durchmesser der Kugel durch Wellenlinge ansetzen,
dagegen fir Kugeln, die mil der Wellenliinge vergleichbar
werden, die Formel (76) numerisch behandeln. Sobald in-
dessen das obenerwiihnte Verhdltnis mit 1 vergleichbar wird,
fingt die numerische Rechnung an praktisch undurchfiihrbar
zu werden, da man dann schou fiinf Glieder der Reihe (76) mit-
tehmen mufl, um eine geniigende Néherung zu bekommen. Man
fiherzeugt sich andererseits leicht, daB die zugrunde gelegte
Reihe fiir alle Werte des Verhiltnisses Radius durch Wellen-
linge kouvergiert. Man wird demnach darauf ausgehen, die-
gelbe so umzuformen, dal die neue Form brauchbar wird fir
grole Werte dieses Verhdltnisses, welches in den Funktionen
als Argument auftritt.

Die schlechte Konvergenz rithrt, wie man ohne weiteres
sieht, davon her, daB die in den einzeluen Termen der Reibe
auftretenden Zylinderfunktionen bei grofien (der kleinen Wellen-
linge entsprechenden) Werten des Arguments mit steigendem
Index nur duBerst langsam abnehmen, so lange wenigstens, wie
dieser kleiner als das Argument ist. Durch diese Bemerkung
wird man also auf den Versuch gefiihrt, Niherungsformeln fiir
die Zylinderfunktionen zu konstruieren, die bei beliebig verin-
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54 Drittes Kapitel. Naherungsformeln u. num. Resultate f. d. Lichtdruck.

derlichem Index dieselben fiir groBe Werte des Arguments
ersetzen kdmnen. Solche Nilierungsdarstellungen habe ich an
anderer Stelle') abgeleitet, und es zeigt sich, daB es tatsich-
lich mit ihrer Hilfe gelingt, von der genauen Formel (76) aus
den Ubergang zu kleinen Wellen zu machen. Naher ausgefihrt
wird dieses In den Paragraphen 16 und 17 dieses Kapitels.

§ 13. Die vollkommen reflektierende Kugel.

Wie schon am Ende des § 9 hervorgehoben wurde, nehmen
die Grofen « der Reihe (73), resp. (76) in diesem FKalle die
besonders einfache Gestalt an:

1 __ ?Pw:(k_a) 2 __ ¢n<ka) .
(121) OC" C,:(k(ll) ? “Il Cn(ka)

Zur Abkiirzung werden wir im folgenden fiir das Argument

ka =2x % den Buchstaben ¢ benutzen und wollen nun zu-

nichst eine Niherungsformel ableiten fiir das S. 36 definierte
Verhiltnis M(8)/ W bei kleinen Werten von . Es empfiehlt sich
sowohl hierfiir wie fiir- die numerische Rechnung die Gréfen
el und «2 in Reelles und Imaginiires zu trennen und dann fiir

n

&Vl? die Darstellung (76") zu benutzen. Die Trennung gelingt

sofort unter Benutzung der Zusammenhangsformeln (14°). Man
findet ohne weiteres aus (121) fiir die durch (69) definierten
GroBen al, b a? und b2

al—‘ll s n_
(122) Tty YT AEzy

ple — Yo pa__ __Zn

T T Ay T Ty

wenn man abkiirzend setzt:
40 _ V(e
(123) Vo= 5 2@
Fir kleine Werte von @ gilt nun nach § 3 in erster
Naherung:

1) Vgl. die demndichst in den Math. Ann. erscheinende Abhandlung.
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v =%, ()=

9

’ 1
U ==, u (9) =— 0®’

so0 daf man bekommb:

2 1

Irl=—”3"93) Zx= 3 98;
und damit in derselben Niherung:

al = %96; b= %@3;

af = ; 0%, B! =*_;'_93

Setzt man diese Werte in den Ausdruck (607) fiir M @)

ein, den wir unter Einfiihrung von ¢ schreiben wollen:

M 4
(124) TP = S — S — )
mit ]

- 2 1 . 2 1
§=h D' E @i p ) = DT F a4 a2
1 1

2n+1 — = 2n41

a%)s =R D e ;SMHdgaa+&w
2
S mzn;n_;_}_l) n n+1+an n+1
2
En?('ln‘:_l) n n-t-l+blbu+1+ana7:+1+h2bn+l)
AY

8o erbilt man:
MS)
(126) N =l et =T et

indem die dritte Summe S, in dieser Niherung keinen Beitrag
zum Resultat liefert. Dieselbe Niherungsformel wurde schon
von Schwarzschild angegeben'); es hat gar keine Schwierig-
keiten, sie durch weitere Potenzen von ¢ zu vervollstindigen,

1) Sitz.-Ber. der Kgl. Bayer. Akademie d. Wiss. Bd. 31, S. 293, 1901.
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indem man mehrere Glieder der Summen S und der Reihen
fir ¢, und 7, mitoimmt (allerdings ist die Rechnung etwas
umsténdlich); ich finde so:

(127) Mw(/’?) = 134 ot (1 + 211 0* — :3223 ot )

Die weiteren Glieder der Reihe haben indessen fiir die
Rechnung nur eine ganz untergeordnete Bedeutung, weil die
Zahlenkoeffizienten so langsam abnehmen, daB z. B. fir ¢ =1
das dritte Glied schon grifer ist wie das zwelte. Im {ibrigen
kann man dieses Verhalten leicht ohne Ausrechnung vorher-
sagen. Nach § 3 gilt nimlich:

G = ),
der Nenner vou «,° wird also Null fiir ¢ = ¢, was, da v,(i)
endlich ist, zur Folge hat, daB die Reihenentwicklung fiir o
nur bis ¢ = 1 und damit die Reihe (127) hichstens his o =1
konvergieren kann.
Fiir die weitere Diskussion ist man deshalb auf die nume-

rische Rechnung angewiesen. Zu diesem Zwecke wurden zu-
nichst die Funktionen v¢,(g) und g,(0) fir n=1, 2, 3, 4,5

2
A
s N %
01 2 3 4 g & DIENA INAZ
-7
__2
T |

Fig. 3.

und ¢ =05, g=1, g =15, ¢ = 2 usw. ausgerechnet, wobei
fiir kleine Werte von ¢ die unendlichen nach Pontenzen von
¢ fortschreitenden Reihen, fiir groBere dagegen die endlichen
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§ 13. Die vollkommen reflektierende Kugel. 57

nach Potenzen von %fortschreitenden Ausdriicken des § 2

benutzt wurden. Das Resultat dieser Rechnung wird veran-
schaulicht durch die beigegebenen Fig. 3 und 4, in denen
¢,(0) und ,(¢) als Funktionen von ¢ aufgetragen sind. Man

¥

H \\ NN
2\- x\Ys\\sﬁz

N

A IR
NN

4

-
0:'z,u4'§>\/¢@ 72

-7 Py

-2

-3

Fig. 4.
sieht, wie ¥,(¢) sich mit wachsendem » fiir kleine Werte von
¢ immer inniger an die Abszissenachse anschmiegt, wihrend
7.(0) mit wachsendem # fiir ¢ =0 immer schneller ins Un-

|

3
2

7 7 75 —

il =2} 73| n- 4| 1= '§<

0§ 2 3 4@ T8 8 W »

_1 \\ )j

-2

-3

Fig. 5.

endliche steigh. Fiir grolere Werte von @ unterscheiden sich
die Funktionen 3, und %, qualitativ nicht mehr und werden
mit wachsendem ¢ immer mehr den gewdhnlichen periodischen
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Funktionen #hnlich. In den Fig. 5 und 6 sind weiterhin noch
die Funktionen ¢,(¢) und ,(¢) eingetragen, wie sie aus den
Werten von 4,(¢) und y,(¢) durch Anwendung der For-
meln (15) erhalten werden. Sie unterscheiden sich, wie man
sieht, nicht wesentlich von den undifferentiierten Fuunktionen,
wenn man das Verhalten der /(o) fiir kleine Werte von ¢
ausnimmt. Letztere zeigen hier ein eigenartiges einmaliges
Auf- und Abwogen, das mit einer in Fig. 4 leicht bemerkbaren

]

o 1 2 4 3 6% 8 » 2
, L1 BN
BN NAa4
n{/n[bz&'n 749
-3
4 /

] [

Fig. 6.

Ab- und Zunahme der Neigung korrespondiert. Unter Be-
nutzung der so gefundenen Werte wurden nun die GroBen
al, a2, bl, b2 nach (122) berechnet, die dann durch Einsetzen
in (124) und (125) die gesuchte Grofie Mu(f)

Ta l
2 als ausgezogene

Kurve eingetragen. Die eingezeichueten Kreuze bedeuten dabei
dic berechneten Punkte, wihrend die punktierte Kurve den
Verlauf der ersten Niherung (126) darstellt. Zum Vergleich
wurde in derselben Figur die von Schwarzschild erhaltene
Kurve gestrichelt eingetragen. Sie stimmt, wie man sieht, in
ihrem wesentlichen Verhalten mit der von uns berechneten iiber-
ein, inshesondere ist das Maximum weder in H6he noch in Lage
von dem von Schwarzschild gefundenen verschieden. Fir
groflere Werte von ¢ weichen indessen die beiden Kurven vonein-

lieferten.

In Fig. 7 ist MIT(;J) zur Abszisse o _
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ander ab. In der Grenze fiir ¢ = oo d. h. also fiir Kugeln, die
groB sind im Vergleich mit der Wellenlinge, soll sich die Kurve
ME&)

fir —;= der in der Hohe 1 mit der Abszissenachse parallel

laufenden Gerade asymptotisch anschmiegen, wie schon Schwarz-
schild fand durch die Berechnung des Lithtdrucks auf Grund
der in diesem Falle ausreichenden Gesetze der geometrischen
Optik, und wie wir in § 17 aus der allgemeinen giiltigen
Reihe (76") nachweisen werden. Wihrenddem nun die voun
uns vorgeschlagene Kurve diese Anndherung glatt vollbringt,
scheint die Schwarzschildsche noch ldngere Zeit mit der
Asymptote parallel zu verlaufen (vgl. Fig. 7). Die unmittel-

M)
w !

3

[N

i \
3§ N
] .

N4 7 2 3 ¢ —g
Fig. 7.

bare Veranlassung fiir diese Abweichung ist der Unterschied
Mv(é%) im Punkte ¢ =2 gefundenen Werte (1,67 bei

uns gegen 1,31 bei Schwarzschild). In Anbetracht des oben
Gesagten tiber den AnschluB an die Asymptote und mit Be-

der fir

ricksichtigung der Werte fiir ﬂéffll in den Punkten g =26

und ¢ = 3, die sich besser in die ausgezogene wie in die ge-
strichelte Kurve einordnen, scheint uns, dall die erstere korrekt
ist, und daB bei Schwarzschild im Punkte ¢ = 2 ein Rechen-
fehler vorliegt. Das Endergebnis, das Schwarzschild auf
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6() Drittes Kapitel. Néherungsformeln u. num. Resultate f. d. Lichtdruck.

S. 333 gesperrt gedruckt hat, finden wir nach dem Vorigen
also vollstindig wieder bis auf die eine Bemerkung, dafl in

2a 2 .. e 10 . . p
L = 4 die Kurve ,merkwiirdig rapide anwéchst®.

Ubrigens zeigt der genauere Vergleich, daB die Bequemlich-
keit und damit auch die Sicherheit der Zahlenrechnuugen bei
upsrem Verfahren erheblich gréfer ist wie bei Schwarsz-
schild.

Fir die Arrheniusschen Theorien ist es wesentlich, dab
der Strahlungsdruck hochtemperierter Weltkdrper wunter ge-
eigneten Umsténden ihre Gravitationswirkung dberwiegen kann.
Wir wollen deshalb noch den mittleren Strahlungsdruck M(Q)
vergleichen mit der Newtonschen Anziehungskraft . Wir
fanden frither (Gl (T4)

W = za® S,
c

der Nihe von

wenn S die pro Zeiteinheit auf die Fldcheneinheit auffallende
Einergie und ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. BSpezialisieren wir
nun unsre Uberlegung fiir die Sonnenstrahlung und verstehen
weiterhin unter S die Solarkonstante, an der Erdoberfliche ge-
messen, so gilt fiir ein Teilchen, das sich iw Abstande d von
der Sonne befindet

S D*

(128) W = ﬂfa:g—? ek

wenn der Radius der Erdbahn gleich D gesetzt wird.

Ist andererseits das spezifische Gewicht (d. h. das g-fache
der spezifischen Masse oder Dichte) des Teilchenmaterials s,
und nennen wir den Radius der Erdkugel », wihrend die Massen
von Sonne und Erde resp. mit M und m bezeichnet werden,
so gili

(129) G =& mats LT

dg 7
3%asmdi

fiir die Gravitationswirkung der Sonne auf dasselbe Teilchen
im Abstande d von der Sonne.
Setzen wir schliefilich noch

. Mg a
(130) P =egp@)  (e=2x7),
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§ 18. Die vollkommen reflektierende Kugel. 61

so daB die Funktion ¢@(¢) den Ordinaten der Kurve in Fig. 7
oder der entsprechenden Kurven der folgenden Paragraphen
gleichkommt, so erhalten wir aus (128), (129) und (130) fiir
das Verhiltnis des Lichtdrucks zur Gravitation:

M _sxD*m §
(131) G T 2 7F M ser p (o),

wobel 4 die auffallende Wellenlénge ist. Nimmt man die Solar-

cal.

konstante S zu 2,6 .7 — an und denkt sich die ganze
min. ¢m

Strahlungsenergie der Sonne auf eine mittlere Wellenlinge
i =600 uu konzentriert, so kann man statt (131) auch schreiben

r M J
(131) T =809,

wenn iiberdies s =1 gesetzt wird, wie das fir Wasser zu-
treffen wiirde. Nach (126) ist bei vollkommen reflektieren-

den Kugeln og(o) = 13—4 o* fiir kleine Werte von g, fiir grole

Werte von ¢ gilt og@(e) —1; fir ganz kleine, sowie fiir
ganz grofe Kugeln (im Vergleich zur Wellenlinge) ver-
schwindet also das Verhiltnis (1317). Fir mittlere Grofen er-
reicht dasselbe einen Maximalwert von der Grofle 20 bei

e=—7 =1 Nur ganz unbetrichtlich abweichende Zahlen-
werte finden sich bel Schwarzschild 1. ¢, wo auch noch auf

Grund der gefundenen Werte fiir ﬂfw(f‘» ) die der linken Seite

von (131") im wesentlichen entsprechende Kurve in einer be-
sonderen Yigur dargestellt ist. Dieselbe entspricht der Kurve
voo in Fig. 9 des folgenden § 14. Fir gewisse Teilchengréfen
fir die 0,06 < 2a < 1,0 u iiberwiegt der Lichtdruck der
Sonue iber ihre Gravitation tatsichlich, und zwar wie (131)
oder (131") zeigt, fiir jede beliebige Entfernung, da das Ver-
hiltnis M(R)/G unabhiingig ist von dem Abstand zwischen
Teilchen und Sonne.

Anmerkung: 8o wichtig der Lichtdruck fiir die kleinen Teilchen
ist, so unmaBgeblich ist sein EinfluB auf die Bewegung der groBen Himmels-

karper. Denkt man sich unsren Mond z. B. vollkommen absorbierend
fir die auffallenden Sonnenstrahlen, so erleidet er einen Lichtdruck von

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



62 Drittes Kapitel. Niherungsformeln u. num. Resultate f. d. Lichtdruck,

6-10%kg. Diese fiir unsre irdischen Verhiiltnisse immerhin ziemlich grofie
Zahl verschwindet ganz und gar gegeniiber der Kraft, mit der z. B. Ju-
piter als gravitierender Weltkdrper den Mond anzieht; dieselbe betrigt
niimlich 2 -10'% kg, also 8- 10° mal soviel wie der Lichtdruck der Sonue.
Sogar die Anzichung von Neptun berechnet sich immer noch zu 3.10'%kg,
d. h. auch noch 5-10° mal groBer wie der Lichtdruck der Sonne.

§ 14. Die dielektrische Kugel.
In diesem Paragraphen wollen wir den Verlauf der Kurve
U
M&,’—) niher diskutieren fir den Fall, daf die Eigenschaften

des Kugelmaterials durch eine reelle Dielektrizititskonstante ¢
beschrieben werden kdnnen, so daB der betrachtete Kdrper das
Licht zwar durchlassen und zerstreuen, aber micht absorbieren
kann (6 = 0). Auch in diesem Falle ist es.vorteilhaft, die
GroBen ! und «f in Reelles und Imaginiires zu trennen und
mit Formel (73"), resp. (76") zu rechnen. Die Tremnung ge-
schieht wieder leicht unter Benutzung von (14'), und man er-
hilt unter Beachtung der Definitionsformeln (71) und (72) das
Resultat: Definiert man die reellen Grofen Y, und Z, durch
die Formeln:

P (@)W (2 @) — vy (@) p (v @) — vUa(0) 0, (o) — b, (), (vq)
(182) ¥, = b 00) — 52, @ 00) 2% vale)0r0) — 74 (@) a5

. o . 27 aq .
wobei ebenso wie im vorigen Paragraphen: ¢ = —— und weiter-

hin » = 1/¢ gesetst ist, so ist in formaler Ubereinstimmung mit
dem Fall der vollkommen reflektierenden Kugel:

al — YOY s 61=_ —I}-ZY”
n 2 n
133 1+
( ) 0/2 ZS b2 =_JL,
n T 1Fzzr Un 1+ 2;

Sind die Grében al, a2, b, b2 herechnet, so ergibt sich

das Verhiiltnis E\W(/g) aus (124) und (125) des vorigen Paragraphen.

Die Abkiirzung » stimmt bekanntlich mit dem Brechungs-
exponenten iiberein; » ist also- keine Kounstante, sondern von
der Wellenlinge der auffallenden Strablung abhingig. Der
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§ 14, Die dielektrische Kugel. 63

durch v = J/¢ angedeutete Zusammenhang zwischen Brechungs-
exponent und Dielektrizititskonstante ist bekanntlich im all-
gemeinen nicht erfiillt, dennoch kann man mit Hilfe der GrioBe »
die elektromagnetischen Vorginge richtig beschreiben, wenn
man v als neue durch einen Versuch bei der betreffenden
Schwingungszahl bestimmte Konstante einfithrt.

Wir heben noch die beiden Spezialfille » =1 und v = oo
hervor. Im ersten ist mach (132) sowohl Y, wie Z, und da-
mit auch der Lichtdruck selbst gleich Null, ein sehr selbst-
verstindliches Resultat, da die Annahme v = 1 gleichbedeutend
ist mit der Aussage, daB die betrachtete Kugel nur reinen
Ather enthilt; sie kann also keine Storung in den auftreffen-
den Wellen zustande bringen und erleidet deshalb auch keinen
Druck.

Der zweite Grenzfall v = oo fiihrt auf

0] O]

e T (e

Formeln, die mit den fiir die vollkormmen reflektierenden Kugeln
giltigen iibereinstimmen. $Statt die vollkommene Reflexion als
Grenzfall fiir unendlich gut leitendes Material aufzufassen,
kan man diesen Zustand also gleich gut durch einen unend-
lick grofien Brechungsexponenten hervorgerufen denken, ohne
dafl man nétig hitte, dem Material noch obendrein ein Ab-
sorptionsvermdgen zuzuschreiben, wie {ibrigens bei der Behand-
lung von elektrostatischen Aufgaben schon vielfach in der
Literatur bemerkt worden ist. Die Frage, ob mit grofem v
nicht stets auch ein grofes Absorptionsvermdgen verbunden
ist, wird natiirlich durch das Vorhergehende nicht beriihrt.

Es soll nun zuniichst eine Gleichung (126) entsprechende

Niherungsformel fiir Mv(;l) abgeleitet werden; dabei wollen wir

voraussetzen, da sowohl ¢ wie »o klein gegen 1 sind. Aus
den im vorigen § 13 angegebenen Niherungen fir ¢, und g,

folgb nach (132):

2 31 .
hi=g 0 ey
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64 Drittes Kapitel. Niherungsformeln u. num. Resultate f. d. Lichtdruck.

die GroBe Z, wird proportional @° und verschwindet also in
erster Néherung. Hieraus ersieht man, daB von den in (124)
auftretenden Summen S nur S; und darin nur das erste Glied
berticksichtigt zu werden braucht; so findet man:
Q 2 q1\2
(184 = () e
Der Faktor von g* steigt von dem Werte Null bei » =1

stetig zum Werte § bei v = 0o. Dieser letzte Wert steht in
scheinbarem Widerspruch mit dem fiir vollkommen reflek-
tierende Kugeln erhaltenen, (der i betrug). Man mul indessen
bedenken, daB (106) nur so lange Giiltigkeit beansprucht, wie
das Produkt vg als klein gegen 1 vorausgesetzt wird, In
zweiter Niaherung wiire die rechte Seite von (134) noch mit
et —200t 4 3492 1120

15 (924 2) (204 3)

1

zu multiplizieren.

Um den weiteren Verlauf der Kurve fiir MV(VQ zu erhalten,

ist man wieder auf die numerische Rechnung angewiesen. Ich
habe die Rechnung genauver durchgefithrt fiir die speziellen
Fille v =2, v =15 und »=1,33; diese Kurven nebst der
schon bekannten fiir vollkommen reflektierende Kugeln (» = o)
zusammen mit der Niherung (134) fiir kleine Werte von ¢
und der Kenntnis der Asymptoten fir ¢ = oo (vgl § 17) er
moglichen es; ein Bild zu gewinnen iiber die Abhingigkeit
des Lichtdrucks von den verschiedenen Umstiinden. Das Nahere

mége an Hand der folgenden Figur 8 erldutert werden, in welcher
wieder ﬂvg—) als Funktion von ¢ = 2—9:'5 eingetragen wurde.
Kurve (1) ist die schon in Fig. 7 geseichnete Kurve fiir voll-
kommen reflektierende Kugeln, die hier dem Grenzfall v = o0
entspricht. Kurve (2) ist unter der Annahme » = 2 berechnet
worden und hat, wie man sieht, einen ganz ihnlichen Verlauf.
Sie steigt zundchst langsamer an wie die Kurve (1) und er-
reicht dementsprechend ihr Maximum erst viel spiter (bei
M(®)
w

o ==225). Der Maximalwert von ist indessen nur wenig
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§ 14. Die dJielektrische Kugel. 65

(um ea. 6%) kleiner wie der fiir vollkommene Reflexion ge-
fandene. Zwischen den beiden Kurven (1) und (2) werden
sich die zu Werten von v zwischen 2 und oo gehdrigen ein-
ordnen; man sieht, wie wenig die Hohe des Maximums in
diesem Gebiet durch den Wert von v beeinflut wird. Fiir

B
J"L-‘”f i
w

2

v =2 verliuft die Kurve fiir ¢ = oo asymptotisch in der Hohe
ﬂéfﬁ_ = 0,55, wie nach der im letzten Paragraphen angegebenen

Methode bestimmt wurde. Der EinfluB des Materials ist also fiir

grobe Kugeln verhiltnismifiig groBer, dem ﬁbergang von ¥ = oo
bis v = 2 entspricht hier eine Abnahme von Mﬁ(fl um 45%,
Die Kurve (3) entspricht » = 1,5, wihrend Kurve (4) den Fall
eines Wassertropfens mit » = 1,33 veranschaulicht. Fiir ab-
nehmende Werte von » wird das Maximum immer flacher und
riickt nach grofleren Werten von ¢ hin, wihrend die Hohe
der Asymptote fiir ¢ = oo stetig abnimmt. Fiir v =1 fillt
die Kurve vollends mit der Abszissenachse zusammen, da dann
ME _ o ist,

w

Um hier ebenso wie bei den vollkommen reflektierenden

Kugeln den Vergleich des Lichtdrucks mit der Gravitations-
wirkung auszufiihren, wurde in Fig 9. noch die GriBe g (o) der
Gleichung (181') aufgetragen, unter Zugrundelegung der Werte

Debye, Lichtdruck. 5

durchweg
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Mé}ﬂ) = 0@ (p) nach Fig. 8. Die drei Kurven entsprechen den
Werten » oo, v =2 und v — 1,5, Der maximale Lichtdruck
selbst ist bel » 2, wie hervorgehoben, nicht viel kleiner als
bei v oo, das Verhiltuis M(Q)/G i Gegenteil erreicht bei

gigh
3
L
\&
7 Vz\
//\ai.\ -
OJ/ 7 é 3 4 >

Tig. 9.

v — 2 einen Maximalwert, der nur den 0,4*" Teil des ent-
sprechenden Verhiiltnisses bei » — oo ist. Einen Uberblick
iber die Verhiltnisse liefert die folgende Zusammenstellung.
Die erste Spalte enthilt den Brechungsexponenten v, die
zweite das maximale Verhiltnis von Lichtdruck zu Gravitation

(MG@))MX_’ die dritte und vierte die ungefihren Girenzen G

und g, (@ E :a) , zwischen welchen der Lichtdruck die Gra-

vitation tiberwiegt.

» (M (2)) P W
G max, Go * ‘

ox 20 0,3 8

2,0 8 0,6 5

1,5 3 0.8 —_

Bei v 1,33 (Wagser) ist schon ungefdhr die Grenze er-
reicht, fiir welche auch der wmaximale Lichtdruck durch die
Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird; fiir noch kleinere
v ilherwiegt letztere,
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§ 15. Die absorbierende Kugel.

Setzt man, wie das fiir Lichtwellen bekanntlich gestattet
ist, die Permeabilitiit w =1 und definiert den ,komplexen
Brochungsexponenten durch die Formel (vgl. (36))

(139), N=Ve—i?,
so ergeben die Gleichungen (55) und (56) die Werte:
) fe = — tn(@vs(Ne) —Nw; (@, (Ne)

5@, (Ne) = NZ, (@)%, (Ne)

136
(136) l s _ Nu (09, (Ne)—,(@v,Ne)

% NG @ (Ne) — £ (@ %,(Ne)|

Da jetzt die Argumente unsrer Funktionen teilweise selbst
komplex sind, empfiehlt es sich nicht mehr, die Trennung in
Reelles und Imaginires auszufihren, und man rechnet besser
von vornherein mit der Reihe (76). Wir wollen diese zu-
nichst wieder dazu benutzen, einé erste Niherung zu erhalten.
Beriicksichtigh man nur die niedrigste Potenz von ¢, so be-
kommt man

.2 41Nt
” =17 39 9 + N?
wilirend - ¢,® mit @8 proportlonal wird. Man braucht deshalb
von den drei Summen in (76) in erster Niherung nur die erste
und von dieser nur das erste Glied zu beriicksichtigen; S0 er«
bhilt man:
‘ M (8 Lo NT— 1
) w = denigT ]
. Setzt man dann in die Klammer den. Wert N aus (135)
ein und trennt Reelles und_ Imaginl‘irgs, so erhilt man:

1
€

[P

eea_OTOTR ol e g
NE“ R s I O A
und demnach:
. ' 6
(137) LUC T S
.4(5‘}'2)2‘,'(0:

5*
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wo man noch mittels (36) ¢ und ¢ durch v uud % ersetzen
kann.

Vergleicht man (137") mit den fiir vollkommen reflektierende
und fiir dielektrische Kugeln erhaltenen N#berungsformeln, so
sieht man, daB die absorbierenden Kugeln sich fiir kleine Werte
von g ganz anders verhalten wie jene. Wihrenddem nfimlich

frither ",” mit ¢ proportional und demnach fir kleine Werte

von g #uBerst klein war, hat der Lichtdruck jetzt noch fiir ganz
kleine Kugeln nach (137°) einen im Vergleich mit jenem er-
heblichen Wert, sobald das Absorptionsvermdgen (in der Formel
durch die Leitfihigkeit ¢ gemessen) nicht einen extrem kleinen
oder groflen Wert hat. Da weiterhin W proportional mit o?
und die Gravitationswirkung proportional mit a? ist, so erhilt
man fiir das Verhiltnis von Lichtdruck zu Gravitation bei ganz
kleinen vollkommen reflektierenden oder dielektrischen Kugeln
nach (126) und (134) eine GroBe, die proportional mit g? ist,
so daB die Gravitationswirkung fiir ganz kleine Kugeln den
Lichtdruck tberwiegt. (Vgl. Fig. 9 des vorigen § 14). Fir
absorbierende Kugelu dagegen ist sowohl der Lichtdruck wie
die Gravitation (vgl. (137)) mit @* proportional, ihr Verhiltnis
strebt also fiir kleine Kugeln einer endlichen Grenze zu. Diese
Uberlegungen sind natiirlich in Ubereinstimmung mit Formel
(131), in der das Verhilltnis M(Q)/G proportional ¢(g) an-
gegeben ist.

Bei gewissen mittleren Absorptionsverhiltnissen
existiert demnach keine untere Grenze fiir die GriBe
der Teilchen, die durch den Lichtdruck von der S¢nne
weggeschleudert werden konnen. (Hierbel ist natiirlich
vorausgesetzt, da die Teilchen nicht ein so hohes spezifisches
Gewicht besitzen, daB tiberhaupt bei keiner GroBe ein Uber-
wiegen des Lichtdrucks tiber die Gravitationswirkung statt-
findet.)

&)

Um den weiteren Verlauf der Kurve fiir MW

in einem Falle zu untersuchen, wurde die ziemlich mihsame
Rechnung ausgefithrt unter der Annahme

wenigstens
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§ 16. Der Grenzwert des Lichtdrucks fiir kleine Wellenlingen. 69

N=2 (1—4)=15T(1—1),
ein Wert, der bei Metallen leicht vorkommen kann; so hat
z. B. Gold bei 2 = 450 yy den ,Brechungsexponenten

N=1,72(1—1).

Setzt man den obigen Wert fiir » in die Niherungsformel (137)
eln, so erhilt man
Mg
W = 18303
dieser Formel entspricht die in Fig. (10) gestrichelt gezeichnete
Tangente im Nullpunkt. Die
weitereRechnungergab einen
Verlauf, wie er durch die ape
ausgezogene Kurve veran- W2

schaulicht wird. Auch in /V \

diesem Falle ist also ein
Maximum vorhanden, das 7
indessen niedriger ist und

flacher verliuft wie das bei K
der vollkommen reflektieren- 0 7 7 . 3
den Kugel gefundene. Zum Fig. 10 s
Vergleich ist die Kurve fiir

letzteren Fall in die Fig. 10 punktiert mit eingezeichnet.

§ 16. Der Grenzwert des Lichtdrucks fiir kleine Wellenliingen
bei vollkommen reflektierenden Kugeln.

In diesem und dem folgenden Paragraphen wollen wir
zeigen, wie man mit Hilfe der in § 12 genannten Nihe-
rungsformeln fiir die Besselschen Funktionen auch den ge-
wohnlichen optischen Fall der kleinen Wellenlinge auf Grund
der in Strenge giiltigen Gleichungen (73) oder (73") erledigen
kann. Fir die vollkommen reflektierenden Kugeln gestaltet
sich die Rechnung #uBerst einfach, wir wollen diesen Fall zu-
nichst betrachten.
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M@©

Nach (77) gelten fiir die beiden in den Reihen fir "/~

auftretenden GroBen o! und «? die Formeln:

1 (@) 3 __ Pale)
“T e T g

Nun ist, wenn die Wellenliinge der auffallenden Strahlung
klein ist geger den Radius der Kugel, ¢ = _2}1‘2 eine grofle Zahl,

die mit abnehmwender Wellenlinge oder zunehmenden Dimen-
sionen der Kugel ins Unendliche steigt. Das hat, wie im § 11
bemerkt wurde, und wie iibrigens sofort aus den Reihen (12)
und (13) ersichtlich ist, zur Folge, daf die Funktionen ¢, und §,
und damit die GroBen «! und «? fiir Werte von %, die noch
nicht mit ¢ vergleichbar sind, alle von derselben GroBen-
ordnung werden. Wie sie sich verhalten, weun » niher an
@ heranriickt, wird man schwerlich aus den betreffenden Reihen
an sich ersehen kénnen: man hat in der vorhandenen Literatur
nur wieder brauchbare Formeln, wenn man so viele Glieder

der Reihen fiir — ( ) iibersprungen hat, dal der Stellenzeiger n

inzwischen groB im Vergleich mit ¢ geworden ist. Dann kann
man nimlich die gewdhnlichen Potenzreihen (10) und (11) be-
nutzen, die mit Beriicksichtigung der Zusammenhangsformeln
(14") fir den Fall » >> ¢ das Resultat' ergeben:

al =4 ﬂ+1 211+122"P2("+1>
n 71(2n—r1) I*2n41) ’

2 A L S Y
=" Yan 11 rrEn 1)
{woraus beildufig die unbedingte Konvergenz der betrachteten
IRleihen hervorgeht). Die vorhandene Liicke wird nun aus-
gefiillt durch die in § 12 genannten Formeln, die tbrigens
auch die obigen Fille n << ¢ und » >>> ¢ als Spezxalfalle in
sich enthalten.

. Es sind zwei Hauptfille zn untersehelden, je nachdcm der
Index kleiner oder grifier wie das Argument ist; beschrinken
wir uns auf eine erste Niherung, so kann man das Resultat
fiir unsre Funktionen v,(¢) und ¢,(o). folgendermalen aus-
sprechen: y
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Solange % + 4 < @ ist, hat man in der Grenze fiir un-
endlich grofie Werte von ¢:

o -t 91{"") cos(gf — x)
138) ‘6(4 B =
( o gn(g) - (sin 10)1/2 ’ wn(@) - (sinr )x/1 ]

wenn man den reellen Winkel (0<10< ) definiert durch

2

die Formel:
(139) : 08Ty =— "+
und unter f, die Funktion
(140) fo = sinty — 7, cos 7,
verstelt.
Ist n++> 9, so gilt fiir sehr groBe Werte von e:
—igfo £l

(m) L00) =i V(@)=

wenn man jetzt t, definiert als negativ imaginire Wurzel der
mit (139) gleichlautenden Gleichung:
1
n+ 5

(139") 008 Tg =

(isinz, )/’

~ Den Ubergangsfall # +1 nahe gleich ¢ kann man, so-
lange mur eine erste Niherung angestrebt wird, ganz auBer
Betracht lassen. :
Aus den Formeln (138) und (141) folgt jetzt durch Diffe-
rentiation nach ¢ (oder vielleicht strenger unter Benutzung
der Formeln (15)) in derselben Niherung wie oben:

, fot+ '
(142) {g”@ ) iy l fir ¢ >nt 1
¥a(0) = cos(ofy + ) (siny)e

(50 = —ie v
Y.(0) = + e'en(¢sin 7y)s
. Bilden wir nun zungchst fur den zweiten Fall (o<n+ 2)
unsre GréBen «l und wl:

und

(143) } fir ¢ <+ 3
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1 Yele) _ i osier, 3 Uul0) _ - osigr,
(144) «! ol = O wl = ietiefs,
s0 sieht man, daB sie mit wachsendem ¢ durchweg wie eine
Exponentialfunktion verschwinden. Schreibt man nimlich ge-
mil (139"): ©, = — b, wo b eine reelle Zahl griBer als O be-
deutet, so wird:
ify =1 (sinty — 7y cos 7,) = — Qof b (b— Tgb);
der Exponent in (144) ist also tatsichlich negativ und damit:
lim ¢! = lim e =0 fiir » 4 3 > 9.
g=m g=m
Im Falle % 4+ § <o erhalten wir dagegen:

ol = ‘g%"; 47) oo (efot7) = 5 (1Fieves)

= 50 = 4 D o= 7) = paieen,
d. h. Werte, die durchweg endlich bleiben in der Grenze
fiir ¢ = co. Spalten wir nun unsere Summen S, S;, §; der
Gleichung (124) je in zwei Teile, indem wir einmal von # =1
bis # =N und dann von # =N -+ 1 bis # = oo summieren,
wobel N so gewihlt ist, dal N + { < ¢ < N + 3, so sind nach
den obigen Uberlegungen die zweiten von n= N+ 1 bis
n = oo gehenden Teilsummen fiir grofe Werte von ¢ neben
den ersten von # = 0 bis » = N gehenden zu vernachlissigen.')
[n erster Niherung konnen demnach fiir 8§, §,, S; die end-
lichen Summen:

8 =% f(ﬂ 4+ ;—) (el +a?)

(145)

1
241 —
(146) —3’*2%(“1) ale

S _ER 2”("+2) &y +1+ n+1)

1) Man tberzeugt sich leicht durch eine Rechnung, die ganz analog
verliuft wie die im folgenden angewandte, daB der vernachlissigte
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§ 16. Der Grenzwert des Lichtdrucks fiir kleine Wellenlﬁngen. 73

substituiert werden; diese wollen wir jetzt berechnen, indem
wir fiir die Koeffizienten «, die Werte (145) einsetzen.
Fir S5 erhilt man einfach:

N
(147) 8, =2(n+ %) = (B +5+T++@N+ 1))=N(A;i2),
1

oder in erster Néherung, indem wir noch N durch ¢ ersetzen:
b ]
(148) - S = %-
Weiterhin bekommt man:
(149) alal =) (1—ie~%es)(1—ietes) — — | cos2ef,,

d. h. rein imagindr, so daB S, in erster Ndherung keinen Bei-
trag zum Resultat liefert.

SchlieBlich muf noch S, berechnet werden, was ein wenig
mehr Uberlegung erfordert. Definieren wir voriibergehend
einen Winkel 7,” durch die Formel

| i d

(150) co8 7, =

ud analog mit (140) die Funktion f;’ durch die Gleichung
(151) fo =sinzy — 7, coszy,

s0 wird, wie der Vergleich mit (145) zeigt:
(102) alyy =+ (L bicen), af,, — 1 (L—iehem).

Unter Benutzung die‘ser Werte erbilt man dann:

‘x:t nl+1 —_ (1 + 1629l __ ge—2ese -+ eZiglf _fo))
a721(x73+1 (1 —_— Zeﬁquo + @e—ﬂ'efu + egiQ(fo’—fo))’

und demnach

(153) a a1+1+ tal, = 0 (1 + eely=7a),

Rest der Reihen S, S;, 8, in der Lichtdruckformel Gliedern entspncht
die in der Grenze fir ¢ = oo verschwinden wie ¢~ "
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Nun ist nach (150) und (139) fiir groBe Werte von g
der Wert von cost, sehr wenig von cost, verschieden. Schreibt
man deshalb
(154) Ty = Ty + ATy,
so erhiilt man, indem man cos v, nach Potenzen von 4z, ent-
wickelt:

3
. "t
cos Ty = cos Ty — A1y sint, = 0 !
woraus mit Riicksicht auf (139) folgt:
(155) sin 7, A7y = — %

. Entwickelt man ebenso f;’ nach Potenzen vou A Ty, 50
erhiillt man mit Riicksicht auf die eben angegebene Beziehung:

(156) fo —fo= Ty sinty A7, =._%0,
was in (153) eingesetzt, diese Formel iberfihrt in
(153’) aylz“71+1 oc:a3+l —_ (1 + 0—2110)

Setzt man diesen Wert in S, ein, so wird
N

(157 8 = ;—2%"_t12) + & ?”;”jf) cos 27,.
L

Da N sehr groB ist, kann man fiir die erste Summe auch
schreiben:

v .
1 2 lV N41)
) "i"fl —22""‘2[1+3+ T+ = = + ’

1
oder, indem man das letzte Resultat wieder nur in erster

Niherung mitnimmt und N durch ¢ ersetat:
’ N
1 n(n+2)  e?
(158) e > i =
1
In der zweiten Summe von S;" heben wir zuniichst wieder

wie in der ersten den Nenner n + 1. gegen den Faktor » + 2
des Zihlers Weg und schreiben dann # + 1 statt m, was alles
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gestattet ist, solange das SchluBiresultat nur die hochste Potenz
von ¢ enthalten soll. Indem wir schlieBlich noch mit ¢f
multiplizieren und dividieren, erhalten wir mit Riicksicht auf(139)

(159) 2’%2 cos 27, = 22””””’0

2
'71
\ =% 2 o ©O8To cos 27,.
1

Da nun 7, sich nach (139) wegen des vorausgesetzten groBen
Wertes von ¢ nur #uBerst langsam mit wachsendem % #ndert,
o liegt es nahe, die letzte Summe als Integral aufzufassen.

Bedenkt man, dad die kleine GrdBe : mit der Zunahme A1,

die 7, heim Ubergang eines Reihengliedes zum nichsten er-
filrt, verkniipft ist durch die Formel (155), so erhiilt man in
erster Néherung aus (159):

/2

¥
(15699 ! Zn(n 2 cos 27y = %ifcos 21, cos 7, sin 1 dr,,
1 ¢

2 n+1

da 7, nach (139) von einem Werte nahe gleich x/2, bis zu
eiwem Werte nabe gleich O geht, wihrend » von 1 bis N
fiuft. Das Integral verschwindet, so -dafl wir erhalten

2

(160) Sy -5
und damit nach (124):

M@ _ 4r1e* o]
(161) = 92[2 2 ]=1

Dieses ist derselbe Wert, den man auf Grund der geome-
trischen Optik findet, und den auch Schwarzschild angibt.
Es sei noch hervorgehoben, daf man in der obigen Rechnung
die Niherung leicht weiter treiben und so das Resultat ver-
vollstindigen kann, was nach sonst wblichen Methoden eine
milhsame Berechnung der Beugung an. der Kugel auf Grund
des Huyghensschen Prinzips erforden wiirde. -
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§ 17. Der Grenzwert des Lichtdrucks fiir kleine Wellen-
lingen bei dielektrischen Kugeln.

Die Rechnung fiir dielektrische Kugeln verlduft nach dem-
selben Schema wie im vorigen Paragraphen, ist aber um etwas
weniger einfach, da ja das SchluBresultat keine Konstante, son-
dern eine Funktion des Brechungsexponenten » werden muf.

Aus (55) folgen fiir den hier betrachteten Fall (¢ =0)

die beiden Grolen ¢! und «f zu

. T L@, we) — vE @ ¥a(ve) o
(162) 2 _ YU (@ ¥ (r0) — v,e) v, (ve) v =V2)

n T L, (e) v, (ve) — &) ¥, we) ’

o 1 _ wn (9) wn’('” 9) — 1”%: (9) ’ll’n ('” 9)

in demen jetzt wieder wie im vorigen Paragraphen die Funk-
tionen v,, ¥/, £,, £ durch ihre dort angegebenen Niherungen
ersetzt werden sollen. Dem Umstande entsprechend, dal unsre
Funktionen mit den zwei verschiedenen Argumenten ¢ und vg
vorkommen, hat man drei verschiedene Fille zu unterscheiden,
nimlich

1 n+§<e<we,

2) e<n+i{<ve,

3) o<ro<m+ 4.

Wir werden sehen, daB man fiir eine erste Niherung nur
den Fall 1) ndher in Betracht zu ziehen braucht.

Man definiere zwei Winkel ¢, und 2, durch die Formeln:

(163) Ccos T, = ”%jj, COS T, = ZLVLQ%,

die beide reell sind und zwischen =/2 und O angenommen

] n44 n+4 . . .
werden sollen, solange e Tesp- — = kleiner als 1 ist, die
andererseits negativ imaginir angenommen werden, sobald
%—’} , resp. 7%1’ den Wert 1 diibersteigt. Mit diesen Ab-

kiirzungen erhélt man dann aus den in § 16 angegebenen
Niherungen im Falle 1):
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sin, 008(91’0 —Z)cos(vgfl -}—:)—vsinto cos (gfo + Z) cos (vgfl — :)

164) ,,1’: . n
( « sintle ( [ n)cos(”9ﬂ+4)*'usmtoe ‘<gfu+4)008(v9f1—2)
im Falle 2):

: w L
) 8in cos(v0ﬂ+4)—zvs1n10 co8 ('pgfl% Z)
(164’) al=— te2ivse

sin ¢, cos (voﬂ + Z) + 7 sin 7, cos ('vgfl _ Z)
und im Falle 3):
(164") @l — — ietitsh

sin z, —vsm-ro
sint, - vsiac,’

wenn man #hnlich wie frither die Abkiirzungen benutat:
{163) f,=sint,—7yco87,, f;=sint, —7, co87.

Fiir die GroBen ¢, gelten in den entsprechenden Fillen
1,2, 3 die analogen Formeln:

~ wsing, cos(qﬂ, — Z) cos (-ugf'1 -+ Z)—siuro cOs(@fo—I— Z) COB(”@fl — Z)

(166) o= = - ,
H —i\ufo— . -1 ot T k2
veinz, e 1(,:1‘0 4) cos (ygfl—{—Z)—vsm%e '(@f 4)@03 (1'9]‘;~4)
vsinz, coa(vofl—i-l)—zsmto cos(wgf1 )
(166) o= — deries
vsintlcos(vgfl-}— )—i—zsm‘r‘,cos(vgfl )
(166") ucg——w"#f vsing —sing,

vsint, | sinz,

Im Falle 1) sind %,, v, und damit fy, f; reell, die Grofien
¢} und ¢? also endlich und alle von derselben Gr&Benord-
nung; im Falle 2) ist z; und f; noch immer reell, 7, und f,
dagegen imagindr, und zwar, wie auf S. 72 gezeigt wurde, so,
daB if, negativ reell ist; mit zunehmendem ¢ verschwinden
also jetzt ! und «? exponentiell. Schliefilich sind im Falle
3) beide GriBen 7, und 7, negativ imaginir, so dafl auch hier
«! und ¢,? exponentiell verschwinden fiir grofle Werte von ¢.
Wir schlieBen demnach wie in § 16, daB wir eine erste Niherung
fir den Lichtdruck erhalten werden, indem wir statt der un-
endlichen Reihen S die endlichen S° von 1 bis N gehenden
substituieren (vgl. (146)), wobei N 4 4 << ¢ < N 4 4.
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Zuniichst wollen wir nun die Formeln (164) und (166)

fiir «}!, resp. &2 etwas ibersichtlicher schreiben. Ersetzt man

n?

Cos (@ fo —%) durch %(ei(ef“‘_ 4-> +e (Qf”' ) ) und cos(vg fi— —),

usw. durch die entsprechenden Ausdriicke, so erhdlt man nach
einigen leicht ersichtlichen Umstellungen im einzig in Betracht,
kommenden Falle 1):

1 1 zigtamrs) 1—in R
o2 2 14 ir e 20N
2ive N

K

(167)
vl = L ._l_e‘" '(fa""'fx] 1—ir, e2
2 2 1+‘lr e~ ‘vofl

wenn man 7, und 7, definiert durch die Formeln:

veinz, — sin 7, csinty —wsinz, -
(168) 1= sing feine? T2 sin fosnr
Die Formeln (168) erinnern sofort an geometrisch-optische Ver-
haltnisse; die GroBen 7, #, sind nidmlich nichts anderes wie die
bekannten Fresmelschen Reflexionskoeffizienten fiir senkrecht,
resp. parallel zur Finfallsebene polarisiertes Licht, das auf eine
Platte vomn Brechungsexponenten v auffillt unter dem Ein-
fallswinkel 5 — 1z, (gegen die l\ormale gemeSSen) Man sieht
dieses ohne welteres ein, wenn man noch bedenkt, daB nach
den Definitionsformeln (163) die Winkel 7, und 7, mitein-
ander verkniipft sind durch die Beziehung:
(169) ( cos Ty = veos T, .

Unter Anwendung dieser Bez1ehung kann man den Reflexions-
koeffizienten 7, resp. 3 noch die gehuﬁgere Form geben:

’ v (’0 — 71) sm By — 71)
(168 ) = g (70 + %)’ "2 Sln (t + 11)

Bekanntllch sind belde Groﬁenxfur das in Betracht kommende
Intervall =T 2 2 0 stets dem absoluten Betrage nach kleiner
wie 1; ﬁberdles verschwindet in diesem Intervall 7, einmal,

nimlich dann, wenn 7't 7, = <, oder anders geschrieben, wenn

tgzy= - (Polarisationswinkel), wihrend: 7, stets einen end-
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lichen Wert hat. Kurven fiir die Abhéingigkeit der Reflexions-
koeffizienten vom Einfallswinkel finden sich z. B, bei M. E.
Mascart.?)

Das soeben iiber die absolute GréBe von 7, und #, Gesagte
legt es nahe, unsre Koeffizienten a, resp. «? nach Potenzen
von ir e"?i¢h resp. irye”?70A zu entwickeln; man erhilt:

” 1 Uy o
(1(0) al= =+ 9 etieso

2
o L ‘ p=
—_— r . _ —

— E._‘_Ae&{](fo v/i) E (_- 1)?(’),71)1‘6 2””{'/'1

=

e 1 Y, 97
(1T0) | ef= 5 + Jerich
. pew

_1 *2"3 eﬂzq(f°-1_f])2 (._ l)p(wq)pe—ﬂwwfz

=

Fiir die weiteren Uberledungen eignet s1ch diese Form
am meisten,

Wir schreiten jetzt zur Berechnung des Lichtdrucks auf
frod” von (124), wobei die endlichen Summen S, S;, S,
welehe an Stelle der unendlichen Sl, S;, S; getreten, durch
(146) definiert sind.

Aus (170) und (170°) folgt:

(171) eltel=14 R,

wo der Rest B aus einer unendlichen Summe von Gliedern
besteht, von denen jedes einzelne mit einer Exponentialfunktion
der Form : ~ o

(172) ehief g 2iVen

multipliziert ist. Da nun ¢ eine groBe Zahl bedeutet, schwankt
der reelle . Teil dieser Exponentialfunktion sehr oft zwischen
+1 und — 1, wihrend der Summationsindex »n wusrer Summe
(146) die vorgeschriebenen Werte von 1 bis N durchliuft, da
wihrenddessen f, von 1 his O und f; von 1 bis

1 1 1
1— — — — arccos—
v v v

geht, wie die Definition (165) von f, und f, ohne weiteres
" 1) M. E. Mascart, Traité d’optique, Paris 1891, Bd. 1, 8. 404, * *

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



80 Drittes Kapitel. Ndaherungsformeln u. num. Resultate f. d. Lichtdruck.

zeigh. Wir schlieBen daraus, ebenso wie bei der iiblichen Ab-
schitzung des Restes einer Fourier-Reihe, daB wir den Bei-
trag, den R zur Summe S, liefert, vernachliissigen konnen')
und erhalten wie in (148) als Grenzwert fiir sehr grofles ¢

N
v ’ 1 ?
(173) S, =2n+-2-=%.

Zuniichst folgt jetzt die Summe S,, von der wir zeigen
wollen, daB sie in der verlangten Naherung keinen Beitrag zum
Resultat liefert. Aus (170) und (170") folgt:

p=ax
A1) wlei=+ 402 OO Ny B
=0
“oder auch !
(174) o, o,k = -

12— 17121}
4 1 —r7

+R,

wo R wieder einen Rest bedeutet, der nur aus Gliedern be-
steht, von denen jedes mit einer Exponentialfunktion der Form
(172) multipliziert ist. Genau so wie oben schlieBen wir zu-
nichst wieder, daB der Einflub von R neben dem des ersten
Termes von (174") verschwindet, und erhalten:

N
- F_ 1 2n 1 2 —r2—rd
(175) S'=7 a1 (—mr,
Da sowohl ;' wie 'r,| stets kleiner wie 1 bleiben, so ist
der Ausdruck

2—rg—rd

11—
fiir jeden beliebigen in Betracht kommenden Wert von n stets
endlich, so daB (fiir grobe Werte von N =2 ¢g) die Summe 55
von der GroBenordnung ist

N
(176) S =0 = logo,
1

1) Offenbar entspricht der Beitrag von R der Wirkung des ge-
beugten Lichtes, welcher also hier entgegen dem bei kleinen Kugeln ge-
fundenen Verhalten erst in zweiter Ordnung in Betracht zu ziehen wire.
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wie man leicht einsehen kann'). Neben der Summe S,’, welche
fir groBe Werte von ¢ wie ¢? unendlich wird, ist also §;" zu
vernachldssigen.

SchlieBlich kommen wir jetzt zur dritten Summe, die einen
von » abhiingigen Beitrag liefern wird. Zunichst folgt wieder

nach (170):

(177) Ol." a,,+1_ —_ + 62‘9(./0 ~fa)

p=o
+ — = /rl) e2iQUs’ —fo) g—2ivg(f'~ /1) E rf?e"“P"Q(fx'—fL)
»=0
oder auch;
(177') ot OCppg= — + eﬂtQ(fa —fa)

(1 —_— 1-2)2 s‘@(fa -/fo) 3—2”‘9(fl -f1)

4 1 r2e_2”’9(f1 -fl) ?

wenu wir einen Rest R von der in den beiden vorigen Fillen
betrachteten Art {iberhaupt nicht mehr hinschreiben und die
Funktionen fi" und £, resp. die zugehorigen Winkel ¢, und =,
analog mit (151), usw. definieren durch die Formeln:
, + % n + —
(118)  feos 7y = ———, cos 7," = ——vr’
fo =sinty — 71y coszy, ['=sint, — 7, cosz

Fir das Produkt oT,foc,fH findet man ebenso:

(179)  efalir= ¢ + £ g2é0(s' =10

(1 — ,rg)ﬂ 21@(1'0 -fo)e_2i"9(fl —-A)

Al e L rgetreA-R)
Die GroBen f;'—f;, resp. fi’ — fi sind von der GrSBenordnung
-t:, wir mufiten deshalb diejenigen Hxponentialfunktionen, bei

denen allein f — f,, resp. fi — f; im Exponenten vorkam, hei-
bebalten. Hs ist n#mlich, wenn wir setzen

(180) Ty =1, +dr,, v =1 +dv,

1) C und C bedeuten nicht niher bestimmte endliche Konstanten.
Debye, Lichtdruck, 6
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nach (153):

. 1 1
(181) sin 7, d79 = — -, sint, 7, ==
und demnach (vgl. (156)):
(182) fo —f0=—?, fx'—ﬂ=—::,-

Durch Einsetzen dieser Werte erhalten wir schlieBlich:
(1___ : )g Ailtn—-2)
1— rpetin’

’ —5 3 __ 1 rf —9iz, . L—18)? iln = .
(183) e« aisy “I‘*‘ 1 © + 1 1—rgéia

(183) @ity =4+ Leting

Mit diesen Ausdriicken gehen wir jetzt in S, ein und be-
kommen

as 57— d Sees

+ 1 mz'n(n-i-?) _2¢10|: 2+(1_¢-2)g tzm‘J

t nr 4 2) 2% ‘n
+’4*§RZ bl o [ 2+(1_"82)*W21J

Fiir die erste Summe von S;" ergibt sich ohne weiteres:
N

1 2
s SEISIES

1

die zwel iibrigblelbenden Summen formen wir wie in § 16 in
Integrale um und erhalten so fiir die erste

/2
» 2 " ) 2i7, .
(186) %Jl(v)=%m6/e‘2”°[r12+ (1—»3 :%‘WJ sin 7, cos 7, 7
und ebenso fir die zweite:
72
(186") C Jg(fu)— 1 fe—ﬂ”o[ re? + (11— —gﬁ‘] sinz, cos 7, d7y-

Unter Benutzung der so definierten Abkilrzungen J,(v) und
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Jy(v) schreibt sich jetzt unsre Formel (124) fiir den Licht-
druck unter Beriicksichtigung von (173) und (185):

(187) M —1—3,0) — K).

An der endgiiitigen Formel (187) wollen wir nun zunéchst die
beiden Grenzfille v = 1 und v = oo verifizieren.

Fir v =1 wird pach (163) v, =%, so daB die beiden
Reflexionskoeffizienten #, und 7, mach (168) oder (168" ver-
schwinden. Aus (186) und (186") folgt dann

a2

J (v) = Jy(v) =/sin Ty CO8 Ty d7y, — ;
0

und damit nach (187)

M€
MY _0,...(v=1),
wie es sein mul.
Fir v =00 werden sowohl r? wie r,® beide gleich 1, wie
z. B. die Formeln (168") ohne weiteres zeigen, wenn man fiir
7, den jetzt im ganzen Integrationsintervall giiltigen Wert =/2
suhstituiert. So bekommt man:
71(2
Jy(v) = L (v) = / cos 21, sint, cos 1yd7y =0,
0
80 daB

M
MA_1 . .. (w=oo),

ein Resultat, das in § 16 schon direkt fir die vollkommen
reflektierende Kugel erhalten
wurde.

Um die Integrale J;(v) Mp%
und Jy(v) fiir beliebige Werte 7
von v zwischen 1 und oo zu //
bestimmen, scheint es am =
besten zu sein, dieselben gra-
phisch auszuwerten; auch 7 ZF, u s
dieses Verfahren ist indessen -

uicht gerade elegant durchfiihrbar. Ich habe in dieser Weise
6$
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die betreffenden Integrale fiir einige Werte von » berechnet
M

_é_/ﬂl
auf Grund von (187) in ihrer Abhingigkeit vom Brechungs-
exponenten » veranschaulicht. DaB auch die Rechnung nach
den Gesetzen der geometrischen Optik schlieBlich die N#herung
(187) liefern wird, scheint mir ohne Zweifel, es wiirde dabei
das Resultat entsprechend den unendlich vielen zu berick-
sichtigenden. Reflexionen und Brechungen zunichst in Form
einer unendlichen Reihe erscheinen, die sich mit der Summe
von (186) und (186") identisch erweisen diirfte. Einfacher wie

die ohige wird diese Rechuung kaum werden.

und erhielt so die Kurve der Fig. 11, die unsre Grifle

§ 18. Zusammenhang zwischen Lichtdruck und Eigen-
schwingungen.

In § 11 wurde gezeigt, daB der Lichtdruck auf einen Dipol
ein Maximum erreicht, wenn die Schwingungszahl der auf-
fallenden Welle libereinstimmt mit seiner Eigenschwingungs-
zahl. Bekanntlich besitzen nun unsre den Rechnungen in den
fritheren Paragraphen zugrunde gelegten Kugeln auch dus Ver
mogen, elektromagnetische Kigenschwingungen auszufiihren,
deren Periode und Dimpfung in § 5 einer genaueren Betrachtung
unterzogen wurde. Es fragt sich nun, ob nicht #hnliche Ver-
hiltnisse wie beim Dipol auch bei den Kugeln auftreten werden,
und ob insbesondere das Auftreten eines Maximums in der
Kurve fiir M(8)/W, wie wir es ausnahmslos fanden, mit den
Bigenschwingungen in Zusammenhang stehen kiénne. Wir wer-
den zwar schen, daB dieser Zusammenhang ein ziemlich loser
ist), indessen glaubte ich die betreffenden Betrachtungen nicht
unterdriicken zu sollen, weil sie zugleich einen vorziiglichen
Einblick gestatten in den Mechanismus der Reihenentwicklungen,
welche die elektromagnetischen Probleme der Kugel lisen.

Wir betrachten irgendeine mdgliche Eigenschwingung
unsrer Kugel, die wir durch den Wert des zugehdrigen Poten-

1) Vgl. die #hunlichen Uberlegungen zur Frage der optischen Re-
sonanz von F, Pockels, Phys. Ztschr,, Bd. 5, 5. 152, 1904.
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tials IT charakterisieren wollen (aus dem ja nach (5), resp. ()
die betreffenden Feldkomponenten durch Differentiation ge-
wonuen werden konnen). Dasselbe ist dann gleich dem Pro-
dukte einer Funktion von » mit einer allgemeinen Kugelfunktion.
Ist nun das Potential der auffallenden Welle auf unsrer Kugel
gomiB derselben Kugelfunktion verteilt, so werden wir auch
noch das hinzukommende Streufeld proportional dieser Kugel-
funktion setzen konnmen. Dasselbe wird indessen nicht mehr
wie bei der Eigenschwingung abklingen, sondern in demselben
Tempo wie das auftreffende Feld schwingen, wihrend seine
Amplitude eine KFunktion der Schwingungszahl wird, die fiir
Frequenzen in der Umgebung der Higenfrequenz einen maxi-
malen Wert annimmt. Nach § 4 und § 5 bringen die Formeln
das folgendermaBen zum Ausdruck. Ist die auffallende Welle
2. B. gegeben durch das Potential I7,° (vgl. (28)), so daB

el an 41
IR
s0 zeigen (29) und (33), dab das hinzukommende Streufeld im
AuBenraum bestimmt wird durch das Potential IT; der Gleichung:
1 2n 1 &
nlw T 1) 53

188 Il = v (k r)P,} (cos &) cos
1 a\"a ( (pJ

(189) oIl = — *=
wit (vgl. (71))
(190) 1’ ke )b i0) — kv, ga)xip, (k.a) .

£, (k)P (cos &) cos g

T AL Ba 00, (6,0) — Ko@) i, (0)
Die komplexe Gribe &, bestimmt demnach Amplitude wund
Phase des Streufeldes. Nun fanden wir aber in § 5 als Be-
dingung fiir die Moglichkeit einer Eigenschwingung die, daB
der Nenner von (190) verschwindet; aus dieser Gleichung
folgte dann %,e als komplexe GroBe, die mit ihrem reellen
resp. imaginiren Teil Schwingungszahl resp. Dampfung der
¢
)
durch die auffallende Welle bestimmt, und zwar als reelle Grifle,

da wir als auffallende Welle eine ungedimpfte Schwingung
ansetzen; da wir andererseits in § D fanden, dafl die betreffende
Bedingungsgleichung nur komplexe Wurzeln hat, d. h. daf} die

Eigenschwingung bestimmt. In unsrem Falle ist nun 2, =2=
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Eigenschwingungen der Kugel stets gedimpft sind, so kann
der Nenner in (190) fiir keinen einzigen reellen Wert von %,a
verschwinden. Die Amplitude der erregten Schwingung bleibt
also stets endlich. Wiirde die Dimpfung der Eigenschwingungen
klein sein, so ligen die Maxima der erregten Amplitude bei
Frequenzen in unmittelbarer Nihe der betreffenden Eigenfrequenc.
Wir sahen indessen in § 6, daB die Dimpfung keineswegs
klein ist, es wird demnach auch das Maximum des Mitschwingens
um Betrichtliches gegen die Kigenfrequenz verschoben sein,
immerhin wird es aber noch in der Umgebung der Eigen-
frequenz zu suchen sein. Nach (76) ist der Lichtdruck un-
mittelbar durch die Koeffizienten o bestimmt, halten wir z. B.
fest an (188) als Potential der einfallenden Welle, so wiirden
wir einfach erhalten

2
(191) MO o L e
Formel (191) zeigt demnach, wie unter den obliegenden Ver-
hiltnissen ein maximales Mitschwingen auch in gewissem Sinne
einen maximalen Wert des Lichtdrucks bedingt. Haben wir
beispielsweise uls Potential der einfallenden Welle (188) mit
1# = 1, und beschrinken wir uns auf den Fall der vollkommen
-reflektierenden Kugel, so erhalten wir nach (77):

(192) at =2 (ij’)) (e=2=17)
und nach (76)

M® _ 6garu@]_ 6 [w@P
98) T = e e T @ T e

Die rechte Seite von (193) ist in Fig. 12 als Kurve (1) ein-
getragen; sie sieht in ihrem anfinglichen Verlauf der Kurve
fir den Lichtdruck bei einer ebenen einfallenden Welle (vgl.
Fig. 7) ganz &@hnlich. Iiir gréfere Werte von ¢ zeigh sie in-
dessen ein ganz abweichendes Verhalten, indem sie fiir solehe
Werte o, fiir die %,'(¢) — O ist, die Abszissenachse beriihrt,
wihrend zwischen zwei solchen Berithrungen immer eine mit
wachsendem ¢ abnehmende Erhebung folgt. Was weiter die
Lage des Maximums betrifft, so gilt fiir dasselbe ¢ =1,1,
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wihrend nach Tabelle I auf §. 12 die betreffende Eigen-
schwingungszahl der vollkommen reflektierenden Kugel gegeben
wird durch ¢ = 0,86.

Bis jetzt haben wir a7 y

noch immer vorausge- W

setut, dal) das Potential

der einfallenden Welle

durch (188) dargestellt / \

wurde. Féllt indessen 2 2)

eine ebene Welle auf \/’:\&

unsre Kugel, so besteht \

das ,elektrische” Po- 7 -
tential ans einer unend- \

lichen Summe von Glie- \/

dern der” Form (188) (7] 7 2 3 —
(vgl. 28)), wihrend s

neben diesem Potential

noch das dhulich gebaute ,magnetische (vgl. (28") zu beriick-

sichtigen ist. Beschrinken wir uns in den betreffenden Reihen

je suf das erste Glied, so gilt

Fig. 12.

(198) i = o Rlal + «f — alad],
wohel nach (77):

P M () IO
(194) “ =gt W T

Die rechte Seite von (193") ist in IFig. 12 als Kurve (2) ein-
getragen, auch diese zeigt in ihrem Anfangsverlauf das charak-
teristische Maximum. Wenn nun auch klar ist, daB bei
wachsenden Werten von ¢ die ersten Glieder der Rleihen (28)
und (28) zur Darstellung der ,auffallenden“ Potentiale immer
weniger ausreichen (ein Umstand, der bei ¢ = 1 schon ziem-
lich stark hervortritt), so scheint alles zusammengenommen
doch der SchluBb nicht unberechtigt, dall das auffillige Maxi-
mum der Lichtdruckkurve der Anniherung der Schwingungs-
zahl der auffallenden Welle an die Schwingungszahl der ersten
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elektrischen Eigenschwingung zuzuschreiben ist. Mit dieser
Auffassung in Ubereinstimmung ist auch die bei dielektrischey
Kugeln gefundene Verschiebung nach gréfleren Werten vog
bei abnehmendem Brechungsexponenten, da nach § 5 die Dayer
der ersten KEigenschwingung um so linger wird, je kleiner »
ist. Weshalb die hSheren Eigenschwingungen keine sekundiren
Maxima erzeugen, bleibt allerdings unklar; die- Verhéltnisse
werden eben bei wachsendem ¢ immer komplizierter, so dap
der genaue Verlauf nur durch die in den vorigen Paragraphen
ausgefiihrten Zahlenrechnungen beherrscht werden kann.
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Lebenslauf.

Am 24, Mérz 1884 wurde ich in Maastricht (Holland) ge-
boren, wo ich Sommer 1901 die ,Hoogere Burger School“ (Ober-
realschule) absolvierte. Ich studierte dann von Oktober 1901 an
Elektrotechnik an der Technischen Hochschule in Aachen und
hestand dort Ende 1905 die Priifung als Dipl.-Ing. elektrotech-
nischer Richtung. Im Anfange desselben Jahres war ich bei
Herrn I rof. Sommerfeld als Assistent fiir Mechanik eingetreten
und bY b in dieser Stellung bis Oktober 1906. Dann siedelte
ich miv Herrn Prof. Sommerfeld nach Miinchen iiber, wo ich
mich seit jener Zeit als Assistent an der mathem.-phys. Samm-
lung betitige. Unter meinen Aachener Lehrern bewahre ich
Herrn Prof. Max Wien ein besonders dankbares Andenken fir
seine eingehende und anregende Einfithrung in die Praxis physi-
kalischer Arbeiten. Das Hauptereignis in meinem Leben bildet
indessen die Begegnung mit meinem hochverehrten Lehrer Prof.
Sommerfeld, der mir nicht allein die Wege wies und ebnete bei
der Beschiftigung mit physikalischen Problemen, sondern mich
auch in jedem RKinzelfalle mit wohlwollendem Rate und stetem
Interesse firderte.

Weun ich ihm nun hier angesichts dieser Verhiltnisse
meinen tiefempfundenen Dank ausspreche, so geschieht das mit
der lebhaften Hoffnung, durch meine kiinftige wissenschaftliche
Titigkeit sein langjahriges Vertrauen rechtfertigen zu konuen.
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