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P R É F A C E . 

L 'ouvrage que j e publ ie est la reproduc t ion des 
leçons professées à la F a c u l t é des sciences et à l 'École 
des Mines de Liège. Depuis que j ' a i été c h a r g é de 
r e m p l a c e r à l 'Universi té p o u r le cours de Mécanique 
analy t ique , m o n vénéré m a î t r e M. De Cuyper , j e m e 
suis c o n s t a m m e n t inspi ré de ses idées . Mon u n i q u e 
préoccupa t ion a é té de r e n d r e m o n e n s e i g n e m e n t auss i 
ut i le que possible a u x deux ca tégor ies de mes a u d i t e u r s . 
P o u r l 'une c o m m e p o u r l ' au t re , il est nécessa i re de 
m e t t r e en l umiè re les p r inc ipes fondamen taux qui 
servent de base et à la Mécan ique céleste et à la 
Mécanique app l iquée . 

Aussi , quoique m ' a t t a c h a n t à donne r à mon cours u n 
ca r ac t è r e scientif ique, j e n 'ai j a m a i s p e r d u de vue que 
la major i té de mes élèves sont de futurs ingén ieur s p o u r 
lesquels il faut déve lopper p a r t i c u l i è r e m e n t ce r t a ines 
théor i e s (centres de g rav i t é , momen t s d ' iner t ie , ro ta t ion 
des corps , etc .) qu'ils a u r o n t à appl iquer f r équemment 
dans l eu r s é tudes subséquen tes . 
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La publ ica t ion r écen te des p r o g r a m m e s détai l lés 
d e l ' épreuve p réa l ab l e du concours p o u r l 'admission 
d a n s l ' adminis t ra t ion des chemins de fer m'a obligé à 
i n t rodu i r e ce r ta ines théor ies qui n e font pas d 'ord ina i re 
p a r t i e du cours de Mécanique ana ly t ique . J 'ai t enu à 
d o n n e r a u x élèves de l 'École de Liège tous les é léments 
nécessa i res pour qu'ils puissent p r e n d r e p a r t à cet te 
é p r e u v e , en l eu r év i tan t de faire de nombreuses 
r e c h e r c h e s . 

Il es t un point dont j e n 'ai pas cru devoir me 
p réoccuper , quoique c e p e n d a n t j e le cons idère comme 
é t a n t d 'une impor t ance cap i ta le : ce sont les appl ica t ions 
s ans lesquelles la t h é o r i e est u n e l e t t r e m o r t e en 
Mécanique , c o m m e d a n s tou te a u t r e b r a n c h e des 
M a t h é m a t i q u e s . Mais, mon h o n o r a b l e col lègue e t ami , 
M. Ph i l ippe B a n n e u x , qui est c h a r g é des exercices de 
Mécanique à l 'École des Mines, v ient de commence r la 
publ ica t ion d 'un r e m a r q u a b l e recue i l qui se ra le 
c o m p l é m e n t ind ispensab le de l 'ouvrage ac tue l , et auque l 
j e r e n v e r r a i su r tou t les futurs i ngén i eu r s . 
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ERRATA. 

Page 89, ligne 5, au lieu de : hélicoïdal, lisez : he l i co ida l . 
» 128, » 3 en bas, au lieu de : WV, lisez : W V . 

2NN'' 2 N ' V 
- 139, » 4, au lieu de : - , lises: • 

ut- dt-

» 159, » 7, lisez : suivant OM : ^ — r (—Y= mr. 
dtl \dt> 

» 174, " 16, au lieu de .-juxtaposons, lisez : concentrons. 

-» 176, » 4, au lieu de : y 1 , lisez : ©'. 

" 271, dernière ligne, lises : L'iX -f- J i ' i Y + N'zZ " 
= LlX + M i Y + N z Z = con»i. 

« 332, » 6 en bas, aw Zieií de : ¿ ~ \Zkl - xl, lisez : 
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I N T R O D U C T I O N . 

La Mécanique est la sc ience qui s 'occupe du 
mouvemen t et des forces. 

On dit qu 'un corps est en mouvement, lorsqu ' i l occupe 
success ivement différentes posi t ions dans l 'espace. Il 
est en repos, lorsqu' i l conse rve l a posi t ion qu'il occupai t 
d 'abord. 

En Géométr ie , on é tud ie aussi des m o u v e m e n t s . Ainsi , 
pa r e x e m p l e , on p e u t cons idérer u n e l igne comme 
engendrée pa r le m o u v e m e n t d 'un point , u n e surface 
p a r l e m o u v e m e n t d 'une l igne . Mais, en Géométr ie , 
on ne s 'occupe que des d iverses posi t ions que p r e n n e n t 
success ivement les points mobi les et les l ignes mobiles , 
et l'on fait abs t r ac t ion d u t e m p s employé p a r le point 
ou la l igne pour pas se r d 'une posit ion à u n e a u t r e . 

En Mécanique, on é tudie auss i le m o u v e m e n t e t ses 
propr ié tés . Mais, l 'é tude de la Mécanique se d is t ingue 
de celle de la Géomét r ie en ce qu'elle in t rodu i t u n 
é lément n o u v e a u : c'est le temps employé p a r le mobi le 
pour passe r d 'une posi t ion à une a u t r e . 
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Les d e u x not ions fondamenta les d u t e m p s e t de 
l 'espace qui nous donnen t l ' idée d u m o u v e m e n t n e 
peuven t pas ê t re définies. Nous les adme t tons c o m m e 
acquises . Mais , si l 'on n e peu t pas définir le t emps , il 
es t nécessa i re , p o u r pouvoir m e s u r e r le t e m p s , de 
définir d 'une m a n i è r e préc ise ce qui const i tue Yégalité 

des temps. 

On di t que d e u x in te rva l les de t e m p s sont égaux, 

lorsqu 'un m ê m e c o r p s , placé dans des condi t ions 
par fa i t ement i den t i ques , exécu te p e n d a n t ces deux 
in te rva l les d e t e m p s des m o u v e m e n t s iden t iques . De 
ce t te définit ion des t e m p s é g a u x , on passe faci lement à 
cel le d 'un rapport entre deux temps. Il en résu l t e que , 
si l'on p r e n d u n c e r t a i n in te rva l le de t emps c o m m e 
un i t é , tou t a u t r e in te rva l le s e r a r ep ré sen t é p a r le 
n o m b r e que m e s u r e son r a p p o r t à l 'unité adop tée . 

Il est év ident que l'on p e u t é tud ie r les propriétés 

générales du mouvement d 'un corps p a r l 'observat ion, 
j o in te a u x not ions de la Géométr ie , e t cela sans qu'il 
soit nécessa i re d ' in t rodui re a u c u n pr inc ipe n o u v e a u . 
Mais, d u m o m e n t où l'on veu t r e conna î t r e c o m m e n t il 
se fait que le m o u v e m e n t suive tel le loi par t icu l iè re , on 
doi t avoir r ecou r s à des not ions nouvel les . 

D'abord, nous savons qu 'un corps ne peut se m e t t r e 
en m o u v e m e n t p a r lu i -même. I l ne peu t sor t i r du r epos 
que p a r u n e ac t ion é t r a n g è r e que lconque . De là r é su l t e 
u n pr inc ipe fondamen ta l de la Mécanique , u n e loi que 
l'on appel le l a loi à!inertie, su r laquel le nous r ev iendrons 
plus loin : q u a n d u n corps passe de l 'état de repos à 
l 'é tat de m o u v e m e n t , ce p h é n o m è n e est dû à u n e cause , 
et cet te c a u s e est é t r a n g è r e a u corps . On donne le n o m 
de force à t ou t e cause p rodu i san t ou p o u v a n t p rodu i re 
le m o u v e m e n t . Il v a sans d i re qu'il ne s 'agit pas des 
causes p r emiè re s en ve r tu desquel les les m o u v e m e n t s 
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s'effectuent, ma i s de l a va l eu r n u m é r i q u e des efforts 
qui sera ient capab les de les p rodu i r e . 

Il est évident que nous pouvons é tud ie r le m o u v e m e n t 
en lui -même, c 'est-à-dire abs t r ac t ion faite des causes 
qui p roduisen t ce m o u v e m e n t . D 'aut re pa r t , n o u s 
pouvons aussi nous p roposer d 'é tudier les effets p rodu i t s 
pa r des causes dé te rminées , et r éc ip roquemen t . 

Nous pour r ions , d 'après les cons idéra t ions qui 
précèdent , diviser l 'é tude de la Mécanique en deux 
par t ies , savoir : 

1° L a c i n é m a t i q u e 1 , qui s 'occupe de l 'étude des 

mouvements considérés en eux-mêmes , c 'est-à-dire tels 
que nous les obse rvons . La Cinémat ique s 'occupe donc 
du mouvemen t c o m m e effet, sans r e m o n t e r a u x causes . 

Elle se r a t t a c h e à la Géométr ie : on peu t d i re qu'elle 
t ient le mil ieu e n t r e la Géométr ie e t l a Mécanique . El le 
s'occupe des cons idéra t ions re la t ives a u x espaces 
pa rcourus , a u x t e m p s employés à pa rcou r i r ces espaces , 
et a u x vitesses des différents m o u v e m e n t s . 

2 ° La d y n a m i q u e ' 2 , qui s 'occupe des re la t ions qui 

exis tent en t r e le m o u v e m e n t d 'un corps et les forces 
qui sollicitent ce corps . On y résou t le double p rob lème 
su ivant : 

I . Étant données les forces qui agissent sur un corps 

quelconque, déterminer le mouvement qui prendra 

naissance, si le corps est en repos ; ou bien, dans le cas 

contraire, chercher comment se modifiera le mouvement 

acquis en vertu de causes antérieures. 

1. Du mot grec Ki'u-^a, qui signifie mouvement. 

2. Du mot grec Aùvaf«;, qui signifie force. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— x v n i — 

II . Réc ip roquement , connaissant le mouvement d'un 

mobile, trouver les forces qui agissent actuellement sur 

ce mobile. 

On conçoit faci lement que , si u n corps p r imi t ivemen t 
en repos , vient à ê t re sollicité p a r des forces, il peu t 
ne pas se m e t t r e en m o u v e m e n t . On dit a lors que le 
corps est en équilibre sous l'action de ces forces, ou que 

ces forces se font équilibre. On conçoit aussi que des 
forces appl iquées à u n corps en m o u v e m e n t p e u v e n t se 
faire équi l ibre : en effet, le m o u v e m e n t du corps p e u t 
ne pas ê t r e a l t é ré p a r l ' in t roduct ion de ces forces. 

Év idemmen t , les quest ions d 'équil ibre p o u r r a i e n t ê t re 
compr i ses dans la Dynamique . C'est le cas où le 
m o u v e m e n t cesse d 'exis ter . Mais , ce t te sc ience de 
l 'équil ibre des forces est i rop i m p o r t a n t e pour que nous 
ne la considér ions que comme un chap i t r e de la 
Dynamique . Nous en ferons u n e division spéciale de la 
Mécanique à laquel le on donne le nom de s t a t i q u e I ' 

résu l t e d 'ai l leurs d 'un pr incipe établ i p a r d 'Alember t 
que le p rob l ème géné ra l du m o u v e m e n t peut se dédu i re 
du p rob lème de l 'équi l ibre . 

Nous a u r o n s donc ainsi les t ro is g r a n d e s divisions 
su ivantes : 

1° L a c i n é m a t i q u e , t r a i t a n t du m o u v e m e n t , abs t r ac t ion 

faite des forces qui peuven t le p rodu i r e . 

2 ° La s t a t i q u e , t r a i t a n t des forces, abs t rac t ion fai te 
des m o u v e m e n t s qu'elles peuven t p rodu i r e . 

3 ° L a d y n a m i q u e , t r a i t a n t du m o d e d 'act ion des 
forces, c 'es t-à-dire de la m a n i è r e dont elles font na î t r e 
le m o u v e m e n t ou le modifient . 

1. Du mot grec izxri/.o;, qui se tient debout. 
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On doit aussi d i s t inguer d a n s la S ta t ique et la 
Dynamique, l 'é tude des corps solides et celle des fluides. 
Les pr incipes f o n d a m e n t a u x sont les m ê m e s p o u r les 
solides et pour les fluides ; m a i s , p o u r les fluides, on 
doit avoi r égard à l e u r va r i ab i l i t é de forme, ce qui 
complique é v i d e m m e n t la solut ion des p r o b l è m e s , 
su r tou t dans les ques t ions de m o u v e m e n t . 

Nous nous occuperons des fluides dans u n e sect ion 
spéciale qui por t e le n o m d ' i i Y D R A U L i Q U E , et que n o u s 
diviserons en h y d r o s t a t i q u e e t h y d r o d y n a m i q u e . 

Observons encore que dans l 'é tude de la Mécanique , 
nous supposerons des corps fictifs qui n 'exis tent p a s 
dans la n a t u r e . Ainsi , nous cons idére rons les corps 
solides comme é t an t indéf iniment r ig ides , les l iquides 
comme é t an t d 'une incompress ib i l i té absolue , les cordes 
parfa i tement flexibles e t inextens ib les , et ainsi de su i t e . 
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C O U R S 

D E M É C A N I Q U E A N A L Y T I Q U E . 

PREMIÈRE PARTIE. 

C I N É M A T I Q U E . 

LIYRE I. 

CINÉMATIQUE DU POINT. 

CHAPITRE P R E M I E R . 

L o i d u m o u v e m e n t . — M o u v e m e n t u n i f o r m e . 

1 . Comme nous l 'avons di t dans l ' in t roduct ion , la 
c inémat ique est la pa r t i e de l a m é c a n i q u e d a n s laquel le 
on s'occupe des lois du m o u v e m e n t , abs t r ac t ion faite des 
causes qui le dé t e rminen t . C'est l ' é tude des m o u v e m e n t s 
considérés en e u x - m ê m e s . El le s 'occupe de tou tes les 
considéra t ions re la t ives a u x espaces p a r c o u r u s dans les 
divers m o u v e m e n t s , a u x t emps employés à les pa r cou r i r , 
à la dé te rmina t ion des vi tesses d 'après les diverses r e l a ­
t ions qui peuven t exis ter en t r e ces espaces et les t e m p s 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 2 — 

co r re spondan t s . Elle é tudie aussi les différents i n s t r u ­
m e n t s qui p e r m e t t e n t de c h a n g e r u n m o u v e m e n t en un 
a u t r e . 

2 . La c inémat ique se divise en d e u x pa r t i e s : 

1° La cinématique pure, où le m o u v e m e n t est é tudié 
d 'une m a n i è r e pu re et a b s t r a i t e . 

2 ° La cinématique appliquée ou théorie des méca­

nismes qui é tud ie les mécan i smes s e r v a n t à l a t r a n s m i s ­
sion et à la t r ans fo rma t ion des m o u v e m e n t s . 

3 . T r a j e c t o i r e . — Quand un point se m e u t dans 
l ' espace , la sui te des posi t ions qu'il occupe sueccessi-
v e m e n t forme une l igne droite ou courbe que l'on 
appel le sa trajectoire. 

Suivant que la t ra jec to i re es t une l igne dro i te ou une 
l igne courbe , le m o u v e m e n t est rectiligne ou curviligne. 

4 . P o u r que le m o u v e m e n t d'un point soit complè t e ­
m e n t connu, on doit conna î t r e sa trajectoire, e t , en 
ou t r e , la loi du mouvement du point sur sa trajectoire, 

c 'es t -à-dire la loi su ivan t laquel le le po in t mobi le 
p a r c o u r t les d iverses p a r t i e s de cet te t ra jec to i re . 

Soit AB la t ra jec to i re du point mobi le M (fig. 1 ) ; pour 
définir la posi t ion du point M à u n in s t an t donné , on 

p rend sa d i s tance OM à un poin t 
F l g ' *• fixe 0 su r la t r a jec to i re , et l 'on 

compte le t e m p s à p a r t i r du m o m e n t 
où le point mobile se t rouve dans une 
position dé te rminée M 0 . On voit qu 'à 
chaque valeur du temps correspond 

une longueur OM. Cette l ongueur 
que nous dés ignerons p a r s est donc une fonction du 
t emps , et nous a u r o n s : 

s — f{t). 
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C'est l'équation du mouvement du point sur sa trajec­

toire. 

5. L 'unité de l ongueu r est le m è t r e ; l 'uni té de t emps 

est la seconde de t e m p s moyen , c 'es t -à-dire la 86400 e 

par t ie du j o u r solaire moyen , s et t peuven t ê t re positifs 

ou négatifs : s est positif ou négatif, su ivan t qu'il est 

compté dans u n sens ou dans l ' aut re , à pa r t i r du point 

initial 0 ; t est positif ou négatif, su ivan t qu'il est compté 

après ou avan t l ' ins tant ini t ial co r r e spondan t à M 0 . 

6 . On appel le mouvement uniforme le m o u v e m e n t 

dans lequel les espaces p a r c o u r u s sont p ropor t ionne ls 

a u x temps employés à les pa rcour i r . 

Si donc s 0 est l 'espace p a r c o u r u à l 'origine du t e m p s , 

nous aurons , d 'après l a définition : : 

S — So 

— r - a ' 

ou bien : 

s = s0 + ai. 

C'est l'équation du mouvement uniforme. 

7 . On dit aussi que le mouvement est uniforme, 

lorsque les espaces parcourus dans des temps égaux sont 

égaux, quels que soient ces temps. 

8 . On appel le vitesse d a n s le m o u v e m e n t uniforme le 
chemin pa rcou ru p a r lo mobi le dans l 'uni té de t e m p s , 
ou, ce qui r ev ien t a u m ê m e , le r a p p o r t cons t an t qui 
existe en t re l 'espace p a r c o u r u e t le t e m p s employé à le 
parcour i r . 

On a donc , en dés ignan t p a r v l a v i tesse dans ce m o u ­
vement : 
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9 . R e m a r q u e . — I l e s t b i e n é v i d e n t q u e l ' o n n e p e u t 

p a s c o m p a r e r u n e s p a c e à u n t e m p s , m a i s b i e n l e s r a p ­

p o r t s d e c e s q u a n t i t é s à l e u r s u n i t é s r e s p e c t i v e s . I l e n 

r é s u l t e q u ' i l n ' y a p a s d ' u n i t é d e v i t e s s e : l a v i t e s s e 

d é f i n i e c o m m e n o u s l ' a v o n s f a i t e s t u n n o m b r e a b s t r a i t 

d o n t l a g r a n d e u r v a r i e a v e c l ' u n i t é d e t e m p s e t l ' u n i t é d e 

l o n g u e u r . O r d i n a i r e m e n t , l e t e m p s e s t c o n s i d é r é c o m m e 

u n n o m b r e a b s t r a i t . A l o r s la vitesse est une longueur, 

un nombre de mètres ( p a r c o u r u s e n u n e s e c o n d e ) . 

1 0 . O n a t t r i b u e à l a v i t e s s e l e sens d a n s l e q u e l 

s ' e f f e c t u e l e m o u v e m e n t . E l l e s e r a p o s i t i v e o u n é g a t i v e , 

s u i v a n t q u e l e m o u v e m e n t a l i e u d a n s l e s e n s d e s s 

p o s i t i f s , o u d e s s n é g a t i f s . C e l a r é s u l t e d ' a i l l e u r s d e l a 

f o r m u l e : 

E n r é s u m é , l e s é q u a t i o n s d u m o u v e m e n t u n i f o r m e 

s o n t : 

s = s 0 + al, 

v = a. 

Fig. 2. 

1 1 . Représentation graphique de la loi du mouvement. 

S o i t s = f (t) l a l o i d u m o u v e m e n t . P r e n o n s d e u x 

a x e s r e c t a n g u l a i r e s ot e t os ( f i g . 2 ) , e t c h o i s i s s o n s a r b i ­

t r a i r e m e n t u n e l o n g u e u r r e p r é s e n -

t a n t l ' u n i t é d e t e m p s , e t u n e l o n g u e u r 

r e p r é s e n t a n t l ' u n i t é d e l o n g u e u r . 

P o r t o n s s u r l ' a x e d e s a b s c i s s e s d e s 

l o n g u e u r s op, op'..., r e p r é s e n t a n t à 

l ' é c h e l l e a d o p t é e d e s v a l e u r s d é t e r ­

m i n é e s d u t e m p s , e t s u p p o s o n s q u e 

l e s o r d o n n é e s mp, m'p'..., s o i e n t à 

l ' é c h e l l e d e s e s p a c e s l e s v a l e u r s d e s q u i c o r r e s p o n d e n t 
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Fig. 3. 

dans l 'équation du m o u v e m e n t à ces différentes v a l e u r s 

de t. Nous a u r o n s a insi une su i te con t inue de points 

m, m', m"..., fo rmant u n e ce r ta ine f igure a y a n t p o u r 

équation : 

s = f(t). 

C'est cet te l igne que l 'on appel le la courbe des espaces. 

Nous pour rons ainsi obteni r g r a p h i q u e m e n t s en fonction 
de t, ou bien t au moyen de s . 

1 2 . R e m a r q u e I . — Il ne faut pas confondre la l igno 
que nous venons de définir avec la trajectoire que l e 
point décri t dans l 'espace. 

R e m a r q u e I L — Dans le m o u v e m e n t un i fo rme , l a 
courbe des e spaces est une l igne d ro i t e . 

1 3 . P roposons -nous de t r o u v e r g r a p h i q u e m e n t la 
vitesse du mouvement uniforme r ep résen té p a r la dro i te 

AB (ligne des espaces ) . I l suffit de 
m e n e r à p a r t i r d 'un point C que l ­
conque une droi te CD pa ra l l è l e à ot 
(fig. 3) , e t éga le à l a l igne qui 
r e p r é s e n t e l 'unité de t emps , puis de 
de m e n e r pa r le point D une p a r a l ­
lèle à os, j u s q u ' à l a r e n c o n t r e avec 
AB a u point E . La l o n g u e u r DE 

représente la quan t i t é don t s a var ié d a n s l 'unité de 
temps : c'est donc la valeur absolue de la vitesse. 

1 4 . Le signe de cet te vi tesse est indiqué p a r la posi t ion 
de la droi te DE. Ainsi , dans le cas 
où le m o u v e m e n t es t r e p r é s e n t é 
p a r AB (fig. 3), c 'es t -à-dire s'il 
a l ieu d a n s le sens des s positifs, 
la vi tesse es t posit ive ; dans le cas 
de A'B' (fig. 4) , c 'est-à-dire si le 
m o u v e m e n t a lieu dans le sens des 
s négat i fs , la vitesse es t n é g a t i v e . 
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M o u v e m e n t v a r i é . — V i t e s s e . 

1 5 . Tout m o u v e m e n t qui n 'est pas uniforme est dit 
varié. Dans ce cas , les espaces p a r c o u r u s ne sont pas 
p ropor t ionne ls a u x t e m p s employés à les pa r cou r i r . 

On d is t ingue cependan t p a r m i les m o u v e m e n t s va r i é s , 
c e u x qui sont périodiques ou périodiquement uniformes. 

Ce sont des m o u v e m e n t s dans lesquels les espaces p a r ­
c o u r u s pendan t des t e m p s é g a u x convenablement choisis 

son t é g a u x ; cette éga l i té ne subsis te pas , que lque pet i t s 
que soient les t e m p s é g a u x considérés , ma i s s eu l emen t 
quand ces t e m p s sont des mul t ip les d'un ce r t a in in t e r ­
val le appe lé période du mouvement. 

1 6 . Dans un m o u v e m e n t var ié en géné ra l , la vitesse 

var i e à chaque ins t an t en g r a n d e u r et en direct ion. 
Mais , à un instant quelconque, elle a une v a l e u r finie 
e t dé t e rminée , qui , si elle d e m e u r a i t cons t an te , t r a n s ­
formera i t le m o u v e m e n t va r i é en m o u v e m e n t uni forme. 

I l résul te de ce t te définition, que , si v est la vi tesse à 
l a fin du t e m p s t, et ds l 'espace é l émen ta i r e p a r c o u r u 
p e n d a n t le t e m p s dt, nous a u r o n s : 

ds = vdt, 

d'où : 

Si donc s = f (t) est l 'équat ion du m o u v e m e n t , n o u s 
a u r o n s : 

v=T(l)-

On voit que la vitesse à un instant donné est exprimée 
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par la dérivée première de l'espace par rapport au 

temps. 

Il résul te aussi de la m ê m e définition que la direction 

de la vitesse es t celle de l ' é lément infiniment pet i t ds de 
la trajectoire, c 'est-à-dire celle de l a t a n g e n t e . 

1 7 . R e m a r q u e . — O n peu t encore t r o u v e r l 'express ion 

de la vitesse p a r le r a i s o n n e m e n t su ivant : 

Soient s l 'espace p a r c o u r u p a r le mobi le à la fin du 

temps t, et v sa vitesse à cet i n s t an t ; s + As l 'espace 

parcouru à la lin du t e m p s t -(- At, v' l a vitesse à cet 

instant , e t supposons v < v'. 
Si, pendant le t e m p s At, le mobi le ava i t cont inué son 

mouvement d'une m a n i è r e uniforme avec la v i tesse v, il 

aura i t pa rcouru l 'espace vAt, é v i d e m m e n t p lus pe t i t 

que As ; nous a u r o n s donc : 

vAt < As. 

D'autre pa r t , si p e n d a n t le t e m p s At, le mobi le avai t 
parcouru sa t ra jec to i re d 'un m o u v e m e n t uniforme avec 
la vitesse v', il a u r a i t p a r c o u r u l 'espace v'At, e t nous 
aurions év idemmen t : 

v'At > As. 

Nous aurons donc : 

v'At > As > vAt, 

ou bien : 

, As 
v' > ~ > v. 

At 

Si nous supposons que At décroisse indéfiniment , à 
la limite on a v' = v, e t , p a r conséquent , 
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v As ds 
v = lim. — - = - 7 T 

àt dt 

Fig. 6. 

1 8 . P roposons -nous de t r o u v e r g r a p h i q u e m e n t , d a n s 
u n m o u v e m e n t v a r i é , la g r a n d e u r do la v i tesse d u 
mobi le à l a fin du t e m p s t, co r r e spondan t à u n e 
abscisse op. 

Au bout du t e m p s t, le mobi le est en M sur sa t r a j ec ­
toi re ; au bou t du t e m p s t -\- dt, 
il es t en M' : il a p a r c o u r u l 'arc 
MM' = ds. Au point M cor res ­
pond u n e ce r t a ine va l eu r de s 
r ep ré sen t ée p a r l ' o rdonnée Gp 
de l a courbe des espaces (fig. 5) ; 
a u point M' {t + dt) co r r e spond 
u n point G inf iniment voisin de 
C. L a l o n g u e u r pp' r e p r é s e n t e 
dt, e t 

C'K = C'p' — Cp, 

r ep ré sen t e l 'arc ds 
ds C'K 

L a vi tesse — est donc donnée p a r le r a p p o r t 
Ctt KJJX 

P r e n o n s su r CK u n e l ongueu r CE éga le à la l o n g u e u r 
qu i r ep résen te l 'un i té de t e m p s , puis menons E F p a r a l ­
lèle à os, j u s q u ' à la r e n c o n t r e de la t a n g e n t e . On a, pa r 
la s imil i tude des t r i a n g l e s , 

C'K 
CK 

EF 
C E ' 

Or, dans le t e m p s CK, le mobi le p a r c o u r t l 'espace C'K. 
Donc, si , à pa r t i r du t e m p s t, le m o u v e m e n t devena i t 
uniforme, le mobi le p a r c o u r r a i t d a n s l 'uni té de t e m p s 
l 'espace E F , et E F sera i t la vi tesse de ce m o u v e m e n t 
uni forme. C'est donc la v i tesse c h e r c h é e . 
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Donc, pour t r o u v e r la v i tesse au bout du t e m p s t, d a n s 

le mouvement v a r i é , m e n o n s p a r le po in t C , c o r r e s ­

pondant au t e m p s t, une d ro i t e C E pa ra l l è l e à ot, e t 

égale à la l igne qui r ep ré sen t e l 'uni té de t e m p s . P a r le 

point E menons u n e pa ra l l è le à os j u s q u ' à sa r e n c o n t r e 

en F avec la t a n g e n t e au po in t C . L a l o n g u e u r E F d e 

cette paral lè le se ra la v i tesse c h e r c h é e . 

1 9 . R e m a r q u e . — Nous avons vu que la vi tesse en 

un point de la t ra jectoire à l a fin du t e m p s t, est donnée 

par la formule : 

Il ne faut p a s conc lu re de là que la vi tesse a p o u r 

valeur la t a n g e n t e t r i gonomé t r ique de l 'angle que l a 

tangente à la courbe des espaces fait avec l ' axe des 

abscisses (des t emps) , pu i sque , en g é n é r a l , l 'échelle des 

espaces et celle des t emps sont différentes . L 'angle que 

fait la t a n g e n t e avec l ' axe des t e m p s se ra p lus ou moins 

grand, tou t e n c o r r e s p o n d a n t toujours à une m ô m e 

vitesse su ivan t que l 'on fera v a r i e r l ' une des échel les 

dans u n sens ou dans l ' au t re , puisque su ivan t l 'une o u 

l 'autre chose , l a courbe des espaces se ra différente. 

La vi tesse n e se ra éga l e à la t a n g e n t e t r i g o n o m é ­

tr ique de l 'angle que la t a n g e n t e fait avec l ' axe des 

abscisses que si la l i gne pa r laquel le on r e p r é s e n t e 

l 'unité de t e m p s est éga l e à celle p a r laquel le on r e p r é ­

sente l 'unité d 'espace . 

2 0 . C o u r b e d e s v i t e s s e s . — Il r é su l t e de ce qu i 

précède que la vi tesse à u n ins t an t donné e s t , en 

généra l , une fonction de t. I l s 'ensuit que l'on p e u t 

t r ace r une c o u r b e dont les abscisses s e r a i en t les t e m p s , 

et les o rdonnées les v i tesses c o r r e s p o n d a n t e s . On obt ient 

ainsi la courbe des vitesses. 
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2 1 . R e m a r q u e . — Le cas du m o u v e m e n t uni forme 
est compr is dans le cas g é n é r a l . E n effet, on a a lors : 

v = const. = a ; 

la courbe des vi tesses est une l igne dro i te . On a donc : 

ds 

d t = a > 

d'où, en i n t é g r a n t : 

s = s0 - [ - at, 

en dés ignan t p a r s 0 la va l eu r de s p o u r t = o. C'est l a 
formule que nous avons t rouvée plus h a u t (n° 6 ) . 

Dans le cas géné ra l , la vi tesse v n 'es t p lus cons tan te ; 
elle es t une fonction du t e m p s , et l'on a : 

CHAPITRE IL 

M O U V E M E N T U N I F O R M É M E N T V A R I É . 

A C C É L É R A T I O N . 

2 2 . Le m o u v e m e n t un i fo rmément var ié est celui d a n s 
leque l la vi tesse va r i e de quan t i t é s égales dans des 
t e m p s é g a u x , quels que soient ces t e m p s . C'est le mou­
v e m e n t dans lequel la vitesse varie proportionnellement 

au temps. 

Soient v0 l a vi tesse à l ' ins tant in i t ia l , v l a v i tesse a u 
bou t du t e m p s t, nous a u r o n s : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 11 — 

t " 

<f é tant une cons t an te . 
On en t i re : 

v = v0 + <ft. 

La quant i té 9 qui j oue ici le m ê m e rôle que la 
vitesse dans le m o u v e m e n t un i forme se n o m m e l'accélé­

ration du mobile. On voit que , dans le m o u v e m e n t 
uniformément va r ié , l'accélération est la différence des 

vitesses que possède le mobile au commencement et à la 

fin de l'unité de temps : c'est la quan t i t é constante dont 
la vitesse varie p e n d a n t l 'unité de t emps . 

L'accélération tp peu t ê t re positive ou négative, sui­

vant que la vi tesse croî t ou déc ro î t , c 'est-à-dire su ivan t 

que v ^ v0. Su ivant l 'un ou l ' au t r e cas , le m o u v e m e n t 

est accéléré ou retardé. 

2 3 . E q u a t i o n s d u m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é . 

— On a : 

u = «0 + ¥ • 

O r : 

ds 

par conséquent : 

ds , 

d'où : 

s = c + vj + i <ft2. 

Mais, p o u r t = 0, on a s = s 0 ; p a r sui te , c = s 0 , et 

il vient : 
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s = s0 + v0t + \ <p<2. 

On conclut d e l à que l a COURBE DES ESPACES est u n e 
PARABOLE dont l ' axe est para l lè le à l 'axe des o rdonnées . 
L a LIGNE DES VITESSES est u n e l igne dro i te . 

I l faut bien obse rver que la t ra jec to i re , c 'est-à-dire la 
l igne décr i te p a r le point mobi le , peu t ê t r e u n e l igne 
droi te ou u n e l igne courbe . 

2 4 . R e m a r q u e . — De ce q u e l 'accélérat ion dans le 

m o u v e m e n t un i fo rmément va r i é est la quan t i t é cons tan te 

lèle CD à OT, e t éga le à la l igne qui r ep ré sen t e l 'unité 
de t emps . Pu i s , p a r le point D, on m è n e DE para l lè le à 
OV : l a l o n g u e u r DE se ra l 'accélérat ion c h e r c h é e . 

2 5 . P r o p r i é t é s d u m o u v e m e n t u n i f o r m é m e n t v a r i é . 

— Les équa t ions de ce m o u v e m e n t sont : 

0 

V 

F 

Fig. 6. 

B 

dont la vi tesse va r i e d a n s l 'unité 
de t e m p s , on conclut que l'on 
ob t i endra l 'accélérat ion p a r u n e 
cons t ruc t ion ana logue à celle qui 
nous a servi à dé t e rmine r l a 
vi tesse dans le m o u v e m e n t un i ­
forme (n° 1 3 ) . Ainsi , AB é t an t l a 
l igne des vi tesses (fig. 6) , on 
m è n e r a p a r u n point C quel­
conque de cet te dro i te u n e pa ra l -

s = s0 + v0t + \ y t \ 

v = v 0 + yt. 
(1) 

La p r e m i è r e équat ion nous donne : 

v c + \ <ft. 
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Or, — - — - est la vitesse moyenne d u mobile p e n d a n t 

le temps t.- c'est la vi tesse que le mobi le devra i t avoir 
pour parcour i r d'un m o u v e m e n t uni forme l 'espace s — s 0 

pendant le t emps t. Cette vi tesse moyenne a, c o m m e on 
le voit, pour express ion v0 -f- \^t, c'es1>à-dire qu'elle 
est égale à la vi tesse rée l le qui a l ieu a u mil ieu du 
temps t. 

Donc, dans le mouvement uniformément varié, la 

vitesse moyenne pendant un certain temps t quelconque, 

est égale à la vitesse réelle du mobile au milieu de cet 

intervalle. 

En r e m p l a ç a n t <p p a r sa va l eu r t i r ée de la deux i ème 
équation (1), il v ient : 

s — s a v + vB 

t 2 

Donc, dans le mouvement uniformément varié, la 

vitesse moyenne pendant un intervalle de temps quel­

conque est égale à la moyenne des vitesses que le mobile 

possède au commencement et à la fin de cet intervalle. 

En é l iminant t en t r e les deux équa t ions (1), on a : 

\ — v0

l) = tp (s — s0). 

Donc, la demi différence des carrés des vitesses prises 

pour deux positions quelconques, est égale au produit 

de l'accélération par le chemin parcouru dans cet inter­

valle. 

2 6 . R e m a r q u e . — Les équa t ions du m o u v e m e n t 
uniformément va r i é se simplifient, lo r sque l'on compte 
le temps à p a r t i r de l ' ins tant où l a vi tesse v0 est nul le , 
et les espaces à p a r t i r de la posi t ion que le mobi le occupe 
à cet ins tan t . 
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On a alors pour t = o, vQ = o, et s 0 = o. 
P a r su i te , 

V = (ft. 

De la p r emiè re de ces équat ions on t i re , pour t = 1 

<p = 2 s. 

Donc, l'accélération <p est égale au double du chemin 

parcouru par le mobile pendant la première seconde du 

mouvement. 

C H U T E D E S C O R P S . 

2 7 . Les formules du m o u v e m e n t un i fo rmément var ié 
s e rven t à r é soudre tous les p rob lèmes relat ifs au mou­

vement vertical des corps pesants dans le vide. 

L'expér ience nous a p p r e n d q u e , quand on laisse 
t o m b e r u n corps d a n s le vide, l a pe san t eu r lui commu­
n ique en u n e seconde u n e vitesse de 9 m , 8 0 8 8 , si l 'obser­
va t ion est faite à la l a t i tude de P a r i s . On r ep ré sen t e ce 
n o m b r e p a r g : c 'est l ' accroissement de vi tesse p e n d a n t 
c h a q u e seconde . 

C'est donc l 'accélérat ion duo à la p e s a n t e u r . Cette 
accéléra t ion é tan t cons tan te , le m o u v e m e n t est unifor­
m é m e n t va r i é . P a r conséquent , les formules du mouve­
m e n t ver t ica l des corps pesants dans le vide s 'obt iennent 
en r e m p l a ç a n t <p p a r g d ans les formules du m o u v e m e n t 
un i fo rmément v a r i é . 

Si le corps part du repos, e t si l'on compte les 
d is tances su r la ver t ica le à pa r t i r du point où il com­
mence sa chu te , on a : 
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v = gt, 

s = \ gt2. 

S i , au con t r a i r e , le corps est lancé de bas en haut, 

avec une vitesse ini t ia le v0, le m o u v e m e n t s e r a r e t a r d é , 

et nous aurons : 

« = vo —gt> 

s = v0t — \ g t \ 

2 8 . P r o b l è m e . — Calculer la hauteur à laquelle 

s'élèvera un corps pesant animé d'une vitesse donnée v 0 , 

dirigée de bas en haut. 

Les formules du m o u v e m e n t sont : 

«o — ffi> 

s = v0t — \ gt-. 

En faisant v = o, d a n s la p r e m i è r e formule , on a la 

durée T de l 'ascension ; il v ient a lors : 

« o = <?T, 

d'où : 

T = - ° . 
9 

En subs t i tuan t dans la seconde formule, on a la 

hauteur H à laquel le le mobi le s'élève : 

v 2 

C'est la hauteur due à la vitesse v 0 . 

R e m a r q u e . — Si le mobi le p a r v e n u à cet te h a u t e u r H 

commence à descendre , il es t facile de voir que le 
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t e m p s de la c h u t e est éga l a u t emps de l 'ascension, 
e t que le mobi le r epas se a u point de d é p a r t avec la 
vi tesse v0. 

E n effet, dés ignons p a r T la d u r é e de la c h u t e , c'est-
à-dire le t e m p s employé p a r lo mobi le pour descendre 
d e la h a u t e u r H, e t p a r v' l a v i tesse à l a fin de la c h u t e . 
Nous a u r o n s à d é m o n t r e r que l'on a : 

v i' - = V et T' = T. 

Or, on a : 

v = 

H = \ g T \ 

On en t i re 

d ' où : 

L a vi tesse v' = \/2gR s 'appelle l a vitesse due à la 

hauteur H. 
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CHAPITRE III. 

M O U V E M E N T R E C T I L I G N E V A R I É . — A C C É L É R A T I O N . 

2 9 . P o u r a r r i v e r à l 'étude d u m o u v e m e n t rect i l igne 

varié en géné ra l , cons idérons d 'abord u n m o u v e m e n t 

rectiligne un i fo rmément va r i é . L 'accéléra t ion dans ce 

mouvement est, c o m m e on sai t , la quan t i t é cons tan te 

dont la vitesse va r i e dans l 'unité de t e m p s . 

Pendan t le t e m p s inf iniment pet i t dt, l a vitesse v 

s'accroît de ydi, que l'on appel le l a vitesse élémentaire 

acquise, co r r e spondan t à ce t e m p s inf iniment pet i t . En 
divisant l a vitesse é l émen ta i r e acquise p a r dt, on obt ient 
l 'accélération. Ainsi donc , dans ce m o u v e m e n t , la vitesse 

a une direction constante, celle du m o u v e m e n t : il en 
est de même de la vitesse élémentaire acquise, et de 
l 'accélération qui est la v i tesse acquise p e n d a n t l 'unité 
de temps . 

3 0 . Dans un mouvement rectiligne varié en général, 

le mouvement a une direct ion cons tan te ; la vitesse a 
aussi une direct ion cons tan te , celle du m o u v e m e n t . La 
vitesse acquise p o n d a n t un t e m p s que lconque a u r a aussi 
la même direct ion. Mais , dans ce m o u v e m e n t , la vitesse 
varie en grandeur d 'un in s t an t à l ' au t re d 'une man iè r e 
quelconque ; il en est de m ê m e de la vi tesse acquise . 

D'ailleurs, l ' accéléra t ion n'est p a s cons tan te , puisque 
le mouvement n'est pas un i fo rmément va r i é . Mais, à u n 
instant donné , Yaccélération du m o u v e m e n t rec t i l igne 

2 
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var i é a une valeur finie et déterminée qui, si elle demeu­

rait constante, transformerait le mouvement rectiligne 

varié en un mouvement rectiligne uniformément varié. 

Il r é su l t e de là que , si ? est l ' accéléra t ion à la fin du 
t e m p s t, dv l a va r i a t i on de vi tesse p e n d a n t le t e m p s dt, 

on a u r a : 

dv = ydt, 

d'où : 

dv 
? —~di' 

Or, c o m m e on a 

il s 'ensuit : 

On voit que , dans un mouvement rectiligne varié, 

l'accélération à un instant donné est exprimée par la 

dérivée première de la vitesse par rapport au temps, ou 

bien par la dérivée seconde de l'espace par rapport au 

temps. La direction de ce t te accéléra t ion est évidem­
m e n t celle de la v i tesse . 

Si donc le m o u v e m e n t rec t i l igne va r i é a pour 
équa t ion : 

s = f[t), 

nous au rons : 

ds 
dt' 

d2s 
W 
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3 1 . R e m a r q u e . — Le m o u v e m e n t rec t i l igne uni for , 
mément var ié es t u n cas pa r t i cu l i e r du m o u v e m e n t q u e 
nous venons d 'étudier . On a a lors cp = const . = a ; p a r 

dv 

suite -tfï^®' d ' o u v = vo + ai>
 c e Q.ui e s * l ' équat ion du 

mouvement un i fo rmément va r i é (n° 2 3 ) . 

3 2 . Dans le m o u v e m e n t rec t i l igne var ié que lconque , 
l 'accélération est , en géné ra l , u n e fonction de t, et l'on 
peut const rui re la courbe des accélérations définie p a r 
une équation de l a forme : 

<p = * ( 0 -

3 3 . Proposons-nous m a i n t e n a n t de t r o u v e r g r a p h i ­
quement la g r a n d e u r de l ' accéléra t ion d a n s u n mouve­
ment rect i l igne va r i é . Nous avons vu (n° 2 4 ) le moyen 
de dé te rminer g r a p h i q u e m e n t la g r a n d e u r de l 'accéléra­
tion dans le cas du m o u v e m e n t un i fo rmément va r i é , c'est-
à-dire lorsque la l igne des vitesses es t une l igne dro i te . 

Si le mouvemen t rec t i l igne n 'est p a s un i fo rmémen t 
va r i é , la l igne qui r e p r é s e n t e la 

Fl"'7' loi de variation de la vitesse 
v J l / B (courbe des vitesses) n 'est p lus 

u n e l igne dro i te . P o u r déter -

sf— ' N m ine r l 'accélérat ion de ce mou-

/ j v e m e n t à u n ins t an t que lconque , 

hf \ on fera u n e construct ion a n a -

| logue à celle qui a servi à 

p * dé t e rmine r la vi tesse dans u n 
mouvemen t var ié quelconque 

(n° 1 8 ) . Soit AB la courbe des vi teses, M u n poin t de 
cette courbe , co r respondan t a u t emps t. Menons MN 
parallèle à ot, et éga l à la l igne qui r e p r é s e n t e l 'unité de 
temps, puis menons N R para l lè le à ov. La longueur N R 
nous donnera l 'accélérat ion du mouvemen t cons idéré . 
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3 4 . R e m a r q u e . — Nous pouvons observer que , dans 
le m o u v e m e n t rec t i l igne va r ié , la vitesse élémentaire 

acquise p e n d a n t le t e m p s dt, est la vi tesse infiniment 
pe t i te dv qui , se composan t avec la vi tesse v que le 
mobi le possède à la fin du t e m p s t, d o n n e la vi tesse 
v + dv, de même direction, à la fin du t e m p s t + dt : 

c'est la vi tesse communiquée au mobi le p e n d a n t le 
t e m p s inf iniment pet i t dt. L 'accélérat ion est le quot ient 
de ce t te vi tesse é l émenta i re acquise p a r le t e m p s dt. 

Cette r e m a r q u e nous s e r a u t i le plus loin (n° 5 7 ) . 

3 5 . R e m a r q u e . — Les va l eu r s n u m é r i q u e s de la 
vi tesse et de l 'accélérat ion d é p e n d e n t u n i q u e m e n t de 
l 'uni té de t e m p s et de l 'uni té de l o n g u e u r . On peu t se 
d e m a n d e r c o m m e n t va r i e r a i en t ces va leu r s p a r u n chan­
g e m e n t dans les un i tés de t e m p s et de l ongueu r . 

Désignons p a r v' et les va leu r s n u m é r i q u e s de la 
vi tesse et de l 'accélérat ion à u n i n s t a n t t, lo r sque l'on 
p rend pour un i té de l ongueu r une un i t é m fois plus 
g r a n d e , et pour u n i t é de t emps u n e un i t é n fois plus 
g r a n d e . Soient s' et t'les n o u v e a u x n o m b r e s qui r e p r é ­
sen ten t s et t à p a r t i r de l 'origine ; nous a u r o n s les deux 
équa t ions : 

s 
s = 

m 
d'où : 

7 , ds 
ds = —, 

m 

et, p a r conséquent , 

n ds n 
m ' dt 'm' 

On a donc 
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dv' = n • dv, 
m 

et, pa r suite, 

dv' 
dt: 

n% dv 
m ' dl m 

Ainsi donc, les va leu r s n u m é r i q u e s che rchées sont 
données par les formules : 

P r o b l è m e s s u r l e s l o i s d u m o u v e m e n t 

r e c t i l i g n e . 

3 6 . Tous les p rob lèmes que l'on peu t se p roposer dans 

l 'étude du m o u v e m e n t rec t i l igne se r é d u i s e n t au sui ­

vant : connaissant une relation entre deux des quantités 

t, s, v: tp, trouver les valeurs des autres. 

1° On donne : s = f{t). 

On en t i r e : 

2° On donne : 

dz<s 

v = f{t). 

De la formule v = 
ds 

- T - ' on t i r e : 

ds = vdt = fit) dt; 

par conséquent , 
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v = v 0 + f f(t)dt = F(l). 

Connaissan t v, on a u r a s en fonction de t, a u moyen 
d e la formule : 

t t 

s = sa+j°vdt = s 0 + f ¥[t)dt. 

4° On donne : 9 = f{s). 

On a donc : 

d2s 

W = /•(*•)• 

Mult ip l iant les d e u x m e m b r e s p a r 2ds, il v ient 

2ds~ = 2f(s)ds ; 

d 'où , en i n t é g r a n t : 

(wf = v * = v°* + 2 / r [ s ) d s = F ( s ) -

D'autre p a r t , on a : 

3° On donne : œ = /"(if). 

De la formule <p = on t i r e : 

dv = tp d£ = f (t) dt ; 

d'où : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 23 — 

On a ensui te la formule : 

ds 
dt 

Or, v é tan t connu en fonction de s, on a : 

ds 
dt = 

v ' 

d'où : 

_ rds /• ds 

~J ~v ~~ J l / F l s j " 

5° On donne : v = f (s). 

On a : 

dv dv ds „ , N ,., > 

D'autre pa r t , de la formule : 

on tire 

d'où : 

ds 
v = "777' 

,, _ ds _ d j ^ 

J f(s) 

6° On donne : <p = / » . 

d u 

" d i ' 

, . d u . 
Do la formule <p = - 7 7 . on t i r e : 
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_ r dv 

J m ' ' 

« 0 

et, de la formule : 

ds = vdt, 

on conclut : 

C H A P I T R E I V . 

M O U V E M E N T P R O J E T É . 

3 7 . M o u v e m e n t p r o j e t é s u r u n p l a n f i x e . — 

P e n d a n t qu 'un po in t se m e u t d a n s l 'espace, on peu t le 
p ro je te r à c h a q u e ins t an t sur un plan fixe. Les projec­
t ions ainsi ob tenues peuven t ê t re considérées comme 
les posit ions successives d 'un second point qui se mou­
v ra i t dans ce p l an . Le m o u v e m e n t de ce second point 
est ce qu 'on appel le la projection du mouvement du 

premier point sur ce plan. Il es t év ident que l a t ra jec­
t o i r e d u m o u v e m e n t pro je té e s t la pro jec t ion de la 
t r a j ec to i re de l 'espace. 
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Soient M M ' et mm! les c h e m i n s infiniment pet i ts 

parcourus p e n d a n t le t e m p s dt p a r le mobile M et pa r 

sa project ion m s u r le p lan 
8- (fig. 8) . La vi tesse du point 

I * , . B M est : 

MM' 

Or, mm' est la project ion de M M ' sur le p lan fixe. P a r 
conséquent, la vitesse du mouvement projeté sur un 

plan fixe est la projection sur ce plan de la vitesse du 

mouvement dans l'espace. 

3 8 . M o u v e m e n t p r o j e t é s u r u n e d r o i t e f i x e . — 

On pea t aussi proje ter à c h a q u e i n s t a n t le point mobile 
sur une droi te fixe ox, en m e n a n t p a r c h a c u n e des posi­
tions successives du point des p lans para l lè les à u n plan 
donné. Le mouvemen t pro je té est a lors u n m o u v e m e n t 
recti l igne su ivan t la droi te ox. 

Soient, M M ' e t nn' les chemins in f in imen t pet i ts par­
courus p a r le mobi le M et sa project ion n p e n d a n t le 
temps infiniment pet i t dt (fig. 8). 

La vitesse du point M est : 

MM1 

dt ' 

la vitesse du point n est : 

nn'. 
~dT' 
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Or, nn' est la project ion de MM' sur la droi te fixe ox. 

P a r conséquent , la vitesse du mouvement projeté sur 

une droite à un instant quelconque est égale à la pro­

jection sur cette droite de la vitesse que possède le point 

à cet instant. 

3 9 . R e m a r q u e . — Ces d e u x propr ié tés ex is ten t que 
la project ion soit oblique ou o r thogona l e . Dans le cas 
d 'une project ion o r thogona l e , nous au rons , en dés ignant 
p a r V et V la vi tesse et sa project ion, et p a r 0 l 'angle 
que V fait avec le p lan ou avec l 'axe : 

C o m p o s i t i o n d e s m o u v e m e n t s e t d e s v i t e s s e s . 

4 0 . Soit un mobi le A a n i m é d'un m o u v e m e n t recti-

l igne et uniforme su ivan t Ax avec u n e vi tesse AD, et 

d 'un m o u v e m e n t rec t i l igne et uniforme su ivan t ky avec 

une vi tesse AE. Proposons -nous de trouver le mouve­

ment réel du point A, et sa vitesse. 

seconde , le point A sera en u n ce r t a in point N . Au bout 

v = v cos e. 

C H A P I T R E V . 

Fig. 9. 
Au bout d 'une seconde 

la l igne ky, t r anspor t ée 
pa r a l l è l emen t à el le-même 
se ra venue en DR (fig. 9). 
Mais , en m ê m e t e m p s , le 
point A p a r c o u r t la port ion 
AE de cet te dro i te ky. 
Donc, à l a fin de cet te 
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du temps t, l a droi te Ay v ient en BM, de m a n i è r e 

que l'on ait AB = AD X t ; d ans ce m ê m e t e m p s t, le 

point A pa rcou r t su r Ay un espace AC, te l que l'on ai t 

AC = AE X t. Donc, à la fin du t e m p s l, le mobile est 

en un point M. 

Or, on a : 

AB AC BM 
AD _ AE — DN' 

Donc, les deux t r i ang le s AND et AMB sont semblab les , 

et, pa r sui te , les t ro is points A, N , M sont en l igne 

droite. P a r conséquen t , la posi t ion M du mobi le à la fin 

du temps t, es t su r la droi te ANM, qui passe p a r les 

deux points A et N . 

P a r conséquent , le mouvement réel du mobile est 

rectiligne et dirigé suivant la droite ANM. 

Mais, en ve r tu de la s imi l i tude des t r i ang les ADN et 

ABM, on a : 

AM _ AB ( 

AN AD ~ ' 

d'où : 

AM 

AM = AN X t, ou bien -j- — AN - const., 

quel que soit t. 

Puisque le r a p p o r t de l 'espace a u t emps est cons tan t , 
quel que soit t, on en conclut que le mouvemen t rée l 
du mobile est uniforme, e t que sa vi tesse est AN ; il es t 
d'ailleurs év iden t que AN est la d iagona le du para l lé lo­
g r a m m e ADNE, dont AD et AE sont les côtés . 

Les deux m o u v e m e n t s su ivan t Ax et Ky sont appelés 
mouvements composants, et le m o u v e m e n t su ivant AM 
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est le mouvement résultant. Les vi tesses su ivan t Ax et 
Ay sont appelées vitesses composantes, et la vitesse 
su ivan t AM est l a vitesse résultante. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 
T H É O R È M E . — La vitesse du mouvement résultant 

est représentée en grandeur et en direction par la 

diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses 

des mouvements composants. 

4 1 . R E M A R Q U E I . — Un point ne p e u t avoir qu 'un 
seul m o u v e m e n t . Quand on cons idère u n point comme 
a n imé de deux ou de p lus ieurs m o u v e m e n t s , c'est une 
p u r e opéra t ion de l 'esprit : ce la n 'a r i en de r ée l . 

R E M A R Q U E I I . — L e s m o u v e m e n t s su ivan t Ay et Ax sont 

aussi appelés m o u v e m e n t relatif e t m o u v e m e n t d'entraî­

nement. Le m o u v e m e n t r ée l s 'appelle mouvement absolu. 

4 2 . Pas sons m a i n t e n a n t à la composition des mouve­

ments et des vitesses quelconques. 

P e n d a n t qu 'un point mobi le décr i t la t ra jectoire AB 
d'une manière continue, supposons que ce t te t ra jec toi re 

occupe success ivement les posi t ions 
A'B', A"B". . . , à la fin des t emps 
l\ f... (fig. 10), AB é t a n t la position 
de ce t te traj ectoire à la fin du t emps t. 

Soient M, N , P , les posit ions que le 
N" mobi le 'occupe su r la cou rbe mobile 

AB aux t e m p s t, t\ f... A l a fin du 
M t emps l, le mobi le es t en M; a u bout 

du t emps t', il est en N su r sa t rajec­
to i re , ma i s celle-ci est a lors en A'B', 

et , p a r sui te , le point se t rouve en r éa l i t é en N'. De 
même , à la fin d u t emps t'1, le mobi le es t en réa l i té 
en P", e t ainsi de sui te . Donc, le mobi le décr i t dans 
l 'espace la t ra jec to i re MN'P". . . qui est la trajectoire 

absolue du point M. 
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Le mouvement du point M sur sa t r a jec to i re AB est 

le mouvement relatif, e t le m o u v e m e n t de ce t t e t ra jec­

toire est le mouvement d'entraînement. 

4 3 . Nous avons vu que , si u n point est a n i m é à la fois 
de deux mouvemen t s rec t i l ignes e t un i formes , la vi tesse 
du mouvement r é s u l t a n t est r e p r é s e n t é e en g r a n d e u r 
et en direct ion p a r l a d i agona le d u p a r a l l é l o g r a m m e 
construit su r les d e u x vi tesses composan te s . 

Nous nous proposons m a i n t e n a n t de d é m o n t r e r que , 
si nous considérons des m o u v e m e n t s que lconques , la 
vitesse du mouvement absolu (ou vitesse résultante) sera 

encore représentée par la diagonale du parallélo­

gramme construit sur les vitesses des mouvements 

composants. 

Soient AB la t ra jec to i re à la fin du t e m p s t (fig. 11), 
et A'B' la t ra jectoire à la fin du t e m p s t' ; M l a posi t ion 

d u mobi le à la fin du t e m p s t, N' sa 
F l g ' n " posi t ion à la fin d u t e m p s t'. Le mobi le 

\ A ' déc r i t l 'arc MN' d a n s le t e m p s t' — t = Al. 
A \ \ Or, si l'on suppose l ' in terval le t' — £infi-

\ ^ A N ' n i m e n t pet i t , la f igure MNN'M' p e u t ê t re 
N j / \ i cons idérée c o m m e un p a r a l l é l o g r a m m e 

/ / \ a y a n t pour côtés MN e t MM', e t p o u r 
M j r ^ \ d i agona le MN'. P a r conséquent , le dépla-
/ 1 cernent abso lu ou r ée l MN'es t la d iagona le 

B d u p a r a l l é l o g r a m m e cons t ru i t su r les 

dép l acemen t s re la t i f et d ' en t ra înement . 
Mais, les dép l acemen t s inf iniment pe t i t s MN', MN et 
MM' sont p ropor t ionne ls a u x vi tesses co r r e spondan te s ; 
par conséquent , la vitesse absolue est la diagonale 

du parallélogramme construit sur les vitesses relative 

et d'entraînement. 

Cette p ropr ié té est connue sous le n o m de parallélo­

gramme des vitesses. On l 'énonce comme sui t : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 30 — 

T h é o r è m e . — Si un point est animé de deux vitesses, 

la vitesse résultante est donnée en grandeur et en 

direction par la diagonale du parallélogramme construit 

sur les vitesses composantes. 

4 4 . R e m a r q u e . — Il r é su l t e de là que si l 'on dés igne 

p a r v, v' les vi tesses composan tes e t p a r V la vi tesse 

r é s u l t a n t e , nous a u r o n s : 

V : v : v' = sin {v, v') : sin (v', V) : sin (V, v). 

D'autre p a r t , le t r i a n g l e M A C (fig. 12) nous donne : 

A x P a r sui te , 

V 2 = v'1 -\- v'2 -f- 2vv' cos (v,v'). 

4 5 . En par t i cu l ie r , si l ' angle (v,v) est droi t , c'est-à-dire 
si les vitesses composantes sont perpendiculaires entre 

elles, le p a r a l l é l o g r a m m e devien t u n r e c t a n g l e , et, si 
l 'on dés igne p a r « l ' angle (V, v), on a : 

v = Y cos a, 

v' = V sin a, 

V 2 = v2 + V'2. 

4 6 . C o m p o s i t i o n d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e d e m o u ­

v e m e n t s . : — Un point é t an t a n i m é d e p lus ieurs 
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mouvements , on peu t composer ces m o u v e m e n t s en u n 

seul qui se ra le m o u v e m e n t r é s u l t a n t du point cons idé ré . 

On peu t t r o u v e r la vitesse résultante a u m o y e n 

des vitesses des m o u v e m e n t s composan t s en appl i ­

quant success ivement la r èg le d u p a r a l l é l o g r a m m e des 

vitesses. 

Soient AB, AC, AD, AE les vi tesses des m o u v e m e n t s 
composants (fig. 13). On t rouve que A F est la r é s u l t a n t e 

de AB et AC ; AG la resu l ­
t s - is. t a n t e de A F et AD ; AV la 

B r r é s u l t a n t e de AG et AE. P a r 

conséquent , AV est la r é su l ­
t a n t e des vi tesses données . 
11 es t év ident que , pour 
t r ouve r ce t te r é s u l t a n t e , il 

v suffit de m e n e r , p a r l 'extré­
mi té B de la p r e m i è r e vi tesse, 

une droite BF éga le et pa ra l l è le à AC, p a r l ' ex t rémi té F 
une droi te FG éga le et pa ra l l è le à AD, e t p a r l ' ex t rémi té 
G une dro i te GV éga le e t pa ra l l è le à AE. La dro i te AV 
qui jo in t le point A à l ' ex t rémi té du con tou r polygonal 
ABFGV est la r é s u l t a n t e c h e r c h é e . Cette cons t ruc t ion 
s'appelle le polygone des vitesses. 

Il est facile de voir que la résultante est égale et de sens 

contraire à la droite VA qui ferme le contour polygonal. 

R e m a r q u e . — En par t icu l ie r , si les vitesses sont de 

même direction, l a vi tesse r é su l t an t e s e r a éga le à l eu r 
somme a lgébr ique , et d i r igée su ivan t la m ê m e direct ion 
que les composan tes . 

4 7 . Si les vi tesses données son t a u n o m b r e de t ro i s , 
et si leurs d i rec t ions n e sont pas dans u n m ê m e p lan , 
on peut les composer de la m a n i è r e su ivan te : 

Soient AB, AC, AD les t ro is vi tesses données (fig. 14). 
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F i e . 14. 

En composant AB et AC, on obt ient la r é su l t an t e AE de 
ces deux vitesses ; en composant 
ensui te AE et AD, on t rouve que 
AV est la r é su l t an t e che rchée . 
Or , ce t te de rn iè re droi te est 
la d iagona le du paral lé l ipipède 
cons t ru i t su r AB, AC et AD. 
Cette cons t ruc t ion , const i tue le 
parallélipipède des vitesses, et 
l'on a le t h é o r è m e su ivan t : 

T h é o r è m e . — La vitesse résul­

tante de trois vitesses dont les 

directions ne sont pas da?is un même plan est représentée 

en grandeur et en direction par la diagonale du paral­

lélipipède construit sur les vitesses composantes. 

4 8 . C a s p a r t i c u l i e r . — Si les trois vitesses données 

sont perpendiculaires entre elles, l e para l lé l ip ipède est 
r e c t a n g u l a i r e . 

En dés ignan t p a r v, v', v'' les t ro i s vi tesses compo­
san t e s , p a r V la v i tesse r é s u l t a n t e , et p a r a, (3, y les 
ang les que V fait avec les t ro is composan tes , on a : 

V cos a, 

v' = V cos ¡3, 

v" = Y cos y, 

V 2 = v'- + v'2 + v'". 

4 9 . D é c o m p o s i t i o n d e s v i t e s s e s . — On peu t décom­
poser u n e vitesse donnée su ivan t des d i rec t ions données . 

Soient d 'abord (fig. 12) Ma; et My d eux direct ions 
données , e t MC = V la vitesse qu'il s 'agit de décomposer 
su ivan t ces d e u x d i rec t ions . Observons que , p o u r que 
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cela, soit possible, il faut que la vitesse V donnée soit 

dons le plan yMx. Il suffira de m e n e r p a r le point C 
deux parallèles CA et CB a u x deux di rec t ions , e t a lors 
MA et MB seront les deux composantes c h e r c h é e s . 

On peut aussi décomposer u n e vi tesse su ivan t t ro i s 
directions données Ax, Ay, Az (fig. 14). Il suffira de 
mener pa r le point V t rois p l ans VB, VC, VD respec t i ­
vement para l lè les a u x p lans zy, zx, et xy, et l'on a u r a 
les trois composantes che rchées AB, AO et AD. 

5 0 . C o m p o s i t i o n a n a l y t i q u e d e p l u s i e u r s v i t e s s e s . 

— Soient v, v', «" . . . l es vi tesses données , et soient (a, (3,y), 
(a', ¡2', y')... les angles que ces vi tesses font avec les axes 
coordonnés r e c t a n g u l a i r e s . 

En décomposant la vi tesse v su ivan t les axes , on 
obtient les trois composantes : 

vx = v cos a, 

vu = v cos ¡3, 

v% =- v cos y. 

Faisant la m ê m e chose p o u r c h a c u n e des vi tesses 
données, on a u r a , su ivan t l 'axe des x, une sér ie de 
vitesses de m ê m e direct ion dont la r é su l t an t e , que nous 
désignerons p a r V œ est éga le à la somme a lgébr ique 
(n° 4 6 , r e m a r q u e ) . On a donc : 

Yx = IVj; = IV COS a ; 

on aura , de m ê m e , su ivan t les axes des y et des z : 

Y,j = Ivv = Ivcos p, 

V* = 2vz = Ivcos y. 

Les t ro is vi tesses Yx, V v , V, se composeront en u n e 
3 
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vi tesse r é su l t an t e V, d i r igée su ivan t la d i agona le du 

para l lé l ip ipède don t Yx, Vv, V2 sont les côtés (n° 4 7 ) , 

e t nous a u r o n s : 

V 2 = V*2 + Y,/ + V , 2 , 

ou bien : 

V 2 = (Ivcos a ) 2 -f- (Sucos P)2 - f (Zucos y) 2. 

En dés ignan t p a r a, b, c, les ang le s que V lai t avec 

les axes , nous au rons : 

Va- = "V cos a = Iv cos a , 

\Ty = V cos b = Iv cos ß, 

V z = V COS C = IVCOS y ; 

d'où l'on t i re : 

cos a — 

cos b = 

cos c 

2ucos a 
V ' 

Zv cos ¡3 

Ivcos y 

V 

5 1 . R e m a r q u e . — Nous a v o n s vu (n° 4 6 ) que la 

r é su l t an t e d 'un n o m b r e que lconque de vi tesses est égale 

e t de sens con t r a i r e à la d ro i te qui fe rme le contour 

polygonal formé p a r les v i tesses composan tes . Il 

résu l te de là que la projection de la résultante sur une 

droite ou sur un plan est égale à la somme algébrique 

des projections des composantes. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C H A P I T R E V I . 

M o u v e m e n t c u r v i l i g n e . — É l é m e n t s 

d u m o u v e m e n t . 

5 2 . Soit AB (ilg. 15) la t ra jec to i re d 'an po in t 
rappor tée à trois axes que nous supposerons r e c t a n g u ­

la i res , e t soit M un point d e 
ce t t e t ra jec to i re . Soient encore 
P , P ' , P" les project ions du 
po in t M su r les a x e s . 

P e n d a n t que le point M déc r i t 
s a t ra jec to i re dans l 'espace, ses 

«J i— - y 1 project ions se m e u v e n t su r les 

/ \ / ' a x e s . Or, l a position d 'an po in t 
M é t a n t connue du m o m e n t où 
l'on conna î t ses project ions s u r 

les axes, il est év iden t que le m o u v e m e n t du point M 
sera bien défini, si l'on conna î t les m o u v e m e n t s de ses 
trois project ions su r les a x e s . Ces project ions sont 
déterminées à un i n s t a n t donné p a r les équat ions : 

œ = fi M, 
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Ces équat ions sont les équat ions du m o u v e m e n t des 
projections de M sur les axes . On les appel le les 
équations du mouvement du point M. 

Au moyen de ces équat ions il est facile de dé te rminer 
à c h a q u e ins t an t la posit ion du mobile dans l 'espace. 

E n é l iminant t en t re ces trois équa t ions , on obtient 
deux re la t ions en t re les va r iab les x, y, z. Ce sont les 
équations de la trajectoire du po in t M dans l 'espace. 

Il est souvent plus commode de conserver , pour 
r ep résen te r la t rajectoire , les t rois équat ions précé­
den tes , qui définissent la courbe au moyen d'une 
var iab le auxi l ia i re t. 

5 3 . Proposons-nous m a i n t e n a n t de dédui re les élé­
ments du mouvement dans l'espace au moyen de ceux 
des t rois mouvemen t s suivant les axes . 

En dés ignan t pa r vx, vv, v3 les vi tesses des trois 
projections du point M, on a : 

* = I = r< 

dz 
V i = dl = A [t]-

Or, on sait (n° 3 8 ) que la vi tesse du mouvement 
projeté sur un axe est égale à la project ion de la vitesse 
su r cet axe . Donc, en dés ignan t p a r v la vitesse du 
point M, et p a r a, |3, y les angles que sa direction fait 
avec les axes , on a : 

vx — v cos a, 

vy = v cos ,3, 

vz = v cos y. 
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Donc, si pa r le po in t M on m è n e t ro is droi tes p a r a l ­
lèles aux axes et égales r e spec t ivemen t à vx, vv, vz, 

v sera la d iagonale du para l lc l ip ipède cons t ru i t sur ces 
droites. P a r conséquent , la vi tesse v du point M est la 
résul tante des vi tesses vx, vv, vz de ses project ions su r 
les axes, et l'on a : 

v- = + v,/ + v„", 

ou bien : 

* - fê)" + (*)" + (§)'• 

5 4 . C a s p a r t i c u l i e r . — Il est év iden t que , si le 
mouvement du point s'effectue d a n s u n p lan , les 
équations du m o u v e m e n t sont : 

% = fi (t), 

V = ft («)• 

En él iminant t en t r e ces deux équa t ions , on obt ien t 
une relat ion en t re les va r iab les x, y, qui se ra l'équation 

de la trajectoire du point M. 

Les vitesses des project ions su r les axes sont : 

v ' = w = ^ w> 

on en conclura comme p r é c é d e m m e n t que la vitesse r 

est la r é su l t an t e de vx e t vy, et l'on a u r a : 
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vï = vx'
z - f W B \ 

ou bien : 

A c c é l é r a t i o n d a n s l e m o u v e m e n t d ' u n p o i n t . 

F i g . 16. 

5 5 . Considérons d 'abord un m o u v e m e n t rect i l igne 
v a r i é . Dans ce mouvemen t l a vi tesse e t l 'accélérat ion ont 

une di rect ion cons tan te , celle 
du m o u v e m e n t . Elles ont pour 

B express ions (fig-. 16) : 

ds 
~di' 

dv 
~dl 

La vitesse du m o u v e m e n t proje té su r l 'axe des x est : 

vx = v cos a , 

a é t an t u n e cons tan te . 

L 'accélérat ion du m o u v e m e n t proje té sur l 'axe des x, 
dv 

est ~ - Or, puisque a est cons tan t , on a : 

dVjc 

dl 

dv 
~dt COS a, 

ou bien, en dés ignan t p a r <p et yx l 'accélérat ion du 

mobi le , et celle de sa project ion sur l 'axe des x : 
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T h é o r è m e . — Dans le mouvement rectiligne varié, 

l'accélération du mouvement projeté sur un axe est 

égale à la projection de l'accélération sur cet axe. 

5 6 . 11 résul te de là que , dans le m o u v e m e n t rec t i l igne , 
tous les résu l ta t s relatifs a u x project ions des vi tesses 
s 'appliquent a u x accé lé ra t ions . Nous a u r o n s donc le 
théorème su ivan t : 

T h é o r è m e . — La résultante des accélérations des 

projections est dirigée suivant la trajectoire rectiligne, 

et elle a pour valcu?' . 
dt 

V i t e s s e é l é m e n t a i r e a c q u i s e . 

A c c é l é r a t i o n t o t a l e . 

5 7 . Considérons m a i n t e n a n t un mouvement varié 

quelconque. Dans ce m o u v e m e n t , la vi tesse c h a n g e à 
chaque ins tan t , non seu lemen t en g r a n d e u r , ma i s 
aussi en direct ion. 

On appel le vitesse élémentaire acquise la vitesse que 
le mobile acqu ie r t p e n d a n t le t e m p s dt. C'est la vitesse 
infiniment pet i te du qui , se composan t avec la vitesse v 

du mobile à la fin du t emps t, donne la vi tesse v + dv 

(de direct ion différente) à la fin du t emps t + dt. 

On appel le accélération totale l ' accélérat ion à laquel le 
est due la vi tesse é l émen ta i r e acquise . C'est la vitesse 
que le mobi le a c q u e r r a i t p e n d a n t l 'unité de temps, 
si, dans c h a c u n e des por t ions infiniment pet i tes dans 
lesquelles ce t te un i t é de t emps peut ê t r e divisée, il acqué­
rai t un é lément de vi tesse de m ê m e g r a n d e u r et de m ê m e 
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direct ion que celui qu'il acquier t r ée l l ement p e n d a n t le 
m ê m e t e m p s infiniment pet i t à la f i n du t emps t. 

L'accélérat ion to ta le à un ins t an t que lconque est donc 
u n e vitesse finie qui a la m ê m e direct ion e t le m ê m e 
sens que la v i tesse é l émen ta i r e acquise r e l a t ive à cet 
i n s t an t . Elle est éga le a u quot ien t de la v i tesse é lémen­
t a i r e acquise p a r le t e m p s inf iniment pe t i t dt cor res­
p o n d a n t . 

5 8 . Dans le m o u v e m e n t rec t i l igne , l a v i tesse du 

mobi le a toujours la m ê m e direct ion ; l a vi tesse 

é l émen ta i r e acquise , et, pa r conséquen t , l ' accéléra t ion 

ont aussi la m ê m e direct ion, qui est celle du m o u v e m e n t . 

Dans le m o u v e m e n t curv i l igne , la vi tesse é lémen­
t a i r e acquise et l ' accélérat ion n 'ont p a s une direct ion 
cons tan te . On d e v r a donc en dé t e rmine r , à chaque 
ins tan t , la g r a n d e u r e t la d i rec t ion. A cet effet, on 
dé te rmine les composantes de l 'accélérat ion totale 
su ivan t des direct ions connues . 

5 9 . T H É O R È M E . — Dans un mouvement curviligne 

quelconque, l'accélération du mouvement projeté sur un 

axe, est égale à la projection de l'accélération totale sur 

cet axe. 

Soient v la vitesse du mobile à la fin du t emps l, x, y, z 

les coordonnées du point M à cet ins tan t . A la fin du 
t e m p s t + dt, l a vitesse est v', et les coordonnées du 
mobile sont x' = x -f- dx, y'' — y - j - dy, z' = z -f- dz. 

Les composantes de la vitesse v sont : 

dx dy dz. 
dt ' dt' dì' 

l es composantes de la vitesse v' sont : 
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Comme on le voit, ces de rn iè res se composent 
des composantes de v, et de t ro is au t r e s quan t i t é s 
iP-x d2ii d2z 
— > —-— > •— î nui se ron t donc les composantes de la 
dt dt dt 

vitesse é lémenta i re acquise : ce sont les project ions de 
la vitesse é l émenta i re acquise su r les axes (n° 5 1 ) . Or, 
l 'accélération to ta le a la m ê m e direct ion que la vi tesse 
élémentaire acquise , et elle est éga le à ce t te vi tesse divi­
sée pa r dt (n° 5 7 ) . Donc, les project ions de l 'accélérat ion 
totale à laquel le est due ce t te vi tesse é l émen ta i r e 
acquise, s 'obt iennent en d iv isant p a r le temps dt, les 
projections de la vi tesse é l émenta i re acquise , ce q u i 
nous donne pour ces project ions : 

d2x d2y d"~z 
~dTz' W W-

d2x 
Ainsi d o n c , est la project ion de l 'accélérat ion 

totale sur l 'axe des x. Mais, ^ est l 'accélérat ion du 
dt~ 

mouvement pro je té su r l 'axe des œ, lequel est recti­
ligne (n° 3 0 ) . D'ai l leurs , l 'axe des x é t an t quelconque, 
on en conclut que : Vaccélération du mouvement 

projeté sur un axe est égale à la projection de 

l'accélération totale sur cet axe. 
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6 0 . Il résul te de cet te p ropr ié té que , si nous désignons 

par œ l 'accélérat ion totale , et p a r a , (3, y les angles 

qu'elle fait avec les axes , nous au rons : 

cp cos ß, 

dt* 
cp c o s y . 

P a r conséquent , si p a r le point M on mène des droites 
éga les et paral lè les a u x accélérat ions des mouvements 
projetés su r les t rois axes , et si su r ces droites on 
cons t ru i t un para l lé l ip ipède , la diagonale de ce parallé-

lipipêde sera précisément l'accélération totale du mobile. 

Cette accé léra t ion to ta le est donc la r é su l t an t e dos 
accé léra t ions des project ions du mobi le su r les axes , et 
l'on a : 

1. D'ailleurs, il est évident que la vitesse élémentaire acquise est 
la diagonale du parallélipipède construit sur ses trois composantes 

direction que la vitesse élémentaire acquise, et qui est égale à cette 
vitesse élémentaire acquise, divisée par dt (c'est-à-dire propor­
tionnelle à cette vitesse élémentaire acquise), sera la diagonale 

CD = 

dlx d't-y dlz 
dt 1 ~df ' ~dt 

• Par conséquent, l'accélération totale qui a la même 

du parallélipipède construit sur les trois côtés 
dlx dzy dlz 
dt1 ' di'- ' dt* 

I , . d^x d-y d l z \ 
(proportionnels a , ~ d f ) • 
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6 1 . CAS PARTICULIER. — Dans le cas où le mouvemen t 

a lieu dans u n plan , les équa t ions d u m o u v e m e n t 

é tant : 

x = fAt), y = f*[tu 

les accélérat ions des mouvemen t s projetés sont : 

d/œ 
dF A I O . 7 ^ = A I O , 

et l 'accélération to ta le se ra la d iagonale du paral lé lo­

g ramme construi t su r deux droi tes para l lè les a u x axes 

et égales respec t ivement à ces deux quan t i t é s . 

6 2 . P R O P R I É T É . — L'accélération totale en un point 

M est située dans le plan osculateur à la trajectoire en 

ce point M. 

Soit AB la t ra jec to i re du mobi le , M la posi t ion de ce 

mobile à la fin du t e m p s t, et M' sa posi t ion à l a fin du 

t e m p s t + dt (fig. 17). P a r un 

point que lconque 0 , menons une 

droi te OC dont la g r a n d e u r , la 

d i rect ion e t le sens soient ceux de 

la v i tesse v du mobi le au point M ; 

pa r ce m ê m e poin t 0 , menons une 

dro i te OD dont la g r a n d e u r , la 

d i rec t ion e t le sens soient ceux 

de l a v i tesse v -f- dv du mobi le a u 

point M' inf iniment voisin du point M. Jo ignons CD : 

cette droi te dont la g r a n d e u r est CD, la d i rect ion CD, 

ot le sens C vers D est é v i d e m m e n t égale et parallèle à 

la vitesse élémentaire acquise co r r e spondan t a u t emps 

dt que le mobi le emploie p o u r a l l e r de M en M'. P a r 

conséquent, l ' accélérat ion to ta l e , à la fin du t e m p s t. 
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sera di r igée suivant une para l lè le à CD, menée par le 

point M, et elle a u r a pour g r a n d e u r le quot ient 

Or, il est évident que le p lan OCD est pa ra l l è l e au plan 
oscu la teur en M ; p a r conséquent , l'accélération totale 

est dans le plan oscillateur en M. 

6 3 . REMARQUE. — On peu t d é m o n t r e r cet te propriété 
p a r l 'analyse de la m a n i è r e su ivan te : à cet effet, on 
décomposera l 'accélérat ion to ta le su ivan t trois axes 
r ec t angu la i r e s dont l 'un se ra pe rpend icu la i r e au plan 
oscula teur , et les deux au t r e s s i tués d a n s ce plan. Nous 
al lons démont re r que la composante de l'accélération 

totale suivant la perpendiculaire au plan osculateur 

est nulle. 

Désignons cette composante p a r N ' , qui se ra évidem­
m e n t la projection de l 'accélérat ion to ta le sur cette 
pe rpendicu la i re , et appl iquons le t h é o r è m e des projec­
t ions . En dés ignant p a r £, e', i" les ang les de cette 
pe rpend icu la i re (la h inormale) avec les a x e s , nous 
au rons : 

(fóce d^xj w , ÔJ^Z ,. 

W = -TTT COS î -f- ~ r COS Er + ~J7T cos £ ' ; 
dt- dt~ dtl 

en r e m p l a ç a n t cos e, cos e', cos <." p a r l eurs valeurs , et 
posant : 

A = / {dyd'z—dzdly)i-\-{dzd2x—dxdizf-it{dxdiy-dydlx)\ 

on a : 

,T, _ d"-x dyd2z — dzdh) dly dzd2x— dxdlz 
~dT ' " Â ~ + ~dT ' â 

d2z dx dzy — dy d-x 
+ ~d¥ '~]T~1 5 

d'où : 
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AN' = [dy<Pz — dzd2y) + ~ [dzd\x — dœd'z) 

+ ~ (dxd2y — dyd"-x) = o ; 

par conséquent : 

N ' = o, 

ce qui démont re la p ropr ié té énoncée . 

6 4 . Il résul te de là que l'on peu t considérer l 'accélé­
ration totale comme la r é s u l t a n t e de ses deux projections 
sur deux axes r e c t a n g u l a i r e s s i tués dans le p lan 
oscillateur. On prend o rd ina i r emen t les projections 
suivant la t a n g e n t e et le r ayon de cou rbu re de la t ra ­
jectoire : ce sont Vaccélération tangentielle, et Taccélé-

ration normale ou centripète. 

Nous allons c h e r c h e r les va leu r s de ces deux compo­
santes que nous dés ignerons r e spec t ivement par zt et o„. 

6 5 . L'accélération tangentielle é t a n t d i r igée su ivant 
la t angen te , nous au rons , en app l iquan t le t h é o r è m e 
des projections : 

d*x dx d2y dy d'lz dz . 

^ ~~ ~dti rfï +
 clt1 ds + W ds ' 

or, de la formule : 

dx2 -\- dy- + dz2 = ds2, 

on tire : 

dxd'x + dydly -|- dzdlz = dsd-s ; 

par conséquent : 
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d'zs dv 

6 6 . P o u r obteni r Vaccélération centripète, r e m a r ­

quons que l'on a : 

<p2 = Çîz + <p«2, 

ou bien : 

id*xy . /d'yy /d*s\2 t d * s Y j _ s 
( w ) + { w ) + ( w ) + *» ; 

d'où : 

dt* 

Or, on sai t que , dx é t an t l 'angle de cont ingence , on a : 

drx1 + d2y2 + dlzz — d-s2 = daïds*, 

p a r sui te : 

2 da.2ds2 

d 'au t re pa r t , p é t an t le r ayon de cou rbu re au point M, 
on a : 

, ds 
da. = —, 

P 

d'où, en a y a n t égard à la formule : 

ds 

a i 
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il vient : 

d'où : 

REMARQUE. — L'accélérat ion cent r ipè te é t an t d i r igée 
suivant le r ayon de c o u r b u r e , on peu t obteni r l 'expression 
précédente en app l iquan t le t h é o r è m e des pro jec t ions . 

6 7 . Il r é su l t e de ce qui précède que , si en un point 

de la trajectoire du mobile, on mène la tangente et le 

rayon de courbure, et si l'on prend sur ces lignes des 

longueurs respectivement égales à ^ et à—, la diago­

nale du rectangle construit sur ces deux droites sera 

en grandeur et en direction l'accélération totale du 

mobile. 

On lui donne le n o m d'accélération totale p o u r la 

distinguer de ses composan tes . 

6 8 . R E M A R Q U E . — Si le m o u v e m e n t d u mobi le es t 
rectiligne, le r a y o n p est infini, et l ' accélérat ion cent r i ­
pète est nul le . L 'accéléra t ion to ta le se r édu i t à sa 

dv 
composante t angen t ie l l e — , ce qui est conforme à ce que 

nous avons vu (n° 3 0 ) . 
Si le m o u v e m e n t curviligne est uniforme, l 'accélé­

ration tangent ie l le est nul le , e t l 'accélérat ion to ta le se 

réduit à sa composan te n o r m a l e —. 

P 
Enfin, si le m o u v e m e n t est rectiligne et uniforme, 

les deux composantes de l 'accélérat ion to ta le sont 
nulles ; il en se ra de m ê m e de l 'accélérat ion to ta le . 
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6 9 . On peu t encore observer que des deux com­
posantes de l 'accélérat ion tota le , la p r emiè re , l'accélé­
ra t ion tangent ie l le p rodui t la variation de grandeur de 

la vitesse, et la seconde, l 'accélérat ion centripète 
p rodui t le changement de direction de cette vitesse. 

7 0 . On peu t obteni r les express ions de l'accélé­

ra t ion tangent ie l le et de l 'accélération 

cent r ipè te de la m a n i è r e su ivante : 

Reprenons la f igure OCD dans 

laquel le OC est égale e t para l lè le à v, 

OD éga le et para l lè le à v + dv (fig. 18). 

Nous avons vu (n° 6 2 ) que CD est 

éga le , para l lè le et de m ê m e sens que 

la vitesse é l émen ta i r e acquise , et 

et que l 'accélérat ion to ta le qui a la m ê m e direct ion et le 

m ê m e sens que la vi tesse é lémenta i re acquise est paral­

lèle à CD, et éga le à 

Cela posé , menons DE perpendicu la i re à OC ; il est 

évident que la vitesse infiniment pet i te CD pour ra être 

considérée comme la r é su l t an t e des deux vitesses CE 

et ED. P a r conséquent , la vitesse é l émen ta i r e acquise 

pour ra ê t r e considérée comme la r é s u l t a n t e de deux 

vi tesses : l 'une égale à CE sera d i r igée suivant la 

t a n g e n t e en M à la t ra jectoi re , l ' aut re éga le à ED sera 

d i r igée su ivant une perpendicu la i re à ce t te tangente 

menée dans le p lan oscula teur , c 'est-à-dire suivant le 

r ayon de courbure en M. 

Si donc nous divisons ces deux composantes CE et ED 

pa r dt, nous au rons les deux composan tes de l'accélé­

ra t ion tota le su ivant ces d e u x d i rec t ions , c'est-à-dire 

l 'accélérat ion tangent ie l le et l 'accélérat ion normale . Or, 

si nous dés ignons pa r d* l 'angle inf iniment pet i t compris 

en t re les direct ions des vi tesses v et v + dv, nous 

au rons : 
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CE = OE — OC ; 

or : 

OE = OD cos dz, 

par suite : 

CE = (v -f- dv) cos di. — v. 

Mais, l 'angle da. é t an t t rès pet i t , on peu t r e m p l a c e r son 

cosinus par l ' un i té , et nous a u r o n s pour l a composan te 

tangentiel le de la vi tesse é l émen ta i r e acquise : 

CE = v 4- dv — v = dv ; 

donc, la composan te t angen t ie l l e <pj de l 'accélérat ion 
totale a u r a pour express ion : 

CE _ dv 
= dt ~ dt' 

D'autre pa r t , on a : 

ED = OD sin da. = (v + dv) sin dz, 

ou bien, en r e m p l a ç a n t sin da p a r da, 

ED = [v + dv) dx = vdx -f dvdx. 

Mais ED est u n inf iniment pet i t du p remie r o rdre ; 

par conséquent , nous devons a b a n d o n n e r le second 

terme dvdc qui est du second ordre , et nous a u r o n s 

pour la composan te n o r m a l e de la vitesse é lémenta i re 

acquise : 

ED = vd?.. 

4 
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Donc, la composan te n o r m a l e © n de l 'accélération 

to ta le a u r a pour express ion : 

n 
_ ED 
~ ~dt~V 

dt 
dt 

Cette composan te est dirigée vers le centre de cour­

bure. D'ail leurs, puisque dx est l 'angle de contingence, 

on a : 

p a r sui te : 

7 1 . R E M A R Q U E . — On peu t encore ob ten i r les com­

posantes de l 'accélérat ion to ta le su ivan t la t angen t e et 

le r ayon de cou rbu re d e la m a n i è r e su ivan te : 

Soient X, fi, u, les ang les que fait avec les axes le rayon 

de cou rbu re , pris dans le sens qui va de la courbe au 

cent re de courbure , et a, [3, y les angles de la tangente 

au point M avec les axes , on a : 

dt p ' dt 
v 

P 

dx 
'dt 

V COS 2 , 

dy 
~Èt 

v cos [3, 

rf3 

dt 
V COS y ; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 51 — 

on en t ire : 

d'lx dv , d cos a 

w = C 0 5 X d i + v - d r -

Or, on sait que : 

d cos a 
cos / - P ds 

d'ailleurs : 

d cos a d cos CL ds 1 ds , u , 
a< ds dt o dt p . 

donc : 

— — = C 0 S 2 - 7 7 + ' — • cos À . 
dt- dt o 

De même : 

dhi 0 dv , u 2 

^ = C O S ^ + - C O S a , 

d"z dv . v-

Il résul te de ces formules que l 'accélérat ion tota le est 
dv 

la résu l tan te d 'une accé lé ra t ion —r. d i r igée su ivan t la 
dt 

t angente dans le sens du m o u v e m e n t , e t d 'une accé lé ra-

ti on — dir igée su ivan t la no rma le pr inc ipale dans le 
P 

sens cen t r ipè te . 
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I n d i c a t r i c e d e s a c c é l é r a t i o n s t o t a l e s . 

7 2 . Imaginons que M, M', M" (fig. 19) . . . , soient les 

positions d 'un mobile à la fin des t emps t, t -f- 0, t + 2S.. . . 

0 é t an t u n in te rva l le t r ès petit. 
F i g . 19 . ^ 

Menons des t a n g e n t e s a latrajec-
- v " to i re SS' en ces po in t s , et 

p renons MV, M ' V , M"V"..., 
égales a u x vitesses du mobile 
en ces différents points . 

P a r u n point 0 , menons des 
droi tes OA, 0 A \ OA".. . , égales et 
para l lè les a u x vi tesses v, v', v"... 

Le l ieu des points A, A', A"... , 
s e ra u n e courbe dont les arcs 

AA', A'A".. . , se ron t é g a u x a u x vi tesses é lémentaires 
acquises. Ainsi donc , les rayons vecteurs de cette courbe 

sont les valeurs des vitesses, et ses arcs sont les produits 

ydt. Cette courbe s 'appelle : indicatrice des accélérations 

totales. 

Imag inons que , p e n d a n t que le mobi le p a r c o u r t la tra­
jec to i re SS', un second mobile p a r c o u r r e l ' indicatr ice, de 
man iè r e que les d e u x mobiles passen t en m ê m e temps 
a u x points cor respondan ts M et A, M' et A' . . . . Nous 
aurons la propr ié té su ivante : 

P R O P R I É T É . — Les vitesses du mobile auxiliaire sur 

Vindicatrice sont égales et parallèles aux accélérations 

totales du mobile réel sur sa trajectoire. 

REMARQUE. — Si la courbe SS' est p l ane , l ' indicatrice 

est p lane . 
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Accélération du mouvement projeté 
sur un plan fixe. 

7 3 . On sai t (n° 3 7 ) que la vi tesse du m o u v e m e n t 
projeté sur u n plan fixe est à c h a q u e ins t an t la projec­
tion do la vitesse du point de l ' espace. Cela posé , soit 
OCD le t r i ang le dans lequel OC, OD, e t CD sont r e spec ­
tivement é g a u x et pa ra l l è les à la v i tesse v à la fin du 
temps t, à la vitese v + dv à la fin d u t e m p s t + dt, et à 
la vitesse é lémenta i re acquise co r r e spondan t au t e m p s 
dt. Projetons ce t r i ang le su r le p lan fixe, et soit ocd l e 
tr iangle projection. 

Le côté oc, project ion de OC, est éga l e t para l lè le à 
la vitesse de la project ion sur le p l an fixe, à la fin du 
temps t, le côté od, project ion d e OD, est éga l et p a r a l ­
lèle à la vitesse de la project ion sur ce p lan fixe à la fin 
du temps t -f- dt. Donc, le côté cd, project ion de CD, 
est égal et para l lè le à la vi tesse é l émen ta i r e acquise 
du mouvement projeté , puisqu ' i l j o u e r a dans le m o u ­
vement projeté le m ê m e rôle que CD dans le m o u v e m e n t 
de l 'espace. 

Donc, l'accélération totale du mouvement projeté sur 

un plan est la projection sur ce plan de l'accélération 

totale du mouvement de Vespace. 

7 4 . R E M A R Q U E . — Si l'on pro je t te sur le p lan fixe le 
rectangle dont les côtés sont l ' accéléra t ion tangent ie l le 
et l 'accélérat ion n o r m a l e , et la d i agona le l 'accélérat ion 
totale, la project ion se ra , en g é n é r a l , un parallélo­

gramme don t la d i agona le se ra l 'accélérat ion to ta le du 
mouvement proje té . Les côtés de ce pa ra l l é log ramme 
représentent deux composantes de cet te accéléra t ion ; 
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mais , ces composantes , qui ne sont pas rec tangula i res , 
se ron t différentes de l 'accélérat ion tangent ie l le et de 
l 'accélérat ion n o r m a l e du m o u v e m e n t pro je té . 

Donc, en géné ra l , Y accélération lange, dielle el ïaccé-

lération centripète du mouvement projeté sur un plan ne 

sont pas les projections de Vaccélération tangentielle et 

de l'accélération centripète du mouvement de Tespace. 

Déviation due à l'accélération totale. 

75. On peu t encore t r ouve r u n e express ion de l'accélé­

ra t ion to ta le dont nous a u r o n s à faire u s a g e dans la suite. 

Considérons le mobi le à la fin 

Fig. 20. 
d u t e m p s t a u po in t M, an ime de 

a l a vi tesse v (fig. 20). A la fin du 
t e m p s t + dt, le mobile est a r r ivé 
en M', e t il possède la vitesse 
v -f dv. Le m o u v e m e n t réel MM1 

p e u t ê t re cons idéré c o m m e résul­
t a n t de deux m o u v e m e n t s rec t i l ignes s imul t anés . Dans 
le p r e m i e r m o u v e m e n t , si l ' accéléra t ion é ta i t nulle 
à p a r t i r du point M, le mobi le con t inuera i t à se 
mouvoi r d 'un m o u v e m e n t uniforme su r la t a n g e n t e , avec 
la vi tesse v, et au bout du t e m p s dt, il se ra i t a r r ivé au 
po in t N , tel que l'on ai t : 

MX = vdt. 

Il résu l te de là que NM' r ep re sen t e la déviation par 
r a p p o r t au m o u v e m e n t rec t i i ïgne d u e à l 'accélérat ion. 
Le second mouvemen t , dû à l 'accélérat ion tp, est unifor­
m é m e n t va r i é , pu isque l 'accélérat ion ç peu t ê t re consi­
d é r é e c o m m e c o n s t a n t e en g r a n d e u r et d i rect ion pendan t 
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le temps infiniment pe t i t dt. Le chemin NM 1 p a r c o u r u 

par le mobile dans ce m o u v e m e n t est donc : 

NM' = \ cp dtK 

Donc, quand on conna î t une des deux quan t i t é s NM' o u 

tp, on peu t ca lculer l ' au t re . 

De cet te formule on t i re pour l 'accélérat ion <j> : 

2NM' 

On conclut de là que l'accélération totale <p a la. même 

direction et le même sens que la déviation NM' et elle 

est égale au double de cette déviation divisée par dt0". 
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CHAPITRE VII. 

M o u v e m e n t d ' u n p o i n t r a p p o r t é 

à d e s c o o r d o n n é e s p o l a i r e s . — V i t e s s e . 

7 6 . On peu t r a p p o r t e r les d iverses posi t ions d'un 

po in t mobi le à un sys tème de coordonnées polaires . 

Nous allons d 'abord é tud ie r le mouvement dans un 

plan. Soient 0 le pôle , Ox l 'axe po la i re , OM = r le rayon 

conna î t r a les re la t ions qui l ient r , 6 et t. Ces re la t ions 
son t les équations du mouvement du point M en 

coordonnées polaires. 

En é l iminant t en t r e ces équat ions on a u r a l 'équation 
d e la t ra jec toi re en coordonnées pola i res . 

On peu t cons idére r le point M comme an imé de deux 
mouvemen t s s imul tanés : en effet, on peu t le r e g a r d e r 
c o m m e se mouvant, su ivan t le r a y o n vec teur OM, 
p e n d a n t que celui-ci t o u r n e a u t o u r du pôle 0 . La 
compos i t ion de ces deux m o u v e m e n t s donne ra le 
m o u v e m e n t rée l . 

Vïg. 21. 
vec teur , 0 l 'angle qu'il fait avec 
l 'axe pola i re (fig. 21) . Les quan­
t i tés r et G qui fixent la position 
du point dans le p lan sont 
év idemmen t des fonctions du 
t e m p s t. Le m o u v e m e n t du point 
M sera dé t e rminé quand on 
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Or, la vitesse du point M d a n s son mouvemen t le 

long du rayon vec teu r est : 

dr 
~dl 

C'est la vitesse de glissement. 

La vitesse du point M en v e r t u du m o u v e m e n t a u t o u r 
du pôle 0 sera d i r igée su ivan t la pe rpend icu la i r e a u 
rayon vec teur OM. Or, l 'arc décr i t p a r le point M 
pendant le t emps dt é t an t rdQ, la vi tesse se ra : 

C'est la vitesse de circulation. 

La vitesse du point M se ra la d i agona le du para l lé lo­

g ramme construi t su r vg et vc. 

7 7 . REMARQUE I . — On peut t r o u v e r a n a l y t i q u e m e n t 
ces deux composan tes de la m a n i è r e su ivan te : 

Nous savons que les composan tes de la vi tesse su ivan t 

deux axes r e c t a n g u l a i r e s sont ~ et ~ : ce sont les p ro-
dt dt 

jections de la vi tesse V sur les a x e s . D 'aut re pa r t , vg et 
vc sont les project ions de la vi tesse v sur le r a y o n v e c t e u r 
et sur la pe rpend icu la i r e à ce r a y o n . 

Nous a u r o n s donc , en appli-
F i é t 22 

b ' ' q u a n t le t h é o r è m e des projec­

t ions (flg. 22) : 

v < / \ ^ = w c o s 6 + w s i n G ' ( 1 ) 
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Or, on a 9' = 90° + 9, pa r sui te 

cos 6' = — sin 6, sin 6r = cos G ; 

done , 

Mais, les formules 

x = r cos 0, 

y = r sin G, 

nous donnen t : 

dx . dr . . dQ — = cos Q — — r sin 9 - r r 
at dt dt 

dy . . dr , . dQ 
- j 7 = sin 0 -—• + r COS 3 - r - - • 
a i a i a i 

(3) 

En subs t i t uan t dans les formules (1) e t (2), il vient : 

dr 
Va==^ft' 

vc = r 
rt"9 
" 3 T 

va leu r s que nous avons t rouvées p récédemment . . 
7 8 . R E M A R Q U E I I . — Les formules (3) pe rme t t en t 

(Use dif 
de dé t e rmine r les composan tes — , -4- de la vitesse sui-

dt dl 
v a n t les axes , conna i s san t les. v i tesses vg et vc de 
g l i s sement et de c i rcula t ion . 
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c\(Xj fil/ 
Si, au con t ra i re , on donne — , -4-, et que l'on se 

dt dt 
propose de t rouve r la vi tesse de g l i ssement , et la vi tesse 

de circulat ion, il f audra employer les formules (1) et (2), 

qui, d 'ai l leurs, ne sont au t r e s que les formules (3) réso-
^ , dr A dB 

lues par r appo r t a et r ^ • 

7 9 . REMARQUE I I I . — Dans le cas d'un m o u v e m e n t 

plan, on cons idère encore u n e a u t r e vi tesse que 

l'on appelle vitesse aréolaire. Si l'on cons idère Faire 

é lémenta i re MOM' décr i t e p a r le r ayon vec t eu r pendan t 

le temps dt, l a v i tesse a r éo la i r e va s e r a le quot ien t de 

cette a i re pa r le t e m p s dt. On a u r a donc : 

_ aire MOM' _ , 2 d9 
V a - dt — * r ~dt 

8 0 . REMARQUE IV . — Si, dans u n m o u v e m e n t p lan , 
on prend sur le r a y o n vec teur une longueur OA éga le à 
l 'unité de longueur , le dép lacemen t du point A mesu re 
l'angle décr i t p a r le r a y o n vec teur . La vi tesse de ce 

point A est é v i d e m m e n t éga le à C ~ . On l 'appelle la 

vitesse angulaire. En la dés ignan t pa r w, on a : 

de. 
~dt' 

par conséquent : 

dO 
v< = r d t = " r ' 

dO 

~dt 
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La vi tesse du point M, supposé immobi le sur le rayon 

8 1 . Considérons m a i n t e n a n t le mouvement dans 
l'espace. Lorsqu 'un point se m e u t dans l 'espace, on peut 

définir sa posi t ion à chaque 
ins tan t , en d o n n a n t : 

1° sa d is tance r à u n point 
fixe 0 (fig. 23) ; 

2° l 'angle 9 que fait le rayon 
vec teur OM avec sa projection 

1 Om su r u n p lan fixe xQy ; 
3° l 'angle tp que fait cette 

A project ion Om avec u n e droite 
fixe Ox t r a c é e dans ce p lan . 

Les coordonnées r, 9, cp sont des fonctions du t emps t ; 
le mouvemen t du point M se r a dé t e rminé , quand on 
conna î t r a les re la t ions en t r e ces quan t i t é s et le t emps t. 
Ces re la t ions cons t i tuent les équations du mouvement 
du point M. 

On peut considérer le m o u v e m e n t du poin t M comme 
résu l t an t de trois m o u v e m e n t s s imul tanés : 

1° Un mouvement de glissement d u point M le long 
du r a y o n vec teur OM ; 

2" Un mouvement de rotation du rayon OM au tour du 
point 0 dans le plan MOA : c'est le mouvement en 
latitude ; 

3° Un mouvement de rotation du p lan MOA autour 
de l 'axe Oz pe rpendicu la i re a u p lan fixe xOy : c'est le 
mouvement en longitude. 

La vitesse de glissement le long du r ayon vec teur est 
év idemment donnée p a r la formule : 

dr 
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vecteur OM, p e n d a n t que le r a y o n OM t o u r n e au tou r du 
pôle 0 dans le p lan MOA, ou la vitesse en latitude sera : 

d5 

elle est dirigée suivant une perpendiculaire à OM dans 

le plan MOA. 

La vitesse du point M immobi le dans le p lan MOA, 

pendant que ce p lan t o u r n e a u t o u r de Oz, ou la vitesse 

en longitude, s e ra la m ê m e que celle de sa project ion m 

sur le p lan fixe, a u t o u r de l 'or igine. Or, ce t t e de rn iè re , 

qui correspond à une d is tance r cos 6 de l 'or igine se ra : 

r dv 
r cos S —r- • 

dt 

Donc, la vitesse en longitude du point M est : 

Vi = r cos G — • 
dt 

Elle es t dirigée suivant une perpendiculaire au plan 

MOA. 

La ré su l t an te de ces t ro is vi tesses perpendicu la i res 

entre elles deux à d e u x est la vi tesse du point M dans 

l'espace. 

8 2 . F O R M U L E S . — Les re la t ions en t r e les coordonnées 

rectilignes et les coordonnées pola i res é t an t : 

x = r cos 6 cos CP, 

y = r cos 9 sin ip, 

z = r sin 9, 
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on en t i re pour les vitesses des mouvemen t s projetés 

sur les axes : 

dx dr dd 
—rr = cos 0 cos n - T 7 — r sin 9 cos tp - ' - — r cos 6 sin t» - , - . 

dt r dt r dt d t 

du . . dr . „ . dd , . d? 
— n - = cos 9 sin c -— — i"sm5sin<p — + ?' cos 9 c o s c - r r > 
d£ ' d£ r dt ' 

dz . „ dr d9 
— = sm 6 - n - + r cos S - r - • 

d* d« d£ 

, dr m 

En résolvant ces équa t ions pa r r a p p o r t a • r jj-

et r cos S — , on obt ient en fonction des vitesses des 
dt 

projections sur les axes , la vi tesse de glissement, la 

vitesse de circulation en la t i tude et la vitesse de circu­

lation en longi tude : 

d r dx dy , . . dz 
—r, = cos 9 cos o -rr 4- cos 9 sin <p - n - + sin 9 - r r , 
dt Y dt r dt dt 

d9 . . dx . „ . dy , „ d,z 
r — = — sm 9 cos tp -— — sm 9 sin tp - 7 7 + cos 9 - r r , 

dt 7 dt T dt dt 

. dqj da; , dy 
r c o s Q ._" = — s i n tp - 7 7 + C O S m - 7 7 • 

dt 7 dt T dt 
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Accélération en coordonnées polaires. 

8 3 . Supposons d 'abord que le m o u v e m e n t du point M 
s'effectue dans u n p lan . Si nous p r enons les composan tes 
de l 'accélération to ta le su ivan t le r a y o n vec teur , e t 
suivant une pe rpend icu la i re à ce r a y o n vec teu r , nous 
aurons : 

? r = _ c o s 9 + _ Z s m 6 ) 

d-x , d'y . „ d-x . . , d-y 

Or, des formules (3) (n° 7 7 ) , on t i re : 

d*x nd*r _ . ndQd.r . d 20 „ /cTO; z 

-r~r = cos9 - j — — 2 s i n 9 - r r - T T — rsmQ-rr — y cos 9 | - j r ) , 
dt- dt2 di dl dtl \dt/ 

En remplaçan t , il v ient : 

? r "5F r \ a t ) ' 

_ dzQ dr_ dQ_ 
~ r dJ ~ dt dt' 

d-r d a9 idlV . , , . 
Les te rmes — , r — , — r ( - 7 7 ) qui en t ren t dans ces 

dt2 dt* \atl 
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formules sont l'accélération de glissement, l'accélération 
langentielle du mouvement de circulation du point M 
a u t o u r d u point 0 , l'accélération centripète dans ce 
m ê m e m o u v e m e n t de c i rcu la t ion . 

Le t e r m e 2 — es t u n e accélération complémentaire 
dt dt 

qui résu l t e du m o u v e m e n t de ro ta t ion des direct ions 
su ivan t lesquelles on décompose l ' accé léra t ion to ta le . 

84. Considérons m a i n t e n a n t le m o u v e m e n t d 'un point 
d a n s l 'espace. Nous au rons pour les composan tes de 
l 'accélérat ion to ta le su ivan t les axes : 

dïx „ d2r . „ dr dQ 
—r— = COS 6 COS m - j — — 2 S i n 8 COS m — _ 
dt1 r dlz r dt dt 

0 . . dr d s . /dey 
— 2cos0sino - j 7 - , - — r cos 9 cos tp ( — ) 

+ 2 r sin 6 sin m — - — — r sin 0 cos œ 
r dt dt r d£2 

— r cos 0 cos tp ( ) — y cos 6 sin CD ^ - ï 
1 ai* 

d 2 v „ • d-r _ . . . d r d9 

d l = c o s e s i n t P d F - 2 s m e s i n ^ W - d 7 

d r da> . . / d0 \ 
+ 2 cos 9 cos cp - ± — r cos G sin tp I ) 

— 2r sin 6 COS CE — — X . — r sin 6 sin tp - T -
T d^ diî r d*2 

— r cos 0 sin /dcp\2 d2cp 
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Ces formules nous a p p r e n n e n t que l 'accélérat ion to ta le 

est la résul tante des hu i t accé léra t ions su ivantes : 

ct/~v 
• accélérat ion du m o u v e m e n t de g l issement ; 

r 44 , accélérat ion t angen t ie l l e d a n s le m o u v e m e n t 
dt-

dc circulation en l a t i tude ; 

— r Vdt) ' a c c é l é r a t i o n cen t r ipè te du m o u v e m e n t de 

circulation en la t i tude ; 

d*y 

r cos 6 - — r > accéléra t ion t angen t ie l l e d a n s le mouve ­

ment de circulat ion en long i tude ; 

— r cos S , accé lé ra t ion cen t r ipè te du mouve ­

ment de circulat ion en longi tude ; 

2 dr dd 

dt dt ' 

I 
• accé léra t ions complémen ta i r e s dues 

2 r ~ —-, y a u x divers m o u v e m e n t s du r a y o n OM 
dt dt \ . , . , „ J 

a u t o u r du point 0 . 
• 

g dr dy 

dt dt ' 

8 5 . PROBLÈME. — Un point M parcourt une circon­

férence de cercle de rayon r avec un mouvement 

uniforme. On demande de déterminer Vaccélération 

totale du mobile à la fin du temps t. 
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Fi". 24. 

Rappor tons le m o u v e m e n t à deux axes rec tangula i res 
ox et oy passan t p a r le cent re du 
cercle (fig. 24), l 'axe ox passant 
p a r le point A où le mobi le se 
t rouve à l 'origine du t emps . Soient 
M la posi t ion du mobile à la fin du 

-x t e m p s t, et v sa vi tesse. 

Nous a u r o n s , en dés ignan t pa r to 
l 'angle MoA : 

/ f t 
1 7' 

x = r cos ti), 

y = r sin M. 

Or, le m o u v e m e n t du point M é t a n t uniforme, on a : 

d'où 

P a r sui te : 

arc AM = w?' 

vt 

vi, 

x = r cos 
vt 

y = r sin 
vt 

Ce sont les équations du mouvement du point M. 
On en t i re , pour les composantes de la vitesse : 
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dx vt 

dy vt 
Vu = -f; = V cos y dt r 

De la première de ces formules on conclut que la 

vitesse du mouvement projeté sur l'axe ox est propor­

tionnelle à l'ordonnée M P . 

On a aussi pour les composan tes de l 'accélérat ion 
totale : 

d'x vz vt 
CPi = -T77- = cos — , T di2 r r 

d2y v2 . vt 
?» = w = - t - s i n

 -y ' 

par conséquent : 

En désignant p a r « l 'angle que l 'accélérat ion to ta le 
fait avec l 'axe des x, on a : 

tg* = lq — = — ; 

V2 

donc, l 'accélération to ta le qui a pour va leur — est 
r 

dirigée suivant le r a y o n vec teur oM, e t de M vers o, 
d2x . d2y , , . , . , , 

puisque et ~ sont de signes con t ra i res a x et y. 

Supposons que l'on proje t te le mobile à chaque 
instant sur un plan para l lè le à ox, et faisant avec le 
plan du cercle u n angle 6, et é tud ions les propriétés du 

mouvement projeté. 
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P r e n o n s pour axes , dans le p lan de projection, les 
projections des axes de l 'espace. Ces projections sont 
r ec t angu la i r e s , l 'axe des x é t a n t pa ra l l è le a u plan de 
project ion ; nous a u r o n s , pour les équa t ions du mouve­
m e n t projeté : 

vt 
x = r cos • , 

r 

y = r cos 6 sm — • 

En é l iminant t, on t rouve p o u r l 'équation de la 

t ra jectoire : 

^ 1 _ i _ y2 = i • 
r 2 r 2 cos 2 0 

cet te t rajectoire est donc u n e ellipse. 

Des équat ions p récéden tes on t i r e : 

dx . vt 
= — v sm — 

dt r 

du . vt 
- r r = v cos 0 cos —• 
dt r 

d'où l'on dédui t l a vi tesse du m o u v e m e n t projeté, qui 

se ra u n mouvement varié. 

On a ensui te : 

dlx _ 
dt2 ~ 

va- vt 
cos , 

r r 
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donc, l 'accélération tota le du m o u v e m e n t projeté a u r a 

pour expression : 

cos * • 1- cos 2 9 s m 2 — - I - t U » _ 0 ¡5111 " . 

r r 

Si (3 est l 'angle que ce t te accé léra t ion fait avec l 'axe 

des œ, on a : 

Donc, l 'accélération to ta le est d i r igée du point mobi le 

vers le point o', cent re de l 'ellipse, pu isque et 

sont de signes c o n t r a i r e s à x et y. 

PROPRIÉTÉ. — L'accélération y est proportionnelle à 

la distance du point mobile au centre de sa trajectoire 

elliptique. 

En effet, en dés ignan t cet te dis tance p a r d, on a : 

d = [/ x2 + if = r \ / cos 2 — -f cos 2G s i n 2 ; 

^ p = cos 0 ^ — = 

donc : 

REMARQUE. — Tous ces r é s u l t a t s confirment ce que 

nous avons dit de l 'accélérat ion du mouvemen t p ro je té . 
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LIVRE II. 

C I N É M A T I Q U E D E S S Y S T È M E S . 

C H A P I T R E I. 

Mouvement d'un corps solide. 
Mouvement de translation. 

8 6 . Nous avons é tudié jusqu ' ic i le mouvement d'an 
point . Nous nous proposons m a i n t e n a n t d'étudier le 
m o u v e m e n t d'un solide invariable, c'est-à-dire d'un 
sys tème de points dont les d is tances mutuel les restent 
cons t amment les mêmes . 

Nous commencerons pa r les m o u v e m e n t s simples, à 
savoi r le mouvemen t de t r ans la t ion et le mouvement de 
ro ta t ion . 

8 7 . MOUVEMENT DE TRANSLATION. — On dit qu'un 
sys tème invar iab le mobile dans l ' espace est animé d'un 
mouvement de translation, lo rsque tous les points de ce 

sys tème décr ivent s imul tanément , p e n d a n t un temps 
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infiniment petit , des chemins é g a u x , para l lè les et de 
même sens. 

8 8 . P R O P R I É T É . — Lorsqu'un solide est animé d'un 

mouvement de translation, les vitesses de tous ses points 

sont égales, parallèles et de même sens. 

En effet, puisque les chemins é l émen ta i r e s MM' et 
mm' sont égaux , pa ra l l è l e s et de m ê m e 
sens, il es t év ident que les vitesses des 
points M et m se ron t éga les , para l lè les 
et de m ê m e sens (fig. 25) . 

Cette vi tesse c o m m u n e de tous les 
points à un m ô m e in s t an t s 'appelle la 

vitesse de translation à l ' instant consi­
dé ré . Cette vi tesse p e u t d 'ai l leurs 
c h a n g e r en g r a n d e u r et d i rect ion à 
chaque ins tan t . 

8 9 . REMARQUE I. — Il est évident que , dans un 
mouvement de t r ans la t ion , u n e droi te te l le que Mm 

(fig. 25), jo ignan t deux points M et m d u solide, r e s t e r a 
constamment para l lè le à sa position pr imi t ive . En effet, 
puisque les a rc s MM' et mm' sont é g a u x , para l lè les e t de 
même sens, la figure M M W m peu t être, considérée 
comme un p a r a l l é l o g r a m m e , et , p a r conséquent M'm' est 
égale et paral lè le à Mm. 

REMARQUE I I . — Ce que nous avons dit du mouve­
ment de t rans la t ion d'un solide inva r i ab le , s 'applique 
évidemment au m o u v e m e n t de t r ans l a t ion d 'une figure 
plane dans son p lan . 

REMARQUE I I I . — P o u r qu 'une t r ans la t ion soit bien 

définie, on doit conna î t r e sa direction, la vitesse linéaire, 

ainsi que le sens dans lequel le m o u v e m e n t s'effectue. 
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M o u v e m e n t d e r o t a t i o n . — V i t e s s e a n g u l a i r e . 

A x e d e r o t a t i o n . 

9 0 . Si d e u x points d 'un corps en m o u v e m e n t restent 
c o n s t a m m e n t immobi les dans l 'espace, tous les points 
de l a dro i te qui jo in t ces deux points r e s t e n t aussi fixes. 
On di t que le solide tourne a u t o u r de ce t t e droi te que 
l'on appel le axe de rotation. 

Quand u n corps solide t o u r n e a u t o u r d 'un axe fixe, 
c h a c u n de ses points décr i t u n e c i rconférence de cercle 
don t le p lan est pe rpend icu la i re à l 'axe, et dont le 
cen t r e est su r l 'axe. 

9 1 . P R O P R I É T É . — Dans un mouvement de rotation 

autour d'un axe, les perpendiculaires abaissées des 

divers points du corps sur l'axe décrivent des angles 

égaux dans le même temps. 

Soient AB l 'axe de la ro ta t ion (fig. 26), 
Fig. 26. ^ e ^ ^ ( j e u x p 0 j n t s d u corps , M' et N' les 

posit ions de ces d e u x points au bout d'un 
cer ta in t e m p s . I l s 'agit de démon t r e r que 
l'on a : 

MOM' = NON' , 

0 et 0 ' é t an t les cen t res des deux circon­
férences décr i tes p a r les points M et N. 

Menons O'm pa ra l l è l e à OM : cet te droite 
se ra pe rpend icu la i r e à AB, e t , p a r consé­

quen t , dans le p lan du cercle NO'N'. Or, lorsque les 
points M et N v iennen t en M' et N ' , la droi te O'm vient 

en O'm', para l lè le à OM', et l ' angle mO'nï = MOM'. 
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D'autre par t , l 'angle NO'm ne c h a n g e p a s p e n d a n t la 
rotation ; p a r conséquent , l ' ang le N'O'm' qui est la n o u ­
velle position de cet angle est égale à NO'm. On a donc : 

N'O'm' = NO'm ; 

en re t r anchan t la pa r t i e c o m m u n e N'O'm, il v ient : 

rnùm' = NO'N'. 

Donc, 

MOM' = NO'N'. 

Par conséquent , les angles décr i t s dans le m ê m e t e m p s 
par les perpendicu la i res aba issées des différents po in t s 
sur l'axe sont é g a u x . La va l eu r c o m m u n e de tous ces 
angles cor respondan t à un t e m p s que lconque est ce 
qu'on apppelle le déplacement angulaire d u solide 
pendant ce t e m p s . 

9 2 . Le m o u v e m e n t de r o t a t i o n d 'un corps a u t o u r 
d'un axe est uniforme, lo r sque le solide t o u r n e d 'angles 
égaux dans des t e m p s é g a u x , quels que soient ces 
temps ; ou b i en , lorsque les ang les dont il t o u r n e 
sont proport ionnels a u x t emps co r r e spondan t s . L 'angle 
dont le solide tourne p e n d a n t l 'uni té de t emps , s 'appelle 
la vitesse angulaire. El le mesu re le deg ré plus ou moins 
grand de rapidi té ou de l en teur de ce m o u v e m e n t . 

9 3 . Dans un m o u v e m e n t de ro ta t ion uni forme d'un 
corps au tou r d 'un a x e , les différents points du corps 
décrivent d'un m o u v e m e n t uniforme des circonférences 
de cercle. Mais, les vitesses linéaires de ces différents 

points sont différentes. E n effet, soient MM' e t NX' 
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(fig. 26) les a rcs décri ts dans le m ê m e t emps pa r les deux 
points M et N : ces a rcs sont propor t ionnels a u x rayons 
cor respondan t s . P a r conséquent , les a rc s décr i t s dans 
l 'unité de t emps sont propor t ionnels a u x rayons 
cor respondants OM et O'N. Donc, dans un mouvement 

de rotation uniforme autour d'un axe, les vitesses des 

différents points sont entre elles comme les distances 

de ces points à l'axe. 

9 4 . Si l 'on mesu re les angles p a r les a rcs correspon­
dants su r u n e circonférence don t le r a y o n est égal à 
l 'unité de longueur , la vitesse angulaire sera Varc décrit 

dans l'unité de temps par un point du corps situé à 

l'unité de dislance de l'axe. C'est la vitesse linéaire de ce 

point. 

Il r é su l t e de ce qui p r é c è d e , que si « est la vitesse 
angu la i r e du mouvemen t de ro ta t ion , e t v la vitesse 
l inéa i re d'un point s i tué à u n e d is tance r de l 'axe de 
ro ta t ion , nous au rons : 

v_ r 

TT — T ' 

d'où : 

v = tor. 

9 5 . Un mouvemen t de ro ta t ion qui n 'est p a s uniforme 
est dit varié. Dans un m o u v e m e n t de ro ta t ion va r i é , la 

vitesse angulaire va r i e à c h a q u e ins tan t . Mais , à un 
ins t an t donné , elle a u n e va leur finie e t dé t e rminée qui, 
si elle demeura i t cons tan te à p a r t i r de ce t ins tant , 
t r ans formera i t le mouvemen t var ié en mouvement 
uniforme. Il résul te de là, que , si G est l 'angle dont le 
solide a t ou rné à la fin du t emps t, c 'est-à-dire le chemin 
pa rcou ru p a r un point du corps s i tue à l 'unité de 
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dB 
distance de l 'axe de ro ta t ion , — se ra la vitesse de ce 

dt 
point à la fin du t emps t. Ce se ra la vitesse angulaire 

du corps à la fin d u t emps t, et, en la dés ignant pa r w, 

on a : 

dû 

" = d t ; 

suivant que M se ra cons tan te ou va r i ab le , le m o u v e m e n t 
de rotat ion sera uniforme ou va r i é . 

Dans le cas du mouvemen t v a r i é , nous appel lerons 

accélération angulaire la quan t i t é . 

Le même r a i sonnemen t que nous avons fait ci-dessus 
(n° 9 4 ) , nous p e r m e t t r a de conclure que la vitesse v 

d'un point si tué à une d is tance r de l 'axe de ro ta t ion 
sera donnée p a r la m ê m e formule : 

v — tor. 

9 6 . P o u r qu ' ime rotation soit bien définie, on doit 
connaître l'axe a u t o u r duque l elle s'effectue, la vitesse 

angulaire u e t le sens du m o u v e m e n t de ro ta t ion . 

9 7 . A X E DE ROTATION. — A v a n t d 'al ler plus loin, 
nous allons définir ce que l'on en tend p a r axe de la 

rotation. 

Soit AA' la droi te indéfinie a u t o u r de laquel le se fait 
la rotat ion (fig. 27) . A p a r t i r d'un point 0 pr is sur cette 

d ro i te , por tons u n e lon-
F l g * 2 7 ' g u e u r OA = w , <a é tan t 

la v i tesse angu la i r e . La 
dro i te finie OAindiquera 

1 2 ' l ' axe de l a ro ta t ion et la 
grandeur de l a vitesse a n g u l a i r e . Elle peu t aussi indi-
quer le sens de ce t t e ro ta t ion , si l'on convient d 'a t t r ibuer 
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à OA un sens tel qu 'un obse rva teu r , couché le long de 
l 'axe , voie la ro ta t ion s'effectuer de g a u c h e à droite. 
Ainsi , dire que OA est l 'axe de ro t a t i on , c'est dire que 
l 'observa teur a les pieds en 0 , et la t ê t e en A. La rotat ion 
s'effectuant par convention de g a u c h e à dro i te , son 
sens est bien défini : elle a u r a l ieu dans le sens de la 
flèche (1). Au con t ra i re , d i re que OA' est l 'axe de 
ro ta t ion , c'est d i re que l 'observa teur a les pieds en 0 , et 
la t ê t e en A'. L a ro ta t ion s'effectuant toujours de gauche 
à dro i te , elle a u r a l ieu dans le sens de la flèche (2). 

Ainsi donc , Vaxe de la rotation sera une longueur 

finie prise sur l'axe géométrique autour duquel le corps 

tourne, égale à la vitesse angulaire, et dirigée dans un 

sens tel que l'observateur couché le long de cet axe voie 

le corps tourner de gauche à droite. 

9 8 . R E M A R Q U E . — La convent ion que nous avons 
faite p e r m e t d ' a t t r ibuer des s ignes a u x ro ta t ions qui 
s'effectuent au tou r des axes coordonnés . Ainsi , si la 
ro ta t ion s'effectue a u t o u r de l 'axe des x, et si elle a lieu 
des y ve r s les z, l e sens de l 'axe se ra Ox, puisque 
l ' observa teur p o u r la voir s'effectuer de g a u c h e à droite 
d e v r a avoi r les pieds en 0 , e t l a tê te en x. Or, la 
d i rec t ion Ox é t an t celle des absc isses posi t ives , on dira 
q u e la rotation est positive, 

Si la ro t a t i on a l ieu des z vers les y, le sens de l'axe 
s e r a év idemment Oa:', et la rotation s e ra d i te négative. 
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CHAPITRE II. 

M o u v e m e n t d ' u n e f i g u r e p l a n e d a n s s o n p l a n . 

9 9 . THÉORÈME. — Lorsqu'une figure plane se meut 

dans son plan, on peut toujours amener cette figure 

d'une de ses positions à une autre position par un 

mouvement de rotation autour d'un des points du plan. 

Il est évident que l a posi t ion et le m o u v e m e n t d 'une 
figure plane sont définis p a r la posi t ion e t le m o u v e m e n t 
d'une droite qui jo in t d e u x points A e t B de la f igure, 
ou bien d'une droi te du p lan de l a f igure, liée inva r i a ­
blement à ce t te f igure . L a posi t ion de la figure à u n 
moment quelconque s e r a connue , si l 'on conna î t la 
position de ce t te dro i te . 

Cela pose, nous a l lons d é m o n t r e r q u e A'B' é t an t la 
position de la droi te AB a u bou t d 'un ce r t a in t emps , on 
passera de l a posi t ion AB à la posi t ion A'B' p a r u n e 
rotation a u t o u r d 'un point du p l an de la f igure. 

Soit MN une droi te 
F l g ' 2 8 ' t r a c é e d a n s le p lan de la 

figure, e t invar iab lement 
liée à c e t t e figure, et 
supposons qu 'au bout 
d 'un cer ta in t e m p s la 
d ro i te MN soit venue 
en M'N' (fig. 28). Soit B 
le point de rencont re de 
MN et M'N'. Ce point B 

peut être considéré comme a p p a r t e n a n t à MN et à M'N'. 
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Si on le r e g a r d e c o m m e a p p a r t e n a n t à M'N', c'est un 
point de la figure dans sa seconde posi t ion. Il est évident 
que dans la p r e m i è r e posi t ion de la figure, ce point se 
t rouva i t en u n point de MN, pa r exemple en A. 

Si, a u con t ra i re , on r e g a r d e le point B c o m m e appar ­
t e n a n t à MN, c'est u n point de la figure dans sa 
p r emiè re posi t ion. P a r sui te , dans la seconde position 
de la figure, ce point est venu se p l a c e r en C sur M'N', 
et l'on a u r a év idemment : 

A B = B C . 

Soit 0 le cen t re du cercle pas san t p a r les t ro i s points 
A, B, C : les deux cordes AB et BC é t an t égales , les 
angles a u cen t re AOB et BOC sont aussi é g a u x . Si donc, 
on fait t o u r n e r la droi te MN a u t o u r du point 0 comme 
cen t re , j u squ ' à ce que le point A v ienne en B, le point B 
de MN v iendra en C, e t l a droi te MN v i end ra se placer 
su r M' N' ; en ou t r e , la figure mobi le , supposée liée à la 
droi te MN qui l ' en t ra îne dans son m o u v e m e n t , passera 
de la p r e m i è r e position à la seconde. 

1 0 0 . R E M A R Q U E . — Considérons encore d e u x points 
P et P ' qui se cor respondent dans les d e u x posit ions de 
la figure, c 'est-à-dire tels que A P = BP ' . P a r l a rota t ion 
au tou r du point 0 , le point P vient se p l ace r en P ' , après 
avoir décr i t u n a rc de cercle a y a n t le point 0 pour cen t re . 
Nous pouvons observer que l 'angle P O P ' es t le même, 
quels que soient les points considérés . 

On a, en ou t re , l a p ropr ié té su ivan te : 

PROPRIÉTÉ. — Les perpendiculaires élevées au 

milieu des droites P P ' qui joignent deux positions d'un 

même point concourent en un même point 0 . 

1 0 1 . Nous avons supposé que les deux droi tes MN et 
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F i g . 2 9 . 

B C 
i 1 î — 

\ \ \ 

B ' C N ' 

M ' N ' se coupent en u n point B . Si ces d e u x droi tes 

é t a i en t pa ra l l è les e t de 
m ê m e sens (fig. 2 9 ) , il 
suffirait, pour a m e n e r MN 
à coïncider avec M'N', de 

^ ' i V ^ ' - V ' A d o n n e r à MN, et p a r 

conséquent à l a figure 
mobi le , un m o u v e m e n t de 

translation, ce qui équ ivau t à un m o u v e m e n t de ro ta t ion 
autour d'un cen t re s i tué à l'infini. D'ai l leurs, dans ce 
cas, les perpendicula i res élevées aux mi l i eux de AA', 
B B ' , C C , e tc . , é t an t para l lè les , l eu r point de r encon t re 
est à l'infini. 

1 0 S . Si les deux droi tes MN et M'N' é ta ien t p a r a l ­

lèles et de sens con t ra i res (fig. 30), en j o i g n a n t AA', 

B B ' , C C , e t c . , ces droi tes se 
F l g ' j 0 ' coupent en leurs mil ieux I. 

I l es t évident que , pour 

a m e n e r MN à coïncider 
^ \ avec MN', il suffirait de 

i X donne r à M N , e t p a r c o n s é -

j j * ~p ^ ^ quen t à la figure mobile, 
u n m o u v e m e n t de ro ta t ion 

autour du point I . D'ail leurs, les perpendicu la i res élevées 
aux milieux de AA', B B ' , C C , e tc . se confondent, dans ce 
cas, avec le point I . 

1 0 3 . MOUVEMENT ÉLÉMENTAIRE D'UNE F I G U R E PLANE 

DANS SON P L A N . — Le t h é o r è m e énoncé plus h a u t 
(n° 9 9 ) s 'applique à u n dép lacement quelconque de la 
figure mobile, dans son p lan , et, p a r sui te , à un dépla­
cement infiniment pet i t . 

Donc, le dép lacement é lémenta i re d 'une figure plane 
dans son plan résu l te d'un mouvemen t de ro ta t ion 
élémentaire au tou r d'un point du plan, point qui peut 
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ê t r e s i tué à l'infini. Comme ce point c h a n g e pour chaque 

dép lacemen t é lémenta i re , on l 'appelle centre instantané 

de rotation. 

Dans ce cas , les droi tes te l les que P P ' , qui joignent 
d e u x posi t ions consécut ives P et P ' d 'un m ê m e point de 
la f igure mobi le , deviennent les a r c s infiniment peti ts de 
la t ra jec toi re décr i te p a r c h a c u n de ces poin ts ; a lors , la 
pe rpend icu la i r e élevée a u mil ieu de P P 1 devient la 
n o r m a l e à l a t ra jec to i re , e t l 'angle P O P 1 es t l 'angle 
inf iniment pet i t dont l a figure a t o u r n é au tou r du 
point 0 . 

1 0 4 . CONSÉQUENCES. — De ce qui p récède résul tent 
l es .p ropr ié tés su ivantes : 

1° A u n ins t an t donné , et dans u n t e m p s infiniment 
pet i t , tous les points de la figure mobi le ont u n mouve­
m e n t de ro ta t ion é lémenta i re au tou r du cen t r e ins tantané 
co r r e spondan t , ou, ce qui r ev ien t a u m ê m e , a u t o u r d'un 
a x e perpendicu la i re au p lan e t m e n é p a r le centre 
i n s t a n t a n é . 

2° A u n i n s t a n t donné , les no rma le s a u x trajectoires 
de tous les poin ts de la f igure mobi le concouren t en un 
m ê m e point , qui est le centre instantané de rotation. 

3° La v i tesse de chaque point mobi le est perpendicu­
la i re à l a droi te qui jo in t ce point au cen t re ins tantané 
de ro ta t ion . 

4° Les vi tesses de tous les poin ts de la figure sont 
propor t ionnel les a u x d is tances de ces points a u centre 
i n s t an t ané . 

1 0 5 . MOUVEMENT CONTINU D'UNE F I G U R E P L A N E DANS 

SON P L A N . — Quand une figure plane se meut d'une 

manière continue dans son plan, ce mouvement peut 

être produit au moyen d'une certaine courbe du plan, 

qui serait invariablement liée à la figure mobile, 
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Fiff. 3 1 . 

et qui roulerait sans glisser sur une autre courbe 

fixe située dans ce même plan. 

On peut encore énoncer ce t h é o r è m e c o m m e suit : 

THÉORÈME. — Le mouvement continu d'une figure 

plane dans son plan est un mouvement épicycloïdal. 

En effet, nous avons vu que le m o u v e m e n t é l émen ta i r e 

d'une figure p lane dans son p lan est u n e r o t a t i o n a u t o u r 

d'un certain point 0 , que l'on appe l le centre instantané 

de rotation. Le mouvemen t cont inu de la f igure es t une 

suite de mouvements é l émenta i res , p a r conséquen t , une 

suite de rotat ions au tou r de cen t res i n s t a n t a n é s successifs 

infiniment voisins dans le p lan . 

Supposons que 0 soit le cen t re de ro t a t i on à l ' instant 
considéré (fig. 31) : au bout d 'un t e m p s inf iniment pet i t , 

le cen t re se ra a, puis ce s e ron t les points 
/3, y, S ... Tous ces points 0 , a, |3, y . . . , 
forment u n e courbe du p lan . Or, il existe 
u n point a du p lan , ce po in t é t a n t inva­
r i ab l emen t lié à la f igure, qui v iendra 
coïncider avec «, lo r sque ce po in t a. sera 
le cen t re i n s t a n t a n é ; de m ê m e , des points 
b,c,d..., du plan, i n v a r i a b l e m e n t liés à 
la figure mobi le , co ïnc ideron t avec les 
points j3, y, 5..., l o r sque ces dern ie rs 
seront les cen t res de ro t a t ion . Tous ces 
points 0 , a, b, c... fo rment u n e courbe 
Oabc... l iée i n v a r i a b l e m e n t à la figure 
mobi le . 

il est facile de s ' assurer que , si nous 
figure mobi le a n i m é e d'un mouvemen t 

continu, la courbe Oabc... est tou jours t a n g e n t e à la 
courbe fixe 0*Py..., e t roule sans gl isser sur cet te 
dernière. Soit, en effet, 0 le c e n t r e de ro ta t ion au 
moment cons idéré : le m o u v e m e n t de la figure est une 

6 

Cela posé, 

supposons la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 82 — 

ro t a t i on é l émen ta i r e a u t o u r du point 0 , rota t ion qui 
a m è n e le po in t a en coïncidence avec «. Donc, aOz est 
l 'angle don t la figure t o u r n e au tou r de 0 . Le déplacement 
é t an t inf in iment pet i t , ce t angle aO* est infiniment petit 
et les d e u x courbes sont t a n g e n t e s en 0 . Le mouvement 
est donc u n m o u v e m e n t de rou lemen t , e t ce roulement 
s'effectue s ans g l i ssement : en effet, dans le mouvement 
é l é m e n t a i r e , le point 0 ne bouge pas , e t le point a 

vient e n a. ; donc Oa = 0 * , e t , p a r su i te , il y a simple 
r o u l e m e n t . 

Donc, dans le mouvement de la figure mobile dans son 

plan, la courbe Oabc... roule sans glisser sur Ozty... 

Réc ip roquemen t , si la courbe mobi le , à laquelle la 
figure es t i nva r i ab l emen t liée, roule sans glisser sur 
u n e c o u r b e fixe, on ob t ien t p réc i sément le mouvement 
de la f igure mobi le . 

La c o u r b e fixe est le l ieu des points du plan qui sont 
success ivement les cen t re s ins t an tanés de rota t ion, et la 
courbe mob i l e est le l ieu des points de l a figure mobile 
qui v i e n n e n t success ivement coïncider avec les centres 
i n s t a n t a n é s . 

1 0 6 . R E M A R Q U E . — P a r la p r e m i è r e ro ta t ion autour 
d u poin t O , le point a v ien t coïncider avec a (fig. 31) ; 
p a r la seconde ro ta t ion a u t o u r du poin t a, le point b 

vient co ïnc ider avec |3. Or, il est év iden t que l'angle 
dont l a f igure doit t o u r n e r a u t o u r de « pour amener 
cet te co ïnc idence de b avec /3 es t éga l à la somme des 
ang les bat + Ta/3, c 'est-à-dire éga l à l a somme des 
ang les d e cont ingence des deux courbes . Donc, à un 

instant quelconque, la courbe mobile tourne autour du 

point de contact d'un angle égal à la somme des angles 

de contingence des deux courbes. 

1 0 7 . Cette p ropr ié té p e r m e t de t r o u v e r une relation 

entre la vitesse angulaire de la rotation instantanée, et 
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la vitesse linéaire avec laquelle le point de contact se 

déplace le long des deux courbes. 

Soient R le r ayon de c o u r b u r e de l a courbe Axe, et p 

le rayon de courbure de la courbe mobi le , v la vitesse 

avec laquelle le point de con tac t se dép lace le long des 

deux courbes. Dans le t e m p s inf iniment pet i t dt, ce 

point parcour t sur c h a c u n e des deux courbes u n a r c 

égal à vdt. Donc, l 'angle d e cont ingence co r respondan t 

dans la courbe fixe est . e ^ a a n s la courbe mobile ; 
R p 

par conséquent, la courbe mobi le décr i t dans le t emps dt, 

un angle tota l éga l à : 

Or, « é tant la vi tesse a n g u l a i r e de la ro ta t ion ins tan­

tanée, l 'angle dont la figure mobi le a t o u r n é p e n d a n t le 

temps dt sera égal à adt. Nous a u r o n s donc : 

udl = v -4- — \ dt, 
\ R p / 

d'où l'on t i re : 

pour la rotat ion c h e r c h é e . 
Si les courbures des d e u x courbes sont dans le môme 

sens, nous au rons : 
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Mouvement d'un solide dont tous les points 
se déplacent parallèlement à un plan. 

1 0 8 . Considérons un corps se m o u v a n t parallèlement 
à u n p lan . Faisons u n e section p lane P ' paral lè le à ce 
p lan P ; elle dé t e rmine ra u n e figure p lane mobile dans 
son plan P ' . 

Or, à un ins tan t que lconque , le m o u v e m e n t élémen­
ta i re de cet te figure p lane est un m o u v e m e n t élémentaire 
de ro ta t ion a u t o u r d'un cen t re i n s t a n t a n é . P a r suite, le 
m o u v e m e n t é lémenta i re du corps est u n mouvement de 
ro ta t ion é lémenta i re a u t o u r d 'un axe perpendicula i re au 
p lan P , m e n é parj le cen t re de ro ta t ion . Cet axe se 
déplace à chaque in s t an t : on l 'appelle axe instantané 

de rotation. 

Donc, si u n solide se m e u t d 'une m a n i è r e continue 
pa ra l l è l emen t à u n p lan fixe, son m o u v e m e n t peut être 
p rodu i t a u moyen d 'un cyl indre dont les génératrices 
sont perpendicu la i res a u plan fixe, et qui sera i t invaria­
b l e m e n t lié au corps solide, et qui rou le ra i t sans glisser 
su r u n a u t r e cyl indre fixe dans l 'espace, dont les géné­
r a t r i c e s se ra ien t aussi pe rpendicu la i res au p lan fixe. 

Le cyl indre fixe est le l ieu des droi tes qui sont 
success ivement axes i n s t a n t a n é s de rota t ion, et le 
cyl indre mobi le le l ieu des droi tes de l 'espace qui 
v i ennen t success ivement co ïnc ider avec les axes instan­
t a n é s . 
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CHAPITRE III. 

Mouvement d'une figure sphérique 
sur sa sphère. 

1 0 9 . Si nous r ep renons les r a i sonnemen t s relatifs a u 

mouvement d'une figure p lane dans son p lan , et si nous 

remplaçons les droi tes p a r des a rcs de g r a n d s cerc les , 

nous ar r iverons a u x t h é o r è m e s su ivants : 

1° Une figure sphér ique peu t ê t r e a m e n é e d 'une 
quelconque de ses posi t ions à u n e a u t r e position, p a r un 
mouvement de ro ta t ion au tou r d 'un point de la s p h è r e 
comme pôle, ou ce qui est la m ê m e chose , p a r u n e 
rotation au tour d 'un d i amè t re de la s p h è r e comme axe . 

2° Tout mouvemen t é l émenta i re d 'une figure sphér ique 
sur sa sphère est u n e ro ta t ion inf iniment peti te au tou r 
d'un point de la sphè re c o m m e pôle (appelé pôle instan­

tané), ou au tou r d 'un d i amè t r e de la sphère comme axe : 
ce diamètre s 'appelle axe instantané de rotation. 

3° Le mouvement cont inu d 'une figure sphér ique 
mobile sur la sphère est une sui te de ro ta t ions infiniment 
petites. On peut l 'obienir en faisant rouler u n e l igne 
invariablement liée à la figure mobi le su r une l igne fixe 
tracée sur la sphè re . En d 'au t res t e rmes , le mouvement 

continu d'une figure sphérique mobile sur la sphère est 

un mouvement épicydoïdal sphérique. 
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Mouvement d'un corps solide autour 
d'un point fixe. 

1 1 0 . Supposons u n corps solide mobile au tour d'un 

point fixe 0 . Coupons ce corps p a r u n e sphère ayant 

le point 0 pour cen t re . Cette s p h è r e dé te rminera par 

son in tersect ion avec le corps u n e figure spliérique qui, 

dans le mouvemen t d u corps solide, se déplacera en 

r e s t a n t sur la sphère . Or, tou t m o u v e m e n t élémentaire 

de cet te figure sphér ique est u n m o u v e m e n t de rotation 

a u t o u r d'un d i amè t re de la s p h è r e . Donc, le mouvement 

élémentaire du solide lié à la figure sphérique est aussi 

une rotation autour de ce diamètre, c'est-à-dire autour 

d'un axe instantané passant par le point fixe 0 . 

D'autre pa r t , nous savons que le m o u v e m e n t continu 

de la figure sphé r ique sur l a s p h è r e peu t s'obtenir en 

faisant rou le r une courbe L, a p p a r t e n a n t à la figure 

spl iér ique, su r une courbe fixe l, t r a c é e su r la sphère. 

Nous pouvons p r end re ces d e u x courbes L et À comme 

directr ices de deux cônes a y a n t p o u r sommet s le point 0, 

et a lors le mouvemen t de L sur / équ ivau t a u roulement 

du cône (0 , L) sur le cône fixe (0 , / ) . Donc, le mouvement 

continu d'un solide invariable autour d'un point fixeO, 

s'obtient en faisant rouler sans glisser un cône, invaria­

blement lié au solide et ayant pour sommet le point 0, 

sur un cône fixe dans l'espace et ayant aussi pour 

sommet le point 0 . 

Le cône fixe dans l 'espace est le l ieu des axes instan­

t a n é s de ro ta t ion , et le cône mobile est le l ieu des droites 

de l 'espace qui v iennen t success ivement coïncider avec 

les axes i n s t an t anés . 
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L'axe ins tan tané de ro ta t ion à u n m o m e n t donné , est 

la génératr ice de contac t du cône mobi le avec le cône 

fixe. 

Mouvement le plus général d'un corps solide. 

1 1 1 . PROPRIÉTÉ. — Quel que soil le mouvement 

d'un corps solide dans l'espace, onpeul amener ce corps 

d'une de ses positions à une autre, en lui donnant 

d'abord un mouvement de translation et ensuite un 

mouvement de rotation autour d'un certain axe. 

Soient A, B, C, D. . . e t A', B', C , D . . . (fig. 32), deux 
positions successives d 'un sys tème de points de figure 

grandeur et en d i rec t ion p a r AA'. Les points B, C, D . . . , 
viendront en B", C'r, D". . . Il n 'y a u r a p lus qu 'à donner 
au solide u n second m o u v e m e n t en v e r t u duque l le 
point A ' r e s t a n t immob i l e , les points B ' , C , D".. . vien­
dront en B', C , D' . . . Or, comme on sai t , ce second 
déplacement du solide p e u t s'effectuer p a r u n e ro ta t ion 
autour d 'un axe i n s t a n t a n é pas san t p a r le point A'. 
Donc, on peu t a m e n e r le solide de la p r e m i è r e position 

Fig. 32. 

D 

i nva r i ab le . Jo ignons AA', 
puis , p a r les points B, 
C, D . . . , menons des droi tes 
BB", CC", DD".. . , égales et 
para l lè les à AA'. P o u r 
a m e n e r le solide de la posi­
t ion (ABCD...) à la seconde 
position ( A ' B ' C ' D 1 . . . ) , 

donnons- lui d 'abord un 

m o u v e m e n t de t r ans la t ion 

rec t i l igne r ep ré sen t é en 
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(ABCD... ) à la seconde posit ion (A'B'C'D'... ) en lui commu­

n iquan t : 

1° Une t rans la t ion su ivan t AA' ; 

2° Une rota t ion au tou r d 'un axe ins tan tané MN 

passan t p a r le point A'. ('? 

1 1 2 . Il est évident qu'il y a u n e infinité de manières 
de faire passer le corps de l a p r e m i è r e position à la 
seconde pa r la combinaison d 'une t r ans la t ion et d'une 
ro ta t ion . En effet, il suffit de faire j o u e r à chacun des 
points que l'on peu t imag ine r faire p a r t i e du corps 
solide, le rôle que l'on a fait j o u e r a u point A. 

Or, pa rmi ces combinaisons , en n o m b r e infini, il y en 
a u n e dans laquel le la t r ans la t ion a l ieu paral lèlement à 
l 'axe de ro ta t ion . E n effet, imag inons u n p lan P , perpen­
diculaire à MN, e t soit F l a sect ion faite p a r ce plan 
dans le corps. La t r ans la t ion AA' t r a n s p o r t e la figure F 
dans u n plan P ' para l lè le a u p lan P . Soit F' la position 
de la section F ap rès la t r a n s l a t i o n AA', et soit F" la 
posi t ion qu'elle occupe d a n s le p l an P ' ap rè s la rotation 
au tou r de MN. Or, p o u r faire passe r la figure plane de 
sa p remiè re position F à la posi t ion F", on peut d'abord 
lui donner u n mouvemen t d e t r ans la t ion suivant une 
perpendicu la i re a u x deux p lans P et P ' , t ranslat ion qui 
a m è n e r a la figure F en F , , dans le p l an P ' , puis faire 
t o u r n e r F L dans le p lan P 1 a u t o u r d'un point de ce plan, 
c 'est-à-dire au tou r d 'un axe pe rpend icu la i r e a u x plans P 
e t P ' . Si l'on conçoit le solide en t r a îné par cette 
figure, il passera de la posit ion (ABCD...) à la position 
(A'B'CD'.. .). 

On voit donc que l'on peu t a m e n e r le solide d'une 
posi t ion à u n e a u t r e p a r u n e t r ans l a t ion suivie d'une 
ro t a t i on au tou r d 'un a x e de m ê m e direct ion que la 
t r ans la t ion . Cet axe s 'appelle axe instantané de rotation 
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et de glissement. La posi t ion de cet axe c h a n g e d'un 

instant à l ' aut re du mouvemen t . 

113 . Il r é su l t e de ce qui p récède que le mouvemen t 
élémentaire d'un corps solide dans l 'espace est u n 
mouvement hélicoïdal, c 'est-à-dire qu'il peu t ê t r e assimilé 
à celui d'une vis qui pénè t r e dans son écrou. 

1 1 4 . Si m a i n t e n a n t nous passons au mouvement 

continu d'un corps dans l 'espace, nous pou r rons le consi­
dérer de deux maniè res différentes. E n effet, nous avons 
vu que : 

1° Le mouvemen t é l é m e n t a i r e d 'un corps peu t ê t re 
produit pa r une t r ans l a t ion éga le e t para l lè le au 
mouvement é lémenta i re de l 'un des points d u corps , et 
une rotat ion au tou r d'un a x e p a s s a n t pa r ce point . Si 
donc, on considère toujours le m ê m e point d u corps , on 
aura le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Le mouvement continu d'un corps dans 

l'espace peut être produit par le roulement d'un cône 

invariablement lié au corps, sur un cône qui est animé 

d'un mouvement de translation dans l'espace. 

2° Si l'on considère l 'axe i n s t a n t a n é de ro ta t ion et de 
glissement, on voit que les différentes posi t ions de cet 
axe dans l 'espace, forment u n e surface réglée, et les 
positions qu'il occupe d a n s le corps forment aussi u n e 
surface rég lée . On a le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Le mouvement continu d'un corps 

dans l'espace peut être considéré comme produit par le 

rendement d'une surface réglée liée au corps sur 

une surface réglée fixe dans Tespace, accompagné 

d'un glissement le long de la génératrice de contact. 

La surface r ég lée fixe d a n s l 'espace est le l ieu des axes 
instantanés de ro ta t ion e t de g l i ssement ; la surface 
mobile est le lieu des dro i tes qui v i ennen t successive­
ment coïncider avec les axes de ro ta t ion e t de gl issement . 
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1 1 5 . Nous avons d é m o n t r é que , quel que soit le 
m o u v e m e n t d 'un corps solide dans l 'espace, on peut 
a m e n e r ce corps d 'une posi t ion à u n e a u t r e , en lui 
d o n n a n t u n m o u v e m e n t de t r ans l a t ion qui a m è n e un 
des points dans sa nouvel le posi t ion, et ensui te un 
m o u v e m e n t de ro t a t i on au tou r d 'un axe pa s san t pa r co 
point dans sa nouvel le posi t ion. 

Nous avons auss i reconnu! ( l u e l ' o n P e u ^ f a u ' e passer 
le corps de sa p r emiè re position à la deux ième d'une 
infinité de m a n i è r e s , en c h a n g e a n t le point, dont on 
considère le m o u v e m e n t de t r ans l a t i on . 

Nous allons m a i n t e n a n t d é m o n t r e r que , quel que s oit 
le point choisi, le mouvement de rotation sera toujours 
le même. 

Fig. 33. 

c 

Considérons t ro is points A, 13, C d u corps formant un 
t r i ang le ABC i n v a r i a b l e m e n t lié au corps , et soit A'B'C le 
t r i ang le dans sa nouvel le position (fig. 33) . 

Passons d 'abord de la p r e m i è r e posi t ion à la seconde 
en cons idéran t le point A. Nous a u r o n s : 1° u n e t ransla­
t ion AA' qui a m è n e le t r i ang le ABC en A ' B ^ ; 2° une 
ro ta t ion a u t o u r d'un a x e pa s san t p a r le point A'. Pendan t 
cet te ro ta t ion le point B ; déc r i ra u n para l lè le d'une 
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sphère ayan t son cen t re en À', pu isque A'B, = A'B' ; le 
point C! décr i ra un para l lè le d 'une sphè re a y a n t son 
centre en A', puisque A'C\ = A'C. P a r conséquen t , l 'axe 
de la rota t ion se ra u n e droi te pa s san t pa r A', e t p e r p e n ­
diculaire a u x droi tes Cfi' et B,B' . 

Si l'on avai t considéré le point B, nous aur ions eu u n e 
translation BB' a m e n a n t le t r i a n g l e ABC en A 2 B ' C 2 , e t 
une rotat ion au tou r d 'un axe p a s s a n t pa r B', e t p e r p e n ­
diculaire aux droi tes A 2 A' e t C.,C. Or, on a C 2 B' éga l e t 
parallèle à B ^ ; donc, B X B' est éga l et pa ra l l è l e à C ^ . 
Donc, l'axe de rotation en A' est perpendiculaire au 

plan C ^ C , . 

D'autre par t , A 2 C 2 est éga l e t para l lè le à A'Cj : donc , 
A,A f est égal et pa ra l l è le à C^C^ et , p a r conséquen t , 
l'axe de rotation en B' est perpendiculaire auplanCCfi,. 

Il résulte de Là que les axes de ro ta t ion en A' e t B' sont 
parallèles et pe rpend icu la i res a u p l an C'CjC,. 

Il reste à démon t r e r que les vitesses angulaires de ces 

deux rotations sont égales. Or, le dép lacemen t a u t o u r 
de l'axe en A' es t év idemment la project ion su r le p l a n 
C'CjCg, perpendicu la i re à l 'axe de ro ta t ion , d u dépla­
cement BjA'B' dans l 'espace, et le dép lacemen t a u t o u r de 
l'axe en B' est la project ion sur ce m ê m e p l an d u 
déplacement A 2 B'A' dans l 'espace. Mais, les deux ang le s 
BjA'B' et A 2B'A' sont é g a u x dans l 'espace c o m m e a l t e rnes 
internes ; donc , l eurs project ions su r u n m ê m e p l an son t 
égales. P a r conséquent , les dép lacement s a u t o u r des 
axes en A' e t B' sont égaux , et , p a r sui te , les vi tesses 
angulaires des deux ro ta t ions sont éga les . 

1 1 6 . P R O P R I É T É . — Le déplacement total d'un point 

quelconque du corps, estimé suivant l'axe de rotation, 

est le même pour tous les points. 

En effet, le dép lacemen t to t a l du point C, p a r 

exemple, es t CC ; or , CC est la r é su l t an t e des d e u x 
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dép lacements CCj e t CjC. Donc, la l o n g u e u r CC estimée 
su ivan t l ' axe , c 'est-à-dire sa project ion su r l ' axe , se ra la 
s o m m e des project ions de ses composan tes C C , e t Cfi'. 

Mais, la project ion de 0 , 0 ' su r l 'axe est nul le ; donc, le 
dép lacement d'un point que lconque es t imé su ivan t l'axe 
de ro t a t i on est éga l à la project ion su r ce t axe de la 
t r ans l a t ion de ce point . Or, la t r ans l a t ion est l a même 
p o u r tous les points d u corps. P a r conséquent , le dépla­
cemen t to ta l , es t imé su ivant l 'axe, es t le m ê m e pour 
tous les poin ts . 

1 1 7 . Cette p ropr ié té p e u t ê t r e t r adu i t e pa r la 
su ivan te : 

P R O P R I É T É . — Si, par un point de l'espace, on mène 

une parallèle à l'axe de la rotation, et si, par ce même 

point, on mène des droites égales et parallèles aux dépla­

cements des différents points, le lieu géométrique des 

extrémités de ces droites est un plan perpendiculaire 

à l'axe. 

1 1 8 . C O R O L L A I R E . — P o u r cons t ru i re l 'axe, il suffira 
de m e n e r pa r u n point quelconque de l 'espace, trois 
droi tes éga les et para l lè les a u x t rois dép lacements de 
t rois points du corps . Le p lan du t r i ang le formé par les 
ex t rémi tés de ces droi tes se ra celui de la ro ta t ion , et la 
pe rpend icu la i re à ce p lan se ra l 'axe de la ro ta t ion . 
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C H A P I T R E I V . 

C o m p o s i t i o n d e s m o u v e m e n t s s i m u l t a n é s 

d ' u n c o r p s s o l i d e . 

C o m p o s i t i o n d e s t r a n s l a t i o n s . 

1 1 9 . COMPOSITION DES TRANSLATIONS. — Si un corps 

est animé de deux mouvemen t s é lémenta i res de t r a n s l a ­
tion, chacun de ses points déc r i r a la d iagona le du 
paral lé logramme const ru i t sur les dép lacement s é lémen­
taires dans les m o u v e m e n t s composan ts . Or, tous les 
paral lé logrammes ainsi ob tenus pour les différents points 
ont leurs côtés é g a u x e t para l lè les : il en est de 
même des d iagonales qui sont égales et para l lè les . P a r 
conséquent, le dép lacement r é su l t an t a m ê m e direct ion, 
même sens et m ê m e g r a n d e u r pour c h a q u e point : c'est 
donc un mouvement de translation. On voit, en ou t re , 
que la vitesse du solide est déterminée en grandeur, 

direction et sens par la diagonale du parallélogramme 

construit sur les vitesses des mouvements composants. 

1 2 0 . Si un corps est an imé de plusieurs mouvements 

élémentaires de translation, le m o u v e m e n t r é su l t an t 
sera une t r ans la t ion , dont la vi tesse se dédu i r a des 
vitesses des mouvemen t s composants p a r la règ le du 
polygone des vi tesses . 

1 2 1 . Réc iproquement , une t r ans la t ion peu t ê t re 

décomposée en t ro i s t r ans la t ions para l lè les à t rois axes 
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rec t angu la i r e s ; les vitesses de ces t r ans la t ions seront 

les côtés d u para l lé l ip ipède dont la vi tesse donnée sera 

la d iagona le . 

Composition des rotations. 

1 2 2 . T H É O R È M E . — Deux ou plusieurs rotations 

s'effectuant autour d'un même axe se composent en une 

rotation unique dont la vitesse angulaire est égale à la 

somme algébrique des vitesses angulaires des rotations 

composantes. 

Soient t rois ro ta t ions « , <»', u" a u t o u r de l 'axe XY 

(flg. 34) . Imaginons 

u n p l an quelconque 

pa s san t p a r l 'axe XY, 
Y e t soient m u n point 

| r w " de ce p lan , mn = rsa 
m d i s tance à l 'axe XY. 

En ve r tu de la ro ta t ion u, le point m t end à s'élever 

au-dessus du p lan et pe rpend i cu l a i r emen t à ce p lan avec 

une vi tesse : 

Fig. 34. 

f - H -

v = wr. 

E n ve r tu de la ro ta t ion le point m t end à s'élever 

pe rpend icu la i r emen t a u p lan avec u n e vitesse : 

v' = uV. 

En ve r tu de la ro ta t ion u", de sens con t ra i re a u x deux 
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précédentes, le point m tend à s 'abaisser au -dessous d u 

plan, perpendicu la i rement a u p lan avec u n e vi tesse : 

v" = u>"r. 

P a r conséquent , la v i tesse d u point m p e rpend icu l a i ­

rement au p lan se ra : 

V = v + v' — v" = (u -\- (j' — w") r. 

C'est la vi tesse avec laquel le le po in t m t end à s 'élever 

au-dessus du plan : or, ce t te vi tesse V se ra i t p rodu i t e 

par une ro ta t ion 0 a u t o u r du môme axe , e t t e l le que 

l'on ai t : 

V = Qr. 

On a donc : 

Q (O + u' — u", 

ce qui démont re le t h é o r è m e énoncé . 

1 2 3 . COMPOSITION DES ROTATIONS AUTOUR D'AXES 

CONCOURANTS. — Soit u n solide an imé de d e u x r o t a t i o n s 

élémentaires au tou r de d e u x axes c o n c o u r a n t s , e t soient 

w, u1 les vitesses angu la i r e s de ces d e u x ro t a t i o n s . 

Soient OA, OB les deux axes de ro ta t ion (fig. 35) , 
c'est-à-dire les droi tes qui r e p r é s e n t e n t la posi t ion de 
l'axe, la g r a n d e u r de la v i tesse a n g u l a i r e e t le sens du 
mouvement . J e dis que la mouvement résultant sera une 

rotation dont l'axe sera représenté par la diagonale du 

parallélogramme construit sur les droites OA et OB. 

En effet, le point de r e n c o n t r e 0 des deux axes res te 
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fixe dans les d e u x mouvemen t s composants ; par 
conséquent , le mouvement ' 
r é su l t an t est u n e rotation 
au tou r d'un axe pas san t par 
le point 0 . 

Nous allons démontrer 
que cet axe est dirigé sui-

vant la diagonale du paral­

lélogramme. A cet effet, che rchons u n second point de 
l 'axe : j e dis d 'abord que ce point doit se t r o u v e r dans 
le p lan des deux axes donnés . En effet, ce point doit 
r es te r immobile en v e r t u des deux ro t a t i ons . Or, les 
deux composantes de la vi tesse d 'un po in t M situé 
en dehors du plan sont r e spec t ivement perpendiculai res 
a u x p lans MOA et MOR : elles ne sont donc pas dirigées 
su ivan t une m ê m e droi te , et ne peuven t p a r conséquent 
pas se dé t ru i r e . Donc, ce point es t s i tué dans le plan 
des deux axes . De plus , il doit se t r o u v e r dans l'angle 
des deux axes , a u t r e m e n t ses vi tesses ne se ra ien t pas de 
sens con t ra i re s . Soit donc m un point à l ' in tér ieur de 
l 'angle AOB : les deux composan tes de la vi tesse de ce 
point sont pe rpend icu la i res a u p lan AOB. E n ve r tu de la 
ro ta t ion w, le point m s 'abaisse au-dessous du plan, 
pe rpend icu la i r emen t a u p lan , avec u n e vi tesse égale à 

y é t an t la d i s tance d u point m à l 'axe OA ; en vertu 
de la ro ta t ion &>' le po in t m s 'élève au-dessus du plan, 
pe rpend icu la i r emen t au p lan , avec u n e vi tesse égale 
à u'x, x é tan t la d is tance du poin t m à l 'axe OB. Le 
point m se ra donc immobi le , si l'on a : 

u'x - (oy. 

Or, cet te équa t ion expr ime u n e p rop r i é t é qui appar­
t i en t à tous les points de la d i agona le d u parallélo­
g r a m m e , laquel le sera donc la d i rec t ion de l 'axe de la 
ro ta t ion r é su l t an t e . 
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Reste à t rouver 11 grandeur de la vitesse angulaire Q. 
de la rotation résultante. 

A cet effet, considérons u n point n du p lan des deux 

axes (fig. 35). En ve r tu de la ro ta t ion w, ce point n 

s'abaisse en-dessous du p lan , pe rpend icu la i r emen t au 

plan, avec une vi tesse éga le à M . na ; en ver tu de la 

rotation M', il s 'abaisse en-dessous du p lan , pe rpend icu­

lairement au plan, avec u n e vitesse éga le à M' . nb. Donc, 

en vertu des deux ro ta t ions u e t w', il s 'abaisse avec 

une vitesse égale à : 

w . na 4- (>)' . nb. 

Désignons pa r Q. l a vitesse angu la i r e inconnue r é s u l ­

tante ; nous devrons avoir : 

Q. . ne = u . na + w' • nb. (1) 

Or, dans le p a r a l l é l o g r a m m e OACB, on a : 

OC . ne = OA . na + OB . nb. (2) 

Mais, par hypo thèse , nous avons supposé : 

OA = u, OB = w' ; 

donc, la formule ( 1 ) devient : 

Q . ne = OA . na + OB . nb. (3) 

La comparaison des formules (2) et (3) nous donne 
Q = OC pour l a g r a n d e u r de la v i tesse a n g u l a i r e de la 
rotation résu l t an te . On voi t , en ou t r e , que le sens de 
cette rotat ion est OC, puisqu'el le doit ê t re telle que le 
point w s 'abaisse en-dessous du p lan . 

7 
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On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 
T H É O R È M E . — La rotation résultante de deux 

rotations concourantes est représentée en grandeur, 

direction et sens par la diagonale du parallélogramme 

construit sur les axes des deux rotations données. 

1 2 4 . COROLLAIRE. — Comme conséquences de ce 

t h é o r è m e , nous au rons les re la t ions su ivan tes : 

w : to' : Q = s i n (<*>', 0 ) : s i n (ai, Û ) : s i n (u>, to ' ) , 

û 2 = t o 2 -f- to ' 2 -\- 2w(V COS (to, to ' ) . 

1 2 5 . I l résul te de ce qui p r é c è d e que des rotations 

en nombre quelconque autour d'axes concourants se 
composent en une ro ta t ion un ique r ep résen tée par la 
droi te qui ferme le contour po lygona l des axes des 
ro ta t ions composan tes . 

1 2 6 . Trois ro ta t ions a u t o u r de t ro is axes concourants 
se composent en u n e ro ta t ion un ique dont l 'axe est la 

diagonale du parallélipipède cons t ru i t sur les axes des 
ro ta t ions composan tes . 

1 2 7 . CAS P A R T I C U L I E R . —• Si les rotat ions sont 

r e c t a n g u l a i r e s , on a : 

wx=u) cos a , 

w y = wcos ¡3, 

U j = u cos y. 

1 2 8 . I l résul te de là qu 'une ro ta t ion peut être 

décomposée en t ro is ro ta t ions ' au tour des trois axes 

r e c t a n g u l a i r e s . 
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1 2 9 . — COMPOSITION* ANALYTIQUE D'UN NOMBRE 

QUELCONQUE DE ROTATIONS AUTOUR D'AXES CONCOURANTS. 

- Soient « («, ¡3, y ) , M' ( « ' , (3', - / ) , w" (a", fi", / ) . . . les a x e s 

des rotations données . Nous pouvons décomposer la 

rotation &> en trois ro ta t ions a u t o u r de t rois axes r ec tan­

gulaires, et nous au rons pour ces t rois composantes : 

w cos a, u cos ¡3, w cos y ; 

faisant la m ê m e opéra t ion pour c h a c u n e des ro t a t ions 

données, nous au rons autour de l'axe des x des ro ta t ions 

« C O S K , M ' cos a ' , . . . qui se composeron t en u n e r o t a t i o n 

dont l'axe se ra 2w cos « (n° 1 2 2 ) . De m ê m e , a u t o u r de 

l'axe des y, nous a u r o n s u n e ro ta t ion dont l 'axe s e r a 

Su cos ¡3, et a u t o u r de l 'axe des 2 u n e ro ta t ion don t l 'axe 

sera lw cos y . 

Ces trois ro ta t ions a u t o u r de t ro is axes r e c t a n g u l a i r e s 

se composent en u n e ro ta t ion u n i q u e , te l le que l'on 

ait (n° 1 2 7 ) : 

Q.- = [lw cos a) 2 + (2w cos (3)2
 4 - (Su cos y) 2. 

En dés ignant p a r a, b, c, les ang les que l 'axe û fait 

avec les axes coordonnés , nous au rons : 

0 cos a = Zu cos a, 12 cos b = 2w cos ¡3, û cos c = l u cos y, 

d'où : 

Iwcosa , Zwcos? Zwcosy 
cosa = — - — , cos 0 = — - — - , cos c — - — L . 
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C o m p o s i t i o n d e s r o t a t i o n s a u t o u r d ' a x e s 

p a r a l l è l e s . 

Fis 

a' 

1 3 0 . Soit u n solide an imé de d e u x ro ta t ions de môme 
sens a u t o u r de deux axes pa ra l l è les . Sous l'action de 
c h a c u n e d e c e s deux ro ta t ions M et u ' , c h a c u n des points 
du corps se m e u t pa ra l l è l ement à un p lan perpendi­
cu la i re a u x d e u x axes de ro ta t ion . Donc, tous les points 
du corps ont des vi tesses para l l è les à ce p lan . 

P a r conséquen t , le m o u v e m e n t r é s u l t a n t est ou une 
t r ans l a t ion para l lè le à ce p lan , ou une ro ta t ion autour 

d'un axe perpendicu­
la i re à ce plan, c'est-
à-dire paral lè le aux 
d e u x axes . 

Dans ce dernier ras, 
nous pour rons déter­
mine r cet axe , c'est-
à-dire les points du 
corps qui restent im­
mobiles sous l'action 
des deux rotations, ou 
bien dont la vitesse 

est nul le . Il est évident que ces points sont situés dans 
le plan des deux axes . Car, les composantes de la 
vitesse d'un point s i tué en dehors de ce plan ne sont pas 
di r igées su ivan t la môme dro i te , et , p a r conséquent, 
elles n e peuvent pas se dé t ru i r e . De plus , les points 
che rchés sont si tués en t re les deux axes ; au t rement , ces 
composan tes ne sera ient pas de sens con t ra i re s . 

Soit donc m u n point compr is en t re les deux axes 
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(fig. 36) : les deux vi tesses de ce point sont de sens 

contraires — ax et -|- w'y, en dés ignan t p a r x et y les 

distances Am et mB ; pour que ce point soit immobi le , 

on doit avoir : 

— wx -f- iù'y = 0 , 

d'où : 

IÙX = M ' y , 

ou bien : 

x w' 

y ~~ w ' 

Donc, le point m divise la dro i te AB en deux segmen t s 
inversement propor t ionnels a u x vi tesses angu la i r e s w 
et t o ' . On r econna î t r a faci lement que tous les points de 
la parallèle a u x deux axes , m e n é e p a r le point m, 

jouiront de la m ê m e propr ié té d 'être immobi les : ce t te 
droite est donc l 'axe de la ro ta t ion r é s u l t a n t e . 

Cherchons la v i tesse a n g u l a i r e de cet te ro ta t ion 
résultante. Soit n u n point du p lan des deux axes : en 
vertu de la ro ta t ion w , le point n s 'élève au-dessus du 
plan, pe rpend icu la i rement à ce p l an , avec u n e vitesse 
égale à m . nA ; en v e r t u de la ro t a t i on w ' , l e point n 

s'élève avec u n e vi tesse éga le à «' . nil. Donc, sous 
l'action des deux ro ta t ions , le po in t n s 'élève avec u n e 
vitesse égale à w . n A + w ' . n B . Si l 'on imag ine que û 
soit la vitesse angu la i r e r é s u l t a n t e , de même sens que 

les deux autres1, le point n s 'é lèverai t , en ver tu de 

1. Elle doit être de même sens, puisque sous l'action des deux 
rotations simultanées le point n s'élève au-dessus du plan. 
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cet te ro ta t ion avec u n e vi tesse éga le à . mn, et l'on 
a u r a i t : 

Q. . mn = w , nA + W . 7?B. 

Or, on a : 

nB = mn + y, nk = mn — x ; 

p a r sui te , 

Q. . mn = w [mn — x) -\- w' («m + y) ; 

d'où, en ve r tu de la re la t ion wx = a'y, 

Q . mn = to . mn + t o ' . ??z?z, 

et enfin : 

Q = to - j - t o ' . 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . -— Deux rotations parallèles et de même 

sens se composent en une rotation de même sens que les 

rotations proposées, autour d'un axe parallèle aux axes 

des rotations composantes, situé dans leur plan et 

compris entre ces deux axes, dont les distances à ces 

axes sont en raison inverse des vitesses angulaires 

correspondantes. La vitesse angulaire de la rotation 

résultante est égale à la somme des vitesses angulaires 

des deux rotations composantes. 

1 3 1 . Supposons les deux rotations parallèles et de 
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F i s . 37. 

n m a 

•CJ' 

sens contraires. Soient ru e t «' les vi tesses a n g u l a i r e s , et 

soit « > «' (flg. 37) . 
Le m o u v e m e n t résu l ­
t a n t est une r o t a ­
t ion a u t o u r d 'un a x e 
pa ra l l è l e a u x deux 
a x e s a et Cet axe 
est d a n s le p lan des 
deux axes donnés , 
en d e h o r s de la por­
t ion du p l a n compr ise 
en t r e ces d e u x axes , 
e t du côté de l 'axe 

qui correspond à la plus g r a n d e vi tesse a n g u l a i r e . 

En effet, les points de l 'axe de l a ro t a t i on r é s u l t a n t e 

devant avoir u n e vi tesse nul le , n e p e u v e n t ê t r e compr i s 

entre les deux axes , pu isque , p o u r tous les points 

compris entre ces deux axes les composan tes de l a 

vitesse sont de m ê m e sens, et n e peuven t se d é t r u i r e . 

Soit donc un point m p r i s en dehor s de l a por t ion du 

plan comprise en t re les d e u x axes , e t soient mA -= x, 

mB = ? / ses dis tances a u x d e u x axes . Les vi tesses de ce 

point cor respondant a u x d e u x ro ta t ions sont de sens 

contraires, et égales à <ax et w'y. P o u r que ce point soi t 

immobile, on doit donc avoi r : 

iox = w'y. 

Or, puisque, p a r hypo thèse , «a > jl s 'ensuit que l'on 

a x < y. 

De cette équat ion on t i r e : 

x 

y to 
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On voit que le point m j ou i t de la p ropr ié té que ses 
d is tances a u x points A et B sont i nve r semen t propor­
t ionnel les a u x vitesses a n g u l a i r e s cor respondantes w 
et et qu'il es t s i tué d u côté de l 'axe correspondant à 
la plus g r a n d e vi tesse a n g u l a i r e . On reconna î t r a que 
tous les points de la para l lè le a u x deux axes menée 
p a r le point m j ou i ron t de la m ê m e propr ié té . Cette 
dro i te est donc l 'axe de la ro t a t ion r é su l t an t e . En outre, 
la ro ta t ion r é su l t an t e est de m ê m e sens que « et sa 
vitesse angu la i r e est : 

Q = u — w'. 

En effet, soit n un point du p lan : en ver tu de la 
ro t a t ion w, ce point s 'abaisse en-dessous du plan, perpen­
d icu la i rement a u plan, avec une vi tesse égale à u . n A ; 
en ver tu de il t end à s 'élever au-dessus du plan, avec 
u n e vitesse égale à &>' . nB ; la vi tesse résu l tan te sera 
donc « . nA — «' . nB. 

Si il est la vi tesse a n g u l a i r e inconnue de la rotation 
r é su l t an te , le point n, en ve r tu de ce t te rotation, se 
m e u t pe rpend icu la i rement a u p lan avec une vitesse 
i l . mn, et nous au rons : 

Q . mn = u . nA — w'. nB. 

Mais, on a : 

nk. = mn -\- x, 

nB = mn + y, 

e t l 'égali té p récéden te devient : 

i l . mn = w {mn + x) — ta' [mn -f y) = (u — w') mn ; 
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d'où : 

Q = w — u'. 

Il résul te aussi de ce que la vi tesse r é su l t an t e est 

M . «A — u ' . nB = (co — « ' ) mn, que la vi tesse angu la i r e 

12 doit ê t re de m ê m e sens que w , pu i sque « . mn > c o r . mn. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Deux rotations parallèles et de sens 

contraires se composent en une rotation autour d'un axe 

parallèle aux axes des rotations composantes, situé 

dans le plan de ces deux axes, en dehors de la portion 

du plan comprise entre ces axes, du côté de l'axe corres­

pondant à la plus grande vitesse angulaire. La rotation 

résultante a lieu dans le sens de la plus grande, et sa 

vitesse angulaire est égale à la différence des vitesses 

angulaires des rotations composantes; les distances de 

Taxe résultant aux axes composants sont en raison 

inverse des vitesses angulaires correspondantes. 

1 3 2 . REMARQUE . — Il est facile de voir que , dans 

le cas où les d e u x ro ta t ions para l lè les sont de m ê m e 

sens, on a : 

u : u' : i l = y : x : x 4- y, 

ou bien : 

u : u' : £î = WJB : rnk : AB. 

Dans le cas où les deux ro ta t ions sont de sens 

contraires , on a : 

u : w' : û = y : X : y — x, 
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ou bien : 

w : w' : Q = mB : mA : AB. 

De ce t te de rn i è re re la t ion , on t i re : 

w' : Q = mA. : AB, 

d'où : 

mk = AB . ~ v = AB . ,, 

équat ion qui dé t e rmine la posi t ion d u poin t m. 

1 3 3 . CAS PARTICULIER . —• Si les d e u x rotat ions 
para l lè les e t de sens con t r a i r e s sont éga les , c 'est-à-dire 
si l'on a w1 —= w, l a ro t a t i on r é s u l t a n t e ¿2 = 0, et l'on 
a mA = o o . Ainsi donc , la rotation résultante est nulle, 

et elle s'effectue autour d'un axe situé à Vinfini. Le 
m o u v e m e n t r é su l t an t se ra donc u n e t r ans l a t ion perpen­
dicula i re a u p l an des axes des ro t a t i ons composantes . 

On peu t d 'a i l leurs s'en a s su re r d i r ec t emen t de la 
m a n i è r e su ivan t e : Soient « la v i tesse a n g u l a i r e des deux 

ro t a t ions , e t m u n po in t quelconque 
F i g - 3 8 - du p l an des d e u x axes (fig. 38). En 

v e r t u de la r o t a t i o n u au tour de 
u *~ l 'axe A, le po in t m t end à s'abaisser 

£ ^ |B au-dessous d u p l an , perpendicu-
"—»u l a i r e m e n t a u p lan , avec une vitesse 

co . mA ; en v e r t u de la rota t ion w 
a u t o u r de l ' axe B, il s 'élèvera au-

dessus du p l an avec u n e vi tesse w . m B . Donc, sous 
l 'action des d e u x ro t a t i ons , le po in t m s 'é lèvera avec une 
vi tesse cons t an t e : 

w [mB — mA) = w . AB. 
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Il est facile de voir que cet te vi tesse s e r a la m ê m e , 

quelle que soit l a posi t ion du po in t m d ans le p l an des 

deux axes , soit en deho r s , soit en d e d a n s de ces axes . Il 

résulte donc de là que t o u s les points du p l an s e 

meuvent pe rpend icu la i r emen t à ce p l an avec u n e v i tesse 

constante « . AB. 

Donc, le système de deux rotations égales et de sens 

contraires, autour de deux axes parallèles, équivaut à 

une translation perpendiculaire au plan des axes des 

deux rotations, et dont la vitesse est égale au produit de 

la vitesse angulaire commune, multipliée par la dislance 

des deux axes. 

Ce système de d e u x ro ta t ions éga les , pa ra l l è les et d e 
sens cont ra i res cons t i tue un couple de rotations. L a 
distance AB des d e u x axes s 'appelle le bras de levier du 

couple ; le p rodu i t w . AB est le moment du couple. 

Un couple de rotations équivaut donc à une trans­

lation, perpendiculaire au plan du couple, et dont la 

vitesse est égale au moment du couple. 

1 3 4 . COMPOSITION DE PLUSIEURS ROTATIONS AUTOUR 

D'AXES PARALLÈLES . — Si u n corps est a n i m é à la fois 
d'un n o m b r e que lconque de ro ta t ions a u t o u r d 'axes 
parallèles, on composera d 'abord en une seule tou tes les 
rotations qui ont l ieu dans u n sens ; on fera la m ê m e 
chose pour les ro t a t i ons qui ont l ieu en sens con t r a i r e . 
On au ra ainsi deux ro ta t ions de sens con t ra i res a u t o u r 
d'axes paral lè les ; en composan t ces d e u x ro ta t ions 
(n° 1 3 1 ) on a u r a une ro ta t ion a u t o u r d'un axe para l lè le , 
ou, dans le cas du couple , u n e t r ans la t ion perpendicu­
laire au plan des deux axes . 

REMARQUE . — Si les deux ro ta t ions éga les et de 
sens contra i res s'effectuent a u t o u r du m ê m e a x e , elles se 
détruisent. 
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1 3 5 . PROPRIÉTÉS DES COUPLES DE ROTATIONS. — 

l r e PROPRIÉTÉ . — Un couple de ro ta t ions peut ê t re repré­
sen té p a r son axe. On appel le axe du couple u n e perpen­
dicula i re au p lan du couple : si l'on p rend sur cette 
pe rpend icu la i r e , menée dans le sens de la translation, 

une longueur propor t ionnel le a u m o m e n t du couple, cet 
a x e r e p r é s e n t e r a le couple ou la t r ans la t ion en gran­
deur , direct ion et sens . 

2 e PROPRIÉTÉ . — Un couple de ro ta t ions peu t être 
t r a n s p o r t é d 'une m a n i è r e que lconque dans son plan ou 
dans u n p lan para l lè le i nva r i ab l emen t lié a u premier . 
E n effet, t ous ces couples équivalent à une m ê m e transla­
t ion pe rpend icu la i r e à ce p lan . Ils sont donc équivalents. 

3 e PROPRIÉTÉ . — On p e u t c h a n g e r à volonté la gran­
deu r de la vitesse a n g u l a i r e &>, et la d is tance S des deux 
axes ; pourvu que le p rodui t r es te le m ê m e , l'effet du 
couple r e s t e r a le m ê m e . 

4 B PROPRIÉTÉ . — Réc ip roquement , on peu t remplacer 

u n e t rans la t ion pa r u n couple de ro ta t ions dont le plan 

est perpendicu la i re à la direct ion de la vitesse de 

t rans la t ion . Ce p lan peut ê t re m e n é p a r un point quel­

conque de l 'espace, i nva r i ab lemen t lié au corps. On 

p r e n d r a , comme on voudra , dans ce p lan la direction 

des axes , et l'on p r e n d r a , c o m m e on v o u d r a , la vitesse 

angu la i r e co et la d is tance â, pourvu que l'on ait : 

«S = V, 

V é t an t la vitesse de t r ans la t ion . 

1 3 6 . REMARQUE . — Il est bien en tendu que la 
subs t i tu t ion d'un couple de ro ta t ions à u n e simple 
t r ans la t ion n 'est employée que comme u n artifice de 
r a i sonnemen t pour simplifier la solution des problèmes. 
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C o m p o s i t i o n d e s c o u p l e s d e r o t a t i o n s . 

1 3 7 . THÉORÈME. — Un nombre quelconque de 

couples de rotations, situés dans un même plan ou dans 

des plans parallèles, invariablement liés entre eux, se 

composent en un couple unique dont le moment est égal 

à la somme des moments des couples composants. 

En effet, les couples donnés ud, to 'd'..., peuvent ê t re 

t ransportés dans u n seul p lan pa ra l l è le à ceux qui les 

contiennent (n° 1 3 5 ) . Ils p rodu i ron t u n e t rans la t ion 

dans une direct ion pe rpend icu la i re à ce p lan , avec une 

vitesse V égale à la somme a lgébr ique des vi tesses 

relatives a u x couples composan ts , e t nous a u r o n s : 

V = v + V -f v" + ... ; 

si donc nous dés ignons p a r ÛD le couple de ro ta t ions 

capable de p rodu i re la vi tesse V, nous a u r o n s : 

£2D ud + W d' - f tù"d"... 

ce qui démon t re le t h é o r è m e énoncé . 

1 3 8 . THÉORÈME. — Trois couples de rotations 

situés dans trois plans perpendiculaires entre eux, se 

composent de la même manière que trois vitesses concou­

rantes. 

En effet, c h a c u n des couples tend à t r anspo r t e r le 

plan qui le cont ien t su ivan t une direct ion perpendicu­

laire à ce p lan , avec une vi tesse éga le au moment du 
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couple ; nous au rons donc t ro is vi tesses para l lè les aux 

t ro is axes coordonnés , qui se composeront en une 

v i tesse V, donnée p a r la formule : 

Or, si W est le couple de ro ta t ions capab le de produire 

la vi tesse V, nous a u r o n s : 

\V 2 = L 2 + M 2 + N 2 , 

L, M, N é tan t les t rois couples donnés capables de 

p rodu i r e les vitesses Vx, Yv, Yz. 

Quant a u x ang les p, v que l 'axe de ce couple fait 

avec les axes coordonnes , ils son t dé t e rminés par les 

formules : 

, V*. L V M Yz N 
C 0 S / = T = — , c 0 9 « - ^ = — , C 0 S U = — = — . 

1 3 9 . Réc ip roquement , u n couple W é t an t donné, on 
p e u t le r emplace r p a r t ro is couples s i tués dans trois 
p lans o r t h o g o n a u x . 

1 4 0 . THÉORÈME. — Un nombre quelconque de 

couples, situés dans des plans quelconques, se composent 

en un couple unique. 

E n effet, les couples é t a n t r ep ré sen t é s pa r leurs axes, 
o n p o u r r a p a r u n point 0 que lconque , former u n contour 
po lygona l don t les côtés se ron t r e spec t ivemen t égaux et 
pa ra l l è l e s à ces axes . La droi te m e n é e du point 0 à 
l ' ex t rémi té du contour polygonal s e r a éga le en grandeur , 
d i rec t ion et sens , à l 'axe d u couple r é su l t an t . 
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1 4 1 . REMARQUE . — On peu t d 'ai l leurs faire l a compo­

sition analyt ique de ces couples de l a m a n i è r e s u i v a n t e : 

On décomposera c h a c u n des couples donnés w(a,$, y), 

w' jî', y'), en t ro i s couples s i tués dans les t ro i s 

plans coordonnés : 

10X = t C COS a , ttfj, = tweos ¡3, w2 = wcosf, 

wx'=w'cos a.', vj'y = te'cas P', w'z = w' cos y', etc. 

On aura donc dans les t ro i s p l ans coordonnés (n° 1 3 7 ) 
les trois couples : 

W j = 1ws = 2M? cos a, 

W j = 1w,j = Zw?cosj3, 

W s = = 2M; cos-/. 

Ces trois couples se composeront en u n couple un ique W 

donné par la formule (n° 1 3 8 ) : 

W 2 = Wx* + \ V B ' + W = (2MJ cos a ) 2 + ; 2 w cos P) 2-l-(2w cos-/)2. 

Quant a u x ang les u que l 'axe W fait avec les 
axes coordonnés , ils sont dé t e rminés p a r les formules : 

cos p = 

Wx 1w cos a 

w W 

w » 2w; cos ,8 
w W 

w , 1W COS y 
w w 
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1 4 2 . TRANSPORT D'UNE ROTATION PARALLÈLEMENT A 

ELLE-MÊME . — On peut r emplace r u n e ro ta t ion u par 
u n e a u t r e éga le à la p remiè re , dont l 'axe paral lè le au 
p remier , passe p a r u n point donné inva r i ab lemen t relié 
à l 'axe primitif, pourvu que l'on in t roduise u n couple de 
ro ta t ions dont le moment soit éga l à la rotation w 
mult ipl iée p a r la dis tance des deux axes . Ce couple 

sent . Le nouveau sys tème se composera a lors d'une 

ro ta t ion w, de m ê m e sens que la p r e m i è r e , au tou r de l'axe 

CD, et d 'un couple de ro ta t ions dont le momen t sera 

éga l à top, p é t an t la d is tance des d e u x axes . 

Fig. 39. 

produira une translation per­

pendiculaire au plan des deux 

axes. 

c 

D de l 'axe AB (fig. 39), 0 un 
point donné , et CD u n e paral­
lèle à AB, m e n é e pa r le point 
0 . In t roduisons a u t o u r de CD 
d e u x ro ta t ions égales à « et 
de sens con t r a i r e s : le système 
ne se ra p a s modifié, puisque 
ces deux ro t a t i ons se détrui-

Soient u n e ro ta t ion u autour 
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CHAPITRE V. 

C o m p o s i t i o n d ' u n e r o t a t i o n 

e t d ' u n e t r a n s l a t i o n . 

1 4 3 . Supposons d ' abord la t r ans la t ion pe rpend icu­
laire à l 'axe de ro ta t ion . Soient u la vi tesse angu la i r e 

de la ro ta t ion , v l a 
F l g 4 0 ' v i tesse de l a t r ans l a -

| v t ion (fig-. 40). 

P ro je tons su r u n 
p l an pe rpend icu la i re 

_ _ à l 'axe de ro ta t ion , 
n et soit 0 la projec­

t ion de ce t a x e , la 
flèche i n d i q u a n t le 

sens du mouvemen t . Menons u n e dro i te Ox pe rpend icu ­
laire à la d i rect ion de l a v i tesse v de t r ans l a t i on , e t 
prenons sur Ox u n point m, tel que l'on ai t : 

Om = — , 

et que ce point , cons idéré c o m m e t o u r n a n t a u t o u r de 0 , 
prenne un m o u v e m e n t inverse de celui qu'il p r e n d r a i t 
en ver tu de la t r ans la t ion . Ceci posé , en ve r tu de l a 
rotation, le po in t m s 'abaisse su r u n e pe rpend icu la i r e 
à Ox avec u n e vi tesse éga le à w . Om, et , en v e r t u de la 
t ranslat ion, il s 'élève su r ce t t e pe rpend icu l a i r e avec une 
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vitesse éga le à v. Or, c o m m e on a : <u . Om = v, il en 
résu l t e que le point m es t fixe. I l en se ra i t de même de 
tous les points de la dro i te proje tée en m. Le mouvement 
r é su l t an t est donc u n e ro ta t ion au tou r d 'un axe parallèle 
à l 'axe du m o u v e m e n t proposé , e t s i tué dans un plan 
pas san t p a r cet axe , et pe rpend icu la i r e à la vitesse de 
t r ans l a t ion . 

Cherchons m a i n t e n a n t la v i tesse a n g u l a i r e w' de ce 
m o u v e m e n t . À cet effet, cons idérons u n point quel­
conque n : en ver tu de la ro t a t ion , ce point s'abaisse 
su r u n e pe rpend icu la i r e à Ox avec u n e vitesse égale 
à M . O n , et , en ve r tu de la t r ans l a t ion , il s'élève sur 
cet te pe rpend icu la i re avec u n e vi tesse éga le à v. Donc, 
la vi tesse de ce point es t : 

to . On — v = » (Om 4- mu) — v = w . mn. 

Or, ce p rodui t « . mn est év idemment de m ê m e signe 
que a. On ; donc, le point n t e n d à s 'abaisser sur 
u n e pe rpend icu la i re à Ox, e t , p a r sui te la rotation 
inconnue CÙ' doi t ê t r e de m ê m e sens que l a rotat ion M. 
Mais, en v e r t u de la ro t a t ion w' au tou r de l 'axe projeté 
en m , le point n s ' abaissera i t au-dessous de Ox avec une 
vi tesse éga le à w ' . m n . Ces d e u x vitesses devant être 
éga les , on a : 

<*>'. mn =» w . mn. 

P a r sui te : 

w' = w. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Une rotation et une translation perpen­

diculaire à la rotation se composent en une rotation de 

même sens que la rotation proposée, dont l'axe est 
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parallèle à l'axe de la rotation proposée, situé dans un 

plan passant par cet axe et perpendiculaire à la vitesse 

de translation, aune dislance de l'axe de rotation égale 

au quotient de la vitesse de translation par la vitesse de 

rotation. La vitesse angulaire de la rotation résultante 

est égale à la vitesse angulaire de la rotation proposée. 

1 4 4 . Supposons, en second l ieu, que la ro t a t ion 
s'effectue au tou r d 'un axe non perpendicu la i re à la 
direction de la t r ans la t ion . Soient OA l 'axe d e la 
rotation to e t v la vitesse de t r ans l a t ion su ivan t OB. 

Décomposons la vi tesse v en 
deux composan te s v' e t v" sui­
v a n t OA et u n e pe rpend icu la i r e 
Ox à OA, dans le p l an A O B ; 
nous a u r o n s donc : 

v' *= v cos a, 

Cela posé, la ro ta t ion u e t la t r ans la t ion v" qui lui est 
perpendiculaire se composen t en u n e ro ta t ion a u t o u r d'un 
axe O'A' para l lè le à OA, et s i tué dans u n p l an pa s san t 
par OA et perpendicu la i re à l a t r a n s l a t i o n v". L a v i tesse 
angulaire de cet te ro t a t i on s e r a &> (n° 1 4 3 ) , et son axe 
sera à une d is tance 0 0 ' du p remie r , tel le que l'on a i t : 

to . 0 0 ' = v sin a . 

Nous au rons donc a lors une ro ta t ion M a u t o u r 
de O'A' et une t rans la t ion v' d i r igée su ivan t cet a x e . 

Le mouvement r é su l t an t se ra u n m o u v e m e n t hélicoïdal 

(n° 1 1 3 ) . On a le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Une rotation et une translation dont 
les axes ne sont pas perpendiculaires se composent en 
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une rotation égale à la rotation proposée, dont l'axe 

parallèle à l'axe de la rotation donnée est situé dans un 

plan passant par l'axe de la rotation primitive, perpen­

diculaire au plan des deux axes, à une distance du 

même axe. 

Il est facile d 'obtenir la vitesse d'un point quelconque 

du corps. En effet, si l 'on dés igne p a r r la distance du 
point considéré à l 'axe de ro ta t ion et de glissement, les 
deux composantes de la vi tesse de ce point sont v e tur , 
e t comme elles sont pe rpend icu la i res , la vitesse résul­
t a n t e se ra éga le à j / V " -f « 'V 2 . 

1 4 5 . REMARQUE . — Les deux quest ions que nous 
venons de t r a i t e r peuven t ê t r e posées d 'une autre 
m a n i è r e , en r e m p l a ç a n t la t r ans la t ion p a r le couple de 
ro ta t ions qui lui est équiva lent . 

Dans le p r emie r cas (n° 1 4 3 ) , nous au rons à composer 
une rotation et un couple de ?,otations situés dans un même 

plan. Soient donc u n e ro ta t ion u et u n couple co'tf situés 
dans un m ê m e p lan ; nous r emplace rons d 'abord le couple 

premier égale à «sin a , et une translation le long du 

A 

Fig. 42. 
oi'd' (fig. 42) par 
u n couple wd équi­
va len t , dont la 
vitesse angulaire 
soit égale à la 
ro ta t ion donnée». 
Le bras de levier 

p ' de ce couple sera 

dé te rminé par la 

formule : 

cod = w'ef. 

Transpor tons ensui te ce nouveau couple dans son 

plan, de m a n i è r e à faire coïncider avec co celle des deux 
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rotations du couple gui est de sens con t r a i r e à la ro ta t ion 
donnée co. 

Ces deux ro ta t ions égales et de sens con t ra i r e s a u t o u r 
d'un même axe se dé t ru i sen t , et il r e s t e la ro t a t ion w 
parallèle à la ro ta t ion p r imi t ive , et à une d i s tance AB = d 
de celle-ci, donnée p a r la formule : 

Ce résultat est conforme à celui que nous avons ob tenu 

précédemment (n° 1 4 3 ) . On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Une rotation et un couple de rotations 

situés dans un même plan se composent en une rotation 

égale à la première, autour d'un axe situé dans ce plan, 
oidr 

parallèle au premier, et à une distance d = 

Dans le second cas (n° 1 4 4 ) , nous a u r o n s à composer 
une rotation et un couple de rotations non situés dans 

un même plan. 

Soient donc co l 'axe de la ro ta t ion , et ( c o ' , co') le couple 
de rotations s i tué dans le p lan MN. Nous pour rons 

système est r a m e n é aux deux ro ta t ions co' e t Q au tour de 
deux axes non si tués dans u n m ê m e plan . Il est d 'ai l leurs 

u'd' 

Fig. 43. 
t r a n s p o r t e r le couple 
dans le p lan MN, d e 
m a n i è r e que l 'un des 
deux axes r encon t r e 
l 'axe de la ro ta t ion M 
(fig. 43). Alors , l es 
deux ro ta t ions con­
couran tes co et co' se 
composent en une ro ta­
t ion Q non s i tuée dans 
le p lan MN, et le 
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évident que cet te composit ion peu t ê t re faite d'une 

infinité de man iè r e s différentes. 

1 4 6 . Réc ip roquement , deux rotations autour de deux 

axes non concourants se réduisent à une rotation et un 

couple de rotations non situés dans un même plan, ou 

bien à une rotation et une translation. 

Soient w e t w' les ro ta t ions au tou r des axes OB et O'A 

(fig. 4 4 ) . P a r le po in t 0 , menons u n axe A'A" parallèle 

u n e t rans la t ion pe rpend icu la i r e à son p lan (n° 1 3 3 ) , et 

la proposi t ion est d é m o n t r é e . 

C o m p o s i t i o n d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e 

d e r o t a t i o n s . 

1 4 7 . THÉORÈME. —• Un nombre quelconque de rota­

tions s'effectuant autour de différents axes dirigés d'une 

manière quelconque dans l'espace, se composent en une 

rotation unique, et un couple de rotations non situés 

dans un même plan. 

Fig. 44. 

A 

à OA, et imaginons autour de 
cet a x e deux ro ta t ions égales 
à <»' et de sens contra i res ; le 
sys tème ne se ra pas modifié. 
Mais, les deux rota t ions to et 
a' concouran tes en 0 se compo­
seron t en une ro ta t ion unique 2 , 
e t , p a r conséquent , le système 
se r a m è n e à ce t t e rotat ion Û, 
et au couple (&>', u ! ) . Or, ce 
couple p o u r r a ê t r e remplacé par 
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En effet, si nous t r a n s p o r t o n s tous les axes parallè­
lement à eux -mêmes en u n e m ê m e or ig ine de l 'espace, 
nous obtenons, pour c h a q u e ro ta t ion , u n e ro t a t i on et u n 
couple de ro ta t ions (n° 1 4 2 ) . Nous a u r o n s donc une série 
de rotations M, don t les axes pas sen t p a r 

l'origine, et des couples de ro ta t ions ad, dd'..., don t les 
plans passent p a r l 'or igine. Toutes les ro t a t i ons w , w ' . . . , 

se composent (d 'après la r èg l e du polygone) en u n e 
rotation unique Q dont l 'axe passe p a r l 'or igine (n° 1 2 5 ) , 
et tous les couples se composeron t en u n couple u n i q u e Wr 
(n° 1 4 0 ) . 

Donc, en r é s u m é , le sys tème se r a m è n e à u n e ro ta t ion 
et un couple de ro t a t ions , ou bien à u n e ro t a t i on et u n e 
translation. 

1 4 8 . REMARQUES. — 1 ° Si ii = 0 , le sys tème se 

réduit à un couple de ro ta t ions Wr, ou à u n e t r ans la t ion . 

2 ° Si Wr = 0 , le sys tème se r a m è n e à une ro ta t ion 

unique Q. 

ri0 Si Q = 0 , e t Wr = 0 , l a ro ta t ion est nu l le , a insi 

que la t rans la t ion . Le corps ne p r e n d a u c u n m o u v e m e n t ; 

il est donc au r epos . 

1 4 9 . MÉTHODE ANALYTIQUE . — Soient &> (a, (3, • / ) , 

u' (».', (s', / ) . . . les ro t a t ions p roposées , m [x, y, z) u n point 
pris sur l 'axe mk de la ro t a t i on &> (fig. 4 5 ) ; u a , ay, les 
composantes de « , et supposons les ro ta t ions posit ives 
des y vers les z, des z ve rs les x e t des x ve r s les y. Au 
lieu de t r anspo r t e r la ro t a t ion co à l 'or igine, nous t r a n s ­
porterons ses t ro is composan tes u>x, <*>y, M». La t r ans la t ion 
de ux à l 'origine peu t se faire en l a t r a n s p o r t a n t d 'abord 
en n, projection de m sur le p l an des xy, puis ensui te 
en n'. Or, la t r ans l a t ion de ax en n nous donne la 
rotation a>x, et le couple wx.z, s i tué d a n s u n p lan 
parallèle au p lan des zx, ou dans le p l an des zx, e t 
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qui produi t une t rans la t ion perpendicula i re au plan 

On v e r r a i t de l a m ê m e m a n i è r e que l a translation 

de &v à l 'or ig ine , en p a s s a n t p a r le po in t n, nous donne : 

1° a u t o u r de l 'axe des y, u n e r o t a t i o n av, 

2° dans le p lan des yz u n couple néga t i f — zay, 

3° dans le p l an des xy u n coup le positif + œay ; 

enfin, la t r a n s l a t i o n de u>2 à l 'or igine, en passant par 

le po in t n", project ion de m s u r le p lan des yz, nous 

donne : 

1° a u t o u r de l 'axe des z u n e r o t a t i o n w s , 

2° dans le p l an des zx u n couple néga t i f — a?w,, 

3° dans le p l an des yz u n couple positif -4- y^z-

E n o p é r a n t de l a m ê m e m a n i è r e p o u r toutes les 

ro t a t i ons proposées , nous a u r o n s des r é su l t a t s analogues, 

c 'est-à-dire des ro ta t ions a u t o u r des axes e t des couples 

d a n s les p l ans coordonnés . 

Nous a u r o n s donc, en c o m p o s a n t : 
a u t o u r des axes coordonnés (n° 1 2 2 ) t rois ro t a t ions : 

z 
Fig. 45. 

7! 

des zx, dans le sens 
des y positifs : il 
est donc positif. La 
t rans la t ion de ax den 
en n', nous donne 
u n e ro ta t ion wœ dont 
l 'axe passe par l'ori­
g ine , e t u n couple 
M x . y dans le plan 
des xy, et qui pro­
dui t u n e translation 
perpendicu la i re au 
p l an des xy dans le 
sens des z n é g a t i f : 
il es t donc négatif. 
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= 2a>x = ZcoCOSa 

0 , = 2 M cos ¡3 

= 2co. = 2 cocos y 

et, dans les trois p lans coordonnés (n° 1 3 7 ) t rois couples 

de rotat ions, savoir : 

1° dans le p lan des yz, le couple 
L,. - - 2 (yws — zwy) = 2co (y cos 7 — zcos(3), 

2° dans le p lan des zx, l e couple 

M r = 2 {zax — xmz) = 2 u (z cos a — x cos 7), 

3° dans le p lan des xy, l e couple 
N r = 2(x(ày — yax) = Zco ( œ c o S j î — y c o s a ) . 

Nous aurons donc , en r é s u m é , u n e ro ta t ion : 

dont l 'axe est dé t e rminé p a r les formules : 

co sa=- -7 j> c o s o = - r y i cosc = - g - . 

et un couple de ro ta t ions 

dont l 'axe est dé t e rminé p a r les formules : 

, L r Mr Nr 

c o s A = \ v 7 ' c o s ^ = w ; ' c o s a = w r 

1 5 0 . REMARQUES . — Le s y s t è m e se r édu i t à une 
rotation un ique , lo r sque l'on a : Wr = 0 , c 'est-à-dire 

L r = 0, M r = 0 , N r = 0. 
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Le sys tème se r édu i t encore à u n e ro ta t ion unique, 
(n° 1 4 5 ) lorsque l 'axe de la ro t a t ion Q es t dans le plan 
du couple "Wf, c 'est-à-dire lo rsque l 'axe Q est perpendi­
cu la i re à l 'axe W r . Cette condi t ion est e x p r i m é e par la 
formule : 

c o s a c o s i + cos&cosu + cosecosu = 0 , 

ou bien : 

Lr • Qx + Mr • Q„ + N r . Qz = 0 . 

Le sys tème se r édu i t à un couple de ro t a t ions , lorsque 

l'on a Q = 0 , c 'est-à-dire : 

Q, = 0, 0 ^ = 0 , Û , = 0 . 

Enfin, si l'on a en m ê m e t e m p s : 

Wr = 0 , Q = 0 , 

la ro ta t ion est nul le , a insi que le couple de ro ta t ions . Le 

corps n e p r e n a n t a u c u n m o u v e m e n t est a u r epos . 

Les équa t ions : 

a = o, w r - o, 

nous donnen t les su ivan tes : 

0 ^ = 0 , Q V = 0 , Q . , = 0 , 

Lr = 0 , Mr = 0 , Nr = 0 . 

Ce sont les six équations qui e x p r i m e n t le repos 

d'un corps solide animé de rotations autour d'axes 

quelconques de l'espace. 

1 5 1 . Proposons-nous m a i n t e n a n t , d a n s le cas où le 
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système se r a m è n e à u n e ro ta t ion un ique , de trouver les 

équations de l'axe de rotation. 

Soient Q 0 la vi tesse a n g u l a i r e de cet te ro t a t i on 

unique, a, b, c les ang les que l 'axe de ce t te ro ta t ion fait 

avec les axes coordonnés . Il est évident , puisque Q 0 es t 

la rotation r é su l t an t e , qu'il y a u r a équil ibre en t r e les 

rotations u , w ' , «" . . . , et — Q 0 . Donc, la composi t ion de 

toutes ces ro ta t ions a u t o u r de l 'or igine, nous d o n n e r a 

une ro ta t ion nulle e t u n couple nu l . 

Désignons pa r x0, ya, za les coordonnées d 'un point 

quelconque de l 'axe Q0. La t r ans l a t ion de u, &>', à 

l'origine nous donne les ro ta t ions (.2X, Qu, Qz, et les 

couples de ro ta t ions L r , M r , ~Nr. 

D'autre pa r t , la t r ans la t ion de — Q 0 à l 'or igine, nous 

donne les ro ta t ions — U 0 c o s a , — Q 0 c o s ô , — Q 0 c o s c , 

et les trois couples de ro ta t ions : 

— Q0 iyD cos c — z0 cos b), 

— Q 0 [za cos a — x0 cos c), 

— Q 0 (x0 cos b — y0 cos a). 

Nous aurons donc les six équa t ions su ivantes : 

2co cos a — QQ cos a = 0, ] 

ItocosS — Q0 cos b = 0, > (A) 

lu cos y— Q 0 cos c = 0, ] 

L r — Q 0 (2 / 0 cosc — z 0 c o s & ) = 0 , j 

M r — Q 0 (z0cosa—j?0cosc) = 0, \ (B) 

N r — Q 0 ( x 0 c o s b — t / 0 c o s a ) = 0 . J 
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P r o p r i é t é s d e l ' a x e c e n t r a l . 

1 5 2 . E t a n t données n ro ta t ions , si on compose ces 
ro ta t ions success ivement au tou r de différentes origines, 
on obt ient pour chaque origine une ro ta t ion et un couple 
de ro ta t ions . Nous allons démon t r e r que , pour toutes 

ces origines, la rotation conserve la même vitesse 

angulaire, et que son axe conserve la même direction, le 

couple unique seul change avec l'origine. 

E n effet, supposons qu'en u n e or ig ine 0 , nous ayons 

Les t ro is p r e m i è r e s nous d o n n e n t l a r o t a t i o n résul ­

t a n t e : 

Œ„ = l / ( ïcu cos af + (Zu cos j3> + (Zco cos y) 2, 

et les ang les a, b, c, qu'elle fait avec les a x e s . 

Les t ro i s de rn i è re s e x p r i m e n t des r e l a t i ons en t re les 

coordonnées xQ, y0, za, d 'un po in t de l ' axe Q 0 . Or, il est 

facile de voir que ces trois équations se réduisent à 

deux : il suffit, pour cela , de les mul t ip l ie r respecti­

vement p a r Scocosa, 2cocos[î, Zcocos-/, ou p a r Q 0 c o s a , 

iî0cosb, Q 0 c o s c , et de faire l a somme. On obt ient ainsi 

l ' identité : 

Lr ZM cos a -p- M r Zw cos [3 -4- N r Zco cos y = 0 , 

le p remier m e m b r e é tan t iden t iquement nu l , puisque, 

par hypothèse , le sys tème se r a m è n e à u n e rotation 

un ique . Les t rois équat ions (B) se r édu i sen t donc à deux 

qui sont les équat ions de l 'axe de la ro t a t ion résul tante . 
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obtenu une ro ta t ion il e t u n couple W (fig. 46). P o u r 

composer le sys tème proposé a u t o u r de l 'or igine 0 ' , il 

suffit év idemment de t r a n s p o r t e r en 0 ' le sys tème Q, W . 

Or, il est facile de voir 
qu ' ap rès cet te t r a n s ­
la t ion , la ro t a t i on Q 
n ' a u r a p a s c h a n g é , le 
couple se ra différent 
de W . E n effet, le 
couple W se t r a n s ­
por te en 0 ' , sans 

a l t é r a t i on (n° 1 3 5 ) . 
L'axe Q se t r a n s p o r t e 

en 0 ' en e n g e n d r a n t u n couple Qd (n° 1 4 2 ) don t l 'axe est 
perpendiculaire a u p l a n QOO'. Mais les d e u x couples W 
et Qd se composen t on u n couple u n i q u e W , don t l 'axe 
est donné p a r la formule : 

W 2 = W 2 - f {Qd)2 -f- 2 W {Qd} cos (W, Qd}. 

Ce couple W se r a donc différent de W , plus g r a n d , 
ou plus pet i t . 

1 5 3 . P roposons-nous m a i n t e n a n t de déterminer 

l'origine pour laquelle le couple unique sera minimum. 

Evidemment , ce t te or ig ine 0 j o u i r a de cet te p ropr ié té 
que si l'on passe de cet te or ig ine p o u r laquel le on a la 
rotat ion Q et le couple W , à u n e a u t r e or igine de 
l 'espace, on doit ob ten i r u n couple W plus g r a n d que W . 
Or, j e dis que Yorigine 0 pour laquelle le couple est 

minimum sera telle qu'en cette origine, l'axe du 

couple coïncide avec l'axe de la rotation. 

Il suffit de démont re r que , si l'on passe de cet te or igine 
0 h une or igine 0 ' quelconque, le couple W sera plus 
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grand queW. Soient donc, p o u r l 'or igine 0( f ig . 47), W l'axe 
du couple et Q la ro ta t ion don t l 'axe coïncide avec l'axe 

d u couple . Si de l 'origine 0 
nous passons à l 'origine 0', 
le couple W se t ranspor te 
pa ra l l è l emen t à lui-même 
sans a l t é ra t ion ; q u a n t à la 
ro ta t ion Q, elle nous don­
n e r a , p a r sa t ransla t ion 
en 0 ' , u n couple Qd dont 
l 'axe est perpendicula i re 
a u p lan de ce couple, donc 
à la droite 0"W qui passe 

par son pied dans ce plan. 

Nous au rons donc en 0 ' deux couples AV et Qd dont les 
axes sont pe rpend icu la i r e s , e t qui se composent en 
u n couple un ique W , donné p a r la formule : 

W' 2 = W 2 + {Qdf. 

P a r conséquent , W > W , e t l a proposi t ion est 
d é m o n t r é e . Or, si nous cons idérons toutes les origines 

prises sur la droite O W , nous a u r o n s pour chacune 
d'elles le m ô m e couple W et la m ê m e ro t a t i on Q. Donc, 
il y a une infinité d'origines pour lesquelles le couple est 

minimum. Ces or igines sont s i tuées su r u n e droi te que 
l'on appel le axe central. 

1 5 4 . DÉTERMINATION DE L'AXE CENTRAL. — Supposons 

q u e nous ayons en u n e or ig ine 0 u n couple W et une 
ro ta t ion iî, don t les axes font un a n g l e tp (fig. 48), et 
c h e r c h o n s une origine 0 ' pour laquelle le couple est 

minimum. I l faut é v i d e m m e n t que la nouvel le origine 
sat isfasse à la condi t ion que le couple Qd engendré par 
la t r ans l a t i on de Q en 0 ' , soi t te l que , composé avec W , 
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Fie. 48. 

il nous donne u n couple G dont l 'axe soit d i r igé su ivan t Q. 

Si donc QQO' est dans le p l an d u t ab l eau , et AV en 
a v a n t de ce p lan , il f audra 
que l 'axe Qd soit de r r i è r e 

/ V ce p l an . De p lus , l 'or igine 
0 ' d e v r a se t r o u v e r su r u n e 
pe rpend icu la i re a u p lan de 
l 'angle cp; en effet, l 'axe du 
couple Qd doit se t r o u v e r dans 
le p l a n de l 'angle cp. Menons 
donc p a r le point 0 u n e 
pe rpend icu la i r e a u p lan de 

l'angle cp, et soit 0 0 ' = d l a d i s tance inconnue des 
deux or igines . Le couple W se t r a n s p o r t e en 0 ' sans 
altération ; la t r ans la t ion de Q e n g e n d r e le couple Qd 

dont l 'axe est pe rpend icu la i r e au p lan du t ab l eau , et 
derr ière . E n cons t ru i san t un p a r a l l é l o g r a m m e don t nous 
connaissons le côté W en g r a n d e u r et d i rec t ion , le 
côté Qd en d i rec t ion, et la d iagona le G en d i rec t ion , 
nous aurons : 

G : W : Qd = sin (90° -f cp) : sin 90" : sin cp, 

ou bien 

On en t i re 

G : W : Qd = cos cp : 1 : sin cp. 

G = W cos cp, 

Qd = W sin cp. 

On a donc pour la d i s tance d de la nouvel le o r ig ine 
0' sur u n e pe rpend icu la i re a u p lan de l 'angle cp : 
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et le couple m i n i m u m est donne p a r la formule 

G = W cos ( 

P a r conséquent , pour avoir 0 ' , on doit élever au plan 

de l 'angle tp u n e perpendicu la i re su r laquel le on prendra 
W sin <p 

u n e longueur 0 0 ' 
£i 

en m e n a n t par ce 

FIG. 49. 

point 0 ' u n e para l lè le à Q., on a u r a l'axe central. 

1 5 5 . MÉTHODE ANALYTIQUE. PropOSOnS-nOUS de 
trouver le lieu des points de l'espace pour lesquels la 

couple de rotations est un minimum. 

Soient 0 ' u n point du l ieu (fig. 49), x0, ya, z0 ses 

coordonnées . P r e n o n s ce point p o u r or igine de trois 

axes r ec t angu la i r e s Oxy'z' pa ra l l è les a u x axes Oxyz. 

Soient Wr le couple r é su l t an t p o u r l 'origine 0 , Lr, M r , N r 

ses couples composants. 

Nous a u r o n s : 

L r 2w (j/cosf — ,zcos[B), 

M r = 2 u ( scosa —œcosy), 

Nr- >=2w (xcos° —2/cosa), 

en dé s ignan t pa r x, y, z, 

' J les coordonnées d'un point 

m de l 'axe d 'une ro ta t ion « (a,(3,y). 

Soient x', y', z' les coordonnées d u poin t m relatives 

a u x n o u v e a u x axes , Wr le couple r é su l t an t relatif à 

l 'or igine 0 ' , L'r, M' r , N ' r ses couples composants . Nous 

a u r o n s év idemment : 
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- z 0) cos3 I , 

— x0) cos y [ , 

y„) COS a j . 

9 

L'r = 2M {y' cos y — z' cos 3), 

M' r --= 2co (z' cos a — x' cos y], 

N' r = 2M (£C' COS 3 — y' C 0 3 a ) ; 

mais, on a : 

x ^ x ' - \ - x 0 , y = y'-\-yQ> z = z' + za, 

et, par sui te , 

L'r — 2« j (y — y 0) cos 7 — (3 

M',- = 2,co J (5 — Ztl) COS a — [X 

NV = 2w J (x —x0) cos 3 — {y 

En développant , il v ient : 

L'r = L r — y 0 tî z + 2„ Qv , 

M'r = Mr — 3 0 û » + a i 0 û „ 

NV = Nr — x0 <2,j + y0 Hz . 

Par conséquent , le couple WV rela t i f à l 'origine 0 ' s e r a 

donné pa r la formule : 

WV — L'r* + MV2 + NV2 = f(œa, y0, *„)-

Or, si 0' est u n point du l ieu, WV se ra u n minimum,, 

et l'on dev ra avoir : 

dW'r n dw> . À W ' r _ 
—i u> —3 u ' — î u ' 

dx Q dy0 ôz0 
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nous au rons donc les t ro i s équat ions su ivan tes : 

M'r. i l — NV. Qy = 0, 

N V - i l — LV.il- = 0, 

L V . Q y - M V . Q z = 0, 

qui se r édu i sen t à deux , et que l'on peu t écr i re sous la 

forme suivante : 

L'r MV _ NV 

ï ï T = i i7 = H T ' 

o u bien : 

L r - y o a + J 0 û y M —*„ i l + a ; 0 i l K R — a ? n Q y + V 0 Q » 

i l ^ Qj, ~~ i l 

Ce sont les équat ions de l'axe central. 

1 5 6 . PROBLÈME. — Un corps solide étant animé 

d'un mouvement de rotation autour d'un axe instantané, 

on demande de déterminer les composantes rectangu­

laires de la vitesse linéaire d'un point m de ce corps, 

suivant des parallèles aux axes coordonnés, en fonction 

des coordonnées x, y, z de ce point, et des composantes 

p, q, r de la vitesse angulaire. 

A cet effet, nous a l lons cons idére r success ivement les 

t ro i s mouvemen t s co r re spondan t a u x ro ta t ions p, q, r. 

En ver tu de la ro ta t ion p a u t o u r de l 'axe Ox, le 

point m se m e u t d a n s u n p lan pe rpend icu la i r e à Ox, 

c 'es t -à-dire para l lè le a u p lan des yz ; ce mouvement 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



s'effectue des y ve rs les z. Considérons donc le p lan en 
quest ion yAz (flg. 50), e t p renons les 

F l g ' 3°" composantes de la vi tesse correspon-

|y dan t e , pa ra l l è l emen t a u x axes Ay 

etAz. L a vitesse c i rcu la i re du point m 

dans le ]>lan yAz est éga le à la 
*W vi tesse a n g u l a i r e p, mul t ipl iée p a r la 
pj, - d i s tance A m = p de ce point à l 'axe 
— - des x. Elle est donc égale à pr>, et 

d i r igée des y ve rs les z. Or, ce t te 
dernière se décompose en deux composan tes para l lè les 
respectivement à Az et Ay, savoir : 

parallèlement à Az : po cos a py, 

» à Ay : —pps,mx= — pz. 

De même, si nous cons idérons le p lan dans lequel le 
point m se m e u t en ve r tu de la ro t a t ion q a u t o u r de 
l'axe Oy, ce p lan est pa ra l l è le a u p lan des zx, et la 
rotation s'effectue des z vers les x. La vi tesse c i rcu la i re 
du point m est égale à qp\ en dé s ig n an t p a r p' la 
distance du point m à l 'axe des y .- elle est d i r igée des z 

vers les x. Ses composan tes para l l è les a u x axes sont : 

parallèlement à l'axe des x : qz, 

z : — qx. 

Enfin, en ve r tu de la ro t a t ion r a u t o u r de l 'axe Oz, le 

point m se m e u t dans u n p l an para l lè le au p lan des xy, 

et des x vers les y. La vi tesse c i rcula i re du poin t m se ra 

rp", en dés ignant p a r p" la d i s tance du point à l 'axe 

d e s z ; cet te vitesse est d i r igée des x ve r s les y, e t ses 

composantes sont : 

parallèlement à l'axe des y : rx, 
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Nous au rons donc , su ivan t l 'axe des x, la vitesse 

qz — ry, et , p a r conséquent , 

dx 

de m ê m e , su ivan t les deux a u t r e s axes , on a : 

du 

^ = ^ - r x - p z , 

dz 

Ces t ro is express ions se t r ans fo rmen t l 'une dans 
l ' au t re p a r u n e p e r m u t a t i o n t o u r n a n t e . 

On en dédui t pour la vi tesse v du point m -. 

v- = (qz — ry)2 + [rx — pzf + [py — qx)'-. 

CHAPITRE VI. 

M o u v e m e n t r e l a t i f . 

1 5 7 . P o u r é tudier le m o u v e m e n t d 'un point, on 
r a p p o r t e sa position à celle de points do repère qui 
cons t i tuent le système de comparaison. Ce système doit 
ê t re de forme invar iab le , ma i s sa position peut ne pas 
ê t re invar iab le . Si le sys tème de compara i son est fixe, 
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le mouvement du point est dit mouvement absolu. Si 

le système de compara i son est mobi le , on appel le 

mouvement apparent ou relatif, le m o u v e m e n t que l'on 

trouve en c o m p a r a n t les posi t ions successives du point 

mobile aux posit ions va r i ab l e s des points de r e p è r e . Ce 

mouvement est celui qu 'un obse rva teu r , empor t é p a r le 

mouvement du sys tème de compara i son , sans avoir 

conscience du m o u v e m e n t qu'il éprouve , a t t r i bue ra i t au 

point mobile. De là le n o m de mouvement apparent. Le 

mouvement du sys tème de compara i son est appelé 

mouvement d'entraînement. 

1 5 8 . PROBLÈME. — Déterminer le mouvement absolu 

d'un point, connaissant le mouvement d'entraînement 

du système de comparaison, et le mouvement apparent 

du mobile. 

Soient AB (fig. 51) la t ra jec to i re a p p a r e n t e du mobi le 
à un ins tant dé te rminé , M la posi t ion du mobi le à cet 

i n s t an t . Au bou t d'un cer ta in t e m p s , 
la t ra jec to i re est venue en A'B' , le 
point M en M'. Mais, p e n d a n t ce 
m ê m e t e m p s , le mobi le , en ve r tu 
de son m o u v e m e n t a p p a r e n t , a dû 
se dép lacer sur AB d 'une l ongueu r 
égale à s. Si l'on por t e cet te lon­
g u e u r su r A'B' en M'M", on au ra la 
posi t ion réel le du mobi le en M", à 

B' la fin du t emps considéré . 

Si le dép lacemen t est infiniment 
pet i t , M M" fait avec AB un angle 

infiniment petit : le dép lacement é l émenta i re du mobile 
est donc la r é su l t an t e de ses dép lacements é lémenta i res 
dans le m o u v e m e n t a p p a r e n t (ou relatif) et dans le 
mouvement d ' en t ra înement . On en conclut le t h é o r è m e 
suivant : 
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THÉORÈME. — La vitesse du mouvement absolu est la 

résultante de la vitesse relative et de la vitesse d'entraî­

nement. 

1 5 9 . REMARQUE I . — Si l'on donne en g randeur et 

en d i rec t ion l a v i tesse absolue, et la vitesse d'entraî­

n e m e n t , on p o u r r a en dédui re la v i tesse relat ive. En 

effet, il es t év ident que la vi tesse r e l a t ive Miv (fig- 52) 

se ra égale e t para l lè le à la d ro i te veva qui achève le 
t r i ang le IslveVa. Ainsi donc , c o n n a i s s a n t va et ve on 
on pour ra i t cons t ru i re vr en j o i g n a n t veva. 

D'ail leurs, on peu t encore obse rve r que la vitesse du 

mouvement relatif est la résultante de la vitesse absolue 

et de la vitesse d'entraînement prisa en sens contraire. 

En effet, si l'on p r e n d M»' ( — Mve, e t d i r igée en sens 
con t ra i re , l a figure Mvavre'e es t u n paral lé logramme 
dont V,- s e r a la d iagona le . 

REMARQUE I I . — On peu t auss i vérif ier que la vitesse 

d'entraînement est la résultante de la vitesse absolue et 

de la vitesse relative prise en sens contraire. 

1 6 0 . PROBLÈME. — Déterminer l'accélération du 

mouvement absolu, connaissant le mouvement relatif, et 

le mouvement d'entraînement. 

Supposons d 'abord que le mouvement d'entraînement 

soit un simple mouvement de translation. Soit M la 
posi t ion d u mobi le su r la t r a j ec to i re AB à la fin du 

Fig. 52. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 135 — 

Fis;. 53. 

t emps t (fig. 53). Au bout du t e m p s dt, la trajectoire-
re la t ive du point se ra venue en AB', et le po in t M en M'. 

Mais , en ve r tu du mouvement re la t i f , 
le mobi le a u r a p a r c o u r u u n a rc M'M , f 

de la t ra jec to i re r e l a t i v e : donc , la 
posi t ion finale du mobile est le 
point M". 

Au point M, la vi tesse abso lue 
est va : elle es t la r é su l t an t e de la 
vi tesse re la t ive vr et de la vi tesse 
d ' en t r a înemen t ve ; a u point M", la 
vi tesse abso lue est devenue va + dva : 
elle est la r é s u l t a n t e de la vi tesse 

relat ive qui est devenue vr -|- dvr, et de la vi tesse 
d 'en t ra înement qui est devenue ve + dve. 

P a r u n point C quelconque de l 'espace (fig. 54), menons 
une droi te CD égale en g r a n d e u r , direct ion et sens à la 

vi tesse ve d ' en t ra înement du 
point M ; pa r le point D, 
m e n o n s une droi te DR égale 
en g r a n d e u r , direct ion et sens 
à la vi tesse re la t ive vr du 
point M. La r é su l t an t e CE sera 
en g r a n d e u r , direct ion et s e n s 
la vitesse absolue va en M. 

Si nous menons de m é m o 
CE égale en g r a n d e u r , d i rec­
t ion et sens à ve + dvs, et EG 
éga le en g r a n d e u r , d i rect ion 

et sens kvr + dvr, la r é su l t an t e CG sera en g randeur» 
direct ion e t sens la vi tesse abso lue va + dva en M". Il 
en résu l te que EG (n° 6 2 ) s e ra en g r a n d e u r , direct ion 
et sens la vitesse é l émenta i re acquise dans le m o u v e m e n t 
absolu p e n d a n t le t emps dt. 

Via. 54. 
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Jo ignons DF, et. menons p a r le point F une droite 

F H" égale et para l lè le à D E ; jo ignons E U et HG. Il est 

év ident que la droi te EG se ra la r é s u l t a n t e géométr ique 

des d e u x droi tes E H et HG. Or E H = DF représen te en 

g r a n d e u r , d i rect ion et sens la vi tesse élémentaire 

acquise dans le m o u v e m e n t d ' en t ra înement pendant le 

t e m p s dt, et IIG rep résen te en g r a n d e u r , direction et 

sens la vitesse é l émenta i re acquise dans le mouvement 

re la t i f p e n d a n t le t emps dt. 

Donc, la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement 

absolu est la résultante des vitesses élémentaires 

acquises dans le mouvement relatif et dans le mouvement 

d'entraînement. 

Mais l 'accélérat ion tota le de c h a c u n de ces mouve­

m e n t s est propor t ionnel le à la vi tesse élémentaire 

acquise cor respondan te (elle est éga le à la vitesse 

é l émen ta i r e acquise divisée p a r dt) ; elle a la même 

di rec t ion et le m ê m e sens (n° 5 7 ) . Donc, l'accélération 

totale du mouvement absolu est la residíante de l'accélé­

ration du mouvement d'entraînement et de l'accélération 

du mouvement relatif. 

1 6 1 . REMARQUE . — Si le mobi le es t an imé d'un 
m o u v e m e n t re la t i f et de p lus ieurs m o u v e m e n t s d'entraî­
nemen t , et si ces mouvemen t s sont tous des mouvements 
de t r ans l a t ion , l 'accélérat ion to ta le du mouvement 
r é su l t an t se t r o u v e r a en composan t les accélérations 
to ta les de tous les mouvemen t s du mobi le , au moyen de 
la r èg le du po lygone . 

1 6 2 . Supposons m a i n t e n a n t que le mouvement d'en­

traînement soit quelconque. 

Soit AB la t ra jec toi re re la t ive du mobi le à la fin du 
t e m p s t, A"B" la t ra jec to i re re la t ive à la fin du temps 
t 4- dt. "Nous allons c h e r c h e r la déviat ion dans le 
m o u v e m e n t absolu, et nous en dédui rons l 'accélération 
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totale, d 'après la r èg le connue (n" 7 5 ) . Nous che rche rons 
donc, d'une pa r t , la position à laquelle le mobile parvien­

drait au bout du temps dl, s'il continuait à se mouvoir 

sur la tangente à la trajectoire absolue du point M avec 

la vitesse absolue au point M ; puis, nous chercherons, 

d'autre part, la position ci laquelle le mobile parvient en 

réalité au bout du temps dt ; en joignant ces deux 

points, nous aurons la déviation du mouvement absolu. 

Or, le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t est un m o u v e m e n t 

é lémenta i re d 'un corps solide. Nous savons (n° 1 1 1 ) que 

En ver tu du mouvement de translation, le point M 
ar r ivera i t en M', au bout du t emps dt, pendant, que 
AB viendra en Al i ' : au bou t de ce t e m p s dt, et 
on ver tu du m o u v e m e n t de t r ans l a t ion , le point N 
vient en N' . 

Dans le mouvement de rotation a u t o u r de l 'axe CI), la 

t rajectoire re la t ive A'B' v ient en A"B", et le point N" vient 

en N", en déc r ivan t u n a rc N'N" a y a n t pour cen t re un 

Fig. 55. 

A" A' 

ce m o u v e m e n t , qui 
a m è n e la t ra jectoire 
AB enA 'TT (fig. 55), 
peu t ê t re p rodui t pa r 
u n m o u v e m e n t de 
t r ans l a t ion , qui a m è ­
n e r a i t AB en A'B', 
le point M en M', et 
u n m o u v e m e n t de 
ro ta t ion a u t o u r d'un 
axe CD passan t p a r 
le point M'. Mais, en 
ve r tu du mouvement 

relatif, le point M, 
au bou t du t emps 
dt, a r r i ve r a i t en N. 
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point E sur l 'axe CD. L a posit ion fínate du point M 

à la fin du t e m p s t + dt s e ra donc le point N", et la 

t ra jec to i re absolue se ra i t u n e courbe pas san t pa r M etN". 

Menons en M la t a n g e n t e MS à la t ra jec to i re relative, 
e t p renons su r cet te t a n g e n t e u n e l o n g u e u r MS = vrdt ; 

le point S se ra la position que le mobi le occupera i t à la 
fin du t e m p s t + dt sur la t a n g e n t e à. la trajectoire 
re la t ive . P a r conséquent , SN se ra en g r a n d e u r , direction 
et sens la dévia t ion dans le m o u v e m e n t relatif. 

Au bout du t emps dt, le m o u v e m e n t d 'entra înement 

a m è n e le point M en M', en lui fa isant pa rcour i r la 

t ra jec to i re MM'. Si nous menons la t a n g e n t e MR à cette 

t ra jec toi re au point M, et si nous p renons MR = vedt, 

le point R se ra la, position que le mobi le occuperai t au 

bout du t emps t + dt, su r la t angen te à la trajectoire 

du mouvemen t d ' en t ra înement . Donc, RM' sera en 

g r a n d e u r , direct ion et sens la déviat ion dans le 

m o u v e m e n t d ' en t ra înement . 

Si l'on cons t ru i t le p a r a l l é l o g r a m m e MRST, le point T 
se ra le point où le mobi le sera i t p a r v e n u a u bout du 
t e m p s t + dt, s'il ava i t con t inué à se mouvoi r sur la 
t a n g e n t e à sa t rajectoire abso lue en M, avec la vitesse 
abso lue en M; MT se ra la t a n g e n t e à la trajectoire 
abso lue , et l'on a : MT — vadt. Si l'on jo in t TN", cette 
dro i te se ra en g r a n d e u r , d i rect ion et sens la déviat ion du 
m o u v e m e n t absolu p e n d a n t le t e m p s dt. L'accélération 
to ta le du mouvemen t absolu a u r a la m ê m e direction et 

2 T \ " 
le m ê m e sens , et elle a u r a p o u r g r a n d e u r —jpr • 

Menons TU éga le et para l lè le à SN, jo ignons UN' et 

UN : nous a u r o n s u n polygone g a u c h e fermé TUN'N'T, 

e t l'on voit que TN" est la r é s u l t a n t e des t ro is côtés TU, 

UN' et N'N", comptés dans le sens indiqué par les 

l e t t res . 
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L'accélérat ion tfa du m o u v e m e n t absolu s 'obt iendra en 

construisant un polygone a y a n t ses côtés para l lè les a u x 

précédents , et é g a u x au double de ceux-ci divisés p a r d £ \ 
2TN" n , , , 2TU 2UN' , 2 N N " 

Donc, tfa = ,,.> est la r é su l t an t e d e - y - - , — r - r - et — = - 5 — . 
1 dl" al' at" dt" 

Or, TU = SN ; donc , — = , c'est l'accélé-
dl" ai-

ration du mouvement relatif, que nous dés ignerons 
par <pr. 

D'autre p a r t , si l'on imag ine le t r i ang le RUT, ce 

t r iangle est égal et pa ra l l è le à MNS, et, p a r conséquent , 

UR est égal et pa ra l l è l e à MN, donc à M'JV. La l igure 

RUN'M1 est donc u n p a r a l l é l o g r a m m e , et , p a r su i te , 

UN' est éga l en g r a n d e u r , direct ion e t sens à RM'. 
2UN' 2RM 1 , . . , . , 

Donc, ——— — — c e s t I acceleration du mouve-
dtl dl1 

ment d'en Ira moment que nous dés ignerons p a r tp«. 
2N N" 

Enfin, p • est aussi une accé léra t ion , que nous appel ­

lerons accélération complémentaire : nous pouvons en 

dé terminer la g r a n d e u r , la direct ion et le sens . 

En effet, si w es t la vitesse angu la i r e de la ro ta t ion 

autour de CD, on a : 

N'N" = todt. N'E. 

Or, dans le t r i ang le r ec t ang l e N'EM', on a, en 

dés ignant p a r a l 'angle que l 'axe CD fait avec M'N' ou 

MN, ou avec la t a n g e n t e MS à la t ra jec toi re re la t ive : 

donc, 

N 'E = M'N' sin a = vrdt. sin a ; 

N'N" = w Vrûïiz. dl2, 
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d'où : 

2N'N" n 

Cette t ro i s ième accé léra t ion qui es t d i r igée suivant 

N'N" est perpendicu la i re au p lan qui passe pa r Cl) et par 

l 'é lément M'N' de la t ra jec to i re re la t ive , c'est-à-dire 

qu'elle est perpendicu la i re à l 'axe i n s t a n t a n é de rotation, 

et à la vi tesse re la t ive . Son sens est celui de la rotation 

a u t o u r de CD. 

En r é s u m é donc , oa est la r é su l t an t e des trois accélé­

ra t ions : 

cfr, (fe et 2u>vrsm a, 

et l'on a le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME DE CORIOLIS. — L'accélération totale dans 

le mouvement absolu est la résultante de trois accélé­

rations : 

1 ° L'accélération du mouvement d'entraînement tfe, 
c'est-à-dire l'accélération du mouvement dont serait 

animé le mobile s'il restait en repos relatif dans la 

position où il se trouve ; 

2° L'accélération relative fr, c'est-à-dire l'accélération 

dans le mouvement apparent du point ; 

3° Une accélération complémentaire 2'o^>sin a, perpen­

diculaire « la vitesse relative et à l'axe instantané de 

rotation, dans le sens dans lequel l'extrémité de la 

droite qui représente la vitesse relative tourne autour 

de l'axe instantané. 
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1 6 3 . On peu t cons t ru i re l ' accéléra t ion complémen­
taire de la man iè r e su ivan te : Soient M et M' (fig. 56) 

les deux positions du point M, et MS 
u n e droi te r e p r é s e n t a n t en g r a n d e u r , 
d i rect ion et sens la vi tesse re la t ive . Le 
m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t peu t ê t re 
décomposé en u n m o u v e m e n t de t r a n s ­
la t ion MM' et u n m o u v e m e n t de ro ta t ion 
a u t o u r d'un axe pas san t p a r le point M'. 
Cette décomposi t ion dé t e rmine la direc­
tion 0 0 ' de l 'axe i n s t a n t a n é de ro ta t ion ; 
p a r conséquent , la g r a n d e u r 2 'otysina 

de l 'accélérat ion complémen ta i r e se ra dé t e rminée . Ce 
sera une l ongueu r r e p r é s e n t a n t le double de l 'a ire du 
para l lé logramme cons t ru i t sur co et vr. 

1 6 4 . REMARQUE I . — Il est év ident que si le mobile 
est an imé d'un m o u v e m e n t relatif, et d'un n o m b r e 
quelconque de m o u v e m e n t s d ' en t r a înemen t , on ob t i endra 
l 'accélération to ta le du m o u v e m e n t absolu pa r un 
nombre suffisant de composi t ions successives . 

REMARQUE IL — Dans le cas où le mobi le est an imé 
d'un m o u v e m e n t re la t i f et d 'un seul m o u v e m e n t d 'entra î ­
nement , l ' accéléra t ion complémen ta i r e , qui a p o u r 
expression 2'o?.vsin«, se ra nul le : 

1° Lor sque co = 0, c 'est-à-dire lo rsque le m o u v e m e n t 
d 'en t ra înement est u n m o u v e m e n t de t r ans l a t i on ; 

2° Lorsque vr = 0, c 'es t-à-dire lorsque la vitesse 
re la t ive est nul le ; 

3° Lorsque « = 0, c 'es t -à-dire lorsque l 'axe de ro ta t ion 
du m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t es t pa ra l l è l e à la v i tesse 
du m o u v e m e n t relatif. 

Dans ces cas pa r t i cu l i e r s , l ' accé léra t ion du m o u v e m e n t 
absolu est la r é su l t an t e de deux accé lé ra t ions seu lemen t : 
celle du m o u v e m e n t relatif, et celle du m o u v e m e n t 
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d ' en t ra înement . Dans tous les a u t r e s cas , on devra 
j o i n d r e à ces deux accé léra t ions , l ' accélérat ion complé­
m e n t a i r e . 

REMARQUE I I I . — Lorsque le m o u v e m e n t d'entraî­
n e m e n t est u n mouvement rectiligne et uniforme, son 
accé léra t ion tpe est nul le . Alors cpr ne diffère pas de <pa, 
quoique vr diffère de va. 

Lorsque le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t est un mouve­

ment de rotation uniforme a u t o u r d 'un axe fixe, l 'accé­
lé ra t ion dans ce m o u v e m e n t se r é d u i t à l 'accélérat ion 
cen t r ipè te ; elle est d i r igée du point mobile vers l'axe 
de ro ta t ion , et elle a pour g r a n d e u r : 

Vel , 

r 

en dés ignan t p a r ve la vi tesse du poin t , r sa dis tance à 

l 'axe, et « la vi tesse a n g u l a i r e . 

1 6 5 . PROBLÈME. — Déterminer Vaccélération du 

mobile dans le mouvement relatif, connaissant le 

mouvement absolu et le mouvement d'entraînement. 

Soit OABC (fig. 57) le 
po lygone de composit ion 

" 7 des accé léra t ions , dans 
/ftp lequel OA rep ré sen t e en 
B g r a n d e u r , direct ion etsons 

l 'accélérat ion re la t ive , AB 
l 'accélérat ion d 'ent ra îne-

•^1 c men t , e t BC l 'accélérat ion 
fj% c o m p l é m e n t a i r e ; OC sera 
B en g r a n d e u r , direction 

et sens l ' accéléra t ion du 
m o u v e m e n t absolu . Con­

s t ru isons le môme polygone, mais c h a n g e o n s les sens de 
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l 'accélération d ' en t ra înement et de l 'accélérat ion complé­
menta i re . Il est évident que Y accélération du mouvement 

relatif sera, la résultante géométrique de l'accélération 

du mouvement absolu, d'une accélération égale et 

directement opposée à l'accélération d'entraînement et 

d'une accélération égale et opposée à l'accélération 

complémentaire. Cette de rn i è r e se n o m m e accélération 

centrifuge composée. Elle se dé t e rmine c o m m e l 'accélé­
rat ion complémenta i r e , et elle est nul le dans les 
mêmes cas . 

1 G G . PROBLÈME. — Déterminer les composantes 

de l'accélération complémentaire suivant trois axes 

rectangulaires. 

Nous nous proposons donc , é t an t données les t ro is 

composantes p, q, r de u , et les t rois composan tes 

Vx, vy, vz de vr, de t rouve r les composan te s de l 'accélô-

lération complémen ta i r e 2r*Vr&i\\y-, proje tée su r les 

trois axes . 

Soit CD (fig, 58) l 'axe i n s t a n t a n é de ro ta t ion que 

nous pouvons sup­
poser pas se r p a r le 
point mobi le M, en 
in t rodu i san t dans le 
sys tème u n e t r ans la ­
tion convenab le , et 
soit MA u n e dro i te 
qui r e p r é s e n t e en 

_ g r a n d e u r , d i rect ion 
x et sens l a vi tesse 

r e l a t ive vr. P r e n o n s 
su r l 'axe CD u n e lon­
g u e u r MB qui r e p r é ­
sente en g r a n d e u r , 

direction et sens la vi tesse a n g u l a i r e co. 
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D'après ce que nous avons vu, l ' accéléra t ion complé­
m e n t a i r e 2cotvsina est éga le au double de l 'aire du 
p a r a l l é l o g r a m m e cons t ru i t sur MA et MB, ou égale à 
q u a t r e fois l 'a ire du t r i ang le MAB. De plus , elle est 
pe rpend icu la i r e a u p lan de ce t r i ang l e , puisqu'elle est 
pe rpend icu la i re à MA et MB, et son sens est celui dans 
lequel l ' ex t rémi té A de la droi te MA, qui représen te la 
vi tesse re la t ive , t o u r n e a u t o u r de l 'axe CD. Si donc ou 
élève u n e pe rpend icu la i re au p lan AMB, sur laquel le on 
p rend u n e l o n g u e u r MN ^= 2wtvs in« , c'est ce t te droite 
MN que nous au rons à proje ter su r les axes , ce qui 
r ev i en t év idemment à proje ter le t r i a n g l e AMB sur les 
t ro is p l ans coordonnés . Ainsi, p a r exemple , la projection 
de MN sur l 'axe des z, se ra éga le à q u a t r e fois la 
project ion du t r i a n g l e AMB sur le p lan des xy. 

Ceci posé, p a r le point 0 menons oa et ob respecti­
v e m e n t égales et para l lè les à MA et MB, et menons les 
coordonnées des points a et b. Nous a u r o n s évidemment : 

p = Ob", q = b'b", 

vx = Oa", v,j a'a". 

Le t r i a n g l e Oab é t a n t éga l et para l lè le à AMB, nous 
a u r o n s à dé t e rmine r sa project ion Oa'b' su r le plan 
des xy. Or, on a : 

T . Oa'b' = quad. Oab'a'' — T . Ob'a" ; 

m a i s , 

quad. Oa'b'a" — T . Oa'a" 4 - T . a'a"b'. 

D'autre pa r t , le t r iangle a'a"b' est équivalent au 
t r i a n g l e a'a"b'\ puisqu' i ls ont m ê m e base a'a", e t que 
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leurs sommets b' et b" sont su r une m ê m e paral lè le à la 

base. On a donc : 

Quad. Oa'b'a" = T . Oa'a" -4- T . a'a"b" ; 

par suite, 

T . oa'b' = T . Oa'a" + T . a'a"b" — T . Ob'a", 

= T . Oa'b" — T . Ob'a" 

= \Ob" . a'a" — \Oa". b'b" = \pvy—\ qvx. 

P a r conséquent , la composan te de l 'accélérat ion 

complémentai re su ivan t l 'axe des z, qui est égale à 

quatre fois le t r i ang le Oa'b', et que nous dés ignerons 

par tpc, z , a u r a pour express ion : 

<?c,2 =2{pvy — qvx). 

Nous aurons de m ê m e pour les deux au t r e s compo­
santes : 

fe,x = 2 {qvz — rvy), 

<?c,y=2 [rVx — pVz)-

Comme on le voit , ces t ro is composantes peuvent se 

déduire les unes des au t r e s p a r u n e pe rmuta t ion 

tournan te . 

1 6 7 . MÉTHODE ANALYTIQUE . — Soient u n sys tème 

d'axes r ec t angu la i r e s O'I, O'ri, 0% en mouvemen t , et un 

point M ayan t u n m o u v e m e n t p r o p r e , i ndépendan t du 
10 
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mouvemen t des axes . Ce m o u v e m e n t s e r a le mouvement 

absolu du point M. Le mouvement relatif du point M 
sera le mouvemen t de ce point p a r r a p p o r t au système 
de compara i son : c'est le m o u v e m e n t qu 'un observateur 
inva r i ab lemen t lié a u x axes mobi les a t t r ibuera i t au 
point M, s'il n ' ava i t pas conscience de son mouvement . 
Le mouvement d'entraînement est le m o u v e m e n t absolu 
qu ' au ra i t le point M, s'il é ta i t fixé a u x axes mobiles. 

Soient Z, r, X, les coordonnées de M p a r r appo r t aux 
axes mobiles ; x, y, z les coordonnées de M pa r rapport 
a u x axes fixes Ox, Oy, Oz ; xl, y1, zl les coordonnées 
de 0 ' p a r r appo r t a u x axes f ixes; a, b, c, a', b', c\ 

a'1, b", c" les cosinus des ang les que font les axes fixes 
avec les axes mobiles ; nous au rons les formules : 

z = z, + a"\ + b"n 4 c'%. 

On a d'ail leurs les re la t ions connues : 

o? + b2 + c 2 = 1, a'a" + b'b" + c'c' = 0, 
a' 2 + b'2 + c" = 1, a"a -f- b'b 4- c"c = 0, 
a"2+b"--\-c"*=l, aa' + bb' + ce' =0, 

a 2 4 a1 4- a"2 = 1, bc + b'c' 4- b"c" = 0, 
b2 4- + ô"2 = 1 , ca + c'a' + c"a" = 0, 
c 2 4- c'2 . j - c"2 = 1, ab 4 a'tV 4- a"b" = 0, 

a = b'c" — b"c', a' = b"c — bc", a" = bc' — b'c, 
b = c'a" — c"a', b' = c"a — ca", b'' = ca1 — c'a, 
c = a'b" — à'b', c' = a"b — ab", c" = ab' — ab. 

(1) 
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On a aussi : 

ada + bdb -f- cdc = 0, ada -f- a'da' + d'da" = 0, 

a'da'+ b'db' + c'dc' = 0, bdb -f &'d&' + b"db" = 0, 

a"da" + b"db"+c"dc"= 0, cdc + Cdc' + c"dc" = 0, 

bdc + cdb + b'dc' + c'db' + b"dc" + c"db" = 0. 

De cet te de rn iè re formule on t i r e : 

cdb + c'db' + c"db" = — {bdc + b'dc' + b"dc") ; 

de même, on a : 

adc -f- a'de' + a"de'' = — (cda -f- « 'do' -4- c"da"), 

bda + b'da' + 6 W = — [adb + « W + a"dô''). 

Des formules (1) on t i r e : 
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Q r dx dy dz 

' dt' dt' ~di" S o n t l e s composan tes de la vitesse 

absolue su ivan t les axes 0 « , Oy, Oz. 

dx\ . da db de . . , . 
^ ju cït 'dt' S dér ivées de 

x, y, z, en supposant l, n, Ç cons tan t s . Ce sont les 
composan tes su ivan t les axes fixes ( t e , Oy, Oz de la 
vitesse du point M, s'il é ta i t lié a u x axes mobi les , c'est-
à-dire au sys tème de compara i son . Ce sont donc les 
composantes su ivan t Ox, Oy, Oz de la vitesse d'entraî­
nement. 

dl 7 dr, d'C . i l , - , - , 
a - T r - f - o - r - 4 - c - r r , e tc . sont les dér ivées de x, y, z, 

dt dt dt 
en supposan t xx, a, b, c... cons tan t s . Ce sont les compo­
san t e s su ivan t les axes fixes de la vitesse relative. 

On voit donc que la projection de la vi tesse absolue 
su r u n des trois axes est égale à la somme des 
project ions su r cet axe de la vi tesse d ' en t ra înement et 
de la vi tesse re la t ive . 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 
THÉORÈME. — La vitesse absolue est la résultante 

de la vitesse d'entraînement et de la vitesse relative. 

1 6 8 . REMARQUE I . — Nous avons t r o u v é pour la 
project ion de la vitesse d ' en t ra înement su ivan t l 'axe Ox : 

dx, , ~ da , db , „ de 
V t - ' = -dT + ldt + 1>dt + }:dl-

Or, le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t se compose d'un 
m o u v e m e n t de t r ans la t ion du point 0 ' et d 'une rota t ion 
a u t o u r d'un axe OT passan t p a r le point 0 ' . Il en résulte 

doc 
que - ~ est la composante su ivant l 'axe Ox de la vitesse 

de t r ans la t ion . 
„ da db de , . t . , . 

dt Y' ~dt ~dt projection sur Ox de la 
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vitesse du point M (£, ri, Ç), supposé lié au sys t ème 
mobile, et due à la ro ta t ion . 

1 6 9 . REMARQUE I I . — D'après ce que l'on a vu 

précédemment (n° 1 5 6 ) , si l'on dés igne p a r p, q, r les 
composantes de la ro ta t ion u a u t o u r de l 'axe O'I, on a 
pour les composantes de la vi tesse du point M (due à la 
rotation) su ivant les axes 0%, 0'rh OZ : 

ql — rr„ r\ — p%, pn - ql ; 

donc, en ve r tu du t h é o r è m e des project ions, 

., da , db , ., de , „ v , , / 

6 * + "dî + * * = ° [r>- ~ ^ +
 b [r'- - p a + ' ( P * - î<> 

On en t i re : 

da 7 db de -, 
d t - h r - ° ^ M = c v - a r ' d t - a q - b p -

1 7 0 . REMARQUE I I I . — En dés ignan t pa r v-, v r , 

les composantes su ivan t les axes mobi les de la vitesse 

due à la ro ta t ion , et p a r vx, %, vz les composan tes d e 

cette vitesse su ivan t les axes fixes, on a : 

Vg = avx -\- a'vy -\-.a"vt. 

Or, (n° 1 6 8 ) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 150 — 

On t ire de là 

„da , da' , „ da" 
a - d t + a - d f + a•• - 3 T - 0 ' 

db 

dt 
+ a1 

db' 

dt 
+ a" 

db" 

dt 

de 

~dl 
- f a' 

de' 

dt 
+ a" 

de" 

~dt 

- r , (3) 

express ions que l'on pou r r a i t d 'a i l leurs obtenir en 

r e m p l a ç a n t dans les p r e m i e r s m e m b r e s — , -f-, ^ par 
dt dt dt 

l eurs va leu r s t rouvées ci-dessus (n° 1 6 9 ) 

p a r sui te : 

/ r d a , db , „ de \ 

. , l^da! . db' , dc'\ 

+ a {'-w+^-dJ + ^ d i ) 
, ., / y. da" , db" , y de" \ 

+ a {î-W + v-dT + t - d t ) ' 

ou bien, puisque v^ = (f, — m (n° 1 6 9 ) : 

~ / da , , da' ,, da"\ 

. / db , ,db' ., db" \ 

+ * > ( a d t + a W + a H t ) 

, v I de . . de' . ,. de" \ 

^ ^ ( a - d t + a ' l ï ï + a - d t ) 
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1 7 1 . Diflërentiant les équa t ions (2), on a : 

d2x d2xx Y (Pa^ d-b y d-c 
dP ~ ~dF

 + K dP + r' ~dP + " ~dp 

d2l , , dlr, d^ 

ld\ cto ,-dn_ (Jb_ d^_ dc\ 
+ [~dt~dt+~dt dl + dt dt)' 

dly _ d2y, 
~dP " ~dlF 

d2a' 
~dP 

d*b' . Yd-c' 
1 "7775 T S dP dP 

dP ^ dl* ~*~ dP 

Idi da' . dn db' . dK de' 
+ 2 [dl dt + dt dt + dt 

dc'\ 

dt)' 

(4 ) 

d*z _ d%_ . cf/b" d2c" 
dP ~~ 1p~ + ^ ~dP + 'n dP~ + Ç

 HP dP 

+ °J dP + t ? d P + G dP 

[dl dt + dt dt + 'dt dl ) ' 

Les quant i t és ^ r , sont les projections sur les 

axes fixes de l 'accélérat ion du m o u v e m e n t absolu. 
d'lx. .„ d/a d2b „ d2c , , , . , , 

~dF + « + 11W + e t c " d e n v e e s s e c o n d e s 

de x, y, z, en la i ssant £, ¡1, £ cons tants , sont les 
projections sur les axes fixes Ox, Oy, Oz de l 'accélérat ion 

d 'ent ra înement . 
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a d F ^ lt* + c ~ â ë ' e t c ' ' d e n v e e s d e -x' v> 0 D 

la i ssant xx, a, b, c... cons tants , sont les projections sur 

les axes fixes de l 'accélérat ion re la t ive . 
Enfin, il res te les quant i tés : 

p / di da , dn db dZ dc\ 
x ~ \di di + Tt ~di + di ~dt)' 

/ di da' d-ft db' dZ de' \ 
* e ' y ~ \di~dl+-dt~dl+dt ~dt)' 

= /(tlaW ,dri_db'' dZ de"\ 
®e'* \dl dt + dt dt + dt dt/" 

Ce sont les project ions sur les axes fixes de l'accélé­
ra t ion complémenta i re . On a le t h é o r è m e su ivant : 

THÉORÈME. — L'accélération du mouvement absolu 

est la résultante de l'accélération d'entraînement, de 

l'accélération relative et de l'accélération complémentaire 

(ou de l'accélération centripète composée). 

1 7 2 . REMARQUE . — Nous aurons donc la formule : 

<P«, x = <fe, x + <fr, x + fc, x, 

de laquel le on t i re : 

tf'r, x =
 tp«, x Cpe, x f x • 

Donc, l'accélération relative est la résultante de 

l'accélération absolue, de l'accélération d'entraînement 

prise en sens contraire, et de Vaccélération centrifuge 

composée. 

1 7 3 . Proposons-nous m a i n t e n a n t de déterminer l'accé­

lération complémentaire. Nous r e m a r q u e r o n s que : 

di da dn db dZ do 
~dl"di " "dt"di' + ' dl di" ' 

(5 ) 
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sera, d 'après ce que nous avons vu (n° 1 6 8 ) , la project ion 

sur Ox de la vi tesse d 'un po in t don t les coordonnées 
, dl th aX , ... ... 

sont — , , suppose lie a u x axes mobiles , vitesse 

due au m o u v e m e n t de ro ta t ion a u t o u r d 'une para l lè le 
à O'I. Or, si pa r le point M, on m è n e u n e dro i te MV\ 
qui représen te la vi tesse re la t ive vr du point M, les 
coordonnées du po in t V , pa r r a p p o r t à l 'or igine M, 

, d\ dr, de 
seront " 

dt" dò1 Ht 
P a r sui te , l 'expression : 

F i e 

dl da di db d'C, de 
dt ~di + ~dt ~dl dt dt ' 

sera la project ion sur Ox de la vi tesse du point V , lié au 
sys tème mobi le , due à la ro ta t ion 
a u t o u r d'un a x e MI', m e n é p a r le 
po in t M para l l è le à O'I. Donc, si p a r 
le point M (fig. 59) , on m è n e une 
dro i te para l lè le à la v i tesse K qu 'au­
r a i t dans le m o u v e m e n t de ro ta t ion 
a u t o u r de MI', l ' ex t rémi té V de la 
vi tesse re la t ive , et égale a u double 
de cet te vitesse, c 'est-à-dire égale à 
2 K , cet te droi te r ep ré sen t e r a l 'accé­

lérat ion complémen ta i r e . D'ail leurs, la vi tesse K du 
point V se ra : 

K = WP = UIVSINA. 

P a r sui te : 

Pc = 2UTVSINA. 

1 7 4 . On peu t dé t e rmine r de la man iè r e su ivante 

la g r a n d e u r et la posi t ion de l ' accéléra t ion complé­

men ta i r e . 
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Multiplions les équat ions (5) p a r a, a', a", e t ajoutons ; 

>us au rons la project ion de o0 su r l 'axe des \ : 

_ 9 (tâ da (to db^ (K dc\ 
^ ? [dt ~dt ' V dt Ht " h Ht dtj 

, 9 / d l da^ dn db' (K dd_\ , 
+ [dt ~dT + ~dt "dt + dt dtj 

0 id\ da" dn db" . dZ dc"\ „ 
+ " \dï ~dt + dt ~dT ~" lit lit'/ 

ou bien, en ve r tu des équat ions (3) : 

de m ê m e , 
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On en t i re : 

= 4 w 2 iy 2 — 4 w 2 u r

2 c o s 2 (w, v r) =- 4 to 2 w r

2 s in 2 (w, «,.), 

d'où : 

cp„ = 2 wiy sin (u, tv). 

Il est facile de d é m o n t r e r que l 'accélérat ion complé­

mentaire <r5 est pe rpend icu la i re à l 'axe i n s t an t ané de 

rotation du sys tème, et à la vi tesse re la t ive . 

En effet, on a i den t iquemen t : 

Pie, 5 + Q:c n+r^c, ç = 0, 

1 7 5 . REMARQUE . — Si l'on veu t les composantes de 
l 'accélération re la t ive su ivan t les axes mobiles 0 ' \ , O'/i, 0%, 
on au ra : 
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or, 

J d'C dn\ 

et, p a r sui te , 

_ / d'Q d?i\ 
?^,5 = ? . , Ï - < P . , 6 - 2 [ V M - r d t ) ' ' 

de m ê m e , 

A P P L I C A T I O N S D U M O U V E M E N T RELATIF. 

1 7 6 . PROBLÈME I . — Un cercla roule sans glisser 
sur une droite fixe Ali. Son mouvement est uniforme. 
Un point M est lié invariablement au cercle mobile. 
Déterminer à un instant quelconque l'accélération du 
mouvement. 

Le rou lement du cercle su r la droi te AB consiste en 
u n e rota t ion in s t an tanée au tou r du point G; la vitesse 
to de cet te ro ta t ion est cons tan te . On peu t considérer 
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cette rotat ion au tou r de C (fig. 60) c o m m e la r é su l t an t e 
d 'une ro ta t ion a u t o u r 

F i s - 6 0 - du cen t r e 0 , e t d 'une 

t r ans l a t ion para l lè le à 
AB et éga le à w . OC 
(n° 1 4 3 ) . Le m o u v e m e n t 
d u cerc le , e t pa r con­
séquen t du point M 

B" peu t donc ê t re considéré 
c o m m e compose de d e u x 

mouvements s imples , savoi r : u n e ro ta t ion a u t o u r du 
centre 0 , et u n e t r ans l a t ion para l lè le à AB. Nous 
prendrons le p remie r p o u r m o u v e m e n t relatif, e t le 
second pour m o u v e m e n t d ' en t ra înement . Ce de rn ie r 
mouvement é t an t rec t i l igne et un i forme, son accélé­
ration est nul le . Le m o u v e m e n t d ' en t r a înemen t é t a n t 
une t ransla t ion, l 'accélérat ion complémen ta i r e est nu l l e . 
Donc, l 'accélération to ta le du m o u v e m e n t absolu se 
réduira à l 'accélérat ion du m o u v e m e n t de ro ta t ion du 
point. M au tou r du point 0 . Or, ce t te de rn i è r e est éga le 
au car ré de la vitesse w. OM du point M, divisé p a r le 
rayon OM du cercle qu'il décr i t . Elle est donc égale à : 

M 2 . OM2 

OM 
w 2 .OM. 

On voit qu'elle est cons tan te en g r a n d e u r ; d 'a i l leurs , 
elle est cons tamment d i r igée vers le cen t re 0 du cercle 
mobile. 

1 7 7 . PROBLÈME IL — Trouver l'accélération totale 

dans le mouvement plan d'un point rapporté à des 

coordonnées polaires. 

Le mouvement du point M p e u t ê t re décomposé en 
une t rans la t ion le l ong du r a y o n vec teur OM, et u n e 
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ro ta t ion du r ayon OM a u t o u r du poin t 0 . Nous suppo­
se rons ces d e u x m o u v e m e n t s d i r iges le p r e m i e r dans le 
sens OM, le second dans le Sens qui fait c ro î t re l 'angle 6. 
Nous p r e n d r o n s le p r e m i e r m o u v e m e n t c o m m e mouve­
m e n t relatif, le second c o m m e m o u v e m e n t d 'entraî­
nemen t , et nous che rche rons l 'accélérat ion to ta le du 
m o u v e m e n t absolu r é su l t an t . 

Or, l 'accélérat ion du m o u v e m e n t relatif, dirigée 

su ivan t le r a y o n OM (fig. 61), est éga le à -j^ en 

g r a n d e u r et en s igne. Dans le m o u v e m e n t d'entraî­
nemen t , qui es t u n mouve­
m e n t de ro ta t ion au tour du 
cen t r e 0 , le point M décrit 
une circonférence de cercle, 

avec un e vi tesse égale à r ^ • 

L'accéléra t ion to ta le de ce 
m o u v e m e n t se décompose en 
deux composan tes , l 'une tan-

gent ie l le , d i r igée su ivan t MN, perpendicu la i re à OM, et 

éga ie a r , 1 a u t r e cen t r ipè te , d i r igée su ivant MO, 

e t éga le à : 

Enfin, l 'accélérat ion complémen ta i r e , qui est perpen­

dicula i re à la vi tesse re la t ive et à l 'axe de ro ta t ion , sera 

donc dir igée su ivant MN, et elle a u r a pour expression : 

2 wvr sin a . 
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Mais, l 'angle a é t an t droi t , ce t te accéléra t ion se 

réduira a l avr = i — — . 
dt al 

Si main tenan t nous faisons la somme a lgébr ique des 
accélérations de m ê m e direct ion, nous au rons pour les 
composantes de l 'accélérat ion totale du m o u v e m e n t 
absolu : 

SUIVANT OM 
d~r , dO 2 

rW[dt) = 

SUIVANT M N 
d*9 , „ dr dQ 

dt dt 

Ce sont les va leurs que nous avons t rouvées p récé ­
demment (n° 8 3 ) . 
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D E U X I È M E P A R T I E . 

S T A T I Q U E . 

LIVRE I. 

S T A T I Q U E D U P O I N T M A T É R I E L . 

CHAPITRE PREMIER. 

P r i n c i p e s f o n d a m e n t a u x d e l a m é c a n i q u e . 

1 7 8 . On appel le corps une por t ion de m a t i è r e l imitée 
dans tous les sens . 

Un point matériel es t u n corps r édu i t à des d imens ions 
très pet i tes , te l les que l'on puisse l 'assimiler à u n poin t 
géométr ique. Ainsi , si l'on i m a g i n e u n corps divisé en 
parties infiniment pet i tes dans tous les sens , ces pa r t i e s 
sont des points maté r ie l s qu i , p a r l eu r réun ion , forment 
le corps. Un point ma té r i e l peu t donc ê t r e considéré 

11 
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comme p r o v e n a n t de la concen t r a t ion d'une quanti té 

p lus ou moins g r a n d e de ma t i è r e . La forme du point 

ma té r i e l e s t indifférente. 

1 7 9 . On dit qu 'un corps est libre, lorsqu'il n'est 

assujet t i à aucune condit ion, lorsqu'i l n 'y a aucun 

obstacle qu i le g ê n e dans son mouvemen t . 

1 8 0 . P o u r é tud ie r le mouvement des corps, sous 
l 'action des forces qui l eu r sont appl iquées , nous commen­
cerons p a r l 'étude de l 'action des forces sur les points 

matériels. Cette é tude est basée su r q u a t r e principes 
f o n d a m e n t a u x que l'on ne peu t pas démont re r direc­
t e m e n t . L 'exac t i tude de ces pr incipes repose sur la 
c o n c o r d a n c e des conséquences qui en découlent avec les 
faits obse rvés . L a plus g r a n d e p r euve de l 'exact i tude de 
ces p r inc ipes se t rouve d a n s l 'accord des mouvements 
des corps célestes avec les lois de ces mouvements 
ob t enues en se b a s a n t sur ces pr inc ipes . 

1 8 1 . P R E M I E R PRINCIPE. — INERTIE DE LA MATIÈRE. 

—• Tin point matériel ne peut, de lui-même, passer de 

l'état de repos à l'état de mouvement. S'il est en 

mouveynent, il ne peut modifier de lui-même son étal de 

mouvement, en sorte que, si aucune cause extérieure 

n'agit sur lui, sa vitesse restera constamment la même 

en grandeur et en direction, c'est-à-dire que son 

mouvement sera rectiligne et uniforme. 

1 8 2 . FORCE . — P o u r qu 'un point ma té r i e l passe de 
l 'é tat de r epos à l 'é tat de m o u v e m e n t , il faut qu'il soit 
soumis à l 'act ion d 'une ce r t a ine cause . P o u r qu 'un point 
m a t é r i e l , déjà en m o u v e m e n t , n e con t inue pas à se 
mouvo i r un i fo rmémen t et en l igne d ro i t e , il faut aussi 
qu'il soi t soumis à l 'act ion d 'une c e r t a i n e cause qui 
modifie les c i rcons tances de son m o u v e m e n t . 

Tou te cause capab le de c h a n g e r l 'é ta t de repos ou de 
m o u v e m e n t d 'un corps , a r e ç u le n o m de force. 
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Il peut a r r ive r cependan t qu 'une force, app l iquée à u n 

point matér ie l , ne dé t e rmine pas le m o u v e m e n t de ce 

point. C'est ce qui a r r i ve , si u n obs tac le s 'oppose à ce 

mouvement. Alors, la force donne l i eu à u n e pression 

ou à une tension. Ainsi, p a r e x e m p l e , u n corps soumis à 

l'action de la pe san t eu r , e t p lacé su r u n e t a b l e , exe rce 

sur elle une press ion ; de m ê m e , u n e bal le de p lomb 

tend le fil auque l on la suspend . 

1 8 3 . POIDS DES CORPS. — Lorsqu 'un corps n 'est 
soumis qu'à l 'action de la p e s a n t e u r , et qu 'un obs tac le 
l'empêche de t o m b e r sous ce t t e ac t ion , la press ion ou la 
tension qui en résu l te s 'appelle le poids d u corps . Le 
poids d'un corps p rodu i t toujours u n e déformation de 
l'obstacle qui s 'oppose à sa c h u t e . Cette déformat ion 
peut être sensible , c o m m e d a n s le cas d 'un ressor t , ou 
insensible à l 'œil. La g r a n d e u r de l a déformat ion peu t 
servir à cons ta ter Vénergie du poids . 

On dit que les poids de d e u x corps sont égaux, quand , 
soumis dans les m ê m e s condit ions à l 'act ion de la 
pesanteur seule , ces d e u x corps p rodu i sen t le m ê m e 
effet. Ainsi, p a r exemple , si ces d e u x corps , suspendus 
à un ressor t , le fléchissent é g a l e m e n t . 

La réunion de n poids égaux forme é v i d e m m e n t un 
poids n fois plus fort. D'après cela , il suffira de chois i r à 
volonté un poids A, que l'on p r e n d r a pour unité, 

pour pouvoir éva luer en n o m b r e le poids d 'un corps 
quelconque B. Ce n o m b r e se ra n, s'il faut n poids tels 
que A pour p rodu i re su r un ressor t le m ê m e effet que le 
corps B. 

Vunité de poids est le poids d 'un cen t imè t r e cube 
d'eau distillée, pr ise à la t e m p é r a t u r e de 4°,1 ; on lui a 
donné le nom de gramme. Mais, on p rend o rd ina i r emen t 
pour uni té de poids le kilogramme, ou le poids d'un 
litre d'eau disti l lée, p r i se à la t e m p é r a t u r e de 4 ° , 1 . Le 
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poids d 'un corps que lconque p e u t donc ê t re évalué en 
grammes ou en kilogrammes. 

1 8 4 . •— De la m e s u r e des poids , on peu t passer à la 
m e s u r e de Yinlensitë des forces. E n effet, u n corps A 
é t an t suspendu à u n appare i l à r e s so r t , p rodui t une 
ce r t a ine flexion. Si une force, appl iquée au même 
appare i l , p rodu i t la m ê m e flexion, la force peut être 
r e g a r d é e comme égale à Taction de la pesanteur sur le 

corps A. Le poids de ce corps A peu t donc servir de 
mesure à la force. Ainsi, u n e force quelconque peut 
toujours ê t re m e s u r é e p a r un poids , et , pa r conséquent, 
éva luée en n o m b r e au moyen de l 'unité de poids. 
Ord ina i r emen t , on éva lue les in tens i tés des forces en 
k i l og rammes . 

1 8 5 . Nous venons de voir c o m m e n t on peut déter­
mine r en n o m b r e l ' intensité d 'une force ; cela ne suffit 
pas pour définir complè temen t la force. Il faut, en outre, 
cons idérer la direction et le sois de la force. 

Supposons u n point matériel libre et au repos, et 
faisons ag i r sur lui u n e force : la d i rect ion suivant 
laquel le il commence à se dép lace r est appelée la 
direction de la force. On cons idère la force comme 
ag i s san t dans le sens du premier mouvement de ce 
point . Ainsi donc , p o u r qu 'une force soit complètement 
dé t e rminée , on doit conna î t re : 

1° son intensité, qui est donnée en n o m b r e ; 
2° sa direction, qui est donnée p a r les angles a, (3, •/ 

qu'elle fait avec les axes ; 

3° son sens, qui est celui du p r e m i e r mouvemen t ; 

4° son point d'application, c 'est-à-dire le point sur 
lequel elle agi t , qui est donné p a r ses coordonnées x, y, z. 

Il r é su l t e de ce qui p récède que deux forces qui, 
ag i s san t success ivement sur le m ê m e point matér ie l , lui 
c o m m u n i q u e n t e x a c t e m e n t le m ê m e mouvemen t , sont 
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égales entre elles. P a r conséquent , pour m e s u r e r une 

force, il suffira de choisir pour unité u n e force bien 

déterminée. L' intensité d 'une force quelconque se ra 

exprimée pa r le n o m b r e qui m e s u r e son r appo r t à 

l'intensité de la force pr ise p o u r un i t é . 

1 8 6 . Une force que lconque peu t ê t r e r ep ré sen t ée 

géométriquement p a r une dro i te m e n é e à p a r t i r de son 

point d'application, dans la di rect ion et le sens de la 

force, et ayan t une l o n g u e u r propor t ionnel le à l ' intensi té 

de cette force. 

1 8 7 . DEUXIÈME PRINCIPE. — EGALITÉ DE L'ACTION 

ET DE LA RÉACTION. — Toute force appliquée à un point 

matériel A , émane d'un autre point matériel B, situé à 

une distance quelconque du premier ; réciproquement, 

le point B est soumis à l'action d'une autre force 

émanant du point A. Ces deux forces, qui sont l'action et 

la réaction, sont égales entre elles, dirigées suivant la 

droite A B , et en sens contraire l'une de l'autre. 

Si la force qui ag i t su r le point A tend à le r a p p r o c h e r 
de B , alors la force qui ag i t su r le point B t e n d r a aussi 
à le r app roche r de A . Ces d e u x forces sont di tes 
attractives. Si les deux forces, a u c o n t r a i r e , ag i ssen t de 
manière à éloigner les d e u x points A e t B l 'un de l ' au t re , 
ces deux forces sont di tes répulsives. 

1 8 8 . TROISIÈME PRINCIPE. — INDÉPENDANCE DE L'EFFET 

D'UNE FORCE ET DU MOUVEMENT QUE POSSÈDE LE POINT 

MATÉRIEL SUR LEQUEL ELLE AGIT. — L'effet produit par 

une force sur un point matériel est indépendant du 

mouvement antérieurement acquis par ce point. 

Voici comment on peu t se faire u n e idée de ce 
principe : 

Supposons un point M, a n i m é à u n in s t an t quelconque 
d'une cer ta ine v i tesse . Le pr inc ipe énoncé signifie que 
l'effet d'une force su r ce poin t n 'est pas modifié p a r 
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cet te vi tesse ; en d 'aut res t e r m e s , cet effet s e ra le même 
que si le po in t é ta i t au repos , s eu lemen t le mouvement 
du point r é su l t e r a de la composi t ion des d e u x mouve­
m e n t s . Ainsi , supposons que l'on r a p p o r t e les positions 
successives du point M à u n sys t ème d 'axes rectan­
gu la i r e s an imé d'un m o u v e m e n t de t r ans la t ion rectiligne 
e t un i forme dont la vi tesse soit éga l e et para l lè le à la 
vi tesse du point M à la fin du t emps t. Si, à p a r t i r de cet 
in s t an t , le point M n 'é ta i t soumis à l 'action d'aucune 
force, son m o u v e m e n t se ra i t rec t i l igne et uniforme, en 
ve r tu du pr inc ipe de l ' inert ie (n° 1 8 1 ) . P a r conséquent, 
il conse rve ra i t toujours la m ê m e posit ion pa r rapport 
a u x axes mobi les . Le pr inc ipe énoncé signifie que, sous 
l 'action de la force qui lui est app l iquée , le po in t matériel 
prend par rapport aux axes mobiles u n m o u v e m e n t qui 
est e x a c t e m e n t le m ê m e que le m o u v e m e n t absolu que 
ce t te force lui communique ra i t , s'il p a r t a i t du repos. 
P o u r avoir le m o u v e m e n t r ée l du point d a n s l 'espace, il 
suffira de composer le m o u v e m e n t du point p a r rapport 
a u x axes mobi les avec le m o u v e m e n t des a x e s . 

1 8 9 . Ce pr inc ipe nous p e r m e t de déterminer le 

mouvement d'un point matériel soumis à l'action d'une 

force constante. 

Une force est constante p e n d a n t un t e m p s donné, 
lo r sque , p e n d a n t ce t e m p s , sa di rect ion ne c h a n g e pas, 
et q u e son in tens i té res te éga l emen t cons t an te . 

Trois cas peuven t se p ré sen t e r : 

1 e r CAS. — Le point matériel est au repos. On a alors 

le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Un point matériel en repos, soumis à 

l'action d'une force constante, prend un mouvement 

rectiligne et uniformément varié. 

Soit Ax la direct ion de la force cons t an te appliquée 
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à un point libre et au repos p lacé en A (fig. 62) . 

Le mouvement de 
Fi"-. 62. . . . . 

B ce point sera evi-

A M M, M1 x demment rectiligne 

et dirigé suivant kx; 

car, il n'y a pas de ra i son pour que le mobi le dévie dans 
un sens plutôt que dans l ' au t re . 

Ce mouvement se ra uniformément varié. E n effet, 
soit M la position du mobi le à la fin du t e m p s t, et v sa 
vitesse à cet ins t an t . Au bout du t e m p s dt, le mobi le 
sera en M', e t l 'on a u r a MM' = ds. Si, p e n d a n t ce 
temps dt, le mobi le se mouva i t avec sa vi tesse en 
M, il pa rcou r r a i t d 'un m o u v e m e n t un i forme l 'espace 
MMj = vdt ; l 'accélérat ion du m o u v e m e n t es t donc 
9 M M' 
~ ^ , • (n° 7 5 ) . Or, le chemin MM' r ée l l emen t p a r c o u r u 
pendant le t emps dt es t la r é su l t an t e de MM,, chemin 
qui serait p a r c o u r u en v e r t u de la vi tesse seule , e t de 
MjM'. Donc, en v e r t u d u t ro i s ième pr inc ipe , ce de rn ie r 
chemin M t M' est celui qui est p a r c o u r u sous l 'action de 
la force. Mais, l a force est cons t an te : donc , pour u n 
même temps dt, à p a r t i r d 'une posit ion que lconque sur 
la droite kx, MjM' a u r a toujours la m ê m e va leur . 
L'accélération est donc cons t an t e , e t , p a r conséquent , 
le mouvement est uniformément varié. E n dés ignan t 
par <p l 'accélérat ion de ce m o u v e m e n t , p a r t l e t e m p s 
compté à pa r t i r de l ' ins tant où le mobi le se m e t en 
mouvement, p a r x l a d i s tance en t r e le point de d é p a r t A 
et le point où le mobi le se t r o u v e à la fin du t e m p s t, 

nous aurons l 'équat ion d u m o u v e m e n t : 

x = \^t\ 

2 e CAS. — Supposons en second h e u que le point 

matériel, au h e u de p a r t i r du r epos , se m e t t e e n 
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m o u v e m e n t avec une vitesse initiale va de même direction 

que la force. En ve r tu d u t ro i s ième pr incipe , on 
ob t i end ra le m o u v e m e n t du point mobi le , en composant 
le m o u v e m e n t rec t i l igne et un i forme, cor respondan t à i a 
vi tesse v0, e t qui a p o u r équat ion : 

X1 = VBt, 

avec u n m o u v e m e n t rec t i l igne un i fo rmémen t var ié , de 
m ê m e di rec t ion que le p remie r , a y a n t p o u r équation : 

^ 2 =
 \ ^tt • 

Le m o u v e m e n t r é su l t an t se ra rec t i l igne ; s a direction 
s e r a la m ê m e que celle des d e u x m o u v e m e n t s compo­
s a n t s , e t il a u r a p o u r équa t ion : 

x = vat + |cp£ 2 . 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Le mouvement d'un point matériel, 

soumis à l'action d'une force constante, et animé d'une 

vitesse initiale de même direction que la force est un 

mouvement rectiligne uniformément varié. 

Si la vi tesse v0 est de m ê m e sens que la force, le 
m o u v e m e n t se ra un i formément accé lé ré , e t il a u r a pour 
équa t ion : 

x = - vat - H t p i 2 ; 

si la vi tesse va est de sens c o n t r a i r e à la force, le 
m o u v e m e n t se ra un i fo rmément r e t a r d é , et il a u r a pour 
équa t ion : 

x = vj — iyl*-
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3 e CAS. — Supposons en t ro is ième l ieu que le point 
matériel , soumis à l 'action d 'une force cons tan te , soit 
animé d'une vitesse initiale v0, dont la direction ne 

coincide pas avec celle de la force. 

Prenons pour a x e des x la direction et le sens \ix de 
la vitesse init iale (fig1. 63), et p o u r a x e des y la direction 

et le sens My de la force au 
point M. D'après le t ro i s ième 
pr inc ipe , on ob t i endra la posi­
t ion du point à la fin du t e m p s t, 

en composan t le m o u v e m e n t 
rec t i l igne e t uni forme d û à ta 
vi tesse in i t ia le v0, avec le mou-

5 v e m e n t rec t i l igne un i fo rmément 
va r i é que l a force c o m m u n i ­

querait au point , s'il p a r t a i t de M sans vi tesse in i t ia le . 

Nous au rons donc à composer les d e u x m o u v e m e n t s 
représentés p a r les équa t ions : 

x = MA = v0t, 

y = MB = I C I 2 . 

En él iminant t en t r e ces d e u x équa t ions , on on dédui t 
pour l 'équation de la t ra jec to i re : 

x2 = —- y. 
<? 

La t ra jectoire es t donc u n e p a r a b o l e don t l ' axe est 
parallèle à l 'axe des y, et qui es t t a n g e n t e à l 'axe des x 

au point M. L 'axe des y es t un d i a m è t r e de l a p a r a b o l e . 

1 9 0 . Q U A T R I È M E P R I N C I P E . — I N D É P E N D A N C E DES 

EFFETS DES FORCES QUI AGISSENT SIMULTANÉMENT SUR 

UN MÊME POINT M A T É R I E L . — Lorsque plusieurs forces 
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agissent simultanément sur un même point matériel, 

chacune délies produit le même effet que si elle agissait 

seule. E n d ' au t res t e rmes , si u n point ma té r i e l est soumis 

à l a fois à l 'act ion de p lus ieurs forces, on obt iendra le 

m o u v e m e n t qu'il p rend à p a r t i r d 'un ins tan t quelconque, 

en composan t le m o u v e m e n t rec t i l igne et uniforme 

co r r e spondan t à la vi tesse qu'il possède à cet instant , 

avec les m o u v e m e n t s que c h a c u n e de ces forces lui 

c o m m u n i q u e r a i t , si elle ag issa i t seule sur ce point 

à p a r t i r du repos . 

1 9 1 . P R O P O R T I O N N A L I T É DES FORCES AUX ACCÉLÉ­

RATIONS QU'ELLES PRODUISENT. — Soient F une force 

cons tan te ag i s san t sur un poin t ma té r i e l à pa r t i r du 
repos , y l ' accéléra t ion d u m o u v e m e n t rect i l igne et 
un i fo rmément va r i é co r re spondan t ; soient encore F' une 
a u t r e force cons t an te ag i s san t su r le m ê m e point 
ma té r i e l à p a r t i r du repos , <p' l 'accélérat ion correspon­
d a n t e . J e dis que l'on a : 

F cp 
F cp* ' 

E n effet, soit F L une ce r t a ine force, con tenue un 

n o m b r e en t i e r de fois dans F et F' ; nous a u r o n s : 

F = rcF,, 

F' =• n'Fl ; 

d'où : 

F_ _ n 

F' ~ n' ' 

Soit cp, l ' accélérat ion du m o u v e m e n t que la force F , 
ag i s san t seule c o m m u n i q u e r a i t au point matér ie l à 
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part ir du repos . Si nous appl iquons à ce point n forces 

égales à F , , de môme direct ion et de m ê m e sens , le 

mouvement que ce point p r e n d r a , s 'ob t iendra à c h a q u e 

instant en composan t les m o u v e m e n t s rec t i l ignes et 

uniformément var iés que c h a c u n e de ces forces lui 

communiquera i t s é p a r é m e n t (n° 1 9 0 ) . L 'accé léra t ion du 

mouvement r é su l t an t se ra la r é s u l t a n t e des accé lé ra t ions 

des mouvements composan t s . Ces accé lé ra t ions é t an t de 

même direct ion e t de môme sens , l eu r r é s u l t a n t e est 

égale à la somme nyl de ces accé lé ra t ions . Or, l ' ensemble 

des n forces égales à F , est u n e force égale à F ; p a r 

conséquent, la force F p rodu i t u n e accé lé ra t ion wcpr On 

a donc : 

<p = rccpj ; 

nous aurons de môme : 

<p' = n ' ? 1 . 

On en t i r e : 

cp n 
cp' n' ' 

et, pa r sui te : 

F <p 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Deux forces constantes que l'on fait 

agir séparément sur un même point matériel à partir 

du repos, sont entre elles comme les accélérations 

qu'elles communiquent à ce point. 
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1 9 2 . R E M A R Q U E I . — Si une force cons tan te agi t sur 
un point ma té r i e l qui est déjà a n i m é d 'une cer ta ine 
v i tesse , le m o u v e m e n t du point s 'ob t iendra par LA 
composi t ion du m o u v e m e n t rec t i l igne e t uniforme 
c o r r e s p o n d a n t à ce t t e vi tesse, avec le mouvement 
rec t i l igne et un i fo rmément va r i é que la force lui commu­
n i q u e r a i t s'il p a r t a i t du r epos . Le m o u v e m e n t résul tant 
se ra , d 'après ce que n o u s avons vu (n° 1 8 9 ) , rect i l igne 
ou pa rabo l ique . 

L 'accé léra t ion r é su l t an t e est la r é s u l t a n t e des accélé­
ra t ions de ces deux m o u v e m e n t s . Mais , l 'accélérat ion du 
p r e m i e r m o u v e m e n t est nul le , puisqu'i l est rect i l igne et 
uni forme ; donc , l 'accélérat ion r é su l t an t e se rédui t à 
l 'accélérat ion d u second m o u v e m e n t . P a r conséquent , 
l 'accélérat ion, dans le m o u v e m e n t rec t i l igne ou para­
bol ique, qu 'un point ma té r i e l a n i m é d 'une vitesse 
in i t ia le , p rend sous l 'action d'une force cons tan te , est la 
m ê m e que celle que ce t te force lui communique ra i t , si 
la vi tesse ini t iale é ta i t nul le . 

Donc, deux forces constantes que Von ferait agir 

séparément sur un même point matériel sont entre elles 

comme les accélérations quelles communiquent à ce 

point, quelle que soit sa vitesse au moment où ces forces 

agissent sur lui. 

1 9 3 . REMARQUE I I . — Si la force n 'est pas constante 
en g r a n d e u r et en di rect ion, l 'accélérat ion to ta le à un 
in s t an t quelconque n 'est a u t r e que l 'accélérat ion que 
ce t te force communique ra i t au point , si, à p a r t i r de cet 
in s t an t , elle res ta i t cons tan te . 

D'après cela , on peut d i re que , si deux forces 

quelconques agissent séparément sur un même point 

matériel, ces deux forces sont entre elles comme les 

accélérations totales correspondantes. 

1 9 4 . M A S S E D'UN POINT M A T É R I E L . — Si une même 
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force agit success ivement su r différents po in t s ma té r i e l s , 

à partir du repos, ces différents points p r e n n e n t des 

mouvements rec t i l ignes . Mais les accé léra t ions de ces 

mouvements se ron t différentes, en g é n é r a l . On peut 

donc dire qu'il exis te d a n s les différents points , u n e 

certaine qual i té d 'après laquel le ils cèdent p lus ou moins 

facilement à l 'act ion des forces. On en reconna î t 

l'existence p a r l ' accé léra t ion plus ou moins g r a n d e que 

ces points reço ivent de l a p a r t d 'une m ê m e force. Cette 

qualité, qui d is t ingue les corps les uns des a u t r e s , est ce 

que l'on appelle la masse. 

Deux points ma té r i e l s ont des masses égales, quand , 

étant soumis s é p a r é m e n t , à p a r t i r du repos , à fac t ion 

d'une même force, ils r eço iven t des accé lé ra t ions égales . 

La masse d'un poin t est double, triple, e tc . de celle d 'un 

autre point, quand elle es t formée p a r la r éun ion de 

deux, trois, e tc . points ma té r i e l s de masse éga le à celle 

de ce dernier . 

Il résul te de là que la masse d'un point ma té r i e l peut 

être évaluée en n o m b r e , quand on a u r a choisi u n point 

dont la masse sera prise pour unité de masse. 

1 9 5 . P R O P O R T I O N N A L I T É DES FORCES AUX MASSES DES 

POINTS MATÉRIELS AUXQUELS ELLES COMMUNIQUENT UNE 

MÊME ACCÉLÉRATION. - - Soit U11C force Constante F 

agissant su r un point m a t é r i e l de masse m à p a r t i r du 
repos ; elle lui c o m m u n i q u e une accé léra t ion <p. Si une 
autre force cons tan te F' ag i s san t su r un point ma té r i e l 
de masse m' à p a r t i r du r epos , lui c o m m u n i q u e la môme 
accélération <p, j e dis que l'on a u r a : 

F on 

¥' m' ' 

En effet, on peut toujours imag ine r u n e masse mx 
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d'où 

m n 
m' n' 

Or, il est facile de voir qu'il existe u n e force F , qui, 

ag i s san t sur la masse m1 à p a r t i r du repos , lui commu­

n ique l ' accéléra t ion. 9 . En effet, soit F., u n e force 

quelconque ; cet te force ag i s san t sur m1 lui communi­

q u e r a une accé lé ra t ion ç 2 , et nous a u r o n s , en ver tu du 

t h é o r è m e p récéden t (n° 1 9 1 ) : 

Fj = 1 
F., ©2 ' 

équa t ion qui se rv i ra à d é t e r m i n e r F , . 

Cela posé , imaginons n points ma té r i e l s de même 
ma s s e ml : j ux t aposons ces points , et appl iquons à 
c h a c u n d 'eux une m ê m e force F , ; nous au rons un 
ensemble de n forces F , , c o m m u n i q u a n t une accélé­
r a t i o n 9 à u n ensemble de n masses ml, ou, ce qui 
r ev i en t au m ê m e , une force nFl c o m m u n i q u a n t une 
accé lé ra t ion 9 à u n e masse nml - m. Or, la force F 
c o m m u n i q u e la m ê m e accé léra t ion 9 à la m ê m e masse m ; 

on a donc : 

nF1 = F . 

con tenue u n n o m b r e ent ier de fois dans m et m', de sorte 
que l 'on a i t : 

m =• nml, 
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On aura i t de môme : 

n'F1 = F ' ; 

d'où : 

F 

F 

et, par suite : 

F 

F 1 
TO' 

Il est évident que l'on ob t iendra i t la môme re la t ion si 

les deux forces F et F' sont que lconques . C'est ce qui 

résulte de la r e m a r q u e que nous avons faite p lus h a u t 

(n° 1 9 3 ) . On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉOPVÈMK. — Deux forces quelconques sont entre 

elles comme les masses des points matériels auxquels 

elles communiquent une même accélération. 

1 9 6 . R E L A T I O N E N T R E UNE FORCE, LA MASSE nu POINT 

MATÉRIEL SUR LEQUEL E L L E AGIT ET L 'ACCÉLÉRATION 

CORRESPONDANTE. — Soit F u n e force cons t an t e , appl i ­
quée à un point m a t é r i e l de masse m, à p a r t i r d u 
repos, et lui c o m m u n i q u a n t u n e accé léra t ion tp ; soit de 
même F' une force cons tan te c o m m u n i q u a n t u n e accélé­
ration <p' à un point de masse m' à pa r t i r du r epos . J e dis 
(pie l'on aura : 

F 

F ' 
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E n effet, soit F" u n e force c o m m u n i q u a n t u n e accélé­
ra t ion <p' au poin t de masse m, et appl iquons les deux 
t h é o r è m e s p récéden t s ( n o s 1 9 1 e t 1 9 5 ) . Nous aurons : 

F jp 
F " — tp 1 ' 

F ' _ •m . 
F' m' ' 

par conséquent : 

F m<p 
F' m'a1' 

i 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Deux forces constantes sont entre elles 

comme les produits des masses des points matériels sur 

lesquels elles agissent, par les accélérations qu'elles leur 

communiquent. 

1 9 7 . U N I T É DE MASSE. — On convient de prendre 

pour unité de masse, celle d 'un point ma té r i e l qui, sous 

l 'act ion d 'une force égale à l 'uni té , p rend u n e accélé­

r a t i o n éga le à l 'uni té . Il résu l te de là que , si l'on suppose 

F' = 1, cp' = 1, on a u r a m = 1, et la formule précé­

dente nous donne alors : 

F = mcp. 

Donc, l 'unité de masse é t an t choisie comme nous 
l 'avons fait, la valeur numérique d'une force constante 

est égale au produit de la masse du point sur lequel elle 

agit par l'accélération du mouvement rectiligne qu'elle 

lui communiquerait en agissant sur lui à partir du 

repos. 
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1 9 8 . R E M A R Q U E . — Supposons m a i n t e n a n t un point 
matériel soumis à l 'action d 'une force variable, mais 
déterminée à chaque in s t an t en g r a n d e u r , direct ion et 
sens. Il résul te de ce qui p récède que la va l eu r actuel le 
de cette force est m<p, en dés ignan t p a r <p l 'accélérat ion 
du mouvement rec t i l igne qu'elle c o m m u n i q u e r a i t au 
point matér ie l , en ag i s san t à pa r t i r du repos . Mais, ce t te 
accélération tp du m o u v e m e n t rec t i l igne é lémenta i re 
uniformément va r i é , est p réc i sémen t l 'accélérat ion 
actuelle du poin t dans son m o u v e m e n t . On a donc le 
théorème su ivan t : 

THÉORÈME. — A un instant quelconque, la valeur 

numérique d'une force est égale au produit de la masse 

du point sur lequel elle agit par l'accélération actuelle 

du mobile. 

1 9 9 . L 'unité de masse é t an t définie, proposons-nous 
de déterminer la masse d'un corps dont on connaît le 

poids. À cet effet, r e p r e n o n s la formule : 

F = m®. 

Soit P le poids du corps , c 'est-à-dire la force qui 
détermine la c h u t e du corps lorsqu'on l ' abandonne à lui-
même. L 'expér ience nous apprend que la force P , en 
agissant sur le corps dans le vide, lui c o m m u n i q u e u n 
mouvement don t l 'accélérat ion g est cons t an te d a n s u n 
même lieu et pour tous les corps . A P a r i s , g = 9 ,8088, 
en p renan t le m è t r e pour un i t é de longueur , et la 
seconde pour un i t é de t emps . On a donc : 

P = mg, 

d'où : 

P 

12 
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Cette formule nous p e r m e t de déterminer numéri­

quement la masse d'un corps, l 'uni té de masse étant 

définie c o m m e ci-dessus (n° 1 9 7 ) . 

D'ail leurs, ce t te m ê m e formule : 

P - mg, 

nous pe rme t de dé t e rmine r le poids cor respondant à 

l'unité de masse. 

En effet, en y faisant m = 1, il v ient : 

P = g. 

Si donc l 'unité de poids est le k i l o g r a m m e , on a : 

p ^= 9 k i l ,8088, 

e t si l 'unité de poids est le g r a m m e , on a u r a : 

P = 9e r ,8088. 

C'est le poids co r re spondan t à l 'unité de masse . 

2 0 0 . R E M A R Q U E . — Nous venons de voir que 1* 

masse d'un corps est donnée pa r la formule : 

P 
m = —. 

g 

Il s 'ensuit que la masse d'un corps est proportionnelle 

à son poids. Mais il faut bien se g a r d e r de confondre la 
masse avec le poids . Le poids va r i e su ivan t le lieu où 

1 on se t r o u v e ; ma i s la va l eu r de g v a r i e dans les mêmes 
P 

c i rcons tances , de sor te que le r a p p o r t — r e s t e absolument 

cons tan t dans tou tes les c i rcons tances . 
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2 0 1 . On peu t encore a r r ive r à la considérat ion de la 

masse de la man iè r e su ivante : Nous avons vu (n° 1 9 1 ) 
que des forces cons tan tes , ag i ssan t success ivement su r 

un même point maté r ie l , sont propor t ionnel les a u x accé­

lérations qu'elles lui c o m m u n i q u e n t . Si donc F , F' , F " . . . 

désignent les nombres qui m e s u r e n t les in tens i tés de ces 

forces, et <p, d, <p"... les accé lé ra t ions cons tan tes cor res ­

pondantes, nous a u r o n s : 

F __ F ' _ 

F 

Mais, ce r a p p o r t —, qui est cons t an t p o u r u n m ê m e 
point matér ie l , va r i e d 'un point m a t é r i e l à un a u t r e : 
c'est ce qui résu l t e de l ' expér ience . Ce r a p p o r t a donc 
pour chaque point ma té r i e l u n e va l eu r ca rac t é r i s t i que , 
que l'on appelle la masse du point matériel. E n dés ignan t 
par m la masse d u point cons idéré , on a donc : 

F 
- = m, ou bien F = mm, 
<p 

c'est-à-dire qu'une force constante est mesurée par le 

produit de la masse du point matériel sur lequel elle 

agit par l'accélération correspondante (n° 1 9 7 ) . 

2 0 2 . REMARQUE I. — Observons encore que l'expres­

sion de la mesure d'une force constante agissant sur un 

point matériel libre à partir du repos, peut prendre 

une autre forme. 

Nous avons t rouvé la formule : 

F = mm, 
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<p é tan t l 'accélérat ion du m o u v e m e n t rec t i l igne unifor­

m é m e n t var ié que la force communique au point matér ie l 

à partir du repos. Or, dans le cas ac tue l , on a, en 

dés ignan t p a r v la vitesse que le mobi le posséderai t au 

bou t du t emps t : 

v = yt ; 

pa r su i te , 

^ mv 

Le produi t mv s 'appelle quantité de mouvement. 

En faisant t = 1, dans la formule p récéden te , on a : 

F = mv. 

On en conclut qu 'une force constante, agissant sur un 

point matériel libre à partir du repos, est mesurée par 

la quantité de mouvement quelle produit pendant l'unité 

de temps, ou, en d 'au t res t e rmes , p a r le produi t de la 
ma s s e de ce point p a r la vi tesse qu'elle lui fait acquérir 
p e n d a n t l 'unité de t e m p s . 

2 0 3 . R E M A R Q U E I I . — Nous avons vu (n° 1 9 8 ) que 

l ' in tens i té d 'une force va r i ab le est donnée p a r l a formule : 

F = wicp. 

Cette force F est appe lée la force motrice. 

Si l 'on dés igne p a r /"la force qui c o m m u n i q u e la même 

accé l é r a t i on f à l 'unité de m a s s e , on a u r a : 

/ = ?• 
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La force qui p rodu i t le m o u v e m e n t de l 'unité de masse 

s'appelle la force accélératrice, de sor te que la quan t i t é <p 

•est l 'accélération ou la force accé lé ra t r i ce . 

CHAPITRE II . 

C o m p o s i t i o n d e s f o r c e s a p p l i q u é e s 

à u n m ê m e p o i n t m a t é r i e l . 

2 0 4 . C'est en se b a s a n t su r les q u a t r e pr inc ipes 
fondamentaux, que l'on pa rv ien t à t rouve r tou tes les lois 
du mouvement des corps , sous l 'act ion des forces qui 
leur sont appl iquées . Mais , a v a n t d ' aborder l 'é tude du 
mouvement des corps , nous commence rons , c o m m e 
en c inémat ique , p a r l 'é tude plus s imple des lois du 
mouvement d 'un point ma té r i e l . 

Il est facile de concevoir que des forces soient appl i­
quées à u n poin t ma té r i e l , de m a n i è r e qu'elles se 
neutral isent r éc ip roquemen t , c 'est-à-dire de m a n i è r e à 
ne pas modifier l 'é tat de m o u v e m e n t ou de repos de ce 
point. On dit a lors que ces forces se font équilibre sur 

le point matériel, ou que le point matériel est en 

équilibre sous l'action de ces forces. 

L'idée d 'équil ibre n ' en t r a îne pas nécessa i rement celle 
de repos. Quand on di t que des forces se font équi l ibre 
sur u n point , cela signifie qu'elles ne modifient pas son 
état. Si le point es t en repos , il r e s t e r a en repos : m a i s , 
des forces peuven t se faire écruilibre sur u n point en 
mouvement . 
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Ces d e u x é t a t s d 'équil ibre s 'appel lent Véquilibre 

statique, et Véquilibre dynamique. 

L'é tude de l 'équil ibre peu t ê t re cons idé rée comme un 
cas pa r t i cu l i e r de l 'é tude du m o u v e m e n t ; ma i s , à cause 
d e l ' impor tance de ce cas par t i cu l ie r , n o u s en ferons une 
é tude spécia le , qui const i tue la statique. 

Nous rappe l l e rons ici que l'on peu t r e p r é s e n t e r géomé­
t r i q u e m e n t u n e force appl iquée à u n point matér ie l A 
p a r u n e l igne dro i te , menée à p a r t i r de ce point dans la 
d i rec t ion e t le sens de la force, et a y a n t u n e longueur 
A P éga le ou propor t ionnel le à la v a l e u r n u m é r i q u e de 
l ' in tensi té de la force (n° 1 8 6 ) . La droi te A P ainsi 
o b t e n u e r e p r é s e n t e la force en g r a n d e u r , et en direction. 
P a r direct ion de la force, on en t end souvent , non-
s e u l e m e n t la direct ion de la dro i te su ivan t laquel le elle 
sollicite le point , ma i s aussi le sens d a n s lequel elle agit. 

P o u r d i s t inguer l 'une de l ' au t re deux forces égales , et 
ag i s san t en sens con t ra i r e s , su ivan t la m ê m e direction, 
on donne à l 'une le s igne -f-, et à l ' au t re le s igne — . 
Ainsi , les forces + P et — P ag issen t en sens contra i res . 

2 0 5 . R É S U L T A N T E . — Lorsque p lus ieurs forces 
ag i s sen t s i m u l t a n é m e n t su r un m ê m e point matériel , 
su ivan t des di rect ions que lconques , ce po in t prend un 
c e r t a i n m o u v e m e n t d a n s l 'espace. Or, on conçoit que ce 
m ê m e m o u v e m e n t pou r r a i t lui ê t r e communiqué par 
l 'act ion d 'une force u n i q u e , dont l a g r a n d e u r et la 
d i rec t ion dépenden t des c i rcons tances que p résen te ce 
m o u v e m e n t . Cette force un ique , c apab l e de donner au 
po in t ma té r i e l le m ê m e m o u v e m e n t qu'il p rend sous 
l 'action des forces qui lui sont appl iquées s imul tanément , 
s 'appelle la résultante de ces forces. Les forces dont elle 
t i en t lieu se n o m m e n t les composantes. 

L a composition des forces a p o u r objet de dé terminer 
l a r é s u l t a n t e , lo rsque l'on conna î t les composan tes . 
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Le pr incipe de l ' i ndépendance des effets des forces qui 
agissent s imu l t anémen t su r u n m ê m e point ma té r i e l n o u s 
conduit à la règ le de la composi t ion des forces appl iquées 
à un même point . D'après ce pr inc ipe , le m o u v e m e n t d 'un 
point matér ie l soumis à l 'act ion de p lus ieurs forces, 
s'obtient en composan t le m o u v e m e n t rec t i l igne et un i ­
forme cor respondan t à la vi tesse que ce point possède à 
un ins tan t donné , avec les m o u v e m e n t s que c h a c u n e des 
forces données lui c o m m u n i q u e r a i t si elle agissa i t seule 
sur ce point à p a r t i r du repos . Dans ce t te composi t ion, 
les mouvements composan t s j o u e n t le rô le de mouve ­
ments d ' en t ra înement , et il est évident qu'ils doivent ê t re 
considérés comme des mouvemen t s de t r ans la t ion . 

3 0 6 . T H É O R È M E . - - Deux forces agissant sur un 

même point matériel suivant une même direction et 

dans le même sens peuvent être remplacées par une 

force unique égale à leur somme. 

Soit un point ma té r i e l M, a n i m é d 'une vi tesse v e t 
soumis à l 'action de deux forces P e t P ' don t les direct ions 
coïncident. D'après le pr incipe de l ' indépendance des 
effets des forces, le m o u v e m e n t du point M s 'obtient en 
composant le m o u v e m e n t rec t i l igne et uniforme cor res ­
pondant à la vitesse v, avec les mouvemen t s que c h a c u n e 
des forces P e t P ' commun ique ra i t au point M à p a r t i r 
du repos, si elle agissa i t seule . 

Or, la force P , ag i ssan t seule à pa r t i r du repos , 
communiquera i t suivant sa direction u n m o u v e m e n t 
recti l igne un i fo rmément va r i é a y a n t u n e accé léra t ion <p. 
De même, la force P ' ag i s san t seule à p a r t i r du repos , 
communiquera i t suivant sa direction u n m o u v e m e n t 
recti l igne un i fo rmément va r i é a y a n t u n e accé léra t ion <pr. 
Ces deux m o u v e m e n t s sont des m o u v e m e n t s d 'entra î ­
nement , et on peu t les cons idérer c o m m e des mouvemen t s 
de t rans la t ion . 
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L'accélérat ion du mouvemen t r é su l t an t est la résul­

t a n t e des accéléra t ions des m o u v e m e n t s composan ts . Or, 

l 'accélérat ion du m o u v e m e n t rec t i l igne et uniforme est 

nu l le . Donc, l 'accélérat ion $ r é su l t an te est égale à la 

s o m m e des accéléra t ions cp et cp', et elle a la même 

direct ion que o et cp'. Mais, il est év ident qu'il existe une 

force R (n° 1 9 8 ) , a y a n t la m ê m e direct ion que (I>, qui, 

appl iquée au point M lui c o m m u n i q u e r a i t l 'accélérat ion 

Cette force R - m'V p e u t donc ê t re subs t i tuée a u x deux 

forces P et P ' , et, p a r conséquent elle se ra leur résu l tan te . 

D'ail leurs, puisque l'on a : 

$ = cp + cp', 

on a aussi : 

m§ = mep - j - ?ncp', 

et , pa r sui te (n° 1 9 8 ) , 

R = P + P ' . 

2 0 7 . T H É O R È M E . — Si plusieurs forces P ' , P ' , P ' ' , . . . 

agissent simultanément sur un même point matériel, 

suivant la même direction, et dans le même sens, leur 

résultante est égale à leur somme, dirigée suivant la 

même droite et dans le même sens. 

On a donc : 

R = P 4- P ' -f- P " - | -

La démons t ra t ion de ce t h é o r è m e est év idente . 

2 0 8 . T H É O R È M E . — Deux forces égales et de sens 

contraires appliquées à un même point matériel, se font 

équilibre. 
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En effet, d 'après le pr inc ipe de l ' indépendance des 

effets dos forces, l ' accélérat ion to ta le c o m m u n i q u é e au 

point M sera la somme a lgébr ique des accé léra t ions dues 

à ces forces. Or, ces accé lé ra t ions é t an t égales et de 

sens contra i res , l ' accélérat ion to ta le r é s u l t a n t e se ra 

nulle, c'est-à-dire que si le point é ta i t en repos , il r e s t e r a 

en repos ma lg ré la p résence des deux forces. Donc, deux 

forces égales e t de sens con t ra i r e s ag i s san t s imul ta­

nément sur un môme point ma té r i e l en repos se 

détruisent. Il r é su l t e encore de là que deux forces éga les 

et de sens con t ra i res ag i s san t s i m u l t a n é m e n t su r u n 

point matériel en m o u v e m e n t n ' a l t è ren t pas le m o u v e m e n t 

de ce point. Ces forces se font équi l ibre , ou bien le point 

est en équilibre sous l 'act ion de ces forces. 

REMARQUE I. — Il es t év ident , d 'après cela , que 

l'on peut sans r ien c h a n g e r à l 'é tat de repos ou de 

mouvement d'un point matér ie l , i n t rodu i re ou supp r imer 

deux forces égales et de sens con t ra i r e s , t ou t c o m m e en 

algèbre on in t rodui t ou suppr ime d e u x t e r m e s é g a u x et 

de signes con t ra i r e s . Nous emplo ie rons souven t ce 

procédé pour simplifier les démons t r a t i ons . 

REMARQUE I I . — Cette p ropr ié té de deux forces égales 

et opposées de n ' impr imer a u c u n m o u v e m e n t à un point 

matériel en repos fournit le moyen le plus commode 

ifévaluer les intensités des forces. Au l ieu de c o m p a r e r 

les forces pa r les accé lé ra t ions qu'elles commun iquen t à 

une même masse , on les r appo r t e à u n e force bien 

connue, en c h e r c h a n t combien il faut réunir de forces 

égales à celle-ci pour faire équilibre à la force donnée. 

2 0 9 . T H É O R È M E . — Si deux forces P et P ' agissent 

sur un point matériel suivant la même direction, mais 

en sens contraires, la résultante de ces deux forces est 

égale en valeur absolue à leur différence, et elle est 

dirigée dans le sens de la plus grande. 
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Soit la force P plus g r a n d e que la force P ' . Il est 

évident (n° 2 0 6 ) que l'on peu t cons idére r la force P 

comme é tan t la r é s u l t a n t e de d e u x forces, l 'une égale 

à P ' , l ' aut re éga le à P — P ' , et ag i s san t dans le même 

sens que la force P . Nous a u r o n s donc a ins i , au lieu des 

deux forces P et P ' , les t ro is forces P ' , — P ' et P — P' . Or, 

les deux forces P ' , éga les et de sens con t ra i res , se font 

équi l ibre . Il nous r e s t e donc la force P — P ' agissant 

dans le m ê m e sens que la force P , e t qui sera, par 

conséquent , l a r é s u l t a n t e des forces proposées . 

2 1 0 . T H É O R È M E . — Si plusieurs forces agissent sur 

un même point matériel suivant une même direction, 

les unes dans un sens, les autres en sens opposé, leur 

résultante est égale à la somme algébrique de toutes ces 

forces, et elle agit suivant la même direction, et dans le 

sens des forces qui donnent la plus grande somme 

arithmétique. 

Soient P , P ' , P ' ' , . . . les forces qui agissent dans un 
m ê m e sens , Q, Q', Q",. . . les forces qui agissent suivant 
la même di rec t ion , ma i s en sens con t r a i r e des premières. 
Il est facile de voir (n° 2 0 7 ) que t ou t e s les forces P de 
m ê m e direct ion e t de m ê m e sens se composent en une 
force un ique : 

R ' = P + P ' + P " + = IV, 

de m ê m e d i rec t ion et de m ê m e sens que les forces P . 

De môme , tou tes les forces Q de m ê m e direct ion et de 
m ê m e sens , se composen t en une force un ique : 

E" = Q + Q' + Q" 4- = 2Q. 

Le sys tème proposé se r é d u i t donc à deux forces R' et 
R" de m ê m e di rec t ion et de sens con t r a i r e s . Or, ces deux 
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forces se composent (n° 2 0 9 ) en u n e r é s u l t a n t e un ique R 
de même direct ion que ces forces , éga l e à l eu r 
différence et de m ê m e sens que l a p lus g r a n d e . 

Si donc nous supposons R ' > R " , nous au rons : 

ou bien : 

R = P + P' 4- P" + - (Q + Q' + Q" 4- ), 

ce qui démont re le t h é o r è m e énoncé . 

REMARQUE. — Si la s o m m e a lgéb r ique 2 P — IQ est 
nulle, la r é su l t an t e R es t nu l le , et les forces données se 
font équilibre. 

2 1 1 . COMPOSITION DES FORCES CONCOURANTES. —• 

Deux forces P , P ' , appliquées à un même point matériel 

se composent en une seule, qui est représentée en 

grandeur et en direction par la diagonale du parallélo­

gramme construit sur les droites qui représentent les 

forces Y elV. 

Soit M u n point ma té r i e l (fig. 64), soumis a u x d e u x 

forces P e t P ' ; d ' après le pr inc ipe de l ' i ndépendance 

ments que c h a c u n e des forces P e t P ' lui communique ra i t 

si elle agissai t seule à p a r t i r du repos . Or, la force P , 

agissant seule su r le point M à p a r t i r du repos , lui 

R = R ' — R " = 2 P — IQ, 

Fig. 64. 

R 

des effets des forces, pour 
ob ten i r le m o u v e m e n t du 
point M, il faut composer 
le m o u v e m e n t rec t i l igne e t 
uni forme co r re spondan t à 
la vi tesse que le mobi le 
possède à u n in s t an t quel­
conque avec les m o u v e -
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c o m m u n i q u e r a i t suivant sa direction u n mouvement 
rec t i l igne un i fo rmément va r i é , a y a n t u n e accé léra t ion <p. 
De m ê m e , la force P ' , ag i s san t seule su r le point M à 
p a r t i r du r epos , lui c o m m u n i q u e r a i t suivant sa direction 

u n m o u v e m e n t rec t i l igne un i fo rmément va r i é , ayan t une 
accé lé ra t ion c p r . Ces deux m o u v e m e n t s qui j o u e n t le rôle 
de m o u v e m e n t s d ' en t r a înemen t doivent ê t r e considérés 
c o m m e des m o u v e m e n t s de t r ans l a t i on . Or, nous savons 
(n° 1 6 1 ) que , dans ce ca s , l ' accéléra t ion tota le du 
m o u v e m e n t r é su l t an t es t la r é s u l t a n t e des accélérat ions 
to ta les des m o u v e m e n t s composan t s . Mais, l 'accélération 
du m o u v e m e n t rec t i l igne uni forme é t a n t nul le , il s'ensuit 
que l 'accéléra t ion to ta le <ï> du m o u v e m e n t r é su l t an t est la 
d iagona le du p a r a l l é l o g r a m m e cons t ru i t su r les accélé­
ra t ions MB = c p , M C = c p ' des m o u v e m e n t s corres­
p o n d a n t s a u x forces P et P ' . Nous savons aussi (n° 1 9 8 ) 
qu 'une force u n i q u e R, a y a n t p o u r d i rec t ion celle de 
l ' accéléra t ion <ï>, e t pour in tens i té m'I', impr imera i t 
e x a c t e m e n t le m ê m e m o u v e m e n t . Cette force R peut 
donc r emp lace r les forces P et P ' ; elle est, par 
conséquent , l eu r r é s u l t a n t e . Mais, les forces P , P ' , R, 
d i r igées su ivan t les accé léra t ions < p , c p ' , sont propor­
t ionnel les à ces accé léra t ions ; pa r conséquent , les 
dro i tes qui r e p r é s e n t e n t ces forces en g r a n d e u r et 
direct ion forment u n e figure semblab le à celle que 
forment les dro i tes qui r ep résen ten t les accélérat ions 
cp, c p ' et T>. Donc, MR est la r é su l t an t e de MP et MP', et 
l'on en conclut le t héo rème énoncé . Ce t h é o r è m e est 
connu sous le n o m de par adlélog ranime des forces. 

2 1 2 . CONSÉQUENCES. — Le t r i ang le MPR nous donne 

facilement les re la t ions su ivantes : 

P : P ' : R = sin (P', R| : sin [P, R) : sin (P, P'), 

R! = p-2 - L . p ' 2 4 . o p p ' cos (P, P'). 
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Ces formules p e r m e t t e n t de dé t e rmine r R e t les angles 

(P, R) et (P', R), lo rsque l'on conna î t r a P , P ' et l 'angle 

(P, P'). 

2 1 3 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1 ° Si les forces P , P ' sont 

perpendiculaires en t r e elles, on a les re la t ions : 

P = R c o s (P, R), 

P 1 = R sin (P, R), 

R * = P* 4 - P'*. 

2° Si P = P ' , le p a r a l l é l o g r a m m e devient un losange , 

et l'on a : 

R = 2P cos l (P, P'). 

REMARQUE. — Deux forces ag i s san t su r u n m ê m e 

point matér ie l , n e p e u v e n t avoir u n e r é s u l t a n t e nu l le , 

que si elles sont éga les et d i r ec t emen t opposées . 

2 1 4 . Réc iproquement , u n e force R é t an t donnée , on 

peut toujours la r e m p l a c e r p a r d e u x a u t r e s forces dont 

les directions sont données dans u n m ê m e plan avec la 

force. Il suffira de cons t ru i re u n p a r a l l é l o g r a m m e dont 

MR sera la d iagona le , et dont les côtés sont donnés en 

direction. C'est le p rob l ème de la décomposition d'une 

force en deux a u t r e s s i tuées dans u n m ê m e p l an avec la 

force donnée. 

En par t icul ier , si les d e u x direct ions données sont 

rectangulaires, nous a u r o n s , en dés ignan t p a r R la force 

donnée, p a r X , Y les deux composan tes , et p a r a l 'angle 

de II avec la composan te X : 

X = R cos a, 

Y = R sin a. 
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2 1 5 . R E M A R Q U E . 

Fig. 65, 

— La force R é t a n t la résul tante 
des deux forces P 
e t P ' , il est évident 
que , si a u x deux 
forces P , P ' , nous en 
jo ignons u n e autre 
R ' , éga le e t directe­
m e n t opposée à R 
(flg. 65) , les trois 
forces P , P ' , R ' se 

feront équi l ibre . Il résu l te de là et des re la t ions précé­
den tes (n° 2 1 2 ) que l'on a : 

P : P ' : R' = sin (P', R') : sin (P, R') : sin (P, P1). 

Donc, pour que trois forces concourantes se fassent 

équilibre, il faut : 1° que ces trois forces soient situées 

dans un même plan ; 2° que chacune d'elles soit propor­

tionnelle au sinus de l'angle compris entre les directions 

des deux autres. 

2 1 6 . T H É O R È M E . — La résultante de trois forces 

concourantes non situées dans un même plan est repré­

sentée en grandeur et en direction par la diagonale du 

parallélipipède construit sur 
F l g ' 66' les droites qui représentent 

ces trois forces. 

Soient les t rois forces 
P , P ' , P " appl iquées au point 
M. En composan t d'abord 
(flg. 66) les deux forces P et 
P ' p a r la règ le du parallélo­
g r a m m e , on t rouve que la 
r é su l t an t e de ces d e u x forces 
es t donnée en g r a n d e u r et 

en direct ion pa r la droi te MR', et en composan t cette 
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dernière avec la force P", on ob t ien t la r é s u l t a n t e R 

des trois forces proposées . Or, il est évident que cet te 

résultante R n 'est a u t r e que la d i agona le d u para l l é -

lipipède construi t su r les droi tes qui r e p r é s e n t e n t les 

forces données. 

CAS PARTICULIER. — Dans le cas où les forces P , P ' , P" 

sont perpendicula i res en t re el les, le paral lélépipède est 

droit, et l'on a : 

P = R cos ( P , R), 

P' = R cos ( P ' , R), 

P " = R cos ( P " , R), 

R » = P î - f P'2 -f. P"2. 

2 1 7 . Réc ip roquement , u n e for-ce R é t an t donnée en 
grandeur et d i rec t ion , on p e u t l a décomposer su ivan t 
trois directions non si tuées dans u n m ê m e p l an . Il suffira 
pour cela de cons t ru i re u n para l lé l ip ipède dont MR sera 
la diagonale, et dont les a rê tes sont données en di rec t ion. 

En par t icul ier , si les t rois d i rect ions données sont 
perpendiculaires en t re elles, nous au rons , en dés ignant 
par R la force donnée , p a r X , Y, Z ses composantes 
suivant les t rois d i rec t ions , et p a r a, p, 7 les ang les de R 
avec ces direct ions : 

X = R c o s a , Y = R c o s 3 , Z = R cos y. 

Ces formules nous m o n t r e n t que les t rois composantes 
sont les projections de R sur les t ro is d i rect ions données . 

REMARQUE. — Il résul te du t h é o r è m e du para l lé l i ­
pipède que , si t rois forces ne sont pas dans u n m ê m e 
plan, elles ne p o u r r o n t avoi r u n e r é su l t an t e nul le , à 
moins qu'elles ne soient nul les tou tes les t ro i s . 
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2 1 8 . T H É O R È M E . — Un nombre quelconque de forces 

P , P ' , P " . . . , appliquées à un même point matériel, se 

composent en une résultante unique qui est donnée en 

grandeur et en direction par la droite qui ferme le 

contour polygonal des forces données. 

E n app l iquan t success ivemen t la r èg le du parallélo­
g r a m m e des forces, on voit 
qu'il suffit de const rui re le 
con tour polygonal MPp' j /R 
(fig. 67) dont les côtés sont 
r e spec t ivemen t égaux et 
para l lè les a u x forces don­
nées . L a dro i te MR repré­
s e n t e r a en g r a n d e u r et 
d i rec t ion la résu l t an te des 
forces p roposées . Cette con­

s t ruc t ion a r eçu le nom polygone des forces. 

2 1 9 . M É T H O D E A N A L Y T I Q U E . — E t a n t donné un nombre 

quelconque de forces concourantes P , P ' , P " , . . . trouver 

la résultante de ces forces en grandeur et direction. 

R a p p o r t o n s le sys tème à t ro is axes rec tangula i res 
Ma', Uy, Mz a y a n t pour ori-

F i = - 6 8 - g ine le po in t M (fig. 68). 
Soient a, (3, y les angles de la 
force P avec les axes , X, Y, Z, 
ses composantes suivant les 
axes ; a', /5', y' les angles de la 
force P ' avec les axes , X', Y', Z' 
ses composantes , et ainsi de 
su i te . 

L a force P décomposée sui­
v a n t les axes , nous donne 
(n° 2 1 7 ) : 

X = P c o s a , Y = P c o s 3 , Z = P c o s y ; 
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de même, la force F ' nous donne : 

X' = P ' cosa F , Y' = P ' c o s P ' , Z ' - P ' c o s y ' , 

et ainsi de sui te . 

Or, les forces X , X', X" . . . , d i r igées su ivan t l 'axe des x, 

se composent en u n e force u n i q u e , d i r igée su ivan t l 'axe 

des x, et égale à l a s o m m e a l g é b r i q u e de tou tes ces 

forces (n° 2 1 0 ) . Cette force u n i q u e est donc égale à 2 X 

ou I P cos a ; de m ê m e , su ivan t l ' axe des y, nous a u r o n s 

une force un ique éga l e à ZY ou ZPcos (3 , e t su ivan t 

l'axe des z u n e force un ique éga le à ZZ ou Z P c o s y . 

Nous aurons ainsi r é d u i t les forces données à t ro is 

forces dirigées su ivan t les trois axes r ec t angu la i r e s : ces 

trois forces se composeront en u n e r é su l t an t e un ique R, 

qui sera la d i agona l e du para l lé l ip ipède cons t ru i t s u r 

ces trois forces (n° 2 1 6 ) . Nous a u r o n s donc : 

R -= l/[2Xf + (ZY)2 + (ZZ)2, 
ou bien : 

R = | / ( Z P cos a)* + ( Z P cos P) 2 -(- (IP cos y) 2, ( l ) 
Si nous dés ignons p a r a, b, c, les ang les de R avec les 

axes, les composan tes de R su ivan t les axes s e ron t 

(n° 2 1 7 ) : R cos a, R cos b, R cos c. Nous aurons donc : 

R c o s a = ZPcosa , R cos b = ZPcosf3, R c o s c = ZPcosy ; 

par suite : 

ZPcosa , ZPcosS ZPcosv .„. 
cos a = — - — , cos b = — - — L , cos c = —-—L. (2) 

K K IT 

Les équat ions (1) et (2) dé t e rminen t la g r a n d e u r e t la 

direction de la r é su l t an t e . 
13 
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Conditions d'équilibre 
d'un point matériel libre. 

2 2 0 . Nous avons vu (n° 2 0 4 ) qu 'un point, matér ie l est 
en équi l ibre , quand , é t a n t en repos , il r es te en repos sous 
l 'act ion des forces qui lui sont appl iquées . On dit aussi 
que des forces appl iquées à u n point matér ie l en 
m o u v e m e n t se font équi l ibre , lo r sque ce point , s'il était 
en repos , r e s t e r a i t en repos sous l 'act ion de ces forces. 

T H É O R È M E . — La condition nécessaire et suffisante 

•pour qu'un point matériel soit en équilibre sous l'action 

de plusieurs forces, est que la résultante de ces forces 

soit nulle. 

Supposons d 'abord le point ma té r i e l en repos . Je dis 
que la condit ion est nécessaire : en effet, les forces 
données peuven t ê t re r emplacées pa r l eu r résu l tan te . Le 
point ma té r i e l doit donc r e s t e r en repos sous l 'action de 
ce t te r é su l t an t e , ce qui n e peiit avoir l ieu que si cette 
r é s u l t a n t e est nul le . La condi t ion est suffisante pour 
que le point p r imi t ivement en repos , r e s t e en repos sous 
l 'act ion des forces qui lui sont appl iquées : en effet, ces 
forces pouvan t ê t r e r emplacées p a r l eu r résu l tan te , et 
ce t te r é su l t an t e é t an t nul le , le point se ra dans le même 
é t a t que si aucune force n 'agissai t su r lu i , et , pa r suite, 
il r e s t e r a en repos . 

I l est év ident que si des forces ag i s san t su r u n point 
en m o u v e m e n t , ont u n e r é su l t an t e nu l le , ces forces se 
feront équi l ibre . 

Cherchons , d 'après cela , les conditions analytiques 

qui expr imen t l'équilibre d'un point matériel libre, sous 
l 'ac t ion des forces P , P ' , P " . . . , qui lui sont appliquées. 
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Il résulte de l 'équat ion (1) (n° 2 1 9 ) que la condi t ion 

R = 0, nous donne les t ro is équa t ions : 

IX = 0, j ZPcos a = 0, j 

1Y = 0, ( ou bien : I P c o s ¡3 = 0, j 

IZ = 0, ] S P c o s y = 0. ] 

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes de 

l'équilibre des forces P , P ' , P " . . . , appliquées à un point 

matériel libre. 

REMARQUE. — Si des forces, appl iquées à un point 
matériel l ibre, se font équi l ibre , le po lygone des forces 
sera fermé de lu i -même, puisque la r é s u l t a n t e ou l a 
droite qui ferme le con tour doi t ê t re nu l le . Il es t év ident 
aussi que, si l'on c h a n g e le sens de l 'un des côtés , ce 
nouveau côté dev iendra la r é su l t an t e des a u t r e s . Donc, 
si des forces se font équilibre, l'une quelconque de ces 

forces prise en sens contraire est la résultante des autres. 

2 2 1 . P R O J E C T I O N DES F O R C E S . — Une force appl iquée 

à un point ma té r i e l é t a n t r ep ré sen t ée en g r a n d e u r , 
direction et sens p a r u n e dro i te (n° 1 8 6 ) , la projection 
de cette droi te su r u n p l an ou sur u n e dro i te peu t ê t r e 
considérée c o m m e r e p r é s e n t a n t une force, que l'on 
appellera la project ion de la p r e m i è r e . 

Cela posé, si l'on proje t te su r u n p lan le po lygone des 
forces appliquées à u n point maté r ie l , on obt ient comme 
projection un polygone p lan fermé. On en conclut que 
la projection sur un plan fixe de la résultante de 

plusieurs forces appliquées à un point matériel, est la 

résultante des projections des forces sur ce plan. 

On t rouvera i t de la m ê m e m a n i è r e que , si p lus ieurs 
forces agissent su r un m ê m e point ma té r i e l , la projection 

de leur résultante sur une droite fixe est la résultante 
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des projections des forces sur cette droite •• cet te dernière 

r é su l t an t e est la somme a lgéb r ique des projections des 

composan tes . 

2 2 2 . On peut d 'ail leurs d é m o n t r e r analyt iquement 

ce t te p ropr ié té que la projection de la résultante sur une 

droite donnée est égale à la somme des projections des 

composantes sur celte droite. 

E n effet, soient d u n e dro i te donnée , À, p., u l e s angles 

qu'elle fait avec les a x e s , R (a, b, c) l a résu l tan te des 

forces P (a, S, y), P 1 (a 1, S', - / ) . . . Nous aurons : 

COS [d, R) = cos 1 COS a 4- COS a cos b -f- COS u cos c, 

d'où : 

R cos (d, R) = R cos a cos / 4- R cos b cos u. -f- R cos c cos u, 

ou bien, en ve r tu des formules (2) (n° 2 1 9 ) : 

R cos {d, R) = cos 1 (P cos a -f - P ' cos a.' -{- ...) 

-f- cos p [P cos 3 -f- P ' cos S' + ...) 

4- cos D (P cos y + P' cos y 1 + . . . ) 

= P (COS a COS 1 -f- COS 3 COS [I - f cos y COS v) 

-\- P ' (cos a' cos 1 -f- COS 3' COS p. + cos y ' COS u) 

+ 
= P c o s ( P , dy+P' cos (P',d) + ... = 2Pcos(P ,d j , 

ce qui d é m o n t r e la p ropr ié té énoncée . 

2 2 3 . P R O B L È M E . — Un nombre quelconque de forces 

étant appliquées à un même point matériel, trouver la 
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R 2 = I P 2 + 22PP ' cos (P, P'). 

grandeur de leur résultante en fonction des intensités 

de ces forces, et des angles qu'elles font entre elles. 

On sait (n° 2 1 9 ) que les composan te s de R sont 

données par les formules : 

R cos a = P cos a + P ' cos a' -f - P f ' cos a" + . . . , 

R cos b = P cos ¡3 + P ' cos ¡3' + P" cos ¡3" + 

R cos c = P cos y + P r cos y 1 - F P" cos y" - F . . . . 

Elevant au c a r r é , et a jou tan t , en a y a n t éga rd a u x 

relations : 

c o s 2 a -f c o s ! ¡3 -4- c o s 2 y = 1, 

cos » cos a' + cos ¡3 cos ¡3' -f- cos y cos y' = cos (P, P'), etc. 

il vient : 

R 2 = P 2 + p ' 2 + I J " 2 _ ) _ . . . _ f . 2 P P , c o s ( P , P , ) + 2PP , ' cos (P ,P" )+ . . . , 

ou bien : 
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CHAPITRE III. 

É q u i l i b r e d ' u n p o i n t m a t é r i e l 
q u i n ' e s t p a s l i b r e . 

2 2 4 . Il a r r ive souvent qu 'un point ma té r i e l est soumis 
à des condit ions par t icu l iè res qui font que le mouvement 
qu'il possède à c h a q u e ins t an t est différent de celui qu'il 
possédera i t sous l 'action de sa vi tesse et des forces qui 
lui sont appl iquées . On dit a lors que le point est soumis 
à des liaisons. 

Ainsi , p a r exemple , un point M suspendu à l 'extrémité 
d 'un fil inextens ib le , dont l ' au t re ex t r émi t é est fixée en 
u n point 0 , n 'est pas l ib re . I l ne peut s 'éloigner de 0 
d 'une quan t i t é p lus g r a n d e que OM. Il en résu l t e que ce 
point est assujett i à r e s t e r soit à l ' in tér ieur d 'une sphère 
de r a y o n OM, soit su r la surface de ce t te sphè re . 

Si OM est u n e b a r r e r i g i d e , le point M ne 
peut ni se r a p p r o c h e r du point 0 d 'une quanti té 
p lus pet i te que OM, ni s'en é lo igner d 'une quant i té 
plus g r a n d e que OM. Il est assujet t i à se mouvoir 

fois su r les deux sphères de r a y o n s OM et OM, 

Fig. 69. 
su r la surface de la sphère 

de r a y o n OM. 
O Si le point est à l 'extré­

mi té c o m m u n e de deux tiges 
r ig ides a r t icu lées a u x points 
fixes 0 e t 0 ' (fig. 69), il ne 
p o u r r a que se mouvoir à la 

M 
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c'est-à-dire su r la courbe d ' in tersect ion de ces deux 
sphères. 

On voit donc qu 'en géné ra l , u n point matér ie l qui n 'est 
pas libre, est assujet t i à d e m e u r e r su r une surface, ou 
sur une courbe , ou à d e m e u r e r d a n s une por t ion finie 
de l 'espace. 

Dans ces différents cas , on ne connaî t pas à priori 

toutes les forces qui ag issen t su r le mobile. E n effet, les 
obstacles obligent le point à se mouvoi r de telle ou tel le 
manière : ces obstacles p rodu i sen t donc sur le point 
certains effets. 

Il est évident que l'effet d'une liaison sur un point 

équivaut à une force continuellement appliquée à ce 

point, et que l'on appelle force de liaison. Pa r conséquent , 
on peut toujours supp r imer les l ia isons, en y subs t i tuan t 
des forces convenables . Si l'on j o in t ces forces a u x forces 
qui sollicitent le point matér ie l , celui-ci pourra être 

considéré comme libre. Il suffira a lors pour l 'équil ibre 
que la résultante de toutes les forces appliquées au point 

matériel (c 'est-à-dire les forces données et les forces qui 
remplacent les l iaisons), soit nulle. 

É q u i l i b r e d ' u n p o i n t m a t é r i e l 
a s s u j e t t i à d e m e u r e r s u r u n e s u r f a c e . 

2 2 5 . Soit u n point ma té r i e l M sollicité par des forces 
données et assujett i à d e m e u r e r su r u n e surface. Dans ce 
cas, la force de l iaison se ra la réaction de la surface 

contre le point ma té r i e l . En effet, le point M é t a n t 
sollicité p a r les forces qui lui sont appl iquées, et devan t 
rester sur une surface, p rodu i r a su r celle-ci une pression 
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dé t e rminée . Mais , en v e r t u du second pr inc ipe (n° 1 8 7 ) , 
la surface exe rce ra su r le point M u n e réac t ion égale et 
con t ra i r e . Res te à d é t e r m i n e r ce t t e réac t ion . Or, il est 
facile de voir que , si la surface est parfaitement polie, 

elle ne pourra exercer qu'une réaction normale à la 

surface. 

A cet effet, observons que , si un point matér ie l est 
assujet t i à d e m e u r e r su r u n e surface , l a condition 

nécessaire et suffisante pour qu'il y ai t équi l ibre est que 
l a r é s u l t a n t e des forces soit d i r igée su ivan t la normale 
à ce t t e surface . Cette condi t ion est suffisante ; car , si 
elle est r empl ie , il n 'y a pas de ra i son p o u r que le point 
ma té r i e l se déplace dans le p lan t a n g e n t dans un sens 
p lu tô t que dans l ' au t re . Elle est nécessaire ; car , si la 
r é su l t an t e n 'é ta i t pas d i r igée s u i v a n t la no rma le , on 
pour ra i t la décomposer en deux forces : l 'une suivant la 
n o r m a l e , l ' au t re dans le p lan t a n g e n t . La première 
n ' au ra i t a u c u n e act ion p o u r dép lace r le point ; la 
seconde, a u con t r a i r e , a u r a i t p o u r effet d e déplacer le 
point dans le p l an t a n g e n t . 

Ces cons idéra t ions von t nous se rv i r à dé te rminer la 
direction de la réaction de la surface. En effet, si l'on 
jo in t cet te force a u x forces d o n n é e s , le point peu t être 
cons idéré c o m m e l ib re , et , puisqu ' i l est en équil ibre, la 
r éac t ion doi t ê t r e éga le et d i r ec t emen t opposée à la 
r é s u l t a n t e de tou tes les forces données , et, p a r consé­
quen t , elle se ra normale à la surface. 

2 2 6 . EQUATIONS D 'ÉQUILIBRE. — Nous r ega rde rons la 

surface c o m m e par fa i t ement pol ie , c 'est-à-dire comme ne 
p o u v a n t exe rce r en u n quelconque de ses points qu'une 
r éac t ion d i r igée su ivan t la n o r m a l e en ce point . Nous 
pouvons donc cons idére r le point M c o m m e l ibre,s i , aux 
forces qui ag issen t su r ce poin t M, nous jo ignons la réac­
t ion n o r m a l e de la surface, que nous dés ignerons pa r N. 
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Cela posé, soient X , Y, Z, les composan tes de la 

résul tante des forces appl iquées a u point M, À, p , -J 

les angles de la réac t ion n o r m a l e avec les axes . Le 

point é tant r e n d u l i b r e , nous a u r o n s les équa t ions 

d'équilibre : 

(1) 

Or, en dés ignan t p a r : 

¥ [x, y, z) = 0, 

l 'équation de la surface , et p o s a n t : 

1 
V 

< a : 

cos u cos u 

Les équat ions d 'équil ibre dev iennen t alors : 

0 , 

Y - f - N V dy 0 , 

oz 
0. 
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On en t i re , en é l iminan t N : 

X^ 

dx 

Y ^ 7^ 

dy dz 

Ce sont les condit ions d 'équi l ibre d 'un point assujetti 

à d e m e u r e r su r la surface F (x,y, z) = 0. 

R E M A R Q U E I. — Les équa t ions (2) e x p r i m e n t que les 

composan te s de la r é su l t an t e doivent ê t r e propor­

t ionnel les a u x dér ivées par t ie l les de la fonction F . 

REMARQUE IL — Les équa t ions (2) nous pe rmet ten t 

de r econna î t r e si un point donné sur l a surface est en 

équi l ibre sous l 'action des forces P , P ' , P " . . . , qui lui sont 

app l iquées . I l suffira de vérifier si les coordonnées de ce 

point satisfont a u x équa t ions (2). 

R E M A R Q U E I I I . — Les équa t ions (2), jo intes à 

l 'équat ion de la surface F (x, y, z) = 0 , forment un 

sys t ème do trois équat ions à t rois inconnues x, y, z, qui 

nous p e r m e t t r o n t de dé t e rmine r ces t rois inconnues , 

c 'es t -à-dire la posit ion du point de la surface qui est en 

équi l ibre sous l 'action des forces données . 

R E M A R Q U E IV. — Lorsque les condit ions (2) sont 
vérifiées, on p o u r r a déterminer la réaction normale en 

grandeur et direction. En effet, des équat ions (1) on 
t i re , en é levant a u c a r r é , et a jou tan t : 

N = l / x 2 + Y 2 + 7J = R. 

On en conclut que la réac t ion n o r m a l e est éga le à la 

r é su l t an t e des forces données . 
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D'ailleurs, les équa t ions (1) nous donnen t : 

N COS 1 ==• — X , 

N COS fx — — Y , 

N COS v = — Z . 

P a r conséquent , la r éac t ion n o r m a l e est d i r ec temen t 

opposée à la r é s u l t a n t e R des forces données . 

REMARQUE V. — On a u r a i t pu t r ouve r les équa t ions (2) 
d'une a u t r e m a n i è r e : il suffit d 'écrire la condi t ion que 
la r ésu l t an te des forces données doit ê t r e n o r m a l e à la 
surface. Si donc on dés igne p a r a, b, c les angles de la 
résul tante avec les axes , on a u r a : 

COS a COS b COS c 
COS / COS jjL COS v ' 

ou bien : 

X ^ Y Z 

ÔF OF = <)F ' 
dx dy dz 

comme p r é c é d e m m e n t . 
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É q u i l i b r e d ' u n p o i n t m a t é r i e l 
a s s u j e t t i à d e m e u r e r s u r u n e c o u r b e . 

2 2 7 . S o i e n t : 

F [x, y, z) = 0, i 
(1) 

f [x, y, z) = 0, ) 

les équa t ions de la courbe . 
I l est évident que , sous l 'act ion des forces qui lui sont 

appl iquées , le point ma té r i e l e x e r c e r a u n e cer ta ine 
press ion sur la courbe . E n v e r t u du second principe 
(n° 1 8 7 ) , la courbe e x e r c e r a su r le point M une réaction 
éga le et con t r a i r e . Si nous supposons la courbe sans 
f ro t tement , la réac t ion qu'elle exe rce su r le point M sera 
n o r m a l e à la courbe , c 'est-à-dire qu'el le se ra dans le plan 
n o r m a l . Nous pouvons donc faire abs t r ac t ion de la 
cou rbe , et cons idére r le point M c o m m e l ibre , si, aux 
forces qui ag issen t su r ce point , nous joignons la réaction 
n o r m a l e que nous dés ignerons pa r N . Nous a u r o n s alors 
p o u r les équa t ions d 'équi l ibre : 

X + N cos / = 0, ] 

Y -f- N cos u. = 0, > (2) 

Z 4- N cos u = 0. ] 

D'ai l leurs, la r éac t ion n o r m a l e N é t a n t pe rpend icu la i re 
à l a t a n g e n t e , on a la r e la t ion : 

cos 1 . dx 4- cos p . dy -\- cos v . dz = 0. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 205 — 

dx dx 4-
dF 
dy 

dy + 
dF 
~àz 

K 
dx 

dx -\-
(K 
dy dy + 

df 
dz 

(4) 

d'où : 

dx dy dz 

dy dz dz dy dz àx dx dz dx dy dy dx 

L'équation (3) devient a lors 

\dy dz dz dy) \dz dx dxdzj 

Z [dx dy dy dx) ~ °' ^ 

C'est la condi t ion d 'équi l ibre c h e r c h é e . 

Il est bon d 'observer que ce t te équat ion (5) n'est a u t r e 

que le r é su l t a t d e l 'é l iminat ion de dx, dy, dz en t re les 

équations (3) et (4) ; elle peu t donc ê t re mise sous la 

forme su ivan te : 

Pa r suite, en mul t ip l ian t les équa t ions (2) respec t i ­

vement pa r dx, dy, dz, et a jou tan t , il v ien t : 

Xdx + Ydy + Zdz = 0. (3) 

Telle est l 'équat ion d 'équi l ibre . 

Or, des équat ions (1) on t i r e : 
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X Y Z 

rfF 
(to cfy/ ^ 

df d£ df dx dy dz 
R E M A R Q U E I. — Lorsque l'on v o u d r a s 'assurer si un 

po in t donne de la courbe est en équi l ibre sous l 'action 

des forces qui lui sont appl iquées , il suffira de vérifier si 

les coordonnées de ce point satisfont à l 'équat ion ( 5 ) . 

R E M A R Q U E I I . — Les équa t ions (1) e t (5) forment un 

sys tème de t rois équat ions à t ro is inconnues x, y, z, 
lesquelles se rv i ron t à dé t e rmine r la posi t ion du point de 

l a courbe qui est en équi l ibre sous l 'act ion des forces 

données . 

R E M A R Q U E III . — Des équa t ions (2) on t i r e : 

N = | / x 2 + Y 2 -f- Z 2 = R, 

ce qui démon t r e que la réac t ion est éga l e en g r a n d e u r à 
l a r é su l t an t e des forces qui agissent su r le point ma té r i e l . 
D'ai l leurs , ces m ô m e s équat ions (2) nous d o n n e n t : 

N cos 1 = — X, 

N cos fjL = — Y, 

N cos u = — Z ; 

donc , la r éac t ion n o r m a l e est d i r ec t emen t opposée à la 

r é s u l t a n t e des forces qui agissent su r le po in t ma té r i e l . 

R E M A R Q U E IV. — On pouva i t ob ten i r l ' équat ion (!1) 
p a r u n r a i s o n n e m e n t ana logue à celui que nous avons 
fait dans le cas d'un point assujet t i à d e m e u r e r su r une 
sur face . Il est facile de s 'assurer que l a condition 
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nécessaire et suffisante pour qu 'un point soit en équi l ibre 
sur une courbe est que la r é su l t an t e des forces données 
soit située dans le p lan n o r m a l à la courbe . En effet, si 
elle n'est pas dans le p lan n o r m a l , on p o u r r a la décom­
poser en deux forces, l 'une dans le p lan n o r m a l , l ' au t re 
suivant la t a n g e n t e à la courbe . La p r e m i è r e a u r a i t p o u r 
effet de ma in ten i r le point su r la courbe , de le p resse r 
contre la courbe , la seconde le ferai t gl isser su r la courbe , 
et, pa r conséquent , l 'équi l ibre ne pou r r a i t avoir l ieu. 

La condition d 'équil ibre est donc que la force R soit 
dans le p lan n o r m a l , c 'est-à-dire pe rpend icu la i r e à la 
tangente ; cet te condi t ion est e x p r i m é e p a r l 'équat ion : 

cos (R, t) = 0, 

ou bien : . "-" 

Xdx + Ydy + Zdz = 0 ; 

c'est l 'équation (3). 

CHAPITRE IV. 

Moments des forces par rapport à un point. 

2 2 8 . On appel le moment (Tune force par rapport à 

un point 0 , le p rodu i t de ce t t e force p a r l a d i s tance du 
point 0 à l a d i rect ion de la force. Ce poin t 0 s 'appelle 
le centre des moments. 

Il en résu l te que le m o m e n t d 'une force p a r r a p p o r t à 
un point est nu l , lo rsque le point est su r la direct ion de 
la force. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 2 0 8 — 

2 2 9 . CONVENTION. — On est convenu d 'a t t r ibuer un 
signe a u x m omen t s des forces, d 'après la position qu'elles 
occupent pa r r a p p o r t au point 0 . A cet effet, on imagine 
que le point d 'appl icat ion de c h a q u e force soit entra îné 
dans la d i rec t ion de la force qui le sollicite. Chacun do 
ces dép lacements peu t ê t re cons idéré comme une rotat ion 
a u t o u r du cen t re des m o m e n t s dans u n cer ta in sens 
facile à t r o u v e r d 'après le sens d a n s lequel la force agit . 
D'après la convent ion que nous avons adoptée en 
c inémat ique ( n o s 9 7 et 9 8 ) s u r le s igne d 'une rotat ion, 

nous lui donne rons le s igne -f-, 
LIT*. 70. 

si elle a l ieu de gauche à 
d ro i t e , et le s igne —, si elle 
a l ieu de d ro i te à gauche . 

ji1"^ — 1 Nous donne rons a u x moments 
0 les mêmes signes qu'aux rota­

tions correspondantes. Ainsi, 
le point 0 é t a n t le cent re des 
m o m e n t s (Fig . 7 0 ) , le moment 

de la force P , qui est P p , s e r a positif, et celui de la 
force P ' , qui est P'p', s e ra négatif. Nous écr i rons donc : 

+ Pp et — P'p'. 

2 3 0 . T H É O R È M E . — La valeur absolue du moment 

d'une force peut être représentée par une aire plane. 

F i g 7 1 _ Soient M le point d'application 

M de la force P , MP la force en 
0 ^ 7 g r a n d e u r e t d i rec t ion , 0 le centre 

des m o m e n t s . Le m o m e n t de la 
force p a r r a p p o r t a u point O est 
Pp = MP x ON (fig. 7 1 ) . Or, 
l 'a i re du t r i a n g l e OMP est égale à 

^ i MP x ON = I P p . Donc, le 

? m o m e n t de la force est éga l au 

double de l 'a ire du t r i a n g l e OMP. 
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2 3 1 . THÉORÈME. — Si l'on considère deux forces 

appliquées à un même point matériel, et la résultante de 

ces deux forces, le moment de la résultante par rapport 

à un point 0 pris dans le plan de ces forces est égal 

à la somme des moments 

des composantes par rap­

port à ce même point. 

Soient MP et MP ' les 
deux forces concouran t e s 
(fig. 72), MR leur r é su l ­
t a n t e , e t 0 l e c e n t r e des 

P' m o m e n t s . Les m o m e n t s de 
ces t ro is forces sont r e s ­
p e c t i v e m e n t é g a u x a u x 
doubles des a i r e s des t r i a n ­
g le s OMP, OMP' e t OMR 
(n° 2 3 0 ) . P a r conséquen t , 

le t h é o r è m e énoncé r ev i en t à l 'égal i té s u i v a n t e : 

aire OMR = aire OMP + aire OMP'. 

Or, ces t ro i s t r i ang le s qui on t u n e b a s e c o m m u n e OM 
sont en t r e eux c o m m e l eu r s h a u t e u r s RA, P B et P C . 
Cela posé , si p a r le po in t P nous m e n o n s P K pa ra l l è l e 
à OM, les d e u x t r i ang l e s r e c t a n g l e s P R K , e t MP'C son t 
é g a u x ; donc , R K = P 'C . P a r conséquen t , on a : 

RA = PB + P'C, 

et p a r su i te , le t r i a n g l e OMR est éga l à l a s o m m e des 
deux au t r e s OMP et OMP' , et le t h é o r è m e es t d é m o n t r é . 

Il est facile de s ' assurer q u e le t h é o r è m e énoncé es t 
v ra i , quelle que soit la, position du point 0 d a n s le p l an 
des t ro is forces, à l a condi t ion d ' a t t r i bue r a u x m o m e n t s 
de c h a c u n e des t ro is forces u n s igne convenab le (n° 2 2 9 ) . 

1 4 
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CE t h é o r è m e est connu sous le n o m de théorème de 

Varignon. 

Il r é su l t e de là que , si nous désignons pa r r, p, p', les 

d is tances respect ives du point 0 a u x t ro is forces R , P , P ' , 

nous au rons la r e la t ion : 

R r = Pp + p'p'. 

R E M A R Q U E . — Si le point 0 est s i tué sur la 

r é su l t an t e , les momen t s des forces P et P ' sont égaux et 

de s ignes con t ra i res . D'ai l leurs, dans ce cas , le moment 

de la r é su l t an t e est nu l . 

2 3 2 . T H É O R È M E . — Si l'on considère un nombre 

quelconque de forces appliquées à un même point 

matériel, et situées toutes dans un même plan, le moment 

de la, résultante de ces forces par rapport à un point 0 
situé dans ce plan, est égal à la somme algébrique des 

moments des composantes par rapport à ce même point. 

E n effet, soient P , P ' , P 1 ' , . . . les forces concouran tes ; 
si nous composons les d e u x forces P e t P ' nous obtenons 
u n e r é s u l t a n t e par t ie l le R', et l 'on a : 

R V = Pp + P'p' ; 

c o m p o s a n t ensu i te R ' avec P", on ob t i en t u n e seconde 

r é s u l t a n t e par t i e l l e R " , et l'on a : 

R"r" = R V + P"p" = Pp + P'p' + P"p". 

E n c o n t i n u a n t a ins i , on finira p a r ob ten i r la résu l tan te 

R des forces données , et il v i e n d r a : 

R r = pp + P'p' -t- p"p'' 4 - ... = IPp, 

ce qui d é m o n t r e le t h é o r è m e é n o n c é . 
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Moments des forces par rapport à un axe. 

2 3 3 . On appel le moment d'une force par rapport à 

un axe le p rodui t de la project ion de ce t te force su r u n 
plan perpendicula i re à l 'axe p a r la d i s t ance du point où 
l'axe rencont re le p lan à la project ion de la force. C'est le 
moment de ce t t e project ion p a r r a p p o r t a u pied de l 'axe. 

Il est d 'ai l leurs facile de s ' assurer que la d is tance du 
pied de l 'axe à l a project ion de la force est égale à la 

p lus cou r t e d i s tance 
F i s - 7 3 - e n t r e la d i rec t ion de 

l a force et Taxe des 

moments. 

E n effet, soit Oa 

(fig. 73) la d i s tance 
d u pied 0 de l 'axe 
à la project ion m P ' de 
l a force su r l e p lan 
a??/ ,perpendiculaireà 
l 'axe O.S. Cette dro i te 
Oa é t a n t perpendicu­
la i re à l 'axe Oz e t à 
l a force mP', est per ­
pend icu la i re au p lan 

PNP ' , et , pa r conséquent , à l a force M P . Elle es t donc 
égale et para l lè le à la plus cou r t e d i s t ance O'a' des deux 
droites Oz e t M P . 

P a r sui te , le moment d'une force par rapport à un 

axe est le produit de la projection de cette force sur un 

plan perpendiculaire à l'axe par la plus courte distance 

entre l'axe et la direction de la force. 
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I l r é s u l t e de ce qui p r écède que le m o m e n t d 'une force 
p a r r a p p o r t à u n axe est n u l : 

1° L o r s q u e la force r e n c o n t r e l 'axe ; 
2° Lo r sque la force est para l lè le à l 'axe : c a r alors la 

project ion de la force sur u n p lan perpendicu la i re à l'axe 
est nu l le . 

On p e u t c o m p r e n d r e ces deux cas d a n s l 'énoncé 
su ivan t : le moment d'une force par rapport à un axe 

est nul, lorsque la direction de la force et l'axe sont dans 

un même plan. 

2 3 4 . S I G N E S DES MOMENTS. — Le m o m e n t de la 

force P p a r r a p p o r t à l 'axe n 'é tan t a u t r e que le moment 
de la project ion de la force su r u n p lan perpendicula i re 
à l 'axe p a r r a p p o r t au pied de l 'axe, il est n a t u r e l de lui 
donner le signe de ce dernier. 

P a r conséquent , le m o m e n t ~P'p de la force P par 
r a p p o r t à l 'axe Oz s e ra positif ou négatif, su ivan t que la 
force P ' t end à faire t o u r n e r l a pe rpend icu la i r e Oa de 
g a u c h e à droi te p a r r a p p o r t à la d i rect ion positive 02, 
ou en sens con t r a i r e . 

2 3 5 . T H É O R È M E . •—• La valeur absolue du moment 

d'une force par rapport à un axe peut être représentée 

par une aire plane. 

En effet, le m o m e n t de la force P p a r r a p p o r t à Os est 
éga l au double de l 'aire du t r i a n g l e OmP' qui a pour 
base la project ion mP' de la force su r le p lan normal à 
l 'axe, et pour sommet le pied de l 'axe. Or, ce t r iangle 
est év idemment la project ion sur le p lan normal de 
l 'a ire du t r i ang le formé en j o ignan t u n point quelconque 
de l 'axe a u x ex t rémi tés de la droi te qui représen te la 
force, pa r exemple le t r i ang le OMP. 

2 3 6 . T H É O R È M E . — Si un point matériel est soumis 

à l'action d'un nombre quelconque de forces non situées 

dans un même plaît, le moment de la résultante par 
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rapport à un axe est égal à la somme algébrique des 

moments des composantes par rapport à ce même axe. 

En effet, si l'on p ro je t t e su r u n p lan que lconque tou tes 

les forces, ainsi que l eu r r é s u l t a n t e , on sai t (n° 2 2 1 ) 
que la projection de la r é s u l t a n t e es t l a r é s u l t a n t e des 

projections des composan te s . Cette p rop r i é t é a u r a l i eu 

si l'on projette su r u n p l an pe rpend icu la i r e à l 'axe des 

moments. D'ai l leurs, tou tes ces project ions é t a n t dans 

un même plan, le m o m e n t de l a r é s u l t a n t e proje tée p a r 

rapport au pied de l 'axe est éga l à la s o m m e des m o m e n t s 

des composantes pro je tées , p a r r a p p o r t au m ê m e point . 

Donc, le m o m e n t de l a r é s u l t a n t e p a r r a p p o r t à l 'axe 

est égal à la s o m m e des m o m e n t s des composan tes p a r 

rapport à cet a x e . 

2 3 7 . T H É O R È M E . — Le moment d'une force par 

rapport à un point, est en valeur absolue, le maximum 

des moments de cette force par rapport à tous les axes 

que l'on peut mener par ce point. 

Pour démon t r e r ce t t e p ropr ié té , c h e r c h o n s le m o m e n t 
de la force P p a r r a p p o r t à u n a x e que lconque p a s s a n t 
par le point 0 . Soit MP u n e force appl iquée a u point M 
(fig. 74) ; le m o m e n t de ce t te force p a r r a p p o r t a u 
point 0 est éga l à MP x OQ. Or, ce p rodu i t est auss i le 
moment de la force P p a r r a p p o r t à u n axe OZ, m e n é 
par le point 0 , p e r p e n d i c u l a i r e m e n t au p lan OMP pas san t 
par la force e t p a r le cen t r e 0 , e t il es t éga l a u double 
de l 'aire du t r i a n g l e OMP (n° 2 3 5 ) . 

Cela posé, p roposons-nous de t r o u v e r le m o m e n t de l a 
force P par r a p p o r t à u n a u t r e a x e OS pas san t p a r le 
point 0 . A cet effet, menons p a r le point 0 u n p lan K 
perpendiculaire à l 'axe OS, et proje tons le t r i ang le OMP 
sur ce plan en Omp. Le m o m e n t de la force P p a r r a p p o r t 
à l'axe OS se ra le double de l 'a ire du t r i ang le Omp 

(n° 2 3 5 ) . P r e n o n s m a i n t e n a n t su r OZ u n e longueur OA, 
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m e s u r é e à u n e ce r t a ine échel le , et éga le à MP x OQ, 

c 'es t -à-dire a u double de l 'a i re du t r i a n g l e OMP. Les axes 

OZ e t OS feront e n t r e e u x u n ang le éga l à l ' angle des 
d e u x p lans OMP et Omp; e t si nous proje tons OA sur 
OS, nous a u r o n s u n e l o n g u e u r OB, qui s e r a égale au 
doub le de l 'aire Omp, c 'est-à-dire a u m o m e n t de la force 
P p a r r a p p o r t à OS. 

Donc, pour avoir le moment de la force P par rapport 

à un axe quelconque OS, on mène par le point 0 une 

perpendiculaire au plan passant par la force et par le 

point 0 ; sur cette perpendiculaire on prend une longueur 

OA, égale au moment de la force P par rapport au 

point 0, puis on projette OA sur OS, la projection sera 

le moment cherché. 

Il es t évident que , quel que soit l 'axe OS, on a u r a 
tou jours OB < OA, et , p a r conséquent , le m o m e n t de la 
force P p a r r a p p o r t a u po in t 0 , est le maximum des 

moments de celte force par rapport à tous les axes 

passant par le point 0. 

FIG. 7i. 

z 
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REMARQUE I . •— Les m o m e n t s de la force P p a r 

rapport à tous les axes OS, qui font u n m ê m e angle avec 

OZ, sont é g a u x . 

REMARQUE I I . — Les m o m e n t s sont nu ls p a r r a p p o r t 

à tous les axes m e n é s p a r le po in t 0 p e r p e n d i c u l a i r e m e n t 

à OZ. D'ailleurs, t ous ces axes sont dans u n p l an p a s s a n t 

par la force P (n° 2 3 3 ) . 

REMARQUE I I I . — Les ex t r émi t é s B des axes des 

moments d 'une m ê m e force P sont s i tués su r u n e s p h è r e 

dont OA est le d i a m è t r e . En effet, si l 'on fait mouvo i r 

OS dans le p lan AOB, le po in t B, project ion de A, 

décrira une c i rconférence dont OA est le d i a m è t r e , e t 

cette circonférence, en t o u r n a n t a u t o u r de OA, d é c r i r a 

une sphère qui se ra le l i eu des points B. 

2 3 8 . P R O B L È M E . — Une force P est appliquée en un 

point M ; par un point 0 de l'espace, on mène trois axes 

rectangulaires. Trouver les moments de la force P par 

rapport à ces trois axes. 

Soient x, y, z, les coordonnées du point M (fig. 75) ; 

décomposons la force P 
en ses t ro i s composantes 
X , Y , Z , et appl iquons 
le t h é o r è m e des m o m e n t s 
(n° 2 3 6 ) . Le m o m e n t de 
la force P p a r r a p p o r t à 
Oz est éga l à la somme 
des momen t s des compo­
san tes : or , le momen t de 
Z , qui est para l lè le à 
l ' axe , est nu l (n° 2 3 3 ) ; 
les momen t s de X et Y , 
qui se pro je t ten t en v ra ie 
g r a n d e u r sur le p lan y 

des xy, sont é g a u x à ces forces mult ipl iées p a r l eurs 
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dis tances à l ' axe Oz, c 'est-à-dire p a r y et x. Mais, le 
m o m e n t de X est négatif, et celui de Y est positif 
(n° 2 3 4 ) . Donc, le m o m e n t de P p a r r a p p o r t à l 'axe 
Oz est Yx —• X y ; de m ê m e , les m o m e n t s pa r r appor t à 
Ox e t Oy ont r e spec t ivement pour express ions Zy — Yz, 

et X s — Zx. 

Nous a u r o n s donc , en dés ignan t p a r L, M, N les trois 
m o m e n t s p a r r a p p o r t a u x axes Ox, Oy, Oz : 

L z y - Yz, 

M - Xz — Zx, 

N = Yx — Xy. 

Ces t rois m o m e n t s sont év idemment (n° 2 3 7 ) les 

projections sur les axes de la longueur qui représente le 

moment de la force P par rapport au point 0 . 

2 3 9 . P R O B L È M E . — Déterminer le moment de la 

force P par rapport à une droite O K passant par 

l'origine 0 . 

On sa i t (n° 2 3 7 ) que ce m o m e n t est l a project ion sur 
ce t t e dro i te de la l o n g u e u r qui r ep ré sen t e le m o m e n t de 
la force P p a r r a p p o r t à l 'origine 0 . Donc, en dés ignant 
p a r / , p , v les angles que O K fait avec les a x e s , et en 
app l iquan t le t h é o r è m e des project ions , nous aurons 
pour le m o m e n t c h e r c h é : 

K = L cos 1 -4- M cos LL + N cos v. 
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Moment d'une force par rapport à un plan. 

2 4 0 . On appelle moment d'une force par rapporta 

un plan, le produi t de ce t t e force p a r la d is tance de son 

point d'application au p l a n . 

Dans le cas où le p l an est pa ra l l è le à l a d i rect ion de l a 

force, le m o m e n t de la force p a r r a p p o r t a u p l a n est 

égal au produi t de la force p a r sa d i s tance a u p lan . 

2 4 1 . CONVENTION. — On cons idére ra la d i s t ance du 

point d 'application a u p lan c o m m e posit ive ou néga t ive , 

suivant la position de ce point p a r r a p p o r t a u p lan , d 'après 

les conventions adoptées en géomé t r i e ana ly t i que . 

On considérera la force c o m m e posit ive ou néga t i ve , 

suivant qu'elle ag i t d a n s u n sens ou en sens c o n t r a i r e . 

Par conséquent , le m o m e n t se ra positif ou négatif, 

suivant les c a s . 
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L I V R E II. 

S T A T I Q U E D E S S Y S T È M E S . 

CHAPITRE I . 

É q u i l i b r e d e s s y s t è m e s m a t é r i e l s 
d e f o r m e i n v a r i a b l e . 

2 4 2 . On sai t qu 'un corps est u n a s semblage de 
molécules , p lacées à d i s tance les unes des au t r e s , et 
e x e r ç a n t les u n e s su r les a u t r e s des ac t ions a t t rac t ives 
ou répuls ives . Nous ass imi lerons les molécules à des 
points ma té r i e l s , en faisant abs t r ac t i on des dimensions 
de ces molécules . Les sys tèmes ma té r i e l s se ron t donc 
des systèmes de points matériels. 

Les corps se p r é s e n t e n t à nous , d a n s la n a t u r e , sous 
t ro i s é t a t s différents : ils sont solides, l iquides ou gazeux. 

Les corps solides sont ceux dans lesquels les molécules 
on t des posi t ions dé t e rminées les u n e s p a r r a p p o r t aux 
a u t r e s ; p o u r c h a n g e r les posi t ions re la t ives de ces 
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molécules, il faut faire ag i r s u r ces molécules des forces 

plus ou moins g r a n d e s : si la déformat ion n e dépasse 

pas une cer ta ine l imi te , les molécules r ev i ennen t à l eurs 

positions pr imi t ives , dès que les forces qui les ont 

dérangées cessent d 'ag i r . 

Dans les liquides et les gaz, les molécules sont 

extrêmement mobi les : la m o i n d r e cause les d é r a n g e de 

leurs positions, et que lque pe t i t que soit le d é r a n g e m e n t , 

il ne tend pas à d i s p a r a î t r e en m ê m e t e m p s que l a cause 

qui l'a produi t . C'est p o u r ce t t e r a i son que l'on donne à 

ces corps le nom de fluides, 

2 4 3 . Nous allons é tud ie r les condi t ions d 'équil ibre 

des systèmes de points ma té r i e l s . Nous supposerons ces 

systèmes entièrement libres et à Vêtat de repos. 

Rappelons d 'abord le pr inc ipe de l 'égal i té de l 'action 

et de la réac t ion . Nous savons qu ' en v e r t u de ce 

principe, tou te force, app l iquée à u n point ma té r i e l A, 

émane d'un a u t r e point ma té r i e l R, s i tué à u n e d i s t ance 

quelconque du p r emie r . De m ê m e , le point B est soumis 

à l'action d 'une force é m a n a n t de A, éga le et con t r a i r e à 

la première : on l 'appelle la réaction du point B . 

2 4 4 . Dans chaque sys tème de points ma té r i e l s , on a à 

considérer deux espèces de forces : les forces intérieures 

et les forces extérieures. 

Soient A u n point du sys t ème que nous é tudions , e t B u n 
point qui ag i t sur A. Si le point B appa r t i en t au sys tème , 
la force qu'il exerce su r A est u n e force intérieure. Si, 
au contra i re , B ne fait p a s pa r t i e du sys tème ma té r i e l 
dont nous nous occupons, la force qui é m a n e de B se ra 
une force extérieure. Ainsi donc , les forces intérieures 

sont celles qui p rov iennen t des ac t ions des points d u 
système les u n s su r les a u t r e s . E n ver tu du second 
principe fondamenta l (n° 1 8 7 ) , à c h a c u n e d'elles 
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cor respond u n e force é g a l e e t d i r e c t e m e n t opposée 
appl iquée au sys tème c o m m e l a p r e m i è r e . Les forces 

extérieures sont celles qui p r o v i e n n e n t des actions 
exe rcées su r le sys tème p a r les po in t s s i tués a u dehors . 
A c h a c u n e d'elles cor respond auss i une force égale et 
d i r ec t emen t opposée ; ma i s , ce t t e r é ac t i on n 'est plus 
appl iquée à u n point du sys t ème , e t on n ' a u r a pas à en 
t en i r compte , si l 'on é tudie s eu lemen t le sys tème . 

R E M A R Q U E . — Une même force peut jouer, tantôt le 

rôle de force intérieure, et tantôt le rôle de force 

extérieure, su ivan t les ca s . Si l 'on cons idère , pa r 
exemple , le m o u v e m e n t d 'un corps qui t ombe à la surface 
de la t e r r e , l ' a t t rac t ion qu 'une molécule du corps éprouve 
de la p a r t d 'une molécule que lconque de la t e r r e est une 
force e x t é r i e u r e . Si, a u c o n t r a i r e , on cons idère le 
m o u v e m e n t d 'un sys tème ma té r i e l , formé de la t e r re 
tou te en t i è re , e t des corps qui se t r o u v e n t à sa surface, 
ou d a n s son vois inage , ce t t e m ê m e a t t r ac t i on est une 
force i n t é r i eu re . De m ê m e , l ' a t t rac t ion exercée pa r le 
soleil su r l a t e r r e est u n e force ex t é r i eu re p o u r la t e r re 
considérée seu le . Si l'on cons idère le sys tème formé de 
de la t e r r e e t du soleil, ce t te m ê m e a t t r ac t ion est une 
force i n t é r i e u r e . 

2 4 5 . Nous commence rons p a r Y étude des systèmes 

matériels de forme invariable, c 'estrà-dire que nous 
supposerons que les points ma té r i e l s qui les composent 
ne peuven t n i se r a p p r o c h e r , ni s 'éloigner les uns des 
a u t r e s . Un te l sys tème a r e ç u le n o m de solide invariable, 

ou s imp lemen t corps solide. 

Les solides invar iab les n 'ex is tent pas dans la n a t u r e : 
ce sont des corps fictifs. Les solides naturels ne jouissent 
pas d 'une r ig id i té parfa i te : ils sont toujours plus ou 
moins déformables . Cependant , les r é s u l t a t s auxquels 
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nous serons condui ts dans l 'é tude des solides i nva r i ab l e s 

sont applicables dans la p l u p a r t des cas a u x sol ides 

nature ls . 

2 4 6 . Quand u n corps sol ide est sollicité p a r diffé­
rentes forces, celles-ci sont , en g é n é r a l , appl iquées a u x 
différents points de la surface du co rps . Nous suppo­
serons donc des forées appliquées aux différents points 

d'un corps solide, et nous nous proposerons de trouver 

les condUions d'équilibre de ces forces. 

Le prob lème de l a composi t ion de ces forces r e p o s e 

sur cer ta ines proposi t ions fondamenta les que nous a l lons 

établir : 

1° Deux forces égales appliquées en deux points d'un 

corps solide, suivant la même droite, et en sens contraire 

l'une de l'autre, se font équilibre. 

En effet, soient A et 13 (fîg\ 76) d e u x poin ts ma té r i e l s 

situés à u n e d i s tance AB, inva r i ab le dans u n sens 

c o m m e dans l ' au t re . 
F l =" 7 6 ' Si nous appl iquons 

_Ç A B T a u s y s i è m e f o r m é p a r 

p a r ces d e u x poin ts 

deux forces éga les 4- P e t — P , ag i s san t en sens 

cont ra i res su ivan t la d i rec t ion de la droi te qui les jo in t , 

il est évident que ces forces se font équi l ibre ; ca r , l eu r 

effet ne peu t ê t re que d 'a l longer la d i s tance AB, e t , p a r 

hypothèse , ce t te d i s tance est i nva r i ab le . 

Il en résul te que si le corps es t en r epos a v a n t que ces 
deux forces lui soient appl iquées , il r e s t e r a en r epos 
sous l 'action de ces forces. 

2° Une force peut être appliquée en un point quelconque 

de sa direction, sans que son effet soit changé, pourvu 

que le nouveau point d'application soit invariablement 

lié au prremier. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 2 2 2 — 

E n effet, il r é su l t e de la proposi t ion p récéden te que la 
force P , app l iquée en B , peu t ê t re t e n u e en équilibre, 
auss i bien p a r l a force — P appl iquée a u point A , que 
p a r u n e force — P appl iquée a u point B , pourvu que le 
po in t A soit i n v a r i a b l e m e n t lié au point B . L'effet de la 
force — P en A est donc le m ê m e que l'effet de la 
force — P en B . La proposi t ion est donc démontrée : 
elle est d 'un u s a g e f réquent dans l a démons t ra t ion des 
t h é o r è m e s de s t a t ique . 

3° Si, parmi les forces qui agissent sur un solide 

invariable en équilibre, il yen a plusieurs P , P ' , P" , . . . 
dont les directions concourent en un même point 0 , ces 

forces P , P ' , P " , . . . peuvent être remplacées par une 

force unique qui est leur résultante. ('! 

E n effet, c h a q u e force p e u t ê t r e t r an spo r t ée au 
point 0 p r i s su r sa direct ion : tou tes ces forces appliquées 
en u n m ê m e poin t p e u v e n t ê t r e r emp lacées p a r une 
seule R . Or, celle-ci peu t ê t re app l iquée en u n point 
que lconque A de sa di rect ion : la force R , appliquée 
en A , peu t donc r e m p l a c e r les forces P , P ' , P " , . . . 

R E M A R Q U E . — Il n 'es t pas nécessa i r e que le point 0 
fasse pa r t i e du sol ide. E n effet, on conçoit que , pour 
faire le r a i sonnemen t , on ai t supposé le point 0 invaria­
b l e m e n t l ié a u corps ; ma is , dès que l 'on a t rouvé la 
force R qui , appl iquée en A , p e u t r e m p l a c e r les forces 
P , P ' , P " , . . . on n 'a plus à s 'occuper de l 'hypothèse que 
l'on a faite su r le po in t 0 . Mais, il est év ident que , pour 
pouvo i r r e m p l a c e r les forces P , P ' , P " , . . . p a r l a force R , 
il faut que ce t t e force r e n c o n t r e le corps en un 
que lconque de ses po in t s . Si cela n 'a pas l ieu, la force R 
ne p o u r r a r e m p l a c e r les forces P , P ' , P " , . . . que si le 
point A où on la suppose appl iquée est i nva r i ab lemen t lié 
a u corps . 
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Compositions des forces parallèles. 

2 4 7 . T H É O R È M E I. — Deux forces P , P ' , parallèles 

et de même sens, appliquées en deux points A e / B d'un 

corps solide, ont une résultante I I , parallèle à leur 

direction commune, agissant dans le même sens, égale à 

leur somme, et située dans leur plan. De plus, le point 

d'application de cette résultante partage la droite AB qui 

joint les points d'application des composantes en deux 

segments inversement proportionnels à ces composantes. 

Nous ne t roub le rons p a s l 'é ta t du sys tème (fig. 77), 

en app l iquan t en A et B, 

deux forces S e t — S, 

égales et d i r e c t e m e n t oppo­

sées (n° 2 4 6 , 1°). Nous 

a u r o n s a lors le sys tème des 

q u a t r e forces : 

P , P ' , + S, — S, 

qui se ra équ iva len t a u sys­
t è m e des d e u x forces P , P ' . 

Or, les deux forces P e t S 
appl iquées a u point A, on t 
u n e r é s u l t a n t e Q, qui se ra 
donnée p a r la r èg l e du 

pa ra l l é log ramme . De m ê m e , les deux forces P ' et — S, 
appliquées en B, a u r o n t u n e r é s u l t a n t e Q'. Soit 0 le point 
de r encon t re des deux forces Q et Q' ; ces deux" forces 
pour ron t ê t r e supposées appl iquées en 0 (n° 2 4 6 , 2°), 
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et l eu r r é su l t an t e se ra la r é s u l t a n t e de P et P ' . Cela posé, 
décomposons ces deux forces Q e t Q' a u point 0 , 
su ivan t d e u x direct ions , l 'une pa ra l l è l e à AB, l 'autre 
pa ra l l è le a u x forces P et P ' . La force OQ, = Q nous 
d o n n e r a ainsi une force S' éga le et pa ra l l è le à S, et une 
force OD, éga le et pa ra l l è le à P . De m ô m e , la force 
OQ'j = Q' nous donne ra u n e force — S', égale e t parallèle 
à — S, et u n e force OE, éga le et pa ra l l è le à P ' . Or, les 
deux forces S' égales et de sens con t r a i r e s , appl iquées au 
po in t 0 se font équi l ibre . Il n e r e s t e donc que les forces 
OD et OE, éga les e t para l lè les à P et P ' . Mais, ces deux 
forces é t an t de m ô m e direct ion et de m ê m e sens, et 
appl iquées en un m ê m e point 0 , donnen t u n e résul tante R 
éga le à l eu r somme P 4- P ' . 

La p r e m i è r e pa r t i e du t h é o r è m e est donc démontrée. 
Cette r é su l t an t e R peu t ê t re supposée appl iquée au 
po in t C où elle r encon t r e la dro i te AB. Reste à déterminer 
la posit ion du point C. Or, les d e u x t r iangles semblables 
AOC, Q xOD nous donnen t : 

AC Q,D QP _S 
OC — OD — AP — P ' 

De m ê m e , les t r i ang les semblab les COB, EOQ 1, nous 
d o n n e n t : 

CB _ E Q \ _ PJQ' _ S_ 
0 0 — EO ~ BP' ~~ P' ' 

On a, p a r conséquent : 

AC _ P | 
CB _ P ' 

et , p a r sui te , le point C divise la droi te AB dans le rapport 

inve r se des forces P e t P ' . 
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REMARQUE. — L a posi t ion du poin t C ne dépend que du 
rappor t des forces P e t P ' , e t n o n de l eu r g r a n d e u r abso lue , 
ni de leur d i rec t ion. On en conclut le t h é o r è m e su ivan t : 

Le point d'application de la résultante de deux forces 

parallèles ne varie pas quand on altère les grandeurs 

ou les directions des deux forces, pourvu qu'elles restent 

parallèles et que leur rapport reste le même. 

2 4 8 . Réc ip roquemen t , on p e u t décomposer une 

force R, appl iquée à u n corps sol ide, en d e u x forces P , P ' , 

parallèles à R, d e m ê m e sens e t sat isfaisant a u x 

conditions p récéden te s . 

2 4 9 . T H É O R È M E I I . — Deux forces P , P ' parallèles 

et de sens contraires, appliquées en deux points A r f B 
à"un corps solide, ont une résultante R, parallèle à leur 

direction, agissant dans le sens de la plus grande, égale 

à leur différence, et située dans leur plan. Le point 

d'application de la résultante est situé sur le prolon­

gement de la droite AB, du côté de la plus grande, et 

ses distances aux points A r f B sont inversement propor­

tionnelles aux forces appliquées en ces points. 

Soit P la p lus . g r a n d e des d e u x forces données 

sera appl iquée en u n point C , qui s e r a dé t e rminé p a r la 

proport ion (n° 2 4 7 ) : 

P-P' 

Fig 78. 
(fig. 78): on peu t con­
s idére r ce t te force P 
c o m m e ré su l t an t de 
l a composi t ion de 
deux forces pa ra l ­
lèles et de m ê m e 
sens , don t l 'une soit 
éga le à P ' , et ap ­
pl iquée a u po in t 
B. L ' au t r e , évidem­
m e n t éga le à P — P ', 

15 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 226 — 

AC 
AB P — P 1 

ou bien : 

AC 
CB P 

Il en résul te que les d e u x forces P e t — P ' , appliquées 
en A et B, peuven t ê t re r emp lacées p a r le sys tème des 
t ro is forces P — P ' , P ' , — P ' . Or, les d e u x forces P' , 
appl iquées en B, sont éga les et de sens cont ra i res , et 
p a r conséquent , se dé t ru i sen t . Il ne r e s t e que la force 
P — P ' , appl iquée a u point C : ce t te force se ra donc la 
r é su l t an t e R des deux forces données , et le t h é o r è m e est 
d é m o n t r é . 

2 5 0 . R E M A R Q U E . — Si les d e u x forces paral lè les et 
de sens con t ra i res sont éga les , on a u r a : 

L a r é su l t an t e est nul le et son point d 'application est 
s i tué à une d is tance infinie des points d 'applicat ion des 
composan tes . P a r conséquent , le sys tème de deux forces 
éga le s , para l lè les et de sens con t r a i r e s , ne peut être 
r e m p l a c é pa r u n e force u n i q u e : ces forces n 'ont pas de 
r é s u l t a n t e . D'ai l leurs, ces d e u x forces ne pour ra ien t se 
faire équi l ibre , puisqu'el les n e sont p a s d i rec tement 
opposées . Un te l sys tème s 'appelle un couple. 

Un couple est donc un système de deux forces égales, 

parallèles et de sens contraires, appliquées en deux 

points A et B, qu'on suppose invariablement reliés 

entre eux. 

2 5 1 . T H É O R È M E I I I . — Tant de forces parallèles 

que Von voudra, appliquées en différents points d'un 

R = 0, et AC = o o . 
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corps solide, et agissant dans le même sens, se composent 

en une résultante unique, parallèle à leur direction 

commune, agissant dans le même sens, et égale à leur 

somme. 

Soient P , P ' , P " , . . . les forces données (fig. 79). On 

composera d 'abord P avec P ' , en u n e force R ' , qui se ra 

para l lè le à ces deux forces, éga le 

à l eu r s o m m e P + P ' , et appli­

quée en u n point D te l que l'on 

a i t (n° 2 4 7 ) : 

Fig. 79. 

AD 
DB 

EL 
P 

Pu i s , on composera R ' avec 

P", ce qui nous donnera u n e 

r é s u l t a n t e R " ' é g a l e à R ' + P", 

c 'est-à-dire à P + P ' 4 - P" , 

appl iquée a u point E , et a ins i 

de suite. Il est év ident que la r é su l t an t e finale se ra 

parallèle a u x forces données , de m ê m e sens que ces 

forces et éga le à l eu r s o m m e . 

REMARQUE. — Les points D, E . . . sont dé te rminés p a r 

les points d 'applicat ion des forces P , P ' , P ' ' , . . . e t pa r les 

rapports de ces forces. P a r conséquent , si l'on fait 

tourner les forces P , P ' , P ' , . . . para l lè les e t de m ê m e 

sens, au tou r de l eu r s points d 'applicat ion supposés fixes, 

de man iè r e que ces forces conservent leur para l lé l i sme 

et leurs r a p p o r t s , les r é su l t an te s de tous ces sys tèmes de 

forces passe ron t c o n s t a m m e n t p a r u n point fixe 0 . Ce 

point s 'appelle centre des forces parallèles. 

Lorsque les forces P , P ' , P " , . . . sont égales en t r e elles, 
leur cen t re coïncide avec le cen t re des moyennes 
distances des points d 'appl ica t ion. 
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2 5 2 . Le t h é o r è m e précédent nous p e r m e t de composer 

un nombre quelconque de forces parallèles agissant les 

unes dans un sens, les autres en sens contraire. On 
composera tou tes les forces du p r e m i e r g roupe en une 
résu l t an te R', et tou tes les forces du second g roupe en 
u n e r é su l t an te R". Cela posé , t ro is cas peuvent se 
p résen te r : 

1° Si les deux résu l t an tes par t ie l les R 1 e t R" qui sont 
paral lè les en t re el les, et de sens con t ra i r e s , sont inégales, 
elles se composeront (n° 2 4 9 ) en u n e seule force R, 
éga le à l eu r différence, ag i s san t pa ra l l è l emen t à ces 
forces, et dans le sens de la p lus g r a n d e . L a force R 
se ra a lors la r é su l t an t e de tou tes les forces données : elle 
se ra év idemment égale à la somme algébrique de ces 

forces. 

2° Si les deux r é su l t an t e s par t ie l les R' et R" sont 
égales et d i rec tement opposées , elles se dé t ru i sen t : les 

forces données se font équilibre. 

3° Si les deux ré su l t an tes par t ie l les R' et R" sont 
éga les , e t non d i rec tement opposées , elles forment un 
couple : les forces données se réduisent à un couple. 

Théorèmes des moments dans le cas 
des forces parallèles. 

2 5 3 . T H É O R È M E I . — Le moment de la résultante 

de plusieurs forces parallèles situées dans un même 

plan, par rapport à un point 0 situé dans ce plan, est 

égal à la somme des moments des composantes. 
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•Considérons d 'abord d e u x forces para l lè les e t de 
m ê m e sens P , P ' , e t soit R 
l eu r r é s u l t a n t e (fig. 80). 
Nous a u r o n s : 

P_ = BC. 
P ' — AC' 

or, si d u point 0 nous 

menons u n e perpendicu­

la i re à ces forces, e t si nous 

dés ignons p a r p, p', r les 

t ro is d is tances oa, ob, oc, 

nous a u r o n s : 

p' — r. 
r — p ' 

P_ _ p' — r 
P ' r — p ' 

d'où : 

(P + P') r = Pp + P ' p ' , 

ou bien : 

R r = P p + P 'p ' . 

On vérif ierai t faci lement que le m ê m e t h é o r è m e a l ieu 
dans le cas de deux forces para l lè les et de sens 
cont ra i res , en d o n n a n t des s ignes convenables a u x 
d i s tances et a u x forces, su ivan t les convent ions adoptées . 
Il est facile auss i de le vérifier dans le cas g é n é r a l . 

TiK. 80. 

R V 

BC 
AC 

pc_ 
ac 

par conséquent , 
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2 5 4 . T H É O R È M E I I . — Le moment de la résultante 

de plusieurs forces parallèles par rapport à un axe, est 

égal à la somme des moments des composantes. 

La démons t r a t i on de ce t h é o r è m e est év idente . 

2 5 5 . T H É O R È M E I I I . — Le moment de la résultante 

de plusieurs forces parallèles par rapport à un plaii est 

égal à la somme des moments des composantes. 

Soient P , P ' d e u x forces para l l è les et de m ê m e sens, 
R l eu r r é su l t an t e , MN le 

Fig. 81. p lan (fig. 81), A', B', C 
les project ions des points 
d 'appl icat ion A, B, C sur 
le p l an MN. Menons la 
d ro i te aCb para l lè le à 
A'C'B' . Nous aurons : 

P _ BC _ B& . 
P ' AC Aa ' 

or, si nous désignons pa r 

p, p', r les d is tances des 

t ro i s points A, B , G au p lan MN, il v ient : 

P r — p'_ 
P ' p — r ' 

d'où 

ou bien : 

(P + P') r = P p 4 - P 'p ' , 

Rr = P p 4- P ' p ' 

E n d o n n a n t des s ignes convenab les a u x dis tances et 

a u x forces, su ivan t les convent ions adoptées , on vérifiera 
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facilement le t h é o r è m e pour le cas de deux forces 
parallèles et de sens con t r a i r e s , et ensu i te on p o u r r a 
l 'étendre au cas g é n é r a l . 

2 5 6 . Les t h é o r è m e s p récéden t s nous p e r m e t t e n t de 
déterminer en g r a n d e u r et en position la r é s u l t a n t e d 'un 
nombre que lconque de forces para l lè les . 

En effet, soient P , P ' p P " , . . . les forces para l l è les 
données, a, b, les d is tances de la r é s u l t a n t e de ces 
forces à deux p lans qui se coupent su ivan t u n e para l lè le 
à ces forces, (x, y), (x',y'),... les quan t i t é s ana logues 
pour les forces P , P ' , . . . nous a u r o n s ( n o s 2 5 2 et 2 5 5 ) : 

R = P + P ' + P " + = 2 P , 

B.a = Px + P'x' + P"^" + ••• = ïPx, 

B_b = Py + p y + P"ij'< + ... = iPy. 

On en t i re , si 2 P est différent de zéro : 

IPx IPy 

ÏP ' IP " (1) 

En par t icu l ie r , si les forces P sont éga les et de m ê m e 
sens, on a : 

R = nP, a = - Ix, b = - ly. 

DISCUSSION. — Nous avons vu que les forces proposées 
peuvent se r édu i r e à une r é su l t an t e un ique , ou à un 
couple un ique , ou à se faire équi l ibre . 

1° Dans le p r emie r cas , les deux ré su l t an tes par t ie l les 

R' et R" sont inéga les , e t , p a r sui te , on a 2 P ^ 0. Les 

formules (1) d é t e r m i n e n t les d is tances de la r é su l t an te R 

aux deux p lans . 
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2° Lorsqu' i l y a equil ibro, les deux résul tantes 

par t ie l les R' e t R" sont éga l e s e t d i r ec t emen t opposées. 

On a a lors : 

IP - 0. 

D'autre p a r t , si nous dés ignons p a r P , P ' , . . . les forces 

qui agissent dans u n sens , p a r P1, P \ , . . . celles qui 

ag i ssen t en sens con t r a i r e , nous a u r o n s , en géné ra l : 

R'a1 = Px + P'x' + , 

R'Zq = P y 4- P y + , 

R"a2 = P1œ1 + P\x\ + ..., 

R"b2 = P i y i + P\y\+.... 

Dans le cas d 'équi l ibre , on a : R' = R", al = a„, 

i 1 = bz, et il v ient : 

Yx 4- P'x 4 - ... — P ^ ! — ?\x\ ... = 0, 

Py + P y 4_ . . . p i 2 / i _ p - ] 2 / ; . . . = o. 

Donc, les condit ions d 'équil ibre son t : 

IP = 0, IPx = 0, IPy = 0. 

La somme algébrique des forces est nulle ; les sommes 

des moments des forces -par rapport à deux plans 

parallèles à leur direction sont nulles. 

3° Si le sys tème se r édu i t à u n couple , on a R r = R'' ; 

ma is , on n 'a pas à la fois al = a 2 , &, = b2. Dans ce cas, 

la s o m m e a lgébr ique des forces est nu l l e . Si l'on prend 

les sommes des momen t s des forces p a r r a p p o r t à deux 

p lans para l lè les à l eu r d i rec t ion, u n e de ces sommes, au 

moins , est différente de zéro . 
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CHAPITRE II . 

T h é o r i e d e s c o u p l e s . — M o m e n t d ' u n c o u p l e . 

3 5 7 . Nous avons vu (n° 2 5 0 ) qu 'un couple est u n 
système de deux forces éga les , para l lè les e t de sens 
contraires, appl iquées à deux points i n v a r i a b l e m e n t l iés 
entre eux. L' inclinaison d e . ces forces su r la droi te qui 
joint leurs points d 'appl icat ion est a r b i t r a i r e ; ma i s , on 
peut, sans c h a n g e r l'effet des forces, t r a n s p o r t e r l eu r s 
points d 'application en u n point que lconque de l eu r s 
directions (n° 2 4 6 ) , e t p a r sui te , p r e n d r e ces points de 
manière que l a dro i te qui les jo in t soit pe rpend icu la i r e à 
la direction c o m m u n e de ces forces. C'est pourquoi on 
suppose o rd ina i r emen t les forces perpendicu la i res à ce t te 
droite qui s 'appelle le bras de levier. Le b r a s de levier 
d'un couple es t donc la d i s tance des d e u x forces qui 
forment le couple . 

2 5 8 . Nous avons vu (n° 2 5 0 ) qu 'un couple n e p e u t 
pas se r édu i re à u n e force un ique ; p a r conséquent , l 'on 
ne peut pas t rouver une force un ique qui fasse équil ibre 
à deux forces éga les , para l lè les et de sens con t ra i re s . On 
peut d 'ail leurs s'en a s su re r de la m a n i è r e su ivan te : 
Supposons qu 'une force R puisse faire équi l ibre a u x 
deux forces P , — P . Nous démon t r e rons que ce t te 
hypothèse est imposs ib le . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 234 — 

Fie. 82. 

1° Supposons d 'abord que la force R soit oblique par 
r a p p o r t a u x deux forces P , — P : Il est évident qu'elle les 

r e n c o n t r e r a tou tes les deux 
(fig\ 82) . Or, si nous com­
posons les deux forces R 
et P concouran tes au point 
A, nous ob t iendrons une 
force un ique R', qui rencon­
t r e r a év idemmen t la force 
— P en u n point C. Mais, 
les forces P , —• P , et R se 
faisant équi l ibre , p a r hypo­
thè se , il d e v r a en être 
de m ê m e des deux forces 
R' e t — P , ce qui est 

impossible , puisque ces forces sont concouran tes . 

2° Supposons en second lieu que la force R soit 
para l lè le a u x d e u x forces P , — P . Or, si la force R en C 
fait équi l ibre a u x forces P , — 
qu'il exis te aussi une force 

Fie. 83. 

P , (flg. 83), il est évident 
— R, éga le , para l lè le et 

de sens con t ra i re , qui, 
appl iquée a u point C, 
te l que l'on ai t B C ' = A C , 
ferai t équi l ibre aux 
forces P , — P . En 
effet, les deux systèmes 
P , — P , + R, et 
P , — P , — R, sont 
iden t iques . Ceci établi, 
supposons que les trois 
forces P , — P , et R se 
fassent équi l ibre . P r e ­

nons BC = AC, et in t rodu isons au point C deux 
forces R, — R, égales et d i r ec temen t opposées . Le système 

C A B 

y 
'p 

1 

-R 

C 
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n'étant pas modifié p a r l ' in t roduct ion de ces d e u x forces 

(n° 2 0 8 ) , il est év iden t que les cinq forces : 

R , P . — P , — R , + R, 

se font équi l ibre . Or, le sys t ème P , — P , — R é tan t en 
équilibre, il en r é s u l t e r a i t qu'il y a u r a i t équ i l ib re e n t r e 
les deux forces R, appl iquées en C et C , ce qui es t 
impossible, pu i sque ces deux forces éga les et pa ra l l è les , 
agissent dans le m ê m e sens . 

Donc, l'effort d'un couple ne peut être comparé à 

une force. 

2 5 9 . T H É O R È M E . — Si l'on prend la somme algé­

brique des moments des deux forces d'un couple par 

rapport à un point quelconque de son plan (ou par 

rapport à un axe perpendiculaire à ce plan), cette 

somme est constante, et égale au produit de l'une des 

forces du couple par la longueur de son bras de levier. 

Soit 0 u n poin t d u p lan , et soit OAB la pe rpen -

o A 

Fig. Si. 

-P 

B 

dicula i re a u x d e u x forces 
(fig. 8 4 ) . Le m o m e n t de la 
force P , appl iquée en R, est 
P x OR ; le m o m e n t de la 
force P , appl iquée en A, est 
P x OA : ce de rn ie r est de 
sens con t r a i r e au p remie r . 

L a s o m m e des mo men t s 
des d e u x forces est donc : 

P X O B — P x O A = P x A B . 

On a r r ive ra i t a u m ê m e r é su l t a t , que l le que soit la 
position du point 0 d a n s le p lan des d e u x forces, e t , 
pa r conséquent , le t h é o r è m e est d é m o n t r é . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 2 3 6 — 

Ce produi t de l 'une des forces du couple pa r son bras 
de levier est le moment du couple. Nous ver rons dans la 
su i te que le m o m e n t d 'un couple es t l à mesure de son 

énergie. 

2 6 0 . P R O P R I É T É . — Le moment d'un couple peut 

être représenté par l'aire du parallélogramme dont les 

deux forces du couple forment deux côtés opposés. 

2 6 1 . SENS D'UN COUPLE. — Si l 'on veut se faire une 

idée des sens de différents couples s i tués d a n s u n même 
p l an , on suppose ra que les mi l i eux de l eu r s b ras de 
lev ier soient r e n d u s fixes. Soit, p a r exemple (flg-. 85), le 

a x e . Le sens de cet te ro t a t ion s e r a celui du couple. On 
conv iendra que le couple s e ra positif ou négatif, suivant 
qu'il t end à faire tourner le b r a s de levier de gauche à 
droi te ou de droi te à g a u c h e . 

I l est bon de r e m a r q u e r que ce t te t e n d a n c e du couple 
à faire t o u r n e r son b ras de levier est tout-à-fai t fictive. 
Elle n e p e r m e t de r ien conclure en ce qui concerne 
l'effet réel d'un couple su r u n corps . Car, il faut bien 
obse rver qu 'en réa l i t é , il n'y a pas de point fixe dans le 
p lan (à moins qu 'on ne le dise) . L' idée de la ro ta t ion ne 
se r t qu 'à faire i m a g e , et à d i s t inguer les sens des couples 
s i tués dans u n m ê m e p lan . 

A 

Fig. 85. 

B 

couple ( P , — P ) ; supposons 
que le point I, mil ieu de son 
b r a s de lev ier soit r e n d u fixe; 
menons p a r ce point une per­

pendiculaire au plan dans un 

sens convenu, et supposons un 
o b s e r v a t e u r p lacé su r cet axe, 
les pieds en I . L'effet des deux 
forces, et , p a r conséquent , l'effet 
du couple s e r a de faire tourner 
le b r a s de levier au tou r de cet 
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Nous ve r rons p lus t a r d , dans la Dynamique , quel est 

l'effet d'un couple su r u n co rps . Mais, ac tue l l ement , 

nous n 'avons pas besoin de le savoi r p o u r d é m o n t r e r 

toutes les propr ié tés qui vont su iv re . 

2 6 2 . T H É O R È M E . - - Si l'on projette un coupla sur 

un plan quelconque, la projection sera encore un couple. 

Le moment du couple projeté s'obtient en multipliant le 

moment du premier couple par le cosinus de l'angle des 

deux plans. 

En effet, le m o m e n t du couple pro je té (P' , — P') est 
représenté p a r l 'a ire du p a r a l l é l o g r a m m e dont les deux 
forces P ' formeront deux côtés opposés (n° 2 6 0 ) . Or, ce 
para l lé logramme est év idemmen t la project ion du p a r a l ­
lé logramme qui r e p r é s e n t e le couple (P , — P ) , et le 
théorème est d é m o n t r é . 

2 6 3 . T H É O R È M E . — La somme des moments des deux 

forces d'un couple par rapport à un axe quelconque, 

est égale au moment du couple, projeté sur un plan 

perpendiculaire à cet axe. 

En effet, l a s o m m e des m o m e n t s des deux forces du 
couple de l 'espace p a r r a p p o r t à l 'axe est éga le (n° 2 3 3 ) 
à la somme des m o m e n t s des project ions des forces sur 
un plan pe rpend icu la i re à l 'axe, c 'est-à-dire au m o m e n t 
du couple project ion. 

Or, si A est l 'angle que le p lan du couple (P, — P) 
fait avec le p l an pe rpend icu la i r e à l 'axe, nous au rons , 
en dés ignant pa r P'p' le m o m e n t du couple projeté , e t 
par Pp le m o m e n t du couple de l 'espace : 

P'p' = Pp cos A. 

On conclut de là que la s o m m e des mo men t s des deux 
forces du couple p a r r a p p o r t à u n axe est nulle pour 
A - 90°, c 'est-à-dire lorsque l 'axe est para l lè le au p lan 
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du couple ; ce t te s o m m e est m a x i m u m p o u r A = 0, 
c 'es t -à-di re lorsque l 'axe est pe rpend icu la i r e au plan du 
couple ; enfin, ce t te s o m m e est cons tan te , lorsque A est 
c ons t a n t . Donc, la somme des moments des deux forces 

d'un couple par rapport à une droite, est la même que 

la somme des moments de ces forces par rapport à une 

autre droite parallèle à la première. 

T r a n s l a t i o n d e s c o u p l e s . 

M e s u r e d e s c o u p l e s . — A x e d ' u n c o u p l e . 

2 6 4 . T H É O R È M E . — L'effet d'un couple n'est pas 

changé quand on fait tourner son bras de levier autour 

d'une de ses extrémités, ou autour d'un point quelconque 

pris sur ce bras de levier. 

Soit u n couple ( P , — P) dont AB est le b ras de levier 
(flg. 86) , et soit 0 u n point pr is s u r ce bras de levier. 

Fa isons t ou rne r AB en 
F l ° 1 8 6 - A'B f , et in t roduisons aux 

points A' et B' deux 

forces égales à P , direc­

t e m e n t opposées, et per­

pendicula i res à A'B'. Le 

sys tème n'est pas changé 

p a r l ' in troduct ion de 

ces forces (n° 2 0 8 ) Or, 

les d e u x forces P et 

— P , appl iquées respec­

t i v e m e n t en A et A', 
p e u v e n t ê t r e considé­

rées c o m m e appl iquées en C : elles se composent en une 

force u n i q u e R' d i r igée su ivan t la b issec t r ice de l 'angle C, 
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et, pa r conséquent , su ivan t la b issect r ice de l 'angle 0 . 
D'autre pa r t , les deux forces P et — P , appl iquées 
respect ivement en J3' et B , peuven t ê t r e cons idérées 
comme appl iquées en D ; elles se compose ron t en u n e 
force R", d i r igée su ivan t la bissectr ice de l ' angle D, ou 
de l 'angle 0 . Or, il es t év ident que les deux forces R' et 
R", qui peuven t ê t re cons idérées c o m m e appl iquées 
en 0 , sont égales et d i r ec t emen t opposées ; donc , elles 
se détruisent . Le sys tème se r édu i t donc a u x deux forces 
P et — P , appl iquées r e spec t ivemen t en A' et B ' , et le 
théorème est d é m o n t r é . 

2 6 5 . T H É O R È M E . -— Un coupla peut être transporté 

parallèlement à lui-même dans son plan,ou dansunplan 

parallèle, sans que son effet soit changé, pourvu que le 

nouveau bras de levier soit invariablementliéau premier. 

Soit un couple (P , — P) don t le b r a s de levier est AB, 
(fig. 87), et soit A'B' u n e dro i te éga le et para l lè le à 
AB, inva r i ab lemen t liée à cet te de rn i è re . E n c h a c u n des 
points A' et B ' , in t roduisons deux forces égales et 

para l lè les à P , et 
d i r ec t emen t oppo­
sées . Le sys tème ne 

1 s e ra pas c h a n g é p a r 
l ' in t roduct ion de ces 

B - forces. Or, les deux 
forces + P , appli­
quées en A e t B' se 
composeron t en une 
force un ique 2 P , 
appl iquée au mil ieu 
de AB' , e t pa ra l -

' p j a p lèle a u x forces P . 

De m ê m e , les deux 
f o r c e s — p ( appl iquées en A' et B, se composent on u n e 
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force un ique — 2 P , appl iquée au mil ieu de A'B, et 

para l lè le a u x forces P : cet te de rn iè re force — 2P est 

donc éga le et d i rec tement opposée à la force + 2P , et 

p a r conséquent , elle la dé t ru i t . Le sys tème est donc 

r é d u i t a u x deux forces P , — P , appl iquées respecti­

v e m e n t en A' et B' , c 'est-à-dire a u couple (P, — P), 

t r a n s p o r t é pa ra l l è l emen t à lu i -même. 

2 6 6 . T H É O R È M E . — Un couple peut être transporté 

comme on voudra dans son plan ou dans un plan 

parallèle invariablement lié au premier, sans que son 

effet soit changé, pourvu que le nouveau bras de levier 

soit invariablement lié au premier. 

La démons t r a t ion de ce t h é o r è m e résu l te évidemment 

de la combinaison des d e u x p récéden t s . 

2 6 7 . T H É O R È M E . — Un couple peut être remplacé 

par un autre couple de bras de levier différent, situé 

dans le même plan ou dans un plan parallèle invaria­

blement lié au premier, pourvu que leurs moments 

soient égaux, et qu'ils soient de même sens. 

Soit u n couple (P , — P) de b r a s de levier AB = p 

(fig. 88) : nous al lons d é m o n t r e r que l'on peut remplacer 

ce couple p a r u n autre 

couple (P ' , — P') dont 

p' est le b r a s de levier, 

p o u r v u que l'on ait : 

P ' p ' = Vp. 

Sur le prolongement 

de AB, prenons une 

l o n g u e u r BC = p', et 

i n t rodu i sons a u point C 

d e u x forces égales à 

P ' e t d i r ec t emen t oppo­

sées . Le sys t ème n e s e r a p a s c h a n g é p a r l ' introduction 

de ces forces. Or, les d e u x forces P e t P ' , appliquées 

ss. 

- P ' 
4 

P+P 7 
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respectivement en A e t C, pa ra l l è les et de m ê m e sens , se 
composent en une force unicpae éga le à P + P ' , e t 
appliquée en u n point qui divise la droi te AC dans le 
rapport de P ' à P : ce se ra donc au point B (n° 2 4 7 ) . 
Mais, les deux forces P + P ' e t — P , appl iquées en B, 
et directement opposées , se composen t en u n e force P ' , 
et le système est donc rédu i t a u x d e u x forces P ' et — P ' , 
appliquées en B et C, para l lè les et de sens cont ra i res . 
Ce nouveau couple peu t donc r e m p l a c e r le p r emie r . 

On peut encore énoncer ce t h é o r è m e en d i san t que 
deux couples de même moment et de même sens, situés 

dans un même plan ou dans des plans parallèles sont 

équivalents. 

COROLLAIRE. — Il r ésu l t e de ce t h é o r è m e qu 'un couple 
étant donné, on peut le r e m p l a c e r p a r un au t r e couple 
dont le bras de levier est donné , ou p a r u n a u t r e couple 
dont les forces sont données . 

2 6 8 . THÉORÈME. — Les efforts de deux couples sont 

proportionnels à leurs moments. 

Pour démon t r e r ce t te proposi t ion, nous al lons d 'abord 

démontrer que deux couples qui agissent su r des bras 

de levier égaux sont en t re eux comme les forces de ces 

couples. 

Soient donc deux couples (P, — P) et (Q, — Q) dont 
les bras de levier sont é g a u x : supposons que les forces 
P et Q soient en t re elles d a n s le r appo r t de m à n. En 
remplaçant c h a c u n e des forces P pa r m forces égales , et 
chacune des forces Q p a r n forces égales en t re elles et 
aux premières , nous pour rons considérer le couple 
(P, — P) comme la somme de m couples égaux et de 
même sens, appl iqués l'un su r l ' aut re , et le couple 
(Q, — Q) comme la somme de n couples égaux entre 
eux et aux p remie r s , appl iqués l 'un sur l ' aut re . Les 

16 
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in tens i tés des couples (P , —• P ) , (Q, — Q) seront donc 
e n t r e elles dans le r a p p o r t de m à n, ou dans le rapport 
de P à Q. 

Soient m a i n t e n a n t deux couples quelconques (P, — P) , 
e t (Q, — Q) dont les b ras de levier sont^) et q. 

D'après le t h é o r è m e de l 'équivalence des couples 
(n° 2 6 7 ) , on p o u r r a r e m p l a c e r le couple (Q, — Q) de 

b ras de levier q, p a r u n couple ^ Q, — de bras 

de levier p, pu i sque ces deux couples au ro n t leurs 
m o m e n t s é g a u x à Qq. Donc, a u l ieu des deux couples 
(P , — P ) , (Q, — Q), nous a u r o n s les d e u x couples 

(P , — P) , (J^Q. — j s ^ ) ' ^ o n ^ ^ e s ^ r a s ^ e ^ e v ^ e r s o n ^ 

é g a u x . Or, les in tens i tés de ces couples sont en t re elles 

comme les forces, et nous a u r o n s , en dés ignant ces 

in tensi tés p a r M et N : 

M : N = P : - Q, 
P 

ou bien : 

M : N = Pp : Qq, 

ce qui démon t r e le t h é o r è m e énoncé . 
C O R O L L A I R E . — Si l 'on p r e n d pour unité de couple 

celui qui es t composé de deux forces égales à l 'unité de 
force, e t don t le b ras de levier es t éga l à l 'unité de 
longueur , la formule ci-dessus nous app rend que le 
couple (P , — P) con t i en t a u t a n t de fois l 'unité de couple 
que son m o m e n t Fp cont ient de fois l 'unité. P a r 
conséquent , le moment d'un couple est la mesure de 

son effort ou de son intensité. 

2 6 9 . T H É O R È M E . — Deux couples de même moment 

et de sens contraires, situés dans un même plan ou dans 

des plans parallèles, se font équilibre. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Fig. 89. 
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Soient les d e u x couples (P , — P ) , (Q, — Q) de 

sens c o n t r a i r e s , et dont 
les m o m e n t s Pp, Qq sont 
é g a u x . 

T ranspor tons le couple 
(Q, — Q) de m a n i è r e que 
son b r a s de levier B C = q 

se t r o u v e dans le prolon­
g e m e n t du b r a s de levier 
A B = p du couple (P , — P) 
(fig. 89). Les deux forces 
— P , — Q, appl iquées a u 
point B , se composeron t 

en une force éga le à l eu r somme — (P + Q), appl iquée 
au point B . 

D'autre pa r t , les deux forces P et Q appl iquées en A et 
C, parallèles et de m ê m e sens, se composent en u n e force 
égale à leur somme P + Q, para l lè le à ces forces, 
de même sens que ces forces, e t appl iquée é v i d e m m e n t 
au point B (n° 2 4 7 ) . Nous avons donc au point B deux 
forces égales à P + Q, et de sens con t ra i re s . Ces deux 
forces se dé t ru i sen t , et , pa r su i te , le sys tème des deux 
couples est en équ i l ib re . 

2 7 0 . A X E D'UN COUPLE. — Un couple es t dé t e rminé , 
c'est-à-dire que l'on conna î t tou t ce que l'on a besoin de 
connaître r e l a t ivement à l 'énergie d u couple, e t à sa 
position dans l 'espace, quand on connaî t la position du 
plan, la grandeur du moment, et le sens du couple. Un 
couple peut ê t re r ep résen té p a r une s imple droi te , que 
l'on appelle Taxe du couple. On p r e n d r a cet te droi te 
perpendiculaire a u p lan du couple, dans u n sens tel 
qu'un observa teur p lacé su ivant ce t axe , les pieds à 
l'origine, voie le couple t end re à faire t o u r n e r son b ras 
de levier, supposé fixé p a r u n de ses points , dans le sens 
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que nous avons adopté pour le sens positif. Sur cette 
d ro i te , nous p rendrons u n e l ongueu r égale au moment 
du couple. Cette droi te est ce que l'on appel le l'axe du 

couple. Elle r e p r é s e n t e r a le couple : en effet, quand elle 
s e r a donnée , le couple se ra en t i è remen t dé te rminé pour 
son p lan , son m o m e n t et son sens . 

R E M A R Q U E . - On voit que l 'axe d'un couple n'occupe 
pas une position dé te rminée dans l 'espace. On peut 
toujours le faire passer pa r u n point pris d 'une manière 
a r b i t r a i r e dans l 'espace. 

2 7 1 . On a r r ive ra facilement au t h é o r è m e suivant que 
nous avons déjà énoncé sous une a u t r e forme (n° 2 6 3 ) : 
La somme des moments des forces d'un couple par 

rapport à une droite quelconque est la projection de 

Taxe du couple sur cette droite. 

C o m p o s i t i o n d e s c o u p l e s . 

2 7 2 . T H É O R È M E . — Deux couples situés comme 

on voudra dans un même plan ou dans des plans 

parallèles, se composent en un couple unique dont 

le moment est la somme algébrique des moments des 

couples composants. 

Soient deux couples (P , — P) , (Q, — Q) de bras de 
levier p et q. D'après les t héo rèmes précédents , on pourra 
r a m e n e r ces d e u x couples dans un m ê m e p lan (n° 2 6 6 ) ; 
puis , on t r ans fo rmera (n° 2 6 7 ) le couple Qq en un autre 
coup le de m ê m e momen t e t de m ê m e sens , et ayant 
pour b ras de levier p. Il suffira pour cela de poser : 

V'p = Qq. 
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Cela p o s é , on fait coïncider les d e u x b r a s de 
levier égaux ; on a alors à chaque ex t r émi té du b r a s 
de levier commun deux forces de m ê m e direct ion, qui 
se composent en u n e force un ique éga le à la somme 
algébrique de ces deux forces. Ces d e u x r é su l t an t e s 
P + P f forment u n couple qui é q u i v a u d r a à l 'ensem­
ble des deux couples proposés , et dont le m o m e n t 
sera : 

(P + P') p = Yp + Y'p = Yp + Qq. 

2 7 3 . THÉORÈME. — Tant de couples que Von voudra, 

situés d'une manière quelconque dans un même plan 

ou dans des plans parallèles, se composent en un couple 

unique, situé dans un plan parallèle aux plans des 

couples composants, et dont le moment est égal à la 

somme algébrique des moments des couples compo­

sants. 

Il suffira pour d é m o n t r e r ce t h é o r è m e d 'appl iquer le 

théorème précédent . 

REMARQUE. — Ce r é s u l t a t peu t s 'énoncer p lus s imple­
ment en disant que l'axe du couple résultant est la 

somme algébrique des axes des couples composants. 

2 7 4 . Réc ip roquement , on p o u r r a décomposer u n 
couple donné en t a n t de couples que l'on voud ra , s i tués 
dans un même plan ou dans des p lans pa ra l l è les . 

2 7 5 . THÉORÈME. •—• Deux couples situés comme on 

voudra dans deux plans qui se coupent sous un angle 

quelconque, se composent en un couple unique dont 

le plan passe par l'intersection des plans des deux 

couples, et dont le moment est relié aux moments 

des couples composants par la loi du parallélogramme. 
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Soient deux couples (P , — P ) , (Q, — Q) si tués dans 
les d e u x p lans M et N (fig\ 90). Sur l ' intersect ion de ces 

composen t p a r la r èg le du p a r a l l é l o g r a m m e en une 
force R. Nous aurons ainsi en A et B d e u x forces égales 
à R, para l lè les et de sens con t ra i res : elles forment un 
couple qui p o u r r a r e m p l a c e r les deux couples proposés, 
e t le t h é o r è m e est démon t r é . 

COROLLAIRE. — Il est évident que l'on a : 

ou bien : 

R 2 . Â B 2 = P ' 2 . Â B Z + Q ' 2 . A B 2 + 2 P ' . A B . Q ' . A B cos V , 

e n dés ignan t p a r V l 'angle des d e u x p l ans . 

Si donc L et M sont les m o m e n t s des couples compo­

san t s , le couple r é su l t an t W se ra donné p a r la formule : 

Eig. 90. 

H 

d e u x p lans prenons une 
l o n g u e u r AB quelconque. 
Cela posé , remplaçons 
les d e u x couples donnés 
p a r deux couples équi­
va len t s a y a n t AB pour 
b r a s de levier , et soient 
(P-, — P r ) , (Q', — Q') ces 
deux couples . 

-P' 

Or, les deux forces 
P ' , Q', à chacune des 
ex t rémi tés de AB se 

R 2 = P ' 2 4- Q ' 2 + 2 P ' Q ' cos ( P ' , Q ' ) , 

W 2 = L 2 + M 2 -t- 2LM cos V. 

On a aussi : 

L : M : W = sin (M, W) : sin (L, W] : sin (L, M). 
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2 7 6 . R E M A R Q U E . — Il es t facile de s 'assurer q u e 
l'axe du couple résultant est la diagonale du parallélo­

gramme construit sur les axes des couples composants. 

En effet, si l'on mène les axes des t rois couples , ces 
axes forment u n p a r a l l é l o g r a m m e dont les côtés et la 
•diagonale seront propor t ionnels à P ' , Q', R ; de plus, les 
angles que ces axes font e n t r e e u x sont é g a u x a u x 
angles des p lans des t ro is couples . On a donc le t h é o r è m e 
suivant : 

THÉORÈME. —- Si deux couples sont représentés pour 

leurs axes et leurs moments par les deux côtés d'un 

parallélogramme, ces deux couples se composent en un 

couple unique dont l'axe est donné en grandeur, direc­

tion et sens par la diagonale de ce parallélogramme. 

REMARQUE. — Si les p lans des deux couples sont 
rec tangula i res , les axes de ces couples sont aussi 
rec tangula i res , et l'on a : 

W 2 = L* + M2 ; 

si l'on dés igne pa r a, (3 les angles que l 'axe du couple 
résul tant fait avec les axes dos couples composan t s , il 
vient : 

L = W cos a, M = W cos B = W sin a. 

2 7 7 . T H É O R È M E . — Trois couples représentés par 

les trois arêtes contigues d'un parallélipipède se compo­

sent en un couple unique dont l'axe est représenté par 

la diagonale de ce parallélipipède. 

On démon t re ce t h é o r è m e en opé ran t c o m m e pour le 
paral lé l ipipède des forces (n° 2 1 6 ) . 

Si les axes des couples sont pe rpend icu la i r e s en t re 
eux, c 'est-à-dire si les p lans de ces couples sont pe rpen­
d icu la i res , le para l lé l ip ipède es t d ro i t , e t l'on a, 
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en dés ignan t p a r L, M, N les m o m e n t s des couples 

composants , et p a r W le m o m e n t du couple résu l tan t : 

W 2 = L 2 -f M 2 + N'2 ; 

en ou t re , si 1, p , u sont les ang les que l 'axe du couple 
r é su l t an t fait avec les axes des couples composants , 
on a u r a : 

L = W cos / , M = W cos p , N = W cos u. 

2 7 8 . R E M A R Q U E . — Un couple W peu t ê t re décomposé 
en t ro i s couples s i tués dans t rois p lans rec tangula i res , 
ou dont les axes sont perpendicu la i res en t re eux . 

Les couples composants sont dé t e rminés pa r les 
formules qui p récèden t . 

2 7 9 . T H É O R È M E . — Tant de couples que Von voudra, 

situés dans des plans quelconques, se composent en un 

couple unique dont l'axe est donné par la règle du 

polygone des axes. 

L a démons t ra t ion de ce t h é o r è m e est év idente . 
R E M A R Q U E . — Si t rois couples ag i ssen t dans trois 

p lans qui forment u n angle sol ide, ou qui se coupent en 
u n point un ique , ils ne peuven t avoir u n couple résul tant 
nul , à moins qu'ils ne soient nu ls tous les t rois . 

2 8 0 . CONDITIONS D'ÉQUILIBRE DES COUPLES. — Si les 

couples sont si tués dans des p lans para l lè les , la condition 
nécessa i re e t suffisante pour l 'équil ibre est que la somme 
a lgébr ique de l eu r s momen t s soit nu l le . 

Si les axes des couples ne sont pas para l lè les , il faut 
que les sommes a lgébr iques des project ions de ces axes 
s u r t ro is axes r ec t angu la i r e s soient nul les séparément . 
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C o m p o s i t i o n d ' u n c o u p l e e t d ' u n e f o r c e . 

2 8 1 . T H É O R È M E . — Une force et un couple situés-

dans un même plan se composent en une force unique-

égale et parallèle à la force donnée, et située à une 

distance de celle-ci égale au moment du couple divisé 

par l'intensité de la force. 

Soient P la force donnée (fig. 91), et (Q, — Q) le 

couple donné . Nous pouvons r emp lace r le couple (Q, — Q) 

Fig. 91. 

B 

par u n a u t r e couple de m ê m e m o m e n t e t de m ê m e s e n s , 

dont les forces so ien t éga les à P (n° 2 6 7 ) . Il suffira, 

pour dé t e rmine r le b r a s de levier du n o u v e a u couple , de 

poser l 'égalité : 

Pp = Qq, 

d'où l'on t i r e 
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Cela posé , t r anspor tons ce n o u v e a u couple dans son 
p l an , de m a n i è r e que l 'une des forces P du couple soit 
d i r e c t e m e n t opposée à la force P donnée . Le couple 
o c c u p e r a a lors la posit ion (P , — P) de bras de levier 
€D = p. Or, les d e u x forces P appl iquées en C, égales 
e t d i r ec temen t opposées, se dé t ru i sen t . Le système est 
ainsi r a m e n é à la force un ique P , éga le et para l lè le à la 
force donnée P , et appl iquée a u po in t D, et l'on a 

CD = p = ^ • Le t h é o r è m e est donc démon t r é . 

2 8 2 . T H É O R È M E . —- Une force et un couple, non 

situés dans un même plan, se composent d'une infinité de 

manières en deux forces non situées dans un même plan. 

Soient P la force donnée , e t (Q, — Q) le couple donné. 
Soit A le point de r e n c o n t r e de la force P avec le plan 
d u couple (fig. 92). On peu t t r a n s p o r t e r le couple dans 
son p lan de m a n i è r e que l 'une des forces du couple 

v i e nne passe r pa r le point A. Cela posé, les deux forces 
concouran t e s P et Q se composen t en u n e résu l tan te R, 
non s i tuée dans le p lan MN, et le sys t ème est donc réduit 
à la force Q, appl iquée en B, et s i tuée dans le p lan MN, 
« t la force R non si tuée dans ce p l an . Il est évident que 

Fig. 92. 

R 
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cet te réduc t ion peu t ê t r e faite d 'une infinité de m a n i è r e s : 

en effet, le couple (Q, — Q) peu t ê t r e t o u r n é c o m m e 

on voudra a u t o u r du poin t A ; d ' au t re pa r t , on p e u t 

r emplacer le couple (Q, — Q) p a r u n a u t r e couple équ i ­

valent . Dans c h a c u n de ces cas , on a u r a u n e r é su l ­

tan te R 1 différente d e R. 

2 8 3 . T H É O R È M E . — Deux forces non situées dans 

un même plan peuvent se ramener d'une infinité de 

manières à une / b r c e et un couple non situés dans un 

même plan. 

Soient P e t Q les deux forces s i tuées dans les p l ans 

M et N , 0 e t 0 ' les points de 
F l g ' 9 3 - r e n c o n t r e de ces forces avec 

> / / P " * ^ ^ N l ' intersect ion des d e u x p l a n s 

évident que ce t te réduc t ion peu t se faire d 'une infinité 

de maniè res . 

2 8 4 . T H É O R È M E . — Une force P appliquée en un 

point A d'un corps solide, peut être transportée paral­

lèlement à elle-même en un autre point 0 invariablement 

lié au premier, pourvu que l'on adjoigne à cette force 

un couple dont le plan coïncide avec le plan PAO, et 

dont le moment soit égal au produit de la force P par 

la distance du point 0 à la direction primitive de la 

force. 

(fig. 93) . Appl iquons a u poin t 

0 ' , et dans le p lan M deux forces 

P , — P égales et para l lè les à P , 

e t d i rec tement opposées . Les 

d e u x forces P et Q en 0 ' se 

composeront en u n e force un ique 

R, et les d e u x forces r e s t an t e s 

formeront u n couple (P , — P) 

s i tué dans le p lan M. Il est 
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Fig. 94. 

Soit P u n e force app l iquée a u po in t A, e t soit 0 u n 
poin t que lconque i nva r i ab l emen t lié 
au point A (fig. 94) . In t roduisons au 
point 0 deux forces éga les e t pa ra l ­
lèles à P , e t d i r ec t emen t opposées : 
il es t évident que l 'é ta t du corps n e 
s e r a p a s c h a n g é . Le sys t ème se com­
pose ra alors d 'une force P égale , 
para l lè le e t de m ê m e sens que la 
force proposée , e t appl iquée au point 
0 , e t d 'un couple (P , — P) dont le 
b r a s de levier se ra On, c 'est-à-dire la 
dis tance du point 0 à la direction 

pr imi t ive de la force. 

R E M A R Q U E . —̂ Ce théo rème pou r r a i t ê t re considéré 

c o m m e l a réc iproque du t h é o r è m e (n° 2 8 1 ) . 
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C H A P I T R E I I I . 

C o m p o s i t i o n d e s f o r c e s q u e l c o n q u e s 

a p p l i q u é e s à u n c o r p s s o l i d e . 

2 8 5 . T H É O R È M E . — Tant de forces que l'on voudra, 

•appliquées à un corps solide, peuvent toujours se réduire 

à deux forces non situées dans un même plan, et dont 

l'une passe par un point A , pris arbitrairement dans 

le corps. 

Soient P , P R , P " , . - - les forces données , et soient 
m, m!, m",... les poin ts d 'applicat ion de ces forces. 

Imag inons deux au t r e s points 
sis- 95- B e t C (fig. 95) pr i s a rb i t r a i ­

r e m e n t dans le corps , et jo i ­
gnons les t ro i s points A , B, C 
a u x points d 'applicat ion des 
forces données . On peu t décom-

A ' v poser la force P , appl iquée en 
m, en t rois forces di r igées sui ­
v a n t m\, mB, mC. Opérons de 
m ê m e pour les forces P ' , P " , . . . 
Nous a u r o n s ainsi pour chaque 

force trois composan tes appl iquées en A , B, C . Or, toutes 
les forces appl iquées en A se composent en u n e force 
unique que l'on obt ient p a r la r èg le du polygone des 
forces. De m ê m e , les forces appl iquées e n B se composent 
•en une force un ique , ainsi que les forces appl iquées en C . 
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Nous ob tenons donc ainsi t rois forces R, S, T respect i­
v e m e n t appl iquées en A, B, C. Donc, toutes les forces 

données peuvent être réduites à trois forces passant par 

trois points pris arbitrairement dans le corps. 

Nous al lons m a i n t e n a n t r é d u i r e ces t ro is forces à 
d e u x , don t l 'une pa s se r a p a r le point A. A cet effet, soit 

Fig. 96. 

A X l ' intersect ion des d e u x p l ans ABS, ACT (fig-. 96) ; 
p r enons su r AX u n point D que lconque , e t jo ignons DB 
c t D C . 

Nous pour rons décomposer l a force S, appl iquée en B, 
en deux forces U et U' d i r igées , l 'une su ivan t AB, l 'autre 
su ivan t DB ; de m ê m e , nous pou r rons r emp lace r la force 
T appl iquée en C p a r deux forces V et V dir igées, l'une 
su ivan t AC, l ' aut re su ivan t DC. 

Or, les t rois forces concouran tes R, U et V ont une 
r é su l t an t e un ique Q appl iquée en A, e t les deux 
forces concouran tes U' et V ont u n e résu l t an te unique 
Q' appl iquée en D. Ces deux dern iè res forces Q et Q', 
don t la p r e m i è r e est appliquée au point A peuven t donc 
r e m p l a c e r les forces"données P , P ' , P", . -- et le théorème 
est démont ré . 
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REMARQUE I. — Il est év iden t que cet te composit ion 

peut se faire d 'une infinité de man iè r e s : en effet, l e 

point D pris su r AX est que lconque , et d 'ai l leurs l es 

points B et C sont aussi que lconques . 

REMARQUE I I . — 1° Si les forces Q et Q' sont égales e t 
directement opposées, les forces P , P ' , P 1 ' , . . . se font 
équilibre. 

2° Si les deux forces Q et Q' sont s i tuées dans u n 
même plan, c 'est-à-dire si elles sont concouran tes ou 
parallèles, on pou r r a i t les composer en u n e seule , 
(à moins qu'elles n e soient para l lè les , égales et de sens 
contraires) , et le sys tème se r édu i ra i t à u n e r é su l t an t e 
unique. 

3° Si les forces Q et Q' sont para l lè les , égales et d e 
sens cont ra i res , le sys tème se r édu i t à u n couple . 

2 8 6 . On peu t a r r ive r au môme r é su l t a t d 'une a u t r e 

manière : 

THÉORÈME. — Un nombre quelconque de forces appli­

quées à un solide invariable peut toujours être remplacé 

d'une infinité de manières par une force unique et un 

couple unique. 

Soient P , P ' , P " . . . , des forces appl iquées a u x po in t s 
m, m', m" , . . . d 'un solide inva r i ab le . Soit 0 u n poin t 
faisant pa r t i e du corps solide, ou inva r i ab l emen t rel ié à 
ce corps, et t r anspor tons tou tes les forces données en ce 
point 0 . Xous r emplace rons ainsi (n° 2 8 4 ) le s y s t è m e 
des forces données p a r u n sys tème de forces égales e t 
paral lèles a u x p remiè re s , et appl iquées au point 0 , e t 
pa r des couples en n o m b r e éga l au n o m b r e des forces. 
Or, tou tes les forces appl iquées en 0 se composent en 
une force un ique R , appl iquée en ce point ; tous les 
couples se composen t en u n couple un ique W . P a r 
conséquent , le sys tème se r édu i t à u n e f o r c e un ique et u n 
couple un ique . 
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REMARQUE I. — Ce résu l ta t est exac temen t équivalent 
a n précédent : en effet, nous pouvons p r end re le point A 
-du t h é o r è m e précédent pour le point 0 , où l'on transporte 
les forces. Cela posé, le couple W (Q, — Q) peut être 
t r anspor t é , comme on voudra , dans des p lans parallèles 
(n° 2 6 6 ) . Nous pouvons donc faire en sor te que l'une 
des forces du couple, p a r exemple la force + Q> passe 
p a r le point A . Si nous composons a lors les forces R 
et Q, concouran tes en A , nous ob t iendrons u n e force S, 
appl iquée au point A , et le sys tème est a lors rédui t aux 
forces S et — Q. 

R E M A R Q U E I I . — Il est évident que , quel que soit 
le point 0 où l'on t r a n s p o r t e les forces données, la 
g r a n d e u r , la direct ion et le sens de la force R restent les 
mêmes , puisque le polygone des forces se ra toujours le 
m ê m e ; au con t r a i r e , la g r a n d e u r e t la direction du 
coup le va r i en t avec l a posi t ion du point 0 . 

L a force R s 'appelle la résultante de translation. 

2 8 7 . M É T H O D E ANALYTIQUE. — Soient P , P ' , P " , . . . 

les forces données , appl iquées a u x points m, m', in",... 

(X, Y , Z), (X 1 , Y', 71),... les composan te s de ces forces 
pa r a l l è l emen t à t ro is axes r e c t a n g u l a i r e s , [x, y, z), 

(x', y', z'),... les coordonnées des points m, m', m",... 

p a r r a p p o r t a u x mêmes axes . 

Considérons la force P (fig. 97) appl iquée au point 
m (x, y, z) : au lieu de t r a n s p o r t e r la force P directement à 
l 'or igine, nous y t r a n s p o r t e r o n s ses composantes X , Y , Z. 

A cet effet, t r an spo r tons l a force X au point n, en 
i n t rodu i san t le couple (X, — X) don t le b ras de levier 
es t mn — z, et dont le m o m e n t est Xz : ce couple est 
s i tué dans u n p lan para l lè le a u p lan des zx, c'est-à-dire 
d a n s le p lan de zx; si nous cons idérons comme positives 
les ro ta t ions des y vers les z, des z ve rs les x, et des x 

vers les y, le couple Hz sera posit if (n° 2 6 1 ) . La force X, 
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appliquée en n, peu t ê t r e t r an spo r t ée en a (ou en 0 ) , en 

introduisant u n couple (X, — X) dont le b r a s de levier 

Fig. 97. 

est na = y, et dont le m o m e n t est ~Ky : ce couple est 

situé dans le p lan des xy, et il es t néga t i f ; nous au rons 

donc dans le p lan des xy le couple — Xy . 

Ainsi, la t r ans la t ion de la force X à l 'origine nous 
donne : 

1° la force X , appl iquée à l 'origine 0 ; 

2" le couple 4- X^ , s i tué dans le p lan des zx ; 

3° le couple — X y , s i tué dans le p lan des xy. 

La force Y p o u r r a aussi ê t re t r anspo r t ée de m en n, 

puis de n en b, en in t rodu i san t deux couples , et nous 

aurons ainsi : 
17 
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1° la force Y, appl iquée a u point 0 ; 

2° le couple — Yz, s i tué dans le p lan des yz ; 

3° le couple + Ycc, s i tué dans le p lan des xy. 

Enfin, l a t r ans l a t ion de la force Z à l 'origine nous 
d o n n e r a : 

1 ° l a force Z, appl iquée a u point 0 ; 

2° le couple — Zx, s i tué dans le p lan des zx ; 

3° le couple 4- Zy, s i tué dans le p l an des yz. 

C h a c u n e des forces données p o u r r a ê t r e t ranspor tée à 
l 'or ig ine de l a m ê m e m a n i è r e que la force P , et nous 
a u r o n s ainsi p o u r c h a c u n e d'elles : t ro is forces X, Y, Z, 
app l iquées a u point 0 , et dans c h a c u n des plans 
coordonnés des couples Zy — Yz, X * — Zx, Yx — Xy. 
Tou tes les forces su ivan t l 'axe des x se composent en une 
force un ique : 

SX = X + X' 4- X" + . . . ; 

n o u s a u r o n s de m ê m e pour les d e u x a u t r e s axes : 

SY = Y + Y' 4- Y" 4-

I Z = Z 4- Z' 4- Z" 4-

Nous a u r o n s aussi dans les trois p lans coordonnés trois 
sé r ies de couples ; ces couples se composeront dans 
c h a c u n des p lans en un couple un ique égal à la somme 
a l g é b r i q u e des couples composan t s (n° 2 7 3 ) , et il 
v i e n d r a : 

1° dans le p l an des yz, le couple L = 2<{Zy —Yz) ; 

2° » zx, » M = £ (Xz — Zx) ; 

3° •» xy, » N = I(Yx — Xy). 

Le sys t ème est donc r a m e n é à t ro is forces dirigées 

s u i v a n t les t ro i s axes , e t t ro is couples si tués dans les 
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trois plans coordonnés . Ces t ro i s forces se composeront 

en une force un ique R, donnée p a r la formule (n° 2 1 9 ) : 

R 2 = ( V X ) 2 + (XY)2 + (SZ)2, 

et, en dés ignant p a r a, b, c les ang les que R fait avec les 

axes, on a : 

SX SX 
cos a 

cos b 

R [/(ÏXf + (£Y)« -f (SZ2) ' 

SY SY 

R l / ( S X ) 2 4 - iSY)2 4 - (SZ)2 

HZ 2Z 
COS C = —r- = 

R l / ( S X ) s 4 - (SY)2 4 - f£Z)* 

Les trois couples L, M, N se composeront en u n couple 

unique W , donné p a r l a formule (n° 2 7 7 ) : 

W 2 = L ' 4- M* 4 - N 2 , 

et, en dés ignant p a r 1, p , u les ang les que l 'axe de ce 

couple fait avec les axes coordonnés , on a : 

L 

C 0 S * = W 

M 

c o S u = — 

E 'Zy - Y*) 

l / j ^ Z y - Y - s , | 2 4 - | S ( X 3 - -Zic)j 24-jS(Yj;-

S(X* — • Zœ) 

j / j£ (Zy—Y*' ! S 2 4 - | £ [ X * - Zœ ) | 2 4 - i^(Yic - X y ) j z 

S lYa; — -Xy) 

k ¡2(Zy - Y z ) f + jS(Xa - Za;)|2 + |2( Ya: - Xy) j 2 
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Ainsi donc , en géné ra l , le sys tème des fo rcesP ,P ' ,P" , . . . 

se r a m è n e à une force un ique R , et u n couple unique W, 

dé te rminés pa r les formules qui p récèden t . 

CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si la force R est nulle, les 
forces se r édu i sen t à u n couple u n i q u e W . 

2 ° Si le couple W est nu l , les forces se réduisen t à une 
force un ique R . 

3° Si le couple W et la force R sont nuls , les forces 
données se font équi l ibre . 

2 8 8 . Nous venons de voir que , si le couple W est 
nul , les forces se r édu i sen t à une r é su l t an t e unique R . 
Le sys tème p o u r r a encore se r é d u i r e à u n e résultante 
un ique , dans le cas où le couple W et la force R sont 
si tués dans un m ê m e plan (n° 2 8 1 ) , c 'est-à-dire lorsque 
la force R sera perpendicu la i re à l 'axe du couple. 

I l r é su l t e de là que la condi t ion ana ly t ique nécessaire 
et suffisante pour que le sys tème des forces P , P ' , P",.. . 
appl iquées à des points i n v a r i a b l e m e n t reliés ent re eux, 
se r a m è n e à u n e r é su l t an te un ique , est : 

cos a cos A -f- cos b cos p -f- cos c cos u = 0, 

ou bien, en r e m p l a ç a n t les cosinus p a r l eurs valeurs : 

LUX -f M S Y + NSZ = . 0 . 

2 8 9 . REMARQUE I. — Il est facile de s 'assurer que 

les moments L, M, N des trois couples situés dans les 

trois plans coordonnés, ne sont autres que les sommes 

des moments des forces données par rapport aux trois 

axes coordonnés. 

En effet, d 'après ce q u e nous avons vu (n° 2 3 8 ) , 
l 'expression Yx — X y est le m o m e n t de la force P par 
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rappor t à l 'axe des Z ; p a r conséquen t , S (Yx —• Xy) ou. 
N est la somme des m o m e n t s des forces données p a r 
rappor t à l 'axe des Z. 

Donc, les momen t s L, M, N des project ions d u couple W 
sur les trois p lans coo rdonnés , c 'es t -à-d i re les project ions 
de l 'axe W sur les a x e s coo rdonnés , sont é g a u x a u x 
sommes des m o m e n t s des forces p a r r a p p o r t à ces 
mêmes axes . 

2 9 0 . R E M A R Q U E I I . — On sa i t (n° 2 6 2 ) que si l'on 

projette le couple W su r u n p l a n fa isant u n ang le 9 avec 
le plan du couple W , la project ion W est donnée p a r la 
formule : 

W = W cos 9 ; 

mais, W ' est la s o m m e des m o m e n t s des forces p a r 

rappor t à l 'axe W (n° 2 6 3 ) . Donc : 

THÉORÈME. — La somme des moments des forces par 

rapport à un axe s'obtient en projetant sur cet axe le 

moment résultant, ou le moment du couple résultant. 

Ainsi, quand on a ob t enu en g r a n d e u r et d i rect ion l 'axe 
du couple r é su l t an t re la t i f à u n e ce r t a ine or ig ine , il 
suffit de proje ter cet a x e su r u n e dro i te que lconque de 
cette m ê m e or ig ine , p o u r avoi r la s o m m e des mo men t s 
des forces p a r r a p p o r t à ce t te d ro i te (ou es t imée su ivan t 
cette droi te) . 

2 9 1 . P R O P R I É T É . — La somme des moments des 

forces par rapport à un axe s'obtient en projetant sur 

cet axe les sommes des moments des forces relatives 

aux axes coordonnés, et faisant la somme de ces 

projections. 

E n effet, soient "W le m o m e n t du couple r é su l t an t pour 
une or ig ine donnée , 1, a, u les ang les que son axe fait 
avec les axes coordonnés , 9 l ' angle que fait cet axe avec 
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u n e di rect ion (X', p.', v') de la m ê m e or ig ine , W la somme 

des m o m e n t s des forces p a r r a p p o r t à ce t t e direction ; 

nous a u r o n s : 

W = W cos 6 = W (cos À cos V + cos p cos ̂ ' + cos u cos v') 
= L cos V 4- M cos p.' 4- N cos v', 

ce qui d é m o n t r e la p ropr ié té énoncée . 

2 9 2 . A X E DU MOMENT MAXIMUM. — Si nous reprenons 

la formule : 

W = W c o s G, 

nous en concluons les t héo rèmes su ivan t s : 

T H É O R È M E I . •— De tous les axes qui passent par une 

même origine, l'axe du couple résultant est celui par 

rapport auquel la somme des moments des forces est la 

plus grande 

T H É O R È M E I I . — La somme des moments est la même 

par rapport à tous les axes qui font un même angle avec 

celui du plus grand moment, ou qui forment une surface 

conique décrite autour de cet axe sous le même angle. 

T H É O R È M E I I I . — La somme des moments est nulle 

par rapport à tous les axes qui font un angle droit avec 

l'axe du plus grand moment, ou qui sont situés dans 

un plan perpendiculaire à sa direction. 
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P r o p r i é t é s d e l ' a x e c e n t r a l . 

2 9 3 . Nous avons v u (n° 2 8 6 ) que si l'on compose 
tou tes les forces données a u t o u r d 'une o r ig ine 0 , on 
obt ien t une force un ique R et u n couple un ique W . I l est 
d'abord évident que si l'on t r a n s p o r t e le po in t 0 en u n 
point que lconque de R, on a u r a tou jours la m ê m e force 
R et le m ê m e couple W r . I l est facile de s 'assurer que 
la g r a n d e u r e t la posi t ion du couple AV va r i en t avec 
l 'origine 0 pr ise en dehor s de la r é su l t an t e R . E n effet, 
soient pour le point 0 la force R et le couple W (fig. 98) : 

il est év ident que si nous 
voulons ob ten i r la force 
e t le couple relat i fs à 
u n e a u t r e or igine 0 ' , il 
suffira de t r a n s p o r t e r en 
ce point 0 ' la force R 
e t le couple "W. Or, le 
couple W se t r a n s p o r t e 
pa ra l l è l emen t à lui -
m ê m e sans a l té ra t ion ; 
la force R se t r anspo r t e 

pa ra l l è lement à e l l e -même au point 0 ' en d o n n a n t . 
na issance à u n couple (R, — R) don t le momen t est R r , 
r é t an t la d is tance d u point 0 ' à la force R dans sa 
position pr imi t ive (n° 2 8 4 ) , e t l 'axe R r de ce couple es t 
pe rpend icu la i re au plan ROO'. 

Les deux couples W et R r se composent en un couple 
un ique W qui est donné p a r la formule : 

W'» = W 2 -f- (Rr) 2 -4- 2W . R r cos 9. 
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On voit donc qu 'à l 'origine 0 ' , on obt ien t u n e force 
un ique R de m ê m e g r a n d e u r et d i rec t ion qu 'au point 0 , 
e t u n couple W différent de W . Ainsi, le p lan du couple 
e t son m o m e n t va r i en t avec la posi t ion du point 0 où 
l'on t r a n s p o r t e les forces, et c o m m e l a d i rec t ion de R 
res te toujours la m ê m e , il s 'ensui t que l'angle de R avec 

le plan du couple varie avec la position du point 0 . 

D'ai l leurs, l 'axe du couple W es t pour le point 0 ' l 'axe 
d u m o m e n t m a x i m u m des forces (n° 2 9 2 ) . Ce max imum 
res t e év idemmen t le même lorsque le point 0 se déplace 
su r la d i rect ion de la force R , et il c h a n g e avec l a position 
du point 0 dans l 'espace, en dehor s de l a r é s u l t a n t e . 

2 9 4 . A X E C E N T R A L . — P a r m i tous les m a x i m u m s 
différents les uns des a u t r e s , il en est u n plus pet i t que 
tous les a u t r e s . Les or ig ines pour lesquel les cette 
p ropr ié té exis te sont s i tuées su r u n e m ê m e droi te que 
l'on appel le axe central : elles sont dé te rminées p a r la 
condit ion qu'en ces origines l'axe du couple coïncide 

avec la direction de la force unique R . 

Nous al lons, en effet, d é m o n t r e r que , si l'on a 
ob tenu u n e or ig ine 0 , te l le que , pour ce t t e or ig ine , on a 

pa ra l l è l emen t à lui - même 

sans a l té ra t ion ; la force R , t r an spo r t ée para l lè lement à 

el le-même en 0 ' , engendre u n couple ( R , — R ) dont le 

Fig. 99. 
la condi t ion que R et W 
coïncident (fig. 9 9 ) , et si l'on 

W •i passe de cet te or ig ine 0 à une 
a u t r e or igine 0 ' quelconque, on 
ob t i end ra u n couple W plus 
g r a n d que "W. Soit donc 0 
l 'or igine pour laquel le R e t 
W coïncident , e t passons de 
ce t te or igine 0 à l 'origine 0' . 
Le couple W s'y t ranspor te 

o 

V 
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moment est R r , et dont l 'axe est pe rpend icu la i re a u 
plan ROO', donc à l 'axe du couple AV. P a r conséquent , 
si nous composons les d e u x couples AV et Rr en u n 
couple un ique AV, nous au rons : 

W 2 + (Rr)' 

Fi". 100. 

et, p a r suite, AV est plus g r a n d que W , quel que soit r ; 

donc AV est m i n i m u m . 

REMARQUE. — Il est év iden t que si l 'on déplace le 
point 0 su r la d i rec t ion OR, le couple AV r e s t e r a 
cons tamment le m ê m e . Le l ieu des points 0 p o u r 
lesquels AV est m i n i m u m est donc u n e l igne dro i te : c'est 
l'axe central. 

2 9 5 . P R O B L È M E . — Proposons -nous m a i n t e n a n t de 
trouver la position de l'axe central pour un système de 

forces données. 

Soient pour u n e or ig ine 0 d e l 'espace, OR la force 
un ique , e t OAV l 'axe 
du couple (fig. 100). 
Nous nous proposons de 
dé t e rmine r u n e or ig ine 
0 ' , tel le qu'en cet te ori­
gine l 'axe du couple 
coïncide avec la d i rec­
t ion de R. Il faut donc 
que le couple r é s u l t a n t 
de la t r ans la t ion de R 
de O en 0' , soit tel que , 
composé avec le couple 
AV, il donne u n couple 
don t l 'axe soit d i r igé 
su ivan t OR. Or, à l 'ori­
g ine O, nous pouvons 

décomposer le couple W en d e u x couples : l 'un AV cos <p 
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su ivan t la d i rect ion OR, l ' au t re W s i n cp perpendicu la i re 
à OR. Nous devons donc d é t e r m i n e r le point 0 ' de 
m a n i è r e que le couple r é su l t an t de la t r ans l a t ion de 
R en 0 ' , dé t ru i se le couple W s i n cp. D'ai l leurs, l 'axe 
de ce couple devan t ê t r e dans le p lan de l 'angle cp, 
l 'or igine 0 ' d e v r a se t r o u v e r su r u n e perpendicula i re 
à ce p lan . Ceci é tabl i , p a r le point 0 menons une 
pe rpend icu la i r e au plan W O R , e t p r enons su r cette 
pe rpend icu la i re u n e l o n g u e u r 0 0 ' r. Transpor tons 
a u point 0 ' la force R et les couples W c o s <p, W s i n ç : les 
deux couples se t r a n s p o r t e n t sans a l t é ra t ion ; la force 
R e n g e n d r e un couple (R, — R) don t le b r a s de levier 
est 0 0 ' , et dont le momen t est R . 0 0 ' = R r . Si donc nous 
p r enons l a d i s tance 0 0 ' dans u n sens tel que l 'axe R r 
du n o u v e a u couple soit de sens con t r a i r e à l'axe 
W sin cp, et que l'on ai t R r = W sin cp, ces deux couples 
se ron t é g a u x et de sens con t ra i r e s , e t p a r conséquent , 
se dé t ru i sen t . Le sys tème a u poin t 0 ' se r é d u i t donc 
à l a force un ique R et a u couple W cos cp, dont 
l 'axe coïncide avec O'R. Cette d ro i te O'R se ra l'axe 
cen t r a l . 

On conclu t de là le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . -— Tant de forces que Von voudra 

peuvent toujours se réduire à une seule force et un seul 

couple dont le plan est perpendiculaire à la direction de 

la force. 

Il r é su l t e de ce qui p récède qu'il n 'y a qu 'une seule 

m a n i è r e de r édu i r e les forces à u n sys tème te l que celui 

que nous venons de définir. 

2 9 6 . P R O P R I É T É . — Pour une origine quelconque, 

la projection du couple résultant sur la direction de la 

résultante de translation R, est constante, et égale au 

moment du couple minimum. 
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En effet, soit G le m o m e n t du couple m i n i m u m ; nous 

aurons : 

G = W cos cp, 

en dés ignant p a r W le m o m e n t du couple re la t i f à u n e 

origine que lconque , e t p a r œ l 'angle de l 'axe W avec R. 

Or, G est i n d é p e n d a n t de l 'origine 0 d'où l'on est pa r t i ; 

par suite W cos cp = const, e t la p ropr i é t é est d é m o n t r é e . 

COROLLAIRE. — On a é v i d e m m e n t : 

LEX -1- MZY - f NEZ 
C 0 S ? = WR ; 

on en t i re : 

LSX 4- MSY 4- NEZ 
G •= W cos cp = — 

Or, le p r e m i e r m e m b r e é t a n t cons tan t , quelle que soit 

l 'origine 0 , il en est de m ê m e du second m e m b r e : m a i s , 

la r ésu l t an te R est aussi cons t an t e . Il s 'ensuit que l'on a, 

pour une or ig ine que lconque : 

LSX + MSY 4- NEZ = const. 

2 9 7 . P R O P R I É T É . — Si l'on passe d 'une or ig ine 0 , 

prise sur l 'axe c e n t r a l à u n e or ig ine 0 ' s i tuée à u n e 

distance x de ce t axe , on a : 

W 2 = G2 4- R 2 œ 2 ; 

on en conclut que W a u g m e n t e indéf iniment avec x. 

P a r conséquent , en s'éloignant de l'axe central, on 

trouve des couples toujours plus grands et croissant 
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sans limite. Mais , c h a c u n d 'eux, e s t imé su ivan t la 
d i rec t ion cons t an t e de la r é s u l t a n t e de t r a n s l a t i o n , donne 
u n e project ion éga le au couple m i n i m u m G (n° 2 9 6 ) . 

2 9 8 . De ce t t e m ê m e formule , on conc lu t les théo­
r è m e s su ivan t s : 

T H É O R È M E I . — Pou?- toutes les origines prises sur 

un cylindre de révolution dont l'axe central est l'axe 

géométrique, le moment maximum a la même valeur. 

Si l 'on i m a g i n e différentes or ig ines pr ises su r une 

m ê m e géné ra t r i ce de ce cyl indre , on ob t i endra pour 

c h a c u n e d'elles : 

Kœ = W sin ç, G = W cos tp, 

d'où : 

llx 
tgf —= -ç- = const. Donc : 

T H É O R È M E I I . —• Pour les origines situées sur une 

même génératrice du cylindre, les axes des moments 

maximums sont dans un même plan, et parallèles 

entre eux. 

Si l'on i m a g i n e différentes or ig ines , s i tuées sur une 
m ê m e sect ion dro i te du cyl indre , les axes des couples 
feront le m ê m e ang le cons tan t avec la géné ra t r i ce ; pa r 
conséquent , ces axes formeront u n hyperbolo ïde de 
révolu t ion . Donc : 

THÉORÈME I I I . — Pour des origines situées sur une 

même section droite du cylindre (ou sur une même 

circonférence dans un plan perpendiculaire à l'axe 

central), les moments maximums sont égaux, et leurs 

axes forment un hyperboloïde de révolution autour de 

l'axe central, et dont la circonférence sera le cercle de 

gorge. 
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Enfin, si l'on cons idère des or ig ines su r des cyl indres 

différents, l a formule : 

W 2 = G 2 + R2x\ 

nous donne : 

G 2 *= W 2 — R 2 ^ 2 , 

et l'on a le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E IV. — Pour des origines situées sur des 

cylindres différents, les moments maximums varient 

comme les ordonnées d'une hyperbole dont les abscisses 

sont les rayons de ces cylindres. 

2 9 9 . ÉQUATIONS DE L 'AXE C E N T R A L . — P o u r obteni r 

les équat ions de l ' axe cen t r a l , il suffira év idemmen t 
d 'écrire que , pour un point quelconque pris sur cet axe, 

la force unique coïncide avec Taxe du couple. Soient 
donc R e t W la force un ique et l 'axe du couple relatifs 
à u n e or ig ine 0 . Soient 0 ' u n point que lconque de l 'axe 
centra l , (a, b, c) ses coordonnées , W l 'axe du couple 
relatif à ce point 0 ' , L', M', N ' les couples composan t s 
do W . P r e n o n s ce point 0 ' p o u r or ig ine de t ro is axes 
rec tangu la i res para l lè les a u x axes primitifs , e t soient 
x', y', z' les coordonnées du point m p a r r a p p o r t à ces 
axes . 

La condi t ion de coïncidence de R et W nous donne 
les équa t ions : 

L' M' N' 
SX — 2Y = SZ ' 

dans lesquel les : 

V = S [Zy' — Yz'), M' = XUXy-Za;' ) , N' = ElYœ' — Xy'); 
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m a i s , on a : 

x'= x — a, y' = y — b, z' = z — c; 

p a r su i te , 

L' = S[Z (?/ - b) — Y (z — c ] = I.[Zy — Yz) — 62Z + cDY, 

ou bien : 

L' = L — bIZ + cSY ; 

de m ô m e , 

M' = M — cSX + aLZ, 

N' = N — aXY 4- 62X. 

Les équa t ions de l 'axe cen t r a l sont donc : 

L — 6SZ + cSY M — cXX 4- aDZ N — aEY + ÔSX 

XX = 2Y = I Z 

R E M A R Q U E . — On peu t encore t r o u v e r ces équations 
p a r la t h é o r i e des m a x i m u m s et m i n i m u m s de la maniè re 
su ivan t e : 

Soient R et W la force un ique e t le couple unique 
relat i fs à u n e or ig ine 0 , W le couple re la t i f à une 
o r ig ine 0 ' (a, b, c). P o u r que ce t te o r ig ine 0 ' soit un 
po in t de l 'axe cen t ra l , il faut que W soit u n min imum. 
Or, si nous composons tou tes les forces au tou r do 
l 'or igine 0 ' , nous a u r o n s pour les couples composants 
de W : 
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L' = L — 62Z + cSY, 

M' = M — cSX + aEZ, 

N ' = N — aEY + &SX; 1 

par conséquent : 

W ' 2 = L ' 2 + M' 2 + N ' 2 = f[a, b, c). 

La condit ion p o u r que W soit un m i n i m u m nous 
donne : 

da U ' ôb ' de U' 
ou bien : 

M'EZ - N'EY = 0, 

N'EX — L'SZ = 0, 

L'EY — M'EX = 0, 

équat ions qui se r édu i sen t a u x su ivantes : 

L ' M' jST 
EX — SY ~ ËZ ' 

ce sont, les équa t ions t rouvées c i -dessus . 

1. 0 bservons que ces équations nous donnent la relation démontrée 
précédemment (nD 296; : 

L'ZX + M'z/ -f- Y'IZ = LSX + MÎT + XïZ = contt. 
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Ces équat ions nous p e r m e t t e n t de dé te rmine r la 

va l eu r du couple m i n i m u m . 

En effet, on a : 

i l i = K . = K = _ L ' 2 + M' 2 + N ' 2 _ 
I X — SY ~ SZ — L'SX - f M'SY + N'EZ 

L ' I X + M'SY 4- N'SZ 
= <SX)2 4- (SY)2 4 - ' 

Or, des deux dern ie r s r a p p o r t s on t ire : 

VT*_ L 'SX - f M'SY 4- N'SZ.,, 

L ' I X 4 - M'SY 4- N SZ _ R 2 

e t , en obse rvan t que l'on a (n° 2 9 6 ) : 

L'SX 4- M'EY 4- N'SZ = LSX 4- MS Y 4- NSZ, 

la va l eu r du couple m i n i m u m W est donnée pa r la 

formule : 

W 'R = LSX 4- MSY 4 - NSZ. 

3 0 0 . ÉQUATIONS DE LA R É S U L T A N T E UNIQUE. — Nous 

avons vu (n° 2 8 8 ) que la condi t ion nécessa i re et suffi­
s an t e pour qu 'un sys tème de forces a d m e t t e une 
r é su l t an t e un ique est que l'on a i t i den t iquement : 

LSX -f- MSY + MSZ = 0 . 

Proposons-nous ac tue l lement de t r o u v e r les équations 
de ce t t e r é su l t an t e , lorsqu'el le ex is te . Il est évident 
que si l'on p rend p o u r or ig ine u n point quelconque de 
ce t te r é su l t an t e , e t si l 'on compose tou tes les forces 
a u t o u r de cet te or ig ine , on dev ra t r ouve r u n couple nul. 
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Soient donc a, b, c les coordonnées d 'un point 0 ' de lu 
résu l tan te un ique , oc', y', z' les coordonnées du point m 

par r appor t à t rois axe s m e n é s p a r le point 0 ' pa ra l l è ­
lement a u x axes pr imit i fs . L a condi t ion W = 0 nous 
donne év idemment les t ro i s équa t ions : 

1 / = o, M' = 0, N' = 0, 

ou bien : 

L — &SZ - f cSY = 0, 

M — c S X + aSZ = 0, 

N - alY + £2X = 0, 

lesquelles e x p r i m e n t des r e l a t i ons e n t r e les coordonnées 
(a, b, c) du point O', sa t isfa isant à la condi t ion énoncée . 
Mais, si l'on mul t ip l ie ces équa t ions r e spec t ivemen t p a r 
SX, SY, SZ, et si l'on a joute , on obt ien t : 

LEX + MSY + NEZ = 0, 

équation ident ique , pu i sque le sys tème a d m e t une résu l ­
tan te un ique ( n ° 2 8 8 ) . Les t ro is équa t ions p récéden tes se 
réduisent donc à deux qui sont celles de la r ésu l t an te 
unique. 
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É q u i l i b r e d ' u n c o r p s l i b r e . 

3 0 1 . Nous avons vu qu 'un n o m b r e quelconque de 
forces P , P ' , P " , . . . appl iquées à u n solide invar iable , 
peu t toujours ê t re r e m p l a c é p a r d e u x forces dont l'une 
passe pa r un point donné (n° 2 8 5 ) , ou bien p a r une 
force e t u n couple (nG 2 8 6 ) . Dans le p remier cas , il faut 
pour l'équilibre que les deux forces soient égales et 

directement opposées ; dans le second cas , il faut que la 

force unique et le couple unique soient nuls séparément. 

En effet, dans le p remie r cas , soient R' et R" les deux 
forces : si le corps est en équi l ibre sous l 'action de ces 
forces, il est évident cpie l 'équil ibre ne s e r a pas troublé 
e n r e n d a n t fixe un point quelconque du corps pr is sur la 
d i rec t ion de R'. Mais alors la force R', appl iquée en ce 
point fixe, ne p o u r r a p rodu i re a u c u n effet : elle sera 
dé t ru i t e p a r le point fixe1. Donc, la force R", qui reste 
seule , dev ra passe r aussi pa r le point fixe, sans quoi elle 
t e n d r a i t à faire t o u r n e r le corps a u t o u r du point fixe, et 
il n'y a u r a i t pas équi l ibre . La force R" doit donc passer 

1. Un point fixe est un point qui jouit d'une résistance indéfinie • 
toute force, quelque grande qu'elle soit, passant par un point lise, 
est détruite par ce point. 
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par un point quelconque p r i s su r la direct ion de R 1, et , 
pa r conséquent , les deux forces R' et R" doivent être 

dirigées suivant une même droite. Elles doivent , en 
ou t r e , ê t re égales -. car , sans cela , elles a u r a i e n t u n e 
résul tante égale à l eu r somme ou à l eu r différence, et 
le solide ne se ra i t p a s en équi l ibre . 

Dans le second cas , soient R la force un ique et W le 
couple un ique . Nous pouvons t r anspo r t e r ce couple dans 
son plan (n a 2 6 6 ) , de man iè r e que l 'une des forces du 
couple r encon t r e la force R. Cela posé, si l 'équilibre a 
lieu, il ne se ra pas t roub lé en r e n d a n t fixe ce point de 
rencont re . Or, les d e u x forces qui passen t p a r ce point 
sont dé t ru i tes , e t il r e s t e r a i t la deux ième force d u 
couple qui t e n d r a i t à faire t o u r n e r le corps a u t o u r du 
point fixe. P a r conséquent , l 'équil ibre ex ige que ce t te 
force soit nu l le , ce qui r édu i t le couple W à zéro . Mais , 
si W = 0, les forces se r édu i sen t à une force un ique R, 
et le solide ne pou r r a i t ê t re en équi l ibre q u e si l'on a : 

R = 0. 

P a r conséquent , les conditions nécessaires et suffi­

santes pour qu'un corps solide soit en équilibre, sont : 

R = 0, W = 0, 

ou bien (n° 2 8 7 ) : 

EX = 0, EY = 0, SZ = 0, 

L = 0, M = 0, N = 0, 

ou bien encore : 

EX = 0, EY = 0, EZ = 0, 

S.(Zy - Y«) = 0, E ( X z — Zœ) = 0, 2 l Y a ; - X y ) = 
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Les t ro i s p r e m i è r e s exp r imen t que la somme algé­

brique des projections des forces sur trois axes 

rectangulaires est nulle; les t ro is de rn iè res expr iment 
que la somme des moments des forces par rapport à 

trois axes rectangulaires est nulle. 

Il en résu l t e év idemment que ces m ê m e s conditions 

on t l ieu pour u n axe que lconque . 

3 0 2 . Comme appl ica t ion , nous al lons che rche r les 

équations de la résultante d'un nombre quelconque de 

forces, lorsqu'elle existe. 

Il es t évident que si les forces P , P ' , P " , . . . admet tent 
u n e r é su l t an t e un ique R, il y a u r a équi l ibre ent re les 
forces P , P ' , P " , . . . et — R. Soient donc x0, y0, z0 les 
coordonnées d 'un point de l a r é s u l t a n t e , que nous 
p r e n d r o n s comme point d 'appl icat ion, e t écr ivons les six 
équa t ions d 'équi l ibre en t r e les forces P , P ' , P " , . . . — R. 
Nous au rons , en dé s ignan t p a r a, b, c les angles que 
R fait avec les axes , les équa t ions : 

SX — R cos a = 0, 

SY — R cos b = 0, 

SZ — R cos c = 0, 

S (Zy — Yz) — R (y 0 cos c — za cos b) = 0, 

S (Kz — Zx) — R [z0 cos a — x0 cos c) = 0, 

S [Yx — Xy) — R (xa cos b — ya cos a) = 0. 

Or, en a y a n t égard a u x t ro is p remiè res , nous pouvons 

m e t t r e les t ro is de rn iè res sous l a forme su ivante : 
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L - y 0 SZ + 2 0 S Y = 0, 

M — zaï,X + œ0XZ = 0, 

N - tf0XY + y„£X -= 0 ; 

ce sont les équat ions que nous avons t rouvées p récé­

demment, et qui se r édu i sen t à d e u x (n° 3 0 0 ) . 

3 0 3 . R E M A R Q U E . — Les formules re la t ives à la 

composition d'un n o m b r e que lconque de forces peuven t 

encore être mises sous u n e a u t r e forme. E n effet, si 

nous désignons p a r a, (3, y les angles que l a force P fait 

avec les axes , nous a u r o n s d 'une p a r t : 

XX = XP cos a, 

XY = XP cos 3, 

XZ = XP cos y, 

d'où : 

R = l / . X P c o s a) 2 -h (XPcos 3)2 + ^XPcos y) s ; 

et, d 'autre p a r t , 

L = XP (y cos y — z cos 6), 

M = XP (z cos a — x cos y), 

N = XP {x cos S — y cos a), 

d'où : 

W=-| / jSP(^cosy—zcos3) | 2 +|XP zcosa -£ccosy)j 2 +|2P(a;cos3—y cosa) j 2 . 
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É q u i v a l e n c e d e s s y s t è m e s d e f o r c e s . 

3 0 4 . Un sys tème de forces S est dit équivalent à un 

autre système de forces S', lo r sque ces deux systèmes, 
considérés c o m m e ag i s san t su r u n solide invar iable , 
p e u v e n t ê t re mis en équi l ibre , c h a c u n sépa rémen t , p a r 
u n m ê m e t ro is ième sys tème S". 

Or, p o u r que les sys tèmes S et S" se fassent équilibre, 
il faut et il suffit que l a s o m m e des projections des 
forces de ces d e u x sys tèmes su r u n e droi te quelconque 
soit nul le , et que l a s o m m e des m o m e n t s de ces forces 
p a r r a p p o r t à u n e droi te que lconque soit aussi nulle. 
P o u r que les sys tèmes S' et S" se fassent équil ibre, ils 
doivent sat isfaire a u x m ê m e s condi t ions . Il en résulte 
donc que , pour que les sys tèmes S et S' soient équi­
va len t s , il faut e t il suffit : 1° que la somme des 
project ions des forces d u sys t ème S sur une droite 
quelconque, soit éga le à l a s o m m e des projections des 
forces du sys tème S' su r la m ê m e droi te ; 2° que la 
s o m m e des momen t s des forces du sys tème S pa r 
r a p p o r t à une dro i te quelconque soit éga le à la somme 
des mom e n t s des forces du sys tème S' p a r rappor t à 
cet te m ê m e droi te . 

Les équat ions d 'équil ibre sont a lors les su ivan tes r 

2 P c o s a = 0, I P cos ¡ 3 = 0 , I P c o s y = 0, 

[y cos y — z cos S) = 0, £ P \z cos a — x cos y) = 0 T 

S P {x cos ¡3 — y cos a) = 0. 
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D'après cela, l 'équivalence des deux sys tèmes se ra 
expr imée p a r les six équa t ions su ivantes : 

XX = XX', 

У. Y = 2Y', 

S Z = = S Z ' , 

Y*) = x z y — Y'-j'I 

x ; x z - Zx) = S (XV — Z'ar-) 

X(Yœ - X (Y7« - x y ; 

dans lesquelles les p remie r s m e m b r e s se r a p p o r t e n t au 

système S, et les seconds m e m b r e s au sys tème S'. 

C o n d i t i o n s d ' é q u i l i b r e 

d ' u n n o m b r e q u e l c o n q u e , d e f o r c e s p a r a l l è l e s . 

C e n t r e d e s f o r c e s p a r a l l è l e s . 

3 0 5 . Soient P , P ' , P " , . . . u n n o m b r e que lconque de forces 
paral lè les . R a p p o r t o n s le sys tème à t ro i s axes r ec t an ­
gula i res de l 'espace ; soient m (x, y, z), m' (x', y', z'),... 

les points d 'appl icat ion de ces forces, a, S, y l e u r 
direction c o m m u n e . 

Si nous t r anspo r tons tou tes ces forces à l 'or igine, nous 
obt iendrons trois forces d i r igées su ivan t les axes : 

XX = cosaXP, 

XY = cosSXP, 

XZ = cosyXP, 
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et t rois couples dans les trois p lans coordonnés : 

L = S ( Z y - Yz) = cosySPy — cos BIP*, 

M = S ( X * - Zx) = COSaSPz — cosySPa;, 

N = S (Yx— x y j = cos 3SPa? — cosaSPy. 

Or, les t rois forces se composen t en une force unique : 

R = S P , 

et les t ro is couples en u n couple un ique , donné pa r la 

formule : 

W 2 = L 2 -f- M 2 + N 2 . 

Il est facile de voir que le sys tème se rédui t , en 
g é n é r a l , à u n e r é su l t an t e un ique : en effet, on a la 
re la t ion : 

LSX 4- MS Y + NEZ = 0, 

qui est i den t iquemen t sat isfai te . 

3 0 6 . P roposons-nous m a i n t e n a n t de t rouve r les 

équations de cette résultante unique. Il est d'abord 
évident qu'elle es t para l lè le a u x forces données 
P , P ' , P ' ' . . . En effet, si l 'on dés igne p a r a, b, c 

les angles de ce t t e r é s u l t a n t e avec les axes , nous 
au rons : 

SX cosaEP 
cos a = — = — ^ 3 — = cos a; 

de môme , 

cos b = cos B, cos c = cos y. 
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Cela posé, si l 'on in t rodu i t la r é su l t an t e un ique R en 

sens con t ra i re , il y a équi l ibre en t r e les forces 

P , P ' , P ' ' , . . . et la force — R . Désignons p a r œa,yQ,zt les 

coordonnées d 'un point pr is su r l a r é su l t an t e ; nous 

aurons les six équa t ions : 

c o s a S P — R cos a = 0, 

cos S E P — R cos 3 = 0 , 

cos y HP — R cos y = 0, 

cos y S P î / — cos S YPz — Rya cos y + R ^ 0

 C O S 3 = 0, 

cos a HPz — cos y SP ic— Rz0 cos a -4- Rx0 cos y = 0, 

cos 8 SPa? — cos a 2,Py — Rx0 cos 3 + Ry0 cos a = 0. 

Les trois p r emiè re s sont des ident i tés ; les t rois 
dernières peuven t ê t r e mises sous la forme su ivan te : 

cos y &Py — Ry„) — cos S ( I P s — Rz0) = 0, 

cos a [ZPz — Rz0) - cos y (EP;r — Rxa) = 0, 

cos 3 (SPœ — Ra;0) — cos a (SPy — Ry0) = 0 ; 

or, il est évident qu'el les se r é d u i s e n t à deux qui sont 
les équa t ions de la r é s u l t a n t e u n i q u e . 

3 0 7 . R E M A R Q U E . — Au lieu de cons idére r comme 
point d 'application de la r é su l t an t e R , u n point quelconque 
pris sur la d i rec t ion de R , cons idérons comme poin t 
d 'application le point (x0,y0, z0), tel qu'en faisant t o u r n e r 
les forces a u t o u r de l eurs points d 'appl icat ion de m a n i è r e 
qu'elles r e s t en t pa ra l l è les en t r e elles, la r ésu l t an te passe 
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cos $IPx — cos zIPy = 0-

toujours pa r ce point . Dans ce cas , les équa t ions précé­

den tes doivent ê t re i ndépendan te s de a , /3, y , et l'on a, 

p a r conséquen t : 

IPX — Rxa = 0, IPy — Ry0 = 0, IPz — Rz0 = 0 ; 

d'où l'on t ire : 

_ 2Px _ IPy _ IPz 

Le point (x0,y0, z0) est le centre des forces parallèles. 

Ces formules exp r imen t que le moment de la résultante, 

considérée comme appliquée au centre des forces, par 

rapport à chacun des trois plans coordonnés, est égal à 

la somme des moments des composantes par rapport à 

ces plans. 

3 0 8 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si 2 P = 0, les forces 

se r édu i sen t à un couple , qui se ra donné p a r la formule : 

W 2 = L 2 4- M 2 + N 2 . 

2° Si l'on a en m ê m e t emps IP = 0, IPX = 0, 

IPy = 0, IPz — 0, les forces se font équi l ib re . 

Mais, il est évident que les forces données se feront 

aussi équi l ibre , si l'on a : 

IX = 0, IY=0, 2Z = 0, L = 0, M = 0, N = 0, 

ce qui nous donne les équat ions su ivantes : 

v p = o, cosySP?/ — cosS2P^ = 0, c o s a l P z —cosy2Paj = 0, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 2 8 3 — 

Les trois de rn iè res se r édu i sen t a u x deux su ivantes : 

IPx _ IPy _ IPz 

cos a cos3 cos y 

Donc, les condi t ions d 'équil ibre d 'un sys tème de forces 
parallèles sont les su ivan tes : II faut et il suffît que la 

somme algébrique des forces données soit nulle, et que 

les sommes des moments des forces par rapport à trois 

plans rectangidaires soient proportionnelles aux cosinus 

des angles que la direction commune des forces fait 

avec les axes perpendiculaires à ces plans. 

REMARQUE. — Si le sys tème est te l que l'on ait 

IP = 0, sans que l'on ai t en m ê m e t emps : 

IPx __ IPy _ IPz 

cos a cos3 cos y 

la r ésu l t an te des forces para l l è les es t nu l le , et l'on a 
alors x0 = y0 = z0 = o o . Il s 'ensuit que les forces se 
réduisent à u n couple . 

3 0 9 . T H É O R È M E . — La somme algébrique des 

moments d'un système de forces parallèles par rapport 

à un plan passant par le centre des forces est égale à 

zéro. 

En effet, si l'on p r e n d ce plan pour p lan des xy, on 
a u r a z0 = 0 , et p a r conséquent IPz = 0 . 

R é c i p r o q u e m e n t , si la somme des moments par 

rapport à un plan est nidle, le centre des forces 

parallèles est dans ce plan. 
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CHAPITRE V. 

É q u i l i b r e d ' u n s o l i d e 

q u i n ' e s t p a s e n t i è r e m e n t l i b r e . 

3 1 0 . Les six équat ions d 'équi l ibre que nous avons 
t rouvées (n° 3 0 1 ) supposent que le corps auque l les 
forces sont appl iquées es t libre dans l'espace, c'est-à-
dire que ce corps n 'est r e t e n u pa r a u c u n obstacle , qu'il 
n 'est soumis à a u c u n e condit ion par t i cu l i è re . 

Lorsqu' i l en est a u t r e m e n t , le corps n 'est pas l ibre , et 
l 'on dit qu'il es t assujetti à des liaisons. Ainsi, cer ta ins 
points d u sys tème peuven t ê t r e assujet t is à demeure r 
sur des courbes fixes, ou sur des surfaces fixes, ou à 
conserver des posi t ions fixes. 

On dit qu 'un sys tème est à liaisons complètes, lorsque 
ces l iaisons sont suffisantes pour d é t e r m i n e r les t rajec­
toi res de c h a c u n des points . Ainsi , p a r exemple , un 
corps solide assujet t i à t o u r n e r a u t o u r d 'un axe fixe est 
un sys tème à l iaisons complètes : c h a q u e point est forcé 
à décr i re u n e circonférence a u t o u r de l 'axe. 

Lorsqu 'un corps est assujett i à des l ia isons, on peut 
concevoir que ces l iaisons soient r emplacées p a r des 
forces capab les d 'obliger le sys t ème à satisfaire aux 
mêmes condi t ions . 
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Si le sys tème renfe rme u n point fixe, on p o u r r a 
remplacer la fixité d u poin t p a r une force convenab le 
appliquée en ce po in t . C'est la r éac t ion du poin t 
Axe : la d i rec t ion e t l ' intensi té de ce t t e force sont 
inconnues. 

Si deux points ma té r i e l s do iven t r e s t e r à une m ê m e 
distance l 'un de l ' au t re , p a r u n e t ige de l o n g u e u r 
constante , on p o u r r a r e m p l a c e r ce t t e l iaison p a r deux 
forces égales et con t r a i r e s , appl iquées a u x deux points : 
ces deux forces a p p a r t i e n d r o n t à la ca tégor ie des forces 
intér ieures (n° 2 4 4 ) . 

Si un point d u corps est assujet t i à d e m e u r e r su r u n e 
surface fixe, ou su r u n e courbe fixe, u n e force éga le à 
la réact ion no rma le de la surface ou de l a courbe , p e u t 
produire le m ê m e effet. 

Si le corps solide a d e u x poin ts fixes, les forces qui 
t iennent l ieu de ces l iaisons sont les r éac t ions des points 
fixes. Ce sont des forces ex té r i eu res , a u m ê m e t i t re que 
les forces appl iquées a u x a u t r e s po in t s . 

3 1 1 . P R I N C I P E FONDAMENTAL. — Lorsque des forces 

agissent sur un solide retenu par des obstacles fixes, on 

obtient les conditions d'équilibre, en joignant aux forces 

P , P ' , P " , . . . qui sollicitent le corps, les réactions que les 

obstacles fixes exercent sur lui. On peut alors considérer 

le corps comme entièrement libre, et lui appliquer les six 

équations d'équilibre. 

Si l'on él imine e n t r e les équa t ions ainsi ob tenues 
les r éac t ions i nconnues p r o v e n a n t des obstacles , on 
obt iendra u n ce r ta in n o m b r e d 'équat ions ne con t enan t 
plus que les données de la quest ion, c 'est-à-dire les 
composantes des forces P , P ' , P " , . . . et les coordonnées 
de leurs points d 'applicat ion : ces équa t ions expr i ­
meron t les condi t ions d 'équil ibre. Si l'on suppose ces 
condit ions vérifiées, les équat ions pr imi t ives se rv i ron t à 
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dé t e rmine r les réac t ions inconnues , et , p a r conséquent , 
les press ions exercées p a r le solide su r les obstacles 
fixes, pu isque ces pressions sont éga les et opposées aux 
réac t ions des obstacles . 

É q u i l i b r e d ' u n c o r p s s o l i d e q u i a u n p o i n t f i x e . 

3 1 2 . P R E M I È R E MÉTHODE. — Si l'on prend le point 

fixe pour or ig ine , et si l'on y t r anspo r t e tou tes les forces 
pa ra l l è l emen t à el les-mêmes, on obt ien t t ro is forces 
IX, 2Y, 2Z, d i r igées su ivan t les axes , et qui seront 
dé t ru i t e s p a r l a rés i s tance du point fixe, e t t rois couples 
L, M, N , s i tués dans les t ro i s p l ans coordonnés . Or, 
l 'équil ibre exige que ces couples soient nuls : car , s'ils 
n ' é ta ien t p a s nu l s , ils se composera ien t en u n couple 
un ique , et l'on pour ra i t t r a n s p o r t e r ce couple dans son 
plan (n° 2 6 6 ) , de m a n i è r e que l 'une de ses forces passe 
p a r le point fixe, qui la dé t ru i r a i t . Il r e s t e r a i t donc une 
force ne pas san t pas p a r ce point fixe, e t qui me t t r a i t le 
corps en m o u v e m e n t . Les conditions nécessaires et suffi­

santes pou?' l'équilibre du système sont donc : 

L = Q, M = 0, N = 0. 

Le point fixe n 'est sollicité que p a r l a r é su l t an t e des 
forces 2 X , 2Y, 2Z : ce t te r é s u l t a n t e es t donc égale et 
opposée à la force que doit déve lopper ce point pour 
é tab l i r l 'équi l ibre . C'est la pression exe rcée su r le 
point fixe. 

3 1 3 . DEUXIÈME MÉTHODE. — On peu t d'ail leurs 

obten i r les condit ions d 'équil ibre de la m a n i è r e su ivante : 
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Nous pouvons s u p p r i m e r le point fixe, et , p a r consé­
quent , r e n d r e le corps l ib re , en in t rodu i san t u n e force 
Il , égale à la r éac t ion de ce point . Le corps solide s e r a 
alors en équi l ibre sous Faction des forces données 
P , P ' , P" , . . . et de la force Rl, et, c o m m e il est l ibre , 
nous pour rons lui app l iquer les s ix équa t ions d'équi­
libre (n° 3 0 1 ) . 

Prenons le point fixe pour or ig ine de t rois axes 
rec tangula i res ; soient X , Y, Z les composan tes d 'une 
des forces P appl iquées au solide, M (x, y, z) son point 
d 'application, X x , Y p Zx les composan tes de la réac t ion R, 
inconnue. Nous a u r o n s les six équa t ions su ivantes : 

S X - f X , = 0 , LY + Y ^ O , EZ + Z ^ O , (L) 

L = 0, M = 0, N = 0. (2) 

Les équat ions (2) ne r en fe rmen t que les données de la 
question : ce sont les condit ions d 'équi l ibre . Donc, pour 

qu'un corps solide, qui a un point fixe, soit en équilibre, 

il faut et il suffit que la somme des moments des forces 

données par rapport à trois axes rectangulaires passant 

par ce point soit nulle. 

Il est évident que la somme des moments des forces 

sera nulle pour tout autre axe passant par ce même 

point (n° 2 9 1 ) . 
Les équat ions (1) feront conna î t r e les composan tes 

de la réac t ion R; du point fixe, et, p a r sui te , elles 
dé te rminen t cet te r éac t ion en g r a n d e u r et en direct ion. 
On a, en effet : 

X , = — SX, Y, = — SY, V., — — HZ. 

La pression exe rcée p a r le corps sur le point fixe é t a n t 
égale et con t r a i r e à la réac t ion de ce point su r le corps , 
ses composantes sont — X t , — Y , , — Z t , ou bien 
- X , I Y , 2Z. On en conclut que cette pression, ou la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 288 — 

charge sur le point d'appui, est égale à la résultante des 

forces données transportées parallèlement à elles-mêmes 

en ce point. 

R E M A R Q U E . — Comme n o u s adme t tons que le point 
fixe est capab le d 'une rés i s t ance indéfinie, il est évident 
qu'il déve loppera u n e r éac t ion suffisante p o u r main ten i r 
le point 0 en équi l ibre . Si l'on n e supposai t pas que le 
point 0 puisse rés i s te r indéf iniment , il faudra i t , pour 
que l 'équil ibre a i t l ieu, j o i n d r e a u x condi t ions expr imées 
p a r les équa t ions (2), la condi t ion que la r é su l t an t e des 
forces données t r a n s p o r t é e s a u point 0 n e soit pas 
supé r i eu re à la press ion à laquel le ce point peu t rés is ter . 

É q u i l i b r e d ' u n c o r p s s o l i d e q u i a u n a x e f i x e . 

3 1 4 . P R E M I È R E M É T H O D E . — Il es t d 'abord évident 

que l 'on p e u t r e m p l a c e r u n a x e fixe p a r d e u x points 
fixes 0 et 0 ' , pr i s su r cet a x e . E n effet, si d e u x points 
d u sys tème sont fixes, t ous les points de l a droi te qui 
les jo in t sont fixes. 

P r e n o n s u n des points fixes pour or ig ine , p a r exemple 
le point 0 , e t menons p a r ce point t ro is axe s r e c t a n g u ­
la i res , l 'axe 0 0 ' é t an t pr i s pour a x e des z. Si l'on 
compose tou tes les forces a u t o u r de l 'origine 0 , on 
ob t i end ra u n e force un ique qui s e r a dé t ru i t e p a r la 
fixité du point 0 , et t rois couples dans les t ro is p l ans 
coordonnés . Or, les couples s i tués d a n s les p lans des yz 

et des zx sont dé t ru i t s p a r la rés i s t ance de l 'axe : en 
effet, on p e u t t r a n s p o r t e r les b ras de levier de ces 
couples su r l 'axe, et alors les deux forces de chacun 
d 'eux sont dé t ru i tes p a r la rés i s tance de l 'axe. Il ne res te 
donc que le couple N si tué dans le p lan des xy, et 
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l'équilibre exige que ce couple soit nul : ca r , s'il n 'é ta i t 
pas nul , en le t r a n s p o r t a n t de man iè r e que l 'une des 
forces passe pa r le po in t 0 , ce t te force sera i t dé t ru i t e , et 
l 'autre force ferait t o u r n e r le sy s t ème au tou r de l 'axe OZ. 
La condition d 'équil ibre est donc : 

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour 

l'équilibre est que la somme des moments des forces 

par rapport à l'axe fixe soit égale à zéro. 

Si le corps peu t gl isser le long de l 'axe, en m ê m e 
temps que t o u r n e r au tou r de cet axe , ce qui a r r ive 
si le corps es t t r ave r sé p a r u n e t ige fixe et inflexible, 
les forces 2 X et IY, pe rpendicu la i res à l 'axe, se ron t 
détruites p a r la rés i s tance de l 'axe, ainsi que les couples 
L et M ; mais la force 2Z n e s e r a pas dé t ru i t e . Les 
conditions d 'équil ibre se ron t a lors : 

3 1 5 . DEUXIÈME MÉTHODE. — Les axes é t a n t pris 

pour rons lui app l iquer les s ix équa t ions d 'équi l ibre . 
19 

N = 0. 

2Z =- 0, N = 0. 

Fig. 101. 

Z 

c o m m e c i - d e s s u s , nous 
pour rons supp r imer les 
points fixes, et, pa r consé­
quen t , r e n d r e le corps 
l ib re , en in t rodu i san t deux 
forces convenables Rj et R 2 

qui sont les réac t ions de 
ces points fixes (fig. 101). 
Le corps solide sera alors en 
équi l ibre sous l 'action des 
forces données P , P ' , P " , . . . 
e t des deux forces Rt e t R , , 
e t , c o m m e il est l ib re , nous 
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Soient donc X j . Y j . Z , , X 2 , Y 2 , Z A les composantes des 

d e u x forces R, et R 2 , h l a d i s tance OO1 ; nous aurons 

les s ix équa t ions su ivantes : 

I X + X ^ f X 2 = 0 , 2Y + Y i + Y . - O , IZ + Z r h Z 2 = 0 , (1) 

L — Y.2h = 0, M + X 2ft = 0, N = 0. (2) 

L a de rn iè re des équa t ions (2) ne r en fe rme que les 
données de la quest ion : c'est la condi t ion d 'équil ibre. 

Les cinq a u t r e s équa t ions se rv i ron t à dé t e rmine r les 

réactions des points fixes. Les deux p remiè res équations 

(2) nous donnen t X 2 , Y 2 , et a lors les d e u x premières 

é q u a t i o n s (1) dé t e rminen t X , , Y , . 

La t ro i s ième équat ion (1) donne la somme Zl + Z 2 des 
composan tes des réac t ions su ivan t la d i rec t ion de l 'axe, 
e t ces deux composantes r e s t e n t individuellement 

indéterminées. Ce r é su l t a t é ta i t facile à prévoir : en 
effet, le corps é t an t de forme inva r i ab le , nous savons 
(n° 2 4 6 ) qu 'une force peu t ê t re app l iquée en u n point 
que lconque de sa di rect ion, sans que cela a l tè re le 
m o u v e m e n t ou l 'équil ibre du corps , et, p a r sui te , les 
réac t ions Z , et Z 2 peuven t ê t re d i s t r ibuées comme on 
v o u d r a su r chacun des points 0 e t 0 ' , pourvu que leur 
s o m m e res te cons tan te . 
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É q u i l i b r e d ' u n c o r p s s o l i d e 

q u i s ' a p p u i e c o n t r e u n p l a n f i x e . 

3 1 6 . Considérons d 'abord un corps pressé contre 

un plan fixe en un de ses points par une force passant 

par ce point. La condition nécessaire et suffisante pour 

lèquilibre, est que la force qui passe par le point de 

contact soit normale au plan. 

Cette condit ion est suffisante •: efFeffet, si la force est 

normale, le corps se ra en équi l ibre , .puisqu ' i l n 'y a pas 

de raison p o u r qu'il se déplace dans u n sens plutôt que 

dans l 'autre ; la condition est nécessaire : ca r , si la 

force est oblique a u p lan , on p o u r r a i t la décomposer en 

deux au t res , l 'une n o r m a l e a u p lan , e t l ' au t re située 

dans le p lan . La p r e m i è r e ne ferai t qu ' appuyer le corps 

sur le plan, e t la seconde a u r a i t p o u r effet de déplacer 

le corps. 

La m ê m e conséquence s 'appl iquerai t a u p lan t a n g e n t , 

si le corps est pressé con t re u n e surface courbe pa r une 

force passan t p a r le point de con tac t . 

3 1 7 . Considérons m a i n t e n a n t un corps sollicité par 

plusieurs forces P , P ' , P " , . . . et s'appuyant sur un plan 

Q par un de ses points O, ou sur une surface courbe 

dont le p lan Q se ra i t le p lan t a n g e n t ^en O. Supposons 

qu'il y ait é q u i u b r e : si l 'on supprimai*4 .e p l an , le point O 

prendrai t u n ce r t a in m o u v e m e n t dans u n e ce r ta ine 

direction, e t , p o u r m a i n t e n i r le painty en équi l ibre , il 

faudrait app l iquer su ivan t ce t te d i rect ion u n e force 

dé terminée qui r e m p l a c e r a donc la rés i s tance du p l an . 

Puisqu'il y a équi l ib re , il faut que ce t te force soit égale 

et opposée à l a r é s u l t a n t e des forces P , P ' , P " , . . . 
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P a r conséquent , il faut que ces de rn iè res aient une 

résultante unique, normale au plan, et passant par 

le point d'appui. 

D'ail leurs, les équa t ions d 'équil ibre nous conduisent 
faci lement à ces r é s u l t a t s . Considérons, en effet, un 
corps pressé con t r e u n p l an au point 0 : p renons ce plan 
pour p lan des xy, le po in t 0 pour or ig ine , l 'axe des z 

é t a n t d i r igé d u côté du p lan où se t rouve le corps solide. 
L a rés i s tance du p lan p o u v a n t ê t r e r emp lacée par une 
force no rma le R l t nous a u r o n s : 

XX = 0, XY = 0, XZ + = 0, 

L = 0, M = 0, N = 0. 

Ces équat ions exp r imen t que les forces données 

a d m e t t e n t une r é su l t an t e un ique , pu i sque l'on a identi­

q u e m e n t : 

LXX 4- MXY 4- NXZ = 0 ; 

des deux p remiè res équa t ions , on conclut que cette 
r é su l t an t e un ique est ve r t i ca le et passe p a r le point 0 . 
L a t ro is ième nous a p p r e n d que la r é su l t an t e qui se 
r é d u i t à XZ est égale à la pression suppor tée pa r le plan : 
d e plus , cette résultante doit être négative, en ver tu de 
ce t t e m ê m e équat ion : 

SZ 4- R, = 0. 

Donc, les condi t ions d 'équil ibre sont : 

XX = 0 , XY = 0, XZ < 0, 

L - 0, M = 0, N = 0. 
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3 1 8 . Supposons ensu i te que le corps repose sur le 

plan fixe par deux de ses points 0 et A. P r e n o n s le 
plan pour p lan des xy (fig. 102), la dro i te OA pour a x e 

d'application ent re les points 0 e t A, doit ê t re égale et 

contraire à la r ésu l t an te des forces données . Cette 

résul tante doit donc ê t re no rmale au p lan , et son point 

d'application doit ê t re s i tué en t r e 0 et A. 

D'ailleurs, les six équat ions d 'équil ibre nous donnent : 

SX = 0, SY = 0, SZ + R t + R 2 = 0, 

L = 0, M — R 2 a = 0, N = 0. 

Les équations : 

SX = 0, SY = 0, L = 0, N = 0, (A) 

qui ne renferment que les données du p rob lème sont les 
conditions d'équilibre (n° 3 1 1 ) . 

Les deux au t res dé te rminen t les pressions exercées 

sur les points d 'appui, pressions qui sont égales à 

— R j , — R 2 . Des équat ions (A) o n conclut que les forces 

z 

Fig. 102. 

x 

des x, l 'or igine au point 
O, l 'axe des z é t an t d i r igé 
d u côté d u p lan où se 
t r o u v e le corps solide, et 
posons OA = a. Nous 
pouvons r e m p l a c e r la 
r é s i s t ance du p lan p a r 
d e u x forces Rl et R 2 , 
n o r m a l e s à ce p lan . Pu is ­
qu'il y a équil ibre, la 
r é su l t an t e de ces deux 
forces, laquel le a son point 
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données a d m e t t e n t u n e r é s u l t a n t e un ique , puisque l'on 
a i den t iquemen t l a r e la t ion : 

LSX + MSY + NSZ ^ 0 ; 

d'ai l leurs , puisque l'on a S X = 0, SY = 0, cet te résul­
t a n t e est n o r m a l e au p lan , et c o m m e SZ < 0, elle est 
néga t i ve . 

3 1 9 . Supposons encore que le corps s'appuie sur le 

plan fixe par trois de ses points A, B, C. Nous prendrons 

le p lan pour p lan des xy 

(fig. 103), la droi te ABpour 
a x e des x, l 'origine étant 
a u point A, l 'axe des z 

é t a n t d i r ige du côté du 
p lan où se t r o u v e le corps. 
Posons AB = a, et dési­
gnons p a r b et c les coor-

• données du point C. Nous 
/ c pou r rons suppr imer le 

p lan fixe, e t r e n d r e le 
corps l ibre , en in t rodu i san t les r éac t ions R n R 2 , R a des 
points fixes, no rma le s au plan. Nous a u r o n s alors les six 
équa t ions su ivantes : 

SX = 0 , SY = 0 , I Z + R i 4 - R 2 + R 3 = 0 , 

L + R 3 c = 0, M — Rza — R3b = 0, N = 0 ; 

Fig. 103. 
Z 

Ri 

RJ 

les t ro is équat ions : 

SX = 0 , SY = 0 , N -= 0 , 
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ne renferment que les données du p rob lème : ce sont 
donc les condit ions d 'équi l ibre . Elles e x p r i m e n t que les 
forces données on t u n e r é s u l t a n t e un ique , pu i sque l'on 
a ident iquement : 

LSX 4- ME Y + NEZ = 0. 

De plus , pu i sque EX = 0, EY =^ 0, ce t te r é s u l t a n t e 
unique est n o r m a l e au p lan . Les t rois a u t r e s équa t ions 
serviront à d é t e r m i n e r les r éac t ions des points fixes, et, 
par conséquent , les press ions exercées p a r le corps s u r 
les points d 'appui . La t ro is ième équat ion nous a p p r e n d 
que la r é su l t an t e des forces données , c 'est-à-dire EZ est 
négat ive. 

P R O P R I É T É . — Le point d'application de la résultante 

des forces P , P ' , P ' R , . . . doit se trouver à l'intérieur du 

triangle ABC formé par les trois points d'appui. 

En effet, p renons pour axe des x la droi te AB passan t 
par deux des points d 'appui , de man iè r e que le t ro is ième 
sommet soit du côté des y positifs ; soient — R l a 
résu l tan te , laquel le est néga t ive , x^, y0 les coordonnées 
de son point d 'appl icat ion, c 'est-à-dire du point où elle 
rencont re le p l an des xy. Il est évident qu'il y a u r a 
équilibre en t re les forces Rlt R s , R 3 e t la force — R ; 
nous au rons donc les équa t ions su ivan tes : 

- R + R, 4- R 2 4- R 3 = 0, 

— RyB + R,c = 0, 

Rx0 — R,a — R 3 £ = 0. 

De la deux i ème équat ion on t i re : 

_ R 3 c 
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p a r conséquent , y0 est positif, c 'est-à-dire que le point 

d 'applicat ion de la r é su l t an t e est s i tué du côté des y 

positifs. Il est évident que le m ê m e r a i s o n n e m e n t s'appli­

quera i t dans le cas où l'on p r e n d r a i t AC ou BC pour axe 

des x; p a r su i te , le po in t d 'applicat ion de la résul tante 

est à l ' in tér ieur du t r iangle ABC. 

R E M A R Q U E . — Dans le cas par t icu l ie r où les trois 

points d 'appui se ra ien t en l igne dro i te , on a u r a i t c = 0, 

et les équa t ions r e s t a n t e s : 

S Z + R , + R2 + R3 = 0, 

M — R.,a — R3b = 0, 

se ra ien t insuffisantes pour d é t e r m i n e r R , , R 2 , R 3 . 

3 2 0 . Soit m a i n t e n a n t un corps solide qui s'appuie 

par un certain nombre de points contre un plan fixe, 

que nous p r e n d r o n s pour p l an des a;y, l 'axe des z étant 

d i r igé du côté du p lan où se t rouve le corps solide. Les 

réac t ions du p lan fixe a u x différents points de contact 

sont no rma le s à ce p lan , donc para l lè les à l 'axe Os; 

de p lus , pu i sque nous supposons le corps s implement 

appuyé , elles sont di r igées d a n s le sens des z positifs. 

Nous pouvons cons idére r le corps c o m m e l ibre , en 

j o i g n a n t a u x forces P , P ' , P ' r , . . . les r éac t ions des points 

d 'appui que nous dés ignerons p a r R N R 2 , . . . R „ . Soient 

(xt, y \ , (x2, y2),... (xn, yn) les coordonnées de ces points 

d 'appui . E n app l iquan t les six équa t ions d 'équil ibre d'un 

corps l ib re , nous a u r o n s : 

S X = 0 , E Y = 0, S Z + R, + R 2 + . . . + R „ = 0, 

L + R , y , + R 2 2 / 2 + ••• + R«2/n = 0, 

M — — R,x2 — . . . — RnXn = 0, 

N = 0. 
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Les deux p remiè re s et la de rn i è re sont les seules qui 

ne renfe rment que les données du p rob lème : ce sont 

donc les condi t ions d 'équi l ibre . Elles e x p r i m e n t que les 

forces données ont une r é s u l t a n t e un ique , puisque l'on a 

iden t iquement : 

LSX + MSY + NEZ = 0. 

De plus , puisque S X = 0, S Y = 0, ce t te r é s u l t a n t e est 
para l lè le à l 'axe des z ; p a r conséquen t , elle es t n o r m a l e 
au p lan . Les t rois a u t r e s équa t ions e x p r i m e n t les 
re la t ions en t re les données d u p rob lème et les r éac t ions 
des points d 'appui . Ces équa t ions é t a n t a u n o m b r e de 
trois, il s 'ensuit qu'elles ne p e u v e n t serv i r à d é t e r m i n e r 
que trois inconnues . Si donc le n o m b r e des points d 'appui 
est supé r i eu r à t ro is , le p rob lème se ra i n d é t e r m i n é . 
D'ailleurs, l 'équat ion SZ 4- R t 4- R 2 4- . . . 4- R« = 0 , 
nous apprend que la r é su l t an t e des forces données , ou 
SZ, est néga t i ve . 

P R O P R I É T É . — Le point d'application de la résultante 

des fo>'ces données est situé à l'intérieur du polygone 

convexe formé par les points d'appui, c'est-à-dire du 

contour que l'on obtient en supprimant les parties 

rentrantes du polygone effectif. 

P o u r d é m o n t r e r cet te p ropr ié té , dés ignons p a r — R 
la r é su l t an te des forces P , P ' , P " , . . . laquel le est néga t ive , 
et pa r x0, y0 les coordonnées du poin t où elle r encon t re 
le p lan des xy, l 'axe des x pa s san t p a r deux des points 
d 'appui A e t B, de tel le m a n i è r e que tous les a u t r e s 
points d 'appui soient s i tués du côté des y positifs. Il y 
a u r a év idemment équi l ibre en t r e les forces R t , R 2 , . . . . R r t 

et la force — R, et nous a u r o n s les équa t ions 
su ivantes : 
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— R - f E , - f R , -I- ••• + R* == 0, 

— Rya + R3ya + Rjj, + . . . + RnVn = 0, 

Rx0 — Rj^c, — R 2 ^ 2 ••• Rn&n = = 0 » 

de la deux ième on t i r e : 

_ R : i y 3 + R 4 y 4 + ••• + R*y» 
2/o — R 

P a r conséquent , y a es t positif, c 'es t -à-dire que le point 

( l ' appl icat ion de la r é su l t an t e est s i tué du m ê m e côté de 

la d ro i te AB que les au t r e s s o m m e t s du polygone. On 

p o u r r a i t appl iquer le m ê m e r a i s o n n e m e n t en p renan t 

p o u r axe des x un côté que lconque du polygone la issant 

les au t r e s sommets d 'un m ê m e cô té . P a r conséquent , le 

point d 'appl icat ion de la r é s u l t a n t e est à l ' intér ieur du 

po lygone convexe formé pa r les points d 'appui . 
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CHAPITRE VI. 

T h é o r i e d u c e n t r e d e g r a v i t é . 

3 2 1 . Tous les corps a b a n d o n n é s à e u x - m ê m e s 
p rennen t u n m o u v e m e n t vers l ' in tér ieur de la t e r r e , 
dans une direct ion pe rpend icu la i re à la surface des e a u x 
t ranqui l les . Cette d i rect ion s 'appelle la verticale. Quand 
ils sont r e t e n u s , ils exe rcen t u n e pression sur l 'obstacle 
qui les re t i en t . L a force qui sollicite tous les corps v e r s 
le cen t re de la t e r r e , exe rce son ac t ion d 'une m a n i è r e 
cont inue. La cause de ces p h é n o m è n e s est la pesanteur 

ou gravité. Le m o u v e m e n t que la pe san t eu r c o m m u ­
nique a u x corps est rectiligne et uniformément varié : on 
en conclut que la pesanteur est une force constante 

(n° 1 8 9 ) . Cette force est d i r igée su ivan t l a ve r t i c a l e ; 
elle c h a n g e de direction avec la posi t ion du point 
considéré à la surface de la t e r r e , et elle ag i t de h a u t en 
bas : son intensité c h a n g e quand on s'éloigne ou qu 'on 
s 'approche du c e n t r e . Ces va r ia t ions sont insensibles 
pour des poin ts peu éloignés les u n s des au t r e s ; p a r 
suite, pour des points peu éloignés, on p e u t cons idérer 
les forces c o m m e para l lè les . 

On t rouve que l'accélération du m o u v e m e n t dû à la 
pesan teu r a la même valeur pour tous les corps en un 
même l ieu, et , p a r conséquent , p o u r tous les points 
matér ie ls ; ce t t e va l eu r es t 9,8088 à P a r i s ; elle est 
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éga le à la vi tesse acquise au bou t d 'une seconde pa r un 
corps t o m b a n t l ib rement dans le v ide . On la désigne par 
g, et l'on a : 

g = 9 , 8 0 8 8 . 

On en conclut que , si p dés igne l'intensité de la 

pesanteur s u r un point de masse m, on a : 

p = mg ; 

donc , la force que la pesanteur exerce sur un point 

matériel, est mesurée par le produit de la masse de ce 

point et du nombre constant g : elle est donc propor­

tionnelle à la masse. 

3 2 2 . Si m a i n t e n a n t on cons idère u n corps solide, la 
pe san t eu r sollicite les points in t é r i eu r s c o m m e les points 
de la surface du corps . Les d imens ions du corps é tant 
t r è s pet i tes pa r r a p p o r t à celles de la t e r r e , il s'ensuit 
que les forces qui agissent su r les d ivers é léments d'un 
corps peuven t ê t re cons idérées c o m m e sensiblement 
pa ra l l è les . I l r é su l t e de la théor i e des forces paral lèles 
(n° 2 5 1 ) que ces forces ont u n e r é su l t an te un ique , 
para l lè le à ces forces, et éga le à l eu r s o m m e . Cette 
r é s u l t a n t e est le poids du corps. Elle passe toujours pa r 
un point dé t e rminé du corps , et ce po in t est i ndépendan t 
d e la d i rec t ion des forces p a r r a p p o r t au corps , ou, ce 
qui r ev ien t a u m ê m e , du corps p a r r a p p o r t a u x forces : 
c 'est le centre de gravité du corps. 

3 2 3 . Il r é su l t e de ce qui p récède et des lois de la 
composi t ion des forces para l lè les le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Si l'on connaît les centres de gravité 

d'un nombre fini de points tnassifs isolés, on trouve le 

centre de gravité du système en appliquant les formules 

de la composition des forces parallèles. 
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Nous aurons donc (n° 3 0 7 ) , en dés ignan t p a r p le 
poids d'un point massif, p a r x, y, z les coordonnées de 
ce point, pa r P le poids to t a l du sys tème, p a r xv, yit zl 

les coordonnées de son cen t re de g r a v i t é : 

P = 2p, Px1 = T,px, Py, = 2py, Pz1 = ILpz, 

d'où : 

_ Hpx ~Lpy Y.pz 
x i = p > V\ = p i

 z \ = ~ p 

REMARQUE I. — On peu t t r ans fo rmer ces formules 

en in t rodu isan t les masses au l ieu des poids. En effet, 

soient m l a mas se du point (x, y, z), M la masse to ta le 

du sys tème, nous au rons , en ve r tu de l a formule p = mg .-

P = "Lmg •= g'ï.m = Mg ; 

donc, le poids d'un corps quelconque est le produit de sa 

masse par le nombre constant g. 

Les formules ci-dessus dev iennen t a lo rs , en s u p p r i m a n t 
le facteur c o m m u n g : 

Y*mx Ymy Ymz 

On voit que ces de rn iè res formules n e renfe rment plus 
de t r aces de l 'act ion de la p e s a n t e u r . I l s 'ensuit que la 
res t r ic t ion que nous avions faite p r imi t ivement que les 
dimensions du corps é t a i en t t r è s pet i tes pa r r a p p o r t à 
celles de la t e r r e , peu t ê t r e a b a n d o n n é e . Les formules 
p récéden tes donne ron t le cent re"de g r a v i t é du sys tème, 
quelles que soient ses d imens ions . 
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R E M A R Q U E I I . — Si l'on cons idère u n sys tème formé 

de la r éun ion de p lus ieurs corps solides, dont on connaît 

les cen t res de g rav i Lé respectifs , on p o u r r a dé te rminer 

le cen t re de g r a v i t é du sys t ème p a r les formules : 

Ymx "Lmy I\mz 
X l ~ ~ M - ' V i = T ' *1 = T ' 

m dé s ignan t la mas se de l 'un des corps du système, 
x, y, z les coordonnées de son cen t re de g rav i t é , M la 
masse to ta le d u sys tème, œlt ylf z1 les coordonnées du 
c e n t r e de g r a v i t é du sys tème . 

R E M A R Q U E I I I . — Si le p lan des xy passe p a r le 
cen t r e de g rav i t é du sys tème, on a u r a z^ = 0 ; pa r 
conséquen t : 

Hpz = 0 ou ETOZ = 0. 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . —• Dans un système de points massifs, la 

somme des moments est nulle par rapport à tout plan 

passant par le centre de gravité du système. 

REMARQUE IV. — Si le centre de gravité est sur l'un 

des axes, p a r exemple su r l 'axe des z, on a : x1 = 0, 
y1 = 0; p a r su i te , 

Hmx = 0, Hmy = 0. 

R E M A R Q U E V . — Si l'origine est au centre de gravité, 

on a : xl = y ^ = zr = 0 ; p a r su i te , 

Ymx = 0, "Lny = 0, Ymz = 0. 
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P r o p r i é t é s d e s c e n t r e s d e g r a v i t é . 

3 2 4 . Soit u n sys tème de points pesan t s M, M', M", . . . 

et soit G le cen t re de g r a v i t é de ce sys tème . Nous 

aurons : 

~Pxl = Dpx, P t / j = l\pu, Pzt = Zpz. 

Cela posé , dés ignons p a r r, r', r'1,... les d is tances des 
points M, M', M",. . . à l 'or igine, e t pa r rl l a d i s tance du 
cent re de g r a v i t é , «, (3, y les ang les de ?' avec les axes , 
stj, P j , 7j les angles de r1 avec les axes ; on a : 

xl = r1cosoLl, yl=r1cosfi1, 5 1 = r , c o s y l r 

x = rcostx, 2/ = r c o s p , z = rcosy. 

Les formules p r écéden t e s nous donnen t alors : 

P r j C O S o i j = E y û r C O S a , 

Pr-jCosSj Dprcosp, 

P r j C O S V j = S j r c o s y . 

Si le cen t re de g r a v i t é G est pr i s pour or ig ine , on a 

rl = 0, et il v ient : 

S p r c o s a = 0, 

S p r c o s p = 0, 

S p r c o s y = 0. 
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De ces formules on conclut le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Si sur les droites qui joignent les 

centres de gravité de différents points massifs au 

centre de gravité du système, on prend des forces égales 

à pr, p'r',... ou proportionnelles à ces produits, ces 

forces se feront équilibre autour du centre de gravité. 

3 2 5 . En pa r t i cu l i e r , si les points massifs ont des 
poids é g a u x , il v ient : 

Ercosa = 0, Ercos3 = 0, Srcosy = 0, 

e t l'on a le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Si l'on considère un système de points 

massifs égaux, et si l'on joint leurs centres de gravité 

respectifs au centre de gravité du système, des forces 

représentées en grandeur et direction par ces droites, 

se feront équilibre autour du centre de gravité du 

système. 

Réc ip roquemen t , lorsque des forces se font équilibre 

autour d'un même point, ce point est le centre de gravité 

d'un système de points également pesants placés aux 

extrémités des droites représentatives de ces forces. 

En effet, soient F , F 1 , F ' ' , . . . les forces qui se font 
équi l ibre a u t o u r du point 0 , X , Y, Z les composantes 
de F ; les équa t ions d 'équil ibre sont : 

SX = 0, SY = 0, SZ = 0. 

Or, X , Y, Z sont les coordonnées de l ' ext rémité de la 
force F : si p est le poids du point pesan t placé à 
l ' ex t rémi té de c h a c u n e des forces, les coordonnées du 
c e n t r e de g r a v i t é du sys tème de points pesan t s sont 
données pa r les formules : 
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SpX pHX 
Hp Hp 

2pY pHY 
Hp Hp 

HpZ pHz 
Hp ~~ Hp 

Donc, le cen t re de g r a v i t é du sys tème de points est à 
l 'origine, c 'est-à-dire a u po in t d 'appl icat ion des forces 
F , F' , F" . . . 

3 2 6 . P roposons-nous m a i n t e n a n t de t r o u v e r la 

relation gui existe entre les dislances d'un certain 

nombre de points massifs à un point fixe, leurs distances 

mutuelles, et la distance du centre de gravité au 

point fixe. 

Reprenons les formules : 

Px1 = px -f- p'x' +p"x" + 

Pz/i = py + P'y' + P'Y + —, 

Yz, = pz + p'z' + p"z" + 

élevons au c a r r é , et a joutons , il v ient : 

p ^ ! 2 = p V 2 + p V 2 + p V + ... 

+ 2pp' (xx + yy' + zz') + 2pp" {xx'1 - f y y" + zz") + ... 

+ 2p'p" (afx" + y'y" + z'z") + . 
20 
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Fig. 104. 

d'où : 

2 (аж' -f yy' + гг') = r 2 -f- г'г — М М 2 . 

P a r su i te , 

P ^ V = р гт- 2 + р'Ъ-'* -Ь j o ' V 2 - f .. 

+ Я0 ' (г2 + г ' 2 — MM 2 J + рр" И А- г"* — ММ"') + •• 

+ р'р" (г-'г + г1'* — М'М"2) 4-

ou bien : 

P ' r , 2 = p r 2 [p + p ' 4- p " 4- ...) 4- РУг + p' + p" + •••) 

— pp'. MM' 2 — p p " . MM" 2 -^P'p" • M'M"2 — . . . 

= P E p r 2 — Spp'S 2 , 

Or, on a (fig. 104) : 

MM' 2 = [x — x'f + (y — 2/')2 + (z — zf 
= ri + r"1 — 2 (¡ra;' -f- yy ' + zz) ; 
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en dés ignant p a r S l a d i s tance en t r e deux quelconques 

des points donnés . 

Si l'on r emplace les poids p a r les masses , il v ient : 

„ Ewm'B 2 

M r , 2 = Lmr2 ——, 
M 

d'où : 

S m r 2 = Mrf 
M 

Donc, la somme des produits que Von obtient en 

multipliant la masse de chaque point matériel par le 

carré de sa distance au point fixe est égale au produit 

de la masse entière concentrée au centre de gravité par 

le carré de la distance du centre de gravité au point fixe, 

augmenté du rapport de la somme des produits des 

masses deux à deux par le carré de leur distance, 

divisée par la masse totale du système. 

REMARQUE I. — Dans la formule qui p r é c è d e , le 

second m e m b r e se compose de d e u x par t i e s : l a seconde 

est i n d é p e n d a n t e d u poin t fixe 0 , l a p r e m i è r e n e dépend 

que de la d i s tance OG du c e n t r e de g r a v i t é du sys tème 

au point 0 . I l en r é su l t e donc que Y.mr% s e ra cons tan t , 

lorsque r1 = const. ; donc , la somme Y.mr1 reste constante 

lorsque l'origine 0 se déplace sur une sphère ayant son 

centre au centre de gravité du système. 

R E M A R Q U E I I . — De ce t te m ê m e formule, il r é su l t e 
encore que W sera minimum p o u r rl = 0, c 'est-à-dire 
lorsque l'origine 0 coïncidera avec le centre de gravité 

du système. 

3 2 7 . P R O P R I É T É . — La somme des produits des 

masses des différents points du système par les carrés 
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Fis. 105. 

de leurs distances à un point fixe, est égale à la même 

somme prise par rapport au centre de gravité G, 
augmentée du produit de la masse entière^ supposée 

concentrée au centre de gravité, par le carré de la 

distance rx du centre de gravité au point fixe 0 . 

Désignons p a r x l t ylt z1 les coordonnées du cen t re de 
g r a v i t é G (flg. 105), pa r 
x, y, z les coordonnées du 
point M p a r r a p p o r t au 
po in t fixe 0 , e t p a r x', y', z' 

les coordonnées de ce point 
M p a r r a p p o r t à t rois axes 
para l l è les pa s san t p a r le 
cen t r e de g r a v i t é G ; nous 
a u r o n s : 

x = œ1 + x', y = yx-\-y\ 

z = zi + z'; 

p a r sui te : 

Ewir 2 = Ym [x- + y 2 + zz) 

= ï m [(a?! + x'f + (y 1 + yY + (z, + z'f] 

= + + * i 2 ) 2 w + S » i (x'z + y'î + z'2) 

+ 2x1Dmx' - f 2y,l\my' + 2z1Dmz'. 

Or, l 'origine des coordonnées x\ y', z' é t an t au cent re 

d e g r a v i t é , on a (n° 3 2 3 ) : 

Dmx' = 0, Dmy' = 0, Zmz' = 0 ; 
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par consequent , il v ient , en dés ignan t p a r p l a d is tance 

du point M au cen t re de g rav i t é , et p a r rl la d is tance OG : 

S m r 2 = M r ^ + I m p 2 , 

ce qui d é m o n t r e la p rop r i é t é énoncée . 

R E M A R Q U E . — E n combinan t ce t te formule avec la 
précédente , on a la re la t ion : 

MSrap 2 = Smm'S 8 . 

C e n t r e d e g r a v i t é d ' u n s o l i d e i n v a r i a b l e . 

3 2 8 . Un corps solide é t an t u n a s semblage de 
molécules p lacées à d i s tance les u n e s des a u t r e s , il 
s'ensuit que nous pour r ions ob ten i r le c e n t r e de g r a v i t é 
d'un corps a u moyen des formules p récéden te s , si 
nous pouvions d é t e r m i n e r les masses des différentes 
molécules. Mais ce t t e dé t e rmina t ion n ' é t an t pas possible, 
nous serons obligés de t r ans fo rmer nos formules . 

A cet effet, nous al lons r a p p e l e r quelques not ions don t 

nous a u r o n s à faire u s a g e . 

On di t qu 'un corps est homogène, lorsqu'i l p r é sen te 
dans tous les sens u n e cons t i tu t ion phys ique ident ique . 
Dans un corps h o m o g è n e , des vo lumes é g a u x ont des 
poids é g a u x : pour deux corps homogènes différents, le 
poids est différent p o u r des vo lumes é g a u x . 

Le poids spécifique d 'un corps h o m o g è n e est le poids 
de l 'unité d e vo lume : c'est le r a p p o r t du poids d 'un 
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ce r t a in volume à ce volume. E n dés ignan t p a r m le poids 
p 

spécifique d'un corps h o m o g è n e , on a m = —. L'unité de 
Y 

poids est le g r a m m e , ou le poids d 'un cen t imè t re cube 
d 'eau disti l lée : le poids spécifique d'un corps homogène 

est donc le nombre de grammes que pèse un centimètre 

cube de la .substance qui constitue ce corps. 

L a densité d 'un corps h o m o g è n e est le r a p p o r t de la 

ma s s e qu'il r en fe rme sous u n vo lume que lconque à ce 

vo lume . Si donc p dés igne l a dens i té d 'un corps homo­

g è n e , V son vo lume , nous a u r o n s : 

p = ^ r , d'où M =•= V p . 

Dans les corps hétérogènes, le po ids n 'est pas propor­
t ionne l a u vo lume . On considère a lors un é lément très 
pe t i t d u corps , et le r a p p o r t du poids de ce t élément à 
son vo lume est le poids spécifique moyen de cet é lément . 
Si le vo lume de l 'é lément tend v e r s zéro, ce r a p p o r t tend 
ve r s u n e l imite qui est lupoids spécifique du corps en un 

point de ce corps où se t rouve l 'é lément . Si la n a t u r e de 
la subs t ance va r i e d 'une m a n i è r e con t inue , le poids 

spécifique est une fonction continue des coordonnées des 
différents points . Le poids spécifique en u n point (a;, y, z) 

est donc u n e fonction des coordonnées de ce point . 

De la m ê m e m a n i è r e , le r a p p o r t de l a masse d'un 
é l é m e n t du corps à son vo lume est la densité moyenne 

de cet é lément , e t l'on appel le densité d 'un corps en un 

point (oc, y, z) l a l imi te du r a p p o r t p r écéden t , lorsque le 
vo lume de l 'é lément r e n f e r m a n t ce point tend vers zéro. 
L a densité d 'un corps en un point (se, y, z) est donc une 

fonction continue des coordonnées de ce point , Pour 
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les corps homogènes , ce t te fonction se r é d u i t à u n e 

cons tan te . 

3 2 9 . Ces pr inc ipes é tabl is , p o u r t r o u v e r le cen t r e de 

g rav i té d'un corps solide, on conçoit que la matière gui 

compose le corps soit continue, c 'est-à-dire qu'elle soi t 

r é p a n d u e dans la to ta l i té de l 'espace r e p r é s e n t é p a r son 

volume appa ren t . Cette h y p o t h è s e n 'a p o u r effet que de 

déplacer de quan t i t é s infiniment pet i tes les points d 'appli­

cation des forces, e t il n 'en r é s u l t e r a aucune e r r e u r 

appréciable dans les r é su l t a t s . Cela posé , on suppose le 

corps décomposé en é léments t r è s pe t i t s , chacun de ces 

éléments étant complètement rempli de matière. Soit d u 

le volume d 'un é lément , la masse de ce t é lément s e r a 

pd«, en dés ignan t p a r p la dens i té au point (x, y, z) où 

se t rouve cet é l émen t . D'ai l leurs, à c a u s e d e l à pe t i tesse 

de l 'é lément , on p e u t r e g a r d e r x, y, z c o m m e a y a n t les 

mêmes va leu r s en tous les points de cet é lément . 

Nous au rons a ins i , en d é s i g n a n t p a r cc^ yx, zt les 

coordonnées du cen t r e de g r a v i t é du corps , les formules 

suivantes : 

M =J"pdw, }Axl= J'pxdto, M y , = J"pydii), Mz1= Jpzdw. 

Dans le cas par t i cu l ie r où le corps es t homogène, p est 

cons tan t , et il v ient , en dés ignan t p a r V le vo lume d u 

corps : 

r I xdiù I ydu> I zdh 
M = P J du = ? V, y i = = ^ _ _ , Z i = ? L _ _ 

R E M A R Q U E . — Il est facile de t r o u v e r l a relation qui 

ex is te en t re le poids spécifique & e t la densité p. E n 
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effet, da é t an t le vo lume d'un é lément , le poids de cet 

é l émen t s e r a wd^ ou bien gpdu>. On a donc : 

w = go. 

3 3 0 . Il exis te ce r t a ins t h é o r è m e s qui pe rme t t en t de 
simplifier la r e c h e r c h e du cen t r e de g r a v i t e d'un solide 
h o m o g è n e : 

1° Si la surface d'un corps est symétrique par rapport 

à un plan P , le centre de gravité est situé dans ce plan 

de symétrie. Imag inons u n e sér ie de dro i tes paral lèles 
e t inf iniment voisines d a n s le p lan de symét r i e P , puis 
u n a u t r e sys tème de droi tes para l l è les en t r e elles, et 
pe rpend icu la i r e s a u x p r e m i è r e s . Nous découpons ainsi 
le p lan en r ec t ang le s inf iniment pe t i t s . Cela posé, consi­
dé rons ces r ec t ang le s c o m m e bases de pr ismes droits 
p ro longés des d e u x côtés du p lan , puis coupons ces 
p r i smes p a r des p lans para l lè les au p l an P , infiniment 
voisins et symétriques par rapport à ce plan de part et 

d'autre. Nous a u r o n s a insi décomposé le solide en 
é léments symét r iques d e u x à deux p a r r a p p o r t au 
p l an P : or , d e u x é léments symét r iques a y a n t même 
vo lume et m ê m e poids, le po in t d 'appl icat ion de la r é ­
su l t an t e de ces deux poids s e r a a u mil ieu de la droite 
qui jo in t ces é léments , et , p a r conséquent , dans le plan 
de symét r i e . Nous a u r o n s donc , en r é s u m é , u n e série 
de r é su l t an t e s par t ie l les a y a n t l eurs points d'application 
d a n s le p lan P . P a r conséquent , le point d'application 
de la r é su l t an t e do ces r é su l t an t e s par t ie l les , ou le 
c e n t r e de g r a v i t é du solide se ra dans le p l an P . 

2 e Si la surface d'un corps a un plan diamétral, le 

centre de gravité du solide est dans ce plan. 

L a démons t r a t i on de ce t te p ropr i é t é est ana logue à la 

p récéden te . 
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3° Si la surface d'un corps a un axe de symétrie, le 

centre de gravité du corps est sur cet axe. 

Il est évident que l'on p e u t décomposer le corps en 
éléments qui s e ron t d e u x à deux de môme poids e t 
symétr iques p a r r a p p o r t à l ' axe . Or, la r é su l t an t e des 
poids de deux é léments symét r iques a u r a son poin t 
d'application su r ce t a x e . Nous au rons ainsi une sér ie 
de résu l tan tes a y a n t l eurs poin ts d 'appl icat ion sur l 'axe ; 
donc, le cen t re de g r a v i t é du corps se ra su r ce t a x e . 

4 ° Si la surface d'un corps a un centre de figure, le 

centre de gravité coïncide avec ce centre de figure. 

En effet, on p e u t décomposer l e corps en é léments 
qui sont d e u x à deux é g a u x et s y m é t r i q u e m e n t p lacés 
par r appor t a u c e n t r e de f igure. Or, la r é su l t an t e des 
poids de deux é léments symét r iques a u r a son po in t 
d'application au c e n t r e de figure ; donc, le cen t r e do 
gravi té du corps se ra en ce po in t . 

C e n t r e d e g r a v i t é d e s l i g n e s e t d e s s u r f a c e s . 

3 3 1 . Les surfaces et les l ignes n e p e u v e n t avoir de 
poids. Cependant , on cons idère souven t le cen t re de 
gravi té d 'une l igne ou d 'une surface. A ce t effet, on 
suppose la l igne ou l a surface c o m m e é t a n t maté r ie l l e 
pa r la cons idéra t ion su ivan te : supposons qu 'un solide 
s 'étende su ivan t u n p lan , ou su ivan t une surface courbe 
quelconque, et qu'il p r é sen t e pa r t ou t u n e épa isseur t r è s 
pet i te dans le sens de la n o r m a l e à la surface p lane ou 
courbe . On p o u r r a faire abs t r ac t ion de l 'épaisseur , et 
imaginer t ou t e la m a t i è r e qui compose ce corps solide 
comme r é p a n d u e s u r la surface p lane ou cou rbe . 
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La surface se ra ainsi cons idérée c o m m e matér ie l le , et, 
p a r conséquent , c o m m e a y a n t u n cen t r e de grav i té . 

Les m ê m e s r a i sonnemen t s s 'appliquent à une ligne 
d ro i te ou courbe . 

Le cen t re de g rav i t é d 'une l igne ou d 'une surface est 
donc le cen t r e de g r a v i t é d 'un sys tème de points 
ma té r i e l s qui se ra ien t r épa r t i s su r l a l igne ou la 
surface . P o u r pouvoir dé t e rmine r le cen t r e de gravi té , 
on devra i t connaître la loi de répartition de la matière 

s u r la l igne ou sur la surface. On suppose ord ina i rement 
la ligne ou la surface homogène, c 'est-à-dire que tous 
les é léments de m ê m e é t endue r en fe rmen t la même 
quan t i t é de ma t i è r e . 

3 3 2 . C E N T R E DE GRAVITÉ D'UNE L I G N E . — Désignons 

p a r S la l ongueur to ta le de la l igne , e t p a r ds la 
l o n g u e u r de l 'é lément. L a l igne é t a n t supposée homo­
g è n e , les poids et les masses des différents é léments sont 
p ropor t ionne l s à l eurs l ongueu r s , et nous a u r o n s : 

S =j"ds, S x t = J xds, Sy, = J yds, Sz, = zds. 

Si la courbe est r a p p o r t é e à t ro is axes rec tangu la i res , 
on a : 

^ et ^ é t a n t les dér ivées de y et de z, p a r r appo r t à x, 

fournies p a r les équa t ions de l a courbe proposée . Les 
l imi tes des in tégra les se r a p p o r t e n t a u x ex t rémi tés de 
l 'arc donné . 

Si la courbe es t p lane , il est év ident que son cen t re de 
g r a v i t é est s i tué dans son p lan . Les coordonnées œx, y. 
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du centre de g r a v i t é , r a p p o r t é e s à d e u x axes r ec t an ­
gulaires pr is dans le p lan de l a cou rbe , sont données 
par les formules : 

REMARQUE. — On p o u r r a d 'a i l leurs profi ter des r èg le s 
données p r é c é d e m m e n t (n° 3 3 0 ) , pour simplifier d a n s 
certains cas la r e c h e r c h e du cen t r e de g rav i t é . 

3 3 3 . C E N T R E DE G R A V I T É D'UNE SURFACE. — Si la 

surface est p l ane , il est év ident que le cen t r e de g r a v i t é 
est situé dans son p l an : à cause de l ' homogéné i té de l a 
surface, les poids et les masses des divers é l émen t s 
sont propor t ionnels à leurs a i r e s . Si donc nous dés ignons 
par A l 'aire de la surface , nous a u r o n s : 

A = / / dxdy, Axl = 11 xdxdy, Ayr = / / ydxdy ; 

ces in tégra les s ' é tendent à tous les é léments compr i s 

dans l ' in tér ieur du con tour donné . 

Si l 'aire est compr ise e n t r e u n e courbe , l 'axe des x 

et deux o rdonnées , les l imites de y sont 0 e t y, celles 
de x sont les abscisses x0 e t x des points e x t r ê m e s . 
D'ailleurs, en effectuant l ' in tégra t ion re la t ive à y, on a : 

dans lesquelles on a : 

A = / ydx, Ax: = / xydx, kyx = \ I y*dx. 
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Si l 'a ire A est compr ise en t r e d e u x courbes données 

(fig. 106), les formules sont : 

Fig. 106. 
y; 

A = y*(Y — y) dx, 
nets 

»! = J(Y — y) x dx, 
KO 

if 

^Vi=-\f lY 2 — y2) dx, 

Ax 

Fig. 107. 

Y et y é t a n t les o rdonnées des deux courbes , corres­
pondan t à u n e m ê m e abscisse . 

R E M A R Q U E . — On p o u r r a d 'a i l leurs profiter des règles 
que nous avons énoncées p r é c é d e m m e n t (n° 3 3 0 ) . 

3 3 4 . Lorsque la surface don t on veu t t rouver le 
cen t r e de g r a v i t é n'est pas p l ane , on la r appo r t e à trois 
axes coordonnés . Soit donc u n e por t ion de surface 

courbe l imi tée pa r un 
con tour qui se projette 
en ARCD sur le plan 
des xy (fig. 107), et 
supposons cet te surface 
h o m o g è n e : nous la dé­
composerons en éléments 
p a r des p lans perpendi­
cula i res respect ivement 
à Ox et Oy. A cause 
de l ' homogéné i t é , les 
masses des différents élé­

m e n t s de la surface sont p ropor t ionne ls à leurs a i res . Si 
donc on dés igne p a r A l 'aire to ta le de la surface, et pa r 
x t , yu zl les coordonnées du cen t r e de g rav i t é , nous 
a u r o n s les formules : 
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kxx — J j x l / l + P 2 + g 2 dxdy, 

A s , = y l / l + + g 2 dœdy. 

Les l imites de ces in t ég ra le s se d é t e r m i n e n t c o m m e 

dans le p rob lème des a i res du ca lcul i n t é g r a l . Elles 

s'étendent à la pa r t i e ABCD du p l an des xy su r laquel le 

la surface se pro je t te . 

REMARQUE. — Il es t év ident que l 'on p o u r r a faire 

usage des règ les démont rées (n u 3 3 0 ) . 

C e n t r e d e g r a v i t é d e s v o l u m e s . 

3 3 5 . Soit u n corps compr is sous u n e surface fermée 

dont l 'équation r a p p o r t é e à t rois axes r ec t angu la i r e s est : 

F [x, y, z) = 0. 

Décomposons le corps en é léments inf iniment pet i ts p a r 
trois sys tèmes de p lans para l lè les a u x p lans coordonnés ; 
l 'élément de vo lume se r a u n para l lé l ip ipède r ec t ang le 
ayan t pour a r ê t e s les différentielles dx, dy, dz des 
coordonnées d 'un point du corps , c 'est-à-dire les d is tances 
qui séparen t deux p lans consécutifs de c h a c u n des 
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sys t èmes . Le vo lume de cet é lément se ra dxdydz, et sa 

m a s s e pdxdydz, en dé s ignan t p a r p la dens i té du corps 

a u point (x, y, z). 

Nous a u r o n s donc les formules su ivantes : 

M =y y y"p dxdydz, 

Mx, =yy J^x dxdydz, 

Myx=j f f py dxdydz, 

Mz^ = y y j* pz dxdydz, 

d a n s lesquel les on d e v r a r e m p l a c e r p p a r la fonction de 
y , qui e x p r i m e la densi té du corps . 

Quant a u x l imi tes de ces in t ég ra l e s , elles se déter­
m i n e n t c o m m e dans le calcul i n t ég ra l pour le volume 
d 'un corps . 

CAS P A R T I C U L I E R . — Si le corps est h o m o g è n e , p est 
cons t an t , et les formules se s implif ient . E n dés ignant 
p a r V le vo lume du corps , on a : 

M = py y y dxdydz = pV, 

Va?i =yy Jce dxdydz, 

Yy, = y y J'y dxdydz, 

=yyyz dxdydz. 

On voit , p a r ces formules , que l a posi t ion du centre 

de g r a v i t é du solide ne dépend que de la forme de la 
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surface qui le t e r m i n e . On p o u r r a d 'ai l leurs simplifier le 

calcul en faisant u s a g e des règ les é tabl ies (n° 3 3 0 ) . 

REMARQUE. — On peu t t rouver les coordonnées du 

centre de g r a v i t é d 'un corps r a p p o r t é à des coordonnées 

polaires. A cet effet, on p r e n d pour é lément de vo lume 

du corps, le sol ide dé t e rminé p a r deux sphères de r a y o n s 

r et r -f- dr, d e u x p lans p a s s a n t p a r l 'axe des z et 

faisant des ang les cp et cp + rfcp avec le p lan des zx, e t 

les r ayons faisant des ang les 6 et 0 -f dd avec l 'axe 

des 2 (fig. 1 0 8 ) . 

D'après cela, l ' é lément de volume se ra abcdefgh, et 

nous a u r o n s : 
Fig. 108. 

dY = r2 sin 0 dr dB dy ; 

d ' au t re p a r t , 

x = r sin 0 coscp, 

y = r sin 0 sin cp, 

z = r COS0. 

Les formules qui d é t e r m i n e n t le c e n t r e de g r a v i t é 

sont donc : 

V =fffr2shlQ drdO d<p, 

Yxx -fffr* ^n* 6 coscp drdBcicp, 

-fff1* Sîn2 S sincp drdB dy, 

3 cos 0 dr d% dtp ; 
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les l imi tes de ees i n t ég ra l e s se d é t e r m i n e n t c o m m e dans 

le cas des vo lumes des corps . 

C e n t r e d e g r a v i t é d e s c o r p s d e r é v o l u t i o n . 

Fig. 109. 

3 3 6 . C E N T R E D E GRAVITÉ D'UN VOLUME D E RÉVO­

L U T I O N . — Proposons -nous de t r o u v e r le cen t re de 
g r a v i t é d u v o l u m e e n g e n d r é p a r l 'a ire ABCD tou rnan t 
a u t o u r de l 'axe des x (tig. 109). Ce cen t r e de gravi té 

se ra é v i d e m m e n t s i tué sur 
l 'axe des x, qui es t u n axe de 
symét r i e (n° 3 3 0 ) ; p a r consé­
quen t , il suffit de dé te rminer 
l 'abscisse de ce point G. Nous 
décomposerons le vo lume total 
en vo lumes é lémenta i res en­
gend ré s p a r des rec tangles 
é l émenta i re s tels que rnm'nri, 

t o u r n a n t au tou r de l 'axe des x. 

Or, le vo lume de cet é lément est ny*dx ; son cen t re de 
g r a v i t é est aussi su r l 'axe des x, en u n point g, et l'on a 
0(7 = x. L a masse de cet é lément es t npy'dx; son moment 
p a r r a p p o r t à u n plan p a s s a n t p a r Oy et perpendicula i re à 
l 'axe des x est r.pxy^dx : la s o m m e des momen t s des 

é léments est 7t / pxy*dx, en posan t OC = a,et OD = S. 

a P 
L a masse du corps é t an t égale à i r / py2dx, son moment 

p a r r a p p o r t a u m ê m e p lan 

aurons donc la formule su ivan te 

a 
est dx. Nous 
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Ta^yp7 / 2 da;== t t I pxy*dx 

d'où l'on t i re : 

oc. 

3 

y pxy*dx 

" 1 ' 

y W2dx 

Si le corps est h o m o g è n e , il vient : 

y xy*dx 

X. = 

yycto 

Fis. 110. 

3 3 7 . C E N T R E DE GRAVITÉ D'UNE SURFACE DE R É V O ­

LUTION. — Soit à t r ouve r le c e n t r e de g rav i t é de 
la surface de révo lu t ion e n g e n d r é e p a r l 'arc AB 

t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe des 
x (fig. 110). Le cen t re de 
g r a v i t é s e r a év idemment su r 
l 'axe des x qui est u n a x e 
de symét r i e (n° 3 3 0 ) . P a r 
conséquent , il suffit de déter ­
m i n e r l 'abscisse de ce point G. 
Considérons l 'aire é l émen ta i r e 
décr i te p a r l ' a rc mm!=ds, tour ­

nan t au tou r de l 'axe des x .- le cen t r e de g rav i t é de cet te 
a i r e es t sur l 'axe des x, en u n poin t g, e t l'on a. Og = x. 

21 

ng i ï 5 
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s a 
2nxl j'pyds •= 2n ipxyds ; 

a a 

d'où : 

3 
jpxyds 
a 
~¡3 

f pyds 

Si la surface est h o m o g è n e , il v ient 

J xyds 

a 
x, = — f yds 

Or, la surface e n g e n d r é e p a r l 'é lément mm' = ds est 
é g a l e à 2nyds, et sa mas se est 2-xpyds : son moment par 
r a p p o r t à u n p lan p a s s a n t pa r 0?/ e t perpendicula i re à 
l ' axe des x est 2r.pxyds. L a s o m m e des momen t s des 

S 
é l émen t s est 2r. fpxyds. Mais la mas se to ta le é t an t égale 

3 i 
à 2TT / pyds, son m o m e n t p a r r a p p o r t a u m ê m e plan 

es t 2nxl I pyds. Nous au rons donc la formule : 
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T h é o r è m e s d e G u l d i n . 

3 3 8 . T H É O R È M E I . — L'aire engendrée par un arc 

de courbe plane tournant autour d'un axe situé dans 

son plan, est égale au produit de la longueur de cet arc, 

multipliée par la circonférence décrite par son centre 

de gravité. 

Soit G le cen t re d e g r a v i t é de l 'arc AB = S (flg. 111) ; 
nous a u r o n s en dé s ig n an t p a r yl 

la d i s t ance de ce point G à l 'axe 
des x (n° 3 3 2 ) : 

m . 

S^! = fyds, 

a et ¡3 é t an t les abscisses des points A e t B . 
Multipliant les d e u x m e m b r e s p a r 2 T , il v ient : 

3 
2nyi . S = 2 * J yds ; 

or, le second m e m b r e e s t p réc i sémen t l 'expression de 
l'aire décr i te p a r l 'arc A B , t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe 
des x, et l'on voi t que ce t t e a i re est éga le à l 'arc S, 
multiplié p a r l a c i rconférence 2mjl déc r i t e p a r son 
centre de g r a v i t é . 

3 3 9 . T H É O R È M E I I . — Le volume engendré par une 

aire plane tournant autour d'un axe situé dans son 

plan est égal au produit de cette aire, multipliée par la 

circonférence décrite par son centre de gravité. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 3 2 4 — 

Soit G' le cen t re de g rav i t é de l 'aire ABCD = A 
(fig. 1 1 1 ) . Nous a u r o n s , en dés ignan t p a r y, la distance 
de ce po in t G' à l 'axe des x (n° 3 3 3 ) : 

a, fi é t an t les abscisses des points A et B . 

Mult ipl iant les deux m e m b r e s p a r 2 i , il v ient : 

or , le second m e m b r e est l 'expression du volume décrit 
pa r l 'aire A B C D t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe des x, et l'on 
voi t que ce vo lume est éga l à l 'a ire A , mult ipl iée pa r la 
c i rconférence 2ny1 décr i te pa r son cen t re de g rav i t é . 

A p p l i c a t i o n s d u c e n t r e d e g r a v i t é . 

3 4 0 . 1 ° C E N T R E DE GRAVITÉ D'UNE LIGNE DROITE 

HOMOGÈNE. — Soit u n e dro i te O A = l, et m u n point de 

ce t t e dro i te , OC Sel d i s tance à l 'or igine 0 (fig. 1 1 2 ) . Nous 

a u r o n s év idemmen t : 

3 

. A = 7T f \fdx ; 

Fig. 112. 
r-

o A 
o 
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d'où 

F i j r . 1 1 3 . 

Donc, le c e n t r e d e g r a v i t é es t a u mi l ieu de l a 

droite OA. 

2 ° C E N T R E DE G R A V I T É DU CONTOUR D'UN T R I A N G L E . 

— Soient l, m, n les poids des côtés app l iqués en 

l eu r s mi l i eux a, b, c 
(fig. 113), a',&',c'les points 

d 'appl ica t ion des r é su l ­

t a n t e s des poids m, n ; 
l et n; m et l. 11 e s t 

évident que le cen t re 

de g rav i t é est au po in t 

d ' intersect ion des droi tes 

ad, bb', ce', e t il es t 

facile de voir que ces 

droites sont les bissectr ices des angles a, b, c. 
On a, en effet : 

bd : ad = l : m = CB : AC = bc : au ; 
de même, on au ra i t : 

bd : cd = ab : ac, 
ab' : cb' = ab : cb. 

Il résulte de là que les droi tes ad, bb', ce' sont l e s 

bissectrices du t r i ang le abc : p a r conséquent , le cent re 

de grav i té est le cen t r e du cercle inscri t dans l e 

tr iangle abc. 
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3° C E N T R E DE GRAVITÉ D'UN ARC D E CERCLE. — Soit 

l 'arc MAM' = 21 (fig. 114). Le cen t r e de g rav i t é est évi­
d e m m e n t su r le r a y o n OA, pe rpend icu la i r e au milieu de 

la corde MM', r ayon que nous 
F l g ' m ' p r e n d r o n s p o u r axe des x 

y (n° 3 3 0 ) . Nous aurons donc : 

x 
x 

R 

R 

or , de l 'équation : 

x2 4- V = R 2 , 

on t i re : 

dy x 
dx 

d'où : 

ds = dx 
V rfas* 

Rdx 

y 
l/R* — x* 

Rdx 

P a r sui te , 
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Mais, on a : 

MP = — x2, 

d'autre p a r t : 

<r = R cos a , d 'où: a = arc cos — 

et, comme on a auss i : 

A M = R i = l, 

il vient : 

x l 

P a r conséquent , 

x, = 
MP x R 

l 

2MP x R 
21 

MM' X R 
21 

On en conclut que l a d i s tance du c e n t r e de g r a v i t é a u 
centre d u cercle es t u n e q u a t r i è m e propor t ionne l le à 
l 'arc, la corde e t a u r a y o n . 

4° C E N T R E DE G R A V I T É DE L 'AIRE D'UN T R I A N G L E . — Soit 

un t r iangle A B C (flg. 115) don t il s 'agit de t r o u v e r le c e n t r e 

A D b évident que le cen t r e de 
g rav i t é se t rouve aussi s u r 

les deux médianes B E et A F . Il est donc au point de 
rencontre des t rois méd ianes . 

c 

Fig. 115. 
de g r a v i t é . L a m é d i a n e CD 
est u n d i a m è t r e qui divise en 
d e u x pa r t i e s éga les tou tes les 
cordes para l lè les à AB. Donc, 
le cen t re de g r a v i t é de l 'a ire 
du t r i a n g l e es t su r ce t te 
droi te (n° 3 3 0 ) ; i l est 
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Il r é su l t e de là que le c e n t r e de g r a v i t é de l 'a ire d 'un 
t r i a n g l e est su r la dro i te qui jo in t u n s o m m e t a u milieu 
du cô té opposé , e t a u x d e u x t ie rs de ce t t e dro i te à pa r t i r 
du s o m m e t . 

5° C E N T R E DE G R A V I T É DUN POLYGONE. — Un 

polygone p o u v a n t ê t r e décomposé en t r i ang les au 
moyen de d iagona les p a r t a n t d 'un m ê m e sommet , il 
suffira de cons idérer les cen t res de g rav i t é de ces 
t r i ang le s c o m m e les points d 'appl icat ion de forces 
para l lè les , d i r igées dans le m ê m e sens , et propor­
t ionnel les a u x a i res de ces t r i ang l e s . Le cen t re de ces 
forces para l lè les se ra le cen t re de g r a v i t é c h e r c h é . 

6° C E N T R E DE GRAVITÉ D'UN R E C T A N G L E . — Le 

r e c t a n g l e a y a n t u n cen t r e de f igure, le cen t re de grav i té 
coïncide avec le cen t re de figure. . 

7° C E N T R E DE G R A V I T É D'UN T R A P È Z E . — Soit le 

t r apèze A B C D (fig. 116) : m e n o n s la d i agona le A D qui 

K. 

divise le t r apèze en deux t r i ang le s , dont les cent res de 
g r a v i t é sont su r D F e t AE a u x points G, e t G 2 . 

L e point G qui divise la droi te Gfi2 en deux segments 
i n v e r s e m e n t propor t ionnels a u x surfaces des t r iangles 
A B D et A C D , se ra le cen t r e de g r a v i t é du t rapèze . 

On p e u t faci lement t rouver une cons t ruc t ion géomé­
t r i que du cen t r e de g r a v i t é c h e r c h é : en effet, E F est un 
d i a m è t r e qui divise en d e u x pa r t i e s éga les les cordes 
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parallèles à A B ; p a r conséquent , le c e n t r e de g rav i t é 

est sur cet te droi te E F : il est donc à l ' in tersect ion de 

E F et de G L G 2 . Cela posé , dés ignons p a r oc, y les 

distances du point G a u x d e u x bases , e t appl iquons le 

théorème des m o m e n t s a u x forces pa ra l l è l e s appl iquées 

en Gl et G 2 , et qui r e p r é s e n t e n t les a i r e s des t r i ang les 

ACD et ADB, et à leur r é s u l t a n t e app l iquée en G 

(n° 3 0 7 ) . Nous a u r o n s , en d é s i g n a n t p a r h l a h a u t e u r 

du t rapèze : 

A B . £ . £ + C D . £ . ^ = I A B + C D ) £ . * , 

ou bien : 

OC (AB + CD) = I (AB -f 2CD) ; 

de m ê m e , on a : 

y (AB -\- CD) = | ( 2 A B 4-CD). 

P a r sui te , 

x 
y 

AB + 2CD 
2AB + CD ' 

De cet te formule on conclut la cons t ruc t ion su ivan t e : 

P ro longeons le côté AB d 'une l o n g u e u r AH = CD, et le 

côté CD d 'une l o n g u e u r DK = AB ; le cen t r e de g r a v i t é 

se ra à l ' intersect ion des droi tes H K et E F . 

En effet, les t r i ang les FGH et EGK sont s emblab le s , 

et l'on a : 

GF H F \ AB + AH \ AB + CD AB + 2CD . 
GE — F.K — | CD + DK ~" \ CD -j- AB — 2AB + CD ' 
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or, les d is tances du point G a u x deux côtés AB et CD 
sont r e spec t ivement propor t ionnel les à GF e t GE ; par 
conséquent , le po in t G se ra le cen t re de g rav i t é . 

8° C E N T R E D E GRAVITÉ D'UN SECTEUR CIRCULAIRE. — 

Soit un sec teur c i rcula i re AOB (fig. 117) : le centre de 
g rav i t é se ra év idemment su r la droi te Ox (n° 3 3 0 ) . 

Cela pose , on 'peut concevoir 
l 'arc AB décomposé en une 
infinité d 'arcs é lémentaires 
é g a u x , et , p a r conséquent, 
l e s ec t eu r comme décomposé 
en sec teurs infiniment petits 
co r re spondan t à ces arcs . 
Or, ces sec teurs infiniment 
pet i ts peuven t ê t re assi­
milés à des t r i ang les , et 

tous ces t r i ang le s ont l eurs cen t res de g rav i t é su r u n arc 
CD décr i t du po in t 0 c o m m e c e n t r e avec u n r a y o n égal 
a u x d e u x t iers de OA. Donc, le cen t re de g rav i t é du 
sec teur se ra le point d 'appl icat ion de la r é s u l t a n t e d'une 
infinité de forces éga les e t pa ra l lè les , ag i s san t sur les 
points de l 'arc CD : il co ïnc idera donc avec le cen t re de 
g r a v i t é de l 'arc CD. 

D'après cela , si l 'on dés igne p a r R le r a y o n du secteur , 
p a r l l a l o n g u e u r de l 'arc AB, p a r c l a co rde de cet a rc , 
nous a u r o n s : 

2 2 

_ n r - 3 R ' 3 C _ 2 Rc x, - u u — — g t . 

CAS P A R T I C U L I E R . — Si le s ec t eu r es t un demi cercle , 

on a c = 2R, / = TÏR ; p a r conséquen t , 
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4 R 

3rr ' 

REMARQUE. — Le sec teur AOB é t a n t éga l à la s o m m e 
du t r i ang le AOB et du s e g m e n t AIB, nous p o u r r o n s 
t rouver le c e n t r e de g r a v i t é du s e g m e n t AIB, en appl i ­
quant le t h é o r è m e des m o m e n t s (n° 3 0 7 ) . En posan t 
O P = a, on a : 

surf, s e c t e u r = \ Rl, surf , t r i a n g l e = \ ac, 

surf, s e g m e n t = \(Rl — ac) ; 

d'ail leurs, les cen t re s de g r a v i t é de ces t ro i s surfaces 
sont s i tués sur la droi te Ox, et les d is tances des d e u x 
premiers au point 0 sont r e spec t ivement éga les à 
2 Rc 2 

-~ ~j- et a. Donc, en dés ignan t p a r x, la d is tance du 

troisième a u cen t re 0 , nous au rons : 

1 2 Rc 1 9 1 
2 RI . ^ -j = 2 ac . a + - (Ri — ac) xx 

d'où l'on t i r e 

_ 2 (R2 — g})c 
X l ~ 3 ' RI — ac ' 

C " 
et, si l'on observe que l'on a : R 2 — a- = —, il v ient 

°° l 6 (R; — ac) ' 
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9 ° C E N T R E DE GRAVITÉ D'UN SEGMENT DE CERCLE. — 

Soit le s e g m e n t A B C D (flg. 1 1 8 ) . P o s o n s O C = » , O D = S ; 
nous au rons : 

F i g . u s . 

7 
E 

A 

. B 

1 0 
C D 

0' 

A' 
G 

X, 

f xydx 

tx. 

" 1 ' 
Jydx 

a. 

P 

\ f y2dx 
a. 

~ P 
fydx 

Or, l 'équat ion du cercle é t a n t : 

afi + y* — B?, 

on a, en faisant abs t r ac t ion de la cons t an te : 

f y d x = f l / R s — œ 2 d œ = j | l / R 2 — ^ z 4 - 4 ^ a r c s i n 

fxydx=f [/ R 2 - a;2 . x d x = — A (R2 — xl)2. 

^ y 2 da ; - y (R« — a;8) rfa; = R 2/r — ^ ; 

il suffira de r e m p l a c e r success ivement d a n s ces formules 

x p a r [3 et a, e t de subs t i tuer dans les expressions 

de xL et y , . 
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CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si l'on veut le cen t re de 
g rav i té du q u a r t de cercle OEF, on fera a = 0, /3 = R, 
et il v ient : 

4R 4R 

2° Si l'on veu t ob ten i r le cen t r e de g rav i t é du 
segment ABÀ rB', on d e v r a obse rver qu'il se t rouve sur 
l 'axe Ox qui est u n axe de symé t r i e (n° 3 3 0 ) ; p a r 
conséquent , yl =» 0 , e t l 'on app l iquera la formule 
(n° 3 3 3 ) : 

S 

Jx (Y — y) dx 

f(Y — y)dx 
a 

et, comme on a : Y = — y, il v ient : 

P 
J xydx 
a. 

X l = — % 

fydx 

3° Si l'on veu t le cen t re de g r a v i t é du demi cercle 
EFG, on a : 

H 

/
x (Y — y) dx 

A Vf 

j'(Y — y) dx 
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10° C E N T R E D E GRAVITÉ D'UN SEGMENT SPHÉRIQUE. — 

Soit le s e g m e n t sphé r ique e n g e n d r é p a r l 'aire A B C D 
(fig. 118) t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe des x. Le centre de 
g r a v i t é est é v i d e m m e n t s i tué su r l 'axe des x, qui est un 
a x e de symét r i e (n° 3 3 0 ) , et nous a u r o n s la formule : 

x, = 

L'équat ion du cercle é t a n t : 

& + y* = 

on a : 

3 

3 (g + 3) (2R 2 — B2 — q'| 
4 (3R2 — 3 2 — a 2 — a3) 

a 

CAS P A R T I C U L I E R S . Si a —= 0, il v ient : 

3B (2R2 — B 2i. 
4 (3R 2 — 6 J ) ; 

si a = 0, (3 = R, on a 

x 
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pour l 'abscisse du cen t re de g r a v i t é d u vo lume e n g e n d r é 
par l 'a i re O E F t o u r n a n t a u t o u r de l 'axe des x, c 'est-à-
dire de l a demi - sphè re . 

11° C E N T R E D E GRAVITÉ D'UNE ZONE S P H É R I Q U E . — 

Soit la zone e n g e n d r é e p a r l 'arc AB (flg. 118) t o u r n a n t 
au tour de l 'axe des x. L e c e n t r e de g r a v i t é é t a n t s u r 
l'axe des x (n° 3 3 0 ) , on a : 

' P • 

y xyds 

a 

f yds 

x 

l 'équation du cerc le é t an t : 

œ' + y* = R1, 

il vient : 

Y xdx 

CAS P A R T I C U L I E R S . — Si a = 0, on a 
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si a = 0, S = R, il v ient : 

X ' ~ 2 ' 

p o u r l 'abscisse d u cen t r e de g r a v i t é de l a surface de la 
demi - sphè re . 

1 2 ° C E N T R E D E GRAVITÉ D'UNE P Y R A M I D E TRIANGU­

L A I R E . — Soit ABCD la p y r a m i d e donnée (fig. 1 1 9 ) ; 

le p l an ABE m e n é p a r AB et 
v , e - 1 1 9 - e t p a r le mil ieu E de CD est 

A é v i d e m m e n t u n plan diamé­

t r a l p o u r les cordes paral lèles 
à CD. P a r conséquent , le 
c e n t r e d e g r a v i t é de la pyra­
mide dev ra se t rouver dans 
ce p l an (n° 3 3 0 ) . P a r la 
m ê m e r a i s o n , il doit se 

D t r o u v e r dans le p lan AD F 
m e n é p a r AD, e t p a r l e milieu 
F de BC : il s e ra donc sur 
l ' intersect ion AGj de ces deux 
p lans . Or, le point G T , inter­

sect ion des méd ianes BE e t DF du t r i a n g l e BCD est le 
cen t r e de g r a v i t é de ce t r i a n g l e ; p a r su i te , le centre de 
g rav i t é de l a py ramide est su r la droi te AG 2 qui jo int le 
s o m m e t A a u cen t re de g r a v i t é de la face opposée. Pa r 
la m ê m e r a i son , il se t rouve sur la droi te BG 2 qui joint 
le sommet B a u cen t re de g r a v i t é G 2 de la face opposée 
ACD : il es t donc à l ' intersection G des deux droites 
AG; et BG 2 . Or, la droi te G ^ , qui divise les côtés BE 
e t AE du t r i ang le ABE en pa r t i e s proport ionnel les est 
év idemment para l lè le à AB, e t éga le à | AB ; pa r suite, 
les deux t r i ang les ABG et GG L G 2 sont semblables, et 
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l'on a : GGj = ¡) AG, ou bien GG1 = i A G K II résu l te de 
là que le cen t r e de g r a v i t é d 'une p y r a m i d e t r i angu l a i r e 
est sur la dro i te qui j o in t le s o m m e t a u cen t re de 
gravi té de la base , a u x trois q u a r t s de ce t t e droi te à 
par t i r du sommet . 

REMARQUES. — Le cen t re de g r a v i t é de la p y r a m i d e 
étant dans c h a c u n des p lans tels que ABE, on en 
conclut que les s ix p lans m e n é s p a r c h a c u n e des a r ê t e s , 
et pa r le mil ieu de l ' a rê te opposée se coupent en u n 
même point, qui es t le cen t r e de g rav i t é de la py ramide . 

Il est évident aussi que les q u a t r e droi tes qui j o i g n e n t 
chacun des sommet s de la p y r a m i d e au cen t re de g r a ­
vité de la face opposée se r e n c o n t r e n t en ce m ê m e point . 

Il est encore év ident que les droi tes tel les que EK, 
qui j o ignen t les mi l ieux des a rê t e s opposées de la p y r a ­
mide passen t p a r u n m ê m e point , e t ce point est le 
milieu de ces droi tes . 

Enfin, il r é su l t e de ce qui précède que le cen t r e de 
grav i té de la py ramide t r i a n g u l a i r e coïncide avec le 
cent re de ^gravité du t r i a n g l e su ivan t lequel ce t te 
py ramide est coupée p a r un p lan m e n é pa ra l l è l emen t à 
la base et à une d i s tance de cet te base éga l e au q u a r t 
de la h a u t e u r de la p y r a m i d e . 

1 3 ° C E N T R E DE G R A V I T É D'UNE PYRAMIDE A BASE 

QUELCONQUE. — On peu t décomposer la p y r a m i d e en 
pyramides t r i angu l a i r e s a u moyen de p lans menés p a r 
le sommet et p a r les d iagona les du polygone qui forme 
la base . Les cen t res de g r a v i t é de ces py ramides sont 
si tués dans u n p lan pa ra l l è le au p lan de la base e t à u n e 
dis tance de celui-ci éga le a u q u a r t de la h a u t e u r . Or, ces 
centres de g r a v i t é sont les m ê m e s que ceux des t r i ang les 
que le p lan sécan t dé t e rmine dans les diverses p y r a ­
mides ; d ' au t re p a r t , les volumes de ces py ramides sont 
év idemment propor t ionne ls aux surfaces de ces t r i ang le s . 

22 
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Il s 'ensuit que le cen t r e de g r a v i t e de la pyramide 
co ïnc idera avec celui du polygone dé t e rminé pa r le plan 
s écan t . 

Donc, le cen t re de g r a v i t é d 'une p y r a m i d e quelconque 
est s u r la droi te qui j o in t le s o m m e t au cen t re de 
g r a v i t é de la base , et au q u a r t de cet te dro i te à par t i r 
d e la base . 

I f C E N T R E DE GRAVITÉ D'UN CÔNE. — Il est évidem­

m e n t s i tué su r la droi te qui jo in t le sommet au centre 

de g r a v i t é de la base , et au q u a r t de ce t te droi te à pa r t i r 

de la base . 

1 5 ° C E N T R E DE GRAVITÉ D'UN E L L I P S O Ï D E . — Trouver 

le cen t re de g r a v i t é du volume compris en t r e l'ellipsoïde : 

les p lans coordonnés et un plan que lconque , corres­
p o n d a n t à l 'abscisse x. 

Nous a u r o n s : 

P o u r dé t e rmine r la l imite supé r i eu re y' de y, cherchons 

l ' in tersect ion de la surface avec le plan des xy ; nous 

a u r o n s : 

+ + 
a} ^ b* ^ 

o 

a? + b* 

d ' o ù : 
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On a donc 

— 339 — 

o o 
Cherchons d 'abord l ' in tégra le re la t ive à y, en posan t 

Í = V 1 •> S I I 1 

b v a 

d'où 

/ ¿r2 

d y = è V / 1 ~ ¿ c o s ? 

D'ailleurs, p o u r y = 0, on a f = 0, et , p o u r 

y = y' = b \ /1 j - , nn a f = - : d o n c , l ' in tégra le 

re la t ive à y se t ransforme en la su ivan te : 

2 2 

& ~ ~ a") C 0 S 2

 ?d? = b(1~ 5)jC0S2 ' 
p a r sui te , 
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4 V 3a°~) 

On a auss i : 

Va?! = y * J xzdxdy = cjxdxj^l — ^ — ^ dy 

0 o 

~ ~ 8 ~ ~ { 2 a 2 / ' 

On en t i r e : 

_ 3 . T / 2 a 2 — x*) 

4 ( 3 a 2 — x2) 
On a de m ê m e : 

VZA = y fijzdxdy=cjdxj^l~~ — 
O 0 

or , en posan t ^ = asiruf, il v ient : 

f[\ — dx = a y c o s 4 <\idb 
O o 

13 3 sin J/ cos 3 •} 
= a ¡ 8 * + 8 S ' n C 0 S ^ H ^ 

ou bien : 
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d'où : 

ablc 
V y j ~ — g - V + Siû i]; C0S lp + ^ Sin lp C0S3 i{j 

Enfin, on a : 

= ^ j " c o s ^ , 

on bien : 

abc2 \ 2 ) 
V^j = —g-1 + sin i{/ cos + g sin iji C0S3 t(i j • 

CAS P A R T I C U L I E R S . — Si dans les express ions p récé ­

dentes , on fait x = a, et p a r conséquent , = on 

obtient , p o u r le vo lume de la hu i t i ème par t i e de 
l 'ellipsoïde, et pour les coordonnées de son cen t re de 
g rav i té : 

_ Ttabc 3a 3& _ 3c 

et , si dans ces de rn iè res formules , on fait a = b = c, 

on obt ient p o u r le vo lume de la hu i t i ème pa r t i e de 
la sphè re , e t p o u r les coordonnées de son cen t r e de 
g rav i t é : 
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a b 

=J j\/\ + p2 + ql dxdy = j dx^^LÏ dy 

^]/2ab (a + b), 

a 6 

dy 

0 o 

= 2a\/2ab (g + |), 

a b 

Ay, = y yVl+̂  + ï 2 . y dx dy =~jdx J'^J^ dy 

O O 

A^i — J f [/î + p \ + q2 . zdxdy = j d x j { x + 

= 2bl/2ab(® + |), 

a b 

y)dy 

[a + b); 

express ions que l'on p o u r r a i t faci lement t r o u v e r p a r un 

calcul di rect . 

16° C E N T R E DE GRAVITÉ DE L 'AIRE DU CÔNE : 

z2 — 2xy, 

comprise entre les plans œ = 0, x = a, y = 0, y = b. 

Nous a u r o n s : 
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on en t i re : 

a + b\o^~ 9 / ' 
3a (a b\ 

20 = a + b 

'A{/ab 

4 | / 2 

CHAPITRE VIT . 

É q u i l i b r e d e s s y s t è m e s d e f o r m e v a r i a b l e . 

3 4 1 . On appel le fil ou cordon u n lien sans p e s a n t e u r 
dont la section t r ansve r sa l e est néglig-eable, et qui est 
par fa i tement flexible et inex tens ib le . Il s 'ensuit que la 
longueur de l 'arc formé pa r le fil en t re deux de se s 
points est invar iab le , quel les que soient les forces qui 
agissent pour l 'é tendre ; ma i s on peu t le cou rbe r c o m m e 
on voud ra sans ép rouver de rés i s t ance . 

Le p rob lème que nous nous proposons de r é s o u d r e 
consiste à déterminer la forme d'équilibre d'un fil 

soumis à des forces données, et à trouver les tensions 

en ses différents points. 

3 4 2 . Nous al lons e n t r e r dans quelques détai ls p o u r 
expl iquer ce que l'on en tend p a r la tension d'un fil en 
un point donné . 

Considérons d 'abord deux forces agissant aux extré­

mités d'une portion rectiligne de cordon. 

P o u r que ces forces se fassent équ i l ib re , il faut 
qu'elles soient éga les , d i r ec t emen t opposées, et de m ê m e 
direction que le cordon. I l faut, en ou t r e , que leur sens 
soit te l qu'elles t enden t le cordon. En effet, si ces forces 
n ' ava ien t pas la m ê m e direct ion que le cordon, r i en ne 
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les e m p ê c h e r a i t de le faire t o u r n e r , et si , a y a n t la 
d i rect ion du cordon, elles n e sont pas égales et de sens 
con t ra i r e s , elles a u r a i e n t pour effet, de faire avancer le 
co rdon dans le sens de la plus g r a n d e . Il est évident 

auss i que les d e u x forces 
do ivent t end re le cordon. 

2 ~~c b Car, si les forces (fig. 120) 

appl iquées en À et B sont 
d i r igées de A vers B, et de B vers A, il n 'y a u r a pas 
équi l ib re , le fil ne pouvant développer aucune résis­

tance qui empêche le rapprochement des points A et B. 

P a r conséquent , pour que les forces se fassent 
équi l ibre , il faut que les condi t ions énoncées plus haut 
soient sat isfai tes. On dit a lors que les deux forces se 

font équilibre par f intermédiaire du cordon. 

Cela posé, soit C un point que lconque d u cordon. 

Si l 'on coupe le cordon en ce po in t C, il f audra , pour 

ma in t en i r l 'équil ibre de la pa r t i e AC, in t rodu i re en ce 

point C une force T ; éga le et d i r ec temen t opposée à P . 

Il s 'ensuit que la pa r t i e BC du cordon t ient l ieu de cette 

force égale et opposée à P . Cette force T, s'appelle 

la tension du cordon. Be m ê m e , pour ma in t en i r l 'équilibre 

de la por t ion BC, il faudra i t in t rodu i re au point C une 

force T 8 égale e t d i r ec temen t opposée à Q, et qui , par 

conséquent , t i endra i t l ieu de la por t ion AC. Cette 

tens ion T 2 s e ra donc éga le et con t ra i re à T1. 

L a tension, dans le cas ac tuel , est cons tante dans 

toute l 'é tendue du fil AB. Elle est égale à la valeur 

c o m m u n e des d e u x forces P et Q. 

E n généra l , si l'on coupe un fil en équil ibre en un 

point , il f audra , pour ma in t en i r l 'équil ibre, appl iquer en 

ce point d e u x forces égales et con t ra i res aux extrémités 

d e s deux por t ions séparées p a r la coupure . Ces deux 

forces sont la tension du fil au point considéré . Ainsi 
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donc, la tension du cordon en un point est la force qu'il 

faut appliquer en ce point pou,- maintenir l'une des 

portions du fil en équilibre, Vautre portion étant censée 

supprimée. Celle force tient lieu de la portion du fit 

supprimée. 

En un point du fil nous avons donc d e u x tens ions , 
deux forces égales e t de sens con t ra i r e s qui se dé t ru i sen t 
dans l 'équilibre de l ' ensemble d u fil, ma i s qu'il y a l ieu 
de considérer q u a n d on é tudie l 'équil ibre de c h a q u e 
portion sépa rémen t . 

Il résulte de ce qui p récède qu 'une por t ion d'un fil en 
équilibre, est en équi l ibre sous l 'act ion des forces qui lui 
sont d i rec tement app l iquées , et des deux tens ions a u x 
deux ext rémi tés . 

REMARQUE. — On peu t m e s u r e r la tens ion d 'un cordon 
en un de ses points en le coupan t en ce point , e t in te r ­
posant un d y n a m o m è t r e en t r e les d e u x p a r t i e s . 

3 4 3 . P R O B L È M E . — Une force P de direction donnée 

est appliquée en un point C d'un fil sans poids A B . 
On demande quelles sont les forces P , P 2 qu'il faut 

appliquer suivant la direction des cordons C A et C B 
pour qu'il y ait équilibre. 

L'équilibre du cordon A C (fig. 121) ex ige que la force 

la force P et des tens ions T i ; T 2 appl iquées su ivan t 

Fig. 121. 

p 

p 2 

P j d i r igée d a n s le sens 
du cordon soit égale à la 
tens ion T, de ce cordon 
(n° 3 4 2 ) . De m ê m e , en 
tous les points du cordon 
C B la tens ion T 2 est égale 
à P 2 . Nous pouvons donc 
cons idérer le po in t C comme 
un point ma té r i e l l ibre en 
équi l ibre sous l 'action de 
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les direct ions CA et CB. P a r conséquent , la force P est 
éga le et con t r a i r e à l a r é su l t an t e de PL et P z . Nous 
a u r o n s donc P ! et P 2 en décomposant la force — P, 
éga le et opposée à P , su ivan t les direct ions CA et CB. 

R E M A R Q U E . — Les tens ions des deux cordons sont en 
g é n é r a l inéga les . Ces tens ions se ron t égales lorsque la 
force P se ra la bissectr ice de l 'angle ACB. 

3 4 4 . Supposons que la farce P , au lieu d'être 

appliquée directement en C, soit appliquée dans le 

prolongement d'un cordon CD attaché au point C. 

Le point C (fig. 122) considéré comme l ibre est en 

t ro is cordons doivent ê t r e d a n s u n m ê m e plan , et l'on a 
la r e la t ion : 

P, 

Fig. 122. 
équil ibre sous l 'action des 
tens ions des cordons AC, 
CB et CD, tensions qui 
sont éga les (n° 3 4 2 ) res­
pec t ivement aux forces P l , 
P 2 , e t P . Chacune de ces 
forces es t donc égale et 
d i r e c t e m e n t opposée à la 
r é s u l t a n t e des deux au t res . 
On en conc lu t que , pour 
qu'i l y a i t équi l ibre , les 

P : P j : P 2 = s i n (a - f - a ) : s i n a ' : s i n a ; 

d'où l'on t i r e : 

T, = P 
P s i n a ' 

s i n (a + a') ' 

T 2 = P o 
P s i n a 

s i n (a - ) - a') 
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REMARQUE. — Les tens ions T , et T 2 sont d ' au t an t 
plus g randes que sin (a + a') est p lus pet i t . Elles sont 
infinies pour a + a! = 180°. On en conclu t que , quelque 
petite que soit la force P s'exerçant obliquement sur un 
cordon, il est impossible de tendre ce cordon en ligne 
droite. 

3 4 5 . Supposons m a i n t e n a n t que l'on fixe un point A 
du cordon AC, et p roposons-nous de t r o u v e r la traction 
que supporte le po in t A. Cette t r ac t ion se ra é v i d e m m e n t 
égale à la force P 1 qu'il f audra i t app l iquer au point A 
rendu l ib re , pour m a i n t e n i r l 'équi l ibre : elle es t donc 
égale à la r é su l t an t e des forces P 2 e t P . 

Si l'on fixe é g a l e m e n t u n poin t B du cordon BC, 
la t ract ion que s u p p o r t e r a le po in t B s e r a éga le et 
contraire à P 2 . 

3 4 6 . Supposons encore un cordon AB, et au point C 
un anneau dans lequel ce cordon peut glisser librement. 
Le cordon est tiré des deux côtés par deux forces P 1 

et P 2 ; Vanneau est soumis à l'action d'une force P . On 
demande les conditions d'équilibre. 

Fixons les d e u x poin ts A e t B du cordon (fig. 123), 
l'un à dro i te , l ' au t re à g a u c h e de l ' anneau . Dans son 

(n° 2 2 7 ) , c 'est-à-dire bissectrice de l'angle ACB. 

Fig. 123. 

F 

m o u v e m e n t , le po in t C 
ne peu t que décr i re une 
ellipse dont A et B sont 
les foyers. Donc, la condi­
t ion d 'équil ibre est celle 
d'un point matér ie l assu­
je t t i à d e m e u r e r sur une 
ellipse. Il faut donc, pour 
l'équilibre, que la force P 
soit normale à Vellipse 
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On a o"ailleurs, en dés ignan t l ' angle AGE- p a r 2*, et en 
appl iquant les formules p récéden te s (n° 3 4 4 ) : 

P - P = 
1 2 2 c o s a 

3 4 7 . Si l 'on avai t u n nombre quelconque de cordons 

réunis par un nœud, la condi t ion nécessa i re et suffisante 
pour l 'équil ibre, est que chaque force a i t la d i rect ion du 
cordon co r re spondan t , e t le sens vou lu p o u r le t endre , 
et que c h a q u e force soit égale et d i r ec t emen t opposée 
à la r é s u l t a n t e des au t r e s . 

Si l'on fixe u n point su r c h a c u n des cordons , excepté 
sur u n seul CD, on peut se 
p roposer de t r o u v e r les t r ac ­
t ions que la force P exerce sur 
les points fixes. 

S'il n 'y a que trois cordons 

non situés dans un même plan, 

CAj, CA 2 , CA 3 , il suffira de 
décomposer P en t ro is forces 
ag i ssan t su ivan t les prolonge­
m e n t s de ces cordons (fig. 124). 

S'il y a p lus de t ro i s cordons, 
le problème est i ndé te rminé , la force P pouvan t être 
décomposée d'une infinité de m a n i è r e s su ivan t ces 
cordons. 
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É q u i l i b r e d u p o l y g o n e f u n i c u l a i r e . 

3 4 8 . Considérons m a i n t e n a n t le cas g é n é r a l de 
l'équilibre d'un cordon soumis à l'action d'un nombre 

quelconque de forces appliquées en différents points de 

ce cordon. 

Ce cordon p r e n d r a la forme d'un po lygone p l an ou 
gauche dont les sommets s e ron t les points d 'appli­
cation des forces. On lui d o n n e le n o m de polygone 

funiculaire. Les différents sommet s po r t en t le n o m de 
nœuds. 

Soit un fil ÀBCDE en équi l ibre (fig. 125), et sollicité 
par des forces P , P ' , P", . - - R, S, appl iquées a u x 
différents n œ u d s , et a u x ex t r émi t é s . D'après ce que nous 
avons vu (n D 3 4 2 ) , si l'on coupe un cordon quelconque 
CD en un point I, p a r exemple , il f audra , p o u r ma in t en i r 

l 'équi l ibre , appl iquer en 

ce point I a u x d e u x 
por t ions du fil, d eux 
forces éga les et con­
t r a i r e s . Ces forces m e ­
s u r e n t la tens ion du fil 
en ce point I . Lorsque 
le fil n 'es t p a s coupé , 
ces d e u x forces sont 
dé t ru i t e s p a r la l iaison 
que le fil é tab l i t . Cela 

posé, p o u r qu'il y a i t équi l ib re , il faut que la force R 
agisse d a n s la d i rec t ion d u p r e m i e r côté d u polygone 
{ou qu'il y ai t u n po in t fixe r e m p l a ç a n t ce t t e force). 
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L a tension T\ du p r e m i e r cordon doit faire équil ibre à 

c e t t e force R, et, p a r conséquent , on a : 

T, = R. 

P o u r qu'il y a i t équi l ibre a u po in t B, il faut que la 
tens ion T a du second côté BC fasse équi l ibre à la force P 
e t à la tens ion appl iquée en B . Cotte tens ion T 2 doit 
donc ê t re éga le et d i r ec t emen t opposée à la résul tante 
de la force P et de la tens ion 'T^ du p r e m i e r côté . On 
p e u t obse rve r que les trois doi tes AB, BC et B P sont 
s i tuées d a n s un môme p lan . 

De m ê m e , p o u r que le point C soit en équi l ibre , il faut 
que la tens ion T 3 du t ro i s ième côté CD fasse équil ibre à 
la force P ' e t à la tension T 2 , appl iquée en C. La tension 
Ts es t donc éga l e et d i r ec temen t opposée à la résul tante 
des forces T 2 et P ' , et les t ro is droi tes BC, CD et CP' sont 
d a n s u n m ê m e p l a n . 

E n c o n t i n u a n t de la m ê m e m a n i è r e , on ve r r a i t que la 
tens ion du d e r n i e r côté doit ê t r e éga le et d i rec tement 
opposée à la r é su l t an t e de la force appl iquée au dernier 
s o m m e t , et de l a tension d u côté p récéden t . P o u r que 
ce de rn i e r côté soit en équi l ibre , il faut que la force S 
soit appl iquée dans le p ro longemen t de ce côté , et qu'elle 
soi t éga le à la tension de ce de rn ie r côté . 

On voit donc p a r ce qui p récède , que la tension en un 

nœud quelconque est égale en grandeur et en direction 

à la résultante de la force appliquée en ce nœud,, et de 

la tension du côté adjacent. 

3 4 9 . T H É O R È M E . — Les forces appliquées à un 

polygone funiculaire en équilibre, étant transportées en 

un point quelconque, s'y font équilibre. 

E n effet, si le polygone est en équi l ibre , i l s e ra encore 

en équi l ibre , si l'on r end sa figure i n v a r i a b l e ; par 

conséquen t , les forces qui y sont appl iquées doivent 
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satisfaire a u x condit ions d 'équi l ibre d'un sys tème r ig ide . 
Donc, si on les t r a n s p o r t e pa ra l l è l emen t à e l les-mêmes 
en un même point , elles doivent donner u n e r é s u l t a n t e 
nulle. 

3 5 0 . R E M A R Q U E . — Il r ésu l t e de ce qui précède 
que l'on peut , pour définir le polygone funiculai re , 
donner en g r a n d e u r et d i rec t ion les forces R , P , P ' , . . . et 
les longueurs AB, BC, . . . des cordons successifs. 

En const ru isant le con tour po lygona l ABCD.. . , on 
pourra dé te rmine r en grandeur et direction la'dernière 

force S qui m a i n t i e n d r a le po lygone en équi l ibre . 

On peut d 'ail leurs obteni r ce t t e force par la cons t ruc t ion 
suivante : 

Pa r u n point que lconque 0 de l 'espace (fig. 126), 
menons une droi te 0 B 4 pa ra l l è le à R ou à rF1, e t p renons 

tension T 3 du t ro i s ième côté , et ainsi de su i te . En 
continuant a ins i , on t r o u v e r a que OB^ se ra la tens ion 
T N du de rn ie r coté , et , p a r conséquent , elle s e r a 
égale à S. 

Cette construct ion n'est a u t r e que celle du polygone 
des forces R , P , P ' , . . . S ; il faut donc pour l 'équi l ibre 
que le polygone soit fermé. Ce polygone a r eçu le n o m 
de polygone de Varignon. 

B 

B, 

Fig. 126, 

ss. B | 

sur ce t te droi te à u n e échel le 
a r b i t r a i r e u n e l o n g u e u r 0 B 1 

éga le à la force R . P a r le point 
Bj menons u n e droi te B ^ , 
égale et para l lè le à la force P : 
il est év ident que la droi te O B 2 

r e p r é s e n t e la tens ion T 2 du 
second côté du polygone . Si, 
p a r le point B 2 , nous m e n o n s 
B 2 B 3 éga le e t para l lè le à P 1 , en 
j o i g n a n t OB 3 nous a u r o n s la 
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Ainsi , l es d i rec t ions des cô tés d u po lyg o n e funiculaire 
e n équ i l ib re sont p a r a l l è l e s a u x d ro i t e s OB] , 0 B 2 , . . . 
p a r t a n t d u po in t 0 d a n s le p o l y g o n e d e V a r i g n o n , et ces 
dro i tes r e p r é s e n t e n t l es t ens ions des côtés du polygone 
funicula i re . 11 faut, en o u t r e , pour l'équilibre, que chaque 

côté du polygone funiculaire puisse résister à la tension 

correspondante. 

3 5 1 . THÉORÈME. — La tension d'un cordon quel­

conque est égale à la résultante de toutes les forces 

appliquées au polygone funicidai7ie depuis une de ses 

extrémités jusqu'au sommet où commence ce cordon, ces 

forces étant transportées parallèlement à elles-mêmes 

en un quelconque des points de ce côté. 

En effet, la portion ABCD (fig. 125), p a r exemple, est 
en équil ibre sous l 'action des forces II, P , P ' , P' 1 et Tt : 

ces forces ne cesseront pas d 'ê t re en équil ibre, si l'on 
rend le polygone ABCD r ig ide . P a r conséquent , la force 
T 4 est égale et d i rec tement opposée à la résul tante des 
forces R, P , P', P". Comme on peu t t ranspor te r des 
forces en u n point quelconque de leur résul tante , sans 
changer leur effet, le t h é o r è m e est démont ré . 

On peut , d'après ce qui p récède , r é soudre les deux 
problèmes suivants : 

3 5 2 . PROBLÈME I. —- Déterminer la position d'équi­

libre d'un cordon, et les tensions de ses côtés, connaissant 

les forces en grandeur et direction, et les côtés du 

polygone en grandeur seulement. 

A par t i r d'un point A, j e mène une paral lèle à la 
force R, et je prends u n e longueur AB égale au premier 
côte du polygone. P a r le point B, j e mène une droite 
égale et parallèle à P , puis j e construis u n parallélo­
g r a m m e dont P et R sont les côtés, la diagonale sera la 
tension du côté BC, et elle a u r a la m ê m e direction que 
ce côté. J e prends donc à pa r t i r du point B, et sur le 
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prolongement de la d i agona le u n e l o n g u e u r BG égale a u 
second côté, puis p a r le point C, j e m è n e u n e droi te égale 
et parallèle à P ' , et a insi de su i te . 

3 5 3 . P R O B L È M E I I . — Étant données la forme du 

polygone funiculaire, et les tensions des côtés, trouver 

les forces à appliquer aux nœuds pour maintenir 

l'équilibre. 

Chaque force se ra égale et d i r e c t e m e n t opposée à la 
résul tante des tens ions des côtés ad jacen ts au n œ u d 
considéré. 

3 5 4 . R E M A R Q U E . — Le plus souvent , a u lieu d 'ê t re 
sollicitées pa r des forces données R e t S , les extrémités 

du polygone funiculaire sont attachées à deux points 

fixes A et E . Alors R et S dés igneron t les réac t ions des 
points d ' a t tache sur les cordons e x t r ê m e s , réac t ions qui 
sont égales et con t ra i r e s a u x tens ions de ces cordons . 
On pour ra dans ce cas se proposer , connaissant la forme 

d'un polygone funiculaire en équilibre sous l'action de 

forces données, P , P ' , P" , . - - de déterminer les tractions 

exercées sur les deux points fixes. 

Puisque l'on conna î t la figure du polygone funiculaire , 
on connaî t ra les di rect ions de ces t r ac t ions . P o u r 
déterminer la t r ac t ion au point A (fig. 127), nous 
observerons que cet te t r ac t ion est éga le à la tens ion du 

côté AB, et d i r igée 
su ivan t ce côté. Or, 
la force P est égale et 
d i r e c t e m e n t opposée 
à la r é su l t an t e des 
tens ions T\ et T 2 des 
d e u x côtés AB et BC ; 
d o n c , — P est la 
r é s u l t a n t e de ces 

tensions. Mais, la forme du polygone é t an t donnée , 

23 

Fig. 127. 
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on conna î t les d i rec t ions des d e u x composan tes T t et T". 
On a donc à décomposer — P su ivan t deux direct ions 

données , et l'on t rouve que BK est la tension du côté AB, 

c 'es t -à-dire que la t r ac t ion au point A se ra égale en 

g r a n d e u r à BK et d i r igée dans l e sens AB. 

3 5 5 . P R O B L È M E I . — Supposons que le polygone ail 

n côtés. On donne les forces en grandeur et direction. 

Les inconnues de la question sont les n tensions 

T \ , T 2 , . . . T „ de cescôtés, et leurs directions fa l,bl,cJ,... 

(an,bn,cn), ce qui nous donne An inconnues. 

Désignons pa r R ( a , ( 3 , y ) , P L ( a t , ¡3, , y , ) , . . . 

P „ _ i $ n _ u y n - i ) , S ( * „ , (3„ , •/„) les forces appli­

quées a u x points A, A j , A.,, . . . A n _ l t E . Les conditions 

d 'équi l ibre nous donnen t les équa t ions su ivantes : 

1° Au point A : 

S o l u t i o n a n a l y t i q u e 

d e s p r o b l è m e s p r é c é d e n t s . 

R c o s a + T j cos«! = 0, 

R c o s S + T j cos&i = 0 , 

R cosy -f T i cos cl = 0 ; 

2' au point A 

P , COS a T i c o s « ! + T a c o s « i 
T t c o s bl + T 2 c o s b.z 

T i c o s Cj + T 2 c o s c. 

0, 

P i c o s ß , 
P i cosy! 0 ; 
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au point An--i '• 

P„ _ i cos %n -1 — T„ - 1 cos an - i + T n cos a„ = 0 , 

P„ _ i cos S„ _ ! — T« - 1 cos &„ _ ! 4 - T„ cos & n = 0 , 

P n _ ! c o s y ^ - i — T „ - i cos c n _ i 4 - T n cos c» = 0 ; 

au point E : 

S cos a „ — T„ cos a n = 0 , 

S cos B« — T n cos 6 ^ = 0 , 

S cos yn — T„ cos cn = 0 . 

Nous avons ainsi n 4- 1 g roupes de t rois équa t ions , 

c'est-à-dire 3n + 3 équa t ions . En y j o i g n a n t les n 

équations : 

cos 2 a, 4 - cos 2 -4- cos 2 c, = 1, 

c o s 2 a 2 4 - cos 2 ô 2 4 - cos 2 c 2 = 1, 

cos 2 an 4 - cos 2 bn 4 - cos 2 c r i = 1, 

nous aurons An 4 - 3 équa t ions e n t r e les 4n i nconnues . 

En é l iminant les in i nconnues , nous au rons t ro is 
équations i ndépendan te s des inconnues . P o u r faire cet te 
élimination, il suffit d 'ajouter les p remiè res équat ions 
de chacun des K + 1 p remie r s g roupes , ce qui nous 
donnera : 

Kcos a 4 - P j cos otj + ... 4 - P n _ i cos a „ _ j 4 - S cos a „ = 0 ; 
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de m ê m e , en a jou tan t les deux ièmes , et ensui te les 

t ro is ièmes , on a : 

Rcos 3 + P i cos fij + ... 4 - P n - i cos 3 n _ i + S cos B„ = 0 , 

Rcos y 4 - P j cos y l 4 - ... 4 - P « - i cos y r a _ i 4 - S cos y „ = 0 . 

Or, ces trois de rn iè res équat ions qui sont indépen­

dan te s des inconnues sont les trois équations d'équilibre 

du polygone funiculaire. Elles exp r imen t , comme on 

le voit, cet te p ropr ié té que tou tes les forces R, P j , . . . 

P n _ i , S, t r anspor t ées en un m ê m e point de l 'espace, s'y 

font équi l ibre . Il en résu l t e que les An 4 - 3 équat ions 

p récéden tes se r édu i sen t à An équa t ions distinctes 

nécessai res et suffisantes pour dé t e rmine r les An 

inconnues . 

3 5 6 . P R O B L È M E I I . — Connaissant les tensions 

Tl, T j , . . . T „ , et les directions ( O j , bl, c , ) , . . . (an, bn, c„), 

des côtés du polygone, déterminer les forces R, P , , . . . 

P „ _ i , S, et les angles (a, fi, y ) , . . . ( a„ , | 3 „ , yn), quelles 

font avec les axes. 

Il y a ac tue l lement An 4 - A i nconnues , ce qui exige la 

connaissance de An 4 - 4 équa t ions . 

Or, nous au rons les n 4 - 1 g roupes de t rois équat ions, 

et en ou t re les n 4 - 1 équat ions : 

cos 2 a 4 - cos 2 3 4 - cos 2 y = 1, 

cos 2 ot] 4 - cos 2 3j -f- cos 2 yj = 1, 

cos 2 a„ 4 " c o s 2 + cos 2 y„ = 1. 

3 5 7 . REMARQUE. — Si nous supposons que les forces 

ex t r êmes R et S sont r emplacées pa r deux points fixes 
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A et E, a lors , dans le p r e m i e r p rob lème [3, y), 

), R et S ne sont pas donnés . Il s 'ensuit que 
le premier des n -f 1 g roupes de trois équat ions 
disparaît, ainsi que le de rn ie r , e t il n e res te plus que 
3ra — 3 équat ions au lieu des 3n 4- 3 pr imit ives (n° 3 5 5 ) . 
Mais, dans ce cas , la d i s tance L des deux points fixes 
est connue en g r a n d e u r e t en di rect ion, et , si nous 
désignons pa r 1, p., u les ang les que L fait avec les axes , 
et par ? la l ongueur de l'un des côtés du polygone, nous 
aurons les trois équa t ions : 

L cos 1 --= HI cos a, 

L cos u. = HI cos b, 

L cos u = HI cos c, 

qui, jointes aux 3n — 3 précédentes et a u x n équat ions : 

c o s 2 ^ + cos 2&j 4 - cos* Cj = 1, 

cos 2 an 4- cos 2 bn + cos 2 cn = 1, 

serviront à dé t e rmine r les 4n inconnues . 
Si l'on se p ropose , dans cet te hypo thèse de A et E 

fixes, de r é soud re le second p rob lème , c 'est-à-dire d e 
déterminer en g r a n d e u r et en di rect ion les forces 
P j , . . . P n _ i , à app l iquer a u x différents n œ u d s , e t les 
tractions R et S exercées su r les points fixes, nous 
aurons in 4 - 4 inconnues . Or, R et S sont données respec­
t ivement pa r le p r e m i e r e t le dern ie r des n 4 - 1 g roupes 
de trois équa t ions (n° 3 5 5 ) , desquels on t i re : 

R = — Tlf a = fli, 3 = &!, Y = c P 
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Il r e s t e a lors , pour d é t e r m i n e r les 4n — 4 inconnues 
r e s t an t e s , les n — 1 g r o u p e s de t rois équa t ions , et, en 
ou t r e , les n — 1 équa t ions : 

c o s 2 ax + c o s 2 3 L -f- c o s 2 Y j = 1 , 

cos 2 a n _ ! + cos 2 B„ _ ! 4 - cos 2 y„ i = 1, 

c 'est-à-dire 4n — 4 équa t ions . 

3 5 8 . E x a m i n o n s encore le cas d 'un polygone funi­
culaire fermé de n côtés, et proposons-nous de déterminer 
les tensions T , , . . . T n , et les angles que ces côtés font avec 
les axes. 

Soient P t (a j , S j , y,),... P n ( « „ , 6 „ , y „ ) , les forces 
données appl iquées a u x n sommet s . Nous a u r o n s les on 
équat ions su ivan tes qui exp r imen t qu'il y a équil ibre à 
c h a q u e sommet e n t r e la force P et les tens ions des deux 
côtés adjacents : 

P l COS a t -f- T t cos - T „ cos an = 0 , 

P l cos 3 j + T j COS & j — T „ cos bn = 0 , 

P i cos y , + T j cos ci — T „ COS C n - 0 ; 

p 2 
cos a 2 4 Tj cos fl2 - T , COS flj = 0 , 

p 2 cos 3 2 4 - T 2 cos b2 COS & j = 0, 

p 2 cos y 2 + T 2 cos c 2 COS C L = 0 ; 

Pn cos a n 4 - Tn cos a n — T n _ i cos a„ _ i = 0, 

P n cos 3 n 4 - T„ cos — T „ _ i cos bn-i = 0, 

P„ cos y„ -f- T n cos Cn — Tn-l cos Cn _ i = 0 . 
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D'autre pa r t , on a les n re la t ions : 

c o s 2 ^ + c o s 2 ^ ! + c o s 2 ^ = i , 

c o s 2 « 2 -+- c o s 2 6 2 -\- c o s 2 c 2 = 1, 

cos 2 a„ + cos 2 bn + cos 2 cn = 1 ; 

en out re , puisque le polygone est fermé, on a, en 

désignant pa r l la l ongueu r d 'un des côtés : 

HI cos a = 0, 

XZ cos b = 0, 

n cos 6 = o . 

Nous avons ainsi A n -4- 3 équat ions e n t r e les A n 
inconnnes T 1 (œ M 6 j , C j ) , . . . T" («„ , 6 n , e n ) . Or, si l'on 
élimine les A n inconnues , en a joutant , comme nous 
l'avons fait p r écédemmen t (n° 3 5 5 ) , les 'in p r emiè res 
équations, ou obt ient les t ro is équat ions : 

SP cos a = 0, 

SP cos 8 = 0, 

HP cos y = 0, 

qui seront les condit ions d 'équil ibre du polygone fe rmé. 

3 5 9 . REMARQUE. — On peu t encore m e t t r e les 
conditions d 'équil ibre d 'un polygone funiculaire sous 
une au t r e forme. E n effet, comme c h a q u e n œ u d doit 
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ê t re s é p a r é m e n t en équi l ibre sous l 'act ion de la force 
qui y est appl iquée et des tens ions des deux côtés 
adjacents , on a (fig. 128) : 

Fig. 128. 

R : P : T 2 = sin a' : sin (a + a') : sin a, 

Tj : P' : T 3 = sin 8' : sin (¡3 + ¡3") : sin ¡3, 

e tc . 

De ces équat ions on t i re , en é g a l a n t les va leurs des 

tens ions : 

P sin a P ' sin S' 

sin (a + a) ~~ sin (S + ¡3') ' 

de m ê m e , 

P ' sin ¡3 P" sin y r 

sin (0 4- S') sin (y + y') 

et ainsi de sui te . 

Ce sont les condit ions d 'équil ibre du polygone funi­
cu la i re . 
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On a aussi p o u r la tens ion du p r e m i e r côté : 

Sin (a 4 " a') 

3 6 0 . CAS P A R T I C U L I E R . — Si les forces sont les 

bissectrices des ang les du polygone , on a, en dés ignan t 

par 2a, 2(3,.. . les ang les formés p a r les côtés, 

T . P P r _ F" 
2 cos a 2 cos ¡3 2 cos y 

Donc, l'équilibre exige que chaque force soit propor­

tionnelle au double du cosinus de l'angle qu'elle fait 

avec chacun des côtés adjacents du polygone. La, tension 

est constante dans toute l'étendue du fil. 

C'est ce qui a r r i v e r a lorsque les forces P , P ' , P " , . . . 

seront appl iquées à des a n n e a u x , pu i sque , comme on 

sait (n° 3 4 6 ) , d a n s ce cas , c h a q u e force est bissectr ice 

de l 'angle des côtés ad jacen ts . 
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C a s d e s f o r c e s p a r a l l è l e s . 

3 6 1 . Si les forces appl iquées a u x différents sommets 
d u polygone sont para l l è les et ver t ica les (fig. 129), 
excep té les d e u x forces e x t r ê m e s , qui sont toujours 
d i r igées su ivan t les d e u x côtés ex t r êmes (par exemple , 
si ce sont des poids) , les condi t ions d 'équi l ibre p rendron t 
u n e forme s imple . 

Fig. 129. 

En effet, nous avons les équa t ions (n° 3 5 9 ) : 

P sin a P ' sin B' 

sin (a -(- a') ~~ sin (B + S') ' 

P ' sin 3 P" sin y' 

sin (B + B'j = sin (y + y') ' 

e tc . 

Or, on a év idemmen t : 

a' + S = 180°, B' + y = 180°, . 
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sin a! = sin ¡3, sin 8' = sin y, 

Multipliant les deux m e m b r e s de la p remiè re équa t ion 

respect ivement p a r sin oc' e t siri |3, les deux m e m b r e s de 

la seconde pa r sinj3' et sin y, et ainsi de su i te , on a : 

P sin a sin a' P' sin 8 sin 3' P"sinysiny' 

sin (a + a') sin (3 + S') sin (y + y') 

ou bien : 

P P' P" 

cotg a 4-cotg a cotg 3-f-cotg 3' cotg y -(- coig y' 

Donc, dans le cas ac tue l , la condition d'équilibre est 

que chaque force soit proportionnelle à la somme des 

cotangentes des angles qu'elle fait avec les deux côtés 

adjacents au nœud correspondant. 

3 6 2 . P R O P R I É T É . — La tension horizontale de chaque 

cordon est une quantité constante. 

En effet, la tens ion du p r e m i e r cordon AB est donnée 
par la formule (n° 3 5 9 ) : 

P sin a' 

sin (a + a!) 
La composan te hor izonta le de ce t te tension est 

év idemment : 

P sin a sin a! P 
H = T. sm a - - —: • : r- = — 7 : 7 i • 

1 sin (a -\- a'] cotg a 4- cotg a' 
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On trouverait de m ê m e que la composan te horizontale 
de la tension du second côté est : 

c o t g fi 4 - c o t g p' 

et ainsi de suite. Pa r conséquent , la tens ion horizontale 
de c h a c u n des côtés du polygone est u n e cons tan te , et 
les conditions d'équilibre (n° 3 6 1 ) e x p r i m e n t cette 
p ropr i é t é . 

3 6 3 . P r o p r i é t é . — La tension de chaque côté est 

en raison inverse du sinus de l'angle que ce côté fait 

avec la direction de la force. 

E n effet, on a : 

Sin a 

H _ H 
R ' e t C -Sin a' s in [ 

3 6 4 . P r o p r i é t é . — Lorsque toutes les forces sont 

parallèles, le polygone funiculaire en équilibre est un 

polygone plan. 

En effet, l'équilibre de c h a q u e sommet ex igean t que 
la force P qui y est appl iquée , e t les d e u x cordons 
ad jacents soient dans un m ê m e plan , ce p lan cont iendra 
la force P ' parallèle à P , et appl iquée au sommet suivant . 
Le côté suivant sera encore dans ce m ê m e plan , et ainsi 
de su i te . 

3 6 5 . P r o p r i é t é . — Les deux côtés extrêmes se 
rencontrent en un point de la verticale passant par le 
centre des forces parallèles appliquées aux différents 
nœuds. 
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En effet, t ou te s les forces «appliquées au polygone 
doivent se faire équi l ib re . Or, t o u t e s les forces para l lè les 
sont dans u n m ê m e p l an avec les forces R et S, d i r igées 
suivant les côtés e x t r ê m e s . Mais , tou tes les forces 
parallèles se r édu i sen t à l eu r r é s u l t a n t e égale à l eu r 
somme, et p a r conséquen t ce t te r é su l t an t e doit faire 
équilibre a u x deux forces R et S. Or, pour que t rois 
forces si tuées dans u n m ê m e p lan se fassent équi l ibre , 
elles doivent concour i r en un m ê m e point . 

É q u i l i b r e d ' u n f i l f l e x i b l e . 

3 6 6 . Trouver la forme d'équilibre d'un fil flexible et 

inextensible attaché par ses deux extrémités à deux 

points fixes, et sollicité par des forces en ses différents 

points. 

Supposons le fil divisé en é léments de l ongueur ds ; 

un élément MM' = ds, cons idéré c o m m e l ibre , se ra en 
équilibre sous l 'act ion des forces qui le sollicitent, et des 
tensions à ses deux ex t r émi t é s . Ces tens ions sont 
d'ailleurs d i r igées su ivan t les t a n g e n t e s a u x deux points 
M et M' : elles ag i ssen t l 'une d a n s u n sens , l ' aut re en 
sens con t ra i re . 

Soient P d s l a force qui ag i t su r l 'é lément ds : 

Xds, Yds, Zds ses composan tes ; T la tension à l 'extré­
mité M : ses composan tes sont : 

rp dx T dy rp dz _ 
ds ' ds ' ds ' 

Comme la force T est d i r igée en sens con t ra i r e du 

sens dans lequel on compte l 'arc ds, ses composantes 

doivent ê t re pr ises avec le s igne — . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 366 — 

Soit T' la tension a u po in t M' : décomposons cette 
tens ion su ivan t les axes . A cet effet, observons que la 
tens ion T en un point M de la courbe est u n e fonction 
con t inue de l 'arc s qui définit ce point , ou des coordonnées 
x, y, z, de ce point : il en est é v i d e m m e n t de même de 

„, dx m du „, dz „ 
ses composan tes T -j-, T I -j-. P a r consequent , 

quand on passe du poin t M a u point M', ces fonctions 

a u g m e n t e n t c h a c u n e de sa différentielle. Les compo­

san tes de T sont donc : 

elles doivent ê t re pr ises avec le s igne + , puisque T' est 
de sens con t r a i r e à T. 

Nous a u r o n s donc les t ro is équa t ions d 'équil ibre : 

d + Xds = 0, 

d) 

Des équa t ions (1) on t i r e les su ivan tes : 

dT . 
dx 
ds 4- Td 

dx 
ds 

+ Xds = 0, 

dT . 
dy 
ds 

Td + Yds = 0, (2) 

dT 0. 
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dec 
Multipliant ces de rn iè res r e spec t ivemen t pa r — , 

e t a joutant , en a y a n t é g a r d a u x re la t ions : 

dx ^dx . dy ^ dy dz ^dz _ Q 

ds ds ots ds ds ds ~~ ' 

il vient : 

d'Y = — [Xdx + Ydy + Zdz), 

formule qui d o n n e r a la tension T en un point du fil, en 

fonction des coordonnées de ce point , lorsque le second 

membre se ra i n t e g r a b l e . 

Si nous mul t ip l ions les équa t ions (2) r e spec t ivement 

par d —v, d^-, d—^, e t si nous a joutons , il v ient : 
a s ds ds 

ou bien, en dés ignan t p a r p le r a y o n de c o u r b u r e au 
point M, et p a r 1, p, v les ang les qu'il fait avec les axes : 

+ - (X cos X + Y cos u + Z cos u) ds2 = 0 ; 
P P 
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— + P c o s (P, s) ds = 0. 
P 

Tds 
De ce t te formule on conclut que — est égal à la 

composante normale de la force Pds qui sollicite 

l'élément ds. 

Enfin, si l'on mult ipl ie les équat ions (2) respecti­

vemen t p a r : 

dyd2z— dzd2y, dzdïx — dxd2z, dxd!y — dyd2x, 

et si l'on ajoute, il vient : 

X [dyd2z — dzd2y) + Y (dzd"x — dxd2z) 

+ Z [dxd!y — dyd'x) = 0, 

les au t r e s t e rmes se dé t ru i san t . 

Cette dern iè re équation e x p r i m e qu'en chaque point 

la force Pds est dans le plan osculateur à la courbe. 

3 6 7 . CAS PARTICULIER. — Supposons le fil soumis à 
l'action de la pesanteur seule , et supposons qu'il soit 
homogène. Désignons p a r p le poids de l 'unité de 
l o n g u e u r du fil, l 'axe des z é t an t d i r igé suivant la 
ver t ica le de bas en h a u t . 

Nous a u r o n s : 

X = 0, Y = 0, Z = — p, 
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et les équat ions (1) dev iennen t a lors : 

Des deux p remiè re s , on t i re , en i n t é g r a n t : 

T o 7 = a ' 

ds 

d'où 

et, par sui te , 

dy b 
dx a ' 

* a 

Il en résu l te que ta projection de la courbe sur le plan 

des xy est une ligne droite, et , p a r conséquent , cette 

courbe est plane. 

REMARQUE. — On p e u t a r r ive r d i r ec temen t a u m ê m e 
résul tat : en effet, les é léments ds sont les côtés d 'un 
polygone funiculai re infinitésimal. Or, les poids des 
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é l émen t s é t a n t des forces p a r a l l è l e s , le polygone 
infini tésimal se ra dans u n p lan ver t ica l passan t par 
les d e u x points d ' a t t ache (n° 3 6 4 ) . 

3 6 8 . P u i s q u e la courbe est u n e c o u r b e p lane , nous 
pouvons la r a p p o r t e r à deux axes pr is d a n s son plan, 
l 'axe des x é t an t hor izonta l , e t l ' axe des y dirigé 
su ivan t la ver t ica le , les y é t an t comptés pos i t ivement de 
bas en h a u t . On a les d e u x équa t ions : 

d ( T f ) - ^ = ° -

Ce sont les équations d'équilibre d'un fil homogène 

pesant attaché par ses deux extrémités à deux points 

fixes. 

E n i n t é g r a n t ces équa t ions , on a : 

P o u r dé t e rmine r les cons tan tes A et B , nous suppo­
se rons que l'on compte les arcs s à p a r t i r d u point le plus 
bas de la c o u r b e . Nous a u r o n s é v i d e m m e n t en ce point, 

dy 

s = 0, e t = 0, pu i sque la t a n g e n t e en ce point est 

pa ra l l è l e à l 'axe des x : il en r é su l t e que B = 0. 

D'a i l leurs , en ce m ê m e p o i n t , ~ = 1 ; p a r conséquent , 
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la constante A est la tens ion a u po in t le p lus bas : nous 

la désignerons p a r pc, c é t an t la l ongueu r d 'une por t ion 

du fil dont le poids pc es t éga l à la tens ion A a u point 

le plus bas. 

Nous aurons a lo rs , en r e m p l a ç a n t les cons tan tes p a r 

leurs valeurs : 

T 3 ¡ - ' " ; ' 
(1) 

d'où : 

dy s 
dx c 

or, de la formule : 

on tire : 

dx 
cds 

y c2 + s 2 
(3) 

et, en in tég ran t : 

x + K = cl.[s + y/c2 + s2). 
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Pour dé t e rmine r la cons tan te K, nous supposerons 
que l 'axe des y passe p a r le point le plus bas de la 

"Fig. 130. 

y / 

A 

c / i 
X i ' / \ / N. 1 / 

T ( > P 
N x 

courbe (fig. 130), sans du r e s t e fixer l 'origine. Il en 
résultera que l'on a x = 0, p o u r s = 0 ; p a r conséquent, 

K = cl .c, 

et, en r emp laçan t , 

s + l / V + s2 

x= cl. 4 
c 

De cet te équat ion on t i re : 

c , 
ce = s + yc2 + s2 ; 

par conséquent , 
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d'où, en élevant a u c a r r é et r édu i san t , [on t i r e : 

En él iminant s en t r e les équat ions (2) e t (5), on t rouve : 

Si l'on prend l 'origine su r la ver t i ca le qui passe par le 
point le plus bas , en u n point 0 , te l que l'on ai t OC =•= c 
(fig. 130), la cons tan te K ' est nul le , puisque l'on doit 
avoir y = c, pour x = 0. 

Nous aurons donc pour l 'équat ion de la courbe 
qu'affectera le fil : 

Cest l 'équation de la chaînette. 

3 6 9 . Cette courbe jou i t de plus ieurs propr ié tés 

remarquables : nous al lons en é tud ie r quelques-unes . 

D'abord, il est évident , d 'après l 'équation (7), que la 

courbe est symétrique p a r r a p p o r t à l 'axe des y. 

(6) 

et, en in tégrant , 
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D'aut re pa r t , de l 'équat ion (5) on t i r e : 

ds 
dx 

d'où, à cause de l 'équat ion (7) : 

Or, ce t t e équa t ion e x p r i m e qu 'en chaque point de la 

chaînette, la projection MK de l'ordonnée de la courbe 

sur la normale MN est constante et égale à c. 

On a, en effet (fig\ 130), 

MK = MP . cos PMK = y cos T = y ~ = c. 

L'équat ion (2) nous donne : 

(9) 

Cette équa t ion exp r ime que la projection MI de 

l'ordonnée sur la tangente MT est égale à l'arc CM, 
compté à partir du point le plus bas de la courbe. 

En effet, on a (fig-. 130) : 

MI = IP tg IPM =- IP tg T = c ^ = s. 

D'ail leurs, les équa t ions (8) e t (9) nous donnent 
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Cette équat ion expr ime que ^ordonnée y, l'arc MC, et 

l'ordonnée c du point le plus bas forment un triangle 

rectangle dont l'ordonnée y est l'hypothénuse. 

Des équat ions : 

Td£=pc, (!) 

on tire : 

t = py. 

Donc, la tension en un point quelconque de la chaînette 

est proportionnelle à l'ordonnée de ce point. 

3 7 0 . R E M A R Q U E . — De l 'équat ion (2) on t i r e : 

ds = cd .^r- . 
dx 

ou bien, en r e m p l a ç a n t ds p a r sa va leur dx y/l -f-

On t rouve pour l'équation différentielle de la chaînette : 

dxz 1 
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3 7 1 . P R O P R I É T É . — Le rayon de courbure de la 
chaînette est égal à la normale MN, mais dirigé en sens 
contraire. 

E n effet, le r ayon de c o u r b u r e est donné p a r la 
formule : 

3 

p = 

dx2 

et, en ve r tu de (10), on a : 

Mais, de l 'équat ion (8) on t i r e : 

c2 dx2 ' 

p a r su i t e , 

D 'au t re pa r t , on a : 

et, par conséquent, p = MN. 
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É q u i l i b r e d ' u n f i l a p p l i q u é s u r u n e s u r f a c e . 

3 7 2 . Un fil est appliqué sur une surface, et sollicité 

par des forces dirigées d'une manière quelconque dans 

l'espace. On demande de trouver la position d'équilibre 

de ce fil. 

ds u n é lément du Fil (fig. 131), e t Pds 

la force ag i ssan t su r cet é lément . 
Nous r e n d r o n s l 'é lément l ibre en 
in t rodu i san t la réac t ion Nefs de 
la surface et les deux tens ions 
T e t T a u x deux ex t r émi t é s M 
et M'. 

L 'é lément ds l ib re est a lors 
en équi l ibre sous l 'action des 
forces Pds, N o s , T e t T'. P a r 

conséquent , les équa t ions d 'équil ibre sont : 

d (T S ) + x d s + N d s c o s * = ° ' 

d (T%) + Y d s ^ ^ds c o s = °' 

d ( T %) + z d s + N d s œ s u = °' 

(1) 

(2) 

(3) 

y , fjt-, u é t an t les ang le s que fait avec les axes la 
normale à la surface : 

F (x, y, z,) = 0. (41 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 378 — 

S 3 î + T B f + x + N c o s l - 0 ' H 

Mult ipl iant ces équa t ions r e spec t ivemen t p a r — , 
c?7/ dz 
ds' ds' 6 ^ a J 0 U ^ a n ^ ' e n 0 D s e r v a n t l'on a : 

(§)'+(2)" + (S) = 1, 

il v ient : 

da; d 2a; dy d2y . dz d2z _ 
ds Hs2 + ~ds~ 'ds2 d^ ds2" — ' 

, da; , d?/ . dz 
c o s l d s + œ S ^ a Û + COSlJds' = 0' 

dT + Xda; -(- Ydy + Zdz = 0, 

d'où, en i n t é g r a n t , 

T = C — J [Xdx + Ydy + Zdz). (8) 

Cette équat ion se rv i ra à d é t e r m i n e r la tension T au 

point M. 

Les équat ions (1), (2) et (3) nous d o n n e n t : 
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P o u r t r o u v e r la forme d 'équil ibre du fil, nous 
devons c h e r c h e r u n e deux ième équat ion à jo indre à 
l 'équation (4). 

A cet effet, mul t ip l ions les équat ions (5) e t ( 6 ) respec­
t ivement p a r ̂ -et~,et r e t r a n c h o n s , il v ient : 

ds ds 
d2x — dxd*y . „dy ^Tdx . „/ , dy dx\ n 

— W - + XWs-Yds-+^[COsll-COSnfsr°- W 
On a de m ê m e : 

vdz . „ / dx » dz\ Xds+^\COS-Jds-œS"-ds) = 0- (U) 

Cela posé, mul t ip l ions ces de rn iè res équa t ions respec-dF ÔF dF , . , .. . . 
t ivement p a r — , — , — , et a joutons , il v i endra : uz doc oy 
dF ldyd2x — dxd2y\ . dF_ Idzdhf — dyd2z\ 
dz [ ds3 )+ dx [ ds3 ) 

№ idxd2z — dzd2x\ № / dy_ dx\ 
+ dy\ ds2 ) + dz\ ds ds) 

dx \ ds ds J oy \ ds ds J 
, \d¥ I , dy dx\ , dF I dz „ dy \ 
+ *\!ï ( C 0 S 1 Is ~ C0S ?ds) + S 5 ( C 0 3 r-cTs - C0S " Ifs ) 

dF I dx . dz\\ 

dz dhj — dy d2z y dz 
ds3 ds 

, dx d2z — dz d2x ,„dx 
ds3 ds 
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Or, il est facile de voir, en r e m p l a ç a n t cosl, c o s p , cosu 

p a r leurs va leu r s que le coefficient de N est nu l , et, p a r 

conséquen t , ce t te de rn iè re équa t ion se r édu i t à la 

su ivante : 

dF dyd2x — dxd2y dF dzd2y — dyd2z 
dz ds3 dx ds3 

dF dxd2z — dzdlx ôF / dy Y dx\ 
ây ds3 dz \ ds ds) 

Cette équa t ion (12), j o in te à l 'équat ion (4) donne ra la 

forme d'équil ibre du fil. 

3 7 3 . P o u r dé te rmine r la réaction normale de la 

surface, ou la pression exercée par le fil sur cette-

surface, nous mul t ip l ierons les équa t ions (5), (6) et (7) 
respec t ivement pa r cos A, cos/ / , cosu, et nous a jou te rons ; 
nous au rons l 'équat ion : 

_ Idïœ . , d2y . d'z \ 
T ( ^ C 0 S A + ^ C 0 ^ + ^ C 0 S U ) 

+ (X cos X + Y cos ¡1 + Z cos v) + N = 0, 

qui serv i ra à dé t e rmine r N . 

Cette de rn iè re équat ion peu t ê t r e mise sous une a u t r e 
forme que nous allons c h e r c h e r . E n dés ignan t p a r p le 
r ayon de cou rbu re de la cou rbe , e t p a r / p p l f u 1 les 
angles qu'il fait avec les axes , on a : 

, d2x d2y d'z 
c o s / ^ p ^ , c o s P l = P ^ , C O S U l = p ^ , 
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— N = - cos r,. 
P 

• •' r équa t ion p récéden te devient : 

T 

y ( C O S j . C O s X j + C O S f j l C O S / ^ + C O S u C O S i q ) 

+ (XcosA 4 - Y c o s ^ + Z c o s u ) 4- N = 0. 

Or, en dés ignan t p a r t\ l 'angle que fait le r a y o n de 
courbure de la cou rbe a v e c la no rma le à la surface, on a : 

C O S » ) = c o s X C O S Î . j 4- C O S f / c o s ^ 4 - c o s u C O S - J j ; 

d'autre pa r t , si 0 es t l 'angle que fait la force P avec la 
normale à la surface, on a : 

X c o s X 4 - Y c o s j j i 4- Z c o s u = P c o s S , 

et il v ient a lors : 

T 
— cos n 4- P cos 9 + N = 0 , 
P 

équat ion qui d o n n e r a la press ion — ~Nds exercée p a r u n 
é lément ds du fil su r la surface. 

3 7 4 . CAS P A R T I C U L I E R S . — 1° Si les forces qui 
sollicitent le fil sont nul les , on a u r a : X = 0, Y = 0, 
Z = 0 ; p a r su i te , 

T = C ; 

d 'aut re p a r t , on a : 
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Donc , la tension en chaque point est constante, et la 
pression exercée par chaque élément du fil est propor­
tionnelle à cette tension constante, et en raison inverse 
du rayon de courbure. 

2° Si la force aux différents points du fil est normale 
à la surface, on a : 

dF 
X = P cosl = P V ^ = - , dx 

dF 
Y = P cos = PV ^ . 

dF Z = P cosv = P V r - , àz 

en p o s a n t , 

V = 

L ' équa t ion (8) nous donne encore : 

T = C. 

D 'a i l l eurs , l ' équat ion (12) se r é d u i t à son p remie r 
t e r m e , e t il v ient : 

dF dF 
-j^ {dz dHj — dy d2z) + [dx d2z — dz d*x) 

dF 
+ (dyd*x — dxdh/) = 0. 
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Or, les coefficients de ce t t e équat ion sont c eux du p lan 

osculateur, e t en les dés ignan t p a r A, B, C, on a : 

dF dF ôF 
A 3 £ - + B ^ - - r - C ^ - = 0 . 

dx 1 oy dz 

Cette de rn i è re équa t ion , j o in te à l 'équat ion : 

F [x, y, z) = 0, 

nous donnera l a forme du fil. 

I l est facile de voir que l 'équat ion : 

ôF dF dF 
A r + B V - + C ^ = 0 , 

dx dy dz 

exprime que la normale à la surface est dans le plan 

osculateur de la courbe. Donc, le p lan oscu la teur de la 
courbe est n o r m a l à la surface . Cette courbe jou i t de la 
propriété d 'ê t re l a p lus cour te que l'on puisse m e n e r su r 
la surface e n t r e d e u x quelconques de ses points : c'est 
une ligne géodésique. 

3° Si nous supposons le fil libre, nous a u r o n s N = 0, 

et les équa t ions (1), (2) et (3) dev iennen t a lors : 

" ( t S ) + y * - 0 -

< * ( t £ ) + z * - 0 î 

ce sont les équa t ions que nous avons t rouvées p récé ­

demment (n° 3 6 6 ) . 
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as 
Y 

dx 
ds - f - T 

dy d2x — dx d2y 
ds* = o, 

Y d - — 
ds 

Z 
dy 
ds + T 

dz dly — dy d2z 
dss 

= 0, 

dx 
ds 

Y 
dz_ 

+ T 
dx d2z — dz d2x r 0 dx 

ds A. ds + T 
ds3 

Il est facile de s 'assurer que ces t ro is équat ions se 
rédu isen t à deux qui sont celles de la courbe d'équilibre. 

4° Si le fil est libre et soumis à l'action de la pesanteur 

seule, on a : 

X = 0, Y = 0, Z = — g, N = 0, 

e t les équat ions (1), (2) et (3) nous d o n n e n t : 

" ( T S H - < ( * £ ) - < > • 

5° Si le fil libre est sollicité par des forces normales 

à ce fil, les équat ions d 'équil ibre sont : 

d(rfs)+Xds = °> 

0, 

0. 

d ( T ï ) + Y * -

d ( T S ) + Z * " 

Les équat ions (8), (9) et (10) nous donnen t 
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La force é t an t no rma le au fil, on a : 

Xdx + Ydy + Zdz = 0, 

et l 'équation (8) nous donne : 

T = consl. 

Les équat ions d 'équil ibre dev iennen t a lors : 

Td (~) + Xds = 0, 

d'où, en é levan t au c a r r é , et a jou tan t , en obse rvan t 

que l'on a : 

il vient : 

• y - = P 2 « V , 

d'où : 

T = P p . 

ou bien : 
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Dono, quelle que soit la force n o r m a l e au fil, la forme 
du fil est telle que la force est en raison inversa du rayon 

de courbure. 

R E M A R Q U E . — Si la force P est cons tan te , on a 

p = const., et , p a r conséquent , l a courbe est u n arc de 

cerc le . 

CHAPITRE VIII. 

P r i n c i p e d e s v i t e s s e s v i r t u e l l e s . 

3 7 5 . Considérons u n sys tème de points matér ie ls 
quelconques , soumis à cer ta ines condi t ions , et supposons 
ce sys tème t r a n s p o r t é de la posi t ion qu'il occupe dans 
une posit ion inf iniment voisine qui satisfasse à toutes les 
condi t ions données . On appel le déplacement virtuel ou 
vitesse virtuelle d 'un point que lconque , l a droi te qui 
jo in t la p r e m i è r e posit ion de ce po in t à la seconde. Le 
mot virtuel indique que ce dép lacemen t est seu lement 
possible, ma i s il n 'a pas rée l l ement l ieu, et l 'on n 'a pas 
à cons idérer les forces qui s e r a i en t capables de produire 
ce mouvemen t . 

On appel le moment virtuel ou travail virtuel d'une 

force le produit de la valeur absolue de cette force par 

la projection sur sa direction du déplacement virtuel 

de son point d application. 

On est convenu de cons idérer la project ion comme 
positive ou négative, selon qu'elle est d i r igée à par t i r du 
po in t M d 'appl icat ion de la force dans le m ê m e sens que 
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la force ou en sens con t r a i r e , c 'es t -à-dire su ivan t que 
l'angle formé p a r la d i rec t ion de la force avec le dép la ­
cement est a igu ou ob tus . 

Le moment virtuel est positif ou négatif, s u i v a n t 
que la project ion du dép l acemen t es t posi t ive ou 
négat ive. Il est nu l , si le dép l acemen t est pe rpend icu la i r e 
à la direct ion de l a force. 

D'après cela , si l 'on dés igne p a r P la force app l iquée à 
un point M, p a r è's le dép l acemen t v i r tue l de ce po in t , 
par (P , 3s) l 'angle compr i s en t re ces d e u x d i rec t ions , le 
t ravai l v i r tue l de la force P est : 

P . Ss cos (P, Ss). 

Ce t rava i l s e ra positif ou néga t i f su ivan t que l ' angle 
{P,Ss) est a igu ou ob tu s . 

REMARQUE. — Il est év iden t que l 'expression 
P . Ss co s (P , Ss) p e u t ê t r e mise sous la forme : 

P cos (P, Ss). Ss, 

et, sous cet te forme, on voit que le moment virtuel 

de la force P est égal au produit de la vitesse virtuelle 

multipliée par la projection de la force suivant la 

direction du déplacement: 

3 7 6 . Le pr incipe des vi tesses v i r tue l les peu t s 'énoncer , 
en géné ra l , de l a m a n i è r e su ivan te : 

Si des forces en nombre quelconque se font équilibre 

sur un système de points matériels, assujettis à des 

conditions données, la somme des moments virtuels de 

toutes ces forces est nulle pour tout déplacement virtuel 

compatible avec les liaisons du système. 

Réciproquement , si la somme des moments virtuels 

est nulle, le système sera en équilibre. 
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Nous démon t r e rons d 'abord ce pr inc ipe pour le cas 
d 'un point un ique . 

3 7 7 . T H É O R È M E . — Étant donné un nombre quelconque 

de forces P , P ' , P ' ' , . - - concourantes, le moment virtuel 

de la résultante de ces forces est égal à la somme 

algébrique des moments virtuels des composantes. 

Soient R la r é su l t an t e des forces P , P ' , P " , . . . appliquées 
à u n môme point 0 (fig-. 132), et 0 0 ' = âs un dépla­
c e m e n t v i r tue l quelconque de ce point . Soient a, a!, a",... 

Fig. 132. 

les ang les que les forces P , P ' , P " , . . . font avec le 

d é p l a c e m e n t 0 0 ' , e t 9 l 'angle d e R avec ce déplacement . 

Nous au rons (n° 2 2 2 ) : 

R cos 9 = P cos a -f- P ' cos a' -f- P" cos a" + ... ; 

p a r conséquent , 

RSs cos 9 = PSs cos a + P'Ss cos a' + P"Ss cos a" + ••• 
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Or, en dés ignan t pa r 5r, 2p, dp,... les project ions de 5s 

sur les forces R , P , P ' , . . . ce t te équat ion nous donne : 

Ror = Vûp + p'Sjo' + P ' V + ••• = SPSp, 

ce qui démon t re le t h é o r è m e énoncé . 

3 7 8 . P o u r que les forces P , P', P " , . . . se fassent 
équilibre, il faut e t il suffit que l'on ait R = 0, et, p a r 
conséquent, il v ient : 

£Po> = 0. (1) 

Donc, pour que des forces appliquées à un point 

matériel libre se fassent équilibre, il faut et il suffit que 

la somme des moments virtuels de ces forces soit nulle 

pour un déplacement virtuel quelconque. 

REMARQUE. — Si l 'on dés igne p a r X , Y , Z les compo­
santes de la force P su ivan t les a x e s , p a r 3x, 5y, Sz les 
projections de os s u r ces axes , le m o m e n t v i r tue l d e l à 
force P s e r a éga l (n° 3 7 7 ) à l a somme des m o m e n t s 
virtuels de ses composan tes , et nous a u r o n s : 

Pùp = XS.r + YZy 4- zZz. 

L'équation (1) dev ien t a lors : 

S (Xox + YSy + ZÙZ) = 0. (2) 

Cette équat ion (2) nous donne i m m é d i a t e m e n t les 

trois équations d'équilibre d'un point libre (n° 2 2 0 ) . E n 

effet, elle peu t ê t r e mise sous la forme : 

Zx . SX + ly . SY + ÙZ . SZ = 0 ; 
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d'où l'on t i r e , pu isque Sx, §y, oz sont arbi t ra i res 

c o m m e Ss, 

EX = 0, SY = 0, SZ = 0. 

3 7 9 . Considérons m a i n t e n a n t deux points M et M1 

(fig\ 133), soumis r e spec t ivement à l'action 
de deuxfoi 'ces égales et d i r ec t emen t opposées 
P et P ' et c h e r c h o n s la s o m m e des t ravaux 
v i r tue ls de ces forces pour un déplacement 
t r è s pet i t du sys tème de ces deux points, 
Soient (x, y, z), (x, y', z') les coordonnées 
r e c t a n g u l a i r e s des deux points M et M1 

(fig. 133), r la d is tance de ces deux points, 
/M' nous au rons : 

r* = (x — x'f + (y— y'f + (z - z )*. (3) 

Nous cons idérerons les forces P et P ' c o m m e positives 

ou néga t ives su ivan t qu'elles t e n d e n t à r a p p r o c h e r ou à 

s é p a r e r les deux points d 'appl icat ion. P a r conséquent, 

les cosinus d i rec teurs de la force P sont : 

x — x' y — y' z — z' 
r r r 

e t le t r ava i l v i r tuel de cet te force P se ra : 

(x — x') Sx -f- iy — y') + [z — z }%z | ; 

d e m ê m e , le t ravai l v i r tue l de la force P ' égale et direc­

t e m e n t opposée à P se ra : 

{x — x') hx' 4 - (y — y') Sy' + (z — z) ÙZ' ]. -r 
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Nous aurons donc pour la s o m m e des m o m e n t s 

virtuels de ces d e u x forces, en obse rvan t que P = P ' , 

l 'expression su ivan te : 

— — x'j{ùx—ùx')-\-(y — y')$y -Zy')+'z -z')[oz — 3^'j|-

Or, de la formule (3) on t i re : 

rlr =^(x—x")[Zx — lx') 4 - [y — y'j [oy — ly') + [z — z') [ÙZ — Ss') ; 

par conséquent , la s o m m e des m o m e n t s v i r tue ls des 

deux forces P e t P ' est éga le à : 

— P S r . 

On voit que ce t te somme se ra nu l le , si la d i s tance r 

est cons tante . 

Donc, dans tout déplacement virtuel pour lequel la 

distance MM' ne variera pas, la somme des moments 

virtuels des deux forces P et P ' est nulle. 

Cette p ropr ié té a u r a l ieu lorsque les deux poin ts sont 

unis pa r u n l ien r ig ide , ou lorsqu' i ls sont liés p a r u n fil 

flexible et inex tens ib le , ce fil é t an t t endu , et r e s t a n t 

tendu p e n d a n t le dép l acemen t v i r tue l cons idéré . Elle 

cesse d'avoir l ieu si les d e u x points sont un is p a r u n fil 

é las t ique, ce fil s 'a l longeant ou se r accourc i s san t 

pendant le dép l acemen t v i r tue l . 
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T h é o r è m e d e s m o m e n t s v i r t u e l s 

p o u r u n s y s t è m e m a t é r i e l q u e l c o n q u e . 

3 8 0 . Nous avons vu p r é c é d e m m e n t (n° 2 4 4 ) que les 
forces qui sollicitent u n sys tème de points matér ie ls sont 
de d e u x espèces : elles sont intérieures ou extérieures. 

Les forces in té r ieures sont celles qui é m a n e n t de points 
faisant pa r t i e du sys tème ; les forces ex té r ieures émanent, 
au con t ra i re , de points maté r ie l s ex té r i eu r s au système. 

On divise aussi les forces en forces directement 

appliquées et forces de liaisons. Nous al lons définir ce 
que l'on en tend p a r forces de liaisons. 

E n géné ra l , les divers points d 'un sys tème ne sont pas 
indépendan t s les uns des au t r e s : l eurs coordonnées sont 
assujet t ies à rempl i r ce r ta ines condi t ions , à satisfaire à 
ce r ta ines équat ions auxque l les on donne le nom de 
liaisons. Ainsi, ce r t a ins points du sys tème peuvent être 
assujett is à res te r à des d i s t ances inva r i ab les les uns 
des a u t r e s ; cer ta ins points p e u v e n t ê t r e assujettis à 
r e s t e r sur des courbes fixes ou des surfaces fixes ; 
cer ta ines par t ies d u sys t ème peuven t ê t re assujetties à 
r e s t e r en contact les unes avec les a u t r e s . 

Ces condit ions sont exp r imées p a r des équat ions entre 
les coordonnées des points du sys t ème et const i tuent ce 
que l'on appel le les liaisons. Ces l iaisons équivalent à 
des forces. 

E n effet, si l'on suppr ime u n e l ia ison, le système 
p r e n d r a u n m o u v e m e n t différent de celui qu'il aurait 
pr is si la l iaison ava i t subsis té : l 'é tat de repos ou de 
m o u v e m e n t d u sys tème se ra modifié. Or, il est évident 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 393 — 

que l'on pour ra r a m e n e r le sy s t ème à son é t a t primitif, 

en appl iquant ce r t a ines forces a u x différents points de ce 

système. Ces forces s 'appel lent forces de liaisons .- elles 

peuvent ê t re i n t é r i eu re s ou ex t é r i eu re s , su ivan t les ca s . 

Lorsqu'une l ia ison est r e m p l a c é e p a r u n e force, ce t te 

force devient u n e force d i r e c t e m e n t app l iquée . 

3 8 1 . Considérons m a i n t e n a n t un sys t ème que lconque 
de points ma té r i e l s su r lesquels ag i s sen t des forces 
données. Ces points peuven t ê t r e libres, ou soumis à 

des liaisons. Or, en s u b s t i t u a n t a u x l iaisons les forces 
qui peuvent en t en i r l ieu, le sys tème p o u r r a ê t re 
considéré c o m m e composé d'un ce r t a in n o m b r e de points 
matériels libres s u r lesquels ag issen t les forces données , 
et les forces de l ia isons , c 'est-à-dire les forces inconnues 
provenant des l ia isons en t re les points ou des obs tac les 
extérieurs a u sys t ème . 

Pour que c h a c u n des points du sys tème soit en 
équilibre, il faut (n° 3 7 8 ) que la s o m m e des m o m e n t s 
virtuels de toutes les forces intérieures et extérieures 

qui agissent su r lui soit nu l le p o u r u n déplacement 

virtuel quelconque de ce point . 

Si l'on fait la s o m m e des équa t ions semblab les 
obtenues pour c h a c u n des points du sys tème , on en 
conclut que , dans tout système matériel en équilibre, la 

somme des moments virtuels de toutes les forces 

intérieures et extérieures qui sollicitent les différents 

points est nulle pour tout déplacement virtuel quelconque. 

Il est évident que ce t h é o r è m e ne sera i t d ' aucune 
utilité à cause de l ' impossibili té de dé t e rmine r a priori 

les forces de l iaisons. Mais, on peut , comme nous al lons 
nous en assure r , é l iminer les forces inconnues , de 
manière que l 'équat ion n e renferme plus que les 
moments v i r tue ls des forces motr ices données . Il suffit, 
pour cela, de p r e n d r e p a r m i tous les dép lacemen t s 
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infiniment pet i ts que l'on peut a t t r i b u e r a u x différents 
points ma té r i e l s , ceux qui sont compatibles avec les 

liaisons du système, e t - a lo r s les l iaisons disparaî t ront 
d 'el les-mêmes. 

Nous al lons définir ce que l'on en t end par un 
dép lacemen t vi r tuel compat ib le avec les liaisons du 
sys t ème . C'est un dép lacemen t qui doit ê t re possible sans 
a l t é re r les l iaisons du sys tème ; en d ' au t res t e rmes , les 
équat ions de l iaisons doivent ê t re vérifiées pa r les 
différents points du sys tème, non-seu lement dans sa 
posi t ion actuel le , mais aussi dans celle qui correspond 
a u dép lacemen t . Si donc les équa t ions de l iaisons sont 
vérifiées p a r les coordonnées (x, y, z), (x\ y', z'),... des 
différents points du sys tème, elles doivent ê t r e vérifiées 
auss i , e t au même instant, p a r les coordonnées : 

(x ]-ox,y + oy, z + ¡53!, (x' + lx\ y' + hj', z' 4- S*'),... 

de ces mômes points après le dép lacemen t . 

3 8 2 . Démont rons m a i n t e n a n t que , si l'on considère 

des déplacements compatibles avec les liaisons, les forces 

qui tiennent lieu de ces liaisons disparaîtront d'elles-

mêmes. 

1° Si ce r t a ins points sont un is p a r des l iens r igides , la 
d is tance de deux points n e va r i e pa s , et, p a r suite, la 
s o m m e des m o m e n t s vi r tuels des forces p rovenan t des 
l iaisons de ces points est nul le (n° 3 7 9 ) . P a r conséquent, 
ces forces n ' en t r e ron t p a s dans l 'équat ion des moments 
v i r tue l s . 

2° Si u n point M du sys tème est assujett i à res te r sur 
une surface fixe, la réac t ion de la surface est normale à 
cet te surface, et le dép lacemen t du point é t a n t dans le 
p lan t a n g e n t , le m o m e n t v i r tue l de ce t te réac t ion est 
n u l . Il en se ra de m ê m e pour tous les points assujettis à 
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demeurer sur des surfaces fixes. Il en est auss i de m ê m e 
pour tous les poin ts assu je t t i s à d e m e u r e r su r des 
courbes fixes. Donc, les r éac t ions de ces obs tac les 
n 'entreront pas dans l 'équat ion des m o m e n t s . 

3° Si un po in t es t assujett i à d e m e u r e r su r u n e 
surface faisant pa r t i e du sys tème , et mobi le avec lu i , la 
réaction N de la surface est encore n o r m a l e à la surface . 
Mais, le dép lacement as n 'es t pa s , en g é n é r a l , perpendi ­
culaire à ce t te r éac t ion : en effet, on doit a lors combine r 
le déplacement du poin t su r la surface , avec le dépla­
cement de la surface, e t 3s p e u t ê t re cons idéré c o m m e 
la résul tante d 'une vi tesse re la t ive d u point M, t a n g e n t e 
à la surface, et d 'une vi tesse d ' en t r a înemen t d u e au 
mouvement de la surface . Or, la project ion 5n de 3s s u r 
la normale se r édu i t à la projection de la vi tesse d 'entra î ­
nement , et le m o m e n t v i r tue l ~NSn r e s t e r a dans l 'équat ion 
des moments . Mais, le point exe rce su r la surface u n e 
pression N' égale et con t r a i r e à la r éac t ion N ; la vi tesse 
du point d 'application de ce t te pression est év idemmen t 
égale à la vi tesse d ' en t r a înemen t . P a r conséquent , le 
moment v i r tue l de la pression N' est ~N'Sn' = NS71 ; ces 
deux moments v i r tue ls é g a u x et de signes con t ra i r e s se 
détruiront dans l 'équat ion des momen t s v i r tue ls . I l en 
serait de m ê m e pour tous les points assujet t is à d e m e u r e r 
sur des surfaces mobi les . 

4° Enfin, si deux corps s 'appuient l'un contre l ' au t re , 
il en résul te des press ions no rma les égales et opposées, 
dont les momen t s v i r tue ls é g a u x et de signes con t ra i r e s , 
d isparaî t ront de l 'équation des vitesses v i r tue l les . 

Il résul te donc de ce t te discussion que , dans tou t 
système maté r i e l soumis à des condit ions ana logues à 
celles que nous venons d 'examiner , et pour tout dépla­

cement virtuel compatible avec ces liaisons, la somme des 
moments v i r tue ls des forces de liaisons inconnues est 
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n u l l e ; p a r conséquent , si l 'équil ibre a l ieu, la somme 

des momen t s v i r tue ls des forces motrices se ra nulle, et 

l'on a u r a : 

EPSp = 0. 

3 8 3 . Réc ip roquement , si la somme des moments 

virtuels est nulle pour tous les déplacements infiniment 

petits compatibles avec les liaisons, le système est en 

équilibre. 

En effet, si les forces appl iquées au sys tème ne se font 

pas équi l ibre , ce sys tème p r e n d r a u n ce r t a in mouvement 

compatible avec les liaisons, et l'on pou r r a i t empêcher 

ce m o u v e m e n t en app l iquan t à c h a c u n des points du 

sys tème, dans la direct ion opposée à celle où il tend à 

se mouvoi r , u n e force Q d 'une in tensi té convenable . Le 

sys tème é t an t a lors en équi l ibre , nous au rons , d'après 

ce qui précède (n° 3 8 2 ) : 

SPSp 4- moq = 0. 

Or, p a r hypo thèse , 

S P ù y o = 0 ; 

p a r conséquent , on a : 

SQ5g = 0. 

Mais, c h a q u e force Q é t an t d i r ec t emen t opposée au 

dép lacemen t v i r tue l Sq de son point d 'application, les 

m o m e n t s v i r tue ls Q$q sont tous négat i fs . P a r conséquent, 

l 'équat ion EQ-îç = 0 est impossible , et , pa r suite, 

l 'hypothèse que nous avons faite é ta i t absurde , et le 

sys tème proposé é ta i t en équi l ibre sous l 'action des 

forces P seu lement . 
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3 8 4 . Nous a u r o n s donc le t h é o r è m e su ivan t qui 
constitue laprincipe des vitesses virtuelles .-

THÉORÈME. — Pour qu'un système de points matériels, 

soumis à des liaisons quelconques, et sollicités par des 

forces motrices quelconques soit en équilibre, sous 

l'action de ces forces, il est nécessaire et suffisant que la 

somme des moments virtuels de ces forces soit nulle 

pour tout déplacement virtuel compatible avec les 

liaisons du système. 

Si donc on dés igne p a r P l 'une que lconque des forces 
motrices, et p a r dp la project ion su r sa di rect ion du 
déplacement v i r tue l 3s de son point d 'appl icat ion, la 
condition nécessaire et suffisante de l 'équil ibre est : 

2Pop = 0, 

le signe S se r a p p o r t a n t à tou tes les forces mot r i ces . 

REMARQUE. — Si l'on dés igne p a r X , Y , Z les 

composantes de la force P , p a r x, y, z les coordonnées 
de son point d 'appl icat ion, l 'équat ion p récéden te p o u r r a 
être remplacée p a r la su ivan te : 

S (XZx + Yly + Z8.s) = 0. 

3 8 5 . Nous allons voir m a i n t e n a n t c o m m e n t le 
principe des vi tesses v i r tue l les peut donner les conditions 
d'équilibre d'un système quelconque, soumis à des 
liaisons données. 

Soient : 

L, = 0 , L 2 = 0, ... L* = 0, (1) 

k équat ions données en t re les coordonnées des n points 

qui composent le sys tème : ce sont les équations de 

liaisons. 
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L ' é q u a t i o n d 'équil ibre est : 

S (XSo; - f Yhy 4- Zàz) = 0, (2) 

les dép lacements Sx, Sy, 3z,... é tan t compat ib les avec 

les l iaisons du sys tème. 

Or, pour exp r imer que les dép lacement s sont compa­
t ibles avec les l ia isons, nous devons exp r imer que, si les 
coordonnées x, y, z,... des différents points satisfont 
a u x équa t ions (1), il en se ra de m ê m e des coordonnées 
x + Sx, y + Sy, z + Sz,... Nous devrons donc avoir les 
équa t ions de condit ion : 

L i + S L . - O , L 2 + ûL 2 = 0, . . . L A 4- SLft = 0 ; 

ces équat ions devan t ê t re vérifiées en m ê m e temps que 
les équat ions (1), on a : 

5L, = 0, SL 2 = 0, ... cLh = 0. 

P a r conséquent , les var ia t ions Sx, Sy, Sz,... doivent 
sa t isfa i re a u x k équat ions : 

ôx 
Ix 4 -

dL, 
dy Sy + 

dL, 
dz 

~ , dL, > . 
ùz 4 - - t - 4 ox' 4 . 

ûx' 
. = 0, 

àx 
lx + 

du 
dy + dL, 

àz . - o , 

(3) 

dLh , ÔLK * , dLh , , d u - , , 
Dx °X + dy ù y + -dz~ ÙZ + " d i ^ + - = ° -
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Ce sont ces équa t ions (3) qui expriment que les 

déplacements des différents points sont compatibles avec 

les liaisons du système. 

Nous les appel le rons les équations de compatibilité. 

Si de ces équa t ions (3) on t i r e les va l eu r s de k 

variations, et qu'on les subs t i tue d a n s l 'équat ion (2), on 
obtiendra une équat ion r e n f e r m a n t 3n — h va r i a t ions 
indéterminées. Comme ce t te de rn i è re équat ion doit ê t r e 
vérifiée pour tou tes les va l eu r s de ces 3n — k i ndé t e r ­
minées, il faudra que les coefficients de c h a c u n e d'elles 
soient nuls s é p a r é m e n t . Nous a u r o n s ainsi 3n — h 

équations, nécessaires et suffisantes pour l'équilibre du 

système. En les j o i g n a n t a u x k équa t ions données (1), 
nous aurons 3n équa t ions en t re les 3n coordonnées des 
différents points du sys tème et les forces données . Ces 
équations pou r ron t serv i r à d é t e r m i n e r les posi t ions des 
n points du sys tème, de m a n i è r e que l 'équil ibre a i t l ieu, 
ou bien les posi t ions d 'un ce r ta in n o m b r e de points , 
ainsi que les g r a n d e u r s et les d i rec t ions d 'un cer ta in 
nombre de forces. 

3 8 6 . Observons que l 'opérat ion que nous venons de 
faire, revient à é l iminer k va r i a t ions en t re les équations 1 

(2) et (3). Or, ce t t e é l iminat ion peu t se faire p a r l a 
méthode des multiplicateurs. A cet effet, on mult ipl ie les 
équations (3) p a r des facteurs indé te rminés A,, À 2 , , . . / A , 
puis on ajoute à l 'équat ion (2) : on éga l e ra - à zéro les 
coefficients des k va r i a t ions que l'on veu t é l iminer , et 
l'on au ra ainsi & équa t ions pour dé t e rmine r les h facteurs 
'•n ' ' 2 ,--- ^h- On é g a l e r a ensui te à zéro les coefficients 
des 3n — h a u t r e s va r ia t ions qui sont arbitraires. On 
voit donc que l'on doit éga le r à zéro les coefficients des 
3n va r i a t ions ; k des équat ions ainsi ob tenues serv i ront 
à dé terminer les va leu r s d c / j , / 2 , . . . 7 A , ~ e t en subs t i tuan t 
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Or, ces équa t ions sont p réc i sémen t les mêmes que 
celles que l'on ob t i endra i t si les équa t ions de liaisons (2) 
n 'ex is ta ien t pa s , c 'es t -à-dire si tous les points étaient 

libres, e t si l'on app l iqua i t : 

1° Au point M (ce, y, z) : 

u n e force a y a n t p o u r composan tes : 

1~dx~' 1 ~dy' 

u n e force a y a n t p o u r composan tes : 

ces va leu r s dans les 3n — k a u t r e s équa t ions , on aura 
les condi t ions d 'équi l ibre . 

R E M A R Q U E . — Cette m é t h o d e p ré sen te l ' avan tage de 
faire conna î t r e les efforts produits par les liaisons, et 
les forces capab le s do r e m p l a c e r les équat ions de 
l ia isons. 

Nous a u r o n s , en efTet, les 3n équa t ions suivantes : 

+ + 

* + + + 
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2° Au point M' {x, y\ z') : 

uno force a y a n t pour composan tes : 

dL, 
1 ~dx' 

une force a y a n t pour composan tes : 

OL, dL, . dL, 

et ainsi de sui te . 

On voit que la force, appl iquée au point M, et qui 

tient lieu de l 'équat ion L, = 0, est n o r m a l e à la surface 

qui au ra i t pour équat ion L L = 0, dans laquel le on ne 

regardera i t que x, y, z comme var iab les ; de m ê m e , la 

force, appl iquée en M', est n o r m a l e à la surface qui 

iturait pour équat ion L , = 0, en ne cons idéran t que 

x, y\ z1 comme var iab les , e t ainsi de su i t e . 

On connaî t donc ainsi en g r a n d e u r e t d i rec t ion les 

forces qui pou r r a i en t r e m p l a c e r les l ia isons . 

3 8 7 . É Q U I L I B R E D'UN TOINT MATÉRIEL ASSUJETTI A 

DEMEURER SUR U N E SURFACE. — Soient X, Y, Z les 

composantes de la r é su l t an t e des forces qui sollicitent le 

point, et : 

A p p l i c a t i o n s . 

F [x, y, z) = 0, 

l 'équation de la sur lace . 
20 
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En dés ignan t pa r Sx, 3y, 3z les projections du 

dép lacement vir tuel sur les axes , on a l 'équation 

d 'équil ibre : 

X o x + Y o y 4 - 7 ? , z =- 0 ; 

d'ai l leurs, les déplacements 3x, Sy, 3z doivent satisfaire 

à l 'équation de compatibi l i té : 

dF . , d F - , OF , 

r/x d y d z 

En él iminant ent re ces équat ions l 'une des variat ions, 
p a r exemple d z , il vient : 

d F w dF \ , , / r)F „ d F \ , 

cette équat ion devant ê t r e vérifiée, quels que soient Sx, 

et § y , se décompose en deux , savoir ; 

ri ,2 «y 

on en t i re , comme p récédemment (n" 2 2 6 ) : 

X Y Z 
d v " d F "dF 

d x J y J z 

d'où l'on conclut que, pour qu'il y ai t équi l ibre , il faut 

que la résultante des forces appliquées soit dirigée 

suivant ta normale à la surface. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 4 0 3 — 

3 8 8 . É Q U I L I B R E D'UN POINT M A T É R I E L ASSUJETTI A 

DEMEURER SUR UNE COURBE. — Soient : 

F [x, y, z) = 0 , 

f(x, y, z) = 0 , 

les équations de la courbe , et X , Y, Z les composantes 

de la résu l tan te des forces qui soll icitent le point . 

L 'équation d 'équil ibre est : 

Xox + Y o y + Zoz = 0 ; 

les équations de compat ibi l i té sont : 

dF ^ 

dx 0 0 dy °y 

dF . 
- y - oz = 0, 

0 2 

àx 
Zx +

 ôf hj + ^ Zz = 0. 
dy J (Jz 

• 0. 

De ces trois équat ions on t i re 

X Y Z 

d F dF_ dF 

dx dy dz 

df df df 

dx dy dz 

C'est l 'équat ion que nous avons t rouvée précé­

demment (n° 2 2 7 ) . 

3 8 9 . É Q U I L I B R E D'UN SOLIDE INVARIABLE. — Propo­

sons-nous d 'appl iquer le pr inc ipe des vitesses vir tuel les 

à la r e c h e r c h e des condit ions d 'équil ibre d'un sys tème 

de forme invar iab le , soumis à l 'action de forces données , 

et d'ailleurs entièrement libre. 
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D'après ce que nous avons vu (n° 1 1 1 ) , le déplacement 
d 'un corps peut toujours ê t re r a m e n é à un mouvemeni 
de t r ans la t ion et u n m o u v e m e n t de ro ta t ion . Nous 
allons donc cons idérer s é p a r é m e n t ces deux mouvements , 
qui sont d 'ai l leurs indépendants l'un de l'autre. 

L'équat ion d 'équil ibre du sys tème est : 

S (Xoa? + Yoy + '/Zz) = 0. 

Or, si nous cons idérons d 'abord le mouvement de 
t r ans l a t ion , les dép lacemen t s v i r tue ls des différi'iils 
points sont é g a u x et para l lè les . Nous a u r o n s donc : 

os —- os' = 2s" = 

et ces dép lacement s sont para l lè les . Il s'ensuit que les 

projections de tous ces dép lacement s sur chacun d e s 
axes sont égales , et , p a r su i te , 

Sx = Sx' = Sx" = 

Sy = Sy' = Sy" = 

Sz = Sz' = Sz" = 

L'équation des m o m e n t s vir tuels peu t donc être mise 
sous la forme su ivan te : 

Sx . SX + Sy . SY + Sz . SZ = 0. 

Or, le dép lacement commun Ss é t an t a rb i t r a i r e , il en 
est de m ê m e de ses project ions Sx, Sy, Sz, et, pat-
conséquent , l 'équat ion p récéden te nous donne les trois 
équat ions : 

SX = 0, SY = 0, SZ = 0. 

Ce sont les équa t ions à'équilibre de translation. 
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Si nous cons idérons , en second l ieu, le m o u v e m e n t de 
roliition, il s'effectue a u t o u r d 'un axe pas san t pa r le 
point 0 , et nous pouvons décompose r cet te r o t a t i o n en 
li'ois ro ta t ions a u t o u r des t ro is axes coordonnés . 

Considérons d 'abord la ro ta t ion a u t o u r de l 'axe des z 

(fig. 134) : en ve r tu de 
ce t te ro ta t ion , le point M 
du corps décr i ra u n arc 
inf iniment pet i t MN sur un 
para l lè le pe rpend icu la i re 
à OZ, para l lè le qui se 
proje t te en vra ie g r a n d e u r 
su r le plan des xy. Nous 
a u r o n s dotic : 

MN mn 
<jS. 

Tous les point s du corps 
décriront des a rcs infiniment peti ts perpendicu la i res à OZ. 

L'équation des momen t s v i r tue ls é t an t : 

S (XSx + Y$y 4 - ZSz) = 0 , 

nous durons à dé t e rmine r les project ions Sx, Sy, Sz de 
MN sur les axes . Or, il est évident que Sz = 0, puisque 
Ss est dans u n plan perpendicu la i re à OZ : d 'aut re pa r t , 
en posant Qm = r, et en dés ignan t pa r o l 'angle m()x, 

l 'angle mOn s e ra éga l à Sz, et nous aurons : 

Sx — ab = me = mn sin <p = rSy • sin tp, 

Sy = ne = mn cos cp = rJcp . cos y. 

Si nous observons qu'en ver tu de la ro ta t ion ùcp, la 
coordonnée x du point M d iminue , le dép lacement Sx 

est négatif, e t nous au rons : 
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Sx — — r sin cp rjç, 

Sy = r cos x ocp. 

D'ailleurs, on a aussi : 

x = r COS tp, 

y = r sin ©, 

et , pa r conséquent , 

te = — ydy, 

Sy = .crfcp. 

En subs t i t uan t dans l 'équat ion des mo men t s virtuels, 
il vient. : 

H(Yx — Xy) os = 0, 

et comme o ï est Ici m ê m e p o u r tous les points du corps, 
et que , d 'ai l leurs, il est a rb i t r a i r e , on a : 

S [Yx — Xy) = 0. 

En opéran t de la m ê m e m a n i è r e pour les rotat ions 
au tou r des axes des x et des y, on t rouve les deux 
équat ions : * 

S [Zy — Yz) = 0, 

X (Xz - Zx) = 0. 

Ces trois de rn iè res équat ions sont les équations 
d'équilibre de rotation (n° 3 0 1 ) . 
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REMARQUE. — On p e u t encore obteni r les six 

équations d 'équil ibre d'un corps solide de la man iè re 

suivante : 

Reprenons l 'équation des momen t s vi r tuels : 

S (X&e + Yôy + ?Jz) = 0 ; 

le mouvement le plus g é n é r a l d'un corps p o u v a n t ê t re 

déterminé pa r u n e t r ans la t ion et une ro ta t ion , nous 

aurons év idemment pour la vi tesse d'un point M du 

corps : 

vx = ux + qz — ry, 

vy = uu -\- rx — pz, 

v2 = uz + py — qx, 

en dés ignant pa r u x , u y , uz les composantes de la vi tesse 

de t rans la t ion , et pa r p, q, r les composantes de la 

vitesse de ro ta t ion . 

Or, si nous r emplaçons dans l 'équat ion des momen t s 

vir tuels , Sx, Sy, Sz p a r les composantes de la vitesse du 

point M dans le m o u v e m e n t v i r tue l cons idéré , il v ient : 

S j X ( ux + qz—r y) + Y [u y -\- rx—pz)-\-Z[U,-\-py — qx)\ = 0; 

mais, les composantes u x , u v , u z , p, q, r étant des 

quantités indépendantes de x, y, z, on peut les l'aire1 

sortir du signe S, et il v iendra 1 : 

1. Il est, en effet, évident truc ces composantes sont les mêmes 
pour tous les points du corps, la translation et la rotation étant les 
mêmes pour tous ces points. 
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ux EX 4- uu SY + u- EZ -|- ;;E (Zy — Yz) + </S (X~ — Zx) 

4 - r S (Y;r — Xy) = 0. 

D'ai l leurs, les six quan t i t é s u x , u v , u3, r?, ^ é tant 

a rb i t r a i r e s , on en conclut les s ix équa t ions : 

EX = 0, EY = 0, EZ = 0, 

E [Zy - Y*) = 0, E (Xz — Zœ) = 0, E [Yx — Xy) = 0. 

Réciproquement, si ces équa t ions sont vérifiées, 
l 'équat ion : 

E (XSx + Y t y 4- ZJ«) = 0, 

s e ra vra ie pour tou t m o u v e m e n t v i r tue l du corps solide. 
P a r conséquent , les six équa t ions qui p récèden t sonl 

les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre des 

forces appliquées à un corps solide libre. 

3 9 0 . P R O B L È M E . — Un point matériel M , piosé sur un 

plan incliné est sollicité par une force Y, et maintenu en 

équilibre par une force Q , faisant un angle [3 avec le 

plan. On demande de déterminer la force Q et la 

pression du point M sur le plan. 

Soit a l ' inclinaison du plan Ali s u r l 'horizon (fig. 135). 

Donnons a u point M un dépla­
cement v i r tue l 3s compat ib le avec 
les l ia isons ; ce dép lacement sera 
év idemment s i tué dans le plan 
incl iné, e t nous a u r o n s : 

PUS cos (P, 3S) + Qcs COS (Q, 3s) = 0. 

Or, si le dép lacemen t Ss est perpen­

dicula i re à P , l 'angle (P , Ss) = 90°, d'où cos (P, Ss) = 0, 

et , pa r sui te , on a : 

cos (Q, Ss) = 0 ; 
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donc, la force Q doit être située dans le plan vertical 

normal au plan incliné. 

Prenons ensui te le dép lacement vi r tuel su ivan t HA, 

nous aurons : 

cos (P, 3s) — sin a , cos (Q, 3s) = — cos ¡3, 

et l 'équation précéden te nous donne : 

P sin a — Q cos ¡3 = 0 ; 

d'où : 

P sin a 
Q 

Pour dé te rmine r la pression du point sur le p lan , nous 
rendrons le point M libre, en in t rodu i san t la réac t ion 
normale M ; nous pouvons a lors donner au point M u n 
déplacement v i r tue l quelconque, p a r exemple su ivan t 
la normale MN au p lan incl iné : le t rava i l v i r tue l de N 
sera N^s, et nous au rons pour l ' équat ion des m o m e n t s 
virtuels : 

— F3s cos a + Q3s sin ¡3 4- N'JS = 0 ; 

d'où l'on t i re : 

N = P cos z — Q s i n [3 = ' ' - . 
cos ¡3 

3 9 1 . P R O B L È M E . — Un point M est sollicité cet s 

trois points A , B , Cpard.es forces respectivement égales 

à mr, m'r', m"r", m, m', m" étant des coefficients constants, 

r, r', r" les dislances du poi?it M aux trois points A , B , 0 . 
L'angle B A C est droit. On demande la position d'équilibre 

du point M. 
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m " \x5x + [y — b)8y + zo2 

Si nous égalons à zéro l a somme des moments 
v i r tue ls , et si nous posons M - m + m' 4- M!!, il vient : 

— M (xSx + yly + z5z) + m'aSx A- m"bSy -= 0, 

1. Les cosinus directeurs sont — —, — —, — —, la force étant 
dirigée vers le point A. 

P r e n o n s les droi tes AB et AC, p o u r axes des x et 
des y (fig. 130), Гахе des z 
é t an t pe rpend icu la i re a u ' p l a n 
BAC, et. posons : 

AB = a, AC = 6. 

Les composantes de la force 
qui a t t i re le point M v e r s le point 
A s o n t 1 : 

— mx, — ?ny, — 771 z ; 

pa r conséquent , le m o m e n t v i r tue l de; cet te f o i v e est : 

— m [хдх + уду + zSz). 

De m ê m e , le m o m e n t v i r tue l de la force qui attire l e 
point M v e r s le point В est : 

— m' \(x — a) Sx - f - yoy -|- ziz\, 

et le m o m e n t v i r tue l do la force qui a t t i re le point M 
vers le point С es t : 
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ou bien 

{m'a - Ma?) Sec + {m"b — Uy) Sy — WzSz = 0. (1) 

Mais, le déplacement, v i r tue l é t an t a rb i t r a i r e , n o u s 

devrons égaler les t rois coefficients à zéro , ce qui n o u s 

donne : 

m'a. m"b 
CO = : r,, 7/ = • — r , 2 = 0 . 

m 4- m' + m in -\- m -\- m ' 

Ces équat ions d é t e r m i n e n t la posi t ion d 'équi l ibre du 
point M : l 'équation z =-= 0 nous app rend que ce t te 
position est dans le p lan BAC. Il r é su l t e de ces formules 
que la position d 'équil ibre est p réc i sément le cen t re de 
gravité du sys tème A, B, C, ce qui é ta i t à prévoi r (n° 3 2 4 ) . 

REMARQUE. — Nous avons suppose le point M l ibre ; 

si ce point ne pouva i t que se mouvoi r dans u n p lan 

représente p a r l 'équat ion : 

Ax-[-By-\-Gz = D, (2) 

on en conclura i t que les var ia t ions Sx, Sy, Sz do ivent 

satisfaire à l 'équat ion de compat ib i l i té : 

ASx + BSy + C3z = 0. (3) 

En é l iminant u n e va r i a t ion en t r e les équa t ions (1) 
et (3), et éga l an t à zéro les coefficients des deux a u t r e s , 
qui sont i ndé te rminées , il v ien t , en a y a n t é g a r d à 
l 'équation (2) : 

Ma- — m'a M?/ — m"b M 2 

Â B C~ 

M {Ax4- By + Cz) — m'Aa — m"Bb MD — m'Aa—m"Bb 
~ A 2 -|- B- 4- C2 A 2 - | - B 2 - r - C 2 " 
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En é g a l a n t chacun des trois p r emie r s rappor t s au 
c inquième, nous a u r o n s trois équat ions pour déterminer 
les va leu r s de x, y, • z co r re spondan tes à la position 
d 'équi l ibre . 

Il n 'est pas inut i le de r e m a r q u e r que les trois premiers 
r a p p o r t s forment les équat ions d'une droi te passant par 
le cen t re de g rav i t é du sys tème A, 15, C, et perpendi­
cu la i re au plan (2). La position d 'équil ibre est cette 
pe rpend icu la i re . 

CHAPITRE I X . 

A t t r a c t i o n d e s c o r p s . 

3 9 2 . Les phénomènes a s t ronomiques et physiques 
nous conduisen t a r e conna î t r e que tous les corps de la 
n a t u r e s 'a t t i rent : deux é léments infiniment petits 
s ' a t t i ren t p ropor t ionne l l ement à l eu r s masses , et en 
raison inverse du c a r r é de l eu r d i s t ance . 

D'après cela , l 'action mutue l l e de deux éléments 
infiniment pet i ts dm et dm s e r a donnée p a r l 'expression : 

fdm dm' 

en dé s igna n t p a r u la d i s tance de ces deux éléments, et 

p a r / " F a c t i o n exercée p a r l 'unité de masse sur l 'unité de 

masse à l 'uni té de d i s tance . 

3 9 3 . Proposons-nous d'abord de dé te rminer l'attraction 

exercée par une couche sphérique homogène infiniment 

mince sur un élément dm', situé en un point M à une 

distance a du centre de la couche. 
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. Soient 0 le cen t r e de la couche (tig. 1:57), OM = a la 
distance du point a t t i ré a u cen t re de la couche . P a r le 
centre et l 'é lément M m e n o n s u n p lan qui coupera la 

couche sphér ique su ivan t u n e section annu la i r e , et 
menons deux r a y o n s Oad, Obc infiniment r app rochés 
l'un de l ' au t re . 

Soient Oa = r, et ad = bc = dr l 'épaisseur de la 

couche; posons &OM = 0, &MO = 8, bOa — ¿0, et 

6 M = ii. 

L'élément abcd a pour surface rdMr; en t ou rnan t 

autour de OM, la sect ion annu la i r e e n g e n d r e r a la 

couche sphér ique , et l 'é lément abcd e n g e n d r e r a un 

anneau de ce t te couche . E n ve r tu du t h é o r è m e de 

Guldin (n° 3 3 9 ) , le volume de cet a n n e a u est : 

D'ailleurs, u n é lément de cet a n n e a u exerce su r 

l 'élément dm' en M u n e a t t rac t ion d i r igée su ivan t ÔM, et 

égale à : 

Fig. 137. 

rdB dr . 2 r r . bq = 2r.r2 sin 6 dQ dr. 

fdm dm' 
u-
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Mais les. é léments de l ' anneau sont symétr iquement 
p lacés pa r r a p p o r t à OM. Si nous considérons deux 
é léments symét r iques p a r r a p p o r t à OM, la résultante 
de leurs act ions sur M sera di r igée su ivan t OM, et égale 
au double de la project ion sur OM de l 'une de ces actions. 
Cette r é su l t an t e se ra donc : 

2fdm dm' a 

— : . COS 3. 

L'act ion to ta le de l ' anneau é t an t la résul tante des 
ac t ions de ses é léments , elle a u r a pour v ideur : 

2fdm' _ Q 1 /-rl^ _ film 
cos p 

1 / dm « = Z M ^ i c o s ¡3 [dm. 1 

2J u J 

Or, le volume de l ' anneau é tan t : 

2~.r2 sin QdQdr, 

sa masse sera , en dés ignant p a r u la densi té , 

2-zr1 sin ZdÇdr, 

1. Observons que nous ne devons prendre que ^ j dm, parce que 

l'expression : 

— cos p . dm 
est la résultante des actions de deux éléments symétriques ; par 
conséquent, pour avoir l'action de la masse totale de l'anneau, nous 
ne devons prendre que la moitié de la masse de cet anneau. 
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et ruotimi de l ' anneau sur le point M sera 

f? 
2i:rs S I N BdOdr din' . cos 3 . 

Tous les anneaux é lémenta i re s a u r o n t de même- l eu r 

action dir igée su ivan t OM ; pa r conséquent , JIOUS au rons 

l'action' to ta le de la couche sphé r ique en i n t ég ran t 

l 'expression p récéden te e n t r e l es l imi tes d e la couche , 

c'est-à-dire depuis 6 = 0, jusque 6 = TT. 

Mais, peni- i n t ég re r cotte express ion, nous devons lui 

faire suhir une t rans format ion . On a : 

a 2 4- u 2 — 2au cos 3, 

a z r 2 _ oar cos 9, 

d'où : 

a 2 4 - u- — r 2 

2au 

ar 

d'ailleurs, s, LIE la deux ième formule on t i re : 

pour G •= 0, u — a — r, 

» G = 7 T , i i = A 4 - r . 
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Si donc nous dés ignons p a r I l 'action tota le de la 

couche , il v ient : 

a + r 
„ n i , / ' r2dr a- 4 - u- — r' udu 

I = 2v.'./dm / - ,- • — • • . 
./ u'- 2uu UT 
a — )' 

ou bien, en obse rvan t que r et dr sont cons tants , puisque 

la couche est donnée : 

a |- r 
-rjfdm' .rdr ri n r — r ï \ y&dr 

I = ; / 1 -\ ;— du = -\r.rJdm . —- -
u- J \ a- I 1 a-

a — r 

Or, Ar.r"' est la surface in té r ieure de la couche , Ar.rdr 

son vo lume, et Anor'dr sa masse . On a donc le théorème 

su ivan t : 

T H É O R È M E . — L'action d'une couche spliérique 

homogène infiniment mince sur un point extérieur est 

égale à celle qu'exercerait la masse entière de celte 

couche concentrée ci son centre. 

3 9 4 . Si le point M où se t rouve l 'é lément dm' est à 

l ' in tér ieur-de la couche , les l imites de l ' intégrale seront 

r — a et r -I- a, e t nous au rons : 

I = m f i t m ' • r d r f(U *=Jl) du = 0. 
a- J \ u- ) 

r - - a 

On a alors le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — L'action d'une couche sphérique 

homogène infiniment mince sur un point situé à 

l'intérieur de cette couche est nidle. 
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On peut encore énoncer ce t te p ropr ié té de la m a n i è r e 
suivante : 

P R O P R I É T É . — En quelque point que Von place la 

masse dm' à l'intérieur de la couche sphérique, elle est 

en équilibre. 

3 9 5 . P o u r ob ten i r l 'action exercée p a r une couche 

sphérique d'épaisseur finie, compr ise en t re deux sphères 

DE rayon 11' et II, il suffira d ' in tégrer l 'expression 

précédente en t re ces d e u x l imites , e t nous au rons a lors : 

Or, 5 7TP (II 3 — R' 3 ) est la masse de la couche sphér ique , 

ET nous au rons le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — L'action exercée par une couche 

sphérique d'épaisseur finie sur un point extérieur est la 

même que si la masse entière de cette couche était 

concentrée à son centre. 

3 9 6 . P o u r ob ten i r l 'action exercée par ime sphère 

entière sur u n point ex té r ieur , il suffit de faire II' = 0, 
et il vient : 

On a a lors le théorème su ivan t : 

THÉORÈME. — L'action exercée par une sphère 

liomogène sur un point extérieur est la même que si la 

masse entière de la sphère était concentrée à son centre. 

4 IVfdm 
A = 

27 
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3 9 7 . Si l'on veu t d é t e r m i n e r Y action exercée par 

une sphère sur un point placé à l'intérieur de cette 

sphère, on divisera ce t te s p h è r e en deux par t i e s : l'une 

in té r ieure sera une s p h è r e de r ayon II 1 su r l a surface de 

laquelle le point se ra i t p l a c é ; l ' au t re se ra u n e couche 

sphér ique d 'épaisseur R — R ' . L 'act ion de ce t te dernière 

par t ie sur le point, qui s e r a in t é r i eu r à ce t te couche, 

est nulle. L'action to ta le de la sphè re sur le point se 

r édu i ra donc à l 'action de la sphè re de r a y o n R ' sur le 

point dm'; mais , ce point é t an t su r ce t te sphè re , on a : 

a = R ' , et, par sui te , l 'action do ce t te sphère sur le 

point est : 

I r^fdm'. R ' ; 

ce sera l'action exercée pa r la sphè re en t iè re sur le 
point in tér ieur . 

REMARQUE. — Les r é su l t a t s p récéden ts s 'étendent au 

cas d'un corps composé de couches sphériques et concen­

triques, dont la densité varie de l'une à l'autre suivant 

une loi quelconque, ma i s de telle sor te que cet te densité 

reste constante dans toute l 'é tendue d 'une m ê m e couche. 

En effet, si le point M est à l ' in tér ieur du corps, la 

résul tante des act ions de chaque couche élémentaire 

é tant nulle, l 'action to ta le est aussi nul le . Si le point M 
est à l 'extérieur du corps , chaque couche élémentaire 

agit contino si t ou te sa mas s e é ta i t concen t rée à son 

c e n t r e ; par conséquent , l 'action du corps en t ie r sur ce 

point sera la m ê m e que si la masse to ta le de ce corps 

étai t concentrée à son cen t re . 

3 9 8 . Il est facile de calculer ïaxtion mutuelle de 

deux sphères extérieures l'une à l'autre. Soient R et R ' 

les rayons de ces deux sphères , a la d is tance des centres : 

Tous les points de la p remiè re sphè re a t t i ren t une 
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molécule de la seconde c o m m e s'il é t a i en t r é u n i s au 
centre. On peu t donc r e m p l a c e r la p r e m i è r e s p h è r e p a r 
un point d 'une m a s s e éga le à ^npR3. Do la m ê m e 
manière, l 'action e x e r c é e p a r la seconde sphè re su r ce 
point est la moine que si la masse f rcp'R'3 do ce t te seconde 
sphère étai t concen t r ée à son cen t r e . P a r conséquent , 
l'action mutue l le des deux sphères est : 

| -pR 3 . 1 np'R3. f 16 JrW/Tl'R' 3 

= 9" a1 ' 

On a donc le t h é o r è m e su ivan t : 

THÉORÈME. — Deux sphères homogènes fou composées 

de couches homogènes dont la densité varie d'une couche 

à Vautre) s'attirent comme deux molécules de mêmes 

masses que ces sphères et placées à leurs centres 

respectifs. 

La même p ropr i é t é exis te p o u r deux sphères creuses 

composées de couches homogènes. 

A t t r a c t i o n d ' u n c o r p s d e f o r m e q u e l c o n q u e 

s u r u n p o i n t m a t é r i e l . 

3 9 9 . Considérons u n corps de forme que lconque , 
rapporté à t rois axe s r ec t angu l a i r e s . Soient x, y, z les 
coordonnées d 'un point que lconque de ce corps , p la 
densité en ce point , fie coefficient d 'a t t rac t ion , c'est-à-
dire l 'action exercée par l 'uni té de masse su r l 'unité de 
masse à l 'unité de d i s tance . L 'act ion exercée p a r u n 
élément dm de ce corps sur u n é lément d m \ don t les 
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coordonnées sont a, b, c, s i tué à une d is tance r de 
l 'é lément dm se ra : 

fdmdm' 

Or, on a : 

dm = $ dxdydz, 

>t, pa r su i te , l 'action de dm s u r dm' est : 

/p dm'. dx dy dz 

Les composan tes de ce t te ac t ion su ivan t les axes sont : 

/p dm' dx dydz X a 

Í - 3 

y — b 

z — c fp dm' dxdydz 

P a r su i te , les composan tes de l 'action to ta le du corps 
su r l 'é lément dm' sont : 

1 p (x — a) dxdydz 

? (y — b) dxdydz 

p (z — c) dx dy dz 
r* 

les in tégra les se r a p p o r t a n t a u vo lume en t ie r du corps. 
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Il est évident qu'il suffira de c h a n g e r les s ignes dans 
le cas de la répulsion. 

4 0 0 . Si le point où se t rouve l 'é lément dm' est 

extérieur au corps, il est facile de s 'assurer que les 
composantes X , Y, Z sont finies, e t qu'elles s 'expriment 
au moyen des dér ivées par t ie l les de la fonction : 

prises p a r r a p p o r t a u x coordonnées a, b, c de 
l'élément dm'. 

En effet, on a : 

pdxdi/dz 
r 

r = \/\x — a,- + <y — bf + (z — ci' ; 
par conséquent , 

d'où : 

X fdm' 
,ÙY 
' da 

fdm' 
ôb ' 

Z fdm' 
àV 
de' 
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Cette fonction V est la fonction potentielle de l 'élément 
p a r r a p p o r t à la masse a t t i r a n t e . On conclut de ce qui 
p r écède le t h é o r è m e su ivan t : 

T H É O R È M E . — Les composantes de Vattraction d'un 

corps sur un point extérieur sont exprimées au moyen 

des dérivées partielles de la fonction potentielle par 

rapport aux coordonnées du point attiré. 

P a r conséquent , le calcul se r édu i t à la déterminat ion 
de la fonction V. 

4 0 1 . P R O P R I É T É . — Dans le cas où le pjoint attiré 

est extérieur, la somme des dérivées partielles du 

second ordre de la fonction V est nulle. 

En effet, on a : 

d'Y 
da* 

p dx dy dz . 
à fx 

da \ 

d*V 
db2 p dx dy dz . <L \y — h \ 

db \ r3 } 

de' 
p dx dy dz . 

de \ 

P a r conséquent , 

d*V 
da* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 2 3 — 

Or, 

à lx — g\ 

da\ ) *~ 
d fx — a\ 1 , 3 (x — a)"-

à {y ~b\ JL_ j _ 3(y— 6)' 
ùb \r^~) 

d (z — c\ d {z — c\ _L , 3 — 

d'où : 

\ H j ^ db ^ de { r 3 .) ' 

et, pa r su i te , 

71a2" " r " + d e 2 ~~ 

On rep résen te d 'ordinaire le p r emie r m e m b r e pa r la 

notation AV, en posan t : 

_ d*V d2V dlY 
A V da* + db°- + de2 ' 

et alors on a, p o u r le cas du poin t a t t i r é ex té r ieur , 

AV = 0. 

C'est la formule de Laplace. 

4 0 2 . Les d e u x propr ié tés de l a fonction V que nous 

venons de d é m o n t r e r ont été é tabl ies en supposant finies 

les quan t i t é s sous le s igne j " d ans les expressions de 
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X, Y, Z, ainsi que d a n s la fonction V, c 'est-à-dire que 

nous avons supposé le point attiré à Vextérieur du 

coips attirant. Cette hypo thèse nous a pe rmis de diffé­

rentiel" sous le s igne f . La formule de Laplace est 

év idemment encore appl icable dans le cas d'un corps 

c r eux , le point a t t i r é é t an t d a n s la cav i t é . 

Lorsque le point attiré fait partie du corps attirant, 

la quan t i t é sous le s igne j devient infinie pour tous les 

points s i tues dans le vo is inage du poin t a t t i r é , et alors 

on n e peu t p lus opé re r comme nous l 'avons fait. Avant 

d ' examiner ce cas , nous devons c h e r c h e r la fonction 

potentielle d'une couche sphérique homogène. 

Considérons donc u n e couche sphérique homogène 

comprise en t re deux sphères de r a y o n s r e t r 4- dr, de 

m ê m e cen t re 0 . Soient P le po in t a t t i r é (fîg. 138), 

OP = l sa d is tance au cen t re 0 , 0 l ' angle que fait avec-

la droi te OP le rayon 

qui va du centre 0 à un 

poin t M de la couche, 

f l ' angle que fait le 

p lan H O P avec un plan 

fixe pas san t pa r OP, 

et u l a dis tance MP. 

En dés ignan t pa r p la 

densi té de la couche , et p a r dv l ' é lément de volume au 

po in t M, on a, p o u r l a fonction potent ie l le : 

y _ /* dm r pdv. 

J u J u 

en r e m p l a ç a n t dv p a r sa va l eu r : 

de = v~ sin G drd-)d-D, 
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il vicnl : 

sin 9 

les limites de 0 sont 0 et TT, celles de ç sont 0 et 2TT. 
En effectuant l ' in tégra t ion re la t ive à <p, on a : 

sin 9 

u 
d9. 

Pour effectuer ce t te de rn iè re in tégra le , nous devons la 

t ransformer . A cet effet, observons que l'on a : 

u°- = r- + P- — 2Wcos9 , 

d'où : 

udu = H sin 9 ii9, 

et, pa r sui te , 

2 n p r d r 

- J du. 
I 

P o u r d é t e r m i n e r les l imites de u, nous devons 
dis t inguer deux cas , su ivan t que le point P est ex té r i eu r 
ou in té r ieur à la s p h è r e de r ayon r. 

Dans le p r emie r cas , les l imi tes de u sont l — r et 
l 4- r, et il v ient : 

l + r 
2 r z r d r /• , 4 r.sr^dr m 
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en dés ignan t p a r M l a masse de la couche . Donc, In 

fonction potentielle de la couche sphérique pour un 

point extérieur est la même que si la masse de la couche 

était concentrée à son centre. 

Dans le second cas , les l imites de u sont r — l et r -f i, 

et il vient : 

Donc, la fonction potentielle de la couche sphérique 

pour un pioint intérieur est constante, c'est-à-dire 

indépendante de la position du point P . 

4 0 3 . Considérons m a i n t e n a n t un point P , situé à 

l'intérieur d'une sphère homogène de rayon r, et à une 

distance du centre égale à l. 

Nous pouvons i m a g i n e r la sphè re décomposée en 
couches homogènes concen t r iques . P o u r les couches 
dont le r ayon est moindre que l, le point P est extér ieur; 
nous devrons donc leur app l iquer la formule (1) (n° 4 0 2 ) , 
e t elles nous donneron t une fonction potent iel le égale a : 

P o u r les couches don t le r a y o n est p lus g r a n d que /, 
le point P est i n t é r i e u r ; nous appl iquerons pour ces 
couches la formule (2) (n° 4 0 2 ) , e t elles nous donneront 
une fonction potent ie l le égale à : 

r+l 

u 

r 
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L a fonction potent ie l le d e la s p h è r e en t i è r e es t donc : 

o 
Cela posé, si l 'on veu t ca lculer l 'action d e ce t te s p h è r e 

su r Je point P , on r e m a r q u e r a q u e l e s couches d o n t le 

rayon est plus g r a n d que l n ' exe rcen t a u c u n e ac t ion su r 

le point P , t and i s que les couches dont le r a y o n es t 

moindre que l ag issen t c o m m e si elles é ta ien t concen t rées 

au centre O de la s p h è r e . La r é s u l t a n t e des ac t ions es t 

donc une force égale à : 

±r?fdm'. I, 

et elle est d i r igée su ivan t la droi te OP ; elle a p o u r 

composantes su ivan t les axes : 

— § i r p / è / m ' . [a — a ) , — | i r p / c f m r . ( 6 — ¡3), — i^fdm'.{c— y ) , 

en dés ignant p a r a, b, c les coordonnées du point P , e t 

par a , (3, y les coordonnées d u cen t re de la s p h è r e . 

Il est év ident que ces composan tes sont éga les a u 

produi t de fdm' p a r les dér ivées par t ie l les de la fonction 

potentiel le V, pr ises r e s p e c t i v e m e n t p a r r a p p o r t a u x 

coordonnées a, b, c d u po in t P ; il suffit, p o u r s'en 

assure r , d 'observer que l'on a : 

p = { a - B ) i + (6 — ¡3)* + (c — y) 2. 

4 0 4 . Ceci é tabl i , nous al lons d é m o n t r e r que , dans le 

cas où le point attiré par un corps de forme quelconque 

est situé à Vintérieur de la masse agissante, les compo­

santes de la force sont égales aux dérivées partielles de 

la fonction potentielle V, multipliées par fdm'. 
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Supposons la dens i té p cons tan te , et décomposons la 
ma s s e ag i s san te en deux pa r t i e s , savoi r : une petite 
s p h è r e , à l ' in tér ieur de laquel le est s i tué le point P , et 
la pa r t i e r e s t an t e . Soient V l f V 2 les fonctions potentielles 
de ces d e u x pa r t i e s , X , , X , les composantes suivant 
l 'axe des x des act ions qu'elles exe rcen t su r le point P . 
Nous au rons , pu isque le po in t P n e fait pas par t ie du 
second corps (n° 4 0 0 ) : 

X., = fa m -, - ; 

d 'au t re pa r t , on a aussi (n° 4 0 3 ) 

X , = / H m ' ^ ; 

par conséquent , 

x - x 1 + x f - / a > » ' ( ^ + ^ ) - / s » . ' 

et la p ropr ié té est d é m o n t r é e . 

4 0 5 . Cherchons ensui te ce que devient , dans le cas 
d'un point s i tué à l ' in tér ieur , la fonction : 

W — — -4- ^ V 4 - Ô''I 

a ~ da1 + ùb' + 'de'-' 
En décomposan t le corps c o m m e nous l 'avons fait 

(n° 4 0 4 ) , nous avons , comme ci-dessus : 

v = v , + v 2 . 
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Or, le point P n ' é t an t pas s i tué d a n s la pa r t i e 
extérieure à la s p h è r e , on a (n° 4 0 1 ) : 

AV 2 = 0. 

Mais, pour la sphè re , on a : 

- ^ - - i » P ( « - * ) , 

dV 

~db — * '-? { b -<J,> 

^ r = — s « P ( c - y ) ; 

d'où l'on t i re 

da1 

db* 

de* ' ~ : i v " 

P a r conséquent , 

AV t = - 4"?, 

et, pa r sui te , 

A V = — 4 Tre. 

Telle est l 'expression de AV dans le cas où le point 

a t t i ré est à l ' in tér ieur de la niasse ag i ssan te , le corps 

é tan t supposé homogène . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 430 — 

R E M A R Q U E . — Si le corps attirant ri est pas homogène, 

on a : 

A V = — 4r.ap, 

en dés ignan t p a r pp l a dens i té du corps au point 
a t t i r é P . 

Cette formule dont nous donnerons dans la suite une 
démons t ra t ion r i gou reuse p o u r r a i t ê t r e établie de la 
m a n i è r e su ivan te : 

La s p h è r e enve loppant le point a t t i r e P peut être 
pr i se aussi pe t i t e que l'on voudra , pourvu qu'elle 
con t ienne le point P . On p e u t la p r e n d r e assez petite 
pour que sa densi té soit cons tan te e t égale à la 
densi té pp d u corps au po in t P . Nous pour rons donc 
appl iquer la démons t ra t ion p r écéden t e , et nous aurons 
alors : 

A V = — Ar.pp . 

Cette formule qui est due- à Po i s sox , peut, être 

r e g a r d é e c o m m e géné ra l e , pou rvu que l'on convienne 

de faire op = 0 pour les poin ts ex té r i eurs à la masse 

ag i s san te . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CHAPITRE X. 

N o t i o n s s u r l e f r o t t e m e n t . 

• A p p l i c a t i o n s d e l a s t a t i q u e . 

4 0 6 . Jusqu' ic i nous avons cons idéré les surfaces 
comme pa r fa i t emen t polies, c 'es t -à-dire c o m m e n e 
pouvant exerce r en u n de l eurs points qu 'une r éac t ion 
dirigée su ivan t la n o r m a l e en ce poin t . Il en résu l te q u e , 
si deux corps solides sont appuyés l 'un sur l ' au t re , et se 
trouvent en équi l ibre sous l 'act ion des forces qui l eu r 
sont appl iquées , l ' in t roduct ion d 'une force nouvel le 
viendra r o m p r e l 'équi l ibre . 

L 'expérience nous app rend que , dans la p r a t i q u e , il 
n'en est pas a ins i . Dans la p lupa r t des cas , on peu t 
appliquer u n e force nouvel le sans que l 'équil ibre soit 
t roublé : ce t te force se ra plus ou moins g r a n d e selon la 
na ture des corps en contac t . Ainsi , l a m ê m e force ag i t 
d 'autant plus r a p i d e m e n t que les surfaces en con tac t 
sont mieux polies, et que la press ion qu'elles exe rcen t 
l'une sur l ' au t re es t m o i n d r e . La cause de ce fait se 
t rouve dans ce p h é n o m è n e que les surfaces imparfa i ­
tement polies p ré sen t en t des aspér i tés qui s ' engrènen t 
réc iproquement , e t ce t te péné t r a t i on est d ' au t an t p lus 
g rande que la press ion est p lus g r a n d e . I l faut, pour 
vaincre ce t te rés i s tance , une force capab le de br iser ces 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



aspér i tés , une forée que l'on app l ique ra à l 'un des corps 
si l ' aut re est fixe, et à tous les deux en sens contraires , 
s'ils sont mobi les . 

P a r exemple , si u n corps p e s a n t es t appuyé sur un 
p lan incl iné, le poids de ce corps t end à le faire glisser 
le long d u plan incl iné . 

Théor iquement , le corps devra i t gl isser : mais , dans 
la p ra t ique , on sai t que l'on peut , sous u n e certaine 
incl inaison, appuye r u n corps librement su r un plan 
incliné, s ans qu'il obéisse a la force qui tend à le faire 
glisser. La force con t r a i r e qui r e t i en t le corps est une 
rés is tance qui se p rodui t en t re les surfaces en contact, 
qui dépend de ces surfaces , et de la pression normale 
au plan incl iné . P o u r va incre cet te rés i s tance , ou pour 
faire gl isser le corps , il faut un effort capab le de briser 
ces aspér i tés . Cette rés i s tance est celle d u frottement : 
c'est le frottement de glissement. Elle est d ' au tan t plus 
g r a n d e que les aspér i tés sont plus nombreuses , et la 
pression n o r m a l e plus g r a n d e . 

Les lois du f ro t tement ont é té é tabl ies p a r l 'expérience 
par Coulomb et pa r le géné ra l Morin. Voici l 'énoncé de 
ces lois : 

Quand un corps mobile glisse sur une surface fixe, 
le frottement qu'il subit est une force tangentielle à la 
surface, et dirigée en sens contraire du mouvement. 
Cette force dépend de la nature des surfaces en contact. 
Elle est indépendante de leur étendue et de la vitesse de 
glissement; enfin, elle est proportionnelle à la pression 
qui s'exerce normalement à ces surfaces. 

Il est évident d 'ai l leurs , en v e r t u du principe de 
l 'action et de la r éac t ion , que la surface fixe sur laquelle 
le g l i ssement a l ieu subi t un f rot tement éga l et contra i re . 

Il résu l te des lois p récéden tes , que si N est la pression 
normale aux surfaces en contac t , le f rot tement de 
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glissement se ra r e p r é s e n t é p a r une force pN, n o r m a l e à 
à la direction de N e t ag i ssan t en sens con t r a i r e d u 
mouvement . Le coefficient p qui dépend de la n a t u r e 
des surfaces en contac t , du deg ré de poli de ces surfaces , 
s'appelle coefficient de frottement. Ce coefficient se 
détermine pa r expér ience . 

On doit encore d i s t inguer le frottement statique et le 
frottement dynamique. Le frottement statique es t la 
résistance qu'il faut va inc r e pour d é t e r m i n e r le c o m m e n ­
cement du m o u v e m e n t : c'est le frottement au départ 

du corps. Le frottement dynamique est la rés i s tance 
qu'il faut va incre p e n d a n t tou te la d u r é e du m o u v e m e n t . 
L'expérience a d é m o n t r é que le f ro t tement s t a t ique ou 
au dépar t , est toujours p lus g r a n d que le f ro t tement 
dynamique. 

4 0 7 . P R O B L È M E . —• Un corps pesant est posé sur un 

plan incliné : trouver sous quelle inclinaison du plan ce 

corps commencera à glisser. 

Soit P le poids d u corps (fig. 139) : décomposons cet te 
force en deux forces Q et T respec-

Fig. 139. t i vemcn t n o r m a l e et pa ra l l è le a u 
A N p lan inc l inéAB. La pression no rma le 

N. est év idemment égale à la force Q : 
N ^ K \ p a r conséquent , le f rot tement subi 

/ T p a r le corps de la p a r t du p l a n se ra 

' p rt\ éga l à « Q , et d i r igé en sens con t ra i r e 
c g du mouvemen t . Le g l i ssement ne 

p o u r r a donc commence r que si 
la force T est éga le à pQ, et nous au rons : 

T = f * Q ; 

or, on a : 

T = P sin a, Q = P cos 7., 

28 
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d'où : 

M = t g « . 

R E M A R Q U E . — Cette équa t ion fournit u n moyen 
p ra t i que de d é t e r m i n e r le coefficient de frottement. 
I l suffit de r e n d r e le p l an A B mobile autour de 
l 'hor izontale B , de p lace r le corps sur le p l an , 
et d e d é t e r m i n e r l ' angle « p o u r lequel le glissement 
c o m m e n c e . 

4 0 8 . P R O B L È M E . — Une barre pesante et homogène 
dppuie ses extrémités l'une sur un plan horizontal, 
F autre contre un plan vertical, et elle est perpendiculaire 
à l'intersection des deux plans. Trouver la position 
d'équilibre de cette barre. 

Soient A B = 21 l a l o n g u e u r de la b a r r e (fig. 1 4 0 ) , et 

B 

Fig. 140. 
P son poids appl iqué en son 
mil ieu G, R et R' les réactions 
des d e u x p lans , normales à ces 
p lans ; les f ro t tements en A et B 
se ron t p R e t ^'R', en supposant 
les deux p lans de na tu res diffé­
r e n t e s . 

o juR A 

En t r a n s p o r t a n t toutes les forces 
a u point O pr is pour origine, 
nous a u r o n s les équat ions : 

R ' — p R = 0, 

R 4 - p-' 'R' — P = 0, 

R ' . 2 £ s i n a + P Z c o s a — R . 2 Z c o s a = 0. 

Des d e u x p remiè res on t i r e : 

R 
1 -r- K u ' 

P 
R ' 
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en subst i tuant dans la t ro i s ième, il vient : 

te: a 

4 0 9 . P R O B L È M E . — Une barre pesante et homogène 

est appuyée sur un plan horizontal et contre Varête d'un 

mur vertical. Trouver la position d'équilibre. 

Soient AR = 21 l a l ongueu r 

de l a b a r r e (rlg. 141), P son 

poids appl iqué en son mi l ieu 

G, R e t R' les r éac t ions a u x 

deux points A et C, et posons : 

GC = x, et OC = h. 

T r a n s p o r t a n t tou tes les 

forces a u point 0 pr is p o u r 

or ig ine , nous au rons les équa­

t ions d 'équi l ibre su ivan tes : 

— p.R -f- R ' s i n a — p.R'c0Sa = 0, 

R — P 4- R 'cosa 4- ^ R ' s i n a = 0, 

R (l 4- X) cosa — P.cccosa — R' / is ina -\- p.R'/iC0Sa = 0. 

D'ailleurs, on a : 

h = [a 4- x) s ina . 

Ces q u a t r e équat ions serv i ront à dé t e rmine r R, R', « 

et x. Des deux p remiè res on t i r e : 
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en r e m p l a ç a n t R, II' et x p a r leurs va leurs dans la 

t ro i s i ème , il v ient : 

équa t i on qui serv i ra à dé te rminer l 'angle a. 
4 1 0 . P R O B L È M E . — Une barre pesante et homogène 

s'appuie sur deux plans inclinés dans le plan vertical 

AOB. On demande la position d'équilibre, en n'ayant 

pas égard au frottement. 

Soient AB = 21 l a l o n g u e u r de la ba r r e (fig. 142), 

uh = 1(1 -f- u-2] sin 2 a co : a, 

Vig. 142. 

P son poids appliqué en 
son mil ieu G, a et a1 

les incl inaisons des deux 
/ 

/ 
plans , et dés ignons par G 

l 'angle inconnu BAm, par 

R e t R' les réact ions des 

d e u x p lans . 

B 

T r a n s p o r t a n t toutes les 
forces a u point A pris 
pour or ig ine , nous aurons 
les équat ions suivantes : o 

R sin œ — R' sin a ' = 0, 

R COS a 4- R' COS a' — P = 0, 

Pi COS 0 — R' .21 cos (a' — 6) = 0. 

Des d deux p remiè res on t i re : 

R — 
P sin a' 

sin (a -(- aj ' 
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La trois ième nous donne alors : 

sin (a1 — a> 
t g G = - — : 

X S1I1 a S1I1 a. 

REMARQUE. — Si l'on résou t le m ê m e p rob lème en 
tenant compte des f ro t tements pR et pR' en A et B 
(fig. 143), on t rouve les équa t ions su ivantes : 

Eig. 143. 

0 

R S in a — R' s i n a' + f*R' COS a' + f/R COS a = 0, 

R cos a 4- R' cos a' - f ¡1 R' sin a' — p. R sin a — P = 0, 

PZcos 0 — R'. 2Zcos (a' - 0) —aR' .2Zs in (a ' —G) = 0, 

lesquelles se rv i ron t à dé t e rmine r R, R' et 0. 

4 1 1 . P R O B L È M E . — Une barre pesante et homogène 
ACB appuie son extrémité inférieure A contre un plan 
vertical, repose en C sur un point fixe, et porte un poids 
Q à son extrémité supérieure B. Trouver la position 
d'équilibre sans avoir égard au frottement. 
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F i 

Soit AB = 21 la l o n g u e u r de la b a r r e (fig. 144) ; 
posons CD = b, et AC = x, et dés ignons p a r R et R ' les 

r éac t ions en A e t C et par a 
l ' inclinaison de l a b a r r e . 

E n p r e n a n t p o u r origine le 
po in t A nous au rons les équations 
d 'équil ibre su ivantes : 

R — R's ina = 0, 

R 'cosa — P — Q = 0, 

PJcosa — R'x + Q. 2£cosa = 0 . 

On a, en ou t r e , 

b = x cos 7. 

Des deux p remiè res on t i r e : 

P + Q 
R' 

COS a 
, R = ( P 4 - Q ) t g z ; 

subs t i tuan t dans la t ro i s ième, et r e m p l a ç a n t x pa r sa 
valeur , il v ient : 

cos a = 
b iV + Q) 

V 2 ' ( 2 - + Q ) . 

o n a a u s s i 

)2№ 
x = = 

cos a. P + Q 
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CAS PARTICULIER. — Si la b a r r e h o m o g è n e est s ans 

poids, on a : P = 0 ; d'où : 

x = (2l b-fi. 

On voit que , dans ce cas , la va l eu r de x es t 
indépendante de Q. 

4 1 2 . P R O B L È M E . — Une barre pesante et homogène 

est maintenue par une extrémité en un point A d'un 

plan horizontal, autour duquel elle est libre de tourner, 

et s'appuie obliquement par Vautre extrémité B contre 

une paroi verticale. Sa projection B C sur le plan vertical 

fait un angle <p avec la ligne de terre. On demande la 

valeur limite de l'angle <p pour laquelle le frottement en 

B empêchera la barre de glisser. 

Soient P le poids de la b a r r e (fig. 1 4 5 ) appl iqué en 

Eig.145. 

son milieu G, AB = l s a l ongueu r ; posons AC = a, e t 
l 'angle BAC = a. Nous a u r o n s : 

BC _ l/l* — a*, et c o s a = " , 

le t r i angle BAC é tan t r ec t ang l e en C. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



— 440 — 

P r e n o n s le point A pour or ig ine de t ro is axes rectan ' 
gu la i r e s . La réact ion a u point A peu t ê t r e décomposée en 
t ro i s composantes X , Y, Z su ivan t l e s ' a x e s ; au point B 
in t roduisons la r éac t ion Y' n o r m a l e au plan vertical. 
Nous a u r o n s en B un f ro t tement pY' su ivan t une direction 
pe rpend icu la i re à BC, et qui a u r a pour composantes 
su ivan t les axes des x e t des z : 

X' = p Y ' sin <p, 

Z' = p Y ' cos 

L a b a r r e é t an t en équi l ibre sous l 'action des forces 

P , X , Y, Z, X 1 , Y', Z', nous au rons à écr i re les six 

équa t ions d 'équi l ibre . Les t ro i s p r e m i è r e s nous donnent : 

X — p Y ' sin cp = 0, (1) 

Y — Y' = 0, (2) 

Z 4- p Y ' c o s ç — P = 0. (3) 

P o u r ob ten i r les équa t ions des m o m e n t s , nous transpor­
terons tou tes les forces a u po in t A. Or, la force 
X ' = fi Y ' s in tp, appl iquée en B, peu t ê t r e t ranspor tée en 
D, en in t rodu i san t dans le p lan des zx u n couple 
pY ' s in tp . BD - wY' — a*. s in 2 <p, qui se ra négatif ; la 
force pY'sincp, appl iquée en D, ou en G, peu t être 
t r an spo r t ée en A , en i n t r o d u i s a n t dans le plan 
des xy u n couple néga t i f qui a u r a p o u r moment 
P Y' sin <p. AC = p Y ' . a sin sp. 

L a force Z' = pY'costp, appl iquée en B, ou en D, 
donne , en la t r a n s p o r t a n t en C u n couple négatif 
d a n s le p l an des zx, don t le m o m e n t est pY' cos <p. 
CD = pY' | / V — a~ . c o s a <? ; e t , en la t r anspor tan t 
de C en A, elle donne u n couple positif clans le plan 
des yz, don t le m o m e n t est pY 1 . a cos y. 
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La force Y', appl iquée en 13, nous d o n n e , en la 

t r anspor tan t en D u n couple positif dans le p lan des yz, 

dont le m o m e n t est Y' . BD = Y' 1 / Ll — a 2 s i n ? , e t e r i 

la t r anspo r t an t de D en C ou en A, elle donne dans le 

plan des xy u n couple positif dont le m o m e n t est 

Y ' . CD = Y' V ? — a 2 . c o s ? . 

La force P , app l iquée en G, peu t ê t r e t r a n s p o r t é e 

en f, en e n g e n d r a n t u n couple positif dans le p lan des zx, 

dont le m o m e n t es t P . Ef= P . ^ C D = ^ P J / > — c r . cos cp, 
et en la t r a n s p o r t a n t de f en A, elle donne u n couple 

négatif dans le p lan des yz, dont le m o m e n t est 

P . fk = P . \ a . 

Les trois équa t ions des m o m e n t s sont donc : 

^LY' a cos CP 4- Y ' - a1 sin CP — \ Va = 0, (4) 

- pY' [/l* — az sin 2 CP — p.Y' J / > — a 2 cos 2 CP 

4 - -i P V P — « 2 cos CP = 0, (5) 

— (jcY' a sin cp 4 - Y ' 1 / — a J coscp = 0.. (G) 

L 'équat ion (6) nous donne : 

."• tg ? = = tg a, 

équat ion qui dé t e rmine l 'angle cp. 

De l 'équat ion (5) on t i r e : 

P Cris <p Y = — • 
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et , en ve r tu de (1) et (2) on a : 

Y = Y' = 
P cos <p 

P sin 2 cp 
X = p.Y' sin cp -

4 

Enfin, l 'équat ion (3) nous donne : 

Z = 
P (1 + sin 2 CP! 

2 

R E M A R Q U E . — Il est facile de s 'assurer que l 'équation (4) 

es t u n e conséquence des a u t r e s . 

4 1 3 . P R O B L È M E . — Un corps pesant est appuyé sur 

un plan incliné, et sollicité par une force Q qui le 

maintient en équilibre. On demande de trouver l'intensité 

de la force Q, et la pression du corps sur le plan, en 

tenant compte du frottement. 

1° Supposons d 'abord la force Q parallèle au plan 

Fig. 146. 
incliné (fig. 140), et admet tons 

que le corps soit su r le point 

Q yi g l isser de A vers B . Désignons 
/ pa r N la r éac t ion n o r m a l e du plan, 

et p a r F la force de frottement 
d i r igée de B vers A, e t égale 

Décomposons les forces suivant, 
deux axes r e spec t ivement paral lèle 
et pe rpend icu la i r e a u p lan incliné, 

et nous au rons les équa t ions d 'équil ibre : 

N — P cos a = 0, 

Q - P s i n a ^ pN = 0. 
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On en t i re : 

N = P cos a, 

Q = P (sin a + p COS a ) . 

2" Supposons, en second l ieu, que la force Q fasse 

un angle ¡3 avec le plan incliné 
1 / 1 7 (fig-. 1 4 7 ) , et décomposons les 

forces c o m m e dans le p r emie r ca s . 
Nous a u r o n s les équa t ions d'équi­
l ib re : 

N 4 QsinB — P c o s a =-. 0, 

QcosS — Psina — pN = 0. 

On en t i r e : 

P (sin a 4 - fj- cos a) 
cos ¡3 -t- u sm [i 

P cos (a 4- S) 
~~ cos p + u sm [j ' 

R E M A R Q U E . — Nous avons supposé que le corps 
glissait le l ong d u p l an incl iné en m o n t a n t ; s'il g l issai t 
en descendan t , il suffirait de c h a n g e r le s igne d u 
coefficient p . 

4 1 4 . L E V I E R . — Le levier es t u n solide de forme 
invar iable mobi le a u t o u r d 'un point fixe C, appelé 
point d'appui (fig. 1 4 8 ) , e t sollicité p a r deux forces, 
une résistance Q, p a r e x e m p l e un poids à soulever , 
et une puissance P . 

P roposons-nous de trouver les conditions d'équilibre, 

et la charge sur le point d'appui. Désignons p a r R 
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la r éac t ion du poin t fixe C. I l faut év idemmen t pour 
l 'équil ibre que les t ro i s forces P , Q, R soient dans un 
môme p lan , pu i sque l a r é s u l t a n t e de P et Q doit être 
éga le et d i r e c t e m e n t opposée à la r éac t ion R du point 
fixe. Donc, la puissance et la résistance doivent être 

dans un même plan passant par le point d'appui. 

Il faut, en ou t r e , que l'on a i t la re la t ion : 

Yp = Qq, 

c'est-à-dire que les moments des deux forces par rapport 

au point d'appui C soient égaux. 

Quan t à la r éac t ion R du point d 'appui , elle est donnée 

p a r la formule : 

= p z _|_ Q 2 + 2PQ cos S, 

ou bien : 

R 2 = P 2 -f- Q i — 2PQ cos (se + S), 
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en dés ignant p a r a e t S les ang les des deux forces P 
et Q avec l 'hor izontale pas san t p a r le point C. 

Pour dé t e rmine r la d i rect ion de R, nous dés ignerons 
par 0 l 'angle qu'elle fait avec l 'hor izontale , et nous 
aurons les deux équa t ions d 'équil ibre : 

P sin a — R sin 6 + Q sin 3 --= 0, 

P COS a — R cos 0 — Q cos ,3 = 0, 

d'où Ton t i re : 

tgO 
P sin a + Q sin 3 
P cos a — Q eus f> ' 

formule qui dé t e rmine l 'angle 6. 

F I N DU TOME P R E M I E R . 
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