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PREFACE.

Louvrage que je publie est la reproduction des
lecons professées 4 la Faculté des sciences et 4 IEcole
des Mines de Liége. Depuis que jai été chargé de
remplacer & I'Université pour le cours de Mécanique
analytique mon vénéré maitre M. De Cuyper, je me
suis constamment inspiré de ses idées. Mon unique
préoccupation a ¢été de rendre mon enscignement aussi
utile que possible aux deux catégories de mes auditeurs.
Pour l'une comme pour lautre, il est nécessaire de
nettre en lumiére les principes fondamentaux qui
scrvent de base et 4 la Mécanique céleste et 4 la
Mécanique appliquée.

Aussi, quoique m’attachant 4 donner 4 mon cours un
aractére scientifique, je n’ai jamais perdu de vue que
la majorité de mes éléves sont de futurs ingénieurs pour
lesquels il faut développer particuliérement certaines
théories (centres de gravité, moments d’inertie, rotation
des corps, etc.) quils auront & appliquer fréquemment
dans leurs études subséquentes.
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La publication récente des programmes détaillés
dc l'épreuve préalable du concours pour 'admission
dans 'administration des chemins de fer m’a obligé &
introduire certaines théories qui ne font pas d’ordinaire
partic du cours de Mécanique analytique. J'ai tenu a
donner aux éléves de I'Eeole de Licge tous les éléments
nécessaires pour quils puissent prendre part a cette
épreuve, en leur évitant de faire de nombreuscs
recherches.

Il est un point dont je n’ai pas cru devoir me
préoccuper, quoique cependant je le considére comme
étant d'une importance capitale : ce sont les applications
sans lesquelles la théorie est une lettre morte en
Mdécanique, comme dans toute autre branche des
Mathématiques. Mais, mon honorable collégue et ami,
M. Philippe Banneux, qui est chargé des exercices de
Mécanique & I'Ecole des Mines, vient de commencer la
publication dun remarquable recueil qui sera le
complément indispensable de I'ouvrage actuel, et auquel
jeo renverral surtout les futurs ingénicurs.
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» 128, »
» 139, =
» 159, =
»~ 174, =»
= 176, »

3 en bas, au licu de : Wy, lisez : W',

. CeNNT L 2NN
4, au licu de : Tk lises: ae "
sez ; sui . g (de)’
7. lisez ; suivant OM : are — T\ = o

16, aw liew de : juxtaposons, lisez : concentrons.
4, au liew de : o', lisez : o',

» 271, derniére ligne, lises : L'sX - M'sY | N'sz

- 332, o~

= LiX + M3Y 4 N3Z = const.

6 en bas, au lew de: } % V'R* — &2, lises :

@x -
z VR — a2
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INTRODUCTION.

La Mécanique est la science qui soccupe du
mouvement et des forces.

On dit qu'un corps esl en mourvement, lorsqu’il occupe
successivement différentes positions dans Tespace. Il
est en repos, lorsqu’il conserve la position quil occupait
d’abord.

En Géométrie, on étudie aussi des mouvements. Ainsi,
par exemple, on peut considérer une lighe comme
engendrée par le mouvement dun point, une surface
parle mouvement d’une ligne. Mais, en Géométrie,
on ne soccupe que des diverses positions que prennent
successivement les poinis mobiles el les lignes mobiles,
et l'on fait abstraciion du temps employé par le point
ou la ligne pour passer d'une position & une autre.

En Mécanique, on étudie aussi le mouvement et ses
propriétés. Mais, I'é¢tude de la Mécanique se distingue
de celle de la Géométrie en ce qu'elle introduit un
élément nouveau : c'est le temps employé par le mobhile
pour passer d'une position 4 une autre.
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Les deux notions fondamcntales du temps et de
Yespace qui nous donnent lidée du mouvement ne
peuvent pas étre définies. Nous les admettons comme
acquises. Mais, si I'on ne peut pas définir le temps, il
est nécessaire, pour pouvoir mesurer le temps, de
définir d'unc maniére précise ce qui constitue I'égalité
des temps.

On dit que deux intervalles de temps sont égaux,
lorsquun méme corps, placé dans des conditions
parfaitement identiques, exécute pendant ces deux
intervalles de temps des mouvements identiques. De
cette définition des temps égaux, on passe facilement a
celle d’un rapport entre deux {emps. 1l en résulte que,
si on prend un certain intervalle de temps comme
unité, tout autre intervalle sera représenté par le
nombre que mesure son rapport a I'unité adoptée.

Il est évident que lon peut étudier les propriétés
‘générales du mouvement dun corps par l'observation,
jointe aux notions de la Géométrie, et cela sans qu'il
soit nécessaire d’introduire aucun principe nouveau.
Mais, du moment ou l'on veut reconnaitre comment, il
se fait que le mouvement suive telle loi particuliére, on
doit avoir recours a des notions nouvelles.

D'abord, nous savons qu'un corps ne peut se mettre
en mouvement par lui-méme. Il ne peut sortir du repos
que par une action étrangére quelconque. De 1a résulte
un principe fondamental de la Mécanique, une loi que
Pon appelle 1a loi d’¢nertie, sur laquelle nous reviendrons
plus loin : quand un corps passe de l'état de repos a
I'état de mouvement, ce phénoméne est dil & une cause,
et cetle cause est étrangére au corps. On donne le nom
de force 4 toute cause produisant ou pouvant produire
le mouvement. Il va sans dire quil ne s'agit pas des
causes premicres en vertu desquelles les mouvements
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s'effectuent, mais de la valeur numérique des efforts
qui seralent capables de les produire.

1l est évident que nous pouvons étudier le mouvement
en lui-méme, c'est-a-dire abstraction faite des causes
qui produisent ce mouvement. D'autre part, nous
pouvons aussi nous proposer d’étudier les effets produits
par des causes déterminées, et réciproquement.

Nous pourrions, daprés les considérations qui
précédent, diviser I'étude de la Mécanique en deux
parties, savoir :

1° Lao CcINEMATIQUE', qui soccupe de Tétude des
mouvements considérés en eux-mémes, c'est-d-dire tels
que nous les observons. La Cinématique s'occupe donc
du mouvement comme effet, sans remonter aux causes.

Elle se rattache a la Géométrie : on peut dire qu’elle
tient le milieu entre la Géométrie et la Mécanique. Elle
s'occupe des considérations relatives aux espaces
parcourus, aux temps employés & parcourir ces espaces,
et aux vitesses des différents mouvements.

2° La py~naMIQUE®, qui Soccupe des relations qui
existent entre le mouvement d’'un corps et les forces
qui sollicitent ce corps. On y résout le double probléme
suivant :

1. Etant donnédes les forces qui agissent sur un corps
quelcongque, déterminer le mouvement qui prendra
naissunce, st le corps est en repos ; ou bien, dansle cas
contraire, chercher comment se modifiera le mouvement
acquis en vertu de couses antérieures.

1. Du mot grec Kiuvnua, qui signifie mouvement.
2. Du mot grec Adveue, qui signifie force.
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II. Réciproquement, connaissant le movvement d'un
mobile, trouver les forces qui agissent actuellement sur
ce mobile,

On congoit facilement que, si un corps primitivement
en repos, vient & étre sollicité par des forces, il peut
ne pas se mettre en mouvement. On dit alors que le
corps est en équilibre sous Uaction de ces forces, ou que
ces forces se fonl équilibre. On congoit aussi que des
forces appliquées & un corps en mouvement peuvent se
faire équilibre : cn effet, le mouvement du corps peut
ne pas étre altéré par lintroduction de ces forces.

Evidemment, les questions d'équilibre pourraient étre
comprises dans la Dyaamique. Cest le cas ou le
mouvement cesse dexister. Mais, cette science de
I'équilibre des forces est trop importante pour que nous
ne la considérions que comme un chapiire de la
Dynamique. Nous en ferons une division spéciale de la
Mécanique & laquelle on donne le nom de STATIQUE . TI
résulte d’ailleurs dun principe établi par d’Alembert
que le probléme général du mouvement peut se déduire
du probléme de I'équilibre.

Nous aurons donc ainsi les trois grandes divisiors
suivantes :

1° La CINEMATIQUE, traitantdu mouvement, abstraction
faite des forces qui peuvent le produire.

2° La STATIQUE, trailant des forces, abstraction faite
des mouvements qu'elles peuvent produire.

3° La DYNAMIQUE, traitant du mode d’action des
forces, c’est-a-dire de la maniére dont ellcs font naitre
le mouvement ou le modifient.

1. Du mot gree grzsexss, qui se tient debout.
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On doit aussi distinguer dans la Statique et la
Dynamique, 'élude des corps solides ef celle des fluides.
Les principes fondamentaux sont les mémes pour les
solides et pour les fluides; mais, pour les fluides, on
doit avoir égard a leur variabilité de forme, ce qui
complique évidemment la solution des problémes,
surtout dans les questions de mouvement.

Nous nous occuperons des fluides dans une section
spéciale qui porte le nom d'nYDRAULIQUE, ¢t que nous
diviserons en HYDROSTATIQUE €l HYDRODYNAMIQUE.

Observons encore que dans I'étude de la Mécanique,
nous supposerons des corps fictifs qui n’existent pas
dans la nature. Ainsi, nous considérerons les corps
solides comme étant indéfiniment rigides, les liquides
comme étant d'une incompressibilité absolue, les cordes
parfaiternent flexibles et inextensibles, et ainsi de suite.
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COURS

DE MECANIQUE ANALYTIQUE.

PREMIERE PARTIE.

-_

CINEMATIQUE.

LIVRE I

CINEMATIQUE DU POINT.

CHAPITRE PREMIER.
Loi du mouvement. — Mouvement uniforme.

1. Comme nous Yavons dit dans l'introduction, la
cinématique est la parlie de la mécanique dans laguelle
on s'occupe des lois du mouvement, abstraction faite des
causes qui le déterminent. Cest I’étude des mouvements
considérés en eux-mémes. Elle s'occupe de toutes les
considérations relatives aux espaces parcourus dans les
divers mouvements, aux temps employés A les parcourir,
4 la détermination des vitesses d’aprés les diverses rela-
tions qui peuvent exister entre ces espaces et les temps
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correspondants. Elle étudie aussi les différents instru-
ments qui permettent de changer un mouvement en un
autre.

2. La cinématique se divise en deux parties :

1° La cinématique pure, ou le mouvement est étudié
d’'une maniére pure ct abstiraite.

2° La cinématique appliquiée ou théorie des méca-
nismes qui étudie les mécanismes servant 4 la transmis-
sion et & la transformation des mouvements.

3. TRAJECTOIRE. — Quand un point se meut dans
I'espace, la suite des positions qu'il occupe succcessi-
vement forme une ligne droite ou courbe que l'on
appelle sa trajectoire.

Suivant que la trajectoire est une ligne droite ou une
lizne courbe, le mouvement est rectiligne ou curviligne.

4. Pour que le mouvement d'un point soit compléte-
ment connu, on doil connaiire sa trejecioire, et, en
oulre, la lot du mouvement du point sur sa trajecloire,
cest-a-dire la loi suivant laquelle le point mobile
parcourt les diverses parties de celte irajectoire.

Soit AB la trajectoire du point mobile M (fig. 1); pour
définir la position du point M & un instant donné, on
_ prend sa distance OM 4 un point
Fig. 1. fixe O sur la trajectoire, et l'on
3 compte le temps & partir du moment
ou le point mobile se trouve dans une
position déterminée M,. On voit qu'a
chagque valeur du teinps correspond
- une lonyueur OM. Cette longueur
que nous désignerons par s est donc une fonction du
temps, et nous aurons :

s —= 7.
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Cest I'équation du mouvement du point sur sa (rajec-
toire. _

5. L’unité de longueur est le métre; I'unité de temps
est la seconde de temps moyen, c'est-a-dire la 86400°
partie du jour solaire moyen. s et ¢ peuvent étre positifs
ou négatifs : s est positif ou négatif, suivant qu'il est
compté dans un sens ou dans l'autre, & partir du point
initial O; ¢ est positif ou négatif, suivant qu'il est compté
aprés ou avan tl'instant initial correspondant & M,.

6. On appelle mouvement wuniforme le mouvement
dans lequel les espaces parcourus sont proportionnels
aux temps employés 4 les parcourir.

Si donc s, est I'espace parcouru 4 l'origine du temps,
nous aurons, d’aprés la définition : :

§— So
3

= a,

ou bien:

s =3, + at.

Cest 1'égualion du mouvement uniforme.

7. On dit aussi que le mouvement est uniforme,
lorsque les espaces parcourus dans des temps égaux sont
dgaux, quels que soient ces temps.

8. On appelle vitesse dans le mouvement uniforme le
chemin parcouru par le mobile dans l'unité de temps,
ou, ce gui revient au méme, le rapport constant qui
existe entre l'espace parcouru et le temps employé a le
parcourir.

On g done, en désignant par » la vitesse dans ce mou-
vement :

__s—35,

’U——‘—t‘*':a.
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9. REMARQUE. — 1l est bien évident que 'on ne peut
pas comparer un espace & un temps, mais bien les rap-
ports de ces quantités a leurs unités respectives. Il en
résulte qu'il n'y a pas d'unité de vitesse : la vitesse
définie comme nous I'avons fait est un nombre abstrait
dont la grandeur varie avec l'unité de temps et 'unité de
longueur. Ordinairement, le temps est considéré comme
un nombre abstrait. Alors la vitesse est une longueur,
un nombre de meétres (parcourus en une seconde).

10. On attribue a4 la vitesse le sens dans lequel
s'effectue le mouvement. Elle sera positive ou négative,
suivant que le mouvement a lieu dans le sens des s
positifs, ou des s négatifs. Cela résulte d’ailleurs de la
formule :

§—5,.

V= ;

En résumé, les équations du mouvement uniforme
sont :

s=35,+ al,

v =a.

11. Représentation graphique de la loi du mouvement.

Soit s = £ (¢) 1a loi du mouvement. Prenons deux
axes rectangulaires ot et os (fig. 2), et choisissons arbi-
trairement une longueur représen-
tantl'unité detemps, etune longueur
représentant l'unité de longueur.
Portons sur l'axe des abscisses des
longueurs op, op'..., représentant 4
T'échelle adoptée des valeurs déter-
minées du temps, et supposons que
les ordonnées mp, m'p'..., soient a
Téchelle des espaces les valeurs de s qui correspondent

Fig. 2.
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dans I'équation du mouvement 4 ces différentes valeurs
de ¢. Nous aurons ainsi une suite continue de points
m, m', m"..., formant une certaine figure ayant pour
équation : '

s=F(0).

C'est cette ligne que Y'on appelle la courbde des espaces.
Nous pourrons ainsi obtenir graphiquement s en fonction
de ¢, ou bien ¢ au moyen de s.

12. REMARQUE I. — Il ne faut pas confondre la ligne
que nous venons de définir avec la {rajectoire que le
point décrit dans I'espace.

REMARQUE II. — Dans le mouvement uniforme, la
courbe des espaces est une ligne droite.

13. Proposons-nous de trouver graphiquement la
vitesse du mouvement uniforme représenté par la droite

Fig. 8. AB (ligne des espaces). 1l suflit de

o 3 mener a partir d'un point C quel-

conque une droite CD paralléle & of

(fig. 3), et égale 4 la ligne qui

représente l'unité de temps, puis de

de mener par le point D une paral-

¢ léle 4 os, jusqu'a la rencontre avec

AB au point E. La longueur DE

représente la quantité dont s a varié dans l'unité de
temps: c’est donc la valeur absolue de la vitesse.

14. Le signe de cette vitesse est indiqué par la position

Fig. 4. de la droite DE. Ainsi, dansle cas

s ol le mouvement est représenté
{ par AB (fig. 3), c'est-a-dire sl

D a lieu dans le sens des s positifs,

la vitesse est positive; dans le cas
£ de A'B' (fig. 4), c'est-a-dire si le
mouvement a lieu dans le sens des
s négatifs, la vitesse est négative.

|
I
f
P

=
-]
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Mouvement varié. — Vitegse,

15. Tout mouvement qui n'est pas uniforme est dit
varté. Dans ce cas, les espaces parcourus ne sont pas
proportionnels aux temps employés a les parcourir.

On distingue cependant parmi les mouvements variés,
ceux qui sont périodiques ou périodiquement uniformes.
Ce sont des mouvements dans lesquels les espaces par-
courus pendant des temps égaux convenablement choisis
sont écaux; cette égalité ne subsiste pas, quelque petits
que soient les temps égaux cousidérés, mais seulement
quand ces temps sont des multiples d'un certain inter-
valle appelé période du mouvement.

16. Dans un mouvement varié en général, la vitesse
varie a chaque instant en grandeur et en direction.
Mais, & un instant quelconque, elle a une valeur finie
et déterminée, qui, si elle demeurait constante, trans-
formerait le mouvement varié en mouvement uniforme.

Il résulte de cette définition, que, si v est la vitesse 4
la fin du temps ¢, et ds lespace élémentaire parcouru
pendant le temps d¢, nous aurons :

ds = vdt,
dou :
»— 95,
T de

Si done s = [ (£) est 'équation du mouvement, nous
aurons :

v=[ ().

On voit que la vitesse a un instant donné est exprimée
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par la dérivée premiére de Uespace par rapport au
temps.

Il résulie aussi de la méme définition que la direction
de la vitesse est celle de I'élément infiniment petit ds de
la trajectoire, c’est-a-dire celle de la tangente.

1'7. REMARQUE. —On peut encore trouver I'expression
de la vitesse par le raisonnement suivant :

Soient s I'espace parcouru par le mobile 4 la fin du
temps £, et © sa vitesse 4 cet instant ; s 4+ As lespace
parcouru & la fin du temps ¢ -~ Af, v' la vitesse & cet
instant, et supposons v < v'.

Si, pendant le temps Af, le mobile avait continué son
mouvement d'une maniére uniforme avec la vitesse v, il
aurait parcouru lespace vA¢, évidemment plus petit
que As; nous aurons donc :

AL < As.

D'autre part, si pendant le femps A¢, le mobile avait
parcouru sa trajectoire d’'un mouvement uniforme avec
la vitesse %', il aurait parcouru l'espace ¥'Af, et nous
aurions évidemment :

v'AL > As.
Nous aurons donec :
AL > As > VAL,
ou bien :

,>As
V> x>

Si nous supposons que A¢ déeroisse indéfiniment, a
la limite on a v' = v, et, par conséquent,
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? == lim. —A—S— = s
At at

18. Proposons-nous de trouver graphiquement, dans
un mouvement varié, la grandeur de la vitesse du
mobile & la fin du temps ¢, correspondant & wune
abscisse op.

Au bout du temps ¢, le mobile est en M sur sa trajec-
toire; au bout du temps ¢ -I- dt,
il est en M’ : il a parcouru l'arc
MM' = ds. Au point M corres-
pond une certaine valeur de s
représentée par l'ordonnée Cp
de la courbe des espaces (fig. 5);
au point M' (¢ + d¢) correspond
un point C' infiniment voisin de
C. La longueur pp’ représente
o PP Y odt, et

CK = C'p' — Cp,

Fig. b.

représente l'arc ds.

!

. ds , CK
La vitesse TE est done donnée par le rapport K

Prenons sur CK une longueur CE égale 4 la longueur
qui représente l'unité de temps, puis menons EF paral-
I1éle & os, jusqu'a la rencontre de la tangente. On a, par
la similitude des triangles,

CK _ EF
CK CE

Or, dans le temps CK, le mobile parcourt I'espace CK.
Done, si, & partir du temps ¢, le mouvement devenait
uniforme, le mobile parcourrait dans I'unité de temps
I'espace EF, et EF serait la vitesse de ce mouvement
uniforme. Cest donc la vitesse cherchée.
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Done, pour trouver la vitesse au bout du temps ¢, dans
le mouvement varié, menons par le point C, corres-
pondant au temps ¢, une droite CE paralléle a of, et
ézale 4 la ligne qui représente 1'unité de temps. Par le
point E menons une paralléle & os jusqu'a sa rencontre
en F avec la tangente au point C. La longueur EF de
cette paralléle sera la vitesse cherchée.

19. REMARQUE. — Nous avons vu que la vitesse en
un point de la trajectoire a la fin du temps ¢, est donnée
par la formule :

ds
‘v=—d—z=f1(l).

Il ne faut pas conclure de la que la vitesse a pour
valeur la tangente trigonométrique de l'angle que la
tangente & la courbe des espaces fait avec I'axe des
abscisses (des temps), puisque, en général, 'échelle des
espaces et celle des temps sont différentes. L’angle que
fait la tangente avec I'axe des temps sera plus ou moins
grand, tout en correspondant toujours & une méme
vitesse suivant que I'on fera varier I'une des échelles
dans un sens ou dans l'autre, puisque suivant I'une ou
l'autre chose, la courbe des espaces sera différente.

La vitesse ne sera égale 4 la tangente trigonomé-
trique de l'angle que la tangente fait avec l'axe des
abscisses que si la ligne par laquelle on représente
I'unité de temps est égale a celle par laquelle on repré-
sente I'unité d’espace.

20. COoURBE DES VITESSES. — Il résulte de ce qui
précéde que la vitesse 4 un instant donné est, en
général, une fonction de ¢. Il s'ensuit que I'on peut
tracer une courhe dont les abscisses seraient les temps,
et les ordonnées les vitesses correspondantes. On obtient
ainsi la courbe des vitesses.
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21. REvARQUE. — Le cas du mouvement uniforme
est compris dans le cas géuéral. En effet, on a alors:

v = const. = @&;
la courbe des vitesses est une ligne droite. On a donc :

ds a
de ’
d’ot, en intégrant :

s =3, |- at,

en désignant par s, la valeur de s pour £ = 0. C'est la
formule que nous avons trouvée plus haut (n° 8).

Dans le cas général, la vitesse » n’est plus constante;
elle est une fonction du temps, et I'on a:

s=so+/£vd[.

o

CIIAPITRE II.

Mouvement uniformément varié.
Accélération.

22. Le mouvement uniformément varié est celui dans
lequel la vitesse varie de quantités égales dans des
temps égaux, quels que soient ces temps. Cest le mou-
vement dans lequel la vitesse varie proportionnellement
au temps.

Soient v, la vitesse & l'instant initial, v la vitesse au
bout du temps £, nous aurons :
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v -— D,

14

== (T
¢

¢ étant une constante.
On en tire :

v =17, -+ ol

La quantité o qui joue ici le méme rbéle que la
vitesse dans le mouvement uniforme se nomme l'accélé-
ration du wmobile. On voit que, dans le mouvement
uniformément varié, laccélération est la différence des
vilesses que posséde le mobile au commencement el a la
fin de luniié de lemps : c’est la quantité conslanie dont
la vitesse varie pendant I'unité de temps.

L'accélération @ peut étre positive ou négative, sui-
vant que la vitesse croit ou décroit, c’est-a-dire suivant

ue » ~ v,. Suivant Iun ou l'autre cas, le mouvement
< 0

est accéléré ou retardd.

23. EQUATIONS DU MOUVEMENT UNIFORMEMENT VARIL.
—Ona:

v =19, + @t
Or:
o= 5,
at’
par conséquent :
R

d'ou :
s=c—i—vot+‘§qtz.

Mais, pour ¢ = 0, on a s = §,; par suite, ¢ =g, et
il vient :
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s =5, + vt + § ¢t*.

On conclut de la que la courbe des espaces est une
parabole dont I'axe cst paralléle a I'axe des ordonndées.
La ligne des vitesses cst une ligne droite.

I1 faut bicn observer que la trajectoire, ¢'est-a-dire la
ligne décrite par le point mobile, pcut étre une ligne
droite ou une ligne courbe.

24. REMARQUE. De ce que l'accélération dans le
mouvement uniformément varié est la quantité constante
dont la vitesse varie dans l'unité
de temps, on conclut que Yon
v B obtiendra l'accélération par une
- construction analogue & celle qui

nous a servi & déterminer la
D vitesse dans le mouvement uni-
forme (n° 13). Ainsi, AB étant la
ligne des vitesses (fiz. 6), on
ménera par un point G quel-
conque de cette droite une paral-
Iéle CD & o¢, et égale & la ligne qui représente lunité
de temps. Puis, par le point D, on méne DE paralléle &
ov : la longueur DE scra I'accélération cherchée.

Fig. 6.

i
i
!

P

25. PROPRIETES DU MOUVEMENT UNIFORMEMENT VARIE.
— Les ¢quations de ce mouvement sont :

s =8, 4 vt + § ¢f?,
(1)
v =19, + ol

La premiere ¢équation nous donne :

s—s
7 L =1, + 3 ¢t
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Or, r
le temps ¢ : c’est la vitesse que le mobile devrait avoir
pour parcourir d'un mouvement uniforme I'espace s — s,
pendant le temps ¢. Cette vitesse moyenne a, comme on
le voit, pour expression v, - 13¢, cest-a-dire qu'elle
est égale a la vitcsse réelle qui a licu au milicu du
temps ¢,

Donc, dans le mouvement uniformément varié, la
vitesse moyenne pendant un certain temps t quelconque,
est égale & la vitesse réelle du mobile aw milieu de cet
intlervalle.

En remplagant ¢ par sa valeur tirée de la deuxiéme
équation (1), il vient :

est la vitesse moyenne du mobile pendant

§—S8, _ v+,
t T2

Done, dans le mouvement uniformément varié, la
vitesse moyenne pendani un inlervalle de temps quel-
congue est égale a la moyenne des vilesses que le mobile
posséde au commencement et @ la fin de cet intervalle.

En éliminant ¢ entre les deux équations (1), on a :

2 (0 — ) =0 (s — s,

Donc, la demi différence des carrés des vilesses prises
pour deux positions quelcongues, est égale au produil
de laccélération par le chemin parcouru dans cet inter-
valle.

26. REMARQUE. — Les équations du mouvement
uniformément varié se simplifient, lorsque 'on compte
le temps a partir de 'instant ou la vitesse v, est nulle,
et les espaces a partir de la position que le mobile occupe
a cet instant.
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On a alors pour £ = 0, v, == 0, ¢t 5, = 0.
Par suite,

s =7 al?,

2

v = ¢t.
De la premiére de ces éjuations on tire, pour £ =1
¢ =2 5.

Donce, l'accélération ¢ est égale au double du chemin
parcoury par le mobile pendant la premicre seconde du
mouvement.

Chute des corps.

2%7. Les formules du mouvement uniformément varié
servent & résoudre tous les problémes relatifs au mou-
vement vertical des corps pesants dans le vide.

L’expérience nous apprend que, quand on laisse
tomber un corps dans le vide, la pesanteur lui commu-
nique en une seconde une vitesse de 9™,8088, si 'obser-
vation est faite a la latitude de Paris. On représente ce
nombre par g : c'est I'accroissement de vitesse pendant
chaque seconde.

C'est donc l'accélération due a la pesanteur. Cette
accélération étant constante, le mouvement est unifor-
mément varié. Par conséquent, les formules du mouve-
ment vertical des corps pesants dans le vide S'obticnnent
en remplacant ¢ par g dans les formules du mouvement
uniformément varié.

Si le corps part du repos, et si lon compte les
distances sur la verticale & partir du point ol il com-
mence sa chute, on a :
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> gtt.

Si, au contraire, le corps est lancé de bos en haut,
avec une vitesse initiale v, le mouvement sera retardé,
et nous aurons :

v =0, —gt,
s = v — 3 gt
28. ProBLEME. — Calculer lao hauteur & laguelle
sélevera un corps pesant animé d' une vitesse donnée v,

dirigée de bas en haut.
Les formules du mouvement sont :

En faisant v — o0, dans la premiére formule, on a la
durée T de l'ascension ; il vient alors :

Dy =gT’
d’otr :
7 Yo,
g

En substituant dans la seconde formule, on a la
hauteur H a laquelle le mobile s’éléve :

© 2
H— 2o,
2g
Cest la hauteur due a la vitesse v,.
REMARQUE. — Si le mohile parvenu & cette hauteur H
commence a descendre, il est facile de voir que le
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temps de la chute est égal au temps de l'ascension,
et que le mobile repasse au point de départ avee la
vitesse »,.

En effet, désignons par T la durée de la chute, c’est-
a-dire le temps cmployé par le mobile pour descendre
de la hautcur H, et par #' la vitesse a la fin de la chute.
Nous aurons a démontrer que l'on a :

v'=1u, et T =T.
Or,ona:
v = gT,
H=1}gT".
On en tire :
rlﬂ —_ @'
g
v = 2gH = v,;
dou :
=20 .
g

La vitesse v/ — |2¢H sappelle la vitesse due & la
hauteur H.
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CHAPITRE III.

Mouvement rectiligne varié. — Accélération.

29. Pour arriver a I'étude du mouvement rectiligne
varié en général, considérons d’abord un mouvement
rectiligne uniformément varié. L’accélération dans ce
mouvement est, comme on sait, la quantité constante
dont la vitesse varie dans I'unité de temps.

Pendant le temps infiniment petit d¢, la vitesse »
saccroit de gdf, que Ton appelle la vifesse élémentaire
acquise, correspondant 4 ce temps infiniment petit. En
divisant la vitesse élémentaire acquise par d¢, on obtient
I'accélération. Ainsi done, dans ce mouvement, la vitesse
o une direction constanie, celle du mouvement : il en
est de méme de la wilesse élémentaire acquise, et de
Taccéléralion qui est la vitesse acquise pendant l'unité
de temps.

30. Dans un mouvenent rectiligne varié en général,
le mouvement a une direction constante; la vitesse a
aussi une direction constante, celle du meuvement. La
vitesse acquise pendant un temps quelconque aura aussi
la méme direction. Mais, dans ce mouvement, la vitesse
varie en grandeur dun instant a l'autre d'une maniére
quelconque ; il en est de méme de la vitesse acquise.

Dailleurs, 'accélération n'est pas constante, puisque
le mouvement n'est pas uniformément varié. Mais, a un
jinstant donné, l'accélération du mouvement rectiligne

2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 18 —

varié a une valeur finie et déterminée qui, si elle demeu-
rait constante, transformerait le mouvement recliligne
varié en un mouvement rectiligne uniformément varié.

Il résulte de la que, si @ est laccélération a la fin du
temps ¢, dv la variation de vitesse pendant le temps d¢,
on aura :

dv = d{,
d’olt :
_dv
T
Or, comme on a :
)
Tode?
il gensuit :
_d’s
=

On voit que, dans un mouveiment rectiligne varié,
laccélération & un instant donné est exprimée par la
dérivée premiére de la vitesse par rapport au temps, ou
bien par la dérivée seconde de lespace par rapport au
temps. La direction dc cette accélération est évidem-
ment celle de la vitesse.

Si donc le mouvement rectiligne varié a pour
dquation :

s =t

nous aurons .
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31. REMARQUE. — Le mouvement rectiligne unifor,
mément varié est un cas particulier du mouvement que
nous venons d’étudier. On a alors ¢ = const. = a; par

suite z—? = g, d'oll v = v, 4+ af, ce qui est 'équation du

mouvemnient uniformément varié (n° 23).

32. Dans le mouvement rectiligne varié quelconque,
Taccélération est, en général, une fonction de ¢, et I'on
peut construire la courbe des accélérations définie par
une équation de la forme :

? =14

33. Proposons-nous maintenant de trouver graphi-
quement la grandeur de laccélération dans un mouve-
ment rectiligne varié. Nous avons vu (n° 24) le moyen
de déterminer graphiquement la grandeur de I'accéléra-
tion dans le cas du mouvement uniformément varié, ¢’est-
a-dire lorsque la ligne des vitesses est une ligne droite.

Si le mouvement rectiligne n'est pas uniformément

varié, la ligne qui représente la

loi de variation de la vilesse
B (courbe des vitesses) n'est plus
une ligne droite. Pour déter-
miner 'accélération de ce mou-
vementaun instant queleconque,
on fera une construction ana-

Fig. 7.

\

|

L

|

!

| logue a celle qui a servi a
e ;: ¥ déterminer la vitesse dans un
mouvenlent varié quelconque
{(n° 18). Soit AB la courbe des viteses, M un point de
cette courbe, correspondant au temps f. Menons MN
paralléle a of, et égal a la ligne qui représente 'unité de
temps, puis menons NR paralléle 4 ov. La longueur NR
nous donnera I'accélération du mouvement considéré.
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34. REMARQUE. — Nous pouvons observer que, dans
le mouvement rectiligne -varié, la vitesse élémentaire
acquise pendant le temps d¢, est la vitesse infiniment
petite dv qui, se composant avec la vitesse » que le
mobile posséde 4 la fin du temps £, donne la vitesse
v + dv, de méme direction, a la fin du temps ¢ + d¢:
cest la vitesse communiguée au mobile pendant le
temps infiniment petit d¢. L'accélération est le quotient
de cette vitesse élémentaire acquise par le temps di.
Cette remarque nous scra utile plus loin (n° 5%).

35. REMARQUE. — Les valeurs numériques de la
vitesse et de laccélération dépendent uniquement de
T'unité de temps et de l'unité de longuecur. On peut se
demander comment varieraient ces valeurs par un chan-
gement dans les unii¢s de temps et de longueur.

Désignons par v' et ¢’ les valeurs numériques de la
vitesse ¢t de laccélération & un instant £, lorsque Ton
prend pour unité de longueur une unité m fois plus
grande, et pour unité de temps une unité¢ = fois plus
grande. Soient s' et ¢' les nouveaux nombres qui repré-
sentent s et ¢ & partir de l'origine ; nous aurons les deux
équations :

. s = $ , '= _t .
ne n’
d’olt :
ds' =35, ap = &,
m
et, par conscquent,
, ds n ds 7
V== — s — = -
4 m o dt m
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et, par suite,

Aipsi done, les valeurs numériques cherchées sont
données par les formules :

Problémes sur les lois du mouvement
rectiligne.

36. Tous les problémes que I'on peut sc proposer dans
Pétude du mouvement rectiligne se réduisent au sui-
vant : connaissant une relation entre deux des quantités
{, s, v, @, trouver les valeurs des autres.

1° On donne : s = [ ().
On en tire :
v=2 0,
¢ = g%:f =/"().
2° On donne : v = [(b).

d .
De la formule v = d—js on tire :

ds = vdt = [(¢) dt;

par conséquent,
|1

s=so+ff(t)dt.

0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



99 __

D’'autre part, on a :

dv
=5 =ro.
3° On donne : o =1 (1).
d .
De la formule ¢ = E?’ on tire :

do = g dt —= £ () dt;
dot :

v =v,+ [7Odt =T (.

Connaissant », on aura s en fonction de £, au moyen
de la formule :

t 4
s =35, +fvdt =s, +fF(t)dt.
0 0

4° On donne : ?=7(s).
On a done :

dazs

aiE =1

Multipliant les deux membres par 2ds, il vient
d’s
2ds —m =21 (s) ds;

d’otu, en intégrant :

(%‘;)2= v = p,? 2ff(s)ds = F(s).
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On a ensuite 1a formule :

_ds
T dt

Or, v étant connu en fonction de s, on a :

gt — %
v’
dol :
‘_ sdi_ c ds
J v JVE
5° On donne : v=F(s).
On a :
a dv ds .
& S

Drautre part, de la formule :

_ds
v = dl’
on tire :
g = 95 45
v (8)
d'ol :
/fs;
6° On donne : o = [ (v).

a .
De la formule ¢ = 71;, on tire :
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»

de
b= [ =~
i
et, de la formule :

ds = wvdt,

on conclut :

|1 v
. vdv
S:SO—{—./‘UL'U:SO—#—/‘?W-
0 zo

CHAPITRE IV.
Mouvement projeté.

37. MOUVEMENT PROJETE SUR UN PLAN FIXE, -
Pendant qu'un point se meut dans I'espace, on peut le
projeter 4 chaque instant sur un plan fixe. Les projec-
tions ainsi obtenues peuvent étre considérées comme
les positions successives d’un second point qui se mou-
vrait dans ce plan. Le mouvement de ce second point
est ce quon appelle la projection du mouvement du
premier point sur ce plan. 11 est ¢évident que la trajec-
toire du mouvement projeté est la projection de la
trajectoire de l'espace.
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Soient MM' et smm’ les chemins infiniment petits
parcourus pendant le temps df par le mobile M et par
sa projection s sur le plan
(fig. 8). La vitesse du point
M est :

dt’

la vitesse du point 72 est :

mm'
di '

Or, nun' est la projection de MM sur le plan fixe. Par
conséquent, la vitesse du mouvement projeté sur un
plan fizve est la projection sur ce plan de la vitesse du
mouvement dans U'espace.

38. MOUVEMENT PROJETE SUR UNE DROITE FIXE. —
On peut aussi projeler a chaque instant le point mobile
sur une droite fixe ox, en menant par chacune dcs posi-
tions successives du point des plans paralléles a un plan
donné, Le mouvement projeté est alors un mouvement
rectiligne suivant la droite ox.

Soient MM et nn' les chemins infiniment petits par-
courus par le mohile M et sa projection »n pendant le
temps infiniment petit d¢ (fig. 8).

La vitesse du point M esf :

MM
dat’

la vitesse du point # est :

di’
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Or, nn' est la projection de MM’ sur la droite fixe ox.
Par conséquent, la vilesse du mouvement projelé sur
une droite o un instant quelconque est égale a la pro-
jection sur cette droite de la vitesse que posseéde le point
& cet instant.

39. REMARQUE. — Ces deux propriétés existent que
la projection soit oblique ou orthogonale. Dans le cas
d’'une projection orthogonale, nous aurons, en désignant
par Vet V' la vitesse et sa projection, et par 6 T'angle
que V fait avee le plan ou avec laxe :

V' = Vcos 6.
CHAPITRE V.
Composition des mouvements et des vitesses.

40. Soit un mobile A animé d'un mouvement, recti-
ligne et uniforme suivant Az avec unc vitesse AD, et
d’'un mouvenent rectiligne et uniforme suivant Ay avec
une vitesse AE. Proposons-nous de {rouver le mouve-
ment réel du point A, el sa vitesse.

Au bout d'unec seconde
la ligne Ay, transportée

9/ R parallélement & elle-méme
c / sera venue en DR (fig. 9).
Mais, en méme temps, le
E point A parcourt la portion
x AE de cette droite Ay.

Donc, & la fin de cette
scconde, e point A sera en un certain point N. Au bout
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du temps ¢, la droite Ay vient en BM, de maniére
que I'on ait AB = AD X ¢; dans cc méme temps ¢, le
point A parcourt sur Ay un espace AC, tel que Pon ait
AC = AE x ¢. Donc, a la fin du temps ¢, lc mobile est
en un point M.

Or, on a :

AB _ AC_ BM
AD AE DN

Donc, les deux triangles AND et AMB sont sciublables,
ct, par suite, les trois points A, N, M sont en ligne
droite. Par conséquent, la position M du mobile a la fin
du temps ¢, est sur la droite ANM, qui passe par les
deux points A ct N.

Par conséquent, le mouvement réel du mobile est
rectiligne et divigé sutvant la droite ANM.

Mais, en vertu de la similitude des triangles ADN et
ABM, ona:

AM _AB _,
AN AD 7
don :
AM=AN X {, ou bienéé;w— == AN == const.,

quel que soit ¢.

Puisque le rapport de I'espace au temps est constant,
quel que soit ¢, on en conclut que le mouvement réel
du mobile est uniforme, ct que sa vitesse est AN ; il est
dailleurs évident que AN est la diagonale du parallélo-
gramme ADNE, dont AD et AE sont les c6tés.

Les deux mouvements suivant Az et Ay sont appelés
mouvements composants, et le mouvement suivant AM
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est le mouvement résultant. Les vitesses suivant Az et
Ay sont appelées vitesses composantes, ct la vilesse
suivant AM est la vitesse résultante.

On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — La vitesse du mouvemen! résultont
est représentée en grandeur et en direction par la
diagonale du parallélogramme construit sur les vitesses
des mouvemenls composants.

41. REMARQUE 1. — Un point ne pcut aveir quun
seul mouvement. Quand on considére un point comme
animé de deux ou de plusicurs mouvements, ¢’est une
pure opération de I'esprit : cela n’a rien de réel.

ReEMARQUEIL. —Les mouvements suivant Ay et Ax sont
aussi appelés mouvement relatif et mouvement d’entrai-
nement. Le mouvement réel s’appelle mouvement absolu.

42. Passons maintenant a la composition des mouve-
ments el des vilesses quelconques.

Pendant quun point mobile décrit la trajectoire AB
d'une maniére conlinue, supposons que cette trajectoire
occupe successivement les positions
A'B, A"B"..., & la fin des temps
!, t"... (fig. 10), AB étant la position
de cette trajectoirealafin du temps?.
Soient M, N, P, les positions que le
mobile ‘occupe sur la courbe mobile
AB aux temps ¢, ¢, ¢"... A la fin du
temps ¢, le mobile est en M; au bout
du temps ¢, il est en N sur sa trajec-
toire, mais celle-ci est alors en A'B',
et, par suite, le point se trouve en réalité en N'. De
méme, a la fin du temps ¢, le mobile est cn réalité
en P" et ainsi de suite. Donc, le mobile décrit dans
I'espace la trajectoire MN'P"... qui est la trajectoire
absolue du point M.

Fig. 10,
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Le mouvement du point M sur sa trajectoire AB est
le mouvement relatif, et le mouvement de cette trajec-
toire est le mouvement d'entrainement.

43. Nous avons vu que, si un point est animé 4 la fois
de deux mouvements rectilignes et uniformes, la vitesse
du mouvement résultant est représentée en grandeur
et en direction par la diagonale du parallélogramme
construit sur les deux vitesses composantes.

Nous nous proposons maintenant de démontrer que,
si nous counsidérons des mouvemenis quelconques, la
vitesse du mouvement absolu (ou vitesse résultante) sera
encore représentée par (o diagonale du parallélo-
gramme construit sur les vitesses des mouvements
composants.

Soient AB la trajectoire a la fin du temps ¢ (fig. 11),
et A'B' la trajectoire & la fin du tewmps ¢ ; M la position
du mobhile 4 la fin du temps ¢, N' sa
position & la fin du temps #. Le mobile
décrit 'arc MN' dans le temps ¢’ — ¢ = Af.
Or, si I'on suppose l'intervalle ¢ — ¢ infi-
niment petit, la figure MNN'M' peut étre
considérée comme un parallélogramme
ayant pour céOiés MN et MM', et pour
diagonale MN'. Par conséquent, le dépla-
cement absolu ou réel MN' estla diagonale
du parallélogramme construit sur les
déplacements relatif et d’entrainement.
Mais, les déplacements infiniment petits MN', MN et
MM’ sont proportionnels aux vitesses correspondantes ;
par conséquent, la vitesse absolue est la diagonale
du parallélogramme construit sur les vitesses relalive
et d'entrainement.

Cette propriété est connue sous le nom de parallélo-
gramme des vitesses. On 'énonce comme suit :

Fig. 11.
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THEOREME. — 8% un point est animé de deux vitesses,
la vitesse résullante est donnée en grandeur et en
direction par la diagonale du parallélogramme construit
sur les vitesses composanies.

44. REMArRQUE. — Il résulte de 14 que si 'on désigne
par v, v' les vitesses composantes et par V la vitesse
résultante, nous aurons :

V:v:¢ =sin (g, ¢):sin (@, V) : sin (V, 0).

D'autre part, le triangle MAC (fig. 12) nous donne :

Fig. 12. -
= V& =p® 4 ¢'* — 200  cos MAC ;
y
or:
B c
< - N N
~ cos MAC = — cos CAx = — cos (v,7).
M V. A T Par suite,

Vi =0 4+ v'* + 200 cos (v,0).
45. Enparticulier, siI'angle (v,v") est droit, ¢est-a-dire
st les vitesses composantes sont perpendiculaires entre

elles, le parallélogramme devient un rectangle, et, si
Ion désigne par « langle (V, z), on a :

v ==V cos a,
©' = V sin «,
Vi= 1® | "%

46. CoMPOSITION D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE MOU-
VEMENTS. - — Un point étant animé de plusieurs
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mouvements, on peut composer ces mouvements en uin
seul qui sera le mouvement résultant du point considéré.

On peut trouver la wvilesse résullanie au moyen
des vitesses des mouvements composants en appli-
quant successivement la régle du parallélogramme des
vitesses.

Soient AB, AC, AD, AE les vitesses des mouvements
composants (fig. 13). On trouve que AF est la résultante
de AB et AC; AG la résul-

Fig. 13. tante de AF et AD; AV la

B F résultante de AG et AE. Par

’ conséquent, AV est la résul-
A _—- ¢ tante des .vitosses données.
11 est évident que, pour
_ trouver cette résultante, il
. suffit de mener, par I'extré-
mité B delapremiére vitesse,
une droite BF égale ct paralléle a AC, par Uextrémité F
une droite FG égale et paralléle & AD, et par I'extrémité
G une droite GV égale ¢t paralltle 4 AE. La droite AV
qui joint le point A & lextrémité¢ du contour polygonal
ABFGV est la résultante cherchée. Cette construction
sappelle le polygone des vitesses.,
Il est facile de voir que la résultante est égale et de sens
contraire a la droite VA qui ferme le contour polygonal.

REMARQUE. — En particulier, si les vitesses sont de
méme direction, la vitesse résultante sera égale 4 leur
somme algébrique, et dirigée suivant la méme direction
que les composantes.

47. Si les vitesses données sont au nombre de trois,
et si leurs directions ne sont pas dans un méme plan,
on peut les composer de la manicre suivanie :

Soient AB, AC, AD les trois vitesses données (fig. 14).
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En composant AB et AC, on obtient la résultante AE de
ces deux vitesses ; en composant
ensuite AE ct AD, on trouve que
AV est la résullante cherchée.
D Or, cette derniére droite est
la diagonale du parallélipipede
construit sur AB, AC ¢t AD.
Cette construction, constitue le
® marallélipipede des wvitesses, ot

/H
\\ Ton a le théoréme suivant :
y

Fig. 14.

g

TintorREME. — La vilesse résul-

tante de trois vitesses donl les

directions ne sont pas dans un méme plan est représentée

en grandeur el en direction par la diagonale du paral-
lélipipede construit sur les vitesses composantes.

48. CAS PARTICULIER. — St les trois vilesses données
sont perpendiculaires entre elles, le parallélipipéde est
rectangulaire.

En désignant par », o', " les trois vitesses compo-
santes, par V la vitesse résultante, et par «, {3, y les
angles que V fait avec les trois composantes, on a :

v =V Cos o,

v" = V cos 3,

" =V cos v,
Vi=19p? 4 v 4 o'

49. DECOMPOSITION DES VITESSES. — On peut décom-
poser une vitesse donnée suivant des directions données.
Soient d’ahord (fig. 12) Mx et My deux directions
données, et MC =V la vitesse qu'il ’agit de décomposer
suivant ces deux directions. Observons que, pour que
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cela soit possible, ¥ faul que la vitesse V donnée soit
dnns le plan yMzx. Il suffira ‘de mener par le point C
deux paralléles CA et CB aux deux directions, et alors
MA et MB seront les deux composantes cherchées.

On peut aussi décomposer une vitesse suivant trois
directions données Az, Ay, Az (fig. 14). Il suffira de
mener par le point V trois plans VB, VC, VD respecti-
vement paralléles aux plans 2y, zx, et zy, et 'on aura
les trois composanles cherchées AB, AC ¢t AD.

50. CoMPOSITION ANALYTIQUE DE PLUSIEURS VITESSES.
— Solente, ¢, ¢"...les vitessesdonnées, et soient (=, 3, 7),
(=", £',7)... les angles que ces vitesses font avee les axes
coordonnés rectangulaires.

En décomposant la vitesse » suivant les axes, on
obtient les trois composantes :

Vo=V COS a,
Uy = © cOos {3,
Vs == ¥ COS 7.

Faisant la méme chose pour chacune des vitesses
données, on aura, suivant l'axc des 2z, une séric de
vitesses de méme direction dont la résultante, que nous
désignerons par V, est égale a la somme algébrique
(n° 46, remarque). On a done :

V== 2v,;= 2vcos a;
on aura, de méme, suivant les axes des ¥ et des 2 :
‘ry == ZUU = ZUCOS {j,

V., = 2v; = Zvcos Y.

Les trois vitesses Vg, Vy, Vi Se composeront en une
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34
vitesse résultante V, dirigée suivant la diagonale du

parallélipipéde dont Vi, V,, V. sont les cotés (n° 47),
¢t nous aurons :

Vi = sz “i* Vyg + szs
ou bien :
V* = (Zvcos 2)* - (Tvcos B -+ (Svcos y)%.

En désignant par a, &, ¢, les angles que V fait avee
les axes, nous aurons :

Ve=V cos a= 2vcos a,
V,=Vecos b= Svcos§,
V=V cos¢c= 3Zpcosv;

d’ou l'on tire :

2vcos a
cos g = )
Swecos B
cosh=_"__"_",
v
2vcos
cose = =V T
v
51. REMARQUE. — Nous avons vu (n° 46) que la

résultante d’un nombre quelconque de vitesses est ¢gale
et de sens contraire & la droite qui ferme le contour
polygonal formé par les vitesses composantes. Il
résulte de 1a que la projection de la résultante sur une
droite ou sur un plan est égale a la somme algébrique
des projections des composanies.
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CHAPITRE VI

Mouvement curviligne. — Eléments
du mouvemernt.

52. Soit AB (fig. 15) la trajectoire d'un point
rapportée 4 trois axes que nous SUPpPOSCrons rectangu-
laires, et soit M un poinl de
cette trajectoire. Soient encore
P, P, P" les projections du
point M sur les axes.

Pendant que le point M décrit
sa trajectoire dans I'espace, scs
projections se meuvent sur les
axes. Or, la position d’un point
M étant connue du moment ol
Ton connait ses projections sur
les axes, il est évident que le mouvement du point M
sera bien défini, si I'on connait les mouvements de ses
trois projections sur les axes. Ces projections sont
déterminées & un instant donné par les équations :

Fig. 15.

¢ /

x=f
y=1r ),
z=f 0
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Ces équations sont les équations du mouvement des
projections de M sur les axes. On les appclle les
dquations du mouvement du poinl M.

Au moyen de ces équations il est facile de déterminer
a chaque instant la position du mobile dans Tespace.

En ¢liminant ¢ entre ces trois équations, on obtient
deux relations entre les variables «, ¥, z. Ce sont les
équations de la trajectoire du point M dans I'espace.

Il est souvent plus commode de conserver, pour
représenter la trajectoire, les trois déquations précé-
dentes, qui définissent la courbe aun moyen d'une
variable auxiliaire ¢.

53. Proposons-nous maintenant de déduire les élé-
ments du mouvemeni dans lespace au moyen de ceux
des trois mouvements suivant les axes.

En désignant par v,, v, », les vitesses des trois
projections du point M, on a :

dx
(2 :EZ zfl(t)!

ay,

v =S =1, 0,
adz ,

s = = [, (.

Or, on sait (n° 38) que la vitesse du mouvement
projcté sur un axe est égale a la projection de la vitesse
sur cet axe. Done, en désignant par » la vitesse du
point M, et par «, 3, y les angles que sa direetion fait
avee les axes, on a @

/U_z:z v COS 7-,

vy = v cos B,

v, = ¥ COoS Y.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



37 —

Done, si par le point M on méne trois droites paral-
leles aux axes cl égales respectivement & vy, vy, ¢,
¢ scra la diagonale du parallélipipéde construil sur ces
droites. Par conséquent, la vitesse ¢ du point M est la
résultante des vitesses v, v, v, de ses projections sur
les axes, et T'on a :

vt = 0" + vt + 0

ou bien :
o= (@) + () + ()

54. Cas PARTICULIER. — Il est évident que, si le
mouvement du point seffectue dans un plan, les
équations du mouvement sont :

x=[ 1,

y =110
En éliminant ¢ entre ces deux équations, on obtient
une relation entre les variables «, ¥, qui scra U'dquation

de la trajectoire du point M.
Les vitesses des projections sur les axes sont :

on en conclura comme précédemment que la vitesse «
est la résultantc de v4 et vy, et I'on aura :
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ou bien :

Accélération dans le mouvement d'un point.

55. Considérons d’abord un wmouvement reciiligne
varié. Dans ce mouvement la vitesse et I'accélération ont
unc direction constante, celle

f‘g‘ 16. du mouvement. Elles ont pour
z_ /M/B expressions (fig. 16) :
7 3
; di
l x
! dv
v Y= ar

3

y
La vitesse du mouvement projeté sur 'axe des  est:
Vg = D COS 2,

« ¢tant une constante.
L’accélération du mouvement projeté sur 'axe des «,

dr .
est Ttx Or, puisque « est constant, on a :
22

dv, _ dv cos a
I/

ou bien, cn désignant par ¢ ct ¢, l'accélération du
mohile, et celle de sa projection sr I'axe des z :
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Gy = @ COS .

THEOREME. — Dans le mouvement rectiligne vari,
laccéléralion du mouvement projelé sur un axe est
égale a la projection de Uaccélération sur cet axe.

56. 1l résulte de 1a que, dans le mouvement rectiligne,
tous les résultats relatifs aux projections des vitesses
sappliquent aux accélérations. Nous aurons donc le
théoréme suivant :

THEOREME. — La résultante des accéléralions des
projections est dirigée suivant la trajectoire rectiligne,

dv
{ elle a pour valeur — .
el elle a pour valeu i

Vitesse élémentaire acquise.
Accélération totale.

57. Considérons maintenant un mouvement varié
quelconque. Dans ce mouvement, la vilesse change a
chaque instant, non seulement cen grandeur, mais
aussi en direction.

On appelle vilesse élémentaire acquise la vitesse que
le mobile acquiert pendant le temps di. Cest la vitesse
infiniment petite du qui, se composant avee la vitesse »
du mobile & la fin du temps £, donne la vitesse » + dv
(de direction différente) & la fin du temps ¢ 4 di.

On appelle accélération tolale Vaccélération i laquelle
est due la vitesse élémentaire acquise. Cest la vitesse
que le mobile acquerrait pendant l'unité de temps,
si, dans chacune des portions infiniment petites dans
lesquelles cette unité de temps peut étre divisée, il acqué-
rait un élément de vitesse de méme grandeur et de méme
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direction que celui qu'il acquiert réellement pendant le
méme temps infiniment petit a la fin du temps ¢.

[accélération totale 4 un instant quelconque est done
unc vitesse finic qui a la méme direction et le méme
sens que la vitesse élémentaire acquise relative a cet
instant. Elle est égale au quotient de la vitesse él¢men-
taire acquisc par le temps infiniment petit d¢ corres-
pondant.

58. Dans lc mouvement rectiligne, la vitesse du
mohile a toujours la méme direction; la vitesse
élémentaire acquise, et, par conséquent, laccélération
ont aussi la méme direction, qui est celle du mouvement.

Dans le mouvement curviligne, la vitesse élémen-
taire acquise et l'accélération n’ont pas une direction
constante., On devra donc en déterminer, a chaque
instant, la grandeur et la dircction. A cet effet, on
détermine les composantes de laccélération totale
suivant des directions connues.

59. TurorkEME. — Dans un mouveinenl curviligne
quelcongue, laccélération du mouvement projelé sur un
axe, est égale a la projection de l'accélération totale sur
cet axe,

Soient ¢ la vitesse du mobile 4 la fin du tempsi, xz, v, 2
les coordonndées du point M a cet instant. A la fin du
temps ¢ -+ d¢, la vitesse est »', et les coordonnées du
mobile sont &' = @ 4 do, ¥y =y J-dy, 3 = 7 4 da.

Les composantes de la vitesse v sont :

do dy dz,
di’ di’ dt’

les composantes de la vitesse ©' sont :
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ar " a T ar

az' dz IR
@~ @t

3]

Comme on le voit, ces derniéres se composent
des composantes de », et de trois autres quantités
dr dPy d*z
At dr
vitesse ¢lémentaire acquise : ce sont les projections de
la vitesse élémentaire acquise sur les axes (n° 51). Or,
I'accélération totale a la méme direction que ja vitesse
élémentaire acquise, ct elle est égale a cette vitesse divi-
sée par dt (n° 57). Donge, les projections de accélération
totale a laquelle est due cette vitesse élémentaire
acquise, sobtiennent en divisant par le lemnps df, les
projections de la vitesse ¢lémentaire acquise, cc qui
nous donne pour ces projections :

» qui seront done les composantes de la

. dix . A
Ainsi donc, Fr est la projection de Taccélération

. d'm .
totale sur I'axe des x. Malis, e est Laceélération du
mouvement projeté sur l'axe des a, lequel est recti-
ligne (n° 30). D’ailleurs, 'axe des = étant quelconque,
on en conclut que: [laccélération du mouvement
projeté sur un axe est égale ¢ la projection de

laccélération totale sur cet axe.
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60. Il résulte de cette propriété que, sinous désignons
par @ laccélération totale, et par «, f3, ¥ les angles
qu'elle fait avec les axes, nous aurons :

y

d2
-CT[?'— =9 COS o,
o2
—dt{ = @cosf3,
dzz
W =0 [COF] 'l’.

Par conséquent, si par le point M on meéne des droites
égales et paralleles aux accélérations des mouvements
projetés sur les trois axes, et si sur ces droites on
construit un parallélipipéde, {a diagonale de ce parallé-
lipipede sera précisément Uaccélération totale du mobile.
Cette accélération totale est donc la résultante des
accélérations des projections du mobile sur les axes, et
Pon a:

1. Dailleurs, il est évident que la vitesse élémentaire acquise est
Ia diagonale du parallélipipéde construit sur ses trois composantes
a*x Gy d?

dt ' dt’ dr
direction que la vitesse élémentaire acquise, et qui est égale a cette
vitesse élémentaire acquise, divisée par dtf (¢'est-a-dire propor-
tionnelle &4 cette vitesse élémentaire acquise), sera la dmgonale
dixy diy dz

ar aes ar

- Par conséquent, 'aceélération totale qui a la méme

du parallélipipéde construit sur les trois cotés
ax d*y dzz)

(propomonnels a a0 at dr
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61. CAS PARTICULIER. — Dans le cas ou le mouvement
a lien dans un plan, les éguations du mouvement
étant ;

x=f1 (t>7 y=/‘z(t)a

les accélérations des mouvements projetés sont :

SH

b7 a* ,
diz = f”1 (t): dt{ = f”z 2),

¢t Taccélération totale sera la diagonale du parallélo-
gramme construit sur deux droites paralléles aux axes
¢t égales respectivement & ces deux quantités.

62. ProOPRIETE. — L'accélération tolale en un point
M est située dans le plan asculateur & la trajectoire en
ce point M.

Soit AB la trajectoire du mobile, M la position de ce
mobile & la fin du temps ¢, et M’ sa position a la fin du
temps ¢ + dt (fig. 17). Par un
point queleconque O, menons une
droite OC dont la grandcur, la
direction et le sens soient ceux de
la vitesse v du mobile au point M;
par ce méme point O, menons une
droite OD dont la grandeur, la
direction et le sens soient ceux
de la vitesse » - dv du mobile au
point M’ infiniment voisin du point M. Joignons CD :
cette droite dont la grandeur est CD, la direction CD,
et le sens C vers D est évidemment égale et paralléle a
la vitesse élémentaire acquise correspondant au temps
At quc le mobile emploie pour aller de M en M'. Par
conséquent, 'accélération totale, 4 la fin du temps ¢,

Fig 17.

te]
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sera dirigée suivant une paralléle a CD, menée par l¢

Al

point M, et elle aura pour grandeur le quotient ’(&59

Or, il est évident que le plan OCD est paralléle au plan
osculateur en M; par conséquent, l'accélération totale
est dans le plan osculateur en M.

63. REMARQUE. — On peut démontrer cette propriété
par Panalyse de la manidére suivante : A cet effet, on
décomposera laccélération lotale suivant trols axes
rectangulaires dont I'un sera perpendiculaire au plan
osculateur, et les deux auntres situés dans ce plan. Nous
allons démontrer que la composante de laccélération
totale suivant la perpendiculaire au plan osculateur
est nulle.

Désignons cette composante par N, qui sera ¢videm-
ment la projeclion de laccélération totale sur cetle
perpendiculaire, et appliquons le théoréme des projec-
tions. En désignant par e, ¢, &' les angles de cette
perpendiculaire (la binormale) avec les axes, nous
aurons :
d2z

2 »
N'=Wcoss+%50055'+dz cose’;

en remplacant cos e, cos ¢, cos <" par leurs valeurs, ¢t
posant ;

=/ (dyd*s —dzd¥y ) -+ (dedie—dad?z 2+ (dadty — dyd?a),

on a:
o M dydiz—dzdiy dy  dzdirx —drdz
N = e '_—A__—*_ ae T A
ds dediy — dydio
+ dez A °
d’ott
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) 2
Li,ﬁ (dy diz — dz d?y) + &y (dzd?r — dad?z)

AN' = e

2y
-+ ZT: dxdvy —dyd’z)=o0;

par conséquent :
N' = o,

ce qui démontre la propriété énoncée.

64. Il résulte de la que l'on peut considérer laccélé-
ration totale comme la résultante de ses deux projections
sur deux axes rectangulaires situés dans le plan
osculateur. On prend ordinairement les projections
suivant la tangente et le rayon de courbure de la tra-
jectoire : ce sont l'accélération tangentielle, et laccélé-
ration normale ou cenlripele.

Nous allons chercher les valeurs de ces deux compo-
santes que nous désignerons respectivement par ¢, et .

65. L'accélération tangeniielle étant dirigée suivant
la tangente, nous aurons, en appliquant le théoréme
des projections :

_dwds | dydy | ds ds
= a@ ds Tdifds T ar ds’

or, de la formule :
dx® + dy* 4 dz® = ds?,
on tire :
dxdiz + dyd?y - dadiz = dsds ;

par conséquent :
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dazs . gfu
di* — dt’

('Pl=

66. Pour obtenir laccélération centripéte, remar-
quons que l'on a :

?2 = qtz 4_ ?nza

ou hien :
dgm 2 d’?/ 2 d2z 2— (dig 2 )
(EF) + (W) + (W) = dﬁ) s
d’ou : |

. _ APt - dPyt - dist — dls? -
att

Pn

Or, on sait que, d= étani 'angle de contingence, on a :
d°x® + d*y® + d*z® — d’s* = da*ds?,
par suite :

o, da’ds®,
= g

d’autre part, p étant le rayon de courbure au point M,
ona:

d’ou, en ayant égard a la formule :

ds

’U—_—m!
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il vient :
,04
(Png = ;2 >
dou :
v
%n P

REMARQUE. — L’accélération centripéte étant dirigée
suivant le rayon de courbure, on peut obtenir 'expression
précédente en appliquant le théoréme des projections.

6'7. 1l résulte de ce qui précede que, si en un point
de la trajectoire du mobile, on meéne la {angenle et le

rayon de courbure, et si lon prend sur ces lignes des
2

. , cde v .
lonqueurs respectivement égales o T el a > la diago-
nale du rectangle construit sur ces deux droites sera
en grandeur et en direction Uaccélération totale du
mobile.

On lui donne le nom daccélération totale pour la
distinguer de ses composantes.

68. REMARQUE. — Si lc mouvement du mobhile est
rectiligne, le rayon p est infini, et Yaccélération centri-
péte est nulle. L’accélération totale se réduit a sa

. dv . \
composante tangentielle T ce qui est conforme 4 ce que

nous avons vu (n® 30).
Si le mouvement curviligne est uniforme, l'accélé-
ration tangentielle est nulle, et laccélération totale se

AT P
réduit & sa composante normale —.

Enfin, si le mouvement cst rectiligne et uniforme,
les deux composantes de laccélération totale sont
nulles ; il en sera de méme de 'accélération totale.
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69. On peut encore observer que des deux com-
posantes de Taccélération totale, la premiére, laccélé-
ration tangentielle produit e variation de grandeur de
la wvitesse, ct la scconde, Taccélération centripéte
produit le changement de direction de cette vilesse.

70. On peut obhtenir les expressions de laccélé-
ration tangentielle et de I'accélération
centripéte de la maniére suivante :

leprenons la  figure OCD dans
laquelle OC est égale et paralléle a v,
OD égale et paralléle a v + dv (fig. 18).
Nous avons vu (n° 62) que CD cst
égale, paralléle et de méme sens que

‘ P la vitesse élémentaire acquise, et
ct que 'accélération totale qui a la méme direction et le
méme sens que la Vitgsse élémentaire acquise est paral-

Fig. 18.

o . . CD
lele a CD, et égale & a

Cela posé, menons DE perpendiculaire & OC; il est
¢vident que la vitesse infiniment petite CD pourra étre
considérée comme la résultante des deux vitesses CE
et ED. Par conséquent, la vitesse élémentaire acquise
pourra étre considérée comme la résultante de deux
vitesses : Pune égale 4 CE sera dirigée suivant la
tangente en M a la trajectoire, Pautre égale 4 ED scra
dirigée suivant une perpendiculaire & cette tangente
menée dans le plan osculateur, c'est-d-dire suivant le
rayon de courbure en M.

Si donc nous divisons ces deux composantes CE et ED
par d¢, nous aurons les deux composantes de I'accélé-
ration totale suivant ces deux directions, ¢’est-a-dire
Paccélération tangcntielle et l'accélération normale. Or,
si nous désignons par ¢z 'angle infiniment petit compris
entre les directions des vitesses » et © -+ de, nous
aurons :
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CE = OE — 0C;
or:
OE = OD cos dz,
par suite :
CE = (v -} dv) cos dx — v.
Mais, I'angle da étant trés petit, on peut remplacer son

cosinus par I'unité, et nous aurons pour la composante
tangentielle de la vitesse élémentaire acquise :

CE=v+4 dv—v=dv;

donc, la composante tangentielle ¢ de laccélération
totale aura pour expression :

cE _dv
Y= ar T de

D’autre part, on a :
ED = OD sin da = (¢ -+ dv) sin dz,
ou hien, en remplagant sin de par da,

ED = {v + dv) dx = vda 4+ dvda.

Mais ED est un infiniment petit du premier ordre ;
par conséquent, nous deveons abandonner le second
terme dede qui est du second ordre, et nous aurons
pour la composante normale de la vitesse élémentaire
acquise :

ED = vda.
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Done, la composante normale o, de laccélération
totale aura pour expression :

Cette composante est dirigée vers le centre de cour-
bure. D'aillours, puisque dx est'angle de contingence,
on a

par suite :

_ED v ds v°
Pn dt p ot p

71. REMARQUE. — On peut encore obtenir les com-
posantes de l'accélération tetale suivant la fangente ct
le rayon de courbure de la maniére suivante :

Soient A, u, v, les angles que fait avec les axes le rayon
de courhure, pris dans le sens qui va de la courhe au
centre de courbure, et o, f3, y les angles de la tangente
au point M avec les axes, on a :

{iaf.—v(:OSz
dt ’
dy

Ei—vcosﬂ,
d—z——vcos ;
dr = v
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on en tire :

dix;COS1d0+U d cos a
dait di dr°

Or, on sait que :

cos k=g dcos x
=gy
d’ailleurs :
deosa _ deosa ds 1 dbcosl—icosl
at — ds Tdt o dl 3
done :
A2z dv v*
g —¢ i + —P— cos A
De méme :
dy e
i cos{i dt ;cos u,
d*z v A

W=cos~/—(ﬂ+ COS v.

Il résulte de ces formules que 'accélération totale est
; , e .oody L .
la résultante d’une accélération — dirigée suivant la

dt

tangente dans le sens du mouvement, et d'une accéléra-
tion - dirigée suivant la normale principale dans le

sens centripéte,
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Indicatrice des accélérations totales.

72. Imaginons que M, M, M" (fig. 19)..., soient les
positions d'un mobile & la fin des temps £, ¢ 46, £ - 28....
8 étant un intervalle irés petit.
Menons des tangentes a latrajec-
foire S§° en ces points, et
prenons MV, MYV', M'V'..,
écales aux vitesses du mobile
en ces différents points.

Par un point O, menons des
droites OA, QA', OA"..., égalesct
paralléles aux vitesses v, o', v"...
Le licu des points A, A', A"...,
sera unc courbe dont les arcs
AA’, A'AY..., scront égaux aux vitesses élémentaires
acquises. Ainsi donc, les rayons vecteurs de cette courbe
sont les valeurs des vilesses, el ses arcs sont les produits
gdt. Cette courbe s’appelle : indicatrice des accéléralions
lotales.

Fig. 19.

Imaginons que, pendant que le mohile parcourt la tra-
Jjectoire S§', un second mobile parcourre I'indicatrice, de
maniére que les deux mobiles passent en méme temps
aux points correspondants M et A, M’ et A'.... Nous
_aurons la propriété suivante :

PrROPRIETE. — Les vitesses du mobile auxiliaire sur
Uindicatrice sont égales el paralléles aux accélérations
totales du mobile réel sur sa irajectoire.

REMARQUE. — Si la courbe S$' est plane, l'indicatrice
est plane.
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Accélération du mouvement projeté
sur un plan fixe.

73. On sait (n° 37) que la vitesse du mouvement
projeté sur un plan fixe est a chaque instant la projec-
tion de la vitesse du point de l'espace. Cela posé, soit
0OCD le triangle dans lequel OC, 0D, et CD sont respec-
tivement ¢égaux et paralléles a la vitesse» a la fin du
temps ¢, a la vitese v + dv ala fin du temps ¢ 4- d¢, et a
la vitesse élémentaire acquise correspondant au temps
dt. Projetons ce triangle sur le plan fixe, et soit ocd le
triangle projection,

Le c6té oc, projection de OC, est égal et paralléle a
la vitesse de la projection sur le plan fixe & la fin du
temps ¢, le ¢dté od, projection de OD, est ézal et paral-
lele a 1a vitesse de la projection sur ce plan fixe 4 la fin
du temps ¢ + dt. Done, le ¢6té cd, projection de CD,
est égal et paralléle 4 la vitesse élémentaire acquise
du mouvement projeté, puisquil jouera dans le mou-
vement projeté le méme rdle que CD dans le mouvement
de Tespace.

Done, laccélération totale du mouvement projeté sur
un plan est la projeclion sur ce plan de Uaccélération
totale du mouvernent de Uespace.

74. REMARQUE. Si l'on projette sur le plan fixe le
rectangle dont les cOtés sont I'accélération tangentielle
et 'accélération normale, et la diagonale l'accélération
totale, la projeciion scra, en général, un paraliélo-
gramme dont la diagonale sera l'accélération totale du
mouvement projeté. Les c6tés de ce parallélogramme
représentent deux composantes de cette accélération ;
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mais, ces composantes, qui ne sont pas rectangulaires,
seront différentes de l'accélération tangentielle ct de
Taccélération normale du mouvement projeté.

Donc, en général, Yaccélération lange..liclle el Uaccé-
lération centripéte du mouvement projeté sur un plan ne
sont pas les projections de Uaccélération tangentielle et
de Caccélération ceniripéte du mourement de lespace.

Déviation due & l'accélération totale.

75. On peut encore trouver une expression de accélé-

ration totale dont nous aurons a faire usage dans la suite.

Considérons le mobile a la fin

du temps ¢ au point M, animé de

N B la vitesse v (fig. 20). A la fin du

M’ temps ¢ + dt, le mobile est arrivé

M en M, et il posséde la vitesse

v + dv. Le mouvement réel MM

A peut étre considéré comme résul-

tant de deux mouvements rectilignes simultanés. Dans

le premier mouvement, si laccélération était nulle

4 partir du point M, le mobile continuerait & se

mouvoir d’'un mouvement uniforme sur la tangente, avec

la vitesse v, et au bout du temps dt, il serait arrivé au
point N, tel que T'on ait :

Fig. 20.

MN = zdt.

Il résulte de 14 que NM' represente la déeiation par
rapport au mouvement rectiligne diie a l'accélération.
Le second mouvement, dii & accélération ¢, est unifor-
mément varié, puisque laceélération ¢ peut étre consi-
dérée comme constante en grandeur et direction pendant
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le temps infiniment petit d¢. Le chemin NM' parcouru
par le mobile dans ce mouvement est donc :

2

NM' = ¢ di®.

Donce, quand on connait une des deux quantités NM' ou
9, on peut calculer I'autre.
De cette formule on tire pour laccélération o :

2N
T Tar

On conclut de 14 que laccélération totale ¢ a la méine
direction et le méme sens que la déviation NM et elle
est égale au double de cette déviation divisée par dt®.
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CHAPITRE VIIL.

Mouvement d'un point rapporté
3 des coordonnées polaires. — Vitesse.

76. On peut rapporter les diverses positions d'un
point mobile & un systéne de coordonnées polaires.

Nous allons d’abord étudier le mouvement dans un
plan. Soient O le pole, Ox 'axe polaire, OM = » le rayon
vecteur, 8 angle qu’il fait avee
I'axe polaire (fig. 21). Les quan-
tités » et 6 qui fixent la position
M du point dans le plan sont
évidemment des fonctions du
temps ¢. Le mouvement du point
M sera déterminé quand on
connattra les relations qui lient », 6 et £. Ces relations
sont les équalions du mouvement du point M en
coordonnées polaires.

En ¢liminant ¢ entre ces équations on aura I'équation
de Ia trajectoire en coordonnées polaires.

On peut considérer le point M comme animé de deux
mouvements simultanés : en effet, on peut le regarder
comme se mouvant suivant le rayon vecteur OM,
pendant que celui-ci tourne autour du pdle O. lLa
composition de ces deux mouvements donnera le
mouvement réel.

Fig. 21

0
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Or, la vitesse du point M dans son mouvemeni le
long du rayon vecteur est :

Vg =

2T

Clest I vitesse de glissement.

La vitesse du point M en vertu du mouvement autour
du pdle O sera dirigée suivant la perpendiculaire au
rayon vecteur OM. Or, larc décrit par le point M
pendant le temps df étant »d6, la vitesse sera :

Vo= 17 s
T dl
Cest la vilesse de circulalion.
La vitesse du point M sera la diagonale du parallélo-
gramme construit sur v, et v,.

77. REMARQUE 1. — On peut trouver analytiquement
ces deux composantes de la maniére suivante :
Nous savons que les composantes de la vitesse suivant

da
deux axes rectangulaires sont — at i

jections de la vitesse V sur les axes. D'autre part, v, et
. sont les projections de la vitesse o sur le rayon vecteur
et sur la perpendiculaire 4 ce rayon.

Nous aurons done, en appli-

: ce sont les pro-

Fig. 22. quant le théoréme des projec-
y tions (fig. 22) :
- \%
_dr
ve v = cosG—}-dt sin 6, (1)
! oz
’ 5 = cosQ—}———sme
. \ .
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Or, on a 8 — 90° 4 9, par suite

cos § = —sSinf, sinf = cosb;
donc,
d/
€c=*a‘§sin6+%0059. 2)

Mais, les formules
2 =17rcosb,
Yy = 7 sin 6,

nous donnent :

d—x—cosed—r—rs' ede
ar = al mear

3
d—y dr

. de
= Sme—d—t 4+ rcosB T

En substituant dans les formules (1) et (2), il vient :

o — @
¢ q

v _rdG
c m"

valeurs que nous avons trouvées précédemment..
8. REMARQUE II. — Les formules (3) permettent

de déterminer les composantes Z—f, d% de la vitesse sul-

vant les axes, connaissant les. vitesses v, et ¢, de
glissement et de circulation.
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dx dy

dat’ dt’
propose de trouver la vitesse de glissement, et la vitesse
de circulation, 1l faudra employer les formules (1) et (2),
qui, d’ailleurs, nc sont autres que les formules (3) réso-

Si, au contraire, on donne et que l'on se

] 3 dr ; as
ues par rapport 4 T et » 7
79. REMARQUE III. — Dans le cas d’'un mouvement

plan, on considére encore une autre vitesse que
I'on appelle witesse aréolaire. Si l'on considere laire
élémentaire MOM" décrite par le rayon vecteur pendant
le temps dt, la vitessc aréolaire ¢, sera le quotient de
cette aire par le temps d¢. On aura donc :

aire MOM' |, db
= = 7‘2

Ya= " ="

80. REMARQUE IV. — 8i, dans un mouvement plan,
on prend sur le rayon vecteur une longueur OA égale 4
I'unité de longueur, le déplacement du point A mesure

I'angle décrit par le rayon vecteur. La vitesse de ce
. . ) . B ,
point A est évidemment ¢égale a il_t On Tappelle la

vitesse angulatre. En la désignant par w, on a :

as
W= —

at

par conséquent :
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81. Considérons maintenant le mouvement dans
U'espace. Lorsqu'un point se meut dans 'espace, on peut
définir sa position a4 chaque
instant, en donnant :

1° sa distance » & un point
fixe O (fig. 23);

2° Tangle 6 que fait le rayon
vecteur OM avec sa projection
O sur un plan fixe Oy ;

3° Pangle ¢ que fait cetfe
projection Om avec une droite
tixe Oz tracée dans ce plan.

Les coordonnées 7, 8, @ sont des fonctions du temps £ ;
le mouvement du point M sera déterminé, quand on
connaitra les relations cntre ces quantités et le temps £.
Ces relations constituent les équations du mouvvement
du point M.

Fig. 23.

On peut considérer le mouvement du point M comme
résultant de trois mouvements simultanés :

1° Un mouvement de glissement du point M le long
du rayon vecteur OM ;

2° Un mourement de rotation du rayon OM autour du
point O dans le plan MOA : c'est le mouvement en
lalitude;

3° Un mouvement de rolation du plan MOA autour
de l'axe Oz perpendiculaire au plan fixe @Oy : cest le
mouvement en longitude.

La vitesse de glissement lc long du rayon vecteur est
é¢videmment donnée par la formule :

dr
Vg = —7-

dt

La vitesse du point M, supposé immobile sur le rayon
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vecteur OM, pendant que le rayon OM tourne autour du
pole O dans le plan MOA, ou la vitesse en latilude sera :

’Dl=7‘";

elle est dirigée suivant une perpendiculoire & OM dans
le plan MOA.

La vitesse du point M immobile dans le plan MOA,
pendant que ce plan tourne autour de Oz, ou la vitesse
en longilude, sera la méme que celle de sa projection m
sur le plan fixe, autour de l'origine. Or, cette dernicre,
qui correspond & une distance » cos 6 de l'origine sera :

rcoseﬁ-

at

Done, la vitesse en longitude du point M est :

vl=rcose%.

Elle est dirigée suivant une perpendiculaire av plan
MOA.

La résultante de ces trois vitesses perpendiculaires
entre elles deux 4 deux est la vitesse du point M dans
l'espace.

82. ForMuLES. — Les rclations entre les coordonnées
rectilignes et les coordonnées polaires étant :

& = r cos 6 cos ¢,
y = r cos 6 sin g,

2 =1rsin8,
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on cn tire pour les vitesses des mouvements projetes
sur les axes :

de L dr . a6 . dy
o —Ccosbeosy—p — 7 sin feos i ! cosgsing
dy _ cosesin"dr — rsingsin a9 -+ rcost oscqul
a = i Yar OSTar
dz db
T smam+rcose i
. , . . dr df
En résolvant ces ¢équations par rappert a o’ TE?

etrcose%@t, on obtient en fonction des vitesses des

projections sur les axes, la vitesse de glissement, la
vitesse de circulation en latitude et la vitesse de circu-
lation en longitude :

dr dx , dy
W_COSGCOSCP—(E’ +cosf sin ¢ m-+~meaz

a5 . dx dz

TW=_SIDGCOS(P¢__Smesm(Pdt+cosedt
dy . dx dy
rcoseat-_—smcp -%—}-cos? o
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Accélération en coordonnées polaires.

83. Supposons d’abord que le mouvement du point M
s'effectue dans un plan. Si nous prenons les composanties
de laccélération totale suivani le rayon vecteur, et
suivant une perpendiculaire 4 ce rayon vecteur, nous
aurons :

okl
o w—cos@—l—wsme
_ dw &
=5 +—EZF sin §' == — Sln6+dt’ cos 0,

Or, des formules (3) (n° '7'7), on tire :

] gdlr 96 eda dr _n6d26 ] doyz2
TE = CO08 di — & Sln EZW—TSI @—TCOS (-d—z-) ,

diy dar dh an . d
ar Y sing tz+30059 i dt+7 COdet — sme(d—)

D

En remplacant, il vient :

er_r(do 2
r = qr Zﬁ)’

o9 dr db
R T T

29 dd\z
Les termes — der a r (

Z5 —_— ui entrent dans ces
" Tdt*’ dt) qui entrent dan
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formules sont l'accélération de glissement, Uaccélération
langentielle du mouvement de circulation du point M
autour du point O, laccélération centripéte dans ce

méme mouvement de circulation.

Le terme 2 dr 8 est une accélération complémentaire

di dt
qui résulte du mouvement de rotation des directions

suivant lesquelles on décompose Iaccélération totale.

84. Considérons maintenant le mouvement d'un point
dans lespace. Nous aurons pour les composantes de
Paccélération totale suivant les axes :

%=cosecos¢%}rg‘—25inecoscp%%
—2cosfsing %%ﬁl —rcosfcosg (%)2
-+ 27'sinesinrp % %—rsin()cosqx%—i
—rcosfcoso (%@Z)z—rcose sinzp%g,

%:cosesinq%—Q sinesinq;%yt'—%
+2cosfcosg %‘%—rcosesinqz (21—3)2
—2rsin9cos¢£z_f—rsinesinq;%
—rcosfsin o (%)z—krcosacos?ﬁf,

?;f =sin9%-{—2cosa%%
— 7siné@ (%?—)2—1-7"(10593—22-
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Ces formules nous apprennent que 'accélération totale
est la résultante des huit accélérations suivantes :

2

r a s :
P accélération du mouvement de glissement ;

2

r % , accélération tangenticlle dans le mouvement

de circulation en latitude ;

2
—r (%) , accélération centripéte du mouvement de
circulation en latitude ;

a’y
ar’

ment de circulation en longitude ;

7 cos § accélération tangenticlle dans le mouve-

2
— 7 cos 6 (%) , accélération centripéte du mouve-

ment de circulation en longitude ;

dr df
dt dt’
, accélérations complémentaires dies
, . a8 do .
2r— ==, ; aux divers mouvements du rayon OM
dt d¢ ,
autour du point O.
o dr dyp
“g A
85. ProBLEVE. — Un point M parcourt une curcon-

férence de cercle de rayon r avec un mouvement
uniforme. On demande de déterminer Uaccélération
totale du mobile & la [fin du lemps L.

5
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Rapportons le mouvement a deux axes rectangulaires
ox et oy passant par le centre du

Fig. 24. ,
'8 cercle (fig. 24), laxe ox passant
K par le point A ou le mobile se
™~ trouve a l'origine du temps. Soient

M

M la position du mobile 4 la fin du
x temps £, et v sa vitesse.

0 P
\\j ’ Nous aurons, en désignant par o
l'angle MoA :

@ = r CoS w,

Yy = r sin o,
Or, le mouvement du point M étant uniforme, on a :

arc AM = w7 = ?v{,

d’ou :

Par suite :
vt
€L = 7P COS —,
po
Y = ¥y 8§in —.
¥ r

Ce sont les équations du mouvement du point M.
On en tire, pour les composantes de la vitesse :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



_dz_ ¥ sin vt
Yz ="qr = — r!
_ay vl

Vy = =% =T COS — -
v dit 7

De la premiére de ces formules on conclut que la
vitesse du mouvement projeté sur l'axe ox est propor-
lionnelle & ordonnéde MP.

On a aussi pour les composantes de l'accélération
totale :

e v
= =qr — T & r’
_ @y v vt
= gp = 7 sin ==
par conséquent :
vZ
=

En désignant par « l'angle que laccélération totale
fait avec I'axe des @, on a :

vt
lye=Ilg = %;

21 2 L - 2
done, l'accélération totale qui a pour valeur T est
r

dirigée suivant le rayon vecteur oM, et de M vers o,
. dz . dy . . .

puisque T et ai sont de signes contraires 4 « et .
Supposons que lon projeste le mobile & chaque

instant, sur un plan paralléle & ox, et faisant avec le

plan du cercle un angle 8, et étudions les propriétés du

mouvement projeté.
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Prenons pour axes, dans le plan de projection, les
projections des axes de lespace. Ces projections sont
rectangulaires, I'axe des « étant paralléle au plan de
projection ; nous aurons, pour les équations du mouve-
ment projeté :

vl
=7 Cos—,
r
. vt
Y =rcos€sm7-

En éliminant ¢, on trouve pour I'équation de la
trajectoire :

w?. y2

7 T reosag L

cette trajectoire est donc une ellipse.
Des équations précédentes on tire :

@——vsinv—t
dt — r

dy vl
—ﬂ—vcosﬁcos poul

d’odl Pon déduit la vitesse du mouvement projeté, qui
sera un mouvement varié.
On a ensuite :

aE = T 8
d*y o2 .ot
W———Tcosean?,
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donc, laccélération totale du mouvement projeté aura
pour expression :

2 vt . 1/
= cos ® — - cos 20 sin® —.
¢ 7 \/ r + r

Si B est I'angle que cette accélération fait avec l'axe
des o, on a :

vl

tgﬁ=cosetg7=%.

Done, 'accélération totale est dirigée du point mobile
< , R . a*x dzy
vers le point o', centre de 'ellipse, puisque v et v
sont de signes contraires a x et .
PROPRIETE. — L'accéléralion o est proportionnelle &
la distance du point mobile aw centre de sa trajectoire
elliptique.

En effet, en désignant cette distance par d, on a :

—_— ¢ . ot
d =[/w2+y2=r\/cosﬁv7+cosze sm"’i;.—;

done :
/U‘Z
¢=-d
REMARQUE. — Tous ces résultats confirment ce que

nous avons dit de l'accélération du mouvement projeté.
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LIVRE 1L

CINEMATIQUE DES SYSTEMES.

CHAPITRE L.

Mouvement d'un corps sclide.
Mouvement de translation.

86. Nous avons étudié jusqu’ici le mouvement d'un
point. Nous nous proposons maintenant d’étudier le
mouvement dun solide invariable, c'est-a-dire dun
systéme de points dont les distances mutuelles restent
constamment les mémes.

Nous commencerons par les mouvements simples, &
savoir le mouvement de translation et le mouvement de
rotation.

87. MOUVEMENT DE TRANSLATION. — On dit guun
systéme invariable mobile dans I'espace est animé d'un
mouvement de translation, lorsque tous les points de ce
systéme décrivent simultanément, pendant un temps
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inflniment petit, des chemins égaux, paralléles et de
méme sens.

88. PROPRIETE. — Lorsqu'un solide est animé d'un
mourement de translation, les vitesses de tous ses points
sont égales, paralléles et de méme sens.

En effet, puisque les chemins délémentaires MM et

Fig. 25. min' sont ¢gaux, paralléles et de méme
sens, il est évident que les vitesses des
peints M et m seront égales, paralleles
et de méme sens (fig. 25).

Cette vitesse commune de tous les
points & un méme instant s’appelle {a
vilesse de lransiation 4 Pinstant consi-
déré. Cette vitesse peut dailleurs
changer en grandeur et dircction a
chaque instant,

89. REMARQUE I. — Il est évident que, dans un
mouvement de translation, une droite telle que Min
(fig. 25), joignant deux points M et m du solide, restera
constamment paralléle & sa position primitive. En effet,
puisque les arcs MM’ et mm' sont égaux, paralléles et de
méme sens, la figure MMw'se peut étre. considérée
comme un parallélogramme, et, par conséquent M'm' est
égalc et paralléle a M.

REMARQUE II. — Ce que nous avons dit du mouve-
ment de translation dun solide invariable, sapplique
évidemment au mouvement de translation d’une figure
plane dans son plan.

Remarqrue 1II. — Pour gu'une translation soit bien
définie, on doit connaitre sa direclion, lo vilesse linéavre,
ainsi que le sens dans lequel le mouvement s'effectue.
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Mouvement de rotation. — Vitesse angulaire.
Axe de rotation.

90. Si deux points d'un corps en mouvement restent
constamment immobiles dans T'espace, tous les points
de la droite qui joint ces deux points restent aussi fixes.
On dit que le solide fourne autour de cette droite que
Ton appelle axe de rotation.

Quand un corps solide tourne autour d'un axe fixe,
chacun de ses points décrit une circonférence de cercle
dont le plan est perpendiculaire a laxe, ct dont le
centre est sur l'axe.

91. ProPrRIETE. — Dans un mouveinent de rotation
autour dun axe, les perpendiculaires abaissées des
divers points du corps sur Uaxe décrivent des angles
éganx dans le méme temps.

Soient AB I'axe de la rotation (fig. 26),
M et N deux points du corps, M’ et N’ les
positions de ces deux points au bout d’'un

RN certain temps. Il s’agit de démontrer que
/v Ton a
N

Fig. 26.

AN S
MOM' = NO'N/,

w O et O’ étant les centres des deux circon-
férences décrites par les points M et N.

Menons 0"z paralléle & OM : cette droite

sera perpendiculaire & AB, et, par consé-

quent, dans le plan du cercle NO'N'. Or, lorsque les

points M et N viennent en M’ et N, la droite O'm vient
-~

B

TN
en O, parallele & OM, et Tangle mOm' = MOM.
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D'autre part, l'angle NO'% ne change pas pendant la
rotation ; par conséquent, I'angle N'O's2' qui est la nou-
velle position de cet angle est ¢gale 4 NO'm. On a donc :

I F
NO'm = NO'm ;
en retranchant la partie commune N'O'm, il vient :
N /'\\
mQ'm' = NO'N',

Donc,

P T
MOM' = NO'N',

Par conséquent, les angles décrits dans le méme temps
par les perpendiculaires abaissées des différents points
sur I'axe sont égaux. La valeur commune de tous ces
angles correspondant & un temps quelcongue est ce
quon apppelle le déplacement angulaire du solide
pendant ce temps.

92. Le mouvement de rotation dun corps autour
d'un axe est uniforme, lorsque le solide tourne d’angles
égaux dans des temps égaux, quels que soient ces
temps ; ou bien, lorsque les angles dont il tourne
sont proportionnels aux temps correspondants. L’angle
dont Ie solide tourne pendant l'unité de temps, sappelle
la vitesse angulaire. Elle mesure le degré plus ou moins
grand de rapidité ou de lenleur de ce mouvement.

93. Dans un mouvement de rotation uniforme d’un
corps autour dun axe, les différents points du corps
décrivent d'un mouvement uniforme des circonférences
de cercle. Mais, les vitesses linéaires de ces différenis
points sont différentes. En effct, soient MM ¢t NN’
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(fig. 26) les arcs décrits dans le méme temps par les deux
points M et N : ccs arcs sont proportionnels aux rayons
correspondants. Par conséquent, les arcs déerits dans
Tunité de temps sont proportionnels aux rayons
correspondanis OM et O'N. Donc, dans un mourement
de rotation uniforme autlour dun axe, les vitesses des
différents points sont enire elles comune les distances
de ces points ¢ Uaxe.

94. Silon mesure les angles par les arcs correspon-
dants sur une circonférence dont le rayon est égal a
I'unité de longueur, la vitesse angulaire sera Carc décrit
dans lunité de temps par un point du corps situé a
l'unilé de distance de laxe. Cest la vilesse lindaire de ce
poind.

Il résulte de ce qui précéde, que si w est la vitesse
angulaire du mouvement de rotation, et » la vitesse
linéaire dun point situé & une distance » de Taxe de
rotation, nous aurons :

v_’r'

w 1"
d’ou :

V= Wr.

95. Un mouvement de rotation qui n'est pas uniforme
est dit ¢arié. Dans un mouvement de rotation varié, la
vitesse angulaire varic 4 chaque instant. Mais, 4 un
instant donné, elle a une valeur finie et déterminée qui,
si elle demeurait constante & partir de cet instant,
transformerait le mouvement varié en mouvement
uniforme. Il résulte de la, que, si & est I'angle dont le
solide a tourné a la fin du temps ¢, c’cst-a-dire le chemin
parcouru par un point du corps situé¢ a Tunité de
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distance de l'axe de rotation, %92 sera la vitesse de ce

point & la fin du temps ¢ Ce scra la vitesse angulaire
du corps & la fin du temps 7, et, en la désignant par o,
ona:

suivant que w sera constante ou variable, le mouvement
de rotation sera uniforme ou varié.
Dans le cas du mouvement varié, nous appellerons

s r g . L. dw
accélération angulaire la quantité "

Le méme raisonnement que nous avons fait ci-dessus
(n° 94), nous permettra de conclure que la vitesse »
d'un point situé & une distance » de l'axe de rotation
sera donnée par la méme formule :

V= wr.

96. Pour qu'une rofation soit bien définie, on doit
connaltre l'axe autour duquel elle s'effectue, la vitesse
angulaire o €t le sens du mouvement de rotation.

97. AXE DE ROTATION. — Avant d'aller plus loin,
nous allons définir ce que l'on entend par axe de la
rolation.

Soit AA' la droite indéfinie autour de laquelle se fait
la rotation (fig. 27). A partir d'un point O pris sur cette

droite, portons une lon-

Fig. 27. gueur OA = o, » étant

[ f‘” la vitesse angulaire. La
&\ 0 \ A _ droitefinijeOAindiquera
‘) laxe de la rotation et la

grandeur de la vitesse angulaire. Elle peut aussi indi-
quer le sens de cette rotation, si 'on convient d’attribuer
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4 OA un sens tel quun ohservateur, conché le long de
Taxe, voie la rotation seffectuer de gauche & droite.
Ainsi, dire que OA est Paxe de rotation, c’est dire que
Tobservateur a les pieds en O, et la téte en A. La rotation
s'effectuant par convention de gauche & droite, son
sens est bien défini: elle aura lieu dans le sens de la
fleche (1). Au contraire, dire que OA' est Taxe de
rofation, c'est dire que l'observateur a les picds en O, ct
la téte en A'. La rotation Seffectuant toujours de gauche
a4 droite, elle aura lieu dans le sens de la fléche (2).

Ainsi done, laxe de la rofation sera une longueur
[inie prise sur l'axe géométrigue autour duquel le corps
tourne, égale & la vitesse angulaire, ef dirigée dons un
sens tel que Uobservateur couché le long de cet axe voie
le corps tourner de gauche a droite.

98. REMARQUE. — La convention que nous avons
faite permet d’attribuer des signes aux rotations qui
seffectuent autour des axes coordonnés. Ainsi, si la
rotation s'effectue autour de l'axe des z, et si elle a lieu
des y vers les z, le sens de laxe sera Oz, puisque
Pobservateur pour la voir seffectuer de gauche 4 droite
devra avoir les pieds en O, etla téte en 2. Or, la
direction Ox étant celle des abscisses positives, on dira
que la rofation est positive,

Si Ia rotation a lieu des 2z vers les y, le sens de 'axe
sera évidemment Ox', et la rofalion sera dite négative.
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CHAPITRE II.
Mouvement dune figure plane dans son plan.

99. TuforEME. — Lorsquune figure plane se meut
dans son plan, on peut lfoujours amener ceite figure
dune de ses posilions & une autre position par un
mouvement de rotetion aulour d'un des poitnis du plan.

1l est évident que la position et le monvement d'une
figure plane sont définis par la position et le mouvement
d'une droite qui joint deux points A ¢t B de la figure,
ou bien d'une droite du plan de la figure, liéc invaria-
blement 4 cetie figure. La position de la figure 4 un
moment quelconque sera connue, si l'on connait la
position de cette droite.

Cela posé, nous allons démontrer que A'B' étant la
position de la droite AB au bout d’un certain temps, on
passera de la position AB 4 la position A'B' par une
rotation autour d’'un point du plan de la figure.

Soit MN une droite
tracée dans le plan de la
\M'B figure, etinvariablement

Fig. 28.

AP D o ‘
M — lice a ceife figure, ¢t
~\ \ 1 =]
\\ Lo / supposons quwau bout
i ) .
N ///’ d'un certain temps la
e . .
N e droite MN soit venue
A\ .
W en M'N' (fig. 28). Soit B
te=)

le point de rencontre de
MN et M'N". Ce point B
peut étre considéré comme appartenant 8 MNet & M'N".
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8i on le regarde comme appartenant & M'N/, cest un
point de la figure dans sa seconde position. I est évident
que dans la premiére position de la figure, ce point se
trouvait en un point de MN, par exemple en A.

8i, au contraire, on regarde le point B comme appar-
tenant a MN, c'est un point de la figure dans sa
. premiére position. Par suite, dans la seconde position
de la figure, ce point est venu se placer en C sur M'N/,
et I'on aura évidemment :

AB = BC.

Soit O le centre du cercle passant par les trois points
A, B, C: les deux cordes AB et BC étant égales, les
angles au centre AOB et BOC sont aussi égaux. Si done,
on fait tourner la droite MN autour du point O comme
centre, jusqu'a ce que le point A vienne en B, le point B
de MN viendra en C, et la droite MN viendra se placer
sur M’ N'; en outre, la figure mobile, supposée liée 4 la
droite MN qui l'entraine dans son mouvement, passera
de la premiére position & la seconde.

100. REMARQUE. — Considérons encore deux points
P et P’ qui se correspondent dans les deux positions de
la figure, cest-a-dire tels que AP = BP'. Par la rotation
autour du point O, le point P vient se placer en P', apres
avoir décrit un arc de cercle ayant le point O pour centre.
Nous pouvons observer que l'angle POP' est le méme,
quels que soient les points considérés.

On a, en outre, la propriété suivante :

PROPRIETE. — Les perpendiculaires élevées au
miliew des droites PP qui joignent deux positions d'un
méme point concourent en un méme point Q.

101. Nous avons supposé que les deux droites MN et
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MN’ sc coupent en un point B. Si ces deux droites
étaient paralléles et de

- 7. _ méme sens (fig. 29), il
g \\ B\ C\‘ a suffirait, pour amener MN
A S 4 coincider avec M'N, de
IR s donner a MN, et par
\ LA conséquent a la figure

ol K F N

mobile, un mouvementde
translation, ce qui équivaut 4 un mouvement de rotation
autour d'un centre situé a l'infini. D’ailleurs, dans ce
cas, les perpendiculaires élevées aux milieux de AA’,
BB, CC, etc., étant paralléles, leur point de rencontre
est & I'infini.

102. Si les deux droites MN et M'N’ étaicnt paral-
leles et de sens contraires (fig. 30), en joignant AA’,
BB, CC, ete., ces droites se

Fig. 0. coupent en leurs milieux I.

M A B € N 11 est évident que, pour
AN / /,/" amener MN a4 coincider

e avec M'N', il suffirait de

s / N donner & MN, et par consé-
N B X quent & la figure mobile,

un mouvement de rotation
autour du point I. D'ailleurs, les perpendiculaires élevées
aux milieux de AA’, BB', CC, ete. se confondent, dans ce
cas, avec le point 1.

103. MOUVEMENT BLEMENTAIRE D'UNE FIGURE PLANE
DANS SON PLAN. — Le théoréme énoncé plus haut
(n° 99) sapplique & un déplacement quelconque de la
figure mobile, dans son plan, et, par suite, & un dépla-
cement infiniment petit.

Donc, le déplacement élémentaire dune figure plane
dans son plan résulte dun mouvement de rotation
¢lémentaire autour d’'un point du plan, point qui peut
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étre situé a l'infini. Comme ce point change pour chaque
déplacement élémentaire, on Yappelle centre instantané
de rotation.

Dans ce cas, les droites telles qué PP', qui joignent
deux positions consécutives P et P' d'un méme point de
la figure mobile, deviennent les arcs infiniment petits de
la trajectoire décrite par chacun de ces points ; alors, la
perpendiculaire élevée au milieu de PP' devient la
normale a la trajectoire, et l'angle POP' est Tangle
infiniment petit dont la figure a tourné autour du
point O.

104. CoNsEQUENCES. — De ce qui précéde résultent
les.propriétés suivantes :

1° A un instant donné, et dans un temps infiniment
petit, tous les points de la figure mobile ont un mouve-
ment de rotation élémentaire autour du centre instantané
correspondant, ou, ce quirevient au méme, autour d'un
axe perpendiculaire au plan et mené par le centre
instantané.

2° A un instant donné, les normales aux trajectoires
de tous les points de la figure mobile concourent en un
méme point, qui est le centre instantané de rofation.

3° La vitesse de chaque point mobhile est perpendicu-
laire a la droite qui joint ce point au centre instantané
de rotation.

4° Les vitesses de tous les points de la figure sont
proportionnelles aux distances de ces points au centre
instantané.

105. MOUVEMENT CONTINU D'UNE FIGURE PLANE DANS
SON PLAN, — Quand une figure plane se wmeul dune
maniére continue dans son plan, ce mouveinent peul
étre prodult au moyen d'une certaine courbe du plan,
qui serait invariablement lice & la figure mobile,
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el qui roulerail sans glisser sur une autre courbe
fire sttuée dans ce méme plan.

On peut encore énoncer ce théoréme comme suit :

THEOREME. — Le mouvement continu dune figure
plane dans son plan est un mouveinent épicycloidal.

En effet, nous avons vu que le mouvement élémentaire
d'une figure plane dans son plan est une rotation autour
d’un certain point O, que I'on appelle cenfre instaniané
de rotation. Le mouvement continu de la figure est une
suite de mouvements élémentaires, par conséquent, une
suite de rotations autour de centres instantanés successifs
infiniment voisins dans le plan.

Supposons que O soit le centre de rotation 4 Iinstant
considéré (fig. 31) : au bout d'un temps infiniment petit,
le centre sera «, puis ce seront les points
£, 7, 2 ... Tous ces points O, «, 3, ...,
forment unc courbe du plan. Or, il existe
un point ¢ du plan, ce point étant inva-
riablement lié & la figure, qui viendra
coincider avec «, lorsque ce point « sera
le centre instantané ; de méme, des points
b,c,d..., du plan, invariablement liés 4
la figure mobile, coincideront avec les
points f3, ¥, d..., lorsque ces derniers
seront les centres de rotation. Tous ces
points O, a, b, c... forment une courbe
Oabe... liée invariablement a la figure
mobile.

Cela post, il est facile de sassurer que, si nous
supposons la figure mobile animée dun mouvement
continu, la courbe Ogde... est toujours tangente a la
courbe fixe O=zBy..., et roule sans glisser sur cette
dernicre., Soit, en effet, O le centre de rotation au
moment considéré : le mouvement de la figure est une

6

Fig. 81.
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rotation ¢lémentaire autour du point O, rotafion qui
améne le point a en coincidence avec «. Done, a0z est
Tangle dont la figure tourne autour de 0. Le déplacement
étant infiniment petit, cet angle a0z est infiniment petit
et les deux courhes sont tangentes en 0. Le mouvetent
est donc un mouvement de roulement, et ce roulement
seffectue sans glissement : en effet, dans le mouvement
¢lémentaire, le point O ne bouge pas, et le point a
vient en «; donc Oa = Oz, et, par suite, il y a simple
roulement,

Donc, dans le mouvement de lo figure mobile dans son
plan, la courbe Oabe... roule sans glisser sur Ox%y...
Réciproquement, si la courbe mobile, a laguelle la
ficure est invariablement liée, roule sans glisser sur
une courbe fixe, on obtient précisément le mouvement
de la figure mobhile.

La courbe fixe est le lieu des points du plan qui sont
successivement les centres instantandés de rotation, et la
courbe mobile est le lieu des points de la figure mobile
qui viennent successivement coincider avec les centres
instantanés.

106. REMARQUE. — Par la premiére rotation autour
du point O, le point a vient coincider avec « (fig. 31);
par la seconde rotation autour du point «, le point b
vient coincider avec (3. Or, il est évident que langle
dont la figure doit tourner autour de « pour amener
cette coincidence de b avec 3 est égal 4 la somme des
angles bat + T«fB, clest-a-dire égal 4 la somme des
angles de contingence des deux courbes. Donc, & un
instant quelconque, la courbe mobile tourne aulour du
point de coniact d'un angle égal & la somine des angles
de contingence des deux courbes.

107. Cette propriéié permet de trouver une relation
entre la vilesse angulaire de la rotation instaniande, el

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 83 —

la vitesse lindaire avec laguelle le point de conlact se
déplace le long des deux courbes.

Scient R le rayon de courbure de la courbe fixe, et n
le rayon de courbure de la courbe mobile, » la vitesse
avec laquelle le point de contact se déplace le long des
deux courbes. Dans le temps infiniment petit d¢, ce
point parcourt sur chacune des deux courbes un arc
¢gal & vdf. Done, T'angle de contingence correspondant
dans la courbe fixe cst v%, et dans la courbe mohile pdt ;
par conséquent, la courbe mobile déerit dansle tempspdt,
un angle total égal a :

vdi vdt 1 1
—_—— b T = = -
R o v (R -+ P) dt.
Or, o ¢tant la vitesse angulaire de la rotation instan-
tanée, l'angle dont la figure mobile a tourné pendant le
temps df sera égal & wdf. Nous aurons donc :

1 1

ot l'on tire :

pour la rotation cherchdée.
Siles courbures des deux courbes sont dans le méme
$ens, NOus aurons :

_ (1 l) o (l_l)
m——v(E—P , Ou — > )
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Mouvement d'un solide dont tous les points
se déplacent parallélement & un plan.

108. Considérons un corps se mouvant parallélement
4 un plan. TFaisons une section planc P’ parall¢le a ce
plan P ; elle déterminera une figure plane mobile dans
son plan P',

Or, & un instant quelconque, le mouvement élémen-
laire de cette figure plane cst un mouvement ¢lémentaire
de rotation autour d’'un centre instantanc¢. Par suite, le
mouvement élémentaire du corps est un mouvement de
rotation ¢lémentaire autour d'un axe perpendiculaire au
plan P, mené par, le cenire de rotation. Cet axe se
déplace a chagque instant : on 'appelle awe (nstantand
de rotation.

Donce, si un scolide se meut d'une maniére continue
parallélement & un plan fixe, son mouvement peut éire
produit au moyen d'un cylindre dont les génératrices
sont perpendiculaires au plan fixe, ¢t qui serait invaria-
hlement 1ié au corps solide, et qui roulerait sans glisser
sur un autre cylindre fixe dans I'espace, dont les géné-
ratrices seraient aussi perpendiculaires au plan fixe.

Le cylindre fixe est le lieu des droites qui sont
successivement axes instantanés de rotation, et le
cylindre mobile le lieu des droites de Iespace qui
viennent successivement coincider avec les axes instan-
tanés.
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CHAPITRE III.

Mouvement d'une figure sphérique
sur sa spheére.

109. Si nous reprenons les raisonnements relatifs au
mouvement d'une figure plane dans son plan, et si nous
remplacons les droites par des arcs de grands cercles,
nous arriverons aux théorémes suivants :

1° Une figure sphérique peut étre amenée dune
quelconque de ses positions a une autre position, par un
mouvement de rotation autour d'un point de la sphére
comme pole, ou ce qui est la mdme chose, par unc
rotation autour d'un diametre de la sphere comme axe.

2° Tout mouvement élémentaire dune figure sphérique
sur sa sphére est une rotation infiniment petite autour
d'un point de la sphére comme péle (appelé pdle instan-
tané), ou autour d'un diameétre de la sphére comme axe :
ce diamétre s'appelle axe instaniané de rotation.

3° Le mouvement continu dune figure sphérique
mobile sur la sphére est une suite de rotations infiniment
petites. On peut loblenir en faisant rouler une ligne
invariablement liée & la figure mobile sur une ligne fixe
tracée sur la sphére. En d’autres termes, le mourvement
continu d'une figure sphérique mobile sur la sphere est
un moucement epicycloidal sphérique.
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Mouvement d’'un corps solide autour
d'un point fixe.

110. Supposens un corps solide mobile autour d'un
point fixe 0. Coupons ce corps par une sphére ayant
le point O pour centre. Cette sphére déterminera par
son intersection avec le corps une figure sphérique qui,
dans le mouvement du corps solide, se déplacera en
restant sur la sphére. Or, tout mouvement élémentaire
de cette figure sphérique est un mouvement de rotation
autour d'un diamdétre de la sphére. Done, le mouvement
élémentaire du solide [ié a la figure sphérique est aussi
une rotation autour de ce diametlre, c'est-a-dire qulour
d'un axe instanfané passant par le point fixe O,

D’autre part, nous savons que le mouvement continu
de la figure sphérique sur la sphére peut s'oblenir en
faisant rouler une courbe L, apparienant a la figure
sphérique, sur une courbe fixe #, tracée sur la sphcre.

Nous pouvons prendre ces deux courbes L et 4 comme
directrices de deux cdnes ayant pour sommets le point 0,
et alors le mouvement de L sur 2 équivaut au roulement
du céne (O, L) sur le cone fixe (0, ). Donc, le mouvement
continu dun solide invarioble aulour d'un point fixeO,
s'oblient en faisant rouler sans glisser un cone, invara-
blement lié au solide el ayani pour sommet le point O,
sur un cone flee dans lUespuce et ayant aussi pour
sommet le point O.

Le cone fixe dans espace cst le lieu des axes instan-
tanés de rotation, et le cone mobhile est le lieu des droites
de T'espace qui viennent successivement ceincider avec
les axes instantanés.
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L'axe instantané de rotation & un moment donné, est
la génératrice de contact du cdne mobile avec le cone
fixe.

Mouvement le plus général d'un corps solide.

111. PRODPRIETE. — Quel que soil le mouvement
dun corps solide dans Uespace, on peul amener ce corps
d'une de ses positions & une aulre, en lui donnant
dabord un mouvement de lranslolion el ensuite un
imouvement de rotation autour dun certain axe.

Soient A, B, C, D... et A, B, C, D'... (fig. 32), deux
positions successives d'un systéme de points de figure
invariable. Joignons AA,
puis, par les points 13,

¢ C,D..., menonsdesdroites
\// o BB, CC” DD"..., égales et
\ o ~ parallcles a AA'. Pour
amenerlesolide dela posi-

tion (ABCD...)alaseconde
position (A'B'C'D'...),

\ D7 donnons-lui d’abord un

Y mouvementde translation
rectiligne représenté cn

grandeur ¢t en direction par AA'. Les points B, C, D...,
viendront en B”, C', D"... Il n'y aura plus quwa donner
au solide un second mouvement en vertu duquel le
point A’ restant immobile, les points B', ¢', D"... vien-
dront en B, ¢/, D... Or, comme on sait, ce second
déplacement du solide peut s'effectuer par une rotation
autour d'un axe instantané passant par le point A'.
Done, on peut amener le solide de la premiére position

Fig. 32.
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(ABCD...) ala seconde position (A'B'C'D'...) enlui commu-
niquant :

1° Une translation suivant AA’;

2° Une rotation autour dun axe instantané MN
passant par le point A'. ()

112. 1l cst évident qu'il y a une infinité de maniéres
de faire passer le corps de la premicre position a la
seconde par la combinaison dune translation et dune
rotation. En effet, il sufflt de faire jouer 4 chacun des
points que lon peut imaginer faire partie du corps
solide, le réle que l'on a fait jouer au point A.

Or, parmi ces combinaisons, en nombre infini, il y en
a une dans laquelle la translation a lieu parallélement &
l'axe de rotation. En effet, imaginons un plan P, perpen-
diculaire & MN, et soit F la section faite par ce plan
dans le corps. La translation AA' transporte la figure F
dans un plan P’ paralléle au plan P. Soit F' la position
de la section I aprés la translation AA', et soit ' la
position qu'elle occupe dans le plan P’ aprés la rotation
autour de MN. Or, pour faire passer la figure plane de
sa premierc position F a la position F, on peut d’abord
lui donner un mouvement de translation suivant une
perpendiculaire aux deux plans P et P', translation qui
ameénera la figure F en F,, dans le plan T, puis faire
tourner F, dans le plan P' autour d’'un point de ce plan,
c’est-a-dire autour d’'un axe perpendiculaire aux plans P
et P'. Si l'on congoit le solide entrainé par cette
figure, il passera de la position (ABCD...) a4 la position
(ABCD'...).

On voit donc que T'on peut amener le solide d’une
position & une autre par une translation suivie dune
rotation autour d'un axe de méme direction que la
translation. Cet axe s’appelle axe instantané de rotalion
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et de glisseinent. La position de cet axe change d’'un
instant & autre du mouvement.

113. Il résulte de ce qui précéde que le mouvement
¢lémentaire dun corps solide dans l'espace est un
mouvement hélicoidal, ¢’est-a-dire qu'il peut étre assimilé
a celui d'une vis qui pénétre dans son écrou.

114. Si maintenant nous passons aw mouvement
continy, d'un corps dans 'espace, nous pourrons le consi-
dérer de deux manicres différentes. En effet, nous avons
vu que : :

1° Le mouvement élémentaire d’'un corps peut étre
produit par une ftranslation dégale et parallele au
mouvement ¢lémentaire de I'un des points du corps, et
une rotalion autour d'un axe passant par ce point. Si
done, on considere toujours le méme point du corps, on
aura le théoréme suivant :

THEOREME. — Le moucement continy dun corps dans
lespace peut étre produit par le roulement d'un cone
inrariahlement 1ié au corps, sur un cone qui est animé
dun mouvvement de (ranslation dans Uespace.

2° Si l'on considére Paxe instantané de rotation et de
glissement, on voit que les différentes positions de cct
axe dans lespace, forment une surface régide, et les
positions qu'il occupe dans le corps forment aussi une
surface réglée. On a le théoréme suivant :

THEOREME. — Le inouvement confinu d'un corps
dans lespace peut étre considéré comme produit par le
rowleinent dune surfuce réplde lice au corps sur
une surface régiée fize dans Tlespoce, accompogné
d'un glissement le long de la génératrice de contact.

La surface réglée fixe dans l'espace est le lieu des axes
instantanés de rotation ¢t de glissement; la surface
mobile est le licu des droites qui viennent successive-
ment coincider avec les axes de rotation et de glisscment.
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115. Nous avons démontré que, quel que soit le
mouvement d'un corps solide dans lespace, on peut
amener cc corps dunc position & une autre, en lui
donnant un mouvenient de translation qui aménc un
des points dans sa nouvelle vposition, et ensuite un
mouvement de rotation autour d’'un axe passant par ce
point dans sa nouvelle position.

Nous avons aussi reconnu! que T'on peut faire passer
le corps de sa premiére position & la deuxiéme dune
infinité de maniéres, en changeant le point dont on
considére le mouvement de translation.

Nous allons maintcnant démontrer que, guel gue soil
le point choisi, le moucement de rolalion sera toujours
le méme.

Considérons trois poinis A, B, C du corps formant un
triangle ABC invariablement li¢ au corps, et soit A'B'C' le
triangle dans sa nouvelle position (fig. 33).

Passons d’abord de la premic¢re position 4 la seconde
en considérant le point A. Nous aurons : 1° une transla-
tion AA’ qui améne le triangle ABC en A'B,C, ; 2° une
rotation autour d'un axe passant par le point A'. Pendant
cette rotation le point B, décrira un paralléle d'une
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sphére ayant son cenire en A, puisque A'D, = A'D'; le
point C, décrira un parallétle d’'une sphére ayant son
centre en A', puisque A'C, = A'C’. Par conséquent, 'axe
de la rotation sera une droite passant par A', et perpen-
diculaire aux droites C,C' et B B'.

8i I'on avait considéré le point B, nous aurions eu une
translation BB' amenant le triangle ABC en A,B'C,, et
une rotation autour dun axe passant par B, et perpen-
diculaire aux droites A,A' et C,C. Or, on a C,B' égal et
parallele & B,C, ; donc, B, I’ est ézal et paralléle a C,C,.
Done, laxe de rofation en A est perpendiculaire au
plan CC,C,.

D'autre part, A,C, est égal et parallele & A'C, : donc,
ALA" est égal et paralltle & C,C,, et, par conséquent,
laxe de rotalion en B’ est perpendiculaire au planCC,C,.
I résulte de la que les axes de rotation en A' ¢t B' sont
paralléles et perpendiculaires au plan C'C,C,.

Ilreste & démontrer que les vitesses angulaires de ces
deux rofations sont égales. Or, le déplacement autour
de l'axe en A' est évidemment la projection sur le plan
C'C,C,, perpendiculaire & Taxe de rotation, du dépla-
cement B,A'B' dans l'espace, et le déplaccment autour de
laxe en B' est la projection sur ce méme plan du
déplacement A,B'A' dans I'espace. Mais, les deux angles
B,A'B' et A B'A' sont ¢gaux dans 'espace comme alternes
internes ; done, leurs projections sur un méme plan sont
égales. Par conséquent, les déplacements autour des
axes en A' et B' sont égaux, et, par suite, les vitesses
angulaires des deux rotations sont égales.

116. ProPRIETE. — Le déplacement total d'un point
quelcongue du corps, estimé suivant Uaxe de rotation,
est le mméme pour tous les points.

En effet, le déplaccment total du point C, par
exemple, est CC'; or, CC' est la résultante des deux
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déplacements CC, et C,C. Donc, la longueur CC' estimée
suivant I'axe, c'est-a-dire sa projection sur l'axe, sera la
somme des projections de ses composantes CC, et C,C.
Mais, la projection de C,C' sur I'axe est nulle; donc, le
déplacement d'un point quelconque estimé suivant I'axe
de rotation est égal & la projection sur cet axe de la
translation de ce point. Or, la translation est Ia méme
pour tous les points du corps. Par conséquent, le dépla-
cement total, estimé suivant laxe, est le méme pour
tous les points.

117. Cette propriété peut étre traduite par la
suivante :

ProPRIETE. — Si, par un point de Uespace, on niéne
une parailéle & Uaxe de la rotation, et si, par ce méme
point, on meéne des droiles égales el paralléles aux dépla-
cements des différents points, le licu géomélrique des
extrémilés de ces droiles est un plan perpendiculaire
a l'axe.

118. COROLLAIRE, Pour construire I'axe, il suffira
de mener par un point quelconque de lespace, trois
droites égales et paralléles aux trois déplacements de
trois points du corps. Le plan du triangle formé par les
extrémités de ces droites sera celui de la rotation, et la
perpendiculaire & ce plan sera 'axe de la rotation.
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CHAPITRE 1V.

Composition des mouvements simultanés
d'un corps solide.

Composition des translations.

119. CoMPOSITION DES TRANSLATIONS. — SI un Corps
est animé de deux mouvements élémentaires de transla-
tion, chacun de ses points déerira la diagonale du
parall¢logramme construit sur les déplacements élémen-
taires dans les mouvements composants. Or, tous les
parallélogrammes ainsi obtenus pour les différents points
ont leurs cotés dgaux et paralléles : il en est de
wéwe des diagonales qui sont égales et paralléles. Par
conséquent, le déplacement résultant a méme direction,
méme sens et méme grandeur pour chaque point : cest
done un snouvement de (ransiation. On voit, en oulre,
que lo vitesse du solide est délerminéde en grandeur,
direction et sens par lo diagonale du paraliélogramme
construit sur les vitesses des mouveinents composants.

120. Si un corps est animé de plusieurs mouvements
elémentoires de transiaiion, le mouvement résultant
sera une translation, dont la vitesse se déduira des
vitesses des mouvements composants par la régle du
polygone des vitesses.

121, Réciproequement, une translation peut étre
décomposée en irois translations paralltles a trois axes
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reclangulaires ; les vitesses de ces translations seront
les ¢dtés du parallélipipéde dont la vitesse donnée sera
la diagonale.

. Composition des rotations.

122. THEOREME. — Deux ou plusieurs rotations
seffectuant autour d'un méine axe se composent en une
rotation unigue dont la vitesse angulaire est égale & lo
somme algébrique des vitesses angulaires des rotations
composantes.

Soient trois rotations o, o', «" autour de Taxe XY

(fig. 34). Imaginons

Fig. 3""' un plan quelconque
f“ n 14‘" ( passant par 'axe XY,
X 1 ¢ " Y et soient m un point
|r w"
|

dece plan, mn =rsa

m distance 4 I'axe XY.

En vertu de la rotation w, le point 2 tend & s'élever

au-dessus du plan et perpendiculairement a ce plan avec
une vitesse :

v = wr.

En vertu de la rotation ', le point m tend a s'élever
perpendiculairement au plan avec une vitesse :

v = w'r.

En vertu de la rotation %", de sens contraire aux deux
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précédentes, le point s tend 4 s'abaisser au-dessous du
plan, perpendiculairement au plan avec une vitesse :

U” J— (1)"7".

Par conséquent, la vitesse du point s perpendiculai-
rement au plan sera :

V=o+0 —2v'=(-tu—u)r

Cest la vitesse avec laquelle le point 7 tend a s'élever
au-dessus du plan : or, cette vitesse V serait produite
par une rotation Q autour du méme axe, et telle que
l'on ait :

V= Qr.

On a donc :

Q=04+ o —uwu

ce qui démontre le théoréme énoncé.

123. COMPOSITION DES ROTATIONS AUTOUR D'AXES
CONCOURANTS. — Soit un solide animé de deux rotations
¢lémentaires autour de deux axes concourants, et soient
w, w' les vitesses angulaires de ces deux rotations.

Soient OA, OB les deux axes de rotation (fig. 35),
c'estra-dire les droites qui représentent la position de
I'axe, la grandeur de la vitesse angulaire et le sens du
mouvement. Je dis que (e mouvement résuliant sera une
rolation dont Uaxe sera représenté par la diagonale du
parallélogramme construit sur les droites OA et OB.

En effet, le point de rencontre O des deux axes reste
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fixe dans les deux mouvements composants; par
conséquent, le mouvement
résultant est une rotation
autour d'un axe passant par
Ie point O.

Nous allons démontrer
que cet axe est dirigé sui-
vant la diagonale du paral-
lélogramine. A cet cffet, cherchons un second point de
Iaxe : je dis d’abord que ce point doit se trouver dans
le plan des deux axes donnés. En effet, ce point doit
rester immobile en vertu des deux rotations. Or, lecs
deux composantes de la vitesse d'un point M situé
en dehors du plan sont respectivement perpendiculaires
aux plans MOA et MOB : clles ne sont donc pas dirigées
suivant une méme droite, et ne peuvent par conséquent
pas sc détruire. Done, ce point est silué dans le plan
des deux axes. De plus, il doit se trouver dans Iangle
des deux axes, autrement ses vitesses ne seraient pas de
sens contraires. Soit donc 72 un point a lintéricur de
I'angle AOB: les deux composantes de la vitesse de ce
point sont perpendiculaires au plan AOB. En vertu de la
rotation w, le point #: s'abaisse au-dessous du plan,
perpendiculairement au plan, avecunc vitesse égale a
wy, ¥ ¢tant la distance du point 2 4 Yaxe OA 5 cn vertu
de la rotation «'le point m s'éléve au-dessus du plan,
perpendiculairement au plan, avec une vitesse égale
A w'a, x étant la distance du point = 4 Taxe OB. Le
point m sera donc immobile, si T'on a :

w'r = wy.

Or, cette équation exprime une propriété qui appar-
tient 4 tous les points de la diagonale du paralléle-
gramme, laquelle sera done la direction de T'axe de la
rotation résultante.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 97 —
Reste & trouver [ grandeur de la vitesse angulaire Q
de la rotation résullante.

A cet effet, considérons un point # du plan des deux
axes (fig. 35). En vertu de la rotation w, ce point =
s'abaisse en-dessous du plan, perpendiculairement au
plan, avec une vitesse égale & w . na; en vertu de la
rotation ', il g'abaisse en-dessous du plan, perpendicu-
lairement au plan, avec une vitesse égale & o' . nb. Done,
en vertu des deux rotations o et ', il s'abaisse avec
une vitesse égale & :

w.na + w .nb.

Désignons par O la vitesse angulaire inconnue résul-
tante ; nous devrons avoir :

Q.nc=uw.ng+ o .nb. (1)
Or, dans le parallélogramme OACB, on a :
OC.nc—= OA .na + OB . nb. ©)
Mais, par hypothése, nous avons supposé :
OA=1w, OB=1uw";
done, la formule (1) devient :

Q.nc=0A.na-+ 0B.nb. (3)

La comparaison des formules (2) et (3) nous donne
Q = OC pour la grandeur de la vitesse angulaire de la
rotation résultante. On voit, en outre, que le sens de
cette rotation est OC, puisqu'elle doit éire telle que le
point # s'abaisse en-dessous du plan.
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On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — La rotation résultante de deux
roltations concourantes esi représentée en grondeur,
direction et sens par la diagonale du parallélogramme
construil sur les axes des deux rotations données.

124. CoroLrairk. — Comme conséquences de ce
théoréme, nous aurons les relations suivantes :

o : L =sin (&, Q) : sin (v, Q) : sin (v, v,

QF = w4 w? 4 2ww’ cos (v, »).

125. 1l résulte de ce qui précéde que des rotations
en nombre quelconque autour daxes concouranls se
composent en une rotation unique représentée par la
droite qui fermc le contour polygonal des axes des
rotations composantes.

126. Trois rotations autour de trois axes concourants
se composent en une rotation unique dont 'axe est la
diagonale du parallélipipéde construit sur les axes des
rotations composantes.

12%7. Cas PARTICULIER. — Si les rotations sont
rectangulaires, on a :

W = wy? - wyz + 0.2,
Wy == COS 2,
Wy, = wcos B,

W; = COS Y.

128. 11 résulte de la qu'une rotation peut étre
décomposée en trois rotations ‘auntour des frois axes
rectangulaires.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 99 —

129. — COMPOSITION' ANALYTIQUE DUN NOMBRE
QUELCONQUE DE ROTATIONS AUTOUR D'AXES CONCOURANTS.
— Soient @ (2, B, ), w' («', f', 7), " (2", £, 7")... les axes
des rotations données. Nous pouvons décomposer la
rotation e en trois rotations autour de trois axes rectan-
gulaires, et nous aurons pour ces trois composantes :

weosa, weosfP, wcosy;

fuisant la méme opération pour chacune des rotations
données, nous aurons aulour de l'axe des x des rotations
mcosa, w' cosa',... qui se composeront en une rotation
dont I'axe sera 2w cos = (n° 122). Dec méme, autour de
I'axe des ¥, nous aurons une rotation dont 'axe sera
3w cos B, et autour de I'axe des z une rotation dont I'axe
sera fw COS 7.

Ces trois rotations autour de trois axes rectangulaires
se composent en unc rotation unique, telle que l'on
ait (n° 127) :

2’ = (Zw cos a)* 4 (Zw cos B)? 4 (2w cos v)2.

En désignant par a, b, ¢, les angles que laxe Q fait
avec les axes coordonnds, nous aurons :

Qeosa= 3w cosa, Qecosh = Zwcos B, Qcosc = Zwcosy,
d'ou :

Sweosa
cosg=_"-"", cosb=

Swcos3
Q —_—?

__ Swcosy
Q

Cos ¢
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Composition des rotations autour d'axes
paralldles.

130. Soit un solide animé de¢ deux rotations de méme
sens autour de deux axes paralléles. Sous l'action de
chacune deces deux rotations w et w’, chacun des points
du corps se meut parallélement 4 un plan perpendi-
culaire aux deux axes de rotation. Donc, tous les points
du corps ont des vitesses paralléles & ce plan.

Par conséquent, le mouvement résultant cst ou une
translation paralléle a ce plan, ou une rotation autour
d'un axe perpendicu-
laire &4 ce plan, cest-

A T m Y B a-dire paralléle aux
- deux axes.

Dans ce derniercas,
nous pourrons déter-
 STa miner cet axe, cest-
v a-dire les points du
corps qui restent im-
mobiles sous laction
des deux rotations, ou
bien dont la vitesse
est nulle. 11 est évident que ces points sont situés dans
le plan des deux axes. Car, les composantes de la
vitesse d'un point situé en dehors de ce plan ne sont pas
dirigées suivant la méme droite, et, par conséquent,
elles ne peuvent pas se détruire. De plus, les points
cherchés sont situés entre les deux axes; autrement, ces
composantes ne seraient pas de sens contraires.

Soit donc m un point compris entre les deux axcs

Fig. 56.

A !
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(fig. 36) : les deux vitesses de ce point sont de sens
contraires — wz et -|- w'y, en désignant par « et y les
distances Am et mB ; pour que ce point soit immobile,
on doit avoir :

— wX -} w'y =0,
d’ot :
WL =Yy,
ou hien :
x w’
Yy

Done, le point 7 divise la droite AB en deux segments
inverscment proportionnels aux vitesses angulaires w
et w'. On reconnaitra facilement que tous les points de
la paralléle aux deux axes, menée par le point m,
jouiront de la méme propriété d’étre immobiles : cette
droite est done I'axe de la rotation résultante.

Cherchons la vitesse angulaire de cette rotation
résultante. Soit 2 un point du plan des deux axes: en
vertu de la rotation w, le point » s'éléve au-dessus du
plan, perpendiculairement 4 ce plan, avec une vitesse
égale & o.wnA; cn vertu de la rotation ', le point n
séleve avec une vitesse égale & o', nB. Donc, sous
l'action des deux rotations, le point n s'éléve avec une
vitesse égale 4 w . nA + «' . #B. Si 'on imagine que Q
soit la vitesse angulaire résultante, de méme sens que
les deux autres', le point n s'éléverait, en vertu de

1. Elle doit étre de méme sens, puisque scus 'action des deux
rotations simultanées le point » s’éléve au-dessus du plan.
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cette rotation avec une vitesse égale & Q. mn, ct o
aurait :

Q.mn=mw,nA -+ v .nB.
Or,on a :
nB=mn-+y, nA=mn—2o;
par suite,

Q.mn=uw@mn —x) + o' mn+¥;
d’ol, en vertu de la relation wx — o'y,

Q. mn—uw.mn+ . mn,

et enfin :

On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Deux rotations paraliéles el de méne
sens se composent en une rotation de méme sens que les
rofations proposées, autour dun axe paralléle avx axes
des rotations composanies, situé dans leur plan et
compris entre ces deux axes, donl les dislances i ces
axes sont en raison inverse des vilesses angulaires
correspondantes. La vitesse angulaire de la rotalion
résullante est égale & la soinme des vitesses angulaties
des deux rotations coimgpiosantes.

131. Supposons les deux rotations paralléles et de
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sens contraires. Soient w et @' les vitesses angulaires, et
soit & > ' (fig. 37).
Lemouvement résul-
tant ¢st une rota-
tion autour d'un axe
paralléle aux deux
o axes o et w'. Cet axe
2 , est dans le plan des
deux axes donnés,
n m A en dehors de la por-
«' tionduplancomprise
entre ces deux axes,
et du coté de laxe

qui correspond a Ia plus grande vitesse angulaire.

Fig. 37.

En cffet, les points de 'axe de la rotation résultante
devant avoir une vitesse nulle, ne peuvent étre compris
entre les deux axes, puisque, pour tous les points
compris entre ces deux axes les composantes de la
vitesse sont de méme scns, et ne pcuvent se détruire.

Soit done un point s pris en dehors de la portion du
plan comprise entre les deux axes, ct soient mA = x,
mB —y ses distunces aux deux axes. Les vitesses de ce
point correspondant aux deux rotations sont de sens
contraires, et égales & wax et »'y. Pour que ce point soit
immobile, on doit don¢ avoir :

’

0wx = w'y.
Or, puisque, par hypothése, @ > w', il s'ensuit que 'on

ax<y.
De cette équation on tire :
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On voit que le point = jouit de la proprié¢té que ses
distances aux points A et B sont inversement propor-
tionnelles aux vitesses angulaires correspondantes
et o', et qu'il est situé du c6té de 'axe correspondant &
la plus grande vitesse angulaire. On reconnaitra que
tous les points de la paralléle aux deux axes menée
par le point = jouiront de la méme propriété. Cette
droite est donc I'axe de la rotation résultante. En outre,
la rotation résultante est de méme sens que o ct sa
vitesse angulaire est :

Q———h)—h)’.

En effet, soit » un point du plan : en vertu de la
rotation w, ce point s'abaisse en-dessous du plan, perpen-
diculairement au plan, avec une vitesse égale 4 w . nA ;
cn vertu de «', il tend & s'élever au-dessus du plan, avec
une vitesse égale a ' . nB; la vitesse résultante sera
donc o . nA — ', nB.

Si Q est la vitesse angulaire inconnue de la rotation
résultante, le point n, en vertu de cette rotation, se
meut perpendiculairement au plan avec une vitesse
Q . mn, ef nous auroens :

Q.mn=uw.nA —w.nB.

Mais, on a :
nA = mn -} x,

nB = mn -+ ¥y,
¢t I'égalité précédente devient :

Q.mn =w@mn + 2) — o' (mn g/)- = (w _ w’) Mt ;
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d'ou :
Q=0 — .

Il résulte aussi de ce que la vitesse résultante est
®.nA — o' 7B = (0 — ') mn, que la vitesse angulaire
Q doit étre de méme scns que w, puisque o . mn > o' mn.
On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Deux rotations paralléles et de sens
contraires se composent en une rotation autour d'un axe
worallele aux axes des rotalions composantes, situé
dans le plan de ces deux axes, en dehors de la partion
du plan comprise entre ces axes, du cété de l'axe corres-
pondant a la plus grande vilesse angulaire. La rotalion
résullante a liew dans le sens de la plus grande, et sa
vitesse angulaire est égale a la différence des vifesses
anguioires des rotations composantes; les distances de
Paxe vésullant aux axes composants sont en raison
incerse des vitesses angulatres correspondantes.

132. REMARQUE. — Il est facile de voir que, dans
le cas ou les deux rotations paralléles sont de méme
sens, on a

w:w:Q=y:x:x+y,
ou bien :

w:w:Q=mB:mA::AB.

Dans le cas ou les deux rotations sont de sens
contraires, on a :

wiw Q=Y Ty —x,
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ou hien :

w:w O = mB:mA: AB.
De cette derniére relation, on tire :

w' 1 Q = mA : AB,
dou :

(]
7ﬂA=AB.§=AB.m1

¢quation qui détermine la position du point m.

133. Cas rarrTICULIER. — Si les deux rotations
paralléles ct de sens contraires sont égales, c'est-a-dire
si I'on a ' = o, la rotation résultante Q@ = 0, et l'on
a mA = oo. Ainsi done, la rotation résultante est nulle,
et elle seffectue autour d'un aze siué ¢ linfini. Le
mouvement résultant sera done une translation perpen-
diculaire au plan des axes des rolations composantes.

On peut d’ailleurs s’en assurer directement de la
maniére suivante : Soient w la vitesse angulaire des deux
rotations, et # un point quelconque
du plan des deux axes (fig. 38). En
veriu de la rotation w autour de
© Paxe A, le point 7 tend a s’abaisscr
3 au-dessous du plan, perpendicu-

« lairementau plan, avec une vitesse
@ . mA ; en vertu de la rotation
autour de l'axe B, il s'élévera au-

dessus du plan avec une vitesse w.DB. Donc, sous
I'action des deux rotations, le point 7 s’élévera avec une
vitesse constante :

Fig. 38.

w (MB — mA) = w . AB.
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1l est facile de voir que cetic vitesse sera la méme,
quelle que soit la position du point i dans le plan des
deux axes, soit en dehors, soit en dedans de ces axes. 11
résulte donc de 14 que tous les points du plan sc
meuvent perpendiculairement & ce plan avec une vitesse
constante o . AB.

Donce, le systéine de deux rotalions égales et de sens
contraires, aulour de deux axes paralléles, équivaut ¢
une translation perpendiculaire au plan des oxes des
deux rotations, et dont la vilesse est égale au produil de
la vitesse angulaire commune, mulliplide par (a distance
des deux axes.

Ce systéme de deux rotations égales, paralltles et de
sens contraires constitue un couple de rotations. La
distance AB des deux axes s'appelle le bras de levier du
couple ; le produit w . AB est le moment du couple.

Un couple de rolations équivaut donc & une trans-
lation, perpendiculaire au plun duw couple, et dont la
vifesse est égale au moment du couple.

134. CoMPOSITION DE PLUSIEURS ROTATIONS AUTOUR
D'AXES PARALLELES. — Siun corps est animé a la fois
d'un nombre quelconque de rotations autour d’axes
paralléles, on composera d’abord en une seule toutes les
rotations qui ont licu dans un sens; on fera la méme
chose pour les rotations qui ont licu en scns contraire.
On aura ainsi deux rotations de sens contraires autour
’axes paralléles; en composant ces deux rotations
(n° 131) on aura une rotation autour d’'un axe paralléle,
ou, dans le cas du couple, une translation perpendicu-
laire au plan des deux axes.

REMARQUE. — 8i les deux rotations égales et de
sens contraires s'effectuent autour du méme axe, elles se
détruisent.
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135. PROPRIETES DES COUPLES DE ROTATIONS. —
1™ proprifTE. — Un couple de rotations peut étre repré-
senté par son axe. On appelle axe du couple une perpen-
diculaire au plan du couple : si I'on prend sur cette
perpendiculaire, menée dans le sens de la transiation,
unc longueur proportionnelle au moment du couple, cet
axe représentera le couple ou la translation en gran-
deur, direction et sens.

2° PROPRIETE. — Un couple de rotalions peut étre
transport¢ d'une manicre quelconque dans son plan ou
dans un plan paralléle invariablement lié au premier.
En effet, tous ces couples équivalent a une méme transla-
tion perpendiculaire a ce plan. Ils sont done équivalents.

3° PrOPRIETE. — On peut changer a volonté la gran-
deur de la vitesse angulaire w, et la distance ¢ des deux
axes ; pourvu que le produit »d reste le méme, leffet du
couple restera le méme. '

4° PROPRIETE. — Réciproquement, on peut remplacer
une translation par un couple de rotations dont le plan
est perpendiculaire a la direction de la vitesse de
translation. Ce plan peut étre mené par un point quel-
conque de I'espace, invariablement lié au corps. On
prendra, comme on voudra, dans ce plan la direction
des axes, et 'on prendra, comme on voudra, la vitesse
angulaire w et la distance d, pourvu que l'on ait :

wd =V,

VYV étant la vitesse de translation.

136. REMARQUE. — Il est bien entendu que la
substitution dun couple de rotations & une simple
translation n'est employée que comme un artifice de
raisonnement pour simplifier la solution des problémes.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 109 —

Compositionn des couples de rotations.

137. THEOREME. — Un wnombre quelconque de
couples de rolations, situés dans un méme plan ou dans
des plans paralléles, invariablement lids entre evx, se
composent en un couple unigue dont le moment es! égal
& la somme des moments des couples composants.

En effet, les couples dounés wd, w'd'..., peuvent étre
transportés dans un seul plan parallcle a ceux qui les
conticnnent (n° 188). Ils produiront une translation
dans une direction perpendiculaire 4 ce plan, avee une
vitesse V égale 4 la somme algébrique des vitesses
relatives aux couples composants, ¢t neus aurons :

T—o 40+ 0" .

si donc nous désignons par QD le couple de rotations
capable de produire la vitesse V, nous aurons :

OD = wd 4 ' d' -+ w'd"...

ce qui démontre le théoréme énoncé.

138. THEOREME. — Trois couples de rotations
siiués dans trois plans perpendiculaires entre eux, se
composent de la méme maniére que trois vitesses concou-
rantes. '

En cffet, chacun des couples tend & transporter le
plan qui le contient suivant une direction perpendicu-
laire & ce plan, avec une vitesse égale au moment du
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couple ; nous aurons donc trois vitesses paralléles aux
trois axes coordonnds, qui se composeront en unc
vitesse V, donnée par la formule :

Vv2 p— ‘T‘Zﬂ + Vy2 + vzﬂ_

Or, si W est le couple de rotations capable de produire
la vitesse V, nous aurons :

W2 =Lt + M2+ N,

L, M, N étant les trois couples donnés capables de
produire les vitesses V, V,, V..

Quant aux angles 4, ¢, v que I'axe de ce couple fait
avee les axes coordonnés, ils sont déterminés par les
formules :

Ve L vV, M V. N
_ =, S = —2 — R — — .
cos A v W o cosu ., COSv W

139. Réciproquement, un couple W étant donné, on
peut le remplacer par trois couples situés dans trois
plans orthogonaux.

140. TuaforiME. — Un nombre gquelcongue de
couples, situés dans des plans quelconques, se composent
en un couple unique,

En effet, les couples étant représentés par leurs axes,
on pourra par un point O quelconque, former un contour
polygonal dont les c6tés seront respectivement égaux et
paralléles a ces axes. La droite menée du point O &
Textrémiié du contour polygonal sera égale en grandeur,
direction et sens, 4 I'axe du couple résultant.
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141. REMARQUE. — On peut d’ailleurs faire la compo-
sition analytique de ces couples de la maniére suivante :

On décomposera chacun des couples donnés w (2, 3, 7),

2w (<, #,7), ..., en trois couples situés dans les trois
plans coordonnés :

Wy = wWcosa, Wy =wecosb, w,=1wcosy,

wy =w'eosa’, wy =w'cosf, w;=w cosY, etc.

On aura donc dans les trois plans coordonnés (n° 137)
les trois couples :

Wz = Zw; = Jwcosae,
W, = Zwy; = Swecos3,
Wi = 2w, = Jwcosy.

Cestrois couples se composeront en un couple unique W
donné par la formule (n° 138) :

W2 =W+ W, W, = (Zwcos x)24-{Zw cos B)* (2w cosy)2.

Quant aux angles 4, ¢, v que 'axe W fait avee les
axes coordonnés, ils sont déterminés par les formules :

Wz Swceosa

COS 7\ = —W— = '—T_ ]
W, Sweos B

COS {L == W == -—\N— ’
W, 2wcosy

COSy = = .

W T W
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142. TRANSPORT D'UNE ROTATION PARALLELEMENT A
ELLE-MEME. — On peut remplacer une rotation w par
une autre égale a la premiére, dont I'axe parallele au
premier, passe par un point donné invariablement relié
a laxe primitif, pourvu que l'on introduise un couple de
rotations dont le moment soit égal 4 la rotation w
multiplice par la distance des deux axes. Ce couple

produtra une transiation per-
Fig. 89, pendiculaire au plan des dews
awes.

Soient une rotation e autour
de Taxe AB (fig. 39), O un
point donné, et CD une paral-
l¢le 4 AB, menée par le point
0. Introduisons autour de CD
deux rotations égales a  ct
de sens contraires : le systéme
ne sera pas modifié, puisque
ces deux rotations se détrui-
sent. Le nouveau systéme se composera alors dune
rotation o, de méme sens que la premiére, autour de 'axe
CD, et d'un couple de rotations dont le moment sera
égal & ep, p étant la distance des deux axes.
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Composition dune rotation
et dune translation.

143. Supposons d’abord la translation perpendicu-
laire & I'axe de rotation. Soient w la vitesse angulaire
de la rotation, » la
vitesse de la transla-

v tion (fig. 40).
Projetons sur un
N plan perpendiculaire
a4 l'axe de rotation,
et soit O la projec-
tion de cet axe, la
fléche indiquant le
sens du mouvement. Mcnons une droite Ox perpendicu-
laire & la direction de la vitesse » de translation, et

prenons sur Oz un point m, tel que l'on ait -

Fig 40.

0 I n X

Om =

els

et que ce point, considéré comme tournant autour de O,

prenne un mouvement inverse de celui quil prendrait

en vertu de la translation. Ceci posé, en vertu de la

rotation, le point m s'abaisse sur une perpendiculaire

4 Ox avec une vitesse égale a4 w . O, et, en vertu de la

translation, il s'éléve sur ceite perpendiculaire avec une
8
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vitesse égale 4 ». Or, comme ona:e. Om = 2, il en
résulie que le point m est fixe. Il en serait de méme de
tous les points de la droite projetée en m. Le mouvement
résultant est donc une rotation autour d'un axe paralléle
4 Iaxe du mouvement proposé, et situé dans un plan
passant par cet axe, et perpendiculaire & la vitesse de
translation,

Cherchons maintenant la vitesse angulaire o' de ce
mouvement. A cet effet, considérons un point quel-
conque % : en vertu de la rotation, ce point sabaisse
sur une perpendiculaire a Oz avec une vitesse égale
A w.0n, et, en vertu de la translation, il §'éléve sur
cette perpendiculaire avec une vitesse égale & ». Done,
la vitesse de ce point est :

w.0n—v=0n0m-+mn) —v=c.mn.

Or, ce produit w.mn est évidemment de méme signe
que ©.0n; donc, le point » tend & sabaisser sur
une perpendiculaire 4 Oz, et, par suite la rotation
inconnue »’ doit étre de méme sens que la rotation .
Mais, en vertu de la rotation ' autour de 'axe projeté
en m, le point » s’'abaisserait au-dessous de Ox avec une

vitesse égale aw'.mn. Ces deux vitesses devant éire
écales, on a :

w' NN = w . MN.
Par suite :
W = 0.

On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Une rotation et une translation perpen-
diculaire a la rotalion se composent en une rolalion de
méme sens que la rotation proposée, dont l'aze est
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paralléle & Uaxe de la rotation proposée, situé dans un
nlan passant par cet axe et perpendiculaire & la vitesse
de translation, & une distance de U'axe de rotation égale
au quotient de la vilesse de translalion par la vilesse de
rotation. La vilesse ongulaire de la rotalion résullante
est égale ala vilesse angulaire de la rotation proposée.

144. Supposons, en second lieu, que la rotation
seffectue autour d'un axe non perpendiculaire a la
direction de la translation. Soient OA laxe de la
rotation w et v la vitesse de tfranslation suivant OB.
Décomposons la vitesse v en
deux composantes »' et »" sui-
vantOA et une perpendiculaire
Ox a OA, dans le plan AOB;
nous aurons done :

Fig. 41.

P'= v cos =,

= v sin 2.

Cela posé, la rotation w et la translation »" qui lui est
perpendiculaire se composent en une rotation autour d’un
axe O'A’ paralléle a OA, et situé dans un plan passant
par OA et perpendiculaire a la translation ¢”. La vitesse
angulaire de cette rotation sera  (n° 143), et son axe
sera 4 une distance O0' du premier, telle que Yon ait :

w .00 = vsina.

Nous aurons donc alors une rotation o autour
de O'A’ el une translation ¢’ dirigée suivant cet axe.

Le mouvement résultant sera un mouvewent Aélicoidal
(n° 113). On a le théoréme suivant :

THEOREME. — Une rofation et une translation dont
les axes ne sont pas perpendiculaires se composent en
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une rolalion égale & la rotation proposée, dont loxe
paralléle & 'axe de la rotation donnée est situé dans un
plan passant par Uaxe de la rolation primitive, perpen-

diculoire au plan des deux axes, a une distance du

. . vSina
premier égale &

mémme axe.

1l est facile d’oblenir la vitesse d'un point quelcongue
du corps. En effet, sil'on désigne par » la distance du
point considéré & Taxe de rotation et de glissement, les
deux composantes de la vitesse de ce point sont o' et wr,
et comme elles sont perpendiculaires, la vitesse résul-
tante sera égale & | /97 + a®r.

, et une translation le long du

145. REMARQUE. — Les deux questions que nous
venons de traiter peuvent étre posées d’une autre
maniére, en remplagant la translation par le couple de
rotations qui lui est équivalent.

Dans le premier cas (n° 143), nous aurons i composer
une rotalion et un couple de rofations situés dans unméme
plan. Soient donc une rotation w et un couple w'd’ situés
dans un méme plan; nous remplacerons d’abord le couple
w'd' (fig. 42) par
un couple od équi-
valent, dont la
vitesse angulaire
soit égale a la
w' rotationdonnéeon.

Le Dbras de levier
w' de ce couple sera

déterminé par I

formule :

Fig. 42.

wd = w'd'.

Transportons ensuitec ce nouveau couple dans son
plan, de maniére & faire coincider avec w celle des deux
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rotations du couple qui est de sens contraire 4 la rotation
donnée w.

Ces deux rotations égales et de sens contraires autour
d'un méme axe se détruisent, ct il reste la rotation o
paralléle ala rotation priwitive, et 4 une distance AB=d
de celle-ci, donnée par la formule :

q—27.
w

Ce résultat est conforme & celui que nous avons obtenu

précédemment (n° 143). On a donc le théoréme suivant :

TrEOREME. — Une rotation et un couple de rotations
situés dans un méme plan se composent en une rotation
égale @ la premniére, autour d'un axe situé da-n's ce plan,
paralléle au premier, el & une distance d — ﬂ

Dans le second cas (n° 144}, nous aurons a composer
une rotation el un couple de rolations non silués dans
un méme plan.

Soient donc w I'axe de la rotation, et (', w') le couple
de rotations situé dans le plan MN. Nous pourrons
transporter le couple
dans le plan MN, de
maniére que l'un des
g deux axes rencontre
l'axe de la rotation
(fig. 43). Alors, les

o deux rotations con-

\ A§ courantes o et o' se
" composentenunerota-

tion Q non située dans

le plan MN, et le

systéme est ramené aux deux rotations o' et Q autour de
deux axes non situés dans un méme plan. Il est d’ailleurs

Fig. 43.
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¢évident que cette composition peut étire faile dune
infinité de maniéres différentes.

146. Réciproquement, deux rofations autour de devs
axes non concourants se réduisent a une rotation et un
couple de rotations non situés dans un méme plan, ou
bien o une rotation et une transiation.

Soient w et ' les rotations autour des axes OB ef O'A
(fig. 44). Par le point O, menons un axe A'A" paralléle
a 0'A, et imaginons autour de
cet axe deux rotations égales
a4 o' ¢t de sens contraires ; le
. systéme ne sera pas modifié,
Mais, les deux rotations w et
o' concourantes cn Q se compo-
seront en une rotation unique Q,
et, par conséquent, le systéme
se raméne a cette rotation Q,
et au couple (', «). Or, ce
couple pourra étre remplacé par
une translation perpendiculaire a son plan (n° 133), et
la proposition est démontrée.

Fig. 44.

Composition d'un nombre gquelcongue
de rotations.

147. THEOREME. — Un nombre quelconque de rota-
tions s'effectuant autour de différents axes dirigés d'une
maniére guelcongque dans l'espace, se composent en une
rotation unigue, et un couple de rotutions non situés
dans un méme plan.
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En effet, si nous transportons tous les axes pagallé-
lement 4 eux-mémes en une méme origine de I'espace,
nous ohtenons, pour chaque rotation, une rotation et un
couple de rotations (n° 14:2). Nous aurons donc une série
de rotations o, &', w"..., dont les axes passent par
l'origine, et des couples de rotations ad, «'d'..., dont les
plans passent par l'origine. Toutes les rotations o, o'...,
se composent (d'aprés la régle du polygone) en une
rotation unique Q dontl'axe passe par l'origine (n° 125),
et tous les couples se composeront en un couple unique Wy
(n° 140).

Done, en résumé, le systéme se rameéne & une rotation
et un couple de rotations, ou bien & une rotation et une
translation,

148. REMARQUES. — 1° Si Q@ — 0, le systéme se
réduit & un couple de rotations W, ou 4 une translation.

2° 8i W = 0, le systéme se raméne & une rotation
unique €.

3 81 Q=0, et W, = 0, la rotation est nulle, ainsi
que la translation. Le corps ne prend aucun mouvement ;
1l est done au repos.

149. MATHODE ANALYTIQUE. — Soient e (a, B, ¥),
o' (o, 8, 7)... lesrotations proposées, = (z, ¥, z) un point
pris sur 'axe mA de la rotation o (fig. 45) ; w., ®,, @, les
composantes de », et supposons les rotations positives
des y vers les z, des 2 vers les @ et des @ vers les . Au
lieu de transporter la rotation » & Torigine, nous trans-
porterans ses trois composantes wg, wy, w,. La translation
dew, 4 Torigine peut se faire en la transportant d’ahord
en n, projection de m sur le plan des 2y, puis ensuite
en n'. Or, la translation de », en n nous donne la
rotation ., ¢t le couple w,.z, situé dans un plan
paralléle au plan des za, ou dans le plan des zz, et
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qui prodult une translation perpendiculaire au plan
des zz, dans le sens
des y posilifs : il
est donc positif. La
translationdew,den
en #', nous donne
une rotation o, dont
I'axe passe par Vori-
gine, et un couple
w,.y dans l¢ plan
x des xy, et qui pro-
duit une translation
perpendiculaire au
plan des ay dansle
y sens des 2 négatifs :
il est donc négatif.
On verrait de la méme maniére que la translation
de o, al'origine, en passant par le point n, nous donne :
1° autour de Taxe des y, une rotation o,

Fig. 45,

2° dans le plan des yz un couple négatif — za,,
3°dans le plan des «y un couple positif 4+ zw,;
enfin, la translation de w; & Torigine, en passant par

le point »", projection de m sur le plan des vz, nous
donne :

1° autour de l'axe des z une rotation e,,

2° dans le plan des zx un couple négatif — xw;,

3° dans le plan des yz un couple positif + yw..

En opérant de la méme maniére pour toutes les
rotations proposées, nous aurons des résultats analogues,
c'est-d-dire des rotations autour des axes et des couples
dans les plans coordonnés.

Nous aurons donc, en composant:
autour des axes coordonnés (n° 122) trois rotations :
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Qz = 2w, = Zwcosz,
Q, = 2oy, = Zwcosf,
=20, = Zwcosy;
et, dans les trois plans coordonnés (n° 13'7) trois couples

de rotations, savoir :

1° dans le plan des yz, le couple
L, = 3 (yw, — z0,) = 2o (y cosy — zcos f§),

2° dans le plan des 2z, le couple
M, = X (2w, — @w,) = Za (2cosa — 2C08Y),

3° damns le plan des @y, le couple
N, = 2 (xwy, — yo,) = 2o (£cos — ycosa).

Nous aurons done, cn résumé, une rotation :
Q=IO+ QF,

dont I'axe est déterminé par les formules :

Q, Q,
C0Sa = ¢ cosh = O ik

et un couple de rotations

Wi = I/Lr2 + M,? -+ N2,

dont 'axe est déterminé par les formules :

Lr r NV‘
COSA= > COSu=—_——=— U= .
W, ETR CSY T,

150. REMARQUES. — Le systéme se réduit a une

rotation unique, lorsque lon a : W, = 0, cest-a-dire

Lr=0, Mp=0, N.= 0.
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Le systéme se réduit encore 4 une rotation unique,
(n° 145) lorsque I'axe de la rotation @ est dans le plan
du couple W», cest-a-dire lorsque 'axe Q est perpendi-
culaire 4 'axe W,.. Cette condition est exprimée par la
formule :

cosacos A 4 cosbcosu -+ cosccosu =0,
ou bien :

Ly.Q,+ Ms.Q, +Nr.Q =0.

Le systéme se réduit & un couple de rotations, lorsque
I'on a Q = 0, c’est-a-dire :

Q,=0, Q,=0, Q =0.
Enfin, sil'on a en méme temps :
W,=0, Q=0,

la rotation est nulle, ainsi que le couple de rotations. Le
cOrps ne prenant aucun mouvement est au repos.
Les équations :

Q—=0, W,=0,
nous donnent les suivantes :
Q,—0, Q,—0, Q,—0,
L, =0, M =0, N, =0.
Ce sonl les six équafions qui cxpriment le repos

dun corps solide animé de rotations aulour daxes
quelconques de Uespace.

151. Proposons-nous maintenant, dans le cas ol le
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systéme se raméne 4 une rotation unique, de trouver les
équations de laxe de rolation.

Soient Q la vitesse angulaire de cette rotation
unique, @, &, ¢ les angles que 'axe de cette rotation fait
avec les axes coordonnés, Il est évident, puisque Q, est
la rotation résultante, qu'il y aura équilibre entre les
rotations w, ', w"..., ¢t — Q. Done, la composition de
toutes ces rotations autour de lorigine, nous donnera
une rotation nulle et un couple nul.

Désignons par z,, ¥,, %, les coordonnées d’'un point
quelconque de I'axe Q. La translation de w, o', o"... &
lorigine nous donne les rotations Q,, Q,, Q,, et les
couples de rotations L., M,, N,.

D'autre part, la translation de — ©, & lorigine, nous
donne les rotations — Q cosa, — Q cosb, — Q cose,
et les frois couples de rotations :

—Q, (y, cos ¢ — 3, cos b),
—Q_ (3, cos @ —x,cos c),
—Q (x,cos b —y,cos a).
Nous aurons donc les six équations suivantes :
2w COS ot — QO cosa = 0,
Zweos B —Q cos b = 0, (A)

Zweosy —Q cos ¢ = 0,

Ly — Q, (y,cos¢ — z,c088) = O,
M, — Q, (z,c08a0—x,c08¢) = 0, (B)

N, —Q, (w,cosb —y,cosa) =0.
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Les trois premiéres nous donnent la rotation résul-
tante :

Q) = |/ (Sw cos a2 + (Sw cos 8 + (2w oS Y)?,

otles angles a, b, ¢, quelle fait avec les axes.
1.es trois derniéres expriment des relations entre les
coordonnées ., ¥,, Z,, Aun point de Yaxe Q. Or, il est
facile de voir que ces frois équations se réduisent o
deur : il suflit, pour cela, de les multiplier respecti-
vement par Zwcosz, 2wcosfP, Zwcosy, ou par Q cosa,
Q, cosb, Q cosc, et de faire la somme. On obtient ainsi
lidentité :

Ly 2w cos o -+ My Zwcos 8 4 Np Zwcosy = O,

le premier membre étant identiquement nul, puisque,
par hypothese, le systéme se raméne a une rotation
unique. Les trois équations (B) se réduisent donc a deux
qui sont les équations de 'axe de la rotation résultante.

Propriétés de l'axe central.

152. Kitant données n rolations, si on compose cecs
rotations successivement autour de différcentes origines,
on obtient pour chaque origine une rotation et un couple
de rotations. Nous allons démontrer que, pour foutes
ces origines, la rotalion conserve la méme vilesse
angulaire, et que son axe conserve la méine direction, le
couple unique seul change avec lorigine.

En effet, supposons qu'en une origine O, nous ayons
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obtenu une rotation Q et un couple W (fig. 46). Pour
composer le systéme proposé autour de l'origine 0, il
suffit évidemment de transporter en O'le systéme Q, W.
Or, il est facile de voir
quapreés cette trans-
lation, la rotation Q
n’aura pas changé, le
couple sera différent
de W. En effet, le
couple W se frans-
porte en Q', sans
altération (n°® 135).
L’axe Q se transporte
en 0' en engendrant un couple Qd (n° 142) dont I'axe est
perpendiculaire au plan Q0O0'. Mais les deux couples W
et Qd se composent en un couple unigue W', dont l'axe
est donné par la formule :

Fig. 46.

=

W= W24 (Qd)? 4 2 W (Qd) cos (W, Qd).

Ce couple W' scra donc différent de W, plus grand,
ou plus petit.

153. Proposons-nous maintenant de déterminer
lorigine pour laguelle le couple unique sera minimum.

Evidemment, cette origine O jonira de cette propriéié
que sil'on passe de cette origine pour laquelle on a la
rotation @ et le couple W, a une autre origine de
I'espace, on doit obtenir un couple W' plus grand que W.
Or, je dis que lorigine O pour laguelle le couple est
mintmum Sera lelle qu'en celle origine, l'axe du
couple coincide avec U'axe de la rolation.

11 suffit de démontrer que, si I'on passe de cette origine
0 4 une origine O' quelconque, le couple W' sera plus
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grand queW. Soientdonc, pourlorigine O (fig. 47), W l'axe
du couple et Q la rotation dont I'axe coincide avec laxe
du couple. Si de lorigine O
nous passons a 'origine O,
W W~ w le couple W se transporte
parallélement & lui-méme
Q sans altération ; quant a la
n rotation Q, elle nous don-
) a4 licra, par sa translation
) en O0', un couple Qd dont
"o Paxe est perpendiculaire
~T"n au plan de ce couple, donc
- ¢ la droite O'W qui passe
par son pied dans ce plan.
Nous aurons donc en O' deux couples W et Qd dont Iecs
axes sont perpendiculaires, et qui se composent en
un couple unique W', donné par la formule :

Fig. 47.

-

W't — We - (Qdf.

Par conséquent, W'>W, et la proposition est
démontrée. Or, si nous considérons loutes les origines
prises sur la droile OW, nous aurons pour chacune
d’elles le méme couple W et la méme rotation L. Donc,
il y aune infinité d'origines pour lesquelles le couple est
minimum. Ces origines sont situées sur une droite que
Pon appelle axe central.

154, DETERMINATION DE L’'AXE CENTRAL. — Supposons
(ue nous ayons en une origine O un couple W et une
rotation @, dont les axes font un angle ¢ (fig. 48), et
cherchons une origine O pour laguelle le couple est
mintmum. Il faut évidemment que la nouvelle origine
satisfasse 4 la condition que le couple Qd engendré par
la translation de Q en O, soit tel que, composé avec W,
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il nous donne un couple G dont'axe soit dirigé suivant €.
Si donc QO0OQ' est dans le plan du tableau, ct W en
avant de ce plan, il faudra
que laxe Qd soit derriére
w ce plan. De plus, l'origine
0" devra se trouver sur une
perpendiculaire au plan de
langle ¢; en effet, 'axe du
couple Qd doit se trouver dans
le plan de 'angle @. Menons
donc par le point O une
perpendiculaire au plan de
langle ¢, et soit 00" = d la distance inconnue des
deux origines. Le couple W se transporte en O' sans
altération; la translation de Q engendre le couple Qd
dont I'axe est perpendiculaire au plan du tableau, et
derriére, En construisant un parallélogramme dont nous
connaissons le coté W en grandeur et direction, le
c0té Qd en direction, et la diagonale G en direction,
nous aurons :

Fig. 48.

G:W:Qd = sin(90° -+ @) : sin 90 : sin g,

ou bien :
G:W:Qd=cosg:1:sine.
On en tire :
G = W cos g,
Qd = W sin g.

On a donc pour la distance & de la nouvelle origine
0’ sur une perpendiculaire au plan de l'angle ¢ :
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d—Wsing,
Q

et le couple minimum est donné par la formule :
G = W cos ¢.

Par conséquent, pour avoir O, on doit élever au plan
de l'angle @ une perpendiculaire sur laquelle on prendra
Wsino |

Q
point O une parallele & Q, on aura l'axe central.

155. METHODE ANALYTIQUE. — Proposons-nous de
trouver le liew des poinis de l'espace pour lesquels le
couple de rotalions est un minimum.

Soient 0" un point du lieu (fig. 49), z,, ¥,, %, ses
coordonnées. Prenons ce point pour origine de trois
axes rectangulaires Oz'y'?' paralléles aux axes Oxya.
Soient W, le couple résultant pour l'origine 0, L,, M, N,
ses couples composants.
Nous aurons :

une longueur 00" = en menant par ce

Fig. 49.

Lr = 2w (ycosy — zcosf3),
M, = Zuw (zcosa —acosy),

N, =2w (rcos — ycosa),

/y en désignant par =, y, 2,
‘ les coordonnées d'un point
m de 'axe d'une rotation o («,83,7).

Soient &/, %', 2' les coordonnées du point m relatives
aux nouveaux axes, W, le couple résultant reclatif 4
Porigine O', L', M',, N',. ses couples composants. Nous
aurons évidemment :
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L'y = 2w (y' cos y — 3" cos B,
M’y —= 2 (3’ cos & — &' cosy),
Ny = 2w ('cos 3 — 9 cos o) ;
mais, on a :
c=ux'+‘a, y=y-+y, 3= 2+ 2y,
ct, par suite,
L'y —=3w )y —y)cosy — (2 — z,)cosd |
M,—= 3w}z —z,)cosa— (@—a,)cO57 |,
Ny =20 | (& —x)cos B — (y — y,) cos = | .

En développant, il vient :

L'y = L, — yoglz + 2,Q,,
hi'r:L\Ir_ ’ _*"x S_z,

N'r = Nr_xogy+ yoglx.

Par conséquent, le couple W'y relatif a Torigine O’ sera
donn¢ par la formule :

\V’TZ - L'T-Z + 1\1'7‘2 + N’TZ = f(xuy yua ZU -

Or, si O' est un point du licu, W' sera un minimuin,
¢t lon devra avoir ;

oWy o IWr o OWr
du, dy, 0z,
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nous aurons donc les trois équations suivantes :
1\1’7 . Q.z - N'r . Qy = 0;
Ny.Qp — L. Q; =0,

L0y — My O = 0,

qui se réduisent & deux, et que Pon peut éerire sous la
forme suivante :

U, M, N,

Oy Q, L,
ou bien :
Lr—y,Q:+2,8, My—2,0s+x,0 Ne—x,Qy 41,0
Qg Q, o Q,
Ce sont les équations de l'axe central.
156. ProBLEME. — Un corps solide élant animé

d’un mouveinen! de rolation autour d'un axe instantané,
on demande de déterminer les composantes rectongi-
laires de la vitesse linéaire d'un point m de ce corps,
suivant des paralliéles aux axes coordonnés, en fonction
des coordonndes .r, iy, ¥ de ce point, el des composanies
P, g, r de la vilesse angulaire.

A cet effet, nous allons considérer successivement les
irois mouvements correspondant aux rotations p, g, 7.

En vertu de la rotation p autour de laxe Oz, lc
point m s¢ meut dans un plan perpendiculaire & O,
c'est-a-dire parallele au plan des 'yz; ce mouvement
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seffectue des y vers les 5. Considérons done le plan en
question yAz (fig. 50), et prenons les
composantes de la vitesse correspon-
dante, parallélement aux axes Ay
et Az. La vitesse circulaire du point m
dans le plan yAz est égale a la
vitesse angulaire p, multipliée par la
distance Am = p de ce point 4 I'axe
des z. Elle est done égale & ps, et
dirigée des % vers les z. Or, cetie
dernic¢re se décompose en deux composantes paralléles
respectivement & Az et Ay, savoir :

Fig. 50.

parallélement & Az : pPpeosa -= Py,

» dAy: — pgsina = — paz.

De méme, si nous considérons le plan dans lequel le
point w2 se meut en vertu de la rotation ¢ autour de
I'axe Oy, ce plan est paralltle au plan des zx, ct la
rotation s'cffectue des z vers les . La vitesse circulaire
du point s est égale a g¢', en désignant par o' la
distance du point m & axc des y : elle est dirigée des z
vers les 2. Ses composantes paralléles aux axes sont :

parallelement 4 l'axe desx : gz,
» » 25— QJE.

Enfin, en vertu de la rotation » autour de l'axe Oz, le
pointsn se meut dans un plan paralléle au plan des @y,
etdes & vers les y. La vitesse circulaire du point m scra
7/, en ddésignant par g" la distance du point a I'axe
des z; cectte vitesse est dirigée des x vers les v, et ses
composantes sont :
parallelement A l'axe des y: 7w,

” " X —71Y.
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Nous aurons done, suivant Paxe des x, la vitesse
gz — ry, et, par conséquent,

dx
vx=a? = gz — 7’"?/,

de méme, suivant les deux autres axes, on a :

ey — " — v — pz
T e,

_d

Ce =gy T PY T 4%

Ces trois expressions se transforment T'une dans
Tautre par une permutation tournante.

On en déduit pour la vitesse » du point s :

vt = (g3 — ry)? + (re — p3)* + (py — qx)t

CHAPITRE VI.

Mouvement relatif.

157. Pour étudier le mouvement d'un point, on
sapporte sa position & celle de points de repére qui
constituent le systéme de comparaison. Ce systéme doit
étre de forme invariable, mais sa position peut ne pas
étre invariable. Si le systéme de comparaison est fixe,
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le mouvement du point est dit mouvement absolu. Si
le systéme de comparaison est mobile, on appelle
mouvement apparent ou relatif, le mouvement que lI'on
trouve en comparant les positions successives du point
mobile aux positions variables des points de repére. Ce
mouvement est celui quun observateur, empeorté par le
nmouvement du systéme de comparaison, sans avoir
conscience du mouvement qu'il éprouve, atiribuerait au
point mobile. De 1a le nom de mourement apparent. Le
mouvement du systéme de comparaison est appelé
mouvernent d'enlrainement.

158. PROBLEME. — Délerminer le mouvement absolu
dun point, connaissant le mouvement d'entrainement
du systeme de comparaison, et le mouvement apparent
du mobile.

Soient AB (fig. 1) la trajectoire apparente du mobile
aoun instant déterminé, M la position du mobile & cet
instant. Au bout d'un certain temps,
la trajectoire est venue en A'B, Ie
A A point M en M'. Mais, pendant ce

méme temps, le mobile, en vertu
de son mouvement apparent, a dil
se déplacer sur AB d’une longueur
w €gale a s, Silon porte cette lon-
gueur sur A'B' en M'M", on aura la
position réelle du mobile en M", a

g lafin du temps considéré.
B Si le déplacement est infiniment
petit, MM" fait avec AB un angle
infiniment petit ; le déplacement ¢lémentaire du mobile
est done la résultante de scs déplacements élémentaires
dans le mouvement apparent (ou relatif) et dans le
mouvement d’entrainement. On en conclut le théoréme

suivant ;

Fig. 51.

M

M
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THEOREME. — La vitesse du mouvement absolu est lg
résultante de la vitesse relative et de la vilesse d'entrai-
nemendt.

159. REMARQUE I. — Si T'on donne ¢n grandeur ct
en direction la vitesse absolue ¢t la vitesse d’entrai-
nement, on pourra en déduire la vitesse relative. En
effet, il est évident que la vitesse relative Mer (fig. 52)

PN
Fig. 52,

sera égale et parallele a la droite zeve qui achéve le
triangle Mwsv.. Ainsi donc¢, connaissant va ¢t #. on
on pourrait construire ¢r en joignant veva.

Dailleurs, on peut encore observer quo la vitesse du
mouvement relalif est la résultanie de la vilesse absolue
el de la vitesse d'enlrainement prise en sens contraire,
En effet, si Ton prend Mo's = Mwe, ct dirigée en sens
contraire, la figure Megsorts est un parall¢logramme
dont ¢» sera la diagonale.

REMARQUE II. — On peut aussi vérifier que {u vitesse
d'entrainement est la résultante de la vitesse absolue el
de la vitesse relative prise en sens controire.

160. PropLiME. — Délerminer Caccéléralion du
mouvement absolu, connaissant le mouvermnent relatif, el
le mourvement d'entraineinent.

Supposons d’ahord que le nouvement dentrainement
soit un simple movvement de translation. Soit M la
position du mobile sur la trajectoire AB 4 la fin du
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temps ¢ (fiz. 53). Au bout du temps df, la trajectoire
relative du point sera venue en A'B', et le point M en M'.

B

Fig. 53.

Mais, en vertu du mouvementrelatif,
le mobile aura parcouru un arc M'M”
de la trajectoire relative: done, la
position finale du mobile est lc
point M".

Au point M, la vitesse absolue
est te: elle est la résultanie de la
vitesse relative o et de la vitesse
d'entrainement z. ; au point M, la
vitesse absolue estdevenue ¢q -+ deq:
elle est la résultante de la vitesse

relative qui est devenue or -i- doy, el de la vilesse
d’ecnirainement qui est devenue @g - dv,.

Par un point C quelconque de I'espace (fig. 54), menons
une droite CD égale en grandeur, direction et sens a Ia

vitesse v d'entrainement du
point M ; par le point D,
menons une droite DE égale
en grandeur, direction et sens
a la vitesse relative o du
point M. La résultante CE sera
en grandcur, direction ef.sens.
la vitesse absolue vz cn M.

Si nous menons de méme
CF égale en grandeur, dirce-
tion et sens a v + dvg, et FG
¢gale en grandeur, direction

ot sens a vr + dvr, la résultante CG sera en grandeur,
direction ct sens la vitesse alisolue ¢4 + dea en M. 1l
en résulte que EG (n° 62) sera en grandeur, direction
et sens la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement
absolu pendant le temps d¢.
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Joignons DT, et menons par le point F une droite
T'H égale et paralléle & DE; joignons EH et HG. II est
¢vident que la droite EG sera la résultante géométrique
des deux droites EH et HG. Or KH = DF représente en
grandeur, direction c¢t sens la vitesse dlémentaire
acquise dans Iec mouvement dentrainement pendant le
temps df, et HG représente en grandeur, direction et
sens la vitesse élémentaire acquise dans le mouvement
relatif pendant le temps dr.

Done, la vilesse élémenlaire acquise dans le mouvemen!
absolu est lo wésullante des vilesses élémentaires
acquises dans le mourement relalif et dans le mourvernient
d’entrainement.

Mais I'aceélération totale de chacun de ces mouve-
ments est proportionnelle & la  vitesse éléwmentaire
acquise correspondante (clle est égale & la vitesse
¢lémentaire acquise divisée par df) ; elle a la méme
direction ct le méme sens (n° 5%7). Done, {'accélération
totale du mouvement obsolu estla résullante de laccéld-
ralon du mouvement d'entrainement et de laccélération
Ay mouvement relalif,

161. ReMarQUE. — Si le mobile est animé dun
mouvement relatif et de plusicurs mouvements d’entral-
nement, et si ces mouvements sont tous des mouvemenis
de translation, T'accélération {totale du mouvement
résulfant se trouvera en composant les accélérations
totales de tous les mouvements du mobhile, au moyen de
la régle du polygone.

162. Supposons maintenant que le inouvement den-
lrainement soit quelconqgue,

Soit AB la trajectoire rclative du mobile 4 la fin du
temps £, A"B" la trajectoire relative a la fin du temps
t + dt. Nous allons chercher la déviation dans le
mouvement ahbsolu, et nous en déduirons 'accélération
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totale, d'aprés la régle connue (n? '75). Nous chercherons
done, d’une part, la position o laguelle le mobile parvien-
rail auw boul du lemps dl, sel condinuwail & se mouwroir
sur la tangente a la trajectoire absolue du point M avec
la vitesse ahsolue au point M ; puis, nous chercherons,
d'autre part, la position & laguelle le mobile parvient en
réalité au bout du lemps db; en joignant ces deux
pownts, nous aurons la déviation du mourvement ubsolu.

Or, le mouvement d’entrainement est un mouvement
¢lémentaire d'un corps solide. Nous savons (n° 111) que
ce mouvewment, qui
. amdene la trajectoire
ABen ABY (fig. 55),
peut étre produit par
un mouvement de
translation, qui ame-
neraitt AB en A'H,
le point M en M/, et
un mouvement de
rotation autour d'un
axc CD passant par
le point M'. Mais, cn
vertu du smourement
relatif, le point M,
aw bout du temps
At, arriverait en N,
En vertu du mouvement de translation, le point M
arriverait en M, an bout du temps d¢, pendant que
AR vilendra en A'B' : au bhout de ce temps df, et
en vertu du mouvement de translation, le point N
vient en N,

Tig. 55.

Dans le mouvement de rotation autour de Vaxe CD, 1a
irajectoire relative A’ vient en ABY, et le point N' vient
en N, en déerivant un are N'N" ayant pour centre un
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point E sur l'axe CD. La position finale du point M
a la fin du temps ¢ 4+ df sera donc le point N, etla
trajectoire absoluc serait une courbe passant parM et N,

Menons en M la tangente MS 4 la trajectoire relative,
et prenons sur cette tangente une longueur MS = v,d¢;
le point S sera la position que le mobile oceuperaits a la
fin du temps £ 4 df sur la tangente a la trajectoire
relative. Par conséquent, SN sera en grandeur, direction
et sens la déviation dans le mouvement relatif.

Au bhout du temps d¢, le mouvement d’entrainement
améne le point M en M, en lui faisant parcourir la
trajectoire MM'. Si nous menons la tangente MR 4 cette
trajectoire au point M, et si nous prenons MR = ¢.df,
Ie point R sera la position que le mobile occuperait an
bout du temps ¢ + d¢, sur la tangente a la trajectoire
du mouvement d'entrainement. Done, RM' sera en
grandcur, direction et sens la déviation dans le
mouvement d’entrainement.

Si T'on construit le parallélogramme MRST, le point T
sera le point ou le mobile serait parvenu au hout du
temps ¢ + d¢, &l avait continué a se mouvolr sur la
tangente 4 sa irajectoire absolue en M, avee la vitesse
absolue en M; MT sera la tangenie & la trajectoire
absolue, ct l'on a : MT = wedt. 8i Pon joint TN”, cctte
droite scra en grandeur, direction et sens la déviation du
mouvement absolu pendant le temps d¢. L’accélération
totale du mouvenient absolu aura la méme direction at
2TN!
art

Menons TU égale et parallele & SN, joignons UN' et
TN : nous aurons un polygone gauche fermé TUN'N'T,
et Ton voit que TN" est la résultante des trois cdtés TU,
UN' et N'N", comptés dans le sens indiqué par les
lettres.

le méme sens, et elle aura pour grandeur
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L'accélération ¢, du mouvement absolu s'obtiendra en
construisant un polygone ayant ses cotés paralléles aux
précédents, et égaux au douhle de ceux-ci divisés par de*.

v 2TN" o 2TU 2UN' | 2NN
Done, gz = I est la résultante de 2 AR et e
2Ty 3N
Or, TU = SN ; donc, 11—[— — 2—5‘;, cest laceéls-
ae de

ration du mouvement relalif, que nous désignerons
par or.

D'autre part, si T'on imagine le triangle RUT, ce
triangle est égal et paralléle a MNS, et, par conséquent,
UR est égal et parallele 4 MN, done & M'N'. La figure
RUN'M' est donc un parallélogramme, et, par suite,
UN" est égal en grandeur, direction ct sens a RM'.
2UN'  2RM
ment denirainement que nous désignerons par ..

DN N\

Enfin, = lti est aussi une accélération, que nous appel-
a7

lerons accéiéraiion complémentaire : nous pouvons cn
déterminer la grandeur, la direction ct le sens.

En effet, si w est la vitesse angulaire de la rotation
autour de CD, on a :

Done, , cest laccélération du mouve-

N'N"= wdt.N'E.

Or, dans le ftiriangle rectangle N'EM', on a, en
désignant par « langle que l'axe CD fait aveec M'N' ou
MN, ou avee la tangente MS a la trajectoire relative :

NE = MN'sina = ¢,dt.sinz;

done,

NN" = w v,sina di2,
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d’ou :

2NVNH

i T Zworsin.

Cette troisiéme accélération qui est dirigée suivant
N'N" est perpendiculaire au plan qui passe par CD et par
Pélément M'N" de la trajectoire relative, c’est-a-dire
quelle est perpendiculaire 4 axe instantané de rotation,
et a la vitesse relative. Son sens est celni de la rotation
autour de CD.

En résumé donc, ¢ est 1a résultante des trois aceélé-
rations :

gr, §s €1 2wP,sing,

ct T'on a le théoréme suivant :

THEOREME DE CORIOLIS. — L’accélération totale dans
le mouvement absolu est la résultanie de trois accélé-
rations :

1° L'accélération du mouvement denlrainement g,
cest-a-dire ('accélération du mouvement dont serai
animé le mobile s restart en repos relotif dans lo
position ot il se trouve ;

2° L'accéléralion relative o, ¢est-a-dire Uaccélération
dans le mouvemen! apparent du point ;

3° Une accélération complémentaire 2wy Sitl 2, perpen-
dicvlaire @ la vitesse relalive et & [l'axe instantané de
rotation, dans le sens dans lequel [lexilrémiié de o
droite qui représente la vilesse relative tourne qutour
de {'axe instantané.
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163. On peut construire l'accélération complémen-
taire de la maniére suivante : Soient M et M’ (fig. 56)
les deux positions du point M, ct MS
une droite représentant en grandeur,

g direction ct sens la vitesse relative. Le
mouvement d'entrainement peut étre
< décomposé en un mouvement de trans-
M ¢ lation MM' et un mouvement de rotation
autour d'un axe passant par le point M'.
Cctte décomposition détermine la direc-
tion 00" de raxc instantané de rotation;
par conséquent, la grandeur Zor,sinz
de laccélération complémentaire sera déterminée. Ce
sera une longueur représentant le double de l'aire du
parallélogramme construit sur o ct e,

Fig. 56.

)

164. REMARQUE I. — Il est évident que si le mobile
est animé d’un mouvement relatif, et d’'un nombre
quelconque de mouvements d’entrainement, on obtiendra
laceélération totale du mouvement absolu par un
nombre suffisant de compositions successives.

ReMarqQUE II. — Dans le cas ou le mobile est animé
d'un mouvement relatif et d'un seul mouvement d’entrai-
nement, laccélération complémentaire, qui a pour
expression 2ww-sine, sera nulle :

1° Lorsque w = 0, c'est-d-dire lorsque le mouvement
d’entrainement est un mouvement de translation ;

2° Lorsque »r = 0, cest-a-dire lorsque la vitesse
relative est nulle ;

3° Lorsque a = 0, ¢’est-a-dire lorsque 1'axe de rotation
du mouvement d'entrainement est parallcle & la vitesse
du mouvement relatif.

Dans ces cas particuliers, Vaccélération du mouvement
ahsolu est la résultante de deux accélérations sculement :
celle du mouvement relatif, et celle du mouvement
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d’entrainement. Dans tous les auftres cas, on devra
joindre a ces deux accélérations, Paccélération complé-
mentaire.

REMARQUE III. — Lorsque le mouvement d’entrai-
nement est un mouvement recliligne et uniforme, son
accélération @, est nulle. Alors oy ne différe pas de ¢,
quoique ¢, différe de va.

Lorsque le mouvement d'entrainement est un mouve-
ment de rotation uniforme autour d'un axe lfixe, Paccé-
lération dans ce mouvement se réduit & Iaccélération
centripéte ; elle est dirigée du point mobile vers laxe
de rotation, ct elle a pour grandeur :

2
Ve
= =,
7

en désignant par v, la vitesse du point, » sa distance &
I'axe, ¢t w la vitesse angulaire.

165. ProBLEME. — Déterminer laccélération du
mobile dans le mouvement relalif, connaissant le
mouvement absolu et le mouvement d'eniratnemendt.

Soit OABC (fig. 87) le
polygone de composition
des accélérations, dans
lequel OA représente en
grandeur, direction ctsens
Taccélération relative, AB
Taceélération d'entraine-
ment, el BC ['accélération
compléinentaire; OC sera
en grandeur, direction
et sens l'accélération du
mouvement ahbsolu. Con-
struisons le méme polygone, mais changeons les sens de

Fig. 7.
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laccélération d'entrainement et de Taccélération complé-
mentaire. Il est évident que l'accéldration du mouvvement
relalif sera lo résullante géomélrique de laccélération
du mouvement absolu, dune accélération égale et
directement opposée & l'accélération d'entrainement et
d'une accélérafion égale el opposée a [accélération
complémentaire. Cette dernicre se nomme accéldration
centrifuge coimposée. Elle se détermine comme l'accélé-
ration complémentaire, ct clle est nulle dans les
mémes cas.

166. PrOBLEME. — Délerminer les composantes
de laccélération complémentaire suivant {rois axes
rectangulaires.

Nous nous proposons done, ¢tant données les irois
composantes p, g, » de w, ct les trois composantes
vz, y, Uz de vr, de trouver les composantes de l'accélé-
lération complémentaire 2wtysinz, projetéc sur les
trois axes.

Soit CD (fig, 58) l'axe instantané de rotation gue
nous pouvons sup-
poser passer par lo
point mobile M, en
introduisant dans le
systéme une transla-
tion convenable, et
soit MA une droite
qui représente  cn
grandcur, direction
et scns la  vitesse
rclative v, Prenons

a ' sur l'axe CD une lon-
Yy : gueur MB qui repré-
sente en grandeur,
direction et sens la vitesse angulaire w.

Fig. 58.
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D’aprés ce que nous avons vu, l'accclération complé-
mentaire 2wv,sina est égale au double de Taire du
parallé¢logramme construit sur MA et MB, ou dgale i
quatre fois laire du triangle MAB. De plus, elle est
perpendiculaire au plan de ce triangle, puisqu’elle est
perpendiculaire 4 MA et MB, et son sens est celul dans
lequel lextrémité A de la droite MA, qui représente la
vitesse relative, tourne autour de Iaxe CD. Sidonc on
¢léve une perpendiculaire au plan AMB, sur laquelle on
prend une longueur MN — 2uwe,sine«, c'est celte droite
AMN que nous aurons & projeter sur les axes, ce (ui
revient évidemment a projeter le triangle AMB sur les
trois plans coordonnés. Ainsi, par exemple, la projection
de MN sur laxe des z, sera égale a quaire fois la
projection du triangle AMB sur le plan des xy.

Ceci posé, par le point O menons oa et 0b respecti-
vement égales et paralicles a MA et MB, et menons les
coordonnées des points ¢ ¢t . Nous aurons évidemment :

p=00b", g=2>00"
vy = 0a", vy— a'a’.

Le triangle Oab étant égal et parallele & AMB, nous
aurons a déterminer sa projection Oa'd’ sur le plan
des zy. Or, on a :

T.0a'b' = quad. Qa'b'a" — T.0b'a";
mais,
quad. Oa'b'a" = T.0d'a" + T.d'a"b'.

Drautre part, le iriangle «'e"l’ cst équivalent au
triangle a'a"®’, puisquils ont méme base a'a’, et que
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leurs sommets &' et " sont sur une méme paralléle a la
base. On a donc :

Quad.0a'b'a"=T.0a'a" -+ T.a'a"d";
par suite,

T.0¢0=T.0a'a"4+T.aa"d"—T.0ba"
=T.0a'd —T.0ba"
=10b".aa"—10a". 00" =1 pvy— qus.

Par conséquent, la composante de Iaccélération
complémentaire suivant 'axe des z, qui est égale 3

quatre fois le triangle Oa'd’, et que nous désignerons
par g;, z, aura pour expression :

Peyz = 2 (PVy — qUz)s

Nous aurons de méme pour les deux autres compo-
santes ;

?5' z = 2 (qu - 1"1/'_,,),

Pey y = R (rvz — Pra).

Comme on le voit, ces trois composantes peuvent se
déduire les unes des autres par une permutation
tournante.

16'7. METHODE ANALYTIQUE. — Soient un systéme
d’axes rectangulaires 0'Z, O'y, 07 en mouvement, et un

point M ayant un mouvement propre, indépendant du
10
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mouvement, des axes. Ce mouvement sera le mouvement
absolu du point M. Le mouvement relatif du point M
sera le mouvement de ce point par rappori au sysicme
de comparaison : ¢'est le mouvement qu'un observateur
invariablement lié aux axes mobiles attribuerait au
point M, s'il n'avait pas conscience de son mouvement.
Le mouvement d'entrainement est le mouvement absolu
quaurait le point M, gil était fixé aux axes mobiles.

Soient &, 7, & les coordonnées de M par rapport aux
axes mobiles ; @, ¥, # les coordonnées de M par rapport
aux axes fixes Ox, Oy, Oz; x, ¥,, &, les coordonnées
de O' par rapport aux axes fixes; a, b, ¢, &', b, ¢,
a', b", ¢"les cosinus des angles que font les axes fixes
avec les axes mobiles ; nous aurons les formules :

@=m, + ak + by + % )

W

Y=y +at+bn-+t (1)
=2z, +a"% 4 b+ . S

On a d’ailleurs les relations connues :

a+ 8+ ct=1, aa"+ bbb+ c'c" =0,
a*+ b2+ et=1, a’a -+ ' 4- ¢'c =0,
a4+ b4+ c?=1, ada + bb' 4 ec =0,

a*tar+a%=1, bc+ bcd4-8"¢"=0,
b o2 bet=1, ca+ ca | c'a =0,
¢t =1, ab+ ab+ab' =0,

=be'—b'¢, a =b'c—bc', a'=bc—bc,
=ca'—c'a, b =c'a—ca', b'=ca —ca,
—ab—ah, ¢ =a"b—ab", ¢ =ab—ab.

o >R
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On a aussi :

ada + 6db -+ cde =0, ada -+ a'da’ + a'da" = 0,
a'da'4-0'db' +c'de'= 0, bdb + Hdb' + b'dp" = 0,
a'da" +8"db"+c'de"= 0, c¢de 4+ cde' + c'de' = 0,

bdc - cdb 4 b'de’ 4 ¢'db’ + b'de" 4 ¢"db" = 0.
De cette derniére formule on tire :
cdb + c'db' + ¢"db" = — (bde - b'dc' -+ bde™
de méme, on a :
ade+ a'de’ + a'dc" = — (cda -} 'da’ 4+ c"da™,
bda 4 b'da’ + b'da' = — (adb -+ a’db’ + a'db").

Des formules (1) on tire :

de  dx, da | db de
at = ar Tractrart b

Z tn dz
—}—a%-*—bm—*—cm-’

. (2)
—}—a’-g—f—{—b'g—?—»]—c'%,
%=%+E%+n%+t%
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T dt’ de’ @y sont les composantes de la witesse
absolue suivant les axes Oz, Oy, Oz.

d"'vx . da , dc

ot dl +x T +z T’ etc., sont les dérivées de
x, ¥, &, en supposant & =, § constants. Ce sont les
composantes suivant les axes fixes Oz, Oy, Oz de la
vitesse du point M, §'il était 1i¢ aux axes mobiles, c’est-
a-dire au systéme de comparaison. Ce sont donc les
composantes suivant Oz, Oy, Oz de la witesse denirai-
nement.

d’ ds
+ b + ar ete. sont les dérivées de @, ¥, 2,
en 5upposant .'Ll, a, b, c... constants. Ce sont les compo-
santes suivant les axes fixes de la witesse relalive.

On voit donc que la projection de la vitesse absolue
sur un des trois axes est égale a la somme des
projections sur cet axe de la vitesse d’entrainement ¢t
de la vitesse relative.

On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — La vitesse absolue est la résultante
de la vitesse d'entrainement et de la vitesse relative.

168. REMARQUE I. — Nous avons trouvé pour la
projection de la vitesse d’entrainement suivant Paxe Oz :

dx, db
Ve, w2 == a’,:Jrth:*L +tdt

le mouvement d’entrainement se compose dun
mouvement de translation du point O' et d’une rotation
:mtour d'un axe QT passant par le point O'. Il en résulte

que —-* est la composante suivant laxe Ox de la vilesse

dt
de translation.
r da db

de . .
—_ v — | A— /
W7 + 7 i +Z i est la prq;ectlon sur Ox de la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 149 —

vitesse du point M (£, #, &), supposé lié¢ au systéme
mobile, et due & la rotation.

169. REvMarquEe 1I. — Dlaprés ce que l'on a vu
précédemment (n° 186), si l'on désigne par p, ¢, » les
composantes de la rotation @ autour de l'axe O'I, on a
pour les composantes de la vitesse du point M (due & la
rotation) suivant les axes 0%, O, 0% :

gt —rr, rE—ph, pn - ¢E;

done, en vertu du théoréme des projections,

Ldo ol
g?? EE‘&—,(C aly —//)+b(7'-—pa+0(pf—9

On en tire :

da—b : @—c —ar d—c—a — b
A S T g T LT o

1'70. REMARQUE III. — En désignant par Vs, U,y Vg
les composantes suivant les axes mobiles de lL VILGSSB
duc a la rotation, et par vg, vy, v: les composantes de
cette vitesse suivant les axes fixes, on a :

Uy = Uz -+ a'vy + a"v:
il

Or, (n° 168) :

da
e Edt*’”dﬂ%dt

. da’ dab’ fed
vy = Egr dﬂ”:dz

da” ab" de"
ve = &gr b Y
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par suite :

ou bien, puisque vg = ¢% — r (n°® 169) :

da da' da"
Y gy = “w "
q5 —rn =% (a dt a di @ di_)

ab , b’ ab"
+7)(am+a —d7+a” d_f)

de , de’ y dc”
+e(ap+a S rar ).

On tire de 14 :

da ,da’ , da" \
“ar G T G =0 )

ab , db’ , ab"
am—*‘a m‘—f—a Eft—=—7‘,, (3)

de”

de . de’ .
am—{—a 7f+“ =%

expressions que lon pourrait d’ailleurs obtenir en

remplacant dans les premiers membres g’% %ZZ, %par
leurs valeurs trouvées ci-dessus (n° 169) 1
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171. Différentiant les équations (2), on a :

d*z  dw, dc \
qrE = dz~+£dtl+f‘dﬂ+“’dt" \

a2z d a
O gy T OgE

e

dz da  -dn db as de
+ (Zzzd7+a737+mm)’

&y iy, a2y
dir = dEe +‘ Al + TaE T 34 dﬁ
, , d2
+a d:z Do dﬂ ¢ aw / )

dé da' = dn db’ adt de
+2 (dl @ taar ta dt)

@z diz, |, da' A dee
aE = Thgr T Tl

e . ,dﬁ;’,
ta ey G e 2

déida"  dndb"  d5de"
+2(W7{T Zi ar T a dt)

d*e d'y d*z
At At det
axes fixes de l’accelel ation du mouvement absolu.
T &’ d’e , ele., dérivées secondes
e +£dt‘ tgE S
de 2, », 5, en laissant &, n, & constants, sont les
projections sur les axes fizes Ox, Oy, Oz de I'accélération

L’entrainement.

Les quantités sont les projections sur les
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d? d*y, axw e
a gz + b gt e et dérivées de x, ¥, 2, ¢n
laissant #,, a, b, c... constants, sont les projections sur
les axes fixes de 'accélération relative.

Enfin, il reste les quantités :

dé da dn db dz de
W*qmm+wm+mm)

e o (d8da’  dndb %dc')

fov==\gi ar Tdidr " dt dr ) (%)
_g(d_EM dn db’ +%dc”>

Yo:=%\Grdat Tardr T dfcai )

Ce sont les projections sur les awes fixes de l'accélé-
ration complémentaire. On a le théoréme suivant :

THEOREME. — L'accélération du mouvement absolu
est la résultante de laccélération dentrainement, de
laccélération relative et de Uaccélération complémenlaire
fou de {'accélération centripele composde).

172. REMARQUE. — Nous aurons donc¢ la formule :

Qa, 2 = P¢, z -+ Cr,z + e, 2, -
de laquelle on tire :
Gr,e = Pa,z — Fe,z — Fe¢, 2.

Donc, laccélération relative est la résultantie de
laccélération absolue, de Uaccélération d'entrainement
prise en sens conlraire, el de Uaccélération centrifuge
composée.

173. Proposons-nous maintenant de déterminer l'accé-
lération complémentaire. Nous remarquerons que :

dé da dn db ds de
dtar Taiar Tardr
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sera, d’'apres ce que nous avons vu (n° 168), la projection

sur Oz de la vitesse d’un point dont les coordonnées
dé dn ds . : :

G d e Sippose lié aux axes mobiles, vitesse
due au mouvement de rotation autour dune paralléle
a O'l. Or, si par le point M, on méne unc droite MV,
qui représente la vitesse relative ¢, du point M, les
coordonnées du point V', par rapport & lorigine M,
ag  dn ds
de’ de de

sont

scront : . Par suite, 'expression :

dé da dn db ds de
awal T aar T oA

sera la projection sur Ox dela vitesse du point V', 1ié au
systéme mobile, due a la rotation
autour d'un axe MI', mené¢ par le
point M paralléle & O'I. Done, si par
le point M (fig. 59), on méne une
droite paralléle & la vitesse K qu'au-
rait dans le mouvement de rotation
autour de MT', Pextrémité V' de la
vitesse relative, et égale au double
de cette vitesse, c'est-a-dire égale &
2K, cette droite représentera Paccé-
lération complémentaire. Dailleurs, la vitesse K du
point V' sera :

Fig. 59.

I'

K = wp = worsina,
Par suite :
e = 2worsina.

174. On peut déterminer de la maniére suivante
la grandeur et la position de Taccélération complé-
mentaire.
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Multiplions les équations (3) par a, a', a", ¢t ajoutons ;
nous aurons la projection de og sur Vaxe des £

w

dé da ﬂdb_gﬁ‘i@)a
(ﬂ?{?’ dt dt dt dt

Ce¢, £ =
Mt ]

dE da' | dndb | d%de
+2<217d7+m‘dz+dz a7 )

cdE da’ dn db' | d%dd'y
+2\ @ ar Yarar ¢ ar Tac’)a

ds da' da'"
=2dt( Fra ey dz)
dn( db .  db _ db"
“m(“’d‘z“mﬂw)
L{ dec ,de’ , ac’
+27¢(“2ﬁ+“m‘ “W)

ou bien, en vertu des équations (3) :

3 ( dz dn) )
Yo e = ~\Uqr ~ "t
de méme,
g d5 )

?G’”Zz(rm-pﬂ’

_2(,@ dz
om0 ).
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On cn tire :

el = <P0.25+ ?c,z'n + ?0,25

() + (o) + (%)23(

d}’
_4( dt+th+ dé)

=4 0P, — 4 w¥,%cos? (, V) = 4 wH,2sin? (w, v,),

i)

dou :
@ = 2 Wy sin (w, v,).

Il est facile de démontrer que l'accélération complé-
mentaire ¢. est perpendiculaire 4 Paxe instantané de
rotation du systéme, et a la vitesse relative.

En effet, on a identiquement :

Die, £+ q7e, 0+ 7 ¢, 6 =0,

d*
dt%g—*—dlc‘[cn_*— ¢ =0

175. REMARQUE. — Si l'on veut les composantes de
Paceélération relative suivant les axes mobiles 0%, 0'n, 0%,
on aury :

Or, g = Pa T %o Yo g
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et, par suite,

a~
I
-8
K
oYy
I
-Q
=
221
|
t
—_—
S
|
~3
8%
pa g

de méme,
Cry e = Cayy — G,y — 2|7 77— D 75
RERA 7, 0 > dt dt

?r,c=?a,c*‘¥e.c—2(i’§—9m
Applications du mouvement relatif.

176. ProBLEME 1. — Un cercle roule sans glisser
sur une droite fixe AB. Son mouvement est uniforme.
Un point M est lié invariablement au cercle mobile.
Déterminer a un instant quelconque l'accélération u
mourement.

Le roulement du cercle sur la droite AB consiste en
une rotation instantanée autour du point C; la vitesse
w de cette rotation est constante. On peut considérer
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cette rotation autour de C (fig. 60) comme la résultante
d'une rotation autour

Fig. 60. du centre O, et dune
translation paralléle 4

M AB et égale & w.0C
0 (n°143). Lemouvement

du cercle, et par con-
sCquent du point M
A c B peutdoncétre considére
comme composé de deux
mouvements simples, savoir : une rotation autour du
centre O, et une translation paralléle & AB. Nous
prendrons le premier pour mouvement relatif, et le
second pour mouvement d’entrainement. Ce dernier
mouvenlent étant rectiligne et uniforme, son accélé-
ration est nulle. Le mouvement d’entrainement étant
une translation, 'accélération complémentaire est nulle.
Donc, Taccélération totale du mouvement absolu se
réduira a laccélération du mouvement de rotation du
point M autour du point 0. Or, cette derniére est égale
au carré de la vitesse o .OM du point M, divisé par le
rayon OM du cercle quil déerit. Elle est donc égale a :

w2 OM2
oL = w?, OM.
On voit qu'elle est constante en grandeur ; d'ailleurs,
elle est constamment dirigée vers le centre O du cerele
mohile.

1'77. ProBriEME 1. — Trouver laccélération totale
dans le mouvement plan d'un point rapporté a des
coordonnées polaires.

Le mouvement du point M peut étre décomposé en
une translation le long du rayon vecteur OM, et une
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rotation du rayon OM autour du point O. Nous suppo-
serons ces deux mouvements dirigés le premier dans le
sens OM, le second dans le sens qui fait croitre 'angle 6.
Nous prendrons le premier mouvement comme mouve-
ment relatif, le second comme mouvement d’entrai-
nement, et nous chercherons I'accélération totale du
mouvement absolu résultant.

Or, laccélération du mouvement relatif, dirigée

2

suivant le rayon OM (fig. 61), est égale a en

or
L
grandeur el en signe. Dans le mouvement d'entrai-
. nement, qui est un mouve-

Fig. 6. ment de rotation autour du

N centre O, le point M ddéerit

: une circonférence de cercle,

df
T
L’accélération totale de ce

) mouvement se décompose en
deux composantes, 'une tan-
genticlle, dirigée suivant MN, perpendiculaire & OM, et

M avec une vitesse ¢gale i r

[v]

boale s (6
égale a r Tk

ct ¢gale a4 :

Pautre centripéte, dirigée suivant MO,

d5\z
) _ d_O)
Cal (o

r

Enfin, laccélération complémentaire, qui est perpen-
diculaire A la vitesse relative ¢t 4 I'axe de rotation, sera
donc dirigée suivant MN, ¢t elle aura pour expression :

2 wey,sina.
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Mais, langle « ¢tant droit, cette accélération se
df dr
diodt’

Si maintenant nous faisons la somme algéhrique des -
accélérations de méme direction, nous aurons pour les
composantes de laccélération totale du mouvement
absolu :

réduira i 2 ov, = 2

suivant OM : —_r Ei—' (
et

d9 .2
W) == ¢

i
A\

n d:O

suivant MN : "o 42 dr df

~ Al dr = e

Ce sont les valeurs que nous avons trouvées précé-
demment (n° 83).
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DEUXIEME PARTIE.

STATIQUE.

LIVRE 1.

STATIQUE DU POINT MATERIEL.

CHAPITRE PREMIER.
Principes fondamentaux de la mécanique.

178. On appelle corps une portion de matiére limitée
dans tous les sens.

Un point matériel est un corps réduit & des dimensions
tres petites, telles que T'on puisse I'assimiler & un point
géométrique. Ainsi, si Ion imagine un corps divisé en
parties infiniment petites dans tous les sens, ces parties
sont des points matériels qui, par leur réunion, forment
le corps. Un point matériel peut done étre considéré

11
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comme provenant de la concentration d’'une quantité
plus ou moins grande de matiére. La forme du point
matériel est indifférente.

179. On dit quun corps est libre, lorsquil n'est
assujetti 4 aucune condition, lorsquil n'y a aucun
obstacle qui le géne dans son mouvement.

180. Pour étudier le mouvement des corps, sous
laction des forces qui leur sont appliquées, nous commen-
cerons par l'étude de l'action des forces sur les poinls
matériels. Cette étude ecst basée sur quatre principes
fondamentaux que lon ne peut pas démontrer direc-
tement. Texactitude de ces principes repose sur la
concordance des conséquences qui en découlent avec les
faits observés. La plus grande preuve de exactitude de
ces principes se trouve dans laccord des mouvenients
des corps célestes avec les lois de ccs mouvements
obtenucs en se hasant sur ces principes.

181. PREMIER PRINCIPE. — INERTIE DE LA MATIERE.
— Un point matériel ne peut, de lui-méme, passer de
Uétat de repos a Uélat de mouvement, St est en
mouvement, il ne peut modifier de lui-méme son état de
mouvement, en sorte que, st aucune cause exiérieure
n'agit sur lui, so vilesse restera constaunment la méme
en grandeur el en direction, cest-a-dire que son
mouvement sera rectiligne et uniforme.

182. Forcr. — Pour qu'un point matériel passe de
I'état de repos a I'état de mouvement, il faut quil soit
soumis a laction d’une certaine cause. Pour qu'un point
matériel, déja en mouvement, ne continue pas a s¢
mouvoir uniformément et en ligne droite, il faut aussi
quil soit soumis a laction dune certaine causc qui
modifie les eirconstances de son mouvement.

Toute cause capable de changer Pétat de repos ou de
mouvement d'un corps, a recu le nom de force.
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1l peut arriver cependant qiune force, appliquée & un
point matériel, ne détermine pas le mouvement de ce
point. Cest ce qui arrive, si un obstacle s'oppose a ce
mouvement. Alors, la force donne lieu 4 une pression
ou 4 une fension. Ainsi, par exemple, un corps soumis a
laction de la pesanteur, et placé sur une table, exerce
sur elle une pression; de méme, une balle de plomb
tend le fil auquel on la suspend.

183. Pomps DES corrs. — Lorsquun corps n'est
soumis qu'a l'action de la pesanteur, et quun obstacle
l'empéche de tomber sous cette action, la pression ou la
tension qui cn résulte s'appelle le poids du corps. Le
poids d'un corps produit toujours une déformalion de
Tobstacle qui soppose & sa chute. Cette déformation
peut étre sensible, comme dans le cas d'un ressort, ou
insensible & P'ceil. La grandeur de la déformation peut
servir & constater I’énergie du poids.

On dit que les poids de deux corps sont égaux, quand,
soumis dans les mémes conditions & laction de la
pesanteur seule, ces deux corps produisent le méme
effet. Ainsi, par exemple, si ces deux corps, suspendus
a un ressort, le fléchissent également.

La réunion de n poids égaux forme évidemment un
poids = fois plus fort. D’aprés cela, il suffira de choisir a
volonté un poids A, que lon prendra pour wunité,
pour pouvoir évaluer cn nombre le poids d’'un corps
quelconque B. Ce nombre sera =, 1l faut » poids tels
que A pour produire sur un ressort le méme effet que le
corps B.

L'unité de poids cst le poids dun centimétre cube
t'eau distillée, prise 4 la température de 4°,1; on lui a
donné le nom de gramme. Mais, on prend ordinairement,
pour unité de poids le Eilograinme, ou le poids d'un
litre d’eau distillée, prise & la température de 4°,1. Le
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poids d’'un corps quelconque peut donc étre évalué en
grammes ou en kilogramines.

184. — De la mesure des poids, on peut passer 4 la
mesure de l'infensité des forces. En effet, un corps A
étant suspendu & un appareil 4 ressort, produit une
certaine flexion. Si une force, appliquée au méme
appareil, produit la méme flexion, la force peut étre
regardée comme égale @ Caction de la pesanteur sup le
corps A, Le poids de ce corps A peut donc servir de
mesure ¢ la force. Ainsi, une force quelconque peut
toujours étre mesurée par un poids, et, par conséquent,
évaluée en nombre au moyen de lunité de poids.
Ordinairement, on évalue les intensités des forces en
kilogrammes.

185. Nous venons de voir comment on peut déter-
miner en nombre Yintensité dune force ; ccla ne suffit
pas pour définir complétement la force. Il faut, en outre,
considérer la direction ct le sens de la force.

Supposons un point matériel libre et au repos, et
faisons agir sur lui une force : la dircction suivant
laquelle il commence 4 se déplacer est appelée la
direction de la force. On considére la force comme
agissant dans le sens du premier mouvemeni de ce
point. Ainsi donc, pour quune force soit complétement
déterminée, on doit connaitre :

1° son intensité, qui est donnée en nombre ;

2° sa direction, qui est donnée par les angles «, B, y
quelle fait avec les axes ;

3° son sens, qui est celui du premier mouvement;

4° son point dapplicalion, cest-d-dire le point sur
Iequel elle agit, qui est donné par ses coordonnées z, v, .

Il résulte de ce qui précéde que deuxr forces qui,
agissant successivement sur le méme point matériel, lui
communiquent exactement le méme mouvement, sont
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égales entre elles. Par conséquent, pour mesurer une
force, il suffira de choisir pour unité une force bien
déterminéde. Llintensité d'une force quelconque sera
exprimée par le nombhre qui mesure son rapport a
Tlintensité de la force prise pour unité.

186. Unc force quelconque peut étre représentée
géomélriquement par une droite mencée & partir de son
point d’application, dans la direction et le scns de la
force, et ayant une longueur proportionnelle & I'intensité
de cette force,

187. DEUXIEME PRINCIPE. — EGALITE DE L'ACTION
ET DE LA REACTION. — Toute force appliquée & un point
matériel A, émane d'un aulre point malériel B, situé a
une distance quelconque du premier ; réciproquenient,
le point B est sownis & laction dune autre force
émanant du point A. Ces deua forces, qui sont l'action et
la réaction, sont égales entre elles, dirigées suivant lu
droite AB, et en sens contraire l'une de l'autre.

Si la force qui agit sur le point A tend 4 le rapprocher
de B, alors la force qui agit sur le point B tendra aussi
4 le rapprocher de A. Ces deux forces sont dites
attractives, Si les deux forces, au contraire, agissent de
manijére a éloigner les deux points A et B1'un de I'autre,
ces deux forces sont dites répulsives.

188. TROISIEME PRINCIPE. — INDEPENDANCE DE L'EFFET
D'UNE FORCE ET DU MOUVEMENT QUE POSSEDE LE POINT
MATERIEL SUR LEQUEL ELLE AGIT. — L'effet produit par
une force sur un point matériel est indépendant du
mouvement antérieurement acquis par ce point,

Voici comment on peut se faire une idée de ce
principe :

Supposons un point M, animé & un instant quelcongue
d’une certaine vitesse. Le principe énoncé signifie que
I'effet d'une force sur ce point n'est pas modifié par
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cette vitesse ; en d’autres termes, cet effef sera le méme
que si le point était au repos, seulement le mouvement
du point résultera de la composition des deux mouve-
ments. Ainsi, supposons que I'on rapporte les positions
successives du point M 4 un systéme d'axes rectan-
gulaires animé d’'un mouvement de translation rectiligne
et uniforme dont la vitesse soit égale et paralléle a la
vitesse du point M 4 la fin du temps ¢. Si, a partir de cet
instant, le point M n'était soumis 4 l'action d’aucune
force, son mouvement scrait rectiligne et uniforme, en
vertu du principe de linertie (n® 181). Par conséquent,
il conserverait toujours la méme position par rapport
aux axes mobiles. Le principe énoncé signifie que, sous
Iaction de la force qui lui est appliquée, le point matériel
prend par rapport aux axes mobiles un mouvement qui
est exactement le méme que le mouvement absclu que
cette force lui communiquerait, s'il partait dua repos.
Pour avoir le mouvement réel du point dans I'espace, il
suffira de composer le mouvement du point par rapport
aux axes mobiles avec le mouvement des axes.

189. Ce principe nous permet de déferminer le
mouvement dun point matériel soumis a l'action d'une
force constante.

Une force est constanfe pendant un temps donné,
lorsque, pendant ce temps, sa direction ne change pas,
et que son intensité reste également constante.

Trois cas peuvent se présenter :

1% Cas. — Le point matériel est au repos. On a alors
le théoréme suivant :

THEOREME. — Un point malériel en repos, sousiis &
laction d'une force constanie, prend un mouvement
rectiligne et uniformément varié.

Soit Az la direction de la force constante appliquée
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A un point libre et au repos placé en A (fig. 62).
Le mouvement de
ce point sera évi-

A M M M x demment rectiligne

et dirigésutvant Ax;
car, il 0’y a pas de raison pour que le mobile dévie dans
un sens plutét que dans l'autre.

Ce mouvement sera uniformément varié. En cffet,
soit M la position du mobile & la fin du temps ¢, et v sa
vitesse a cet instant. Au bout du temps d¢, le mobile
sera en M/, et Ton aura MM' = ds. Si, pendant ce
temps d¢, le mobile sc mouvait avec sa vitesse en
M, il parcourrait d'un mouvement uniforme l'espace
MM, = wdt; laccélération du mouvement est donc
2M, M

ae*
pendant le temps df est la résultante de MM, chemin
qui serait parcouru en vertu de la vitesse seule, et de
M,M'. Done, en vertu du troisiéme principe, ce dernier
chemin M, M' est celui qui est parcouru sous I'action de
la force. Mais, la force est constante: donc, pour un
méme temps d¢, a partir d'une position quelconque sur
la droite Az, M M' aura toujours la méme valeur.
L’accélération est done constante, et, par conséquent,
le mouvemen! cst uniformément varié. En désignant
par ¢ l'accélération de ce mouvement, par ¢ le temps
compté & partir de linstant ou le mobile se met en
mouvement, par x la distance entre le point de départ A
et le point ou le mobile se trouve & la fin du temps ¢,
nous aurons I'équation du mouvement :

Fig. 62,

(n® '75). Or, le chemin MM’ réellement parcouru

2° Cas. — Supposons cn second licu que le point
matériel, au lien de partir du repos, se mette en
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mouvement avec une vitesse initiale v, de méme direction
que la force. En vertu du troisiéme principe, on
obtiendra le mouvement du point mobile, en composant
le mouvement rectiligne et uniforme, correspondant a la
vitesse v,, et qui a pour équation :

&, = v,

avec un mouvement rectiligne uniformément, varié, de
méme direction que le premier, ayant pour équation:

x, = j¢l.

Le mouvement résultant sera rectiligne ; sa direction
sera la méme que celle des deux mouvements compo-
sants, et il aura pour équation :

x = v, - ;¢

On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Le mouvement d'un point matériel,
soumis & l'action d'une force constante, et animé d'une
vitesse initiale de méme direction que la force est un
mouvement rectiligne uniformément varic.

Si la vitesse v, est de méme sens que la force, le
mouvement sera uniformément accéléré, et il aura pour
équation :

= vyt - 38%;

si la vitesse ¢, est de sens contraire & la force, le
mouvement sera uniformément retardé, et il aura pour
équation :

T = vt — gt
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3° Cas. — Supposons en troisieme lieu que le point
matériel, soumis & laction d'une force constante, soit
animé dune vifesse tnitiale v,, dont la direction ne
coincide pas avec celle de la force.

Prenons pour axe des x la direction ef le sens Mx de
la vitesse initiale (fig. 63), et pour axe des i la direction
el le sens My de la force au
point M. D'aprés le troisiéme
principe, on obtiendra la posi-
tion du point & la fin du temps ¢,

B en composant le mouvement
rectiligne et uniforme dd & Ia
vitesse initiale v, avee le mou-

M : ~ vementrectiligneuniformément

varié que la force communi-
querait au point, s'il partait de M sans vitesse initiale.

Nous aurons donc 4 composer les deux mouvements
représentés par les équations :

Fig. 63.
Y

o = MA = v,

y = MB = lof

En éliminant £ entre ces deux équations, on en déduit
pour I'équation de la trajectoire :

La trajectoire est donc une parabcle dont l'axe est
parallele a Yaxe des y, et qui est tangente 4 'axe des o
au point M. L/axe des y est un diamétre de la parabole.

190. QUATRIEME PRINCIPE. — INDEPENDANCE DES
EFFETS DES FORCES QUI AGISSENT SIMULTANEMENT SUR
UN MEME POINT MATERIEL. — Lorsque plusieurs forces

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 170 —

ogissent simultanément sur un méme point maolériel,
chacune d'elles produit le méme effet que si elle agissail
seule. En d’autres termes, si un point matériel est soumis
a la fois 4 laction de plusieurs forces, on obliendra le
mouvement quil prend 4 partir d’'un instant quelconque,
en composant le mouvement rectiligne et uniforme
correspondant & la vitesse qu'il posséde a cet instant,
avec les mouvements que chacune de ces forces lui
communiquerait, si elle agissait seule sur ce point
a partir du repos.

191. PROPORTIONNALITE DES FORCES AUX ACCELE-
RATIONS QUELLES PRODUISENT. — Soient I' une force
constante agissant sur un point matériel 4 partir du
repos, ¢ l'accélération du mouvement rectiligne et
uniformément varié correspondant ; soient encore F' une
autre force constante agissant sur le méme point
matériel a partir du repos, @' Taccélération correspon-
dante. Je dis que l'on a :

En effet, soit I, une certaine force, contenue un
nombre entier de fois dans F ¢t F'; nous aurons :

F = nkF,,

Fr=n'F ;
dou :

F_n

§ ¢ n'

Soit @, l'accélération du mouvement que la force F
agissant seule communiquerait au point matéricl a
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partir du repos. Si nous appliquons & ce point # forces
égales a F,, dc méme direction ¢t de méme sens, le
mouvement que ce point prendra, s'obtiendra & chaque
instant cn composant les mouvements rectilignes et
uniformément variés que chacune de ces forces lui
communiquerait séparément (n° 190). L'accélération du
mouvement résultant sera la résultante des accélérations
des mouvements composants. Ces accélérations étant de
méme direction et de méme sens, leur résultante est
¢gale 4 la somme ne, de ces aceélérations. Or, Uensemble
des n forces égales a F, est une force égale a F; par
conséquent, la force I' produit une accélération ne,. On
a donc :

P =N, ;
nous aurons de méme :
| ]
¢ = n ‘A
On en tire :
® n
= o
CP n
et, par suite :
F_9.
at
F ¢

On a donc le théoréme suivant :

TutorEME. — Deux forces constantes que lon fait
agir séparément sur un méme point malériel 4 partir
du repos, sont enire elles comune les occélérations
qu’elles communiquent @ ce point.
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192. REMARQUE I. — Si une force constante agit sur
un point maidériel qui est déja animé dune certaine
vitesse, le mouvement du point sobtiendra par Ia
composition du mouvement rectiligne et uniforme
correspondant a cette vitesse, avec le mouvement
rectiligne et uniformément varié que la force lui commu-
niquerait §'il partait du repos. Le mouvement résultant
sera, d'aprés ce que nous avons vu (n° 189), rectiligne
ou parabolique.

L’accélération résultante est la résultante des accélé-
rations de ces deux mouvements. Mais, laccélération du
premier mouvement est nulle, puisquil est rectiligne et
uniforme ; done, Taccélération résultante se réduit 4
Paccélération du second mouvement. Par conséquent,
laccélération, dans le mouvement rectiligne ou pari-
bolique, quun point matériel animé dune vitessce
initiale, prend sous l'action d'une force constante, est la
méme que celle que cette force lui communiquerait, si
la vitesse initiale était nulle.

Done, deux forces conslontes que l'on ferait agir
separédment sur un méme poiné malériel sont entre elles
comine les accélédrations qu'elles communiquent & ce
noint, quelle que soit sa vilesse aqu momnent ot ces forees
agissent sur (ut.

193. Rumarque II. — Si Ia force n’est pas constante
cn grandeur ct en direction, laccélération totale 4 un
instant quelconque n'est autre que laccélération que
cette force communiquerait au point, si, a partir de cet
instant, elle restait constante, ‘

Daprés cela, on peut dire que, s¢ deux forces
quelconques agissent séparément sur un méme point
matériel, ces deux forces sont entre elles comme les
accéléralions tolales correspondantes.

194. MASSE D'UN POINT MATERIEL. — Siune méme

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



force agit successivement sur différents points matériels,
a partir du repos, ces différents points prennent des
mouvements rectilignes. Mais les accélérations de ces
mouvements seront différentes, en général. On peut
donc dire quil existe dans les différents points, une
certaine qualité d’aprés laguelle ils cédent plus ou meins
facilement & Taction des forees. On en reconnait
I'existence par l'accélération plus ou moins grande que
ces points recoivent de la part d'une méme force. Cette
qualité, qui distingue les corps les uns des autres, est ce
que I'on appelle la masse.

Deux points matcériels ont des inasses égales, quand,
élant soumis séparément, & partir du repos, a I'action
d'unc méme force, ils recoivent des accélérations égales.
L.a masse d’'un point est double, triple, cte. de celle dun
autre point, quand elle est formée par la réunion de
deux, trois, etc. points matériels de masse égale a celle
de ce dernier.

Il résulte de 1a que la masse d’'un point matériel peut
étre évaluée en nombre, quand on aura choisi un point
dont la masse sera prise pour unité de masse.

195. PROPORTIONNALITE DES FORCES AUX MASSES DES
POINTS MATFRIELS AUXQUELS ELLES COMMUNIQUENT UNE
MEME ACCELERATION. —- Soil une force constante F
agissant sur un point matéricl de masse m & partir du
repos ; elle lui communique une accélération g, Si une
autre force constante I agissant sur un point matéricl
e masse ' & partir du repos, Iui communique la méme
accélération ¢, je dis que I'on aura :

F "
= -,

Fom

En effet, on peut toujours imaginer une massce i,
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contenue un nombre entier de fois dans m et 7!, de sorte
que l'on ait :

m = nm,,

nal
m=n'm,;

d’ou :

Or, il est facile de voir qu’il existe une force F, qui,
agissant sur Ia masse »2, 4 parlir du repos, lui commu-
nique laccélération. ¢. En effet, soit - IY, une foree
quelcongque ; cette force agissant sur », lui communi-
quera une accélération v,, ¢t nous aurons, cn vertu du
théoréme précédent (n° 191) ¢

d¢quation qui servira & déterminer Fo.

Cela posé, imaginens # points matériels de méme
masse 2, @ Juxtaposons ces points, et appliquons a
chacun d’cux une wéme force F ; nous aurons un
ensemble de s forces F,, communiquant une accélé-
ration © 4 un ensemble de n masses m,, ou, ce qui
revient au méme, une force =»I', communiquant une
accélération ¢ & une masse nin, = m. Or, la force F
communicue la méme acceélération o a la méme masse ne;
on a done :
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On aurait de méme :

n'F, =F;
dont :
F n
ef, par suite :
¥ om
K - 7,)21'

1l est évident que Yon obtiendrait la méine relation si
les deux forces IF et ¥ sont quelconques. Cest ce qui
résulte de la remarque que nous avons faite plus haut,
(n°193). On a donc le théoréme suivant :

TurEorEME. — Deux forces quelconques sont entre
elles comime les masses des points matériels auxquels
elles communiquent une mime accélération.

196. RELATION ENTRE UNE FORCI, LA MASSE DU POINT
MATERIEL SUR LEQUEL ELLE AGIT ET L'ACCELERATION
CORRESPONDANTE. — Soit F une foree constante, appli-
quée & un point matériel de masse m, & partir du
repos, et lui communiquant une accélération ¢ ; soit de
ménie I une force constante communiquant une accélé-
ration ¢’ 4 un point de masse m' a partir du repos. Je dis
que T'on aura :

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 176 —

En effet, soit F'" une force communiquant une accélé-
ation ¢ au point de masse m, el appliquons les deux
théorémes précédents (n°° 191 et 195). Nous aurons :

F_ g,
i 1
F'oo
' o,
Fom”
par conséquent :
I me
¥ o'

On a donc le théoréme suivant :

THEOREME. — Deux forces constanies sont enire elles
comme les produils des masses des points malériels sur
lesquels elles agissent, par les accéléralions qu'elles leur
communiquent. :

197. UniTf DE MAsSE. — On convient de prendre
pour unité de inasse, celle d'un point matéricl qui, sous
Taction d'une force ¢gale & l'unité, prend une accélé-
ration égale a4 I'unité. Il résulte de 14 que, si 'on suppose
Fr=1,¢" =1, on aura m' = 1, et la formule précé-
dente nous donne alors :

=

772(?.

Donec, TI'unité de masse étant choisic comme nous
I'avons fait, la valeur nuinérigue d'une force constante
est égale au produit de lo masse du point sur lequel elle
agil par Uaccélération du mouvement rectiligne qu'elle
i communiquerail en agissant sur lui o pariir du
repos.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 177 —

198. REMARQUE. — Supposons maintenan} un point
matériel sournis a l'action d’unc force variable, mais
déterminée a chaque instant en grandeur, direction et
sens. 11 résulte de ce qui précede que la valcur actuclle
de cette force est mo, en désignant par ¢ I'accélération
du mouvement rectiligne quelle communiquerait au
point matériel, en agissant 4 partir du repos. Mais, cette
accélération ¢ du mouvement rectiligne élémentaire
uniformément. varié, est précisément laccélération
actuelle du point dans son mouvement. On a donc le
théoréme suivant :

THEOREME. — A un instani quelconque, la valeur
nuinérique d'une force est égale au produit de la masse
du point sur lequel elle agit par Uaccélération actuelle
du mobile.

199. L'unité de masse étant définie, proposons-nous
de délerminer la masse d'un corps dont on connoit le
poids. A cct effet, reprenons la formule :

F = ?’}2'{).

Soit P le poids du corps, cest-a-dire la force qui
détermine la chute du corps lorsqu’on 'abandonne a lui-
méme. L'expérience nous apprend que la force P, en
agissant sur le corps dans le vide, lui communique un
mouvement dont I'accélération g est constante dans un
méme licu ¢t pour tous les corps. A Paris, g = 9,8088,
en prenant le métre pour unité de longueur, el la
scconde pour unité de temps. On a done :

P = myg,

d'olr :

T

12
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Cette formule nous permet de déterminer numéri-
quement la masse d'un corps, Lunité de masse étant
définie comme ci-dessus (n° 19%7).

Drailleurs, cette méme formule :
P=myg,

nous permet de déterminer le poids correspondant &
lunité de masse.

En effet, en y faisant m = 1, il vient :
P=g.
Si done I'unité de poids est le kilogramme, on a :
P == 0kl 8088,
et si I'unité de poids est le gramme, on aura:
P = 98r 8088.

Cest le poids correspondant 4 I'unité de masse.

200. REMARQUE. — Nous venons de voir que la
masse d’un corps est donnée par la formule :

Il s'ensuit que la muasse d'un corps est proportionnelle
a son poids. Mais il faut bien se garder de confondre la
masse avec le poids. Le poids varie suivant le lieu ou
lon se trouve; mais la valeur de g varie dans les mémes

- p
circonstances, de sorte que le rapport areste absolument

constant dans toutes les circonstances.
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201. On peut encore arriver & la considération de la
masse de la maniére suivante : Nous avons vu (n° 191)
que des forces constantes, agissant successivement sur
un méme point matériel, sont proportionnelles aux accé-
lérations qu’elles lui communiquent. Si done F, F', F'...
désignent les nombres qui mesurent les intensilés de ces
forces, et @, ¢/, o"... les accélérations constantes corres-
pondantes, nous aurons :

=

~
.

Rl e
|

- |
|

. F . N
Mais, ce rapport —, qui est constant pour un méme

point matériel, varie d'un point matériel 4 un autre :
cest ce qui résulie de l'expérience. Ce rapport a donc
pour chague point matériel une valeur caractéristique,
que I'on appelle la masse du point matériel. En désignant
par 7 la masse du point considéré, on a donc ;

Q=

= m, oubien F =ng,

cest-a-dire qu'une force constanie est mesurée par (e
produtt de la masse du point matériel sur lequel elle
agit par Uaccélération correspondante (n° 197).

202. REMARQUE I. — Observons encore que {'expres-
sion de la mesure d'une force constanie agissant sur un
point matériel libre & partir du repos, peut prendre
une auire forme.

Nous avons trouvé la formule :

¥ = me,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 180 —

¢ €tant I'accélération du mouvement rectiligne unifor-
mément varié que la force communique au point matériel
a partir du repos. Or, dans le cas actuel, on a, en
désignant par ¢ la vitesse que le mobile posséderait au
bout du temps ¢ :

v =ql;
par suite,
mo
F = 7

Le produit mv sappelle quantité de mouvement.
En faisant ¢ = 1, dans la formule précédente, on a :

F = mv.

On en conclut quune force constante, agissant sur un
potnt matériel libre & partir du repos, est inesurée par
la quantité de mouvemnent gu'elle produtt pendant Uunité
de temps, ou, en d'autres termes, par le produit de la
masse de ce point par la vitesse qu'elle lui fait acquérir
pendant I'unité de temps.

203. REMARQUE II. — Nous avons vu (n° 198) que
I'intensité d'une force variable est donnée parla formule :

F = mo.
Cette force I est appelée la force motrice.

Si l'on désigne par fla force qui communique la méme
accélération ¢ 4 I'unité de masse, on aura :

I=¢
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La force qui produit le mouvement de I'unité de masse
sappelle la force accélératrice, de sorte que la quantité ¢
est Pacceélération ou la force accélératrice.

CHAPITRE II.

Composition des forces appliquées
2 un méme point matériel.

204. Cest cn se basant sur les quatre principes
fondamentaux, que l'on parvient a trouver toutes les lois
du mouvement des corps, sous l'action des forces qui
leur sont appliquées. Mais, avant d’aborder I'étude du
mouvement des corps, nous commencerons, comme
en cinématique, par Pétude plus simple des lois du
mouvement d'un point matériel.

1l est facile de concevoir que des forces soient appli-
quées & un point matériel, de maniére qu'elles se
neutralisent réciproquement, c’est-a-dire de manicére a
ne pas modifier I'état de mouvement ou de repos de ce
point. On dit alors que ces forces se font équilibre sur
le point wmatériel, ou que le point matériel est en
équilibre sous laction de ces forces.

L'idée d’équilibre n'entraine pas nécessairement celle
de repos. Quand on dit que des forces se font équilibre
sur un point, cela signifie quelles ne modifient pas son
¢tat. Sile point est en repos, il restera en repos : mais,
des forces peuvent se faire équilibre sur un point en
mouvement.
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Ces deux états d’équilibre sappellent Uéguilibre
statique, et équilibre dynamique.

L’étude de I'équilibre peut étre considérée comme un
cas particulier de I'étude du mouvement ; mais, a cause
de I'importance de ce cas particulier, nous en ferons une
étude spéciale, qui constitue la statique.

Nous rappellerons ici que I'on peut représenter géomé-
triquement une force appliquée & un point matériel A
par une ligne droite, mendée a partir de ce point dans la
direction et le sens de la force, et ayant une longueur
AP égale ou proportionnelle 4 la valeur numérique de
lintensité de la force (n° 186). La droite AP ainsi
obtenue représente la force en grandeur, et en direction.
Par dircction de la force, on entend souvent, non-
seulement la direction de la droite suivant laquelle elle
sollicite le point, mais aussi le sens dans lequel clle agit.

Pour distinguer I'une de I'autre deux forces égales, et
agissant en sens contraires, suivant la méme direction,
on donne a l'ine le signe +, et & l'autre le signe —.
Ainsi, les forces - P et — P agissent en sens contraires.

205. REsunTanTE. — Lorsque plusieurs forces
agissent simultanément sur un méme point matériel,
suivant des directions quelconques, ¢e point prend un
certain mouvement dans l'espace. Or, on congoit que ce
méme mouvement pourrait lui étre communiqué par
Paction d'une force unique, dont la grandcur et la
direction dépendent des circonstances que présente ce
mouvement. Cette force unique, capable de donner au
point matériel le méme mouvement qu'il prend sous
I'action des forces qui lui sont appliquées simultanément,
s'appelle la résultante de ces forces. Les forcees dont elle
tient lieu se nomment les composantes.

La composition des forces a pour objet de déterminer
la résultante, lorsque 'on connait les composantes.
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Le principe de 'indépendance des effets des forces qui
agissent simultanément sur un méme point matériel nous
conduit 4 la régle de la composition des forces appliquées
aun méme point. D’aprés ce principe, le mouvement d'un
point matériel soumis & Taction de plusieurs forces,
g'obtient en composant le mouvement rectiligne et uni-
forme correspondant a la vitesse que ce point posséde a
un instant donné, avec les mouvements que chacune des
forces données Iui communiquerait si elle agissait seule
sur ce point & partir du repos. Dans cette composition,
les mouvements composants jouent le réle de mouve-
ments d’entrainement, et il est évident qu'ils doivent, étre
considérés comme des mouvements de translation.

R206. TufoREME. - - Deux forces agissant sur un
miéme potnt matériel swivanl une méme direction el
dans le méme sens peuvent élre remplacées par une
force unigque égale & leur somme,

Soit un point matériel M, animé dune vitesse v et
soumis 4 'action de deux forces P et P! dont les directions
coincident. D'aprés le principe de I'indépendance des
effets des forces, lc mouvement du point M s'obtient en
composant le mouvement rectiligne ¢t uniforme corres-
pondant & la vitesse v, avec les mouvements que chacune
des forces P et P' communiquerait au point M & partir
du repos, si elle agissait scule.

Or, la force P, agissant seule a partir du repos,
communiquerait suivant sa direction un mouvement
rectiligne uniformément vari¢ ayant une accélération g.
De méme, la force P’ agissant seule 4 partir du repos,
communiquerait suivant sa direction un mouvement
rectiligne uniformément varié ayant une accélération ¢'.
Ces deux mouvements sont des mouvements d’entrai-
nement, et on peut les considérer comme des mouvements
de translation.
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L’accélération du mouvement résultant est la résul-
tante des accélérations des mouvements composants. Or,
l'accélération du mouvement rectiligne et uniforme est
nulle. Done, Taccélération ¢ résultante est égule a la
somme des accclérations o et ¢/, et clle a la méme
direction que ¢ et ¢'. Mals, il est évident qu’il existe une
force R (n° 198), ayant la méme direction que P, qui,
appliquée au point M lui communiquerait 'accélération ©.
Cette force R = m® peut donc étre substituce aux deux
forces P el P, et, par conséquent clle scra leur résultante.

Dailleurs, puisque l'on a :

b =04,
on a aussi :
md = myp + my/,
et, par suite (n° 198),
R=P 4 P.

207. TukroREME. — 87 plusieurs forces P, P, P ...
agissent simullandment sur un méme point matcéricl,
suivant la méme direction, et dans le méme sens, leur
résultante est égale o leur somme, dirigée suivan! la
méme drotle et dans le mdme sens.

On a done :
R=P 4P 4P | ...

La démonstration de ce théoréme est évidente.

208. TuEOREME. — Deux forces égales ef de sens
contraires appliqguées a un méme point malériel, se font
équilibre.
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En effet, d'aprés le principe de Tindépendance des
effats des forces, Paccélération totale communiguée au
point M sera la somme algébrique des accélérations dies
a ces forces. Or, ces accélérations étant dgales et de
sens contraires, laccélération totale résultante sera
nulle, c'est-a~dire que sile point était en repos, il restera
en repos malgré la présence des deux forces. Done, deux
forces égales et de sens contraires agissant simulta-
nément sur un méme point matériel en repos se
détruisent. Il résulte encore de 14 que deux forces égales
et de sens contraires agissant simultanément sur un
point matéricl en mouvement n’altérent pasle mouvement
de ce point. Ces forces se font équilibre, ou hien le point
est en équilibre sous l'action de ces forces.

REMARQUE I. — Il est évident, daprés cela, que
lon peut sans rien changer a l'état de repos ou de
mouvement d'un point matériel, introduire ou supprimer
deux forces ¢gales et de sens contraires, tout comme en
alggbre on introduit ou supprime deux termes égaux et
de signes contraires. Nous emploierons souvent ce
procédé pour simplifier les démonstrations.

ReymarqQue II. — Celle propriété de deux forces ¢gales
et opposées de n’imprimer aucun mouvement & un point
matériel en repos fournit le moyen le plus commode
Tévaluer les intensités des forces. Au lieu de comparer
les forces par les accélérations qu'elles communiquent a
une méme wmasse, on les rapporte a une force hien
connue, en cherchant combien il faul réunir de forces
éqales a celle-ci pour faire équilibre & la force donnée.

209. THEOREME. — 8¢ deux forces P et P' agissent
sur un poind matériel sutvant la méme direction, mais
en sens contraires, la résultante de ces deux forces est
égale en valeur absolue a leur différence, et elle est
dirigée dans le sens de la plus grande.
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Soit la force P plus grande que la force P'. Il est
évident (n®° 206) que T'on peut considérer la force P
comme ¢étant la résultante de deux forces, l'une égale
a P, lautre égale & P — P', ¢t agissant dans le méme
sens que la force P>, Nous aurons donc ainsi, au lieu des
deux forces P et P', les trois forces P!, —P' et P—P". Or,
les deux forces P', égales et de sens contraires, se font
équilibre. Il nous reste donc la force P — P’ agissant
dans le méme sens que la force P, et qui sera, par
conséquent, la résultante des forces proposées.

210. THrorEME. — ST plusieurs forces agissent sur
un méme point maldriel suivant une méme direction,
les unes dans un sens, les autres en sens opposé, leur
resultante est éqale @ la somme algébrigue de toufes ces
forces, et elle agit suivant la méme direction, et dans le
sens des forces qui donnent la plus grande somme
arithmeétique.

Soient P, P', P",... lcs forces qui agissent dans un
méme sens, Q, Q, Q,... les forces qui agissent suivant
la méme direction, malis en sens contraire des premiéres.
11 est facile de voir (n° 20%7) que toutes les forces P de
méme direction et de méme sens se composent en une
force unique :

R=P-+PH4 P4 ... = 3P,
de méme direction et de méme sens que les forces P.
De méme, toutes les forces Q de méme direction et de
méme sens, se composent en une force unique :
Rr=Q+Q +Q"+..... = 2Q.

Le systéme proposé se réduit donc a deux forces R' et
R" de méme direction et de sens contraires. Or, ces deux
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forces se composent (n° 209) en une résuliante unique R
de méme direction que ces forces, égale a leur
différence et de méme sens que la plus grande,

Si done nous supposons R' > R", nous aurons :
R=R —R'=3P— 2Q,
ou bien :
R=P+4+P+P'+ ... —Q+Q+Q"+ .....),

ce qui démontre le théoréme énoncé.

REMARQUE. — Si la somme algébrique 2P — 2Q est
nulle, la résultante R est nulle, et les forces données se
font équilibre.

211. CoMPOSITION DES FORCES CONCOURANTES. —
Deuwx forces P, P, appliquées a un méme point matériel
se composent en une seule, gqui est représentée en
grandeur et en direction par {a diagonale du parailélo-
gramimme construil sur les droites qui représentent les
forces P el P,

Soit M un point matériel (fig. 64), soumis aux deux
forces P et P'; d’aprés le principe de lindépendance
des effets des forces, pour
obtenir le mouvement du
P R point M, il faut composer

le mouvement rectiligne et

b uniforme correspondant &

la vitesse que le mobile

M B 7 posséde a un instant quel-
’ congque avee les mouve-

ments que chacune des forces P et P’ lui communiquerait
si elle agissait seule a partir du repos. Or, la force P,
agissant scule sur le point M & partir du repos, lui

Fig. 64.
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communiquerait suwivant sa direction un mouvement
rectiligne uniformément varié, ayant une accélération o.
De méme, la force P, agissant seule sur le point M 4
partir du repos, lui communiquerait suivant sa direction
un mouvement rectiligne uniformément varié, ayant une
accélération ¢/. Ces deux mouvements qui jouent le role
de mouvements d’entrainement doivent étre considérés
comme des mouvements de translation. Or, nous savons
(n° 161) que, dans ce cas, laccélération totale du
mouvement résultant est la résultante des accélérations
totales des mouvements composants. Mais, 'accélération
du mouvement rectiligne uniforme étant nulle, il s'ensuit
que l'accélération totale ® du mouvement résultant est la
diagonale du parallélogramme construit sur les accélé-
rations MB = ¢, MC = ¢' des mouvements corres-
pondants aux forces P et P'. Nous savons aussi (n° 198)
quune force unique R, ayant pour direction celle de
laccélération @, et pour intensité m®, imprimerait
exactement le méme mouvement. Cette force R peut
donc remplacer les forces P et P'; elle est, par
conséquent, leur résultante. Mais, les forces P, P', R,
dirigées suivant les accélérations ¢, ¢/, @, sont propor-
tionnclles 4 ces accélérations; par conséquent, Ics
droites qui représentent ces forces en grandeur ct
direction forment une figure sembhlahble & celle que
forment les droites qui représentent les accélérations
o, ¢’ et ®. Done, MR est la résultante de MP et MP', et
lon en conclut le théoréme énoncé. Ce théoréme est
connu sous le nom de parallélogramme des forces.

212. CoxsfqueNces. — Le triangle MPR nous donne
facilement les relations suivantes :

P: P': R =sin (P, R): sin (P, R) : sin (P, P,

Rt = P? | P2 . 2PP' cos (P, P).
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Ces formules permettent de déterminer R et les angles
(P, R) et (P, R), lorsqlic Ton connaitra P, P' et T'angle
(P, P,

213. Cas PARTICULIERS. — 1° 8i les forces P, P’ sont
perpendiculaires entre clles, on a les relations :

P = Rcos (P, R),
P'= R sin (P, R),
"Ri= P2} P2

2° 8i P = P, le parallélogramme devient un losange,
et lona:

R = 2P cos } (P, P".

Rumarque. — Deux forces agissant sur un méme
point matéricl, ne peuvent avoir une résultante nulle,
que si elles sont égales et directement opposées.

214. Réciproquement, une force R éiant donnée, on
peut toujours la remplacer par deux autres forces dont
les directions sont données dans un méme plan avec la
force. 1l suffira de construire un parallélogramme dont
MR sera la diagonale, et dont les cétés sont donnés en
direction. Cest lc probleme de la décomposition d'une
force en deux autres situées dans un méme plan avec la
force donnée.

En particulier, si les deux directions données sont
rectangulaires, nous aurons, en désignant par R la force
donnée, par X, Y les deux composantes, et par « 'angle
de R avec la composante X :

X = R cos a,

Y = R sin «.
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215. REMARQUE. — La force R étant la résultante
des deux forces P
et P/, il est évident
que, si aux deux
forces P, P', nous en
joignons une autre
R/, égale et directe-
ment opposée & R
(fig. 65), les trois
forces P, P, R se
feront équilibre. Il résulte de 14 et des relations précé-
dentes (n° 212) que I'on a :

Fig. 63.

PI

P:P': R =sin (P, R):sin (P, R} : sin (P, P.

Done, pour que trois forces concouranies se fussent
équilibre, il fout : 1° que ces trois forces soient situées
dans un méme plan ; 2° que chacune d'elles soit propor-
tionnelle au sinus de U'angle compris entre les directions
des deux aulres,

216. THEOREME. — La résullante de lrois forces
concourantes non situées dans un méme plan est repré-
sentée en grandeur et en direction par la dingonale du
parallélipipéde construit sur
les droites qui représentent
ces trois forces.

Soient les trois forces
P, P!, P"appliquées au point
M. En composant d’abord
(fig. 66) les deux forces P et
P'par la régle du parallélo-
gramme, on trouve que la
résultante de ces deux forces
est donnée en grandeur et
en direction par la droite MR/, et en composant cette
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derniére avec la force P", on obtient la résultante R
des trois forces proposces. Or, il est évident que cette
résultante R n’est autre que la diagonale du parallé-
lipipede construit sur les droites qui représentent les
forces données.

CAS PARTICULIER. — Dans le cas ol les forces P, P!, P"
sont perpendiculaires entre eclles, le parallélipipéde est
droit, et Ton a :

P = R cos (P, R,
P' = R cos (P, R),
P"= R cos (P", R},

R!= P2 + P¥2 + P”z.

217. Réciproquement, une force R étant donnée en
grandeur et direction, on peut la décomposer suivant
trois directions non situées dansun méme plan, Il suffira
pour cela de construire un parallélipipéde dont MR sera
la diagonale, et dont les arctes sont données en direction.

En particulier, si les trois directions données sont
perpendiculaires entre elles, nous aurons, en désignant
par R la force donnée, par X, Y, Z ses composantes
suivant les trois directions, ¢t par «, B, yles angles de R
avec ces directions :

X=Rcosa, Y=Rcos3, Z=Rcosy.

Ces formules nous montrent que les trois composantes
sont les projections de R sur les trois directions donndées.

REMARQUE. — Il résulte du théoréme du paralléli-
pipéde que, si trois forces ne sont pas dans un méme
plan, elles ne pourront avoir une résultante nulle, 4
moins qu'elles ne soient nulles toutes les trois.
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218. TurorEME. — Un nonibre quelconque de forces
P, P, P'..., appliquées & un méme point matériel, se
composent en une résullante unique qui est donnée en
grandeur et en direction par la droite qui ferme le
contour polygonal des forces données.

En appliquant successivement la régle du parallélo-
gramme des forces, on voit
quil suffit de construire le
contour polygonal MPp'p'R
(fig. 67) dont les cOlés sont
respectivement égaux ¢t
paralléles aux forces don-
nées. La droite MR repré-
sentera en grandeur et
direction la résultante des
forces proposées. Cette con-
struction a regu le nom palygone des forces.

219. MIETHODE ANALYTIQUE.— Flant donné un noinbre
quelconque de forces concourantes P, P', P',... trouver
la résultante de ces forces en grandeur et direction.

Rapportons le sysiéme A trois axes rectangulaires
Mz, My, Mz ayant pour ori-
gine le point M (fig. 68).
Soient «, 3, 7 les angles de la
force P avec les axes, X, Y, Z,
ses composantes suivant les
axes; &', ¢, 7 les angles de la
force P' avec les axes, X', Y, 7
ses composantes, et ainsi de
suite.

La force P décomposée sui-
vant les axes, nous donne
(n° 217) :

X =Pcosx, Y=Pcos3, Z=Pcosy;

Fig. 68.
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de méme, la force I nous donne :
X'=Pceosa, Ye=D'cos?, Z'=Pcosy,

¢t ainsi de suite.

Or, les forces X, X', X"..,, dirigées suivant 'axe des a,
s¢ composent en une force unique, dirigée suivant l'axe
des «, et égale 4 la somme algébrique de toutes ces
forces (n° 210). Cette force unique est donc égale a 2X
ot 2P cos a ; de méme, suivant I'axe des y, nous aurons
une force unique égale 4 XY ou ZPcosf3, et suivant
l'axe des z une force unique égale 4 2Z ou 2P cosy.

Nous aurons ainsi réduit les forces données 4 trois
forces dirigées suivant les trois axes rectangulaires : ces
trois forces se composeront en une résultante unique R,
qui sera la diagonale du parallélipipéde construit sur
ces trois forces (n° 216). Nous aurons dong :

R = |/ EXp -+ (EY) + (22,

ou bien :

R =}/ (2P cos at +(Z P cos B + (XP cos v (1)

Si nous désignons par a, b, ¢, les angles de R avec les
axes, les composantes de R suivant les axes seront
(n° 217) : Rcos a, Rcos b, Rcos c. Nous aurons donc :

Rcosa = ZPcosa, Rcosd —2Pcosfl, Rcosc=ZPcosy;

par suite :

08 & =

S @ = —F—, ¢ 5 ¢

3Pcosa __ 2PcosfB 08 ¢ _ 2Pcosy @)
——TI

Les équations (1) et (2) déterminent la grandeur et la

direction de la résultante.
13
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Conditions d’équilibre
d'un point matériel libre.

220. Nous avons vu (n° 204) qu'un point matériel est
en équilibre, quand, étant en repos, il reste en repos sous
Paction des forces qui lui sont appliquées. On dit aussi
que des forces appliquées & un point matériel en
mouvement se font équilibre, lorsque ce point, s'il était
en repos, resterait en repos sous l'action de ces forces.

THEOREME. — La condition nécessaire et suffisante
pour quwun point maléricl soit en équilibre sous [ action
de plusieurs forces, est que la résultanle de ces forces
S0t nulle.

Supposons d’abord le point matériel en repos. Je dis
que la condition est nécessaire : en effet, les forces
données peuvent étre remplacées par leur résultante. Le
point matériel -doit donc rester en repos sous l'action de
cette résultante, ce qui ne peut avoir lieu que si cefte
résultante est nulle. La condition est suffisante pour
nue le point primitivement en repos, reste en repos sous
Yaction des forces qui lui sont appliquées : en effet, ces
forces pouvant éire remplacées par leur résultante, et
cette résultante étant nulle, le point sera dans le méme
¢tat que si aucune force n’agissait sur lui, et, par suite,
il restera en repos.

11 est évident que si des forces agissant sur un point
en mouvement, ont une résultante nulle, ces forces se
feront équilibre. :

Cherchons, d’aprés cela, les conditions analyliques
qui expriment I'équilibre d'un point matériel libre, sous
I'action des forces P, I, P"..., qui lui sont appliquées.
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Il résulte de I'équation (1) (n° 219) que la condition
R = 0, nous donne les trois équations :

X =0, YPcosa = 0,
Y =0, ou bien: ZPcosf =0,
3Z =0, ZPcosy = 0.

Ce sont les conditions nécessaires el suffisantes de
léquilibre des forces P, P, P'..., appliguées & un point
matériel libre.

REMARQUE. — Si des forces, appliquées 4 un point
matériel lihre, se font équilibre, le polygone des forces
sera fermé de lui-méme, puisque la résultante ou la
droite qui ferme le contour doit étre nulle. I est évident
aussi que, si I'on change le sens de I'un des cdtés, ce
nouveau ¢dté deviendra la résultante des auires. Dong,
si des forces se font équilibre, l'une quelconque de ces
forces prise en sens contraire estla résullante des autlres.

221, PROJECTION DES FORCES. — Une force appliquée
4 un point matériel étant représentée en grandeur,
direction et sens par une droite (n° 186), la projection
de cette droite sur un plan ou sur une droite peut étre
considérée comme représeniant une force, que l'on
appellera la projection de la premiére. "

Cela posé, si I'on projette sur un plan le polygone des
forces appliquées & un point matériel, on obtient comme
projection un polygone plan fermé. On en conclut que
la projection sur un plan fixe de la résuiltante de
plusieurs forces appliquées & un point matériel, est la
résultante des projections des forces sur ce plan.

On trouverait de la méme maniére que, si plusieurs
forces agissent sur un méme point matériel, la projection
de leur résultante sur une droile five est la résultanie
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des projections des forces sur cette di-oile : cette dernitre
résultante est la somme algébrique des projections des
composantes,

222, On peut dailleurs démontrer analytiquement
cette propriété que la projection de la résulianle sur une
droite donnée est égale o la somme des projeclions des
composantes sur celte droite.

in effet, soient d une droite donnée, 1, w, vles angles
quelle fait avec les axes, R (a, b, ¢) la résultante des
forces P (=, 8, ), P' («, B, ¥)... Nous aurons :

cos (@, R) = cos A cos @ + cos . cos & - cos v cosc,
d'ol :
Rcos(d,R)= Rcosacosi 4 Rcosbcosu--Rcosccosy,
ou bien, en vertu des formules (2) (n° 219) :
Reos(d, R)==cosA(Pcosa 4 P cosa 4 ...)
4+ cosp(Pcos 3+ Peosf +...)
+coswv({Pcosy 4 P'cosy 4 ...)

== P (cos 2. cos A 4 cos 3 cos g + cos v cos )

-+ P'(cosa’cos A 4 cos 3' cos u + cos y' cos )

= P cos (P, dy -} P'cos (P, d)}- ... = ZPcos(P,d},
ce qui démontre la propriété énoncée.

223. ProBLEME. — Un nombre gquelconque de forces
étant appliqguées a un méme point maltériel, trouver la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 197 —
grandeur de leur résultante en fonction des infensilés
de ces forces, et des angles qu'elles font entre elles.

On sait (n° 219) que les composanies de R sont
données par les formules :

Rcosa=Pcosa 4D cosa 4 Peosa’ 4 ...,

Rcosb=PcosB-Pecos? +PeosB'+ ...,

Rcosc =Pcosy+ P'eosy' -+ P'eosy’ 4 ...

Elevant au carré, et ajoutant, en ayant égard aux
relations :

cos 2o} cos®B 4 cos?y =1,
cos a cos &' -+ cos B cos B - cos y cos Y = cos (P, P, ete,
il vient :
Ri=P2 P24+ p" ...+ 2PP'cos(P,P’) 4 2PP"cos(P,F")+-...,
ou hien :

R?= 3P% 4 23PP' cos (P, P!).
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CHAPITRE III.

Equilibre d'un point matériel
qui n'est pas libre.

224 Il arrive souvent qu'un point matériel est soumis
a des conditions particuliéres qui font que le mouvement
gu’il posséde a chaque instant est différent de celui qu'il
posséderait sous l'action de sa vitesse et des forces qui
lui sont appliquées. On dit alors que le point est soumis
a des liaisons.

Alnsi, par exemple, un point M suspendu 4 'extrémité
d’'un {il inextensible, dont I'autre extrémité est fixée en
un point O, n’est pas libre. Il ne peut s'é¢loigner de O
d'une quantité plus grande que OM. Il en résulte que ce
point est assujetti & rester soit 4 I'intéricur d'une sphére
de rayon OM, soit sur la surface de cette sphére.

Si OM est une barre rigide, le point M ne
peut ni se rapprocher du point O dune quantité
plus petite que OM, ni s'en ¢loigner dune quantité
plus grande que OM. Il cst assujetti & se mouvoir

sur la surface de la spheére
de rayon OM.

o Si le point est a Iextré-
mité commune de deux tiges
rigides articulées aux points
fixes O et O’ (fig. 69), il ne
pourra que se 1mouvoir a la

fois sur les deux sphéres de rayons OM et O'M,

Fig. 69,

M
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c'est-3-dire sur la courbe d'intersection de ces deux
sphéres.

On voit done gu'en général, un point matériel qui n’est
pas libre, est assujetti & demeurer sur une surface, ou
sur une courhe, ou & demeurer dans une portion finie
de l'espace.

Dans ces différents cas, on ne connall pas & prior:
toutes les forces qui agissent sur le mobile. En effet, les
obstacles obligent le point a se mouvoir de telle ou telle
maniére : ces obstacles produisent donc sur le point
certains effets.

1l est évident que l'effet dune liaison sur un potit
équivaul @ une force continuellement appliquée & ce
paint, et que lon apipelle force de liaison. Par conséquent,
on peut toujours supprimer les liaisons, en y substituant
des forces convenables. Si I'on joint ces forces aux forces
qui sollicitent le point matériel, celui-ci pourra éire
considéré comme libre. Il suffira alors pour I'équilibre
que la résultante de toutes les forces appliquées av point
matériel (c’est-d-dire les forces données et les forces qui
remplacent les liaisons), soit nulle.

Equilibre d'un point matériel
assujettli & demeurer sur une surface.

225. Soit un point matériel M sollicité par des forces
données et assujetti & demeurer sur une surface. Dans ce
cas, la force de liaison sera la »éaction de la surface
contre le point matériel. En effet, le point M étant
sollicité par les forces qui lui sont appliquées, et devant
rester sur une surface, produira sur celle-ci une pression
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déterminée. Mais, en vertu du second principe (n° 18%7),
la surface exercera sur le point M une réaction égale et
contraire. Reste a déterminer cette réaction. Or, il est
facile de voir que, si la surface est parfaitement polie,
elle ne pourra exercer gqu'une réaction normale & la
surface.

A cet effet, observons que, si un point matériel est
assujetti a demeurer sur une surface, la condition
nécessaire et suffisante pour qu'il y ait équilibre est que
la résultante des forces soit dirigée suivant la normale
4 cette surface. Cette condition est suffisante ; car, si
elle est remplie, il n’y a pas de raison pour que le point
matériel se déplace dans le plan tangent dans un sens
plutét que dans lautre. Elle est nécessaire; car, sila
résultante n’était pas dirigée suivant la normale, on
pourrait la décomposer en deux forces : l'une suivant la
normale, lautre dans le plan tangent. La premiére
naurait aucune action pour déplacer le point; la
seconde, au contraire, aurait pour effet de déplacer le
point dans le plan tangent.

Ces considérations vont nous servir & déterminer la
direction de la réaction de la surface. En effct, si 'on
joint cette force aux forces donndes, le point peut étre
considéré comme libre, et, puisqu’il est en équilibre, la
réaction doit étre égale et directement opposée a la
résultante de toutes les forces données, ct, par consé-
quent, elle scra normale & la surfoce.

226. EQUATIONS D'EQUILIBRE. —- Nous regarderons la
surface comme parfaitement polie, c’est-&-dire comme ne
pouvant exercer en un quelconque de ses points qu'une
réaction dirigée suivant la normale en ce point. Nous
pouvons donc considérer le point M comme libre,si, aux
forces qui agissent sur ce point M, nous joignons la réac-
tion normale de la surface, que nous désignerons par N.
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Cela posé, soient X, Y, Z, les composantes de la
résultante des forces appliquées au point M, 2, u, v
les angles de la réaction normale avec les axes. Le
point étant rendu libre, nous aurons les égquations

d’équilibre :
X -} Ncosd=0,
Y+ Neosp=0, (1)
Z + Necosv=0.
Or, en désignant par :
¥ (x,y, 2)=0,
I'équation de la surface, et posant, ;

1

Ve + () + ()

YV =

on a .

oF

JaF oF
=V - , —_ V — eV
cos A=YV g cosw ! 5y Cosvy Y 5z

Les équations d’équilibre deviennent alors :

JF
oF
oF
Z +NVUE = 0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 202 —

On en tire, en éliminant N :

X _ Y _z .
OF ~ 9F T OF @
ox dy 0z

Ce sont les condilions d’équilibre d’'un point assujetti
a demeurer sur la surface F (z,y, 2) = 0.

REMARQUE I. — Les équations (2) expriment que les
composantes de la résultante doivent étre propor-
tionnelles aux dérivées partielles de la fonction I,

REMARQUE II. — Les équations (2) nous permettent
de reconnafitre si un point donné sur la surface est en
équilibre sous laction des forces P, P', P'..., qui lui sont
appliquées. Il suffira de vérifier si les coordonnées de ce
point satisfont aux équations (2).

REMARQUE III. — Les équations (2), jointes a
Iéquation de la surface F (2, y, 2) = 0, forment un
systéme de trois équations & trois inconnues @, ¥, z, qui
nous permettront de déterminer ces trois inconnues,
c’est-a-dire la position du point de la surface qui est en
équilibre sous laction des forces données.

REMARQUE IV. — Lorsque les conditions (2) sont
vérifiées, on pourra déterminer la réaction nornale en
grandeur et direction. En cffet, des équations (1) on
tire, en élevant au carré, et ajoutant :

N=[/)&2 Y: | Z: =R

On en conclut que la réaction normale est ¢gale 4 la
résultante des forces données.
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D'ailleurs, les équations (1) nous donnent :

Ncos i = —X,
Nceospu=—Y,
Ncosv=— 2.

Par conséquent, la réaction normale est directement
opposée a larésultante R des forces données.

REMARQUE V. — On aurait pu trouver les équations (2)
d'une autre maniére : il suffit d’éerire la condition que
la résultantc des forces données doit éire normale a la
surface. Si donc on désigne par o, 0, ¢ les angles de la
résultante avee les axes, on aura :

cosa cosh  cosc
cos A cosp  cosu’

ou bhien :
X _Yy_ .z
OF T GF T’
0r  dy gz

comme précédemment.
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Equilibre d'un point matériel
assyjetti 4 demeurer sur une courbe.

22'7. Soient:

Flr,y,2)=0,
(1)
f (my Y, 2) =0,

les ¢équations de la courbe.

11 est évident que, sous I'action des forces qui lui sont
appliquées, le point matériel exercera une certaine
pression sur la courbe. En vertu du second principe
(n° 18%7), la courbe exercera sur le point M une réaction
éoale et contraire. Si nous supposons la courbe sans
frottement, la réaction qu’elle exerce sur le point M sera
normale 4 la courbe, cest-a-dire qu'elle sera dans le plan
normal. Nous pouvons donc faire abstraction de la
courbe, et considérer le point M comme libre, si, aux
forces qui agissent sur ce point, nous joignons la réaction
normale que nous désignerons par N. Nous aurons alors
pour les équations d’équilibre :

Y -+ Ncosu =0, 2)

X +Ncosi=0, )
Z -+ Ncosu=0. S

D'ailleurs, la réaction normale N étant perpendiculaire
a la tangente, on a la relation :

cos A.dx -+ cos u.dy -} cosuv.dz = 0.
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Par suite, en multipliant les équations (2) respecti-
vement par dx, dy, dz, et ajoutant, il vient :

Xdx + Ydy + Zdz = 0. (3)

Telle est I'équation d’équilibre.
Or, des équations (1) on tire :

oF IF JF
dxdm+d+ydy+d—zdz=0,

(4)
of O O,
azd-v—*—gg—/—dy—*—adz—o,

d'ou :

dx o dy o dz
dr of dF of 7 OF df OF of  OF of or of

dy dz 09z oy 03 dx  dx dz  dw oy dy dx
L'équation (3) devient alors :

oF 0f  OF of OF of  OF of
<5505 = Grag) + ¥ (e o5 — i)

OF Of T of
0% 0y 0y%) =0 6

+z

Cest la condition d’équilibre cherchée.

I1 est bon d'observer que cette équation (3) n’est autre
que le résultat de I'élimination de dzx, dy, dz entre les
équations (3) et (4); elle peut donc étre mise sous la
forme suivante :
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dF JF JF
dx dy 0z = 0.

or o of
dx dy 0z

RemarQUE 1. — Lorsque 'on voudra s’assurer si un
point donné de la courbe est en équilibre sous laction
des forces qui lui sont appliquées, il suffira de vérifier si
les coordonnées de ce point satisfont & 'équation (5).

REMARQUE II. — Les équations (1) et (5) forment un
systéme de trois équations a trois inconnues z, y, z,
lesquelles serviront & déterminer la position du point de
la courbe qui est en équilibre sous l'action des forces
donndées,

REMARQuE III. — Des équations (2) on tire :

N— /T F Y FZ =R,

ce qui démontre que la réaction est égale en grandeur a
la résultante des forces qui agissent sur le point matériel.
Drailleurs, ces mémes équations (2) nous donnent :

Ncos A = — X,
Neosp=—Y,
Ncecos u=——21;

done, la réaction normale est directement opposée & la
résultante des forces qui agissent sur le point matériel.

REMARQUE IV. — On pouvait obtenir Féquation (3)
par un raisonnement analogue & celui que nous avons
fait dans le cas d’'un point assujetti 2 demeurer sur une
surface. Il est facile de sassurer que la condition
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nécessaire et suflisante pour qu'un point soit en équilibre
sur une courbe est que la résultante des forces données
soit située dans le plan normal & la courbe. En effet, si
elle n’est pas dans le plan normal, on pourra la décom-
poser en deux forces, I'ine dans le plan normal, l'autre
suivant la tangente 4 la courbe. La premiére aurait pour
effet de maintenir le point sur la courbe, de Ie presser
contre la courbe, la seconde le ferait glisser sur la courbe,
et, par conséquent, I'équilibre ne pourrait avoir lieu.

La condition d’équilibre est done que la force R soit
dans le plan normal, c'est-a-dire perpendiculaire & la
tangente ; cette condition est exprimée par I'équation :

cos (R, ¢ =0,
ou bien : T
Xdx + Ydy -} Zdz =0,

cest I'équation (3).
CHAPITRE 1V.

Moments des forces par rapport & un point.

228. On appelle moment Tune force par rapport &
un point O, le produit de cetie force par la distance du
point O 4 la dircction de la force. Ce point O sappelle
le centre des moments.

Il en résulte que le moment d’'une force par rapport &
un point est nul, lorsque le point est sur la direction de
la force. . '
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229. ConvENTION. — On est convenu d’attribuer un
signe aux moments des forces, d’aprés la position qu'elles
occupent par rapport au point 0. A cet effet, on imagine
que le point d’application de chaque force soit entrainé
dans la direction de la force qui le sollicite. Chacun de
ces déplacements peut étre considéré comme unerotation
autour du centre des moments dans un certain sens
facile & trouver d’aprés le sens dans lequel la force agit.
D'aprés la convention que nous avons adopiée en
cinématique (n° 97 et 98) sur le signe d'unc rotation,
nous lui donnerons le signe -t-,

Yig. 10 si elle a lieu de gauche &
droite, et le signe —, si elle

a licu de droite a gauche.

p'\s.a..-——;"" Nous donnerons aux moments

les mémes signes qu'aux rota-
tions correspondantes. Ainsi,
P . le point O étant le centre des
P moments (Fig. 70), le moment
de la force P, qui est Pp, sera positif, et celui de la
force P', qui est P'p/, sera négatif. Nous écrirons done :
+Pp et —Pp.
230. THEOREME. — La valeur absolue du moment
d'une force peul étre représentée por une aire plane.
Fig. 71. Scient M le point d’application
M de la force P, MP la force en
O grandeur et direction, O le centre
' des moments. Le moment de la
force par rapport au point O est
Pp = MP x ON (fig. 71). Or,
l'aire du triangle OMP est égale a
3+ MP x ON = } Pp. Donc, le
: moment de la force est égal au
double de l'aire du triangle OMP.
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231. TeEorREME. — 8¢ lon considére deux forces
appliquées & un méme point matériel, et la résultante de
ces deux forces, le moment de la résultante par rapport
a un point O pris dans (e plan de ces forces est égal
& la somme des moments
des composantes par rap-
port & ce méme poind.

Soient MP et MP' les
deux forces concourantes
(ig. 72), MR leur résul-
tante, et O le centre des
moments. Les moments de
ces trois forces sont.res-
pectivement égaux aux
doublesdes aires des trian-
gles OMP, OMP' et OMR
(n° 230). Par conséquent,
le théoréme énoncé revient & I'égalité suivante :

Fig. 72.

aire OMR = aire OMP -}- aire OMP'.

Or, ces trois triangles qui ont une base commune OM
sont entre eux comme lcurs hautcurs RA, PB et PC.
Cela posé, si par le point P nous menons PK paralléle
a 0M, les deux triangles rectangles PRK, et MP'C sont
¢gaux; donc, RK = P'C. Par conséquent, on a :

RA = PB - PC,

et par suite, le triangle OMR est égal & la somme des

deux autres OMP et OMP’, et le théoréme est démontré.

1 est facile de s’assurer que le théoréme énoncé est

vral, quelle que soit lo position du point O dans le plan

des trois forces, a la condition d’attribuer aux moments

de chacune des trois forces un signe convenable (n° 229).
14
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Ce théoréme est connu sous lc nom de thdoréme de
Varignon.

11 résulte de la que, si nous désignons par », p, ', les
distances respectives du point O aux trois forces R, P, P/,
nous aurons la relation :

Rr — Pp 4 P'p.

REMARQUE. — Si le point O est situé sur la
résultante, les moments des forces P et I’ sont égaux et
de signes contraires. D'ailleurs, dans ce cas, le moment
de la résultante est nul.

232. TukorREME. — Si lon considére un nombre
quelconque de forces appliquées & un méme point
matériel, et situées toutes dans un méme plan, le moment
de lo résullante de ces forces par rapport ¢ un point O
situé dans ce plan, est égal o la somme algébrique des
moments des composantes par rapport & ce méme point.

En effet, soient P, P, P',... les forces concourantes ;
si nous composons les deux forces P et P’ nous obtenons
une résultante partielle R', et I'on a :

R’r’ —_ Pp + Plpl;

composant ensuite R avec P, on obtient une seconde
résultante partielle R, et 'on a :

R”?"” — erv + P"p” — Pp + P'pl + P”p”-

En continuant ainsi, on finira par obtenir la résultante
R des forces données, et il viendra:

Rr=Pp + Pp' + P'p" + ... = 2Pp,

ce qui démontre le théoréme énoncé.
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Moments des forces par rapport & un axe.

233. On appelle moment dune force par rapport &
un axe le produit de la projection de cette force sur un
plan perpendiculaire a4 l'axe par la distance du point ou
I'axe rencontre le plan 4 la projection de la force. Cest le
moment de cette projection par rapport au picd de l'axe.

11 est d’ailleurs facile de s'assurer que la distance du
pied de Taxe 4 la projection de la force est égale a la

plus courte distance

Fig. 73. entre la direction de

z la force et l'axe des
moments.

P
En effet, soit Oa
o (fig. 73) la distance
\/ du pied O de laxe
I(X
|
I

alaprojectionmP'de
la force sur le plan

|
|
I
1
1

/// ; 1117//;;' x i?y,perpcrldiculafrfza
P g, axe 0z. Cette droite
NS Oa étant perpendicu-
. laire & I'axe Oz et &
y la force mP’, est per-

pendiculaire au plan
PNP', et, par conséquent, a la force MP. Elle est donc
égale et paralléle 4 la plus courte distance O'a’ des deux
droites Oz et MP.

Par suite, le moment dune force par rapport & un
axe est le produit de la projection de cetle force sur un
plan perpendiculaire & Uaxe par la plus courte distance
entre laxe et la direction de la force.
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11 résulte de ce qui précéde que le moment d*une force
par rapport 4 un axe est nul :

1° Lorsque la force rencontre 'axe;

2° Lorsque la force est paralléle a 'axe : car alors la
projection de la force sur un plan perpendiculaire a I'axe
est nulle.

On peut comprendre ces deux cas dans I'énoncé
suivant : le moment dune force par rapport ¢ un oxe
est nul, lorsque la direction de la force et laxe sont dans
un méme plan.

234. SIGNES DES MOMENTS. — Le moment de la
force P par rapport & laxe n’élant autre que le moment
de la projection de la force sur un plan perpendiculaire
a l'axe par rapport au pied de l'axe, il est naturel de lui
donner le signe de ce dernier.

Par conséquent, le moment P'p de la force P par
rapport a axe Oz sera positif ou négatif, suivant que la
force P’ tend & faire tourner la perpendiculaire Oa de
gauche 4 droite par rapport a la direction positive Oz,
ou en sens contraire.

235. THEOREME. — La valeur absolue du moment
d'une force par rapport & un axe peut étre représentée
par une aire plane.

En effet, le moment de la force P par rapport & Oz est
égal au double de Taire du triangle OmP' qui a pour
base la projection #P' de la force sur le plan normal 4
l'axe, et pour sommet le pied de T'axe. Or, ce triangle
est évidemment la projection sur le plan normal de
Paire du triangle formé en joignant un point quelcongue
de l'axe aux extrémités de la droitc qui représente la
force, par exemple le triangle OMP,

236. THEOREME. — Si un point matériel est soumis
a laction d'un nombre quelconque de forces non situées
dans un méme plan, le moment de la résultante par
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ropport & un axe est égal & la somme algébrique des
moments des composantes par rapport & ce méme axe.

En effet, si Uon projette sur un plan quelconque toutes
les forces, ainsi que leur résultante, on sait (n° 221)
que la projection de la résultante est la résultante des
projections des composantes. Cette propriété aura licu
si l'on projette sur un plan perpendiculaire a l'axe des
moments. D'ailleurs, toutes ces projections étant dans
un méme plan, le moment de la résultante projetée par
rapport au pied de axe est égal 4 1a somme des moments
des composantes projetées, par rapport au méme point.

Donc, le moment de la résultante par rapport & I'axe
est égal a la somme des moments des composantes par
rapport & cet axe.

23%. THEOREME. — Le moment dune force par
rapport & un point, est en valeur absolue, le maximum
des moments de cette force par rapport & tous les axes
que l'on peut mener par ce point.

Pour démontrer cette propriété, cherchons le moment
de la force P par rapport & un axe quelconque passant
par le point O. Soit MP une force appliquée au point M
(fig. 74); le moment de cette force par rapport au
point O est égal & MP x 0Q. Or, ce produit est aussi le
moment de la force P par rapport a un axe OZ, mené
parle point O, perpendiculairement au plan OMP passant
par la force et par le centre O, et il est égal au double
de l'aire du triangle OMP (n° 235).

Cela posé, proposons-nous de trouver le moment de la
force P par rapport 4 un autre axe OS passant par le
point O. A cet effet, menons par le point O un plan K
perpendiculaire a 'axe 08S, et projetons le triangle OMP
sur ce plan en Omp. Le moment de la force P par rapport
4 Paxe OS sera le double de laire du triangle Qinp
(n° 235). Prenons maintenant sur OZ une longueur OA,
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mesurée a une certaine échelle, et égale &4 MP x 0Q,
c’est-a-dire au double de Iaire du triangle OMP. Les axes

Fig. 74.

OZ et OS feront entre eux un angle égal a Iangle des
deux plans OMP et Omp; et si nous projetons OA sur
08, nous aurons une longueur OB, qui sera égale au
double de Taire Omp, c’est-ad-dire au moment de la force
P par rapport a OS.

Done, pour avoir le moment de la force P par rapport
& un axe quelconque OS, on méne par le point O une
perpendiculaire av plan passont par la force et par le
point O; sur cetlte perpendiculaire on prend une longueur
OA, égale au moment de la force P par rapport au
point O, puis on projette OA sur 08, la projection sera
le moment cherché.

Il est ¢vident que, quel que soit 'axe OS, on aura
toujours OB < 0A, et, par conséquent, le moment de la
force P par rapport au point O, est le maximum des
moments de celte force par mpport a tous les axes
passant par le point O.
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REVMARQUE I. — Les moments de la force P par
rapport & tous les axes 08, qui font un méme angle avee
0Z, sont égaux.

REMARQUE II. — Les moments sont nuls par rapport
a tous les axes menés par le point O perpendiculairement
a 0Z. D'ailleurs, tous ces axes sont dans un plan passant
par la force P (n° 233).

REMARQUE JII. — Les extrémités B des axes des
moments d'une méme force P sont situés sur une sphére
dont OA est le diamétre, En effet, si I'on fait mouvoir
08 dans le plan AOB, le point B, projection de A,
décrira une circonférence dont QA est le diamdétre, et
cetie circonférence, en tournant autour de OA, décrira
une sphére qui sera le lieu des points B.

238. Pro®eLEME. — Une force P est appliquée en un
point M; par un point O de lespace, on méne trots axes
rectangulaires, Trouver les moments de la force P par
rapport & ces trois axes. ,

Soient z, ¥, 2, les coordonnées du point M (fig. 75) ;
décomposons la force P
en ses trois composantes
X, Y, Z, et appliquons
lethéoréme des moments
(n° 236). Le momentde
M X la force P par rapport &

0z est égal 4 la somme

des moments des compo-

n santes: or, le moment de
-~ *© Z, qui est paralléle a
W X I'axe, est nul (n° 233) ;
/ les moments de X et Y,

Y qui se projettent en vraie
grandeur sur le plan

des @y, sont égaux a ces forces multipliées par leurs
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distances a l'axe Oz, cest-a-dire par y et x. Mais, le
moment de X est négatif, et celul de Y est positif
(n° 234). Donc, le moment de P par rapport 4 'axe
0z est Yo — Xy; de méme, les moments par rapport 4
Ox et Oy ont respectivement pour expressions Zy — Yz,
et Xz — Zw.

Nous aurons done, en désignant par L, M, N les trois
moments par rapport aux axes Oz, Oy, Oz :

L=7Zy — Yz,
M=Xz — Zz,
N=Yao—Xy.

Ces trois moments sont évidemment (n° 23%7) les
projections sur les axes de la longueur qut représente le
mament de la force P par rapport au point O.

239. ProBLEME. — Délerminer le moment de la
jorce P par rapport a une droite OK passant par
lorigine O.

On sait (n® 23%7) que ce moment est la projection sur
cette droite de la longueur qui représente le moment de
la force P par rapport & l'origine O. Donc, en désignant
par 2, p, v les angles que OK fait avec les axes, et en
appliquant le théoréme des projections, nous aurons
pour le moment cherché :

K=Lcos).+McosH+lN005u.
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Moment d'une force par rapport 2 un plan.

240. On appelle moment d'une force par rapport &
un plan, le produit de cette force par la distance de son
point d’application au plan.

Dans le cas ol le plan est paralléle a la direction de la
force, le moment de la force par rapport au plan est
égal au produit de la force par sa distance au plan.

241. ConveENTION. — On considérera la distance du
point d’application au plan comme positive ou négative,
suivantla position de ce point parrapportauplan, d’aprés
les conventions adoptées en géométrie analytique.

On considérera la force comme positive ou négative,
suivant qu'elle agit dans un sens ou en sens contraire.

Par conséquent, le moment sera positif ou négatif,
suivant les cas.
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STATIQUE DES SYSTEMES.

CHAPITRE 1.

Equilibre des systdmes matériels
de forme invariable.

242. On sait quun corps est un assemblage de
molécules, placées & distance les unes des autres, et
exercant les uncs sur les autres des actions attractives
ou répulsives. Nous assimilerons les molécules & des
points matériels, en faisant abstraction des dimensions
de ces molécules. Les systémes matériels seront donc
des systemes de points matériels.

Les corps se présentent & nous, dans la nature, sous
trois états différents : ils sont solides, liquides ou gazeux.

Les corps solides sont ceux dans lesquels les molécules
ont des positions déterminées les unes par rapport aux
autres; pour changer les positions relatives de ces
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molécules, il faut faire agir sur ces molécules des forces
plus ou moins grandes : si la déformation ne dépasse
pas une certaine limite, les molécules reviennent & leurs
positions primitives, dés que les forces qui les ont
dérangées cessent d’agir.

Dans les liquides et les gaz, les molécules sont
extrémement mohiles : la moindre cause les dérange de
leurs positions, et quelque petit que soit le dérangement,
il ne tend pas & disparaitre en méme temps que la cause
qui I'a produit. Cest pour cette raison que I'on donne a
ces corps le nom de fluides.

243. Nous allons étudier les conditions d’équilibre
des systémes de points matériels. Nous supposerons ces
systéemes entiérement libres et a Uélat de repos.

Rappelons d’abord le principe de I'égalité de l'action
et de la réaction. Nous savons qu'en vertu de ce
principe, toute force, appliquée & un point matériel A,
émane d’'un autre point matériel B, situé a une distance
quelconque du premier. De méme, le point B est soumis
a laction d’une force émanant de A, égale et contraire a
la premiére : on Fappelle la »éaction du point B.

244. Dans chaque systéme de points matériels, on a a
considérer deux espéces de forces : les forces intérieures
et les forces extérieures.

Soient Aun point du systéme que nous étudions, et Bun
point qui agit sur A. Si le point B appartient au systéme,
la force qu’il exerce sur A est une force intérieure, Si,
au contraire, B ne fait pas partie du systéme matériel
dont nous nous occupons, la force qui émane de B sera
une force extérieure. Ainsi done, les forces intérieures
sont celles qui proviennent des actions des points du
systéme les uns sur les autres. En vertu du second
principe fondamental (n® 18%7), a chacune d'elles
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correspond une force égale et directement opposée
appliquée au systéme comme la premiére. Les jforces
extérieures sont celles qui proviennent des actions
exercées sur le systéme par les points situés au dehors.
A chacune d’elles correspond aussi une force égale ct
directement opposée; mais, cette réaction n’est plus
appliquée & un point du systéme, et on n’aura pas 4 en
tenir compte, si I'on étudie seulement le systéme.

REMARQUE. — Une méme force peut jouer, tantot le
réole de force inférieure, el tantdt le réle de force
extérieure, suivant les cas. Si lon considére, par
exemple, le mouvement d'un corps qui tombe & la surface
de la terre, I'attraction qu'une molécule du corps éprouve
de la part d'unc molécule qucleconque de la terre est une
force extérieure. Si, au contraire, on considére le
mouvement d'un systéme matériel, formé de la terre
toute entiére, et des corps qui se trouvent a sa surface,
ou dans son voisinage, cette méme atftraction est une
force intérieure. De méme, lattraction exercée par le
soleil sur la terre est une force extérieure pour la terre
considérée seule. Si I'on considére le systéme formé de
de la terre et du soleil, cette méme attraction est une
force intérieure.

245. Nous commencerons par l'étude des systemes
matériels de forme invariable, cest-d-dire que nous
supposerons que les points matériels qui les composent
ne peuvent ni se rapprocher, ni s'éloigner les uns des
autres. Un tel systéme a regu le nom de solide invariable,
ou simplement corps solide.

Les solides invariables n'existent pas dans la nature :
ce sont des corps fictifs. Les solides naturels ne jouissent
pas d'une rigidité parfaite : ils sont toyjours plus ou
moins déformables. Cependant, les résultats auxquels
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nous serons conduits dans I'étude des solides invariables
sont applicables dans la plupart des cas aux solides
naturels.

246. Quand un corps solide est sollicité par diffé-
rentes forces, celles-ci sont, en général, appliquées aux
différents points de la surface du corps. Nous suppo-
serons donc des forces appliqudes aux différents points
dun corps solide, et nous nous proposerons de trovver
les condilions d'équilibre de ces forces.

Le probléme de la composition de ces forces repose
sur certaines propositions fondamentales que nous allons
établir :

1° Deux forces égales appliquées en deux points d'un
corps solide, sutvant la méme droite, et en sens contraire
lune de lautre, se font équilibre.

En effet, solent A et B (fig. 76) deux points matériels
situés a une distance AB, invariable dans un sens
comme dans Pautre.
Si nous appliquons
-P A B p ausystemeformé par

par ces deux points
deux forces égales + P et — P, agissant en sens
contraires suivant la direction de la droite qui les joint,
il est évident que ces forces se font équilibre ; car, leur
effet ne peut éire que d’allonger la distance AB, et, par
hypothése, cette distance est invariahble.

Fig. 76.

1l en résulte que si le corps est en repos avant que ces
deux forces lui soient appliquées, il restera en repos
sous Paction de ces forces.

2° Une force peut étre appliquée en un point quelconque
de sa direction, sans que son effet soit changé, pourvu
que le nouveau point d'application soit invariablement
lié au premier.
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En effet, il résulte de la proposition précédente que la
force P, appliquée en B, peut étre tenue en équilibre,
aussi bien par la force — I appliquée au point A, que
par une force — P appliquée au point B, pourvu que le
point A soit invariablement 1ié au point B. L'effet de la
force — P en A est donc le méme que leffet de la
force — P en B. La proposition est donc démontrée :
elle est d'un usage fréquent dans la démonstration des
théorémes de statique.

3° 8i, parmi les forces qui agissent sur un solide
invariable en équilibre, il y en a plusieurs P, I, P",...
dont les directions concourent en un méme point O, ces
forces P, P', P,... peuvent étre remplacées par une
force unique qui est leur résultante. "/

En effet, chaque force peut étre fransporiée au
point O pris sur sa direction : toutes ces forces appliquées
en un méme point peuvent étre remplacées par une
seule R. Or, celle-ci peut étre appliquée en un point
“quelconque A de sa direction : la force R, appliquée
en A, peut donc remplacer les forces P, P', P",...

REMARQUE. — Il n'est pas nécessaire que le point O
fasse partic du solide. En effet, on congoit que, pour
faire le raisonnement, on ait supposé le point O invaria-
blement 1lié au corps; mais, dés que l'on a trouvé la
force R qui, appliquée en A, peut remplacer les forces
P, P, P",... on n'a plus a s'occuper de I'’hypothése que
I'on a faite sur le point O. Mais, il est évident que, pour
pouvoir remplacer les forces P, P', P",... parla force R,
il faut que cette force rencontre le corps en un
quelconque de ses points. Si cela n’a pas lieu, la force R
ne pourra remplacer les forces P, I, P",... que si le
point A ol on la suppose appliquée est invariablement lié
au corps.
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Compositions des forces paralléles.

24'7. TatoriME 1. — Deux forces P, P, paralléles
et de méme sens, appliqudes en deux points A et B d'un
corps solide, ont une résultanie R, paralléle & leur
direclion commune, agissant dans le méme sens, égale o
leur somine, et située dans leur plon. De plus, le point
dapplication de cetle résullante partage la droile AB qui
joint les points dapplication des composanies en deux
segments inversement proportionnels & ces composantes.

Nous ne troublerons pas I'état du systéme (fig. 77),
en appliquant en A et B,
deux forces S et — S,
égales et directement oppo-
sées (n° 246, 1°. Nous
aurons alors le systéme des
quatre forces :

Fig. 77.

P, P, + 8,— S8,

qui sera équivalent au sys-
téme des deux forces P, P'.
Or, les deux forces P et S
appliquées au point A, ont
R une résultante Q, qui sera

donnée par la régle du

parallélogramme. De méme, les deux forces P' et — §,
appliquées en B, auront une résultante Q'. Soit O le point
de rencontre des deux forces Q et Q'; ces deux forces
pourront étre supposées appliquées en O (n° 246, 2°),
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et leur résultante sera la résultante de P et P'. Cela posé,
décomposons ces deux forces Q et Q au point O,
suivant deux directions, I'une paralléle & AB, Tautre
paralléle aux forces P et P'. La force 0OQ, = Q nous
donnera ainsi une force S' égale el paralléle a S, et une
force OD, égale et paralléle & P. De méme, la force
0Q'; = Q' nous donnera une force — §', égale et paralléle
4 — S, et une force OE, égale et paralléle & P'. Or, les
deux forces §' égales et de sens contraires, appliquées au
point O se font équilibre. Il ne reste donc que les forces
0D et OE, égales et paralléles 4 P et P'. Mais, ces deux
forces étant de méme dircction et de méme sens, et
appliquées en un méme point O, donnent une résultante R
égale 4 leur somme P + P

La premiére partie du théoréme est donc démontrée.
Cette résultante R peut étre supposée appliquée au
point C ot elle rencontre la droite AB. Reste 4 déterminer
la position du point C. Or, les deux triangles semblables
AOC, Q,0D nous donnent :

AC_ QD __ QP 8
OC~ OD AP P’
De méme, les triangles semblables COB, EOQ', nous
donnent :
CB EQ, PQ 8

0C  EO = BPF P

On a, par conséquent :

et, par suite, le point C divise Ia droite AB dansle rapport
inverse des forces P et P'.
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REMARQUE. — La position du point C ne dépend que du
rapport desforcesP et P', et non de leur grandeur absolue,
ni de leur dircction. On en conclut le théoréme suivant :

Le point d'application de la résultante de deux forces
paralléles ne varie pas quand on aliére les grandeurs
ou les directions des deux forces, pourvu qu'elles restent
paralléles et que leur rapport reste le méme.

248. Rdéeiproquement, on peut décomposer une
force R, appliquée 4 un corps solide, en deux forces P, P,
paralléles 4 R, de méme sens et satisfaisant aux
conditions précédentes.

249. TurorkME 1. -— Deux forces P, P' paraliéles
et de sens controires, appliquées en deux points A et B
d'un corps solide, ont une résultante R, paralléle a leur
direction, agissant dans le sens de la plus grande, égale
& leur différence, et située dans leur plan. Le point
d'application de la résultante est situé sur le prolon-
gement de la droite AB, du céié de la plus grande, et
ses distances aux points A et B sont inversement propor-
tionnelles aux forces appliquées en ces points.

Soit P la plus grande des deux forces données
(fig.78): on peutcon-
sidérer cette force P

~-P" comme résultant de

/ la composition de

C A B deux forces paral-

léles et de méme

/ sens, dont 'une soit

4 égale a P, et ap-

pliquée au point

P B. L’autre, évidem-

ment égalea P—P',

sera appliquée en un point C, qui sera déterminé par la
proportion (n° 24%7) :

Fig 78.

P-¢

15
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AC T
AB~ P —P’
ou hien :
AC P
¢B P’

Il en résulte que les deux forces P et — P', appliquées
en A et B, peuvent étre remplacées par le systéme des
trois forces P — P’, P', — P'. Or, les deux forces P,
appliquées en B, sont égales et de sens contraires, et
par conséquent, s¢ détruisent. Il ne reste que la force
P — P, appliquée au point C : cette force sera donc la
résultante R des deux forces données, et le théoréme est
démontré.

250. REMARQUE. — Si les deux forces paralléles et
de sens contraires sont ézales, on aura :

R =0, et AC= oco.

La résultante est nulle et son point d’application est
situé a une distance infinie des points d’application des
composantes. Par conséquent, le systéme de deux forces
égales, paralleles et de sens contraires, ne peut étre
remplacé par une force unique : ces forces n’ont pas de
résultante. D’ailleurs, ces deux forces ne pourraient sc
faire équilibre, puisqu’elles ne sont pas directement
opposées. Un tel systéme s’appelle un couple.

Un couple est donc un systéme de deux forces égales,
paralleles et de sens contraires, appliquées en deur
potnts A et B, qu'on suppose inrvariablement reliés
entre eua.

251. TakorEME III. — Tant de forces paralléles
que Uon voudra, appliquées en différenis points dun
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corps solide, ef agissant dans le méme sens, se composent
en une résultante unique, paralléle & leur direction
commune, agissant dans le méme sens, et égale & leur
somme,

Soient P, P', P",... les forces données (fig. 79). On
composera d'abord P avec P', en une force R/, qui sera
paralléle a ces deux forces, égale
4 leur somme P -+ P', et appli-
A E € quée en un point D tel que 'on

Fig. 79.

> ait (n° 24%) :
B
\l P AD __ P
DB P
P P
Puis, on composera R’ avec
M P", ce qui nous donnera une
résultante R" égale 4 R' 4+ P,
v cest-a-dire &4 P 4 P' + P&,

appliquée au point E, et ainsi
de suite. Il est ¢évident que la résultante finale sera
parallele aux forces données, de méme sens que ces
forces et égale & leur somme.

REMARQUE. — Les points D, E... sont déterminés par
les points d’application des forces P, P!, P",... et par les
rapports de ces forces. Par conséquent, si Ton fait
tourner les forces P, P', P’,... paralléles et de méme
sens, autour de leurs points d’application supposés fixes,
de maniére que ces forces conservent leur parallélisme
et leurs rapports, les résultantes de tous ces systémes de
forces passcront constamment par un point fixe 0. Ce
point s’appelle centre des forces paralléles.

Lorsque les forces P, P’, P",... sont égales cntre elles,
leur centre coincide avec le centre des moycnnes
distances des poinis d’application.
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252. Le théoréme précédent nous permet de composer
un nombre quelconque de forces paralléles agissant les
unes dans un sens, les aulres en sens conlraire. On
composera toutes les forces du premier groupe en une
résultante R', et toutes les forces du sccond groupe en
une résultante R’. Cela posé, trois cas peuvent se
présenter :

1° Siles deux résultantes partielles R' et R" qui sont
paralléles entre elles, et de sens contraires,sont inégalcs,
elles se composeront (n° 249) en une seule force R,
égale a leur différence, agissant parallélement a ces
forces, et dans le sens de la plus grande. La force R
sera alors la résultante de toutes les forces données : elle
sera évidemment égale & la somme algébrique de ces
forces.

2° Si les deux résultantes partielles R' et R" sont
égales et directement opposées, elles se détruisent : les
forces données se font équilibre.

3° Si les deux résultantes partielles R' et R" sont
égales, et non directement opposées, elles forment un
couple : les forces données se réduisent & un couple.

Théorémes des moments dans le cas
des forces paralléles.

253. TaforEME 1. — Le moment de la résultante
de plusieurs forces paralléles siluées dans un méme
plan, par rapport & un point O situé dans ce plan, est
égal & la somme des moments des composantes,
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Considérons d’abord deux forces paralléles et de
méme sens P, P/, et soit R

leur résultante (fig. 80).
c B Nous aurons :

Fig. 80.

[=]

P _ e,

° l l or, si du point O nous

menons une perpendicu-
laire & ccs foreces, et si nous
désignons par p, p', r les
irois distances oa, 0b, oc,
R nous aurons :

par conségquent,

P_p—r
P or—p’
d'ol :
(P +P)r="Pp+ Pp,
-ou bien :

R¥ =Pp + P'p".

On vérifierait facilement que le méme théoréme a lien
dans le cas de deux forces paralléles et de sens
contraires, en donnant des signes convenables aux
distances et aux forces, suivant les conventions adoptées.
11 est facile aussi de le vérifier dans le cas général.
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254. TuroriME II. — Le moment de lo résullanie
de plusieurs forces paralléles par rapport & un axe, est
égal o la somme des moments des composantes.

La démonstration de ce théoréme est évidente.

255. THEOREME III. — Le moment de la résultanie
de plusieurs forces paralléles par rapport & un plan est
égal & la somme des moments des composanies.

Soient P, P' deux forces paralléles et de méme sens,
R leur résultante, MN le
plan (fig. 81), A", B, C
les projcetions des points
d’application A, B, C sur
le plan MN. Menons la
droite aCd paralléle a
A’C'D’. Nous aurons :

Fig. 81.

P BC Bb,

P AC  Aa’

or, si nous désignons par
p, ', rles distances des
trois points A, B, C au plan MN, il vient :

P_r—p.
P o op—r’
d’ou :
(P+P)r="Pp+ Pp,
ou bien :

Rr=Pp | P'p'.

En donnant des signes convenables aux distances et
aux forces, suivant les conventions adoptées, on vérifiera
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facilement le théoréme pour le cas de deux forces
paralléles et de sens contraires, el ensuile on pourra
I'étendre au cas général.,

256. Les théorémes précédents nous permettent de
déterminer en grandecur et en position la résultante d’'un
nombre quelconque de forces paralléles.

En effet, soient P, P, P",... les forces paralléles
données, a, b, les distances de la résultante de ces
forces a deux plans qui se coupent suivant une paralléle
a ces forces, (x, y), (&',%'),... les quantités analogues
pour les forces P, I”,... nous aurons (n** 252 et 255) :

R=P4+P+P"+.......... = 3P,
Ra=Px -} Pa' 4+ Pz ... = 3Px,
Rb = Py - P'y’ + P'y" 4 ... = 3Py.

On en tire, si 2P est différent de zéro :

SPa Py
b= (1

2= 3p P

En particulier, si les forces P sont égales et de méme
sens, on a :

1 1o
R=mnP, a=-3x, b=>3y.
n n
Discussion. — Nous avons vu que les forces proposées

peuvent se réduire 4 une résultante unique, ou & un
couple unique, ou a se faire équilibre.

1° Dans le premicr cas, les deux résultantes particlles
R et R sont inégales, ¢l, par suite, on a 2P z 0. Les
formules (1) déterminent les distances de la résultante R
aux deux plans.
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2° Lorsquil y a équilibre, les deux résultantes
partielles R' et R" sont égales et directement opposces.
On a alors :

2P =0.

D’'autre part, si nous désignons par P, P',... les forces
qui agissent dans un sens, par P, P',... cclles qui
agissent en sens contraire, nous aurons, en général :

RY, =Py + Py +...... ,
R'a,=Px, +P &' +...,

RS, =Py, + Py, +....

Dans le cas d'équilibre, on a: R' =R, 2, = ¢

b, = b, et il vient :
Py + Pz 4 ..— Pz — P& ... =0,
Py +Py 4 ... — Py, — Py, ...=0.

Donc, les conditions d’équilibre sont :
SP =0, 3Pz =0, 3Py — 0.

La somme algébrique des forces est nulle; les sommes
des moments des forces par rapport & deux plans
paraliléles ¢ leur direction sont nuiles.

3° Sile systéme se réduit 4 un couple, on a R' =R";
mais, on n'a pas a la foisa, = a,, b, = b,. Dans ce cas,
la somme algébrique des forces est nulle. Si I'on prend
les sommes des moments des forces par rapport a deux
plans paralléles a leur direction, une de ces sommes, au
moins, est différente de zéro.
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Théorie des couples. — Moment d'un couple.

257. Nous avons vu (n° 50) qu'un couple est un
systéme de deux forces égales, paralléles ct de sens
contraires, appliquées 4 deux points invariablement liés
entre eux. L'inclinaison de.ces forees sur la droite qui
Jjoint leurs points d’application est arbitraire ; mais, on
peut, sans changer l'effet des forces, transporter leurs
points d‘application en un point quelconque de leurs
directions (n° 2486), et par suite, prendre ces points de
maniére que la droite qui les joint soit perpendiculaire a
la direction commune de ces forces. Cest pourquoi on
suppose ordinairement les forces perpendiculaires a cette
droite qui s’appelle le dras de levier. Le bras de levier
d'un couple est donc la distance des deux forces qui
forment le couple.

258. Nous avons vu (n° 250) qu'un couple ne peut
pas se réduire 4 une force unique ; par conséquent, I'on
ne peut pas trouver une force unique qui fasse équilibre
4 deux forces égales, paralltles et de sens contraires. On
peut d'ailleurs s’en assurer de la maniére suivante :
Supposons qu'une force R puisse faire équilibre aux
deux forces P, — P. Nous démontrerons que cette
hypothése est impossible.
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1° Supposons d’abord que la force R soit oblique par
rapport aux deux forces P, —P: 11 est ¢vident quielle les
rencontreratoutesles deux
(fig. 82). Or, si nous com-
posons les deux forces R
et P concourantes au point
A, nous obtiendrons une
force unique R', qui rencon-
trera évidemment la force
— P en un point C. Malis,
les forces P, — P, et R se
faisant équilibre, par hypo-
thése, il devra en étre
de méme des deux forces
R et — P, cc qui est
impossible, puisque ces forees sont concourantes.

2° Supposons en second licu que la force R soit

parallcle aux deux forces P, — P. Or, si la force Ren C
fait équilibre aux forces P, — P, (fig. 83), il est évident
qu’il existe aussi une force — R, égale, paralltle et

de sens contraire, qui,
appliguée au point C,
-p -R telquelonait BO'=AC,
' ferait équilibre aux
forces P, — DP. En
effet, les deux systémes

¢ P, — P, + R, et
P, — P, — R, sont
identiques. Ceci établi,

. P . supposons que les trois
R +R forces P, — P, et R se
fassent équilibre. Pre-

nons BC' = AC, et introduisons au point C' deux
forcesR, —R, égaleset directement opposées. Le systéme

Fig. 83.
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n'étant pas modifié par l'introduction de ces deux forces
(n° 208), il est évident que les cing forces :

R,P,_P;—R,+R,

se font équilibre. Or, le systéme P, — P, R étant en
équilibre, il en résulterait qu’il y aurait équilibre entre
les deux forces R, appliquées en C et (', ce qui est
impossible, puisque ces deux forces égales et paralléles,
agissent dans le mdéme sens.

Douc, leffort dun couple ne peutl élre comparé a
une force.

259. TaEorEME. — Si Uon prend la somme algé-
brigue des moments des deux forces d'un couple par
rapport & un point quelconque de son plan (ow par
rapport @ un awxe perpendiculaire & ce plan), cetle
somme est constante, el égale au produil de 'une des
forces du. couple par la longueur de son bras de levier.

Soit O un point du plan, et soit OAB la perpen-
diculaire aux deux forces
(fig. 84). Le moment de la
-P force P, appliquée en B, est
P x OR; le moment de la
force P, appliquée en A, est
P x OA: cc dernier est de
sens contraire au premier.

La somme des moments
3 des deux forces est donc :

Fig, 84.

P x OB—P X OA =P X AB.
On arriverait au méme résultat, quelle que soit la

position du point O dans le plan des deux forces, et,
par conséquent, le théoréme est démontré.
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Ce produit de I'une des forces du couple par son bras
de levier est le moment du couple. Nous verrons dans la
suite que le moment d'un couple est 14 mesure de son
gnergie.

260. ProOPRIETE. — Le moment d'un couple peut
étre représenté par Uaire du parallélogramme dont les
deux forces du couple forment deux colés opposés.

261. Skns D'UN courLE. — Sil'on veut se faire une
idée des sens de différents couples situés dans un méme
plan, on supposera que les milieux de leurs bras de
levier soient rendus fixes. Soit, par exemple (fig. 85), le
couple (P, — P); supposons
que le point I, milieu de son
-p bras de levier soit rendu fixe;
menons par ce point une per-
pendiculaire au plan dans un
Sens convenu, et supposons un
observateur placé sur cet axe,
les pieds en I. L'effet des deux
forces, et, par conséquent, l'effet

P du couple sera de faire tourner

le bras de levier autour de cet

axe. Le sens de cefte rotation sera celui du couple. On

conviendra que le couple sera positif ou négatif, suivant

quil tend & faire tourner le bras de levier de gauche &
droite ou de droite & gauche.

Il est bon de remarquer que cette tendance du couple
a faire tourner son bras de levier est tout-a-fait fictive.
Elle ne permet de rien conclure en ce qui concerne
I'effet réel d'un couple sur un corps. Car, il faut bien
observer gqu'en réalité, il n'y a pas de point fixe dans le
plan (4 moins qu'on ne le dise). L'idée de la rotation ne
sert qu'a faire image, et 4 distinguer les sens des couples
situés dans un méme plan.

Fig. 85.
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Nous verrons plus tard, dans la Dynamique, quel est
leffet d'un couple sur un corps. Mais, actucllement,
nous n'avons pas besoin de le savoir pour démontrer
toutes les propriétés qui vont suivre.

262. TutorEME. - - Si l'on projelle un couple sur
un plan quelcongue, la projection sera encore un couple.
Le moment du couple projeté s'obtient en multipliant le
moment du premier couple par le cosinus de Uangle des
deux plans.

En effet, le moment du couple projeté (P', — P') est
représenté par l'aire du parallélogramme dont les deux
forces P' formeront deux cotés opposés (n® 260). Or, ce
parallélogramme est évidemment la projection du paral-
lélogramme qui représente le couple (P, — P), et le
théoréme est démontré.

263. THEOREME. —- La somme des moments des deux
Jorces dun couple par rapport a un axe quelconque,
est égale au moment du couple, projeté sur un plan
perpendiculaire & cet axe,

En effet, 1a somme des moments des deux forces du
couple de l'espace par rapport & 'axe est égale (n°® 233)
4 la somme des moments des projections des forces sur
un plan perpendiculaire a l'axe, c’est-a-dire au moment
du couple projection.

Or, si A est I'angle que le plan du couple (P, — P)
fait avec le plan perpendiculaire a l'axe, nous aurons,
en désignant par P'p' le moment du couple projeté, et
par Pp le moment du couple de I'espace :

P'p' — Pp cos A.
On conclut de 14 que la somme des moments des deux

forces du couple par rapport & un axe est nulle pour
A = 90°, c'est-a-dire lorsque l'axe est paralléle au plan
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du couple; cette somme est maximum pour A = 0,
c’est-a-dire lorsque l'axe est perpendiculaire au plan du
couple; enfin, cette somnie est constante, lorsque A est
constant. Donc, la somme des momenis des deuz forces
d'un couple par rapport & une droite, est la méme que
la somme des moments de ces forces par rapport & une
aulre droite paraliéle & la premicre.

Translation des couples.
Mesure des couples. — Axe d'un couple.

264. THEOREME., — L'effel d'un couple n'est pas
changé quand on fait tourner son bras de levier autour
d'une de ses extrémités, ou autour d'un point quelconque
pris sur ce bras de levier, '

Soit un couple (P, — P) dont AB est le bras de levier
(fig. 86), et soit O un point pris sur cc bras de levier.
Faisons tourner AB en
A'B!, et introduisons aux
points A' et B’ deux
forces égales a P, direc-
tement opposées, et per-
pendiculaires a A'B'. Le
systémen’est paschangé
par lintroduction de
ces forces (n° 208) Or,
les deux forces P et
— P, appliquées respec-
tivement en A et A,
peuvent étre considé-
rées comme appliquées en C : elles se composent en unc
force unique R’ dirigée suivant la bissectrice de I'angle C,

Fig. 86.
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et, par conséquent, suivant la bissectrice de I'angle O.
D'autre part, les deux forces P et — DT, appliquées
respectivement en B' et B, peuvent étre considérées
comme appliquées en D ; elles se composeront en une
force R/, dirigée suivant la bisscetrice de 'angle D, ou
de Pangle 0. Or, il est évident que les deux forces R' et
R, qui peuvent étre considérées comme appliquées
en O, sont égales et directement opposées; done, clles
se détruisent. Le systéme se réduit donc aux deux forces
P et — P, appliquées respectivement en A’ et B, et le
théoréme est démontré.

265. THEOREME. -— Un couple peut élre transporté
parallélement & lui-méme dans son plan,ou dansvn plan
paralléle, sans que son effet soit changé, pourvu que le
nouveau bras de levier soit invariablementlié au premier.

Soit un couple (P, — P) dont le bras de levier est AB,
(fig. 87), et soit A'B' une droite égale et parallcle a
AB, invariablement liée a cette derniére. En chacun des
points A’ et B’, introduisons deux forces égales et
paralléles a P, ct
directcment oppo-
, —2P sées. Le systéme ne
sera pas changé par
Lintroductionde ces

N _ g+ forces. Or, les deux

A RN - forces - P, appli-
’ T S quées en A et B’ se

S Nt s P composeront enune
A force unique 2P,
appliquée au mjlieu
de ARB’, et paral-

P Yop léle aux forces P.

De méme, les deux
forces — P, appliquées en A’ et B, se composent en une

Fig. 87.
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force unique — 2P, appliquée au milieu de A'B, et
paralléle aux forces P : cette derniére force — 2P est
done égale ct dircctement opposée a la force + 2P, et
par conséguent, elle la détruit. Le systéme est donc
réduit aux deux forces P, -— P, appliquées respecti-
vement en A’ et B, cest-a-dire au couple (P, — P),
transporté parallélement a lui-méme.

266. TutorEME. — Un couple peut étve transporis
comme on voudra dans son plan ou dans un plan
paralléle invariablement lié au premier, sans que son
effet soit changé, pourvu que le nouveau bras de levier
soit invariablement lié au premier.

La démonstration de ce théoréme résulte évidemment
de la combinaison des deux précédents.

26%7. TukorkEME. — Un couple peut éire remplacé
par un aulre couple de bras de levier différent, silué
dans le méme plan ou dans un plan paralléle invaria-
blement lié aw premier, pourvu que leurs moments
soient égaux, et qu'ils soient de méme sens.

Soit un couple (P, — P) de bras de levier AB = p
(fig. 88) : nous allons démontrer que I'on peut remplacer

ce couple par un autre

Fig. 8. couple (P', — P’) dont

-F -p'  p’ est le bras de levier,

pourvu que lon ait :
A B Pp' = Pp.
Ll c ]

p p Sur le prolongement

. de AB, prenons une

b P longueur BC = p', ¢t

introduisons au point C

P+D’ deux forces égales &

P’ et directement oppo-

sées. Le systéme ne sera pas changé par lintroduction
de ces forces. Or, les deux forces P et P’, appliquées
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respectivement en A et C, paralléles et de méme sens, se
composent en une force unique égale 4 P + P, ¢t
appliquée en un point qui divise la droite AC dans le
rapport de P’ a P : ce sera donc au point B (n° 247).
Mais, les deux forces P + P’ et — P, appliquées en B,
et directement opposéces, se composent en une force P,
ot le systéme est donc réduit aux deux forces P’ et — I,
appliquées en B et C, paralléles et de sens contraires.
Ce nouveau couple peut donc remplacer le premier.

On peut encore énoncer ce théoréme en disant que
deux couples de méme moment el de méme sens, situés
dans un méme plan ou dans des plans paralléles sont
équivalents.

CorOLLAIRE. — Il résulte de ce théoréme quun couple
étant donné, on peut le remplacer par un autre couple
dont le bras de levier est donné, ou par un autre couple
dont les forces sont données.

268. Tui:orEME. — Les efforis de deux couples sont
proporiionnels a lewrs moments.

Pour démontrer cette proposition, nous allons d’abord
démontrer que deux couples qui agissent sur des bras
de levier égaux sont entre eux corame les forces de ces
couples.

Soient donc deux couples (P, — P) et (Q, — Q) dont
les bras de levier sont égaux : supposons que les forces
P et Q soient entre elles dans le rapport de m & n. En
remplacant chacune des forces P par m forces égales, ct
chacune des forces Q par n forces égales entre elles ¢t
4ux premieéres, nous pourrons considérer le couple
(P, — P) comme la somme de m couples ¢gaux et de
méme sens, appliqués l'un sur Tlautre, et le couple

{Q, — Q) comme la somme de n couples égaux enire
cux et aux premiers, appliqués -I'un sur lautre. Les
16
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intensités des couples (P, — P), (Q, — Q) seront donc
cntre elles dans le rapport de m 4 n, ou dans le rapport
deP aqQ.

Soient maintenant deux couples quelconques (P,—P),
et (Q, — Q) dont les bras de levier sont p et g.

D'aprés le théoréme de l'équivalence des couples
(n® 26%), on pourra remplacer le couple (Q, — Q) de

bras de levier ¢, par un couple (% Q, — % Q) de bras

de levier p, puisque ces deux couples auront lcurs
moments égaux 4 Qg. Donc, au lieu des deux couples
(P, — D), (Q, — Q), nous aurons les deux couples

(P, — P), (% Q, — % Q). dont les bras de levier sont

égaux. Or, les intensités de ces couples sont entre elles
comme les forces, et nous aurons, en désignant ces
intensités par M et N :

q
M:N=P:ZqQ,
D

ou bhien :
M:N=Pp:Qq,

ce qui démontre le théoréme énoncé.

COROLLAIRE. — SI I'on prend pour unilé de couple
celui qui est composé de deux forces égales 4 'unité de
force, et dont le bras de levier est égal a4 l'unité de
longueur, la formule ci-dessus nous apprend que lc
couple (P, — P) contient autant de fois I'unité de couple
que son moment Pp contient de fois lunité. Par
constquent, le momeni d'un couple est la mesure de
son effort ou de son intensité.

269. THREOREME. — Deux couples de méme moment
et de sens contraires, situés dans un méme plan ou dons
des plans paralléles, se font équilibre.
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Soient les deux couples (P, — P), (Q, — Q) de
sens contraires, et dont

Fig- 89. les moments Pp, Qg sont

AP égaux.

A-0 Transportons le couple
. 5 ) (Q, — Q) de maniére que

son bras de levier BC = ¢

P 1 l se trouve dans le prolon-

gement du bras de levier

¢ AB— p du couple (P, —P)

P P4y (fig. 89). Les degx forces

— P, — Q, appliquées au

point B, se composeront

en une force égale A leur somme — (P 4 Q), appliquée
au point B.

D'autre part, les deux forces P et Q appliquées en A et
C, paralléles et de méme sens, se composent en une force
égale &4 leur somme P + Q, paralléle a4 ces forces,
de méme sens que ces forces, et appliquée évidemment
au point B (n® 24'7). Nous avons donc au point B deux
forces égales & P 4 Q, et de sens confraires. Ces deux
forces se détruisent, et, par suite, le systéme des deux
couples est en équilibre.

2'70. AXE D'UN cOUPLE. — Un couple est déterming,
cest-2-dire que I'on connalit tout ce que l'on a besoin de
connaitre relativement 4 I'énergie du couple, et 4 sa
position dans I'espace, quand on connalit la position du
plan, la grandeur du moment, et le sens du couple. Un
couple peut étre représenté par une simple droite, que
I'on appelle l'axze du couple. On prendra cette droite
perpendiculaire au plan du couple, dans un sens tel
quun observateur placé suivant cet axe, les pieds &
lorigine, voie le couple tendre & faire tourner son bras
de levier, supposé fixé par un de ses points, dans le sens
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que nous avons adopté pour le sens positif. Sur cette
droite, nous prendrons une longueur égale au moment
du couple. Cette droite est ce que l'on appelle I'axe du
couple. Elle représentera le couple : en effet, quand elle
sera donnée, le couple sera entiérement déterminé pour
son plan, son moment et son sens.

REMARQUE. - On voit que I'axe d'un couple n'occupe
pas une position déterminée dans I'espace. On peut
toujours le faire passer par un point pris d'une maniére
arbitraire dans I'espace.

271. On arrivera facilement au théoréme suivant que
nous avons déja énoncé sous une autre forme (n° 263):
La somme des moments des forces dun couple par
rapport & une droile quelconque est la projection de
laxe du couple sur cette droite.

Composition des couples.

272. THfOREME. — Deux couples situés comme
on voudra dans un méme plan ou dans des plans
paralléles, se composent en un couple unique dont
le moment est la somme algébrique des noments des
couples composants.

Soient deux couples (P, -—— P), (Q, — Q) de bras de
levier p ¢t g. D’apreés les théorémes précédents, on pourra
ramener ces deux couples dans un méme plan (n° 266) ;
puis, on transformera (n° 26%7) le couple Qg en un autre
couple de méme moment et de méme sens, et ayant
pour bras de levier p. Il suffira pour cela de poser :

P'p —=Qq.
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Cela posé, on fait coincider les deux bras de
levier égaux; on a alors 4 chaque extrémité du bras
de levier commun deux forces de méme direction, qui
se composent en une force unique égale a la somme
algébrique de ces deux forces. Ces deux résultantes
P + P! forment un couple qui équivaudra i Venscm-
ble des deux couples proposc¢s, et dont le moment
sera :

(P 4 P)p="Pp + Pp —Pp + Qq.

2%3. TukorREME. — T'ant de couples que lon voudra,
situés d'une maniére quelconque dans un méme plan
ou dans des plans paralléles, se composent en un couple
unique, silué dans un plan paralléle avx plans des
couples composanis, et dont le moment est égal @ lo
somme algébrique des moments des couples compo-
sants.

Il suffira pour démontrer ce théoréme d’appliquer le
théoréme précédent.

REMARQUE. — Ce résultat peut s’énoncer plus simple-
ment en disant que laxe du couple résultant est la
somine algébrique des axes des couples composants.

274. Réciproquement, on pourra décomposer un
couple donné en tant de couples que l'on voudra, situés
dans un méme plan ou dans des plans paralléles.

2'75. THEOREME. — Deux couples situés comme on
voudra dans deux plans qui se coupent sous un angle
quelconque, se composent en un couple unique dont
le plan passe par Uintersection des plans des deux
couples, et dont le moment est relié auxr moments
des couples composants par la loi du parallélogramme.
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Soient deux couples (P, — P), (Q, — Q) situés dans
les deux plans M et N (fig. 90). Sur lintersection de ces

Fig. 90.

deux plans prenons une
longueur AB quelcongue.
Cela posé, remplacons
les deux couples donnés
par deux couples équi-
valents ayant AB pour
bras de levier, ¢t soient
(P, — P, (Q, —Q)ces
deux couples.

Or, les deux forces
P, Q', a chacune des
extrémités de AB se

composcent par la régle du parallélogramme en une
force R. Nous aurons ainsi en A et B deux forces ¢gales
a R, paralléles et de sens contraires : elles forment un
couple qui pourra remplacer les deux couples proposés,

et le théoréme cst démontré.

CoroLLAIRE. — 1l est évident quel'on a :

R? — P 4 Q- 2P'Q cos (P, Q),

ou bien :

R.AB' =DP”?.AB’ 4+ Q2.AB 4+ 2P'.AB.Q . ABcos V,

en désignant par V Iangle des deux plans.
Sidonc L et M sont les moments des couples compo-
sants, le couple résultant W scra donné par la formule :

W2 =124 M2+ 2LMcos V.

On a aussi :

L:M:W=sin(M, W) sin (L, W) : sin (L, M).
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276. REMARQUE. — Il est facile de s’assurer que
Vaze du couple résultant est la diagonale du parallélo-
gramme construit sur les axes des couples composants.

En effet, si Fon méne les axes des trois couples, ces
axes forment un parallélogramme dont les c6tés et la
diagonale seront proportionnels a P, Q', R ; de plus, les
angles que ces axes font enire eux sont égaux aux
angles des plans des trois couples. On a donc le théoréme
suivant : '

TuforiEME. — Si deuwx couples sont représentés pour
leurs awes et leurs moments par les deux cités d'un
parallélogramme, ces deux couples se composent en un
couple unique dont Uaze est donné en grandeur, direc-
tion et sens par la diagonale de ce parallélogramme.

REMARQUE. — SI les plans des deux couples sont
rectangulaires, les axes de ces couples sont aussi
rectangulaires, et 'on a :

W2 — L2 | M2;

si lon désigne par «, f les angles que l'axe du couple
résultant fait avec les axes des couples coraposants, il
vient :

L=Wecosa, M= Wecos=Wsina.

2'77. THEOREME. — Trois couples représentis par
les trois arétes conligues d'un parallélipipéde se compo-
sent en un couple unigue dont Uaxe est représenté por
la diagonale de ce parallélipipéde.

On démontre ce théoréme en cpérant comme pour le
parallélipipéde des forces (n° 216).

Si les axes des couples sont perpendiculaires entre
eux, c'est-a-dire si les plans de ces couples sont perpen-
diculaires, le parallélipipéde est droit, et l'on a,
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en désignant par L, M, N les moments des couples
composants, et par W le moment du couple résultant :

W2 = L2 4+ M? - N*;

en oulre, si A, u, v sont les angles que I'axe du couple
résultant fait avec les axes des couples composants,
on aura :

L=Wcosd, M= Wcosy, N= Wecosv.

2'78. ReMarQuE. — Un couple W peut étre décomposé
en trois couples situés dans trois plans rectangulaires,
ou dont les axes sont perpendiculaires entre eux.

Les couples composanis sont déterminés par les
formules qui précédent.

279. TutorEME. — Tant de couples que lon voudra,
situés dans des plans quelcongues, se composent en un
couple unique dont laxe est donné par la régle du
polygone des awes.

La démonstration de ce théoréme est évidente.

REMARQUE. — Si trois couples agissent dans ftrois
plans qui forment un angle solide, ou qui se coupent en
un point unique, ils ne peuvent avoir un couple résultant
nul, & moins qu’ils ne soient nuls tous les trois.

280. CoNDITIONS D'EQUILIRRE DES COUPLES. — Si les
couples sont situés dans des plans paralléles, la condition
nécessaire et suflisante pour I'équilibre est que la somme
algébrique de leurs moments soit nulle.

Si les axes des couples ne sont pas paralleles, il faut
que les sommes algébriques des projections de ces axes
sur trois axes rectangulaires soient nulles séparément.
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Composition d'un couple et d'une force.

281. TuforREME. — Une force el un couple situés
dans un méme plan se composent en une force unique
égale et paralléle o la force donnée, et située & une
distance de celle-ct égale au moment du couple divisé
par Uintensilé de la force.

Soient P la force donnée (fiz. 91), et (Q, —— Q) le
couple donné. Nous pouvons remplacer le couple (Q, — Q)

Fig. 91.

P / D A JB
0
par un autre couple de méme moment et de méme sens,
dont les forces soient égales a P (n° 26%). Il suffira,

pour déterminer le bras de levier du nouveau couple, de
poser I'égalité :

Pp = Qg,
d’ou l'on tire :
Q
p=F
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Cela posé, transportons ce nouveau couple dans son
plan, de maniére que I'une des forces P du couple soit
directement opposée a la force P donnée. Le couple
occupera alors la position (P, — P) de bras de levier
€D = p. Or, les deux forces P appliquées en C, égales
et directement opposées, se détruisent. Le systéme est
ainsi ramené a la force unique P, égale et paralléle 4 la
force donnéc P, et appliquée au point D, et I'on a

D =p= %q_ - Le théoréme est donc démontré.

282. TuroREME. — Une force et un couple, non
situés dans un méme plan, se composent d'une infinité de
maniéres en deux forces non situées dans un méme plan.

Soient P la force donnée, et (Q, — Q) le couple donné.
Soit A le point de rencontre de la force P avec le plan
du couple (fig. 92). On pcut transporter le couple dans
son plan de maniére que Pune des forces du couple

Fig. 92.
F 7 R

vienne passer par le point A. Cela posé, les deux forces
concourantes P et Q se composent en une résultante R,
non située dans le plan MN, et le systéme est donc réduit
a la force Q, appliquée en B, ct située dans le plan MN,
€t la force R non située dans ce plan. Il est évident que
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cette réduction peut étre faite d’'une infinité de maniéres:

cn effet, le couple (Q, — Q) peut étre tourné comme
on voudra autour du point A ; d’autre part, on peut
remplacer le couple (Q, — Q) par un autre couple équi-

valent. Dans chacun de ces cas, on aura une résul-
tante R' différente de R.

283. THEoREME. — Deux forces non situdes dans
un méme plan peurvent Se ramener d'une infinité de
maniéres a une force el un couple non situés dans un
méme plan.

Soient P et Q les deux forces situces dans les plans
M et N, O et O les points de
rencontre de ces forces avec
Iintersection des deux plans
(fig. 93). Appliquons au point
0/, et dans le plan M deux forces
P P, — P égales et paralléles 4 P,
et dircctement opposées. Les

deux forces P et Q en O se

P& / .
composeront en une force unique

Q
R
/ \ R, et les deux forces restantes

Fig. 93.

4

/

o]

ol

formeront un couple (P, — P)
situé dans le plan M. II est
évident que cette réduction peut se faire d'une infinité
de maniéres.

284. ToforkME. -— Une force P appliquée en un
point A d'un corps solide, pewl étre transportée paral-
lelement @ elle-méme en un autre point O invariablement
lié au premier, pourvu que lon adjoigne a cetle force
un couple dont le plan coincide avec le plan PAO, et
dont le moment soit égal au produit de la force P par
la distance du point O a la direction primitive de la
force.
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Soit P une force appliquée au point A, et soit O un
point quelcongque invariablement li¢

Fig. 94. au point A (fig. 94). Introduisons au

3 point O deux forces égales et paral-

/ ' léles & P, et directement opposées :

s il est évident que I'état du corps ne

n </ p sera pas changé. Le systéme se com-

paralléle et de méme sens que la

AN # posera alors dune force P égale,
AN / .
\\ e . 7 .
/ 0 force proposée, et appliquée au point

0, et d'un couple (P, — P) dontle

bras de levier sera On, c'est-a-dire la

distance du point O 4 la direction
primitive de la force.

REMARQUE. — Ce théoréme pourrait étre considéré
comme la réciproque du théoréeme (n° 281).
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CHAPITRE III.

Composition des forces guelcongues
appliguées & un corps solide.

285. THROREME. — Tant de forces que Uon voudra,
appliquées & un corps salide, peuvent loujours se réduire
a deux forces non situées dans un méme plan, et dont
{'une passe par un point A, pris arbilrairement dans
le corps.

Soient P, P!, P",... les forces données, et soient
m, m, m"... les points d’application de ces forces.

Imaginons deux autres points

Fig. 95. B et C (fig. 95) pris arbitrai-

rement dans le corps, et joi-
gnons les trois points A, B, C
[/~ aux points dapplication des
AN forces données. On peut décom-
- / \ poser la force P, appliquée en

/ - m, en trois forces dirigées sui-

I “B  vani mA, mB, mC. Opérons de

{c méme pour les forces P’, P,...

Nous aurons ainsi pour chaque

force trois composantes appliquées en A, B, C. Or, toutes
les forces appliquées en A sc composent en une force
unique que l'on obtient par la régle du polygone des
forces. De méme, les forces appliquées en B se composent
en une force unique, ainsi que les forces appliquées en C.

\
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Nous obtencns donc ainsi trois forces R, S, T respecti-
vement appliquées en A, B, C. Donc, toules les forces
données peuvent élre réduiles a lrois forces passan! par
trois points pris arbitrairement dans le corps.

Nous allons maintenant réduire ces trois forces &
deux, dont I'une passera par le point A. A cet effet, soit

Fig. 96.

T

AX Tintersection des deux plans ABS, ACT (fig. 96);
prenons sur AX un point D quelconque, et joignons DB
et DC.

Nous pourrons décomposer la force S, appliquée en B,
en deux forces U et U’ dirigées, I'une suivant AB, I'autre
suivant DB; de méme, nous pourrons remplacer la force
T appliquée en C par deux forces V et V' dirigées, 'une
suivant AC, I'autre suivant DC.

Or, les trois forces concourantes R, U et V ont une
résultante unique Q appliquée en A, et les deux
forces concourantes U’ et V' ont une résultante unique
Q' appliquée en D. Ces deux dernic¢res forces Q et Q'
dont la premiére est appliquée au point A peuvent donc
remplacer les forces®données P, ', P",... et le théoréme
est démontré.
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REMARQUE I. — Il est évident que cette composition
peut se faire d’'une infinité de maniéres : en effet, le
point D pris sur AX est quelconque, et dailleurs les
points B et C sont aussi quelconques.

REMARQUE II. — 1° Si les forces Q et Q' sont ézales et
directement opposées, les forces P, P, P",... se font
équilibre.

2° 8i les deux forces Q et Q' sont situées dans un
méme plan, cest-a-dire si elles sont concourantes ou
paralléles, on pourrait les composer en une scule,
(& moins qu’elles ne soient paralléles, égales et de sens
contraires), et le systéme se réduirait a une résultante
unique.

3° 8i les forces Q et Q sont paralléles, égales et de
sens contraires, le systéme se réduit & un couple.

286. On peul arriver au méme résullat d’'une autre
maniére :

THEOREME. — Un nombre quelcongue de forces appli-
quées & un solide invariable peut foujours étre remplacé
d'une infinilé de maniéres par une force unigue et un
couple unique.

Soient P, P', P"..., des forces appliquées aux points
m, m', m',... dun solide invariable. Soit O un point
falsant partie du corps solide, ou invariablement relié &
ce corps, et transportons toutes les forces données en ce
point O. Nous remplacerons ainsi (n° 284) le systéme
des forces données par un systéme de forces égales et
paralléles aux premiéres, et appliquées au point O, et
par des couples en nombre égal au nombre des forces.
Or, toutes les forces appliquées en O se composent en
une force unique R, appliquée en ce point; tous les
couples se composent en un couple unique W. Par
conséquent, le systéme se réduit a une*force unique et un
couple unique.
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REMARQUE I. — Ce résuliat est exactement équivalent
au précédeat : en effet, nous pouvons prendre le point A
du théoréme précédent pour le point O, ou I'on transporte
les forces. Cela posé, le couple W (Q, — Q) peut étre
transporté, comme on voudra, dans des plans paralléles
(n° 266). Nous pouvons donc faire en sorte que T'une
des forces du couple, par exemple la force + Q, passe
par le point A. Si nous composons alors les forces R
et Q, concourantes en A, nous obtiendrons une force S,
appliquée au point A, et le systéme est alors réduit aux
forces S et — Q.

REMARQUE II. — II est évident que, quel que soit
le point O ou l'on transporte les forces données, la
grandcur, la direction ct le sens de la force R restent les
mémes, puisque le polygonce des forces sera toujours le
méme; au contraire, la grandeur et la direction du
couple varient avec la position du point O.

La force R s’appelle la résullante de translatlion.

R8%7. METIODE ANALYTIQUE. — Soient P, P', P",...
les forces données, appliquées aux points m, m', m',...
X,Y, 2, X, Y, Z),..les composantes de ces forces
parallélement 4 trois axes rectangulaires, (z, v, 2),
(z, y', 3),... les coordonnées des points =2, m', m',...
par rapport aux mémes axes.

Considérons la force P (fig. 97) appliquée au point
m(x,y,2): au lieu de transporter la force Pdirectemnent &
l'origine, nous y transporterons ses composantes X, Y, Z.

A cet cffet, transportons la force X au point #n, en
introduisant le couple (X, — X) dont le bras de levier
est mn ==z, ¢t dont le moment est Xz : ce couple est
situé dans un plan paralléle au plan des zx, cest-a-dire
dans le plan de zx; sinous considérons comme positives
les rotations des y vers les z, des 2 vers les o, et des x
vers les y, le couple Xz sera positif (n° 261). La force X,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 257 —

appliquée en =, peut étre transportée en a (ou en 0), en
introduisant un couple (X, — X) dont le bras de levier

Fig. 97.

st na = v, et dont le moment est Xy : ce couple est
situé dans le plan des oy, et il est négatif ; nous aurons
donc dans le plan des zy le couple — Xy.

Ainsi, la translation de la force X a lorigine nous
donne :

1° la force X, appliquée 4 'origine O ;

2° le couple + Xz, situé dans le plan des zx ;

3° le couple — Xy, situé dans le plan des ay.

La force Y pourra aussi étre transportée de m cn =,
puis de = en b, en introduisant deux couples, et nous
aurons ainsi :

17
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1° la force Y, appliquée au point O ;

2° le couple — Yz, situé dans le plan des yz;

3° le couple -+ Yx, situé dans le plan des zy.

Enfin, la translation de la force Z a lorigine nous
donnera :

1° la force Z, appliquée au point O ;

20 le couple — Zz, situé dans le plan des 2z ;

3° le couple 4 Zy, situé dans le plan des yz.

Chacune des forces données pourra étre transporiée a
Torigine de la méme maniére que la force P, et nous
aurons ainsi pour chacune d’elles : trois forces X, Y, Z,
appliquées au point O, et dans chacun des plans
coordonnés des couples Zy — Yz, Xz Za, Yo — Xy.
Toutes les forces suivant I'axe des & se composent en une
force unique :

EX =X 4+ X + X"+ ... ;
nous aurons de méme pour les deux autres axes:

S =Y+ Y + Y+ ..,

Y2 =724+ 74 7"+ ...

Nous aurons aussi dans les trois plans coordonnés trois
séries de couples; ces couples se composeront dans
chacun des plans en un couple unique égal & la somme
algébrique des couples composants (n° 273), et il
viendra :

1° dans le plan des yz, le couple L = £(Zy — Yz);

2° » 3, n M= X(Xz —Zx);

3° » xy » N = Z(Yo — Xy).

Le systéme est donc ramené & trois forces dirigées
suivant les trois axes, et trois couples situés dans les

I
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trois plans coordonnés. Ces trois forces se composeront
en une force unique R, donnée par la formule (n° 219):

R® = (XX} 4 (XY} -+ (X2,

et, en désignant par a, b, ¢ les angles que R fait avec les
axes, on a :

¥X
COSs @ = T = —
V(X + (XY} -+ (X2
Y Y
COS b = -E— == .
VOEXpE -+ EYR A+ (SR
oz )/
COS ¢ = *R— =

VEX) (XY - (R

Les trois couples L, M, N se composeront en un couple
unique W, donné par la formule (n® 27%7) :

W2 = L 4- M2 - Ne,

et, en désignant par A, p, v les angles que Paxe de ce
couple fait avee les axes coordonnés, on a :

W 12y —Y2 ) E(Xe —Za) |- B (Yo —Xy|*
sy M _ ' = (X2 — Zz)
T l/iE(Zy—Yz PH1SXz - Zo) P+ (Y —Xy);2 ’
Y Vi —
cos v _ y_ — YiYw X?/)

i V5 (Zy —Yz) {2 (X e — Zo) ) X (Yo — Xy)f*
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Ainsidone, en général, le systéme des forcesP, P, P",...
se ramene & une force unique R, et un couple unique W,
déterminés par les formules qui précédent.

CAS PARTICULIERS. — 1° Si la force R est nulle, les
forces se réduisent 4 un couple unique W.

2° Sile couple W est nul, les forces se réduisent & une
force unique R.

3° Si le couple W et la force R sont nuls, les forces
données se font équilibre.

288. Nous venons de voir que, si le couple W est
nul, les forces se réduisent a une résultante unique R.
Le systéme pourra encore se réduire a une résultanie
unique, dans le cas ol le couple W et la force R sont
situés dans un méme plan (n° 281), c'est-a-dire lorsque
la force R sera perpendiculaire a 'axe du couple.

11 résulte de la que la condition analytique nécessaire
et suffisante pour que le systéme des forces P, P, I",...
appliquées & des points invariablement reliés entre eux,
se rameéne A une résultante unique, est :

cos @& cos A -+ cos b cos p + cos ¢ cos v = 0,
ou bien, en remplacant les cosinus par leurs valeurs :
LIX + MZY + NXZ —.0.

289. REMARQUE I. — Il est facile de s'assurer que
les moments L, M, N des trois couples situés dans les
trots plans coordonnés, ne sont aulres que les sommes
des momenls des forces données par rappor! auzx lrois
axes cooradonnes.

En effet, d'aprés ce que nous avons vu (n° 238),
l'expression Yo — Xy est le moment de la force P par
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rapport & axe des Z; par conséquent, =(Yax — Xy) ou
N est la somme des moments des forces données par
rapport 4 axe des Z.

Done, les moments L, M, N des projections du couple W
sur les trois plans coordonnés, c’est-a-dire les projections
de Taxe W sur les axes coordonnés, sont égaux aux
sommes des moments des forces par rapport a ces
mémes axes.

290. REMARQUE II. — On sait (n° 262) que si I'on
projette le couple W sur un plan faisant un angle 6 avec
le plan du couple W, la projection W' est donnée par la
formule :

W' = W cos b ;

mais, W' est la somme des moments des forces par
rapport & I'axe W' (n° 263). Donc :

THEOREME. — La somme des moments des forces par
rapport & un axe s'oblient en projetant sur cet axe le
moment résultant, ou le moment dv couple résultant.

Ainsi, quand on a obtenu en grandeur et direction l'axe
du couple résultant relatif & une certaine origine, il
suffit de projeter cet axe sur une droite quelconque de
cette méme origine, pour avoir la somme des moments
des forces par rapport & cette droite (ou estimée suivant
cette droite).

291. PROPRIETE. — La somume des moments des
forces par rapport & un axe s'obtient en projetant sur
cel axe les sommes des moments des forces relatives
aux axes coordonnds, el faisant la somme de ces
projections.

En effet, soient W le moment du couple résultant pour
une origine donnée, 1, u, v les angles que son axe fait
avec les axes coordonnés, § I'angle que fait cet axe avec
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une direction (¥, ', v') de la méme origine, W'la somme
des moments des forces par rapport a cette direction ;
nous aurons :

W' = W cos 6 = W (cos 4 cos A" 4 cos p ¢os ' -+ cos v cos V')

=1L cos ' 4 M cos p! 4 N cos v/,

ce qui démontre la propriété énoncée.
292. AXE DU MOMENT MAXIMUM. — Si nous reprenons
la formule :

W' =W cos 6,

nous en concluons les théorémes suivants :

TuforEME 1. — De fous les axes qui passent par une
méme origine, l'axe du couple résullant est celui par
rapport augquel la somine des moments des forces est la
plus grande

TaEorEME II. — La somine des inoments est la méme
par rapport & tous les axes qui font un méme angle avec
celui du plus grand moment, ou Qqui forment une surface
conique décrite autour de cel axe sous le méme angle.

THEOREME III. — La somme des momenis est nulle
par rapport & tous les axes qui font un angle droil avec
lUaxe du plus grand moment, ou qui sont situds dans
un plan perpendiculaire & sa direction.
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Propriétés de 1'axe central.

293. Nous avons vu (n° 2886) que si 'on compose
toutes les forces données autour d'une origine O, on
obtient une force unique R et un couple unique W, Il est
d’abord évident que si l'on transporte le point O en un
point quelconque de R, on aura toujours la méme force
R et le méme couple W. Il est facile de s’assurer que
la grandeur ct la position du couple W varient avee
Porigine O prise en dehors dela résultante R. En effet,
soient pour le point O la force R et le couple W (fig. 98) :

il est évident que sinous
voulons obtenir la force
et le couple relatifs &
W' une autre origine Q/, il
suffira de transporter cn
ce point ' la force R
'l et le couple W. Or, le
Rr couple W se transporte
parallélement & lui-
J méme sans altération ;
R la force R se transporte
parallélement & elle-méme au point O' en donmant .
naissance a un couple (R, -— R) dont le moment est Rr,
r 6tant la distance du point 0" 4 la force R dans sa
position primitive (n° 284), et I'axe R» de ce couple est
perpendiculaire au plan ROQ'.

Les deux couples W et R se composent en un couple

unique W' qui est donné par la formule :

Fig. 98.

W2 = Wz 4 (Rr) §- 2W . Rr cos 8.
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On voit donc qu'a lorigine O', on obtient une force
unique R de méme grandeur et direction qu’au point O,
et un couple W' différent de W. Ainsi, le plan du couple
et son moment varient avec la position du point O ol
Ion transporte les forces, et comme la direction de R
reste toujours la méme, il s’ensuit que langle de R avec
le plan du couple varie avec la position du point O.

D’ailleurs, 'axe du couple W' est pour le point O' I'axe
du moment maximum des forces (n° 292). Ce maximum
reste évidemment le méme lorsque le point O se déplace
sur la direction de la force R, et il change avec la position
du point O dans 'espace, en dehors de la résultante.

294. AXE CENTRAL. — Parmi tous les maximums
différents les uns des autres, il en est un plus petit que
tous les autres. Les origines pour lesquelles cette
propriété existe sont situées sur une méme droite que
l'on appelle axe central : elles sont déterminées par la
condition qu'en ces origines laxe du couple coincide
avec la direction de la force unigue R.

Nous allons, en effet, démontrer que, si lon a
obtenu une origine O, telle que, pour cette origine, ona
la condition que R et W
coincident (fig. 99), et si I'on
W w w Dassede cette origine O 4 une
R autre origine O'quelconque, on
R ' obtiendra un couple W' plus
grand que W. Soit donc O
__ a, Jlorigine pour laquelle R et
0 W coincident, et passons de
cette origine O a I'origine O'.
‘LR Le couple W s’y transporte

parallélement 4 lui-méme
sans altération ; la force R, transportée parallélement &
elle-méme en O, engendre un couple (R, — R) dont le

Fig. 99.

£~
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moment est Rr, et dont I'axe est perpendiculaire au
plan ROO', donc & l'axe du couple W. Par conséquent,
si nous composons les deux couples W et R» en un
couple unique W', nous aurons :

W2 = W? + Rr),

et, par suite, W’ est plus grand que W, quel que soit » ;
donc W est minimum,

REMARQUE. -— 11 est évident quc si l'on déplace le
point O sur la direction OR, le couple W restera
constamment le méme. Le lien des points O pour
lesquels W est minimum est donc une ligne droite : c'est
Paxe central.

295. PrROBLEME. Proposons-nous maintenant de
trouwver la position de laxe ceniral pour un systéme de
forces données.

Soient pour une origine O de l'espace, OR la force

unique, et OW laxe

Fig. 100. du couple (fig. 100).

R Nousnous proposons de
déterminer une origine
0, telle qu'en cette ori-
gine l'axe du couple
coincide avee la direc-
Wsinp  tion de R. II faut donc
yd que le couple résultant
‘ Wain de la translation de R
Rr 0 . de O en O, soit tel que,
composé avec le couple
W, il donne un couple
dont T'axe soit dirigé
suivant OR. Or, aYori-
gine O, nous pouvons
décomposer le couple W en deux couples : 'un W cos ¢

h
: Wcojso W

R

Weos ?
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suivant la direction OR, I'autre Wsin ¢ perpendiculaire
4 OR. Nous devons donc déterminer le point O' de
maniére que le couple résultant de la translation de
R en O, détruise le couple Wsin g. D’ailleurs, l'axe
de ce couple devant étre dans le plan de langle ¢,
Porigine O' devra se trouver sur une perpendiculaire
a4 ce plan. Ceci établi, par le point O menons une
perpendiculaire au plan WOR, et prenons sur cette
perpendiculaire une longueur O0' = ». Transportons
au point 0’ la force R et les couples Wcos ¢, Wsinc: les
deux couples se transportent sans altération ; la force
R engendre un couple (R, — R) dont le bras de levier
esl 00, et dont le moment est R . 00" = Rer. Si done nous
prenons la distance 00" dans un sens tcl que I'axe Rr
du nouveau couple soit de sens contraire & Taxe
W sin ¢, et que I'on ait R» = W sin ¢, ces deux couples
seront égaux et de sens contraires, et par conséquent,
se détruisent. Le systéme au point O’ se réduit donc
a la force unique R et au couple W cos ¢, dont
I'axe coincide aveec O'R. Cette droite O'R sera laxe
central.

On conclut de 14 le théoréme suivant :

TutoritME. -— Tanl de [forces gue lon wvoudra
peuvent loujours se réduire @ une seule force el un seul
couple dont le plan est perpendiculaive a la direction de
la force.

Il résulte de ce qui précéde quil n’y a qu'une seule
maniére de réduire les forces 4 un systéme tel que cclui
que nous venons de définir,

296. PROPRIETE. — Pour une origine quelconque,
la projection du couple résultant sur la direction de la
résultante de translation R, est constante, el égale au
moment du couple minimum.
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En effet, soit G le moment du couple minimum ; nous
aurons :

G = Wcos g,

en désignant par W le moment du couple relatif 4 une

origine quelconque, et par « I'angle de l'axe W avec R.

Or, G est indépendant de I'origine O d’ou I'on est parti ;

par suite W cos ¢ = const, et la propriété est démontrée.
COROLLAIRE, — On a évidemment :

LEX - MEY 4 NYZ
WR ’

COS(P=

on ¢n tire :

LEX 4 MIY 4 NYZ
R )

G=Wcos g =

Or, le premier membre étant constant, quelle que soit
lorigine O, il en est de méme du second membre : mais,
la résultante R est aussi constante. Il s'ensuit que I'on a,
pour une origine quelconque :

LXX + MXY 4- NY¥Z = const.

297. ProrrifiTé. — 8i l'on passe d'une origine O,
prise sur l'axe central 4 une origine O' située & unc
distance « de cet axe, on a :

.“72 — GE + RQmE;
on en conclut que 'W augmente indéfiniment avec z.

Par conséquent, en s'éloignant de l'axe central, on
trouve des couples toujours plus grands et croissant
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sans limite, Mais, chacun d’eux, cstimé suivant la
direction constante de la résultante de translation, donne
une projection égale au couple minimum G (n° 296).

298. De cette méme formule, on conclut les théo-
rémes suivants :

TufioREME [. — Pour foules les origines prises sur
un cylindre de révolulion dont U'axe central est l'axe
géométrique, le moment maximum a la méme valeur.

Si l'on imagine différentes origines prises sur une
méme génératrice de ce cylindre, on obtiendra pour
chacune d'elles :

Ry = Wsing, G = W cos g,

d’otr :
Lyp = % = const. Donc :

THEOREME II. — Pour les origines situdes sur une
méme génératrice du cylindre, les axes des moments
maximums sont dans un méme plan, et paralléles
entre eux.

Si Ton imagine différentes origines, situées sur une
méme section droite du cylindre, les axes des couples
feront le méme angle constant avec la génératrice ; par
conséquent, ces axes formeront un hyperboloide de
révolution. Donc :

TaroriEME III. — Pour des origines siluées sur une
méme section droite du cylindre (ou sur une méme
circonférence dans un plan perpendiculaire & lUaxe
central), les moments maximums sont dgaux, et leurs
axes forment un hyperboloide de révolulion aulour de
Caxe central, el dont la circonférence sera le cercle de
gorge.
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Enfin, si I'on considére des origines sur des cylindres
différents, la formule :

W2 = G + R?,
nous donne :
G = W2 — R2x?,

et T'on a le théoréme suivant :

THEOREME IV. — Pour des origines siluées sur des
cylindres différents, les moments maximums varient
comime les ordonnées d'une hyperbole dont les abscisses
sont les rayons de ces cylindres.

299. EQUATIONS DE L’AXE CENTRAL. — Pour obtenir
les équations de l'axe central, il suffira évidemment
d’écrire que, pour un point quelcongque pris sur cet axe,
la force unique coincide avec laxe du couple. Soient
donc R et W la force unique et I'axe du couple relatify
a une origine 0. Soient O' un point quelconque de 'axe
central, (@, b, c) ses coordonnées, W' I'axe du couple
relatif 4 ce point O', L, M, N’ les couples composants
de W'. Prenons ce point O’ pour origine de trois axcs
rectangulaires paralléles aux axes primitifs, et soient
', y', 7' les coordonnées du point » par rapport 4 ces
axes.

La condition de coincidence de R et W' nous donne
les équations :

LM _ N
X XY zZ°

dans lesquelles :

L' =@y —Yz), M =X X ~Zz'), N'=Z(Yz'—X¢);
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mais, on & :
r=x—a, Y=y—=b F=2z—c;
par suite,
L=2[Z@y—-0—Y(z—c]|=2X{Zy —Yz)—bZZ | ¢3Y,
ou bien :
L’=L—-—bEZ+cEY;
de méme,
M =M — cEX + a7,
N =N — aXY + 5¥X.

Les équations de 'axe central sont donc :

L —bYZ -+ cXY M — XX 4+ aXZ N —aXY + 42X
=X - SY - )37

REVMARQUE. — On peut encore trouver ces équations
par la théorie des maximums et minimums de la maniére
suivante :

Soient R et W la force unique et le couple unique
relatifs 4 une origine O, W' le couple relatif 4 une
origine O' (a, b, ¢). Pour que cette origine O' soit un
point de I'axe central, il faut que W' soit un minimum.
Or, si nous composons toutes les forces autour de
Porigine O', nous aurons pour les couples composants
de W':
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L' =1 — b3Z - XY,
M =M—cEX + aXz,
N' = N — a3y + bEX;!
par conséquent :
W2 =1L"%+4+ M?4 N2 = f(a,b, o).

La condition pour que W' soit un minimum nous
donne :

ou bien :
MXZ — N'ZY = 0,
NEX — L'YZ = 0,
L'ZY — MEX = 0,
équaiions qui se réduisent aux suivantes ;

L _ M _ N
XX TXY Tz

ce sont les équations trouvées ci-dessus.

1. Observons que ces équations nous donnent la relation démontrée
précédemment (n° 296 :

LEX 4 M5& +Y'54 = LIX 4 MEY + N3Z — const,
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Ces équations nous permettent de déterminer la
valeur du couple minimum.
En effet, on a :
L M’ N’ L2 4- M2 4 N*

L'YX 4+ MXY + NXZ
TOEXpE A+ CYE A 22

Or, des deux derniers rapports on tire :

w2 _ L'EX 4+ MTY 4 N2z,
L'EX + MYY + N¥Z R? ’

et, en observant que I'on a (n° 296) :
L'EX 4 M'EY + N'2Z = LXX - MXY 4- NZZ,

la valeur du couple minimum W' est donnée par la
formule : '

W'R = LIX + MXY -+ NXZ.

300. LQUATIONS DE LA RESULTANTE UNIQUE. — Nous
avons vu (n° 288) que la condition nécessaire et suffi-
sante pour quun systéme de forces admette une
résultante unique est que l'on ait identiquement :

LEIX 4 MY -+ MEZ = 0.

Proposons-nous actuellement de trouver les équations
de cette résultante, lorsqu’elle existe. I1 est évident
que si 'on prend pour origine un point quelconque de
cette résultante, et si Ton compose toutes les forces
autour de celle origine, on devra trouver un couple nul.
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Soient done a, b, ¢ les coordonnées d’un point O de la
résultante unique, 2/, ¥', 2' les coordonnées du point m
par rapport a trois axes menés par le point (' parallé-
lement aux axes primitifs. La condition W' = 0 nous
donne évidemment les trois équations :

L'=0, M=0, N =0,
ou bien :
L — b2Z 4+ ¢XY = 0,
M—ciX + aX¥Z =0,
N — aXY + 52X =0,
lesquelles expriment des relations entre les coordonnées
(2, b, ¢) du point O, satisfaisant & la condition énoncée.

Mais, si l'on multiplie ces équations respectivement par
X, Y, L7, et silon ajoute, on obtient :

LIX + MXY 4 NXzZ — 0,
équation identique, puisque le systéme admet une résul-
tante unique (n°288). Les trois équations précédentes se

réduisent donc a4 deux qui sont celles de la résultante
unique. ’

18
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CHAPITRE IV.

Equilibre d'un corps libre.

301. Nous avons vu quun nombre quelconque de
forces P, P, P" ... appliquées 4 un solide invariable,
peut toujours étre remplacé par deux forces dont l'une
passe par un point donné (n° 285), ou bien par une
force ¢t un couple (n° 286). Dans le premier cas, il faut
pour léquilibre que les deux forces sotent égales et
directement opposées ; dans le second cas, il faut que la
Jorce unigque el le couple unique soient nuls séparément.

En effet, dans le premier cas, soient R' et R" les deux
forces : si le corps est en équilibre sous l'action de ces
forces, il est évident que 1'équilibre ne sera pas troublé
en rendant fixe un point gueleongue du corps pris sur la
direction de R'. Mais alors la force R’, appliquée en ce
point fixe, ne pourra produire aucun effet : elle scra
détruite par le point fixe . Donce, la force R”, qui reste
seule, devra passer aussi par le point fixe, sans quoi clle
tendrait & faire tourner le corps autour du point fixe, et
il n'y aurait pas équilibre. La force R” doit donc passer

1. Un point fixe est un point qui jouit d'une résistance indéfinie ,
toute force, quelque grande qu’elle soit, passant par un point fixe,
est détruite par ce point.
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par un point quelcongue pris sur la direction de R', et,
par conséquent, les deux forces R' et R doivent éére
dirigées suivant une méme droite, Elles doivent, en
outre, étre égales : car, sans cela, elles auraient une
résultante égale a leur somme ou & leur différence, et
le solide ne serait pas en équilibre.

Dans le second cas, soient R la force unique et W le
couple unique. Nous pouvons transporter ce couple dans
son plan (n° 266), de manicre que l'une des forces du
couple rencontre la force R. Cela posé, si I'équilibre a
lieu, il ne sera pas troublé en rendant fixe ce point de
rencontre. Or, les deux forces qui passent par ce pointg
sont détruites, et il resterait la deuxiéme force du
couple qui tendrait & faire tourner le corps autour du
point fixe. Par conséquent, I'équilibre exige que cette
force soit nulle, ce qui réduit le couple W a zéro. Mais,
si W = 0, les forces se réduisent & une force unique R,
et le solide ne pourrait étre en équilibre que si l'on a :

R=0.

Par conséquent, les conditions nécessaires el suffi-
santes pour qu'un corps solide soit en équilibre, sont :

R=—0, W=0,
ou bien (n° 28%) :
iX=O, XY =0, ¥Z =0,
L—=0, M=0, N=0,
ou bien encore :
¥X =0, XY=0, 22 =0,

SZy - Yz) =0, E(Xz—Za)=0, Yo - Xy =0
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Les trois premiéres expriment que la somme algé-
briqgue des projeciions des [forces sur [lrois awes
reclangulaires est nulle; les trois dernidéres expriment
que la somme des moments des forces par rapport @
trois axes rectangulaires est nulle.

Il en résulte évidemment que ces mémes conditions
ont lieu pour un axe quelconque.

302. Comme application, nous allons chercher les
équations de la résultante d'un nombre quelconque de
forces, lorsqu’elle existe.

1 est évident que si les forces P, P', P",... admettent
une résultante unique R, il y aura équilibre entre les
forces P, P', P",... ¢t — R. Soicnt donc =z, ¥,, %, les
coordonnées d'un point de la résultante, que nous
prendrons comme point d’application, et écrivons les six
équations d’équilibre entre les forces P, P', P",... — R.
Nous aurons, en désignant par a, &, c les angles que
R fait avec les axes, les équations:

IX — Rcosag =0,
XY —Recos b =0,

¥2Z —Rceose=0,
Y (Zy — Yz) — R (y, cos ¢ — z, cos b) = 0,
Y Xz—Zx) — R(z,co8 4 — z,cos ¢) =0,

Y (Yx—Xy)— Rz, cos b — ¥y, cosa) = 0.

Or, en ayant égard aux trois premiéres, nous pouvons
mettre les trois derniéres sous la forme suivante :
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L — Y27 + 3,XY =0,
M — z2,2X 4+, X7 = 0,
N—z2Y 4y ,3X =0;

ce sont les éyuations que nous avons frouvées précé-
demment, et qui se réduisent a deux (n° 300).

303. REMARQUE, — Les formules relatives a la
composition d'un nombre quelconque de forces peuvent
encore étre mises sous une autre forme. En effet, si
nous désignons par «, 3, 7 les angles que la force P fait
avec les axes, nous aurons d’'une part :

X = XPcos «a,
XY = X¥Peos 3,
XZ = XPcos v,

d'oll :

R = |/ XPcos a2 + (XPcos B + (ZPcos v}t
et, d'autre part,
L = XP (y cos y — 2 cos P),

= XP (3 cos a — x cos Y),

M
N = XP (% cos B — y cos ),

Jou :

Wr[/zEP(ycos y—2zcos B){2+)XP zcosa — wcosy |-+ EP(@ cos f—y cos a){.
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Les équations d’équilibre sont alors les suivantes :

ZPcosa =0, XPcosf =0, ZPcosy=20,
YP(ycosy—zcosfP)=0, EP(zcosa — xcosy)==0,

¥P (z cos B — y cos a)=0.

Equivalence des systdmes de forces.

304. Un systéme de forces S est dit dquivalent ¢ un
autre systéme de forces 8, lorsque ces deux systémes,
considérés comme agissant sur un solide invariable,
peuvent étre mis en équilibre, chacun séparément, par
un méme troisiéme systéme S".

Or, pour que les systémes S et S" se fassent équilibre,
il faut et il suffit que la somme des projections des
forces de ces deux systémes sur une droite quelconque
soit nulle, et que la somme des moments de ces forces
par rapport & une droite quelconque soit aussi nulle.
Pour que les systémes §' et 8" se fassent équilibre, ils
doivent satisfaire aux mémes conditions. Il en résulte
donc que, pour que les systémes S et §' soicnt équi-
valents, il faut et il suffit : 1° que la somme des
projections des forces du systéme S sur une droite
quelconque, soit égale a la somme des projections des
forces du systéme S' sur la méme droite; 2° que la
somme des moments des forces du systéme S par
rapport 4 une droite quelconque soit égale a la somme
des moments des forces du systéme S’ par rapport a
cette méme droite.
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Daprés cela, 'équivalence des deux systémes sera
exprimée par les six équations suivantes :

¥X = ¥X',
Y = XY,
Y7 — X7,

Y Zy—Y2y =X 7y —Y'z),
YiXz - o) = X (X3 — Z'xz),
Yz — Xy)= X (Y2'— XY,

dans lesquelles les premiers membres se rapportent au
systéme S, et les seconds membres au systéme S'.

Conditions d’équilibre
dun nombre quelconque de forces paralléles.
Centre des forces paralléles.

305. Soient P, P, P",...unnombre quelconquede forces
paralléles. Rapportons le systéme a trois axes rectan-
gulaires de I'espace; soient m (x, y, 2), m' (2, ¥, 3),...
les points d’application de ces forces, «, B, y leur
direction commune.

Si nous transportons toutes ces forces 4 l'origine, nous
obtiendrons trois forces dirigées suivant les axes :

IX = cosaXP,
LYY = cosPXEP,

XZ = cosyXP,
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¢t trois couples dans les trois plans coordonnés :
L =X (Zy — Yz) = cosyEPy — cos 3XPz,
M =X (X2 — Zx) = cosaXPz — cosyXPux,
N =1X (Yz— Xy)= cos 3EPx — cosaXPy.

Or, les trois forces se composent en une force unique :
R = XP,

ct les trois couples en un couple unique, donné par la
formule :

W2 — L2 4 M? 4 N-.

1l est facile de voir que le systéme se réduit, en
général, 4 une rdésultante unique : en effet, on a la
relation :

LEX 4 MXEY 4 NXZ = 0,

qui est identiquement satisfaite.

3068. Proposons-nous maintenant de trouver les
équations de celle résultante unique. Il est d’abord
¢vident qu'elle est paralléle aux forces données
P, P, P"... En effet, si Ton désigne par a, &, ¢
les angles de cette résultante avec les axes, nous
aurons ;

X cosaXP

cos @ = = — cosa;
e =5 P *

de méme,

€os b —cos 3, cosc=cos¥.
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Cela posé, si l'on introduit la résultante unique R en
sens contraire, il y a équilibre entre les forces
P, P, P",... et la force — R. Désignons par «,,y,,3, les
coordonnécs d’un point pris sur la résultante; nous
aurons les six équations :

cosa P — R cos o = 0,

cosp IZP — R cos § =0,

cosy XP — R cos y =0,
cos vy XPy — cosf3 XPz -— Ry, cos v -+ Rz, cos § =0,
cos & XPz —cosy XPx— Rz, cos « 4- Rz, cos vy = 0,
cos B ¥Px — cosz XPy — R, cos B + Ry, cos a = 0.

Les trois premicres sont des identités; les trois
derniéres peuvent étre mises sous la forme suivante :

cos v (EPy — Ry,) — cos £ (XPz — Rz,) =0,
cos 2 (XPz — Rz} - cos Y (XPx — Rz,) = 0,

cos B (EPx — Ra,) — cos « (XPy — Ry,) = 0;

or, il est évident quelles se réduisent & deux qui sont
les équations de la résultante unique.

30%7. REMARQUE. — Au lieu de considérer comme
point d’application dela résultante R, un peint quelconque
pris sur la direction de R, considérons comme point
d’application le point (x,,v,, ,), tel qu'en faisant tourner
les forces autour de leurs points d’application de maniére
qu'elles restent paralléles entre elles, la résultante passe
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toujours par ce point. Dans ce cas, les équations précé-
dentes doivent étre indépendantes de «, 3, y, et Ion a,
par conséquent :

2Pr — Ry, =0, 2Py—Ry,=0, XPz—Rz,=0;

d’ot1 T'on tire :

Le point (z,vy,, z,) est le centre des forces paralléles.
Ces formules expriment que fe inoment de la résultante,
considérée comme appliquée au centre des forces, par
rapport & chacun des trois plans coordonnés, est égal a
la somine des moments des composanies par ropport i
ces plans.

308. CaS PARTICULIERS. — 1° Si 2P = 0, les forces
se réduisent & un couple, qui sera donné par la formule :

W2 — L2 4- M2 N2,
2° Si l'on a en méme temps 2P = 0, 2Px = 0,
2Py = 0, ZPz = (), les forces se font équilibre.

Mais, il est évident que les forces données se feront
aussi équilibre, si 'on a:

ce qui nous donne les équations suivantes :

SP=0, cosyiPy-—cosf83Pz=-0, cosaiPz—cosyiPx=0,

cos BEPx — cos a2Py = 0.
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Les trois dernicres se réduisent aux deux suivantes :

2Px E_Pyr 2Pz
cosa  cosB  cosy

Done, les conditions d’équilibre d’un systeme de forces
paralleles sont les suivantes : Il faut et il suffit que la
somme algébrique des forces données soit nulle, et que
les sommes des moments des forces par rapport a trois
plans rectangulaires soient praoporiionnelles aux cosinus
des angles que la direction commune des forces fait
avec les axes perpendiculaires a ces plans.

REMARQUE. — Si le systéme est tel que lon ait
2P = 0, sans que I'on ait en méme temps :

2Px 2Py 3Pz
cosa  cos3  cosy

la résultante des forces paralléles est nulle, et I'on a
alors ¢, =y, = 7, = oo. Il sensuit que les forces se
réduisent 4 un couple.

309. TaiorEME. — La somwme algébrique des
moments d'un systéme de forces paralléles par rapport
a un plan passant par le centre des forces est égale
26ro.

En effet, si Pon prend ce plan pour plan des xy, on
aura z, = 0, et par conséquent 2Pz = 0.

Réciproquement, si la somwme des moments por
rapport & un plan est nulle, le centre des forces
paralléles est dans ce plan.
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CHAPITRE V.

Equilibre d'un solide
qui n'est pas entiérement libre.

310. Les six équations d’équilibre que nous avons
trouvées (n° 301) supposent que le corps auquel les
forces sont appliquées est libre dans (espace, cest-a-
dire que ce corps n’est retenu par aucun obstacle, qu'il
n’est soumis 4 aucune condition particuliére.

Lorsqu’il en est autrement, le corps n'est pas libre, et
Ton dit qu’il est assyjetts @ des liaisons. Ainsi, certains
points du systéme peuvent étre assujettis 4 demeurer
sur des courbes fixes, ou sur des surfaces fixes, ou a
conserver des positions fixes.

On dit qu'un systéme est 4 liaisons complétes, lorsque
ces liaisons sont suffisantes pour déterminer les trajec-
toires de chacun des points. Ainsi, par exemple, un
corps solide assujetti 4 tourner autour d'un axe fixe est
un systéme & liaisons complétes : chague point est forcé
4 décrire une circonférence autour de l'axe.

Lorsqu'un corps est assujetti & des liaisons, on peut
concevoir que ces liaisons solent remplacées par des
forces capables d'obliger le systéme a satisfaire aux
meénies conditions.
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Si le systéme renferme un point fixe, on pourra
remplacer la fixité du point par une force convenable
appliquée en cc point. Cest la réaction du poing
fixe : la direction et l'intensité de cette force sont
inconnues.

Si deux points matériels doivent rester & une méme
distance lun de l'autre, par une tige de longueur
constante, on pourra remplacer cette liaison par deux
forces égales et contraires, appliquées aux deux points :
ces deux forces appartiendront a la catégorie des forces
intérieures (n° 244).

Si un point du corps est assujetti 4 demeurer sur une
surface fixe, ou sur une courbe fixe, une force égale a
la réaction normale de la surface ou de la courbe, peut
produire le méme effet.

Si le corps solide a deux points fixes, les forces qui
tiennent lieu de ces liaisons sont les réactions des points
fixes. Ce sont des forces extérieures, au méme titre que
les forces appliquées aux autres points.

311. PRINCIPE FONDAMENTAL. — Lorsque des forces
agissent sur un solide retenu par des obstacles fixes, on
obtient les conditions d'équilibre, en joignant aux forces
P, P, P',... qui sollicitent le corps, les réactions que les
obstacles fixces exercent sur lui. On peut alors considérer
le corps comme entierement libre, et lui appliquer les six
équations d'équilibre.

Si Von élimine entre les équations ainsi obtenues
les réactions inconnues provenant des obstacles, on
obliendra un certain nombre d'équations ne contenant
plus que les données de la question, c'est-a-dire les
composantes des forces P, ', P",... et les coordonnées
de leurs points d’application : ces équations expri-
meront les conditions d’équilibre. Si 'on suppose ces
conditions vérifiées, les équations primitives serviront 4

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 286 —

déterminer les réactions inconnuecs, et, par conséquent,
les pressions exercées par le solide sur les obstacles
fixes, puisque ces pressions sont égales et opposées aux
réactions des obstacles.

Equilibre d'un corps solide quia un point fixe.

312. PREMIERE METHODE. — Si I'on prend le point
fixe pour origine, et si 'on y transporte toutes les forces
paralléelement 4 elles-mémes, on ohtient trois forces
32X, 2Y, 27, dirigées suivant les axes, et qui seront
détruites par la résistance du point fixe, et trois couples
L, M, N, situés dans les trois plans coordonnés. Or,
I'équilibre exige que ces couples soient nuls : car, §'ls
n’étaient pas nuls, ils se composeraient en un couple
unique, et I'on pourrait transporter ce couple dans son
plan (n° 2686), de maniére que l'une de ses forces passe
par le point flxe, qui la détruirait. Il resterait donc une
torce ne passant pas par ce peint fixe, et qui mettrait le
corps en mouvement. Les conditions nécessairves et suffi-
sanles pour Uéquilibre du systéme sont donce :

L=0, M=0, N=0.

Le point fixe n'est sollicilé que par la résultante des
forces £X, XY, 2Z: cette résultante est donc égale et
opposée & la force que doit développer ce point pour
établir I'équilibre. Cest la pression exercée sur le
point fixe.

313. DEUXIEME METHODE. — On peut dailleurs
ohtenir les conditions d’équilibre de la maniére suivante :
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Nous pouvons supprimer le point fixe, et, par consé-
quent, rendre le corps libre, en introduisant une force
R,, égale 4 la réaction de ce point. Le corps solide scra
alors en équilibre sous laction des forces données
P, T, P",... et de la force R,, et, comme il est libre,
nous pourrons lui appliquer les six équations d'équi-
libre (n° 301).

Prenons le point fixe pour origine de trois axes
rectangulaires ; soient X, Y, 7 les composantes d’une
des forces P appliquées au solide, M (=, ¥, z) son point
d'application, X, Y, Z, les composantes de la réaction R,
inconnue. Nous aurons les six équations suivantes :

X + X, =0, XY+ Y, —0, 4+ Z =0, (1)
L=0, M=0, N=0. @)

Les équations (2) ne renferment que les données de Ia
question : ce sont les conditions d’équilibre. Donc, pour
quun corps solide, qui a un point fixe, soit en équilibre,
il faut et il suffit que la somme des moments des forces
données par rapport a trois axes reclangulaires passant
par ce poini soit nulle.

1l est évident que la somine des moments des forces
sera nulle pour foui autre axe passant par ce méme
point (n° 291).

Les équations (1) feront connaitre les composantes
de la réaction R, du point fixe, et, par suite, elles
déterminent cetic réaction en grandeur et en direction.
On a, en effet :

X,——3X, Y,——IY, %, —— %z

La pression cxercée par le corps sur le point fixe étant
égale et contraire 4 la réaction de ce point sur le corps,
ses composantes sont — X, — Y,, — Z,, ou Dbien
XX, %Y, 2Z. On en conclut que cette pression, ou la
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charge sur le point d'apput, est égale o la résullante des
Jorces donndes transporides parallélement & elles-mémes
en ce point.

REMARQUE. — Comme nous admettons que le point
fixe est capable d'unc résistance indéfinie, il est évident
quil développera une réaction suffisante pour maintenir
le point O cn équilibre. Si 'on ne supposait pas que le
point O puissc résister indéfiniment, il faudrait, pour
que I'équilibre ait lieu, joindre aux conditions exprimées
par Jes équations (2), la condition que la résultante des
forces donndes transportées au point O ne soit pas
supérieure 4 la pression 4 laquelle ce point peut résister.

Equilibre d'un corps solide qui a un axe fixe.

314. PREMIERE METHODE. — Il est d’abord évident
que 'on peut remplacer un axe fixe par deux points
fixes O et O, pris sur cet axe. En cffet, si deux points
du systéme sont fixes, tous les points de la droite qui
les joint sont fixes.

Prenons un des points fixes pour origine, par exemple
le point O, et menons par ce point trois axes rectangu-
laires, Taxe OO’ étant pris pour axe des z. Si lon
compose toutes les forces autour de lorigine O, on
obtiendra une force unique qui sera détruite par la
fixité du point O, et trois couples dans les trois plans
coordonnés. Or, les couples situés dans les plans des yz
et des zx sont détruits par la résistance de l'axe : en
effet, on peut transporter les bras de levier de ces
couples sur l'axe, et alors les deux forces de chacun
d’eux sont detruites par la résistance de l'axe, Il ne reste
done que le couple N situé dans le plan des xy, et

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 289 —

I'équilibre exige que ce couple soit nul : car, s'l n’était
pas nul, en le transportant de maniére que I'une des
forces passe par le point O, cette force serait détruite, et
l'autre force ferait tourner le systéme autour de I'axe OZ.
La condition d’équilibre est done :

N = 0.

Donc, (o condition nécessaire el suffisanle pour
Uéquilibre est que la somme des moments des jorces
par rapport & Uaxe fize soit égale & zéro.

Si le corps peut glisser le long de l'axe, en méme
temps que tourner autour de cet axe, ce qui arrive
si le corps est traversé par une tige fixe et inflexible,
les forces £X ot XY, perpendiculaires & l'axe, seront
détruites par la résistance de I'axe, ainsi que les couples
L et M; mais la force 2Z ne sera pas détruite, Les
conditions d'équilibre seront alors :

3/ =0, N=0.

315. DruxiiiME METHODE. — Les axes étant pris
comme ci-dessus, nous

Fig. 101. pourrons supprimer les
< points fixes, et, par consé-
7q quent, rendre le corps
7 Re libre, en introduisant deux
X, forcesconvenablesR, ¢l R,
Z R, qui sont les réactions de
ces points fixes (fig. 101).

o _ . Lecorpssolideseraalorsen

X, équilibre sous I'action des
forces données P, P', P",

et des deux forces R, ctR,,

ct, comne il est libre, nous

pourrons lui appliquer les six équations d’équilibre.
19
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Soient done X,,Y,,%,, X,,Y,,Z, les composantes des
deux forces R, et R,, A la distance OO'; nous aurons
les six équations suivantes :

SX+X,+X,—0, Y+ Y, Y,—0, 37 + Z,-} Z,=0, (1]

L—Y,h—0, M+ X,k =0, N=0. 2

La dernitre des ¢équations (2) ne renferme que les
données de la question : ¢’est la condition d'équilibre.

Les cing autres ¢quations serviront 4 déterminer les
réactions des points fixes. Les deux premiéres équations
(2) nous donnent X,, Y,, et alors les deux premicres
@quations (1) déterminent X, Y,.

La troisiéme équation (1) donne la somme Z, 4 Z, des
composantes des réactions suivant la direction de l'axe,
et ces deux composantes restent individuellement
mdétermindes. Ce résultat était facile & prévoir: en
effet, le corps étant de forme invariable, nous savons
(n° 246) qu'unc force peut étre appliquée en un point
quelconque de sa direction, sans quec cela altére le
mouvement ou l'équilibre du corps, et, par suite, les
réactions Z, et Z, peuvent étre distribuées comme on
voudra sur chacun des points O et O', pourvu que leur
somme reste constante.
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Equilibre d'un corps solide
qui s'appuie contre un plan fixe.

316. Considérons d’abord un corps pressé contre
un plan fixe en un de ses poinls par une force passant
par ce point. La condition nécessg_’zz:e et suffisante pour
léquilibre, est que la force qui passe par le point de
contact soit normale au plan. ..~ -

Cette condition est suffisarite » effeffet, sila force est
normale, le corps sera en équilibre,.puisqu’il n’y a pas
de raison pour qu'il se déplace dans un sens plutét que
dans Tautre; la condition cst nécessaire : car, si la
force est oblique au plan, on pourrait la décomposer en
deux aufres, 'une normale au plan, ct lautre située
dans le plan. La premiére ne ferait qu'appuyer le corps
sur le plan, et la seconde aurait pour effet de déplacer
le corps.

La méme conséquence s’appliquerait au plan tangent,
si le corps est pressé contre une surface courbe par une
force passant par le point de contact.

317. Considérons maintenant un corps sollicilé par
plusieurs forces P, P', P",... et Sappuyant sur un plan
Q par un de ses points O, ou sur une surface courbe
dont le plan Q serait le plan tangent-en O. Supposons
quil y ait équilibre : si 'on supprimai#de plan, le point O
prendrait un certain mouvement dans une certaine
direction, et, pour maintenir le point en équilibre, il
faudrait appliquer suivant cette direction une force
déterminée qui remplacera donc la résistance du plan.
Puisqu’il y a équilibre, il faut que cette force soit égale
et opposée & la résultante des forces P, P', P',...
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Par conséquent, il faut que ces derniéres aient une
résultante unique, normale av plan, et passant par
le point d'appur.

Dailleurs, les équations d’équilibre nous conduisent
facilement & ces résultats. Considérons, en effet, un
corps pressé contre un plan au point O : prenons ce plan
pour plan des xy, le point O pour origine, l'axe des z
étant dirigé du cdté du plan ou se trouve le corps solide.
La résistance du plan pouvant étre remplacée par une
force normale R, nous aurons :

¥X =0, ¥Y =0, 3+ R, —0,

L—0, M=0, N=0.

Ces equations expriment que les forces données
admettent une résultante unique, puisque I'on a identi-
quement, :

LEX - MXY -} N¥Z = 0;

des deux premiéres équations, on conclut que cette
résultante unique est verticale et passe par le point O.
La ftroisiéme nous apprend que la résultante qui se
réduit a X7 est ézale 4 la pression supportée par le plan :
de plus, cette résultante dait étre négative, en veriu de
cette méme équation :

¥Z 4+ R, = 0.
Done, les conditions d’équilibre sont :

Y¥X =0, XY =0,XZ2<0,

L=0, M=0, N=0.
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318. Supposons ensuite que le corps repose sur le
plan fixe par deux de ses points O et A. Prenons le
plan pour plan des 2y (fig. 102), la droite OA pour axe
des «, lorigine au point
0, l'axe des z étant dirigé
2 du c¢6té du plan ol se

trouve le corps solide, et
Re posons OA = a. Nous
pouvons remplacer la
résistance du plan par
deux forces R, et R,,

[ X
A normales & ce plan. Puis-
quil y a équilibre, la
résultante de ces deux

y

Fig. 102,

Ry

forces, laquelle a son point
d’application entre les points O et A, doit étre égale et
contraire 4 la résultante des forces données. Cette
résultante doit donc étre normale au plan, et son point
Lapplication doit étre situé entre O et A.

D'ailleurs, les six équations d’équilibre nous donnent :
X =0, XY =0, XZ+ R, + R, —0,
L=0, M—R,a=0, N=0.

Les équations :

qui ne renferment que les données du probléme sont les
conditions d’équilibre (n° 311).

Les deux autres déterminent les pressions exercées
sur les points d’appui, pressions qui sont égales a

— R,, — R,. Des équations (A} on conclut que les forces
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données admettent une résultante unique, puisque 'on

a identiquement la relation :

LEX 4+ MEY 4+ NXZ — 0;

d’ailleurs, puisque 'on a £X = 0, £Y = 0, cette résul-
tante est normale au plan, ¢t comme £Z < 0, clle est

négalive.

319. Supposons encore que le corps sappuic sur le
plan fize par trois de ses points A, B, C. Nous prendrons

Fig. 103.
Z

Rt

Y

le plan pour plan des xy
(fig.103),la droite ABpour
axe des @, lorigine étant
au point A, l'axe des z
étant dirigé du coté du
planou se trouve le corps.
Posons AB = a, et dési-
gnons par & et ¢ les coor-

" -données du point C. Nous

pourrons supprimer le
plan fixe, et rendre le

corps libre, en introduisant les réactions R, R,, R, des
points fixes, normales au plan. Nous aurons alors les six

équations suivantes :

X =0, Y =0,

Y2 +R,+ R, + R, —0,

8=

L+ Rye=0 M—Ra—Rpbd=0, N=0;

les trois équations :

¥X =0, EY=0, N=0,
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ne renferment que les données du probléme : ce sont
donc les conditions d’équilibre. Elles expriment. que les
forces données ont une résultante unique, puisque on
a identiquement :

LEX -+ MXY -+ NEZ = 0.

De plus, puisque £X = 0, XY —= 0, cctte résultante
unique est normale au plan. Les trois autres équations
serviront a4 déterminer les réactions des points fixes, et,
par conséquent, les pressions exercées par le corps sur
les points d’appui. La troisiéme équation nous apprend
que la résultante des forces données, c’est-a-dire X7 est
négative.

PROPRIETE. — Le point dapplication de la résullante
des forces P, P', P",... doit se trouver & U'intérieur du
triangle ABC foriné par les trois points d appui.

En effet, prenons pour axe des « la droite AB passant
par deux des points d’appui, de maniére que le troisiéme
sommet soit du coté des y positifs; soient — R la
résultante, laquelle est négative, «,, ¥, les coordonnées
de son point d’application, c’est-a-dire du point ou elle
rencontre le plan des wxy. Il est évident quil y aura
équilibre entre les forces R, R,, R, ¢t la force — R;
nous aurons donc les équations suivantes :

—R+R, +R, + R, =0,
— Ry, + R,c =0,
Rz, — R,a — R,b = 0.

De la deuxiéme équation on tire :
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par conséquent, vy, est positif, C’est-d-dire que le point
Q’application de la résultante est situé du coté des y
positifs. Il est évident que le méme raisonnement s'appli-
querait dans le cas ol 'on prendrait AC ou BC pour axe
des @ ; par suite, le point d’application de la résultante
est & Pintéricur du triangle ABC.

REMARQUE. — Dans le cas particulier ou les trois
points d’appui seraient en ligne droite, on aurait ¢ =0,
et les équations restantes ;

3% -+ R, + R, + R, =0,
M — R,a — R,b = 0,

seraient insuflisantes pour déterminer R, R,, R,.

320. Soit maintenant un corps solide qui s'appuie
par un certain nombre de points contre un plan fixe,
gque nous prendrons pour plan des @y, l'axe des z étant
dirigé du cdté du plan ou se trouve le corps solide. Les
réactions du plan fixe aux différents points de contact
sont normales a ce plan, donc paralléles & Taxe Oz,
de plus, puisque nous supposons le corps simplement
appuyé, elles sont dirigées dans le sens des z positifs.

Nous pouvons considérer le corps comme libre, en
joignant aux forces P, P', P",... les réactions des points
d’appui que nous désignerons par R,, R,,... Rn. Soient
(1, ¥)s (@5, ¥,)s--- (0, ¥n) les coordonnées de ces points
d’appui. En appliquant les six équations d’équilibre d'un
corps libre, nous aurons :

¥X =0, XY=0, X2+ R, +R, + ... +Ra=0,
L+Ry, + Ry, + ... +Ratgn=020,
M —R,x, —R,®2, — ... —Ru@n=0,
N=0.
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Les deux premiéres et la derniére sont les scules qui
ne renferment que les données du probléme : ce sont
donce les conditions d’équilibre. Elles expriment que les
forces données ont une résultante unique, puisque l'on a
identiquement :

LEX + MXEY + NXZ = 0.

De plus, puisque XX = 0, ZY = 0, cette résultante est
parallcle a I'axe des 2 ; par conséquent, elle est normale
au plan. Les trois autres équations expriment les
relations entre les données du probléme et les réactions
des points d’appui. Ces équations étant au nombre de
trois, il s’ensuit qu'elles ne peuvent servir a déterminer
que trois inconnues. Si donc le nombre des points d’appui
est supérieur & trois, lc probléme sera indéterminé.
ailleurs, I'équation 22 + R, + R, + ... + R, =0,
nous apprend que la résultante des forces données, ou
X7, est négative.

PRrROPRIETE. — Le point d'application de la résultante
des forces données est situé o Uintérieur du polygone
convexe formé par les points I'appui, c'est-a-dire du
contour que lon oblient en supprimant les poities
rentrantes du polygone effectif.

Pour démontrer cette propriété, désignons par — R
la résultante des forces P, P’, P",... laquelle est négative,
et par z,, ¥, les coordonnées du point ou clle rencontre
le plan des @y, laxe des & passant par deux des points
d’appui A et B, de telle maniére que tous les autres
points d’appui soient situés du coté des y positifs. I1 y
aura évidemment équilibre entre les forces R, R,,.... R,
et la force — R, et nous aurons les équations
suivantes :
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~R4+R 4R, .. +R.=0,

— Ry, + Ry, + Ry, + ... 4 Ralyn =0,

Rw, — R,&, — R, &, — oo — RaZn = 0;
de la deuxiéme on tire :

Ruys + Ry, + .. + Rauyn
Yo = ] .

Par conséquent, y, est positif, c’est-d-dire que le point
application de la résultante est situé du méme coté de
la droite AB que les autres sommets du polygone. On
pourrait appliquer le méme raisonnement en prenant
pour axe des « un ¢6té quelconque du polygone laissant
les autres sommets d’'un méme c¢oté. Par conséquent, le
point d’application de Ia résultante est a Iintérieur du
polygone convexe formé par les points d’appui.
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Théorie du centre de gravité.

Y

321. Tous les corps abandonnés 4 ecux-mémes
prennent un mouvement vers lintéricur de la terre,
dans une direction perpendiculaire a la surface des eaux
tranquilles. Cette direction s’appelle la verticale. Quand
ils sont retenus, ils exercent une pression sur l'obstacle
qui les retient. La force qui sollicite tous les corps vers
le centre de la terre, exerce son action d'une maniére
continue. La cause de ces phénoménes est la pesanfeur
ou gravité. Le mouvement que la pesanteur commu-
nique aux corps est rectiligne ct uniformément varié : on
en conclut que la pesanteur est une [Gree constanie
(n° 189). Cette force est dirigée suivant la verticale;
elle change de direction avec la position du point
considéré & la surface de la terre, et elle agit de haut en
bas : son inlensité change quand on s'éloigne ou qu’on
sapproche du cenire. Ces variations sont insensibles
pour des points peu ¢loignés les uns des autres; par
suite, pour des points peu éloignés, on peut considérer
les forces comme paralléles.

On trouve que laccélération du mouvement dd & la
pesanteur a la méme valeuwr pour tous les corps en un
méme licu, et, par conséquent, pour tous les points
matériels ; cctte valeur est 9,8088 a4 Paris; elle est
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égale & la vitesse acquise au bout d'une seconde par un
corps tombant librement dans le vide. On la désigne par
g, etlon a :

= 9,8088.

On en conclut que, si p désigne {infensité de la
pesantewr sur un point de masse m, on a :

D=mg;

done, la force que la pesanteur exerce sur un point
matériel, est mesurée par le produit de la nasse de ce
point et du nombre constant g: elle est donc propor-
lionnelle a la masse.

322. Si maintenant on considére un corps solide, la
pesanteur sollicite les points intéricurs comme les points
de la surface du corps. Les dimensions du corps étant
trés petites par rapport a celles de la terre, il s’ensuit
que les forces qui agissent sur les divers éléments d'un
corps peuvent éire considérées comme scnsiblement
paralléles. Il résulte de la théorie des forces paralléles
(n® 251) que ces forces ont une résultante unique,
paralléle a ces forces, et égale & leur somme. Cette
résultante est le poids du corps. Elle passe toujours par
un point déterminé du corps, ct ce point est indépendant
de la direction des forces par rapport au corps, ou, ce
qui revient au méme, du corps par rapport aux forces :
c’est le centre de gravité du corps.

323. 1l résulte de ce qui précéde et des lois de la
composition des forces paralltles le théoréme suivant :

TBEOREME. — 87 l'on connail les centres de gravilé
d'un nombre fini de points massifs isolés, on trouve le
centre de gravilé du sysiéme en appliqguant les formules
de la composition des forces paralléles.
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Nous aurons donc (n° 30%), en désignant par p le
poids d'un point massif, par @, ¥, z les coordonnées de
ce point, par P le poids total du systéme, par x,, y,, #
les coordonnées de son centre de gravité :

1

P =X%p, Pz, = Xpx, Py, = Xpy, Pz, = 2Xpz,

doll :
Spx Tpy Ypz
BT BT AT
REMARQUE I. — On peut transformer ces formules

en introduisant les masses au licu des poids. En effet,
soient m la masse du point (2, v, 2), M la masse totale
du systéme, nous aurons, en vertu de la formule p =myg :

P —=Xmg = g3m = Mg ;

donce, le poids d'un corps quelconque est le produit de sa
masse par le nombre constant g.

Les formules ci-dessus deviennent alors, en supprimant,
le facteur commun g :

Imex Tmy Xmz

_ =, 2 = —-

e BT M

On voit que ces dernicres formules ne renferment plus
de traces de l'action de la pesanfeur. Il s'ensuit que la
restriction que nous avions faite primitivement que les
dimensions du corps étaient trés petites par rapport a
celles de la terre, peut éire abandonnée. Les formules
précédentes donneront le centre de gravité du systéme,
quelles que soient ses dimensions.
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REMARQUE II. — 8i 'on considére un systéme formé
de la réunion de plusieurs corps solides, dont on connait
les centres de gravilé respectifs, on pourra déterminer
Ie centre de gravité du systéme par les formules :

Xmax Tmy Ymz
N BTN AT

7

m désignant la masse de I'un des corps du systéme,
x, ¥y, % les coordonnées de son centre de gravité, M la
masse totale du systéme, x,, ¥,, 2, les coordonnées du
centre de gravité du systéme.

ReMARQUE III. — Si le plan des xy passe par le
centre de gravité du systéme, on aura z, =0; par
conséquent :

Ypz=0 ou Xmz=0.

On a donc le théoréme suivant ;

THEOREME. — Dans un systéme de points massifs, la
somme des moments est nulle par rapport ¢ tout plan
passant par le centre de gravité du systéme.

REMARQUE 1V. — 8¢ le cenlre de gravité est sur ['un
tles axes, par excuple sur axe des z, on a: o, =0,
%, = 0; par suite,

Tmxe =0, Zmy = 0.

REMARQUE V. — 8¢ lorigine est au centre de gravilé,
ona:a, =y, = 3 = 0; par suite,

Ymx =0, Xny=0, Xmz=0.
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Propriétés des centres de gravité.

324. Soit un systéme de points pesants M, M/, M",...
et soit G le cenire de gravité de ce systéme. Nous

aurons :
P-‘Z'1=Epa7, P.?/1=Ep.l/’ le=2pz.

Cela posé, désignons par », 7', ",... les distances des
points M, M’, M",... & l'origine, ct par =, la distance du
centre de gravité, a, 3, y les angles de » avec les axes,
2,3, 7, lesanglesder avecles axes; on a :

&, =r,co8a,, Y, =7 cosP, 2, =7r cosy,
X =1cosa, Y =rcospg, 22— rcosy.
Les formules précédentes nous donnent alors :
Pr,cosa, = Eprcoso,
Pr,cosp, == Zprcosf,
Pr cosy, = Zorcosv.

Si le centre de gravité G est pris pour origine, on a
r =0, et il vient :

Ep7‘coéa =0,
Ipreosf =0,

Zprcosy = 0.
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De ces formules on conclut le théoréme suivant :

TalioREME. — 8¢ sur les droiles qui joignent les
cenlres de gravité de différenis points massifs au
centre de gravité du systéme, on prend des forces égales
a pr, p7r,... ou proportionnelles & ces produits, ces
Jorces se feront équilibre autour du cenire de gravité.

325. En particulier, si les points massifs ont des
poids égaux, il vient :

Yrcosa — 0, Zrcos3 =0, Xrcosy=0,

¢t Yon a le théoréme suivant :

TuioREME., — St l'on considére un sysiéme de points
massifs égaucx, et st lon joint leurs cenlres de gravité
respectifs au centre de gravité du sysiéme, des forces
représentées en grandeur et direction par ces droites,
se feront équilibre aulour dic centre de gravilé du
systeme.

Réciproquement, lorsque des forces se font équilibre
autour d'un méme point, ce point est le centre de gravité
d'un sysiéme de poinls dgalement pesants placés aux
extrémilés des droiles représeniatives de ces forces.

En effet, soient F, F', ¥',... les forces qui se font
équilibre autour du point O, X, Y, Z les composantes
de F; les équations d’équilibre sont :

XX =0, XY =0, XZ=0.

Or, X, Y, Z sont les coordonnées de Textrémité de la
force ¥ : si p est le poids du point pesant placé a
T'extrémité de chacune des forces, les coordonnées du
centre de gravité du systéme de points pesants sont
donndées par les formules :
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XpX  pIX
“=yp Ty 7O
ZpY XY
.1/1_—=~27p—=p}:__=0,

X7
5, — 2PL _ P _

Donce, le centre de gravité du systéme de points est &
Torigine, c'est-a-dire au point d’application des forces
F, F, F"...

326. Proposons-nous maintenant de trouver la
relation qui exisie entre les distances dun certain
nombre de points massifs & un point fixze, leurs distances
mutuelles, et la distance du centre de gravité au
point fize.

Reprenons les formules :

Px, = px +p'a' +p'at 4 ...,
Py, =py +py +p"y" + ..
Pz, =pz 4 p'' + p"d" 4+ ..,
élevons au carré, ct ajoutons, il vient :
P = p¥® 4 p%r - p'tr't 4 ..
4 2pp' (x4 yy’ 22} - 2pp" (2"t yy' 22"+ ..
+ 2p'p" (@' + YY" 4 220 4.

20
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Or, on a (fig. 104) :
MM* = (& — @+ ly — Y2 + (x — 372

=7+ r?— 22 - yy - 22);

Fig. 104,

d'ou :
2z -+ yy' + £8') = 7t + 2 — MA.
Par suite,
Pir = ptr® + p"® f " -
+ pp' (rt 72— MM") 4 pp" (2 47— MM™)+ ..
+ p'p" (' P — MM o
ou bien :
Prt—prt(ptp +p' 4 ..) P+ o +p )
——r2

—pp'. MM” —pp". MM — ' - MM" — ...

= PXpr2 — Zpp'ee,
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en désignant par d la distance entre deux quelconques
des poinis donnés.
SiTon remplace les poids par les masses, il vient :

Smm'd?
I\IITIE = Zmrt — T,
d’ou :
Imm'e?
Trinr® = Mr)® - ==

Done, la somme des produits que l'on oblient en
multipliant la masse de chaque point malériel por le
carré de sa distance au point fixe est égale au produit
de la masse entiere concenlrée au centre de gravilé par
le carré de la distance du centre de gravité au point fixe,
augmenté du rapport de la somme des produits des
masses deux & deux par le carré de leur distance,
divisée par la masse lolale du sysléme.

REMARQUE I. — Dans la formule qui précéde, le
second membre se compose de deux parties : la seconde
est indépendante du point fixe O, la premiére ne dépend
que de la distance OG du centre de gravité du systéme
au point O. Il en résulte donc que Zm»? sera constant,
lorsque », = const. ; donc, la somme Zmr® reste constante
lorsque lorigine O se déplace sur une sphére ayant son
centre au centre de gravité du systéme.

ReEMARQUE II. — De cette méme formule, il résulte
encore que Emr® sera minimum pour r, = 0, c'est-a-dire
lorsque Uorigine O coincidera avec le centre de gravilé
du systéme,

327. PrROPRIETE. — La somme des produifs des
masses des différents poinls du systéme par les carrés
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de leurs distances o un point fixe, est égale & la méme
somme prise par rapport au cenire de gravité G,
augmentée du produil de la masse entiére, supposée
concentrée au cenire de gravité, par le carré de la
distance r, du centre de gravilté au point fixe O.

Désignons par x,, ¥,, 2, les coordonnées du centre de
gravité G (fig. 105), par
@, ¥, 2 les coordonnées du
point M par rapport au
point fixe O, ¢t par &', ¢/, 2
les coordonnées de ce point
M par rapport a trois axes

a  paralléles passant par le
centre de gravité G; nous

e aurons :

Fig. 105.

m=w1+w’: Yy=u +y"

’ z =23, +3;

par suite :

Syt = Yim (@t + y* + 2
=X (@, + 2P + @+ Y+ + 2P
=@+ Y2+ 22 EZn -+ Im (@ 4 y? -3

+ 22, Zma’ + 2y, Tmy' -+ 23, EZmz.

Or, Lorigine des coordonnées &/, 7', 3 étant au centre
de gravité, on a (n° 323) :

Smax =0, Xmy =0, Imz2' =0,
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par conséquent, il vient, en désignant par p la distance
du point M au centre de gravité, et par », ladistance OG :

Imrt = Mr 2 4 Zmp?,

ce qui démontre la propriété énoncée.
REMARQUE. — En combinant cette formule avec la
précédente, on a la relation :

MZmp? = Zmin'ee,
Centre de gravité d'un solide invariable.

328. Un corps solide étant un assemblage de
molécules placées a distance les unes des autres, il
s'ensuit que nous pourrions obtenir le centre de gravité
d’'un corps an moyen des formules précédentes, si
nous pouvions déterminer les masses des différentes
molécules. Mais cette détermination n’étant pas possible,
nous serons obligés de transformer nos formules.

A cet effet, nous allons rappeler quelques notions dont
nous aurons 3 faire usage.

On dit qu'un corps est komogéne, lorsqu’il présente
dans tous les sens une constitution physique identique.
Dans un corps homogéne, des volumes égaux ont des
poids égaux : pour deux corps homogénes différents, le
poids est différent pour des volumes égaux.

Le poids spéeifigue d'un corps homogéne est le poids
de Tunité de volume : c'est le rapport du poids d'un
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certain volume 3 ce volume. En désignant par = le poids
spécifique d’un corps homogeéne, on a w = % L'unité de
poids est le gramme, ou le poids d'un centimétre cube
d’eau distillée : le poids spécifigue d'un corps homogéne
est donc le nombre de grammes que peése un centiméire
cube de la substance qui constitue ce corps.

La densité d’un corps homogéne est le rapport de la
masse qu’il renferme sous un volume quelcongue 4 ce
volume. Si donc p désigne la densit¢ d'un corps homo-
géne, V son volume, nous aurons :

p=75, doit M= Vp.

Dans les corps héiérogénes, le poids n'est pas propor-
tionnel au volume. On considére alors un élément trés
petit du corps, et le rapport du poids de cet élément &
son volume est le poids spécifique moyen de cet élément.
Sile volume de I'élément tend vers zéro, ce rapport tend
vers une limite qui est le poids spécifique du corps en un
point de ce corps ou se trouve I'élément. Si la nature de
la. substance varie d’'une maniére continue, le poids
spécifigue est une fonction continue des coordonnées des
différents points. Le poids spécifique en un point(z, y, 2)
est donc une fonction des coordonnées de ce point.

De la méme maniere, le rapport de la masse d'un
élément du corps a son volume est la densité moyenne
de cet élément, et T'on appelle densité d'un corps en un
point (%, ¥, z) la limite du rapport précédent, lorsque le
volume de I'élément renfermant ce point tend vers zéro.
La densité d'un corps en un point (x, y, 2) est donc une
fonction continue des coordonnées de ce point. Pour
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les corps homogénes, cette fonction se réduit & unc
constante. :

329. Ces principes établis, pour trouver le centre de
gravité d’un corps solide, on cong¢oit que la matiére qui
compose le corps soit continuve, cest-d-dire quelle soit
répandue dans la totalité de I'espace représenté par son
volume apparent. Cette hypothése n’a pour effet que de
déplacer de quantités infiniment petites les points d’appli-
cation des forces, et il n’en résultera aucune erreur
appréciable dans les résultats. Cela posé, on suppose le
corps décomposé en éléments trés petits, chacun de ces
éléments élant complélement! remplt de matiere. Soil dw
le volume d’un élément, la masse de cet élément sera
pdw, en désignant par p la densité au point (x, ¥, 2) ou
se trouve cet élément. D’ailleurs, 4 cause de la petitesse
de I'élément, on peut regarder x, ¥, z comme ayant les
mémes valeurs en tous les points de cet élément.

Nous aurons ainsi, en désignant par x,, ¥,, 3, les
coordonnées du centre de gravité du corps, les formules
suivantes :

M=/pdm, Mac1=fpmdw, hiyl=fpydm, le=fpzdw.

Dans le cas particulier ol le corps est homogene, p est
constant, et il vient, en désignant par V le volume du
corps :

YR L Y O 2

REMARQUE. — Il est facile de trouver la relation qui
existe entre le poids spécifique w et la densité p. En
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effet, dw étant le volume d’un élément, le poids de cet
¢lément sera =dw ou bien gpdw. On a done :

w=gp.

330. Il existe certains théorémes qui permettent de
simplifier la recherche du centre de gravit¢ d’'un solide
“homogeéne :

1° 87 la surface d'un corps est symétrique par rapport
a un plan P, le centre de gravité est situé dans ce plan
de symdirie. Tmaginons une série de droites paralléles
et infiniment voisines dans le plan de symétrie P, puis
un autre systéme de droites paralléles entire clles, et
perpendiculaires aux premiéres. Nous découpons ainsi
le plan en rectangles infiniment petits. Cela posé, consi-
dérons ces rectangles comme bases de prismes droits
prolongés des deux c6tés du plan, puis coupons ces
prismes par des plans paralléles au plan P, infiniment
voisins et symétriques par rapport & ce plan de part ef
d'autre. Nous aurons ainsi décomposé le solide en
éléments symétriques deux & deux par rapport au
plan P : or, deux éléments symétriques ayant méme
volume et méme poids, le point d’application de la ré-
sultante de ces deux poids sera au milieu de la droite
qui joint ces éléments, et, par conséquent, dans le plan
de symétrie. Nous aurons donc, en résumé, une série
de résultantes partielles ayant leurs points d’application
dans le plan P. Par conséquent, le point d’application
de la résultante de ces résultantes partielles, ou le
centre de gravité du solide sera dans le plan P.

2° 8t la surface dun corps a un plan diamétral, le
centre de gravité du solide est dans ce plan.

La démonstration de cette propriété est analogue & la
précédente.
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3° 8i la surfuce d'un corps a un axe de symélrie, le
centre de gravité du corps est sur cet axe.

Il est évident que I'on peut décomposer le corps en
¢léments qui seront deux a deux de méme poids et
symétriques par rapport a I'axe. Or, la résultante des
poids de deux éléments symétriques aura son point
d’application sur cet axe. Nous aurons ainsi une série
de résultantes ayant leurs points d’application sur 'axe;
donc, le centre de gravité du corps sera sur cet axe.

4° Si la surfoce d'un corps a un centre de figure, le
centre de gravité coincide avec ce centre de figure.

En effet, on peut décomposer le corps en éléments
qui sont deux a deux égaux et symétriquement placés
par rapport au centre de figurc. Or, la résultante des
poids de deux éléments symétriques aura son point
d’application au centre de figure ; donc, le centre de
gravité du corps sera en ce point.

Centre de gravité des lignes et des surfaces.

331. Les surfaces et les lignes ne peuvent avoir de
poids. Cependant, on considére souvent le centre de
gravité d’'une ligne ou d'une surface. A cet effet, on
suppose la ligne ou la surface comme étant matériclle
par la considération suivante : supposons qu'un solide
s'é¢tende sulvant un plan, ou suivant une surface courbe
quelconque, et qu’il présente partout une épaisseur trés
petite dans le sens de la normale 4 la surface plane ou
courbe. On pourra faire abstraction de I'épaisseur, et
imaginer toute la matiére qui compose ce corps solide
comme répandue sur la surface plane ou courbe.
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La surface sera ainsi considérée comme matérielle, et,
par conséquent, comme ayant un centre de gravité.

Les mémes raisonnements s'appliquent a unec ligne
droite ou courbe.

Le centre de gravité d'une ligne ou d'unc surface est
donc le centre de gravité dun syst¢me de points
matériels qui seraient répartis sur la ligne ou la
surface. Pour pouvoir déterminer le centre de gravité,
on devrait connaitre la loi de répariilion de la matiére
sur la ligne ou sur la surface. On suppose ordinairement
la ligne ou la surface homogéne, cest-d-dire que tous
les éléments de méme étendue renferment la méme
quantité de matiére.

332. CENTRE DE GRAVITE D'UNE LIGNE. — Désignons
par S la longueur totale de la ligne, et par ds la
longuecur de l'élément. La ligne étant supposée homo-
géne, les poids ¢t les masses des différents éléments sont,
proportionnels 4 leurs longueurs, et nous aurons :

S =/ds, Sz, =/.¢cds, Sy, =fyds, Sz, =fz.ds.

Si la courbe cst rapportée a trois axes rectangulaires,
ona:

5 — dac'\/l + (%)2 4 (Z—f;)

dy étant les dérivées de ¢ et de 2, par rapport 4 z,

az
- ot —
dx  dz
fournies par les équations de la courbe proposée. Les
limites des intégrales se rapportent aux extrémités de
T'arc donné.
Si la courbe est plane, il est évident que son centre de
gravité est situé dans son plan. Les coordonnées x,, v,
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du centre de gravité, rapportécs a deux axes rectan-
gulaires pris dans le plan de la courbe, sont données
par les formules :

S =fds, S, =facds, Sy, =fyds,

dans lesquelles on a :

ds=dw\/l+%-

REMARQUE. — On pourra d’ailleurs profiter des régles
données précédemment (n° 330), pour simplifier dans
certains cas la recherche du centre de gravité.

333. CENTRE DE GRAVITE D'UNE SURFACE. — Si la
surface est plane, il est évident que le centre de gravité
est situ¢ dans son plan: a cause de 'homogénéité de la
surface, les poids et les masses des divers ¢éléments
sony proportionnels 4 leurs aires. Si donc nous désignons
par A Taire de la surface, nous aurons :

A=ffdwdy, Aml=/“/‘wdmdy, Azl=ffydwdy;

ces intégrales s’étendent & tous les éléments compris
dans l'intérieur du contour donné.

Si l'aire est comprise entre une courbe, laxe des x
et deux ordonnées, les limites de ¥ sont 0 et y, celles
de z sont les abscisses z, et o des points extrémes.
Drailleurs, en cffectuant Uintégration relative 4 , on a :

x

A :.fydoc, Am, =Iwydw, Ay, = r;‘/‘y?da;.

xo «g
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SiTaire A est comprise enfre deux courbes données
(fig. 106), les formules sont :

x
Fig. 106. A= (Y —yduo,
y /
S b i
Az, = [ Y —y) xdx,
/
|—" m
¢ ’ 1 [y 2 d
- — 5 Ay1=§£@ — ¥) da,

Y et y étant les ordonnées des deux courbes, corres-
pondant & une méme abscisse.

REMARQUE. — On pourra d’ailleurs profiter des régles
que nous avons énoncées précédemment (n° 330).

334. Lorsque la surface dont on veut trouver le
centre de gravité n’est pas plane, on la rapporte & trois
axes coordonnés. Soit donc une portion de surface
courbe limitée par un
contour qui se projette
en ABCD sur lc plan
des xy (fig. 107), et
supposons cette surface
homogéne : nous la dé-
composerons en éléments
B par des plans perpendi-

culaires respectivement
¥ e a Or et Oy. A cause
de Thomogtnéité, les
masses des différents ¢lé-
ments de la surface sont proportionnels & leurs aires. Si
donc on désigne par A Taire totale de la surface, et par
x,, ¥, 2, les coordonnées du centre de gravité, nous
aurons les formules :

Fig. 107.

z

(4]
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A= [ [VTFFF¢dady,

sa, = [ [/ TF P+ g dedy,

ay, — [ [y VIF P+ ¢ dwdy,

Az = [ [a VI + ¢ dady.

Les limites de ces intégrales se déterminent comme
dans le probléme des aires du calcul intégral. Elles
sétendent & la partic ABCD du plan des @y sur laquelle
la surface se projette.

REMARQUE. — 1l est évident que l'on pourra faire
usage des régles démontrées (n° 330).

Centre de gravité des volumes.

335. Soit un corps compris sous une surface fermée
dont I'équation rapportée 4 trois axesrectangulaires est :

F(x,y, 2) = 0.

Décomposons le corps en éléments infiniment petits par
trois systémes de plans paralléles aux plans coordonnés ;
I'élément de volume sera un parallélipipéde rectangle
ayant pour arétes les différentielles dx, dy, dz des
coordonnées d'un point du corps, ¢'est-a-dire les distances
qui séparent deux plans consécutifs de chacun des
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systemes. Le volume de cet élément sera dxzdydz, et sa
masse pdadydz, en désignant par p la densité du corps
au point (z, y, 2).

Nous aurons donc les formules suivantes :

M=//fpdxdydz,
M, :f_/fpxdxdydz,
My, =ff/pydmdydz,
Mz, =‘/‘_/fpzdwdydz,

dans lesquelles on devra remplacer p par la fonction de
x, ¥, %, qui exprime la densité du corps.

Quant aux limites de ces intégrales, elles se déter-
minent comme dans le calcul intégral pour le volume
d’un corps.

CAS PARTICULIER. — Si le corps est homogéne, p est
constant, et les formules se simplifient. En désignant
par V le volume du corps, on a :

M—¢ [ [ [fdwdydz =g,
Va, =f/'fxdxdydz,
vy, =fffydmdydz,
. =ff/zdwdydz.

On voit, par ces formules, que la position du centre
de gravité du solide ne dépend que de la forme de la

Vz
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surface qui le termine. On pourra d’ailleurs simplificr le
calcul en faisant usage des régles établies (n° 330).

REMARQUE. On peut trouver les coordonnées du
centre de gravité d'un corps rapporté & des coordonnées
polaires. A cet effet, on prend pour élément de volume
du corps, le solide déterminé par deux sphéres de rayons
r et » 4 dr, deux plans passant par l'axe des z et
faisant des angles o et ¢ -~ do avec le plan des zz, et
les rayons faisant des angles 6 et 6 + d8 avec laxe
des z (fig. 108).

Daprés cela, T'élément de volume sera abedefgh, ct

© NoUS aurons :

AV = r2sinbdrdidy ;
d’autre part,

@ = rsinfcosy,

T y = rsinésing,

2 = rcosh.

Les formules qui détcrminent le centre de gravité

sont donc :
Ve[ [ [ snbaris,

Sy ER——

vy, = [ [ [ sintosing drdods,

ey = [ [ st it
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les limites de ces intégrales se déterminent comme dans
le cas des volumes des corps.

Centre de gravité des corps de révolution.

336. CENTRE DE GRAVITE D'UN VOLUME DE REVO-
LUTION. — Proposons-nous de¢ trouver le cenfre de
gravité du volume engendré par l'aire ABCD tournant
autour de l'axe des @ (fig. 109). Ce centre de gravité
sera évidemment situé sur
l'axe des @, qui est un axe de
Y symétrie (n° 330); par consé-

y B quent, il suffit de déterminer

W - I'abscisse de ce point G. Nous

i décomposerons le volume total

{ en volumes élémentaires en-

! gendrés par des rectangles
°© ¢ M® g D *  ¢lémentaires tels que mmnn,
tournant autour de 'axe des x.
Or, le volume de cet élément est my*dx; son centre de
gravité est aussi sur I'axe des , en un point g, et I'on a
Og = @. La masse de cet élément est mpy*de; son moment
par rapport & un plan passant par Oy et perpendiculaire a
l'axe des @ est mpay®dx : la somme des moments des

Fig. 109.

éléments est n/pmy?dm, en posant OC = a,et OD = f.
B
[+

La masse du corps étant ¢gale a = f ey'da, son moment

2% I
o A ¢ 2 Q
par rapport au méme plan est na, f py*dx. Nous

[+ 4
aurons done la formule suivante :
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2 f
™, f pyPdo = 3 f pxytda
o o

d’ou lon tire :

Si le corps est homogéne, il vient :

f xydr
[+
X, = —p———.
f ydx
[ ]
337. CENTRE DE GRAVITE D'UNE SURFACE DE REVO-
LUTION. — Soit 4 trouver le centre de gravité de

la surface de révolution engendrée par larc AB
tournant autour de I'axe des

Fig. 110. x (fig. 110). Le centre de

Y. B gravité sera évidemment sur

A/m‘,"“/'——~ Taxe des o qui est un axe
o

de symétrie (n° 330). Par
conséquent, il suffit de déter-
miner I'abscisse de ce point G,
Considérons l'aire élémentaire
décrite parlarc man' =ds, tour-
nant autour de I'axe des & : le centre de gravité de cette
aire est sur 'axe des 2, en un point g, et F'on a Og = .
21

|I

|

|
|1
[
b
L)

[ C ngug D z
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Or, la surface engendrée par I'élément mm' = ds est
égale 4 2myds, et sa masse est 2rpyds : son moment par
rapport & un plan passant par Oy et perpendiculaire &
Taxe des @ est 2rpayds. La somme des moments des

éléments est 2n f sayds. Mais la masse totale étant égale
B 2

a2r f pyds, son moment par rapport au méme plan

o
est 2nzx, f pyds. Nous aurons donc la formule :
o]

8 8
2rx, fpyds = 2rrfpa;yds ;
x 2
d’ot -
B

f payds

aQ
€Tr = ——

1

=t
f pyds
a

Si la surface est homogéne, il vient :
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Théorémes de Guldin.

338. THEOREME I. -—— L'aire engendrée par un arc
de courbe plane tournant autour dun axe situé dans
son plan, est égale auw produit de la longueur de cet arc,
multiplide par la circonférence décrite par son cenlre
de gravité.

Soit G le centre de gravité de 'arc AB — § (fig. 111) ;
nous aurons en désignant par y,
la distance de ce point G 4 'axe
des @ (n° 332) :

Fig. 111.

B
sy, — [yds,
a

a et  étant les abscisses des points A et B.
Multipliant les deux membres par 2n, il vient :

g
27ryl.S=2n./‘yds;
«

or, le second membre est précisément l'expression de
Taire décrite par Tarc AB, tournant autour de l'axe
des x, et I'on voit que cette aire est égale a larc S,
multiplié par la circonférence 2ny, décrite par son
centre de gravité.

339. THEorREME Il. — Le volume engendré par une
aire plane tournant aviour d'un axe situé dans son
plan est égal au produit de cette aire, multiplice par la
circonférence décrile par son centre de gravité.
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Soit G' le centre de gravité de l'aire ABCD = A
{fig. 111). Nous aurons, en désignant par y, la distance
de ce point G' & I'axe des  (n° 333) :

g
Ay, =} [yda,
a

a, { étant les abscisses des points A et B.
Multipliant les deux membres par 2r, il vient :

B
2ny, .A=7rfy2d.'7c;

a

or, le second membre est I'expression du volume décrit
par Yaire ABCD tournant autour de 'axe des «, et 'on
voit que ce volume est égal 4 'aire A, multipli¢e par la
circonférence 2my, décrite par son centre de gravité.

Applications du centre de gravité.

340. 1° CENTRE DE GRAVITE D'UNE LIGNE DROITE
HOMOGENE. — Soit une droite OA ={, et m un point de
cette droite, « sa distance a lorigine O (fig. 112). Nous
aurons évidemment :

Fig. 112. { &
l.’b'l = /‘mdm = 5
o In A o P
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d'ou :

Donc, le centre de gi'avité est au milieu de la
droite OA. .
2° CENTRE DE GRAVITE DU CONTOUR D'UN TRIANGLE.
— Soient {, m, n les poids des cbtés appliqués en
) leurs milieux a, &, ¢
Fig. 113. (fig.113),d',¥',c'les points
d’application des résul-
tantes des poids m, n;
{ et n; m et I. 1l est
évident que le centre
de gravité est au point
d’intersection des droites
A c B aa, by, cc', et il est
facile de voir que ces
droites sont les bissectrices des angles a, b, c.
On a, en effet :

bdiad =1l:m =CB: AC =bc: ac;
de méme, on aurait :
ba': ca' = abd : ac,
ab' : ch = ab : cb.
I résulte de 1a que les droites aa', Bb', cc' sont les
hissectrices du triangle abc : par conséquent, le centre

de gravité est le centre du cercle inscrit dans le
triangle abe.
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3° CENTRE DE GRAVITE D'UN ARC DE CERCLE. — Soit
I'arc MAM' =2/ (fig. 114). Le centre de gravité est évi-
demment sur le rayon OA, perpendiculaire au milicu de
la corde MM', rayon que nous

Fig. 114. prendrons pour axc des x
y (n° 830). Nous aurons done :
M R
f xds
(S x
o p|/a =z X, =—x 3

M f ds

x

or, de I'équation :

a® 4yt = Re,
on tire :
dy _ _ %
de  y’
d’ou :
. dy* Rdxr = Rdx
s =o'\ 4 = T Ve
Par suite,
jv xdx
R — a? l/Rz — X
m Ll — T
dx arc cos —
I/Rz —
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Mais, on a :
MP = I/—Re — a®,

d’autre part :

@
« = Rcosa, doll: a= arccos 4,

et, comme on a aussi :
AM = Rx =/,

il vient :

arccos

L
-

=8

Par conséquent,

_ MP xR _ 2MP XR MM xR
o { o 20 21

Z,

On cn conclut que la distance du centre de gravité au
centre du cercle est une quatriéme proportionnelle &
Tarc, la corde et au rayon.

4° CENTRE DE GRAVITE DE L'AIRE D'UN TRIANGLE. — Soit
un triangle ABC (fig. 115) dont il s'agit de trouver le centre
de gravité. La médiane CD
estun diamétre qui divise en
deux parties égales toutesles
cordes paralléles 4 AB.Done,
le centre de gravité de l'aire
du triangle est sur cette
droite (n° 330); il est
évident que le centre de
gravité se trouve aussi sur
les deux médianes BE et AF. Il est donc au point de
rencontre des trois médianes.

Fig. 115.
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Tl résulte de la que le centre de gravité de l'aire d'un
triangle est sur la droite qui joint un sommet au milien
du c6té opposé, et aux deux tiers de cette droite & partir
du sommet.

5° CENTRE DE GRAVITE DUN POLYGONE. — [n
polygone pouvant d&ire décomposé en triangles au
moyen de diagonales partant d’'un méme sommet, il
suffira de considérer les centres de gravité de ces
triangles comme les points d’application de forces
parall¢les, dirigées dans le méme sens, et propor-
tionnelles aux aires de ces triangles. Le centre de ces
forces paralléles sera le centre de gravité cherché.

6° CENTRE DE GRAVITE D'UN RECTANGLE. — Le
rectangle ayant un centre de figure, le centre de gravité
coincide avec le centre de figure. .

7° CENTRE DE GRAVITE D'UN TRAPEZE. — Soit le
trapéze ABCD (fig. 116) : menons la diagonale AD qui

Fig. 116.

divise le trapéze en deux triangles, dont les centres de
gravité sont sur DFF et AE aux points G, et G,.

Le point G qui divise la droite G,G, en deux segments
inversement proportionnels aux surfaces des triangles
ABD et ACD, sera le centre de gravité du trapéze.

On peut facilement trouver une construction géomeé-
trique du centre de gravité cherché : en effet, EF est un
diamétre qui divise en deux parties égales les cordes
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paralléles & AB; par conséquent, le centre de gravité
est sur cette droite EF : il est donc & Tintersection de
EF et de G,G,. Cela posé, désignons par z, vy les
distances du point G aux deux bases, et appliquons le
théoréme des moments aux forces paralléles appliquées
en G, et G,, et qui représentent les aires des triangles
ACD et ADB, et a leur résultante appliquée en G
{(n° 30%7). Nous aurons, en désignant par 4 la hauteur
du trapéze :

AB. + CD.

| >
|
[Tl

2h h
5 —(AB+CD)7 .
ou bien :
h
2 (AB + CD) = 3 (AB 4 2CD) ;
de méme, on a :

¥ (AB 4+ CD) = - (2AB + CD).

XTI~

Par suite,

« _ AB+ 2CD
¥ 2AB+ CD’

De cette formule on conclut la construction suivante :
Prolongeons le coté AB d'une longueur AH = CD, et le
c6té CD d’une longueur DK = AB; le centre de gravité
sera a lintersection des droites HK et EF.

En effet, les triangles FGH et EGK sont scmblables,
et 'on a:

3 $AB +-CD  AB + 2CD
GE~ EK ICD+DK ICD-+AB 2AB | CD’
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or, les distances du point G aux deux c6tés AB et CD
sont respectivement proportionnelles 4 GF et GE; par
conséquent, le point G sera le centre de gravité.

8° CENTRE DE GRAVITE D'UN SECTEUR CIRCULAIRE, —
Soit un secteur circulaire AOB (fig. 117) : le centre de
gravité sera évidemment sur la droite Ox (n° 330).
Cela posé, on peut concevoir
Iarc AB décomposé en une
infinit¢ d’arcs élémentaires
égaux, et, par conséquent,
lesecteur comme décomposé

A
c (

o AEEIE - ensecteurs infiniment petits

correspondant & ces arcs.

\Dt Or, ces secteurs infiniment

B petits peuvent étre assi-

milés a des triangles, et

tous ces triangles ont leurs centres de gravité sur un arc

CD décrit du point O comme centre avec un rayon égal

aux deux tlers de OA. Donc, le cenire de graviié du

secteur sera le point d’application de la résultante d'une

infinité de forces égales et paralléles, agissant sur les

points de I'arc CD : il coincidera donc avec le centre de
gravité de Parc CD.

Fig. 117.

D’aprés cela, sil'on désigne par R le rayon du secteur,
par ! la longueur de 'arc AB, par ¢ la corde de cet arc,
nous aurons :

2 2 .
e —og 8% 2Re
T A
3
CAS PARTICULIER. — Si le secteur est un demi cercle,

on a ¢ = 2R, { = rR; par conséquent,
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5 _ IR
1T 3n
REMARQUE. — Le secteur AOB étant égal & la somme

du triangle AOB et du segment AIB, nous pourrons
trouver le centre de gravité du secgment AIB, cn appli-
quant le théoréme des moments (n° 30%7). En posant
OP=a,ona:

surf. secteur =  R!, surf. triangle = } ac,

surf. segment = } (Rl — ac) ;

d'ailleurs, les centres de gravité de ces trois surfaces
sont situds sur la droite Oz, et les distances des deux
premiers au point O sont respectivement égales a

2 Re 2 . .
57 et 5 @ Done, en désignant par a, la distance du
troisi¢éme au centre O, nous aurons :

I—Rl }ac ?a }(Rl— ) &, s
5 RL. 5 aC -3 +2 ac) &, ;

[V V)

Re
{
d'on l'on tire :

2 (R — a¥c

=3 Ri—ac’

2

- . CT . )
et, si 'on observe que l'on a : R* —a® = 1 il vient :

o3

%1 = BRI —ac)’
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9° CENTRE DE GRAVITE D'UN SEGMENT DE CERCLE., —_
Soit le segment ABCD (fig. 118). Posons OC =a, OD =3,
nous aurons

P
Fig. 118, fwydw
y 2 ="
E T8 ’
A
IV fe
o
of ¢ b JF = H
3 f yrdx
, [¢4
B Y, =
L —n B
G [ydx
P
Or, I'équation du cercle étant :
e + yz = R2,

on a, en faisant abstraction de la constante :

2

g, ¥ a5, R
/ yd.rz;=/1/R—.ao2dm-—;—§[/R2—x2+ 5

arcsin i
R

3
2

/mydm=fy1{2—m'é.mdw=—§(R2—aa’) ,

3
fygdw =f(R’——w’)dm=R9m—%;

il suffira de remplacer successivement dans ces formules
x par B et o, et de substituer dans les expressions
dew ety,.
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CAS PARTICUTIERS. —- 1° Si l'on veut le centre de
gravité du quart de cercle OEF, on feraz=0,8 =R,
et il vient :

4R 4R
-'1712"3_7‘:‘, yxz'?;;'

2° Si l'on veut obtenir le centre de gravité du
segment ABA'B', on devra observer quil se trouve sur
laxe Ox qui est un axe de symétrie (n® 830); par
conséquent, y, = 0, et I'on appliquera la formule
(n® 333):

g
fw Y —ydx
o
x, == 3 )
f(Y—y) dx
[+
et,commeon a: Y= —y, il vient :
B
jwydw

3 Si Ton veut le centre de gravité du demi cercle
EFG, on a :

fw(Y—y)dw

o 4R
o= SR Ty

/(Y——y)dm
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10° CENTRE DE GRAVITE D'UN SEGMENT SPHERIQUE. —
Soit le segment sphérique engendré par laire ABCD
(fig. 118) tournant autour de l'axe des x. Le centre de
gravité est évidemment situé sur l'axe des @, qui est un
axe de symétrie (n° 330), et nous aurons la formule :

g
f xyrda
i * -

——g
f ydx
a

&,

L'équation du cercle étant :

x? 4 yz = R?,
ona:
B
[a; Rt — &) dw
« 3@+ PR ——ay
T=TE TOIBR B o
./‘(R2 — o) dw
o
CAS PARTICULIERS. — Si a =0, il vient :
@, — 3B 2Rz — £

43R —@) "’

sia=0,f=R,ona:
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pour Pabscisse du eentre de gravité du volume engendré
par l'aire OEF tournant autour de 'axe des x, c’est-a-
dire de la demi-sphére.

11° CENTRE DE GRAVITE D'UNE ZONE SPHERIQUE. —
Soit la z6ne engendrée par I'arc AB (fig. 118) tournant
autour de I'axe des @. Le cenire de gravité étant sur
laxe des x (n° 330), on a :

Iéquation du cercle étant :

@t + Yyt = R,
il vient :

g

/xdx

o -+ a

S —
fda:
x
CAS PARTICULIERS. — Si a =20, on a :

X, = B,
T
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sia=0, =R, il vient :

IR=e

@, =

k]

pour labscisse du centre de gravité de la surface de la
demi-sphére.

12° CENTRE DE GRAVITE D'UNE PYRAMIDE TRIANGU-
LAIRE. — Soit ABCD la pyramide donnée (fig. 119);
le plan ABE mené par AB el

Fig. 118, et par le milieu E de CD est
évidemment un plan diamé-
tral pour les cordes paralléles
a CD. Par conséquent, le
centre de gravité de la pyra-
mide devra se trouver dans
ce plan (n° 330). Par la
méme raison, il doit se
trouver dans le plan ADF
mené par AD, et par le milieu
F de BC: il sera donc sur
Tintersection AG, de ces deux
plans. Or, le point G, infer-
section des médianes BE et DF du triangle BCD est le
centre de gravité de ce triangle; par suite, le centre de
gravité de la pyramide est sur la droite AG, qui joint le
sommet A au centre de gravité de la face opposée. Par
la méme raison, il se trouve sur la droite BG, qui joint
le sommet B au centre de gravité G, de la face opposée
ACD : il est donc a lintersection G des deux droites
AG, et BG,. Or, la droite G,G,, qui divisc les cotés BE
et AE du triangle ABE en parties proportionnelles est
évidemment paralléle 4 AB, et égale 4 § AB; par suite,
les deux triangles ABG et GG,G, sont semblables, et
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I'on a : GG, = 5 AG, ou hien GG, = { AG,. Il résulte de
la que le centre de gravité d’une pyrumide triangulaire
est sur la droite qui joint le sommmel au centre de
gravité de la bhase, aux irois quarts de cette droite a
partir du sominet.

REMARQUES. — Le cenire de gravité de la pyramide
¢tant dans chacun des plans tels que ABE, on en
conclut que les six plans menés par chacune des arétes,
ot par le milicu de laréte opposée se coupent en un
méme point, qui est le centre de gravité de la pyramide.

11 est évident aussi que les quatre droites qui joignent
chacun des sommets de la pyramide au centre de gra-
vité de la face opposée se rencontrent en ce méme point.

Il est encore évident que les droites telles que EK,
(ui joignent les milicux des arétes opposées de la pyra-
mide passent par un méme point, et ce point est le
milieu de ces droites.

Enfin, il résulte de ce qui préceéde que le centre de
gravité de la pyramide triangulaire coincide avec le
centre de /gravité du triangle suivant lequel cette
pyramide est coupée par un plan mené paralléelement a
la base et & une distance de celle base égale au quart
de la hauteur de la pyramide.

13° CENTRE DE GRAVITE D'UNE PYRAMIDE A BASE
QUELCONQUE. — On peut décomposer la pyramide en
pyramides triangulaires au moyen de plans menés par
le sommet et par les diagonales du polygone qui forme
la base. Les centres de gravité de ces pyramides sont
situés dans un plan paralléle au plan de la base et & une
distance de celui-ci égale au quart de la hauteur. Or, ces
centres de gravité sont les mémnes que ceux des triangles
que le plan sécant détermine dans les diverses pyra-
mides; d'autre part, les volumes de ces pyramides sont
évidemment proportionnels aux surfaces de ces triangles.

22
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Il s’ensuit que le centre de gravité de la pyramide
coincidera avec celui du polygone déterminé par Ie plan
sécant.

Donc, le centre de gravité d'une pyramide quelconque
est sur la droite qui joini le sommet au centre de
gravité de la hase, et au quart de cette droite & partir
de la hase.

11" CENTRE DE GRAVITE D'UN CONE.
ment situé sur la droite qui joint le sommet au centre
de gravité de la base, et au quart de cette droite a partir
de la base.

® CENTRE DE GRAVITE D’'UN KLLIPSOIDE. — Trouver
le centre de gravité du volume compris entre I'ellipsoide :

— 11 est évidem-

x-
bz + %

les plans coordonnés et un plan quclconque, corres-
pondant 4 I'abscisse 2.

Nous aurons :

r
_f/'dxdy fdmj\/ z* Zd;/

Pour déterminer la limite supérieure ¢’ de i, cherchons
Tintersection dec la surface avec le plan des xy ; nous
aurons :

2

o2

d’ou :
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On a done :

Cherchons d’ahord lintégrale relative a , en posant :

2
% = \/1 —-242 sin 9,

d'ou :

dy = b\/l — 'Z—’:cos<pdcp‘

Dailleurs, pour y = 0, on a ¢ = 0, et, pour

Fl

y=y'=0b\/1— %, on a g = g : donc, lintégrale

relative a y se transforme en la suivante :

T ki
2 2
bf(l — :;c:) costpdy = b (1 — g)fcoszqd@ :
o 4]
par suite,
3
» 2 x
a? ’ rhe x®
Vzbcf(l _c?) dxjcos?@dqu (1 —E)dw,
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ou bien :

On a aussi :

Vo, —f‘/‘x’dxdy—cfxdxf\/l—— ——%d_/

nbea? ] x?
8 ( Eai) )

On en tire :

5 o 3T Rer— )
1 4(3@2——‘072) °

On a de méme :

Vy, ——ffj.,dwdy—cfdxf\/l——v: /dy

or, en posant & = asiny, il vient :

e

v

T wE
f(l—-— ?) do = az\/‘cos4 gyl
[

o

sind cos®y E
sm Jcos -+ —4——,;
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dou :
abfc
Vy, = +smvcosq;+ sin ¢ cos”q;E
Enfin, on a :
x y
2 2
L Q/fzzdwdz —- {dm[(l—%— E)d_l/
a
L
;‘ﬁ cos* bd,
0
ol bien :
abc?
Vz, =5 l{)+smycos,};+~smgpcos $t-
CAS PARTICULIERS, — Si dans les expressions précé-

. » ™
dentes, on fait @ = a, et par conséquent, § = 5 Ol
obtient, pour le volume de la huitiéme partie de
Tellipsoide, et pour les coordonnées de son centre de

gravité :

wabe 3a 3b 3c .
V= , —

6
et, si dans ces derniéres formules, on faita = & = ¢,
on obtient pour le volume de la huitiéme partic de
la sphére, et pour les coordonnées de son centre de
gravité :
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expressions que I'on pourrait facilement trouver par un
calcul direct.

16° CENTRE DE GRAVITE DE L'AIRE DU CONE :
2% =2y,

comprise entre les plans x =0, x=a, y= 0, y =>b.
Nous aurons :

;-_ff[/ 1+ p? 1+ pt+ ¢* dody defw+y

V 2xy

— V% @+ b,

- ' +y
Az, =ff|/1 +p* ¢ wdady =J “d“fl/z Jd
(4]

—2a |/%ab (3 + al

9

: @+ yy
Ay — : . dy
n=[[Virr+e. ydwdy - f fl/zwy
—2b|/2ab(§ *l .,),
Az, =f‘f[/l + pi4 g2 zdxdy ——fdxfm—}—y
ab
=?((l+b),
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on en tire :

3a (a b), g — 3b (g+a)’ 1231/1177

“=zre5 9 =arb\5 79 Tz
CHAPITRYE VII.

Equilibre des systémes de forme variable.

341. On appelle fil ou cordon un lien sans pesanteur
dont la section transversale est négligeable, et qui est
parfaitement flexible et inextensible. 11 s'ensuit que la
longueur de Tarc formé par Ie fil entre deux de ses
points est invariable, quelles que soient les forces qui
agissent pour I'étendre ; mais on peut le courber comme
on voudra sans éprouver de résistance.

Le probléme que nous nous proposons de résoudre
consiste & déterminer la forme d'équilibre dun fil
soumtis & des forces données, el a trouver les tensions
en ses différents points.

342. Nous allons entrer dans gquelques détails pour
expliquer ce que l'on entend par la tension d'un fil en
un point donné.

Considérons d’abord deux forces agissant aux extré-
mités d'une portion rectiligne de cordon.

Pour que ces forces se fassent équilibre, il faut
qu’elles soient égales, dircetement opposces, et de méme
direction que le cordon. Il faut, en outre, que leur sens
soit tel qu’elles tendent le cordon. En cffet, si ces forces
n’avaicnt pas la méme direction que le cordon, rien ne
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les empécherait de le faire tourner, et si, ayant la
direction du cordon, elles ne sont pas égales et de sens
contraires, elles auraient pour effet, de faire avancer le
cordon dans le sens de la plus grande. Il est évident
aussi que les deux forces
doivent tendre le cordon.
p A ¢ B o Car,siles forces (fig. 120)
appliquées en A et B sont

dirigées de A vers B, et de B vers A, il n’y aura pas
Squilibre, le fil ne pouvant développer aucune résis-
tance qui empéche le rapprochement des poinls A et B.

Fig. 120.

Par conséquent, pour que les forces se fassent
équilibre, il faut que les conditions ¢énoncées plus haut
soient satisfaites. On dit alors que les deux forces se
font équilibre par Uintermédiaire du cordon.

Cela posé, soit C un point quelcongque du cordon.
Si l'on coupe le cordon en ce point C, il faudra, pour
maintenir I'équilibre de la partie AC, introduire en ce
point C une force T, égale et directement opposée a P.
11 s’ensuit que la partie BC du cordon tient lieu de cette
force égale et opposée a P. Cette force T, s’appelle
la tension du cordon. De méme, pour maintenir I'équilibre
de la portion BC, il faudrait introduire au point C une
force T, ¢gale et dircctement opposée 4 Q, et qui, par
conséquent, tiendrait lieu de la portion AC. Cette
tension T, sera donc égale et contraire 4 T,.

La tension, dans le cas actuel, est constante dans
toute l'étendue du fil AB. Elle est égale a la valeur
commune des deux forces P et Q.

En général, silon coupe un fil en équilibre en un
point, il faudra, pour maintenir I'équilibre, appliquer en
ce point deux forces égales et contraires aux extrémités
des deux portions séparées par la coupure. Ces deux
forces sont la fension du fil au point considéré. Ainsi
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done, la tension du cordon en un point est la force qu’il
fuut appliquer en ce poini pour mainlenir lune des
portions du fil en équilibre, Uautre portion étant censée
supprimée. Cetle force tient liew de la portion du fil
supprimée.

En un point du fil nous avons donc deux tensions,
deux forces égales et de sens contraires qui se détruisent
dans Péquilibre de I'ensemble du fil, mais qu’il y a lieu
de considérer quand on étudie I'équilibre de chaque
portion séparément.

Il résulte de ce qui précéde quune portion d'un fil en
équilibre, est en ¢quilibre sous l'action des forces qui lui
sont directcment appliquées, et des deux tensions aux
deux extrémités,

REMARQUE. — On peut mesurer la tension d'un cordon
en un de ses points en le coupant en ce point, et inter-
posant un dynamométre enfre les deux parties.

343. PrROBLEME. — Une force P de direction donnée
est appliquée en un point C dun fil sans poids AB.
On demande quelles sont les forces P, P, qu'il fuul
appliquer suivant la direclion des cordons CA el CB
pour quil y ait équilibre.

L'équilibre du cordon AC (fig. 121) exige que la force

Fig. 121. P, dirigée dans le sens
du cordon soit ¢gale & la
tension T, de ce cordon
(n° 342). De méme, en
tous les points du cordon
CB la tension T, est égale
a P,. Nous pouvons donc
considérerle point C comme
un point matériel libre en
équilibre sous laciion de
la force P et des tensions T,, T, appliquées suivant

P P2

P
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les dircetions CA et CB. Par conséquent, la force I est
égale et contraire 4 la résultante de P, et P,. Nous
aurons donc P, et P, en décomposant la force — P,
égale et opposée a P, suivant les directions CA et CB.

REMARQUE. — Les tensions des deux cordons sont en
général inégales. Ces tensions seront égales lorsque la
orce P sera la bissectrice de I'angle ACB.
fi P Iab t de l'angle ACB

344. Supposons que la force P, au liew d'étre
appliquée direclement en C, soif appliquée dans le
prolongement d'un cordon CD atlaché auv point C.

Le point C (fig. 122) considéré comme libre est en
équilibre sous l'action des
tensions des cordons AC,
CB et CD, tensions qui
sont égales (n° 342) res-
pectivement auxforcesP,
P,, c¢t P. Chacune de ces
forces est donce égale et
directement opposée a la
résultantedes deuxautres.
On en conclut que, pour
quil y ait équilibre, les
trois cordons doivent étre dans un méme plan, et 'on a
la relation :

Fig. 122.

P:P,:P,=sin(eto):sina':sinax;

d’ott Yon tire :

P sin o'
T, = - ——,
= sin (a2 4+ o)
P sin 2
T, =P, = ——-
: *  sin(a 4 o)
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REMARQUE. — Les tensions T, et T, sont d’autant
plus grandes que sin (x + &) est plus petit. Elles sont
infinies pour « + «' = 180°. On en conclut que, guelque
petite que soit la force P s'exercant obliquement sur un
cordon, ¥l est impossible de lendre ce cordon en ligne
droite.

345. Supposons maintenant que lon fixe un point A
du cordon AC, et proposons-nous de trouver {a traction
que supporte le point A. Cette traction sera évidemment
égale a la force P, qu'il faudrait appliquer au point A
rendu libre, pour maintenir I'équilibre : clle est donc
¢gale a la résultante des forces P, et P.

Si I'on fixe également un point B du cordon BC,
la traction que supportera le point B sera égale et
contraire a P,.

346. Supposons encore un cordon AB, el au poini C
un anneau dans lequel ce cordon peul glisser librement.
Le cordon est tiré des deuw cléds par deux furces P,
et P,; lanneau est sousmnis a Uaclion d'une force P. Un
demande les conditions d’équilibre.

Fixons les deux points A et B du cordon (fig. 123),
I'un a droite, I'autre a gauche de I'anneau. Dans son
mouvement, le point C
ne peub gque déerire une
cllipse dont A el B sont
les foyers. Donce, la condi-
tion d’équilibre est celle
d’'un point matérie!l assu-
jetti & demeurer sur une
ellipse. 1l faut donc, pour
Uéquilibre, que la force P
soit normale & Ulellipse
(n° 227), cest-a-dire bissectrice de langle ACB.

Fig. 123,

P
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On a d’ailleurs, en désignant I'angle ACB par 2z, et en
appliquant les formules précédentes (n® 344) :

P

P=P ="
2 cosa

1 2

347. Si l'on avait un nombre quelcongue de cordons
réunis par un neeud, la condition néeessaire et suflisante
pour I'équilibre, est que chaque force ait la direction du
cordon correspondant, ct le sens voulu pour le tendre,
et que chaque force soit égale et directement opposce
4 la résultante des autres.

Si Pon fixe un point sur chacun des cordons, excepté
sur un seul CD, on peut se
proposcer de trouver les trac-
tions que la force P exerce sur
I¢s points fixes.

Sil n’y a que trois cordons
non Situés dans un méme plan,
CA,, CA,, CA,, il suffira de
décomposer P en trois forces
agissant suivant les prolonge-
ments de ces cordons (fig. 124).

S'il y a plus de trois cordons,
le probléme est indéterming, la force P pouvant étre
décomposée dune infinité de manicres suivant ces
cordons. '

Fig. 124.
As
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Fquilibre du polygone funiculaire.

348. Considérons maintenant le cas géndéral de
Péquilibre d'un cordon sowmnis a Uaction d'un nombre
quelconque de forces appliquées en différents points de
ce cordon.

Ce cordon prendra la forme d’un polygone plan ou
gauche dont les sommets seront les points d’appli-
cation des forces. On lui donne le nom de polygone
Juniculaire. Les différents sommets portent le nom de
neeuds.

Soit un fil ABCDE en équilibre (fig. 125), et sollicité
par des forces P, P, P'... R, 8, appliquées aux
différents neeuds, et aux extrémités. D’aprés ce que nous
avons vu (n° 342), si 'on coupe un cordon quelconque
CD en un point I, par cxemple, il faudra, pour maintenir
Téquilibre, appliquer en
ce point I aux deux
portions du fil, deux
forces égales et con-
traires. Ces forces me-
surent la tension du fil
en ce point I. Lorsque
le fil n'est pas coupé,
ces deux forces sont
détruites par la liaison
que le fil établit. Cela
posé, pour qu'il y ait équilibre, il faut que la force R
agisse dans la direction du premier c6té du polygone
{ou quil y ait un point fixe remplacant cette force).

Fig. 125,
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La tension T, du premier cordon doit faire équilibre &
cette force R, et, par conséquent, on a :

T, =R.

Pour quiil y ait équilibre au point B, il faut que la
tension T, du second co6té BC fasse équilibre & la force P
et ala tension T, appliquée en B. Cette tension T, doit
done étre égale et directement opposée & la résultante
de la force P et de la tension T, du premier cdété. On
peut observer que les trois doites AB, BC et BP sont
sifu¢es dans un méme plan.

De méme, pour que le point C soit en équilibre, il faut
que la tension T, du troisiéme c6té CD fasse équilibre 4
la force P' et & la tension T,, appliquée en C. La tension
T, est donc ¢gale et directement opposée a la résultante
des forces T, et P, ct les trois droites BC, CD et CP' sont
dans un méme plan.

En continuant de la méme maniére, on verrait que la
tension du dernier cété doit étre égale et directement
opposée a la résultante de la force appliquée au dernicr
sowmiet, el de la tension du ¢61¢é précédent. Pour que
ce dernier c6té soit en équilibre, il faut que la force S
soit appliquée dans le prolongement de ce c6té, et quelle
soit égale & la tension de ce dernicr cété.

On voit donc par ce qui précéde, que la fension en un
noeud quelconque est égale en grandeur el en diveclion
o la résultante de la force appliqude en ce noeeud, et de
la tension du colé adjacent.

349. TuEorEME. — Les forces appliguées a un
polygone funiculaire en équilibre, élant {ransportées en
un point quelconque, s’y font équilidre.

En cffet, si le polygone est en équilibre, il sera encore
en équilibre, si T'on rend sa figure invariable; par
conséquent, les forces qui y sonl appliquées doivent
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satisfaire aux conditions d’équilibre d’un systéme rigide.
Donc, si on les transporte parallélement 4 elles-mémes

¢n un méme point, elles doivent donner une résultante
nulle.

350. RemarqQue. — Il résulte de ce qui précede
que Ton peut, pour définir le polygone funiculaire,
donner en grandeur et divection les forces R, P, P',... et
les longueurs AB, BC,... des cordons successifs. -

En construisant l¢ contour polygonal ABCD..., on
pourra déterminer en grandeur et direction la dernicre
force S qui maintiendra le polygone en équilibre.

On peut d’ailleurs ohtenir cette foree par la construction
suivante :

Par un point quelconque O de lespace (fig. 126),
menons une droite OB, parallele & R ou a T,, et prenons
sur cette droite & une échelle
arbitraire une longueur OB,
égale a la force R. Par le point
B, menons une droite B B,,
égale et paralléle a la force P :
o il est ¢vident que la droite OB,
représente la tension T, du
second c¢6t¢é du polygone. Si,
par le point B,, nous menons
B,B, ¢gale et paralléle 4 ', en
joignant OB, nous aurons la
tension T, du troisiéme cOt¢, et ainsi de suite. En
continuant ainsi, on trouvera que OB, sera la tension
T, du dernier c6té, et, par conséquent, elle sera
égale a S.

Fig. 126.
B

B,

Cette construction n’est autre que celle du polygone
des forces R, P, P',... S; il faut donc pour I'égquilibre
que le polygzone soit fermé. Ce polygone a regu le nom
de polygone de Varignon.
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Ainsi, les directions des cotés du polygone funiculaire
en équilibre sont paralléles aux droites OB,, 0B,,...
partant du point O dans le polygone de Varignon, et ces
droifes représentent les tensions des c6tés du polygone
funiculaire. 1l faut, en outre, pour U'éguilibre, que chague
cité du polygone funiculaire puisse résister a la lension
correspondante.

851. THEOREME. — La tension dun cordon gquel-
conque est égale ¢ la résullante de loutes les forces
appliquées au polygone funiculaire depuis une de ses
extrémnilés jusqu’aw sommet oi commence ce cordon, ces
forces étanl transporiées parallélement a elles-mémes
en un quelcongue des poinis de ce cité.

En effet, la portion ABCD (fig. 125), par exemple, est
en équilibre sous laction des forces R, P, P', P' ¢t T, :
ces forces ne cesseront pas d’étre en équilibre, si I'on
rend le polygone ABCD rigide. Par conséquent, la force
T, est égale et directement opposée a la résultante des
forces R, P, P, P". Comme on peut transporter des
forces en un point quelconque de leur résultante, sans
changer leur cffet, le théoréme est démontré.

On peut, d’aprés ce qui précéde, résoudre les deux
problémes suivants :

352. ProvuiuMg 1. — Déternviner la position d'équi-
tibre dun cordon, et les tensions de ses colés, connaissant
les forces en grandeur et direction, el les colés du
polygone en grandeur seulemnent.

A partir d'un point A, je méne une paralléle a la
force R, et je prends uné longueur AB égale au premier
cOté du polygone. Par le point B, je méne une droite
éaale et paralléle & P, puis je construis un parallélo-
gramme dont P et R sont les e6tés, la diagonale sera la
tension du c6té BC, et elle aura la méme direction que

ce cOté. Je prends donc a partir du point B, et sur le
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prolongement de la diagonale une longueur BC égale au
second cdté, puis par le point C, je méne une droite égale
et parallele & P', et ainsi de suite.

353. ProsuiME II. — Efant données la forme du
polygone funiculaire, et les tensions des cotés, trouver
les forces & appliquer aux noeuds pour mainientr
Uéquilibre.

Chaque force sera égale et directement opposée a la
résultante des tensions des c6tés adjacents au nccud
considéré.

354. REMARQUE. — Le plus souvent, au lieu d’étre
sollicitées par des forces données R et S, les extrémités
du polygone funiculaire sont attachées & deux points
fixzes A et E. Alors R et S désigneront les réactions des
points d’atlache sur les cordons extrémes, réactions qui
sont égales el conlraires aux iensions de ces cordons.
On pourra dans ce cas se proposer, connaissant la forme
d'un polygone funiculaire en équilibre sous laction de
forces données, P, P', P",... de déterminer les tractions
exercées sur les deux points fixes.

Puisque l'on connait la figure du polygone funiculaire,
on connaitra les directions de ces tractions. Pour
déterminer la traction au point A (fig. 127), nous
observerons que cette traction est égale a la tension du
coté AB, et dirigée
suivant ce c6té. Or,
la force P est égale et
directement opposée
4 la résultante des
tensions T, et T, des
deux cbdtés AB et BC;
donc, — P est la
résultante de ces
tensions. Mais, la forme du polygone étant donnée,

23

Fig. '127.
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on connait les directions des deux composantes T et T,.
On a donc & décomposer — P suivant deux directions
données, et 'on trouve que BK est la tension du ¢6té AB,
cest-a-dire que la traction au point A sera égale en
grandeur a BK et dirigée dans le sens AB.

Solution analytique
des problémes précédents.

355. ProvriME 1. — Supposons gue le polygone ail
n cités. On donne les forces en grandeur et direction.
Les inconnues de la question sont les n {ensions
T,, T,,... Ty de ces cités, et leurs directions (a,,b,,¢,),...
(@n,bnscr), ce qui nous donne 4n inconnues.

Désignons par R (a,8,7), P, (2,8, 7), .
Po_ (@ -1, Bty 7n—1)» S(%ns Bn, vn) les forces appli-
quées aux points A, A,, A,,... A,_;, E. Les conditions
d’équilibre nous donnent les équations suivantes :

1° Au point A :

Rcosa + T, cosa, =0,
Rcos@ + T, cosh, =0,
Reosy + T, cosc, =03
2% au point A, :
P,coso, — T, cosa, + T, cosaz, =0,
P,cosP, — T, cosb, + T, cosb, =0,

P, cosy,— T, cosc, + T, cosc, = 03
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au point A, 1
Po_1€08%n—1 — Tr—1€08 &n 1+ Tncosan =0,
P,_1co08 .Bn41 — Ty -1 €08 bn_1-+ Tncos b, =0,
Py _1€0SYn—1— Tn—1€08Cn—1 4 Ty c0SCrn=0;
au poiut E :
S cos ay — Trn COS Ay = 0,
S cos B — Ty €08 By = 0,
S ¢08 Yn — Th cOS ¢p = 0.

Nous avons ainsi » + 1 groupes de trois équations,
cest-a-dire 3n -+ 3 équations. En y joignant les =
¢quations :

costa, -+ cos? b, 4 coste, =1,

costa, + costh, -} costc, = 1,

cos® a, + cost b, -+ coste, =1,

nous aurons 4z -+ 3 équations entre les 4n inconnues.

En ¢liminant les 4» inconnues, nous aurons trois
¢quations indépendantes des inconnues. Pour faire cette
¢limination, il suffit d’ajouter les premicres équations
de chacun des n + 1 premiers groupes, cc qui nous
donnera :

Reosa + Py cosa; + ...+~ Pp_1C08a, 14 Scosa,=0;
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de méme, en ajoutant les deuxiémes, et cnsuite les
troisiémes, on a :

ReosB+P,cosB, + ... +Puorcos a1 + Scosfn =0,

Reosy+Pycosy, 4+ ... + Pn1COSYn—1 - Scosyn=0.

Or, ces trois derniéres équations qui sont indépen-
dantes des inconnues sont les {rois équalions d'équilibre
du polygone funiculaire. Elles expriment, comme on
le voit, cette propri¢té que toutes les forces R, P,,...
P, 1, S, transportées en un méme point de l'espace, s’y
font équilibre. 11 en résulte que les 4n 4 3 équations
précédentes se réduisent 4 4n équations distinctes
nécessaires et suffisantes pour déterminer les 4n
inconnues.

356. ProBuiME II. — Connaissant les tensions
T,, T,y... Tn, et les directions (a,, b,, ¢)),... (@n, by, ¢n),
des cotés du polygone, délerminer les forces R, P ,...
Pn_1, S, et les angles (2, [, 7),... (2n, Ba, yn), qu'elles
font avec les axes.

Il y a actuellement 42 4+ 4 inconnues, ce qui exige la
connaissance de 4n -+ 4 ¢équations.

Or, nous aurons les » + 1 groupes de trois équations,
et en outre les » 4+ 1 équations :

cos? a + cos? B 4 cos?y =1,

cos® &, -}- cos? B8, - cos?y, =1,

cos? a, -} cos? Br -+ cos? v, = 1.

357. REMARQUE. — Si nous supposons que les forces
extrémes R et S sont remplacées par deux points fixes
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A et E, alors, dans le premier probléme (=, B, ),
(@n, Bus ¥n)s R €t S ne sont pas donnés. Il s'ensuit que
le premier des » + 1 groupes de trois équations
disparait, ainsi que le dernier, et il ne reste plus que
3n—3 équations au licu des 3z + 3 primitives (n° 355).
Mais, dans ce cas, la distance L des deux points fixes
est connue en grandeur et en direction, et, si nous
désignons par 2, p, v les angles que 1. fait avec les axes,
et par [1a longueur de 'un des edtés du polyzone, nous
aurons les trois équations :

Lcosi = Elcosa,
L cosu=ZXlcos b,

Lcosv=2Xlcosc,
qui, jointes aux 3n — 3 précédentes et aux » équations :

costa, + costh, -+ coste, = 1,

COS% Oy -+ cOS? by + coste, =1,

serviront & déterminer les 4» inconnues.

Si T'on se propose, dans cette hypothése de A et E
fixes, de résoudre le second probléme, c'est-a-dire de
déterminer en grandeur et en direction les forces
P,... P,_, & appliquer aux différents nceuds, et les
tractions R et S exercées sur les points fixes, nous
aurons 4z + 4 inconnues. Or, R et S sont données respec-
tivement par le premicr et le dernier des n -+ 1 groupes
de trois ¢quations (n° 355), desquels on tire :

R=—T,, a=a,, =0, v=c,,

S=Tun, p =20 =bn Tn = Cn.
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Il reste alors, pour déterminer les 4n -— 4 inconnues
restantes, les n — 1 groupes de trois équations, et, en
outre, les n — 1 équations :

costa, + costfB, 4 cos?y, =1

costay, 4 082 Bp ) - COSTYn o = 1,

c’est-a-dire 4n — 4 équations.

358. Examinons encore le cas dun polygone funi-
culaire fermé de n cdlés, ot proposons-nous de délerminer
les tensions T |,... Ty, et les angles que ces colés font avec
les axes.

Soient P, (=, Bys 7,)s-+r Pa (20, Bns 7n), les forces
données appliquécs aux = sommets. Nous aurons les 3n
équations suivantes qui expriment quil y a équilibre a
chaque sommet entre la force P et les tensions des deux
cOtés adjacents :

P, cosa, -+ T, cosay, — Tr cOS @n = 0,
P, cos3, -+ T,cosb, — Ty cos by = O,
Pycosy,+T,cosc, —Thncosch ==0;
P,cosa, 4 T,cosa, — T, cosa, =0,
P,cos3,+ T,co8b, — T, cosh, = 0,

P,cosy,+ T,cosc, — T, cosc, =0;

Ppceosan + Tpcosan — Tn_1€080n_1=0,
PrncosPBrn+ Tncosby — Tu_10080n_3=0,

Pncos yn -+ Tncoscp, — Tn—1 €0SCn -1 = 0.
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D'autre part, on a les » relations :
cos?a, + cos?h, + coste, = 1,

cos®a, + cos? b, - coste, = 1,

€os? @y + 082 by -+ costen — 1

en outre, puisque le polygone est fermé, on a, en
désignant par ! la longueur d’un des coiés :

Yl cosa =0,
Ylcosbh =0,

Flcose = 0.

Nous avons ainsi 472 + 3 équations entre les 4n
inconnnes T, (@, &,, ¢,),... Ta (@, bn, ¢4). Or, si I'on
glimine les 4n inconnues, en ajoutant, comme nous
lavons fait précédemment (n° 355), les 3n premiéres
équations, on obtient les trois équations :

IP cos 2 =0,
TP cosP =0,
ZPcosy = 0,

qui seront les conditions d’équilibre du polygone fermé.

359. REMARQUE. — On peut encore mettre les
conditions d’équilibre d’'un polygone funiculaire sous
une autre forme. En effet, comme chaque nceud doit
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étre séparément en équilibre sous l'action de la force

qui y est appliquée et des tensions des deux cotés
adjacents, on a (fig. 128) :

Fig. 128,

R:P:T,=sina«:sin{a 4 «): sine,

T, :P :T, =sinf:sin (@ <+ B): sin £,
ete.

De ces équations on tire, en égalant les valeurs des
tensions :

Psinz  P'sinf
sin (@ + o) sin(B + B8’

de méme,

P'sin  P'siny
sin @+ 0) " sin(y4¥) !

et ainsi de suite.

Ce sont les conditions d’équilibre du polygone funi-
culaire.
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On a aussi pour la tension du premier coté -

P sin o
T, =R = ———.
sin (x 4 o)
360. Cas PARTICULIER. — Si les forces sont les

hissectrices des angles du polygone, on a, en désignant
par 2z, 2@,... les angles formés par les ctés,

P P! I)H
T Zcosa 2cosp 2eosy

T

Donce, l'équilibre exige que chaque force soit propor-
tionnelle au double du cosinus de langle quelle fait
avec chacun des cotés adjacents du polygone. La tension
est constante dans loute U'étendue du fil.

(C’est ce qui arrivera lorsque les forces P, P/, P",...
seront appliquées & des anneaux, puisque, comme on
sait (n° 346), dans ce cas, chaque force est bissectrice
de 'angle des cOtés adjacents.
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Cas des forces paralléles.

361. Siles forces appliquées aux différents sommets
du polygone sont paralldles et verticales (fig. 129),
excepté les deux forces extrémes, qui sont toujours
dirigées suivant les deux cOtés extrémes (par exemple,
si ce sont des poids), les conditions d’équilibre prendront
une forme simple.

Fig. 129.

En effet, nous avons les équations (n° 359) :

P sina P’ sin

sin (@ + @) sin (3 +B)’

P'sin@  P’'siny
sin@+3)" sinfy + 79V

ete.
Or, on a évidemment, :

o 4 B =180, B 4 y—180,...
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d’oll ;
sina' =sin 3, sinf =sinvy, ..
Multipliant les deux membres de la premiére équation
respectivement par sine' et sinf, les deux membres de

la seconde par sinf8’ et siny, et ainsi de suite, on a :

T ' o et i
Psinasina’  P'sinfsinf  P'sinysiny’

St d) o sn@FE)  smety)

ou bien :

P P’ P
cotgx + cotga  cotg B cotg B cotgy -+ cotgy' =

Done, dans le cas actuel, la condition d'équilibre est
que chaque force soit proportionnelle a la somme des
colangentes des angles qu'elle fail avec les deux cités
adjacents au neeud correspondant.

362. PROPRIETE. — La lension horizontale de chaque
cordon est une quanitilé constante.

En effet, 1a tension du premier cordon AB est donnée
par la formule (n° 359) :

P sin o'
! sin (& - &) "

’

La composante horizontale de cette tension est
¢videmment :

e s P sin « sin o p
H=T, sin 2 = — - = L.
sin (z -} o) cotg o + cotg o
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On trouverait de méme que la composante horizontale
de la tension du second ¢6té est :

P
colg B + cotg ’

ct ainsi de suite. Par conséquent, la tension horizontale
de chacun des c¢dtés du polygzone est une constante, et
les conditions d’équilibre (n° 361) expriment cette
propriéte.

363. ProrrikTE. — La lension de chaque cité est
en raison inverse du sinus de langle que ce caté fail
acec la direction de la force.

En effet, ona :

Tl - H ,
sin a
T, = l == l ete.

" sina’ ~ sinpB’

364. ProrrIETE. — Lorsque toutes les forces sont
paralléles, le polygone funiculaire en équilibre est un
polygone plan.

En effet, équilibre de chaque sommet exigeant que
la force P qui y est appliquée, et les deux cordons
adjacents solent dans un méme plan, ce plan contiendra
la force I’ paralléle a P, et appliquée au sommet suivant.
Le ¢6té suivant sera encore dans ce méme plan, et ainsi
de suite.

365. PropriETE. — Les deux colés exirémes se
rencontrent en un point de la verticale passant par le
centre des forces paralléles appliquées aux différents
neuds.
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En ecffet, toutes les forces appliquées au polygone
doivent se faire équilibre. Or, toutes les forces paralléles
sont dans un méme plan avec les forces R et §, dirigées
suivant les coOtés extrémes. Mais, toutes les forces
paralléles se réduisent 4 leur résultante égale a lcur
somme, et par conséquent cetle résultante doit faire
équilibre aux deux forces R et 8. Or, pour que trois
forces situces dans un méme plan se fassent équilibre,
clles doivent concourir en un méme point.

Equilibre d'un fil flexible.

366. Trouver la forme déquilibre d'un fil flexible el
inextensible attaché par ses deux extrémilés a deux
points fixes, et sollicité par des forces en ses différents
points.

Supposons le fil divisé en éléments de longueur ds;
un élement MM' = ds, considéré comme libre, sera cn
¢quilibre sous Paction des forces qui le sollicitent, et des
tensions & ses deux exirémités. Ces tensions sont
d’ailleurs dirigées suivant les tangentes aux deux points
M ¢t M': elles agissent 'une dans un sens, l'autre en
sens contraire.

Soicnt Pds la force qui agit sur l'élément ds :
Xds, Yds, Zds ses composantes ; T la tension a lextré-
mité M : ses composantes sont :

dx Ay dz

T Tas Tase

Comme la force T est dirigée en sens contraire du
sens dans lequel on compte I'arc ds, ses composantes
doivent étre prises avec le signe —-.
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Soit T' la tension au point M': décomposons cette
tension suivant les axes. A cet effet, ohservons que la
tension T en un point M de la courbe est unec fonction
continue de I'are s qui définit ce point, ou des coordonnées
x, ¥, 3, de ce point : il en est évidemment de méme de

T dy T dz

ses composantes T — —= —. Par conséquent
L d’ ds' © ds quent,

quand on passe du point M au point M/, ces fonctions
augmentent chacune de sa différentielle. Les compo-

santes de T sont done :

risra(ri) 1@ (rg) 1z ()

clles doivent étre prises avec le signe 4, puisque T' est

de sens contraire a T.
Nous aurons donc les trois équations d’équilibre :

dx

d( d’/)+Yds_o (1)

.. dz
d(r%)—{—zds=0.

Des équations (1) on tire les suivantes :

dx dx
dr .~ Td oo+ Xds = 0,
dT.g%+Td%Z + Yds = 0, (2
v az
dl‘.%+Td77 -+ Zds = 0.
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- - . d
Multipliant ces derniéres respectivement par d—x,
dy dz . 4 . o
o5’ Us’ et ajoutant, en ayant égard aux relations :

() + () )~

dx ,dx | dy dz/ dz
as Cas T s @ /Ol —

il vient :
AT = — (Xdax + Ydy + 72dz),

formule qui donnera la fension T en un point du fil, en
fonction des coordonnées de ce point, lorsque le second
nmembre sera intégrable.

Si nous multiplions les équations (2) respectivement

da ddy dz

pard —~ 7 Y a8 dj’ et si nous ajoutons, il vient :

{f, dx? [ . dy\*® dz
TW%*W%J+@_H
+(xd‘%+¥d%+zé%)ds=o,

ou bien, en désignant par p le rayon de courbure au
point M, et par A, g, v les angles qu'il fait avec les axes :

Tds®
PE

+%(XCOSX-i—YcOS;L—}—ZCOSU)dsZ:o;
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d'ou :

T%SjLPcos(P,p) ds — 0.

3

De cette formule on conclut que Tds est égal 4 la

composante normale de la force Pds qui sollicite
lélément ds.

Enfin, si l'on multiplie les équations (2) respecti-
vement par :

dydiz — dzd?y, dzdle —daxdiz, dzxdy— dydiz,
et si I'on ajoute, il vient :

X (dydiz — dzd?y) + Y (dzdfe — daxdiz)

+ Zdxdty — dydiz) =0,

les autres termes se détruisant.

Cette derniére Céquation exprime guw’en chaque point
la force Pds est dans le plan osculateur a la courbe.

36%7. Cas PARTICULIER. — Supposons le fil soumis 4
Taction de la pesanteur seule, et supposons quil soit
homogéne. Désignons par p le poids de l'unité de
Iongueur du fll, I'axe des z ¢tant dirigé suivant la
verticale de bas en haut.

Nous aurons :

X=0, Y=0, = — 7,
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¢t les équations (1) deviennent alors :

dx
d(TaE)=0,

ay\
d(T%)—O,

dz )

Des deux premicres, on tire, en intégrant ;

dx
Tﬁl‘a,
ay .
TES_ == b )
d’on :
dy _ b
dx ~ a’
c¢t, par suite,
b
Yy = a x 4 k.

Il en résulte que la projection de la courbe sur le plan
des xy est une ligne droile, et, par conséquent, cette
courbe est plane.

REMARQUE. — On peut arriver directement au méme
résultat : en effet, les éléments ds sont les cbtés d'un

polygone funiculaire infinitésimal. Or, les poids des
: 24
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éléments étant des forces paralléles, le polygone
infinitésimal sera dans un plan vertical passant par
les deux points d’attache (n° 364).

368. Puisque la courbe est une courbe plane, nous
pouvons la rapporter & deux axes pris dans son plan,
laxe des @ érant horizontal, et P'axe des y dirigé
suivant la verticale, les ¥ étant comptés positivement de
bas en haut. On a les deux équations :

dx
dy

Ce sont les équations d'équilibre d'un fil homogéne
pesant attaché pur ses deux extrémités & deux points
fixes.

En intégrant ces équations, on a :

dy
T% = ps -} B.

Pour déterminer les constantes A et B, nous suppo-
serons que 'on compte les arcs s & partir du point le plus
bas de la courbe. Nous aurcns évidemment en ce point,

s=0, et Z—Z = 0, puisque la tangente en ce point est
paralléle & laxe des « : il en résulte que B = 0.

Daill A . da . . ‘
ailleurs, en ce méme point, P 1; par conséquent,
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la constante A est la tension au point le plus bas : nous
la désignerons par pe, ¢ étant la longucur d’'une portion
du fil dont le poids pc est égal & la tension A au point
le plus has.

Nous aurons alors, en remplagant les constantes par
leurs valeurs :

dx
T s =P
{1
dy .
T%—ps,
d’ou :
dy s

or, de la formule :

= (1 4 92),

on tire ;

do cds

= e (3)
1t st

et, en intégrant :

x4+ K=cl.(s+ |/c2+sﬁ).
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Pour déterminer la constante K, nous supposcrons
que 'axe des v passe par le point le plus bas de la

Fig. 130.

y

courbe (fig. 130), sans du reste fixer lorigine. Il en
résultera que 'on a & = 0, pour s = 0; par conséquent,

K=cl.c,
et, en remplacant,
S 2 2
x=cl _+++i 4)

De cette équation on tire :

x

c ————
ce=s4+ 1 FF st
par conséquent,

x

- ce — s,
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{'ol1, en élevant au carré et réduisant,”on tire :

= (g— .
¢ 4 L‘)
z . 5
s 2 _e e 5)

En éliminant s entre les équations (2) et (5), on trouve :

dy__l(b c)
de —2'€¢—¢ /s 6)

et, en intégrant,

Sil'on prend lorigine sur la verticale qui passe par le
point le plus bas, en un point O, tel que I'on ait OC = ¢
(fig. 130), la constante K' est nulle, puisque l'on doit
avoir y = ¢, pour = 0.

Nous aurons donc pour l'équation de la courbe
quaffectera le fil :

Cest I'équation de la chainelte.

369. Cette courbe jouit de plusieurs propriétés
remarquables : nous allons en étudier quelques-unes.

Dabord, il est évident, d’aprés I'équation (7), que la
courhe est symétrigue par rapport & I'axe des y.
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D’autre part, de 'égquation (5) on tire :

Yy=¢e . (8)

Or, cette équation exprime qu'en chaque point de la
chainetle, la projection MK de lordonnée de la courbe
sur la normale MN est constante et égale & c.

On a, en effet (fig. 130),

MK=MP.cosPMK=ycosT=yc%:c.

L’équation (2) nous donne :

Cette ¢quation exprime que la projection MI de
lordonnée sur la tangente MT est égale a larc CM,

compté & partir du point le plus bas de la courbe.
En effet, on a (fig. 130) :

T dy _
MI =IP tg IPM = IP tg T Car =5
Drailleurs, les équations (8) et (9) nous donnent :

Y2 — st = ¢,
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Cette équation exprime que lordonnée y, Larc MC, ef
lordonnée ¢ du point le plus bas forment un triangle
rectangle dont Uordonnéde y est Uhypothénuse.

Des équations :

dx
as
?/ =cC da:’ (8)
on tire :
T = py.

Donc, la tension en un point quelconque de la chatnetie
est proportionnelle & Uordonnée de ce poind.
370. REMARQUE. — De I'équation (2) on tire :

dy

ds=cd.d;w

—5 %
ou bien, en remplacant ds par sa valeur da \/1 —+ g——zz :

dy? d
to\/1+ W = ca %

On trouve pour I'équation différentielle de la chainette :

(10)
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371. PrOPRIETE. — ILe rayon de courbure de g
chainetie est égal a la normale MN, mais dirigé en sens
contraire.

En effet, le rayon de courbure est donné par la
formule :

et, en vertu de (10), on a :

= <1 +dcc")

Mais, de 'équation () on tire :

¥ ay* .
ct L G da?’
par suite,
_¥
P=

D’autre part, on a :

2
MN = ?/\/ —i— dwz = y_‘ et, par conséquent, p = MN.
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Equilibre d'un fil appliqué sur une surface.

372. Un fil est appliqué sur une surface, et sollicité
par des forces dirigées dune maniére quelcongque dans
lespace. On denande de trouver la position déquilibre
de ce fil.

Soient MM’ = ds un élément du fil (fig. 131), et Pds
la force agissant sur cet élément.
Nous rendrons I'élément libre en
NG introduisant la réaction Nds de
la surface et les deux tensions
M T et T' aux deux extrémités M
et M'.

L’élément, ds libre est alors
T en équilibre sous laction des
forces Pds, Nds, T et T'. Par

conséquent, les équations d’¢quilibre sont :

Fig. I31.

d(T ‘%) + Xds + Ndscos A — 0, (1
a(r%

(T%) 4+ Yds +Ndscos =0, (2
dz

d(Tﬁ) ~+ Zds + Nds cos v = 0, {3)

A, p, v étant les angles que fait avec les axes la
normale & la surface :

F (@, y,2)=0. 4
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Les ¢équations (1), (2) et (3) nous donnent :

dT dz dxx -
%£+TW+X+NCOS7L=0, (5)
ar dy

d%
dsds+Td—;(5+Y+NcosF=0, (B)

dT dz az - g
%E_{_T—‘EE_-}—Z—{—L\COSU=O. (7

dx

Multipliant ces équations respectivement par 75
S

dy dz

Ts' g et ajoutant, en observant que I'on a :

() + (@) + (&) =

dodw | dy by | ds ds_
ds ds? ds ds* ds dst

coslz—? + cosp %Z——}— cosu %‘E= 0,
il vient :
dl + Xdx 4+ Ydy + Zdz = 0,
d’ot, en intégrant,

—C —/(de - Ydy - Zda). (8)

Cette équation servira a4 déterminer la tension T au
point M.
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Pour trouver la forme déquilibre du fil, nous
devons chercher une deuxiéme équation 4 joindre a
I'éguation (1).

A cet effet, multiplions les équations (3) et (6) respec-

tivement par % et f]m , et retranchons, il vient :

- 2
TMK,;—}M-{—XJ Y +N(cos7gg—cosf¢‘§f)=0. 9)

On a de méme :

dz dty — dy dz dz/ dz dy
—_Es——_i_y +N(GCSH%—COSUd ) 0, (10
dxd?z — dzdw dx dx . dz
T—W——‘—Z’%—Xi-}—\(COSUE—COSAa§)=O. (11)
Cela posé, multiplions ces derniéres équations respec-
tivement par off oF oF et ajoutons, il viendra :
P 5o 3w oy Ot
OF (dy d?x — dxd?y dzd¥y — dyd?z
Tsz( e )+TdLL( e )
OF (dadiz — dzd» i dy dx
+Tb§(——dss )+E(XE_ a)
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Or, il est facile de voir, en remplagant cosd, cosu, cosv
par leurs valeurs que le coefflcient de N est nul, et, par
conséquent, cette derniére équation se réduit a la
sujvante :

OF dydw — dwdly . T dF dzdy — dydiz
0z ds3 das?

OF ded’z — dzdx dy dx
+ 0z ( )

+T oy a5 s Vs

+d ( ofizs )+d/( Z;: X%)=°' (12

Cette équation (12), jointe & I'équation (4) donnera la
forme d’équilibre du fil.

373. Pour déterminer la réaction normale de la
surface, ou la pression exercée par le fil sur cetle
surface, nous multiplierons les équations (5), (6) et (7)
respectivement par cos i, cosu, cosv, et nous ajouterons;
nous aurons I'équation :

dx ., dy dz
T(d—szcosa —{—WCOS;A—}—WCOSU)
+ (X cosA 4 Ycos -} Zcosv) 4+ N=0,

qui servira & déterminer N,

Cette derniére équation peut étre mise sous une autre
forme que nous allons chercher. En désignant par p le
rayon de courbure de la courbe, et par A, p,, v, les
angles qu’il fait avec les axes, on a :

d*x dry dz
COSA, = p T C0Spy =p g COSu, =P g,
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et 'équation précédente devient :
% (cos2 cosh, -+ cosp cosp, -~ COSucosy,)
+ (X cosd + Y cosp - Zcosv) 4+ N = 0.

Or, en désignant par » Iangle que fait le rayon de
courbure de la courbe avec la normale ala surface, ona :

coSy = COSA cOS 2, + cosp COSgx, - COSv cosv, ;

d’autre part, si 8 est I'angle que fait la force P avec la
normale a la surface, on a :

X cosA 4+ Ycosp 4 Zcosv = P cos,

et il vient alors :
T
?cosn +Pecosh +N =0,

équation qui donnera la pression — Nds exercée par un
élément ds du fil sur la surface.

374. CAs PARTICULIERS. —- 1° Si les forces qui
sollicitent le fil sont nulles, on aura: X =0, Y=0,
Z = 0, par suite,

T=C;

d’autre part, on a :

—N=gcosn.
P
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Donce, la tension en chaque point est constante, et la
pression exercée par chaque élément du [fil est propor-
tionnelle @ cette tension constante, et en raison inverse
du rayon de courbure.

2° 87 la force aux différents points du fil est normale
a la surface, on a :

X =Dcosi —PVdF
Y—PCOS{J.=PV35
Z = P cosv ——PVSE
en posant,
. 1

V) + () - (%)

L’équation (8) nous donne encore :
T = C.

D’ailleurs, I'équation (12) se réduit a son premier
terme, et il vient :

OF OF .
oz (dzd?y — dy d?z) + a7 (dax d*z — dzd*x)

+ %—E (Ay d*x — da d?y) = 0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 383 —

Or, les coeflicients de cette équation sont ceux du plan
osculateur, et en les désignant par A, B, C, on a :

OF OF R
Agp+ B, FC 5 =0

Cette derniére équation, jointe 4 'équation :
F(z, y,2 =0,

nous donnera la forme du fil.
Il est facile de voir que 'équation :

9 oF dF

exprime que la normale & la surface est dans le plan
osculateur de la courbe. Donc, le plan osculateur de la
courbe est normal & la surface. Cette courbe jouit de la
propriété d’étre la plus courte que l'on puisse mener sur
la surface entre deux quelconques de ses points: cest
une ligne géodésique.

3° Si nous supposons le fil libre, nous aurons N = 0,
et les équations (1), (2) et (3) devicnnent alors :

dx

d(TH§> + Xds — 0,
dy _

d(T%) + Yds —o,
dz

d(T%) - Zds = 0;

ce sont les équations que nous avons trouvées précé-
demment (n° 366).
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Les équations (8), (9) et (10) nous donnent :

dy dx dy dwx — de dry

X% — Y s + T e =0,
dz dz dty — dy d?z
Yd — Z ds + T 75 =0,

da dx d*z — dz d*x
Z d_— _ X dS + T d83 = 0.

Il est facile de s'assurer que ces trois équations sec
réduisent & deux qui sont celles de la courbe d’équilibre.

4° Si le fil est libre et soumis & Uaction de la pesanteur
seule, on & :

X=0 Y=0, Z=—g, N=0,

et les équations (1), (2) et (3) nous donnent :

dx ayy\ _ dz
d(Td—)=O, d(Ta—)—O, d( d) gds =0,

50 8i le fil libre est sollicité par des forces normales
& ce fil, les équations d'équilibre sont :

dx
d(TEE)+de=0,
d( dJ)+Yds-—0

dz
d (T%) 4+ Zds = 0.
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La force étant normale au fll, on a :
Xdx 4 Ydy + Zdz = 0,
et I'équation (8) nous donne :
T = const.

Les ¢quations d’équilibre deviennent alors :
Al dw —_—
Td (%) + Xds =0,

ady\ -

: dz
Td (ag) 4 7ds = 0;

d’ol, en élevant au carré, et gjoutant, en observant
que l'on a :

(1) + (25) + (1) =%

il vient :
T2 dé: = P2s?,

g
d’otlr ;

T = Pg.
ou hien :

P = 1‘-

3
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Done, quelle que soit la force normale au fil, la forme
du fil est telle que la force est en raison tnverse du rayon
de courbure.

REMARQUE. — 81 la force P est constante, on a
p = const., et, par conséquent, la courbe est un arc de
cercle.

CHAPITRE VIII
Principe des vitesses virtuelles.

375. Considérons un systéme de points matéricls
quelconques, soumis a certaines conditions, et supposons
ce systdme transporté de la position qu'il occupe dans
une position infiniment voisine qui satisfasse & toules les
conditions données. On appelle déplacement virtuel ou
vitesse virtuelle d'un point quelconque, la droite qui
joint la premiére position de ce point 4 la seconde. Le
mot virtuel indique que ce déplacement est seulement
possible, mais il n’a pas réellement lieu, et I'on n’a pas
a considérer les forces qui seraient capables de produire
ce mouvement. »

On appelle moment viriuel ou travail viriuel d'une
Jorce le produil de la valeur absolue de cetle force par
la prajection sur sa direction du déplacement virtuel
de son point d'application. ;

On est convenu de considérer la projection comme
positive ou négative, selon qu’elle est dirigée & partir du
point M d’application de la force dans le méme sens que
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la force ou en sens contraire, c'est-i4-dire suivant que
I'angle formé par la direction de la force avec le dépla-
cement est aigu ou obtus.

Le moment virtuel est positif on négatif, suivant
que la projection du déplacement est positive ou
négative. Il est nul, si le déplacement est perpendiculaire
a la direction de la force.

D’aprés cela, sil'on désigne par P la force appliquée a
un point M, par ds le déplacement virtuel de ce point,
par (P,ds) 'angle compris entre ces deux dircctions, le
travail virtuel de la force P est :

P . 8s cos (P, 3s).

Ce travail sera positif ou négatif suivant que l'angle
(P, ds) est aigu ou obtus.

REMARQUE. — Il est évident que lexpression
P . ds cos (P, ¢s) peut étre mise sous la forme :

P cos (P, &s) . 3s,

et, sous cette forme, on voit que le moment virtuel
de la force P est égal au produit de la vitesse virtuelle
nultipliée par la projection de la force suivant la
direction du déplacement:

376. Le principe des vitesses virtuelles peuts'énoncer,
en général, de la maniére suivante :

St des forces en nombre quelconque se font équilibre
sur un systéme de points matériels, assujettis & des
conditions données, la somme des moments virtuels de
loules ces forces est nulle pour lout déplacement virfuel
compatible avec les liaisons du sysiéme.

Réciproquement, si la somme des moments virtuels
est nulle, le systéme sera en équilibre,
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Nous démontrerons d’abord ce principe pour le cas
d’un point unique.

377, Tuforkve. — Etant donné un nombre quelconque
de forces P, P', P",... concourantes, le moment viriuel
de la résultante de ces forces est égal &4 la somme
algébrique des moments virtuels des composanies.

Soient R la résultante des forces P, P', P",... appliquées
a4 un méme point O (fig. 132), et 00’ = ds un dépla-
cement virtuel quelconque de ce point. Soient a, a', a",...

Fig. 132.

2

Y

les angles que les forces P, P/, P,... font avec le
déplacement 00, et 8 'angle de R avec ce déplacement.

Nous aurons (n° 222) :
Rcosh= Pcosa-}-P cosa + P'cosa”+...;
par conséquent,

R3s cos § = P8s cos @ +4- P'3s cos @' + P"8scos @” + ...
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Or, en désignant par 3, dp, dp/,... les projections de 3s
sur les forces R, P, P',... ceite équation nous donne :

Ror = Pép + Pp' + P"3p" 4 ... = ZpP3p,

ce qui démontre le théoréme énoncé,

378, Pour que les forces P, P, P,... se fassent
équilibre, il faut et il suffit que T'on ait R = 0, et, par
conséquent, il vient :

TPSp = 0. 1)

Done, pour que des forces appliqguées a4 un point
matériel libre se fassent équilibre, il faut et il suffit que
la somme des moments virtuels de ces forces soil nulle
pour un déplacement virtuel quelconque.

REMARQUE. — Si l'on désigne par X, Y, Z les compo-
santes de la force P suivant les axes, par dz, Sy, 0z les
projections de ds sur ces axes, le moment virtuel de la
force P sera égal (n° 377) a la somme des moments
virtuels de ses composantes, et nous aurons :

Pép = X3z + Yoy + Ziz.
L’équation (1) devient alors :
Y (Xox - Yy -} Z8z) = O. 2
Cette équation (2) nous donne immédiatement les
trois équations d'équilibre d'un point libre (n° 220). En

cffet, elle peut éire mise sous la forme :

x.XX 4+ ¢y .ZY +82.3Z = 0;

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 390 —

d'od Von tire, puisque dz, Jdy, dz sont arbitraires
comme 3s,

¥X =0, XY =0, 3Z=0.

379. Considérons maintenant deux points M et M
(fig. 133), soumis respectivement a I'action
de deux forces ¢gales et direclement opposées
P et P' et cherchons la somme des iravaux
virtuels de ces forces pour un déplacement
P trés petit du systéme de ces deux points.
Soient (x, vy, 2), (', ¥'y 2') les coordonnées
P rectangulaires des deux points M et M
h

Fig. 133.
M

(fig. 133), » la distance de ces deux points,
nous aurons

r=x—oP+y—yr+z —2" 3

Nous considérerons les forces P el P' comme positives
ou négatives suivant qu'elles tendent a rapprocher ou a
séparer les deux points d’application. Par conséquent,
les cosinus directeurs de la force P sont :

et le travail virtuel de cette force P sera

P

»

x—x)de+ly—y) Sy +(z— 78z,

de méme, le travail virtuel de la force P' égale et direc-
tement opposée a I’ sera :

!
§j(w — @) 3 4y — ) By + (2 —2) og
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Nous aurons donc pour la somme des moments
virtuels de ces deux forces, en observant que P = P,
I'expression suivante :

—};)7 (x — ') (S — o) +y — ') By —8Y)+'5 ~ 2)(2s—3z)-

Or, de la formule (3) on tire:
rir=(x—a)Br—8x)+ly —y' By —3y) +z—2) Bz —&');

par conséquent, la somme des moments virtuels des
deux forces P el P' est égale a:

— Pdr.

On voit que cette somme sera nulle, si la distance »
est constante.

Done, dans tout déplacement virtuel pour lequel la
distance MM' ne variera pas, la somme des morments
virluels des deux forces P el P' est nulle.

Cette propriété aura licu lorsque les deux points sont
unis par un lien rigide, ou lorsquils sont liés par un fil
flexible et inextensible, ce fil étant tendu, et restant
tendu pendant le déplacement virtuel considéré. Elle
cesse d’avoir lieu si les deux points sont unis par un fil
¢lastique, ce fil gallongeant ou se raccourcissant
pendant le déplacement virtucl.
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Théoréme des moments virtuels
pour un systéme matériel quelconque.

380. Nous avons vu précédemment (n° 244) que les
forces qui sollicitent un systéme de points matériels sont
de deux espéces : elles sont {ntérieures on extérieures.
Les forces intérieures sont celles qui émanent de points
faisant partie du systéme; les forces extérieures émanent,
au contraire, de points matériels extérienrs au systéme.

On divise aussi les forces en /forces directement
appliquées ct forces de liaisons. Nous allons définir ce
que I'on entend par forces de liaisons.

En général, les divers points d'un systéme ne sont pas
indépendants les uns des autres : leurs coordonnées sont
assujetties & remplir certaines conditions, a satisfaire &
certaines équations auxquelles on donne le nom de
liaisons. Ainsi, certains points du systéme peuvent étre
assujettis a rester & des distances invariables les uns
des autres; certains points peuvent étre assujettis &
rester sur des courbes fixes ou des surfaces fixes;
certaines parties du systéme peuvent étre assujetties 4
rester en contact les unes avec les autres.

Ces conditions sont exprimées par des équations entre
les coordonnées des points du systéme et constituent ce
que T'on appelle les liaisons. Ces liaisons équivalent &
des forces. )

En effet, si l'on supprime une liaison, le systéme
prendra un mouvement différent de celui qu'il aurait
pris si la liaison avait subsisté : I'état de repos ou de
mouvement du systéme sera modifié. Or, il est évident
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que I'on pourra ramener le systéme & son étal primitif,
en appliquant certaines forces aux différents points de ce
systéme. Ces forces s'appellent forces de liaisons : elles
peuvent étre intérieurcs ou extérieures, suivant les cas.
Lorsquune liaison est remplacée par une force, cette
force devient une force directement appliquée.

381. Considérons maintenant un systéme quelconque
de points matériels sur lesquels agissent des forces
données. Ces points peuvent étre libres, ou soumis &
des liaisons. Or, en substituant aux liaisons les forces
qui peuvent en tenir lieu, le systéme pourra étre
considéré comme composé d'un certain nombre de points
matériels libres sur lesquels agissent les forces données,
et les forces de liaisons, c'est-a-dire les forces inconnues
provenant des liaisons entre les points ou des obstacles
cxtérieurs au systéme.

Pour que chacun des points du systéme soit on
équilibre, il faut (n° 378) que la somme des moments
virtuels de foutes les forces intérieures et extérieures
qui agissent sur lui soif nulle pour un déplacement
virtuel quelconque de ce point.

Si T'on fait la somme des équations semblables
obtenues pour chacun des points du systéme, on en
conclut que, dans tout systéme matériel en équilibre, la
somane des moments virtuels de toutes les forces
intérieures el extéricures qui sollicitent les différents
points est nulle pour tout déplacement virtuel guelcongue.

Il est ¢vident que ce théoréme ne serait d’aucune
utilité a4 cause de l'impossibilité de déterminer a priori
les forces de liaisons. Mais, on peut, comme nous allons
nous en assurer, éliminer les forces inconnues, de
~maniére que I'équation ne renferme plus que les
moments virtuels des forces motrices données. Il suffit,
pour cela, de prendre parmi tous les déplacements
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infiniment petits que 'on peut attribucr aux différents
points matériels, ccux qui sont compatibles avec les
liaisons du systéme, et-alors les liaisons disparaitront
d’elles-mnémes.

Nous allons définir ce que Ton entend par un
déplacement virtuel compatible avec les liaisons du
systéme. Cest un déplacement qui doit éire possible sans
altérer les liaisons du systéme; en d’'autres termes, les
équations de liaisons doivent étre vérifiées par les
différents points du systéme, non-sculement dans sa
position actuclle, mais aussi dans celle qui correspond
au déplacement. Si done les équations de liaisons sont
vérifiées par les coordonnées (z, v, 2), (', ¥, 2),... des
différents points du systéme, clles doivent étre vérifiées
aussi, et au méme instant, par les coordonnées :

(z + 3z, y + By, 2+ 82, (@ + S,y -3y, 2 + 82),..

de ces mdémes points apres le déplacement.

382. Démontrons maintenant que, si lon considére
des déplacements compaiibles avec les liaisons, les forces
qui tiennent lieu de ces liaisons disparailront d'elles-
mémes.

1° Si certains points sont unis par des liens rigides, la
distance de deux points ne varie pas, et, par suite, la
somme des moments virtuels des forces provenant des
liaisons de ces points est nalle (n° 379). Par conséquent,
ces forces n'entreront pas dans l'équation des moments
virtuels.

2° Si un point M du systéme est assujetti & rester sur
une surface fixe, la réaction de la surface est normale 4
cette surface, et le déplacement du point étant dans le
plan tangent, le moment virtuel de cette réaction est
nul. Il en sera de méme pour tous les points assujeltis a
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demeurer sur des surfaces flxes. Il en est aussi de méme
pour tous les poinis assujeitis & demeurer sur des
courhes fixes. Donc, les réactions de ces obstacles
n'entreront pas dans I'équation des moments.

3° 8i un point est assujetti & demeurer sur unc
surfuce faisant partie du systéme, et mobile avee lui, la
réaction N de la surface est encore normale a la surface.
Mais, le déplacement ds n'est pas, en général, perpendi-
culaire & cette réaction : en effet, on doit alors combiner
le déplacement du point sur la surface, avec le dépla-
cement de la surface, et 2s peut étre considéré comme
la résuliante d'une vitesse relative du point M, tangente
a la surface, et d'une vitesse d’entrainement due au
mouvement de la surface. Or, la projection dn de ds sur
la normale se réduit 4 la projection de la vitesse d’entrai-
nement, et le moment virtuel Non restera dans I'équation
des moments. Mais, le point exerce sur la surface une
pression N’ égale et contraire & la réaction N ; la vitesse
du point d’application de cette pression est évidemment
égale a la vitesse d'entrainement. Par conséquent, le
moment virtuel de la pression N'est N'92' = Non ; ces
deux moments virtuels ¢gaux et de signes contraires sc
détruiront dans I'équation des moments virtuels. Il en
serait de 1néme pour tous les poinis assujettis & demeurer
sur des surfaces mobiles.

4° Enfin, si deux corps s'appuient I'un contre 'autre,
il en résulte des pressions normales égales et opposées,
dont les moments virtuels égaux et de signes contraires,
disparaitront de 'équation des vitesses virtuelles.

Il résulte done de cette discussion que, dans tout
systéme matériel soumis a des conditions analogues a
celles que nous venons d’exawiner, ¢t pour tout dépla-
cement viriuel compatible avec ces liaisons, la somme des
moments virtuels des forces de liaisons inconnues est
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nulle; par conséquent, si U'équilibre a lieu, la somme
des moments virtuels des forces mmotrices sera nulle, ot
I'on aura :

SPcp = 0.

383. Réciproquement, si la somme des moments
virtuels est nulle pour fous les déplacements infiniment
petits compatibles avec les liaisons, le sysiéme est en
équilibre.

En effet, siles forces appliquées au systéme ne se font
pas ¢quilibre, ce systéme prendra un certain mouvement
compalible avec les liaisons, et I'on pourrait empécher
ce mouvement en appliquant 4 chacun des points du
systéme, dans la direction opposée & celle oun il tend &
se mouvoir, une force Q d'une intensité¢ convenable. Le
systéme étant alors en équilibre, nous aurons, d’apres
ce qui précéde (n° 382) :

YP3p - XQsg = 0.
Or, par hypothése,
¥Pip = 0;

par conséquent, on a. :

Mais, chaque force Q ¢étant directement opposée au
déplacement virtuel dg de son point d’application, les
moments virtuels Q2¢ sont tous négatifs. Par conséquent,
Iéquation XQd¢ = 0 est impossible, et, par suite,
I'hypothése que nous avons faite était absurde, et le
systéme proposé était en ¢guilibre sous laction des
forces P seulement.
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384. Nous aurons donc le théoréme suivant qui
constitue le principe des vitesses virtuelles :

THEOREME, — Pour qu'un systéme de points matériels,
soumis & des liaisons quelconques, et sollicités par des
forces motrices quelcongues soil en équilibre, sous
luction de ces forces, il est nécessaire el suffisant que lu
somme des moments virtuels de ces [orces soit nulle
pour tout déplacement viriuel compatible avec les
liaisons du systéme.

Si donc on désigne par P I'une quelconque des forces
motrices, et par 9p la projection sur sa direction du
déplacement virtuel ds de son point d’application, la
condition nécessaire el suffisante de I'équilibre est :

Spép =0,

le signe X se rapportant 4 toutes les forces motrices.

REMARQUE. — Si l'on désigne par X, Y, Z les
composantes de la force P, par z, ¥, 2 les coordonnées
de son point d’application, I'équation précédente pourra
étre remplacée par la suivante :

¥ (X8x +- Y3y - 232) = 0.

385. Nous allons voir maintenant comment le
principe des vitesses virtuelles peut donner les conditions
d'équilibre d'un systéme gquelconque, soumis & des
liaisons données.

Soient :

L,—0, L,=0,..Ly=0, (1)

k équations données entre les coordonnées des n points
qui composent lc systéme : cc sont les équations de
ltaisons.
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L’'équation d’équilibre est :
Y (X8w + Y8y + Ziz) =0, @)

les déplacements dx, Oy, 9z,... étant compatibles avec
les liaisons du systéme.

Or, pour exprimer que les déplacements sont compa-
tibles avec les liaisons, nous devons exprimer que, si les
coordonnées x, ¥, z,... des différents points satisfont
aux équations (1), il en sera de méme des coordonnées
& + dx, y + oy, 2 + 0z,... Nous devrons donc avoir Ies
équations de condition :

L, + 8L, =0, L,+8L, =0,..Ls} 8Ly =0;

ces équations devant étre vérifiées en méme temps que
les équations (1), on a : -

Par conséquent, les variations dx, dy, dz,... doivent
satisfaire aux & équations :

L, «

1 oL,
Ty Y oy BT

ox'

I

7 S §

JL, oL, o . Ly s 0L, -
—()ng_'— dy YT g BT oy

o ox -+ oy oy + — - 0% Fw'—{—...:
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Ce sont ces équations (3) qui expriment que les
déplacements des différents points sont compatibles avec
les lzaisons du systéme,

Nous les appellerons les équations de compatibilite,

Si de ces équations (3) on tire les valcurs de %
varjations, et qu’on les substituc dans I'équation (2), on
obtiendra une équation renfermant 3z — % variations
indéterminées. Comme cette derniére équation doit étre
vérifiée pour toutes les valeurs de ces 3n — £ indéter-
minées, il faudra que les cocfficients de chacunc d'elles
soient nuls séparé¢ment. Nous aurons ainsi 3n — &
équations, nécessairés el suffisanies pour Uéquilibre du
systeme. En les joignant aux % équations données (1),
nous aurons 3n équations entre les 3n coordonnées des
différents points du systéme et les forces données. Ces
équations pourront servir & déterminer les positions des
n points du systéme, de maniére que I'équilibre ait lieu,
ou bien les positions dun certain nombre de points,
ainsi que les grandeurs et les directions d'un certain
nombre de forces. T '

386. Observons que l'opération que nous venons de
faire, revient a éliminer & variations entre les éguations
(2) et (3). Or, cette élimination peut se faire par la
méthode des multiplicateurs. A cet effet, on multiplie les
équations (3) par des facteurs indéterminés %, %,,...75,
puis on ajoute a I'équation (2) : on égalcra-a zéro les
cocflicients des £ variations que l'on veut éliminer, et
I'on aura ainsi £ équations pour déterminer les % facteurs
2., %,,... 2. On égalera ensuite A zéro les coeflicients
des 3n — % autres variations qui sont arbilraires. On
voit done que l'on doit égaler 4 zéro les coefficients des
3n variations; %k des équations ainsi obtenues serviront

a déterminer les valeursded | 7,,... 2, , ¢t en substituant
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ces valeurs dans les 3z — % autres équations, on aura
les conditions d’équilibre.

REMARQUE. — Cette méthode présente I'avantage de
faire connaitre les efforts produils par les liaisons, et
les forces capables de remplacer les équations de
liaisons. -

Nous aurons, en effet, les 3n équations suivantes :

IL, oL, oL

X+ b T g e+ g =0,
JL

Y45 42,9 dy g2 dJ ko,

oL oL oL,
A R e R T "=0,

0L oL . 0Ly
X' 42 g e gy e ok "‘a’ =0,

Or, ces équations sont précisément les mémes que
celles que 'on obtiendrait si les équations de liaisons (2)
n'existaient pas, c'est-a-dire si tous les points élaient
libres, et si 'on appliquait :

1° Au point M (=, ¥, 2) :
une force ayant pour composantes :

3, 0y 0Ly IL,

POt Moy Mas

une force ayant pour composantes :

0L, . oL, . dL,
).2 %, 12 0—_?/’ )‘2 d»z f etc.
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2° Au point M' (', %', 5') :
une force ayant pour composantes :

oL, ., JL, . dl,

R e
Lox' Yoy S

une force ayant pour composantes :

oL, JL, X, %LT, ete.

2,

dr’

2 Ty
et ainsi de suite.

On voit que la force, appliqgnée au point M, et qui
tient licu de Péquation L, = 0, est normale a la surface
yui aurait pour équation L, = 0, dans laquelle on ne
regarderait que x, ¥, z comme varinbles; de méme, la
force, appliquée en M, est normale & la surface qui
aurait pour ¢quation I, = 0, en ne considérant que
', ', 2 comme variables, et ainsi de suite.

On connait donc ainsi en grandeur et direction les
forces qui pourraient remplacer les liaisons.

Applications.

38'7. KQUILIBRE D'UN TOINT MATERIEL ASSUJETTI A
DEMEURER SUR UNE SURFACE. — Soient X, Y, Z les
composantes de la résultante des forces qui sollicitent le
point, et :

Flx,y,3) =0,

I'équation de la surface.
26
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n désignant par dx, dy, 93 les projections du
déplacement virtwel sur les axes, on a Téguation
d’equilibre :

Xox + Yoy 4 432 =0,

Lailleurs, les déplacements dz, 8y, 0z doivent satisfuire
A Téquation de compatibilite -

A S 0NN 100N
T e

i climinant entre ces équations l'une des variations,
par exenple dg, il vient :

ol RN A7) Y| RN
(XE)E—ZH>'“ " (\ 0;”‘0?)” =0

cetle dquation devant éwe viéritice, quels que soient i,
¢t dy, se décompose cn deux, savoir :

CoR AR

N T o

Y
0z ay

on en tre, comme precedennuent (n” 226) :

X Y _ 7
dluiﬁ‘*(ﬂ"’

dx  dy  Jz
ot T'on conclut que, pour quil y ait ¢équilibre, il faut

que la résultante des [orces appliquées soil dirigée
sutvant la normale & la surface.
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388. EQUILIBRE D'UN POINT MATERIEL ASSUJETTI A
DEMEURER SUR UNE COURBE. — Soicnt :

F(x,y,2) =0,
f(m,?/7z)=0,

les équations de la courbe, et X, Y, Z les composantes
de la résultante des forces qui sollicitent le point.
L'éguation d’¢équilibre est : )
Xox + Yoy + Zéx = 0;
les ¢quations de compatibilité sont :

OF - JF JF

{)—;1—70:v+0yoy+?)zoz=0,
Y oy oy 4 e 0
dx oy Y+ gy =0

De ces trois équations on tire :

XY Z-
J¥ JF OF 0
dx oy dz e
of of of
dz dy 03

Cest I'équation que nous avons ftrouvée précé-
demment (n° 22%).

389. FQUILIBRE D'UN SOLIDE INVARIABLE. — Propo-
sons-nous d’appliquer le principe des vitesses virtuelles
4 la recherche des conditions d’équilibre d'un systéme
de forme invariable, soumis a 'action de forces donneées,
et d'ailleurs entiérement libre.
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D'apres ce que nous avons vu (n° 111), le déplacement
d’'un corps peut toujours étre ramené A un mouvenen
de translation ct un mouvement de rvotation. Nous
allons done considérer séparément ces deux mouvenients,
qui sont d'ailleurs dndépendants l'un de Taulire.

L’équation d'equilibre du systéme est :

Y (Xex + Yoy + Zé3) = 0.

Or, si nous considérons ’abord le mouvement de
translation, les diéplacements virvtuels des  differents
poinis sont cgaux et paralleles. Nous aurons done

¢t ces déplacements sont paralleles. I1 s'ensuit que les
projections de tous ces déplacenients sur chacun des
axes sont éaales, et, par suite,

0 = 0x' = o = ... .. .

d5 — 03 = 2" =— ... ...

L’éguation des moments virtuels peut done étre mise
sous la forme suivante :

dx . XX 4+ 0y .ZY 4+ 0z. X2 = 0.

Or, le déplacement commun os étant arbitraire, il cn
est de méme de ses projections dx, 8y, &z, et, par
conséquent, I'équation précédente nous donne les trois
éyuations :

X =0, XY =0, YZ=0.

(e sont les équations d'équilibre de transiafion.
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Si nous considérons, en second lieu, le mouvement de
rotation, il scffectue autour d'un. axe passant par le
point O, et nous pouvons décomposer cette rotation en
1rois rotations autour des trois axes coordonnés,

Considérons d’'abord la rotation autour de 'nxe des 2

(fig. 134) : en veru de

cetie rotation, le point M

du corps décrira un are

infiniment petit MN sur un

paralléle perpendiculaire

a OZ, parallcle qui se
M projetteen vraie prandeur
N sur le plan des ay. Nous
1ba aurons donc :

Fig. 134.
z

MN = mn = os.

J Tous les points du corps
déeriront des ares infiniment petits perpendiculaires A O/,
L'¢guation des moments virtuels ¢tant :

N X3z 4 Ydy + Z33) =0,

nous aurons & déterminer les projections éz, dy, 8z de
MN sur les axes. Or, il est évident que dz = 0, puisque
os cst dans un plan perpendiculaire 4 OZ : d’autre part,
cn posant Os = 7, et en désignant par ¢ Pangle 70z,
Fangle mOn sera ¢gal & 9z, et nous aurons :

0x = ab == mc = mnsing = °0p . sin g,
Sy = ne — mn cos g = rdp. CoS 3.

Si nous observons quw'en vertu de la rotation dyp, la
coordonnée 2 du point M diminue, le déplaceinent da
ost negatif, et nous aurons :
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dxr = — 7 sin g Jo,
0y = r €03 3 0.
Dailleurs, on a aussi :
& =rcosg,

y =rsing,

et, par conséquent,

En substituant dans I'équation des moments virtuels,
il vient :

S (Ya — Xy) 03 — 0,

et comune 27 est le méme pour tous les poiuts du corps,
ct que, dailleurs, 1l est arbitraire, on a :

(Yo — Xy) = 0.

En opérant de la méme manicre pour les rotations

autour des axes des 2 ct des y, on trouve les deux
n

équations :
Yy — Yy =0,
¥ (X2 — Zz) =0,

Ces trois dernicres équations sont les dquations
Qéquilibire de rotation (n° 301).
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REMARQUE. — On peut encore obtenir les six
équations d’équilibre d'un corps solide de la manicre
suivante : :

Reprenons 'équation des moments virtuels :

2 (Xdzx + Ydy -+ Z3z2) = 0;

le mouvement le plus général dun corps pouvant étre
déterminé par une translation et une rotation, nous
aurons évidemment pour la vitesse dun point M du
Corps :

Ty == Uy -+ g3 — 1Y,
Ty = U, -+ re — pz,
Uy = Uz + Py — g,

en désignant par w,,, u,,, u, les caomposantes de la vitesse
de translation, ct par p, ¢, » les composantes de la
vitesse de rotation.

Or, si nous remplacong dans U'équation des moments
virtuels, dx, ¢y, dz par les composantes de la vitesse du
point M dans le mouvement virtuel considérd, il vient :

S| X (e + e — 1Y) H-Y(uy +ro—pa)t- Zius - py—qa){=0;
mais, les composantes w,, u,, %,, p, q, » élant des

quantilds indépendantes de z, y, z, on peul, les faire
sortir du signe X, et il viendra* :

1. Il est, en effet, évident que ces composantes sont les mémes
pour tous les points du corps, la translation et la rotation étant les
memes pour tous ces points.
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Uy XX 4wy XY 4 u. X7 X Zy — Yz) + ¢X (X5 — Zp)
+rX (Yo — Xy) = 0.

Irailleurs, les six quantités wu,, u,, v;, P, 9, r étant,
arbitraires, on en conclut les six équations :

XX =0, XY =0, XZ=0,
YZy—Y:) =0, XX:r—Zx)=0, X(Yox—Xy) =0.

Réciprogquement, si ces d¢quations sont veérifides,
T'équation :
L (Xdx + Yoy + ZJz) = 0,

scra vraie pour tout mouvement virtuel du corps solide.

Par conséquent, les six équations qui préecdent sont
les conditions nécessaires el suffisantes de Uégquilibre des
forces appliquées & un corps solide libie.

390. PRrROBLEME. — Un point matériel M, posé sur un
plan incling est sollictté par une foicce P, ef maintenu en
équilibre par une force Q, futsant uwn angle B avec le
plan. On demande de déteriminer la force Q ef la
pression du point M sur le plan.

Soit a I'inclinaison du plan AB sur I'horizon (fig. 133).
Donnons au point M un dépla-
cement virtuel ds compatible avec
les liaisons ; ce déplacement sera
¢videmment situé dans le plan
incliné, ¢t nous aurons :

Fig. 135.

Pas cos [P, 3s) + Q3s cos(Q, 8s) = 0.

Or, si le déplacement és est perpen-
diculaire & P, I'angle (P, ds) = 90°, d’ou cos (P,ds) =0,
ct, par suite, on a:

c0s (Q, 08) = 0;
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done, la force Q doit étre située dans le plan vertical
normal ayw plan incling.
Prenons ensuite le déplacement virtuel suivant BA,
nOUS aurons :
cos (P, d8) == sina, cos(Q, ds) = — cos 3

’
et I'équation préeédente nous donne ;
Psinza—Qecos g =20;

d'olr :

Pour déterminer la pression du point sur le plan, nous
rendrons le point M libre, en introduisant la réaction
normale N; nous pouvons alors donner au point M un
déplacement, virtuel quelcongue, par exemple suivant
la normale MN au plan incliné : le travail virtuel de N
sera Nds, el nous auvons pour I'éyuation des moments
virtuels :

— Pdscosa 4 Q2ssind 4 Nds =0
d'ol T'on tire :

' . Pcos iz
N = Pcosz—Qsin B:—‘f'ﬁ).
cos 9
391. PrROBLEME. — Un point M est sollicilé ceis
trois points A, B, C par des forces respectivement égales

@, e, e, !, i dtand des coefficients constants,

7, 7', " les distancas du point M aux trois points A, B, €.
Langle BAC est diroit. On demande lo position d'éguilibre

du point M.
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Prenons les droites AB et AC, pour axes des & of
des v (fig. 136), Vaxe des z
étant. perpendicudaive au “plan
BAC, et posons :

Fig. 136.

AB=ua, AC==5,

Les composantes de la foree
qui attire le point M vers le poin
A sont!:

A B x

— T, — MY, — Mz,

par constquent, le moment virtuel de cetic foree est:
— m (xdx + ydy + 2dz).

De méme, le moment virtuel de la foree gui aftire le
point M vers le point Best :

— ' Y@ — a) oz + ydy - 23z,

¢t le moment virtuel de la force qui attive Lo point M
vers le point C est :

— m! {xdz 4ty — b) Sy + 293].

Si nous é&galons a zéro la somme des moments
virtuels, et si nous posons M = m + m' -+ e, 1l vienf:

— M (xdx + ydy + 202) 4 m'adx 4 m"bly — 0,

s . o % 4 ' -
1. Les cosinus directeurs sont — —, — ¥ o_ Z., la force stant

o ] 7} 7 7
dirigée vers le point A.
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ou hien :

(m'a — Mx) 0z - (m'd — My)dy — Mzdz = 0. (1j
Mais, le déplacement virtuel étant arbitrairve, nous
devrons égaler les trois coefficients & zéro, ce qui nous
donne :

m'a , m"'b 2 —0
mm o Y -

&L=

T mm Fm”

Ces dguations déterminent la position d’équilibre du
point M : T'équation 2 = 0 nous apprend que cette
position est dans le plan BACG. I1 résulte de ces formules
que la position d’équilibre est précisément le centre de
gravilé du systeme A, B, C, ce qui élait A prévoir(n® 324).

REMARQUE. — Nous avons supposé le point M libre ;
si ce point ne pouvait que sc mouvoir dans un plan
représenté par I'équation :

Az +By -+ Cz=D, ()

on en conclurait que les variations dz, dy, dz doivent
satisfaire a I'équation de compatibilité :

Adzx - By - Cdz = 0. (3)

En éliminant unc variation enlre les ¢quations (1)
et (3), el égalant & zéro les cocflicients des deux autres,
qui sont indcéterminées, il vient, en ayant égard a
Péquation (2) :

Mr—ma My—m'd Mz

A B T C

M (Ax—+ By + Cz2) —m'Aa—m'"Bb MD—m'Aa—m"Bb
- AT B4 (R - A% |- B 4 C2
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En ¢égalant chacun des trois premiers rapports au
cinquicine, nous aurons trois équations pour deéterminer
les valeurs de @, w, s correspondanics a Ia position
d’équilibre.

Il west pas inutile de remarquer que les trois premiers
rapports forment les équations d’'une droite passant par
le centre de gravité du systéme A, B, C, et perpendi-
culaire au plan (2). La position d'¢quilibre est cette
perpendiculaire. » '

CHAPITRE IX.
Attraction des corps.

392. Les phénoménes astronomiques et physiques
nous conduisent & reconuaitre yue tous les corps de ln
nature s'attivent : deux ¢léments infiniment petits
sattirent proportionnellement & leurs masses, et cn
raison inverse du carré de leur distance.

Dapres cela, Taction mutuelle de deux dléments
infiniment petits din et din’ sera donnée par lexpression :

Jum dm/

ue
en désignant par w la distance de ces deux ¢léments, cf
par fLaction excreée par l'unité de masse sur Punité de
masse a Iunité de distance.

393. Proposons-nous d’abord de déterminerl’attraction
exercée par une couche sphérique hoinogéne infintinent
siince sur un élément din', situé en un point M & une
distance a du centre de la couche.
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. Soient O le centre de la couche (fig. 137), OM = a lu
distance du point attiré au centre de la couche, Par le
centre et élément M menons un plan qui coupera la

Fig. 137.

couche sphérique suivant une section annulaire, ot
menons deux rayons Oad, Obe infiniment rapprochés
I'un de lautre.

Soient Oa = », ot ad = be = dr TVépaisscur de la
couche; posons BOM = 6, bMO = f, bOa = db, cf,
bM =u.

L'élément abed a pour surface #d9dr; en tournant
autour de OM, la sccetion annulaire engendrera la
couche sphérique, et l'élément abed engendrera un
anneau de cette couche. En vertu du théoréme de
Guldin (n° 339), le volume de cet anneau est :

rdfdr . 27 . bg = 2xr? sin § d8dr.
D'ailleurs, un ¢lément de cet anncau exerce sur
I'élément did' en M une attraction divigée suivant &M, ct

coale a :

i din!

u>
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Mais les ¢léments de Tanneau sont symétriquement
placés par rapport & OM. Si nous considérons deux
¢léments symétriques par rapport a OM, la rdésultante
de leurs actions sur M scra dirigée suivant OM, et d¢gale
au double de la projection sur OM de 'une de ces actions.
Cette résultante sera done @

2ftlin dm! c0s ©
_'1'2'2_ K . ‘J.

L’action totale de Tannecau étant la résultante des
actions de ses ¢léments, elle aura pour valeur :

2/’
u?

[’

u?

1 .
cos B . ;)/ A = cos [dm. !

Or, le volume de Tanneau ¢tant :
2rrt sin 8d5dr,
sa masse sera, cn désignant par g la densite,

Rrgrdsin bdidr,

-~

1/,
1. Observons que nous ne devons prendre que 3 /dm, parce que
T'expression : )

I
2 f({m cos f.dm
e

est la résultante des actions de deux éléments symétriques; par
conséquent, pour avoir action de la masse totale de 'anneau, nous
ng devons prendre que la moitié de la masse de cet anneau.
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ot Paction de anneaw sur e point M sera :

'

2m® sin 6dGdr
5o dm' . cos 2.
f: u r

Tous les annecaux ¢élémentaires auront de méme. leur
action dirigee suivant OM; par conségquent, nous aurons
Pactionr toiale de la couche sphérique en intégrant
Pexpression précédente entre les limites de la couche,
¢est-a-dire depuis 8 = 0, jusque ¢ = m.

Mais, pour intégrer cette expression, nous devons Iul
faire subir une transformation. On a :

72 = q? 4+ u? — 2au cos 3,
ur =q? - r*— 2arcos g,
dott :

a? 4yt — r?

R
€08 P

3

sin 6y — X0
ar

Eailleurs, de la deuxicme formule on tire :

pour =0, Uu=a—r,

» Qe=m, Uu=a-4r.
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Si done nous désignons par I l'action totale de la
couche, il vient :

a-+t+r
1 = 2 il / vl m 4wt — ot udu
= 2./t — . - . ,
' R u: 20008 ar

o — 7

ou bien, cn observant que = et i sont constants, puisique
la couche est donnée :

-}

mofilim’ Crde p 3 g .

I 0 Ll 7 /(l + =T )duz—im/dm’.rdf.
u- e* ; az

a—7r

Or, 4% est la surface intérieure de la couche, 4rr°ds
son volume, et 4rer*dr sa masse. On a done le théoréme
suivant :

TutoriEME. — L'action d'une couche sphérigue
hoimogene tnfiniment mince sur un poind exlérieur est
égale o celle qu'erercerail la wusse enliére de celie
couche concentrée @ son centre.

394. Sile point M oi se trouve I'¢lément di' est a
Iintérieur.de la couche, les limites de T'intégrale seront
r—a et » -+ a, ¢t nous aurons :

fimt . rdr o
swofolny L rar p 12— 2
1:___,,—/(1+”—Tﬁ)du=o.
(424 « w=
--a

On a alors le théoréme suivant :

TrEOREME. — Laclion dune couche sphérique
homogene infiniment mince sur un point siué @
Uintérieur de celle couche est nulile.
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On peut encore ¢noncer cetie propriété de la manicre
suivante :

PROPRIETE. — En quelque point que Uon place la
masse dm' & U'tntérieur de la couche sphérique, clle est
en équilibre,

395. Pour obtenir Taction cxercée par unre couche
sphérique d'épaisseur finie, comprise entre deux sphiéres
de rayon R el R, il suffira dintégrer l'expression
préecdente entre ces deux limites, ¢t nous aurons alors :

R .
4 film' /- ; 170 (R — Rl .
_— 1y = —

aZ

A

. w*
R

Or, 47 (R®*—R"?) est la masse de la couche sphérique,
¢t nous aurons le théoréme suivant :

TuforiEME. — L'action exercde par une couche
sphérique d'épaisseur finie sur un poinl exléricwa est la
méime que st la masse enticre de cette couche était
concentrée & son centire.

396. Pour obicnir I'action excrcée par une sphére

entiére sur un point extéricur, il suffit de faire R' = 0,
et il vient :

A %ﬁp}{”ﬁhn'_

=

On a alors le théoréme suivant :

THEOREME. — L'aclion exercée par une sphére
lomogeéne sur un point extérievr est la méme que si la

masse entiére de la sphére élail concentrée ¢ son centre.
27
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397. Si Ion veut déterminer laction exercée par
une sphére sur un point placé & Uintérieur de cetle
sphére, on divisera cette sphére en deux parties : I'une
intérieure sera une sphére de rayon R sur la surface de
laquelle le point scrait placé; Tautre sera une couche
sphérique d’épaisscur R — R'. L’action de cette dernicre
partic sur le point, qui sera intéricur a cette couche,
est nulle, L'action totale de la sphére sur le point se
réduira donc & l'action de la sphére de rayon R’ sur le
point dme'; mais, ce point étant sur cette sphére, on a:
a = R/, et, par suite, Paction de cette sphcre sur le
point est :

4 ! [
smpfdm' R

ce sera laction exercée par la sphére entiére sur le
point intéricur.

REMARQUE. — Les résultats précédents s'étendent au
cas d'un corps composé de couches sphériques el concen-
triques, dont la densité varie de l'une & lautre suivant
une loi quelconque, mais de telle sorte que cette densité
reste constante dans toute I'étendue d'une méme coucle.

En effet, si le point M est & I'intérieur du corps, la
résultante des actions de chaque couche élémentaire
étant nulle, laction totale est aussi nulle. Si le point M
est & lextérieur du corps, chaque couche élémentaire
agit conime si toute sa masse était concentrée a4 son
centre; par conséquent, action du corps entier sur ce
point sera la méme que si la masse totale de ce corps
étail concenirée 4 son centre,

398. 1l est facile de calculer faction muluelle de
deux spheres extérieures l'une a Uautre. Soient R et R’
les rayons de ces deux sphéres, ¢ la distance des centres :
Tous les points de la premiére sphére attirent unc
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molécule de la seconde comme §il étaient réunis au
centre. On peut donc remplacer la premiére sphére par
un point d'une masse égale 4 impR®. De la méme
maniére, laction exercée par la seconde sphére sur ce
point est la méme que si la masse § 7'R'® de cette secconde
sphére était concentrée & son centre. Par conséquent,
Iaction mutuelle des deux sphéres est :

iR mp R3S 16 71:2loln'fNP6’R'3
e T @

On a donce le théoréme suivant :

THEOREME. — Deux spheres homogénes (ou composées
de couches homogénes dont la densité varie d'une couche
& loulre) sallirent comine deux molécules de niémes
masses que ces sphéres el placées o leurs cenires
respectifs.

La méme propriété existe pour deuwx sphéres creuses
composées de couches homogénes.

Attraction d'un corps de forme quelcongque
sur un point matériel.

399. Considérons un corps de forme quelconque,
rapporté & trois axes rectangulaires. Soient z, y, z les
coordonnées d'un point quelconque de ce corps, p la
densité en ce point, fle coefficient d’attraction, c’est-a-
dire I'action exercée par l'unité de masse sur I'unité de
masse 4 Yunité de distance. L’action exercée par un
élément dm de ce corps sur un élément dme', dont les
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coordonnées sont @, &, ¢, situé¢ a une distance » de
I’élément dine sera :

fdimdm'

,,.1
Or, on a :
dm = pdxdydz,
¢t, par suite, action de dwne sur dny’ cst :

fedm' . dxdyds
—_—

Les composantes de cefte action suivant les axes sont :

Jedm' dodydsz . z - a

Jeadm dedydz . y —

[odm dodyds . 2=

Par suite, les composantes de T'action totale du corps
sur I'élément di' sont :

fdm./‘./‘/ ¢l —a) r]a‘r/e/n“,
= fdm,'j‘f‘/‘P (y — b;:fr d_i/'dz,
7_fdmff/°(2—c d?(‘d?/dz

les intégrales se rapportant au volume entier du corps.
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1l est évident qu'il suffira de changer les signes dans
le cas de la répulsion.

400. Si le point ol sc trouve I'élément din' est
extérieur cu corps, il est facile de sassurer que les
composantes X, Y, Z sont finics, et quelles S'expriment
au moyen des dérivées partielles de la fonction :

prises par

v _/-/lm f/-/'od*cdz/d.,

rapport aux coordonnées a,

I'élément din’.
En cffet, on a

=1\ — Uy — 0P+ (3 —c

par conséquent,

d'ou :

v _/'/'/'P to —a dxdyds
o J . 23 ,
av. o raly — by dedyds
b —_/// o .
oy glz —o dxd?/d~_
e // [ :

av
X_—‘ l ,rv’
Jdin e

, OV
= fdm b

Y
= fdm 9e"
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Cette fonction 'V est 1a fonction polentielle de I'élément
par rapport 4 la masse attirante. On conclut de ce qui
précéde le théoréme suivant :

THEOREME. — Les composantes de Tattraction un
corps sur un point extérieur sont exprrimées au moyen
des dérivées partielles de la fonction polentielle par
rapport aux coordonnées du point alliré.

Par conséquent, le calcul se réduit & la détermination
de la fonction V.

401. Prorri&TE. — Dans le cas ot le point alliré
est cxtérieur, la somme des dérivées parlielles du
second ordre de la fonction V esl nulle.

En effet, on a :

%2;—=ff‘/‘pdxdydz.—(%(x;a),
ddi;;—='/ffpdmdydz. -d%ky%b),
G = [ [eamavaz. 5 (7).

Par conséquent,

G+ S+ e = [ [ruwdyas 5 (55

T
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Or,
d /x—a 1 3{x—a)
M( 73 )'= ’7"?+ 7 ’
1(y~b 1, 3@y—bp
ob\" 7 )T T rs
0 (3¢ 1 3z —c?
dt,( r3 ):—F_*_ 7 ’

d'ott :

i (x—a . y—nh (z—e\
3 (57) g () + 5 () =

et, par suite,

A 7iaY v
g T T e

On représente d’ordinaire le premier membre par la
notation AV, en posant :

v o2V atv
9 T T o

AV =
et alors on a, pour le cas du point attiré extérieur,

AV =0,

Cest la formule de Laplace.

4082. Les deux propriétés de la fonclion V que nous
venons de démontrer ont ¢té établics en supposant finies

Ies quantités sous le signe f dans les expressions de
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X, Y, Z, ainsi que dans la fonction V, ¢'est-a-dire que
nous avons suppos¢ le point attiré & lextérieur du
corps attirant. Cette hypothdse nous a permis de diffé-
rentier sous le signe f . La formule de Laplace est
évidemment encore applicable dans le cas dun corps
creux, le point attiré étant dans la caviic.

Lorsque le point atliré fait partie du corps altirand,
la quantité sous le signe j devient infinie pour tous les
points situds dans le voisinage du point attiré, et alors
on ne peut plus opérer comme nous Tavons fait. Avant
dexaminer ce cas, nous devons chercher la fonction
potentielle d'une couche sphérique homogéne.

Considérons done une couche sphérique homogene
comprise entre deux sphéres de rayons » et » + dr, de
méme centre O. Soient P le point attiré (fig. 138),
OP = [ sa distance au centre 0, 8 angle que fait avec
la droite OP le rayon
qui vadu centre O Aun
point M de la couche,
o l'angle que fait le
plan MOI* avecunplan
fixe passant par OP,
ct » la distance MP.
En désignant par g Ia
densité de la couche, et par de I'élément de volume au
point M, on a, pour la fonclion potenticlle :

/‘din / odv

en rewplacant de par sa valeur :

Fig. 138.

de = r2sinb drdidy,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 425 —
il vient :
T 2=

V:‘or-zdr‘/l‘/‘ Sizedﬁd'\p;
0 o

les limites de € sont 0 et m, celles de g sont O et 2m.
En effectuant Vintégration rélative a @, on a :

™
sin 6
V = 2rpridr [_ dg.
. U
[’

Pour effectuer cette derniére intégrale, nous devons la
transformer. A cet effet, observons que 'on a:

U =y -}- & — 2plcos B,
dou :
udu = rlsin §df,

ot, par suite,
2
v .,TrpZ"dr‘fl )

Pour déterminer les limites de #, nous devons
distinguer deux cas, suivant que le point P est extérieur
ou intéricur a la sphére de rayon .

Dans le premier cas, les limites de w sont { — » et
[l 4+ », ctil vient :

o d t+r 4 2 ]

, 2rprdr oo Argrtder M x

V_—_l ‘/du-— 7 =7 (1
l—7r
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en désignant par M la masse de la couche. Done, i
fonction potentielle de la couche sphérique pour uu
point extérieur est la méme que si la masse de la couche
était concentrée o son centre,

Dans le sccond cas, les limites de w sont » — { et »» 4- /,
et il vient :

4+t
‘)mrdr N[
V= /du = 4rprdr == — (2)
s
r—1

Donce, la fonction potentielle de la couche sphérique
pour un point intérieur est conslante, cest-a-dire
indépendante de la position du poiai P.

403. Considérons maintenant un poiné P, sifué a
Uintérieur dune sphére homogéne de rayon r, el ¢ une
distance du centre égale & 1.

Nous pouvons imaginer la sphére décomposée cn
couches homogénes concentriques. Pour les couches
dont le rayon est moindre que [, le point P est extéricur;
nous devrons done leur appliquer la formule (1) (n° 402),
et clles nous donneront une fonction potentielle égale

11
4n
lpfy_.gdr == §rpl?

Pour les couches dont le rayon cst plus grand que !,
le point P est intérieur; nous appliquerons peur ces
couches la formule (2) (n° 402), et elles nous donneront
une fonction potenticlle ¢égale 4 :

4npf7‘d7' = 2mp (r* — {).
i
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La fonction potentielle de 1a sphére entiére est donc :
~ 27 e
v 3 37 ).

Cela posé, si I'on veut calculer I'action de cette sphére
sur le point P, on remarquera que les couches dont le
rayon est plus grand que ! n’exercent aucune action sur
le point P, tandis que les couches dont le rayon est
moindre que ! agissent comme si clles étaient concentrées
au centre O de la sphére. La résultante des actions est
donc une force égale & :

imofdm' .1,

et elle est dirigée suivant la droile OP; elle a pour
composantes suivant les axes :

—4mpfdm'. (@ —a), — § mpfdm' . (b — ), —3 mpflm’ . (c—7),
en désignant par a, b, ¢ les coordonnées du point P, et
par «, (3, 7 les coordonnées du centre de la sphére.

Il est évident que ces composantes sont égales au
produit de fde' par les dérivées partielles de la fonction
potentielle V, prises respectivement par rapport aux
coordonnées a, &, ¢ du point P: il suffit, pour gen
assurer, d’observer quel'on a :

Be=la—af + 0 — G ey

404. Ceci ¢tabli, nous allons démontrer que, dans le
cas ot le point attiré par un corps de forme quelconque
est situé a Uintérieur de la masse agissante, les conpo-
santes de la force sont égales aux dérivées partielles de
lu fonction potentielle V, mulliplices par fdm'.
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Supposons la densité p constante, et décomposons la
masse agissante en deux parties, savoir : une petite
sphiére, & lintéricur de laquelle est situé le point P, et
la partie restante. Soient V, V, les fonctions potenticlles
de ces deux parties, X,, X, les composantes suivant
Taxe des & des actions qu’elles exercent sur le point P.
Nous aurons, puisque le point P ne fait pas partie du
second corps (n° 400) :

Jav
X,=/fum' . *;
= fiim o

d’autre part, on a aussi (n® 403) :

OV, .

X, = /dn o

par conséquent,

. v, av, 7AY%
=X (= N e YY) s L8,
X=X, +X, =/fimn (du + ()a) fdim 90

et la propri¢té est démontrée.

405. Cherchons ensuite ce que devient, dans le cas
(’un point situé a I'intéricur, la fonction :

oV | 0V | @'V
=9 T oap

det”

AV

En décomposant le corps comme nous l'avons fait
(n” 404), nous avons, comme ci-dessus :

V=V, 1+ V.
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Or, le point P nétant pas situé dans la partic
extéricure a la sphére, on a (n° 401) :

AV, = 0.

Mais, pour la sphore, on a :

av
()al =—37n: (@ —9)
av
W= —h
v
e = —ame e —)
d'onl l'on tire :
g2V, .
daz — T & °TE
')1
()Z;l =i
o
de? B
Par conscéquent,
AV, = — 4mp,
et, par suite,
AV = — 4np

Telle cst Pexpression de AV dans le cas ou le point
attiré est 4 lintérieur de la masse agissante, le corps
étant supposé homogcéne.
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REMARQUE. — 8i le corps attirant n'est pas homogéne,
on a:

AV — — 4rop,

cn désignant par p, la densité du corps au point
attiré P.

Cette formule dont nous donnerons dans la suite une
démonstration rigoureuse pourrait étre établie de Ia
maniere suivante :

La sphére enveloppant le point attiré P peut étre
prise aussi petite que lon voudra, pourvu qu'elle
contienne le point P. On peut la prendre assez petite
pour que sa densité soil constante et égale 4 la
densité p, du corps au point P. Nous pourrons donc
appliquer la démonstration précédente, et nous aurons
alors :

AV = — 4T!Pp.

Cette formule qui est due- & PorssoN, peut étre
regardée comme générale, pourvu que lon convienne
de faire p, = 0 pour les points extéricurs 4 la masse
agissante.
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CHAPITRE X.

Notions sur le frottement.
. Applications de la statique,

406. Jusquwici nous avons considéré les surfaces
comme parfaitcment polics, c'est-d-dire comme ne -
pouvant excrcer en un de leurs points qu'une réaction
dirigée suivant la normale cn ce point. Il en résulte que,
si deux corps solides sont appuycés I'un sur 'autre, et se
trouvent en équilibre sous laction des forces qui leur
sont appliquées, Tlintroduction dune force nouvelle
viendra rormpre I'équilibre.

I’expérience nous apprend que, dans la pratique, il
nen est pas ainsi. Dans la plupart des cag, on peut
appliquer une force nouvelle sans que I'équilibre soit
troublé : cette force sera plus ou moins grande sclon la
nature des corps en contact., Ainsi, la méme force agit
d'autant plus rapidement quc les surfaces en contact
sont mieux polies, et que la pression qu'elles exercent
l'une sur Yautre est moindre. La cause de ce fait se
trouve dans ce phénomcéne que les surfaces imparfai-
tement polies présentent des aspérités qui g'engrénent
réciproquement, et cette pénétration est d'autant plus
grande que la pression est plus grande. Il faut, pour
vaincre cette résistance, une force capable de briser ces
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asperités, une force que 'on appliquera a l'un des corps
si I'autre est fixe, et 4 tous les deux en sens contraires,
s'ils sont mobiles.

Par exemple, si un corps pesant est appuyé sur un
plan incliné, le poids de ce corps tend & le faire glisser
le long du plan incliné.

Théoriquement, le corps devrait glisser : mais, dans
la pratique, on sait que Ton peut, sous une certaine
inclinaison, appuyer un corps librement sur un plan
incling, sans qu'il obdisse a la force qui tend -4 le faire
glisser. La foree contraive qui retient le corps est uie
résistance qui se produit entre les surfaces en contact,
qui dépend de ces surfaces, et de la pression normale
au plan incliné, Pour vaincre cette résistance, ou pour
faire glisser le corps, il faut un effort capable de Dbriser
ces aspérités, Cctte résistance est cclle du frottement :
c’est le firoltement de glissement. Elle est d’autant plus
grande que les aspérités sont plus nombreuses, et la
pression normale plus grande. '

Les lois da frottement ont é£¢ établies par Pexpérience
par Coulomb et par le général Morin., Voici I'énoncé de
ces lois :

Quand un corps mobile glisse sur une surface fire,
le frottement qu'il subil est une force langentielle o la
surface, et dirigée en sens contraire du mouvenient.
Cette force dépend de la nature des surfuces en contact.
Elle est indépendante de leur étendue et de la vitesse de
glissement ; enfin, elle est proportionnelle & la pression
qui s'exerce normalement 4 ces surfuces.

Il est ¢vident d'ailleurs, en vertu du principe de
Iaction et de la réaciion, que la surface fixe sur laguelle
le glissement a lieu subit un frottement ¢gal et contraire.

11 résulte des lois précédentes, que si N est la pression
rormale aux surfaces en contact, le frottement de
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glissement sera représenté par unc force uN, normale &
4 la direction de N et agissant en sens contraire du
mouvement. Le coeflicient p qui dépend de la nature
des surfaces en contact, du degré de poli de ces surfaces,
sappelle coefficient de [froitement. Ce coefficient se
détermine par expérience.

On doit encore distinguer le frottement statique et le
[rottement dynamigue. Le [frottement statique est la
résistance qu’il faut vainere pour déterminer le commen-
cement du mouvement : c'est le frollement aw départ
du corps. Le frotiement dynamique est la résistance
quil faut vaincre pendant toute la durée du mouvement.
L'expérience a démontré que le frottement statique ou
au départ, est toujours plus grand que le frottement
dynamique.

40%. PROBLEME, — Un corps pesant est posé sur un
plan tncliné : trouver sous quelle inclinaison du plan ce
corps conunencera & glisser.

Soit P le poids du corps (fig. 139) : décomposons cette
force en deux forces Q et T respec-
tivement normale et paralléle au
planincliné AB. Lapression normale
est évidemment ¢gale 4 la force Q :
par conséquent, le frottement subi
par le corps de la part du plan sera
égal 4pQ, etdirigé en sens contraire
du mouvement. Le glissement ne
pourra donc commencer que si
la force T est ézale a pQ, et nous aurons :

Fig. 139.

T =pQ;
or, on a:

T = Psina, Q =Pcosz,
28
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d’ou :
p=1ga

REMARQUE. — Cette équation fournit un moyen
pratique de déterminer le coeflicient u de frottement.
Il suflit de rendrc le plan AB mobile autour de
Thorizontale B, de placer le corps sur le plan,
et de déterminer Pangle « pour lcquel le glissement
commence.

408. PrOBLEME. — Une barre pesante et homogene
appuie ses exirémités Uune sur un plan horizontal,
lCautre contre un plan vertical, et elle est perpendiculaire
& Uinlersection des deux plans. Trouwver la position
d’équilibre de cetie barre.

Soient AB = 2/ la longucur de la barre (fig. 140), et

P son poids appliqué en son

'Fig‘ 140. milieu G, R et R’ les réactions
A ~R des deux plans, normales & ces
plans; les frottcments en A et B
seront pR et p'R', en supposant
les deux plans de naturcs diffé-
rentes,

Entransportanttouteslesforces
au point O pris pour origine,
nous aurons les équations :

R — uR =0,
R+ R —P=0,
R'.2lsine 4+ Plcosa — R.2lcosz = 0.
Des deux premiéres on tire :

uP

P !

Tl It pp!
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en substituant dans la troisiéme, il vient :

; 1— ovu!

o = ——

o E[J-

409. PRrOBLEME. — Une barre pesante et homogéne

est appuyée sur un plan horizontal et contre Uaréle d'un
mur vertical. Trouver la position déquilibre.

Soient AB=2!1a longueur
de la barre (fig. 141), P son
poids appliqué en son milieu
G, R et R' les réactions aux
deux points A et C, et posons :

Fig. 141.

GC =, et OC=A.

Transportant toutes les
forces au point O pris pour
origine, nous aurons les équa-
tions d’équilibre suivantes :

— #R - R'sina— pR'cosz = 0,
R—TI + R'cosz + uR'sinx = 0,
R ({+ @) cosa — Pacosz — R'Asina + pRAcosa = 0.
D’ailleurs, on a :
h = (a 4+ x)sina.

Ces quatre équations serviront a déterminer R, R/, «
et @. Des deux premiéres on tire :

, wP R P (sin o« — p cos 2},
(L + w3 sina = 1l 4 p#) sina ’
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en remplagant R, R et # par leurs valeurs dans la

troisiéme, il vient :

pho={(1 4 p¥sintaco:a,

équation qui servira a déterminer I'angle 2.

410. ProsrLiME. — Une barre pesante el homogéne
Sappuie sur deux plans inclinés dans le plan veriical
AOB. On demande la position déquilibre, en n'ayant

pas égard au frottement,

Soient AB = 2I la longucur de la barre (fig. 142),

¥ig. 142.

{

P son poids appliqué en
son milien G, o et a
les inclinaisons des deux
plans, ¢t désignons par 6
Tangle inconnu BAsn, par
R et R les réactions des
deux plans.
Transportant toutes les
forces au point A pris
pour origine, nous aurons
les équations suivantes :

Rsina—R'sina' = 0,

Rcosa + R'cosa’' — P =0,

Plcos6—R'.2lcos (@' — §) = 0.

Des deux premiéres on tire :

P sina'

R

T Sne =)’

,__ Psina

T osin{a+f a)°
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La troisi¢éme nous donne alors :

sin (o' — &
T —_— T "
g0 Zsin a sin o
REMARQUE. — Si l'on résout le méme probléme en

tenant compte des froftements pR et xR en A et B
(fig. 143), on trouve les équations suivantes :

Rsine —R/'sina'+ uR'cosa' + uRcosa = O,
Reosae +Reosod +pR'sina’ —pRsina —DP = 0,
Plcos 6 —R'.2lcos(x' - 0)—uR . 2sin (2’ — () =0,

lesquelles serviront & déterminer R, R' et 0.

411. PrOBLEME. — Une barre pesante et homogéne
ACB appuie son extrémitéd inférieure A contre un plan
vertical, repose en C sur un point fixe, el porte un poids
Q & son extrémité supéricure B. Trouver la position
d'équilibre sans avoir égard aw frotltement.
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Soit AB = 2/ la longucur de la barre (fig. 144);
posons CD = &, et AC = @, ct désignons par R ¢t R'les
réactions en A ¢t C c¢t par «
Iinclinaison de la barre.

En prenant pour origine le
point A nous aurons les équations
d’équilibre suivantes :

Fi

R — R'sina = Q,

R'cosa — P — Q= 0,

Plcosa — R'w 4 Q. 2[cosa =0.
On a, en outre,
== 2 COS a.

Des deux premiéres on tire :

P
R'= C:S_O?’ R=(P - Q) tg=;

substituant dans la troisiéme, et remplagant  par sa
valeur, il vient :

1
\2(z +9)

on a aussi ;

\ 21b2(§+@)f
=2 T Pprg |
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CAS PARTICULIER. — Si la barre homogéne est sans
poids,ona: P = 0; d’ou :

@ = (21 b?)]f.

On voit que, dans ce cas, la valeur de « est
indépendante de Q.

412. ProrRLEME. — Une barre pesante et homogéne
est maintenue par une extrémité en un poinl A dun
plan horizontal, aulour duguel elle est libre de tourner,
et Sappuie obliquement par Uautre extrémité B conire
une parot verticale. Sa projection BC sur le plan vertical
fait un angle ¢ avec la ligne de lerre. On demande la
valeur limite de l'angle ¢ pour laguelle le frotiement en
B empéchera la barre de glisser.

Soient P le poids de la barre (fig. 145) appliqué cn

Fig. 145.

QY‘

*J/;;

3]
I sl
=
|
/o
W

{x

Y

son milieu G, AB = [ sa longueur; posons AC = q, et
Tangle BAC = «. Nous aurons :

BC =/ F—a?, et cosa=

?

~| K

le triangle BAC étant rectangle en C.
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Prenons le point A pour origine de trois axes rectan
gulaires. La réaction au point A peut étre décomposée en
trois composantes X, Y, Z-suivant lesaxes ; au point B
introduisons la réaction Y' normale au plan vertical.
Nous aurons en B un frottement Y’ suivant une direction
perpendiculaire & BC, et qui aura pour composantes
suivant les axes des x et des 2 :

X' = uY'sing,
Z' = pY' cos .

La barre étant en équilibre sous Taction des forces
P, X, Y, Z X', Y, Z, nous aurons & &crire les six
¢quations d’équilibre. Les trois premiéres nous donnent:

X-—uY'sing =0, (1)
Y—Y =0, (2)
Z+pYcosp—P =0 (3)

Pour obtenirles équations des moments, nous transpor-
terons toutes les forces au point A. Or, la force
X" = Y'sing, appliquée en B, peut étrc transportée en
D, en introduisant dans le plan des zx un couple
#Y'sing.BD = uY’ VT =4, sinz ®, qui scra négatif;la
force pY'sine, appliquée en D, ou en C, peut éire
transportée en A, en introduisant dans le plan
des xy un couple négatif qui aura pour moment
¢Y'sing. AC= uY'.asing.

La force Z' = uY'cosg, appliquée en B, ou en D,
donne, en la transportant en C un couple négatif
dans le plan des zx, dont le moment est Y coso.
CD = pY'V'TF — a* . cos*e ; et, en la transportant
de C en A, elle donne un couple positif dans le plan
des vz, dont le moment est Y. a cos o.
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La force Y’, appliquée en B, nous donne, en la
transportant en D un couple positif dans le plan des yz,
dont le moment est Y'.BD = Y'}/ {* — a*sing, cten
la transportant de D en C ou cn A, clle donne dans le
plan des #y un couple positif dont le moment est
Y.CD =Y ! —a*.cose.

La force P, appliquée en G, pecut étre transportéc
en f, en engendrant un couple positif dans le plan des 2,
dontle momentest P.Ef=P.CD=LP | I* —a®.cosg,
ct en la transportant de fen A, elle donne un couple
négatif dans le plan des yz, don{ le moment est
P./A=P.;a.

Les trois équations des moments sont done :

pY acoso LY |t —atsing —Pa =0, (4)
— f-LY'l/l'Z—CCz SinECP—FY’I/["—QECOg?
+iPy lE—atcosg =0, )

—pY’asinq;—i-Y'[/lz—a‘_lcosp=0._ (&)

L'¢quation (6) nous donne :

¢quation qui détermine langle ¢.
De I'égquation (3) on tire :

e Peoso
~— %

3
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et, en vertu de (1) et (2) on a :

Peoso

F =Y =
Y 5

’

. Psin20
X = HY'Smcp:T-

Enfin, I'équation (3) nous donne :

P (1 4+ sin? o

RemarQUE. — Il est facile de s'assurer que I'équation (4)
est une conséquence des autres.

413. PrRoOBLEME. — Un corps pesant est appuyé sur
un plan incliné, et sollicilé par une force Q qui le
maintient en équilibre. On demande de trouver U'intensité
de la force Q, et la pression du corps sur le plan, en

tenant compte du frotiement.

"~ 1° Supposons d’ahord la force Q paralléle au plan
incliné (fiz. 146), et admettons
gque le corps soit sur le point de
glisser de A vers B. Désignons
par N la réaction normale du plan,
et par T la force de frottement
diricée de B vers A, et égale
a uN.

Décomposons les forces suivant
deux axes respectivement parallele
et perpendiculaire au plan incling,
¢t nous aurons les équations d’équilibre :

Fig. 146.

N — Pcosa = 0,

Q — Psina — uN = 0.
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On en tire :
N = P cosa,

Q = P (sin o 4 ucos «].

20 Supposouns, en second lieu, que la force Q fasse
un angle B3 avec le plan incliné
(fig. 147), et décomposons les
forces conune dans le premier cas.

Nous aurons les équations d’équi-
libre :

Fig. 147.
¢

N 4- Qsinff — Pcosa = 0,

Qecos — Psina — pN = 0.

On en tire :

P (sin @ -+ p cos o)
CO$ 3+ wsing

_ Peos(a+4f)
" cos +ysm§j'

REMARQUE. — Nous avons supposé que le corps
glissait le long du plan inecliné en montant; s'il glissait
en descendant, il suffirait de changer le signe du
coefTicient u.

414. Lrvier. — Le levier est un solide de forme
invariable mobile autour d'un point fixe C, appelé
point dappui (fig. 148), et sollicité par deux forces,

une résistance Q, par cxemple un poids a soulever,
et une puissance P.

Proposons-nous de érouver les conditions déquilibre,
et la charge sur le point d'oppui. Désignons par R
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la réaction du point fixe C. II faut évidemment pour
I'équilibre que les trois forces P, Q, R soient dans un
méme plan, puisque la résultante de P et Q doit étre
égale et directement opposée a la réaction R du point
fixe. Done, la puissance et la résistance doivent élre
dans un méme plan passant par le point dappui.

1l faut, en outre, que 'on ait la relation :
Pp = Qg,
c’est-a-dire que les moments des deux forces par rapport
avw point dappui C sotent égaux.
Quant 4 la réaction R du point d’appui, elle est donnée
par la formule :
R? — P2 4 Q2 -- 2PQcos S,

ou hien :

R? =Pz Q* —2PQcos (z + 8),
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en désignant par « et 8 les angles des deux forces P
et Q avec I'horizontale passant par le point C.

Pour déterminer la direction de R, nous désignerons
par 6 l'angle qu’elle fait avec lhorizontale, el nous
aurons les deux équations d’équilibre :

Psina — Rsin6 + Qsinf =0,
Pcosa—Rcosf—Qcos 2 =0,

d’ou 'on tire :

Psina4 Qsinf

tge:l’uusa’.—chSp’

formule qui détermine 'angle 6.

FIN DU TOME PREMIER,
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