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U L I S S E  D I N I .  

Col più profondo dolore annunziamo ai lettori degli Annnli la iirorte di Ulisse 
Dini, avvenuta in Pisa, sua città natale, il 98 del10 scorso Ottobre. Quivi, ne1 
giorno 30 successivo, un irnmenso stuolo di cittadini, di amici e di ammiratori, 
commossi per tanta perdita, ne accompagnarono fra solenni onoranze la salma al 
Camposanto monumentale, dove, per gratitudine ed ammirazione dei suoi concitta- 
dini, Egli riposa accanto ai grandi. 

Nato in questa città il 14 Novembre 1845, Egli vi consegui a 19 anni la laurea, 
col plauso dei maestri, in particolare degli illustri B E T T ~  e MOSSOTTI, che al gio- 
vane allievo presagirono un grande avvenire. Dotato di un talento matematico di 
primo ordine e di prodigiosa attività di lavoro, Egli si fece ben presto conoscere 
per lavori originali irnportanti. Le sue prime ricerche appartengono al campo della 
geometria infinitesimale, dove soinmi matematici italiani l'avevano preceduto, in 
particolare il geniale BELTRAMI, i cui lavori gli serviron0 indubbiamente di mode110 
e di incitamento, e col quale si incontrb 'poi in alcuni studî, benchè fosse di dieci 
anni più giovane. A'questo ramo dell'analisi applicata alla geometria, dove prima 
si affermb il suo valore matematico, Egli conservb poi sempre un grande amore, e 
nelle sue lezioni di geodesia all'università, e nella assegnazione delle tesi agli alunni, 
he promosse 10 studio, seguendo con interesse 10 sviluppo che queste teorie rag- 
giunsero in seguito. 

Ma la natura del suo ingegno che ad una singolare forza creatrice congiungeva, 
in raro accoppiamento, un acume critico di cui difficilmepte trovasi l'eguale, do- 
veva portarlo beo presto sulla nuova via, nella quale era destinato a stampare orme 
maggiori. Nella prefazione ai suoi celebri Fondamenti del 1878, Egli stesso racconta 
corne già fin da1 suo primo affacciarsi alla vita scientifica, e cioè ne1 1865, era in 
lui sorto il dubbio clle alciini dei principii fondamentali dell7Analisi non presen- 
tassero, nei loro enunciati e nelle dimostrazioni, il perfetto rigore che è proprio 
della matematica. Qiianto tali dubbî fossero legittimi tutti ora sanno; ma se ci ri- 
portiamo a quei tempi in cui, almeno fra noi, nessuno li aveva sollevati, apparirà 
quanta singolare fosse l'acume di questo giovane matematico Che, vincendo l'abi- 
tudine contratta ai  concetti intuitivi, ne prendeva a scrutare il fondamento 10,' VICO. 

Ma più ancora è da ammirarsi che, sulla scorta soltanto di poche indicazioni con- 
tenute nelle Memorie degli allievi di WEIERSTRASS venute a sua cognizione, Egli 
abbia potuto in poco tempo ricostruire su basi perfettamente solide i fondameiiti 
dell'ilnalisi. E cosi ne1 1877 apparvero, in litografie per gli studenti, quelle mira- 
bili Lezioni d'analisi infinitesimale, sulle quali tanti allievi da allora in poi, in Italia 
e fuori, si sono f~rmat i  e che oggi ancora, dopo la stanipa recentemente avvenuta 
(1907-1915), trovano largo plauso e diffusione. Jnsieme ai  già citati: Fondamenti 
per Za teorica delle ficnaioni di vnriabili renli, che dopo 14 anni, e dopo la cornparsa 
di molti altri lavori congeneri, conservavano ancora tanta vitalità da consigliarne la 
traduzione in lingua straniera, queste Lezioni del Dini ornano tutte le biblioteche 
di studenti e riceroatori. 
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Uri altro trattato, forse ancora piii importante per la genialità della ricerca, 
apparve ne1 1880, quel10 : Sulla serie di Tourier e altre rapprese.ntaziowi a.ncalitiche 
delle fulzzio~i di zc@a sariabile reaZe. Qui per la prima volta, insieme alle serie di  
FOUHIER e sotto un punto generale d i  vista, vengono trattati in modo rigoroso altri 
sriluppi in serie, importantissimi per l'analisi e per la fisica matematica, ed in tale 
generalità che non è mai stata eguagliata, nonchè superata, da altri. Ma forse ap- 
punto questa grande generalità, e la non semplice forma dell'esposieione nocquero 
alla diffusione del libro, talchè in molte Memorie di matematici posteriori si trovano 
nuovamente risultati parziali già inclusi nei suoi .generali. 

Al10 stesso periodo appartengono le ricerche pubblicate ne1 Vol. XVlI degli 
Annali delle Universita, Toscane, in preparazione al progettato secondo Volume del- 
l'Opera, che non potè mai essere pubblicato. Qui si trova la deduzione di nuovi 
sviluppi in serie da una formola, più generale di uaa  data da ABEL, ed appartenente 
alla teoria ctie poi fu detta delle eyuaeiol~i integvccii, e di cui adunque il Dini è 
da riguardarsi come un precursore. Sull'argomento è riiornato il Dinl in lezioni 
litografate del 1911, dove si contengono rnolti nuovi ed importanti risultati. 

Insierrie a questi trattati, le nuinerose e geniali Meinorie d'Analisi pubblicate 
da1 NOSTRO, delle quali daremo l'elenco complet0 in un prossimo fascieolo, ne hanno 
collocato il nome accanto a quelli dei nostri sommi. Auguriamo che esse vengano 
raccolte in Volumi, come già per le opere di BRIOS~HI, BETTI, CRENOXA e BELTRAMI, 
e forniino cosi il più bel monument0 da erigersi alla sua memoria. 

Ullsse Dfni fu non solo un grande scienziato, ma insieme un maestro ed 
un educatore incomparabile; e nessuno dei suoi numerosi aIlievi potrà mai dimen- 
ticare il fascino che Egli esercitava col suo insegnarnento efficace e suggestivo, e 
quanto amore agli studî ed d l o  stretto adempimento del dovere Egli sapeva ispirare 
col suo nobile esempio. Nella K. Scuola Normale Superiore che Io ebbe prima ad 
allievo, poi a maestro e a ben amato Direttore, Egli ha lasciato i più durevoli ri- 
eordi di devoeione e di affetto. 

La sua attività veramente prodigiosa ebbe campo d'esplicarsi anche fuori della 
scuola: nelle pubbliche atnnlinistrazioni, nelle due Camere e ne1 Consiglio Supe- 
riore di Pubblica Istruzibne, acquistandosi Egli dappertutto, colle doti eccelse della 
mente e dell'anirno, un'ampia cd indiscussa autorità, che Egli volse particolarmente 
a beneficio dell'insegnarnento e delle istitiizioni della città natale tanto diletta al 
su0 cuore. 

Nella Direzione di questi Anmli, alla quale appartenne fino da1 1891, Egli lascia 
un grande vuoto, coine grande e sincero è il riinpianto di tutti i cultori della Scienza - 
per tanta perdita. 

Il male crudele che 10 ha abbattuto, mentre cogli anni non sembrava subire 
diminuzione alciina la sua molteplice attività, ha tolto alla patria uno dei figli che 
più l'amavano e l'onoravano. 

Nè a Lui cbe, fino da1 principio della guerra mondiale scatenata dalla cupidigia 
di barbari aggressori, riconobbe la via segnata all'ltaIia dalla sua storia e da1 
diritto e, pur trepidando nelle prove dolorose, ne segui con fede costante le vicende, 
è stato concesso di vederne conlpleta la fine gloriosa. 

Possa 1'Italia nostra, sorta a più grandi destini, produrre ancora dei figIi simili 
a Lui, che ne tengano alto il nome e I'onore nelle gare fra le libere genti! 

Plaa, 1.0 Novembre 1918. 
Per la Direzione Luiar BIANCHI. 
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Sopra una classe di funzioni che comprendono 
corne cas0 particolare le funzioni cilin- 
driche. 

(Di FILIPPO SIBIRAXI, a Pavia.) 

Considero un'equazione diffei~nziale lineare d'ordine k 

ove i' coefficienti A;,, sono certe funzioni razionali cli grado i - 1 in un 
parametro v, la quale per k = 2 si riduce alla ben nota equazione 

soddisfatta dalla funzione cilindrica di prima specie J V  (z). 
Dell'equazione (1) determino (5 3) un sistema fondamentale di integrali 

nell'ipotesi che te radici dell'equazione determinante non differiscaiio per 
numeri interi. Uno di questi integrali è una funzione L , ,  (x), che per k - 2 
si riduce a Jn (a); la funzione x ' L,,, (x) è trascendente intera sia rispetto 
ad s sia rispetto a v e se v è un intero positivo tale è aticlie L , , ;  di L,,, 
do, per valori molto grandi di 1 v , l'espressione approssirnata 

ove 10 1 tende ad 1 a1 tendere di v all'infinito. 
Determino (9,p) ne1 caso di v = O un sistema fondainentale di integrali ; 

uno di essi è della fortna L,,, (x). log x + M ,  (x), ove JI, (x) è una trascen- 
dente intera, e si riduce per k = 9 alla funzione Y k h e  NEUMANN (*) chianla 
complementare della f~inzione JO di BESSEL. 

- ,,: 
(*) Théorie der Besselschen Fulzctione~a, § 17, Leipzig, Teubner, 1867. 

Amtali di Mnte~natica, Serie III, Tomo XXVITI. 
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B Si  birani:  Sopra uncl classe di fun~ioni che compendono 

1 Al 7 introduco una classe di polinomi H,,, di grado n in - i quali 
X 

comprendono per k = 8 le funzioni cilindriche 0" di NEUMANN; a1 8 8 db 10 
1 

sviluppo di -- inadiante le funzioni H,,,, (y) L,,, (x) e da cib deduco (5 9) 
Y -x 

10 sviluppo in serie di funzioni L,,, (x) per una funzione f (m) regolare in 
un  cerchio di centro il punto x =O,  10 sviluppo in serie di funzioni H,,, (z) 
per uria funzione regolare fuori di un ceschio di centro x = O, 10 sviluppo 
in serie di funzioni Lw,, (z), H,,, (z) per una funzione regolare in una corona 
circolare limitata da due cerchi di centro x = O .  In particolare db (8 10) 10 
sviluppo di una potenza intera e positiva di x in serie di funzioni L,,, (x) e 
10 sviluppo di una potenza intera negativa di x: in serie di funzioni H,,+ (z). 

Al 5 Il integro mediante le funzioni L,,, le equazioni alle derivate parziali 

e altri due tipi che si possono ricondurre ai precedenti. 
Al 5 18 integro mediante le stesse funzioni L,,, le equazioni 1inea.ri del tipo 

e sistemi di equazioni lineari contenenti le derivate parziali della forma 
precedente, a coefficienti costanti. 

Al 5 13 considero un'equazione alle desivate parziali del 8.O ordine che 
contiene corne casi particolari quelli considerati da NEUMANN e NIELSEN e di 
cui si dànno cioyntegrali particolari mediante le funzioni JO, Y O. 

Db infine al  Q 14. un'espressione integrale di L,,, mediante L,,,. 
Il lavoro pub considerarsi il primo passo in una estensione della teoria 

delle funzioni cilindriche, rivestente, mi sembra, un carattere più generale 
delle molte fatte finora. 
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corne caso partholare le funsioni cilidriche. 3 

Premettiamo alcune identità che ci saranno utili ne1 seguito. 
Poniamo 

indicando con s,,, la somma di tutti i prodotti di h fattori presi fra i riurneri 
i,  8 ,..., k -  1. 

Posto 

fra i numeri ck,, passa la relazione 

che permette di calcolarli rapidamente. 
Sussistono le relazioni 

Indicheremo con. a,,, la somma di tutti i prodotti di h fattori presi fra 
iknumeri  - 1 ,  - 1 + k ,  - 1 + 8 k  ,..., - 1  + ( k - 1 ) k  eporreino u,,,= 1 ;  
sarà allora 

= a,,, ak + ta,, v zk-' + up,, va #k-2 + . - . 
i a 0  

(*) Con An Ok ai intende la differenza q-esima dei primi termini della succeasione O", 
Ik, 2k, . . . 
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4 Sibirani: Sopra una classe d i  fuwio.ni che cott&endono 

3 2. - UN'EQUAZIONE DIFFEREKZIALE LINEAHE 

E L A  SUA EQUAZIONE DETERMINANTE. 

~onsideriamo l'eyuazione differenziale lineare d'ordine k  

e v è un nunlero qualsivoglia. 
L'equazione determinante di codesta equazione, indicando con r l'inco- 

gnita, è 

A, , , r"+A, , , rG+A, , , rG+ . . -+A  ,-,,, rT+A,.,r+A,+,,,=0. (7)  

Se si sostituiscono le espressioni (6) per A,,, e si ordina per le potenze 
di v, la (7), in virth della (4), diventa 

Q,,, rk + cl,, v rk-l + u,,, vZ + - + O ,-,,, vk-l r + Q,,, vk = O (8) 

le cui radici, corne inostra la (5), sono 

Se nessuna coppia di nurneri (9) differisce per un intero, si hanno k, 
integrali deli'equazione (1) costituenti un sistema fondamentale, sviluppabili 
in serie di potenze della fornla. 

Designamo con p, il nuniero v (1 - p k )  ; per determinare i coefficienti 
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cowe caso particolare le funxioni cikindriche. 5 

O 

a;) sostituiamo nella ( 1 )  la serie (10); avreino 

00 w 

A,,, x a,@) ( s  + x"% + As,k 2 a:) (s + p,)" sS+3 + . Y 

O O 

00 w w 

. - + A,,, x a,@) ( s  + pp) & P ~  + A,+,,* a:) &Pi) -+ a:) xS+b+' = 0. 
O O O 

Il coefficiente di oPp è 

the è nullo perchè p, è radice della (7); percib a?) pub essere clualunque. 
Il coefficiente di xPp+", ove s non sia multiplo di k, è 

oy a , , ,  (p, + SI;"+ A,,, (p, + s ) * ~  + + . + A,k (p, + s) t ~ k + ~ + ]  [ 
the non è nullo perchè p, + s non è radice della (7) ; ne segue che, do- 
vendo Io sviluppo ( I l )  essere identicamente nullo, sa& 

a,@) = O per s -lr O (mod k). 

Se s = h k, il coefficiente di d'~+~'" è 

e poichè il coefficiente dev'essere nullo, si avrli 

Poichè il primo meiiîbro della (7) coincide cor] il primo meiiibro della (8), 
ricordando la (5), si ha che il denominatore dell'ultima frazione pu6 scri- 
versi 
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6 S i  birani:  Sopra ana classe di funzioni che comprendono 

onde 

Infine, se diamo ad af) il valore 

avrenio per l'equazione (1)  i k integrali seguenti, costituei~ti un sistema 
fondainentale, 

§ 4. - LE FUNZIONI L,,, (x) CHE COMPRENDONO 

COME CASO PARTI COLA RI^ LE FUNZIONI CILINDRICHE JY (s). 

Se nella (12) facciamo p = O, abbiamo la  funzione 

la yuale per k = 8 diviene 

clle è la funzione cilindrica di prima specie J v  (x). 
Se v è un intero positive, la L,,, (x) è funzione trascendente intera, sia. 

considerata quale funzione di x, sia consiclerata quale funzione di v ;  la 
stessa proprietà compete alla funzione x-'L,,, (x) anche se v non è intero; 
se v non è intero, s = O è punto di diramazione e L,,, (x) è funzione ad un 
numero di valori finito O infinito a seconda che v è -razionale O irrazionale. 

Diamo esplicitamente l'espressione dei coefficienti della (1) nei casi di 
k - 3 ,  k = 4 ,  k = 5 .  
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corne caso particolare le funzioni cilindriche. 7 

Per k = 3 si ha 

A1,,=1, A2,,=6v+3, A,, ,=3vq+6v+1, A,, ,=-IOv'; 

per k = 4, è 

A1, ,= l ,  A2,,=90v+6, A,,,=110vq+60v+7, 

A,,, ='IO0 v S  +- 110 v P  + 90 v + 2, A,,, = - 231 v 4  ; 

per k = 5, è 

A,,, = 1, A,,, = 45 v + 10, A3,6 = 6% v g  + 870 v + '25, 

A,,, = 3915 v a  + 8050 v9 + 315 v + 15, 

A,,, = 4930 V' + 3915 v S  f 685 v P  + 45 v + 1, A,,, = - 9576 v 6 ,  

§ 6. - ESPRESSIONE ASINTOTICA DI L,,, (s)' 
PER VALORI MOLTO GHAKDI DI 1 V 1. 

Se 1 v 1 è molto grande, ma v non è alcun numero intero negativo, nè 
frazionario negativo di denominatore minore di k, ed 1 x 1 rimarie inferiore 
ad un numero assegnato, si ha per L,,, (x) la seguente espressioiie asintotica 

con 

Infatti si ha 
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8 Sihirani:  Sopra una classe di funzioni clte comprendono - 

Ora è 

e di più 

Se in particolare k = '2, per 1 v 1 grandissirno e v non inter0 negativo 
si ha l'espressione asintotica di J* (x) 

con 

formula che dà per 1 c 1 un valore più piccolo 

+ 4 

di quel10 indicato da N. NIEL- 
SEN (*) 

~7 I 

Osserviamo che per v > O e per x positivo minore di 

da1 termine in xV+"" in poi i valori assoluti dei termini della serie L , ,  (x) 
vanno decrescendo, onde il resto della serie relativo al termine indicato è, 
in valore assoluto, minore di 

,$thk 

(*) N. NIELSEN, Hawdbuch der Theorie der Cy l inder f i t~ l c t i o~ew .  Teubner, 1904, pag. 7. 
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corne cuso particolare te funsioni cilindriche. 9 

§ 6. - INTEGRAZIONE DELL'EQUAZIONE (1) NEL C A S 0  DI v = O. 

Ne1 caso di v = O  l'equazione (1) diviene 

O ( y )  = xk y'k) + Ck,k- l  zk-' f . +- Ckl x y' + xk y = O (14) 

e la sua equazione determinante 
rr = 0. 

Corne è noto dalla teoria delle equazioni differenziali lineari del tipo di 
FUCHS, in questo caso si ha un solo integrale fondamentale regolare nell'ori- 
gine; ne1 nostro cas0 esso è 

Possiamo osservare che se v è l'inter0 n, i k integrali (12) coincidono 
all'infuori d'un fattore nui-nerico : 

#,+hie 

m (- 1 (;) 
y 0 " ~ ~ h ! ( 6 + » ) ! ( ~ + 2 ~ r ) !  . . . (  h + ( k - 1 ) i a ) l  (16) 

come si vede facilmente se si lia riguardo alle note proprieth della funzione r 
allorché l'argonîento è un nuinero intero negativo. 

Tornando all'equazione (14), un altro integrale è della forma 

ove N, (x) è una serie regolare nell'origine che inetteremo sotto la forma 
'l 

Sostituendo nella (14) abbiaino 

Annali di Matcmatica, Serie III, Tomo XXVIII. 3 
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10 Sibira 1 2 i  : Sopra una classe d i  funzioni clze cowzprendono 

ove con Hl intendianlo la. somma dei terinini di @ ( M l )  dei gradi inferiori 
a k. Il primo addendo è mariifestamente nul10 ; il secondo, per la (3), si pua 
scrivere 

od anche 
(- 1 )  h k  k-i 

k E - (z) E % - I , ~  
h=L ( h  1)" r=1 

( h  k)* 

erl infine, per la (4): 
(- ilh kk hk-' x 

F i s 1  (18 1)" 

Dovendo essere il primo inenîbro del10 sviluppo (17) identicamente 
iiullo, si deduce che at) è un  nunîero qualunque, ogni coefficiente a:) con i 
non divisibile per k è nuno, e 

per qualunque h. 
Prendendd ah1) = O, si trae 

onde l'integrale in parola è 

Osserviaino poi che la funzione AI, (s) soddisfa all'equazione 

k-1 Lw - 
@ (JI, (x)) + k 2: c ,-,,,. x" - - O. 

v=1 d 33'' 

Un terzo integrale è della forma 

U, = JIz  ( x )  + 2 log x . JI, (x) -+ log2 x . L,,, (x), (20) 

ore M2 (x) è una funzione regolare nell'origine che metterenîo sotto la forma 
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conte caso particolare le facwio)ti cilindriche. 11 

Osserviaino che è 

Sostituendo (90) ilella (14) ,si ha 

\ k-1 

log" ((1 (L,,,) + 2 log x (1> (AI,) + 1 r=l d xr 

ove Hz è la soilitna dei tenniui di (AI2) di grado inferiore a k. 
Ta~ i to  il primo quaiito il secondo addendo (teneiido conto della (19)) 

X 
sono nulli; ordinaildo il terzo e .quarto addendo per le potenze di - 

k 
e teiiendo presente la (3) si lia 

e, metteildo per a$, nt2 i valori noti dei coefficienti rispettivameilte di III, (x) 
e Lo,, (x), 

D ~ v e n d o  10 sviluppo precedente essere identicainente nullo, si deduce 
che gli a?) per i nori divisibile per k sono nulli e quaiido i è inultiplo di 
k si ha 
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19 S i b i r a n i :  Sopra una classe di funzioni che comprendono 

da cui si deduce, posto a!) = O 

È cosi deterininata la funzione Al. (a); osserviatno die  essa soddisfa al- 
l'eyuazione differenziale 

k-1 d" nr - k-a d' Lw - 0, 
@ (A l2 )  + 9 k x c ~ - ~ , , .  X' -2- + ka x c + . - ~ , ~  X" -- - 

i d X* r=i d X" 

Collo stesso procedinlento si trova un quarto integrale della forma 

U,  = JI$ (x) + 3 log x JI,  (x) + 3 log" AI, (x) +- log3 x L ~ , ,  (x) 

ove JI, (x) è una serie regolare nell'origine 

e, posto nyJ= O, si ha per i coefficienti l'espressione 

af )=O per i + O  (niod k). 

1 coefficienti af2, apt, a&, a% soddisfano alla equazione 

Introducendo le successive f~mzioiii 

col dedurne i coefficienti dalla (el), si cleducono gli altri k - 4 integrali 

facendo qui s = 4, 5 , .  . . , k - 1, ed avendo posto Mo = L,,, . 
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corne caso particolare le futzxiotbi cilind,-icl&e. 13 

Per dimostrare quanto abbiaino asserito, osserviamo che gli integrali 
U , ,  U , ,  U,, trovati sono della forma (28); di più osserviaino che If,, JI, 
soddisfatio all'equazione 

<tJ (JI ,)  4- 

rispettivalnente per s = 1, s = 8. 
Aminettiamo duiique che le i funzioiii date dalla (89) per s =O, s = 1 , . . . , 

s = i - 1 siano iiitegrali della (14) e yuiiidi le (91) e (23) verifica te per s = 1, 
8,. . . , i - 1 e la (81) anche per s = i ; allora dico clle 

è pure integrale della (14). 
Cominciamo col notare che è 

dP x 
dz (z log" x) = -- log" x + 

d xP 

(*) Abbiamo omesso l'addendo per 1 . 3  0 gerchè identicamente nullo. 
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14 Sib i rmçi :  Soprn  u m  classe d i  funxioni che comprendotzo 

k-rl d" JIi-" 
' (") k' log"-' x L c!+,,. %v -- + E [(i) 1 l o g  x . o <JLJ + i 

n= 1 q=1 4 r = i  Ci  I I =  

1 coefficienti di logi-" x per s = 1, 9 , .  . . , i - i sono nulli perchè si è am- 
messo che la (23) sia verificatn per questi vülori dell'indice s ,  oiide risulta 

i ( i )  k-q clfl 
Q> (ui+,) = d> (JI,) -+ k" xx" -- c 

q=t Q r=i d X" 4-k'l' ' 

Percliè sia U,+, integrale della (14) è dunque necessario e basta che la 
(33) sia verificata per s = i. Orbene il secondo niemhro della (84) pu6 scri- 
versi, avendo riguardo alla (P), 

e, poichè la (91) è supposta vera anche yer s - i, il secoiiclo membro è nullo. 
Durique la (33) è verificata anche per s = i ed U,,, è integrale della (14). 
L'integrale generale della (14) è 

k-i k-1 
= z \loggm 30 x (fJ cp+l ~ l i - + n  (XI 1 

n&=0 p=nb 

ove le C, solio k costanti arbitrarie. 
Possiamo notare che le funzioni 31, sono trascendenti iiitere. 
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Se è 
n = k l + r ,  O r r < k ,  

1 vogliamo vedere se si pub determinare un polinonlio di grado 1% + 1 in - 
x 

della forma 

soddisfacente alla condizione clie il prodotto 

1 
non contenga terinini in - tutte le volte che ~c - - p. 

% 

Poichè è chiaro clie per p >  ri, il prodotto (86) non pub conteiiere ter- 
1 inini in -, nè pub contenerile quando p..ilon sia congruo ad t z  rispetto al 
X 

inodulo k,  la condizione imposta si riduce a qiiella di essere nulla la soiniiîa 
1 

dei coefieienti di - ne1 prodotto (26)  quanclo p sia minore di 18 e congruo 
% 

a d  n rispetto a A, cioè sia della forma s  k + r con s < 1. In definitiva gli 1 + 1 
coefficienti della (95) debbono soddisfare alle 1 equazioni lineari omogenee 

Il sistema si riduce al sisteina non otnogeneo di 1 equazioni fra le 1 

dl 
(- l)"'-s 1 

na-s q ( ~ k + r ) + m - s  

(- iy-* 
+ k-l - = O  

n ' q ( s k + v ) + l - s  Il-' 

P O  I 
il quale é? manifestamente normale. 
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16 Sibirawi: sopra una classe d i  funxioni che cowzprendono 

La funzione Il,,, (3~) pub prendere la forma 

ove b,,, è arbitrario ed i coefficienti del polinomio fra parentesi sono le so- 
luzioni del sisteina (88). 

Per k = 1 le soluziorii del sistema (88) sono 

Per k = 2 le soluzioni del10 stesso sisteina sono 

e la funziorie H,,,, coincide con la funzione cilindrica O" di NEUMANN se si 
1 

. prende b , .  - (2, messirno intero contenuto in - per a )  O e II,,,, = . 
- 4 2 

Per k >  '9 si constata facilinente che è 
" 

ci6 che ci permette di asserire clie 

disuguaglianza che ci s a r i  utile tosto. 

Si consideri la serie 

ove è 
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corne caso purticoiure le fuizzioni c i l i d r i c h e .  17 

Suppoiiianio y fisso e x variabile, ne1 piano coiiîldesso, nell'interno del 
cerchio di centro x = O e raggio R = 1 y 1. Ditnostriaino clle 

la serie (31) è wt i formemente  convergente i n  ogni  cerc l~io  d i  centro x = O 
e r a g g i o  infer iore  a R. 

Poniaino 1 x 1 = p; per ipotesi p < R. 
Per la (30) è 

ed è poi 

- La serie che ha per termitle 18-esiiiio ,il sec,orido meiiibro della (33) è 
convergente per l'ipotesi p (R, e poichè la (33) vale per ogni x per cui 
sia 1 x 1 < p, è dimostrato l'asserto. 

Esseiido la (31) convergente uniformeii-iente, possiamo ordinarla per le 

potenze di x. Il coefficiente di u+'. 

Annali di  Matentatica, Serie III, Tom0 XXVIII. 3 
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18 Sib i ran i :  Sopra u m  classe di funsioni che conzprendono 
- 

Se si tien conto delle equazioni analoghe alle (YS )  a cui soàdisfano i 

rapporti b~ si lia per p = O ,  1, 2 ,... , 1 - 1 
bt,sk+r 

I Dunque la serie (31) Ne consegue clle il coefficiente di x7"+" è --. ZJ'k+v+l 

la quale per 1 z 1 < 1 y 1 rappresenta 

La dimostrazione precedente iiiosti'a ancora che per x fisso e per y 
variabile, la serie (31) è convergente uniformemente in qualunque area 
esterna al cerchio di centro y = 0 e raggio uguale ad 1 x 1. 

Si conclude: 
Se 1 y 1 = R ed x è variabile ne1 piano co~nplesso, vale 10 sviluppo 

1 m 
-- - X a,, Hn,k (Y) L.3" ($1 
2J-X n=O 

convergente uniformemente in ogni area contenuta ne1 cerchio di centro x = O 

(*) Cib è conseguenza della proposizioiie: 
l ( J + i )  Se gli 1(1+1) numeri Xij soddisfano allr -- equazioni e s 

X i j  $ a j  j+i X i j + l  -k aj,j+B X i j + %  $ . . . $ aj,i-1 Xi&-1 $ a j , i  = 0 

soddisfano ancora alle 1 equazioni 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



conle caso particolare le fumGoni cilirldriche. 19 

e raggio R ;  ed è valido lo suiluppo 

convergente uni forwemenle in ogtzi area esterncc al cerclzio d i  centra x = O e 
rnggio R ;  i coefficiet~ti a ,  sono da t i  dal la  (38). 

9 9. - SVILUPPO DI UNA FUNZIONE f (x) I N  SEHlE DELLE FUNZIONJ LM,, (a) E HM,, (x). 

Sia f (x) uiia funzione regolare nei puiiti interni e di contorno di un 
cerchio C di centro s = O. Se y é un punto del contorno di C e x è un 
punto iriterno, il 

Nelle ipotesi 

teorema di CAUCHY dà 

poste è / x / < 1 y 1 ; basta sostituire allora in (35) Io svi- 
luppo (34) per aver diniostrato clie 

per una funzione f (x) regolare n e i  pun t i  i1ztern.i e d i  c o ~ t o r n o  d i  utz 
cerchio C d i  centro x; = 0, uale 10 svi luppo in serie 

ove 

svilzcppo' convergenie zcnifowwemente in ogni  area co~ztettuta ,in C. 
Si supponga f (x) regolare nei punti esterni e di contorno di un cerchio 

C di centro x = 0; se y è un punto del contorno ed x è esterno, vale la 
forrnola (35) in cui l'integrazione è compiuta ne1 senso opposto, onde es- 
sendo 1 x 1 > 1 y 1 sostituendo la (34') in (35) si diinostra che 

per uncc funzione f (x) regolare îtei pun t i  es temi  e d i  c o n t o r ~ o  d i  un 
cerchio C d i  centro x; = O vale  10 sviluppo 
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20 S i b i r a n i :  Sopra  m a  classe d i  ~ U I I Z ~ O I L ~  che cornprewdono 

oue 

s ~ i l u p p o  convergede zotiformemet~te in ogizi ccrea estertza a C. 
Infine sia f (x) funzione regolare in una corona circolare li~iîitata dai 

due cerclii Cl e C, di  centro x = O (CL contenuto in C,) e nei punti del 
contorno; pel teorema di CAUCHY 

e sostituendo ne1 primo integrale Io sviluppo (34') e ne1 secondo 10 svi- 
luppo (34), si dimostra che 

per u n a  funzione f (x) regolare nei punti irzterni e d i  contorno d i  u n a  
corona circolare limitata d a  due cerchi C, e.C, d i  centro a = O (Cl conte~zuto 
i r c  C,), vale 10 sviluppo 

ove 

CI" 2 ,  (8) f (a) p y,, = - 

sviluppo co~zuergente zozifornzemeîzte i n  ogiei area contenztta nella corona 
circolare. 

§ 10. - SVILUPPI SPECIALI. 

Analogamente a quanto fa NEUMANN (*) per le funzioni cilindridie Jn, O", 
possiamo dare gli sviluppi della potenza intera positiva di x per le funzioni 
L,,, (x) e della potenza intera negativa 

Sia O r r r k - 1 ; osserviatno che 
iutera di y se n 6 k s + r - 1, mentre 

(*) L. c., pag. 39, 40. 

di x per le funzioni H,,, (x). 
Hm,, (y) yk+' è una funzione razionale 
se 1% > k s + r - 1 è soinina di due . 
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come cnso particolare le funeioni cilindriche. 21 

1 
funzioni razionali iiitere l'una in y e l'altra in -, nella seconda delle quali 

Y 
1 

il termine in - esiste solo se n è della forma k p  + r con p 5 S. Ne con- 
Y 

segue che se n soddisfa a quest'ultinia coiidizione, 

ed in ogni altro cas0 il detto integrale è nullo. Allora per la (36) si de- 
duce che 

1 
Osserviamo ora che ne1 prodotto L,,, (y) t~-(""+") s'lia un termine in - 

Y 
se e solo se rt è della forma p k + r - 1 con O ~p ES s; se 1% soddisfa a 
questa condizione 

mentre l'integrale suddetto è nullo per tutti gli altri valori di n. 

Ne consegue per la (37) che è 

Si pub notare che se è 

03 

f (x) = A, xz-*+'. (O 6 r 6 k - 1), 
O 

nella (36) sarà . 

p, = O se ut='= r (inod k) 

compaiono quindi ne110 sviluppo di f (x) solo le IL,,+,. ( 1  = 0, 1, 9, .  . .!. 
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88 Sibirat t i :  Soprcc uncc classe di fumioni che comprel~dono 

L'ultiina formula permette di ritrovare subito il noto sviluppo di sen x 
e di cos x per le fuiizioni cilindriclle e di deterininare, ad es., gli sviluppi 
delle funzioni cos x + cosh'x, sen x $- senh x, cos11 x - cos x, senh x - sen LE 

rispettivarnente i~iediaiite le funzioni L,,,, (x), L,,+,,, (x), Lrz+z,r (x), L,,+,14 (x) 
e di qui gli sviliippi di cos x, cos11 x niediante le fuiizioiii L,,,, e quelli di 
seil x, senh x mediante le funzioni L,,,,,, (x). 

Al § 6 abbiaiiio cleterniinato l'ititegrale generale deli'equazione (a). Le 
funzioni dl,(%) che ivi cornpaiorio sono serie ordinate per le potenze di 

( y ;  P ~ S s ~ ~ m  quindi essere espresse in seiie di funzioni Lh,+ (ac). 

In particolare per 31, (x) si ha 10 sviluppo 

l1 quale per h = 9 diventa 

che è 10 sviluljpo della futizione che NEUMANN indics con E o  (*) e che som- 
inata a J0 log (x) dà luogo alla funzione Y O che 10 stesso dice compleinen- 
tare della fuiizione JO di BESSEL, e che è un integrale dell'equazione di BESSEL 
linearnlente indipendente da JO. 

§ 3 1. - INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI 

dk tzc - 6% 
dac, d x 2 . .  . dx, =A(%, , xi!,.. - , x,), d x ,  dx , .  . . dx, + u = X ( x , ,  X , , . . . ,  ~ k )  

E Dl ALTRI DUE TIPI MII:DIAKTE LE FUNZIONI fi,,, . 

Se f è funziorie delle k variabili c, , c,, . . . , c k  e 

(*) L. c., pag. 45. 
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corne cas0 particolare le funzioni eililzdriche.1 9 3  

sono k valori speciali assunti dalle variabili, denotiaino, per brevità, con 

la somina delle 2' espressioni che si ottengono a sostituire in tutti i inodi 
possibili a O, a 1, a 8,. . . ad r degli argoinenti Cl, 5, ,.. ., C, i valori (38), 
ogni f essendo preceduta da1 segno + O da1 segno - a. second:t che il 

.nurnero degli argoinenti sostituiti è. pari O .dispari (*). 
Siano a,, x ,,.. ., x, k variabili indipendenti e xy), x;] ,..., al) k valori 

speciali, delle variabili ; indichi p,,, una funzione delle k - 1 variabili 
a , ,  II; ,,..., ah-,, xh f t , .  .., ah.  Siano 

k funzioni soddisfacenti alle k (k - 1)  condizioni 

Allora'la funzione 

soddisfà alle k condizioni 

D'altra parte, essendo ciascuna delle y,;, funzione di lt -i variabili, è 
evidentemente 

Bku - - o. 
d x ,  dx,. . .dx, 

Si conclude che la (40) è la soluziorie della (42) la quale soddisfa alle 
condizioni (41); codesta soluzione è unica. 
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84 Sib i ran i :  Sopra una classe d i  funzioni che cowtprendono 

Se è data l'equazione 

l'integrale di essa che per xi = xf" si riduce a p,, (i = 1, 8,. . . , k) si pu6 
porre sotto la forma 

U = u, + uz 

dove u, sia la funzione soddisfacente la (48) e alle predette coiidizioni ini- 
ziali e u, una soluzione particola.re di (43) clle si annulla per 

xi = xp) (i = 1, 9, 3 , .  . . , k) .  

Si ha poi manifestainente 

u - d t ,  d l  ,... X ( t , ,  t ,,..., t,)dt,; J J 
$) =(O) =(O) 

1 t 

eosi la (43) è integrata. 
Sia data l'equazione 

d" u 
+u=l (x,, X ,,..., x"). 8 x 1 d x 2 . + - d ~ k  

Se si pone 

l'equazione diventa 

ed allora per avere la soluzione della (44) che per xi = ~ f "  si riduce a T ( ~ ) ,  
(i= 1, 8 ,  ... , k), basta trovare la soluzione della (45) clle si annulla per 
xi = %p. 

Ora se si pone mente d ie  
CO (- 1 j" xi" x: . . . x; 

LOlk (k?zl. X, .x,. . . x,)= Y, 
h=O (72 1)" 
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si vede tosto che L,,, (k ?cc, . cc2, . . XJ soddisfa all'equazione 

e si riduce per xi= O (i= 1, 8,. . . , k )  uguale ad 1; sarà allora 

la soluzione della (46) la quale si riduce eguale ad 1 se x,. = cri (i = 1, 9, .  . . , k ) .  
Considerianio ora la funzione 

"1 "r 

a (a, , x2 . . . , &.) =j d ulJd a*.. . . 
=(O) x(o) 

1 

z? 

. . .l G (a,, K ~ , .  . . , ah) L,,+ (k v(xl - x l )  (x2 - a*)  . . . (xk - a*)) d ab. 
(47) 

.. 
&' 
Derivando rispetto ad x, si ha 

% O C 1  X k  d a  Lod d K. + - =b a,J cx ct2 . . .JG (a,, a * ,  . . . a,,) - 
8 m, 

JO) *(O) $(O> 
'9 $1 

ed allora si deduce (*) 

perchè L,,, soddisfa alla (46). 

(*) Derivando rapport0 ad % si ha 

AnnaEi di iifatsmatica, Serie III, Tomo XXVIII. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 Sibirani :  Sopra urca classe di  funaioni che comprendono 

La (47) è dunque la soluzione della (45) che si annulla per 

xi=%?) (i= 1, 9 , . .  . , k ) ,  

Si conclude che se u è la funzione (47), la soluzione dali'equazione (46) 
che per si = xP si riduce a cp,,) (i = 1, !2,, . . . , k) è 

Osserviaino che è 

allora se è data l'equazione 

la soluzione di essa che per zi = 4") si riduce a y,,, (i = 1, 2 , .  . . , k) è 
data d a  

ma (e) = O  onde il secondo addendo viene a mancare. Di qui la formola del testo. 
as=='% 
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cotne caso particolare le funaioni cilindriche. 87 

Si abbia ancora l'equazione 

4- c (x ,  , X1 , . . . , xk) = 0. 

Mediante la sostituzione 
k - i-i x J~XJ., 

z = e  + .t 
l'equazione (49) diviene 

che è del tipo (M), epperb si integra col metodo indicato. 

P dki u - 1 O 
z?-idx:  8 s : .  . . d x i - )  K ( z i ,  a ,  ,..., x,) 

E DI SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI CONTENENTI 

LE DERIVATE DELLA FORMA PRECEDENTE, A COEFFICIENT1 COSTANTI, 
MEDIANTE LE FUNZlOPl L,,, . 

Sia data l'equaziene 

e coniinciamo col cleterminarne la soluzione che soddisfa alle condizioni 

per x,  = cr,, x, = cc,, . . . , xk = a,, essendo AI,,, y nuineri prefissati. 
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88 SZbircini: 50pra 24na classe di funzioni che comprendono 

La funzioiie 

&,k @ 3 ($1 - al) ( 3 2  - 04. - - (xk - 4 

soddisfa all'equazione (30) se 19 soddisfa all'equazione 

Se le radici O,,  O , ,  . . . , 8, deHa (68) sono tutte diverse, la funzione 

ove si pone 

soddisfa alla (50), e poichè 

soddisferà pure alle condizioni (51) se i numeri A,. sono scelti in modo da 
soddisfare al sisterna normale di e y uazioni lineari 

Se l'equazione (53) ha radici multiple, il sistema (53) non è normale. Sia' 

Se si indica con F(8) il primo niembro delIa (52) e si pone 

24 = L,,, (k 7 9  (x, - 2,) (x, - a, ) .  . . (xk - a,)) 

si ha identicamente 
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. co~ne caso particolare le funzioni cilindricke. 99 

Derivando a volte rapport0 a 8 si ha 

Ora se si poile in luogo di 8 la radice 8, di multiplicità q della (59) ed 
è 8 < q, il secondo inenîbro della (55) è nullo; ci6 mostra che oltre alla 
funzione 

t h l  = L0+ ( k  70 ,  (s, - a,) (s2 - %) . . . (sk - %)) 

soddisfano alla (50) le altre q - 1 funzioni 

insieme con le u,+,, u~+,, . . , , uP del caso precedente. 
Allora se si prendono i nuineri A soddisfacenti al sistema 

dove 8, innalzato ad esponente negativo deve essere riinpiazzato da110 
zero, la 

è la soluzione della (50) che soddisfa alle 'condizioni (51). 
Sia data ora l'equazione 

+ a , u = K ( x , ,  x ,,..., x,). 
Sia 

((SI - 1) ($2 - %) . . . ( ~ k  - ~ k ) )  

la soluzione dell'equazione (56) in cui a secondo meinb'ro abbiamo posto Io 
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30 Si bironi:  Sopra uncc classe di fmsioni che conzprendotzo 

zero e soddisfacente alle condizioni 

8""' U 

per x= a,, x = cr, , . . . , x, = a,.  Allora la funzione 

xi r, ;Ph 

'26 = I d  'XI fd E r .  . . \ K ( a l  ,, Cf2 ,.. ., ak) Ï!J ((x~ - K ~ )  (& - u2) . . . (xk - ah)) d 
$0 x(o) x p  

soddisfa all'equazione (56) e alle condizioni 

Finalmente si abbia l'equazione 

ove H pub essere O 10 zero O una funzione di 
l'integrale che soddisfa alle condizioni 

supposto 

+...+ a p z = H  (58) 

x,, x;,,. . . , xh e si voglia 

Sia @ (x, , x, , . . . , xk) una funzione che soddisfa alle condizioni 

che si pu6 sempre costruire. 

(*) Cfr. SIBIRAN~, Sull'iritegrazione di un tipo di equazioni alle derivate parziali (Periodico 
di Matematica, 1913), 5 3. 
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come cas0 particolare le funziotzi cilindriclte. 3 1 

Se si pone 
z==u+a' 

e si indica-con n il primo meinbro della (58) calcolato per z = @, l'eyua- 
zione (58) diventa 

della quale basta determinare la soluzione u per cui 

La soluzione desiderata in u la snppiaino trovare, conie prima abbiamo 
fatto vedere. 

Se si ha il sistema 

ove a,.,, , a ,.,,,..., a,.;, sono delle costanti, mediante successive derivazioni 
l a  con- si riconduce la sua integrazione a quella di equazioni del tipo (58) g" 

siderato. 
Ed analogamente avviene per il sistema della forma 

( r = 1 ,  2 ,  ..., q)  
ove le  a sono costanti. 

g 13. - ~ ~ " N T E G R A L ~  PARTICOLARI DI UN'EQUAZIONE 

ALLE DEHIVATE PARZIALI DEL 2.' ORDINE. 

Si cousideri l'eyuazione 

ove è 
r = \/(x, - a,)' + (xz - a*)' + . . (x* - a*)'. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



38 Sib irani :  Sopra. zcna classe d i  funzioni che co~prendono 

Posto 

v = rk 

si consideri u funzione composta delle xi per il trainite della v ;  essendo 
allora 

la (60) diviene 

- O  anche dividendo per kgr"-" 

la quale, riguardando v 'corne variabile indipendente, è uii'equazione di 
BESSEL, il cui integrale generale è, colle nostre notazioni, 

Ne consegue che 

d& ma integrali particolari della (60). 
Per k = 1, n = O, p = 8 si ha l'equazione considerata da NEUMANN (*) ; 

per k = 1, p = 8, n yualunque, si ha l'equazione considerata da NIELSEN (**). 

(*) L. c., pag. 50. 
(**) L. c., pag. 141. 
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conze caso particolare le funaioni cilindriche. 33 
- . - -  - - ~ - 

g 14. - UN'ESPRESSIONE DI La,, (x) MEDIANTE ho,, (x). 

La funzione 
n k-l 9k- 1 -- 

Ln, k . . S .  a . ) X I  xz ss ... Xk - 

soddisfa manifestainente all'equazione 

essa prende per x, = O  il valore 

mentre per 
per quanto 

x, = O (i = 8, 3 ,  . . . , k) prende il valore 0. Ma una tale funzione, 
abbiarno visto al $ 11, pub porsi sotto la forma 

"1 X? Xa 

XÎ $3". . . 
-J'da,(m:d a, j&d a,.. . 

f i ! ( ! 2 w ) !  ... ( ( k  - l ) ~ ) !  

onde 
a k-1 Pk-l -- - 
k k *  -* k 

f i !  ( % ? f i ) !  ...(( k - l ) n ) ! L  ,,,k(k~xIx9x8...xk)x1. X2 XS . . .  

Annali di  Matematica, Serie III. Toino XXVIII. 
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34 Sib irani :  Sopra zcna classe di ficnxioni che comprendono, ecc. 

Se poniamo 

X 
SI = S2 - B il 

-"'=Xk= X' a. = - 
' h 

( i =  1 ,  2 , .  . . , k )  

la formula precedente diviene 

n!(!2n)! . . .(( k-l)~)!L,,,~(x)= 

la quale esprime L,,, mediante L ,,,. 

Pallanza. estate 1917. 
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Sulle corrispondenze algebriche 
fra i punti di due curve algebriche. 

(Di CARLO ROSATI, a Pisa.) 

Questa Nota si pmpolle di portare qualehe coiitributo alla teoria delle. 
serie algebriche di gruppi di puiiti di uiia curva algebrica. Poicliè la consi- 
derazione di una serie algebrica y: di indice v sopra una curva C di ge- 
nere p è intiniamente legata a yuella della corrispondenza (la, v) clie viene 
indotta Ira C ed una curva C' hirazionalinente identica a y,!, abbiaino cer- 
cato di approfondire 10 studio delIe corrispondenze algebriche fra due curve 
distinte, partendo dalle formule di HURWITZ che ne dànno la rappresenta- 
zione mediante gli integrali abeliani di 1." specie. Queste formule, coin'& 
noto, associano alle due operazioni, clie conducono da un punto di ciascuna 
delle due curve agli oinologhi dell'altra, due matrici di numeri interi: ne1 
n.O B vien data la diinostrazioiie delle relazioni che legano gli eleinenti di 
una matrice con quelli dell'altra. Usando poi dei procediinenti già adoperati 
per le corrispondenze f r ; ~  i punti di una curva (*), si espone I'interpretazione 
geonietrica delle dette formule di HUHWITZ e si ritrova, per questa via, uil 
interessante teorema dovuto al SEVERT. I n  seguito, si considerano le corri- 
spondenze laterali della data, cioè le corrispondenze siminetriche che si hanno 
sulle due curve quando, su ciascuna di esse, si prendano corne ornologhi 
due punti che corrispondono al10 stesso punto dell'altra, e si trova fra le 
loro valenze una relazione semplicissima, da cui segue inmediatainente la 
formula di ZEUTHEN. Vengono poi studiate le curve contenenti due involu- 

(*) Cfr. ROSATI: a) Sulle corrispotzdewe fra i punti d i  una  curva algebrica e, ilz purti- 
colare, fra  i punti d i  una  curva d i  genere due (Annali di Matematica, Tomo XXV, Serie 111, 
1915); b) Sulle corrispondense plurivale& fra i punti d i  uma curva algebrica (Atti della R. Ac- 
cademia di Torino, Vol. 51, 1916); c) Sullevalenxe delle corrispolzdenze algebriche fra i pulrti 
d i  una  curva algebrica (ibid., vol. 53, 1917). 

Designeremo queste Note, nei richiami ulteriori, rispettivamente con C..  C. P., e V. 
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36 Rosat,i: Sulle corrispo~detue alyebriche 

zioni .irrazionali, cioè le curve che sono iminagini di corrispondenze fra due 
curve distinte, O trasforniate razionali di tali iniinagirii; e dall'esame della 
configurazione degli assi dei sistemi regolari riducibili clie le involuzioni 
stesse indivicluano, si deduce la proprietà che se le due involzczioni non sono 
componenti di una medesima i~~voluxione, la curva possiede un'infinità (dis- 
continua) di  sistenai regolari riducibili. 

Intorno a yuesto risultato se ne raccolgono alcuni altri, fra cui l'osser- 
vazione che una involuzione di genere > 1 è individuata dai due sistemi 
regolari riducibili che essa deterinina sulla curva. 

Infilie si mettono in relazione le valenze delle corrispondenze laterali di 
una data corrispondenza con quelle clle, sulla curva inlinagine, posseggono 
le cori.isponclenze ottenute nioltiplicando l'uiia per l'altra le due involuzioni 
in essa esistenti. 

1. Fra due curve C -e C f  dei generi p e a ( p z  m) si abbia una cor- 
rispondenzd algebrica (n, s) ; T indichi l'operazione che conduce da un punto 
x di C' agli n punti y' y". . .?lm omologhi di C, e T-' l'operazione, inversa 
di T, che conduce da. un punto y di C ai v punti oinologhi a' x" . . . sv di C'. 
Sulla curva C avrenio una serie algebrica y: di  indice v descritta dai gruppi 
G,, oniologhi d i  un punto x variabile su C', ed una serie analoga y: di in- 
dice n avrenio sulla curva Cf (*). Con gli stessi simboli C e C' indicheretno 
pure le superficie di RIEMANN relative alle due curve. 

Fissati allora su C e su  C' due sistemi di retrosezioni (ai G ~ + ~ )  ( i  = 1, 
8 ,. . . , p)  e (.ci ( i  = 1, 8 , .  . . , a), e indicando con u ,  u, . . . up gli integrali 
normali di 1." specie di C, con v, a , .  . . ra quelli di Ci ,  con ai, il periodo 
di ui lungo il ciclo crP+, e con r, il periodo di vi lungo il ciclo r ~ + k ,  si hanno 
le relazioni di HURWITZ - 

nelle quali le zk sono costanti dipendenti dall'origine delle 'integrazioni e 

(*) Ne1 caso in cui il gruppo G,, omologo di z, è omologo anche di altri 8 - 1 punti di 

C', la 7: è composta con una involuzione IE e la 7; ha l'indice . Possiamo tuttavia con- 

siderare la y: corne avente l'indice v ,  contando E volte ogni suo gruppo. Lo stesso dicasi in- 
vertendo le due curve. 
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fra i pundi d i  due czcrve algebriche. 

le n,, soddisfano alle 9 p a uguaglianze 
- 

in cui i numeri 12, g,  H, G sono interi. Eliminando in esse le zk, si otten- 
gono fra i periodi ai, 7<, le p a relazioni bilineari 

La matrice hik II Hi, 
"' 11 si chiarnerà matrice della opernsiotte T. 
ci, 

8. Per l'operazione T-' valgono forniule analoglie alle (1) (8) (3): 

2=p - 
ZI, (x') + : . - + u, (xV)  = J2 Z,( U i  ( y )  + ii, 

i-i 
(1') 

b 

- isu) 

Xkl = h'kl + gpiz T k i  
k l  

i-p i=a l =  1, ?l,..., p 
Zki a,.~ = H ',p + Z: Geiz rbi 

i l  1 i c i  

Ora è importante determinare il modo con cui, nota la matrice di T, si 
deduce quella di T-'. Indicando percib con y' y".  .'. y" e con y', y", . . . y: i 
punti di C corrispondenti per la T ad un punto variabile s e ad un punto 
fisso x, della curva CD, con y e y, un punto variabile e un punto fisso di C, 
si consideri con HURWITZ (*) il prodotto 

(*) HURWITZ, Ueber algebraische Correspondenzen und dus uerallgemeinerte Correspondenz- 
princip (Math. Annalen, Bd. 38; 1886, fi 3). 
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38 R o s a t i :  SulEe corrispondenze alyebriche 

in cui le trascendenti 3 sono costruite coi periodi degli integrali normali %ci 
e le costanti c, sono scelte in guisa che la funzione 4 [u, (y,) - u, (y,) - ci] 
della coppia di punti y, y, della curva C, conie funzione della sola y, (O 
della sola y,) si annulla del 1.' ordine per y, = y, (O per y, =y,) e in p - 3 
punti dipendenti solo dalle costanti ci. O 

Se ij è un punto fissato sulla superficie di RIEMANN C, la C (ccij) è fun- 
zione del punto x: scorrente sulla superficie di RIEMANN Cr. Si faccia per- 
correre ad x su  C '  un ciclo lineare G: i punti y'y". . .yn si permutano fra 
loro, e se diciaino y" il punto in cui va y' a circolazione coinpiuta, dando 
ad r i valori 1, 8,. . . , n, anche s acqui)sta, in altro ordine, gli stessi ralori. 
Per effetto del ciclo U, ui (y") diviene u.~ (y") + a,, + - + 2; a, + p.;, in cui 
1, e p.< rappresentano numeri iiiteri, onde se per brevità poniamo 

si vede che S,, è costante, n~entre  5,, 4,, si trasformano rispettivainente in 

la funzione C(x ij) acquista dunque il fattore 

Si osservi ora che la soninla Ç (h:  a,, + . . . + À; a,  + p.:), rappresen- 
s=L 

r=ba 

tando l'accrescinieiito di y ui (y") per effetto del ciclo a, è uguale al valore 
r=l 

dell'integrale u, esteso al ciclo 6' oinologo di 5 per la T. 
Si supponga dapprima cbe 6 sia un ciclo omologo a zero, poi che coin- 

cida coi cicli r, ~w+t costituenti la coppia di retrosezioni (7, T ~ + z )  : corrispon- 
denteniente alle tre ipotesi, si avrà 
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fra i punti di  due curue algebriche. 39 

e quindi 

C (1; a,, + . . . + 1; a,, + p.:) = O ,  
s=i 

Risulta da ci6 che la C(x ij) sulla superficie di ~ i m & a N  C', resa seni- 
plicemente connessa mediante le retrosezioni (T, ra+l), è funzione uniforme; 
e che inoltre, se si indicano con C+ e con C- i valori clie essa assunie in 
punti corrispondenti dei bordi positivo O negativo di ciascun taglio, si lia 
lungo 7,: 

e lungo .c,+l: 

Poichè la funzione C (x 3) amniette degli zeri del 1.' ordine nei punti 
dd.. , zv omologhi di jj nell'a T-' e dei poli del 1 . O  ordine nei punti 
x', x", . . . x;: oinologhi di y, ,  applicando alla funzione v, (x) d log C(x Y) il 
teorema di CAUCHY, si avrà. 

l'integrale essendo esteso al contorno T della superficie C' resa semplice- 
mente connessa. L'integrale si determina facilinente teriendo presenti le (4) 
e (5); onde la forniula precedente diviene 

Confrontando la (6) con la (1') e con la, prima delle (Y) si deduce 
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41) Rosati:  Sutle corrispondenze algebriche 

ma allora, sommando 'le (3) con le (33, si ottiene 

e percih si avrà 

G',,=hlk H f k , = - H l ,  (?z= 1, 9 ,,,., p; l =  1, 2 ,..., O). 

Si ha dunque la proprietà: 

Se II 11 è la matrice della operaeione T, pet la della opera&me 
H k ,  Gkt 

3. Delle formole (1) (2) (3) pub darsi una interpretazione geometrica 
analoga a quella che abbiamo esposta altrove ne1 caso delle corrispondenze 
fra i punti di una curva (w). 
- Si osservi percib clie ad ogni ciclo a descritto da un punto x: su C' la 
T fa corrispondere un ciclo u' di C, dovuto alla sostituzione che, per effetto 
del ciclo o, si produce sui punti y' y". . . y" oinologhi di z, e che un integrale 
di 1." specie di C dà origine, sommandone i valori nei punti y'y". . .yn, ad 
un integrale di 1.& specie di 6". 

Considerando allora i due spazi A',,-, Sfd-i rapprese'ntativi delle due 
curve ed in essi i rispettivi spazi dei periodi 8,-, = a  =r,  corrispon- 
denti ai fissati sistemi di retrosezioni, possiamo dire che la T associa ad 
un punto razionale di Saa-i un punto razionale di Sa,-, e ad un iperpiano 
della stella (a) un iperpiano della stella (7). 

Indichiamo ora con CE, (i = 1, 8,. . . , Bp) le coordinate omogénee di 
punto e di iperpiano in S ,,-, , con y, ri, (i = 1, 8 ,  . . . , B w) quelle di punto e 

- - 
di iperpiano in e con 5 . .  . & e 7i,4i2. . . .lia le coordinate entro le 
stelle (a) e (r) di due iperpiani delle stelle stesse, assunti in esse corne ele- 
menti di riferimento gli iperpiani a, a , .  . . a, e r, 7,. . . T* imniagini degli in- 

tegrali normali. Siano inoltre r e q le caratteristiche delle matrici hi' gi, II& GizI) 

(*) Nella citata Memoria di HURWITZ questa proprietà è solamente enunciata e ne1 solo 
caso di corrispondenze fra i punti di una curva. Abbiarno p e r d  ereduto utile darne la di- 
mostrazione. 

(*y ROSATI, C., 5 1. 
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e II x , .  1 1 ;  escludendo il caso che la corrispondenza data sia a valenza zero, 
si avrà O < r r P Q ,  O < q f a .  

È chiaro allora che la corrisponclenza indotta da T fra i cicli delle due 
curve si traduce iielle relazioili lineari 

che definiscono in S,,-, uno spazio p' di dimensione r - -  1. Tale spazio, se 
è r = 9 w, è riferito collinearmen te ad 8.d-I ; se invece è r < 8 a, è riferito 
collinearnlente ad una stella. di Sid-i, arente per cetitro uno spazio p" di 
dimensione 9 <;r - 1 - r ;  i punti razionali di p" sono irnniagini dei zicli di C' 
che hanno per oinologlii su C dei cicli iiulli. L'oinografia rr definita dalle (7) 
si dirà igizmagine di T. 

La corrispondeiiza itrdotta da T fra gli integrali di 1." specie delle due 
curve si traduce in unn trasforinazione proiettiva II della stella (a) nella 
stella (T), definita dalle relazioni lineari 

essa è tale clie esiste un 8,-,+, = a', uscente da. a ,  centro di uiia stella cl'i- 
perpiani che hanno nella stella (r) l'oiiiologo indeterniinato, mentre l'omo- 
logo di ogni altro iperpiano di (2) passa costantemente per un  S2+l-q = T' 

uscente da T, spazio clie viene a coincidere con : quaiido è q = n. 

Alla trasforinazione proiettiva n se ne associ un'altrn, che direino ri, 
operante sugli iperpiani di S2,-, e di Sfw-i, rappresentatn dalla sostituzione 
trasposta della (7) ; 

per essa ogni iperpiano di S,,-, uscente da p' ha l'otnologo indeterininato, 
mentre i'oinologo di ogni altro iperpiano di S,,-, descrive in Siri) -i la stella 
di centro p". 

Ci6 posto, è facile vedere clie il significato geoinetrico delle reliizioni 
(1) (9) (3) di HUHWITZ consiste in cib che n è una trasfonnazione proiettiva 
subordinata in n-'. 

Ed invero i primi. meinbri delle (8) per un fissato valore di k sono le 

A4z+cali di Matenzntica, Serie I I I ,  Tomo XXVIII. 6 
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fra i punti d i  due curue alyebriche. 43 

sione B (m - p) - 1, è centro di una stella iminagine di un sistema regolare 
riducibile della curva 0'. Ed è cliiaro, per l'ufficio che i detti spazi hanno 
nella proiettività rr, che i sistenii regolari medesilni hanno le proprietà con- 
tenute nell'e~iunciato. 

5. D'ora innaiizi diieiiio asse di un sisteiiia regolare riducibile (*) 10 
spazio razionale contenuto ne1 centro della stella d'iperpiani imniagine del 
siste ma. 

Ne1 n.O precedente abbianio visto che l'operazione T indiridua due si- 
steini regolari riducibili, uiio mq-' della curva C '  e l'altro OO"~-' della curva C;  - 
gli nssi R?(~i-,+i R,+, dei due sistenii si chiaiiieranno primo e secondo asse 
della operazione T. 

Poichè la matrice Gb* 11 - Hb; 

11 di T-' Lia la stessa earatteristiea 
h*, 

di quella di T (**), la T-' avrà per primo asse uii R ,,,-,,-, di S ,,-, e per 
secondo asse un &-, di ed essi saranno assi di due sisteiiii rego- 
lari ridiicibili ooP-' ma-9-1, appartenenti rispettivamente alle curve C e C'. 
L'omografia Of, irninagine di T-', la quale è definita dalle formule 

- 
trasfoîma collinearmeiite la stella di centro R,,-,,-, ne110 spazio R,+, . 

Da1 fatto che i sisteini regolari riducibili, arenti per assi i prinii assi 
di T e di T-' Iiaiino la stessa diiiieiisione q r  1, segue subito la proprietà, 
osservata da1 COMESSATTI je**), che le soiiiine iiidiperidenti date dagli inte- 
grali di C nei gruppi della serie y: sono tante quante le soiiiaie indipendenti 
che gli integrali di C '  dànno nei gruppi della' serie y:. 

(*) Denominàzione introdotta da1 prof. SCORZA nella sua importante Menioria : I d o ï m  
al la  teoïia yewerale delle nzatvicù d i  Riemaizti e a d  alcune sue applicazéovzi (Rendiconti del 
Circolo matematico di Palermo, Tomo XLI, 1916). 

(**) Invero, con una perrnutazione di righe e di colonne ed uno scambio delle righe nelle 

coloiiiie la matrice hik Uib I I  GU 11 diviene 11 Zi :: 11; e da questa, mutando il eogno vlle . 
prime p righe ed alle prime O colonne, si ottieiie l'altra G* - 1) . 0ra è chiaro cho 11 -Hki hki 

Ie suddette operazioni lasciano invariata la caratteristica della matrice. 
(*"*) COMESSATTI, Szclle sevie aZyebviche semplicernewte infimite d i  plrzcppi d i  puwti apparte- 

laenti ad u n a  c w u a  algebrica (Rendiconti di Palermo, Tomo XXXVI, 1913). 
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Kel seguito hiremo die  uiia corrisporidetiza (n, v) fra due curve C C' è 
d i  rango  q, quando le matrici delle relative operazioi-ri T e T-' hanno la 
caratteristica coiimne 9 q. 

Data fra due curre C e C f  una corrispoudenza ( 1 1 ,  v) di rarigo , restano 
individuati sulla cur\.a C due sisteirii regolari riducibili aop-q-' e mq"; l'asse 
del primo è definito dalle formule 

F xi hi, Y I  + . . . + hi, ya + 1 l i 1  g,+l+ . . . + Hia m a  

(i-= 1, 2 , . . ' 7  p) 

RwP-q)-l 

sono l'uno poiare dell'altro ne1 sistema nul10 fondamentale A delia curva C; 
da ci6 si deduce, in virtù di una nota proprietà (*), che essi sono indipen- 
denti. Iti modo aiialogo si vede che sono iiidipendeiiti, perché polari l'uiio 
dell'altro ne1 sisterna nul10 fondamen tale A; della curva Cf,  gli assi R,+, - 
&(a-,+i dei due sisteini regolari riclii-cibili individuati sulla curva C'. 

Si consideri ora su C la corrispondenza T-' T nella quale un punto y 
ha  per omologo il gruppo 'costit~iito dai v gruppi della serie y: uçcenti 
da y (**); l'omografia. razionde n'rz, clie ne è l'iiiiinaaiiie, è singolare e am- - b- 

mette, per f indipendenza notata degli spazi Re,-, ed Rqa-,)-l, come primo. 
e secondo spazio singolare rispettivarnente R,,-,,-,,ed R,,-, . Analoganlente, 
per la indipendeiiza degli sprtzi R,,-, ed R,,,-,,-, , si riconosce xhe l'omo- 
grafia n nt, iminagiiie della corrispondeiiza T T-' della curva C',  è, nell'i- 
potesi q< w, singolare, ed ammette come primo e secondo spazio singolare - - 
Rqa-q)-l ed Ilfq-, . Allora, chiamando la serie algebrica della curva C i 
cui g rupl~i  si ottengono dall'iiisieine dei v gruppi di y: uscenti da un punto 
y variabile su C, e x' la serie della curva C' ottenuta nello stesso modo 
dalla y:, vediaino che il sistenia regolare riducibile di asse R,,-, è costituito 

(*) ROSATI, C., nota al 1 i . O  8. 
(**) Le eorrispondenze fra i punti di  una curva che coiisiderianio in (pesta Nota sono 

tali cbe il gruppo omologo di un puiito pu6 conteiiere una o più volte il puiito stesso. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



fra i purdi di  due cwue  alyebt-iche. 45 

dagli integrali che dàrino souirna costante sia riei gruppi della serie y:, sia 
nei gruppi della serie x. Si ha cioè la proprietà, dovuta al SEVERI (*), se- 
conclo cui ln serie Z e ln serie y: ddln curvn C .  (e 10 stesso dicasi per le 
serie x' e y: della curva Cf) sono d i  iiuello costante per 10 stesso sistemn. re- 
golnre riducibile. 

6. Direino corrispondenze Zaterali della corrispondei-iza data ( a ,  v) le 
corrispondenze siliinietriclie S ed S' delle curre C e C f  ottenute rispettira- 
mente assu~iieiiclo coine oinologl~i due puliti di C apparteiienti allo-stesso 
gruppo della serie y: e due puuti di C '  appart.ene~iti al10 stesso gruppo 
della serie y: . 

Indicanclo oon I la corrispondeiizü ideiitica tanto su C coiiie su C', si 
hnnno le relnziorii 

dalle yuali e dall'osser~azioiie fatta in fine del n.O pi-ecedeiite si deduce clle 
- 

10 spazio R,,:,,-, e, 'yuando è q < n, 10 spazio R2(G-,l-i sono per le omo- 
grafie iilitnagirii di S e di S' spazi fondainentali di punti uniti corrispondenti 
alle radici - v e - n delle rispettive equazioni caratteristiche ed hanno conie 
coniugati çli spazi R,,-, ed R,,-, . In altri terinini, chiamando di&tsioue 
di una valenza il nuinero degli integrali indipendenti del sistenia litleare as- 
sociato ad essa, possiamo dire clie le corrispot~denze S ed S' posseggono. le 
valenxe v ed n della 'rispettive dimeîzsiotti p - q e a - q. 

7. Si faccia ora l'igotesi v = 1 ; si supponga cioè che C' sia l'immagine 
di una involuzione l< di ordine ~t e genere ci della curva C ( p > a ) ,  e 1< 
indiclii pure la corrispondeuza della curva C riella quale un punto ha per 
oinologo il gruppo della detta involuzioile uscente da esso. Le relazioiii pre- 
cedenti assumono in ta1 caso la forma . 

e l'omografia 0 a', iminagine di TT-', diviene l'omografia ideiitica. Dovrà 
yuindi essere q = GI, e la n 'O,  iniiiiagine di I<, è un'oniografia singolare i 

(*) SEVERI, II teorelna d'Abel s d l e  superficie algebricke (Annali di Mateinatica, Serie 111, 
tom0 XII, 1905, n.0 1). 
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cui spazi singolari (1.O e 8.") sono un Rqp-ai-i e un Ra3-i polnri l'uno del- 
l'altro ne1 sistenia nullo A ;  e iiel 8.O di questi essa dovrh subordinare 
I'onlografia identica. liioltre, poiclik dnlb relazioiie K 2  =. nl\T si deduce die  
l'eyuazione iuiiiin-ra (*) della corrispoiidenza K è .z2 - 1 2  z = O, si vede che le 
radici dell'ecpazione caratteristica clell'oiiiografia iiiin~agine di I !  cor~ispon- 
denti agli spazi fondamentali R ~ - s , - i  ed R4&i sono rispettivamente O ed m. 
Segue di qui che la corrispondenza S lia per itntnagine uii'oinografia coi 
due soli spazi fondamentali R Y ( ~ - ~ , - I  Ria-, , corrispondenti alle radici - 1 
ed (n - 1) deli'eyuazione caratteristica; cioè la S possiede le due sole va- 
lenze l ed (1 - u) delle rispettive diiiiensioiii p - ta e a ("*). 

8. Ritornando al caso generale, si indiclii coi1 (c,  l',) il prodotto 
della colonna r"'" della matrice di T per la riga s"'" della ma.trice di 
T-' (r ,  s = 1, 8,. . . , 2 p ) ,  e con (cf,. 1,) il prodotto della colonna r'"' della 
iiiatrice di T-' per la riga s'"" della matrice di T (Y, s = 1, 2 , .  . . , 2 6). L'o- 
niografia n'rz, iinmagine di T-' T, ssarà allora clefinita dalle eyuazioni 

e la (2 n', inimagine di T T-' ,  dalle altre 

la prima è, colne abbiamo visto, uiî'oii~ografia singolüre avente A, = R,,-,,-, 
éd A, = R,,-, conie 1.' e 8.O spazio singolare; la. seconda è pure, iieli'ipotesi 

- 

q (: ET, singolare, con gli spazi siiigolari BI = z2(,+,i-i e 3, = R ,,-, . 
Ln n rifeiisce collinearinente la stella (B,) al10 spazio A,; segindo la 

detta stella con B,, nasce un'on-iografia w f ~ a  gli spazi B, ed A , .  In niddo 
analogo dall'oinografia n', iiniriagine di T-', nasce un'oinografia o' fia gli 
spazi A, e B,. Ora è chiai-o che le oniogtafie n ' a  ed n fi' suhordinano ri- 
spettivanîente entro gli spazi A, e B, le oiuografie non singolari o' w ed 
oo ' ;  e poichh è o'u= m-' ( w u ' )  a, si deduce che tali oinografie subordinate 
sono proiettiva~nerite identiche ed haniio percio la stessa caratteristica e gli 
stessi iiwarianti assoluti. D'altra parte, dovendo le corrispondenze siinme- 
triche T-' T e TT-' possedere valenze tutte semplici e reali y**), la o'o e 

(*) ROSATI, C. P., 11.0 Il .  
("*) ROSATI, C. P., n.0 17. 

(***) ROSATI, V., n.0 8. 
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la w w' saranno oinografie generali, con gli spazi fondamentali tutti reali. Ri- 
sulta da cib che l'equazione caratteristica di Q'n aminette, oltre la radice O 
di niolteplicità 2 ( p  - q), delle radici reali - p l  - pz . . . - p, di nîolteplicità 
S q, S q, . . . 9 q,, e che l'equaziolie caratteristica cli n n', oltre alla radice O 

- di molteplicità 52 (m - q) ,  airiinette radici reali -- p', - p', . . . p', proporzio- 
nnli alle prime e delle stesse niolteplicit&. Sarà inoltre q,  + q, + . . . + q, = q, 
e corrispondetitemente alle radici - pi - p'; le oinografie w'w ed w w' posseg- 

- 

gono due spazi fondamentali reali Seq,-% SS~,-I , appoggiati agli spazi K e T 

dei periodi lungo spazi di dimensione qi - 1. Osservando poi che 

-Bplpl - 2 q 2 p 2  - . . . -  2 qz PJ = (6, l',) + (c, l',) + a . a 

si deduce che pi = p'i (i = 1, 8, ;. . , Z). 
Dunque le corrispondenze T-' T e TT-' posseggono oltre ad una even- 

tuale valenza nulla, uguali valeiize seniplici e reali, ciascuna delle quali lia 
per le due corrispondenze la stessa diinerisione. 

Infine, dalle relazioni (10) del n.O 6 si trae che la corrispondenza S pos- 
siede, oltre alla valenza semplice v di di9nensio)ze p -q, le valenze semplici e 
reali r ,  = p i  + v , . . . , r, = p, +- v di  dimerasioni q, q, . . . q, (essendo q ,  + q, + . . 
- . . + qz= q), e che la corrispondenza S', oltre alla valenza semplice n d i  di- 
mensione m - q, possiede le ualenze semnplici e reali r', = pl  + n ,  . . . , r', = p, + tz 
delle stesse diwensiotzi q, q, . . . q, . 

Osseruazione. La proprietà dimostrata conduce iminediatamen te alla for- 
mula di ZEUTHER'. Se infatti y e y' sono i numeri dei punti di diraii~azioiie 
della corrispondenza ( t a ,  v) sulle due curve C e C', od anche i nuineri delle 
coincidenze delle corrispondenze laterali Si ed S, si avrà (*) 

(*) ROSATI, V.,  n.O 9. 
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da cui, sottraendo, si ottiene 

Le precedenti uguaglianze dicono inoltre che il difetto di eyuivalenza z 
delle due serie algebriche y: y: è espresso, in funzione delle mlenze delle 
corrispondenze T-' T e T T - ' ,  mediante la formula 

9. Facciatno ora alcune altre considerazioni &e saranno utili per cib 
che diremo fra breve. 

Mantenendo ai siniboli i sigiificati stabiliti nei n.' prececlenti, si esegui- 
scano i prodotti n A ed n'A'. Si otteugono allora due trasformazioni reci- 
proche: iina della stella (B,) nella stella (A,) rapPresentata dalle formule 

l'altra della stella (A,) nella stella ( B I )  rappresentata dalle altw 

p -fii = - ~ t i x ~ - " . - g p , x ~ +  ' z ~ i x ~ , ,  '5ixzp 
pxw+;=-G ri  XI - . . . - Cl,; x, + Hl; X,+l + . ; . + q,; x,, . 

E poichè la sostituzione (1 8) è la trasposta della (1 1), queste reciprocità, 
che diremo pure immagini di T e di T-', saranno l'una inversa dell'altra. 
Se dunque h e h' indicano i sistemi nulli (non singolarij ottenuti segando 

- 
A e A' con gli spazi A, = R ,,-, e B, = R,,_; , ed w w' le oinografie di cui si 
è detto al n . O  precedente, o 1 ed w ' l '  ra.ppresentano due reciprocità (non 
degeneri), l'una inversa dell'altra, fra gli spazi A, e B, ; si lia cioè w A = Ar&-'. 

La reciprocità R ' R  A, iiiiniagine della corrispondenza siniiiietrica T-' T, 
è un sistema nul10 singolare avente per spazio singolare R,,,-,,-, , la sua 
sezione con A, è w ' w X  =cl>'X'd- ' ,  cioe il trasformalo di h' inediante 6 ~ ' - ' .  

Analogamente si vede che il sistenia nullo imniagine di T T-' si ottiene 
proiettando da &b-q,-i il sisterna nullo di B, trasformato di 1 mediante 
la 63-', 

Ne1 caso v = 1, cioè ne1 caso in cui la serie y,! è una involuzione di 
genere a, si ha q = zr, A' = A', w = n = d-' e, coine facilnîente si vede, 
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A = a-' A a .  In questo caso dunque l'oinografia a ,  iininagine di T, trasforma 
il sisteina nullo A' fbndamentale di C' ne1 sisteiiia nullo sezione di A col 
9 .O asse Rp+i tlell'involuzione. 

10. Data sopra uiia curra C di genere p una serie algebrica y: (irri- 
ducibile) di indice v e di geiiere w, due suoi gruppi G G' si diranno coitca- 
tenati se possono riguardnrsi corne estreini di una serie di gruppi, tale che clue 
gruppi consecutivi di essa abbano  aliiîeno un punto comune. 

Due gruppi concatenati ad un terzo sono tra loro concatenati. 
Una serie tale clie due suoi gruppi qualunque siano seinpre coiica tenati, 

si dirà tra~zsitiva; i~ztransitiva se il detto fatto non' si verifica (*). Se il 
gruppo generico G di una serie intransitiva è concatenato con altri h 1 (t O) 
gruppi, si dirà 12 il suo grado di intransitivitci. Uiia involuzione è unil serie 
intransitiva che lia 1 per grado di intransitività. Una serie i cui griippi sono 
parzialniente conteriuti nei !gruppi di una involuzione è intrarisitiva. 

La serie y: sia intransitiva di grado h> 1 d'intransitività, e siano G, 
G, . . . G,,-, i gruppi concatenati con un suo giwppo generico G ;  i punti ap- 

h n 
parteneriti ai gruppi G Cl . . . G,-, sono in uuinero di k = -- e costituiscono 

V 

un gruppo il quale, al variare di G, descrive unn iiivoluzione J,;  ed è cliiaro 
che se y: è coniposta 'con una. iiivoluzione, anclie J,. è coinposta con la 
stessa involuzione. Sia ora C '  uiia curva, di genere m, biraziondinente iden- 
tica a y:. Fra le due curve C e C '  intercede uiia corrispondenza (n, v )  e si1 
C f  resta individuata una serie algebrica y:; questa lia l'indice n eci è 11ii.n- 
zionalinerite identica a C quaiido y: è semplice; se iiivece y: è coniposta 

n 
con una iiiuolusione O., la y: lia l'iiidice ed è hirasiu~i;iliiie~ite ideiilica 

a 9,.  1 punti della curva C '  clie lianno per on~ologlii i gruppi G G , .  . . G,-, 
formano un gruppo il quale, a l  variare di G, descrive uii'involuziorie J,; le 
due involuzioni J, J, sono hirazioiîaliiiente identiclie. Se c, c sono clue 
gruppi ornologhi delle due involuzioni J, J,,, il gruppo di y: on1010go di un 
punto di è contenuto in G ,  onde la serie y:, contenuta parzialiiiente 
in una involuzione, è intransitiva. Osservando poi clle due gruppi di y: sono 

(*) Queste denominazioni sono state, in un cas0 analogo, adoperate da1 cornpianto pro- 
fessore R. TORELLI nella Nota : Osservazioni di Geometria sopra una varietà algebrica (Ren- 
diconti della R. Accademia di Napoli, 1911). 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Totno XXVIII. 7 
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O no coricatenati quando sono ornologhi di punti appartenenti O no al10 
stesso gruppo c, si deduce che, se y: è seniplice, il grado di intransitività 
di y: è k ;  quando invece y!, è composta con una involuzioi-ie O , ,  poichè a 
due punti coniugati in O c  corrisponde 10 stesso gruppo di y:, il grado di 

h 
intransitività di questa serie è - - 

& 

Una corrispondenza (n, v) fra due curve C C '  si dirü poi transitava O 

intransitiva secondochè sono transitive O intransitive le due serie y: y: clle 
vengono indotte da essa sulle due curve. 

11. Si consicleri ora la curva r, di genere x, iliiiuagitie della corrispoii- 
deriza data, ci& la curva i cui punti rappresentano le coppie di punti omo- 
loghi della corrispondenza stessa. Indicliian~o con ô e .c le carrispondenze 
(1, v) ed (1, n) che intercedono fra C e r ,  e fra C' e r, e-siano I i  IZ' le due 
involuzioni di ordine v ed n, birazionalnierite identiche a C ed a C', esistenti 
su r. fi chiaro inversamente clle una cdrva r contenente due involuzioni 
K K '  degli ordini v ed n, e dei generi p e a, non composte con una stessa 
involuzione, è inmagine di una corrispondenza (n, v) fra due curve di ge- 
neri p e O, birazionalmente identiche a I< e a R'. 

Nello spazio rappresentativo S2n-i di r si avranrio due assi III ed N, di 
dimensioni rispettive 2 (i; - p )  - 1 e 2 p - 1, relativi'all'involuzione K, e due 
assi P e Q di dirnensioiii 2 ( x  - o) - 1 e B a,- 1, relativi all'involuzione K':  
vogliarno ora studiarne la configurazione. 

Si osservi percib che l'on~ografia iminagine di 9 trasforlna gli assi A, e 
A, dell'S,,-, rappresentütivo di C in due assi A*, e A*, contenuti nell'asse N 
ed in esso complenientari, e clie questi vengono trasforinati nei primi dal- 
l'omografia im~nagine di 9 ' (n.O 7) ; analogamente l'asse Q contiene due assi 
B*, B*, in esso coniplementari, corrispondenti a B, e B, nell'ornografia ini- 
magine di 7, rnentre questi corrispondono a quelli nell'omografia immagine 
di 7-l. 

Su r si considerino poi due serie algebriche di ordine n v : la prima, che 
diremo K K ' ,  è generata dall'insieme dei gruppi di IC' uscenti dai punti di 
un gruppo variabile di K ;  la seconda, che diremo R'K, è generata dall'in- 
sieine dei gruppi di I< uscenti dai punti di un gruppo variabile di K'. È 
chiaro che la prima serie è composta con l'involuzione K' ,  la seconda con 
l'involuzione K. Con gli stessi simholi KK' e K ' K  intendiaino inoltre di 
rappresentare le due corrispondenze di r nelle quali un punto x; ha per 
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omologo il gruppo della 1." O della 8." serie che nascono rispettiramente da1 
gruppo di K O da1 gruppo di 1-' uscente da a. Tali corrispondenze sono 
nianifestamente l 'ma inversa dell'altra e si hanno le relazioni 

Dalla priina di queste si deduce che l'omografia singolare iinnîagine di 
KI<' ha  per 1.O spazio singolare 10 spazio di SS,-i luogo dei punti il cui 
omologo per l'omografia iminagine di O-' O è indeterminato o è giacente nello 
spazio A,, e per 8.O spazio singolare quello corrispondente a B, nell'oino- 
grafia immagine di 7. Il 1.O è dunque 10 spazio (JI A*,), di dimensione 
2 ( i r  - q)  - 1 ,  congiungente 11 con A*, ;, il 9.' è 10 spazio B*, . Aiiülogainente 
l'oinografia iminagine di K'  K ha per 1.' spazio singolare l'R'*(n-q)-i = (PB*1) 
e per 9.O spazio singolare A*, . 

Gli integrali dei sisteini regolari riducibili aventi per assi B*, e A", 
hanno la proprietà di dar sonîma costante nei gruppi delle serie KK' e 
K '  K; duiiyue r 

I sistemi regolar6 riducibili  rispetto a cu i  sono d i  livello costaInte le due 
serie algebriclbe K IC' e K' K hanno  la stessa dimensione x - q - 1, se q  è 
il r a r q o  della corrispondenaa d i  cui è imnmgitze la c u w a  sostegno delle due 
iwvoluzioni. 

Si osservi ora che ogni punto di N è unito nell'oniografia hiilagine di 
K (n.0 7) ; un tale punto avrà dunque l'onlologo indeterniinato nell'omografia 
iminagine di KK' quando'e soltanto quando sarà indeterminato il suo omo- 
logo nell'omografia iminagine di K'. Questa considerazione dice clie Io spazio 
A*, è l'intersezione di N con P; analogaiilente B*, sarà l'intersezione di Q 
con M D'altra parte il 9.0 spazio singolare dell'oinografia inimagine di IiIi' 
è quello c,he nell'ornografia immagine di IC' corrisponde al10 spazio coii- 
giungente N con P; e poichè in questa oinografia ogni spazio usceiite da P 
ha per corrispondente la sua traccia nello spazio & (n.O 7), segue che B*, 
è l'intersezione di Q con 10 spazio (NP)  congiungente N con P; ed analo- 
gamente A*, sarà l'intersezione di N con 10 spazio (Ji Q) congiungente 
JI con Q. 

Risulta allora clle gli spazi (JIA*,) e B*,, singolari per i'oniografia iin- 
magitie di K K' (e 10 stesso dicasi per quelli dell'omografia iinrnagine di K ' K ) ,  
sono tra loro indipendenti. Iiivero, poichè B*, è contenuto in AI, 10 spazio 
che congiunge M ,  A*, , B*, contiene Q = (B*, B*,) e quindi A*, , intersezione 
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di ( M Q )  con N. L'asserto è dunque provato, percliè JI, A", , A*, apparten- 
gono ad S~,-I. 

Si noti irifine clle gli spazi J1 ed N, e cosi pure P e Q, sono l'uno polüre 
dell'altro ne1 sisteina nul10 A* fondamentale di r.  li: poichè I'oiiiografia iiii- 
ii~agiiie di 8 trasfornia il sistema nullo A di C in quello c11e si ottiene se- 
gaiîdo con iV il sisteiiia nullo A* (no 9), segue che A*, A*, sono spazi polari 
l'uno dell'altro ne1 detto sistema nullo sezione e cjuiiidi sono l'uno polare 
dell'altro rispetto a il* gli spazi (MA*,) e A*, . Analogamente sono polari 
rispetto a A* gli s p z i  (PB*,) e B", . 

102. Dali'esanie clelln coiitigurazioiie degli assi delle due involuzioni l( 
e h", abbiamo dedotto clle i due sisteiiîi regolari riducibili ao"-q-l di assi 
A*, e B*, sono entrambi conîplementari di quello m"-' avente per asse lo 
spazio (Jl A*,). Se dunque i due sisteini regolari suddetti non sono coinci- 
denti, se cioè non coincidorio i loro assi A*, e BX,, essi appartengono, i n  
virtù di un teoreina di SEVERI (*), ad una intinità (discontinua) di sistemi 
regolari della stessa dimensione. Si ha dunque la proprieth : 

Se i sistemi regolari ridzicibili rispetto a cui sono d i  livello costante le 
due serie algebriche ICI<' e K ' K  sono distinti, essi appartengono ad una in- 
finitic disconti~aua d i  sistemi regolari della stessa diwetzsione. 

13. Supponianlo ora che gli spazi A", e B*, coincidano; in ta1 caso 
coincideranno anche gli spazi (AI A*,) e (PB*,) polari dei prilni rispetto al 
sisteina nullo A*, e le oniografie siiigolari iinmagini delle corrispondenze ICI<' 

_e K' I< avraiino gli stessi spazi singolari. Ricercliiaino ora quali oiriografie 
essi inducoiio ne1 loro secorido spazio singolare. Si osservi percib die  nel- 
l'on~ografia itnmngine di I< ogui puiito non giaceiite iii JI ha per oniologo 
la sua proiezione fatta da1 centro Ji sullo spazio N, e clie iiell'omografia irn- 
inagine di R' ogni puiito esterno a P ha per omologo la sua proiezione fatta 
da1 centro P nello spazio Q (n.O 7). 

Ne segue che ogni punto coinune agli spazi N e Q è uniio nell& oino- 
grafie imn~agini di I i K '  e di K'K.  Dunque, nell'ipotesi che A", e B*, coin- 
cidano, le suddette oniografie subordiriaiio ne1 loro 8.O spazio singolare l'o- 

(*) SEVERI, Suy l i  integrali abeliatzi riducibil i  (Rendicoiiti della R. Accademia dei Lincei, 
Vol. XXIII, serie 5.", 1914, Nota II, as 4). - SCORZA, Intorno alla teoria generale delle ma- 
trici d i  Riemann, ecc. (1. c., Parte 1, n.O 41). 
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inografia identica. Le due corrispondenze Ii' K' e K' K, inverse l'una dell'altra, 
posseggono a.llora la valenza. O rispetto a l  sistenia regolare riducibile avente 
per asse AWz = B*, ed una idteriore valenza intera, clle clovri essere la nie- 
desinla per entran~lie,  rispetto ai sistenia regolare riducibile di asse 
(JI A*,) = (PB*,). Applicando allora un teorema clle abbianio dimostrato 
altrove (*), si deduce d i e  le dette corrispondenze sono equivalenti (in parti- 
colare coincidenti); si lia cioè 

Dunque la differeiîza dei gruppi on~ologlii di un punto x nelle corri- 
spondenze I iK '  e 1 Z ' K  descrive (al.variare di x) una serie lineare (virtuale). 
E poichè il gruppo corrispondente ad x: in KIC'  non varia quando x: per- 
corre un  gruppo di K, si deduce che i gruppi corrispodenti in K'IC ai 
punti di uno stesso gruppo di ILT sono equivalenti (in particolare coincidenti); 
cioè ,soi10 equivalenti i gruppi della serie K '  IC coritenenti uno stesso gruppo 
dell'involuzione h: Sulla curva C, ininîagiiîe di K, i gruppi della serie K' 1- 
sono dalla O-' trasforniati nei gruppi della serie y: contati v volte; la. serie 
stessa è dunyue tale che due suoi gruppi averiti un  punto comune dànno 
origine, ripetuti v volte, a gruppi equivalenti; pih in generale, se G, e G', 
sono due gruppi concatenati di y,! ; sarà v G,, v G',, . Si deduce allora che 
la serie y: è intransitiva, cliè altrimenti, dovendo i suoi gruppi ripetuti v 

volte dare origine a gruppi .equivalenti, sarebbero essi stessi equivalenti, e 
la corrispondenza ( i z v )  fra le due curve C e C' sarebbe a valenza zero, cioè 
sarebbe p = 0. 

Rilevianio intan to il risultato : 
~ c c '  curva  iwmagitze dà u n a  corr i sponde t i~a  t ~ a m i t i m ,  che n o n  s i a  a va- 

lenxa zero, possiede u n a  infilzitci (discouctinua) d i  sistemi regolari riducibili. 
Sempre neli'ipotesi che gli spazi A*, B*, coincidano, indichiaino con h 

il grado di intransitività di y: e con k quel10 di y:. Dovrà essere k v  = h n 
e sulle curve C e O' si avranno due involuzioni J, ed J, degli ordiiii k ed h, 
birazionalinente identiche e tali che, se e sono due loro gruppi cor- 
rispondenti, due punti appartenenti ad uno dei due gruppi hanno per onîo- 

(*) ROSATI, V., n.0 8. L'ulteriore valenza intera posseduta dalle due corrispondeuze K Zi' 
e K ' K  è poi facile a determinarsi. Infatti, poichè ne1 cas0 che stiamo esaminando si  ha 
( K K 1 ) $  E K' KIP=u K .  n H f =  n v . K K ' ,  l'equazione minima a cui soddisfano le corrispon- 
denze stesse sarà zg - n v z = O, da1 che si  deduce che esse posseggono le ~lalenze O ,  - v n. 
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loghi nella corrispondenza (n, v) due gruppi concatenati ed appartenenti 
ali'altro (n.O 10). Sulla curva r alle coppie di punti oinologhi appartenenti 
ai gruppi ?& e corrisponde un gruppo di k v = h n punti, il quale de- 
scrive, al variare di e di G ,  una involuzione L, trasformata di Jk me- 
diante la corrispondenza r) e di J ,  inediante la T. La involuzione L, birazio- 
nalinente identica a J, ed a J , ,  è nianifestamente coii~posta con le due in- 
voluzioni K e K'. Si determini il genere dell'involuzione L, O, ci6 che è 10 
stesso, delle involuzioni J, 4,. Indichiaino percib con u un integrale di 
1." specie della 'curva C, con G un gruppo gerierico della serie y:, con 
G, G, . . . GA-, i gruppi della serie stessa concatenati con G; se è il gruppo 
dell'involuzione J, conteneiite G G, . . . G,,-, , si lia la congruenza 

nella quale u (G), u ( G , )  . . . rappresentano le somme, determinate a ineno di 
periodi di u, dei valori che l'integrale u possiede nei punti dei gruppi G, G ,  , . . . 

Da essa si deduce l'altra 

e poichè, conie sopra si è visto, i gruppi G G, . . . G,-, dànno origine, ripetuti 
v volte, a gruppi equivalenti, si avrà 

Segue di qui che, al variare con continuità di G e quindi di K ,  un in- 
tegrale u che dia somnia costante nei punti del gruppo variabile Gk deve 
dare soinina costante nei punti del gruppo G e viceversa. Ma gli integrali 
indipendenti che d à m o  soinma costante nei punti del gruppo variabile G 
sono in nunlero di p - q ,  dunque il genere di Jk e quindi di L è q. Si ha 
dunque la proprietà : 

Se i due sistemi riducibili  mm-4-l rispetto cc cwi sono d i  liuello costnnle 
le due serie algebriche K K' e K' K  son^ coincidenti, le due inuoluzioni K e K' 
sono cowpomenti d i  u n a  stessa iîzvolusio~ze d i  genere q, la quale è d i  lice110 
costante per 10 stesso sistemta ragolare riducibile. 

OSSERVAZIONE 1. Un caso in cui si verifkario le condizioni dell'ultimo 
enunciato si ha quando le due involuzioni K e K'  sono permutabili, cioè 
quando ogrii gruppo di 3% v punti costituito dai gruppi di K' uscenti dai 
punti di un gruppo di K pu6 pensarsi anche costituito dai gruppi di K 
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fra i punti di  due curve algebricke. 56 

uscenti dai punti di un gruppo di K t .  Le due serie algebriche Bk" e K 'K 
sono allora coincidenti e si riducono ad una involuzione di ordine nv. Si 
ottiene questo caso considerando due curve C e C' contenenti due involu- 
zioni J, ed J, di genere q biraziondinente identiche, cioè due curre clie siano 
trasformate razionali di una stessa curva di genere q. Chiamando ornologhi 
un punto di C ed uno di C '  quando appartengono a gruppi oniologhi delle 
due involuzioni, viene stabilita fra le due curve una corrispondenza (n, v) e 
la curva r iinmagine della corrispondenza contiene due involuziorli permu- 
tabili IC e K',  degli ordini v ed m. 

O~SEHVAZIONE II. È facile provare che i risultati precedenti valgono anche 
ne1 caso,. finora escluso, in cui le due involuzioni K e K' siano composte 
con una medesilna involuzione I, di ordine E e di genere x'. Considerando 
infatti la curva imma.gine di A ,  essa s a r i  sostegno di due involuzioni 
- - v t a  
K e IZ' degli ordini v ' =  - ed n' = - e dei generi p e a, non cornposte 

E c 
con una terza. 

La è dunque immagine di una corrispondenza (n', v ' )  fra due curve 
C e C '  dei generi p e a; e se questa corrispondenza è di.rango q, le due 

-- - - 
serie algebriche K Ii' e K ' l i  sono di livello costante per due sisteini re- 
golari riducibili ocn ' -g - l .  Indicando con 9 la corrispond&ua (1, e) clie inter- 
cede fra le due curve r e r, l'omografia. immagine di O trasforiaa 10 spazio 
Sem.-i rappresentativo di 5 ne1 8.O asse Rp,l-I dell'involuzione I, (11.' 7), e 
gli assi A*, e B** dei due sistemi regolari riducibili per cui sono di livello 

-- --  

costante le due serie K IZ' e IC'K in due assi R,,-, R2,-, contenuti in 
Re,~-i. Ma ora è facile vedere, servendosi delle relazioni IZ IL" = O-' %? K'  O, 

- -  
K ' K = O-' R' l< O, che questi due assi sono i secondi spazi singolari delle 
omografie immagini delle corrispondenze K K' e K ' I i ,  cioè gli assi dei due 
sisteini regolari riducibili per cui sono di livello costante le serie K K '  e 
K' IZ. Questi sistemi hanno dunque la dimensione 7~ - q .- 1 e coincidono 
quando, e solo quando, coincidono i sistemi analoghi della curva r. Se sono 
distinti, essi apparterranno ad  una infinità discontinua di sisteiiîi regolari 
~ ~ - q - ~ ,  i ,cui assi sono gli omologlii, nell'omografia imniagine di O, di quelli 
dei sistemi esistenti su  F; se sono coincidenti, le due involuzioni K e K' 
della curva r e quindi le due involuzioni K e R' di r saranno coinponenti 
di una stessa involuzione. di genere q. 

14.. Studiando la configulktzione degli assi delle due involuzioni K e K', 
abbiamo visto che 10 spazio ( N  Q) sega N in AU, e che 10 spazio ( N P )  segao 
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Q in B*, . Si deduce'da 'ci6 che ~'int'ersezione dei secondi assi N e Q delle 
due involuzioni coincide con l'intersezione dei due spazi A*, e B", . Indicando 
con Rs,-i tale intersezione, dovrà dunque essere O L: E 6 q. Supposto allora 
clie il 2 . O  asse Q di K '  sia contenuto ne1 8.O asse N di K, dovrà essere q = a, 

i due spazi A*, e B*, coincideranno in ,V7 e le due involuziotii sararino coni- 
ponenti di una stessa involuzione di genere a. Tale involuzione, nell'ipotesi 
a > 1, dovrà essere la Ii' stessa, cioè Ii' è composta con K. Si ha dunque 
il risultato : 

Se gli assi ornowiwzi di dzce involuzioni irrazionali, nessum delle quali è 
ellittica, si appartengono, una delle involuaioni è cornposta con l'altra. 

La proprietà inversa è di imrnediata dimostrazione : basta infatti osser- 
vare che, se K e K' sono due involuzioni (irrazionali) di una curva r e R 

. 

è composta con K', ogni integrale che dia somtna costante nei gruppi di K '  
cleve dare soinina costante nei gruppi di K. 

Ne1 caso particolare che K e IZ' abbiano Io stesso genere w > 1, l'ipotesi 
che gli assi dell'una coincidano con quelli dell'altra conduce alla conseguenza 
che le due involuzioni coincidono; dunque: 

Sopra una curva r due involuziotzi distinte dello stesso genere n) 1 uon 
possono essere di livello costante per 10 stesso sistema regolare riducibile. 

15. Dell'ultima proposizione, la quale afferma clle sopru m a  curva r 
una+involuaione d i  genere a) 1 è individunta dni suoi assi, diamo anche la 
seguente seinplice dimostrazione diretta. 

Siano K, e K, due involuzioni della curva r, degli ordini n e v e dello 
stesso genere w >  1, aveiiti gli assi i n  comune; esse dànno origine a due 
corrispondenze (speciali) aveiiti rispettivaiiiente le valenze O -n, O - v ri- 
spetto ai medesimi sistetni d'integrali riducibili. Ma allora le corrispondenze 
v IC" ed n K,,  avendo rispetto a quei due sistemi complementari le stesse 
valenze O - n v, saraniio equivalenti, cioè si avrà v K, - n K, = O .  Dunque, 
se G, G', e G, G', sono i gruppi di K, e di K, uscenti da due punti qua- 
luilque P e P' di r, sar& v G, - n G, = v G', - n G',. Supposto ora che P e 
P' appartengano al10 stesso gruppo G,, si nvrà Gv = GI;  ed allora dalla 
equivalenza precedente discende v G, = v G,, . Cioè dUe gruppi di IC, uscenti 
da due piinti coniugati in K, dànno origine, ripetuti v volte, a gruppi eyui- 

. valenti. Cosi pure due gruppi di IL uscenti da due punti coniugati in K,, 
dànno origine, ripetuti n volte, a gruppi-equivalenti. Sia.no ora C e C'  due 

- curve, di genere a, birazionalmente identiche alle due involuzioni Jiv e K .  
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Se si assumono coine ornologhi due punti di C e  C' immagini di due gruppi 
di IG e di K,, uscenti da uno stesso punto di r, e supposto che le due in- 
voluzioni siano composte con la stessa involuzione K. (E > 1), si avrà fra 

n 
le due curve C e C ' una corrispondenza di indici rc' = - e V' = Prove- 

E E 

remo che è n'= v ' =  1, da1 che seguirà c11e le due involuzioni coincidono. 
Ed invero, supposto v') 1 e quindi anche n'> 1 (*), sulle due curve C 

e C' si avranno due serie y',,? e y'"1, e, per la proprletà precedentemente os- 
servata, due punti appartenenti ad  uno stesso gruppo di ciascuna di esse, 
dànno origine, ripetuti 12 v volte, a gruppi equivalenti. Ma allora le due serie 
dovranno essere intransitive (altrimenti seguirebbe w = 0) e sulle due curve 
C e C' si avranno due involuzioni J, Jh biraziondmerite ide'nticlie, i cui 
gruppi sono generati dai gruppi delle due serie coiicatenati con un gruppo. 
variabile; e le due involuzioni harino irioltre la proprietà che due punti ap- 
partenenti ad uno stesso gruppo dànno origine, ripetuti nv volte, a gruppi 
equivalenti. Indicando allora con x, un punto generico di C, con x,. . . xh 
gli ulteriori punti del gruppo di J,, uscente da a, e con u. (x) un integrale 
di 1." specie qualsiasi di C, si avrà 

in cui m l . .  . miù) sono uuiiieri interi e w, . . . wwd i periodi norinali di u (x). 
Poichè al variare con continuità di x, gli i r~ ter i  wt, . . . m g ù )  restano fissi, 

dali'uguaglianza precedente si deduce clie un integrale il quale dia somma 
costante nei punti del gruppo variabile (z, x, . . . x,) deve ridursi ad una co- 
stante, Cioè l'involuzione Jh non è di livello costante per alcun integrale di C. 
Cib porta alla conqeguenza a =  1 contraria all'ipotesi, e l'asserto è dunque 
provato. 

16. Vogliamo ora mettere in relazione le valenze delle corrispondenze 
laterali della data corrispondenza (n, v) con quelle che sulla curva immagine 
di essa hanno le corrispondenze KK' e K ' K .  

(*) Ricordiamo che una corrispondenza unirazionale fra due curve del10 stesso genere 
W > 1 6, per una osservazione di WEBER (Jownal  für Math., t. 76, 1873)' birazionale. 

A?tnali d i  Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 8 
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Si riprendano perci6 le uguaglianze 

KI<'=fJ-' T- 'T  K 1 K = 7 - l  T4 

stabilite al n.O 11 e si ~noltiplichino fra loro membro a inembro. Teliendo 
conto che KI<=vI<, K K ' K ' = n l < ' ,  8 8 - ' = V I ,  ~ 7 - ' = n I ,  si ottengono le 
altre 

n . K K ' K = w . O - ' T - ' T B  v . I< 'KK'=v . . r - l  TT- '7 ,  

dalle quali si deduce 

Si osservi poi clle le due corrispo tidenze I< K' e Ii;' I<, l'uiia iiiversa 
dell'altra, soddisfano alla stessa equazione minima; e questi~, per il fatto 
che le corrispondenze stesse sono speciali, deve mancare di termine noto. 
Indichiaino con 

~ ( ~ ) = z ~ + ~ + a , z ' + ~ ~ ~ + a ~ z = O  

questa equazione ( 1  2 1 )  e vediamo conîe da essa si deducono le eyuazioni 
minime delle corrispondenze siinmetriclie IZK'IZ e K ' K K ' .  

Eseguendo percib le successive potenze di (Rh" I<), si liaiirio le re- 
laziorii 

( 1 l < ' I < ) = K ( I 1 I )  ( lZI<'1Z)2=vI<. .(R'K)2,  ' 

( I ~ I < ' Z < ) " V ~ I Z ( I Z ' ~ ~ ; ) ~ ,  ..., ( I < l ~ ' K ) z ~ ' = v z K ( l ~ ' K ~ r + '  

dalle quali subito si deduce 

La corrisponderizî ( 1 < K 1 K )  soddisfa dunque all'equazioiie 4 = 0, ("1 
ottenuta trasformando 4 ( z )  = O mediante la trasforn~azione Z= v z. Proviamo 
ora clie ogni altra equazione a cui soddisfi ( K R ' K )  lia il grado I 1 + 1, 

da1 clle seguirà clie = O è l'equazione minima di (K K' I i ) .  Sia infatti 

',"1+' + 6 ,  z""+ . . . + b,,, = 0' 

una tale equazione ( 1 1 ~  > l ) ,  maiicante piire di termine iioto percliè (1r'K' li 
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è una corrispondenza speciale; si avrà allora l'eyuivalenza 

( K  K'  IZ)"'" + b, ( K  K'K) '"  + - . + b,,, ( K K ' l i )  0, 

la quale, in virtù delle (14), diviene 

Segue di qui che la corrispondeiiza 

U = V" (Ii'Ii)""f' + v"'-' bl (IC' K)"" - . . + b,,, ( K '  K ) ,  

funzione razionale di (K'K), lia per iminagine uii'oii-iografia sirigolare, il cui 
1.O spazio singolare coiitiene il 8.' spazio singolare dell'oiiiografia immagine 
di h; ' cioè 10 spazio N. E poicliè la corrispondeiiza stessa pub scriversi sotto 

zio della oinografia stessa dovrà contenere anclie il 1." spazio singolare del- 
l'oniografia immagine di (K' K ) ,  cioè 10 spazio (PB*,). Sicconle N e (P B*,) 
appartengono ad Sen-i, la U deve avere . per iliuiiagine un'oinografia nulla, 
e la ( K ' K )  soddisfa yuindi all'equazione 

DorrA dunque essere 9 t h  + Z, il clle prova quanto sopra abbiamo asserito. 
Siano ora p, p , .  . . p, le valenze reali che posseggoiio le corrispondenze 

T-' T e TT-' oltre alle eventuali valeiize nulle. Poicllè, in forza delle rela- 
zioni (13), le corrispondenze K K ' R  e 1i"K K t  della curva 1' si ottengbno 
rispettivamente trasformando inediante O la T-'  T della curva C e mecliante T 

la T T - '  della curva C', si deduce, npplicando un teoreina noto ("), che l'e- 
quazione minima di Ii K' Ii  ammette le radici O, V pl  , . . . , V pz, e yuella di 
K ' K  K' le radici O, n p l , .  . . , n pz.  Ma allora le radici dell'equazione (2 )  = O 
saranno i numeri reali O, pl ,. . . , pz e questi numeri saranno le valenze delle 
corrispondenze KI<' e K'IC 

Deterininianio ora le  dimensioni di yueste valenze. 
Poicliè le omografie imiiiagini di KK'  e di IZ'R sono tali clie il 8.O 

spnzio singolare dell'una è inclipendente da1 1 . O  dell'altra, dalla relazione 

(*) ROSATI, C. P., n." 18. 
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K K :  . K ' K  = 11.. lZK' K si deduce che l'oinografia itnniagine di KK'K ha 
comune il 1 . O  spazio sirigolare con quella iinmagine di K K '  ed il 2.' coi1 
yuella iinniagine di R 'K.  Tali spazi sono dunque rispettivarnente (41 A*,) 
e A*, . Ripreiidetlclo le notttzioiii del 11.' 8, si ricordi clie l'omografia o'w,  

subordinata in A, dall'oiuografia immagine di T-' T, amtuette gli spazi fori- 
datnentali reali S ,,,-, S ,,,-, . . . S ,,,-,; dicendo dunyue S* ,,,-, S* ,,,-, . . . S* ,,,-, 
gli spazi di A*, die  corrispondono ai prinii nell'oinografia iminagine di 8, 
saranno yuesti gli spazi fondameiltali dell'omografia subordinata in  A*, da 
K R '  K. Se infine si osserva clle ogrii punto di A", , essendo unito nell'omo- 
grafia imniaçine di K ( n . O  7), s a r i  uiiito nell'omografia irninagine di I i r K  
cjuando e solo quando è unito in quella iiiiniagine di K'K, si deduce che 
i detti spazi S*,,,-, . . . S*,,,-, sono pure fondatnentali per l'omografia subor- 
dinata in A*, dall'otnografiü iminagine di IZ'K, e che yuindi le vaIenze 
pl p 2 .  . . pz di K ' K  (e 10 atesso pub dirsi delle valenze di KI<') harino le di- 
mensioni rispettive y,  q, . . . q r .  Si ottieiie dunque il risultato : 

L e  valenze real i  che 10 corrispondenze Y,-' T e TT- '  h a n n o  oltre l a  euen- 
tua le  va lenza  t lu l la  sono uguali e della stessa dimensiotle di  quelle che sul la  
c u r v a  iwmtagine  della c o r r i s p o n d e m a  (12, v )  nppartengono alle corrispondenze 
Kli '  e K' K. 

OSSEHVAZIONE. Ne1 caso in cui gli assi A*, B*, coincidono, le corrispon- 
denze KK' e K'K posseggono oltre la valenza nulla, la sola valenza - v n 
(Cfr. la nota a.1 n.O 13), onde, se q è il rango della corrispondenza (n, v), il 
difetto di eyuivalenza delle due serie y: e y: sarà a = n v q. Le corrispoii- 
denze laterali S ed S' lianno allora, oltre alle eventuali valeme v ed ut, una 
sola ulteriore valenza, di dimensione q ,  che per la S lia il valore v (1 - n) 
e pet- S r  il valore n (1 - v ) .  Si ha dunyue la proprietà: S e  le corrispondenxe 
laterali  S ed S '  d i  una corvispondenxa (n, V )  d i  r a n g o  p pos'seggono, oltre 
alle esentual i  valenze v ed $2, più d i  u n a  u l t e r i o ~ e  v&lenza,  la c u r v a  i m w a -  
g ine  della corrispondenacl. coutiene una i n f i n i t a  (d i scon t inua)  d i  s is temi  re.. 
golari  r iducibi l i  d i  d imens ione  q -- 1. 
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Sul calcolo appross imato 
degli integrali definiti. 

1. C i  proponiamo, in questa breve Nota, di dare in modo seinplice 
alcune formule per il calcolo approssimato degli integrali definiti che com- 
prendono quelle coinuni delle tangenti, dei trapezî e di SIMPSON ed altre, che 
dànno ancora una niaggiore approssimazione ne1 calcolo delle aree, degli 
archi, ecc. 

Premettiaino percib l'osservazione seguente : 
Essendo y =  f (z) una funzione finita qualsiasi atta all'integrazione tra 

a e p, se s'intende scomposto l'iiitervallo a in n intervalli parziali a,, 
8,. . . . , 8, , . . . , 6, con una legge qualsiasi, l'integrale definito 

sempre il limite della somma L: &,va al crescere indefinito di n per l'impic- 
colire indefinito degli interva.lli a,, essendo 9, un numero qualsiasi compreso 
tra i limiti inferiore e superiore di y nell'intervallo corrispondente 8,. 

Infercaliamo ora in ciascun intervallo 6, i, - 1 nuovi punti di divisione, 
il cui numero potrà anche variare da intervallo ad intervallo, senza per6 
superare inai un numero finito à, ed indichiamo con r ,-,,, , r ,-,,, , r ,-,,, ,. . . , 
r,-,,, dei numeri (positivi O negativi) qualsiansi, sempre inferiori numerica- 
mente ad un numero finito r, e la cui somma A, si supporrà sempre discosta 

(*) In omaggio alla venerata memoria del Senatore Ulisse  Dini  pubblichiamo que- 
st'ultimo lavoro, ritrovato già pronto per la stampa fra le sue carte manoscritte. Le sem- 
plici ed eleganti ricerche qui esposte interesseranno, ne siamo sicuri, i lettori di quesli An- 
nali, corne tutto quel10 che è uscito dalla penna del compianto Maestro. Alla Memoria fa 
seguito una brevissima Nota, di  natura ancora più elementare, scritta dai ,Dr~x pei suoi al- 
lievi ne1 corso di calcol0 infinitesimale. LA DIREZIONE. 

NB. Le poche Note a piè di pagina segnate (N.) sono dovute al  collega prof. NICOLETTI. 

Annal) d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXVIII. 9 
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da zero non meno di un certo numero A, e con y ,-,, ,, ye-l,l ,. . . , ya-l,;a.-l indi- 
chiamo i valori di ZJ negli i, - 1 nuovi punti di divisione intercalatinell'in- 
tervallo 8, e con y ,-,,, = y,-, e y ,-,, i, = y , ,  = y, i valori della stessa'funzione y 
negli estremi inferiore e superiore dello stesso intervallo 8,. Avremo: 

e ne1 secondo membro la quaniità tra parentesi sarà numericamente infe- 
riore ad (i, + 1) r D,,  essendo D, l'oscillazione di y nell'intervallo 8, ; e quindi 
si potrà scrivere 

essendo YI un nutnero compreso tra - 1 ed 1 ; da1 ch'e evidentemente risulta 

che, sotto le condizioni poste, Z'integrale definito y d LX potrà sempre ri- I: 
guardarsi anche conte i l  limite della sonzma: 

2. In particolare quindi, supponendo che le 6, siano tutte uguali tra 
loro ed indicandole con 8, e cosi siano pure uguali tra loro e ad i i numeri i, 
e le r ,-,,, , r ,-,,, , . . . , r ,-,, siano le stesse per ogni intervallo 8, per modo 
che possano indicarsi più semplicemen te con r, , r ,  , . . . , r, ,  e la loro somma 

sia un numero h diverso da  zero, l'integrale definito y d x potra riguar- .l: 
darsi corne i l  limite della somma: 

per n = 00; per modo che per un valore approssimato dello stesso integrale 
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Din i :  Sul calcolo approssinzato degli integrali definiti. 63 

definito potrà prendersi la somma 

O più particolarmente ancora, supponendo che anche gli intervalli 8 siano 
O 

divisi in i parti uguali ciascuna a y ci6 che corrisponde a dividere l'in- 
'& 

tervallo ( a  p) in n i  parti uguali, prendendole poi a gruppi ciascuno di i, e 
supponendo i = 1, i = 2, i = 3 avremo per valori approssiinati del nostro 

integrale j: y d LE le varie espressioni : 

la prima delle quali per r, = r,  = 1, h = 2 ci dà la formula dei trapezî; la se- 
conda per r, = r, = O ,  r ,  = 2, h = B dà quella delle tangenti, per r, = r ,  = 1 ,  
r,  = h ci dà quella conosciuta sotto il nome di formola d i  SIMPSON, sebhene 
fosse stata trovata prima da CAVALIERI, come rilevb il PEANO, etc.. . . 

3. Per trovare ora il grado di approssimazione che si ha ilel cnlcolo 
dell'integrale con queste varie espressioni, 10 deterrninereino per ogiîi ter- 
mine della espressione più generale (1) in confronto all'integrale relativo al- 
l'iiitervallo corrispondente 8,; e, profittando della circostanza che sono arbi- 
trarie tanto le suddivisioni dell'intervallo 6, in i, intervalli parziali, che pub 
farsi con legge qualsiasi, quanto le r,-,,p, tratteremo prima il cas0 in cui, 
fissate in un  modo qualsiasi le suddivisioni dell'in tervallo a,, si cercherà di 
determinare le r , - , ,  in modo che per quella suddivisione si abhia la mag- 
giore approssimazione, e poi, lasciando indeterminato anche il modo di fare 
la suddivisione dell'intervallo 8, in i, intervalli parziali, cercheremo come 
questa dovrà farsi per avere una approssimazione anche maggiore. 
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Per semplicizzare le nostre formule faremo le indicate ricerche per il 
primo termine della (l) ,  indicando : 

a )  con 8 l'intervallo corrispondente ; 
b) con i e 1 i nuineri i, e 1, corrispondenti a questo intervallo, con 

che non si esclude che questi numeri possano anche variare da intervallo 
ad intervallo ; 

stesso e con a ,  8, a, 6, .  ; . , ai-, 6 i tratti da a ai vari punti della suddivisione 
deli'intervallo 8 O questi stessi punti, nei quali s'intende che i valori di y 
siano ya,, y,,, . . . y, ,,-, , essendo cosi a,, a, ,. . . , a,-, numeri frazionarî posi- 
tivi, successivamente crescenti, tutti inferiori ad 3 ,  che saranno fissati avanti 
O risulteranno poi determinati con quella legge che vorremo e che potranno 
variare essi pure da intervallo ad intervallo; 

ed infine indicando 
d) con ai 8 (cri = 1) l'estremo superiore del nostro intervallo 6 e con 

= yatd il valore di y in questo estreino. 

4. Osserveremo Che, se si pone y d cc = F (x), l'integrale If 1 J ~ + ~ ~  a d 33 
sa r i  P ( r  + 6) ;  e quindi aminesso che y ahbia le derivate determinate e finite 
alrneno fino a quelle dell'ordine i+p  + 1, che considereremo nelle nostre 
formule, sviluppando P ( r  +'a) colla formula di TAYLOR, avremo: 

essendo o una quantità che diviene infinitesima con S di ordine superiore 
ad i+p+l. 

D'altra parte il termine 

clie abbiamo detto di, considerare, sviluppandone le varie sue parti colla 
formula di TAYLOR, coll'osservare che si ha ora in generale y,,, = y ( s r  + a,  6), 
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potrà scriversi : 

- 8"t' 2/21 

+- ( a f  r ,  +- a: rz + . - - + ai- ,  ri-l + ai r i )  7 + 
(2) A 

p+z ZJ(<+l)  

+ (a f t i  r ,  + aif l r ,  + . - + ai?; ri- ,  + " i f 1  r i )  n ( i + 1 )  ++ A 

essendo u, di un ordine di piccolezza superhie  a quel10 di G i t p f l ;  e quindi 

l'errore che si commetterà calcolando l'inlegrale definito J" y d x colla 

espressione approssimata precedente (6), invece c11e colla formula esatta (5), 
risulterà dalla differenza delle due espressioni (5) e (7);  e poichè in questa 
differenza il termine 8 y, sparisce, l'errore stesso snrà mnggiore O minore a 
seconda dei valori che saranno scelti per le r , ,  r , , .  .., r i - , ,  r i  O per le a , ,  
a , ,  ..., ai e non sarà mai inferiore all'ordiiie di piccolezza di  P(*). 

Evidentemente, supponendo fissato 8 e dati a , ,  a,, ..., ai-, e profittando 
della indeterininazione di tutte O di alcune delle r ,  , r ,  , r , ,  ..., r i - , ,  r i ,  po- 
trerno far risultare qLesto errore dell'ordine di piccolezza di W 2  almeno, 
quando le stesse quantità si determinino (ci6 che vedreiiio ora clie potrà 
seinpre farsi) in modo che risultino ugun.li i coefficienti nelle due espres- 
sioni (5) e (7) fino a quelli di 8'f1 inclusive, cioè in inodo clle si abbiano 
le i equazioni: 

(*) Cioè avrà un ordine di piccolezza non inferiore a 6s (N.). 
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e quando questo avvenga, l'errore sarà dell'ordine di P2 ed avrà per ter- 
mine principale 

a meno che questo termine non sia zero, cib che appunto avverrà quando 
insieme alle (8) si abbia come conseguenza di queste anche l'equazioile 
successiva che ver r j  dall'uguagliare anche i coefficienti di ai+' nelle due 
espressioni (5)  e (7); ne1 qua1 caso, come in generale quando risultino sod- 
disfatte successivamente anche le p - 1 equazioni : 

cioh le p - 1 e q u a z i o ~ ~ ~ & e s s i v e  all'ultima delle precedenti (8) che vkngono 
corne queste dall'uguagliare i coefticienti nelle espressioni (5) e (7) fino a 
quel10 di si+@, l'errore sarà dell'ordine di piccolezza di 6'+pt1 ed avrà per suo 
termine principale l'espressione : 

che poi trasformeremo in un'altra molto più sernplice. 
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5. Si asservi ora che il determinante A del sistema di equazioni lineari 
(8) si trasforina subito nell'altro 

ne1 quale il determinante che vi figura è quello di VANDERMONDE, per modo 
che si ha  

e A è seinpre diverso da zero; quindi le stesse equazioni (8) determinano 
..., , . sempre uno ed un solo sistema di valori per le rl r , ,  r,-, r, che hanno 

per denominatore l'espressione precedente. 
Il nunieratore poi di queste quantità si ottiene colla regola nota, e ad es. 

quello Dh di Y, potrà trasformarsi nell'altro : 

1 1 1  1 e poichè alla colonna h ai termini - , - -, . . , - possono eviden- 
5 2 3 s  i + 1  

temente sostituirsi gli iptegrali d # ,  a' da , .  .., 2 d . l' espressione 
O O 

stessa pu6 seriversi 
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con 

A h  ( 4  = 

1 1 . . . .  1 . . ,  1 1 

a, a , . . .  B . . .  a, 

e sviluppando il nuovo determinante di VANDERMONDE O, (x), che viene a figu- 
rare sotto il segno integrale, si vede subito che se si introduce la funzione cp (2) 
che si annulla per i valori O, x , ,  a,, . . ., a,, , ai (= 1) di 2, che corrispon- 
dono ai punti .della suddivisione ed ai punti estreini dell'interrallo 6 d'inte- 
grazione, cioè se si pone: 

9 (2) = 2 (2 - x,) (2 - a2) . . . (2 - l) (2 - 1), 

si riesce ad avere l'espressione seruplice : 

A i  
r - - 5  - (4 d dz, 
- a h  O 2 - XI, 

pel valore di rh, con h = 1, 8,. . . , i - 1, i, intendendo che a, = 1. 
Cosi trovati r l ,  r2 , .  . ., ri-l, ri, basta osservare che deve essere 

e che per una formola nota si ha:  

1 1 i l  1 
y (2) - z y. (O) + I p' oz-., ' 

per dedurne subito- cl-ie 

ci6 die  permette di dire che anche r, pub aversi dalla formula (13), inien- 
dendo che sia a, = 0; ed ora. in generale si pub dire anche che, onde nel- 

4 - 0  
l'espressione approssimata (6) dell'integrale y d s manchi qualche ter- 

O 

mine, ad es., il termine che contiene r,, bisognerà che sia S - ( a ) d r = 0 ,  . O g -a ,  
potendo h avere tutti i valori O, 1, 2 , .  . . , i - 1, i. 
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6. Trovata ora questa formula per i valori di r,, Y,,  r ,  ,. . ., ri-, , r d ,  
per determinare l'errore corrispondente (9) od (Il), osserviamo che quando 
i valori delle quantità stesse r,, anzichè sotto la formula semplice (13), alla 

Dh quale li abbiamo ridotti, si prenderanno sotto la forma -, come vengono 
A 

dall'applicazione imtnediata della formula di CRAMER, si vede subito che, cal- 
colando la quantità tra parentesi nella. espressione (9) con questi valori 

- Dh delle rh si trova che essa non è che 10 sviluppo del determinante di 
A 

ordine i +- 3 

fatto questo sviluppo per i termini dell'ultima linea e diviso per A e canl- 
biato di segno; quindi sostituendovi agli elementi dell'ultima colonna gli in- 

-1 
tegrali A J s d z, 1 f a z  d a , .  . . , 1 ai+' d s, si vede subito che là stessa 

O O 

quantità sarà uguale a - X p (a) d z e si trova quindi intanto che se l'in- SU 
tegrale (l p (a) d z non è nullo, cpando si prende yer valore dell'integrale 

O 

S" g d x la somma (6), nella quale le r, , r, , . . . , r,, , r, abbiano i valori 

dati dalle (13), l'errore che si coinmetterà avrà per termine principale 

mentre se i'integrale p (2)  d z sarà nullo, il detto errore sarà di un ordine S: 
di piccolezza superiore a quel10 di W. 

Supponendo ora, in modo generale, che . dai valori trovati r i ,  r ,  , . . . , 
ri-, , Y, per mezzo delle (8) risultino soddisfatte anche le p - 1 equazioni (IO), 

Alznali di Matewaatica, Serie III, Tomo XXVIII. 10 
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prendiamo a considerare il sistema di i equazioni: 

che è costituito dalle ultime i- ( p  - 1 )  equazioni (8) e dalle (10), ed osser- 
vianio che anche queste equazioni ammetterarino per r, ,  r ,  ,..., ri-1, ri 
un solo sisteina di valori che le soddisfano, perché, come osa vedremo, il 
loro determinante sarà diverso da zero e quindi questi valori, pure presen- 
tandosi sotto forma diversa, saranno precisamente gli stessi valori che sod- 
disfano un tempo alle (8) ed alle (10). 

Ora, indicando con a il determinante del sistema delle equazioni (15), 
basta sopprimere dalle sirigole colonne i fattori a?, a:, ..., a?'+ , uf e por- 
tarli esternamente a moltiplicare per vedere che esso si riduce alla espres- 
sione o.? a:.  .. a:-, a l  n (a,  - a,) con h > k ed è diverso da zero ; quindi 

h,k a sarà r, = = essendo Bh il determinante ottenuto colla solita regola di 
A 

CRAMER, e cos1 col10 stesso processo usato sopra si troverà che la quantità 
dentro parentesi nell'espressione (1 1) sarà 

con 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Dini:  Sul culcolo approssimato degli integrali definiti. 71 

e sviluppando ne1 solito modo il determinante sotto l'integrale, questa espres- 

sione si ridurrà alla forma -- À zP-' cp (z) d z ; e poichè questo procedimento J: 
si applica a tutti i sistemi di equazioni che si hanno da1 sistema (15) col 
darvi successivamente a p i valori 1, 8, 3 , .  . . , p, si vede che in corrispon- 
denza di ognuna delle equazioni (30) che risulti successivainente soddisfatta 

1 
(dopo le (8)) risulteranoo zero successivamente gli integrali Io p (z) dz,  

f z 9 ( z ) d a ,  [z2p(z)dz ,  ..., p (a) d z ;  e si vede altresi che, se l'inte- 
" O 

grale seguente zP-' cp (2) d z non sarà zero, il solito errore ne1 calcolo ap- J: 
a+d 

prossilnato dell'integrale 1 y d %  per memo della (6) avrà per termine 
a 

principale 

7. Ottenuti questi risultati, avremmo già tutti gli eleiuenti che occor- 
rono per giudicare del grado di approssimazione che si ha prendendo la 

somina (6) come valore dell'integrale d a  Ma per rendere le cose, al- 

meno 'in certi casi, alquanto più semplici, vogliamo anche trasformare le 
formule ottenute coll'introdurvi la funzione (J (z), di grado i - 1 in z, data 
dalla formula : 

$ (z)= (z- orl) (z- or8). . . (z- aiJ ( 16) 

che si annulla soltanto per i valori a , ,  a, ,. .. , ai-, di z corrispondenti ai 
punti della suddivisione, invece di quella cp (z) di grado i+ 1, data dalla (18), 
la quale, oltrechè per questi valori a , ,  or,, . . . , a,-' corrispondenti ai punti 
della suddivisione si annulla anche per i valori O ed 1, corrispondenti ai 
punti estremi a, a + 8 dell'intervallo (a, a + 8). 

Per questo osserviamo che, avendosi ora cp (z) = z ( x  - 1) + (z), la for- 
mula (13) per i valori 1, 8, 3 , . . . , i - 1 di h si muta nell'altra : 

(*) È qui fatto 1 = 1, ed ugualmente ne1 seguito (N.). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



78 D i n i :  Szcl calcolo approssimato degM integrali definiti. 

e siccome si ha evjdentemente 

r, = 
1 ~ Z + ( Z ) d Z ~ +  

ah ( a h  - 1) +' (ah)  * 0 

1 ' + (2)  + --- y (a.) JO z-CI, d a ,  

sempre per h = 1, 2, 3 , .  . . , i - 1 ; mentre per h = O O a, = 0, avremo: 

e per h = i ,  cci = 1 ,  avremo : 

In generale poi avrenio: 

talchè si pub dire che se risulteranno successivamente nulle le differenze 
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(con p t 2) che corrispondono ai precedenti integrali 

e la differenza seguente 

S.'+'$ O (z) d r  -I isp((z)  dz, 

the corrisponde .alPintegrale 2%-' g> ( z )  d z, non sarà zero, l'errore avrà per 

termine principale 
R 

In particolare quindi, quando gli integrali Il # ( z )  d z e JI r ) ( z )  d r siano 
O 

nulli, ne1 qua1 cas0 ed allora soltanto r, ed ri saranno zero insieme, avremo 
più sempliceniente 

per h = 1, 8, 3 , .  . . , i - 1 ; e se, al tempo stesso 

tegrali suecessivi J: z2 + ( z )  d z, : ~ ~ + ( r ) d ~ , . . . . ,  

saranno nulli anche gli in- /: zp + ( z )  d  z  l'integrale se- 

l 
guente f /+' $ (r) d i  non sarà zero,. il solito errore avrà per termine prin- 

. O \ 

ci pale 

1 8. Si pub ora ossérvsre che, cainbiando z in -$- t, l'integrale 
8 

1 Jl y ( z )  d  z si muta nell'altro Cd pl (1) d  t, essendo (, (t) = p (++ 1)  ed in 
., -- 

B 
i - 
e 

questo, come in generale in tutti gli integrali L3 0 (t) d t, dove 8 ( t )  è una 

funzione razionale di t, si potranno conservare soltanto i termini 8 ( t )  di 
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8 ( t ) ,  nei quali t ha il grado pari e tralasciare senz'altro quelli di grado dis- 
pari, perchè questi saranno identicamente zero e l'integrale si ridurrà al- 

1 

yaltro B r ~ ( t )  d t .  
. O 

Osservando quindi in particolare che se i punti della suddivisione 
fatta nell'intervallo 6 sono due a due equidistanti da.gli estremi, per modo 

1 1 
cioè che sia cc, = 1 - a,, O - - x,  = a,-, - -, la funzione c p ,  ( t )  ne1 caso 

2 B 
di i pari diviene la funzione dispari di t 

per i dispari diviene la funzione pari di t 

'1 
si pub senz'altro afferrnare che ne1 caso di i pari, l'integrale (P (a)  d e 

s a r i  zero; e siccome i valori di t che corrispondono a z = z ,  ed a a = a,-, 
1 1 

sono cr,  - - ed ai-,, - - 9 9 
e quindi sono uguali e di segno contrario, basta 

1 
osservare che col porre e = - + t,  si ha p' (R) = y', ( t )  per dedurne subito 

9 
che ne1 caso di i pari si ha ~ ' ( u , )  = (P' ( c r i - & )  e ne1 cas0 di i dispari si ha 
invece y' (a,)  = - cp' (a,-,). D'altra parte, avendosi per tutti i valori 0, 1, 8 , .  . . , 
i - 1 ,  i di h 

1 

per l'osservazione fatta sopra sugli integrali B ( t )  d t si vede che gli in- 
* - - 

9 

tegrali JI * d q ehe figurano nelle espressioiii (13) dei coefîicienti r ,  
O a - %  
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si riducono, per i pari, agli integrali 

per i dispari agli altri 

quindi, avuto riguardo alle (13) ed alle osservazioni fatte sopra intorno ai 
valori di ?'(a,) e ?'(a,-,) si pub senz'altro affermare che: q u a n d o ,  coine ab- 
biaino supposto, i p u n t i  della suddiv is ione fatta dell'intervallo 6 sono a d u e  
a d u e  equidis tant i  dag l i  estremi,  i aalor i  dei  coefficienti r,, riph corrispon- 
dent i  ai p u n t i  estremi ed a quelli equidis tant i  dagM estremi  sono u g u a l i  t r a  
loro;  ne1 caso di i pari si ha (*): 

i con h = 0 ,  1 ,  ... -, essendo : a 

per i dispari si ha inrece 
1 

i - 1  
con h=O, 1,8 ,..., B , essendo ora : 

E ne1 caso di i pari, essendo 9 (a)  d x = 0, per quanto trovainmo nei J: 
(*) E fatto anche qui X = 1 (N.). 
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paragrafi precedenti, si pub dire che il solito errore avrà pey termine prin- 
cipale 

a 
con T~ (1) dato dalla (el), se non sarà zero anche l'integrale t p, (t)dt,  

O 

rnentre ne1 cas0 di i dispari il termine principale dell'errore sarà: 

- 
éon pl (t) data dalla (83) se non sarà zero l'integrale p, (t) d t .  

O 

9. Quando poi invece della pl (t) si voglia introdurre la funzione 

+, (1) = +, (g + t), corrispondente alla 4 (z) di cui ne1 paragrafo preeedeote, 

basterà valersi delle formole del10 stesso paragrafo, come qui ci siamo valsi 
delle (13), od anche potremo valerci di quelle che ora abbiamo dato col so- 

stituirvi al posto di cp, (t) la funzione t"- +1 (t). ( il 
Scendiamo ora a casi particolari col supporre i = 2, i = 3, i = 4 e le 

suddivisioni fatte in parti uguali tra loro : 
1 

1.O) i = 8, cr, = - - Avrenio pl (t) = t - - 9 ( i t e quindi, per le formule 

precedenti (80) sarà 

8 
ed il termine (4) diventerà -(y, + 4 y, + y+), cioè si ritrova la formula 6 
di S~MPSON, per la quale l'errore avrà come termine principale 
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cioè : 

corne trov6 il PEANO con altri processi. 

per la formula (29) avremo: 

ed il termine (6) diverrà: 

1 
-(y.+ 8 3 (Yi +%) +y.+4 

e l'errore avrà per termine principale 

e quindi si avrà-una approssimazione .,molto maggiore di queila che dà la 
formula di SIMPSON. 

1 
3 . O )  i = 4, cc,. = -- 

1 3 
or -- . A~remo : 

4 1 >  %=- 2 '  "4 

e quindi per la formola (20) avremo: 

Awta l i  d i  Matenzatica, Serie I I I ,  Tomo XXVIII. 
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ed il termine (6) diverrà: 

ed il solito errore avrà il termine principale: 

che col carnbiamento della derivata quarta di y nella derivata sesta viene 
da quel10 che si ha ne1 caso della formula di SIMPSON, moltiplicandolo 

8, 
per - . 

42 

10. 1 risultati ottenuti mostrano che la formula di SIMPSON-CAVALIERI 
e le altre ora trovate (84) e (85) pel calcolo approssimato degli integrali 

~ ~ s l  d r sono quelle che danno la rnaggiore approssirnazione quando l'in- 

tervallo 8 di integrazioiie. si Suddivide in 9, 3, 4 parti uguali tra loro ; e cos3 
altre formule per approssimazioni anche inaggiori potrebbero subito aversi 
ne1 caso delle suddivisioni dell'intervallo in un numero maggiore .di parti 
uguali, 

Quando poi non si fissi che queste suddivisioni dell'interva.110 8 in un 
numero detertninato i di parti debbario farsi in parti uguali, ma si lasci in- . 

deterininato il modo di farlo, allora determinandolo opportunamente, pos- 
sono aversi formule di approssimazione anche maggiore, perchè possono 
detertuinarsi i numeri a,, a, ,. . . , a,-, in modo che non solo l'integrale 

1 1 1 Io (2) d z, ma anche gli integrali Soi r (a) d a, i' p (8) d 2 , .  . . , 
O 

U Ciep-' p (s) d i, 
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con p 5 i ,  siano successivamente zero, ne1 qua1 caso - quando questi in- 
tegrali siano tutti zero, - il solito errore è dell'ordine di piccolezza. di 
W+' ed ha corne termine principale 

Cambiarno percib x in Xt con che gl'integrali precedenti, che pos- 2 

sono tutti coinprendersi nell'unico zk cp (2) d x, con k = 0, 1, 8 , .  . . , all'in- 

1 
fuori del fattore 9m si riducono tutti alla forma 

f (1 + t) 'F ( t)  d t dove . 
-1 

e P ( t )  dovendo annullarsi per t = - 1 e per t = 1, perchè cp ( 2 )  si annulla 
per x =  0 e pei. z = 1 ;  ed osserviamo che introducendo le note funzioni di 
LEGENDRE X,  per le quali si ha sempre 

X,(t)X,( t)dt=O per m = l = ~ z  

le furizioni F(t )  ed (1 + t)" possono sempre porsi sotto la forma: 

F ( t ) = a , + a I X t + a , X , + ~ ~ ~ + a i X i + a i + i X i + i ,  (96) 

( l + t ) k = b , + ~ , X , + b , X , + . . . + b k X k ,  (97) 

colle a, e b, quantità costanti, ed a,+ 1, e b, diverse da zero, e preci- 
satnente : 

(*) Siccome il termine di grado pih alto i + 1 in P(t)  e quel10 di grado k in (1 + t)k 
ti+' 

sono rispettivamente =, e Ik, i coefficienti ai+i, 61, di Xr+' e X k  nelle formule (86) e (67) 
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80 D i n i :  Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 

e quindi basterà aintnettere che siano successfvamente soddisfatte le condi- 

z ~ ( z ) d x = O ,  ..., a k ~ ( z ) d z = O ,  per dedurne suc- 

cessivamente a ,  = O, a ,  = O, a ,  = O , .  . . ; e concludererno dapprima che k 
non potrà superare il numero i ,  perchè se potesse essere k > 1 j + 1, ne 
dedurremmo anche ait, = O ,  il che è inammissibile. 

Neppure potrà essere k = i, oppure k = 6 -  1, perchè per k = i O per 
k = i - 1 si avrebbe F (t) = ai+, Xi+, , O F ( t )  = ai X I  + a,+, Xi+, e non rimar- 
rebbero soddisfatte le condizioni P ( 1 )  = 0 ,  P (- 1) = 0 ; quindi il valore 
nîassimo che potrà avere k sarà k = i  - 8 ed allora avremo: 

P ( t )  = Xi-i + ai Xi + ai+, Xi+1 ; 

e perchè possa aversi P(1) = F(- 1) = O ,  si vede subito che dovrà essere 
ai=O, ad-, = - ai+, , per modo che sarà P (t) = a,+, (Xi+, - Xi-,) con ai+, 
dato dalla prima delle formule (28) ; e allora i valori delle a , ,  a , ,  . . . , 
risulteranno deterniinati in corrispondenza delle radici P, , 8, , . . . , P h  ,. . . , 
fi,, , diverse da - 1 e + 1, della equazione Xi+, - Xi-i = 0, O Xi d t = 0 ,  

rt 

perchè, corne è noto, si ha X+, - Xi = ('2 i +- 1) J X ,  d t ;  e verrà precisa- 
-1 

mente x ,  = ++$. 
Ed in questo caso il termine principale del solito errore sarà: 

vengono ad essere rispettivamente 

e quiiidi basta ricordare che dalla teoria delle funzioni X, si ha:  

per dedurne subito i valori scritti sopra di a;+, e di bkt . 
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Dini:  Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 8 1 

e facendo un'integrazione per parti col ricordare che 

xt,+* - x '<-1 = (2 i i- 1) -% , 
diverrà : 

potendo trascurare senz'altro gli altri termini che si ottei-rebbero svilup- 
1 

pando (1 + t)' perchè, dando luogo ad intervalli tutti della forma tm X ,  d t ,  
-1 

con m < i ,  sono uguali â zero. 
Ricordando quindi die  si ha, coine dicemriîo in nota: 

. 2 n (i) 
1.3.5 . . .( 2i+1) 

ed avendo riguardo alla prima delle formule (B), si vede clie il detto ter- 
mine principale dell'errore prende la forma 

od anche, con facilissimi calcoli : 

od infine: 
ÎT (i)4 i + 1 p'+' -- 

n ( B i ) 3  i ( 2 i +  1) y',"". 

i l .  Quanto poi ai 

del valore approssiinato 

le (13) ora avremo: 

coefficienti r,  che figurano nella solita formula (6) 

dell'integrale . y d x, si pub osservare che per s" 

essendo ora F,, = ha, - 1 la radice della F (t) = O O della Xi+, - X,-l = 0, 
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82 D i n i :  Sul calcolo appross.imato degli integrali  definiti. 

che corrisponde ad x h ;  e poichè: 

F' ( t )  = ai+1 

sarà : 

ovvero 

rh = ri-h = 
1 

(22 t 1) X i  ( P h )  
1 (plt) - ( p h )  1 

essendo 

la nota furizione intera in y che figura nelle funzioni sferiche di $2." specie 
e per la quale si ha, cotne è noto: 

Per questa avreino dunque: 
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Din i :  Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 83 

e quindi infine: 

intendendo che nella somma x, debbano tralasciarsi tutti i terinini per i 
quali le X avrebbero indice negativo. 

18. Cosl, supponendo i = 8, il termine principale (89) deli'errore viene 
ad essere 

1 B e si ha r, = i-, = -, r, = corne appunto deve essere perché si ricade 6 .  3' 
sulla formula di SIMPSON. 

Supponendo. invece i = 3 e ricordando che : - 

e quindi 

5 (1' - 1) - 6 (t' - 1) (1' - 1) (5 t2 - 1) 

si vede che le radici della equazione XT, - X I  = O  sono le qsattro 

alle quali corrispondono per 

1 '  
a. = O ,  a, = (1 

le a,, a,, a,, a, i valori 
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84 Dini :  Sul calcolo approssimato deglà integrali definiti. 

e quindi p'er le formule precedenti si ha:  

e l'espressione (6) si riduce all'altra: 

che dà il valore approssimato dell'integrale I:dy d 5  con un errore il cui 

termine principale è : 

13. Osserviamo ora, che se, contentandoci di una approssimazione 
1 

minore, invece di riohiedere che siano zero tutti gli integrali 9 (a) da;, 

1; e p (2) d z , . . . , zi-' p (z )  d z, si richiede che 10 siano soltanto i prirni 

k + 1, con k < i - 8, allora nella (86) risulteranno zero soltanto i coeffi- 
cienti a,, a , ,  a , ,  . . . , a ,  e le a , ,  a , , ; .  . , a,, . . . , ai-, corrisponderanno, me- 

diante la relazione a,  = ' -- + " , alle radici fi, , fi,, . . . , fic1 diverse da - 1 e 
2 

da 1 della equazione 

nella quale a,+, ha il valore dato dalla prima delle (88) e per i coefficienti 
devono sussistere le due relazioni 

perchè l'equazione stessa abbia anche le radici 1 e - 1, per modo che vi 
restano dei coefficienti arbitrari. 
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14. Aggiungiamo iafine che quando nelle nostre formule, invece della 
solita funzione p ( 2 )  si introduca la funzione + ( 2 )  del § 7 e si richieda che 

siano zero i due inlegrah rp (z )  d a, la z + ( 2 )  d z, cià che porterà ahe nella 
, O 

(6) vengano a mancare r ,  ed rl ed insieme a questi due integrali siano suc- 
1 

cessivamente zero anche alcuni degli altri a' + (3) d a, z3 + (5 )  d a , . . . , 
O 

1 
eX + (z) d z, allora facendo ancora a = i* ed iiidicando con P, ( t )  la fuii- 

O 2 

(' t ,  potrerno porre questa funzione F, ( t )  sotto la forma: zione 

Pl ( t )  = C O  + c1 XI + c2 X2 + . . . + Ci- ,  Xi-, 7 

essendo ora 

e quindi osservando che si avrà: 

si vedrà subito che anche in questo caso k non potrà superare i - 2 e per 
k-i-2 avremo: 

'1 
N e  segue che, quando debbano essere zero tutti gli integrali J 4 (e) d z, 

O 

1: a + (z)  d a, z' + (24 d 2 , .  . . , z"' 4 (a) d z, le a,, a,,  . . . , cc,-, dovranno 
O JO 

corrispondere, inediante la formula 

alle radici y , ,  y,, . . . , y,-, della equazione Xi-, = O, ed allora insieme a 
r ,  = r ,  = O ,  avremo per le (17) del 5 7: 

Antrali di Matewatica, Serie III, Toi110 XXVIII. 18 
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86 D i n i :  Sul cab010 approssimato degli integrali definiti. 

e poichè si ha: 

si avrà: 

E cosi la espressione (6) pel valore' approssitnato dell'integrale \:syd x 

si ridurrà ora alla seguente : 

dove le Y, , r ,  , . . . , rd-, verranno determinate da queste formule, col farvi 
h = i ,  8 , .  . . , i - 1, essendo le y , ,  y,, . . . , y,-, le radici dell'equazione Xi-, = O 
e y , ,  y2 , . . . , y,-, i valori di y nei punti cc + a, 8, a + cc, 8 , .  . . , a + ai- ,  8,  le 

I + y h  ah essendo legate alle y, dalla formula ah=-- . 
9 

Ed il solito errore avrà per termine principale : 

826-2 
- &-2) 

8'n (Bi-2) Ci-1  
f tclXLi d t ,  

-i 

e tenuto conto del valore di ci-, e di quel10 dell'integrale f' F i  Xi-' d t ,  
-1 

questo termine potrà scriversi aotto la forma 
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15. Per é = 3, osservando che 

l e l'espressione (6) si ridurrà all'altra semplicissima - (y.+++ y=+na) per 
2 

a@ 

mezzo della qiiale si avrà il valore approssimato dell'integrale y d m con 
a 

un errore il cui termine principale sarà 

9 
che è i - di quel10 che si ha colla formula di SIMPSON. 3 

Per i = 4, siccome 
3 1 X,=l ,  X , = t ,  X , s - t 2 - - ,  
2 2 

sarà 

e per le formule precedenti (31) sa&: 

e la formula 46) si riduce all'altra: 
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88 Di  ni : SwZ calcolo approssimato degli integrali  definiti. 

essendo y , ,  y,, y, i valori di  y nei punti 

con 

ed il solito errore avrà per termine principale: 

Calcolo approssimato delle aree 

1. Si abbia una curva posta tutta 'al di sopra dell'asse delle x e pro- 
poniamoci di trovare alcune formole che diano un  valore approssirnato della 

solita area compresa tra due ordinate A C 
e PX, la curva e I'asse delle 2;. 

1 . O  Si scoinponga la distanzgd P in . . 

nû parti uguali, ciascuna a S = - - a (es- 
2 %  , 

sendo O A =  a, O P =  p) coi punti A, a , ,  
a , ,  . . . , a ,,-, , P e si iridichino con yb, y , ,  

I l I l I l  
I l I I I I  , y29*..9 y,-, , y? le ordinate della curva 
l I I I . I t  

A a, OZ %-, f corrispondenti a questi punti. 
L'area A, colne è noto, sarà data dal- 

l'integrale [a y d s ed u n  primo suo valore approssirnato sarà dato dalla 

formula : 

conle già trovammo nella prima lezione del calcolo integrale; e questo pub 
dirsi il valore approssimato della media. 
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D i n i :  Calcolo approssimalo delle aree. 89 

8.0 Dopo aver diviso A P in  m parti si divida ciascuna parte per 
8 

inetà, formando cosi intervalli uguali ciascuno a - - B 

Intendendo di calcolare l'integrale y d x col nlezzo di questa nuova s". 
8 

divisione colla solita soinma 8, f,, cioè colle 8, uguali ciascuna a - si 
9 

potrà prendere per f, ne1 l0  intervallo Y C L ,  ne1 go e ne1 3 O  il valore y, di y 
ne1 punto a, comune ai due intervalli; ne1 4 O  e ne1 5" il valore y, di y ne1 
punto a, coinune ai due ititervalli, ilel 6O e 7 O  y , ; .  . . e cosi si avrà: 

e quindi un secondo valore approssiinato A, dell'area sarà 

e poichè questa formula corrisponde precisamente alla soinnia dei trapczî 
che si ottengono tirando le corde Cm, , nz, lm,, In, IN , ,  . . . si usa di dirla la 
formula dei trapext O d i  Bezout che la dette. 

3.0 Supponendo di dividere l'intervalle A P in un nutnero pari 8 n di 
parti ciascuna uguale a 8, nella solita somma 8, f, prendiamo per f ,  ed f, 
il valore y ,  di y ne1 punto a ,  comune al Io e 9' intervallo, per f, ed f, il 
valoie y, di y ne1 punt6 a ,  coinune al 3' e 4' intervallo, ecc. . . . ; si vede 
subito che si avrà : 

e quindi un altro valore approssiinato A, della nostra area sarà: 

e questo si usa chiarnarlo il valore a.pprossiniato col metodo delle tnn- 
genti, percliè pub considerarsi coine la somma delle aree dei trapezî che si 
ottengono coiiducendo le tangen ti alla curva nei punti ml , l n , ,  . . . , corri- 
spondenti alle ordinate dei put~t i  medi tra C ed m,; tra m, ed ln,, ecc. 

4 . O  Supponeado ancora Che la divisiorre dell'intervallo A P si faccia 
in 2 tt parti ciascuna uguale a 8, ognuna di queste parti si suddivida in p 

8 
parti uguali a - - 

P 
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90 D i n  i : Calcolo approssirnato delle aree. 

Preso allora ad es. il primo intervallo doppio 2 8, cioè quel10 da A 
ad a, ed indicati con a', , a', , a', , . . . , a9 (= a,) i punti della suddivisione 
dell'intervallo da A ad a,, e con a", , a", , . . . , a",+, , . . . , a",-, , a> (= a,) (con 
p t q + 1) quelli della suddivisione dell'intervallo da a,  ad a , ,  potrenio in- 
tendere fatta nell'intervallo da A ad a, una divisione degli intervalli da A 
ad a', , da a', ad a",+, e da a",,, ad a, e per la parte della soinina Z 6, f, 
corrispondente a questa nuova divisione potremo prendere 

Lo stesso potendo farsi per ogni divisione doppia successiva, si vede 
subito che per la intera somma x8, f,, O ci6 che è 10 stesso, per un altro 
valore approssimato A, dell'integrale potremo prendere: 

dove p è un numero inter0 qualutlque. 
Supponendo p = 2, q = 1, si lia la formula : 

e supponendo invece p = 3, q = 1 ,  si ha 

per p = 4, q = 9 si ha invece 

La (6) è conosciuta sotto il nome di formz~la d i  Simpson, sehbene fosse 
data prima da CAVALIERI e nella pratica si applica spessissimo. 
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Questa formola di SIMPSON si troverebbe anche sostituendo alle por- 
zioni di curva da C ad m,,  da' rn, ad m,, da nt, ad m, ,  . . . gli archi delle 
parabole (clie sono sempre determinate) coi diametri 

O2 
relativi alle corde A m, , m, m4,  m, m, , . . . paralleli al- 

$* 
l'asse delle y e prendendo l'area della nuova linea cosi m 4 a 

formata. 
Sia infatti Cs, ml s, m, la parabola che ha  per dia- 

metro ml a,  ; l'area del segment0 parabolico C s ,  ml s, m, 

Z 
5 

2 
sarà i - del parallelogramma C 9, O, lut, , cioè : . 3 

8 Y & + $ ,  - A  
- 3 1 kl 1 - ) - 3 4 (Y, - . B  

yu + ya) . 
L'area del trapezio Clut, a, A è data da A a4 411 

l'area parabolica è quindi: 

Essendo 6, = 2 8, perchè 8, = A a,, torna 

8. Resta ora a trovarsi quale grado di approssimazione nella deter- 
minazione delle aree si ha con queste formule, e per questo procederemo 
corne segue: 

Supposto che y = f(x) sia l'equazione della nostra curva, la solita area 

di essa fra u ed x sa r i  l'integrale f (x) dx,'che indicheremo con cp (x); e 

quindi, fermandoci dapprima a considerare le aree corrispondenti ad una 
parte 6 O a due parti 2 8, quando l'intervallo da u a p O da cc ad z si divide 
in parti ciascuna uguale a 8, si vede che le aree stesse saranno rispetti- 
vamente : 
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92 Dini :  Calcolo approssimato delle aree. 

ed a queste formule potremo anche sostituire le solite formule di TAYLOR 
abbreviate. 

Evidentemerite dunque, quando ci si valga della formula (1) per avere 
il valore approssimato della nostra area, si avrà un errore 6, che non su- 

nt B - a  
pererà - 8" f '  1 O - 1 f' 1 8, essendo 1 f ' 1 il massimo valore assoluto della 2 8 
derivata di f (a) tra a e p. 

Valendosi invece della formula (8) si osserverà che l'area approssimata 
8 .  corrispondente al primo intervallo 6 viene data da (3" +Y,) c ~ o è  d a .  

-!- ' f  ( x )  + f (a + 8) & !  

e l'errore per questa parte dell'area viene evidentemente ad essere 

e ferinandoci al 3' ordine, l'errore E, per l'intera area viene ad essere mi- 
B - #  uore di - 1 f "  1 a2, essendo 1 f "  ( il massimo valore assoluto della derivata 

18 
seconda di f  (LE) tra a e p. 

Invece per la formula (3) sicconle pel primo intervallo doppio 8 8 l'area 
approssimata è data da 8 6 y, O da 

9 8 f ( ~ + 6 ) = 9 8 f ( a ) + B 6 ~ f ' ( a ) + 8 ~ f ~ ( a ) + . . .  9 

mentre l'area esatta è (a + 2 8 )  - cp (a), l'errore non supererà 2 n 8' j f' 1 , O 

(p - a) 8 1 f' 1 ,  essendo ancora 1 f '  1 il massiino valore assoluto della derivata 
di f (a) tra cp e p (*). 

(*) Qui è occorsa ne1 testo una leggera svista. Siccome 

e quindi 

si  deve parlare del massimo valore assoluto della derivata secolcda, e modificare il coeffi- 
ciente corne è scritto sopra (N.). 
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Infirie, per la foririula (4), si osserverà clle ilel primo ii-itervallo doppio 
9 8 l'area approssimata viene data da : 

e quindi da 

e l'errore dell'area corrispondente a questo intervallo -y ( z  + 2 8) - p, (a) per 
la formula scritta sopra sarà:  

e sull'area totale si avrà un errore che nori supererà la soinina di questi 
errori. 

Amndi di Mafsmatica, Serie 111, Tom0 XXVIII. 13 
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94 Dini :  Calcolo npprossinzato delle. aree. 
-- .- 

Ne1 caso p = q + 2 l'errore sulla parte dell'area corrispondente all'iiî- 
tervallo doppio 2 8 è dunque 

e incomincia col 3 O  ordine e neli'area intera col secondo; nia per p = 3 (e 
quindi q = 11, cioè ne1 cas0 della formula di S~MPSOX, il primo terinine del- 
l'errore sulla intera area incomincia solo al IV0 ordine et1 è in valore assoluto 
minore di 

eusendo 1 f I Y  I il massirno valore assoluto di f I V  (x) tra oc e p. 

[se si tratta di una parte sola è 8 = 8- e l'errore è minore di un va- 2 

lore assoluto di ( - IV - (' - l flv coine trova PUNO con altro 
180.16 - 4151 

processo . 1 
questa la ragioile per la yuale si usa spesso la formula di Srnlpsoiu 

pel calcolo delle aree. 
Ne1 caso poi di p = 4, q = 2, si ottiene sull'area corrispondente all'in- 

1 1 tervallo doppio 9 8 un errore = - 8 7 f " u )  + - 8' f "  (cc) + . - e ,per l'iritera 
18 19 

' area il primo termine dell'erroïe sarà numericamente inferiore a 

essendo al solito f "  il massiino valore assoluto di f "  (s) tra cc e p. 
Si intende che queste formole, oltrechè pel calcolo appross i~a to  delle 

aree, servono anche per quel10 degli integrali definiti. 
Per maggiori sviluppi vedi il Cap. XIV del Cc~lcolo Iwtegrale e s e h a t a -  

mente i risultati contenuti al 5 220 a pag. 331 e segg. 
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Sopra la derivazione dei canali. 

(Me~novia della Dott." GIUSEPPIKA BAXZI,  a Ycwi~t.) 

II prof, C~SOTTI in uua Mernoria (*) si è occupato del seguente problema: 
Dato un canale rettilineo (canale pri.ncipale) a sponde verticali e fondo oriz- 
zontale, da una delle sue sponde, ad es. dalla sinistra, si stacca un secondo 
xanale pure rettilineo (çanale derivato). Si tratta di studiare la ripartizione 
delle acque nei due canali; il prof. CISOTTI determina una notevole formula 
che risolve il 'problema su  accennato. 

Al medesimo risultato è pervenuto, in seguito, il dott. BOI-EHIO, trat- 
tando (**) 10 stesso problema con procedimento direrso da quello tenuto da1 
prof. CISOTTI. 

Nelle Memorie sopra citate, il problema è trattato in due clime~isiorii, e 
questa ipotesi, unita all'altra che il moto avvenga senza vortici, consente 
l'impiego della rappresentazione conforme; si suppotie iiioltre clie il mori- 
mento sia ovunque stazionario, ed infine che il liquido (fluido incomprimi- 
bile, omogeneo, la cui densità costante si assume uguale ad 1) non solo 
bagni, ma scorra effettivamente lungo le pareti, taiito del canale principale, 
quanto di quello derivato. In .n~odo preciso si slippone che il niovimento 
avvenga i n  questo modo : tra i vari filetti, quello che proviene dall'infinito 
a monte del canale principale e va a battere contro il punto P, (vedi fig. 1) 
- filone spartiacque - rimane ivi momentaneaniente arrestqto, indi si scinde, 
in due filetti, che scorrendo l'uno lungo la parete a, del canale principale, 
l'altro lungo la sponda p., del canale derivato, si protendono indefinitamente 
a 'valle dei rnedesinii; il filetto clle proviene dall'infinito a monte scorrendo 

(*) U .  CISOTTI, Sapa la derhazwne dei cmiali [Zeitschrift für Xatheiiiatik und Physik, 
59. Band (1911), 9. Heft, pp. 137-1511. 

(**) E .  BOVERIO, Sopra la deriuazione dei cauali [At t i  dell'Accademia delle Scieiize di 
Torino, vol. LI11 (1917), pp. iBbi34J. 
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96 B o  u z  i :  Soprn ln cleriu~~xione dei canccli. 

lutigo la parete a, arrivato i n  P, canibia 1)ruscanîente direzione per scorrere 
poi fino a valle lungo la parete p., del canale derivato ; infine il filetto clle 
proviene a monte del caiiale priucipale scorrendo lungo a ,  coiitinua a scor- 
rere fino a valle lungo la parete stessa. La inassa d'acr ua che trorasi tra d 
il filone spnrtiacque e a ,  +y, va pertanto a forinare la corrente del canale 
derivato e la massa .d'acqua rinianente contini~a a scorrere ne1 callale prin- 
cipale. 

E a n o  r r x * +  

I I 

3.3 
Fig. 1. 

Notoriaiiietite in u ~ i  brusco cainbianiento di direzione, quando l'angolo 
supera i 180°, la velocità diviene intii~ita. Ci6 accade, nelle ipotesi ammesse, 
ne1 punto P, . l n  P, invece, punto di arresto del filone, la velocità si annulla. a 

Fe1 campo del moto P, è l'unico punto in cui la velocità diviene infi- 
nita e cib implica che per l'interpretazione fisica del fenoineno, bisogna 
escludere un intorno del punto stesso. Ci  si pu6 chiedere se questa diffi- 
coltà, che del resto ha un ititeresse puraniente locale, pu6 essere rimossa. 
In realtà l'esperienza mostra che in un brusco cambiamento di direzione, in 
un canale, O in un tubo, il liquido non segue iinmediatamente la parete ri- 
gida, ma se ne scosta, interponendo fra la parete rigida e la massa in mo- 
vimento, una regione di liquido che non partecipa al inovimento della massa 
stessa. 

Parteiido da qiiesta osservazioiie, io mi son proposta di riprenclere il 
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probleni;~. tmtta to (la1 prof. CISOTTI, illtroducendo la seguente iyotesi : Il 
filetto liquido, clie proviene dall'infinito a inonte del canale principale, 
scorreiido lungo la parete w, e arriva in Y,, non cainhia bruscamente di- 
rezione per seguire la parete p, (colne nello studio del prof. CISOTTI), ma 
staccatidosi da P, va a formare una linea libera h che si estende indefini- 
tamente a valle del canale derivato, con direzione asintotica parallela alle 
sponde del canale stesso. Il liquido ne1 canale derivato continua a scorrere 
tra h e p 2 ,  mentre tra A e p, il liquido rimane in quiete (regione di acqua 
morta). 

Il problenia, naturalmente, per la presenza della linea libera A, si co111- 
plica alquanto, anche per il fatto clle la linea lihera stessa ha, a priori, una 
forma incognita. Tuttavia, applicanclo iïietodi. ormai ben noti, in analoghi 
tipi di questioni, si arriva a ridurre il probletna alle quadrature, nonchè a 
stabilire una iiotevole forinola geilerale fra le costanti del probleiiia. 

Per maggior generalità suppongo che il canale principale ahhia a ralle 
uiia larghezza diversa che a monte: 

Ho approfondit0 infine i casi particolari in cui l'aiigolo di derivazione 
che il canale principale forma col derivato, considerati ciascuno ne1 senso 
'delle rispettive correnti, è di:  45O, 60°, 90'. 

Conle sisteina di riferiinerito, assuiniamo ne1 piano del moto, utia coppia 
- di assi cartesiani ortogonale che abbia: origine in P,, I'asse s coincidente 

con la sponda a, e diretto ne1 senso della corrente e l'asse y diretto verso 
il canale derivato. 

Indichiamo poi con : 
u l'angolo di derivazione, 
h la larghezza del canale principale a monte, 
h' v >> >Z » >, P valle, 
hl >> >> » > derivato, 
- 1 l'ascissa del punto P,, . 

q la portata del canale principale a monte, 

Q' >> >> * B » valle, 

!Il * P >> » derivato, 
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c il valore della velocità dei filetti liquidi all'infinito a nionte del 
caiiale principale, 

o' il valore 'della relocità dei iiletti liquidi all'intinito a ralle del ça- 
nale principale, 

- cl il ralore della velocità dei filetti liyuidi all'infinito del canale 
derivato. 

Con ci6 risultano evidenti le seguenti relazioni: 

Epucczioni indefinite. - Chianiiamo ora u e v le coniponenti secondo gli 
assi della velocità di ut1 generico punto P. Per essere il moto irrotazionale 
esisterà un potenziale di velocita cp (x, y )  ed una funziolie di corrente (a, y), 
funzioni armoniche, coniugate, regolari ne1 campo limitato dalle linee m, 

m, +p., , vl + 1; definite ciascuna, a meno di uiîa inessenziale costante ad- 
ditiva, dalle due equazioni ai differenziali totali: 

Introduciamo la variabile complessa : 

= x + i y ;  
allora posto 

0 = z ~ - i t ! ;  f = ? + i % ;  

queste per le (8), risultano funzioni di z e le (8) stesse si ria.ssuinono nel- 
l'unica equazione, . . caratteristica dei inoti piani irrotazioiiali: 

Sia inoltre p il valore della pressione di una generica particella fluida. 
Le tre equazioni idrodinamiche di EULERO, in assenza di foEze esterne, 

si compendiano nella relazione : 

D'altra parte, poichS per ipotesi nella regione conipresa tra h e p, il 
liquido è in quiete, ivi la pressione ha valore costante. 

Chiamando quiildi con p ,  questo ralore, per la continuità della pres- 
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sione attraverso A, i1-i tutti i punti di yuesta è : 

e la costarite arbitraria del secondo inembro della (5) risiilta: 

Siccolne poi il valore della velocità all'infinito del cciiiale cierivato si t 
chiamato c, deve essere: 

w = c l ,  su A ;  (6 )  

con ci6 l'espressione clie clà la pressiorie diviene 

Questa relazione unitamen te alla (4) esaurisce le eyuazion i i ndefinite 
del moto in questione. . 

Condizioni a i  linziti. - Si tratta di espriniere che i tre rami del contoriio 
del campo : ci, O, + 1, rirz + p., sono liiiee di flusso : ci6 viene, coine è noto, 
tradotto analiticaniente da1 fatto che su ciascuna di queste litiee la funzione + 
deve mantenere valore costante; e poichè vi  E flusso tra linea e linea, questa 
costante è diversa su ciasciiiio dei tre raini stessi. 

Percib se la costante additiva a meno della quale (niediaiite la seconda 
delle (8)) é definita la +, si assume in modo che sia *+ = O ne1 punto di coor- 
dinate O, - h', si ha inta.nto: 

+ = 0 SU a. (8) 

Inoltre, avendo chiamato q e q, le portate a nionte e a valle del canale 
principale, poichè la portata tra due linee di flusso è data dalla differenza 
fra i corrispondenti valori di +, si ha pure : 

.Le (6), (8) e (9) esauriscono le condizioni al contorno del campo del 
moto. 

Concludendo, il problenla considerato è ridotto alla determinazione d i  
uiia linea 1 e di una funzione di variabile coinplessa f = cp + i +, regolare 
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al  finito, tale che la sua parte iinmagiiiaria soddisfi alle (8), (9) e tale che 
la sua derivata prima rispetto s (funzione uniforme ne1 campo del moto, 
finita e continua anche su1 contorno ad eccezione del punto P,) sopra la 
incognita linea 1 soddisfi a.lla (6). 

8 9. - INTHODUZIONE DELLA FUNZIONE AUSIIJIAHIA O ( 5 ) .  

Poniamo col LEVI-CIVITA (*) 

colla determinazione o = 0 ,  per vu = c, . 
Allora, posto 

o = 4 + i ~ ,  

si ha :  
I W  = c , e T ,  

La priiria di queste dice clie s è il logaritnio iieperiaiio del rapport0 a 
c, della velocità in un generico puiito z clel campo del moto; la seconda 
che 9. è l'angolo che la direzione della velocità forma con la direzione po- 
sitiva dell'asse delle x ;  esso va contato fra - x e n, positivamente ne1 verso 
3c -, y partendo dalla direzione positiva dell'asse delle S. 

Dalle (1%) e (6) e dalla (13), tenuto conto delle ipotesi fatte, risulta: 

(*) LEVI-CIVITA, Scia e leyyi di resistenzn [Circolo mateinatico di Palermo, t. XXIII (2907), 
pp. 1-37]. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ranai :  Soprn ln deriuasione dei  cmzali. IO1 

Essendo il campo del moto sempliceinente connesso, esso si pu6 rap- 
preseiitare conformemente su di iin'altra area senipliceinente connessa di lin 

altro piano coiiiplesso c = 5 + i .li ; per es. ilel seinicerchio 

~a'relazioiie tra r e I che permette tale rappiesentazione è a priori in- 
cognita, ma pel nioiî~ento basta sfriittarne l'esistenza. Allora le funzioni f 
e o considerate nei $j§ pecèdenti si possono senz'altro rifeiire alla nuova 
variabile 'C nell'accennato semicerchio. Vedreii~o tra poco che le condizioni 

portate ne1 seinicerchio le de- cui debbono soddisfare f e o ne1 piano z tras 
terininano. 

Siccome poi dalla (4), tenuto conto della 

da cui 

una rolta note f e o ne1 piano [, questa relazione inediante una quadratura 
çoncluce alla cercata relazione tra z e c. 

Cerchiamo dunque di eseguire l 'accenna~cainbiameiito di variabile in 
modo che il campo del P i a n o  j = j + i q  
moto venga rappresentato 
da1 detto semicerchio ne1 
piano '5, cosi che le por- 
zioni di contorno del pia- 
no z costituite da pareti ri- 
gide abbiano per corri- 
spondenti degli archi della 
semicirconferenza e la li- 
nea libera A venga rap- 
presentata da1 diametro. 

Precisamente (v. fig. 8) , 
in modo che ai punti P, Iinea Zz'bern A 9' 
P, e a l  punto all'iiifinito Fig. P. 

Amaali d i  Mate?izutica, Serie III, Tomo XXVIlI. 14 
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del canale derivato corrisp0nda.no rispettivamente i punti 1, i, - 1 della seini- 
c i r~onfe~enza,  poicliè, corne è noto, è seiiîpre possibile fra due aree iri cor- 
rispondenza con t'oriiie far corrispondere a tre punti del coutorno dell'una, 
tre punti del contorno dell'altra arbitrariamente prefissati. Ai puiîti all'infinito 
a iîioilte e a valle del cana.le principale dovranno corrispondere due piinti 
j, j' della semicirc~nferenza coiiîpresi tra 1 e i. 

Pertanto : la parete a ,  risulta rappresentata dall'arco J j ; la parete a 
dall'a.rco j J ;  la parete m2 clall'arco j'i; la parete p, del canale clerivato dal- 
I'arco i -  1, e iiifine il pelo libero A da1 diametro - 1 2.  

Cid preiiiesso, riferiamo le funzioni f = ? + i + e O = 9 + i r a1 seiui- 
cerchio detto. 

Per la f ,  il trasporto delle condizioni (8) e (9) implica che si debba 
.avere : 

1; = q, su1 diametro 1, - 1 e sull'arco 1 j, 

$ = 0, sull'arco j j', 
i 
i (17) 

+ = d, Y, jl-1. 

In ta1 modo la funzione + risulta coinpletamente deterininata e, a irieno 
di uiia inessenziale costante additiva, 10 è pure la coniugata e di conse- 
guenza la f. 

Quanto alla w, per le ( I P ) ,  si deve avere: 

r = O, su1 diametro 1 - 1, ' 

4 = 0, sull'arco 1 i, i 
9 = x ,  >> i- 1. \ 

E anche la o risulta, il1 ta1 modo, determinata. 

La deterininazione delle funzioni f (l) e i (tj rientra in un campo ormai 
ben noto di ricerche (*) (**). 

(") T. BOQQIO, Sulle fut&,-ioni di variabile complessa in un'area civcolare [Atti dell'ilc- 
cacleuiia delle Scienze di Torino, Vol. 47-0, 191 1-19]. 

(=) U. C~BOTTI, Vega6 fluentf [Rendiconti Circolo Matematico di Palerino, t. XXV, 1 seni., 
1908, pp. 92-96]. 
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Esse sono: 

f('!,=- "Og cl + C)" t Q ' log (1 +ClZ , 

(,l - C 3 )  (1 - C j )  (1 - C J )  (1 - t?) + i q  (,19) 

dove j, j' sono i valori coniugati di j, j', e :  

con la determinazione o = O per I = 1. 

Dalla (19) derivando si ha 

e dalla (80) si deduce: 

- 
percib dalla (16) integrando, e notando che j .F= 1, f .j' = 1 e Che al punt0 
'i = i corrisponde z = O, si ha: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IO& Banz i :  Sopm ln clerivaziotze dei cccîtnli. 

Si osservi che le funziorii iii tegiande degl i iritegïali dell'espressione pre- 
a 

ceclente diveiitano infiiiiti d'ordiiie - per '! = i, ina poichè per evideiiti, ra- 
7F 

gioni di possibilità fisica del probleiiia è 2 < n, gli integrali stessi ha i~no 
valore deterrnitiato e finito per i = i. Il ?LO, i l  4.' e il 5.' integrale divetitaiio 
irivece iiifitiiti per Y, tendente rispetti~a~îîente a j, j' e a - 1. Sono questi i 
valori di ( corrispondenti ai tre punti all'infinito del campo del moto (a 
rnonte del canale priiicipale, a valle del meclesinio, a valle del canale deri- 
vato). Escludendo quindi degli intorni abbastanza picwoli di (lue-i tre punti, 
gli integrali della espressiotle precedente ha11110 sernpre valore deterniiiiato 
e finito ne1 semicerchio. 

La precedente formula (22) stabilisce la cercata relazioue tsa ,N e <, e 
si pub dire costituisca l'integrale generale del probleiiia. 

Itifatti mediante essa risulta definito il campo del moto; la distribuziolie 
delle velocità ne1 caiiipo stesso risulta determinata dalla (20) quando si 
tenga preseiite la (IO), niediante la forriiula seguente: 

dlle costatiti cotnplesse j e j' che compariscoiio riella (22) si yossoiio 
sostituire delle espressiotii equivaleriti che contengotio costanti fisiche. 

A tale scopo ricosdiatno che ai due punti j e j' ~orrispotidoiio i due 
punti all'infinito a monte e a valle del cariale principale, le cui velorità, pa- 
rallele all'asse reale, hanno i valori c e c'. 

Risulta quindi : 

per Z = j' = .IV = or, 

e per la (83) si ha: 

ossia 
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dalle quali si ricava : 

sono queste appunto le espressioni che si volevano determinare. 

Raniliientiaino clle il lato tisico interessante del problenla consiste (vecli 
Introduzione) nella determinazione della distrihuzione delle acyue prove- 
riienti cial canale principale a nionte, le quali si bipartiscoiio in parte ne1 
canale principale a valle, i n  parte in quel10 derivato. 

D'altra parte gli eleinenti caratteristici del probletna sono i ralori c e c' 
della velocità a nionte e a valle del canale principale, il valore c, della ve- 
locità a valle del cadale derivato, le largliezze h e h' a -nionte e a valle del 
primo, la proiezione Z sull'asse delle x dell'apertura del secoiido, noncliè 
l'inclinazione JI del canale derivato rispetto al priricipale. Ma fra questi eri- 
dentemente sono a ritenersi conie prefissati solamente c, h, h', 1, a, inentre 
risultano incognite c' e c, . 

È necessario Iquindi deterininare due relazioni fra gli eleinenti stessi 
affinchè la distribuzione delle acque nei due canali risulti perfettamente de- 
terminata. 

Una di queste relazioni si pub stabilire facilmente, applicando Io stesso 
criterio d i  cui si è valso il BOVERIO (*). 

(*) BOVERLO E., loco citato (**), pag. 95. 
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Osservo percib che la (4) si pu0 scriverr: 

(1 'i 
e che - non si annulla entro il campo del moto perchè la rappreserita- 

d z 
zione conforme k a  il campo del moto e il selnicerchio del piano Y, noti 1x1 

f punti singolari ; percib dalla (96) scende -- - O per n9 = O, il çhe iinplica 
d'C- 

(vedi Introduzione e S 31, per '5 = i. 
Ora per la (21) si ha :  

dalla quale teneiido presenti le (25)  si ricava la seguente notevole relazioiie 
fra le portate e le velocità: 

questa, tenendo conto delle (l) ,  si pub scrivere: 

- c h  

La seconda relazione si ottiene dalla ($2) ponendo 
uguagliando la parte reale del secondo inernbro a - 1; anzi è da notarsi 
clie per il moclo col quale si è pervenuti alla (89), avendosi lungo a il d z 
purainente reale, il d i e  è quanto dire d y = O e quindi y = cost. = h - EJ ,  
la parte iminaginaria della (23) quando si sia posto 2 = 1, deve uguagliare 
automaticatnelite h h'. 
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Percib la seconda relazione i! la segixente: 

In particolare, la precedente relazione diventa 
Ïr 

per a = - : 
4 

1 = " (  + 1 1 log -- c , - c  - 1 )  - + 1 1 log d -c  -- - -- 
T l  T 1 C,+Ç % \  C, c' t C 

75 
per a=-: 3 
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h \  c 1 C l - C .  I L ' \  c ' ' ~  - l = -  - + i  log---- + 1 1 log ---,+ cl-c'  
c \ c c  il(%) , c,+c l 

Ciascima di queste, in ogiluiio dei casi particolari coiisiderati, assieme 
alla (97') detcimiiila i n  inodo complet0 le cost.a.nti iiicognite, e con esse la 
questione della clistribuzioi~e delle acque iiei cliie cai-iali. 
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Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico 
in poliedri archimedei e loro polari. 

(Di GIOVANNI SANSONE, Zona di Guerra.) 

I n  due Note del prof. L. BIANLAI della R. Accadeniia dei Lincei (*) sono 
st,ate studiate le divisioni regolari dello spazio iperbolico in  poliedri regolari 
e alcuni gruppi di sostituzioni lineari corrispondenti a tali divisioiii. Con- 
seguentemente in due miei lavori pubblicati negli Aimali della R. Scuola 
Normale Superiore di Pjsa (**), analoganiente a yuatito si opera nello spazio 
euclideo, ho determinato i gruppi di sostituzioni lineari propriamente discon- 
tinui di cui il poliedrd fondamentale è una pirainide, una doppia piraniide, 
un poliedro regolare dello spazio iperbolico. Lo scopo propostoini nella pre- 
sente Nota è di completare le ricerclie con 10 studio delle divisioni regolari 
dello spazio non euclideo in poliedri archimedei O nei loro polari. La natura 
delle nuove divisioni ha reso la ricerca dei poliedri clle possoiio effettuade 
più laboriosa in confronto alle precedenti; la determinazione aritmetica dei 
gruppi corrispondenti ad. alcune di queste divisioni, propriamente dei gruppi 
di cui i coefficienti delle sostituzioni che li compongono appbterigono a un 
campo quadratico imaginario, è stata da me fatta con i metodi già adoperati 
nei precedenti lavori. 

Ne1 n.O 1 provo l'esistenza di 15 tipi di poliedri semiregolari nello spazio 
non euclideo, nei n.' '2, 3, 4 provo che esistono solo '2 Poliedri archimedei 
a vertici itnpropri, cubo-ottaedro, icosidodecaedro, e un poliedro a vertici 
propri, cubo tronco, che effettuano la divisione regolare dello spazio iper- 
bolico; ne1 n? 5 do la costituzione aritmetica del gruppo corrispondente al 
cubo-ottaedro. 

(*) L. BIANCHI, Sutle d i v h w n i  reyolari dello spazio non euclideo i n  poliedri regolari. - 
Szti gmppi di  sostituzwni h e a r i  corrispondenti alle divisioni del10 spazio non euclideo iw te- 
traedri e ottaedri regolari. Atti Accademia Lincei, 1893-1909. 

(**) G. SANSONE, Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico in poliedri regolari e il% 
tetraedri. - Le divisioni regoluri dello spazio iperboiico in. piramidi e doppie piramidi.  An- 
nali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, annate 1911-1917. 

Anttali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XXVIII. 
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110 Sansone: Sulle divisioni regolari del10 spasio iperbolico 

Ne1 n.O 6 assai semplicemente provo l'esistenza di soli Cinque poliedri 
polari degli archimedei utilizzabili per le divisioni in esame, doppia pira- 
mide triangolare, rombo-ottaedro, rombo-dodecaedro, poliedri polari del rom: 
bicubo ottaedro e del cubo simo; nei n.* 6, 7, 8 deterniino la. costituzione 
aritinetica dei gruppi~corrispondenti alle priirie tre di quest'ultiine divisioni. 

1. Dicesi poliedro archimedeo quel10 che ha angoloidi eguali çontenuti 
da facce regolari di più sorta. La rappresentazione BELTRAMI-KLEIN dello 
spazio iperbolico S entro una sfera limite S' dà un iqodo se inphe  di co- 
struire tutti i poliedri P archimedei di S. Infatti P deve avere in questa 
rappresentazione per imagine un poliedro a facce piane con angoloidi tutti 
di egual numero di spigoli, ed è chiaro, che la discussione elementare ordi- 
naria per classificare i poliedri arcliitnedei nei 15 tipi (*) rimane ilninutata 
in questo caso. Risulta da tale discussione che chiamando con t z  il nunîero 
degli spigoli di ogni angoloide contenuto da r facce a latere, P facce b latere, 
y facce c latere, ecc., con v e f rispettivainente il nuinero dei vertici e delle 
facce del poliedro, i valori che possorio assumere n, a ,  p, y,. . . ; a, b,  c , . . . ; 
v, f sono i seguenti : 

Denominazione ciel poliedro 

prisiiia regolare a facce laterali yuadrate, 
tetraedro-tronco, 
CU~O-tronco, 
dodecaedro t~oiico, 
ottaedro-tronco, 
icosaedro-tro iico, 
cubo-ottaedro-tronco, 
icosidociecaedro-trotico, 

roin bicubo-ottaedro, 
cubo-O ttaedro, 
icosidodecaedro, 
roinbicosidodecaedI.o, 
cubo-S~MO, ' 
dodecaedro-simo. 

(*) V. ad esempio : R. BALTZER, Elementi d i  matematica. Parte 5a, Stereometria. Tradu- 
zione prof. L. CREMONA, pp. 181-1937. 
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Ad ognuno dei precedenti sistemi di valori, fissata la lunghezza dello 
spigolo del poliedro, corrisponde nello spazio ordinario uno e un solo poliedro 
regolare archimedeo P ' ;  il poliedro P' è inscrivibile in uoa sfera. È chiaro 
allora che se nello spazio 8' si preude un poliedro regolare archimedeo P' 
col centro ne1 centro O della sfera limite e tutto interno a questa sfera O 

al massimo inscritto in essa, il poliedro obiettivo è esso stesso archiinedeo 
e regolare. Inversamente si abbia un poliedro archimedeo P regolare di S, 
il poliedro imagine P' in S' ammetterà u n  gruppo G finito di movimenti 
(sostituzioni lineari sopra una variabile coinplessa), che riporta P' in sè;  il 
gruppo G per le ricerche di KLEIN sui gruppi finiti di moviinenti è il tra- 
sformato per inezzo di una sostituzione lineare y di un gruppo r relativo 
a un poliedro regolare ordinario inscritto in S', quindi se trasformiamo G 
e il poliedro P' con y-', G si muta in r e P' i n  un poliedro esso stesso 
archimedeo regolare con centro ne1 centro della sfera limite. Segue quindi: 
Esistono ne110 spazio iperbolico 15 iipi di poliedri archimedei regolari, e in 
ogni tipo si hanno infiniti poliedri differenti per E'nmpiezza dei diedri che 
variano in  modo continuo fra Wmiti determinati. 

Il cubo-ottaedro e l'icosidodecaedro con vertici propri e attgoli diedri retti 
sono i soli poliedri archimedei regolari a vertici impropri che effettuano una 
divisione regolare . dello spazio iperbolico. 

8. Se si vuole che attorno al poliedro P di S collocando aderenti per 
le facce altrettanti poliedri eguali a P e cos1 di seguito indefinitamente ne 
risulti riempito una e una sola volta Io spazio S, bisogna aggiungere la 
condizione necessaria e sufficiente che l'angolo diedro di P abbia per misura 

7F 
- con n intero qualunque. Facilmente si prova che il poliedro P non pub 
12 

avere angoloidi con 5 spigoli; resta percib da esaminare i poliedri regolari 
archimedei con angoloidi tutti trispigoli O tetraspigoli. Ci occuperenio ora 
dei poliedri P con vertici tutti a distanza infinita; ne1 seguente n.O 3 stu- 
diererno i poliedri P con vertici tutti a distabza finita. 

Si consideri intanto la rappresentazione conforme di S entro una sfera 
limite 'x con la quale le rette e i Piani di S hanno per imagine i circoli e 
le sfere ortogonali a x; per ottenere in Zbun poliedro archimedeo regolare, 
basterà inscrivere in esso un ordinario poliedro archirnedeo regolare P con 
i vertici tutti trispigoli O tetraspigoli, e per i circoli di intersezione delle 
facce di P con Z coridurre le sfere s normali a 2; il poliedro n a facce 
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sferiche die  le sfere s limitano internamente a 2; effettuerà una divisione 

regolare di Z: se i suoi diedri hanno per ii~isura con t z  intero. Ora le sfere 
n 

s lianno i loro centri riei vertici del poliedro P' circoscritto a z polare di P, 
onde gli angoli diedri di n relativi a uno stesso vertice V sono i supple- 
menti degli angoli piani rücchiusi dai raggi che da V vanno ai vertici della 
faccia p di P' tangente a z ne1 punto V. Geometricamente la faccia p si 
costruisce ne1 seguente modo. Siano V VI, V V2 , V V,, ( V  V,) gli spigoli 
di P uscenti da V, p è il poligono che su1 piano tangente a in V vi de- 
terminano i piani tangenti a 2 in VI, V z ,  V, , (7 , ) .  Il poligono p è silnile 
al poligono T, , T, , T3, (T,) polare del poligono V I ,  V, , V,  (V , )  per rispetto 
al cercliio c passante per V, , V 2 ,  V, , (V,) .  In questa similitudine al  punto V 
corrisponde il centro O' di c (e la congiungente 'V O' passa per 0 ) ;  quiridi 
il poliedro n effettua una divisione regolare di Z: allora e allora soltanto 

A A A A A A A 
che gli angoli Tl O T2 ; T, O T, ; T, O T ,  (T ,  O T2 ; T2 O T3 ; T, O T 4 ;  T ,  O ï',) 

7T 
abbiano per misura 7c - - Esainineremo separatamente quando si pre- 

n 
senta questa ciicostanza sia che n abbia vertici trispigoli O tetraspigoli. 

Se n ha tutti i vertici trispigoli, siccome esso si ottiene da un poliedro P 
con una faccia a latera e due b latere, oppure con una faccia a latera, uria 
b latera e una c latera, i diedri dell'angoloide di vertice V debbono avere 

- rr K X X 
per misura rispettivamente - a . oppure - - - 

u 4 ' Z '  in ogni caso 2 3 '  6 '  
A A A A 

uno solo degli angoli T, O T2 ,  T2 O T3,  T8 O T, è retto, sia ad es. Tl O T2 . 
Ora si consideri in un punto Ir, arbitrario del quadrante di c determinato 

A 
dall'angolo T, O T3 ((v. fig. 1 )  la tangente a c, e dai punti T, e T2 che questü 

A 
tangente determina sui lati dell'angolo Tl 0 T, si conducano le ulteriori tan- 
genti Tl L, T, Ji a c; Tl 2; e T2 111 sono parallele, il lato VI V2 passa quindi 
per O', cioè la, fitccia V VI V, di P dovrebbe passnre per il centro O di x, il 
clle è assurdo. Quindi non esiste nessun poliedro archimedeo regolare a uer- 
£ici trispigoli che effettzci la diuisione regolare d i  z. 

Ne1 caso che n sia relativo a un poliedro P con vertici q ~ a d r a n ~ o l a r i ,  
i diedridi n debbono essere, corne facilmente si prova, retti, cioh deve aversi 
(v. fig. O,) : 
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ossia, corne si vede subito geometricamente, V, V, Ir3 V4 è ut1 rettangolo, ov- 
vero ogni angoloide di P deve avere due facce opposte a latere e due op- 
poste b latere, ci6 si ha soltanto per il cubo-ottaedro e l'icosidodecaedro. 

Fig. 1. 

Concludendo : Esistono due soli poliedri archimedei a vertici impropri  
che effettuano la  divisione regolare del10 spazio iperbolico; essi sono i l  cubo- 
.ottaedro e I'icosidodecaedro regolare con angoli diedri retti. 

Fig. 2. 

Ne1 n.O 4 daremo la struttura aritmetica del gruppo propriamente dis- 
con t inu~  avente per campo fondamentale un cubo-ottaedro. 
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X II cubo tronco a vertici propri con angoli solidi aventa per misura - 
"2 

se essi sono forrnati da una faccia di 8 lati e una di 3 luti, e per wziswa 
z 
- se fonnati da .due fume di 8 iati, è I'zcnico poliedro archimedeo regolare 
4: 
a aertici propri che effettua una divisione regolare di S. 
. 3. La costruzione di un poliedro archinîedeo regolare di a vertici 
propri pub effettuarsi ne1 seguente modo. Consideriamo un ordinario po- 
liedro archimedeo P regolare interno a Z: e le sfere s normali a ognuna 
delle quali passi per i vertici di P appartenenti a una stessa faccia. II po- 
liedro n a facce sferiche che le s litnitano internamente a è un poliedro 

regolare archimedeo a vertici propri di x. Ora se il poliedro n effettua una 
divkione regolare di x, esso deve avere i suoi angoloidi trispigoli; se tali 
angoloidi sono formati da una faccia a l a t e ~ a  e due b latere i diedri pos- 

n ~ z  x 7i 
sono avere per tnisura - 7 - - con n intero ~ 2 9 ;  oppure -, -,  2 9 '  n 3 3 - 
2 - se invece ogni angoloide k f6rmato da una faccia a latera, una b latera, 
n '  

X z X e  
una c latera i diedri dell'angoloide debbono avere per misura -, - 2 3 ' T '  

X X X  
oppure - , - Y - .  

8 3 5  
Le segueuti coiisiderazioiii ci permetteranno di vedere per ognuno dei 

poliedri da esaminare quali siano fra. i precedenti sisteiîîi di valori quelli 
clîe possibilmente possono assutnersi corne misura degli angoli diedri del 
poliedro. 

Siano r e r' due circonferenze concentriche e r interna a r'; C un 
punto interno a r (Y. fig. 3). Sia HK il dianîetro di r per C ed L M  la 
corda per C ortogonale a HIC e A B, D E  siano d u e  corde di r per C tali 

A /\ A 
che O sia interno ali'angolo D C B, e gli angoli D C O, E C O acuti O uno 
al più retto. Consideriamo il cerchio r'" passante per A B  ortogonale a r' 
9 i punti P e Q in cui la retta O C incontra P; è subito visto allora che 
il cerchio r(" ortogonale a r' passante per i punti D e E passa anche per 
i punti P e Q. Infatti i punti O e C sono di egual potenza rispetto a F">. e 
r'", quindi O C è l'asse radicale di Fe) e Ps).  , ma O C incontra r"' nei punti 
P e Q, essi sono percio di rc3)'. Siano ora 0'') e i centri di rc2) e p, 6 
0'" ortogonale a O C, e se N è il loro punto d'incontro, N è il centra 
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del cerchio ortogonale a r passante per L ed Ji. Si h a  pure che 0'" è il 
pupto in cui il diainetro di r.iiorliiale a D E  iiicotitra Oce) N. Sis o1.a E ' U  

A 
una corda di r per C e il raggio CD' interno all'angolo I) CO, è:  hfU>h-fl 

A .A 
e D C fi ) D' C 3; chiamando con 0'') il ceiitiao del cerchio 1.'') ortogoriale 

A A 
a r passante per i punti D' e E' è N-O") > i&?P, quiridi 0") Y O") ) P O ( 3 ) ;  

A A 
ma gli arigoli 0'" PO'", O ( " Y O ( 3 )  sono i suppleinenti degli aiigoli X'e À for- 

Fi:. 3. 

mati rispettivanîente dai due cerchi Pz) e r"), F2) e P, quindi X >A'; con- 
A 

cludiamo percib che se l'angolo B C B  diininuisce, diiiiinuisce anche l'nn- 
go10 À dei due cerclii r(" e rr'"'. 

Analogainente sia A> una corda di una sfera I: di centro 0, a, F, b' 
A 

tre semipiani con origine A- tali clle O sia interno sia all'aiigolo a ,B 
P. 

clie all'angolo a P'. Dai cerchi di iiitersezioiie dei piani cc, F, b' con Z: si file- 
ciano passare le sfere s, s,, s, normali a una sfera z' concentrica a ed 
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A A A A 
esterna ad essa; segue allora che essendo a > a g' è anche s s i  > s s,. Tanto 
in questo caso che ne1 precedente si è tacitanlente definito per angolo di 
due cerchi (sfere) ortogonali a un cerchio r' (sfera z') la porzione di piano 
(spazio) esterna ai due cerchi (alle due sfere) e interna a r' (1'). 

Consideriamo ora un poliedro archimedeo inscritto in una sfera I: di 
cui uno spigolo sia A B ,  e sia u il piano di una delle facce del goliedro 
passante per AT; p l ,  p z , .  . . gli altri piani delle facce del poliedro seganti 
il piano a lungo uno spigolo del poliedro. Per i cerchi di intersezione dei 
piani a, p l ,  p,, P 3 , .  . . con si conducano le sfere s, s,  , s, , . . . normali a una . 

A /\ 
sfera 2 concentrica di i ed esterna a 1; è evidente che se ad es. a pl  > a bp 

A A .  
è anche s s ,  > s s, . Infatti se per A B conduciaino due semipiani p ' ,  , kt, 

- /?, A A ,  A A A,. 
aventi per origine A B  e tali che a , = a p i  ; r. p  = a p, fJ è z F r ,  > x 2 ,  con- 
ducendo ora dai cercfii di intersezione di p', e p', con le sfere s', e s', 

A A 
norinali a x' è anche s sr, > s sr, per l'osservazione già premessa; ina 
A, A A  A A 
s S ,  = s Y, ; s s ' ~  = s S, quindi s s, > s s, c. v. p. Da cib segue che se dai ver- 
tici appartenenti a una stessa faccia di un poliedro P inscritto in una 
sfera Ç conàuciamo le sfere s ortogonali a. una sfera x' concentrica di 2: ed 
esterna a essa, gli angoli che le s formano tra loro, considerati conie si è 
avanti detto, sono tra loro nelle stesse relazioni di eguaglianza e disugua- 
glianza che i diedri del poliedro P. 

Cib premesso, in questo paragrafo noi esamineremo i poliedri P genera- 
torj di n i cui angoloidi siano forinati da una faccia a latera e due facee b 
latere; cominciamo anzi da1 considerare il caso che P sia un prisnla retto 
regolare a facce laterali quadrate. Se le due basi di P sono triangolari, allora 

% 
gli spigoli laterali di 11 debbono avere per misura - con n t  3 e quelli n 

alle basi 2. Un tale poliedro iion pub esistere; per vederlo basta rappre- 2 
sentare n in in guisa che uno dei vertici della base .sia il centro della 
sfera limite. Supponiaino allora che la base d i  n abbia un numero n di 
lati 2 5; in questo caso gli angoli solidi alla base di n debbono avere per 

7C iT 
inisura -, i laterali - - 1 centri delle sfere s facce laterali di n sono in 3 2 
un piano diametrale e i vert,ici di un  poligono regolare di n lati, chia- 
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inando con 1 la loro distanza da O ce'ntro di x, il raggio di una sfera s è 

X i 
J$ sen - e il raggio di x, \/ I - 

n 
2 sen"' 

n 
Ora. l a  congiungente i centri di due sfere una faccia lntei.de di n e 

l'altra base di fl  è ortogonale al piano a clle da O proietta uiio spigolo della 
base di P, ma l'angolo che la congiungente O col centro di una faccia lnterale 

X 
forma con a è -, ne segue clie i centri delle sfere hasi distano da O di 

n 
X 

ctg -. Se r è il raggio di una sfera base, le due equazioni 
t& 

- 76 
1 - Y! sen" = ctgZ - - r2,  

n ) I 

1 Tc 
-- - - 9 s e n 2  + r2  + \/5 sen T, 

(1) 
1% 1% sen2 2 

n 

esprimono rispettivamente che le sfere basi sono ortogoiiali a C, e l'angolo 
7C r 

di u n s  sfera base e uria laterale è . Elirninando r fra le (1) si lis p6r sen - 
,I n 

l'equazione : 
'iF - 

6sen4 -  sen' -+ 1 = O  
n n 

da cui 

Facilmetite si verifica che la (8) non è soddisfatta da valori interi di n ;  
segue quincii clie al prisma retto regolare a facce laterali yuadrate non coi.- 
risponde nessun poliedro a vertici propri che effettui una divisione regolare 
di x. 

Esaminiamo ora se esistono poliedri regolari troiichi a vertici propii 
che effettuano una divisione regolare di Z. Indiclierenio con A, un ordinario 
poliedro regolare archimedeo, ove f rappresenta il iiuinero delle Sacce del 
poliedro platonico P, clie genera A,; le facce a latere e '2 b latere le indi- 
cheremo rispettivamente con fa e f,,; P, ha tutte le sue facce f, b latere e 
i loro piani coincidono con i piani delle facce 9 b latere di A,, anzi f 2 ,  si 
ottiene da f, considerando il poligono regolare di Y! b lati' di cui b lati sono 
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O' A P, O' L N. Col triansolo rettangolo L Q' N si consideri i'analogo L Q' N' 
relativo al cercliio r'; è 

si ha: 
iT  

~ & ' s e n b = ~ N s e n -  . 
2n' 

ma L N  = PA = Jrb (va - ab) ; NT = rb  - ab ,  quindi : 

- x ra- ab 7C 

Ora essendo a, = rb cos - , & - = 1 - cos 2 = B sen' - 9 la (4) di- b Yb b - b 

vielie : 
X X 

@sen -senfi=sen- - 
B b  2% 

(1) 
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Inversainente se esiste un poliedro platonico P', per il quale il nuinero b 
dei lati di ogni faccia e la misura 8 8 della sezione normale del suo diedro 
soddisfano alla (I), essendo n un conveniente numero iiitero, allora costruendo 
su ogni faccia di P', il cerchio r ne1 modo suindicato e la sfera 2 di centro O 
passante per i cerchi r, il poliedro limitato dalle sfere s,, passanti per i 
cerchi r e ortogonali a 'jf e dalle sfere sa con centro nei vertici di P', e nor- 
mali a Z, è un poliedro A, a vertici propri per il quale due sfere s,, se si 

X 
tagliano formano un angolo avente per misura - e una sa è ortogonale 

n 
alle s,, adiacenti. 

Sia ad esempio f = 6, quindi b = 4, cioè P, è un cubo. Si ha allora 

X 5C 
sen - = sen - , 

8 B n 

quindi qz = 4. Ne coiicludiamo: Esiste ne110 spazio iperbolico un cubo tronco 
z 

a vertici propri con angoli solidi ave~zti per misura - se formati da due 4 
facce d i  8 lati, e angoli solidi retti se fornmti da I L N ~  faccia d i  3 lati e una 
d i  8 lati. 

La costruzione dl tale poliedro pub effettuarsi ne1 seguente modo. Sulle 
congiungenti il centro O di un cu,bo con i centri delle facce si prendanb 

dei punti 0 distanti da O di \I@+ 1 e sulle congiungenti di O con i vertici 

i punti O" distanti da O di 6 \I@- 1 .  Le 6 sfere con centro nei punti O' 

di raggio 7% e le 8 sfere con centro nei punti O" e raggio (4%- 1) sono 
ortogonali alla sfera di centro O e raggio 1 e vi determinano internamente 

Iï - 
un cubo-tronco a vertici propri i cui diedri hanno per inisura - O -. Si 

2 4 
oniettono per brevità le verifiche. 

Si diinostra che l'equazione (1) non pu6 verificarsi per i valori f = 4, 
8, 29, 20. 

5C 1 1 
Ad esempio ilel cas0 f = 4 è b = 3, sen - = - , sen 8 = - e la (1) di- 

ULb 9 \/S 
viene : 
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;; 1 1 7C 1 1 
Ora si ha sen - = - > - ; sen y = - > - - sen - = 

1 
JDL Jg 6 OL J,' 8 

cioè la (5) non si veritica per valori interi di n. 
Per l'ottaedro, il dodecaedro, l'icosaedso la (1) diviene rispettivamente: 

7 t  1 a) sen-=-. b) .i; J 5 5  C) sen- =--- 
9n 43' ~ P Z  24% 

e nessuna di esse pub verificarsi con n intero. Resta pertanto dinlostrato 
che fra i poliedri con una faccia a latera e due b latere il cubo tronco a 
uerticé propri b il solo che possa effettuare una divisione regolare del10 spnzio 
iperbolico. 

Neilo spazio iperbolico non esistono cubi-ottaedri tronchi nè icosidodecaedri 
? F  

tronchi i cui diedri abbiano per fitisura - con n intero (*). 
n 

4.. Si consideri un ordinario cubo-ottaedro-tronco P che per conîodità 
riferireino a una terna di assi coordinati ortoçonali avente l'origine ne1 
centro O di P, essendo gli assi x, zl; z ortogonali a tre facce ottagonali di P 
(v. fig. 5); supporremo ancora che una faccia ottagonale d i o P  disti da O 

di 3 - 4% Se dai veitici di ogni faccia ottagonale, esagoiiale, quadrangolare 
di P facciaino passare le srere s,, s6, s, normali a uria sfera Z di raggio r 
e centro O che contenga P ne1 suo interno, si ottiene in un cubo-ottaedro 
tronco n a facce sferiche; se n opera una divisione regolare di I: è neces- 
sario e sufficiente per l'osservazione premessa ne1 n.O 3 che due sfere s, e s, 
siano normali, che una s, tagli le s, adiacenti secondo angoli aventi per misura 
'Ir - 
-, una s,  le s,  adiacenti secondo angoli aventi tutti per misura '* op- 3 4 

X 
pure . 

3 

11 punto A ( 1  ; JS -1 ; 3 - J2) è un  vertice di P. Per A passano tre 
sfere s , ,  s , ,  s, di centro O,, O,, 0, e raggio r , ,  r , ,  r , ;  ponendo 

(*) Essi sono i soli poliedri archimedei a vertici triangolari con 1 faccia a latera, 1 b la- 
tera, 1 c latera. 
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e d'altra parte è: 

Fig. 6. 

Tenendo conto che le sfere s,, s , ,  s ,  passano per A si ha subito: 

Per l'ortoganalità delle sfere s, e s, si ha : 

ovvero per le (6) e (7) : 
2 d, d ,  = rz ; 

m a  dalle (8) si ha : 
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- 
e sostituendo nella (9) 

Teiiendo conto di quest'ultima 

~ + ( 1 5 - 8 j ! 2 ) = 0 .  

le (8)  dànno: 

Ora le sfere s, e s,  si debbono tagliare con un angolo avente per mi- 
7L 

sura - , cioè deve essere: 3 

O4 Oa = ri f ri + r ,  r, , 
e dalle (6 e (7) : 

d ,  d, = r' - J(tl; - r" ('9 di - r", 

e dalle (11) si ha infine : 

ovvero : 
3 - 1 2  J2-43-30  43, 

che è assurda. 
Non esiste percid nessun cubo-ottaedro tronco che possa effettuare una di- 

visione vegolare di x. . 
Analogainente sia P un icosidodecaedro-tronco di centro O (v. fig. 6 )  ri- 

ferito a una terna di assi ortogonali con origine in O di cui l'asse z sia 
norinale a una faccia di 10 lati di P e il piatio x x  normale a uno spigolo 
di tale faccia. 1 simboli x, r, s , , ,  s , ,  s,, s.,,, r , ,  r , ,  O,, , O , ,  0 ,  conservino 
il solito significato. Se esiste un icosidodecaedio-tronco che divide regolar- 
mente dovreino supporre necessariainente che una sfera s,  sia ortogoiiale 
alle s, adiacenti e tagli le s, adiacenti secondo un angolo avente per misura 
7c - 
3 , che una s, e una s,, se si tagliano forinino un diedro avente per 

7c X 
misura - oppure -. Provereino che scelto P, ne1 nostro caso con le 4 5 
apoteme delle facce di 10 lati eguali ad 1, comunque si scelga le condi- 
zioni precedenti non possono verificaisi. Infatti al poliedro P appartiene il 
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vertice A di coordinate : 

ove 8 4 indica la misura della sezione normale del diedro dl un dodecaedro. 

Fig. 6. 

sen 9 = 
1 

X 2 sen - 
5 

1 centri Oio ,  ' oe ,  O4 delle 3 sfere che passano per A abbiano rispetti- 
vaineiite le coordinate : 

H 
O , ( O , O , d , ) ;  O.= d.; d , t ang - ;  5 d,tangb); O , ~ ( d , , O , d , t a n g O ) ,  

è allora: 
77 

r:, =d l ,  - r 2 ;  r:= d: tangB-+ tanga 9 - r 2 ;  r;=d:(1+tang2B)-rB, (19) 5 
ed ancora: 

9 

1 
- 

0,0, = (d, - d,)" 1 + tang2 4) + di tüt~g- . 
5 

D aO,, = d i  I + tang2- + (d,  taiig-O - d,,)', 5 
(13) ( " 

0, O,, .= di + (dr  tang Y - dl,,)'. 
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Tenendo conto che le sfere s,,, s , ,  s ,  passano per A si ha: 

Essendo le due sfere s, e s, ortogonali si ha: 

= 2 r B 7  
con : 

7F 
(ao + zo tanp A )  x, + y0 tang +ao tdng 0 10 

e le (14) diventano : 

D r D d --- d 4 = r  d , = r  
D 

1 0  - 7 
-- . 

20 xo + zo t m g  g ' 
cc, +- y. tang - x - z, tang 8 (15) 

5 

7r 
Ma il diedro format0 dalle sfere s, e s , ,  ha per misura z, d e v e  essere 

ovvero per le (12) e (13):  

d: 2 d .  d, ,  tang % = 9 r' - / (d l .  - r') (a - r') , 

da cui pei. le (1 5 )  : 
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17 45- 35 
z, (x, + a, tang 8) - D2 tang 61 = D L  (xo  + ta, tang b)' COS' 61 = , 

10 

la (16) diviene : 

D2 - a: = 4 cosZ A zo (xo + z0 tang 9) - D2 tang 0 9 1 
ovvero sostituendo : 

21 dG-- 35 = 48 JS- 104 
che è assurda. 

Quindi nessun icosidodecaedt.o-tronco pub effettuare una diviüione regolare 
di x. 

COSTITUZ~OKE ARITMETICA DEL GRUPPO PROPRIAMENTE DISCONTINUO 

AVENTE PEK POLIEDRO FONDAMENTALE UN CCTBO-OTTAEDRO A VERTICI IMPHOPRI.  

5. Si consideri il gruppo Go ottenuto atnpliando con la riflessione 
a' = z, il gruppo G di SOS tituzioni a detertninante D = t 1 ,  

Pcoveremo che Go ha per poliedro fondamentale un cubo-ottaedro a 
vertici iiiîpropri. Le sostituzioni ellitticlie di Go se D = 1 si hanno se a, = - d ,  
e '(4 a t 1 )  +- (4 d t 1) in valore assoluto minore di 2, in,?. corrispondendosi 
nei due termini della soinina i segni + e i segni -, quest'ultima condi- 
zione non pub verificarsi. Se D = - 1 si hanno sostituzioni ellittiche aucora 
se a, = - d, e 4 ( a  4- d )  in valore assoluto minore di 8, quindi a + d = 0, 
cioè le sostituzioni ellittiche di Go hanno periodo 8, onde se due sfere (piani) 
di riflessione di G b i  tagliauo, esse sono ortogonali. 

Troviamo ora l'espressione analifica delle riflessioni di Go.  
Se D = 1 un tnoviuiento di 2" specie di Go è uuiia riflessione se ha per 

espressioiie analitica : 
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le corrispondenti sfere d i  riflessione banno prr equazione: 

con 
( 4 a +  1 ) ~ 8 a c l . S + 4 b 1 ~ ,  = 1 .  

I piani di  riflessione si hanrio per c, = 0, quindi dalle (18) a = rr,  = 0, 
hanno percib per equazione : 

con b,  inter0 qualunque. 
Se D = - 1 le riflessioni di Go llianno per espressione analitica: 

e le corrispondenti sfere d i  riflessione hanno per equazione: 

1 piani di riflessione si hanno per c = 0, quindi a = a! = O, Eianno percib 
per equazione : 

5 = a, 
con b intero qualunque. 

Ora il poliedro determinato dai 4 piani di riflessione: 

e dalle 10 sfere di riflessione : 
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1 " ( - + - ) +  = 8", ' [ c = v - a = t . a -  , 1 - -  1; b = - l ;  (BO) , 1 

è un cubo ottaeclro II , ,  a diedri retti e i cui vertici impropri hanno per coor- 
dinate (v. fig. 7) : 

Si osservi clie nessiina sfera (piano) di riflessione penetia in u i r  lungo 
iino spigolo essendo il periodo delle sostituzioiii ellittiçhe di Go due. 

Proveretno ora clle nessurio dei vertici Vi (i = 1, 2,. . : , 11) è interno a 
una sfera di  riflessione. 

Ilifatti perchè i rertici Ir,, V 2 , .  . ., ri, siano in terni a una sfera ( 1  7) do- 
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vrebbero verificarsi i n  numeri interi rispettivamente le diseguagliaiize : 

8a;+(4a-+ 1)" 1, 

8 (cl - a,)' + (4 c-c f 1 )' < 1 , 

Fig. 7. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 30 Sansone:  Sulle divisioni regolari dello spasio iperbolico 

Delle precedenti diseguaglianze le prime quattro e la 9" e IOa avendo 
ne1 l0 ineinbro in uno dei termini il quadrato di un nuinero dispari e l'altro 
termine pari sono inanifestamente iinpossibili; per la. 5", 6a, 7", 8" disegua- 
glianza. osserviamo che essendo il 91° termine del l0 niembro dispari è ne- 
cessariamente eguale ad 3 ,  onde il Io termine deve essere eguale a O ; si 
deduce allora che cl deve essere multiplo di 3, ma allora il 8' termine della 
cliseguaglianza che è il quadrato della somma di due nuineri imultipli di 3 
non pub essere eguale a 1 ; intirie per l'ultima deve aversi 

eguagliarize, che non sono possibili in numeri interi. 
Analogamente percliè i vertici VI., V2 , . . . , VI, siano interni a una sfera 

(20) deve aversi rispettivamente : 

(4 a f  1)"8a;<1, 

( k c - - 4 a - t  1 ) ~ 8 a ~ < I ,  

( 4 c - 4 a t  1 ) " 8 ( ~ + a , ) ~ <  1 ,  

(4 a  -t 1)' + 8 (c + a,)2< 1, 

14 c - 3 (4 a 2 1) + 8 (o  + 3 a , )  '< 9, 1 

Esse non possono sussistere come si prova ripetendo parola a parola 
il ragioriamento precedente. 

Ora i 84 inovimenti di 1" specie che riportano n,, in sè, formano un 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



i n  poliedri archimsdei e loro polari. 131 
- - 

gruppû Q,,; essi hanno per espressione analitica: 

- 1 - i J S ;  -- - 1  

1 - 2 i  4%; - ( I - i  JL) 
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di cui la 1" sostituzione rappresenta l'identità, le successive 9 \sostituzioni 
i 9 movirnenti a periodo 4 di G,,, le altre 8 sostituzioni gli otto moviinènti a 
periodo 3 di G,, ed infine le ultime 6 sostituzioni le sei rotazioni a periodo 
9 di G,,; nessuno di questi ventiquattro movimenti ad eccezione dell'iden- 
tità è di Go. 

1 84 moviinenti di 2" specie die  riportano n , ,  in sè si ottengono mol- 
tiplicando i nioviirienti del gruppo G,, per la riflessione: 

."'= - s , + I ,  

che non è di Go. Effettuando il prodotlo il 3 O  e 4O coeffieierite delle espres- 
sioni amlitiche dei 24 inovitneiiti si cambiano riei loro coniugali; si verifica 
allora che anch'essi non apparteiigono a Go. Segue yuindi clle Go ha per  
poliedro fondamentale u» cubo ottaedro a vertici impropri. 

ESISTONO 5 DIVlSlONt  HEGOLAHI DELLO SPAZIO IPEHBOLICO 

CON POLIEDKI POLAR1 DEGLI AHCHIMEDEI. 

6. 1 poliedri in esaiiie hanno facce eguali con angoloidi regolari di 
vnrio niiinero di spigoli. Essi si possono ancora distribuire in 15 tipi e cor- 
rispondono alle soluzioni di cui a l  n . O  1 scambiando u con f, le facce a la- 
tere con gli angoli solidi di a spigoli, ecc. Per le  nostre ricerche interessano - 
solo i poliedri i cui diedri hanno per tnisura " con az intero, il Che, corne 

m 

si é già detto, porta di conseguenza clie gli angoloidi dei poliedri in esame 
possono essere soltanto trimgolat-i e quadrangolari, circostanza clie avviene 
soltanto per iSpoliedri corrispondenti alle seguenti soluzioni: 

Denominazione poliedro 

Doppia piralnide triangolare 

Rombo ottaedro 

Polare rombicuboottaedro 

Roinbo dodecaedro 
Polare cubo simo. 
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Ognuno di tali poliedri ha vertici quadrangolari; se effettua yuindi una 
divisione regolare dello spazio iperbolico lm retti tiitti i diedri roiicorretrti 
uei vertici quadrangolari (rertici impropri), sono di conseguenza retti tutti 
i diedri del poliedro e percib i suoi vertici triangolari debborio esser propii. 
È subito visto ora clie ad ognuna delle prececlenti soluzioni corrisporide un 
poliedro a diedri retti. Sia iiifatti P un ordinario poliedro arcliin~edeo d i  
centro O e spigolo 2 di ciri il polare sia un poliedro corrispoudente a uiia 
delle 5 soluzioni precedenti. Si considerino le sfere s aventi il loro ceiitro 
iiei vertici di P e d i  raggio 14%; ognuna d i  tali sfere passa per il centro di 
una faccia quadrata di P. Ora tutte le s cosi costruite sono norinali alla 
sfera 2' di centro O tangente alle fücce yuadrnngolari di P, e ogni s è nor- 
male alle altre sfere s adiaeenti. 

Il poliedro a f a x e  sferiche interrio a ed esterno alle s è un poliedro 
del10 spazio iperbolico a diedri retti e avente le caratteristiclie di cui le pre- 
cedenti soluzioni. Nei n.' 7, 8, 9 claremo la costituzione aritnietica dei gruppi 
della doppia piramide, del rombo-ottaedro e del roinbo-dodecaedro. 

7. Nella nota P del inio lavoro : « Le divisioni regolari dello spazio 
iperbolico in piramidi e doppie piramidi i (*) si diinostra che il gruppo Go 
delle sostituzioiîi : 

con cr, B, y,,  8 interi del campo (1, i) ha per poliedro foticlamentale una doppia 
piramide triangolare a diedri retti formata 'dai il piani (v. fig. 8): 

& O ;  .,,=O; .,,=l; 
e dalle due sfere: 

(:r - 1y + -fiZ +- '!" 1, 

. p + (î, -- q2 -+y Z 1 ;. 

tale poliedro ha le caratteristiche della 1" solazione del n.O 6. 

(*) Alz.nali R. Seuola Norwzale Superiore di Pisa, 1917. 
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Fig. 8. 

8. Si considerino tutte le sostituzioni di la specie a determinante 1 

e le altre di la specie a determinante $2 

2 a z + p  = B a S - p y = l ,  0,) a'= 
B y z + B 6 '  

a + 6 = / 3 + y - O  (mod. 2); 

con cr, p, y, 6 interi del campo (1, i). Proveremo subito che esse formano un 
gruppo G. 

Infatti da: 
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si deduce che se:  
I \ I  a )  z - t g r p  - = O  I - (mod. '2); z + b  =;:'+-(-O (inod.2); 

/ 

è anche : 

a a' o' A '  (rnod. 8) ; 1 a' + X' $' y A' + r. y' (inod. 2)  ; 

e quindi: 

b)  A + D r B +- C O (rnod. 8). 

Analogamente da : 

si ha ancora che se sono vere le a )  è anche: 

y p " ~ p y *  (rnod. 8) ;  p x ' + S p ' ~ y 8 ' + x y '  (inod. 8); 

cioè sono vere le b). 
Cosi pure da : 

si ha ancora che se sono vere le a)  è anche: 

a x ' + y p l - 8 6 ' + P y 1  (rnod. 9) ;  6 - b ' r / y '  (rnod. '2); 

cioè sono vere le b). 
Si prova infine che moltiplicando una sostituzione n, per una sostitu- 

zione n, se ne ha una del tipo hl,; segue quindi che le sostituzioni date 
formano gruppo, anzi che: 

Dimostreremo che i l  gruppo G amnpliato con la riflesviotze z' = z, h o  per 
poliedro fondamentale un rowbo-ottaedro. 

Se D = 1 le sostituzioni ellittiche del gruppo si hanno per x + 8 = O , &  1, 
ma essendo a 6 G 1 (rnod. 8), è solo possihile a + 8 = O, e quindi le corri- 
spondenti sostituzioni ellittiche hanno il periodo 8. Analogamente per D = 8, 
le sostituzioni ellittiche si hanno per (a + 8) 113 reale in valore assoluto mi- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



136 Sansone: Sutle divisiotli t-egolari del10 syaxio iperbolico 

nore ai 8, ma essendo a + 8 = O (rnod. 2), segue che la circostanza in esame 
si presenta se cc + 8 = 0, cioè anche per D = '2 le sostituzioni ellitticlie hanno 
periodo 8. Ne concludiamo che se due sfere (piani) di riflessione di Go si ta- 
gliano, sono ortogonali. 

Se D = 1 le riflessioni di Go hanno per espressione analitica: 

con 

, ( C I ,  $ - i a 2 ) z ,  + i  b ,  
8 = 

U L i c , s , + ( a ,  - i n , ) '  

b , s c ,  (inod. s) ,  a ; + a ; + B b , c , =  1, 

e le corrispondenti sfere di una riflessione lianno per eyuazione: 

1 piani di riflessione si hanno per c,  = 0, quindi dalle (21): 

a,  = t 1 ; rc, = O ;  c, = O ;  b, = 8 1; (1 inter0 arbitrario), 

a ,  = O; a, = t 1 ; C ,  = O; b ,  = 9 u e ;  ( m  intero arbitrilrio), 

essi hanno quindi per equazione.: 

Se D = N e  riflessioni di Go hanno per espressione analitica: 

con 
b ,  =c l  (iiiod. 2 ) ;  9(n:+cc;)+ b ,c ,=l ,  

e le corrispondenti sfere di ritlessione hanrio per eyuazione : 

Dalla ga delle (23) segue che cl  è un ilunîero intero dispari, quitidi per 
D = 8 non si lianno piani di riflessione. 

Si consideri del prisma determinato dai 4 piani di riflessione: 
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la porzione esterna alle 4 sfere di rifiessione: 

J 
Fig. 9. 

Si ottiene un ottaedro P (fig. 9) che ha tutte le caratteristiche della 
9% soluzione del n.O 6. 

È chiaro che nessuna sfera (piano) di riflessione pub attraversare P 
lungo uno spigolo, essendo le sostituzioni ellittiche di Go a periodo 8. 

1 vertici di P sono : 
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e noi proveremo che nessuno di essi pu6 essere interno a una sfera di ri- 
flessione. Infatti perchè i vertici VI, V, ,-. -, V, siano interni a una sfera 
di riflessione (88) debbono verifioarsi in numeri interi rispettivamente le di- 
seguaglianze : 

Le prime otto sono impossibili essendo 1 c,  12 1, per l'ultiina dovrebbe 
aversi o, = - a, = a, e la seconda delle (81) diviene : 

che è assurda. 
Ana.logamente perchè i vertici VI,  V,, .  a ,  Vo siano interni a una sfera 

(94) deve aversi rispettivamente: . 

Le prime 4 sono impossibili essendo 1 cl 1s 1 ; dalla 5", Ga, 7", Sa dise- 
guaglianza si ha cl = 1 e 1 + 2 a,  = O oppure 1 - 2 a, = O, ci6 che non pub 
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essere ; per I'dtima, avendo c, - 2 a, e cl + 2 a, la stessa parità, deve es- 
sere cl = 9 a, = - 9 a , ,  e la seconda delle (83) diventa : 

4 a : - B a , b , = t ,  
che non pu6 essere. 

1 movimenti di la specie che riportano P in sè formano un gruppo G ,  
ed hanno per espressione analitica : 

e nessuno di essi, ad eccezione dell'identità, è di G o .  
1 niovimenti di 8" specie che riportano P in sè si ottengono ainpliando 

G, con la riflessione z'= - so + 1; essi hanno per espressione analitica: 

e nessuno di essi appartiene a Go. Segue che Go ha per poliedro fondanzen- 
tale un rombo-ottaedro. 
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9. Si considerino tutte le sostituzioni di la specie a determinante 1 : 

O L a z + $  
1 - Re - Xi  = .{"+"L' 

4 a 8 - e y =  1, 
con 

cc+S=p+y-O (mod. 8), 

e a, ?, y, 8 interi del campo (1, i). Si prova facilmente clie tali sostituzioizi 
foruiano un gruppo G. Cod ad es. si ha :  

e d a :  

segue : 

Y P's Y' fi (mod. 8) ; F a' 6 S p' r y a'-+ a y' ("od. 8), 
cioè : 

A t  D r  B+ CEO (mod. 8). 

In generale si ha: 

n, xn ,=n ,xn ,=n , ;  n , ~ n , = n , ~ n , = n , .  

Si anipli il gruppo G con la  riflessione s'= 2,; si ha un gruppo Go, che 
noi provereino ha per poliedro fondamentale un rombo-dodecaedro. Infatti 
dalla coridizione cy. + 8 G O  (inod. 2) si trova subito ch6 se una sostituzione 
n, O n, è ellittica ha il periodo 2, onde se due sfere (piani) di riflessione 
si tagliano sono ortogonali. 

Un inovimento n, è una riflessione se ha per espressione analitica: 

, ( a ,  +ia,)zO+2ib, 
% = 

2 i c, z, + (cc, -- .i a,) ' 
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e le corrispondenti sfere di riflessione lianno per equazione: 

1 piani di riflessione si lianno per cl = O, quindi dalle (25) : 

n, = t 1 ; a,  = O ; b,  = 2 1; ( Z intero arl~itrario) ; 

a ,  = O ;  a,  = f 1 ; b ,  = 9 ln; (ru intero arbitrario); 

harino cioè per equazione: 

< = 2 1 ;  1 - 2 n t .  

Un movimento n, è una riflessione se lia per espressione analitica: 

con : 

bi +cl = 0 (tnod. 2) ; 4 (a; + a;) + b, cl = 1 ; (97) 

e le corrispondenti sfere di riflessione harino per equazione: 

Non vi sono piani di riflessione percliè per la 2" delle (27) si ha clle cl 
è dispari. 

La porzione di prisma interna ai quattro piani di riflessione (fig. 10): 

ed esterna alle 8 sfere di riflessione: 

Alznala d i  Mateaautica, Serie III, Toiiio XXVIII. 19 
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fornm un rombododecaedro P di cui la 4" soluzione del n.O 6. 

Fig. 10. 

Proveremo clie Go ha p&- poliedro fondamentale P. 
Si osservi che essendo le sostitiizioni ellittiche di Go a periodo 8, nes- 

suna sfera (piano) d i  riflessione penetra in P lungo uno spigolo. 
Proveremo ora che i vertici di P non possono essere interni ad alcuna 

sfera di riflessione. I vertici di P sono: 
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Perchè i vertici V , ,  V, ,- - -, VI, siano interni a una sfera (86) debbono 
essere soddisfatte in numeri interi rispettivaniente le diseguaglianze: 

(2 cl - a,)' + (2  cl + a,)' < 1. 

Le prime 4 diseguaglianze non possono sussistere essendo 1 cl 12 1 ; la 
5a, la 6", la 7" e la 8" non possono sussist,ere percliè dovendosi annullare 
ne1 Io membro ognuno dei termini ne seguirebbe die a ,  e a, dehbono essere 
numeri pari contrariamente alla Ba eguaglianza (85) ; dalla y", 1P, ila, i B a  . . 
segue cl = 1, ed averido a ,  e a ,  differente parità uno dei pririii due termini 
del l0 membro deve essere eguale a 1, l'altro annullarsi, in ogni caso i nu- 
meri 4 O 8 debbono essere multipli di 3 e cib è assurdo; dali'ultima percliè 
si verifichi segue : 

cioè a, e a ,  Sono pari, il che non pub essere. 
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Analogamente percliè i vertici VI, V, , . . . , Ir,, siano interni a una 
sfera ("2) deve aversi rispettivaniente : 

Ancora le prime 4 non possono sussistere essendo 1 c ,  12 1 ; la ja, Ga, 
7", 8" non possono sussistere perchè dovendosi annullare ognuno dei ter- 
inini del Io rnenlbro segue che cl è pari contrariamente alla 8" eguaglianza 
delle (97j; per la 9", IO", l ia ,  !8" essenclo cl dispari segue cl = 1, e quindi 
per la possibilitii di ciascuna di esse deve verificarsi rispettivamente in nu- 
meri interi uno dei sistemi: 

e ciascuno di essi non pub verificarsi in nuineri interi. 
Znfine per l'ultinia deve aversi G, = 2 a, = - 2 a , ,  cioè cl pari, cib che 

si è visto non pub essere. 
1 inovinienti di la specie che riportano P in sè forinario un gruppo G, , ;  

essi hanno per espressione alialitica : 

( ( 1 t e i ) i ;  ( 1 - 2 " ) ) ;  ( 1 - i ;  - ( + )  ( i ;  ( 1 - 2 i ) i  ) .  
7 - i ;  - i ;  - ( 1 - i J  i ;  - ( 1  + 2 i ) i ,  
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di cui la la sostituzione rappresenta l'identitk, le successive 9 sostituzioni 
i 9 movimenti a periodo 4 di G,,, le successive 8 sostituzioiii gli 8 iiiovi- 
menti a periodo 3 di G,& ed infiiie le ultime 6 sostituzioni le 6 rotazioni a 
periodo 2; nessuno di questi 44 moviineriti ad eccezione deli' identità appar- 
tiene a Go. 

Moltiplicando ora il gruppo G,, per la riflessione: 

che non appartiene a Go si ottengono altri 94 movimeilti di 2" specie clie 
riportano P in sè. Osservando che effettuando i prodotti il terzo e quarto 
coefficiente di ogni sostituzione si catnbiano nei loro coniugati iiîoltiplicati 
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per i, ne segue che le sostituzioni di G,, clie ridotte a deterniinante 1 non 
hanno il 3 O  e 4 O  coefficiente intero, moltiplicate per la riflessione s'= - x, + 9, 
conservano il 3' e 4' coefficiente non intero, ci restano allora da esaminare 
delle nuove quelle clie provengono dai prodotti : 

e nessuna delle sostituzioni rappresentata di tali prodotti appartiene a Go. 
Resta pertanto diniostrato che Go ha per poliedro fondanientale un ronîbo- 

dodecaedro. 
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Parallelismo e curvatura 
in  una varietà,  qualunque. 

(Di A N ~ T A  CAHPANESE, a Calice al Cornoviglio.) 

I N T R O D U Z I O N E .  

Il prof. LEVI-CIVIT* nella sua Memoria : 1Vo.zione di parallelismo in  uiia 
varietà qualunque e conseguente specificazione geometrica della curvatura Rie- 
nzalzniana (*) lia introdotto ed illustrato la' nozione di parallelismo in una 
varietà V, a metrica qualsiasi, definendo corne parallele due direzioni spic- 
cate da due punti infinitainente vicini P, P' se (a ineno d'infinitesimi d'or- 
dine superiore al primo rispetto all'elenlento lineare PI") forniano 10 stesso 
angolo con ogni direzione fissa spiccata da P (O da P') ed appartenente a V , .  

Anche qui si int'roduce la nozione di parallelisino in una varietà V, 
qualunque, ma partendo da un punto di vista diverso. 

Si suppongono date a priori .n forme differenziali, lineari, indipendenti 

e si assume colne quadrato dell'elemento lineare della varietà 

Con' questa impostazione si riconosce che ad ogni punto P di Ir, si  
coordina un'ennupla di direzioni iiiutuamente ortogonali. 

Si definisce poi il parallelisino ricorrendo, con opportun0 algoritino, 
alla eondizione che fra gli intorni di l0 ordine di due punti infinitainente 
vicini P e P' passi tale corrispondenza da conservare distanze ed angoli. 

(*) Vedi Re~zdicont i  de2 Cire020 Matematico cli Palewno, t .  XLII  (1917). 
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Ponendo in ta1 modo la nozione di parallelismo rimane ovviamente 
acquisito clle l'angolo formato da due generiche direzioni uscenti da un 
medesimo punto, è anche l'angolo forrnato dalle loro parallele in un altro 
punto yualunque; e considerando un caso particolare delle equazioni di 
parallelistno si stabiliscono le equaaiotii delle geodetiche, che vengono cos1 
illuminate sotto altro punto di vista. 

Con facile e spontanea applicazione di proprietà note delle eiinuple or- 
togonali si ritrova poi la proprietà geoinetrica assunta da1 LEVI-CIVITA come 
definizione di parallelisino. Questa proprietà geometrica è agile ed espres- 
siva perché, corne ha, niostrato Io stesso Lnvr-CIV~TA, conduce rapidamente 
alle equazioni differerizia.li del parallelismo. Essa appare per altro estrinseca 
rispetto alla V,, percliè fa intervenire 10 spazio euclideo (ad un numero 
conveniente di dimensioni) in cui la V,, stessa pub seinpre supporsi immersa. 

Già il prof. SEVERI (*) ha nlostrato coine si possa ricondurre il paralle- 
lisnio nella varietà V,, al parallelisino sopra uria certa superficie geodetica, 
deterininata dai dati della questione, ossia come si possa attribuire forma 
geonietrica intrinseca alla definizione di parallelismo i n  V,, . Orbene & facile 
riconosceie clie anche questo risultato del SEVERI si pub ricavare, senza 
nessun calcolo, coine corollario della originaiia definizione del LEVI-CIVITA. 

Infine si introducono i differenziali d70rdiue superiore delle forme +, e 
col loro mezzo vien fatto di definire e di iiiterpretare ne1 modo più rapido 
e conciso tutti gli inrariitiiti di curvatura nella varietà. 

A dir vero le espressioni finali e l'interprelnzione sono già state asse- 
gnate da1 prof. Riccr ("*), nia col procedimento qui esposto si evita di far 
intervenire, sia pure soltaiito provvisoriainente, i simboli di .RIEMANN. 

1. Interpretianîo n vnriahili iiidipendenti x, come coordinate generali 
di un punto P in una varietà V,, . Un sisteina di differenziali d x,. caratte- 
rizza con cib il yassaggio da P ad un punto yicinissimo P'. 

(*) Cfr. Sulla curvatura delle superficie e varietà. Rendiconti del Circolo Mateniatico di 
Palermo, t. XLII (1917). 

(**) Cfr. Sui gruppi continui di woviwtefiti in unu varietci qualuraque a tre dimensiovzi. 
Memorie dei XL, Serie III, t. XII (1899), pag. 74. 
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Prendiamo a considerare n forme differenziali, lineari, indipendenti 

L'indipendenza si rispeccliia nella circostanza forinale clle si suppone 

Le forme +; si considerano invarianti rispetto ad arbitrari cnriibiatnenti 
di variabili indipendenti, e quindi se ci riferiamo a generiche, nuore varia- 
bili y, e poniaino 

diverso da zero il determinante dei coefficienti 

abbiamo 

A =  

8. Iinaginiaino posta in V,, una determinazione metrica, assuiiieiitlo 
corne espressione del quadrato dell'elemento lirieare P P' 

X l l i  Sp - - . 1 1 / w  

Ayl Asp. . . Anla . 
. . - . . . . . . . . 
h / l   an/^ . . 

Si riconosce senza ciifficolta che con questa iinpostazione (risguardanclo 
cioè date a pkori le n forme t6, e definendo, in base ad  esse, il d sP quale 
somma dei loro quadrati), non soltanto si introduce la inisura delle distanze 
e degli aiigoli in V,, ma si coordina altresi ad ogni punto P un'eiinupla 
di direzioni mutuamente ortogonali. 

Infatti ove si ponga 

J l l r O . . . + i - l = O  + i + l = O . . . + n = O  (3) 

la matrice di questo sisteina di n- 1 equazioni lineari ed oinogenee nei 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. PO 
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differenziali d s, ha  per caratteristica n - 1 (*), e quindi vengoAo definite 
le d x, a meno di un fattore di prsporzionalità. 

Indicando con Ar) gli elementi reciproci y*) degli elementi hi,, si lia più 
precisamente 

d x, = pd 1 ~ )  ( r =  1, 2,. . . ,  n). (4) 

Nelle (3), ed in conseguenza nelle (4), l'indice i pub prendere tutti i 
valori da 1 ad n, perchk le forme + sono n, e quindi dalle (4) stesse risulta 
intanto che ad ogni punto P corrispondono n direzioni. 

Osserviamo che, tenendo presenti le (3) e le (4), si ottiene 

Cosi si ha anche l'interpretazione d i  p,, ed allora le (4) diventano 

Le quantità 1:'' si chiainano i parametri della direzione i. 

3. Rimane da provare che le n direzioni uscenti da P sono mutua- 
11 

mente ortogonali. A ta1 uopo ricordiaino che, essendo d s" x,., a,., da,. d x, 
1 

l'.espressione del quadrato dell'elemento lineare della varietà, e ponendo per 
brevità d s" Q, la condizione di ortogonalità . d i  due direzioni (a) e (a'), 
corrispondenti agli incrementi d e d', è 

Quando il quadrato dell'elemento lineare ha l'espressione (8) si rico- 
nosce facilmente che la suddetta condizione diventa 

(*) Infatti se la caratteristica fosse minore di 1û - 1 sarebbero zero tutti i minori d'or- 
dine 1û - 1 della matrice, che sono pure minori del determinante. A, e quindi sviluppando 
questo determinante secondo gli elementi dell'iMima riga si ottgrrebbe zero, contro l'ipotesi 
che sia A =I= 0. . . 

(**) Si chiamano elementi reciproci i complernenti algebrici divisi per il determinante. 
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essendo +'.la stessa forma + riferita agli incrementi d' delle coordinate. Se 
ora si considerano due qualunque-delle .n direzioni uscenti da P, si vede 
che per esse è soddisfatta la condizioiie d'oitogonalità in virtù delle (3). 

1. Conveniamo di lasciare indeterininato il significato da attribuire a 
differenziali secondi del tipo 

dd'x, d'dx,. 

e facciaiûo la convenzione, che ha caraltere invariantivo di fronte ai cam- 
biainenti di variabili, che per una stessa funzione del posto siario invertibili 
i simboli d e d' (*), che cioè si abbia 

d d' = d' d. 

Accanto alle forme +i consideriamo le forme 

ed osserviamo che (quand0 si prenda per i differenziali secondi una defini- 
zione invariantiva), sono invarianti 

, d'$<, d Fi 
ed anche le forme bilineari del 1' ordine 

)Z 

= ~ r s d ~ r d ' ~ s  - -- 
1 (a" y 8 %  

(*) sempre lecito risguardare nulli i differenziali secondi, ma non facciamo yuesta con- 
venzione, perchè non ha carattere invariantivo. 
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ognuna delle quali costituisce il cosidetto covariante bilineare della corri- 
spondente forma $i. , 

2. Risolviamo ora le (1) rispetto alle d x,. Per far questo moltipli- 
chiamo i due membri per hl,, soniinia~no rispetto all'indice i, e teniamo 
presenti le relazioni, clle passano fra gli eleinenli reciproci A;,,, Xp 

col solito significato delle ç,, (O per r =l= s, 1 per r = s). 
Si ottiene allora (dopo aver scambiato p con r, ed i con h) 

Analogaineiite risolvendo le (1') si ha 

Nelle (5) sostituianio a d z .  e d'x. le espressioni date dalle (6) e (67, 
O ttenianio 

avendo posto 

Se in questa espressione si cambia h con k sivede che le eihk sono m i -  
simmetriche rispetto ai due ultitiîi indici, ci06 sono legate dalle relazioni 
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1. Facciamo ora, per il lettore cui è famigliare il calcolo differenziale 
assoluto del Rrccr, alcune considerazioni sui siinboli eihk introdotti colle (7). 

Dalle formole di derivazione covariante si ha 

E sottraendo niembro a memhro viene 

In virtù di queste ultime relazioni le (7) diventano 

Ricordando le formole di definizione dei coefticienti di rotazione di Riccr 

dalle (8) risulta 
e i h k  = Y i h l i  - Y i k h  9 

e cos? s i  vede che le e,, si possono esprimere in modo semplice in teriiiini 
delle y,,. 

8. È importante osserviire che se si associano alle (Y) le relazioni di 
einisimmetria rispetto ai due prirni indici, a cui soddisfano le y, cioè le 
identità 

y i h k  + y l i k  = O (Io) 

le yihk rimangono univocamente definite in termini delle ejhk.  
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Infatti, ruotando circolarmente gli indici si hanno dalle (9) le relazioni 

ehki = Yhki  - r h i k  ? 

ekih = y k i h  - Ykhi  * 

Sommiaino la (9) con la (9') e sottragghiamo la (9"). Viene 

eihb + ekih = y i h k  - y i k h  + Yl;ki - Yhik - Ykih + Ykhi 9 

ed in base alla (10) si semplifica in 

Ricordiamo che ne1 3 2 abbiamo visto che dall'invertibilità dei siinboli 
d e d' risulta 

n 

d' 4 i  - d #'i = E h k  e i h k  fh - 
1 

(11) 

Vogliamo ora dare per i differenziali secondi una deterininazione inva- 
riantiva. A yuesto scopo ponianio eguale ad una forma bilineare nelle +, 
cioè poniamo 

i coefficienti y essendo n3 funzioni del posto a priori arbitrarie (*), vincolate 
soltanto da1 rendere soddisfatte le (11). 

In questa forma bilineare non c'è niente che dipenda dalla scelta delle 
variabili di riferimento, yuindi è invariante di frorite ai cambiamenti di.va- 
riabili. 

Accanto alle (18) abbiaino 
n n 

d Yi = x h k  Yihk +'h $k = x h k  Yikh #h f k  > 
1 1 

(*) Vedremo in seguito che questi coefficienti y coincidono coi coeficienti di rotazione 
di RIGGI, e percib li indichiamo fin d'ora con 10 stesso simbolo. 
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e tenendo presente che devono essere soddisfatte le ( I l ) ,  si vede che de-ve 
essere 
i .  

Yihk -- Yiklr = eihk - (l) 

n (12 - 1) n' (2% - 1) 
Queste relazioni sono n - - 

2 
. Delle y rie riniangono 

2 
n2 (12 - 1 ) 

.guindi --  - "L (n + ') a priori arbitrarie. 
9 

Presa a considerare la forma bilineare 

chiarniamo condizione di rigidità la condizione 

per ogni sistema di differenziali d, d', d", cioè fornialinente la condizione di 
invarianza, rispetto ad un generico operatore d" della forma @. 

In base alle (152) si ha 

Scambiando nella seconda soinmatoria i con h viene 

n 

d" @ = x m  *'i $"A. (yak $ ym). 
1 

Da cib risulta che la condizione necessaria e sufficiente affinchè s'an- 
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nulli d" 9 è offerta dall'annullarsi dei coefficienti (*), cioè dalle relazioni 

che comprendono corne casi particolari, per i - h, le yiik = 0. 

possono dare tutti i valori da 1 ad n,  e per la coppia i h si devono pren- 
dere tutte le coinbinazioni con ripetiziorie di rt indici a due a due. 

Osserviamo clie il numero delle Pelazioni (II) è appunto eguale al  nu- 
nlero delle y, a priori arbitrarie, trovato ne1 paragrafo precedente. 

In questo paragrafo indichiamo, per maggior chiarezza, con y* i coefi- 
cienti di  rotazione di Rrccr, e ricordianlo che ne1 5 3 abbiamo visto che si ha 

Operando sulle (1) e (II) nello stesso modo con cui nell'ultima parte del 
$j 3 abbiaino operato sulle (9) e (10) per ottenere le precedenti espressioni 
delle y*, si trova 

Da1 confronto di questa relazione con la precedente risulta appunto che 
i coeficienti y, che cornpariscono nelle (18), coincidono coi coeficienti di 
rotazione di RICCI. 

(*) Basta osservare che abbiarno tre sistemi di differeuziali, indipendeiiti I'uno dall.'altro, 
e che per ogiii sistenia possiamo prendere eguali a zero tutti gli incrementi, uno eccettuato. 
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1. Nella varietà V, ad ogni operatore d fücciaino corrispondere una 
direzione (d), e ricordiamo che (corne abbiamo visto ne1 § l), assuniendo 
la (8) come espressione del quadrato dell'eleinento lineare, si coordina ad 
ogni punto P un'enaupla di direzioni niiltuainente ortogonali. 

Considerata una direzione (d) uscente da un purito P qualsiasi, posto 

e tenuta presente la (2) si ha identicamente 

e si possono quindi considerare le ,zi come coseni direttori della (d). 

Osserviamo che dalle' (13), ( l ) ,  e (4.') risulta 

8. Siano P e Q due punti vicinissimi di una curva 1 qualsiasi in V", 
e (d) la direzione da essi determinata. Vogliamo definire il parallelismo di 
due direzioni (d') e (d,) appartenenti a V,, ed uscenti da P e da Q. Ali'uopo 
caratterizzeremo gli incrementi che devono subire i coseni 2'; relativi alla (d') 
per dar luogo ai coseni relativi alla direzione parallela (df,), e cib, adottando 
per i differenziali secondi delle $ la caratterizzazione risultante dalla condi- 
'zione di rigidità. 

Posto 
Vi = z'; df s :13) 

si ha 

essendo il d's costante per la condizione di rigidità. 

Annali di  Mafematica, Serie III, Tomo XXVIII. 
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I n  base alle (18') si ha 

Dividendo ambo i membri per d s, e teneiido presenti le (13) e le (33') 
viene 

Queste sono le n equazioni fondamentali che defkiscono il modo d i  su- 
riare dei coseni direttori lungo la linea 1 in base alla condizione che le di- 
rezioni individuate d a  questi coseni si manlengano paralEeEe. 

Data la curva Z, i coseni z, sono funzioui note dell'arco s di 1, le yihk 
sono funzioni note del posto, quindi sono noti i coefficienti di ogni z',, e le 
equazioni trovate sono quindi n equazioni differenziali ordinarie nelle altret- 
tante quantità z',. Ne segue, in base ai noti teoremi di esistenza, che spic- 
cata una direzione da un punto qualsiasi di 1, rimangono determinate ' le 
direzioni parallele per ogni altro punto della curva. 

Quaiido la linea Z coincide con l'ennesima linea dell'ennupla ortogonale 
le z, sono tutte nulle, ad eccezione di z, che è 1, quindi, in questo cas0 
particolare, le (14) assumono la forma 

d z'< -- - XI. Y i h n  ~ ' h .  d s  1 

Corne immediata conseguenza della coridizione di rigidità, si ha la 'con- 
servazione lungo Z dell'angolo di due direzioni concorrenti, che si trasportano 
per parallelismo. 

Le equazioni di parallelismo che abbiamo trovato sono già ridotte alla 
forma emisinimetrica, quindi sussistono tutte le proprietà di cui godono i 
sistemi differenziali di questo tipo, e clie sono state anche rilevate da1 Pro- 
fessore L ~ v r - C r v r ~ ~  nella sua Memoria citata nell'introduzione. 
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In particolare supponiamo che nelle (14) i coincida con z, ossia la dire- 
zione di cui si considera il trasporto per parallelismo è quella della linea 1; 
allora le (14) assumono la forma 

Quando la linea 1 è conosciuta abbiamo visto che si hanno n. equazioni 
nelle di; invece quando il trasporto avviene lungo l'incognita curva Z, le y 
(che sono note soltanto corne funzioni del posto) non si conoscono. Con- 
viene allora associare alle (15) le identità 

che si.ottengono risolvendo le forniole di definizione dei coseni 

* dx, 
2, = Er l i l r  - . 

1 d s  

Le (15) e (16) definiscono coinplessivamente curve tali clle 1s loro dire- 
zione in un punto qualsiasi è senipre parallela alla direzione iniziale. Curve 
siffatte si chiamano geodetiche della uarietà. 

Dalla condiziorie di rigidità risulta p i  che queste curve hanno la  pro- 
prietà di rendere stazionario l'integrale che dà la lunghezza dell'arco corn- 
pr'eso fra due loro punti, e cosi si ritrova, per le geodetiche di una varietà 
qualunque, I'ordinaria definizione estremale. 
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PROPKIETÀ GEOMETRICA CHE CARATTEHJZZA IL PARALLELISMO DI DIREZIONI SPICCATE 

DA PUNTI INFINITAMENTE VICINI. 

1. Siano P e P' due punti vicinissilni nella varietà V,; d s' la loro di- 
stanza elementare; (d') la direzioife da essi deteminata; z'; i coseni direttori 
della (d') rispetto all'epnupla ortogonale 1, 2 , . . . , n uscente da P. Per mag- 
gior chiarezza sarà bene coiitraddistingiiere con apice le linee dell'ennupla 
uscente da P'. 

Consideriamo l'angolo clle la linea à, uscente da P, forma con la linea h', 
uscente da P', e poniaino (per h=j=i) 

essendo phi una quantita finita. Allora phi d s' si pub manifestarnerite risguar- 
A 

dare come cos h'i (*). - 

Supponiaino ora la varietà V, imrnersa in iino spazio euclideo SN ad un 
nuinero conveniente di diinensioni. Indicliiamo (rispetto ad un generico si- 
steina cartesiano di SN) COB ah* (Y = 1, 9 , . . . , N) i coseni direttori della 
linea h spiccata da P, e con a,,+ d a,, gli analoghi coseni della ho. Si ha 
(per i =I= h) 

Indicando con 1' i parainetri della direzione (d') si ha 

da cui 

A p) Basta osservare che è cos h' i =cos 
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Quindi 
N 

d z m  - x v  8 ~ ~  j,J,,.) - n.  da,,^ 
d ~ '  - 1 dx, 

- x,, 12 z', 
I 8  x, 

e designando al solito con s, l'arco delia linea k, si pub porre 

cosi risulta in definitiva 
n 

Phi = X E  Yhik ~ ' k  
1 

e questo generalizza ovviainente l'espressione delle p, rilevata al 13 della 
Memoria citata del Prof. LEVI-CIVITA. Ivi si suppone (d ' )  coincidente con rz, 
donde x',  - x', = . . . = srm',_, = O  s', = 1. 

+. 9. Per qumto  precede il coseno chi dell'angolo h z vale (a meno di 
infinitesimi di ?1° ordinc) 

1 per h = i, ph, d  d per h=l= i. 

Se z, sono i coseni di una generica direzione (d )  rispetto all'ennupla 
1', Y, ... . , n' quelli relativi all'ennupla 1, 2, . . . , 9% saranno 

ossia 
z*, = Zi + cl s' X', p,ti 2, 

(x' significa che ne1 fare la somma da 1 ad n bisogna oinmettere l'indice i ) .  
Ricordando che è y,, = -yih, (e yuindi in particolare y,,, = O), e tenendo 

presente la (17) si pub scrivere 

(*) Veggasi Rrcc~, Dei sistemi d i  congruenze ortogonali in una varieth qualzmque. Me- 
morie dei Linçei, 1896, pag. 891. 
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3. Sia (d) una generica direzione uscente da P di coseni direttori 
4J; z.= - 

* d s  
(rispetto all'ennupla uscente da P). La parallela a (d )  uscente da P' 

ha, rispetto all'ennupla l', Y, . . . , n', i coseni 

essendo per la (18) 

Riportando codesti coseni z, + d'z, all'ennupla 1, '2, . . . , n mediante la 
formola (18) (in cui si sostituisca x i  $- d'a; a 2;) si ha, a ineno di terinini di 
'?JO ordine, 

B*, = 2 , .  

Questa relazione ci dice clle due direzioni parallele uscenti da P e P' 
formano 10 stesso angolo con la linea i dell'ennupla, cioè con uiia generica 
direzione fissa di V , .  

E cosi si ritrova, coine una proprietà del parallelismo definito ne1 3 7, 
la definizione di parallelismo data da1 prof. LEVI-CIVITA nella sua citata 
Menioria. 

Dalla proprietà di due direzioni parallele, testè rilevata, si pub dedurre 
la caratterizzazione intrinseca del parallelismo data da1 SEVERI. 

Le considerazioni clle servono a raggiungere l'intento mi sono state 
suggerite da1 prof. LEVL-CIVITA, e sono le seguenti. 

Siano P e P' due punti vicinissimi nella varietà V,,, (d') la direzione da 
essi determinata, (d) una direzione uscente da P, ( 8 )  la direzione parallela 
uscente da P'. 

Consideriaino le due geodetiche spiccate da P nelle direzioni (d) e (d'), 
e la superficie geodetica G da esse determinata. Consideriarrio ancora una 
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varietà a ad rn dirneiisioni, passante per P, e contenuta in V,; supponiamo 
che G contenga le due direzioni (d)  e (d'), e sia del resto qualunque. 

Indichiamo con T i'iperpiano tangente a V, in P ,  e con x l'iperpiano 
tangente a o in P. Siccorne a è contenuta in V,,  x sar i  contenuto in 7. 

Osserviaino ora che se (8) 6 parallela a (d) in V, 10 è anche in o. 
Infatti se le due direzioni (d) e ( 6 )  sono parallele in Vn formano gli stessi 

angoli con ogni direzione fissa appartenente a 7, e quindi, a fortiori, forme- 
ranno gli stessi angoli con ogni direzione fissa di z. 

Cib premesso prendiamo per c la superficie geodetica G, allora la pa- 
rallela a (d )  in V,, è anche parallela in G, e quindi il parallelisino nella va- 
rietà V,, è ricondotto al parallelismo sulla superficie G, determinata dai dati 
della questione. In questo consiste appunto il teorema di SEVERI. 

Per le varietà a due diinensioni parallelismo equivale ad isogorialità, 
quindi la parallela ad pna direzione (d) è determinata in modo unico, e si 
ha una caratterizzazione intrinseca del parallelismo. 

DIFFERENZIALI D'ORDINE SUPERIOKE. 

Applicando ripetutamente le (152) rimangono definiti anche differenziali 
siperiari del tipo d" d' +,,'dld"$,, il sirnbolo d" dovendo naturalniente trat- 
tarsi alla stessa stregua di d' e d. 

Consideriaino ora le espressioni 

~ , = d ' d " $ , - d " d ' + ~ .  
Dalle (12) si ha 

n 
d' d" +, = d' Zkk  Yikk eh + I r k  = 

1 
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164 Carp a nes e : Parallelisnzb e curuatura 

Dalle (18), dalle (6') e dalle (4') si ha ancora 

" 8 y i h k  
n n 

d" $< = E h k p  - +É $"g + x k k p p  Y i h k  Y k p g  h $'k $Oq  f- x h k  Y i k k  $h $'k 
1 ds,  I i 

e sottraendo membro a inembro dopo aver scainbiato nelle due prime soni- 
inatorie q con k, viene 

Teiiendo presenti le (11) e le (9) l'ultima sommatoria diventa 

talchè, scainbiando gli indici in, modo clle in ogni sommatoria comparisca 
il prodotto $,, +', +", , e ponendo 

si ottiene infine 
n 

U i  = z & k p  1 Y i h r q k  +k q'k $r'q* 

Giova ora chsiderare  l'espressione 

in cui 4 "  è la stessa forma $ riferita ad altri incrementi d"' delle variabili, 
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arbitrari ed indipendenti dagli increinenti d, d', d" precedentemente consi- 
derati. 

Tenendo presenti le ('20) si pub subito scrivere 

Di questa forma quadrilineare troveremo l'interpretazione geoinetrica 
ne1 caso particolare in cui i sistemi di differenziali indipendenti si riducano 
a due, coincidendo d con d' e d" con dm, ossia ne1 caso che diventi la forma 
hiquadratica 

1. Sia P Q un generico arco di geodeticii nella nostra varietà V". Dai 
punti P e Q iinaginiamo spiccate due altre geodetiche in direzioni parallele. 
Assumiaino su queste geodeticlie due archi eguali 

e congiungiamo P' e Q' con un arco di geodetica, Otteniamo un quadran- 
go10 geodetico che, secondo LEVI-CIVITA, chiamerenlo parallelograinnioide; e 
deqigneremo come base e soprabase i due lati opposti P Q e P'Q'. 

8. 11 sistema fortnato dalle equazioni delle geodetiche e dalle seguenti 

consente di fare il trasporto lungo la geodetica spiccata da P, e clie indi- 

Anmali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. $2 
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cheremo con y, di una qualsiasi funzione 

del posto e di una direzione clie si conserva parallela a se stessa (lungo y) .  
In un cosi fatto trasporto lungo g il d s 9 i m a n e  inalterato, perchè le equa- 
zioiii di, parallelisliio sono state desunte in base alla condizione,di rigidità. 

In  particolare, iridicata con (du)  la direzione determinata dai due punti 
P e Q, e detti ( d l : z , . ) ,  i differenziali corrispondenti alla parallela a (du)  
spiccata da P', si avrà (da110 sviluppo del MAC LAURIN) 

1 
(d" cc,.),, = d" x,. + d' d" %, + - cl'"'' a,. + - . . 2 (21) 

dove d" e d' hanno le determinazioni che loro competono in P. 

3. Se una f P, (cl') è trasportata (lungo g )  fino in P', divenendo . (  1 

vu01 dire l'increinento clie subisce f per il fatto che (s riinanendo inalterato) 
P si incrementa di d" P, e diventa quiiidi il punto Q, e (d') diviene la pa- 
rallela a (dt)  spiccata da Q: Con cià f+d"  f è (a iiieno di infinitesimi d'or- 
dine superiore al primo) quel10 che diventa f, quando si passa da P' a &'. 

Se in particolare f coincide colla coordinata z , ,  ed indichiaino con xLP" 
il suo valore in P', übbiaino 

(*) Ad ogni valore dell'arco s corrisponde un punto di uii'assegnata geodetica; suppo- 
niamo ehe sia fissata una legge secondo la quale ad ogni valore di s corrisponde una dire- 

zione;' allora potremo considerare una funzione f del posto' e.di una direzione. 
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rappresentano (a meno di terrnini d'ordine superiore al Io rispetto all'ope- 
ratore d") gli incrementi D x,. che subiscono le coordinate ne1 passaggio da 
P' a Q'. II confroiito colla (81) permette di scrivere 

1 
D x,. = (d" x,.)p - - d>" 

B 

Indicando con $iLP9 le + relative al punto P' ed alla direzione (d"), si ha , 

D'altra parte le $ (relative al punto P' ed alla direzione P' Q') mediante 
9 

cui si esprime P' &' sono 

In virtù delle (22) e (83) si pub scrivere 

dove, a meno di infinitesimi del 3O ordine rispetto a d's, e del S0 rispetto 
a d"s,  si pub sostituire 'hilr a ( X i l r ) p .  

Tenetido presente che per una qualsiasi funzione delle zi è d" d'= d'd", 
si ha identicamente 
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168 Carpanese: Pnralle2iswto e curvatura in una uarietà pualunque. 

Dalle (84), sempre a meiio d'intinitesiini ,del 3 O  ordine rispetto a d's, 
consegue 

e tenendo presente che ne1 passaggio da  P a Pt il d ' s h o n  si altera, ed in 
virtù delle (95) rjsulta infine 

9 % n 
p1 &' = p Q - xi +; (d' d" +.li - d" d' fi). 

i 

La sominatoria che comparisce in quest'ultima espresaione è la forma J 
considerata ne1 § 12 in cui d coincide con d', e d"' con d", ossia è la forma 
biyuadratica J. Si pub dunque scrivere 

Possiaino 'ora dare una caratterizzazione intrinseca della curvatura,. espri- 
mendola mediante J. 

Costruiamo in V, un parallelograinmoide infinitesiino P Q P t  Q', indi- 
chiamo con A la sua area, O più precisamente l'area di qualunque pezzo di 
Superficie a due diinensioni, avente il parallelogramnioide per contorno e 
tendeilte a zero con esso, e facciamo il rapporto 

Questo rapporto, che in virtù delle (86) diventa 

' J 
Ii=7 ! 

A 

costituisce la curvatura Riemanniana di V,, in P secondo ln giacitura del 
parallelogramnioide. 

Padova, maggio 3918. 
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Sur le Calcul des Variations dans l'espace. 

(Par M. N r ~ o s  SAKELLARIOU, à Athènes.) 

s o i t  R une région connexe de l'espace à trois ditiiciisions; nous üdjoin- 
drons à chaque élément linéaire dirigé situé à I'intilrieur de R et caractérisé 
par ses coordonnées x, y ,  z et par les angles 9, ?, 4, que cet élénient fait 
avec la partie positire des axes O x;, O y, O z, une fonction positive V ( x ,  y, z; 

6 9  Y, +). 
Nous supposerons pour plus de siinplicité que V est une fonction ana- 

lytique et périodique de ces trois variables 8, cp, J, avec la période 2 ~ .  Soit 
d'autre part: 

un arc de courbe rectifiable situé à l'intérieur de R et joignant deux points 
donnés P, et P, de cette région. L'intégrale: 

X' 
B = arc cos - -  cf = arc cos Y' 

Jx'" tx" \lx'* + yre  + zl* 

a une valeur parfaitement dilfinie, et reprilsente le teriips iiiis par un niobile 
pour passer de P, en P, le long de la courbe (1) arec la vitesse B qui cor- 
respond à l'élément linéaire parcouru en cet instant. 

Le problème du Calcul des Variations dans l'espace est équivalent au 
problème des brachistocliront?s, c'est-à-dire qu'il s'agit de déterminer la courbe 
rectifiable située dans R et joigiiaiit P, à. P, pour laquelle le temps du par- 
cours est le plus petit possible. 

22* 
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1 70 Sakellariou: SUr le Calcul des Variations dans l'espace. 

O n  pose: 

et on voit par cette définition même que la fonction P doit satisfaire pour 
toutes les valeurs des x, y, z dans R' et des x', y', z', qui ne sont pas nulles 
à la fois, à la condition d'homogénéité: 

En vertu de la relation (3) nous aurons l'intégrale 

11 est souvent conlmode de prendre pour paramètre la longueur s de 
la courbe (1) à partir d'un de ses points; nous désignons dans ce cas la 
fonction P ainsi que ses dérivées partielles par les notations abrégées: 

De l'expression homogène (4) on déduit les formules suivantes: 

et après différentiation de (4) par rapport ii x, y, z; x', y', s' on trouve: 

F, (x, y, s ; k z', k y', k 2')  = k Px (x, y, z ; x', y', 2') , . . . 
Pzl(x, y, z; k d ,  k g ' ,  k z f ) = R , ( x ,  y, z ;  x', y', 23 ,... 
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Des équations (6') on tire facilement: 

Fx;. q,. - F x y  - -- RXX, Fz;1 - Rax;, - - F,;. F*,,. - R',... = 
cos2 i j ,  cos2 cp cos' 0 

Pr,/ F*,zf - ~ r ~ z *  F7,1s, - Pr,& F?,,#, - PX*?,, R$,,*, - - - - - 
- C O S  9 C O S  ry - cos 8 cos + 

Cette fonction P, est analogue à la notation de WEIERSTRASS dans le 
problème qui correspond dans le plan. Si les trois fonctions (l), dans les- 
quelles t est remplacé par s, introchites dans l'intégrale considérée la ren- 
dent de valeur extrémum on trouve les trois équations suivantes: 

et après différentiation on a les trois équations différentielles du second 
ordre qui correspondent tl l'équation différentielle de LAGRANGE dans le 
problème respectif du plan (*) : 

Par  un raisonnenient analogue à celui d u  problème correspondrtnt clans 
le plan on trouve que la condition nécessaire de WEIERSTRASS pour un ini- 
niir-iuril est la  suivante : 

(") V. CH. MASON and Cf. BLISS, The propevties of curues in spnces which rziuimize a de-. 
filtite htegral .  ~ransact ion  of the ~nie r i can  math. Society, 9 (1908). p. 4.4). 
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172 Sakel lariou : Sur le Calcul des Variations dans t'espace. 

où on a posé 

- - -  
si 4, y, + désignent les angles que fait avec les axes o s ,  O y, O O la direction 
positive de la tangente à une courbe C ,  au  point d'intersection de cette 
courbe et de (1). . 

Si on 6crit la fonction de T I T ~ i ~ n s ~ ~ ~ s s  E comme il suit, 

où il est posé 

il en résulte que dans le cas d'un riiiniinuni la forme quadratique (10) doit 
être positive ou nulle pour tout système de valeurs des x, y, z ;  x', y', k 
correspondant sur la courbe (1) et pour toutes les valeurs des. E ,  r i ,  C. Si 
on désigne par Q la forme (10) on aura :  

Nous employons maintenant la transformation de KRONECKER et  le 
Hessien aura la forme suiraiite 

qui est égal à zéro à cause des (6'). En supposant que la fonction FI soit 
différente de zéro, on peut résoudre par rapport à E ,  r i ,  < le système des 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sakel lariou: Sur le Culcul des Variations dam l'espace. 173 

dont les premiers membres sont les dérivées partielles de (10') par rapport 
à E ,  r i ,  pour toute valeur arbitraire de Y,. Si E,, 'II, désignent un systèiiie de 
ces valeurs des 5, s, on aura : 

et on peut mettre cette dernière forme sous la forme d'une somme de deux 
carrés. La forme (1 1) est positive si B', > O, &#,, > O, e t  par suite -1,- > O 
et F ; ; )  O; la même est négative si P, > O et Fm,,,, FI;,, F,,; <O. Dans le 
cas où Ii; = O et F,,,, =I= O, la forme (13) peut se mettre sous la forme d'un 
carré, d'où il résulte que les dérivées partielles de 8 Q par rapport à 5, ri 

sont proportionnelles à la dérivée partielle de 8 Q par rapport à C. Nous con- 
cluons de là, que les conditions de LEGENDRE pour N n  extrérnuw de l'inté- 
grale I sont les suivantes : 

Pour donner à ces conditions une forme géométrique, considérons le 
problème sous la forme initiale et traçons dans i'espace l'hodographe des 
vitesses V, c'est-à-dire le lieu des extrémités des vecteurs passant par un 
point de l'espace, égaux et parallèles aux vitesses V qui correspondent à un 

fixe (a, y, z). Ce lieu est une surface fermée (P>O),  qui varie avec 
le point (x, y, z) et nous l'appelons la figurative ('A) du problème dans l'espace. 
Si nous appelons A, p, v les coordonnées rectangulaires d'un point de la 
figurative on a par définition: 

cos f) \ h = V c o s 9 = -  
F i  

cos 'f 
p = Vcoscf= - I 

(*) A. HADAMARD, Leçons su le Calcul des Variations (1910), p. 90. 

Annali di Matematka, Serie III, Toino XXVIII. 
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et par suite à cause de (3) l'équation de la figurative est de la forme: 

- - -  
Soient QI (1, p, v), Q~ (1, y ,  v )  deux points de la figurative, correspondant 

- - - 
aux directions (9, p, +), (6, p, +) de deux éléments du point (LC, y, z )  de la 
courbe (1); les coordonnées du point &1 sont: 

Le plan tangent à la surface (18') au  point Q, a pour équation 

(x -A)F ,~ (~ ,  y, Z; 1, y, V ) + ( Y - ~ ) I ~ ~ ~ , + ( Z - V ) F ~ ~ = O  (13) 

dans laquelle X, Y, Z désignent les coordonnees courantes. A cause de la 
relation (4) on a :  

ÀB',~+p.B'F,~+~B's~=F (13') 

et l'équation ci-dessus prend la forme 

On voit par cette équation qu'aucun des plans tangents i la figurative 
ne passe par l'origine des coordonnées et si en un point de la courbe (1) 

- - - 
il y a deux directions (9, p, +), (O, y, $) qui satisfont aux conditions: 

qui sont analogues aux cotiditioris ~'ERDMANN-WEIERSTRASS dans le problème 
du plan, les plans tangents à la figurative aux points Q I ,  & qui correspon- 
dent à ces directions coïncident. 

Imaginons-nous maintenant le plan tangent à l a  figurative au  point Q ,  (1, p,v) - - 
et une droite Q, LI mené& par le point Q;et paralléle à 0, Q, jusqu'au plan 
tangent, où 0, désigne l'origine des coordonnées h, p., v. Il est aisé de voir 
que l'on a :  

- - 
Q I  L, QI a - - - 

--= l -XB'z~-pFv~-v  Fe*, . 
0 Q 01 Q', 
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- - 
si O, &', , Q ,  Q', désignent les distances de deux points O , ,  &1 au plan tan- 
gent. A cause de (12") on pourra écrire: 

- - -  
E b, Y7 2 ; 9 7  V? + ; O' ?, Y9 a - - 

P(, cy, $) 

On voit par cette dernière relation que la fonction E de WEIEHSTRASS 
change de signe lorsqu'il y a des points de la figurative de part et d'autre 
du plan tangent. La çondition de WEIERSTRASS ( E ) O )  s'exprime donc dans 
cette interprétation géométrique en disant que le plan tangent doit être ex- 
trême de la figurative (*). On voit aussi que dans le cas où les conditions (14) 
sont remplies, on aura : 

ce qui signifie en langage géométrique que le plan tangent à la figurative au  
- - 

point Q ,  (1, p7 v) passe par le point Q, (1, p, 7) et uice-versa. 
Considérons maintenant v cornine une fonction de deux autres variables A 

et [J. déterminée par l'équation (18') et posons: 

la courbure totale de la figurative au point Q ,  ( l ,  p, v) est donnée par la 
formule : 

et en introduisant dans cette formule les quantités p, q, r ,  s, t ,  définies par 

(*) V .  C. CARATHÉODORY, Sur les points singuliers du problème de Calcul des Variations 
dans le plalz. Annali di Matem. pura ed applicata (3)' 81, 1913, p. 153. 
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où F,, Fv, F,; Pz!, Fyl,  Fat sont fonctions des X, d,, o; z,, $,, w,, et 
- - -  - - - 
FE-, Fy#, F,t, .  . . des x, 4, to ; cos 0, cos 1 ~ ,  cos +. Le jacohien cles équations 
(16) par sappoi-t à s, cos 8, cos&, cos? est:  

En tnultipliant la deusièine colonne par cos%, et en lui ajoutant les 
termes corresponda~lts de .la troisième et de la quatrième multipliés par 
cosF, cos$ nous trouvons en vertu de (6'): 

ce qui donne en d é v e l ~ ~ p a n t  à cause de (7) et (6) 

-% [ - (F,t. cos 0 + Fzi cos y + Fzfs cos d,) 
cos 8 

F, - (&, cos 8 + E,ry cos .g + cos d,) 

où l'on pose: 

En supposat1t que Fi = = O, no = , = O ,  où no est la valeur de n a u  point P o ,  on 
peut résoudre les équations (16) d'une seule manière au  voisitiage du point 

- 
(s,, a,, b , ,  cos,, cos y,, COS&) par rapport à s, cos 6 cos?, cos et ces 
solutions : 

- - - - 

s = s (a, b), cos 0 = 8 (cc, b), cos P) = y (cc, b), cos T=q(cc, b) 
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seront de classe C' au voisinage de a = a,, b = b ,  et les conditions sui- 
mntes  seront +emplies : 

- - 
COS & =Y (a,, , bO)) C O S  y,, = cp ( aO,  bo), cos = ?(aa , b,) ,  s, = s in,,  6,). 

D'après I'lir.potlil?se que nous avons faite, si l'on a > O, on aura :  

pour toutes les valeurs des quantités a, b, telles que 

d2 II: d 2 i j  de 2- 
où les -, J -- 

d s  ds" &? sont  expriniées en foi~ctioii des 3, 5, i ;  2, jj', 2' à 

l'aide des équations (8) èt de l'éyuatioii 
-,-,, -,-,, 
% LE + g  y +Z' ,"=O 

parce que entre les déterminants : 

- - - 
FZ,d? E",y, cos t~ 
- - - 
Ft1.z' . Fy*y> 7 COS Y 
- - 
F e  , F = y ,  COS 

, 

- 
F 7 ~ z ~  , %zl , COS 

, , Fylzf, COS <f) 

c,,~, F,zf, cos 
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il y en a un au  moins différant de zéro et aucun des dénominateurs des 
(17) n'est nul, parce que si l'on avait par exemple 

d'apres les relations (67, on aurait aussi ~~,~ = O. 
Alors, on cooclut qu'on peut construire une courbe c,, par le point P 

dans la direction cos% coscf, cos & qui sera représentée par les équations: 
- - - - 

x = ~ ( s , a ,  b), &-F(s, a ,  b), a=&($ ,  a, b).  

Le paramètre s sera pris sur  cette courbe pour la valeur s = s (a, b) 
qui correspond au  point P et par suite nous aurons: 

où s est remplacé par s (a, b) et l'on a : 

Ainsi nous avons une courbe brisée C,,, + Ca,, qui possède le point an- 
gulaire P et sur laquelle le paramètre varie continuellement. Si l'on consi- 
clére les quantités a, b comnie variables, on aura une famille de courbes 
brisées 'du probléine, qui contient la solution Pl Po P, pour les valeurs 
a - a , ,  b = b , .  

Comme on voit facilement, les équations (8) ne sont pas indépendantes 
entre elles. Pour les intégrer, nous considérons deux de ces équations, par 
exemple les deux premières, qui avec: 

cose 0 +- cos2 9 + cosa + = 1, 

forment le système suivant: 

d 
- F*, - Fr = O  
cl u 

d - F;, - Fy = O 
d s  
& + + z'2 - 
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d'oh l'on tire: 
F&l X" + F,I,I y" + Pdl,f 2" + . . . = O 

F,),, X" + Ii,,,, y" + F,.,) Z" + . . - = O i (19) 
$2) CE" + y' yl' + 2' 2" = O. 

Le déterminant : 

du système (19) par rapport à a", y", d'-n'est pas égal à zéro, d'après le ré- 
sultat (de la page 113) pDur la fonction FI dans le cas d'extrémum, et par 
suite nous aurons: 

x" = x ($7 LI, 2 ;  4 (fi +) 

De ces dernières équations on trouve les intégrales suivantes: 

et de plus si au  point Pl nous avons: 

nous .aurons : 
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Dans ce qui suit nous voulons réduire l'intégration des équations dif- 
férentielles de LAGRANGE-EULER du problèine considéré à l'intégration d'un 
système canonique d'équations différentielles, en employant la méthode de 
multiplicateurs de LAGRANGE. NOUS supposons d'abord que le inultiplica- 
teur, qui correspond à la condition xe8 +y"+ ztP - 1 =O, soit désigné par 
1 
- 1, ainsi que nous avons à regarder la fonction: 2 

au lieu de F(0,  y, $) de l'intégral (8'). Alors, nous avons dans ce cas les 
équations suiyantes au lieu des trois premiéres des (18): 

et encore: 

Après la différentiation désignée nous trouvons : 

et  de plus : 
d x" + y' y" + 2' z" 
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qui est égal à 

D = - Pl (O, y ,  +) - 1 [x" (F Y Y  + Fat.!) + da (Frit + F;.j + zn (Fzit + F~~I)] + 

à cause des (7). De cette dernière forme on voit que D =I= 0, si le multipli- 
cateur A est supposé positif et de plus 

Cela posé, nous supposons que D=I=O, et par suite nous pouvons 
écrire : 

X" = x 2  (x, y, 2 ;  x', y', X', À) 

Y" ='y9 (5, y, 2; s', Y', 2'7 1) 

z'' = X p  (37, y, z ;  x', y', z', 1) 

1' = X, (x, y, 2 ;  d, y', z', A), 
qui avec: 

forment un système d'équations 
que nous avons. une solution. du 

différentielles ('21). Supposons maintenant 
système (20) qui l'est aussi du (91): 

x=x(s), y=y(s), z=z(s), >.=Us) S , ~ S < S , .  

et posons: 

+ ,  ~-(fl~ r + A ~ ' ) = u , = O  

IU = Fyl+ 1 y', d - (FYl+ hy') =cl = 0 , 

w = B'=l-+I z', PU- (Pz,+ A d )  = .iu, = 0 

,, = xl= + y'" z ' ~  - 1 = 0. 

Le Jacobien de ces équations par rapport à x', y', a', X est égal à: 

8 (al, V I  , Wl , (4) - - 52 D, 
8 (4 Y', 2'7 1) 

et d'après notre hypothèse nous tirons les d, y', z', X d'une seule manière 
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t 104 Sahellariou: Sur le Calcztl des Variation8 dans  t'espace. 

en fonction des x, y, 2; u, u, ru, dhsorte que nous avons: 

IX;' = a@' (G, y, z ; u, u, w )  

y' = tJ2) (s, y, z ;  u, u, W )  

zf= .da) (a; y, z ;  u, w, W )  

X = X(') (x, y, Z ; u, v, tu)  

aux environs de l'ensemble: 

X =Z (s), y = y (s), Z = B (s), 

x' = x' (Y), 8' = y' (s), a' = z' (s), 

S I ~ S ( S ~  

u = u (s), u - V (s), n, = w (s), 

A A (s), 

En vertu des équations ('20) nous avons; 

d u  
-- 
ds 
- RY (s, y, 2 ; x('), y y  da) )  

de sorte que les fonctions: 

x = x(s), y = y (s), 2 = 2 (s) 

s , < s S ~  a 

zc = u (s), u = u  (s), 12r = w(s) 
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satisfont les équation$ différentielles: 

-- d O 
= Fy (x, y, z  ; x('), y('), d 2 ) )  

d s  
(29) 

d a  -- 
dni 

- d 2 )  (x ,  y, z ; u, O, ni), -- = Fe (x,  y, z  ; x ( ~ ) ,  y'2), z(')) 
d s  d s  

Ces dernières équations se ramènent à la forme d'un système canonique 
d'équations différentielles. 

En effet, nous posons : 

H ( S ,  X ,  y, a ;  u, a, W ) = = G O S ~  ( F , ~ + c o s ~ . h ) + c o s ~ ( F , ~ + A c o s y ) +  

X + cos + (Fer + + cos () - I (O, y, () - (x" +yr2 +af2),  

et d'après la substitution : 

%' = x@) ( x ,  y, a ;  U ,  u, w) 

. . '  . . . . . . . . 
on aura: 

H (s,  x, y, z i; u, u, FU) = zc x(" + v ~ Y ( ~ ) +  w d 2 )  - P (a, y, a  ; x'", y('), a'2') - 

A -- ($(w + ,JZP + Z ( a ) q ) ,  

B 
et ensuite: 

8 H d x ' ~ )  d y'') d z(') d F dx( ' )  d P d- y(*) d F d d 2 )  -=u-+u-+n,--F ,--,--- -- 
ax d x d x d x 8 %  833 dy '  8 %  da '  d x  
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D'une 'manière analogue nous trouvons : 

Alors, nous pouvons écrire les équations suivantes au côté des (22) : 

d z  d H  dru --- - - dN 
> , 

d s  d n i  d s  d x  

c'est le système canonique demandé. 

le 12 Juillet 1919. 
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Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi nPli 

ortogonali e il teorema di permutabilità. 

M E M O R I A  II.  

(Di L u r s ~  BIANCHI, a 

Ne1 presente lavoro si sempiificano e si coinpletano le ricerche esposte 
nell'altra Memoria sull'argomento p~bblic~ata  ne1 Vol. XXVII di questi Aizr 
nali (1918) (*). 

Lo studio delle trasforniazionidi RIBAUC~UR pei sistemi H di GU~CHARD- 
DARBOUX ((M), 8s 23, 24) porta alla nozione dei sistemi fip" ortogonali (X, 
cor1 rotazioni associate pi,, ,, cioè tali che Fik = Pki . Si stabilisce l'esistenza 
di particolari trasformazioni di R r ~ ~ c c o u n ,  indicate con Tm, nîediante le quali 
da una coppia (Pik, fiki) di sistenîi associati di rotaeioni si passa ad altre tali 
coppie (Pt,,, p',,), e si dimostra che per queste p,,, sussiste un teoreilla spe- 
ciale di pertnutabilità. Le attuali Tm costituiscono una generalizzazione delle 
trasformazioni indicate col10 stesso simbolo in (M) ($5 15, 161, alle quali si 
riducorio ne1 cas0 particolare dei sistemi (E) che presentano la siminetrin 
nelle rotazioni: Fki = p,., , Ptkt = Pti,. Applicando questi risultati ai sistemi H 
di GUICHARD-DARBOUX, si ottiene per questi sistenii l'effettiva costruzione 
delle corrispondenti Tm (di cui l'esistenza erasi già stabilita in (M)), inediünte 
l'integrazione di un sistetm linenre .ai differeilziali totali, e si prova che 
anche in questo caso sussiste un teorenia speciale di perliiutübilità. Si esten- 
dono poi, nei $8 IO, 11, i risultati ai sistemi H generalizzati che trovano i 
loro associati a.ncora in uno spazio euclideo, 111a con un d s-ndefinito. 

Il seguito della Meinoria è dedicato alle ricerche analoghe pei sisteiiii np" 

(*) 1 richiami a qilesta Memoria saranno contrassegnati con (M). 

Antanli di  Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 
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ortogonali negti spazii a curvatwa costante. È qui da osservare che, ammet- 
tendo questi spazii una rappresentazione conforme sull'euclideo, che con- 
serva le varietà sferiche ed i circoli, risulta già a priori che le proprietà 
relative alle trasforrnazioni di RIBA~COUH dei sistetni npzi ortogonali si tra- 
sportano da110 spazio euclideo a quelli di curvatura costante. M a  è interes- 
sante stabilirne le formole effettive, che offrono la più stretta analogia con 
quelle vige'nti nello spazio euclideo e conducono per ta1 modo a nuove classi 
particolari notevoli di sistemi nPzi ortogonali, quali i sistemi E (3 Ih), i si- 
stemi H (§§ 17, 18), ed i sistemi Q (§§ 19, go), per le cui trasfornîazioni di 
RIBAUCOUR sussiste ancora un teorenia speciale di permutabilità. 

Nelle formole stabilite in (M) per le trasformazioni di R~BAUCOUR dei si- 
steini npii ortogonali dello spazio S., euclideo ad n diniensioni si distinguono 
quelle che concernsno soltanto le rotazioni F,, dalle altre in cui entrano in 
considerazione i coefficienti Hi del ds" riferito ad un sistema utp" ortogo- 
nale cui appartengono quelle rotazioni. Le prime sono comuni a tutti i 
sistetni tFasformati di COMBESCURE. di e, da1 punto di vista analitico, che 
qui vogliamo porre in rilievo, sono relative alle trasformazioni del sistema 
a derivate parziali caratteristico per le rotazioni (M) 5 1 :  

Una trasfornzazione di i&ibaucour delle p, in nuove soluzioni F',., del si- 
stema (1) risulta individuata ogniyualvolta si assumano n funzioni (trasfor- 
rnatrici) : y,, y, , . . . , y, soddisfacenti al sistema completamente integrabile delle 
equazioni di trasformazione-i 
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le formole che dànrio le nuove rotazioni P',, sono le (40") (M) 8 7:  

Verifichiaino iii effetto clie questi valori <4) delle P', soddisfano alle re- 
lative equazioni (1) : 

Per questo si cominci dall'osservare che, derivando la @, data dalla (3) 
rapport0 ad u, (k =I- i), si ha 

('1 
-- - +- Z Fxiyi, 

du, "-- 6 ' ~ ~ d U . k  "("Y') 8 % ~  
ossia per le (1) 

doi d d '9 ( i ,k)  

- = - (fiik TJ + - (P, Y&)+ au; F pi, duk d u i  6' 24, 

Eseguendo le derivazioni colle (1), ( l) ,  e raccogliendo i termini, possiüiiio 
scrivere 

rria a destra il coefliciente d i  y, è ~iullo per la seconda delle (1) e quel10 . 

di P h i ,  secondo la (3), è @,. 

Dunque intanto le oi, definite. dalla (3), soddisfano al sistema diffe- 
renziale 

che è precisamente l'aggiunto del sisteina (1). D'altra parte, se deriviamo ri- 
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spetto ad lu, l'espressione (A)  definita dalla (29, troviamo 

d~ - = 2 y i - + =  d y .  (i) y ~ i - = v ~ ' ~ ~ ~ +  d y i  ii) B I ~ Y A I ,  
8 Ni 8 ui A 8 %  a. 

o in fine 

Con queste formole (6),  (7) si verifica subito che le (1',, , definite dalle (4), 
soddisfano alle ( O ) .  E sisulta anclie facilmente che il passaggio inverso, dalle 
(Yik alle Pi,, è una trasfornîazione della stessa natura, per la quale le fun- 

Y zioni trasformatrici y, debbono sostituirsi colle e corrispondenteinente le A 

LE FORMOLE DEL TEOREMA GENEHALE D I  PEHMUTABTLITÀ. 

Prendiarno un secondo sistema di funzioni'trasformatrici, che indichiamo 
con y',, y'a ,. .., y',, onde avremo, corne per le (1) 

Applicando alle pi, la nuova trasformazione (f, , y', , . . . , y',), e indicando 
con pui, le rotazioni trasformate, avremo per le (4) 

2 y', e', 
CjJti& = pi, - --- , 

A' 

Le forinole del teorema di pertiiutabilità, stabilite in (M) 9 10, di~nostrano 
c.he si ottiene un sisteina (r, , r, 9 . .  ., r,) di funzioni trasformatrici, pel pas- 
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saggio dalle rotazioni Ptik ad un quarto nuovo sistema di rotazioni K,,  ove 
si prenda 

= Y i  ri = -- + y', , 
A (8) 

quando la funzione 7 sia determinata con una quadratura (che introduce 
una costante arbitraria) dalle cohdizioni : 

Attualmente, per la verifica analitica, è da osservarsi in primo luogo che 
le condizioni d'integrabilità di queste (9) sono identicameate'soddisfatte, e 
che dalla derivazione delle (8) risulta subito per le precedenti 

le quali formole provano che le r, , r, , . . . , r, sono in effetto funzioni tras- 
formatrici per le p:, . 

Se ora poniamo 
B=r ,y , . y i ,  

A 
( lt') 

ne risulta derivando 

e per cib la funzione 
T '=-( r+9 B)  

soddisfa alle equazioni analoghe alle (9) 

Dunque le funzioni r', , r', , . . . , r', definite in analogia colle (9) da 

saranno funzioni trasformatrici pel passaggio clal sistenia ( p " i k )  di rotazioiii 
ad uno nuovo. Secondo il teoreina di perrnutabilità, quest'ultinio coincide 
coll'altro (K,) sopra ottenuto trasforinando il sistema (g,) colla trasfoiiiiazione 
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(r, , r, , . . . , r,). Queste proprietà confermiamo ora col calcolo effettivo delle - 
pi,, secondo la formola (4) : 

Sostituendo per le r, i valori (8) trovianio 

ed anche la formola 
d r ,  (w , 7'0 -+Cp' lkrX=Ok- > >  
Puk A. A 

onde la (13) si cangia nella formola definitiva 

Ora il secondo membro di questa resta nîanifestainente invariato se si 
scambiano le yi colle y',, e perci6 @, con a',, A con A' e 7 con T', e ne 
risulta verificato il teorenia di permutabilità. 

Abbiatno chiainato sistemi II di GUICHAKD-DARBOUX ((M) 5 23) quei si- 
demi npzi ortogonali dell'S,, pei yuali i coefficienti Hi del d s\oddisfano 
alla condizione 

Z II;  = cost. ' 

Ora le rotazioni pi, di siffatti sistemi soddisfaiio, oltre che alle ecjua- 
zioni generali (I), anclie a quelle che ne derivano pernlutando ivi in ciascuna 
rotazione p,, i due indici, onde il sistenia differeriziale per le roiazioni dei 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sistemi H si scrive 

-= a P. B, d zc, 

a f ik .  (Gk)  
b- + + F pli pl. = o. dui  du, 

d Fki d pik (Gk) 
-- t- -- + 1 B;l  FI1 = 0. dze, du, 1 

Si è visto (1. c.) che l'integrale generale (pi,) delle (11) dipende da lz (n - 1) 
funaioni arbitrarie, e che ad ogni sua soluzione (P,,) corrispondono in par- 
ticolare mm sistemi H con quelle rotazioni, che si ottengono integrando il 
sistema (coinpleto) di equazioni ai differenziali totali 

8 Hi d Hi ii) -- --- - Bk, Hk 3 du, - 
8 u, 

2: Fil  Hi 
A 

Essendo le (II) simmetriche nelle rotazioni, ne risulta che, ponendo 

anche le Fik daranno le rotazioili per una classe di nuovi sisteiiii nP" orto- 
gonali, fra i quali si troveranno in particolare dei sistemi I-1 di GUICHARD- 
DARBOUX, definiti da1 sistelna ai differenziali totali corrispondente alle (16) 

- 

Diremo che le 2, e le pi, = Bk, cos t i tu i~con~ un sislema di  rotnzioni asso- 
ciate (Pi,, Pb,); la ricerca di queste rotazioni associate dipende dall'integrazione 
del sistema differenziale (II). E direino ancora associati due sisteini H, H 
di GUICHAHD-DAHBOUX che corrispondano, secondo le (16), (16*), il primo alle 
rotazioni fi,,, il secondo alle loro associate P,,. 

Come si è detto, i teorenii genetali permettono di precisare l'esistenza 
ed il grado di arbitrarietà delle soluzioni (Pik) delle (II). Le trasforinazioni di 
R i s a u c o u ~  ci daranno ora il modo di dedurre da una soluzione iniziale (pik) 
infinite nuove soluzioni (p',,) con opemzioni che consistqno soltanto nell'in- 
tegrazione di un sistema lineare (conlpleto) di equazioni ai differenziali to- 
t.ali. Per questo procediaino alla risoluzione del seguente problema : Dato 

- - 
un sistelna di  rotazioni associate S i k ,  pi, = pki ,  t r ova r~e  ztno nuovo F I i k ,  Ptik = F I k i 3  

le cui rotazioni siano Zegate rispetthantente alle priuaitiue da  due trasforma- 
- - - 

rioni di Ribauco.ur (y,, y, ,.! . , y,), ( y , ,  y, ,. . ., y,). 
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Cominciamo dall'osservare che le 9 n funzioni trasformatrici (a.ssociate) 
- 

y, ,  y, debbono soddisfare alle equazioni di trasformazione 

e posto corne al $j 1 

si ha, con notazioni di evidkte  sigriificato, per la (4) 

Per cià la condizione del problenia eriunciato, che debba aversi vib = Ptai, 
porta che, per tutte le coppie i, k di indici diversi, si abbia 

- 
Cid equivale a dire clie, indicando con p., p. due convenienti fattori di 

proporzionalità, avreino per tutti i valori deli'indice i 

- 
Proviamo subito che questi due fattori p, p sono di nec'essità due co- 

stanti rn, &, poichè, derivando le (18) rispetto ad una qualunque w,, risulta 
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per la (6) 

- 
d y. Jy. indi per le (17): -- = 0, -- = O. Si osservi ora che, essendo A, posi- 

d 'k d % 
tive, queste due costaliti wz, hanno 10 stesso segno. Ma di più, senza sca- 
pito della generalità, possiamo supporle eguali, corne risulta da1 considerare 
che se si moltiplicano p. e. tutte le yi per un fattore costante b (senza al- 

112 - 
terare le 7;) ci6 equivnle a cangiare 112, 9; rispettivaineiite in , b la, onde 

b 
112 

bas ta prendere b' = += per raggiungere 10 scopo. 
'nt 

Otteniamo aduiique la soluzione più generale del probleina proposto 
assoggettando le 2 n incognite (y4, yi) a soddisfare al sistema lineare ai dif- 
ferenziali totali 

dove m rappresenta una costante arbitraria, e inoltre, secondo la (18*), alla 
equazione in termini finiti 

(1 II*) 

Ma dai calcoli stessi sopra eseguiti risulta che il sisteina (III) a i  diffe- 
renziali totali è completamente integrabile. Di più, avendosi qui 

a~ a A  - segue dalle (7) $1: - = - = 2 m y, y,, e per ci6 il sisteina differenziale (III) 
d u ;  d zci 

possiede i' integrale quadratico 

e basta quindi disporre dei valori iniziali delle yi,  in guisa da annullare 
la costante del secondo membro perchè risulti soddisfatta anche la (III*). 

AnnaIi d i  Matstrmtica. Serie III, 'forno XXVIII. 26 
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Da tutto ci6 si conclude: Dato un  sistema d i  rotaxioni associate (pis, F k ; )  
se n e  ottengono infiniti nuovi (fYrk, pikI), inhgrando i l  sistema lineare complet0 - 
ai differenxiali totali '(III), nelle '2 n funzioni incognite (y , ,  y;) ,  'coll'aggiunta 
delln condixione ai limiti (III*); le nuove. rotazioni jf,, si calcolano dalle formole 

Chiamerelno Tm una tale trasformazione (di R~BAUCOUK) che da1 sistema 
di rotazioni associate ( p i L ,  B k ; )  fa nascere il nuovo (Prik, Ptki). È manifesto che 
in questa Tm entrano (oltre la costante m) precisainente '2 n - 8 costanti 
arbitrarie essenziali. Anche è da osservare che ne1 passaggio inverso d a  
( P r i k ,  FSl i i )  a . ( F i , ,  Pk i )  le funzioni trasformatrici sono (8 1) 

e siccome si ha 

vediamo che: la trasformazione inversa della Tm è ana T-,. 

Ad un sistenia di rotazioni -associate ( P , ,  P k i )  applichiamo due diverse 
trasforinazioni T,,, , Tm, ,  che 10 cangino rispettivamente nei due sistemi di 
rotazioni associate (p'ik, P l k i ) ,  (BRck, Brrri), e supponialno ,di più clle sia mt2 =1= m2. 
Sussiste in questa ipotesi il teoreina speciale d i  permutabilità: 

. 

Esiste uno ed U N  solo quarto sistema (E,, Ek,) d i  rotazioni associate, cal- 
colabile i n  ternzini finiti, che è legato a (fYiv, Ptki)  d a  una T; e a @",, puki)  
da  una Tm. 
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Per dimostrarlo troviamo le formole effettive che individuano il quarto 
- 

sistema &., Li) ne1 modo seguente. Indichiamo, corne sopra, con (yi, y,) le 
funzioni trasformatrici per la Tm che da (pjk7 Phi) conduce a (p', , Fki), e si- - 
milmente con (y'&, y'J quelle per la Tt,,, da (Fa, Pki) a (PNik, 

Sussisteranno allora la (III), (III*) per le (y,, <) e le analoghe per le - 
(fi ,  y';) : 

8 y'i - (i) 

-- - BR y: , !Y' = y; - Pli  y'l 
8 uk ui 
- - 

- 8 y'; _ ii) - (IV) 
8 Y'* - P J i  y'* 7 - - m' fi - Pi2 Y'A 
8 uk u, 

Ora ai tre sistemi di rotazioni (P,), (P:k), (pnjk) applichiamo il teorema 
generale di permutabilità (5 3), siccliè le trasformatrici r, , r, , . . . , r, pel pas- 
saggio dal sisterna (fi'&) al quarto (%) saranno date dalle (8) § 8: 

dove z è definita con una quadratura dalla (9), la quale, essendo qui - 
oi = m y,, ci dà 

d r  - 
-- 

du, - 9 nz y: y<. 

similmente, indicando con ï, , 6,. . . , le analoghe trasformatrici da1 
sistema (P'k4) associato a (pl*) all'altro (Fki) associato di (L,), avremo per le 
forinole stesse 

- 
con 7 defiiiito per. ;na quadratura da 

- 
87 
--A - 9 m yi y', . 
d U r  

D'altra parte si passa, per ipotesi, da1 siste~na di rotazioni associate 
( B r s ,  Ptki) all'altro Fi,., , Ki) mediante una Tm,. e dovranno quiiidi siissistere 
per le r,, .ri le relative formole di trasformazione (III), (III*) $ 3;  ma queste, 
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per le verifiche già effettuate al 5 8, si riducono soltanto alle seguenti: 

La prima delle (28), calcolata colla (14) § 2, osservando che qui 

- 
0'. - 'Lî2f y' 

P - i 9 e i = m % ,  
diventa 

e riducendo : 

Sirnilmente calcolando la seconda delle (82), si ottiene l'altra 

Ora, avendo supposto m'"k -ln', queste due equazioni risolute dànno 

e cosi, nell'ipotesi che sussista il teorema di  permutabilità, risulta - da queste 
formole determiiiato in termini filtiti il quarto sistema giib, Gki ) .  
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- 
Bisogna ora dimostrare clie i valori (96)  di 7, .r soddisfano rispettiva- 

inente alle (81), (91*), come anche alla (83). La prima cosa risulta subito da 
ci6 che si ha ( 5  9) 

onde, p e r  le (859, risultano appunto verificate le (21), (SI*). Quanto alla (0-3), 
si osservi che essendo per le (SO), (20") 

la (23) equivale all'altra 

che per le  (25) risulta un'identità. 
A questo punto abbiamo dimostrato che, prendendo per T, F i  valori (85), 

le formole (%O), (90") fanno derivare da1 sistema di  rotazioni associate ( k :k ,  

P'kf) un quarto ,sistema ( I l ik ,  Li) rîzediatzte m a  Tm,. Sarà provato il teorema 
completo di permutabilità se diniostriaino in fine che questo. quarto sistema 
@ik, Li) proviene a sua volta da1 terzo (bniR,  pki) mediante una T, .  Per 
questo basta calcolare, secondo la (11) § 2, le quantità 
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900 Bi a nc h i: Le trasformaxioni di Ribaucour dei sisterni np" ortogomli 

cib che dà per le (45) 

le quali formole corrispondono perfettarnente alle (25) stesse, scarnbiata ml. 
con m', onde risulta provato l'asserto. 

Nelle verifiche ora eseguite per dimostrare i l  teorema di permutabilità 
è essenziale l'ipotesi che sia diversa da zero la quantita da - m', al deno- 
minatore delle (25). Ma anche ne1 caso singolare nz" =ma, quando vi si ag- 

. giunga una nuova condizione necessaria, continua a sussistere il teorema . 
stesso, corne ora andiaino a diinostrare. Supponiaino per fissare le idee 
m' = m, poichè l'altro cas0 m' = - 9% si riconduce a questo cangiando di 
segno tutte le y'i (cf. § 4). Riprendendo i calcoli al paragrafo precedente, 
vediamo dalle equazioni (24), (Ba*) che in ta1 caso, se il teorema di permu- 
tabilità delle due Tm deve ancora sussistere, dovrà necessariamente verifi- 
carsi la condizione B = B, cioè 

e le due (24), (8P) si riducono d o r a  all'unica 

soddisfatta la quale è pure verificata la (96). Ora ne1 caso attuale ?fi'= 912 

si ha 

e quindi B - H = cost., O 

Scelto ailunque il primo sistenia trasformato. ( f i ' i k ,  Pthi), potrerno in in- 
fiiiiti inodi disporre del secondo (P l i ,  in guisa che, annullandosi la CO- 
stante del secondo membro nella equazione superiore, si trovi verificata 
la (87). Per abbreviare diremo allora che i due sistemi PtE), (p r f ik ,  BRi), 
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derivati ambedue da (fia, pki) per una Tm, si trovano fra loro in  involuzione. - 
Supposta questa condizione soddisfatta, e legando 7, T fra loro colla (%), 
risultano le (81") conseguenze delle (81), e quindi in ta1 caso avremo non 
pih un solo quarlo sistema (Pur, Ai) del teorenia di perinuiabilità, iiia una 
serie ao' di tali sistemi, dipendentemente dalla costante arbitraria che resta 
in T. Concludiamo : Ne1 caso sifigolare nz' = m il teorewza di per~~tutabilita per 
le trasforrnaxioni Tm dei sistemi di rotaxioni associate vale soltanto se i due 
sistewzi (Prik, Bk)? (Pcik, finki), derivccti ciascuno dall'inixiale (F ik ,  Pki) per una 
T m , ,  si trouano in iuzvolusione, ed. in  questo caso, in Zuogo di un solo quarto - - 
sisterna (fiik, pki),'se ne ha una serie sew~pZicemente infinita. 

Osserviamo infine che (PrBk, trki), (Pf'ik, Pki) saranno ancora in involii- 
zione rispetto a fiik, hi), corne pure (eik, j?ki), ( F d k ,  Eki) in involuzione fra 
loro rispetto a (Ptik, Ptki), colne rispetto a (Beik, f~''%). 

Si è già osservato, al 8 3, che ad ogni sistetna ( f i i~ ,  Phi) di rotazioni as- 
sociate appartengono iiifinite coppie (H, a) di sistemi nP" ortogonali d i  
GUICHARD-DAHBOUX associata e corrispondenti alle soluzioni : Hl, H, ,. . . , ZY,) ; 
H,, H z , . .  ., a, dei sisteini differenziali (16), (16"). Si consideri ora una tïa- 
sformazione Tm che cangi le rotazioni associate ($ik, Fw) nelle altre ( /Tik ,  khi), 
inediante le funzioni trasformatrici (yi ,$), soddisfacenti alle (III), (111*) 4. 
La trasformazione Tm si pub ora facilmente estendere alla coppia (H,  B) di 
sistemi H associati, che ne verrà convertita in un'altra'tale co$pia (Hl ,  Br) 
corrispondente alle nuove rotazioni @'ki), e questo in'niodo che H' sia 
trasformüto di RIBAUCOUR di H, medesimamente H' di S. Per questo ha- 
sterà completare le n funzioni trasformatrici y,, y,, . . . , y, coll'aggiurita della - - 
(n  + l)ma p, e sitnilrriente le y,, y,, . . . , con una nuova 6 deterniinaiido, - 
se sarà possibile, p, p in guisa che soddisfino-alle equazioni di trasfornia- 
zione ((M) § 6) 

drp a$ - - - = IIi y;, - = H -  . 
4 %  d zc i  Y*, 
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$09 Bi  a m h i :  Iie trasforntaaioni di Ribazccouv dei sistemi npt' ortogonaii 

e insieme anche alle altre 

perchè allora i due sistemi H f ,  H' trasformati saranno nuovamente della 
classe di GUICHAKD-DAHBOUX. 

Ora si ha in gerierale ((M) § 6) 

e per ci6 ne1 caso nostro 

Ne deduciamo 

e per soddisfare le (30) bisogna quindi prendere 

Ma d o r a  sono anche soddisfatte le (89), coine risulta calcolando 

A destra i l  coeffieiente di Hi, pei la seconda delle (111) in prima linia, 
eguaglia m p ,  e quel10 di è nul10 per le (16), onde 

sicchè il valore (31) di p verifica le (E9), e similinente dicasi per 
In riguardo alla trasformazione T,, di RIBAUCOUR del sistema H in un 

nuovo H f  (senza considerare gli associati), il risultato pub dunque + formu- 
larsi cosi: Si determinino le B n funxioni trasforwatrici (Yi7 Yi) i n  guisa da 
soddisfare alle equazioni (III), (III*), ed alle priwze n si aggreghi la (n  + 1)"" y 
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data da 

Dopo ci6 la trasforrnaxione di  Ribaucour (y, , y, ,  . . . , y,; T), applicata al 
sisterna H d i  Guichard-Darboux, da u n  nuovo sistema H' pel quale 

È manifesto che queste trasforinazioni di R~BAUCOUH dei sistemi H di- 
pendono da 9 n - 1 costanti arbitrarie (m inclusa). Ci6 era già riconosciuto 
in (M) 8 84;  ma ora la costruzione effettira risulta notevolmente seinplificata, 
tutto riducendosi- all'integrazione del sistema lineare (III). 

In fine dimostriamo che per le trasformazioni T, dei sistenîi H sussiste 
il teorema speciale di permutabilità: Se ad un sistema H d i  Guichard-Dar- 
bozcx sono contigui due nuovi H', H", per trasformasioni rispettive Tm,  Tm, 
con da =I= mP, esiste u n  quarto sistema H perfeitanzente determinato, contigu0 
alla sua volta ad H' per una Tm! e ad H" per una Tm. 

1 
Siano y;, G ,  9 = -x HITA le funzioni trasforinatrici per la T,,, che da 

mn - 1 - H conduce ad H', e medesimamente y'i, y ' i ,  cp' = Z Hi y'l quelle per la 
tl'& a 

Tm! da H ad H ". Per le formole @O), (90*) § 5 abbiamo 

Y i  rn=-+y'*, A - r ~ = - + y i ,  T A y). -, 

dove r ,  7 hanno i valori dati dalle (85) ibid. Ora, se alle n funzioni trasfor- 
nlatrici r, , r, , . . . , r, aggiungiamo la (n + 1)"" 4 del teorema generale di 
permutabilità data da ((M) § IO) ,  

sarà provato che il quarto sistema 3 dopo ( H ,  H', H " )  è ancora un sistema 
di GUICHARD-DAHBOUX, se verifichiamo che @ soddisfa alla sua volta alla 
equazione corrispondente alle (31) 

Annali di Matmatica. Serie I I I ,  Toino XXVIII. 
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$04 Bianchi: Le trasforntnxi&i di Ribaztc~ur dei s i s t e ~ i  n9'' ortogonati 

Ma questa si scrive 

ossia sviluppando e riducendo 

w ~ T + ~ ~ = - ~ w ~ E ,  

che coincide colla (84*) ed è quindi in effetto verificata. 
Osserviamo anche qui il caso singolare = me, ove il teorema di per- 

mutabilità cade in difetto, a meno che i due sistemi H', H" si trovino in 
- - 

involuzione, verificandosi la relazione y1 y ' ~  = t yx y'i . 
1 A 

In ta1 caso è facile vedere che l'inter0 fascio (H', H") è compost0 di 
sistemi di GUICHARD:DAHBOUX (*), e 10 stesso accade del fascio coniugato del 
teoiema generale di permutabilità (M) § 18. 

In una coppia di rotazioni associate (Pi,, Pki )  PUB darsi che si abbia in 
particolare Pk; = pik; allora siamo in presenza di sistemi E di cui trattano i 
(3s 1416 in (M). Le trasformazioni studiate al $j 15 (M) ed ivi indicate col10 
stesso simbolo Tm sono appunto casi particolari delle attuali e se ne otten- 
gono assumendo le coincidenti colle relative y i .  

(*) Un sistema generico del fascio corrisponde alle funzioni trasformatrici 

cl 71 -i- Cz ~ ' i  , cl% + car's , ci y -k C2 y' (cl ,  Ca costanti) 

e siccome, per le (31) (ove ora ml=m),  si ha 

1 
CI'Y + c2 t r = Z  HA (cl% + c ,?~ ) ,  

m Â 

il sistema stesso è di GUICHARD-DARBOUX. 
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Ma, pur partendo da un sisten~a iniziale E, possiaino anche applicare 
una generale trasformazione : 

- - 
Tm - (YI 7 yz 7 .  9. YI, ; Y,  7 Y a  7 .  . . 7  Y*,) 

senza che le seconde funzioni trasformatrici 5 eguaglino le prime yi .  Per 
tal 'modo otterremo da1 sistema E coppie di rotazioni associate e distinte 
(PJiA, Boki). Ora applichiaino ai tre sistemi di rotazioni (aik), (/3'ik), (P''+-) il 
teorema generale di permutabilità (5  2), e facilmente dedurremo dalla for- 
 nol la (15) ibid. che l'inter0 fascio a cui E appartiene è costituito di altret- - 
tanti sistemi (Ej  con 6, = Bki. Se infatti nella (15) poniamo le $ al posto 
delle y'i, dovremo fare . 

/ 

e quindi risulterà 

espressione siinmetrica.nei due indici i, k. 
Dimostriamo ora che ne1 fascio coniugato ad ( E )  le rotazioni si distri- 

buiscono corne le (Pf ik) ,  (PL;) in coppie di rotazioni associate. E infatti, in- 
dicando con a, b due costanti arbitrarie, le funzioni 

soddisfano manifestamente (a causa di Fki= fiik?) alle equazioni (III) 8 4, ma 
anche alla (III*) 

giacchè il primo ed il secondo membro eguagliano i'espressione 

Ora queste funzioni trasforinatrici (38) corrispondono appunto alle ro- 
tazioni del secondo fascio, che risultano per ta1 modo distribuite in coppie 
associate. Si .osservi che queste rotazioni associate coincidono solo per a = b,  
e percib ne1 fascio coniugato esiste un  solo sistema Ë corrispondente ad 
a = b, ossia alle trasformatrici 
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206 B ianch i : Le trasformazio>~i d i  Ribaucour dei siste~ni na" ortogonali 

Adunque ne1 cas0 attuale: Dei due fasci coniugati del teorema di  per- 
wmtabilità uno b tutto comnposto di sistemi E, l'altro ne contiene zcno solo 
rrnentre gli altri del10 stesso fascio si distribuiscono in coppie di sistemi d i  
rotaxioni associnte. 

Osserviaino ancora che, per costruire questi particolari fasci coniugati, 
si pub prendere ad arbitrio un sistema E del primo fascio ed un qualunque 
suo trasformato, per una Tm arbitraria, quale sistema Ë del fascio coniugato. 
E infatti, iudicando con .ri ,  r,, . . . , r, le trasformatrici pel passaggio da E 
ad Ë, avremo 

e basterà trovare 2 n funzioni incognite ( y i ,  G)  ch8 soddisfino alle (III), 
(III*) e di più alle altre 

Eliniinando dalle (III) le yi = ri - y,, ne risultü per le yi  il sistema dif- 
ferenziale 

inentre la (III*) diventa 

Ora si .riscontra subito che il sistema ai differenziali totali (33) è corn- 
pletamente integrabile, e inoltre aminette l'integrale quadratico 

sicchè, per soddisfare anche alla (3h), basta scegliere i valori iniziali delle yi 
in guisa da annullare in quest'ultinia la costante del secondo niembro. 
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1 SISTEMI n p ' h ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  NELLO SPAZIO EUCLIDE0 A d s e  INDEFINITO. 

Procediamo ora ad estendere, in un primo modo, la nozione di sistemi 
fipz' ortogonali a rotazioni associate prendendo a considerare, accanto all'or- 
dinario spazio 5, euclideo, col dsVappresentato dalla forma differenziale 
quadratica definita positiva nelle n variabili x, y , .  . . , t ((M) § 1) 

d ~ ' = d ~ ~ + d 2 / ~ + - - . + d t ' ,  

anche le altre forme indefinite 

d s a = ~ , d x " t E g d y 8 + . . . + r , d t a ,  (35) 

dove ciascuna ~i rappresenta l'unità, positiva O negativa; diremo che la (35) 
è la forma (a curvatura nulla) di segnatura (e, , E ~ ,  . . . , e,). Se esprimiamo 
le rc variabili x, y , .  .., t per n iiuove u,, u ,,... , u,, in guisa che la (35) 
conservi la forma canonica (ortogonale), potremo scrivere, per la legge d'i- 
nerzia 

d s 2 = ~ l H ~ d u : + ~ 2 H ~ d u ~ + - . . + ~ , , H ~ d u ~ ,  (36) 

dove le Hi sono funzioni reali delle u, , u, , . . . , u, e la segnatura (E, , E,, . . . , 
E,) è rimasta la stessa. 

Le formole per l'equivalenza delle due forme differenziali (33), (36) si 
deducono subito analiticarnente dalle ordinarie in (M)', nelle cluali basteri 
cangiare Hi in Hi A.. Cosi adunque, introducendo anche qui le rotnsioni 

a H' , il sisterna differenziale per le Pih sarà : = g 
'9 B f k  

'9 u, 
- BI1 Pl* 

e successivamente quel10 per le Hi conserverà la solita forma 
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808 B i n  nchi: Le trccsfo'onnnaioazi di Ribaucour dei  sistenzi nP" ortogonnli 

Le trasfomaziolzi di Ribarncour per le rotazioni Pi& si otterranno, nkl 
caso attuale, corne segue (Cf. 5 1). 

Prendansi rt funzioni trasformatrici y , ,  y,, . . . , y, soddisfacenti al solita 
sistema differenziale 

e si consideri la quantità 
A = x ~ l y i ;  

n 

che in seguito supporremo seinpre diversa da smo. Ponendo 

si troverà subito dalle (V) 

. Per le rotazioni Ptik del sistema trasformato avreino la stessa formola 

(4) § 1 

conipiendosi le verifiche ne1 medesimo modo. Se poi consideriaino un de- 
terminato sistema ortogonale neli'S, indefinito corrispondente alla forma 
(36) del d s h o l l e  rotazioni pik7 avremo CO' suoi trasformati di R~BAUCOUR 
determinando, con uiia quadratura, una (n+ 1)"" funzione trasformatrice p 
dalle equazioni 

ed assumendo i coefficienti H'i del sistema trasformato dalla formola 
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e it teorema d i  permutabiiità. 809 
- - - , +  . 

1 SISTEMI H GENEHALIZZATI. 

Ritornianio ora ai sistemi nPrhrtogonali dell'ordinario spazio S, e chia- 
minmo sistemi H genera~ixxati di segnatura (8 ,  , E, , . . . , s,) quei sistemi pei 
quali i coefficienti Hi sono legati dalla reliizione 

Derivando questa rapporto ad ui si ottiene 

e da questa derivata rapporto ad uk segue 

e sviluppando 

Ma il secondo termine è nul10 per la (43) stessa, onde segue: Le rota- 
zioni pih d i  ogni Sistema H d i  segnatura (E, , sp,  ... . , E,) soddisfano al sistema 
d i  fferensiale : 

d Pik 

d u, - Bi, p 1 1 ç  
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210 Bia fichi: Le t~asforlnnaioni di Ribaucour dei &terni n*t' ortogonali 

dimostra che l'integrale generale (Pik) del sistema (VI) dipende da n (n - 1) 
funzioni arbitrarie. Ad ogni sua soluzione (P ik )  corrispondono oon sistemi H 
di segnatura (E, , E ~ ,  . . . , ê,,), clle si ottengono determinando le Hi da1 sistema 
completo ai  differenziali totali 

Ora si osservi che, se  si pone pk; = F i k ,  le equazioni della prima e terza 
linea in (VI) si cangiano per le phi precisainente nelle (V) § 9 che caratte- 
rizzano le rotazioni dei sisteini nPzi ortogonali nello spazio S, indefinito di 
segnatura (E, , E, , . . . , E,). Di più le (VI) della seconda linea dimostrano che 
si ha 

- 
onde segue che fra i sistemi np" .ortogonali dell'S, indefinito colle rota- 
zioni Pik : ' 

ds2=&,  H ~ ~ I A : + B ~  H ~ ~ u ~ + . . - + E ,  Hidu: 

ne esistono di quelli pei quali si ha - 
H:+H:+. . .+H:=  COS^. 

E infatti le corrispondenti equazioni per l e  si scrivono 

e forrnano un sistemü completamente integrabile. 
Da tutto ci6 si raccoglie clie: i sistemi H d i  seynatzcra (E,, 8, ,. . ., E,), 

nello spazio ordinario definito S,, trouauo i loro associati nello spaxio inde- 
finito d i  segnatura ( c l ,  E, , . . . , E, , )  in quegli ordinari sistenzi l? che soddisfano 
alla relasioaze (40) E H i  = cost. 

A 
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g 11. 

LB TRASFORMAZlONI Tm DEL STSTEMI H GBNEHALIZZATI. 

Possiamo ora riprendere le ricerche relative alle trasformazioni T,, degli 
ordinarii sisteini H ($9 4 e segg.) ed estenderle ni nuovi sisteini H gene- 
ralizzati. 

Per questo, supposto di avere uii sisteina. H di segnatura (E, , c, , . . . , c,) 
nello spazio definito, ed un suo associato H nell'indelinito, ai qnali appar- 
tengano le rotazioni associate ( P i k ,  f k i ) ,  soddisfacenti alle (V), cerchiarno di 
appl'icare ad (H, H) due trasformazioni - di - RIBAUGOUR, - - colle rispettive fun- 
zioni trasfoniiatrici (y, ,  y,,. . . , y,,; y ) ,  (y , ,  y, ,. . . , y,; T), in guisa che la 
coppia (H, H) venga cangiata in un'altra coppia (H', H') di sisteini - asso- 
ciati. Procedendo corne al 4, si troveranno iritünto per le Y i ,  yi le equa- 
zioni di trasfor~nazione 

le quali forniano, a causa delle (VI), un sistema completo. Di più, se po- 
niamo - - 

A = ? $ ,  A = X s y i ,  A (46) 

a~ a Â  - si ha - = - = 9 m yi yi, e percib il sistema (VII) possiede l'integrale 
d ~ i  duj 

quadratico 

A -  A =   COS^. 

- 
Noi scegliamo i valori iniziali delle yi, yi in modo da annullare la co- 

stante del secondo niembro per cui avreino anche 

A = A. (VII*) 

Airnali di Matematica, Serie 111, Tom0 XXVIII. 98 
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Si8 Biccnchi: fie trclsformaaioni di Ribaucour dei sistemi np" ortogonali 

- 
Ed ora indicando con Ptik, @'hi le nuove rotazioni trasformate dalla (4) 

5 1 e dalla (3) § 9 dedurremo 

da cui, essendo i k  = p k i ,  segue subito vik = PM, il che significa che le 
nuove rotazioni ( l ' i h ,  p'ki) sono ancora associate. Ma ora di più, calcolando - 
per quadrature le (lz+ funzioni trasformatrici <p, y dalle condizioni 

pei coefficienti E 'x, 2'1 dei sistenli trasforniati avremo 

- 
e potreino determinare p, cp in guisa da soddisfare alle (47) ed insieine alle 
altre 

dopo di che 10 scopo sarà manifestamente raggiunto. Per questo, siccoine 
abbianio 

- 
baslerà pi-endere cp, cp dalle formole seguenti : 

valori coi quali, corne subito si verifica, le (47) soiio in effetto soddisfatte. 
In fine osserviamo che il teoreina specinle di permutabilità per le Tm 

dei sistemi H generalizzati continua a sussistere corne ne1 caso ordinario, 
valendo considerazioni perfettainente analoghe a quelle svolte alla fine 
del § 7. 
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1 SISTEMI H'" ORTOGONALl DELLO SPAZIO 8, A CUHVATURA COSTANTE. 

E 
Considerialno 10 spazio S. a curvatura costante K e scriviaino R = , R 

dove sarà e = + 1 se K è positiva (spazio ellittico), e invece e = - 1 per Ii 
negativa (spazio iperbolico). 

Prendiamo in S,, a coordinate le n + 1 coordinate di WEIERSTRASS (*), 
che qui (per non moltiplicare le notazioni degli indici) denotereino con 

x , y , z  ,..., t. 

Queste sono legate fra loro dalla identità quadratica: 

& ( x a + y 2 + s a + . - ) + t 2 = 1 ,  
e il d sa è dato da 

Abbiasi ora ne110 spazio S, un sistema nP'" (u, , u,, . . . , u,) di ipersu- 
perficie ortogonali, a cui riferito 10 spazio risulti 

Le condizioni necessarie u szcfficieîzti a cui debbono soddisfare H,, 
H ,  , . . . , H,, affinehè l i  forma differenziale (51) sia di curvatura Rieinanniana 

E 
costante K = ,  si scrivono, introducendo anche qui le rotnzioni FiR: R 

(') Vedi le mie Lezioni di Geometria diflerenziale, Vol. 1, §§ 193, 194 che in seguito ci- 
teremo colla sola indicazione del Volume. 
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214 Biauc7ti: Le trccsfornmxiowi di Ribaucour dei sistemi ?Pi ortogonaii 

le quali si riducon; naturalmente a quelle dello spazio euclideo ponendovi 
1 
-- = O. Introduciamo anche qui, in ogni punto (zc, , u, , . . . , a,) dello spazio, 
R2 
l'nedvo priricipale relativo al sistema x, format0 dalle direzioni (principali) 
delle linee di curvatura coordinate (u,), (u,) ,. .. , Iu,). Denotando con 

xi, Yi, , . . ,  Ti 

i coseni di direziorie della ima direzione principale (u,), da1 confronto delle 
@O), (51) abbiamo 

da7 Hi -- - Hi 8 2  - - Yi, ..., -- a Hi T i ,  
d ui xi. d u i -  R d u i - H  

indi per le relazioni d'ortogonalità 

% X ; + y Y i + . . . + s t  T i = O  

Xi  Xk + Y, Y, + - . + E Tc Tk = E, ( E ~ ~  = O per i =I- k,  E ~ ~ ' =  1). 

Le n + 1 coordinate di WEJEHSTHASS s, y ,.. . . , t sono altrettante solu= 
zioni del sisteina differenziale di WEIKGARTEN (Vol. 1, § 195) : 

e neb cas0 nostro, avendosi cczi = Hr , a i k  = O (per i =I= h), dànno le equa- 
zioni fondamentali pei coseni Xi,  Y i , .  . . , che si scrivono 

e valgono analogamente per le altre coppie (Y, y) .  . .. (T, t ) .  

Diamo ora le forinole per le trasformazioni di RIBAUCOUR dei sisteini 
~ z * "  ortogonali ne110 spazio S,  a curvatura costante (Cfr. prefazione). Senza 
ripetere qui le deduzioni analoghe a quelle svolte nei $5 4, 5 (M) pel cas0 
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euclideo, ci hasterà presentare le formole definitive, collocandoci dapprima 
da1 punto di vista intrinseco. Prendiamo rt + 1 funzioni trasformatrici y , ,  
ya , .  . . , y,, ; '9 assoggettate a soddisfare 

Se poniamo 

Hi -- 
d u ,  R 

a y.  ci) 
a,='+ 2; (?, i y + - " H i  'P , -(36) A - y; + E p>', (57) 

8 %  n n 

derivando troviamo 

do* ' 
-- - phi O~ (i =l= k ) ,  . (58) 
8 ~k 

Ci6 premesso, dalle funzioni trasformatrici (y , ,  y,, . . . , y,; cp) risulterà 
definito un nuovo sistema np'" ortogonale Z', trasfoimüto di KIBAUCOUH del 
sistema iniziale 2, i cui elementi (indicati con accenti) si calcolano dalle 
formole 

È facile verificare, serveiidoci delle equazioni precedenti, che questi va- 
lori A', , fi',, soddisfano alle eqiiazioni differenziali (VIII) e definiscono per 
ci6 intrinsecawente un nuovo sistema npz" ortogonale x'. Ma se voglialuo co- 
struire effettivamente x', corne trasforniato di RIBAUCOUR di x, nella sua 
posizione nello spazio, dovremo ricorrere alle formule seguenti. Posto 

e denotando con accenti gli elernenti relativi a EtC', avreino per le forniole 
richieste 
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21 6 B in nch i :  Le trasforacnziorui di Ribaucour dei sistemi i~pz~'oriogo~zali 

In  fine osserveremo che i raggi p, , p, , . . . , p, delle n ipersfere tangenti 
a z, x' si calcolano, ne1 caso ellittico, dalle formole 

e ne1 caso iperbolico dalle altre 

'P tgh - - - - 7  ( R I -  y; 

ne1 quale ultiino caso la ima ipersfera avrà centro reale solo quando il valore 
assoluto del secondo meinbro risulta < 1. 

Anche le forn~ole pel teorema di permutabilità si scrivono in perfetta 
analogia con quelle del caso euclideo (§ 8). Supposti dedotti da1 sistenia Z 
due auovi sistemi x', x" colle rispettive trasformazioni di R~BAUCOUR 

si deterniini, con una quadratura, la funzione T dalle formole 

e ponendo 

si avranno le la + 1' funzioni trasformatrici (i', , r, , . . . , i', ; s) pel passaggio 
da1 sistema x' al quarto sisteqa 5 del teorema di permutabilità (Cf. § 8). 

Corne nello spazio euclideo ((M) 5 14), cliii~miamo anche qui sistemi E 
yuei sistemi np" ortogonali del10 spazio curvo pei quali, con una scelta con- 
veniente dei parametri ui ,  si ha simmetria nelle rotazioni: F,, = f i k i .  La ri- . 
cerca di questi sistemi dipende da1 sistema differenziale che si ottiene da (VIII) 
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ponendovi fi,, = Bk,, al quale si pub dare la forma 

fiel10 stesso modo come in (M) 5 14 s i  diinostra clie questi sistemi di- 

pendono da -- (fi + ') funzioni arbitrarie ; la loro ricerca equivale al plu- 2 
blerna di ridurre il d s V e l l o  spazio a curvatura costante alla forma carat- 
teristica : 

dove è una conveniente funzione delle a,. Se ci proponian~o anche qui il 
problema di trovare trasformazioni di RIBAUCOUR che ciingino ogni sistema E 
in altri sistemi E', un'analisi perfettamente simile a quella usata in (M) 5 16 
dimostra che le condizioni necessarie e sufficienti consistono ne1 dover sod- 
disfare le funzioni trasformatrici al seguente sisteina comnpleto di equazioni 
ai differenziali totali 

dove m indica una costante arbitraria. Le corrispondenti trasformazioni si 
indicheranno ancora con Tm. 

Per queste Tm sussiste, corne ne110 spazio euclideo ((M) 8 16), il teoreina 
speciale di permutabilità, le cui forinole stabiliamo ne1 modo seguente. Si 
consideri una seconda trasformazione T,J, con da =1= 9wa, le cui funzioni tra- 
sformatrici siano y', , y', , . . . , y',; y' e nelle formole (65) del teorema di per- 

" f  mutabilità: ri = >+ y',, 9 = -+y f  si cerclii di deterininare T in guisa 
A A 

che le ri soddisfino alle equazioni di trasformazione che caratterizzano una 
trasformazione T; 
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818 Bianwhi: Le trasfor~azioni d i  Ribaucour dei sistesni nP" ortogonali 

Il calcolo effettivo per T porge il valore seguente 

e poichè questo d o r e  di r soddisfa in effetto alle relative equazioni (M), 
ne risulta dimostrato il teorelna speciale di perinutabilità per le Tm. 

Si osservi che questi risultati generali possono applicarsi in particolare 
all'ordinaria geoinetria sferica (ponendo n = 8, K =  1), ove si tratta di ri- 
durre I'elemento lineare sferico alla forma di RIBAUCOUR 

(Cf. DARBOUX, Systé~nes orthogonaux, 2""" Édition, Livre 111, Chap. 1). 

SISTEMI np" ORTOGONALI ASSOCIATI NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE. 

La nozione di sistemi nQ2' ortogonali associati (@ 3 e 10) pub ora rice- 
vere la seguente nuova estensione. Consideriaino duc spazii S,, Sn colle ri- 
spettive curvature costanti 

e supponiamo di avere in S, un sistetna nP'" ortogonale e in un altro 
tali che fra le loro rotazioni pi,, abbiano luogo le relazioni K., = fi,,; 

diremo allora che ( ~ , , g )  formano una coppia. di sistemi associati. Si rico- 
nosce l'effettiva esistenza di infinite coppie di 'sistemi associati aggregando 

- 
alle equazioni fondamentali (VIII) per 2 le analoghe per X, nell'ipotesi 
- 
$= BU. Cosi, indicando con un soprassegno le quantità relative a 2 si forma 
nelle n ( n  + 1) funzioni incognite Hi, a., pi, il sistema differenziale se- 
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e il teorenta d i  permutabilità. 219 
--. . -. 

guente : 

d Hi -= a Bi 
d u., - Pi, Bk pki  H k  9 - - 

, du ,  

-- 

- 
d plsi d pi, E - -  -+ - + P , l p b )  + r2 Hi Hk = O. d u i  d u ,  R 

Coi soliti procediineriti si dimostra che le condizioni d'integrabilità ciel 
sistema (X)  sono identicamente soddisfatte e la sua soluzione generale ( H i ,  
E ,  Pi,)  dipende quindi da n ( n t  1) funzioni arbitrarie. 

Ora, coine al § 4 pel caso euclideo, possiamo stabilire l'esisteiiza di tra- 
sformazioni Tm di RIBAUCOUR che cangiano una - coppia (1, Z) di sistemi as- 
sociati in S,, 3, in altre coppie associate (z', x') dei rnedesimi spazii. Ap- 
plicando il procedimento stesso del caso particolare al 4, si vede che 
queste T ,  dipendono dalla ricerca di 2 n + 2 funzioni trasforinatrici 

assoggettate a soddisfare al seguente sistema differenziale: 

e di più alla condizione ai limiti 

A = &  (68*) 
dove è posto: 

- -- 
A=E~!+E? ' ,  A=%$+ E T ~ .  

A 

Ma in effetto il sistema lineare (68) è completamente integrabile e pos- 
siede l'integrale quadratico 
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%O Bianchi: Le trasformazioni d i  Ribaucour dei sistenzi nP" ortogonaii 

onde valgono le solite considerazioni. Scelte le 2 n + 2 funzioni trasforma- 
trici (y,, y., p, 3 conforme alle condizioni superiori, pei rispettivi sistemi 
trasformati x', E' si hanno le formole 

- 

e siccome pik = Fki ne risulta anche Ptik = Prki, eioè i due sisterni x', 2 sono 
nuovamente associati, coine si voleva. 

Per le trasforniazioni Tm dei nuovi sistemi associati sussiste il teorema 
speciale di permutabilità del caso euclideo ($9 5, 6), cib che dimostriaino 
come segue. Dalla coppia iniziale .(Z, 5) siano dedotte mediante due traslor- 
inaziotii T,,, , Tm. (con mla =I=nza) le due nuove coppie (E', F), (E", p). Per 
le funzioni trasformatrici (y,, <, y, pi) della Tm valgono le (68), (68*) e me- - 
desiinamente per le trasforrnatrici (y',, r,, y', y') delle Tm# le analoghe 

fi (i) c Hi rp' - d cp' ‘ Hi y'; -- - - p i k y : ,  xi+ p l iy ' i +R=n;y ; ,  - -  
d uk 8 %  A du ,  R 
- - - -  

d Y'< , a y', ( i )  a $ B6 7, Y' = ' , , - - - , -P.iyk, + Pir&kT - 
8 uk d u, au;  R 

dove : 

Ora, colle formole del teorema generale di permutabilità al § 13, po- 
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e i l  teorenta d i  permutabilità. 99 1 

niamo 

le fiinzioni r ,  7 essendo determinate per quadrature dalle rispettive formole 

d 7 - aT - --- - 9 ~ 2 y ' ~ y , ,  - = - 
d ui d u, 2 'nt y, y', , 

e cerchiamo le ulteriori condizioni affinchè le 2 n+ 2 funzioni 

siano le trasformatrici di una T,r applicata alla coppia (x', 5). Per questo 
dovranno essere soddisfatte le relative equazioiii : 

- - 
ai-,  - (i) E H ' ~ Q >  Û G  jjtiFi -- -- - L k  -+ F p " i ~ 6  +-=-=dr,, -- 
6' % d a, B .  d u i  3 '  

dove le HP,,  H',, plj, hanno i valori (69). Calcolando queste condizioni nie- 
diante le forinole superiori, si trova 'che esse si riducono alle due equa- 
zioni : . 

dove si è posto 

Le (73) coincidono formalmente colle (t4), (84*) $j 5, e risolute d à m o  
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922 Biatzch i: Le tmsforat~s~oni  di Ribauçour dei sistetni nP" ortogonali 

ancora 

Ma ora, derivando le espressioni (73%) di B, B, si trova: 

d B  - 8 B 
- = m y', y, +m'y,?;,- - - -my;Y*+-mty',yi, 
d ui d ui 

e ne risulta che i valori (71) di r ,  7 soddisfano in effetto alle (72). Cos1 è 
provato che, rnediante qiiesta trasformazione T; = ( r i ,  6 ,  <P, z), la coppia 
associata (x', 9) si cangia in una quarta (n, 6). Che poi quest'ultima si de- 
duca a sua volta dalla terza (Eu, 9) inediante una Tm si proverebbe come 
al § 6. Osserviaino in fine anche qui che ne1 cas0 singolare m" =M" intro- 
ducendo la nozione di sisteini in involuzioiie, si trovano le stesse proprietà 
coriie ne1 cas0 euclideo al 6. 

Chiamiamo, anche negli spazii a curvatura costante, sistemi H (O si- 
steini di GGICHARD-DARBOUX) quei sisteini np" ortogonali pei quali (con una 
conveniente scelta dei parametri ui) sussiste la relazione: 

= H i +  Hf +. - .  + H :  =,a2 (a  costante). 
2 

Il calcolo stesso eseguito in (M) 83 dimostra che, ne1 cas0 attuale 
E 

del10 spazio Sn di curvatura I<= -2 i coefficienti Hi e le rotazioni Fik di R 
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un sistema H debbono soddisfare al sistema differenziale seguente: 

\ 

Coi soliti procediuienti (Cf. (M) 5 43) si riconosce che questo sisterna 
(XI) aminette una soluzione generale con n (n - 1) funzioni arbitrnrie, e per 
cib i sistemi H dello spazio a curvatura costante esistono nello stesso grado 
di genei-alità coine nello spazio euclideo. - 

Ors è manifesta clie se si poile Fin: - p M ,  yueste F i k ,  a causa delle equü- 
zioni della seconda e quarta linea in (XI), soddisfano alle equazioni carat- 
teristiche (1) § 1 per le rotazioni dei sistemi 12"" ortogonali ciel10 spazio eu- 
clideo. Colla nozione di sistemi associnti, intr0dott.a al paragrafo precedeiite, 
possiamo dire che: Ogni sistema H dello spnzio a curvatura costante am- 
mette infiniti sistenmi associati nello spazio euclideo (tutti t rasfor+mti  d i  COIIZ- 
bescure Z7uno deZ17altro). 

Ed ora andiaino a diniostrare che pei sisteini H degli spazii a curvatura 
costante esistouo trasformazioni Tm di R~BAUCOUR coine ne1 cas0 euclideo 
(§ 7). Le formole per queste T, si dedurranno da quelle sviluppate nei due 
paragrafi precedenti ponendovi 

Valendo pel sistema trasforinato x' le formole (69) 

otterreino, che questo sistelna x' sia di nuovo un sisteii~a H' di GUICHAHD- 
DARBOUX, determinando 9 in  guisa che risulti : H 'i - 2: H f ; .  Ora si ha per 

I 1 
la precedente 
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224 Biatzchi: Le trasformaxiorzi di Ribizucour dei sistemi nY" ortogonali 

e la nostra condizione dà per p il vaiore 

D'altra parte si verifica subito che questo vaIore di <p soddisfa alle equa- 
zioni 

8 9  H i y i ,  
7 = -- 
d u i .  R 

onde risulta stabilito, anche pei sistemi El del10 spazio a curvatura costante, 
l'esistenza di trasformazioni Tm di RIBAUCOUR, contenenti, oltre m, B n  - "2 

' costanti arbitrarie. 
Da ultimo estendiaino anche a questo cas0 il teorema speciale d i  per- 

inutabilità al s 7, osservando che se nelle due trasforinazioni Tm, Tm# pel 
pnssaggio 'da1 sistemg. H ai rispettivi sistemi H', H u  le funzioni trasforina- 
trici sono 

dalle fortnole generali (71) al paragrafo precedente 

risulta facilmente 

ossia 

Ora questa, sviluppata, si scrive 
- 

n G ' ~ + m r = - 2 m B  

e coincide colla seconda delle (73) la quale trovasi verificata. 
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3 SISTEMI H GENEMALIZZATI DELLO SPAZIO A CURVATUHA COSTANTE. 

Come si è fatto al 5 10 per Io spazio eiiclideo, cosi andie ne110 spazio 
S, a curvatura costante chiamiamo sistema H generalizzato di segnatura 
( E ~ ,  E,, .. . , E,) ogni sistema nPr0 ortogonale le cui Hi soddisfino la relazione : 
E, H :  + f e  H i  + . .. +- E,, HI = cost. Il calcolo stesso eseguito al IO prova clie 
le Hi soddisferanno alle equazioni differenziali 

e le rotazioni Pik alle ulteriori 

e colle solite considerazioni (cf. §$ 10 e 17) si stabilisce l'esistenza di questi 
sistemi H generalizzati. Ora andiamo a costruire anche qui le trasfoma- 
zioni Tm di RIBAUCOCTH, le cui formole ottereino ne1 modo seguente. Indichino - - - 
(yl, yz , . . . , y.; y,, T a , .  . . , y.; 9) 2 n + 1 funzioni trasfortnatrici assoggettate 
a soddisfare al sisteina lineare ai differenziali totali 

Questo è un sistema completo e possiede l'integrale quadratico 
- 

A - A = CO&., 
avendo posto - 

A=?y:+sq?, ~ = z E R ~ ~ ,  
R 

J A  a2 - 
poichè ne risulta - = - = 2 rn y; yi.  Al solito si assumeranno i valori ini 

d u *  dui 
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2% Bicmchi: Le trasfor~tazioni di Ribaucour dei sistemi ns" ortogonali 
- - -- - - - - 

ziali delle (Yi, 5, 9) in modo da soddisfare anche l'equazione ai limiti 

Dopo ci& applichiamo al sistenia N la trasformazione di KIBAUCOUR 
(y:,  yz , . . . , y.; y) (Cf.. 8 13), e pel sistema trasformato avreirio per la (60) 

s 13 
BntRcp - Fa = HL - --- A 71 9 

-. 
e questo sarà un nuovo sistema H' generalizzato colla stessa segnatura 
(<, c e , .  . . , S.,) se cp è determinata in guisa clle si abbia E eA (H'i  - Ni)  = 0. 

A 

Ora si ha dalla precedente 

e ne risulta quindi per v il valore 

compatibile colle (70) perchè, derivando la (77) rapport0 ad una qualunque 
ui si ottiene per le (76) un'identità. 

1 SISTEMI & DEGLI SPAZII A CUHVATUHA COSTANTE. 

Dei sistemi nPz' ortogonali del10 spazio euclideo studiati nei §S 17-20 in 
(M) e indicati corne sistemi Q diamo ora una doppia generahzazione. In 
primo luogo trasportiaino la nozione al10 spazio S,, a curvatura costante K, 
e in secondo luogo supponianîo che nella forinoln (6s) § 17 (M) i coefficienti 
C, , cz , 1.. , c,, invece clle cos tanti, siano funzioni di una sola delle u, pre- 
cisamente la ci una funzione Ui della sola ui. Chiatniamo adunque sistenza Q 
ne110 apazio S, a curvatura costante un sistema nP'" ortogonale che nmmetta 
trasforniazioni di RIBAUCOUR le cui funzioni trasformatrici y, , y , ,  . . . , y, ; cp 
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soddisfino alle equazioni di trasformazione 

e siano legate fra loro dalla relazione quadratica 

u, y: + u,y;+ S . . +  u,yn-t- av2 = 0, (79) 

dove U; indica una funzione della sola ui (ovvem uiîa costailte) ed a m a  
costante arbitsaria. È immediato che il sistema trasforniato Q' appartiene 
alla medesima classe, poiclriè le funzioni trasforinatrici inverse da &' a Q ve- 
rificano la inedesinia (79). 

Per esümiliare la questione dell'esistenza e del gsado di  arhitïarietà dei 
sistemi Q, cominciamo da1 formare le conseguenze differenziali della (79). 
Derivando rapporto ad ui,  übbianlo 

Derivando nuovamente rapporto ad u, (h- l=i) ,  si ottiene 

ed eseguendo col raccogliere i termfni 

Ma, per la (80) stessa, la quantità entro la seconda parentesi eguaglia 
1 - - 
2 Utk y,, per cui la precedente resta : 

(*) Si avverta che la 7 qui introdotta differisce pel fattore costante R dalla cp delle for- 
mole precedenti. 

Anlzali di Matenzatica, Serie I I I ,  Tomo XXVIII. 30 
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equazione siminetrica nei due indici i, k. Se combiniamo questa colla equa- 
zione generale (VIII') $j 12 

a Fi, a Bh (*) ne riSulta : possiaino risolvere rispetto alle derivate - , - 
d ~ i  duk 

La determinnxione dei sistemi Q, ne110 spaxio a czcruatwa costante K, 
dipende da1 segmente sistema differenziale nelle n2 funzioni incognite ( H i ,  Pik) : 

In modo analogo coine in (M) § 18, si diniostra clie questo sisteina (di 
BOURLET-DARROUX) è completamente integrabile e la sua soluzione generale 
dipende quindi da n (n - 1) funzioni arbitrarie essenziali. 

Inversamente, soddisfatte che siano le (XII), se alle equazioni (78) di 
trasforrnazione aggreghiamo le @O), ne risulta (supposte tutte le Ui diverse 
da zero) un sistenia compieto ai differenziali totali coll'integrale quadratico 

e poichè possiamo ariiiullare la costanie del secondo meinbro, il sislema np" 
ortogonale è in effetto un sistelna Q. 

Un secondo aspetto dei sistemi & si ha da1 coisiderare che il as'" 

(*) Qui si  esclude il caso Ut=; Uk ühe si  verifica soltanto se U I ,  Uk  si riducono alla me- 
desima costante c. Se questa è diversa da zero (cib che accade necessariamente per la (8,) 
quando a=:=O), ne segue fra le H i  e le Pik la relazione in termini finiti 

In particolare se n= 3 e supponiamo U, = U,, abbiamo 

e siccome il primo membro da la curvatura (relativa) delle superficie u, = cost. vediamo che 
queste sono superficie a curvatura costante. 
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dato da 

viene ad appartenere al10 spazio di curvatura costante K'= a. E infatti se 
/ï7 H . si polie II', - 2 ne risulta fik = V' Bir ,  onde, in forza delle (811, sono 

" JE . U k  

soddisfatte le condizioni caratteristiche che assegnano alla forma differen- 
ziale (88) la curvatura Riemanniana costante a. La ricerca dei sistemi Q 
equivale quindi a quella d i  par'ticolari rappresentazioni di uno spazio a cur- 
vatura costante sopra un altro (rappresentazioni norinali uniformi se le Ui 
sono altrettante costanti) (*). 

1 sistemi Q, per la loro definizione stessa, ainmettono una notevole classe 
di trasformazioni di RIBAUCOUR che vogliamo ora esaminare più da vicino. 

Indicando con m una costante arbitraria (diversa perb da zero), poiiiamo 

onde sarà K una funzione della sola ui, e b una nuova costante. Le equa- 
zioni differenziali (XII), carstteristiche pei sistenii &, prendono la seguente 
forma, afatto indipendente dalla costante 

mentre invece la relazione quadratica (79)' si scrive 

(*) Cf. la mia Nota pubblicata ne1 vol.  XXV dei Rendiconti dei Lincei (febbraio 1916). 
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ed implica la costante m. Ed il sistema cotwpleto ai differenziali totali che, 
insieme alla- (83), determina la trasforrnazione, assume per la (80) la forma 
seguente : 

Come ne1 caso particolare considerato in (M), questa si dirà una tra- 
sformazione R, del sistema Q in un altro Q', ed è iinmediato che la trasfor- 
mazione inversa da Q' a Q è ancora una R,. 

Supponiamo ora di considerare una seconda trasformazione R,) (m'=I= m), 

che cangi il sisteina Q in  un terzo Q" e siano f i ,  y' le relative funzioni tra- 
sformatrici legate dalla relazione quadratica 

e dalle equazioni differenziali (XIV) 

Dimostriaino che sussiste anche qui il teorema speciale di permutabilità 
((fil) g 20) : 

Esiste un quarto sistema & legato a Q' da uîza R,e, e invece a Q" da 
una R,. 

Indicando con ri ,  le funzioni trasformatrici ne1 passaggio da Q' a &, 
avremo (5 13) 

dove 7 verificherà le equazioni 

Ora proviamo che si pu6 soddisfare a queste condizioni e insieme alla 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



rela tiva (83) 

dopo di che la trasformazione da Q' a sarà appuilto una R,!. Ma, sosti- 
tuendo i valori (85) nella (87), ne deduciamo 

e siccome per la (83) 

m - m f  ( ~ n  - rn') A 
9 

9n 

vediamo che ponendo 

ne risulta per T il valore unico e determinato 

(SS) 

Dobbiamo ora provare che questo valore di 7 soddisfa alle (86), cioh S 
alle altre 

Ora, derivando la (88) rispetto ad Mi, risulta 

ed in questa l'espressione che moltiplica Yi è nulla, a causa delle equazioiii 
differenziali (84), dopo di che sostituendo nella (89) e sopprimendo il fattore 
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--- 

yri, resta da verificare i'equazione 

Ma questa, riducendo, diventa 

ed è identicainente verificata, a causa delle equazioni differenziali (XIV). Si 
conclude quindi che assumendo per T nelle (85) il valore 

si ottiene in effetto una trasformazione R,) (r, , r,, . . . , r, ; a) del sistenia, 
Q' in u n  quarto sistenia Q. 

Che in fine questo sistema Q provenga a sua volta da Q" con utia R,,, 
vediatno calcolando la.  y uantità analoga 

T'= - (i + 2 B), 
poichè rie segue 

e questa è la forrnola (90) stessa ove si scambi Q' con Q", indi m con m'. 
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e il teorema di  permutabilità, 433 
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Generalizzazione di alcuni punti della teoria 
delle equazioni integrali di Fredholm. 

(Di P ~ A  NALL~, a Palermo.) 

È noto che, data in una forma geometrica di prima speOie una proiet- 
tività reale non ellittica e non involutoria, ciascuno degli eleinenti uiiiti 
della proiettività pub essere approssimato, iterando su un elemento qua- 
lunque della forma la proiettività data O la sua inversa. . 

Ho pensato che qualche cosa di simile potrà avvenire ne1 campo del 
calcolo funzionale. 

. Data l'operazione funzionale F[?  (s)], che cosa succederà iterando sopra 
una funzione p (s) l'operazione F O la sua inversa, dato che questa inversa 
si possa definire ? 

Per il caso in cui si ha 

B [( (811 = S ~ K  (5, t )  TJ V ) d  t ,  

essendo K (6, t) una funzione continua e simmetrica ne1 dominio a r s 5 b, 
a 6 t G b, la risposta si pub trovare nei lavori del VERGEHIO (*). 

se è F [P (s)] ~ i -  O esiste una costante c tale da avere 

dove f (s) è una funzione continua. 

(3 A.. VERGERIO, Sulle equazioni integrati de2 tipo Frerlho2rn [Rendiconti del Circolo Ma- 
tematico di Palermo, tom0 XLI (1916): pp. 1-35]. 

Annali d i  Matenzatica, Serie I I I ,  Tom0 XXVIII. 31 
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La funzione f ( s )  non è identicamente nulla e si possono dare due casi: 
O f ( s )  soddisfa all'eguaglianza 

Ji essendo presa con segno conveniente, ovvero è f ( s )  = f ,  (s) -t f, ( s )  e si ha 

Jc fl (4 = F [ f i  (s)l, 

- Jc f a  ( 8 )  = F [f* (s)l. 

Se consideriamo come identiche due funzioni che differiscono per una 
costante moltiplicativa, possiaino dire che ne1 primo cas0 f ( s )  è un eleniento 
unito nella corrisponclenza funzionale + ( s )  = P [y (s)] - cioè nella corri- 
spoiidenza che fa passare dalla funzione cp ( s )  alla $ ( s )  - e ne1 secondo 
caso sono elernenti iiniti f ,  (s) ed f ,  (8). 

Per l'opemzioiie qui esaminata non è possibile definire l'operazione in- 

versa, issia l'operazione G [y ( a ) ]  tale da aveie G [F [ y  ( s )]]  = \p (s). 

Ho pensato di considerare l'operazione fuiizioriiile lineare più generale 

dore k ( s )  è limitata in (a, b), K(8, t )  è a quadrato sommabil'e ne1 dorninio 
a 5 s 6 b, a r t r b, operazione per la quale, sotto certe condizioni, è pos- 
sibile definire l'operazione inversa G [p (s)] .  

Definite le FM [ y  ( s )]  e G, [ y  (s)] analogamente a quanto si è fatto prece- 
denteniente, fissata cp (s) pub esistere una costante c (d) tale che la succes- 
sione di funzioni 

converga in m e d i a  verso una funzione f ( s )  g ( s )  la. quale o è un eleniento i 1 
unito nella corrispondenza Ji (s) = B' [cp (s)] ovvero è la somma di due ele- 
menti uniti. 

Viene cosi messo in  vista clle nelle questioni del genere di quelle da me 
tirnattate il concetto di convergenza in media è quel10 che si presenta come 
il più adatto alla natura delle quistioni e solo in casi pa.rticolari pub essere 
sostituito da1 concetto di convergenza ordinaria. 
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Gli elementi uniti nella corrispondenza 

6 ( s )  = z ~ ( s ,  t) cp ( t )  d t . a 

sono le funzioni fondamentali ne1 senso di FREDHOLM relative a l  nucleo 
K (s t )  : tale concetto viene cos] esteso ad una coppia di funzioni K (s, t ) ,  Ic (s). 

E qui si presentano spontanee una quantità di domande quando si ten- 
gano presenti i risultati delle ricerclie a cui ha dato iinpulso l'equazione di 
FREDHOLM a nucleo siminetrico. 

Un nucleo sirnmetrico si pu6 rappresentare per mezzo delle sue funzioni 
fondamentali ne1 senso di FREDHOLM. 

Tale rappresentazione è suscettibile di una genei.alizzazione yuaiido si 
generalizzino ne1 modo suddetto le funzioni fondamentali? 

La risposta afferrnativa a tale domanda quando k (s) prende un nuniero 
finito di valori si troverà ne1 presente lavoro, ma in generale la generaliz- 
zazione non è possibile. In generale, insieme alle funzioni fondanientali ge- 
neralizzate bisognerà considerare le funzioni differensiali fondantentali gene- 
ralizzate, estensione di quelle introdotte nella teoria dell'equazione singolare 
di FKEDH~LM e che è necessario considerare qui anche lie1 caso di regolarità. 

Diremo che una funzione f (s, A), a quadrato sommabile rispetto ad s 

nell'intervallo (a, 6) e tale clie f y s ,  1) d s rappresenti una funzione p, (a) S. 
continua e limitata per 1 variabile in (- oo, ao), è una funzibne differen- 
ziale fondamentale relativa a K(s, t) e k (s) quando per ogni iritervallo (1, A,), 
ponendo 

A f (s7 1) = f (87 1 2 )  - f (8, XI), 

si lia 

Per le equazioni singolari di FREDHOLM le funzioni differenziali fonda- 
nlentali sono state introdotte in seguito alle ricerche sulle forme quadratictie 
ad infinite variabili. Anche ne1 caso più generale che stiamo esaininarido 
trova applicazione la teoria delle forme q-uadraticlie, corne è accennato al- 
trove ne1 presente lavoro. 
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Concludendo: i risultati finoqa da me ottenuti mi fanno ritenere che la 
teoria delle equazioni di FREDHOLM a nu&o simmetrico, sia regolari che 
singolari, è conlpresa in una teoria più generale alla quale conduce natu- 
ralmente la considerazione dell'operazione funzionale . 

1 problemi nei quali ha trovat.0 applicazione la teoria delle equazioni 
di FREDHOLM potranno in corrispondenza venire generalizzati. 

Notiamo finalmente che alla teoria di cui sopra si riattacca quella del- 
l'equazione integrale di terza specie 

che swebbe forse più conveniente di considerare sotto la forma 

Richiaino brevemente alcune definizioni da me introdotte in alcune 
Note di recente pubblicazione ed alcuni risultati in esse contenuti (*). 

Sia K (s, t) una funzione reale definita ne1 dominio a 5 s 5 b, a r t r b, 
simmetrica ed a quadrato soinmabile in detto dominio, e k (s) una fun&one 
reale, misurabile, limitata, definita in ( a ,  b). 

Definisco le funzioni 

K(') (s, t), K(') (8, t), . . . , K(") (Y, t), . . . 
per mezzo delle rela.zioni 

K(l) (s, t) = K (s, t ) ,  

A''" (a, t )  = k (s)  K'-') (s, t )  4- J K (v, s) KC''-" (v, t) d v + 
a 

e chiamo K(") (s, t) ne"""" n.ucleo iterato di K (s, t )  per mexxo di  k (8). 

(*) P .  NALLI ,  Sulle eqztaziorci iiztegrali, Note 1, I I ,  III, IV, V, VI, Rendiconti della R. Acc. 
dei Lincei, Roma, '2O semestre 1918 e Io semestre 1919. 
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. 
. K" (s ,  t )  é funsione simnzetrica. 

Data una' funzione go (s)  renle ed a quadrato sommabile in ( a  6 )  defi- 
nisco le funzioni 

per'mezzo delle relazioni 

e chiamo g, (s)  ne""" iterata diritta di go ( s )  relntiva a K ( S .  t )  e k (s) .  
Svssiste la relazione 

Se m, n ed r sono tre interi non negativi ed r r n, tra le iterate dirette 
di due funzioni fo (s)  e go ( s )  si ha la relazione 

Se una funzioiie cp (s) clle ha il 
soddisfa alla relazione 

[P - k (4 Y (4 = 

quadra.to del modulo soniniu1)ile in (a ,  b )  

'con p costante, chiaineremo cp ( s )  funsione fondamentale e IL costante carat- 
teristica relative n K (s, t )  e k (s).  

Se il prodotto [ p  - k (s)] cp (s)  non è nul10 identicamente chiainereino y ( s )  
funzione fondamentale propria, la diremo inzpropria ne1 caso contrario. 

Una costante caratteristica la diremo propria se ad essa corrisponde 
almeno una funzione fondamentale propria, impropria ne1 caso contrario. 

P e r  due funzioni fondaiiientali T,  ( s )  e cp, (s)  corrispondenti a costanti 
caratteristiche distinte si ha 

(*) Avvertiamo una volta per sempre che una eguaglianza tra funzioni la iiitendiünio 
soddisfatta quasi dapperlutto, fatta cioè eventualmente eccezione per un insieme di punti di 
misura nulla (misura lineare O superficiale a seconda dei casi). 
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Le costanti caratteristiche sono reali e forrnano un insienze numerabile. 
Una funzione fondamentale relativa a K (s, 1)  e k (s) corrispondente alla 

costante p 10 è anche relativamente a K'"' (s, t )  e k" (s) e corrisponde alla 
costante p". 

Una funzione <p (s) fondamentale relativainente a K" (s, t) e It" (s) cor- 
rispondente alla costante p, O è funxione fondamentale relativamente a 
K(s ,  t) e k (s) e corrisponde ad uno dei valori reali di 7;. (e si presenta 
yuesto caso se n. è dispari O se è b. = O) ovvero (e questo pub succedere se 
?z è pari) ? (s) è la somma di due funzioni <p1(s) e y" (s) fondamentali rela- 
tivainente a K (s, t) e k (s) e corrispondenti rispettivaniente alle costanti - 
2 "J. 

Se p è una costante caratteristica propria relativa a K (s, t) e h (s) esiste 
una ed una sola funzione reale r (s t) a quadrato sominabile ne1 dominio 
cc 6 s 6 b, a -i t 6 b soddisfacente all'eguaglianza 

tale Che, qualunque sia la funzione fondamentale (f (s) 
si abbia 

In particolare sarà 

corrispondente a p., 

Cliiameremo r (s, t )  fun~ione caratteristica velativa a K (s, t )  e k (s), cor- 
rispondente alla costante p. 

Se r, (s, t), r, (s,, t), . . . sono funzioni caratteristiche distinte relative a 
I i (s ,  t) e k (s), la successione delle somme parziali della serie 

converge in media ne1 dominio a r s r b, a 6 t 6 b (*), cioè esiste una fun- 
zione H (s, t )  reale ed a quadrato sommabile ne1 detto dominio per la quale 

(*) E. FISCHER, Sur la conuergence en moyenne. Comptes rendus hebdomadaires des séances 
de l'Académie des Sciences. Paris, Tome 144, l m  semestre 1907, pp. 1098-1084. 
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Se r (s, t) è la funzione caratteristica relativa a Ii (s, t) e k (s) corrispon- 
dente alla costante y. ed uc è dispari, la funzione caratteristica relativa a 
A?"' (s, t) e km (s) corrispondente a p." è 

I- (s, t) n&i ( t ) .  
ir O 

Se n è pari, condizione necessaria e sufficiente perchè p" sia una co- 
stante caratteristica propria relativa a K(") (s, t )  e k" (s) è che la funzioiie 

n-i 

r (8, 1) B pi ( t )  + rt (s, t) Yi(- py ~ - + l  (t), 
i-O ;=O 

(dove con r" (s, t )  denotiamo la funzione caratteristica relativa a K (s, t)  e 
k (s) corrispondente a - p, se questa è una costante caratteristica propria, 
e poniamo I+ (8, t )  O ne1 caso contrario) non sia identicainente nulla. 
Quando la detta funzione non è ~iul la  identicainente essa A la funziorie ca- 
ratteristica relativa a K("'(s,  t) e k" (s) corrispondente alla costante y". 

Scopo principale del presente lavoro è di dimostrare il teorema segueiite: 
se per qualche valore di n l a  successione delle somme parziali della serie for- 
mata con le funzioni caratteristiche relative a K("' (s, t )  e R" (s) converge in  
media verso K("' (6, t )  ne1 dolninio a f s f b, a r t 5 b, Eo stesso accadrà 
per n = 1, e qzcindi per pa lunque  n. 

1. Sis n> 1 e indichiaino con R, (s, t), R, (s, t), . . . le funzioni carat- 
teristiche relative a Kf") (s, t) e kUs,  corrispondenti rispettivamente alle co- 
stanti A,, 1, ,... 
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Supponiamo che . ne1 . dotninio a r s L b, a'& t L b la successione delle 
somnie parziali della serie 

conVerga in media verso K'") (5, t), ci6 che indichiamo ne1 seguente modo 

> " 

Denotiamo con p,, v a , .  . . le costanti caratteristiclie proprie relative a 
K(s ,  t )  e k (s )  che sono radici ne"'"" delle A, e con r, (s, t), r, (s, t), . . . le 
corrispondenti ,funzioni caratteristiche. 

Da quanta abbiamo premesso risulta che si pub porre 
/ . , 

7 

Dirnostreremo che se n è dispari si aura 
' " 

e se n é pari: O vale ancora:la reZax.Gow precedelzte, ovvero si ha 
" , -- 

4 .  . * I  

doire A, (s, t )  è icc funsione caratteristioa relativa a K(s,  t)  e k (s) corrispon- 
dente ad ana costafite p i ,  dizrersa da tutta Ze p., ed è 

[y.'* t. k ( t ) ]  A, (S.  t )  = 0. 

Poniànio 

Rjmrdiamo la . formula o .  
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Abbiamo, per la (8), 

e, per le ( I I )  e '(III), 

quiiidi possiamo scrivere 

Ma si pub anche scrivere 

K("+') (s, t )  = k (s)  K("' ( t ,  S )  + K (v, s)  K[") (u, t )  d v + k" ( t )  .K ( t ,  S )  I". 
e siccome, per la (III), [p., - k (s)] rm (s, t )  è funzione simmetrica di s e t ,  
avremo 

n-1 n-i 

K(*+') (s, t )  - x rm (1,' S )  1 k (s) .x Y: Au-+' (s)  + [p,,, - k ( 1 ) )  r. p: k.-'-l p)+k- (1 )  1 + 
m a-O i=O 

cioè 

Confrontando questa con la (3), per la simmetria di Rtn+l) (s, t ) ,  con- 
cludiamo 

.km (s) P (s, t )  = kW ( t )  P (s, t ) .  (4) 

9. Supponiamo dapprima rc dispari. La (4) ci dà 

k(s )  P(s ,  t ) = k ( t )  P(s ,  t ) :  (5) 

faremo vedere che è P(s,  t) = O .  
Infatti, supposto che ci6 non sia, si pu6 porre 

dove le ~ 2 )  (s) ,  quando si fanno variare m ed ta, formano un sistema orto- 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 32 
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gonale nell'htervallo (a, b)  ed un  altro ne formano le (s),  le h, sono co- 
stanti positive distinte (n). 

La (5) ci darà d i q u e  

Facciamo, per esempio, r l =  1 e per semplicità sopprimiamo l'apice (1) 
e indichiamo nz, con p. 

Per le (7) si avrà 

(i = 1, 9, . , . , p) ,  

dove le air sono costanti (*). Essendo 

il determinante format0 con le air è simmetrico. 
Esso è diverso da zero. 
Infatti, supponiamolo nul10 : potremo determinare p costanti a , ,  a, ,. . . , a, 

non tutte nulle, in modo' Che, ponendo 

si abbia k (s) x (5) = 0, k (s)  ir (s) = 0. Sarà anche 
. - 

f :  r* (s,-t) (a) d i = 0, 

(*) E .  SCHMIDT, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichunyen, 1. Teil: 
Entwiclclulzg willlciirlicken 'Pzcnktionen ~ z w h  Systemen uorgesch~iebener 1Mathematische An- 
nalen, Bd. 63 (1907), pp. 433-4761. 
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che si pu6 scrivere 

cioè x (s) è funzione fondamentale relativamente a K(") (s,  t )  e k" ( s )  e cor- 
risponde alla costante zero, sarà percib 

cioè 

IC (s ,  t )  x (l) d t = P (t ,  s)  x ( t)  d t  = 1, 6 (s),  1: 
quindi sarà o(s )  = 0, il che non è possibile. 

Il determinante forinato con le a, è dunque diverso da zero. 
Sia ora 

una sostituzione lineare ortogonale che riduce la forma quadratica 

P 
alla forma canonica 2 p5 y; : le p5 saranno tutte diverse da zero. 

j-i 

Avremo 
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Se ora poniamo 

le +, (s)  formeranno un sistema ortogonale equivalente a quel10 delle G, (8) .  

Dalle relazioni 

moltiplicando la relazione generica per b,( e sominando membro a membro 
le p relazioni ottenute, si ha 

cioè, essendo a,, = a,, 

e finalmeute 

Se poniamo 

sarà 

e 

Si pub quindi supporre seriz'altio che le X, (s)  e le o6 (s) soddisfino ad 
eguaglianze del tipo 

dove le p, sono costanti non nulle, sostituendo, ove occorra, alle xi ( 8 )  ed 
alle G~ (s) rispettivamente -le p, (s) e l e  $4 (s). 

Avreino dunque 
[P? - k" (s) ]  xi  (8) = 0 

che insieme all'eguaglianza 

J~K'" (8,  t )  X< ( t )  d t = O 
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-il 

[p: - kW (s)] X< (8) =J K(*) (8, t) xi (1)  d t. 
a 

Da questa, essendo n dispari, si trae 

cioè G~ (s) = O, contrariamente al supposto. 
3. Supponiamo ora n pari. Farerno vedere che se ~ ( s ,  t )  non è iden- 

ticamente nulla esiste almeno una costante caratteristica propria relativa a 
K(s ,  t )  e k (s) diversa dalle p, , p,, . . . 

Dalla (4) si trae 
kys)  P (s, t )  = kY ( t )  P (s, t ) .  

Supposta P ( s ,  t) non identicamente nulia si pub scrivere la (6) e quindi 
si conclude, analogamente a quanto si è detto al numero precedente, 

11 determinante simmetrico format0 con le a ,  è diverso da zero, percliè 
si è visto al  numero precedente che le k (s) X<(S) sono linearmeiite indipen- 
denti e quindi 10 sono anche le kys )  X, (s). 

Concludiamo dunque coine al numero precedente che si pu6 supporre 
senz'altro che le xi (s) soddisfino ad uguaglianze del tipo [pi - kys)] xi (s) = O, 
dove le pi sono costanti positive. 

Avreino dunque ' 

perchè ambo i membri hanno valore nullo. 
Ed allora si possono dare due casi: O si ha 

& essendo presa con segno conveniente, ed essendo 
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& è costante caratteristica propria relativa ac K (s, t )  e k (s). Inoltre, essendo 

è diversa da tutte le p., . 
Se la (8) non è soddisfatta, posto 

queste sono funzioni fondamentali relative a K( s ,  t )  e k (s), corrispondenti 

e di qui si vede che i due primi membri non possono essere entrambi nulli, 
cioh uno almeno dei due valori di JE è costante caratteristica propria rela- 
tiva a K (s, t )  e k (s). 

Essendo poi 

sarà pure, per la (1), 

/:r. (1, 8 )  Ui ( t )  d t = O, rm (t, 8) V, ( t )  à t = O J: 
e percib la costante caratteristica propria che abbiamo trovata è diversa da 
tutte le p.,, . 

Indichiamo con A, (s, t ) ,  A, (s, t )  , . . . le funzioni caratteristiche relative 
a K(s ,  t) e k (s) diverse dalle r, (s, t) e p.', , p.la,. . . le corrispondenti costailti 
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caratteristiche. Qualunque siano rn ed r si avrà 

[ ~ ' r  - k (s)I Ar (8, t )  = K (v, S )  Ar (v, t )  d v 

sarà 

cioè 
[J. ' :  - k" ( S ) ]  A, (5, t )  f O. 

Ma è anche 

quindi, ponendo 
n-1 

ar (s, t )  = A, (s, t j  Z p.': k"-'-' ( t ) ,  
i=O 

avreino dalla (9) 
li.'F - km (s)] @, (s, t )  = O  

e dalla (10) 

e finalmente 
a, (s, t )  G O .  

Sarà percib anche 

A,. (5, t )  [PL t k ( t ) ]  = O. 

Potremo dunque scrivere 

n-1 u-i 
K(") (5, t )  - x r, (s, t )  km-+' ( t )  + r, A, (s, t )  x p*: V-i-l ( t ) ,  

m i=O na id 
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ed allora, ponendo 

sarà Q (s, t )  r 0, perchè altrimenti esisterebbe qualche costante caratteristica 
propria relativa a K(s, t) e k (s) diversa dalle p, e dalle p',. 

Il teorema enunciato al n.O 1 è cos1 completamente dimostrato. 
4. Faremo ora vedere che il metodo esposto permette di calcolare 

tutte le p',. 

Si è trovato che si pu6 porre 

dove le X, (s) e le a, (s) formano due sistemi ortogonali, le v, sono costanti 
positive non necessariamente distinte e si ha [p. - k' (s)] xi (8)  O, essendo 
le p, costanti positive. 

Uno almeno dei due valori + 6 è costante caratteristica propria rela- 
tiva a K(s, t) e A (5). 

Facciamo vedere che relativarnente a K(s, t) e k (8)  non esiste nessuna 
costante caratteristica propria diversa dalle p, e dalle t fi. 

Infatti, sia p una tale costante e (s) una funzione fondamentale propria 
ad essa corris~ondente. Sarà, per qualunque sn, 

1 r. ( t ,  S) ? ( t )  d t = O. . a 
Inoltre essendo 9 (6) e XI (s) funzioni fondamentali relative a K(" (s, t) 

e k' (s) corrispondenti alle costanti distinte p9 e P r ,  s a h  per qualunque i 

quindi 

contro i'ipotesi clie p (s) sia funzione fondamentale propria. 
Le ,ut,+, si devono dunque cercare tra le +\/pi .  
a r a  supponiamo che sia 

e che queste siano tutte le p, eguali a pi, 
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Se tra le funzioni 

dove 6, è presa con un certo segno, non c' è nessuna funzione fondainen- 
tale propria relativa a K (s, t )  e k (s) ,  se è cioè 

per qualunque n, allora O d i ,  è costante caratteristica impropria relativa 
a K (s, t )  e k (s)  O è uguale a qualcuna delle !J,: in altri termini &, non è 
una pi.',. 

Infatti, si formi un sistema di funzioni ortogonale in (a, 6) : h, (s),  h, (s) ,  . . ., 
equivalente al sistema delle ui, (s)  : h,. (s) ,  essendo una coiubinazione lineare 
di un numero finito delle uin (s), è funzione fondamentale inipropria corri- 
spondente alla costante *;pi,. 

Siipponiamo che questa sia una costarite caratteristica propria e sia cfi (s) 
una funzione fondamentale propria ad essa corrispondente: possiaino porre 

Sarà 

cioè 

ma si ha anche 

2 am [hl - k (s)] h, ( s )  r O, 
n 

quindi X ( s )  è funzione fondamentale impropria e 4 ( s )  è funzione fondamen- 
tale propria. 

M a  è chiaro che si 

Anitali di  Matematica, 

avrà, per qualunque i ,  

Serie III, Tomo XXVIII. 
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Ci6 risulta dalla posizione (11) se i è uguale a qualche i,, in cas0 con- 
trario l'eguaglianza è ancora soddisfatta perche xi (s) e + (s )  sono funzioiii 
fondanientali relative a K(') (s, t )  e k y s )  corrispondenti alle costanti distinte 
pi e pi,. Sarà percid 

quindi per un conveniente nz avremo 

[:r,(5-t)+(a)dsrl=0 

e - 
Dunyue : condizione necessaria e sufficiente perche 6, presa con un certo . 

segno, sia una p.',,, , è che si possa trovare un intero n (= O =I= i) tale da avere 
p. = pi e [JL- h (s)] G, (s) FI-. 0. 

Conosciute le p.', , P', , . . . si possono determinare le A, (s, t), A, (s, t )  , . . . (*). 
5. Da1 teorema del n . O  .1 discende (**) che se la funzione Fc (s) prende 

un  numero finito d i  valori, fatta eventualmente eccezione per valori presi com- 
plessivanzente in un insieme d i  putzti d i  misura nulla, la successione delle 
sonznte yarziali della serie formata con le f~~nzioni caratteristiche relative a 
R ( s ,  t )  e k (s) converge in  media verso K (s, t). 

Chiamando r, (s, t), r, (s, t )  , . . . queste funzioltii caratteristiche, si Pa cioè 

Ma una funzione caratteristica r, (s, t) soddisfa all'eguaglianza 

e quindi si pub porre 

dove le ?Lm) (s)  al variare di n formano un sistema ortogonale in (a', b)  e 
sono funzioni fondamentali proprie relative a K (s, t )  e k Cs), corrispondenti 

(*) 1. c., pag. 838. Nota III. 
(**) 1. c., pag. 138. Nota 1. 

(***) 1. c., pag. '244. 
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alla costante p., . Ne viene che facendo variare tanto n che wt le pn)  (s) for- 
niano un sistema ortogonale in (a, b). 

Tutte le volte che vale la (18) si pu6 quindi porre 

dove le 1, sono costanti non necessariamente distinte e le +, (s) formano un 
sistema ortogonale in (a, b). 

Se vale la  (13) ed inoltre per ogni funzione h (s) soddisfacente alle con- 
dizioni 

si ha k (s) h (s) = O il che avvieue in particolare quando è k (s) -0 O quaiido ( 
K(s,  t) è un nucleo chiuso, cioè quando non esiste nessuna funzione h (s) 

per cui è Sb K (a, t) h (t) d t O per ogni funzione f (s) a quadrato soinma- 
a 

La (14) generalizza 10 sviluppo in serie di funzioni fondamentali secondo 

Il fatto che la (14) è valida in condizioni molto larghe quatido k (s) 
prende un numero finito di valori, fa presuniere che allora esaa sia un caso 
particolare di una relazione più generale clie valga in condizioni meno re- 
strittive per la k (s). . 

Il secondo membro della (14) è una serie di FOURIER generalizzata: per 
ulteriori ricerche, che faremo conoscere in seguito, riteniaino si dehha arri- 
vare a concludere che sotto determinate condizioni, del resto molto larglie, 
il primo membro della (14) si possa mettere sotto forma della soinina di 
una serie SE  FOURIER generalizzata e di una serie in cui ogni termine è un  
integrale di FOURIER generalizzato. 
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Una via per arrivare a questo risultato potrà trovarsi nella teoria delle 
forme quadratiche con infinite variabili. All'operazione funzionale rappre- 
sentata da1 primo meinbro della (14) è legata la forma. quadratica a, qsj con 

ij 

dove ip, (s) ,  p, (s)  , . . . è un  sistema di funzioni ortogonali in (a, b) e chiuso. 
Per k (s) = O  si ritrova la forma quadratica della quale si sono serviti 

 H HILBERT ed i suoi allievi per 10 studio dell'equazione di FREDHOLM di se- 
conda specie a nucleo sirninetrico, anche ne1 caso di singolarità. 

Di tutto cib intendiamo occuparci in altro lavoro (*). 
6. Passeremo ora alla risoluzione dell'equazione funzionale 

Risulta dai precedenti numeri che tale equazione pub essere soddisfatta 
solo per n pari e quarido è soddisfatta per un valore pari di n 10 è per 
qualunque altro valore pari. Ci riducialno quindi a risolvere la seguente 
eyuazione : 

Se questa è soddisfatta risulta da1 11.' 3 che si potrà porre 

dove le A, sono costanti, le ip, (s) costituiscono un sistema ortogonale in  
(a,  b)  e si ha 

[ ~ n  - k2 (s)]  P)" (s )  - 0 (16) 

essendo le pn costanti positive. 
Se è 1, +A, =[=O ed n =[= rn si ha 

Ci6 risulta subito dalla (15) moltiplicandola per rp, (s)  cp, ( t )  ed integrando 
ne1 quadrato a 6 s 6 b, a r t r b. 

(*) Mentre correggo le bozzr di stainpa della preseute Mernoria, posso aggiungere che il 
lavoro è stato già pbblicato ne1 tomo XLIII dei Rendiconti del Circolo Matematico di Pccler~o. 
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Si è già visto che si possono dare due casi: O cp,  ( s )  è funzione fonda- 
mentale propria relativa a IZ (s, t )  e h (s)  corrispondente alla costante \ l K ,  
presa questa con segno conveniente, ovvero le due funzioni 

sono fondamentali, corrispondenti rispettiramente alle costanti 4; e - J& 
ed una alrneno è propria. Ma ne1 caso clle stiamo esamitiando possiaino dire 
di più: u,(s) e u,(s) se sono entrainbe non nulle sono entranibe proprie. 

Infatti si ha 

quindi se u, (s)  fosse impropria si avrebbe k (s) y, (s)  =& cf. (s)  e l' egua- . 
glianza 

' a  

1. 9% (8) = ( h ~ ( ~ ,  t )  ( 1 )  d t 

si potrebbe scrivere 

cioè p, ( s )  sarebbe funzione fondamentale, il che non pub avvenire yuando 
zc, ( s )  e ' v, (s)  sono entrainbe non nulle. 

Definite le u, ( s )  e v, (s)  per mezzo delle (18) si ha 

[lu. ( s )  v. (s)  d s  = O 

ed essendo un (s)  un ( s )  = x n [ X ,  + S k ( s ) ]  (PZ ( s )  avreiiio 

Abbiaino poi 
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e l'uguaglianza si presenta quando una delle due funzioni un (s), v, (8) è iden- 
ticaniente nulla, cioè quando cp, (s) è funzione fondamentale relativamente a 
K (s, t) e k (s). 

La condizione 4 p, = 1; è dunque necessaria e sufficiente perchè cp, (5 )  

sia fondamentale relativamente a K (s, t )  .e k (8) : quando essa è soddisfatta 
X 

cp,, (s) corrisponde alla costante caratteristica '2 
7. Supponiamo che per un certo valore di n sia 4 p, > 1:. 

Poniamo 
2 

a*z = ,lm* 

prendendo, per esempio, per il radicale la determinazione positiva: faremo 
vedere che il nucleo K (s, t) ammette corne funzione fondamentale ne1 senso 
di FREDHOLM la funzione cp', (s) definita dali'eguaglianza 

Essa corrisponde alla costarite caratteristica, ne1 senso di FKEDHOLM, 

Infatti la (15) ci dà 

e per mezzo di questa si trova facilmente 

Tenendo poi conto della (19) si trova la prima delle 
discende subito dalla definizione di p.,, (s) e dalla (36). 

ip', (s) è funSione fondamentale relativamente a I<(') (s, 
10 è relativamente a K(s, t) e k (s), perchè è 4 pu> Xf:. 

In corrispondenza a cg', (s)  si trovano le due funzioni 

(90) e la seconda 

t) e k y s ) ,  ixla non 
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fondamentali relativamente a K (s, t) e k (s) e corrispondenti rispettivainente 
alle costanti & e - &, . Esse non sono linearmente indipendenti dalle u, (s) 
e u, (s) perchè si trova facilmen.te 

1 
'u',, (s) = b, zc, (s), v', (s) = - - v, (s) 

b, 

dove b, è la radice quadrata positiva di 

8. Supponiamo ora che sia A, = 1, = = 1, e per n 6 p 4 p, > 1: , 
per w>p O X,=l=X:  O 4pn=XI. 

Potrenio allora formare le funzioni p1,;(s), ?'a (s)., . . . , vPp (s) le quali, per 
la (17), saranno ortogonali. 

Se il nucleo K (s, t )  ainmette una funzione cp' (s) fondamentale ne1 senso 
di FREDHOLM, corrispondente alla costante - 1, e soddisfacente ad una con- 
dizione della forma [p - k"(s] ~'(8) = O con 4 p > 1 :, y' (sj è una combina- 
zione lineare delle cp', (s), T ' ~  (s), . . . , ?> (4. 

. Infatti, se cq'(s) è una tale funzione, la cp (s) definita dali'eguagliariza 

è fondamentale ne1 senso di FREDHOLM e corrisponde alla costante X , ,  ed è 
[t, - ka (s)] cp (8) ZE O. 

Sarà dunque 

le c, sono costanti e la soniina è estesa ai valori di n che rendono 1, =A,. 

Ma se n è tale che sia 4 p, := XI cioè 4 p, = A& è p, =I= p, quindi 

cotne risulta subito dalle due eguaglianze 

P 'f ( 4  = k9 ( 4  cp (4,  P m  cp" ( 4  = k' ( 4  cp" (4,  

e quindi è c, = 0. 
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dove i, , i,, . . ., i, sono interi conîpresi tra i primi p ed è pi, = pi, = . . - = pir = p. 
Essendo per n 6 p 

dove a, è la costante definita al numero precedente, la (21) si pu6 scrivere 

A 
dove è y', = ai, y,. Moltiplicando la preeedente relazione per $ + k (8) tro- 

cioè y' (s) è una combinazione lineare delle v,, (s)  con ~z s p .  
Indichiamo con j , ,  j, , . . . , j, gli interi n per i quali è A, = - 1, e 4 p,) 1:: 

per quanto si è visto si pu6 dire che cpj, (s') (h  = 1, 94.. . , m) è ulîa combi- 
nazione lineare delle cp; (s) (i = 1 ,  2, . . . , p). 

Viceversa, per una ce'< (s) si ha 

ma se wt è tale che sia 4 p, = hi sarà p, =I= pi, quindi c,  = 0, cioè y', (s) è una 
çombinazione lineare delle 'fin (5) : ne viene che il sistema delle cpi, (s) e quel10 
delle cf'$ (s) sono equivalenti, il che porta m = p  e 

Concludendo: se una funzione siinmetrica K(s ,  t) soddisfa alla (15) si 
potrà porre - 

dove le a, e le pi sono costanti tali che le serie Z a: e X p: risultino conver- 
i i 
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formano un sistema ortogonale ed inoltre si ha 

ILr essendo una costante positiva che soddisfa all' ineguaglianza 4 p: > P i ,  
Si ha ancora 

Inversamente, se K(s ,  t )  ha la forma (22) e sono soddisfatte tutte le 
condizioni sopra enunciate, K(s ,  t )  é- una funzione silninetrica che soddisfa 
alla (15). 

Infatti, posto 

essendo per i=I= j 

J b  Pd (u, S)  Pj (u, t) d v E 0, J": Qi (u, 8)  Qj (21, t )  d u 0 
a 

e, qualuique siano i ed j, 

avremo 

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 
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xi  (s) 'r 0, Pl) (5, t )  r O. 

Teilenda poi conto delle (83) si trova facilmente 

cioè Q$) (s, t) O e tinalmente K'2' (s, t )  O. 
Si trova cosi il modo di costruire le più generali funzioni k (s) e K (s, t ) ,  

la seconda siinmetrica, soddisfacenti alla (15). 
9. Dalla (22) poi si arriva facilmente alla relazione 

clie esprime K (s, t )  per mezzo delle funzioni caratteristiche A, (s, t) relative 
ad essa ed a k (s). 

Si consideri il seguente sistema di funzioni 

dove poniamo 

xi (s), U, (s), 'C: (s) sono funzioni fondamentali relativamente a K (s, t )  e k (s) 
a 

e corrispondono rispettivamente alle costanti 2 pi,  - P r .  . 2 
Le (25) costituiscono un sistema ortogonale. 
Si pu6 scrivere 

e facilmente si trova 
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e sostituendo queste espressioni di P4 (s, t) e Q, (8, 1) nella relazione 

si trova per K(s ,  t) una espressione della forma (13) equivalente alla (84). 
Possiamo dare facilmente l'espressione di A, (s, t ) ,  funzione caratteri- 

stica corrispondente ad una costante p.', . 
Si ha 

se è pl,>O; per p',<O la seconda somma deve essere sostituita da 

In entrambi i casi la prima somma contiene un numero finito di ter- 
mini mentre la seconda ne pub contenere infiniti. 

Novembre 1918. 
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