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ULISSE DINL

Gol piu profondo dolore annunziamo ai lettori degli Annali l1a morte di Ulisse
Dini, avvenuta in Pisa, sua citta natale, i1 28 dello scorso Ottobre. Quivi, nel
giorno 30 successivo, un immenso stuolo di cittadini, di amici e di ammiratori,
commossi per tanta perdita, ne accompagnarono fra solenni onoranze la salma al
Camposanto monumentale, dove, per gratitudine ed ammirazione dei suoi eoncitta-
dini, Egli riposa accanto ai grandi.

Nato in questa cittd il 14 Novembre 1845, Egli vi consegui a 19 anni la laurea,
col plauso dei maestri, in particolare degli illustri Bertr e Mossorri, che al gio-
vane allievo presagirono un grande avvenire. Dotato di un talento matematico di
primo ordine e di prodigiosa attivita di lavoro, Egli si fece ben presto conoscere
per lavori originali importanti. Le sue prime ricerche appartengono al campo della
geometria infinitesimale, dove sommi matematici italiani 1’avevano preceduto, in
particolare il geniale BELTRAMI, i cui lavori gli servirono indubbiamente di modello
e di incitamento, e col quale si incontrd poi in alcuni studi, benché fosse di dieci
anni piu giovane. A questo ramo dell'analisi applicata alla geometria, dove prima
si affermo il suo valore matematico, Egli conservo poi sempre un grande amore, e
nelle sue lezioni di geodesia all’Universitd, e nella assegnazione delle tesi agli alunni,
ne promosse lo studio, seguendo con interesse lo sviluppo che queste teorie rag-
giunsero in seguito.

Ma la natura del suo ingegno che ad una singolare forza creatrice congiungeva,
in raro accoppiamento, un acume critico di cui difficilmente trovasi 1’eguale, do-
veva portarlo ben presto sulla nuova via, nella quale era destinato a stampare orme
maggiori. Nella prefazione ai suoi celebri Fondamenti del 1878, Egli stesso racconta
come gia fin dal suo primo affacciarsi alla vita scientifica, e cioé nel 1865, era in
lui sorto il dubbio che alcuni dei principii fondamentali dell’Analisi non presen-
tassero, nei loro enunciati e nelle dimostrazioni, il perfetto rigore che & proprio
della matematica. Quanto tali dubbi fossero legittimi tutti ora sanno; ma se ci ri-
portiamo a quei tempi in cui, almeno fra noi, nessuno li aveva sollevati, apparira
quanto singolare fosse ’acume di questo giovane matematico che, vincendo I’abi-
tudine contratta ai concetti intuitivi, ne prendeva a scrutare il fondamento logico.
Ma pin ancora é da ammirarsi che, sulla scorta soltanto di poche indicazioni con-
tenute nelle Memorie degli allievi di WEIERSTRASS venute a sua cognizione, Egli
abbia potuto in poco tempo ricostruire su basi perfettamente solide i fondamenti
dell’Analisi. E cosi nel 1877 apparvero, in litografie per gli studenti, quelle mira-
bili Lezioni d’analisi infinitesimale, sulle quali tanti allievi da allora in poi, in Italia
e fuori, si sono formati e che oggi ancora, dopo la stampa recentemente avvenuta
(1907-1915), trovano largo plauso e diffusione. Insieme ai gia citati: Fondamenti
per la teorica delle funzioni di variabili reali, che dopo 14 anni, e dopo la comparsa
di molti altri lavori congeneri, conservavano ancora tanta vitalita da consigliarne la
traduzione in lingua straniera, queste Lezioni del Dimi ornano tutte le biblioteche
di studenti e ricercatori.
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Un altro trattato, forse ancora pitt importante per la genialitd della ricerca,
apparve nel 1880, quello: Sulla serie dé Fourier e alire rappresentazioni analitiche
delle funzioni di una variabile reale. Qui per la prima volta, insieme alle serie di
Fourier e sotto un punto generale di vista, vengono trattati in modo rigoroso altri
sviluppi in serie, importantissimi per ’analisi e per la fisica matematica, ed in tale
generalitd che non €& mai stata eguagliata, nonché superata, da altri. Ma forse ap-
punto questa grande generalitd, e la non semplice forma dell’esposizione nocguero
alla diffusione del libro, talché in molte Memorie di matematici posteriori si trovano
nuovamente risultati parziali gid inclusi nei suoi_generali.

Allo stesso periodo appartengono le ricerche pubblicate nel Vol. XVII degli
Annali delle Universitda Toscane, in preparazione al progettato secondo Volume del-
I’Opera, che non poté mai essere pubblicato. Qui si trova la deduzione di nuovi
sviluppi in serie da una formola, pitt generale di una data da ABEeL, ed appartenente
alla teoria che poi fu defta delle equazioni integrali, e di cui adunque il Dinid ¢é
da riguardarsi come un precursore. Sull’argomento é rilornato il Dini in leziovi
litografate del 1911, dove si contengono molti nuovi ed importanti risultati.

Insieme a questi tratiati, le numerose e geniali Memorie d’Analisi pubblicate
dal Nostro, delle quali daremo P’elenco completo in un prossimo fascicolo, ne hanno
collocato il nome accanto a quelli dei nostri sorami. Auguriamo che esse vengano
raccolte in Volumi, come gid per le opere di Brioscai, BerTi, CREMONA e BELTRAMT,
e formino eosi il pitt bel monumento da erigersi alla sua memoria.

Ulisse Dini fu non solo un grande scienzialo, ma insieme un maestro ed
un educatore incomparabile; e nessuno dei suoi numerosi allievi potra mai dimen-
ticare il fascino che Lgli esercitava col suo insegnamento efficace e suggestivo, e
quanto amore agli studi ed allo stretto adempimento del dovere Egli sapeva ispirare
col suo nobile esempio. Nella R. Scuola Normale Superiore che lo ebbe prima ad
allievo, poi a maestro e a ben amato Direttore, Egli ha lasciato i pit durevoli ri-
eordi di devozione e di affetto.

La suna attivita veramente prodigiosa ebhe campo d’esplicarsi anche fuori della
scuola: nelle pubbliche amministrazioni, nelle due Camere ¢ nel Consiglio Supe-
riore di Pubblica Istruzibne, acquistandosi Egli dappertutto, colle doti eccelse della
mente e dell’animo, un’ampia ed indiscussa autorita, che Egli volse particolarmente
a beneficio dell’insegnamento e delle istituzioni della citta natale tanto diletta al
suo cuore.

Nella Direzione di questi Annali, alla quale appartenne fino dal 1891, Egli lascia
un grande vuolo, come grande e sincero é il rimpianto di tutti i cultori della Scienza
per tanta perdita. : B

I1 male crudele che lo ha abbattuto, mentre cogli anni non sembrava subire
diminuzione alcuna la sua molteplice attivita, ha tolto alla patria uno déi figli che
piua I'amavano e ’onoravano.

Né a Lui che, fino dal principio della guerra mondiale scatenata dalla cupidigia
di barbari aggressori, riconobbe la via segnata all’ltalia dalla sua sforia e dal
diritto e, pur trepidando nelle prove dolorose, ne segui con fede costante le vicende,
é stato concesso di vederne completa la fine gloriosa.

Possa P’Italia nostra, sorta a pid grandi destini, produrre ancora dei figli simili
a Lui, che ne tengano alto il nome e 1'onore nelle gare fra le libere genti!

Pisa, 1.0 Novewmnbre 1918,

Per la Direzione Liviar Biavcal.
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Sopra una classe di funzioni che comprendono
come caso particolare le funzioni cilin-
driche.

(D¢ Fiuippo SIBIRANI, @ Pavia.)

Gonsidero un’equazione differenziale lineare d’ordine %
Al,k x” y(k) -+ A?,k ! y(k_l) -+ Ak,k @ :’/’ +- (Ak+1,k -+ wk) Y= 0 (1)

ove i coefficienti 4,, sono certe funzioni razionali di grado ¢—1 in un
parametro v, la quale per k=2 si riduce alla ben nota equazione

@y oy + (@ —v)y=0,

soddisfatta dalla funzione cilindrica di prima specie J° (x).

Dell’equazione (1) determino (§ 3) un sistema fondamentale di integrali
nell’ipotesi che le radici dell’equazione determinante non differiscano per
numeri interi. Uno di questi integrali € una funzione L,, (x), che per k=2
si riduce a J” (x); la funzione « ’ L,, (x) & trascendente intera sia rispetto
ad « sia rispetto a v e se v & un intero positivo tale & anche L,,; di L,,
do, per valori molto grandi di |v , 'espressione approssimata

mv
PTOFDT O T G—=v 0"

ove | 9] tende ad 1 al tendere di v allinfinito.

Determino (§,6) nel caso di v=0 un sistema fondamentale di integrali;
uno di essi & della forma L,, (x).log « -+ M, (x), ove M, (x} & una trascen-
dente intera, e si riduce per £ =2 alla funzione Y° che NEUMANN (¥) chiama
complementare della funzione J° di BrsseL.

(*) Théorie der Besselschen Functionen, § 17, Leipzig, Teubner, 1867.

Annali di Matematica; Serie 1II, Tomo XXVIII. 1
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2 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

Al § 7 introduco una classe di polinomi H,, di grado » in % i quali
comprendono per k=2 le funzioni cilindriche 0" di Ngumaxn; al § 8 do lo
sviluppo di y—é—w mediante le funzioni H,, (y) L, (x) e da cio deduco (§ 9)

lo sviluppo-in serie di funzioni L,, (x) per una funzione f(x) regolare in
un cerchio di centro il punto « =0, lo sviluppo in serie di funzioni H,,, ()
per una funzione regolare fuori di un cerchio di centro =0, lo sviluppo
in serie di funzioni L,, (), H,, (») per una funzione regolare in una corona
circolare limitata da due cerchi di centro @ =0. In particolare do (§ 10) lo
sviluppo di una potenza intera e positiva di @ in serie di funzioni L,, () e
lo sviluppo di una potenza intera negativa di « in serie di funzioni H,, (x).

Al § 11 integro mediante le funzioni L,, le equazioni alle derivate parziali

Fu .
dx, dux, ,...aw,,=)‘(w" m“"_’.’ )

Fu
amlawz...amkﬂ'“—k(wl, Lyyeony )

e altri due tipi che si possono ricondurre ai precedenti.
Al § 12 integro mediante le stesse funzioni L,, le equazioni lineari del tipo

P ™ u s()
' Ea’p--i 3 < T =
=0 duidat... 0wy, | K(x,, ®y,..., @)

e sistemi di equazioni lineari contenenti le derivate parziali della forma
precedente, a coefficienti costanti.

Al § 13 considero un’equazione alle derivate parziali del 2.° ordine che
contiene come casi particolari quelli considerati da NEumany e NIELSEN e di
cui si danno oo® integrali particolari mediante le funzioni J°, Y°.

Do infine al § 14 un’espressione integrale di L,, mediante L,,.

Il lavoro pud considerarsi il primo passo in una estensione della teoria
delle funzioni cilindriche, rivestente, mi sembra, un carattere pitt generale
delle molte fatte finora.
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 3

§ 1. — ALCUNE IDENTITA.

Premettiamo alcune identitd che ci saranno utili nel seguito.
Poniamo

F=v@—1)(x—2)...—k+1)=

=" =8, 8, — . (— D) s

@)

indicando con s,, la somma di tuttii prodotti di » fattori presi fra i numeri
1,2,..., k—1.
Posto

1
Cryg = a A" O* (*)7

fra 1 numeri ¢,, passa la relazione
Crg = Crmtyqg Tt Crmtpg—s

che permette di calcolarli rapidamente.
Sussistono le relazioni

k ; k
p=§+q (—' 1)1’—-——'1 (. ('z;) Spmigrp—i = (q) Cr i (3)
e
4 -
_{Ei Cpp MV = m" . ( 4)

Indicheremo con. ¢, la somma di tutti 1 prodotti di & fattori presi fra
ik numeri —1, —1+%, —14-2%,..., —1 4+ (2 —1)% e porremo ¢,,=1;
sara allora

k—1

1 (z—v (L —-ik)) =6,,2" 46,92 +a, vV 4.
i=0

(6)

—
v WV T 240y, v,

(*) Con A20% si intende la differenza g-esima dei primi termini della successione 0%,
1%, 2% ..
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& Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

§ 2. — UNEQUAZIONE DIFFERENZIALE LINEARE
E LA SUA EQUAZIONE DETERMINANTE.

Consideriamo Iequazione differenziale lineare d’ordine %
Alyk mk y(k) + A2yk mk—] ?]w_l) + ot + Ak;lc X y' + (Alc+l,k + wk) y == 07 (1)

dove

—_— ) 2 o1
Ar,k'—— T 0, Chytebi—r T 01,5 Co 1kt 1—9Y T 02k Copyiri—r¥ T 513 Crpt s ¥

(r=1,23,..., k) (6)
Ak+1,k = Ok v
e v & un numero qualsivoglia.
L’equazione determinante di codesta equazione, indicando con r l'inco-
gnita, &
4, r —+ 4, 4 Aa,k rt 4 o A in 4+ A, r+ Ak+l,k = 0. (7)

Se si sostituiscono le espressioni (6) per 4,, e si ordina per le potenze
di v, la (7), in virta della (4), diventa

Sope r* 4 GV et 4 G2 A A SRR Gt v - Grote V=20 (8)
le cui radici, come mostra la (5), sono
v, v(1—4), v(1—2&),..., v(1 —(B—1)k). 9)
§ 3. — INTEGRALE GENERALE DELL'EQUAZIONE (1)

NELL'IPOTESI CHE I NUMERI (9) NON DIFFERISCANO PER NUMERI INTERI.

Se nessuna coppia di numeri (9) differisce per un intero, si hanno %
integrali dell’equazione (1) costituenti un sistema fondamentale, sviluppabili
in serie di potenze della forma

Y= ic a® ot (p=0,1,2,..., k—1) (10)
s=0

Designamo con p, il numero v(1 — p%); per determinare i coefficienti
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come caso particolare le funzioni cilindriche, 5

a® sostituiamo nella (1) la serie (10); avremo

A § a (s + Pp); @'t + A, § al (s+ Pp)m ws—ip” -+ -
0 0
(11)

o A S AP (55 8,) @ - Ay, S AP 7 4 Y alp w0 0,
0 0 0
Il coefficiente di «f» &
a/(()p) [Al)k Pf—l_ A?)k ch;:-l + ‘e + Akﬂc Pp + Ak+lvk]

che & nullo perché p, & radice della (7); percido a® puod essere qualunque,
Il coefficiente di af»**, ove s non sia multiplo di %, &

a® [Ank (Pp -+ S)T'“I_ 4,, (Pp —+ s)k——l RS Ak,k (Pp -+ '5') —+ Ak—l-l,k]

2

che non & nullo perché p,+s non & radice della (7); ne segue che, do-
vendo lo sviluppo (11) essere identicamente nullo, sara

a =0 per s_=0 (modk).
Se s="hk, il coefficiente di af»** &

a® [Auk (Pp +h k)?_f' 4,,. (Pp +h k)m i . (Pp +h k) -+ Ak+l,k] -+ a%:‘;”-u»

e poiche il coefficiente dev’essere nullo, si avra

— a(P)

a,‘52= _ B=1k _ _
Ank (Pp + k k)k + Aﬂ,k (toP + h k)k—l + ct ‘+— Ak+1,k
_ (=1)"a®
= — — .
ql;ll : Al:k (lop + q k)k '+‘ Aﬂ,k (Pp+ q k)k—l + et + Ak-{—!,k t

Poiche il primo membro della (7) coincide con il primo membro della (8),
ricordando la (5), si ha che il denominatore dell'ultima frazione pud scri-

versi
Bk
Imn
g=1 i=0

—nvral k=) v |
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6 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

onde
(— 1) af

=P -

) —
af) =

Infine, se diamo ad a¢ il valore

1
— RO (—pyv 1) D (—(p—L)v=-1). D (v 1)L (1) C(B—T—p A1)

af,")

avremo per 'equazione (1) i & integrali seguenti, costituenti un sistema
fondamentale, :

- o\ U—ER
- (-1 (ﬂ

Y» = Fepti (o=t T DRIE G ) ot (e Topyvi D) | (12)
(p=0,1,2,..., k—1).

§ 4 — L runziont L,, (x) CHE COMPRENDONO
COME CASO PARTICOLARE LE FUNZIONI CILINDRICHE J* (%).

Se nella (12) facciamo p =0, abbiamo la funzione

_ h'% vk
- — 0 (3]

L@ =2 AT oFhr DT FhF ). . T(k—TvFh+ 1

- 15" (%Y

L,,,=hz=0 hl[‘(v——l—h-}—1)’

(13)

la. quale per k=2 diviene

che ¢ la funzione cilindrica di prima specie J” ().

Se v & un intero positivo, la L,, (x) & funzione trascendente intera, sia
considerata quale funzione di «, sia considerata quale funzione di v; la
stessa proprietd compete alla funzione x~*L,, () anche se v non & intero;
se v non & intero, # =0 & punto di diramazione e L,, () ¢ funzione ad un
numero di valori finito o infinito a seconda che v & razionale o irrazionale.

Diamo esplicitamente I'espressione dei coefficienti della (1) nei casi di
k=3, k=4, k=5 '
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 7

Per k=3 si ha

A,,=1, 4,,=6v+43, 4,,=3v+6v+1, 4,,=—10v*;
per k=14, ¢
4,,=1, 4,,=2v+46, 4,,=110v*+60v 47,
4,,=100v*+110v* 4-20v 41, 4,,,=— 231 v*;
per k=5, &
Ay, =1, A4,, = 45v+4+10, 4,, — 685v* 4-270 v 4 25,
4,,,=3915v* 4 2055 v* 4 315 v 4 15,
A, =4930v* 43915 v* - 685v* 4-45v + 1, 4,, = — 9576 ",

§ 5. — ESPRESSIONE ASINTOTICA DI L,, (x)
PER VALORI MOLTO GRANDI DI |v|.

Se |v| & molto grande, ma v non ¢ alcun numero intero negativo, né
frazionario negativo di denominatore minore di %, ed |« | rimane inferiore
ad un numero assegnato, si ha per L,, (x) la seguente espressione asintotica

w9

LM(”)=kvr(v—§—1)r(°2v—|-1)...1‘((k—l)v—!—l)e

con
| ®

16| < o I (=T 1)

Infatti si ha

mv
L@ = g DT @ ) TG =T <
© (_1)" g\hk
X ¥ 1)

=001 v 1) (v 4+ 2) ... v+ 1)
0
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8 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono -

Ora &
e L
2 —1 - - <
=Rt (iv-1)(iv+2)... v+ h)
=1
‘g hk
<3 k =
hmo KU+ D@v 1) (E—1)v+1)
[
¢ — Tl (v 1) 2v 1) ((E—1)r+1)|
e di piu
lim |6]|=1.
|¥|=00

Se in particolare k=2, per |v| grandissimo e v non intero negativo
si ha l'espressione asintotica di J (x)

m‘i

+¢)
con
1%
le| <™ —1

formula che di per |¢| un valore pit piccolo di quello indicato da N. NIEL-
SEN (*)

a2

e —1 )

[v+1]

Osserviamo che per v>0 e per « positivo minore di

ENGFR+1) Qv+ h+-1)...(k—1)v+h+1)

dal termine in a’* in poi i valori assoluti dei termini della serie L,, (x)
vanno decrescendo, onde il resto della serie relativo al termine indicato &,

in valore assoluto, minore di
ot

W1 T Gvth1)
i=l

(*) N. NiELSEN, Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen. Teubner, 1904, pag. 7.
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 9

§ 6. — INTEGRAZIONE DELL’EQUAZIONE (1) NEL cAso bt v=0.

Nel caso di v=0 l'equazione (1) diviene
¢ (y) =" Yy* +Cop @ YT oy 2y =0 (14)

e la sua equazione determinante
.
r" =0,

. Come & noto dalla teoria delle equazioni differenziali lineari del tipo di
Fucns, in questo caso si ha un solo integrale fondamentale regolare nell’ori-
gine; nel nostro caso esso &

@ hk
= (5)

Lo,kz 20: (h !)x— (15)

Possiamo osservare che se v & I'intero »n, i k integrali (12) coincidono
all'infuori d’un fattore numerico:

‘ , mu-[-hk
oo (_‘1)'(5)
Y= R TR T 2l k=Dl (16)
yf=(_1)npy0 (p=1’ 97 37-"7k_1)7

come si vede facilmente se si ha riguardo alle note proprieta della funzione rr
allorché I'argomento & un numero intero negativo.
Tornando all’equazione (14), un altro integrale & della forma

L, (x) . log ® + M, (x),

ove M, (x) & una serie regolare nell’origine che metteremo sotto la forma
\

[~ @ |
MM=2WH'
0 k
Sostituendo nella (14) abbiamo

" d" LO,k

k—1 k
® (Los (@) logaw + ¥ f " 725 % (—1)‘”"‘+‘ck,p(f)(10—r—~1)!2+

p=r+1

- .. (17
+ 3 (#ap +Ka) (%) 4 H, =0
i=k

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII, 2
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10 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

ove con H, intendiamo la somma dei termini di & (M,) dei gradi inferiori

a k. Il primo addendo & manifestamente nullo; il secondo, per la (3), si pud
scrivere
k—1 ”
B & Lo

st d wr —141

od anche
S (=1 f)”k ees -
k 7%1 (Rl \E r§1 Ck—.m (h &)
ed infine, per la (4):
o0 (_ 1)h kk hk—l (a_c)”".
h=1 (h!)k k

Dovendo essere il primo membro dello sviluppo (17) identicamente
nullo, si deduce che a{’ € un numero qualunque, ogni coefficiente a{® con 4
non divisibile per % & nullo, e

. 1 h hk~1
per qualunque h.
Prendendo af® =0, si trae
h

gL

g = —— 2

i (h !)k ’
onde l'integrale in parola &

i h 1
- x (_~ 1)‘+ % i [\
Uy = Loa (@) log w4 3~ — (E) . (18)

Osserviamo poi che la funzione M, (x) soddisfa all’equazione .

k—:i 7" d" L()Jc —
(] (l‘[l (%’)) +k 4%__1 Cri,e & W = 0. (19)

Un terzo integrale & della forma

U,= M, (x) +2logx. M, (x) +1log® . L,, (), (20)

ove M, (x) & una funzione regolare nell’origine che metteremo sotto la forma

. 0 , \*
l‘[g (W)z—' 20: aS)(E)'
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 11

Osserviamo che &

dr (log® @ L, (%)) a L o A it (p oy @ Ly, logw
T =log’x ——~ dob +Ar}=d1 (— 1) - (r—1)! dw— w T
g 4\ p 8v'—2-v dp—r Lo,k .
+2 ,.E‘g (=1 (r) o dat

Sostituendo (20) nella (14) si ha

log?a o ( “)—|—°>1ogoc‘<b(M)—i— 2 ke, %Okz+

k—1 a M
9 4 :
+2k El S i ra
f—2 o o Y
i T e Thee 4 5 aprran) (7 + H=0,
r=t dw i=k k

ove H, & la somma dei termini di @ (3,) di grado inferiore a k.
Tanto il primo quanto il secondo addendo (tenendo conto della (19))

sono nulli; ordinando il terzo e .quarto addendo per le potenze di —‘Z—
e tenendo presente la (3) si ha

o]

‘ hk
Y Qka@ BT R Ak (k— 1) af B B (g) +

h=1
(o] [ 4
3 G aP B afh) (%”) 4 H,=0;
=k

e, mettendo per ail, af} i valori noti dei coefficienti rispettivamente di M, (x)
e LOQK (m)’

. bt :_)_[( b2 b—1 d i) B qk—2 k—x] (f "
0_';21 (R 1y W —2h 21113 Wk k\)+
+ X @+ r ) () + 1.
i=k .

Davendo lo sviluppo precedente essere identicamente nullo, si deduce

che gli af per ¢ non divisibile per & sono nulli e quando ¢ & multiplo di
k si ha

. (— 1" s R
3 2) N 77 S I
hk aﬁ%—f—@i()n—n—F (h !)k ' h (l Q h )1-1 ," k \
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12 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

da cui si deduce, posto a® =0

é 1
— 1) h r
a&?=LL229 2:("'?")—,%1 SN O

(h‘) i=1 1 % ?1’&
= 11y,
vl &) T

E cosi determinata la funzione MM, (x); osserviamo che essa soddisfa al-
I'equazione differenziale

I AN d Ly,

k—1
b (l"lg) + 2k ? Cri,p & —(i—a;r_— + k ,,..El c’F—2”' X Tw’_ = (.

Collo stesso procedimento si trova un quarto integrale della forma
U,= M, (x)+ 3log x M, (x) + 3log® « M, (x) + log’ « L, (x)

ove M, (x) & una serie regolare nell’origine

M, () = °z° ® (:) ,

e, posto ay? =0, si ha per i coefficienti 'espressione

S |G ) e R )eeed

a® =0 per i==0 (modk).

af) =

I coefficienti af, a2, a2, a soddisfano alla equazione
k* (h" a(" a®_w) + 2, ('s) k" als™ B B =0, (21)
Introducendo le successive funzioni
M, () = z al) (:)
col dedurne i coefficienti dalla (21), si deducono gli altri & — 4 integrali

U@ = 3 (7)1og@ 2. @) (22)

facendo qui s=14, 5,..., k— 1, ed avendo posto M, = L.
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 13

Per dimostrare quanto abbiamo asserito, osserviamo che gli integrali
U,, U,, U,, trovati sono della forma (22); di piu osse1v1amo che M,, M,
soddisfano all’equazione

a M

F] _ /s k—q
b (M Ve M e § 23
(- £ (2] 5 oo T (23)

rispettivaiente per s=1, s =2
Ammettiamo dunque che le ¢ funzioni date dalla (22) per =0, s=1,...,

8 =14 — 1 siano integrali della (14) e quindi le (21) e (23) verificate per s =1,
2,...,i—1 e la (21) anche per s =1¢; allora dico che

M, = i ( )log x M,_, (x)

1=

& pure integrale della (14).
Cominciamo col notare che &

dp (¢log" x) = log” x4

—+ 2 ne log"*a }_, (— 1y (f) S, i a2

= R
onde

@ (log" e M,_, (x)) =log"x ® (M,_,) +

E T " — —
-+ 2 lck’P 2 n? logu—q @* pzq (_ 1)p—r+q (p) Sp—rgrpr %"
q=1 r=0 r

p=1

el

=log"xw® (M,_,) +

+ % [n?log"*q T Ce 5 (e - ck,J](*)
q=1 j r ‘

r=t p=rt+q
ed infine per la (3)
¢ (log"x M,_, (%)) =log"x ¢ (JM,_,) +

» | —(k k=g .d M,
\ q n=q —
+ 3 |n (q)log x 1_21 Crgp X"

g=1 dax”

(*) Abbiamo omesso I’addendo per r==0 perché identicamente nullo.
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14 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

Si ricava allora

P (U.'+1) = (I"l-)_}_

i > k— »
+ ¥ [(ngog x.d (M) + “ (;)kqlog"’”w Eq c,c_q,,.oo’d M., ]:

n=1 =1 r=1 dax”

— 2 100.,—3 ( )[(1) (7‘[) 4 z ,z-l) I kiq G d"l‘[i q] (*) .

s=1 g=1 r=1 dw

I coefficienti dilog™x pers=1,2,..., ¢—1 sono nulli perché si & am-
messo che la (23) sia verificata per questi valori dell'indice s, onde risulta

b=g @ DM,
q)(U+,)_¢(Z\[) 4 qﬂl( )k“ P diw T Oy - (24)

Percheé sia U, integrale della (14) & dunque necessario e basta che la
(23) sia verificata per s =4. Orbene il secondo membro della (24) pud scri-
versl, avendo riguardo alla (4),

00

\717x‘ :
@ (M) + 2 ()7 £ (%J A I —

h_l

= )‘ (ac)' [k’” (h alh + ag) ,),,) -+ )‘ ( ¢ ) E af) hie k””“]
=1 q

e, poiche la (21) & supposta vera anche per s =1, il secondo membro & nullo.
Dunque la (23) & verificata anche per s=4 ed U, & integrale della (14).
L/integrale generale della (14) &

k—1
y= X

m=0

log™ @ S (p )ow M, (w)t

p=m

ove le C, sono k costanti arbitrarie.
Possiamo notare che le funzioni M; sono trascendenti intere.

(*) Applicando la relazione (s N q) (’ - ‘Z"*‘ ‘1) :( ¢ ) .
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 15

§ 7. — UNA CLASSE DI POLINOML CHE COMPRENDONO COME CASO PARTICOLARE
LE FUNZIONI CILINDRICHE O" DI NEUMANN.

Se &
n==kl+r, 0=r<<k,

vogliamo vedere se si pud determinare un polinomio di grado » 41 in -

della forma
: B\ B \FHr! B \tEtrt E \H
Hn,k (27) = bo,,, (5) -+ bl,,. (—) -+ b?,u (;) +--+ bl,n TB—) (95)

P

soddisfacente alla condizione che il prodotto

Ly (@) H, () (26)

non contenga termini in % tutte le volte che n-—p.

Poiché & chiaro che per p>u, il prodotto (26) non pud contenere ter-
mini in %, né pud contenerne quando p. non sia congruo ad = rispetto al
modulo %, la condizione imposta si riduce a quella di essere nulla la somma
dei coeffieienti di % nel prodotto (26) quando p sia minore di » e congruo

ad n rispetto a %, cio¢ sia della forma sk —+r con s <l In definitiva gli 41

coefficienti della (25) debbono soddisfare alle I equazioni lineari omogenee
1 . m—s
P Y P —0  (s=0,1,2,...,1—1). (@)

1
=0 i{q(sk+r)+m—s}!
q=0

Il sistema si riduce al sistema non omogeneo di I equazioni fra le 1

incognite 2—"’—” (m=0,1,2,..., 1—1)

bn

- ‘ 1 b,
Z (‘ 1)1"_, k—1 m—g b' ; +
m=s 1l q(sk—}—r)—km—s: b
q=0 ( 1)1—’ (98)
+ = \ ==0
Ho} qg(sk—+r)+1—s
g= .

il quale & manifestamente normale.
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16 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

La funzione H,,(x) pud prendere la forma

. k n+1~ . bl—l,n £ 13 b;~2,n @ Zk. bom @ 142
Ho@) =t ()15 (G4 5 (f) (ﬂ |

AT

ove b,, & arbitrario ed i coefficienti del polinomio fra parentesi sono le so-
luzioni del sistema (28).

Per k=1 le soluzioni del sistema (28) sono

[ 1
b

we L —ml
Per k=2 le soluzioni dello stesso sistema sono

O _ 1
b (I —m)! (n— 1)

e la funzione H,, coincide con la funzione cilindrica 0" di NEUMANN se si

.prende b,,,,=%! (l, massimo intero contenuto in ﬁ) per n>0 e b, = ;

2
Per 2> 2 si constata facilmente che &

t bm;n
b

Iyn

1
(t—m)!

<

cid che ci permette di asserire che

[ Ho @) | < 11 0, (%V ‘

x
|5

EIHIIRIERY

30
By il 0
< b, (;) \ e 3
disuguaglianza che ci sard utile tosto.
§ 8. — SVILUPPO DI ——— MEDIANTE LE FUNZIONI IT,, (y), L, ().
Si consideri la serie
MEO «, Hmk (y) Lnsk (w) ' (31)
ove & .
a”=k:) @) @), .. (k—1)n)! (l=E(%)) S (39)
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 17

Supponiamo y fisso e 2 variabile, nel piano complesso, nell’interno del
cerchio di centro « =0 e raggio R =y | Dimostriamo che

la serie (31) & uniformemente convergente in ogni cerchio di centro x=0
e raggio inferiore a K.

Poniamo | x| = p; per ipotesi p<<R.
Per la (30) e

R\Ek
k \ -1 -
l Iiﬂ,k (y) < blm (E) e(k) ;

ed e poi
P " 1 \
ILmk(m)1<(7{) n!@2r)l.. (B—1)n)!| 1+

2 (e\” 1
+ 55 = =
plil(n—i—p)(Qn+p)~-((k~1)"+17)

<(%)"n1(9n)!.,.1((k_1)n) o%o. ﬁi—(k) —

Z(P)" 1 S5
B) nl@2r)!...((k—1)n)!

| o H, (y) Ly () < ( )+ (@) ( ) (33)

-

eppero

La serie che ha per termine n-esimo il secondo membro della (33) &
convergente per l'ipotesi p<<R, e poiché la (33) vale per ogni « per cui
sia |@|<<p, & dimostrato I'asserto. :

Essendo la (31) convergente uniformemente, possiamo ordinarla per le

. ¢ o \ TR
potenze di «. Il coefficiente di (;’:) é

! -3 I{Rk okt sl

Y (—1) = e (§) %oer _

5=0 L )q(sk—}—r)—{—l—s:

_y ( i ),.+pk+1 z — 1),_’ D psiotr Lot
= =P q(sk-}—r)—{—l—szl
q_
. ! okt z
p=0 J sysk+r ﬂ 'q(sk—l—’r)—*—l—sz
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 3
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18 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

Se si tien conto delle equazioni analoghe alle (28) a cui soddisfano i

rapporti Dyt si ha per p=0,1,2,...,1—1
338kt
1 _ l—s
o =1 i stwr:O (*)-
= qlzo q (Sk—l—r)—}—l——sg N

A

Ne consegue che il coefficiente di =™+ & yTlfj Dunque la serie (31)

si riduce a
oo "
MEO Z/T_H
la quale per |« |<C|y| rappresenta
1
y—x

La dimostrazione precedente mostra ancora che per « fisso e per y
variabile, la serie (31) & convergente uniformemente in qualunque area
esterna al cerchio di centro y =0 e raggio uguale ad |« |

Si conclude:

Se |y| =R ed x & variabile nel piano complesso, vale lo sviluppo

1 0 _
y —x = "Eo «, -Hn,k (?j) Ln,k (w) (34!)

convergente uniformemente in ogni area contenuta nel cerchio di centro x =20

(*) Cido é conseguenza della proposizione:

equazioni

11+ 1)
)

Se gli _lﬂ%-_i_) numeri xij soddisfano alle

xij -+ aj 12541 + @i i i i .. @i ®ii—1 i =0
fi=0,1,2,...,i—-1
i=1,2,3,...,1
soddisfano ancora alle ! equazioni

xLj + al—1,1 Xlwm1,j - a1-2,0 125 4 . . . + aj—1,l %41, + a1 =0
(j=0,1,2,...,1—-1)
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 19

e raggio R; ed & valido lo sviluppo

1
w—y

=n§0 @, Loy () H,, () (3%)

convergente uniformemente in ogni area esterna al cerchio di centro x =0 e
raggio R; i coefficienti «, sono dati dalla (32).

§ 9. — SVILUPPO DI UNA FUNZIONE f (2) IN SERIE DELLE FUNZIONI L, , (x) E H,,, (x).

Sia f(«) una funzione regolare nei punti interni e di contorno di un
cerchio C di centro x=0. Se y € un punto del contorno di C e « & un
punto interno, il teorema di Cavucny da

_ 1 ( fyay 3
f(m)_‘ZTCiJ(C)T Yy—x (30)
Nelle ipotesi poste & |a|<|y|; basta sostituire allora in (35) lo svi-
luppo (34) per aver dimostrato che
per una funzione f(x) regolare nei punti interni e di contorno di un
cerchio C di cenlro © =0, vale lo sviluppo in serie

@)= % BT @) (36)

ove
o

=g w“z.'J(C)T H,.(@)fy)dy

sviluppol convergente uniformemente in ogni area conlenuta in C.

Si supponga f(x) regolare nei punti esterni e di contorno di un cerchio
C di centro x=0; se y ¢ un punto del contorno ed x & esterno, vale la
formola (35) in cui l'integrazione & compiuta nel senso opposto, onde es-
sendo | @ |>|y| sostituendo la (3%) in (35) si dimostra che

per une funzione f(x) regolare nei punli esterni e di conforno di un
cerchio C di centro x =0 vale lo sviluppo

f@= 3 v, H,, () (37)

ob43
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20 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprewdono

ove

o, '
to= g5 [ o Le ) ) 0,

sviluppo convergente uniformemente in ogni area esterna a C.

Infine sia f(x) funzione regolare in una corona circolare limitata dai
due cerchi C, e C, di centro =0 (C, contenuto in C,) e nei punti del
contorno; pel teorema di CaucHy

_ 1 fydy 1 fydy
r(@) j(co + J(co

)= 9 x—y 2w y—x

e sostituendo nel primo integrale lo sviluppo (34) e nel secondo lo svi-
luppo (34), si dimostra che

per una funzione f(x) regolare nei punti interni e di contorno di una
corona circolare limitata da due cerchi C, e C, di centro x =0 (C, contenuto
in C,), vale lo sviluppo

[@ =3 8 Loy @)+ 3 v, Hou (@)

ove

24

b g2 [ A Hs O W) Ay

a”
to=g 2 [ 4 T ) (@) o,

sviluppo convergente uniformemente in ogni area conlenula nella corona
circolare.

§ 10. — SVILUPPI SPECIALL

Analogamente a quanto fa NeumaNN (*) per le funzioni cilindriche J~, 0",
possiamo dare gli sviluppi della potenza intera positiva di « per le funzioni
L, (x) e della potenza intera negativa di a per le funzioni H,, (x).

Sia 0=r =k —1; osserviaino che H,, (y) y***" & una funzione razionale
intera di y se n=~ks-+r —1, mentre se n>ks+r—1 & somma di due

(" L. c., pag. 39, 40.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



come caso particolare le funzioni cilindriche. 21

funzioni razionali intere I'una in y e l'altra in —, nella seconda delle quali

il termine in n esiste solo se n & della forma kp-+r con p=s. Ne con-
segue che se n soddisfa a quest’ultima condizione,

o

- b .. k—1
" ks4r — sskptr Skt |
T ) o T W)Y dy ===k

i(kp+r) !
pskptr i=t

ed in ogni. altro caso il detto integrale & nullo. Allora per la (36) si de-
duce che

y ®© b . k—1
wks+1‘ — kk3+r 2 ; syl t-r n

p=s popketr 1=l

zi(kp—{—r)

! “ Luyir ().

. N .. 1
Osserviamo ora che nel prodotto L, (y) y~***” s’ha un termine in —

Y
se e solo se n & della forma pk+r—1 con 0=p=s; se n soddisfa a
questa condizione

o

“

) 1
- L)y dy= : =
g J ok k—1 =
2w (C)T Kt bﬂ’kp‘l"’—l 11 3 §—Pp -+ (kp +r— 1) i ’
=0

mentre U'integrale suddetto & nullo per tutti gli altri valori di n.
Ne consegue per la (37) che &
w—(l:&{—r) —_ k—.(ksﬁ ) 28“‘ . 1

< T k—1 - = Hypoii ().
P byt ,_r_lo s—p+ikp+r—1)

Si pud notare che se &

f@)=3 A4, &t O=r=~k—1),
0
nella (36) sard
B.=0 se m==r (mod#k)
T LDy
Biyr = 'HL 1 ) (k 1+ ’l") z 1. 3 bnkH;o B 4 -

89
s=0 Ypnki4r

compaiono qﬁindi nello sviluppo di f(x) solo le L, (I=0, 1, 2,...).
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22 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

L’ultima formula permette di ritrovare subito il noto sviluppo di sena
e di cosa per le funzioni cilindriche e di determinare, ad es., gli sviluppi
delle funzioni cos « -+ cosh'a, sen « -+ senh «, cosh £ — cos @, senh « — sen «
rispettivamente mediante le funzioni L,,, (@), L.y, (®), Ly, (@), L. (@)
e di qui gli sviluppi di cosa, cosh @ mediante le funzioni L,,, e quelli di
sen«, senha mediante le funzioni L,,,,,, (x).

Al § 6 abbiamo determinato l'integrale generale dell’equazione (1%). Le
funzioni MM, (x) che ivi compaiono sono serie ordinate per le potenze di

. )
(%) ; possono quindl essere espresse in serie di funzioni L., (x).
In particolare per MM, () si ha lo sviluppo

h . Byl n |
2 (( 1) b,,,,hk Z _1_) g Lhk,k (iﬁ)

m=1 \- (/‘"/ !)A bh,hk 1 7

o0 ‘k—l .
M, (x) = h2=1 illl (ihE)!

J

i quale per k=2 diventa

(— 1y (h+m — 1)"T“I Su—tymtt _

2% NIt (@) ¥

h=1 =1 (m!)s
oo . h-+4-1 2h
Lo NI @
h=1 h

che & lo sviluppo della funzione che NEuMANN indica con E° (*) e che som-
mata a J°log(x) dd luogo alla funzione Y ° che lo stesso dice complemen-
tare della funzione J° di BesskL, e che & un integrale dell’equazione di BESSEL
linearmente indipendente da J°.

§ 11. — INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI
O u- & u
=A(®,, Ly,..., L
dx, 0x,...0x, @1y sy @), 8x,0%,...0x,

E D1 ALTRI DUE TIPI MEDIANTE LE FUNZIONI Lo,k.

_}—u:)‘(wl, Loseur, wk)

Se f & funzione delle k variabili ¢,, {,,..., (. e
L, o, L (38)

* L. c, pag. 45,
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come caso particolare le funzionti cilindriche. 23

sono k valori speciali assunti dalle variabili, denotiamo, per brevitd, con
el

la somma delle 2" espressioni che si ottengono a sostituire in tutti i modi
possibili a 0, a 1, a 2,... ad r degli argomenti §,, C,,..., {, i valori (38),
ogni f essendo preceduta dal segno -+ o dal segno — a seconda che il
numero degli argomenti sostituiti &. pari o dispari (*).

Siano x,, «,,..., ®, k variabili indipendenti e «?, x,..., @ k valori
speciali delle variabili; indichi ¢, una funzione delle & —1 variabili
Wiy Layeony LBy_yy Lppryerey Ly. SlANO

Py P@rserey P

k funzioni soddisfacenti alle & (# — 1) condizioni

(Pu)rmet® = (9 )armep (’l’ —1,2,..., k) : (39)
Allora la funzione
w= éi [%,) (@yy Bayerny u_yy Lpryeens wk):lh—l (40)
soddisfa alle & condizioni |
()=l = 95, (t=1,29 3,..., k). 41)

D’altra parte, essendo ciascuna delle ¢, funzione di & —<1 variabili, &
evidentemente
& u

(9%,&m2...6mk=0' (42)

Si conclude che la (40) & la soluzione della (42) la quale soddisfa alle
condizioni (41); codesta soluzione & unica.

(*) Ad es., se
k=3, r=3, & [f(&, &, &)ls=F &, &, &) — FED, &, &) —
—F & &9, 8 — [0 &, KO+ FEO, 50, 8) +HFR & 8+
+ 1 B ) —FER, 80, £
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% Sibirant: Sopra una classe di funzioni che comprendono

Se & data l'equazione

& u :
8w1¢9w,...&mk:1(w"w’”""w")’ (43).

I'integrale di essa che per x,=a{ si riduce a ¢, (i=1, 2,..., k) si pud
porre sotto la forma :

U=u,+ u,

dove u, sia la funzione soddisfacente la (42) e alle predette condizioni ini-
ziali e #, una soluzione particolare di (43) che si annulla per

o, =aP(i=1, 2, 3,..., k).
Si ha poi manifestamente

X4 Ly ]

u,=Jdt,Jdt2...f)\(t,, byyeon, b)) d b,
a® 20 w0
eosi la (43) & integrata.
Sia data 'equazione
u

m—i—u:l(w,,w,,...,mk), (84)

Se si pone

=

=0+ ¥ [‘Po-)]
h=1 h—1

I

I’equazione diventa
v
dx,0x,...0x

k—i—'v=G(ml,w2,...,mk) (45)
posto

k
G(W,, Logenny wk)=)‘(ml, Loyeeny mk)’—z [(P(h)]

h=1

ed allora per avere la soluzione della (44) che per a, =’ si riduce a ¢,

(t=1,2,..., k), basta trovare la soluzione della (45) che si annulla per
x, =x.

Ora se si pone mente che

C(—1)arah...
L,, (% (’/:1;l Xy L., wk)=h}=_‘o( ) Wi
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 26

si vede tosto che L,, (& Vx,.x,...w,) soddisfa all’equazione

v
dx,0x,...0x,

Fo=0 (46)

e si riduce per «,=0 (i=1, 2,..., k) uguale ad 1; sard allora

Lo,k (k ,\c/(wl - al) (mz — %) ... (:)ck e O(k))

la soluzione della (46) la quale siriduce eguale ad 1 se @, = «, (i =1, 2,..., k).
Consideriamo ora la funzione

&y Xy
(@, Byy..., X) =Jdalfd«2-...
w(lo) wgm
Tp
: % (47)
NG (2, 2g,y..0, @) Lo,,,(k\/(m,— 2,) (@ — &) o .. (@, — @) d .
2l ‘
Derivando rispetto ad «, si ha
v (4 [ - oL
. "
7 =Jd a.,Jdozg ...JG(«,, Bpyunny a:,,)a—a;"ﬁda,‘—{—
'740) wgo) m(g)
Xy X
+Jda.,fda5... G (@0, ty, xynnny @) d ey
OB 2
ed allora si deduce (*)
& wow o oL
E— 04k
@, 0w,... 0, Jd“‘,‘d“""fa(““ SRRl P Fl e
w(lo) m(ao) a.;'o)
+ G (@, yyuony ) =—0+G (2, Xy,..., T,),
perché L,; soddisfa alla (46).
(*) Derivando rapporto ad «, si ha
X @ L
i finfin i
aa—=\|82  da,...|G(a, 2,..., a—a—0d
awlaw' . 2, g (l 2 ak)axlax’ ar +
w(lo) w;o) w0
Annali di Maitsmatica, Serie 111, Tomo XXVIII. !
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La (47) & dunque la soluzione della (45) che si annulla per
' o, =xp (=1, 2,..., k).
Si conclude che se v & la funzione (47), la soluzione dall’equazione (46)

che per o, = si riduce a ¢, (i=1,2,,..., k) &

.
u=0-+ hE1 [‘P(h)]h_l

Osserviamo che &

& Ly, (k\w, () . w, (20,) . . . w, (2,))
dw,0x,...0x,

= — L, (R Vw, (®,). 0, (&) ... 10, (®,) W', (@) 0, (@) . .. 0", (2,);
allora se & data I'equazione
& u

———awlaw,_._axk+a1(wl)ag(_wz)...ak(wk).u=x(w,, ®gy..., @)  (48)

la soluzione di essa che per x,=«! si riduce a ¢, (i=1, 2,..., k) &
data da

xy X, X X 1

~ . k ——k—;
[daljda,...[ﬂ(a;, U, s &) Lo (k[ I fa,.(t,.)dt,] )
N J =1
mso) ”(20) ' x® ’ 20
ove &
H(ay, agycney o) = (o, @y,.0ny 0) —
k
— @, () @y (). .. a; () h21 [?(b) (@) @ayenny @gy Gupyyenn, “k]
= h—1
ay oy *p
+Jda, day...|G(x, o, %,..., ) Mﬁ) ‘dag -+
0%, |ay=x,
2® 0
Xy Xy
+Jda, da, .. .IG(acl, Ly, Agyyon, ¥)dag
wg’) mﬁo) x®
ma ‘%) =0 onde il secondp addendo viene a mancare. Di qui la formola del testo.
1 [Gy=Ty
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 27

Si abbia ancora I’equazione

A \

+

&z k
8w,¢9m2...amk+ ,-21 A‘(w‘)amlamz...8:1;,.__,&90,.“...6:1:,,

+{(— 1) (E—1)A4, () 4, () ... 4, (x,) + B, (,) B, (x,) ... B, (@) { 2 +
+C (@, €3y..., ) =0,

(49)

Mediante la sostituzione

k
—_Sij-Ad(mu)il‘(
g=2=0 . .

Pequazione (49) diviene

e
ox,0x,...

‘9wk +B| (wx) Bz (.’Ez) e Bk(wk)t‘i—

h
2 . Agoeq)da

+et= C(wl,wa,---,wk)'——o

che & del tipo (48), epperd si integra col metodo indicato.

§ 12. — INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI LINEARI

i a & u _ {0
S0 ol da ... 9wt | K(x,, ®,,..., x,)
E DI SISTEMI DI EQUAZIONI LINEARI CONTENENTI
LE DERIVATE DELLA FORMA PRECEDENTE, A COEFFICIENTI COSTANTI,

MEDIANTE LE FUNZION1 L,,.

Sia data l'equaziene
8 u ey
a
&w{&wﬁ?...awi—‘— Ydxr T dat. .

ak(p—2)u/
T e oan

+
(50)

+da,u=0

e cominciamo col determinarne la soluzione che soddisfa alle condizioni

akmu .
daxrdaxr...0xp

M, m=0,1,...,p—1) (51)

per x, =a,, €, =a,,..., &, =a,, essendo M, p numeri prefissati.
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928 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

La funzione
Ly, (k '\'/9 (@, — &) (X, — a,) . .. (1, — ;)

soddisfa all’equazione (50) se § soddisfa all’equazione

0 —a, 07 o, 97 - - (— 1y ta, 04 (—1)a,=0. (52)

Se le radici 9,, 0,,..., 6, dela (52) sono tutte diverse, la funzione

»
Y4, u,

r==|

ove si pone

%, = Ly, (k (c/er (@, — a,) (X, — a,).. (wk_ “k))

soddisfa alla (50), e poiché

(__&u__) ___«9_u_) —
0atdws...0 0 uma, \OXIOX,... 000 0me,

' & u,
—_ T —_ sel
(8w;&x;...8wf),=a,. (=16

soddisfera pure alle condizioni (5!) se 1 numeri 4, sono sceltl in modo da
soddisfare al sistema normale di equazioni lineari
A6+ A, 05+ -+ 4,0,=(—1)°M,
(—1) 3
(§=0,1,2,..., p—1).
Se I'equazione (52) ha radici multiple, il sistema (53) non & normale. Sia’

B, —f,—...—0, 8,==0, perr>gq, s>q.

q

Se si indica con F(8) il primo membro della (52) e si pone

=L, (k0 (2, —,) (X, — ) .. . (0, — ,))

si ha identicamente

o u A ey
dxrdat.. .5w£+a‘ dar ' dag~" ... dxf" T ol dmr.., 8w’,;—’+m (54)

..._}—a}u:F(e)-u. .
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. come caso particolare le funzioni cilindriche. 29

Derivando s volte rapporto a 8 si ha
o (3—561:) Fe-n (‘;3 ;’:)
8w€¢9w€...8w€+a‘ awﬁ”.“awf;“. E =

JIU_ g CF S
Paes— m=0 dem (9057_"'

(55)

cee -

Ora se si pone in luogo di 6 la radice 8, di multiplicitd g della (52) ed

¢ s<gq, il secondo membro della (55) & nullo; cid mostra che oltre alla
funzione

U, = LO,I; (k (‘/91 (9&'1 — “1) (mz — ‘12) e (wk - ‘xk))
soddisfano alla (50) le altre ¢ — 1 funzioni

2 -1
_ ou, 9w Ty,

u,—ﬁ: W, = ae? rrery U, = aef-l

insieme con le u,;,, %,:,..., %, del caso precedente.
Allora se si prendono i numeri 4 soddisfacenti al sistema

'Al 6:+A2 Se:_l—l'—AS sTez—a_{_ ttt +Aq sé__TeI'—!"f'l +Aq+l 6;+L+Aq+2 e;+2+ tee
e A, B — (—1)° DL
(s=0,12,...,p—1)

dove 0, innalzato ad esponente negativo deve essere rimpiazzato dallo
zero, la ’

P
> 4,u,

r=t1

¢ la soluzione della (50) che soddisfa alle condizioni (51).
Sia data ora l'equazione

(91‘11“ . ak(p—l)u
[
Foar.. dat T Mmoo, oa 2(56)
Fa,u=K(x,, yy..., ®). s

Sia
U (@, — a,) (@ — @) ... (0, — @)

la soluzione dell’equazione (56) in cui a secondo membro abbiamo posto lo
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30 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono

zero e soddisfacente alle condizioni

akmU o
&w;"&w;"...aw’,:'_o
J (m=0,1,2,..., p—2)

dat ' fuatt, .. dart

per ¥ =u,, * =a,,..., &,=a,. Allora la funzione

X1 Xy Xt
uz’dalfdag...‘K(al,_ag,..., ) U () — ) (@ — a) -+« (0 — @) d o

(0) (0) )
1‘1 wz wk

soddisfa all’equazione (56) e alle condizioni

o u _(9u R A aw
(m)%ﬂi«» = (a—x;)wzm;“) == ( Er )kag’) =0(* (57)

r=0,1,2,...,p—1)

Finalmente si abbia I'equazione

8"z eV eg
PP +a, = gy p—
oxtoxt...dal ot a0k

+--+a,z2=H (58)

ove H puod essere o lo zero o una funzione di «,, ®,,..., «, e si voglia
Iintegrale che soddisfa alle condizioni

&z
a_x:. x;:mso) = Qi (.’X},, Loyeoey Ly gy Ligggeeay wk) (59)
i=1,2...,k
h=0,1,2...,p—1

o Ps,n _ o Piyr
0at Jrms =\ b Jomsto”

Sia @ (»,, «,,..., @,) una funzione che soddisfa alle condizioni

(@) . (i:i,@...k
&m?m;=x¢w)*?"’h h=0’ 1...p—1)

che si pud sempre costruire.

supposto

(*) Cfr. SmBiraN1, Sull’integrazione di un tipo di equazioni alle derivate parziali (Periodico
di Matematica, 1913), § 3.
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come caso particolare le funzioni cilindriche. 31

Se si pone
2=u-+o

e si indica-con @ il primo membro della (58) calcolato per z=®, I'equa-
zione (b8) diventa .

akp u + a ak(l’—l) u
daxtdu...dxk Yot k... k!

+-t+au=H—0

della quale basta determinare la soluzione # per cui
& u —0 i=1,2,...,k
O )ea® h=1,2,...,p—1)"
La soluzione desiderata in # la sappiamo trovare, come prima abbiamo

fatto vedere.
Se si ha il sistema

& 2,
o, 0, ..

P + 022t A, = (@, Xy, @)
. i3
(r=1,2,..., n)

OVe W,y Uay..0y &, SOno delle costanti, mediante successive derivazioni
si riconduce la sua integrazione a quella di equazioni del tipo (38) gid con-
siderato.

Ed analogamente avviene per il sistema della forma

kh
"z,

P q
X X a, =9, (L, Xgyerv, @
=0 st T Oatdah... dath Ko @0y @0y )

. (T=1’ Qv--, Q)
ove le @ sono costanti.

§ 13. — 00® INTEGRAL1 PARTICOLARI DI UN'EQUAZIONE
ALLE DERIVATE PARZIALI DEL 2.° ORDINE.

Si consideri 'equazione

nt

+ B (w-* —4 ) u=0 (60)

—_— e e

ove e

r= \/({D, - a’l)z -+ (ma - “2)2 —+-- (wp - ap)z.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Posto

v=1"
si consideri # funzione composta delle «, per il tramite della v; essendo
allora

du du _

dx, dwv ko' (o, — o)

2 2

ga':; Zv Er Q(k—ﬂ)(w_a)i_*__ k(k___cz),rk 4(m_a)2+k,rk—2

a (60) diviene

a

S
U

k‘] 1,27::——2

u 1
T

% | . s n'
do ‘ k( ﬁr—")u'—(‘)

T
‘0 anche dividendo per &*»*~*

?+ 1 du-}-(i-%)u:O

v do

la quale, riguardando v tome variabile indipendente, & un’equazione di
BesskL, il cui integrale generale &, colle nostre notazioni,

u=c¢, Ly, (v) +¢, U, (v).

Ne consegue che
k

w=c, L, ([% (a0, — a‘)ﬂ]%) +¢, U, ([ % (2, — oz.-)’]—[)

da oo® integrali particolari della (60).
Per k=1, n =0, p=2 s1 ha T'equazione considerata da NEUMANN (*);
per k=1, p =2, n qualunque, si ha 'equazione considerata da NIELSEN (*¥).

(*) L. c., pag. 50.
**) L. c., pag. 141,
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§ 14. — UN’ESPRESSIONE DI L, , (&) MEDIANTE L, , (x).

La funzione

no ket -t Ke—1)—1
* % |k Tk Tk
L, (kNw, .2, 2,...2) @, *w, X, e T =
® (— 1) ab i aht™n ., o

= B Rl Gren.. . hrE—=Dn!

soddisfa manifestamente all’equazione

7

oz 0-
0w, 0x,...0x, ’
essa prende per x, =0 il valore

(.
Vo AV

n!l(Zn)l...(k—1)n)!

mentre per x;,=0(¢= 2, 3,..., k) prende il valore 0. Ma una tale funzione,
per quanto abbiamo visto al § 11, pud porsi sotto la forma

s . poomom
nl@2n)!.. ((—1)n)! *Jd“‘_‘%d“zJ e, ...
Gy 0 0

Lp

. -faik")" L, (k (‘/(wx— %) (@ — 23) . .. (2, — “"))d @,
n!2n)...(B—1)n)

0

onde
_ k—ln h—1 n
n!@u)!...(B— V)R L, (BVw, @0, ... 0) e, “a, © o, *

=2

(o—t—t ® m
. k =uxpal, .. a0 —fd «lfoc; dea,|ed*da,. ..
0 0
@
- k
s f a7 Lo (2 Y@ =) @ — ) - @ — ) d 2.

0

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII,
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34 Sibirani: Sopra una classe di funzioni che comprendono, ecc.

Se poniamo
@ .
By Wy = =H= o 4= (i=1,2,..., k)
la formula precedente diviene
nl@m)l... (k—1)n)! L, (w)=(%) —

=k(k-1)+2

@ k<+>0fdﬁof@dﬁofﬁ ag Ofm " Lo (kY@ —B) o (0 — )

la quale esprime L,, mediante L,,.

Pallanza, estate 1917.
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Sulle corrispondenze algebriche
fra i punti di due curve algebriche.

(Di CGarLo Rosam, a Pisa.)

Questa Nota si propone di portare gualche contributo alla teoria delle
serie algebriche di gruppi di punti di una curva algebrica. Poiché la consi-
derazione di una serie algebrica y, di indice v sopra una curva C di ge-
nere p & intimamente legata a quella della corrispondenza (u, v) che viene
indotta fra C ed una curva ¢’ birazionalmente identica a v4, abbiamo cer-
cato di approfondire lo studio delle corrispondenze algebriche fra due curve
distinte, partendo dalle formule di Hurwitz che ne danno la rappresenta-
zione mediante gli integrali abeliani di 1.* specie. Queste formule, com’e
noto, associano alle due operazioni, che conducono da un punto di ciascuna
delle due curve agli omologhi dell’altra, due matrici di numeri interi: nel
n.° 2 vien data la dimostrazione delle relazioni che legano gli elementi di
una matrice con quelli dell’altra. Usando poi dei procedimenti gid adoperati
per le corrispondenze fra i punti di una curva (*), si espone l'interpretazione
geometrica delle dette formule di Hurwitz e si ritrova, per questa via, un
interessante teorema dovuto al SEvERI In seguito, si considerano le corri-
spondenze laterali della data, cioé le corrispondenze simmetriche che si hanno
sulle due curve quando, su ciascuna di esse, si prendano come omologhi
due punti che corrispondono allo stesso punto dell’altra, e si trova fra le
loro valenze una relazione semplicissima, da cui segue immediatamente la
formula di ZevtaEN. Vengono poi studiate le curve contenenti due involu-

(™) Cfr. Rosari: a) Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e, in parti-
colare, fra i punti di una curva di genere due (Annali di Matematica, Tomo XXV, Serie 111,
1915); b) Sulle corrispondenze plurivalenti fra ¢ punti di una curva algebrica (Atti della R. Ac-
cademia di Torino, Vol. b1, 1916); c) Sulle valenze delle corrispondenze algebriche fra ¢ punti
di una curva algebrica (ibid., vol. 53, 1917).

Designeremo queste Note, nei richiami ulteriori, rispettivamente con C., C. P., e V.
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36 Rosati: Sulle corrispondenze algebriche

zioni irrazionali, cioe le curve che sono immagini di corrispondenze fra due
curve distinte, o trasformate razionali di tali immagini; e dall’esame della
configurazione degli assi dei sistemi regolari riducibili che le involuzioni
stesse individuano, si deduce la proprietd che se le due involuzioni non sono
componenti di una medesima involuzione, la curva possiede un’infinita (dis-
conlinua) di sistemi regolari riducibili.

Intorno a questo risultato se ne raccolgono alcuni altri, fra cui l'osser-
vazione che una involuzione di genere >1 @& individuata dai due sistemi
regolari riducibili che essa determina sulla curva. .

Infine si mettono in relazione le valenze delle corrispondenze laterali di
una data corrispondenza con quelle che, sulla curva immagine, posseggono
le corrispondenze ottenute moltiplicando 'una per l'altra le due involuzioni
in essa esistenti.

1. Fra due curve Ce C’ dei generi p e @ (p=®) si abbia una cor-
rispondenzad algebrica (n,v); T indichi I'operazione che conduce da un punto
@ di C' agli » punti ¢y ¢"...y" omologhi di C, e T~' l'operazione, inversa
di T, che conduce da un punto y di C ai v punti omologhi «'«”... «* di C".
Sulla curva C avremo una serie algebrica yi di indice v descritta dai gruppi
G, omologhi di un punto « variabile su C’, ed una serie analoga y; di in-
dice » avremo sulla curva C’ (*). Con gli stessi simboli C e C' indicheremo
pure le superficie di RiemMaNnN relative alle due curve. '

Fissati allora su C e su ¢’ due sistemi di retrosezioni (s;6,.,) (i =1,
2,...,p) e (z,7ap:) =1, 2,..., ®), e indicando con u, u, ... u, gli integrali
normali di 1.% specie di C, con v, v,...vs quelli di C', con a, il periodo
di w, lungo il ciclo ¢,,, € con 7, il periodo di v, lungo il ciclo Ta4x, si hanno
le relazioni di Hurwirz

=@

“k(y')—{_"'_l—"k(y"):izlwmvi(x)_i‘wk (k=1, Qy--w _p) (1)

nelle quali le =, sono costanti dipendenti dall’origine delle ‘integrazioni e

(*) Nel caso in cui il gruppo Gx, omologo di «, &€ omologo anche di altri ¢ —1 punti di
C’, la 9} & composta con una involuzione Ir e la 7! ha I'indice % Possiamo tuttavia con-

siderare la y. come avente I’indice ¥, contando ¢ volte ogni suo gruppo. Lo stesso dicasi in-
vertendo le due curve, :
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le =,, soddisfano alle 2 p & uguaglianze

i=p
T ==h + X ga0,
w=hut T gach k=1,2,..., p ©
i=® i=p : l=1, 9,...,“ -
'gi T aTa = H,, + ~§1 G,y

in cui i numeri A, g, H, @G sono interi. Eliminando in esse le =, si otten-
gono fra i periodi a, 7, le p @ relazioni bilineari

=@ mi=p

i=p -
2 hitat X Y GuiCm Ta = kl+_2 G,y
i )

i=1 m=1

(k=13 =3e.0s D5 l=1’ 2,00 B)

ik glk

H, @ si chiamerd matrice della operazione T.
1k

La matrice “

2. Per l'operazione T~ valgono formule analoghe alle (1) (2) (3):

i=p
v (@) 4 o (@) = igﬂ T Ui (Y) + T (1%
i=a& -

klzhll Y '1‘1 ¥s
B k+i=_z-llg B k=1, 2,...,6’ ) (21)
l .. ’

immp _ , 1=@ , 5 1 Q . p
._>_3l T O = H "+ -§1 Ga v P
i=p , i=p m=a , , ,
Z h k+ ol + 21 )4 9 mi Tkm [ 2 H 123 + 2 G [ Tki (3)
=1 m=1

Ora & importante determinare il modo con cui, nota la matrice di 7, si
deduce quella di 7-*. Indicando percid con ¢y y"...y" e con yoy"s...ys i
punti di C corrispondenti per la T ad un punto variabile # e ad un punto

fisso «, della curva C’, con y e y, un punto variabile e un punto fisso di C,
si consideri con Hurwrtz (*) il prodotto

= S [u: (y) — w: (y) — ¢l
Cen = L S =) — el S @) — w5 =0

(*) Hurwitz, Ueber algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte Correspondenz-
princip (Math. Annalen, Bd. 28, 1886, § 3).
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in cui le trascendenti 5 sono costruite coi periodi degli integrali normali ,
e le costanti ¢, sono scelte in guisa che la funzione 3 [u,(y,) — u, (y,) — ¢.]
della coppia di punti y, y, della curva C, come funzione della sola y, (o
della sola y,) si annulla del 1.° ordine per y, =y, (0o per y,=y,) e in p—1
punti dipendenti solo dalle costanti c;.

Se y & un punto fissato sulla superticie di RIEMANN Cla C (wy) e fun-
zione del punto a scorrente sulla superficie di Riemanxy C’. Si faccia per-
correre ad @ su C’ un ciclo lineare ¢: i punti ¥’ y”...y" si permutano fra
loro, e se diciamo g’ il punto in cui va y" a circolazione compiuta, dando
ad » 1 valori 1, 2,..., », anche s acqulstd, in altro ordine, gli stessi valori.
Per effetto del ciclo o, u, (y") diviene u, (y°) + X @, -+ + W @, -+ pi, in cui
X e p, rappresentano numeri iuteri, onde se per brevitd poniamo

=3[y —w(y)— o], Fo=23[u(yo) —u; (y) —cl,
S =3 [us () — s () — ¢,

si vede che 5, & costante, mentre S,, 9,, si trasformano rispettivamente in

i..p — 1...p
27'"{ >3 7'5["‘(1/)—"1(!1“)—0(1—% %c l}lia,,,%
1
S,-e ‘'

1,.p 112, .
eni) 3 Biudy) —uily)—oi— 5 3 1..1,,%‘}
i =ik
Iy, e ’

la funzione C(xy) acquista duncue il fattore

s=pn {= i=p s==n
emi & 2 l S —uilyo)] oni 2 [uiy)—uilyy)] = 13.
e s=1 i= — e i==1 s=1
. . 8S=n
Si osservi ora che la somma 21 (@, - -+ M ay, + pi), rappresen-
sS=

tando l'accrescimento di ¥ w, (y") per effetto del ciclo 5, & uguale al valore

1__
dell’integrale u, esteso al ciclo ¢ omologo di ¢ per la T.
Si supponga dapprima che ¢ sia un ciclo omologo a zero, poi che coin-
cida coi cicli v, 7a4: costituenti la coppia di retrosezioni (r, Ta47): corrispon-
dentemente alle tre ipotesi, si avrd

¢ ~0, G’Nhll’;l—l‘—“'+’llcp+gllcp+l e+ 9,00,
¢ ~H,o -4 H, ZG+GIZ LA S +Gp1‘72p
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e quindi
§1 ()\:aki =+ '+1§%p+y-i) =0,
8=n i=p ’
sgl ()‘: e R )‘; Ay -+ y;’.) = hkl -+ _21 Gga Qs
s=n . i=p
§1 (M@ +- -+ ay, +pld) =H,+ ‘gx G 0
cio@
s=n s=n s=n .
gl )‘;=0’ -2_1 =G, 21 AN=Gy.

Risulta da cido che la C(x7) sulla superficie di RIEMANN C’, resa sem-
plicemente connessa mediante le retrosezioni (v, va4:), € funzione uniforme;
e che inoltre, se si indicano con C* e con C~ i valori che essa assume in
punti corrispondenti dei bordi positivo o negativo di ciascun taglio, si ha
lungo 7,:

fcmp '
2mi 2 grrlualy)—wi(yo)] &
Ot=(C-e ™! ) ®
e lungo 7a4::
k= ’
i Gralumy)—ualyo)l ()
Cr=Ce

Poiché la funzione C (xy) ammette degli zeri del 1.° ordine nei punti
o' x”...2 omologhi di ¥ nella 7' e dei poli del 1.° ordine nei punti
', x", ... a3 omologhi di y,, applicando alla funzione v,(x)dlog C(x7y) il
teorema di Cavuchy, si avrd

-
" r=v

1 _
T |,) dlog Cwg)= ¥

0 (@) — v, (407) z )

I'integrale essendo esteso al contorno = della superficie C’ resa semplice-
mente connessa. L’integrale si determina facilmente tenendo presenti le (4)
e (5); onde la formula precedente diviene

i=p

X
=1

u, () - u; (Yo) (G’m - ligi: Ga Tkl) = :g: 0 (07) — 0, () 2 . (6)

Confrontando la (6) con la (1) e con la prima delle (2') si deduce

W= Gy A 9u=—_0n k=1, 2,..., p; =1, 2,..., 9);
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ma allora, sommando le (3) con le (3'), si ottiene

=@

§1 (hk‘—G,ﬂc)TH: kl+Hllk (k=1a Qy”w Y l=1’ Qv"" G),
e percio si avra }

G’kl=hlk Hlktz—Hn; (7i=1,92,...,p; l=1,9,...,m).

Si ha dunque la proprieta :

Se ' b G ¢ la matrice della operazione T, quella della operazione
Hkl le ‘
—1 s G —
T e*—Hl,: i: (h=1,2,...,p;1=1,2,..., ©) (¥,

3. Delle formole (1) (2) (3) pud darsi una interpretazione geometrica
analoga a quella che abbiamo esposta altrove nel caso delle corrispondenze
fra i punti di una curva (*¥), '

Si osservi percio che ad ogni clclo ¢ descritto da un punto « su C’ la
T fa corrispondere un ciclo ¢ di C, dovuto alla sostituzione che, per effetto
del ciclo o, si produce sui punti % y"...y" omologhi di «, e che un integrale
di 1.* specie di C da origine, sommandone i valori nei punt1 vy ...y ad
un integrale di 1.* specie di C'.

Considerando allora i due spazi S,,_, Sw—1 rappresentativi delle due
curve ed in essi i rispettivi spazi dei periodi S,_, =a Sz_1=r, corrispon- -
denti ai fissati sistemi di retrosezioni, possiamo dire che la T associa ad
un punto razionale di Ssz-1 un punto razionale di S,,_, e ad un iperpiano
della stella («) un iperpiano della stella (7).

Indichiamo ora con «,§;, (i=1, 2,..., 2p) le coordinate omoge'nee di
punto e di iperpiano in S,,_,, con y,n,(i=1, 2,..., 2w) quelle di punto e
di iperpiano in Ssz_4 e con £ &, ...5, e W, 7,... %5 le coordinate entro le
stelle («) e (v) di due iperpiani delle stelle stesse, assunti in esse come ele-
menti di riferimento gli iperpiani «, «,... 2, e 7, 7,... 73 immagini degli in-
hik gik ‘

tegrali normali. Siano inoltre r e ¢ le caratteristiche delle matrici . a
ik sk |l

(*) Nella citata Memoria di HurwiTz questa proprietd & solamente enunciata e nel solo
caso di corrispondenze fra i punti di una curva. Abbiamo percid creduto utile darne la di-
mostrazione.

(**) Rosam, C., § 1.
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e || =, ||; escludendo il caso che la corrispondenza data sia a valenza zero,
siavrd 0 <<r=29, 0<q=m.

E chiaro allora che la corrispondenza indotta da T fra i cicli delle due
curve si traduce nelle relazioni lineari

Pwi=hi1y1+"’+hia3/m+Hi1ya+1+‘"+}Iim?/2m
P =g Y+ -+ gio Yo + Giy Yot1 + - - -+ Gis yeas

(7)

che definiscono in S,,_, uno spazio ¢’ di dimensione r-—1. Tale spazio, se
¢ r=2wa, & riferito collinearmente ad S:z_1; se invece & r < 2w, & riferito
collinearmente ad una stella di Sys—1, avente per centro uno spazio p” di
dimensione 2% — | —r; i punti razionali di p” sono immagini dei cicli di €’
che hanno per omologlii su C dei cicli nulli. L’'omografia @ definita dalle (7)
si dird immagine di T.

La corrispondenza iudotta da 7 fra gli integrali di 1.* specie delle due
curve si traduce in una trasformazione proiettiva 1 della stella («) nella
stella (7), definita dalle relazioni lineari

G“—WI.E1+TQ-E2+ -+ 7 p.sp (i=1923'--9 5’):

essa e tale che esiste un S,_;,, = ', uscente da «, centro di una stella d’i-
perpiani che hanno nella stella () 'omologo indeterminato, mentre I'omo-
logo di ogni altro iperpiano di (x) passa costantemente per un Ssp—jq =1
uscente da v, spazio che viene a coincidere con v quando & q==".

Alla trasformazione proiettiva Q se ne associ un’altra, che diremo Q7
operante sugli iperpiani di S,,_, e di Sas—1, rappresentata dalla sostituzione
trasposta della (7);

= hl.‘El “+- 4 h,u'Ep“I" 914£P+1—l—‘ . '+gp.'62p
P‘l)m.l-i:HuEn +"'+%;6P+Gu£p+x+" + Gpigzy (7/: 1, ‘21--', m))
per essa ogni iperpiano di S,,_, uscente da p’ ha I’omologo indeterminato,

mentre 'omologo di ogni altro iperpiano di S,,_, descrive in S -1 la stella
di centro p”".

Cio posto, & facile vedere che il significato geometrico delle relazioni
(1) (2) (3) di HurwiTz consiste in cid che I & una trasformazione proiettiva

subordinala in Q7.
Ed invero i primi- membri delle (2) per un fissato valore di % sono le

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIIL 6
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coordinate in Sez—; dell'iperpiano che corrisponde ad =, nella proiettivita 1,
‘mentre i secondi membri sono le coordinate dell’omologo di «, in Q7';
dando a %k i valori 1, 2,..., p, 'asserto resta provato.

4 Da quanto precede discende facilmente la seguente proprieta :
ha  ga
—H—ik Gl'k
alla operazione T sussiste la relazione r =2 q, e alla T vengono associati due
sistemi regolari riducibili : uno oo™~ della curva C, costituilo dagli integrali
che danno somma costante nei gruppi della serie y,; Ualtro oo™ di (", ge-
nerato dalle somme degli integrali di C nei gruppi della serie stessa (*).

Si supponga anzitutto ¢ = w. In tal caso lo spazio <, inviluppo degli
iperpiani omologhi in 1 degli iperpiani della stella («), coincide con =; si
vede allora che dovrd essere r =2, perche, se fosse r<<2w, esisterebbe
in Syz—4 uno spazio p” di dimensione 25 —1 —r =0, inviluppo degli iper-
piani omologhi in Q7 di ogni iperpiano di S,,_,, il quale, per essere 11 su-
bordinata in @', dovrebbe giacere in 7. Gid & assurdo, perché " & uno
spazio razionale e = non pud contenere alcun punto reale.”

Sia ora ¢ <<w. Lo spazio razionale ¢, inviluppo degli iperpiani di S,,_,
che per la Q' hanno in S:3_; 'omologo indeterminato, dovra, sempre per
essere I subordinata in @7, giacere in «’; donde segue, in virti di una
proprietd nota (**), che

Fra le caratteristiche r e q delle matrici

e || 7. | relative

r=2q. 8)

Per la stessa ragione dovra lo spazio razionale o”, di dimensione

[
2% —1—7r=0, essere contenuto in '; ed allora, per la stessa proprieta,
si avrd

20 —r=20—24q. 9)

Dalle disuguaglianze (8) (9) segue allora r =2q.

Lo spazio «/, contenente uno spazio razionale ¢’ di dimensione 2q — 1,
¢ centro di una stella immagine di un sistema regolare riducibile oo? ¢
della curva C; e lo spazio +/, contenendo uno spazio razionale p” di dimen-

(*) Nel caso g=a<p, e nell’altro g=w=p uno od entrambi i sistemi coincidono
col rispettivo sistema totale d’integrali. Tuttavia, per non complicare I’enunciato del teorema
.eontinuiamo, anche nei casi suddetti, a parlare di sistemi regolari riducibili.

(**) Rosar, C., § 2.
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sione 2(m — q) — 1, & centro di una stella immagine di un sistema regolare
riducibile della curva ¢". Ed & chiaro, per 'ufficio che i detti spazi hanno
nella proiettivita 1, che i sistemi regolari medesimi hanno le proprieta con-
tenute nell’enunciato.

5. D’ora innanzi diremo asse di un sistema regolare riducibile (*) lo
spazio razionale contenuto nel centro della stella d’iperpiani immagine del
sistema. '

Nel n.? precedente abbiamo visto che l'operazione T individua due si-

stemi regolari riducibili, uno a0 della curva C’e l'altro oco*~*"* della curva C;
gli assi Roa—q—1 Re, dei due sistemi si chiameranno primo e secondo asse
della operazione T.
le — G
Hki hkt’
di quella di T(*), la 7' avrd per primo asse un R,, , , di S,,_, e per
secondo asse un R,,_, di Swz—1, ed essi saranno assi di due sistemi rego-
lari riducibili oo?™* cc®-9—1, appartenenti rispettivamente alle curve C e C'.
L’omografia @', immagine di 7', la quale & definita dalle formule

Poiche la matrice “ . di T~ ha la stessa caratteristica 2¢

pY. = Go - '+Gpiwp_Hliwp+l —_— .—Hpimﬂp
P yw-l-t:': — gy — gpi wp + hh‘ mp—{—l + e + hpi w2p

trasforma collinearmente la stella di centro R,,_,_, nello spazio Ez,,_l.

Dal fatto che i sistemi regolari riducibili, aventi per assi i primi assi
di T e di ™' hanno la stessa dimensione ¢+ 1, segue subito la propriet,
osservata dal CommssaTtI (***), che le somme indipendenti date dagli inte-
grali di C nei gruppi della serie y} sono tante quante le somme indipendenti
che gli integrali di ¢’ danno nei gruppi della serie yi.

(*) Denominazione introdotta dal prof. Scorza nella sua importante Memoria : Intornro
alla teoria generale delle matrici di Riemann e ad alcune sue applicazioni (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, Tomo XLI, 1916).

(**) Invero, con una permutazione di righe e di colonne ed uno scambio delle righe nelle

hiz  gix Gri Gk

Hy Go He ha |7 © da questa, mutando il segno alle

colonne la mat'ricel l diviene ”

prime p righe ed alle prime & colonne, si ottiene ’altra

Gre — g
l — His ki
1e suddette operazioni lasciano invariata la caratteristica della matrice.

(***) CoMESSATTI, Sulle serie algebriche semplicemente infinite di gruppi di punti apparte-
nenti ad una curva algebrica (Rendiconti di Palermo, Tomo XXXVI, 1913).

” . Ora & chiaro che
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Nel seguito diremo che una corrispondenza (n, v) fra due curve C ¢’ &

di rango q, quando le matrici delle re]atlve operazioni 7' e T~' hanno la
caratteristica comune 24¢.

Data fra due curve C e C' una corrispondenza (», v) di rango g, restano
individuati sulla curva C due sistemi regolari riducibili oc*~*"* e oo*™'; I'asse
del primo e definito dalle formule

px;=hyy, + -+ hig Yo + H,, Yotr1+ - - + His oo

(i=1,2,..., p)
Pwp+.~:gu?[1+"'+gimya+G;1 }/m+i+"'+Giwy£m,

quello del secondo dalle equazioni -

Glixl_}_" Gptm Hli¢1)+l‘—""_‘Hpiw21)=0
(=1,2,..., o)
—gu®y gztiwy+ hiimp-!-l+ h' ml])_——o' s .

Ora & importante notare che questi due spazi razionali B,, , ed R.p_p_1
sono uno polare dell’altro nel sistema nullo fondamentale A della curva C;
da c¢id si deduce, in virth di una nota proprietd (*), che essi sono indipen-
denti. In modo analogo si vede che sono indipendenti, perché polari 'uno
dell'altro nel sistema nullo fondamentale A’ della curva €, gli assi R.,_,
Roa_g—1 dei due sistemi regolari riducibili individuati sulla curva (.

Si.consideri ora su C la corrispondenza I'' T nella quale un punto y
ha per omologo il gruppo costituito dai v gruppi della serie yi uscenti
da y (**); Pomografia razionale Q' Q, che ne & immagine, & singolare e am- -
mette, per lindipendenza notata degli spazi R,, , ed Re@—q—1, cOme primo,
e secondo spazio singolare rispettivamente R,,_,_, ed R,,_, . Analogamente,
per la indipendenza degli spazi R,,_, ed R,, ,_., sl riconosce -che l'omo-
grafia @ @', immagine della corrispondenza T 7' della curva C’, &, nell’i-
potesi g <<, smgolate ed ammette come primo e secondo spazio singolare
Rm@_q)_1 ed Ry,_,. Allora, chiamando ¥ la serie algebrica della curva C i
cui gruppi si ottengono dall’insieme dei v gruppi di yi uscenti da un punto
y variabile su C, e ¥’ la serie della curva C’ ottenuta nello stesso modo
dalla y;, vediamo che il sistema regolare riducibile di asse E,,_, & costituito

(*) Rosari, C., nota al n.° 8.

(**) Le corrispondenze fra i punti di una curva che consideriamo in questa Nota sono
tali che il gruppo omologo di un punto pud contenere una o pilt volte il punto stesso.
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dagli integrali che danno somma costante sia nei gruppi della serie y,, sia
nei gruppi della serie Y. Si ha cioé la proprietd, dovuta al Severr (¥), se-
condo cui la serie ¥ e la serie vy, della curva C. (e lo stesso dicasi per le
serie Y e v, della curva C') sono di livello costante per lo stesso sistema re-
golare riducibile.

6. Diremo corrispondenze laterali della corrispondenza data (n, v) le
corrispondenze simmetriche S ed S delle curve C e ¢’ ottenute rispettiva-
mente assumendo come omologhi due punti di C appartenenti allo-stesso
gruppo della serie yi e due puuti di C’ appartenenti allo stesso gruppo
della serie vy, .

Indicando con I la corrispondenza identica tanto su O come su (¢, si
hanno le relazioni

T T=vI+S TT'=nI+§, (10)

dalle quali e dall’osservazione fatta in fine del n.° precedente si deduce che
lo spazio Ry, ,_, €, quando & ¢ <<®, lo spazio Raya—q—t sono per le omo-
grafie immagini di S e di S’ spazi fondamentali di punti uniti corrispondenti
alle radici —v e —» delle rigpettive equazioni caratteristiche ed hanno come
coniugati gli spazi R,,_, ed B,,,. In altri termini, chiamando dimensione
di una valenza il numero degli integrali indipendenti del sistema lineare as-
sociato ad essa, possiamo dire che le corrispondenze S ed S posseggono-le

valenze v ed n delle rispettive dimensioni p—q e ® — q.

7. Si faccia ora I'ipotesi v=1; si supponga cioé che C' sia I'immagine
di una involuzione K di ordine 7 e genere w» della curva C(p>w), e K
indichi pure la corrispondenza della curva C nella quale un punto ha per
omologo il gruppo della detta involuzione uscente da esso. Le relazioni pre-
cedenti assumono in tal caso la forma

T*'T=K=1+4S8 T'T'=nl,
e I'omografia @ @', immagine di 7T, diviene l'omografia identica. Dovra

quindi essere ¢ =g, e la Q'Q, immagine di K, & un’omografia singolare i

(*) SEVERI, Il teorema d Abel sulle superficie algebriche (Annali di Matematica, Serie III,
tomo XII, 1905, n.e 1),
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cui spazi singolari (1.° e 2.) sono un Ryp—a)-—1 € un Rez_4 polari 'uno del-
Ialtro nel sistema nullo A; e nel 2.° di questi essa dovrd subordinare
Pomografia identica. Inoltre, poiche dalla relazione K*®=n K si deduce che
lequazione minima (*) della corrispondenza K &2 —nz=0,si vede che le
radici dell’equazione caratteristica dell’omografia immagine di K corrispon-
denti agli spazi fondamentali Ryp-a—1 ed Rez_4 sono rispettivamente 0 ed n.
Segue di qui che la corrispondenza S ha per immagine un’omografia coi
due soli spazi fondamentali Rap—ay—1 Bea—y, corrispondenti alle radiei — 1
ed (n—1) dell’equazione caratteristica; cioé la S possiede le due sole va-
lenze 1 ed (1 — n) delle rispettive dimensioni p — o e @ (**).

8. Ritornando al caso generale, si indichi con (c, 1) il prodotto
della colonna »"* della matrice di 7 per la riga s della matrice di
T (r,s=1,2,..., 2p), e con (c¢,l) il prodotio della colonna ™ della
matrice di 7'~* per la riga s"* della matrice di T (r, s=1, 2,..., 26). L'o-
mografia Q' Q, immagine di 77 7, sard allora definita dalle equazioni

Pml¢ = (c.‘ lll) X, + (cf l'g) Py —+ -+ (Q‘ 1,21;) Loy (@ = ], Q" ey Qp),
e la Q@ immagine di 7 7', dalle altre
Ffl/'i:(o'.'ll)?/l+(Olsl2)?/2+'"_}‘ (Olalizb)?/%f (Z:L 9;- .y -EJ),

la prima &, come abbiamo visto, un’omografia singolare avente 4, = R,,_,,_,
ed 4, = R,,_, come 1.2 e 2° spazio singolare; la seconda & pure, nell’ipotesi
q <<w, singolare, con gli spazi singolari B, = Rog—_g—1 ¢ B, = R,,_, .

La @ riferisce collinearmente la stella (B,) allo spazio 4,; segando la
detta stella con B,, nasce un’omografia » fra gli spazi B, ed 4,. [n mddo
analogo dall’omografia @', immagine di 7', nasce un’omografia o fra gli
spazi 4, e B,. Ora & chiaro che le omografie '@ ed 09’ subordinano ri-
spettivamente entro gli spazi 4, e B, le omografie non singolari o o ed
ww'; e poiche & W w=0"(vo) e, si deduce che tali omografie subordinate
sono proiettivamente identiche ed hanno percid la stessa caratteristica e gli
stessi invarianti assoluti. D’altra parte, dovendo le corrispondenze simme-
triche T7' T' e T'T™" possedere valenze tutte semplici e reali (***), la o'w e

(*) RosaTi, C. P., n.o 1l.
(**) Rosari, C. P., n.o 17.
(***) Rosarl, V., n.o 8,
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la » o’ saranno omografie generali, con gli spazi fondamentali tutti reali. Ri-
sulta da c¢ido che I'equazione caratteristica di Q' Q ammette, oltre la radice O

di molteplicitd 2 (p — g¢), delle radici reali —p, —p,... —p, di molteplicita
2q, 2¢.... 2q,, e che 'equazione caratteristica di @ Q’, oltre alla radice O
di molteplicitd 2 (& — q), ammette radici reali —¢’, —¢,... — ¢, proporzio-

nali alle prime e delle stesse molteplicita. Sara inoltre ¢, +¢, 4 -+ -+ ¢, =q,
e corrispondentemente alle radici —p; — ¢’; le omografie o'w ed oo’ posseg-
gono due spazi fondamentali reali Syj—1 Sag—1, appoggiati agli spazi « e =
dei periodi lungo spazi di dimensione g,— 1. Osservando poi che

—QQ191 _‘QQ2P2 __QQZPI =(cl lll)_}_(czl'z)“‘_"‘
1.p L&
s (e Uyy) =2 }“ % (o Go — Hy, 92)
—QQIP,:_QQ2P’2 - "’—Qq:P'z = (¢, ln)—{"(o’z lz)+ e
, fop L@ :
R (c 23 l%) =2 ? Z; (hik Gy — H, g.'k),

si deduce che p,=¢", (i=1, 2,..., ).

Dunque le corrispondenze T™' T e T T'~' posseggono oltre ad una even-
tuale valenza nulla, uguali valenze semplici e reali, ciascuna delle quali ha
per le due corrispondenze la stessa dimensione.

Infine, dalle relazioni (10) del n.° 6 si {rae che la corrispondenza S pos-
siede, oltre alla valenza semplice v di dimensione p — q, le valenze semplici e
reali ry=1p,~+v,...,r,=7p,-+v di dimensiont q, q, ... q, (essendo q, + ¢, 4+ - -
-++-+q,=4q), e che la corrispondenza S’, olire alla valenza semplice n di di-
mensione @ — q, possiede le valenze semplici e reali ', =p, +n,...,r,=p,+n
delle stesse dimensiont q,q,...q,.

Osservazione. La proprietd dimostrata conduce immediatamente alla for-
mula di ZrurHEN. Se infatti y ¢ ¢’ sono i numeri dei punti di diramazione
della corrispondenza (n, v) sulle due curve C e C’, od anche i numeri delle
coincidenze delle corrispondenze laterali S ed S, si avrd (¥)

y=2v(n—1)+2v(p—qQ+20+p) ¢+
20+ =2v+p— D +2(0. 0+ 0. q)
y=2n(v—1)+2n(®—q)+2(n+p)q + "
2ty =200+ —1)+20@. ¢+ +pa);

(*) Rosari, V., no 9.
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da cui, sottraendo, si ottiene
y—y =2n(w@—1) —2v(p—1).

Le precedenti uguaglianze dicono inoltre che il difetto di equivalenza #
delle due serie algebriche y.v! & espresso, in funzione delle valenze delle

Y

corrispondenze T7' T e T T, mediante la formula

: . 1.0 1.4 .
= —0,q — """ — g = 2 %: (h.k G, —H, g,k)

9. Facciamo ora alcune altre considerazioni-che saranno utili per cio
che diremo fra breve. )
Mantenendo ai simboli i significati stabiliti nei n.' precedenti, si esegui-
scano i prodotti @A ed Q" A". Si ottengono allora due trasformazioni reci-
proche: una della stella (B,) nella stella (4,) rappresentata dalle formule

Pgin—g“y‘—"“g“‘"‘y"'—G“ @rw+1—-.._G;m?f“2w ? (“)
ng+.'= h.’17|+-..+h1‘w Ua _l—I{n ?/m+1++H“D Yo 5 ,

Paltra della stella (4,) nella stella (B,) rappresentata dalle altre

ph,=—r— gn.‘wn"—"‘_‘gpi$p+ hnmp{»:_}_"'_*— hpfmna

praopi=—G, @, — - —Gue,+H,0,  + -+ H,w,,. (12
E poiche la sostituzione (12) & la trasposta della (11), queste reciprocita,
che diremo pure immagini di T e di T', saranno l'una inversa dell’altra.
Se dunque X e \’ indicano i sistemi nulli (non singolari) ottenuti segando
A e A’ con gli spazi 4,=R,,_, e B,=R,, ., ed o &' le omografie di cui si
¢ detto al n.° precedente, @2 ed o'}’ rappresentano due reciprocitd (non
degeneri), 'una inversa dell’altra, fra gli spazi 4, e B,; si ha cio¢ o2 =21,
La reciprocitd Q' Q A, immagine della corrispondenza simmetrica I’ T,
¢ un sistema nullo singolare avente per spazio singolare R,, ,_,; la sua
sezione con 4, &€ o' or =o'V ', cioe il trasformato di %' mediante o',
Analogamente si vede che il sistema nullo immagine di T'7~" si ottiene
proiettando da Ryas_gq-1 il sistema nullo di B, trasformato di % mediante
la o7, )
Nel caso v =1, cioé nel caso in cui la serie y, & una involuzione di
genere @, si ha ¢q=o, A'=2%, o =0=0«"" e, come facilmente si vede,
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A=0""A Q. In questo caso dunque I'omografia Q, immagine di 7, trasforma
il sistema nullo A’ fondamentale di C’ nel sistema nullo sezione di A col
2.° asse Ryz—1 dell’involuzione.

10. Data sopra una curva C di genere p una serie algebrica y, (irri-
ducibile) di indice v e di geitere @, due suoi gruppi G G’ si diranno conca-
tenati se possono riguardarsi come estremi di una serie di gruppi, tale che due
gruppi consecutivi di essa abRiano almeno un punto ecomune.

Due gruppi concatenati ad un terzo sono tra loro concatenati.

Una serie tale che due suoi gruppi qualunque siano sempre concatenati,
si dird transitiva; intransitiva se il detto fatto non si verifica (¥). Se il
gruppo generico G di una serie intransitiva & concatenato con altri b — 1 (= 0)
gruppi, si dird k il suo grado di intransitivita. Una involuzione & una serie
intransitiva che ha 1 per grado di intransitivitd. Una serie i cui gruppi sono
parzialmeunte contenuti nei gruppi di una involuzione & intransitiva.

La serie y. sia intransitiva di grado h>1 d’intransitivita, e siano G,
G,... G,_, 1 gruppi concatenati con un suo gruppo generico G; i punti ap-

. . . . . hn o
partenenti ai gruppi G G, ... G,_, sono in numero di k= - e costitulscono

un gruppo il quale, al variare di @, descrive una involuzione o, ; ed & chiaro
che se y, € composta con una involuzione, anche J, & composta con la
stessa involuzione. Sia ora €' una curva, di genere w, birazionalmente iden-
tica a ya. Fra le due curve C e C’ intercede una corrispondenza (n,v) e su
C’ resta individuata una serie algebrica y,; questa ha l'indice n ed & bira-
zionalmente identica a C quando vy, & semplice; se invece y. & composta

. . . . n . . . . .
con una involuzione 6., la y, ha l'indice . ed & birazionalmente identica

a f. I punti della curva C’ che hanno per omologhi i gruppi GG, ... G,_,
formano un gruppo il quale, al variare di @, descrive un’involuzione J,; le
due involuzioni J, J, sono birazionalmente identiche. Se G, ¢ G, sono due
gruppi omologhi delle due involuzioni J; J,, il gruppo di y, omologo di un
punto di G, & contenuto in G,, onde la serie y,, contenuta parzialmente
in una involuzione, & intransitiva. Osservando poi che due gruppi di y; sono

(*) Queste denominazioni sono state, in un caso analogo, adoperate dal compianto pro-
fessore R. Torerul nella Nota: Osservazioni di Geometria sopra una varietd algebrica (Ren-
diconti della R. Accademia di Napoli, 1911).
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o no concatenati quando sono omologhi di punti appartenenti o no allo
stesso gruppo G,, si deduce che, se yi & semplice, il grado di intransitivita
di y, & k; quando invece y. & composta con una involuzione 9., poiché a
due punti coniugati in 8. corrisponde lo stesso gruppo di y!, il grado di

intransitivitd di questa serie e — -
€

Una corrispondenza (n, v) fra due curve C C’ si dird poi fransitiva o
intransitiva secondoché sono transitive o intransitive le due serie ¥, y! che
vengono indotte da essa sulle due curve.

11. Si consideri ora la curva I, di genere =, immagine della corrispon-
denza data, cioé la curva i cui punti rappresentano le coppie di punti omo-
loghi della corrispondenza stessa. Indichiamo con 6 e ~ le corrispondenze
(1, v) ed (1, n) che intercedono fra CeTI,efra C' e I', e siano K K’ le due
involuzioni di ordine v ed n, birazionalmente identiche a C ed a C’, esistenti
su . B chiaro inversamente che una curva I' contenente due involuzioni
K K’ degli ordini v ed n, e dei generi p e @, non composte con una stessa
involuzione, & immagine di una corrispondenza (n, v) fra due curve di ge-
neri p e o, birazionalmente identiche a K e a K.

Nello spazio rappresentativo S:z—y di I' si avranno due assi M ed N, di
dimensioni rispettive 2 (z — p) — 1 e 2p — 1, relativi all'involuzione K, e due
assi P e @ di dimensioni 2(z —») —1 e 2w — 1, relativi all'involuzione K':
vogliamo ora studiarne la configurazione.

Si osservi percid che 'omografia immagine di # trasforma gli assi 4, e
4, dell'S,,_, rappresentativo di C in due assi 4% e 4*, contenuti nell’asse NV
ed in esso complementari, e che questi vengono trasformati nei primi dal-
Iomografia immagine di 6 ' (n.° 7); analogamente 'asse @ contiene due assi
B* B*, in esso complementari, corrispondenti a B, e B, nell’omografia im-
magine di =, mentre questi corrispondono a quelli nell’omografia immagine
di =% ‘

Su T si considerino poi due serie algebriche di ordine nv: la prima, che
diremo K K', & generata dall’insieme dei gruppi di K’ uscenti dai punti di
un gruppo variabile di K; la seconda, che diremo K'K, & generata dall’in-
sieme dei gruppi di K uscenti dai punti di un gruppo variabile di K'. B
chiaro che la prima serie & composta con l'involuzione K', la seconda con
I'involuzione K. Con gli stessi simboli KK’ e K'K intendiamo inoltre di
rappresentare le due corrispondenze di ' nelle quali un punto @ ha per
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omologo il gruppo della 1.* o della 2.2 serie che nascono rispettivamente dal
gruppo di K o dal gruppo di K’ uscente da «. Tali corrispondenze sono
manifestamente 'una inversa dell’altra e si hanno le relazioni

KK' ="' T~z K'K=+<"T8.

Dalla prima di queste si deduce che 'omografia singolare immagine di
"K K’ ha per 1.° spazio singolare lo spazio di Ss,—1 luogo dei punti il cul
omologo per 'omografia immagine di 7' o & indeterminato o & giacente nello
spazio 4,, e per 2.° spazio singolare quello corrispondente a B, nell’omo-
grafia immagine di 7. II 1.° & dunque lo spazio (I 4%), di dimensione
2 (= — q) — 1, congiungente M con A4*,; il 2.° & lo spazio B¥,. Analogamente
I'omografia immagine di K’ K ha per 1.% spazio singolare I'R'y—q1 = (P B*)
e per 2.° spazio singolare A*,. :

Gli integrali dei sistemi regolari riducibili aventi per assi B*, e 4%,
hanno la proprietd di dar somma costante nei gruppi delle serie KK’ e
K’ K; dunque: '

I sistemi regolars riducibili rispetlo a cui sono di livello costante le due
serie algebriche K K' ¢ K' K hanno la stessa dimensione = —q—1, se q ¢
il rango della corrispondenza di cui & immagine la curve sostegno delle due
involuziond.

Si osservi ora che ogni punto di N & unito nell’omografia immagine di
K (n.e 7); un tale punto avrd dunque I'omologo indeterminato nell’omografia
immagine di K K’ quando'e soltanto quando sara indeterminato il suo omo-
logo nell’omografia immagine di K’'. Questa considerazione dice che lo spazio
4* & lintersezione di N con P; analogamente B* sard l'intersezione di Q
con M. D’altra parte il 2.° spazio singolare dell’omografia inimagine di KK’
¢ quello che nell’omografia immagine di K’ corrisponde allo spazio con-
giungente N con P; e poiché in questa omografia ogni spazio uscente da P
ha per corrispondente la sua traccia nello spazio @ (n.° 7), segue che B*,
é Tintersezione di @ con lo spazio (N P) congiungente N con P; ed analo-
gamente A4*, sard lintersezione di N con lo spazio (3] ) congiungente
I con Q.

Risulta allora che gli spazi (M 4*,) e B¥,, singolari per I'omografia im-
magine di K K’ (e lo stesso dicasi per quelli dell’omografia immagine di K’ K),
sono tra loro indipendenti. Invero, poiché B*, & contenuto in M, lo spazio
che congiunge M, 4* , B*, contiene @ = (B*, B*,) e quindi 4*,, intersezione
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di (M Q) con N. L’asserto & dunque provato, perché M, 4* | A*, apparten-
gono ad Szp—1.

Si noti infine che gli spazi M ed N, e cosi pure Pe @, sono 'uno polare
dell’altro nel sistema nullo A* fondamentale di T'. E poiché Pomografia im-
magine di 9 trasforma il sistema nullo A di C in quello che si ottiene se-
gando con N il sistema nullo A*-(n.°9), segue che 4* A4*, sono spazi polari
Vuno dell’altro nel detto sistema nullo sezione e quindi sono I'uno - polare
dell’altro rispetto a A* gli spazi (M 4*,) e 4* . Analogamente sono polari
rispetto a A* gli spazi (P B*,) e B¥,.

12. Dall’esame della configurazione degli assi delle due involuzioni K
e K', abbiamo dedotto che i due sistemi regolari ridueibili co?—¢—t di assi
A*, e B*; sono entrambi complementari di quello oo™ avente per asse lo
spazio (M 4*,). Se dunque i due sistemi regolari suddetti non sono coinci-
denti, se cioé non coincidono i loro assi 4*, e B*;, essi appartengono, in
virth di un teorema di Sever (¥), ad una infinitd (discontinua) di sistemi
regolari della stessa dimensione. Si ha dunque la proprieta :

Se i sistemi regolari riducibili rispetlo o cui sono di livello costante le
due serie algebriche KK' ¢ K'K sono distinti, essi appartengono ad una in-
finita discontinua di sistemi regolari della stessa dimensione.

13. Supponiamo ora che gli spazi 4*, e B*, coincidano; in tal caso
coincideranno anche gli spazi (M 4*) e (P B*,) polari dei primi rispetto al
sistema nullo A¥, e le omografie singolari immagini delle corrispondenze K K’
£ K’ K avranno gli stessi spazi singolari. Ricerchiamo ora quali omografie
essi inducono nel loro secondo spazio singolare. Si osservi percido che nel-
lomografia immagine di K ogui punto non giacente in M ha per omologo
la sua proiezione fatta dal centro M sullo spazio N, e che nell’omografia im-
magine di K’ ogni punto esterno a P ha per omologo la sua proiezione fatta
dal centro P nello spazio @ (n.° 7).

Ne segue che ogni punto comune agli spazi N e @ & unito nelle omo-
grafie immagini di K K’ e di K’ K. Dunque, nell’ipotesi che 4%, e B*, coin-
cidano, le suddette omografie subordinano nel loro 2.° spazio singolare I’o-

(*) SEVERI, Sugli integrali abeliani riducibili (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei,
Vol. XXIII, serie 5.2, 1914, Nota I, n.e 4). — Scorza, Intorno alla teoria generale delle ma-
trici di Riemann, ecc. (1. c., Parte I, n.o 41).
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mografia identica. Le due corrispondenze K K'e K’ K, inverse 'una dell’altra,
posseggono allora la valenza O rispetto al sistema regolare riducibile avente
per asse A*, = B*, ed una ulteriore valenza intera, clie dovra essere la me-
desima per entrambe, rispetto al sistema regolare riducibile di asse
(M 4*)) = (P B*,). Applicando allora un teorema che abbiamo dimostrato
altrove (*), si deduce che le dette corrispondenze sono equivalenti (in parti-
colare coincidenti); si ha cioe

KK'—K'K=0.

Dunque la differenza dei gruppi omologhi di un punto x nelle corri-
spondenze K K'e KK descrive (al.variare di @) una serie lineare (virtuale).
E poiche il gruppo corrispondente ad « in K X' non varia quando « per-
corre un gruppo di K, si deduce che i gruppi corrispondenti in K’'K ai
punti di uno stesso gruppo di K sono equivalenti (in particolare coincidenti);
cioé sono equivalenti i gruppi della serie K’ K coutenenti uno stesso gruppo
dell’involuzione K. Sulla curva C, immagine di K, 1 gruppi della serie K' K
sono dalla 87" trasformati nei gruppi della serie y, contati v volte; la serie
stessa & dunque tale che due suoi gruppi aventi un punto comune danno
origine, ripetuti v volte, a gruppi equivalenti; pid in generale, se G, e G,
sono due gruppi concatenati di y,, sard vG@,=vG',. Si deduce allora che
la serie y, & intransitiva, ché altrimenti, dovendo i suoi gruppi ripetuti v
volte dare origine a gruppi equivalenti, sarebbero essi stessi equivalenti, e
la corrispondenza (nv) fra le due curve C e C’ sarebbe a valenza zero, cioe
sarebbe ¢ =0.

Rileviamo intanto il risultato:

La curva immagine di una corrispondenza transiliva, che non sia a va-
lenza zero, possiede una infinita (discontinua) di sistemi regolari riducibili.

Sempre nell’ipotesi che gli spazi 4%, B*, coincidano, indichiamo con %
il grado di intransitivitd di y, e con % quello di y). Dovra essere kv=nhn
e sulle curve C e C’ si avranno due involuzioni J, ed J, degli ordini & ed &,
birazionalmente identiche e tali che, se @, e G, sono due loro gruppi cor-
rispondenti, due punti appartenenti ad uno dei due gruppi hanno per omo-

(*) Rosari, V., n.e 8. L’ulteriore valenza intera posseduta dalle due corrispondenze K K’
e K'K & poi facile a determinarsi. Infatti, poiché nel caso che stiamo esaminando si ha
(KK'2=K?K?®=vK.nK'=nv.KK', I'equazione minima a cui soddisfano le corrispon-
denze stesse sard 22— nv2=0, dal che si deduce che esse posseggono le valenze 0, —v n.
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loghi nella corrispondenza (», v) due gruppi concatenati ed appartenenti
all’altro (n.° 10). Sulla curva I alle coppie di punti omologhi appartenenti
ai gruppi G, e G, corrisponde un gruppo di kv=hn punti, il quale de-
scrive, al variare di G, e di G,, una involuzione L, trasformata di J, me-
diante la corrispondenza 0 e di J, mediante la ~. La involuzione L, birazio-
nalmente identica a J, ed a J,, ¢ manifestamente composta con le due in-
voluzioni K e K'. Si determini il genere dell’involuzione L, o, cido che & lo
stesso, delle involuzioni .J, J,. Indichiamo percid con u un integrale di
1.2 specie della curva C, con G un gruppo generico della serie y,, con
G, G,... G,_, i gruppi della serie stessa concatenati con G; se G, & il gruppo
dell'involuzione J, contenente G G, ... G,_,, si ha la congruenza

w(G)+u(G) + -+ u(Go) =vu (G,

nella quale u (@), u (G,)... rappresentano le somme, determinate a meno di
periodi di u, dei valori che I'integrale u possiede nei punti dei gruppi G, G, ,...
Da essa si deduce l'altra

vau (@) +vu(G)+ - +vu (@) = u(G),

e poiche, come sopra si & visto, i gruppi G G, ... G,_, danno origine, ripetuti
v volte, a gruppi equivalenti, si avra

hyv.u(@)=v.u(G).

Segue di qui che, al variare con continuitd di G e quindi di G, un in-
tegrale u che dia somma costante nei punti del gruppo variabile G, deve
dare somma costante nei punti del gruppo G e viceversa. Ma gli integrali
indipendenti che dinno somma costante nei punti del gruppo variabile G
sono in numero di p — g, dunque il genere di J, e quindi di L & q. Si ha
dunque la proprieta:

Se i due sistemi riducibili oo™ 21 rispetlo a cui sono di livello costante
le due serie algebriche K K' e K'K sono coincidenti, le due involuzioni K e K’
sono componenti di una stessa involuzione di genere q, la quale é di livello
costante per lo stesso sistema regolare riducibile. A

OsservazioNE [. Un caso in cui si verificano le condizioni dell’ultimo
enunciato si ha quando le due involuzioni K ¢ K’ sono permutabili, cioé
quando ogni gruppo di »v punti costituito dai gruppi di K’ uscenti dai
punti di un gruppo di K pud pensarsi anche costituito dai gruppi di K
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uscenti dai punti di un gruppo di K'. Le due serie algebriche KK’ e K'K
sono allora coincidenti e si riducono ad una involuzione di ordine nv. Si
ottiene questo caso considerando due curve C e C’ contenenti due involu-
zioni J, ed J, di genere g birazionalmente identiche, cioé due curve che siano
trasformate razionali di una stessa curva di genere q. Chiamando omologhi
un punto di C ed uno di €’ quando appartengono a gruppi omologhi delle
due involuzioni, viene stabilita fra le due curve una corrispondenza (n,v) e
la curva I' immagine della corrispondenza contiene due involuzioni permu-
tabili K e K, degli ordini v ed n. )

Osservazione II. K facile provare che i risultati precedenti valgono anche
nel caso,. finora escluso, in cui le due involuzioni K e K’ siano composte
con una medesima involuzione I, di ordine ¢ e di genere =". Considerando
infatti la curva T' immagine di I., essa sard sostegno di due involuzioni

K e K' degli ordini v = % ed n' = % e dei generi p e @, non composte
con una terza.

La T & dunque immagine di una corrispondenza (»/, v) fra due curve
C e C' dei generi p e w; e se questa corrispondenza & di rango ¢, le due
serie algebriche K K’ e K'K sono di livello costante per due sistemi re-
golari ridueibili oc®—¢—1. Indicando con 9 la corrispondenza (1, ) che inter-
cede fra le due curve I' e I', 'omografia- immagine di 8 trasforma lo spazio
Sz_1 rappresentativo di T' nel 2.° asse Rop—; dell'involuzione I n° 7), e
gli assi 4%, e B¥, dei due sistemi regolari riducibili per cui sono di livello
costante le due serie K K’ e K'K in due assi R,,-, R,,_, contenuti in
Rarv_y. Ma ora & facile vedere, servendosi delle relazioni K K'= 6K K'0,
K'K=06""K'K¥b, che questi due assi sono i secondi spazi singolari delle
omografie immagini delle corrispondenze K K’ e K'K, cioe gli assi dei due
sistemi regolari riducibili per cui sono di livello costante le serie KK’ e
K’ K. Questi sistemi hanno dunque la dimensione = — ¢-—1 e coincidono
quando, e solo quando, coincidono i sistemi analoghi della curva T. Se sono
distinti, essi apparterranno ad una infinitd discontinua di sistemi regolari
co™1—1, i-cui assi sono gli omologhi, nell’omografia immagine di 6, di quelli
dei sistemi esistenti su I'; se sono coincidenti, le due involuzioni K e K’
della curva T e quindi le due involuzioni K e K’ di I' saranno componenti
di una stessa involuzione di genere gq. '

14. Studiando la conﬁgm:azione degli assi delle due involuzioni K e K,
abbiamo visto che lo spazio (M Q) sega N in 4*; e che lo spazio (N P) sega
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Q in B*,. Si deduce da cid che I'intersezione dei secondi assi N e @ delle
due involuzioni coincide con I'intersezione dei due spazi 4*, e B¥,. Indicando
con Re. tale intersezione, dovra dunque essere 0 =c¢=g¢. Supposto allora
che il 2.2 asse @ di K’ sia contenuto nel 2.° asse N di K, dovra essere ¢ = B,
1 due spazi 4*, e B*, coincideranno in N, e le due involuzioni saranno com-
ponenti di una stessa involuzione di genere w. Tale involuzione, nell’ipotesi
© > 1, dovrd essere la K’ stessa, cioé K’ & composta con K. Si ha dunque
il risultato: :

Se gli assi omonimi di due involuzioni irrazionali, nessuna delle quali é
elliftica, si appartengono, una delle involuzioni é composta con Uallra.

La proprietd inversa & di immediata dimostrazione: basta infatti osser-
vare che, se K e K' sono due involuzioni (irrazionali) di una curva I ¢ K
& composta con K’, ogni integrale che dia somma costante nei gruppi di K’
deve dare somma costante nei gruppi di K.

Nel caso particolare che K e K’ abbiano lo stesso genere @ > 1, l'ipotesi
che gli assi dell’'una coincidano con quelli dell’altra conduce alla conseguenza
che le due involuzioni coincidono; dunque:

Sopra una curva T due involuzioni distinte dello stesso genere o> 1 non
possono essere di livello costante per lo stesso sistema regolare riducibile.

15. Dell’'ultima proposizione, la quale afferma che sopra wna curva T
una=~involuzione di genere w>1 & individuata dai suoi assi, diamo anche la
seguente semplice dimostrazione diretta.

Siano K, e K, due involuzioni della curva T, degll ordini n e v e dello
stesso genere ®>1, aventi gli assi in comune; esse danno origine a due
corrispondenze (speciali) aventi rispettivamente le valenze 0 —n, 0 — v ri-
spetto ai medesimi sistemi d’integrali riducibili. Ma allora le corrispondenze
vK, ed n K,, avendo rispetto a quei due sistemi complementari le stesse
valenze 0 — nv, saranno equivalenti, cioé si avrd v K, — » K, =0. Dunque,
se G,G', e Gy G, sono i gruppi di K, e di K, uscenti da due punti qua-
Junque Pe P’ di I, sara v@,—n G,=v &, — nG,. Supposto ora che P e
P’ appartengano allo stesso gruppo G, si avra G, = @G,; ed allora dalla
equivalenza precedente discende vG,=v G',. Cioé due gruppi di K, uscenti
da due punti coniugati in K, danno origine, ripetuti v volte, a gruppi equi-
valenti. Cosl pure due gruppi di K, uscenti da due punti coniugati in K,
danno origine, ripetuti » volte, a gruppi equivalenti. Siano ora C e C’ due

- curve, di genere =, birazionalmente identiche alle due involuzioni K, e K,.
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Se si assumono come omologhi due punti di Ce ¢’ immagini di due gruppi
di K, e di K, uscenti da uno stesso punto di I', e supposto che le due in-
voluzioni siano composte con la stessa involuzione K (¢=1), si avra fra

’ . I o . n v
. le due curve C e C’ una corrispondenza di indici n’=? e V= - Prove-

remo che & »n'=v = [, dal che seguird che le due involuzioni coincidono.
Ed invero, supposto v'>1 e quindi anche »'>1 (*), sulle due curve
e C’ si avranno due serie y',' e ¥'y, e, per la proprietd precedentemente os-
servata, due punti appartenenti ad uno stesso gruppo di ciascuna di esse,
danno origine, ripetuti n#v volte, a gruppi equivalenti. Ma allora le due serie
dovranno essere intransitive (altrimenti seguirebbe w=20) e sulle due curve
C e O’ si avranno due involuzioni J, J, birazionalmente idehtiche, i cui
gruppi sono generati dai gruppi delle due serie concatenati con un gruppo
variabile; e le due involuzioni hanno inoltre la proprietd che due punti ap-
“partenenti ad uno stesso gruppo danno origine, ripetuti nv volte, a gruppi
equivalenti. Indicando allora con «, un punto generico di C, con a,...x,
gli ulteriori punti del gruppo di J, uscente da x, e con u (x) un integrale
di 1.% specie qualsiasi di C, si avra
nvu(wl)+"°+nvu(mh)

w(x,)+u(e)+--+u@) =

ny
_hnvu (o) +m o, 4 mep 0
p—i - b
ny
in cui m, ... ms sono numeri interi e o, ... wes 1 periodi normali di u (x).

Poiche al variare con continuita di o, gli inferi m, ... mes restano fissi,
dall’'uguaglianza precedente si deduce che un integrale il quale dia somma
costante nei punti del gruppo variabile (¢, «,...«,) deve ridursi ad una co-
stante, ¢ioe l'involuzione J, non & di livello costante per alcun integrale di C.
Cid porta alla conseguenza w=1 contraria all'ipotesi, e 'asserto & dunque
provato.

16. Vogliamo ora mettere in relazione le valenze delle corrispondenze
laterali della data corrispondenza (», v) con quelle che sulla curva immagine
di essa hanno le corrispondenze KK’ ¢ K'K.

(*) Ricordiamo che una corrispondenza unirazionale fra due curve dello stesso genere
@>1 &, per una osservazione di WEBER (Journal fiir Math., t. 76, 1873), birazionale.
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o8 Rosati: Sulle corrispondenze algebriche

Si riprendano percio le uguaglianze

KK'=6"'T"z K K=+"'TH

stabilite al n.° 11 e si moltiplichino fra loro membro a membro. Tenendo
conto che KK=vK, K'K'=nK', 06'=vI v+ '=mnl, si oltengono le
altre _

n. KK'K=n.07'T7"TH v. K'KK'=v.x'TT ',

dalle quali si deduce
KK'K=0'T""'Tb% K'KK' =+"'TT "'~ (13)

Si osservi poi che le due corrispondenze KK’ e K'K, I'una inversa
dell’altra, soddisfano alla stessa equazione minima; e questa, per il fatto
che le corrispondenze stesse sono speciali, deve mancare di termine noto.
Indichiamo eon :
' y@R)=s"~4+a, 7+ - -+a,2=0

questa equazione (I=1) e vediamo come da essa si deducono le equazioni
minime delle corrispondenze simmetriche KK'K e K'K K’
Eseguendo percido le successive potenze di (K K'K), si hanno le re-
lazioni .
(KK'K)=K.(K'K), (KK'K))=vK.(K'K)*,

14
(KK'K)=vKEK'K),..., (KK'K)*' =vK(K'K)+ % (1)

dalle quali subito si deduce
(KK'K)"+va, (KK'Ky+---+va,(KK'K)=

:VIK, EO.

(K’ KY+ -, (K'K) + -+ a, (K’ K)

La corrispondenza (K K'K) soddisfa dunque all’eciuazione ¢ (TJ) =0,
ottenuta trasformando ¢ () =0 mediante la trasformazione Z = vz. Proviamo
ora che ogni altra equazione a cui soddisfi (K K’K) ha il grado =1+ 1,

dal che seguird che ¢ (—ZT) =0 & I'equazione minima di (K K'K). Sia infatti

.31,1+1 _[_ b1 zm ml__ ‘e + bm ,%' s 0’

una tale equazione (m = l), mancante pure di termine noto perché (KX K' K

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



fra i punli di due curve algebriche. 59

¢ una corrispondenza speciale; si avra allora I'equivalenza
(KK'K)""+b(KK'K)"+---+b,(KK'K)=0,

la quale, in virta delle (14), diviene

K : KK ) v b (KK b, (KK =0,

|
\
Segue di qui che la corrispondenza

U=y (K'K)"+ v b (K' K + -+ b, (K'K),

funzione razionale di (K'K), ha per immagine un’omografia singolare, il cui
1.° spazio singolare contiene il 2.° spazio singolare dell’omografia immagine
di K, ciot¢ lo spazio N. E poiche la corrispondenza stessa pud seriversi sotto

la forma U= (K'K) % V(KK vt b, (K" K)* ™+ .-+ b, 1,1l 1.9 spa-

zio della omografia stessa dovrd contenere anche il 1.° spazio singolare del-
lomografia immagine di (K’K), cioe lo spazio (P B*). Siccome N e (P B*)
appartengono ad Ser—, la U deve avere per immagine un’omogralia nulla,
e la (K’ K) soddisfa quindi all’equazione

g b g b g0

Dovrd dunque essere m =1, il che prova quanto sopra abbiamo asserito.

Siano ora p,p,...g, le valenze reali che posseggono le corrispondenze
T Te TT™ oltre alle eventuali valenze nulle. Poiche, in forza delle rela-
zioni (13), le corrispondenze K K'K e KK K’ della curva I' si ottengono
rispettivamente trasformando mediante 6 la 7' T' della curva C e mediante ~
la 7T della curva C’, si deduce, applicando un teorema mnoto (¥), che I'e-
quazione minima di K K'K ammette le radici 0, vg,,..., vg;, e quella di
K’'K K’ le radici 0, np,,..., np,. Ma allora le radici dell’equazione ¢ (z) =0
saranno i numeri reali 0, p,,..., o, € questi numeri saranno le valenze delle
corrispondenze K K’ e K'K.

Determiniamo ora le dimensioni di queste valenze.

Poiche le omografie immagini di KK’ e di K’'K sono tali che il 2.°
spazio singolare dell’'una e indipendente dal 1.° dell’altra, dalla relazione

(*) Rosarm, C. P., n.° 18.
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60 Rosati: Sulle corrispondenze algebriche, ecc.

KK . K'K=n.KK'K si deduce che I'omografia immagine di KX X'K ha
comune il 1.° spazio singolare con quella immagine di XK' ed il 2.° con
quella immagine di K'K. Tali spazi sono dunque rispettivamente (1M 4*,)
e A%, . Riprendendo le notazioni del n.° 8, si ricordi che l'omografia o o,
subordinata in 4, dall’omografia immagine di T7' T, ammette gli spazi fon-
damentali reali Sep_; Sy, ... Sy,_1; dicendo dunque S*,, , 8%, ;... 8%, .
gli spazi di 4%, che corrispondono ai primi nell'omografia immagine di 6,
saranno questi gli spazi fondamentali del’omografia subordinata in 4%, da
K K'K. Se infine si osserva che ogni punto di 4*,, essendo unito nell’'omo-
grafia immagine di K (n.°7), sard unito nell’omografia immagine di K K' K
quando e solo quando & unito in quella immagine di K'K, si deduce che
i detti spazi S*,, ... S%,_, sono pure fondamentali per I'omografia subor-
dinata in A4*, dallomografia immagine di K’ K, e che quindi le valenze
01 p2-..0 di K'K (e lo stesso pud dirsi delle valenze di K KX’) hanno le di-
mensioni rispettive ¢, ¢, ... q,. Si ottiene dunque il risultato:

Le valenze reali che le corrispondenze T7'T e T'T™' hanno oltre la even-
tuale valenza nulla sono uguali e della stessa dimensione di quelle che sulla
curva immagine della corrispondenza (n,v) appartengono alle corrispondenze
KK'e K'K. ' :

Osservazione. Nel caso in cui gli assi A*;, B¥*, coincidono, le corrispon-
denze K K’ e K'K posseggono oltre la valenza nulla, la sola valenza —vn
(Cfr. la nota al n.° 13), onde, se ¢ & il rango della corrispondenza (n, v), il
difetto di equivalenza delle due serie y, e y; sard 2=mnvgq. Le corrispon-
denze laterali S ed S’ hanno allora, oltre alle eventuali valenze v ed », una
sola ulteriore valenza, di dimensione g, che per la S ha il valore v(1 — n)
e per S’ il valore n (1 —v). Si ha dunque la proprieta: Se le corrispondenze
laterali S ed S’ di una corrispondenza (n, v) di rango q posseggono, oltre
alle eventuali valenze v ed n, pii di una ulteriore valenza, la curva imma-
gine della corrispondenza contiene una infinita (discontinua) di sistemi re-
golari riducibili di dimensione q — 1.

Pisa, marzo 1918.
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Sul calcolo approssimato
degli integrali definiti.

(Memoria postuma di Urisse Dint (*¥).)

1. Oi proponiamo, in questa breve Nota, di dare in modo semplice
alcune formule per il calcolo approssimato degli integrali definiti che com-
prendono quelle comuni delle tangenti, dei trapezi e di Simpson ed altre, che
danno ancora una maggiore approssimazione nel calcolo delle aree, degli
archi, ece.

Premettiamo percid 'osservazione seguente:
Essendo y = f(x) una funzione finita qualsiasi atta all'integrazione tra
« e B, se g’inlende scomposto lintervallo «§ in # intervalli parziali 3.,

c ey . (]
Oyyeeey 9,,..., 0, con una legge qualsiasi, l'integrale definito f y da sard

sempre il limite della somma Y 3,%, al crescere indefinito di » per I'impie-
colire indefinito degli intervalli 3,, essendo 7, un numero qualsiasi compreso
tra i limiti inferiore e superiore di y nell'intervallo corrispondente 3J,.
Intercaliamo ora in ciascun intervallo 3, 7, — 1 nuovi punti di divisione,
il cul numero potrd anche variare da intervallo ad intervallo, senza pero
superare mai un numero finito ¢, ed indichiamo con 7,_,,o, 7._1,1y Yo 1,25+--,
r,_,,, dei numeri (positivi o negativi) qualsiansi, sempre inferiori numerica-
mente ad un numero finito », e la cui somma 2, si supporrd sempre discosta

(*) In omaggio alla venerata memoria del Senatore Ulisse Dimi pubblichiamo que-
st’ultimo lavoro, ritrovato gid pronto per la stampa fra le sue carte manoscritte. Le sem-
plici ed eleganti ricerche qui esposte interesseranno, ne siamo sicuri, i lettori di questli An-
nali, come tutto quello che & uscito dalla penna del compianto Maestro. Alla Memoria fa
seguito una brevissima Nota, di natura ancora pil elementare, scritta dal Dint pei suoi al-
lievi nel corso di caleolo infinitesimale. LA DiREZIONE.

NB. Le poche Note a pié di pagina segnate (N.) sono dovute al collega prof. NicoLETTI.
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62 Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti.

da zero non meno di un certo numero A, € CON Y, 1,05 Yorr,19++es Yo_u,i_, 10di-

.7 il ] ’ ’:4—1
chiamo 1 valori di y negli 4,— 1 nuovi punti di divisione intercalati nell’in-
tervallo 9, € con ¥,_1,0 =¥,y € Yo_1,;, = Y.,0 = ¥, 1 valori della stessa funzione y
negli estremi inferiore e superiore dello stesso intervallo §,. Avremo:

3,
N

8

To1,0 Yso1,0 T Toriyt Yoy —+ -+ Vomtsiy Ys—1yiy | = 8.9 :’73 -+

3 _ _ _
-+ Ts o150 (?/3“.1,0 - y,) B S (ys._1,l - ys) +-+ ¥o1,, (ys—lyv‘s - yS)

8

e nel secondo membro la quantita tra parentesi sard numericamente infe-
riore ad (¢,+ 1) r D,, essendo D, l'oscillazione di y nell’intervallo 3,; e quindi
si potrd scrivere

)
by )\—3 , Vo 1,0 Yst,0 =+ Yarty1 Yo, e tr — iy Yoty z =

8

r(@—}—l)

=Essgs+‘ ESD.\J’

essendo # un numero compreso tra — 1 ed 1; dal che evidentemente risulta

che sotto le condizioni poste, Uintegrale deﬂmtof y da polra sempre ri-

guardarsi cmche come il limite della somma :
J, .
> N Tort,0 Yootyo + Vot Yooryu T+ o - 1+ Vo tyiy Yotyiy | - (1)

2. In particolare quindi, supponendo che le 3, siano tutte uguali tra
loro ed indicandole con 9, e cosi siano pure uguali tra loro e ad ¢ i numeri 4,
eler,_ o, o sy...5 "oy, Slano le stesse per ogni intervallo d, per modo
che possano indicarsi pitt semplicemente con »,, r,,..., r,, € la loro somma

. . L (f .
sia un numero : diverso da zero, lUinfegrale definito ( y dax polra riguar-

darsi come il limile della somma :

N Yo Yeryo 71 Ysrs 72 Yoot,e + 1y Y1, z (Q)

1

per n==00; per modo che per un» valore approssimato dello stesso integrale
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 63

definito potra prendersi la somma

b}
Y Yo Ya + 7, (ya,,l _i_yl,l +?/2,1 -+ _{"11._1,1) -+
+r, (y¢,2 +y1,2 +yz,2 —+ - +yn_1,2) -+

3
SRR o I (Z/x,i-l -+ Yiyia -+ +y”_1,5_1) -+ ( )

+(Ts+'ro) (yl+y2+"'+?/n_1)+rsyﬁ ;

o piu particolarmente ancora, supponendo che anche gli intervalli § siano
divisi in ¢ parti uguali ciascuna a 5 cio che corrisponde a dividere I'in-

tervallo («B) in »n 4 parti uguali, prendendole poi a gruppi ciascuno di 4, e
supponendo ¢ =1, =2, i =3 avremo per valori approssimati del nostro

. G . .
integrale J yda le varie espressioni:
@

d o »
T % ('ro Yeu -+, ?/s) * N % (ro Ys—1 -+ 7, Ye1,1 —+ 1, y,),

*)

o7

n
5 g (ro Yor TV Yosys T+ Ve Your,s T+ 175 ?/s) IR
la prima delle quali per r,=1r,=1, A=2 ci di la formula dei trapezi; la se-
conda per r,=7r,=0, r,=2, A =2 da quella delle tangenti, per r,=r, =1,
r, =24 c1 dd quella conosciuta sotto il nome di formola d¥ SimpsoN, sebhene
fosse stata trovata prima da CavaLieri, come rilevo il Peawo, etc....

3. Per trovare ora il grado di approssimazione che si ha nel calcolo
dell'integrale con queste varie espressioni, lo determineremo per ogni ter-
mine della espressione pil generale (1) in confronto all’integrale relativo al-
Iintervallo corrispondente d,; e, profittando della circostanza che sono arbi-
trarie tanto le suddivisioni dell’intervallo 9, in 4, intervalli parziali, che pud
farsi con legge qualsiasi, quanto le r,_,,, tratteremo prima il caso in culi,
fissate in un modo qualsiasi le suddivisioni dell'intervallo d,, si cercherd di
determinare le r,_,, in modo che per quella suddivisione si abbia la mag-
giore approssimazione, e poi, lasciando indeterminato anche il modo di fare
la suddivisione dell'intervallo 3, in %, intervalli parziali, cercheremo come
questa dovra farsi per avere una approssimazione anche maggiore.
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64 Dini: Sul calcolo approssimato degli inlegraly déﬁm’ti.

~ Per semplicizzare le nostre formule faremo le indicate ricerche per il
primo termine della (1), indicando:

a) con d l'intervallo corrispondente;

b) con 7 e A i numeri %, e XA, corrispondenti a questo intervallo, con
che non si esclude che questi numeri possano anche variare da intervallo
ad intervallo;

N

c) con (7‘0 Ya TV 1 Yao1 T T2 Ygot T Viis Yoy + 7 ?/a,.') ’% il termine

stesso e con «,8, %,8,..., «,_, 3 i tratti da « ai vari punti della suddivisione
dell’intervallo § o questi stessi punti, nei quali s’intende che i valori di y
S1ano Ya, Yas - - - Yo, €ssendo cosi «,, «,,..., o, , numeri frazionari posi-
"tivi, successivamente crescenti, tutti inferiori ad 1, che saranno fissati avanti
o risulteranno poi determinati con quella legge che vorremo e che potranno
variare essi pure da intervallo ad intervallo;
ed infine indicando

d) con «,d («,=1) I'estremo superiore del nostro i'ptervallo 3 e con

Ya,; = Yq 3 1l valore di y in questo estremo.

) X ra4-0
4. Osserveremo che, se si pone f y dx = F (x), 'integrale J ydw

[

sard F(«—+9); e quindi ammesso che y abbia le derivate determinate e finite
almeno fino a quelle dell’ordine 4 -+ p -1, che considereremo mnelle nostre
formule, sviluppando F (z +4-79) colla formula di TavLor, avremo :

“a4-8 3z 33
Ja ydoe =293y, + (Q)y —|—_(3) R ) '
+ 8_’ G=1) + 5'+1 (0} _|_ _+_ b—H‘H (a+p) + 5 S (O)
T:(i)y“ w(z—f—l)y" w(@—|—p—|— ) )

essendo ¢ una quantitd che diviene infinitesima con ¢ di ordine superiore

ad i+p-+1.
D’altra parte il termine

. b}
(/ro Yo+ 71 Yan G e Vaet T it Ygin T+ s ?/m,.-) T (6)

che abbiamo detto di considerave, sviluppandone le varie sue parti colla
formula di TAaYLOR, coll’osservare che si ha ora in generale y,, =y (x 4 «,9),
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 65

potra scriversi:

N ?  Ya
byu+(“1r1+“2rg““""*‘“i-x"‘f-l"!-‘75.‘7",')ﬁ(l) y-A -+
2 2 H 2 2 83 y”
+(°‘1r1+“272_1_'"+°‘i—1ri_1+°‘iri)ﬁ(9) . -+
. ) X N LT
F(edn e ek ) S (7)
. ) ) ) 32 ydtn
(et oftir, a4 i) TGFD -+
ditett g Gin

itp itp 4D g 7P —————
(2P r, +ait?r, 4 i it PR ol T'xn(iﬁ-p) A

essendo o, di un ordine di piccolezza superiore a quello di 3***+'; e quindi

atd
Perrore che si commettera calcolando l'integrale definito J ydx colla
[+ 1

espressione approssimata precedente (6), invece che colla formula esatta (9),
risulterd dalla differenza delle due espressioni (5) e (7); e poiche in questa
differenza il termine 8 y. sparisce, 'errore stesso sard maggiore o minore a
seconda dei valori che saranno scelti per le »,, r,,..., r,_,, 7, 0 per le «,,
@ ,..., «; € non sard mai inferiore all’ordine di piccolezza di 8* (*).
Evidentemente, supponendo fissato d e dati «,, «,,..., «,_, ¢ profittando
della indeterminazione di tutte o di alcune delle »,, »,, rq,..., r._,, 7,, pO-
tremo far risultare questo errore dell’ordine di piccolezza di 3“* almeno,
quando le stesse quantita si determinino (¢id che vedremo ora che potra
sempre farsi) in modo che risultino uguali i coefficienti nelle due espres-
sioni (b) e (7) fino a quelli di 3+ inclusivo, cioé in modo che si abbiano
le 4 equazioni:
A
a1 e = 9
\ (8)

Y A
a?/rl—i" a:'re_l_"'+“§—1r;_1+a37‘;=§’

>

(*) Cioé avra un ordine di piccolezza non inferiore a 4% (N.).
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A
a?r1+“:/"3+"'+°‘:—1rc_1+°‘3i'r.'=I’
i i i i A
alr1+“27‘2+"'+“i—1ri—1+°‘iro‘=m’ )

e quando questo avvenga, l'errore sard dell’ordine di 3** ed avra per ter-
mine principale

. ) ) A di+? .
™ i1 L. i i1, G+
(“1 (0 ol M %3 iy a; 7 Q) % (1’_‘__ 1) Ya (9)

a meno che questo termine non sia zero, cid che appunto avverrd quando
insieme alle (8) si abbia come conseguenza di queste anche l'equazione
successiva che verrda dall’'uguagliare anche i coefficienti di 8+* nelle due

espressioni (5) e (7); nel qual caso, come in generale quando risultino sod-
disfatte successivamente anche le p— 1 equazioni:

. : ‘- 3 —_— )\

aftt v a4 e el = —
T+ 2

ity bty b bty ity — LS

. 1 t—1 7 i + $ . *

+ , 143 (10)

i+p-1 4P 1 i+p—1 Lot

@ rl—}—% rz—‘_ "—}—ai-l Yi T % ri_,l; l p’

kY
.

ciot le p — 1 equazior?imsuccessive all’'ultima delle precedenti (8) che vengono
come queste dall’'uguagliare i coefficienti nelle espressioni (5) e (7) fino a
quello di 37, 1’errore sara dell'ordine di piccolezza di d*7+' ed avra per suo
termine principale I’espressione:

. . ) A ditett ,
itp it . it . it2 4. +p)
(o‘l r ey r, a2+ i+p 1) w @ p) Yo' ¥ (11)

che poi trasformeremo in un’altra molto pilt semplice.
p p
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67

b. Si osservi ora che il determinante A del sistema di equazioni lineari
(8) si trasforma subito nell’altro

Xy Rp e Gy 4 &y

i—1 .
12 ..

& - Wy X
2 2 2
A s
—1 i—1 i—1
o %y G5

nel quale il determinante che vi figura & quello di VANDERMONDE, per modo

che si ha

A=u,a,...

@, o, I (ah — “k) con h>k,
Bk )

¢ A & sempre diverso da zero; quindi le stesse equazioni (8) determinano
sempre uno ed un solo sistema di valori perle r,, r,,..., 7,_,, r, che hanno

per denominatore I'espressione precedente.
Il numeratore poi di queste quantitd si ottiene colla regola nota, e ad es.

quello D, di r, potra trasformarsi nell’altro:

o, oy ..

e poiché alla colonna h ai termini

Loy d;l
%y

ai-t

2

ERN
1 o [4 ¢
_3‘ i1 (
T
z—f— R S
1 1 .
’ —g‘- » E grees - + i pOSSOﬂO eVlden'

1 1 1 .
temente sostituirsi gli integrali J zdz, J’ Fdaz,..., f #dz, | espressione
' 0 0 0

stessa pud scriversi
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con
1 1 ... 1
o, % . z %y
A(2)=| o« a... 2' ... «&,
wit bt 2L, it

e sviluppando il nuovo determinante di VANDERMONDE A, (2), che viene a figu-
rare sotto il segno integrale, si vede subito che se si introduce la funzione ¢ (2)
che si annulla per i valori O, «,, «,,..., «,_,, «;(=1) di 2, che corrispon-
dono ai punti.della suddivisione ed ai punti estremi dell’intervallo d d’inte-

grazione, cio¢ se si pone:-

o) =z2(r—2)(—a)...(2—2_,)(z— 1),

si riesce ad avere l'espressione semplice:

T = A b2 dz
P () Jor—a

(12)

(13)

pel valore di r,, con h=1, 2,..., ¢ —1, 4, intendendo che a«,=1.
Cosi trovati »,, r,,..., r,_,, ¥;, basta osservare che deve essere

ro+ri+-t+r +ri=2%
e che per una formola nota si ha:

1 1 11

@ PO TR @) i

per dedurne subito che

_ 2 ([t
SaEO) Rl

(14)

cid che permette di dire che anche r, pud aversi dalla formula (13), infen-
dendo che sia «,=0; ed ora in generale si puo¢ dire anche che, onde nel-

at
I’espressione approssimata (6) dell'integrale J

a«

a
y da manchi qualche ter-.

1
. . . . . N . 4
mine, ad es., il termine che contiene r,, bisognera che sia [ 2() dz=20,

potendo % avere tutti i valori 0, 1, 2,..., i—1, 4.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 69

6. Trovata ora questa formula per i valori di r,, 7,, 75,..., 7., 7,
per determinare l'errore corrispondente (9) od (11), osserviamo che quando
i valori delle quantitd stesse r,, anziché sotto la formula semplice (13), alla

quale li abbiamo ridotti, si prenderanno sotto la forma i)" » COMe vengono

dall’applicazione immediata della formula di CRAMER, si vede subito che, cal-

colando la quantitd tra parentesi nella espressione (9) con questi valori
D,

delle #, si trova che essa non & che lo sviluppo del determinante di

ordine ¢+ 1
A
%y &g %ia &; 9
A
2 2
wioooay ... ap, o 3
ait! afH °;¢_+1 a§+1 L
1 2 -1 2- _+__ 2

fatto questo sviluppo per i termini dell’'ultima linea e diviso per A e cam-
biato di segno; quindi sostituendovi agli elementi dell’'ultima colonna gli in-

1 1 1
tegrali lJ zdz, lj #de,..., XJ #t' dz, si vede subito che Ja stessa
0 0 0
1
quantitd sarad uguale a — AJ. ¢(2)dz e si trova quindi intanto che se l'in-
R 0
. : .
tegrale f ¢ (¢)dz non & nullo, quando si prende per valore dell’integrale
) 0

40
JO ydx la somma (6), nella quale le »,, r,,..., r._,, r, abbiano i valori

dati dalle (13), l'errore che si commettera avra pér termine principale

— 8 e
SR L‘P(z)d%

1
mentre se l'integrale focp (2) d z sard nullo, il detto errore sard di un ordine

di piccolezza superiore a quello di 3+
Supponendo ora, in modo generale, che -dai valori trovati »,, r,,...,
7.y, 7, per mezzo delle (8) risultino soddisfatte anche le p — 1 equazioni (10),

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXVIIL 10
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70 Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali. definili.

prendiamo a considerare il sistema di 4 equazioni:

A
afry a1y +---+aﬁrh+---+a%’_1r;_1+«?ra=m
A
41 21 cee Ty .. P 4o PH o =
7y, 4o, + g, + ey +of s ) (15)
. . , A
o T e e =

che & costituito dalle ultime 7 — (p — 1) equazioni (8) e dalle (10), ed osser-
viamo che anche queste equazioni ammetteranno per r,, r,,..., r._,, 7,
un solo sistema di valori che le soddisfano, perché, come ora vedremo, il
loro determinante sara diverso da zero e quindi questi valori, pure presen-
tandosi sotto forma diversa, saranno precisamente gli stessi valori che sod-
disfano un tempo alle (8) ed alle (10).

Ora, indicando con A il determinante del sistema delle equazioni (15),
basta sopprimere dalle singole colonne i fattori o2, a2,..., o2, «¥ e por-

tarli esternamente a moltiplicare per vedere che esso si riduce alla espres-
sione ofaf...af  of T («,—a,) con h>k ed & diverso da zero; quindi
hk

sard rh=%» essendo D, il determinante ottenuto colla solita regola di

CRAMER, e cosl collo stesso processo usato sopra si troverd che la quantita
dentro parentesi nell’espressione (11) sara

1 A
—_ a® o ... «f B
A p+1
ot gft? odt! —)\ [t
P2 =_Tf a,(z)dz
A Jo
a{+1’ a§+p af“’ A _
pH+i+1
con
0 — of @ ... of 2P
»
all""l ag-{-l .. a?+1 zp-l—l
?
e I S
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 71

e sviluppando nel solito modo il determinante sotto l'integrale, questa espres-
. "1

sione si ridurrd alla forma — )\J #*"'9(2)dz; e poiche questo procedimento
0

si applica a tutti 1 sistemi di equazioni che si hanno dal sistema (15) col
darvi successivamente a p i valori 1, 2, 3,..., p, si vede che in corrispon-
denza di ognuna delle equazioni (10) che risulti successivamente soddisfatta

1
(dopo le (8)) risulteranno zero successivamente gli integrali f o (2) dz,
0

1 1 1
2o (2)da, 1 Zo()dz,..., f 29 (2)dz; e si vede altresi che, se l'inte-
0 JO 0

o

1
rale seguente | #°7' ¢ (¢) d 2z non sard zero, il solito errore nel calcolo ap-
g g o ¢l p

a+(7
prossimato dell’integralef ydx per mezzo della (6) avrd per termine

principale
S+t

1
— (40 01
W(i+p)yapjoz 9(2)de.

7. Ottenuti questi risultati, avremmo gid tutti gli elementi che occor-
rono per giudicare del grado di approssimazione che si ha prendendo la

, . a0
somma (6) come valore dell'integrale j ydx. Ma per rendere le cose, al-

meno ‘in certi casi, alquanto pitt semplici, vogliamo anche trasformare le
formule ottenute coll’introdurvi la funzione ¢ (2), di grado i —1 in 2, data
dalla formula :

V) =@F—a)(F—a)... (2 —a,_,) (16)

che si apnulla soltanto per i valori «,, @,,..., «,_, di z corrispondenti ai
punti della suddivisione, invece di quella ¢ (2) di grado ¢+ 1, data dalla (12),
la quale, oltreché per questi valori «,, «,,..., @,_, corrispondenti ai punti
della suddivisione si annulla anche per i valori 0 ed 1, corrispondenti ai
punti estremi «, « + 8 dell’intervallo («, « - 3).

Per questo osserviamo che, avendosi ora ¢ (2) =2z(z—1){(2), la for-
mula (13) per i valori 1, 2, 3,..., ¢ —1 di & si muta nell’altra:

r 1 Jiz(z—l)n}:(z)dz(*)

zah(ah—l)q/'(och) 0 72—,

™ E qui fatto A=1, ed ugualmente nel seguito (N.).
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72 Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti.

e siccome si ha evidentemente
te—N=@C—a)@z—1)+o,(z—1)=
=@F—a)z+(F—)(g—1) 4o (5 —1)

sard
1 M , 1 1
ey PR Y7 P Joz‘b(z)d““ahqf(a,,) fo“z)dz+
Loy (1
_'—4/(&;;) oz—ot,,dz’
sempre per k=1, 2, 3,..., ¢ —1; mentre per =0 o «, =0, avremo:
1 1
ro——mfo(z—ﬂtp(z)dz
e per h%i, «,= 1, avremo:
1 ~
| r,=mjoz¢(z)dz
cioé: '
1 1 1
ro——lp—(o—)foz¢(z)dz—l—mL\b(z)dz,
g .- (18)
I RIIGLE

In generale poi avremo:

1 1 1 1
[ z-":p(z)dz=f 2t (z—1)d(2)dz =f z9+24:(z)dz—[ @t (2)dz;
Jo 0 0 0
talché si puod dire che se risulteranno successivamente nulle le differenze

f:zg ¢ (z)dz~"ﬂ:zq;(z)dz,

f:z’up(z)dz—ﬂz*tp(z)dz,

f:z"q;(z)dz——-ﬁzp‘lnp(z)dz
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Dini: Sul coalcolo approssimato degli integrali definiti. 73

(con p=12) che corrispondono ai precedenti integrali
1 B 1 .
focp(z) dz, Jomp(z)dz, cee fozp‘ o (2)d 2,
e la differenza seguente

f: #H(2)dz —f: ¢ (2)de,

. . 1 .
che corrisponde all’integrale #' o (2)d 2, non sard zero, l’errore avra per
p 0 ? ) )

termine principale

ﬂy(i+p)§ 1zp+1 tp»(z)dz—fizpq;(z)dz
w(@+p)7° 1o 0

1 1
In particolare quindi, quando gli integrali f y(2)dz e f z{ (?)d 2z siano
0 0

nulli, nel qual caso ed allora soltanto », ed r; saranno zero insieme, avremo
pill semplicemente

r 1 R dz (19)

P V' (h) Jo z2—ua,
per h=1, 2 3,...,i—1; e se, al tempo stesso saranno nulli anche gli in-

1 1 1
tegrali successivi f 22y (2)dz, [ ZY()da,..., f 2" (z) d z l'integrale se-
. 0 0 0

1 . i
guente ( 214 (2) d z non sard zero, il solito errore avrd per termine prin-
Jo \ ‘

cipale

S ip Ji'z"+‘ q’ (z) ds.
w(E+p)°* Jo

8. Si pud ora osservare che, cambiando z in %—f-t, Pintegrale

1

1
f ¢ (¢) d 2z si muta nell’altro [z , 91 (t) dt, essendo ¢, (¥) =cp(%+t) ed in
0

[ ——

1

questo, come in generale in tutti gli integrali J ) , 0 (®)dt, dove B¢t) & una

2
funzione razionale di £, si potranno conservare soltanto i termini 6 (¢) di
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74 Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti.

6 (), nei quali ¢ ha il grado pari e tralasciare senz’altro quelli di grado dis-

pari, perché questi saranno identicamente zero e lintegrale si ridurra al-
1

Taltro 9[ *Tydt.
JOo

Osservando quindi in particolare che se i punti della suddivisione
fatta nell'intervallo § sono due a due equidistanti dagli estremi, per modo

. . 1 1 .
cioé che sia ¢, =1—a,_, 0 g T I N g la funzione ¢, (f) nel caso

di ¢ pari diviene la funzione dispari di ¢

G (e |

per i dispari diviene la funzione pari di ¢

S G (00 B |

1

si pud senz’altro affermare che nel caso di ¢ pari, l’integraleJ ¢ (2)d#
0

sara zero; e siccome i valori di ¢ che corrispondono a z2=4«, ed a 2= «,_,

1 1 .. . . .
SONo @, — 5 ed %y — g © quindi sono uguali e di segno contrario, basta

osservare che col porre # =%+t, si ha ¢'(¢) =1¢’, (f) per dedurne subito

che nel caso di ¢ pari si ha ¢'(«,) = ¢'(2,_,) e nel caso di ¢ dispari si ha
invece ¢'(a,) =— ¢’ («,_,). D’altra parte, avendosi per tuttii valori0, 1, 2,...,
i—1,idin

() _ o9,(b) (t—('é*—“h))%(t)
P

t+Q %y tg_(q_ah)

per Posservazione fatta sopra sugli integrali J% . 0(f)dt si vede che gli in-

2

1
tegrali J Z-'(P(—zl dz, che figurano nelle espressioni (13) dei coefficienti »,
0 — %
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Dint: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti.

75

si riducono, per ¢ pari, agli integrali

per ¢ dispari agli altri

PR

'
—(% - “") f_% , jl(ztﬁah)’ =(% - """) J_% - _Ell(t) .

2

]

quindi, avuto riguardo alle (13) ed alle osservazioni fatte sopra intorno ai
valori di ¢'(a,) e ¢'(a._,) si pud senz’altro affermare che: guanrdo, come ab-
biamo supposto, i punti della suddivisione fatta dell’intervallo § sono a due
o due equidistanti dagli estremi, i valori dei coefficienti r,, r, , corrispon-
denti ai punti estremi ed a quelli equidistanti dagli estremi sono ugualz tra

loro; nel caso di ¢ pari si ha (*):

9 ] (t)dt
Yy="%i_p= 1 fO 1 2
ifa—g) " ()

con h=0,1,..., %, essendo :

w0=(r—)[r—(5—=)]- - [r~(F—=—1)]s

-

per i dispari si ha invece

1
Qu,—1 ) () at
’rh=’r'.__h= « 1 I CP g) -
e () (=)

2

—1
5 essendo ora:

O N (o

con h=0, 1, 2,..., 2

(20)

(21)

(22)

(23)

E nel caso di ¢ pari, essendo J ¢(2)d2=0, per quanto trovammo nei
0

(*) E fatto anche qui A=1 (N.).
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76 Dini: Sul calcolo approssimalo degli inlegrali definiti.

paragrafi precedenti, si pud dire che il solito errore avrd per termine prin-
cipale ' \ :
—9 _.Si_ymft? () dt
TF(I,—{—Q) @ 0 !

1
con o, () dato dalla (21), se non sard zero anche Ilintegrale f ’ to, (f)dt,
0

mentre nel caso di ¢ dispari il termine principale dell’errore sara:

18] =

9 g+ G+1)
peEr == L

LA

con ¢, (¢) data dalla (23) se non sara zero l'integrale e, (D) at.
0

9. Quando poi invece della o, () si voglia introdurre la funzione
4, () = ¢, (%—l— t), corrispondente alla ¢ (2) di cui nel paragrafo precedente,

bastera valersi delle formole dello stesso paragrafo, come qui ci siamo valsi
delle (13), od anche potremo valerci di quelle che ora abbiamo dato col so-

stituirvi al posto di ¢, (!) la funzione (tz——i—) ¢, (8).

Scendiamo ora a casi particolari col supporre i =2, i=3, i=4 e le
suddivisioni fatte in parti uguali tra loro:

19) 4—=9, a,— .

5 Avremo o, (f) = (t’ — i)t e quindi, per le formule
precedenti (20) sard '

4

,

To=1=—57— Ffdt=

1
2 (2(, 1 3
n=gwm ), (f-5) =g
ed il termine (4) diventerd %(ya+4yl+y¢+a), cio¢ si ritrova la formula

di Sivpson, per la quale 'errore avrd come termine principale

8] =

28 . 11,
— @ ,[o (t —Z.)t at,
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Dini: Sul caleolo approssimato degli integrali definiti. 77

cioe:
85 v __ 85 1v
s@ =) Y 2880 Y

come trovo il Peavo con altri processi.

2.9 =3, « :i, @ =3-Avrem0 (f)= t“’—i 152—i e quindi
' T N P 36)° 1

per la formula (22) avremo:

ed il termine (6) diverra:
: . :
5 We+ 3y +95) +9as0) (24)
e Perrore avra per termine principale

i
d° ) 1 1
) v 2 b 2 L —
2w J () [ ) o
1

L4

20° w(i(n O, 1) ¥ v 9
— T a@Ye JO (t —8" 1) TR @ ¥e T 6480 Ye

e quindi si avrd una approssimazione molto maggiore di quella che di la
formula di Simpsox.

1 1 3
%) i= = Q= Oy = - :
39 i=4, a,= %= g %= Avremo

NCIN AT AY

\

e quindi per la formola (20) avremo:
2 1 7
t 2 2 — L,
1”0‘—'7'4-_—:,——1— JO (t —E) t dt——go
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78 Dini: Sul calcolo ﬂppfossimato degli integrali definiti,

. L :
2 1

o 2 (. 2 4, 16
71—73—1—1[0 (t _E)tdt_l—f)’
P _I)
2 : 1 Q~
- O PR AT _2
r“‘<9’1(0)fo(t_?)(t_i—ﬁ)dt—'in’)’

ed il termine (6) diverra:
3
g (7 Yo+ 32y +9:) +129: + T yar0), (25)
ed il solito errore avra il termine principale:
37 T 1 1
o ‘v (2 [, o+ 2t} g —
o Uha M G [ G L

— 0" vi___ 808" o 3" vi
_471'(6).4‘2?]“1:—#(4‘)7:(7)?/“ w4 w(7) Yo'

che col cambiamento della derivata quarta di y nella derivata sesta viene

da quello che si ha nel caso della formula di SimMpsoN, moltiplicandola

per‘ E .
10. I risultati ottenuti mostrano che la formula di SiMpPsON-CAVALIERI
e le altre ora trovate (24) e (25) pel calcolo approssimato degli integrali

af-d
J y dx sono quelle che danno la maggiore approssimazione quando lin-

tervallo & di integrazione.si suddivide in 2, 3, 4 parti uguali tra loro; e cosi
altre formule per approssimazioni anche maggiori potrebbero subito aversi
nel caso delle suddivisioni dell’intervallo in un numero maggiore ‘di parti
uguali,

Quando poi non si fissi che queste suddivisioni dell’intervallo ¢ in un
numero determinato ¢ di parti debbano farsi in parti uguali, ma si lasci in-
determinato il modo di farlo, allora determinandolo opportunamente, pos-
sono aversi formule di approssimazione anche maggiore, perché possono
determinarsi i numeri «,, «,,..., «_, in modo che non solo lintegrale

1 1 1 1
J ¢ (¢) d z, ma anche gli integrali f zv(2)d 2, j go(z)dz,..., {z""cp(z)dz,
0 0 0 JO
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 79

con p =i, siano successivamente zero, nel qual caso — quando questi in-
tegrali siano tutti zero, — il solito errore & dell’ordine di piccolezza di
dt*t! ed ha come termine principale

Sitrtt

1
(4-p) ~1
0 )yﬂjozf 9 (2)dz

!

Cambiamo percid 2z in 2 » con che glintegrali precedenti, che pos-

1
sono tutti comprendersi nell’'unico J 2o (2)dz con k=0, 1, 2,..., all’in-
0 .

fuori del fattore gk—ix si riducono tutti alla forma

. .
f1(1+t)’“F(t)dt dove F(t)=<p(12it)’

e F(¢) dovendo annullarsi per {=—1 e per {=1, perché ¢ (2) si annulla
per z=0 e per z=1; ed osserviamo che introducendo le note funzioni di
LeceNDRE X, per le quali si ha sempre

1
I X. )X, (t)dt=0 per m==n
-1 . .

1 . Q
Xmdt= g

le funzioni F (f) ed (1 + ¢)* possono sempre porsi sotto la forma:
F(t)=ao+a1X1+a2X2+’“+asX-‘+a.'+1X.'+1, (96)
(1+t)k=bo+b1X1+b2X2+"'+kak-, (97)

colle @, e b, quantita costanti, ed a,+ 1, e b, diverse da zero, e preci-
samente: ’

_ ® (i+ 1) S .1 L N B
s =g 13,5, @i 1)’ T 1.3.5...Qk—1) )

~ (*) Siccome il termine di grado piu alto ¢+ 1 in F(f) e quello di grado k in (14-#)*

1 .
sono rispettivamente '::Tﬂ e t%, i coefficienti aiy1, bz di Xiy, e Xz nelle formule (26) e (27)
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80 Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definili.

e quindi basterd ammettere che siano successivamente soddisfatte le condi-
1 1 1

zioniJp(z)dz:O,fzq;(z)dz:O,...,fz’“cp(z)dzzo, per dedurne suc-
0 0 0

cessivamente @, =0, ¢, =0, a,=0,...; e concluderemo dapprima che &
non potrd superare il numero 4, perché se potesse essere k>1 j+ 1, ne
dedurremmo anche a,;, =0, il che & inammissibile.

Neppure potra essere k=1, oppure k=14 — 1, perché per k=14 o per
k=1 —1 si avrebbe F(t) =a,;, X;y,, 0 F () = a, X,+ a,, X,;, e non rimar-
rebbero soddisfatte le condizioni F(1)=0, F(—1)=0; quindi il valore
massimo che potra avere k& sard k=14 — 2 ed allora avremo:

T F (t) =, Xiy+a; Xy + @y Xigi5

e perché possa aversi F (1) = F(— 1) =0, si vede subito che dovrd essere
a; =0, a,_, =—a,,,, per modo che sard F(f) =a,, (X4, —X,_,) con a,,
dato dalla prima delle formule (28); e allora i valori delle «,, «,,..., «,,
risulteranno determinati in corrispondenza delle radici B,, P.,..., Bi,---,

t
B.y1, diverse da — 1 e 41, della equazione X,;, — X, , =0, o f . X, dt=0,

t
percheé, come & noto, st ha X,,, — X, = (2¢ - 1)] X;dt; e verra precisa-
1 .

_ 1 B
mente ah—§+§-

Ed in questo caso il termine principale del solito errore sara:

82‘1 (24) ! pi—1 (z) dz—
- (Q ’L) Yo JO ~ ¢ -

Pias!

1
_ @) o =t . — X,
- . (9 z) Yo Xt f—l(i + t) (X'-I-l X'—l) at

vengono ad essere rispettivamente

) 1 1
2i+43 BH X dt e %Jf—ij  #Xadi;

Qi+t 2

e quindi basta ricordare che dalla teoria delle funzionj X, si ha:

1 [t o d n (m)
@J_lx"‘t =i3F...em+D

per dedurne subito i valori scritti sopra di ait. € di bz .
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e facendo un’integrazione per parti col ricordare che

X’;-q—: - X’;’—l = (Q@_i_ 1)X.',
diverra:
0 1 ,
m—@—)y& —’b—( @+1)J—1 (1+t) X,dt=

2i1 ’ 1
3 e Fit

=mya i (Q’&—i—l) J_l t'X;dt,

potendo trascurare senz’altro gli altri termini che si otterrebbero svilup-

1
pando (1 +¢)° perche, dando luogo ad intervalli tutti della forma f t" X, dt,

—1
con m <4, sono uguali a zero.
Ricordando quindi che si ha, come dicemmo in nota:

27 (3)
1.3.5...Q2i+1)

41 .
J FX,dt—
—1
ed avendo riguardo alla prima delle formule (28), si vede che il detto ter-

mine principale dell’errore prende la forma

§rs = (i) ) G+1)@i+1) .
@) \1.3.5...(24 +1) i Ye

od anche, con facilissimi calcoli:

' 32"*1( = (i)’ ) G+DRi+D o,
= (20) \7 @i+ 1) ¢ "

od infine:

St W(W i+1 @9
% @) i Qi 1)de

(29)

11. Quanto poi ai coefficienti r, che figurano nella solita formula (6)

. . ot . .
del valore approssimato dell'integrale J ydwx, si pud osservare che per

«

le (13) ora avremo:

1 (te()dz 1 LR,
(Pl(ah) Oz_ah—QF'(Bh)f—lt_Bhd,

essendo ora P, = %a,,—l la radice della F(t) =0 o della Xy, — X, ,=0,

’r‘h == ri—h ==
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82 Dini: Sul ealcolo approssimato degli inlegrali definili.

che corrisponde ad «,; e poiché:

F' ()=t | X'aa () — X' 0 { — (@i +1) ay X, (8)

sard:
— 1 ! X.-+1 ) — X, (®)
R ICTE S P AN =
_ 1 t X, 1 (t) i1 ph Xo—l t) ._1 (ph)
_Q(%+1)X,.(p,,)u = t—ph+ J_l t— B dtt
OVVero
— = 1 R, R
V=" = m i i+1 (ﬁh) — Ly, (Qh) t
essendo

to —
R—t [ EE=X0,,

la nota funzione intera in y che figura nelle funzioni sferiche di 2. specie
e per la quale si ha, come & noto:

B =2l X ) g e X ) + S X )+

Per questa avremo dunque:

R (8) — Ry () = 511 X, (8) — (@z—?))} i | X ) —
1

- 7);30—%) 5 (i—- 1)§X'-*(5h)+

21—!—1

o 1
X E(Qw-ém—l—l)z(

2m — 1) (i —m)

1
(Qm—}-l)(z—m—}—l)z‘x am (B) =
92@—}—1
2¢—4m41
_(0'“_‘_1)2'(9 m—~+1)2m—1)@—m) (i —m-+1) Xicen (Ba),
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definili. ' 83

e quindi infine:

o 2i—3 X, (8)
1',,=r"_h_i+1_3i(i—1) X;(sh) - :
. Qs —T7 X4—4(Bh)_...
5.3.(6—1)(¢—2) X,(B) (30)
LV xe)—
X))l i1
2i—4dm+1

Xi_zm (Bh) ’

TIZOm I n@m—1)G—m )G —m)

intendendo che nella somma ¥, debbano tralasciarsi tutti i termini per i
quali le X avrebbero indice negativo.

12. Cosl, supponendo =2, il termine principale (29) dell’errore viene

ad essere
85 v
= (&) = (5) J*

. 1 2 ..
e si ha To==1y= > r =5, come appunto deve essere percheé si ricade

sulla formula di Simpson.
Supponendo. invece ¢ =3 e ricordando che:

5, 3 ’
st-—-t—~-—t, X, —X, =T X, dt,
2 2 -1

e quindi

X —X=1 5(t*_1)—6(t*—1)z=_; #—1) B —1)

si vede che le radici della equazione X, — X, =0 sono le quattro

1 1
o=—1, pi=—F Pi= v Ps= 1
P P B e Bl

alle quali corrispondono per le «,, «,, «;, «, i valori

1/ 1 1 1i
2, =0, a1=§‘t1—\7‘5‘)’ “1—§(l+\/_;5‘)’ s =1,
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84 Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti.

e quindi per le formule precedenti si ha:

f (1
plop ot 4t 1 1t Wy 1,1 5
T T e 1 T 6X(L)_4.a 6 12
/

e l’espreséione (6) si riduce all’altra:

1
12 Yo 1 5 (ya+d16 -+ ya+026) T Yaqd | > (31)

U

- a9 .
che da il valore approssimato dell’'integrale J y dwx con un errore il cul
[

termine principale &:

5 T3 & 5"

2 ¥
vi__ vi__ < VI __
@ 3.7 T T E .7 T B sl e T
J— 8-’ VI
1512000 Y= -

13. Osserviamo ora, che se, contentandoci di una approssimazione

1
minore, invece di richiedere che siano zero tutti gli integrali ( Q(2)dz,
: JO

1
J zo(e)dz,..., [ 27" ¢ (2)dz, si richiede che lo siano soltanto i primi
0 J 0

kE+1, con k<<i—2, allora nella (26) risulteranno zero soltanto i coeffi-

cienti a,, a,, ty,..., @, e le «,, ay,..., «,..., «_, corrisponderanno, me-
. . 1 .. .
diante la relazione «, = ——ig_ﬁ—", alle radici §,, Bz,..., P, diverse da — 1 e

da 1 della equazione
Dy q Xk+l + Opys Xk+2 + -t oy X"-l-l = 0,

nella quale a,., ha il valore dato dalla prima delle (28) e per i coefficienti
devono sussistere le due relazioni

W g —+ L + et 0y = 0,
By — Ogepg + Qpyg — - R ARES 0,

perche l'equazione stessa abbia anche le radici 1 e —1, per modo che vi
restano dei coefficienti arbitrari.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 85

14. Aggiungiamo infine che quando nelle nostre formule, invece della
solita funzione ¢ (2) si introduca la funzione ¢ (2) del § 7 e si richieda che

. 1 1
siano zero i due integrali [ $(2) d =, f 2{ (2) d #, cio che portera che nella
Jo 0
(6) vengano a mancare r, ed r, ed insieme a questi due integrali siano suc-
1 .
cessivamente zero anche alcuni degli altri f 2" (2) de, J 2Y(2)dz
0 0

14t

1
f 2"y (2) dz, allora facende ancora z=- 5
0 .

zione uy(i—o—ztf) potremo porre questa funzione F,(#) sotto la forma:

ed indicando con F, (t) la fun-

Fl(t)=co+01X1 +02Xn+' ¢ '+Ci—-l Xi—l)
essendo ora
w(i—1)

G T 1.3.5.. (20— 3)

e quindi osservando che si avrd:
L | PR
fz x};(z)dz:Qk_HJ L+ F, () dt,

si vedra sublto che anche in questo caso k£ non potra superare ¢ — 2 e per
h=i—2 avremo:

60201=62="'=0¢—2=0; F:(t)=ce_1X.'_1-

1
Ne segue che, quando debbano essere zero tutti gli integrali ' ¢ (2)dz,
. JO

L 1 1
j znp(z)dz,f z?np(z)dz,...,f Fy(2)dz, le «,, a,..., «,_, dovranno
0 0 0

corrispondere, mediante la formula

alle radici y,, Ya2,---, Yi: della equazione X, ,=0, ed allora insieme a
r,=r; =0, avremo 0 per le (17) del § 7:

(ah) 0% — “h QX P (Y;.) — t*—Y;.
Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXVIII. 12
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86 Dini: Sul calcolo approssimato degﬁ inlegrali definiti.

e poicheé si ha:

1 1 X;_.l X4 1 t) 1—1 (Yh) — -
7 [ t__Yhdt-_ J_i t——yh dt=R. (y,) =
24— 3 —17 —1 1
== ﬁT 4—2 ( h) + 3( 9;) {—h ( ) + 5(l o i—S (Yh) + e
si avra:
24— 3 2¢—17 -
r, =7, = X I'—l (Yh) ; X o (Yh) -+ m X, (Y4) -+

o ' (32)
+5( 3)X4_5(Yh)+"‘\"

‘ . a0
E cosi la espressione (6) pel valore approssimato dell’integrale [ ydx

si ridurrd ora alla seguente:
(ry Yo+ Y+ 1, yd-l) 8,

dove le »,, ry,..., r,_, verranno determinate da queste formule, col farvi
=1,2,...,¢—1,essendoley,, ¥,,..., Y., le radici dell’equazione X, , =0
€ Yiy Yar-r-yr You 1L valori di y nei punti a4+ «, 8, a+a,9,..., a+a,_,d, le

@, essendo legate alle vy, dalla formula :x,,=1——gl‘-

Ed il solito errore avra per termine principale:

24—1

e t .
2{--2) ) =1 —_
¥R @i T Y& e, J_1 A4+ X, () dt=

Sei-2 1
—_— @i=2) o i—1 X
2; T (Q 1: - Q) ya cc—l J——l t Xt-—l d t’

1
e tenuto conto del valore di ¢,_, e di quello dell'integrale J X, dt,

questo termine potrd scriversi Totto la forma

g% @i—2) 4 (1’ —1) —_
Ty n@i—2)Yc |1.3.5...2i—3)| 2i—1
V. ~ (7/ — 1)‘ @i—2)

T3i—1 n(2i—2)° e
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Dini: Sul calcolo approssimato degli integrali definiti. 87

15. Per ¢ =3, osservando che

3 1 o5 __t 1
.Xz(t)—-ﬁ-t—gy X2—3t,ey,_—\/—§, {2———\/§
sl avra:
1 1
1——= 1+ —
1 V3 +\/3
')’127'2_—_‘—‘2—1 ®, = ‘2 y 7_22——(2———y

»

, . . < S 1
e l'espressione (6) si ridurra all’altra semplicissima 7 (ya+013+ya+azé’) per
- . - a+a
mezzo della quale si avra il valore approssimato dell'integrale f ydx con
[
un errore il cui termine principale sara

6

_ 2 v
5 a@=p) ™

che & i —3— di quello che si ha colla formula di Simpsox.
Per ¢ =4, siccome

.3, 1
Xo=1, X,=1{, L=g5t—3

5 ,, 3 ¢ . , 15 , 3
_Q,_t —gt—'g'(f—)t —3), X3=§t -3’

_ —31 == p— g
n=—\2 =0 1n=\2

e per le formule precedenti (32) sarj:

X3=

sara

,_,._U?_(i 3 L)[1 _5
RT3\ T 2) 776 18’
2 5 1 1 8
"= “?'@Jr?::ﬁ’

e la formula (6) si riduce all’altra:

1
i8

5(?/1+y2)+83/22:
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88 Dini: Sul calcolo aj)prossimato degli integrali definiti.

essendo ¥,, ¥., ¥, 1 valori di y net punti

a4 o,

con

alz

2

I3
I=Vz

3,

»

oc—i—ozzs, @ o, 0,

3
1+\/3

9’

“3_—_

1
Q 2

@2:

ed il solito errore avra per termine principale:

—_81 = (3)* o __ S 8"
7 w(6)° Ya

— VD

T T 0B s e

Calcolo approssimato delle aree

1. Si abbia una curva posta tutta al di sopra dell’asse delle « e pro-
poniamoci di trovare alcune formole che diano un valore approssimato della

A

M
r

3

1
4
]
]
i
]
i
1
1
1

>

2
D

o~

8

solita area compresa tra due ordinate 4 C
e PM, la curva e l'asse delle w.
1.° Si scomponga la distanza 4 P in
ey
2n
sendo 0 4 = «, O P=2p) coi punti 4, a,,
Gyy.oy O,_,, Pe siindichino con ys«, ¥,
Yase-os Ym1, Yys le ordinate della curva
corrispondenti a questi punti.
L’area A, come & noto, sard data dal-

m parti uguali, ciascuna a d = (es-

Iintegrale [ ydax ed un primo suo valore approssimato sard dato dalla

formula:

A1'=8(y¢+z,+y2+~-~+ym-l)=(rﬂ—«)%"’ (1)

come gia trovammo nella prima lezione del calcolo integrale; e questo puo
dirsi il valore approssimato della media.
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Dini: Calcolo approssimato delle aree. 89

2.° Dopo aver diviso 4P in m parti si divida ciascuna parte per

R - . . 3
metd, formando cosi intervalli uguali ciascuno a 5
<l

13
Intendendo di calcolare I'integrale J ydx col mezzo di questa nuova
a

divisione colla solita somma Y 3J,f,, cioé colle 3, uguali ciascuna a 5 7 St

potra prendere per f, nel 1° intervallo y«, nel 2° e nel 3° il valore y, di y
nel punto @, comune ai due intervalli; nel 4° e nel 5° il valore y, di y nel
punto @, comune ai due intervalli, nel 6° e 7° y,;... e cosi si avra:

Ebf— )ya Q?/1+9y2+"‘+Qim_l+yﬁz’
e quindi un secondo valore approssimato 4, dell’area sara
3
A2=§3y¢+211+ﬁy2+ +9?I \+Jﬁ: (Q)

e poiche questa formula corrisponde precisamente alla somma dei trapezi
che si ottengono tirando le corde Cm,, m, m,, m,m,,... si usa di dirla la
formula dei trapezi o di Bezout che la dette.

3.2 Supponendo di dividere l'intervallo 4 P in un numero pari 2n di
parti ciascuna uguale a 93, nella solita somma Y3, f, prendiamo per f, ed f;
il valore y, di y nel punto a, comune al 1° e 2° intervallo, per f, ed f, il
valore y, di y nel punto a, comune al 3° e 4° intervallo, ece....; si vede
subito che si avra:

23, f =23,

Y. +Ys+ Y+ - -+y2,,'_1 z ’
e quindi un altro valore approssimato 4, della nostra area sard:
Assz‘zy.—l—yg—f—“'—i—yz”_l:’ (3)

e questo si usa chiamarlo il valore approssimato col metodo delle fan-
genti, perché pud considerarsi come la somma delle aree dei trapezi che si
ottengono conducendo le tangenti alla curva nei punti m,, m,,..., corri-
spondenti alle ordinate dei punti medi tra C ed m,, tra m, ed m,, ecc.

4.° Supponendo ancora che la divisiome dell'intervallo 4 P si faccia
in 2x parti ciascuna uguale a 8, ognuna di queste parti si suddivida in p

. .9
parti uguali a i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



90 Dini: Calcolo approssimato delle aree.

Preso allora ad es. il primo intervallo doppio 239, cioé quello da 4
ad a, ed indicati con a',, @, @,,..., @, (=a,) 1 punti della suddivisione
dell'intervallo da 4 ad @,, e con a’,, a’,,..., a",y,..., @",_,, 0", (= a,) (con
p=q-+1) quelli della suddivisione dell'intervallo da a, ad a@,, potremo in-
tendere fatta nell’intervallo da 4 ad a, una divisione degli intervalli da 4
ad o'\, da o', ad a’,, e da a’,, ad a, e per la parte della somma X 3,7,
corrispondente a questa nuova divisione potremo prendere

(@) — @) o 4 (0" — @) Yy - (@2 — a"510) ¥
ovvero

%;ym+(p+qm+(p—q—1)y2)=-

Lo stesso potendo farsi per ogni divisione doppia successiva, si vede
subito che per la intera somma Y3, f,, o cid che & lo stesso, per un altro
valore approssimato 4, dell'integrale potremo prendere:

3 |
A4=—iya+(p+q)(y,+y3+y5+-~+yz,._1)+
P
(4)
+(p—q)(yz+y4+-~+yzu_2)+(p—q—1)yﬁz,

dove p & un numero intero qualunque.
Supponendo p =2, g =1, si ha la formula:

A14=u_) Yo +3(?/1 +y3+f’/5+"‘+@/2u_1) +(y2+y4+"‘+yzn—ﬁ):7 (5)

e supponendo invece p=3, ¢=1, si ha

4

e b
=§= +4?/1+?/3Jr +J2n_1)_{'— )
(6)
+2(y2+@4+---+y“_2)+y5<; 5

per p =14, ¢ =2 si ha invece
" 3‘
A421’y¢+6(y1+ya+"’+y2n_1)+ )
: (7)
+@(y2+~-+y2,._g)+yﬁ§. ’

La (6) & conosciuta sotto il nome di formula di Simpson, sebbene fosse
data prima da GavaLigrr e nella pratica si applica spessissimo.
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Dini: Calcolo approssimato delle aree. 91

Questa formola di Sivpson si troverebbe anche sostituendo alle por-

zioni di curva da C ad m,, da m, ad m,, da m, ad m,,... gli archi delle
parabole (che sono sempre determinate) coi diametri

.o s . e 02
relativi alle corde Am,, m,m,, m, m,,... paralleli al- P <
lasse delle y e prendendo Parea della nuova linea cosi 7/ My
formata. c/

Sia infatti Cs m, s, m, la parabola che ha per dia-
metro m, a,; 'area del segmento parabolico Cs, m, s, m, % 7v
*sard i % del parallelogramma C¥9,0,m,, cioé:. %

2 Yo+ 9\ 2 s (. Yo+,

g‘sl(mla'l__g )_'3"81(?/1 T) J J

[}
L’area del trapezio Cm,a, 4 & data da A ‘ “

Y: Yo Ys + Yo
23 5 = 3, g
I'area parabolica & quindi:

—1-8 Yo+ Yo
32

2
+§81y1=

Yo+ 4 Y+ Y. s .
Essendo 3, =23, perché 3, = 4 a,, torna

8 N
ggy«z—l—w.—i—yg%-
2. Resta ora a trovarsi quale grado di approssimazione nella deter-

minazione delle aree si ha con queste formule, e per questo procederemo
come segue:

Supposto che y = f(x) sia I'equazione della nostra curva, la solita area
di essa fra « ed « sard l'integrale f f (x) d #, che indicheremo con ¢ (x); e

quindi, fermandoci dapprima a considerare le aree corrispondenti ad una
parte 8 o a due parti 23, quando l'intervallo da « a f o da « ad « si divide

in parti ciascuna uguale a 9, si vede che le aree stesse saranno rispetti-
vamente:

82 3 84
q><«+8>—?<«>=8@'<«>+ch"<«)+%@"'<a>+ww @+ —
F) S 17 ) - 1 (@) g £ () -

‘P(“+93)—?(u)=93f(a)+932f’(a)+% 3 (@) 4 3 (@) A
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92 Dini: Calcolo approssimato delle aree.

ed a queste formule potremo anche sostituire le solite formule di TayLor
abbreviate. ' ' .

Evidentemente dunque, quando ci si valga della formula (1) per avere
il valore approssimato della nostra area, si avrd un errore ¢, che non su-

% o°|f'| o ? _Q * [f'] 9, essendo | f'| il massimo valore assoluto della

derivata di f(x) tra « e B.
Valendosi invece della formula (2) si osservera che I'area approssimata

perera

corrispondente al primo intervallo & viene data da (ya—i—yl)% cioé da,

_;\_;f(z)—{— f(x+3); od anche da

3

a 82 ’ 8 ” N 84 "
bf(")‘f‘@f(“)—’—If (“)‘l—mf (“‘)“I‘"’A
e lerrore per questa parte dell’area viene evidentemente ad essere
1 8 " 34 "
— g @ @ —

e fermandoci al 3° ordine, I’errore ¢, per l'intera area viene ad essere mi-
B—a
12

seconda di f(x) tra « e B. )
Invece per la formula (3) siccome pel primo intervallo doppio 23 l'area
approssimata ¢ data da 23y, o da

25 f(a—+8) =28 F(a) 28 f (a) 8 f" () 4+ -+

mentre ’area esatta & ¢ (x + 29) — ¢ («), l'errore ¢; non superei*a 218t |f'], o
(B—a)d|f’|, essendo ancora |f'| il massimo valore assoluto della derivata

di () tra ¢ e B (*).

nore di |f"| 9%, essendo |f”| il massimo valore assoluto della derivata

(*) Qui & occorsa nel testo una leggera svista. Siccome

[peten—r@]-2sretn—Foramst..
e quindi )

68 " 1 4
6 <2n. g =5 PE—a)f"),

si deve parlare del massimo valore assoluto della derivata seconda, e modificare il coeffi-
ciente come ¢& scritto sopra (N.).
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Dini: Calcolo approssimato delle aree. 93

Intine, per la formula (4), si osservera che nel primo intervallo doppio
23 l'area approssimata viene data da:

[@+ @+ @+ +(p—a—fa+28],

3

e quindi da:

(«)+(p+q>[f<«)+8f<>+ £ () +
+gf'"<«>+9—4f"<«>+--~h

+(p—q¥1)[f(«)+93f'(a)—i—°~’3’f”(«)—r

+ g V@ S | =

=%:pr(«)+(3p—q—9)3f'(«)+
2L ) (o — g a— ) @)
+(ogr—gre— )3T @+ | =
=93f(«)+(3~gj—9)6‘2f'(1)+(£— S e+
e (S e

e l'errore dell’area corrispondente a questo intervallo ¢ (x +28) — ¢ («) per
la formula scritta sopra sara:

s L L

15¢+16 33\ ¢ .1y
+( 2%p 1%0)8f (@) +

e sull’area totale si avra un errore che non supererda la somma di questi
errori.

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 13

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



94 Dini: Calcolo approssimato delle: aree.

Nel caso p=g¢+2 lerrore sulla parte dell’area corrispondente all’in-
tervallo doppio 28 & dunque

(=g @+ (5 =g) @+ (5 =) @+

e incomincia col 3° ordine e nell’area intera col secondo; ma per p=3 (e
quindi ¢ = 1), cioé nel caso della formula di Siupsox, il primo termine del-
Ierrore sulla intera area incomincia solo al IV® ordine ed & in valore assoluto
minore di

nd® f—a
90 0 0

f Fv

essendo | f . il massimo valore assoluto di f'¥ (x) tra « e £.

‘ . . . —u . .
[Se si tratta di una parte sola & d = g e l'errore & minore di un va-

9
lore assoluto di %1% I =(£4’—T—5°;—)1f“'| come trova Praxo con altro

pI‘OCGSSO] .

E questa la ragione per la quale si usa spesso la formula di Stmpsow
pel calcolo delle aree.

Nel caso poi di p =4, ¢ =2, si ottiene sull’area corrispondente all’in-
tervallo doppio 28 un errore = 11—% 3 (a) +% 3* f” (a) +-- - e per l'intera
" area il primo termine dell’errore sard numericamente inferiore a

P ” _p_—“\g ”
@d =g

essendo al solito .f” il massimo valore assoluto di f"(x) tra « e f.
Si intende che queste formole, oltreché pel calcolo approssimato delle
aree, servono anche per quello degli integrali definiti.

Per maggiori sviluppi vedi il Cap. XIV del Calcolo Integrale e segnata-
mente i risultati contenuti al § 220 a pag. 331 e segg.
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Sopra la derivazione dei canali.

(Memoria della Dott. Giuseprina Banzi, a Pavia.)

Il prof. CisorT! in una Memoria (*) si & occupato del seguente problema:
Dato un canale rettilineo (canale principale) a sponde verticali e fondo oriz-
zontale, da una delle sue sponde, ad es. dalla sinistra, si stacca un secondo
-canale pure rettilineo (canale derivato). Si tratta di studiare la ripartizione
delle acque nei due canali; il prof. CisorTI determina una notevole formula
che risolve il ‘problema su accennato.

Al medesimo risultato & pervenuto, in seguito, il dott. BovEerio, trat-
tando (**) lo stesso problema con procedimento diverso da quello tenuto dal
prof. CisoTTI.

Nelle Memorie sopra citate, il problema e trattato in due dimensioni, e
questa ipotesi, unita all’altra che il moto avvenga senza vortici, consente
I'impiego della rappresentazione conforme; si suppone inoltre che il movi-
mento sia ovunque stazionario, ed infine che il liquido (fluido incomprimi-
bile, omogeneo, la cui densitd costante si assume uguale ad 1) non solo
bagni, ma scorra effettivamente lungo le pareti, tanto del canale principale,
quanto di quello derivato. In modo preciso si suppone che il movimento
avvenga in_questo modo: tra i vari filetti, quello che proviene dallinfinito
a monte del canale principale e va a battere contro il punto P, (vedi fig. 1)
— filone spartiacque — rimane ivi momentaneamente arrestato, indi si scinde,
in due filetti, che scorrendo I'uno lungo la parete », del canale principale,
Paltro lungo la sponda p, del canale derivato, si protendono indefinitamente
a valle dei medesimi; il filetto che proviene dall’infinito a monte scorrendo

(*) U. Cisorri, Sopra la derivazione dei canali [Zeitschrift tiir Mathematik und Physik,
59. Band (1911), 2. Heft, pp. 137-151].

(**) E. Boverio, Sopra la derivazione dei canali [Atti dell’Accademia delle Scienze di
Torino, vol. LIIT (1917), pp. 124-134].
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96 Banzi: Sopra la derivazione dei canali.

lungo la parete », arrivato in P, cambia bruscamente direzione per scorrere
poi fino a valle lungo la parete u, del canale derivato; infine il filetto che
proviene a monte del canale principale scorrendo lungo », continua a scor-
rere fino a valle lungo la parete stessa. La massa d’acqua che trovasi tra
il filone spartiacque e @, 4y, va pertanto a formare la corrente del canale
derivato e la massa d’acqua rimanente continua a scorrere nel canale prin-
cipale. )

Fano xsar vy

'y/\\ ‘\\\.ﬁ'

lag) ’(/ ]
o, E
' : / .
| N4 ; 4 j“ o7, R
i i X
| — / H
l — »— — H
YA ' JA
' i
| i
o
Fig. 1.

Notoriamente in un brusco cambiamento di direzione, quando I'angolo
supera 1 180°% la velocitd diviene infinita. Cid accade, nelle ipotesi ammesse,
nel punto P,. In P, invece, punto di arresto del filone, la velocitd si annulla.

Nel campo del moto P, &€ 'unico punto in cui la velocitd diviene infi-
nita e cid implica che per linterpretazione fisica del fenomeno, bisogna
escludere un intorno del punto stesso. Ci si pud chiedere se questa diffi-
colta, che del resto ha un interesse puramente locale, pud essere rimossa.
In realtd I'esperienza mostra che in un brusco cambiamento di direzione, in
un canale, o in un tubo, il liquido non segue immediatamente la parete ri-
gida, ma se ne scosta, interponendo fra la parete rigida e la massa in mo-
vimento, una regione di liquido che non partecipa al movimento della massa
stessa.

Partendo da questa osservazione, io mi son proposta di riprendere il
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problema trattato dal prof. Cisorri, introducendo la seguente ipotesi: Il
filetto liquido, che proviene dall’infinito a monte del canale principale,
scorrendo lungo la parete @, e arriva in P,, non cambia bruscamente di-
rezione per seguire la parete g, (come nello studio del prof. CisorTti), ma
staccandosi da P, va a formare una linea libera X che si estende indefini-
tamente a valle del canale derivato, con direzione asintotica parallela alle
sponde del canale stesso. Il liquido nel canale derivato continua a scorrere
tra » e p,, mentre tra 1 e g, il hquldo rimane in quiete (regione di acqua
morta).

Il problema, naturalmente, per la presenza della linea libera 1, si com-
plica alquanto, anche per il fatto che la linea libera stessa ha, a priori, una
forma incognita. Tuttavia, applicando metodi. ormai ben noti, in analoghi
tipt di questioni, si arriva a ridurre il problema alle quadrature, nonché a
stabilire una notevole formola generale fra le costanti del problema.

Per maggior generalitd suppongo che il canale principale abbia a valle
una larghezza diversa che a monte:

Ho approfondito infine i casi particolari in cui langolo di derivazione
che il canale principale forma col derivato, considerati ciascuno nel senso
‘delle rispettive correnti, & di: 45°, 60°, 90°.

§ |. — POSIZIONE DEL PROBLEMA.

Come sistema di riferimento, assumiamo nel piano del moto, una coppia
-di assi cartesiani ortogonale che abbia: origine in P,, 'asse a coincidente
con la sponda @, e diretto nel senso della corrente e 'asse y diretto verso
il canale derivato. ’
Indichiamo poi con:

« P'angolo di derivazione,

h la larghezza del canale principale a monte,

ho» » » » » » valle,

h, » » » »  derivato,

— [ l’ascissa del punto P,,

g la portata del canale principale a monte,

q' » » » » » » valle,

q, » » » » derivato,
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98 Banzi: Sopra la derivazione dei canali.

¢ il valore della velocitd dei filetti liquidi all’infinito a monte del
canale principale, ,
¢’ il valore della velocita dei filetti ligquidi all’infinito a valle del ca-
nale principale, ‘ : '
¢, il valore della velocita dei filetti liquidi all'infinito del canale
derivato.
Con cio risultano evidenti le seguenti relazioni:

g=ch ¢=dl q=q¢+4q (1)

Equazioni indefinite. — Chiamiamo ora u e v le componenti secondo gli
assi della velocitd di unh generico punto P. Per essere il moto irrotazionale
esisterd un potenziale di velocitd ¢ (x, ) ed una funzione di corrente ¢ (, y),
funzioni armoniche, coniugate, regolari nel campo limitato dalle linee @,
®, + [, © + ); definite ciascuna, a meno di una inessenziale costante ad-
ditiva, dalle due equazioni ai differenziali totali:

de=udx+vdy; dy=—vdx+udy. (2)
Introduciamo la variabile complessa:

r=x iy,
allora posto

O=u—iv; f=o+1i

e

-

5 (3

queste per le (2), risultano funzioni di z e le (2) stesse si riassumono nel-
l'unica equazione, caratteristica dei moti piani irrotazionali:
’ p

daf
—~ =n. 4
T (%)
Sia ‘inoltre p il valore della pressione di una generica particella fluida.
Le tre equazioni idrodinamiche di EuLERro, in assenza di forze esterne,
si compendiano nella relazione:

p=——élm|’+cost. - 6)]
D’altra parte, poiché per ipotesi nella regione compresa tra 2 e p, il

liquido & in quiete, ivi la pressione ha valore costante.
Chiamando quindi con p, questo valore, per la continuita della pres-
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sione attraverso %, in tutti i punti di questa e:
D=p
e la costante arbitraria del secondo membro della (5) rvisulta:

1
p1+§ w

2
Siccome poi il valore della velocita all’infinito del canale derivato si &
chiamato ¢, deve essere:
w =e¢,, su A, (6)

con c¢io l'espressione che da la pressione diviene
1 2 2
P=p+ 4 (ci— » ). (7

Questa relazione unitamente alla (4) esaurisce le equazioni indefinite
del moto in questione.

Condizioni ai limiti. — Si tratta di esprimere che i tre rami del contorno
del campo: », », +?, ®, + ¢, sono linee di flusso: ci0 viene, come & noto,
tradotto analiticamente dal fatto che su ciascuna di queste linee la funzione ¢
deve mantenere valore costante; e poiche vi & flusso tra linea e linea, questa
costante & diversa su ciascuno dei tre rami stessi.

Percid se la costante additiva a meno della quale (mediante la seconda
delle (2)) & definita la {§, si assume in modo che sia ) = 0 nel punto di coor-
dinate 0, — &/, si ha intanto:

V=0, suw® 8)

Inoltre, avendo chiamato ¢ e ¢, le portate a monte e a valle del canale
principale, poiché la portata tra due linee di flusso ¢ data dalla differenza
fra i corrispondenti valori di ¢, si ha pure:

¢=gq, sopra @, + 2,

, (9)
q’=q, » mz+f"2-

Le (6), (8) e (9) esauriscono le condizioni al contorno del campo del
moto,

Concludendo, il problema considerato & ridotto alla determinazione di
una linea X e di una funzione di variabile complessa f=¢4-i{, regolare
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al finito, tale che la sua parte immaginaria soddisfi alle (8), (9) e tale che
la sua derivata prima rispetto z (funzione uniforme nel campo del moto,
finita e continua anche sul contorno ad eccezione del punto P,) sopra la
incognita linea A soddisfi alla (6).

§ 2. — INTRODUZIONE DELLA FUNZIONE AUSILIARIA o (2).

Poniamo col Levi-CrviTa (¥)
w=c¢ e"* (10)

colla determinazione o =0, per w=c,.
Allora, posto

o=2-+1ir, (11
si ha:
W =c, e, (12)
w —
W=€ 2, , (13)

La prima di queste dice che = & il logaritmo neperiano del rapporto a
¢, della velocitd in un generico punto z del campo del moto; la seconda
che 9 & I'angolo che la direzione della velocitd forma con la direzione po-
sitiva dell’asse delle x; esso va contato fra — = e =, positivamente nel verso
«— y partendo dalla direzione positiva dell’asse delle «x.

Dalle (12) e (6) e dalla (13), tenuto conto delle ipotesi fatte, risulta:

=0, sopra 7,
$=0, - » B, @, Ty, (14)
S = a, » Vg

(*) Levi-Civita, Scia e leggi di resistenza [Circolo matematico di Palermo, t. XXIII (1907),
pp. 1-37].
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§ 3. — RICORSO AD UNA NUOVA VARIABILE.

Essendo il campo del moto semplicemente connesso, esso si pud rap-
presentare conformemente su di un’altra area semplicemente connessa di un
altro piano complesso { =72 iu; per es. nel semicerchio

=1 %=0.

La relazione tra z e { che permette tale rappresentazione & a priori in-
cognita, ma pel momento basta sfruttarne l'esistenza. Allora le funzioni f
e o considerate nei §§ precedenti si possono senz’altro riferire alla nuova
variabile 7 nell'accennato semicerchio. Vedremo tra poco che le condizioni
cui debbono soddisfare f e » nel piano z trasportate nel semicerchio le de-
terminano.

Siccome poi dalla (4), tenuto conto della (10), risulta:

ar —io -

a0 (15)
da cui:

dz e’ df

dl ¢, dt’ (16)

una volta note f e w nel piano ¢, questa relazione mediante una quadratura
conduce alla cercata relazione tra z e .

Cerchiamo dunque di eseguire accennatg, cambiamento di variabile in
modo che il campo del
moto venga rappresentato
dal detto semicerchio nel n
piano {, cosi che le por- A
zioni di contorno del pia-
no z costituite da pareti ri-
gide abbiano per corri- ¥
spondenti degli archi della ¢
semicirconferenza e la li- Y

Piano 3<% i

Y

Pares, o

2

-
nea libera A venga rap- %
. &
presentata dal diametro. a
Precisamente (v. fig. 2) 0 1
in modo che ai punti P, Zrea libera A 7
Fig. 2.

P, e al punto all’infinito
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del canale derivato corrispondano rispettivamente i punti 1, ¢, — 1 della semi-
circonferenza, poiché, come & noto, & sempre possibile fra due aree in cor-
rispondenza conforme far corrispondere a tre punti del contorno dell'una,
tre punti del contorno dell’altra arbitrariamente prefissati. Ai punti all’infinito
a nronte e a valle del canale principale dovranno corrispondere due punti
j, j della semicirconferenza compresi tra 1 e <.

Pertanto: la parete =, risulta rappresentata dall’arco 1j; la parete
dallarco jj'; la parete =, dall’arco j i; la parete p., del canale derivato dal-
Farco ¢ — 1, e infine il pelo libero A dal diametro — 1 1.

Cid premesso, riferiamo le funzioni f=0-+1i¢ ¢ o=5-+4i7 al semi-
cerchio detto.

Per la f, il trasporto delle condizioni (8) e (9) implica che si debba
avere:

{=¢q, sul diametro1, —1 e sull’arco 1j, )
=0, sull’arco jj, ) (17)
'\IJ == q,, » jl - ,1.

In tal modo la funzione ¢ risulta completamente determinata e, a meno
di una inessenziale costante additiva, lo ¢ pure la coniugata ¢ e di conse-
guenza la f.

Quanto alla «, per le (14), si deve avere:

T =0, sul diametro 1 —1,
S=0, sull’arco 14, [ (18)
5 =a, » i— 1. )

E anche la « risulta, in tal modo, determinata.

§ 4 — LE runziont f(ZY E o(l)

La determinazione delle funzioni f({) e (%) rientra in un campo ormai
ben noto di ricerche (¥) (**).

(*) T. Boaaio, Sulle funzioni di variabile complessa in un’area circolare [Atti dell’Ac-
cademia delle Scienze di Torino, Vol. 47=°, 1911-12].

(**) U. Cisorm1, Vene fluenti [Rendiconti Circolo Matematico di Palermo, t. XXV, T sem.,
1908, pp. 22-26).
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Esse sono:
” q (149 ¢ (1 +2
f&)y=— _ log + 5 log , +ig  (19)
T (=25 (1 —=2j) (1= (-3 )
dove j, 7 sono i valori coniugati di j, ', e:
H—i X loga—t_
o)(,)__znlog,;_*_i 5 (20)
con la determinazione & =0 per {=1.
' § 5. — RELAZIONE FRA | E 2.

Dalla '(19) derivando si ha:

df g 2
ag= w(i—tj z;+1+’)“L ) o

-

__l._

A<

BT SN N }
(Z+rtmd)
e dalla (20) si deduce:

i 7’+'a
- 2 - i\ —
£w=8 E(E__-_:i)w,

o

perclo dalla (16) integrando, e notando che j-j=1, -
L =1 corrisponde z=0, si ha:

7=1 e che al punto

e e (BT A
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Si osservi che le funzioni integrande degli integrali dell’espressione pre-
. S e ey . -3 . . . N . .
cedente diventano infiniti d’ordine — ber { =14, ma poiché per evidenti ra-

gioni di possibilita fisica del problema & = <=, gli integrali stessi hanno
valore determinato e finito per {=1. I1 2.9, il 4° e il 5.° integrale diventano
invece infiniti per { tendente rispettivamente a j, 7/ e a — 1. Sono questi i
valori di ¢ corrispondenti ai tre punti all’infinito del campo del moto (a
monte del canale principale, a valle del medesimo, a valle del canale deri-
vato). Escludendo quindi degli intorni abbastanza piccoli di questi tre punti,
gli integrali della espressione precedente hanno sempre valore determinato
e finito nel semicerchio.

La precedente formula (22) stabilisce la cercata relazione tra z e ¢, e
si puod dire costituisca l'integrale generale del problema.

Infatti mediante essa risulta definito il campo del moto; la distribuzione
delle velocitd nel campo stesso risulta determinata dalla (20) quando si
tenga presente la (10), mediante la formula seguente:

iz (L—i\w .
WwW=¢,; e 2 (m) . (0‘25)

Alle costanti complesse j e 5 che compariscono nella (22) si possono
sostituire delle espressioni equivalenti che contengono costanti fisiche.

A tale scopo ricordiamo che ai due punti j e j/ corrispondono i due
punti all'infinito a monte e a valle del canale principale, le cui veloritd, pa-
rallete all’asse reale, hanno i valori ¢ e ¢

Risulta quindi:

per { =j w =w=c,
per L =j w =w=7d,
e per la (23) si ha:
.o . oo ., a o .
—coe ® (ITY7. "o * (I 2%
o=ae T[T omee () e
ossia
¢\ s ey ¢ \= y—1
L R Rl =il 0, 24
(01) l/j+':, (01) 7/.7" ( ( )
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dalle quali si ricava

1—5(1)7
. . C
j=i 7
.{ C \ &
14—%(*{:) ’
. (25)
1—-@(—0—)T
" c,
J= —_—
. C T
1“(«:—1)

sono queste appunto le espressioni che si volevano determinare.

§ 6. — RELAZIONI FRA LE COSTANTI DEL PROBLEMA.

Rammentiamo che il lato fisico interessante del problema consiste (vedi
Introduzione) nella determinazione della distribuzione delle acque prove-
nienti dal canale principale a monte, le quali si bipartiscono in parte nel
canale principale a valle, in parte in quello derivato.

D’altra parte gli elementi caratteristici del problema sono i valoricec
della velocitd a monte e a valle del canale principale, il valore ¢, della ve-
locita a valle del canale derivato, le larghezze h e k' a -monte e a valle del
primo, la proiezione ! sull’asse delle a dell’apertura del secondo, nonché
I'inclinazione « del canale derivato rispetto al principale. Ma fra questi evi-
dentemente sono a ritenersi come prefissati solamente ¢, &, b, I, 2, mentre
risultano 1nc0gmte ¢ ec.

E necessario qumdl determinare due relazioni fra gli elementi stessi
affinche la distribuzione delle acque nei due canali risulti perfettamente de-
terminata.

Una di queste relazioni si puo stabilire facilmente, applicando lo stesso
criterio di cui si & valso il Boverio (¥).

(*) Boverio E., loco citato (*¥), pag. 95.
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Osservo percio che la (4) si pud scrivere:

df df 4 o
it dz =" (26)
124 . T .
e che 4, bon si annulla entro il campo del moto perché la rappresenta-

zione conforme tra il campo del moto e il semicerchio del piano Z non ha
punti singolari; percio dalla (26) scende 3—;—0 per w=0, il che implica

(vedi Introduzione e § 3), per 7 =1.
Ora per la (21) si ha:

gV J N T 7 2 1_,
1= *1_”+1+u+qu P Ty T T

dalla quale tenendo presenti le (25) si ricava la seguente notevole relazione
fra le portate e le velocitd:

/ o N

S e

—q; G‘y)z +1/+ ' o
9(5—)7

questa, tenendo conto delle (1), si pud scrivere:

+]’:3 (27)

2 . , 2 \

)
—eh{—% gl ew

ok

La seconda relazione si ottiene dalla (22) ponendo in essa {=1 e
uguagliando la parte reale del secondo membro a —1; anzi & da notarsi
che per il modo col quale si & pervenuti alla (22), avendosi lungo & il d =
puramente reale, il che & quanto dire dy =0 e quindi y = cost. =h — ¥/,
la parte immaginaria della (22) quando si sia posto =1, deve uguagliare
automaticamente o h'.
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Percid la seconda relazione & la seguente:

—i= 1 ‘fa 1 a
* - N7 dl 7 ivw dt
ST —h) =% l_q (gjﬂ) }d—‘ _qf Zj_;z) ,_i_pL

'L

In particolare, la precedente relazione diventa

) 3
pera:z‘—:
_ J( ) ! — ’i\(ﬂ')“ 0""__
l= +1 log o e = i\e —
NATEA Y o WY e
«—2?3(—01) ‘altg —__ '————1\d1tg——,+ (29)

+h(ci (5) ‘/_‘mog(\/g 1) 4+ = (h——h——),

per a;%:

1 \ : U ', |
¢ ¢ c c iy ; 1
= h(—c-) 1og(1——?)—'—10g (?) +_c—+1~ +\3Bartg c +

1 1 1 1 \ Q_}__
' . 1 \/gik)
+h log(&-i)——logz(&) + 91 P artg — T+ (30)
c c ¢ \ ¢
’ 2+ <)
, SN V3
_h’(’i) log(l——)"log 4l 1Py Tartg—2 1 —
Cy 1 1 ¢, \ Q+—71
c
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g ¢ Ve ¢ T - \/3%) \\
— I log( ,‘~I)—log %)—1—% 1—1( ~+-y 3 artg N
? | ‘ 24 %) é
\ 01
y o (30)
+0(1009—@n) (h o 9:) : \
/}
per oc:';_;:
PR ATEAY oo & 0'_’_\( [ ¢
=) e et ) e e 2 (31)
cl

Ciascuna di queste, in ognuno dei casi particolari considerati, assieme
alla (27’y determina in modo completo le costanti incognite, e con esse la
questione della distribuzione delle acque nei due canali.
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Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico
in poliedri archimedei e loro polari.

-

(D¢ GIOVANNT SANSONE, Zona di Guerra.)

In due Note del prof. L. Biancar della R. Accademia dei Lincei (¥) sono
state studiate le divisioni regolari dello spazio iperbolico in poliedri regolari
e alcuni gruppi di sostituzioni lineari corrispondenti a tali divisioni. Con-
seguentemente in due miei lavori pubblicati negli Annali della R. Scuola
Normale Superiore di Pjsa (**), analogamente a quanto si opera nello spazio
euclideo, ho determinato i gruppi di sostituzioni lineari propriamente discon-
tinui di cui il poliedré fondamentale ¢ una piramide, una doppia piramide,
un poliedro regolare dello spazio iperbolico. Lo scopo propostomi nella pre-
sente Nota & di completare le ricerche con lo studio delle divisioni regolari
dello spazio non euclideo in poliedri archimedei o nei loro polari. La natura
delle nuove divisioni ha reso la ricerca dei poliedri che possono effettuarle
pitt laboriosa in confronto alle precedenti; la determinazione aritmetica dei
gruppi corrispondenti ad alcune di queste divisioni, propriamente dei gruppi
di cui i coefficienti delle sostituzioni che li compongono appartengono a un
campo quadratico imaginario, ¢ stata da me fatta con i metodi gid adoperati
nei precedenti lavori.

Nel n.° 1 provo l'esistenza di 15 tipi di poliedri semiregolari nello spazio
non euclideo, nei n.! 2, 3, 4 provo che esistono solo 2 poliedri archimedei
a vertici impropri, cubo-ottaedro, icosidodecaedro, e un poliedro a vertici
propri, cubo tronco, che effettuano la divisione regolare dello spazio iper-
bolico; nel n.° 5 do la costituzione aritmetica del gruppo corrispondente al
cubo-ottaedro.

(*) L. BiancHi, Sulle divisioni regolari dello spazio non euclideo in poliedri regolari. —
Sui gruppi di sostituziont linears corrispondenti alle divisioni dello spazio non euclideo in te-
traedri e offaedri regolari. Atti Accademia Lincei, 1893-1909.

(**) G. SansonE, Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico in poliedri regolari e in
tetraedri. — Le divisioni regoluri dello spazio iperbolico in piramidi e doppie piramidi. An-
nali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, annate 1911-1917.

Annali di Matematica, Serie I1I, Tomo XXVIII. 15

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 Sansone: Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

Nel n.° 6 assai semplicemente provo l'esistenza di soli cinque poliedri
polari degli archimedei utilizzabili per le divisioni in esame, doppia pira-
mide triangolare, rombo-ottaedro, rombo-dodecaedro, poliedri polari del rom-
bicubo ottaedro e del cubo simo; nei n! 6, 7, 8 determino la costituzione
aritmetica dei gruppi corrispondenti alle prime tre di quest’'ultime divisioni.

- .
ESISTENZA NELLO SPAZIO IPERBOLICO DI 15 TIPI DI POLIEDRI ARCHIMEDEL

1. Dicesi poliedro archimedeo quello che ha angoloidi eguali contenuti
da facce regolari di pitt sorta. [.a rappresentazione BerLTraMIKLEIN dello
spazio iperbolico S entro una sfera limite S d& un modo semplice di co-
struire tutti i poliedri P archimedei di S. Infatti P deve avere in questa
rappresentazione per imagine un poliedro a facce piane con angoloidi tutti
di egual numero di spigoli, ed & chiaro, che la discussione elementare ordi-
naria per classificare i poliedri archimedei nei 15 tipi (¥) rimane immutata
in questo caso. Risulta da tale discussione che chiamando con » il numero
degli spigoli di ogni angoloide contenuto da = facce a latere, §§ facce b latere,
v facce ¢ latere, ecc., con v e f rispettivamente il numero dei vertici e delle
facce del poliedro, i valori che possono assumere », «, §, v,...; @, b, ¢,...;
v, f sono i seguenti:

nlalslylald|ec| v f Denominazione del poliedro
3112 n| 4 21 |n—+2| prisma regolare a facce laterali quadrate,
3(1]2 316 {2 8 tetraedro-tronco,

3112 3|8 24 14 cubo-tronco,

31112 3110 60 | 32 dodecaedro tronco,

3(1]2 416 24 14 | ottaedro-tronco,

3112 5| 6 60 { 32 | icosaedro-tronco,

3itiLj1({4| 6| 8|48 26 cubo-ottaedro-tronco,

31{1|{1({4&]| 6 {10{120| 62 | icosidodecaedro-tronco,

41311 3 n 2% (20 +2

4131 41 3 24 26 rombicubo-ottaedro,

41212 31 4 12 14 | cubo-ottaedro,

4122 3156 30 | 32 | icosidodecaedro,

Al tt2(L13] 45|60 62 rombicosidodecaedro,

54 (1 3| 4 24| 38 cubo-simo, !

541 315 60 | 92 | dodecaedro-simo.

(*) V. ad esempio: R. BALTZER, Elementi di matematica. Parte 5%, Stereometria. Tradu-
zione prof. L. CrREMONA, pp. 121-127.
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in poliedri archimedei e loro polari. 111

Ad ognuno dei precedenti sistemi di valori, fissata la lunghezza dello
spigolo del poliedro, corrisponde nello spazio ordinario uno e un solo poliedro
regolare archimedeo P’; il poliedro P’ & inscrivibile in una sfera. E chiaro
allora che se nello spazio S si prende un poliedro regolare archimedeo P’
col centro nel centro O della sfera limite e tutto interno a questa sfera o
al massimo inscritto in essa, il poliedro obiettivo & esso stesso archimedeo
e regolare. Inversamente si abbia un poliedro archimedeo P regolare di S,
il poliedro imagine P’ in S ammettera un gruppo G finito di movimenti
(sostituzioni lineari sopra una variabile complessa), che riporta P’ in s&; il
gruppo G per le ricerche di KvLEIN sui gruppi finiti di movimenti & il tra-
sformato per mezzo di una sostituzione lineare y di un gruppo I relativo
a un poliedro regolare ordinario inscritto in §’, quindi se trasformiamo G
e 1l poliedro P’ con y™', G si muta in I e P’ in un poliedro esso stesso
archimedeo regolare con centro nel centro della sfera limite. Segue quindi:
Esistono nello spazio iperbolico 15 tipi di poliedri archimedei regolari, e in
ogni tipo si hanno infiniti poliedri differenti per Uampiezza dei diedri che
variano in modo continuo fra limili determinali.

Il cubo-ottaedro e Vicosidodecaedro con vertici propri e angoli diedri retli
sono i soli poliedri archimedei regolari a vertici impropri che effettuano una
divisione regolare dello spazio iperbolico. ‘

2. Se si vuole che attorno al poliedro P di S collocando aderenti per
le facce altrettanti poliedri eguali a P e cosi di seguito indefinitamente ne
risulti riempito una e una sola volta lo spazio S, bisogna aggiungere la
condizione necessaria e sufficiente che 'angolo diedro di P abbia per misura

ki3 . . . . . . N
5 conn intero qualunque. Facilmente si prova che il poliedro P non pud

avere angoloidi con 5 spigoli; resta percid da esaminare i poliedri regolari
archimedei con angoloidi tutti trispigoli o tetraspigoli. Ci occuperemo ora
dei poliedri P con vertici tutti a distanza infinita; nel seguente n.° 3 stu-
dieremo i poliedri P con vertici tutti a distanza finita.

Si consideri intanto la rappresentazione conforme di S entro una sfera
limite 'Y con la quale le rette e i piani di S hanno per imagine i circoli e
le sfere ortogonali a }; per ottenere in 3.un poliedro archimedeo regolare,
basterd inscrivere in esso un ordinario poliedro archimedeo regolare P con
1 vertici tutti trispigoli o tetraspigoli, e per i circoli di intersezione delle
facce di P con ¥ condurre le sfere s normali a ¥; il poliedro 1 a facce
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112 Sansone: Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

sferiche che le sfere s limitano internamente a Y effettuerd una divisione
regolare di ¥ se i suoi diedri hanno per misura 'T; con » intero. Ora le sfere

s hanno 1 loro centri nei vertici del poliedro P’ circoscritto a ¥ polare di P,
onde gli angoli diedri di T relativi a uno stesso vertice V sono i supple- -
menti degli angoli piani racchiusi dai raggi che da V vanno ai vertici della
faccia p di P’ tangente a ¥ nel punto V. Geometricamente la faccia p si
costruisce nel seguente modo. Siano VV,, VV,, VV,, (VV,) gli spigoli
di P uscenti da V, p & il poligono che sul piano tangente a ¥ in V vi de-
terminano i piani tangenti a ¥ in V,, V,, V,, (V,). Il poligono p & simile
al poligono T,, T,, Ty, (T,) polare del poligono V,, V,, V, (V,) per rispetto
al cerchio ¢ passénte per V., V,, V., (V,). In questa similitudine al punto V
corrisponde il centro O’ di ¢ (e la congiungente VO passa per 0); quindi
il poliedro 1 effettua una divisione regolare di ¥ allora e allora soltanto

. . N AN /N N\ N AN AN

che gli angoli 7'0T,; T,0T,; T,0T, (I,0T,; I,0T,; T,O0T,; T,0T))
. N ™ . .

abbiano per misura o Esamineremo separatamente quando si pre-

senta questa circostanza sia che I abbia vertici trispigoli o tetraspigoli.
Se 1 ha tutti i vertici trispigoli, siccome esso si ottiene da un poliedro P

con una faccia a latera e due b latere, oppure con una faccia a latera, una

b latera e una c latera, i diedri dell’angoloide di vertice V debbono avere

er misura rispettivamente —, —, "~ oppure —, —, —: in ogni caso
p ‘ _p OH) 4 4 ki .pp Q 3 6 ? g
. . AN N LN . A . AN
uno solo degli angoli T,07T,, T,0T,, T, 0T, & retto, sia ad es. T,0 T,.
Ora si consideri in un punto V, arbitrario del quadrante di ¢ determinato

/N
dall’angolo T, 0 T, (v. fig. 1) la tangente a ¢, e dai punti T, e T, che questa

tangente determina sui lati dell’angolo 1’1/0\T2 si conducano le ulteriori tan-
genti T\ L, T, M a ¢; T, L e T, M sono parallele, il lato V, V, passa quindi
per O, cioe la faccia V V, V, di P dovrebbe passare per il centro 0 di 3, il
che & assurdo. Quindi non esiste nessun poliedro archimedeo regolare a wver-
tici trispigoli che effettui la divisione regolare di Y.

Nel caso che 1 sia relativo a un poliedro P con vertici quadrangolari,
i diedridi I1 debbono essere, come facilmente si prova, retti, cioé deve aversi
(v. fig. 2): T

7

PAS "\ N\ VAN
o1, =T, 0T,=T,0T,=T,0T, =

19 3
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in poliedri archimedei e loro polari. 113

ossia, come si vede subito geometricamente, V, V, V; V, & un rettangolo, ov-
vero ogni angoloide di P deve avere due facce opposte a latere e due op-
poste b latere, cid si ha soltanto per il cubo-ottaedro e l'icosidodecaedro.

L M

Fig. 1.

Concludendo : Esistono due soli poliedri archimedei a wvertici impropri
che effettuano la divisione regolare dello spazio iperbolico; essi sono il cubo-
oltaedro e Uicosidodecaedro regolare con angoli diedri retli.

i
1

n

Vy ; ¥
'
|
H
I %
- - - - —————- --...}Z)--.. -—— - cce @ =a = awe
W’ !
‘ !
i
% 15
i
Fig. 2.

Nel n.° 4 daremo la struttura aritmetica del gruppo propriamente dis-
continuo avente per campo fondamentale un cubo-ottaedro.
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Il cubo tronco a vertici propri con angoli solidi avenii per misura o

se essi sono formati da una faccia di 8 lati e una di 3 loti, e per misura
7 se formati da -due facce di 8 lati, ¢ Punico poliedro archimedeo regolare

.

a vertici propri che effettua una divisione regolare di S.

. 3. La costruzione di un poliedro archimedeo regolare di ¥ a vertici
propri pud effettuarsi nel seguente modo. Consideriamo un ordinario po-
liedro archimedeo P regolare interno a ¥ e le sfere s normali a ) ognuna
delle quali passi per i vertici di P appartenenti a una stessa faccia. Il po-
liedro 1 a facce sferiche che le s limitano internamente a ¥ & un poliedro

regolare archimedeo a vertici propri di ¥. Ora se il poliedro 1 effettua una

divisione regolare di ¥, esso deve avere i suoi angoloidi trispigoli; se tali

angoloidi sono formati da una faccia o lateya e due b latere i diedri pos-
T R = . : ™ i
9’ g’ o, °on n intero nz»%; oppure o >

> se invece ogni angoloide & formato da una faccia @ latera, una b latera,

sono avere per misura

<

una ¢ latera i diedri dell’angoloide debbono avere per misura %, %, —Z—;
oppure —, =, = |
PPUte 9 30 %

Le seguenti considerazioni ci permetteranno di vedere per ognuno del
poliedri da esaminare quali siano fra i precedenti sistemi di valori quelli
che possibilmente possono assumersi come misura degli angoli diedri del
poliedro.

Siano I' e 1’ due circonferenze concentriche e I' interna a 1’; C un
punto interno a T (v. fig. 3). Sia HK il diametro di T per ¢ ed LM la
corda per C ortogonale a HK e A B, D E siano due corde di I' per C tali

. N . AN AN .
che O sia interno all’angolo DCB, e gli angoli DCO, BCO acuti o uno
al pit retto. Consideriamo il cerchio r'® passante per 4 B ortogonale a 1’
e i punti P e Q in cui la retta O C incontra r'®; & subito visto allora che
il cerchio I'* ortogonale a I passante per i punti D e E passa anche per
i punti P e Q. Infatti i punti O e C sono di egual potenza rispetto a I'®. e
I, quindi 0 C & l'asse radicale di ' e I'®; ma O C incontra I'® nei punti
P e @, essi sono percid di I'®, Siano ora 0® e 0™ i centri di T® e re @

0™ 0 ortogonale a 0C, e se N ¢& il loro punto d’incontro, N & il centro
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del cerchio ortogonale a ' passante per L ed M. Si bha pure che 0 & il
punto in cui il diametro di ' normale a D E incontra O® N. Sia ora E" IV

una corda di I per C e il raggio C D’ interno all’angolo D C O, é: I D' >k D
N N

e DC B> D CB; chiamando con O il centro del cerchio 1'® ortogonale

a I’ passante peripunti D'e E'¢ NO > NO® quindi 0® P 0¥ > 0% P O¥;

ma gli angoli O™ PO®, 9 p0O® sono i supplementi degli angoli ¥ e & for-

mati rispettivamente dai due cerchi I'® e ', ©'® e 1® quindi *>2%"; con-

cludiamo percid che se I'angolo D ¢ B diminuisce, diminuisce anche lan-
golo A dei due cerchi r® e r®.
Analogamente sia 4 B una corda di una sfera ¥ di centro 0, «, 8, ¢’

tre semipiani con origine A4 B tali che O sia interno sia all’angolo «f

che all’angolo « ¢. Dai cerchi di intersezione dei piani «, P, " con X, si fac-
ciano passare le sfere s, s,, s, normali a una sfera Y concentrica a ¥ ed
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116 Sansone: Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

AN AN NN
esterna ad essa; segue allora che essendo « ff > o ' & anche ss, > ss,. Tanto
in questo caso che nel precedente si & tacitamente definito per angolo di
due cerchi (sfere) ortogonali a un cerchio I’ (sfera ) la porzione di piano
(spazio) esterna al due cerchi (alle due sfere) e interna a ’ (¥).

Consideriamo ora un poliedro archimedeo inscritto in una sfera Y di
cui uno spigolo sia 4 B, e sia « il piano di una delle facce del poliedro
passante per 4 B; 8,, £,,... gli altri piani delle facce del poliedro seganti
il piano « lungo uno spigolo del poliedro. Per i cerchi di intersezione dei
piani «, B,, ., Bs,... con ¥ si conducano le sfere s, s,, s,,... normali a una

. . . . N\ VAN
sfera ¥’ concenfrica di Y ed esterna a Y; & evidente che se ad es. af§, >[5,
¢ anche ss,>ss,. Infatti se per 4 B conduciamo due semipiani ', £,

aventi per origine 4 B e tali che aff',=af,; «f,=af, & aff, >a,; con-
ducendo ora dai cerchi di intersezione di §', e ', con ¥ le sfere s, e s,

normali a ¥ & anche ss',>>s¢, per losservazione gid premessa; ma

ss,=¢88,; 88, =ss, quindi ss,>ss, c. v. p. Da cid segue che se dai ver-

tici appartenenti a una stessa faccia di un poliedro P inscritto in una
sfera ¥ conduciamo le sfere s ortogonali a una sfera ¥ concentrica di ¥ ed
esterna a essa, gli angoli che le s formano tra loro, considerati come si &
avanti detto, sono tra loro nelle stesse relazioni di eguaglianza e disugua-
glianza che i diedri del poliedro P.

_Cio premesso, in questo paragrafo noi esamineremo i poliedri P genera-
tori di M i cui angoloidl siano formati da una faccia a latera e due facce b
latere; cominciamo anzi dal considerare il caso_che P sia un prisma retto
regolare a facce laterali quadrate. Se le due basi di P sono triangolari, allora

gli spigoli laterali di 1 debbono avere per misura % con ®=3 e quelli

alle basi % - Un tale poliedro non pud esistere; per vederlo basta rappre-

sentare I in ¥ in guisa che uno dei vertici della base sia il centro della
sfera limite. Supponiamo allora che la base di M abbia un numero » di
lati =5; in questo caso gli angoli solidi alla base di 1 debbono avere per
misura %, i laterali % I centri delle sfere s facce laterali di 1 sono in

un piano diametrale e i vertici di un poligono regolare di » lati, chia-
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mando con 1 la loro distanza da O centro di ¥, il raggio di una sfera s &

i

. j
ND sen% e il raggio di ¥, \/1 —2sen’

~ Ora la congiungente i centri di due sfere una faccia laterale di m e
laltra base di 1 & ortogonale al piano « che da O proietta uno spigolo della
base di P, ma l’angolo che la congiungente O col centro di una faccia laterale

. T . . .o .
forma con « & -, he segue che i centri delle sfere basi distano da O di

© .. Y S
ctg o Se r & il raggio di una sfera base, le due equazioni

w T
I —2sen®— = ctg’ — — 7’
n 11

K — ™
=2sen® =~ 7?2 sen w
n

esprimono rispettivamente che le sfere basi sono ortogonali a ¥ e l'angolo

di una sfera base e una laterale & —7: . Eliminando r fra le (1) si ha per sen %

I'equazione:

da cui

Y

Facilmente si verifica che la (2) non & soddisfatta da valori interi di »;
segue quindi che al prisma retto regolare a facce laterali quadrate non cor-
risponde nessun poliedro a vertici propri che effettui una divisione regolare
di 3.

Esaminiamo ora se esistono poliedri regolari tronchi a vertici propri
che effettuano una divisione regolare di ¥. Indicheremo con 4, un ordinario
poliedro regolare archimedeo, ove f rappresenta il numero delle facce del
poliedro platonico P, che genera A,; le facce a latere e 2b latere le indi-
cheremo rispettivamente con f, e f,,; P, ha tutte le sue facce f, b latere e
i loro piani coincidono con i piani delle facce 2b latere di 4,, anzi f,, si
ottiene da f, considerando il poligono regolare di 25 lati di cui b lati sono
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118 Sansone: Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

sovrapposti ai b lati di f,. Si osservi ancora che essendo a <C2b, il diedro
che due facce 25 latere di 11 formano tra loro & minore del diedro formato
da una faccia @ latera e una 2b latera. Indicheremo ancora con O il centro
di 4; e P, e r il raggio della sfera circoscritta ad 4,. Noi abbiamo da ri-
solvere il seguente problema: Costruire, quando & possibile, una sfera ¥ di
centro O e raggio r'>r in modo che conducendo dai vertici di ogni faccia
f., fn» di 4, le sfere s,, s,, ortogonali a 3, due sfere s,, si tagliano sotto

angolo %, una s, tagli le g,, adiacenti sotto angolo % .

Le sfere 5., segano ¥ in cerchi I' i cui piani determinano un poliedro
P’, omotetico di P, rispetto ad O; osservando allora che una sfera ortogo-
nale a ¥ e a una sfera s,, deve avere il suo cenlro su una faccia di P’,
concludiamo che i centri delle sfere s, sono 1 vertici di P’, e tali vertici es-
sendo esterni a ¥ lo sono anche per rispetto ai cerchi I'. Consideriamo ora
“una faccia p, di P’, e i suoi b vertici P, @, R,... I piani che da O proiettano
PQ, QR,... passano per gli spigoli di 4,. Chiamando con »,, a,, 0 il raggio,
I'apotema e il centro di p, & per l'osservazione fatta r, maggiore del raggio r
di I'; se da P conduciamo le tangenti P 4 e P B aT,la sfera s, che ha il suo
centro in P ha per raggio P A ed incontra la sfera s,, passante per I’ in un
cerchio passante per i punti 4 e B; ma il piano di questo cerchio passa anche
per O, esso & quindi il piano O A B che con gli analoghi relativi ai vertici
Q, R,... determina sul piano della faccia f, il poligono f,,; dovendo la
stessa cosa verificarsi per il poligono P, @, R,... deduciamo subito la costru-
zione di I fissati i punti P, @, R,... (v. fig. 4). Sia ¢ il cerchio inscritto
ap,; P, @, R,...1punti di contatto di ¢ con i lati di p,; P’, @", R",...
i punti medi degli archi P’ ¢, @ R’,... In P” si tiri la tangente a ¢ e chia-
mando con 4 e B i punti che essa ha in comune col cerchio di centro O
e raggio O'P, il cerchio " ha per raggib O'A. Se L e M sono i punti in
cui I incontra P @, per L e M passa un altro cerchio I’ intersezione di ¥
con un’altra sfera &', e I'angolo dei due cerchi I' e T, essendo ¥, ortogonale

N s . . Ly . T \
a s, e s, ¢ eguale all’angolo di tali sfere, cioe & -
Possiamo allora facilmente stabilire la relazione che lega il numero 26
. . . . ™ . . . .
misura della sezione normale del diedro di P, e w Sia N il punto in cui

il raggio 0'Q’ incontra la tangente al cerchio I' nel punto L, & O'N eguale
a O"P come si deduce subito dal confronto dei due triangoli rettangoli
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0'AP, O'LN. Col triangolo rettangolo L @ N si consideri 'analogo L @ N’
relativo al cerchio 1'; & '

N\ VAN ™
NQGN=20; NLN=—. (2)
Ora da N
—,: I, N n — —, 6
N 2L sen 5 INQ senh,
si ha:
— ' N P
NQsenb=LNseng; 3)
4

ma LN—=PA=\/r,(r,—a&); N@Q=r,—a, quindi:

—_ k3

\/rb——%sen():senu— . ()
7y 2n

i T, Ty— O w LY .

Ora essendo a, =1, €0S  » € T—l—cos 5 =2sen’ - la (4)d

viene:

7 ™

J2 sen —;—bsenfi:sen%- D
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Inversamente se esiste un poliedro platonico P’, per il quale il numero b
dei lati di ogni faccia e la misura 20 della sezione normale del suo diedro
soddisfano alla (I), essendo » un conveniente numero intero, allora costruendo
su ogni faccia di P’ il cerchio I' nel modo suindicato e la sfera ¥ di centro O
passante per i cerchi I', il poliedro limitato dalle sfere s,, passanti per i
cerchi T' e ortogonali a ¥ e dalle sfere s, con centro nei vertici di P’, e nor-
mali a ¥, ¢ un poliedro 4, a vertici propri per il quale due sfere s,, se si

. . ™ \
tagliano formano un angolo avente per misura -’ e unas, & ortogonale
alle s,, adiacenti. i

Sia ad esempio f=6, quindi b=4, cioé¢ P, & un cubo. Si ha allora

™ 1 . .

b =—,senb=-—— e la (I) diviene:

4 NE

sen — — sen —
8 2n

s

quindi 72 = 4. Ne councludiamo: Esiste nello spazio iperbolico un cubo tronco
a vertici propri con angoli solidi avenli per misura 7 S formati da due

facce di 8 lati, e angoli solidi retti se formati da wna faccia di 3 lati e una
di 8 lati.

La costruzione di tale poliedro puo effettuarsi nel seguente modo. Sulle
congiungenti il centro O di un cubo con i centri delle facce si prendand

dei punti O distanti da O di \/\/Q—l—l e sulle congiungenti di O con i vertici

i punti 0” distanti da 0 di V3 \/\/*2_—1. Le 6 sfere con centro nei punti 0’
di raggio 2 e le 8 sfere con centro nei punti 0” e raggio v2 (y2— 1) sono
ortogonali alla sfera di centro O e raggio 1 e vi determinano internamente

.« . . . . . . . T 7 .
un cubo-tronco a vertici propri i cui diedri hanno per misura 50 Si

omettono per brevita le verifiche.
Si dimostra che I'equazione (I) non puo verificarsi per i valori =4,
8, 12, 20.

. \ o 1 1 .
Ad esempio nel caso f=4 & b=3, sen g = 4 sen6=\/—g e la (I) di-
viene:

sen

1 =
20 J6 ®)
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. = 1 1 T 1 V2 — 1
Ora si ha sen —-= —>—; sen— = \/
R S e ST <’
cioé la (5) non si verifica per valori intert di .
Per l'ottaedro, il dodecaedro, I'icosaedro la (I) diviene rispettivamente:

™ = 1 /7 1 = b1
a) sen%—\/—g, b) sen g =5 \/1—1 -
e nessuna di esse puo verificarsi con » intero. Resta pertanto dimostrato
che fra i poliedri con una faccio a latera e due b latere il cubo tronco o
vertici propri & il solo che possa effettuare una divisione regolare dello spazio
iperbolico.

Nello spazio iperbolico non esistono cubi-ottaedri tronchi né icosidodecaedri
tronchi i cui diedri abbiano per misura o o n intero (*).

4. Si consideri un ordinario cubo-ottaedro-tronco P che per comodita
riferiremo a una terna di assi coordinati ortogonali avente l'origine nel
centro O di P, essendo gli assi «, y, #z ortogonali a tre facce ottagonali di P
(v. fig. 5); supporremo ancora che una faccia ottagonale di-P disti da O

di 3 — 2. Se dai vertici di ogni faccia ottagonale, esagonale, quadrangolare
di P facciamo passare le sfere s;, 8¢, s, normali a una sfera ¥ di raggio r
e centro O che contenga P nel suo interno, si ottiene in ¥ un cubo-ottaedro
tronco 11 a facce sferiche; se I opera una divisione regolare di ¥ & neces-
sario e sufficiente per l'osservazione premessa nel n.° 3 che due sfere s, e s,
siano normali, che una s, tagli le s; adiacenti secondo angoli aventi per misura

1

7

4

<l

5 una s le s, adiacenti secondo angoli aventi tutti per misura op-
3

ure -

p 5

Il punto 4=(1; y2—1; 3—/2) & un vertice di P. Per 4 passano tre
sfere s,, s, s, di centro 0,, O,, O, e raggio r,, r,, r,; ponendo

0, =, 0,ds); 0:=(ds, ds, dg); 0,=(d,, 0, d,),

(*) Essi sono i soli poliedri archimedei a vertici triangolari con 1 faccia a latera, 1 b la-
tera, 1 c latera.
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122 Sansone: Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

avremo:
n=d—r; rn=3d&—r; rn=2d4--r; (6)

e d’altra parte é:

2

2
0,0, =di+(d, — ds)*;  0s0y=2d;+(ds — ds)*; e ™
2
0,0, =2(d, — d,)* +d:. )

Fig. 6.

Tenendo conto che le sfere s,, s,, s, passano per 4 si ha subito:
238 —V2)d,=6d,—=2(4—2)d, — " + (15 — 8/2). 8)

Per l'ortoganalitd delle sfere s, e s, si ha:
2

0,0, =r] 13,

ovvero per le (6) e (7):
2d,d, =r*; (9)
ma dalle (8) si ha:

12(4 —V2) d,d, = [w + (15 — 8\/72)]

2
b
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e sostituendo nella (9)

r 6 (4 — o) r 4+ (15 —8y2) —0. (10)

Tenendo conto di quest’nltima le (8) danne:

3 ey, N —
d,—r\/z.—?@,_*_\/g)’ dﬂ*"\w@ﬁ—l—lzﬂ/@)- (11)

Ora le sfere s, e s, si debbono tagliare con un angolo avente per mi-

™ ..
sura 5 cioe deve essere:
2

0,0 =ri+ri+r,rg,

e dalle (6 e (7):

d d,—r — [GE—r) @& —r),
e dalle (11) si ha infine:

(3+\/32):l—114 34— 122,

e

ovvero:
31 —12y2 =43 —30y2,
che & assurda. -

Non esiste percio nessun cubo-ottaedro tronco che possa effettuare una di-
visione regolare di Y. - .

Analogamente sia P un icosidodecaedro-tronco di centro O (v. fig. b) ri-
ferito a una terna di assi ortogonali con origine in O di cui l'asse z sia
normale a una faccia di 10 lati di P e il piano @z normale a uno spigolo
di tale faccia. I simboli X, 7, 8,5, Ss, S¢y 710, 765 745 O, Os, O, cOnservino
il solito significato. Se esiste un icosidodecaedro-tronco che divide regolar-
mente ¥ dovremo supporre necessariamente che una sfera s, sia ortogonale
alle s, adiacenti e tagli le s, adiacenti secondo un angolo avente per misura

™ . . . .
>+ che una s, e una s, se si tagliano formino un diedro avente per

3
. ™ 3
misura I' oppure - Proveremo che scelto P, nel nostro caso con le

apoteme delle facce di 10 lati eguali ad 1, comunque si scelga ¥ le condi-
zioni precedenti non possono verificarsi. Infatti al poliedro P appartiene il
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vertice 4 di coordinate:

Az(1; tangl%; (1+4sen Jo)tange) (wo,yu,zo),

ove 26 indica la misura della sezione normale del diedro di un dodecaedro.

I centri Oy, 0., O, delle 3 sfere che passano per 4 abbiano rispetti-
vamente le coordinate:

0,, = (0, 0, dlo), (dﬁ, d, tang 5 ;o d tange) O4E(d4, 0, d, tang 0),
& allora:

rly=d% —rt; ri= d§(1 —|—tang2%—!— tang® 9)—1*2; r?=d:(1+4-tang®*0)—r?, (12)
ed ancora: ' '

2 _
0,0s = (ds —d.)" (1 tang®0) +- d; tang = -

0.0,,—d’ |1+ tang® = )+ (d, tangh — d,,)’ (13)
fal il

5
2
0,0, =d;+ (d,tang b — d,,)".

?
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Tenendo conto che le sfere s,,, s, s, passano per 4 si ha:

T - \ '
Q). J— —_ e —
dezo——%ds(wo—l—yotang =2 tang §) — 2 d, (@ +#, lang ) gm)

=Xyt

Essendo le due sfere s, e s, ortogonali si ha:

2
04 Oe =’I'i+7':,
e per le (12) e (13):

oty =2rcosy v/(mo—i—zo tang ) (wo—}—yo tang%+z0tallg6)=

=2r D,
con:

D = cos 6\/(wo+zo tang 0)(%—}—% tang%—l—zotange):\/%\/?g— o

e le (14) diventano :

d10=rD; d4=r_'—1)_—‘; : D
2, x, + 2 tang g

6

©o 4+ Yo tang%——zo tang6 (15)

. . l . T
Ma il diedro formato dalle sfere s, e s,, ha per misura 3 deve - essere
allora ;
. g .
0, 010_ =71i-+ 1o+ 7T,

ovvero per le (12) e (13):

. dz
2 2 )| A g
2d,d,, tang 8 =2r J(dxo r)(cos”) "),

da cui per le (15):

(D* — 23 [D2 — (2, + 2, tang 9)* cos® 6] = )
()

=4 cos’0 [zo (2o + 2, tang 8) — D* tang 6] . S

Annali di Matematica, Serie 111, Tomo XXVIII. 17

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



126 Sansone: Sulle divisioni regolari dello spazio iperbolico

Ma avendosi:

/:—_ -
2, (1, 4 2, tang 0) — D* tang 6 = D* — (x, + 2, tang 6)* cos® 6 = 1_@010 2

la (16) diviene:

D* — g =4cos*h [zo (2o 4 2, tang ) — D* tang 6] ,
ovvero sostituendo:

~ 21 /o — 35 =48/5 — 104
che & assurda.

Quindi nessun icosidodecaedro-tronco puo effettuare una divisione regolare

di Y.

COSTITUZIONE ARITMETICA DEL GRUPPO PROPRIAMENTE DISCONTINUO
AVENTE PER POLIEDRO FONDAMENTALE UN CUBO-OTTAEDRO A VERTICI IMPROPRI.

5. Si consideri il gruppo G° ottenuto ampliando con la riflessione
¢ =z, il gruppo G di sostituzioni a determinante D= 1,

L (a4 2ia )zt (2b+ib VI

T T 9o tiey)s+(hdEL 4 20d, VY

Proveremo che G° ha per poliedro fondamentale un cubo-ottaedro a
vertici impropri. Le sostituzioni ellittiche di G° se D =1 si hanno se @, = —d,
e da=*x1)+4+ (4d=1) in valore assoluto minore di 2, ma corrispondendosi
nei due termini della somma i segni 4 e 1 segni —, quest’ultima condi-
zione non pud verificarsi. Se D = — 1 si hanno sostituzioni ellittiche ancora
se @,=—d, e &(a+d) in valore assoluto minore di 2, quindi a + d =0,
cioe le sostituzioni ellittiche di G° hanno periodo 2, onde se due sfere (piani)
di riflessione di G° si tagliano, esse sono ortogonali.

Troviamo ora lespressione analifica delle riflessioni di G°.

Se D=1 un movimento di 2% specie di G° & una riflessione se ha per
espressione analitica:

[(4001— 1)4-2ia, \/72‘20+@'b,\/§

’
& =

’

2ie¢, \/7220—}—[(@0»—_*- 1)—2m,\/§J
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le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione:

) ba+1 o ( 1 y _
. - , 17
( ('/1) +( +QG \/‘2)+ Qcﬁ ( )
con '

(ba=x=1+8a’+4b,c,= 1. (18)

I piani di riflessione si hanno per ¢, =0, quindi dalle (18) a = a, =0,
hanno percid per equazione: -

b\ 2
=
con b, intero qualunque.
Se D= —1 le riflessioni di G° hanno per espressione analitica:

p@atw+ﬂm¢ﬂ%+@w

’

2 =

bhicz, + l—i(&ai”—i—%al\/Ql
con
(ka=+ 1)) +8a +8bo=1, (19)
e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione:
. a1y L1y
e

I piani di riflessione si hanno per ¢ = 0, quindi & = a, = 0, hanno percio
per equazione : :

Je

—b,
con b intero qualunque.
Ora il poliedro determinato dai 4 piani di riflessione:

E=0; E=1; »n=0;

L\-]

¢

» dalle 10 sfere di riflessione:
+(‘n— 1)—!—7“’
v o=
e 1\ 3 \%
UL DY PRI R
E—g) 0 i -lin

et -]
RN
l
rg| —
~

re

) [0;=9; a,=1; a=0; b,=—1; (18)],

)

{q=%m=na=—um=—%<wﬂ,

l\.\
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)

. 1
o= g [a=tia=05a,=0;0=0; )],

+

— — — /‘:. —— —
|
10: p{h|»—~
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=
l
B N
< |
S—
[
+
I
Il
=
p———
(o)
[
—
S
ll

2%y

v
I

i&‘lw >{—~|-—-
N S—
_f_

=

»

_|_

™

[

-
—

)

I

—

; a=—1; 0,=0; b=—1; (20) |,

0;0,=—1;b=—1; (20).‘ ,
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=
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2 1 . { 2 .

-1 ( a ) C2=(— ) ’[Cn=1; =1, a=0;b,=—2; (18
(e=1) + (- a3 T = eye (18)
¢ un cubo ottaedro 11,, a diedri retti e i cui vertici impropri hanno per coor-
dinate (v. fig. 7):

|,

A

UAY

V,=(0,0,0); V,=(1,0,0); Vaz(l, 11_,0); VLE(O,J:),O);
vV 2

V== 2o 0); =5, o=l 0
52(?) 3_;“727 ,, 6:(3—,3\/727 )a
1 1 : 2 1
V’ZE ,;.’._r’()); VsE(*a —aO ’
(s 5.2 SRENE )
{ { 1 1

_ 1 ) — LV o= . : _
V9 :(q’ \/ga()), V"):(—OZ’O’ O), Vn:(g", O)\/—g—!s 0), VIQ—OO.

Si osservi che nessuna sfera (piano) di riflessione penetra in 1,, lungo
uno spigolo essendo il periodo delle sostituzioni ellittiche di G, due.

Proveremo ora che nessuno dei vertici V,(¢ =1, 2,..., 11) & interno a
una sfera di riflessione.

Infatti perche i vertici V,, V,,..., V,, stano interni a una sfera (17) do-
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vrebbero verificarsi in numeri interi rispettivamente le diseguaglianze:
8at+ (da=x= 1)<,
8(c,—a,) + (dax 1)<,

8(c, —a,)* +[2cl +(4a=x 1)]2< 1,

8(»?+[ch—{—(4‘ai1r<1,

~

Fig. 7.

820 =80 +[he, 4 3 (ko n|<,
8(cl~3al>2+[4cl+3(4at1)T<9,

8(01—3041)2'1"'[20‘—{—3(4‘@1_ 1)]2<9,

8(2¢, — 3 a,)+ 2¢, +3(ha=1 r<9,
2(c, ~ 2a,)* + 2¢, + (4ail)]‘< 1,
i

20 —2a) 4 (o y<y,

20+ o a0
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Delle precedenti diseguaglianze le prime quattro e la 9" e 10* avendo
nel 1° membro in uno dei termini il quadrato di un numero dispari e laltro
termine pari sono manifestamente impossibili; per la 5% 6% 7%, 8* disegua-
glianza osserviamo che essendo il 2° termine del 1° membro dispari & ne-
cessariamente eguale ad 1, onde il 1° termine deve essere eguale a 0; si
deduce allora che ¢, deve essere multiplo di 3, ma allora il 2° termine della
diseguaglianza che & il quadrato della somma di due numeri multipli di 3
non pud essere eguale a 1; infine per l'ultima deve aversi

0o =20, =—(ha=*1)

eguaglianze, che non sono possibili in numeri interi.

Analogamente perche i vertici V,, V,,..., V,, siano interni a una sfera
(20) deve aversi rispettivamente :

4 a=x=1)+8a2<|,
(de—4a=xt1)+8al<|,
(be—4a*x1)+8(c+a,)<l,

(ha £ 1) +8(c+a,)<1,

80—3(4«0&1—1)]+8(°Zc—}~3al)2<9,
[40——3(4ai 1)]—}—8(‘20+3a1)2<9,
“40——3(4ai1)];+8(c+3a,)2<9,

L8c——3(44ai1)]+8(c+3a.)”<9,

1

90— ta=1]480c+a)y<l,

L J
12

2c—tax1|+8ai <L,
]

]

=+ 2+ 2a,)’<<1.

2¢ —4axt1
Esse non possono sussistere come si prova ripetendo parola a parola

il ragionamento precedente.
Ora i 24 movimenti di 1* specie che riportano m,, in sé, formano un
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gruppo @,,; essi hanno per espressione analitica :
1 {
;0 0; —= —1: Y TS
(, );_1; ive . 1,1)_ iV2; T J5\.
0; 1 . U251 ’
iV2 —iy/1, \+iv2; 0

('«1;, , —1 ) (l+w§; — 2 ) (1_@'\/@; _1).
—iV2; —14iy9) 2 —(14+iV?) \—iye; —1)

' - 1 1
—1—1iy2; — —iJ2: _ —1; e
2 V2 —2;  1+i)2

—9; 1 —2iy2; —(1—1iV9)

1 - 1
1—iy2; —1——r — V2 —1——
( i2 @'\/z); ( i N%);
W NCYEE NG —iV2; —144V2

1 1\
1' _— 01 —
( ’ '&\/9), ( i\/‘.’!);
—iJ2; 0 —iy2; —1
1
s 1;  —14 —
25 . 'o\/l - +i\/§;
2—4J2; —1 2 —iy2: —9
_ 1
—1—iy2; — iV2; P
—2-4\9; \/ I4+4y2; —1—i2 |
1) 1; 0) —1—iy3 V2 ‘)_

‘1' —1 ‘ —_=
; +N‘2-
0; —1 ] 2—iy2; 232 1+iy2

_ : B 1 1

—iJ2; —1—— —2; 1 ——=
—92iy2;  —14iy2 —2+iV2; 2

_ 1

- ‘2. 1 —_

24iV2; —iyV2

el
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di cui la 1* sostituzione rappresenta 1'identitd, le successive 9 sostituzioni
i 9 movimenti a periodo 4 di G,,, le altre 8 sostituzioni gli otto movimenti a
periodo 3 di G,, ed infine le ultime 6 sostituzioni le sei rotazioni a periodo
2 di @,,; nessuno di questi ventiquattro movimenti ad eccezione dell’ iden-
tita e di G°.

I 24 movimenti di 2* specie che riportano 1,, in sé si ottengono mol
tiplicando i movimenti del gruppo G,, per la riflessione:

Z = —Zo+1,

che non & di @°. Effettuando il prodotio il 3° e 4° coefficiente delle espres-
sioni analitiche dei 24 movimenti si cambiano nei loro coniugali; si verifica
allora che anch’essi non appartengono a G° Segue quindi che G° ha per
poliedro fondamentale un cubo oftaedro a wvertici impropri.

EsISTONO D DIVISIONI REGOLARI DELLO SPAZIO TPERBOLICO
CON POLIEDRI POLARI DEGLI ARCHIMEDEL

6. [ poliedri in esame hanno facce eguali con angoloidi regolari di
vario numero di spigoli. Essi si possono ancora distribuire in 15 tipi e cor-
rispondono alle soluzioni di cui al n.° 1 scambiando v con f, le facce a la-
tere con gli angoli solidi di a spigoli, ecc. Per le nostre ricerche interessano

solo 1 poliedri i cui diedri hanno per misura R con m intero, il che, come

si & gid detto, porta di conseguenza che gli angoloidi dei poliedri in esame
possono essere soltanto triangolari e quadrangolari, circostanza che avviene
soltanto per i poliedri corrispondenti alle seguenti soluzioni:

n|al|lp|lalbijo]|f Denominazione poliedro
3111234 5| 6| Doppia piramide triangolare
4 131|134 |10 8| Rombo ottaedro

413 (1 | 4] 3|2 |2 | Polare rombicuboottaedro
41212 3]| 41412 Rombo dodecaedro

5 | 4 | 1| 3| 4 |38]|2 | Polare cubo simo.
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Ognuno di tali poliedri ha vertiei quadrangolari; se effettua quindi una
divisione regolare dello spazio iperbolico ha retfi tutti i diedri concorrenti
nei vertici quadrangolari (vertici impropri), sono di conseguenza retti tutti
1 diedri del poliedro e percid i suoi vertici triangolari debbono esser propri.
K subito visto ora che ad ognuna delle precedenti soluzioni corrisponde un
poliedro a diedri retti. Sia infatti P un ordinario poliedro archimedeo di
centro O e spigolo I di cui il polare sia un poliedro corrispondente a una
delle b soluzioni precedenti. Si considerino le sfere s aventi il loro centro
nei vertici di P e di raggio 1y/2; ognuna di tali sfere passa per il centro di
una faccia quadrata di P. Ora tutte le s cosi costruite sono normali alla
§féra ¥ di centro O tangente alle facce quadrangolari di P, e ogni s & nor-
male alle altre sfere s adiacenti.

Il poliedro a facce sferiche interno a ¥ ed esterno alle s & un poliedro
dello spazio iperbolico a diedri retti e avente le caratteristiche di cui le pre-
cedenti soluzioni. Nei n.! 7,8, 9 daremo la costituzione aritmetica dei gruppi
della doppia piramide, del rombo-ottaedro e del rombo-dodecaedro.

GRUPPO DELLA DOPPIA PIRAMIDE.

7. Nella nota 2* del mio lavoro: « Le divisioni regolari dello spazio
iperbolico in piramidi e doppie piramidi » (*) si dimostra che il gruppo G°
delle sostituzioni:

g 22 2B wg 428

9By —
oyezta T yeg,+ 3 ad—2py=1,

con «, B, ¥, :8 interi del campo (1, ¢) ha per poliedro fondamentale una doppia
piramide triangolare a diedri retti formata dai 4 piani (v. fig. 8):

£=0;

ax]

=1; 2=0; a=1;

e dalle due sfere:
1)+ 0 =1,
=)0 =1;

tale poliedro ha le caratteristiche della 1* soluzione del n.? 6.

(¥) Annali B. Scuola Normale Superiore di Pisa, 1917.

Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXVIIL 18
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[

v ety

Fig. 8.

GRUPPO ROMBO-OTTAEDRO.

8. Si considerino tutte le sostituzioni di 1% specie a determinante 1

D=a8—9@y=1,

,  axz—P
Q) =z «4+3=L+1=0 (mod 2);

_m7

e le altre di 1* specie a determinante 2

D
2 QS —mBy—1
Q,‘,) Z’ QOLZ—{—B )Q «® BT ’

— e
2128 S=B1y=0 (mod. 9);
con «, f, v, d interi del campo (1, ¢). Proveremo subito che esse formano un

gruppo G.
Infatti da:

«; [ﬂ)x(a'; p')_(az'+‘2'yp'; o+ 3(1')_(44; B)
(Qy; ) 2y &) T \2(ay+vd); ¥ +2py) \20; D)
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si deduce che se:

a) 2+3=¢4 vy=0(mod. 2); =« +¥=p'+y =0 (mod.2);

¢ anche:
aod =384 (mod.2); fo’ -3 =7y + 2y (mod. 2);
e quindi:
b) A+ D=B+ C=0 (mod. 2).

Analogamente da:

LS [5) 2a'; By (22 +yE B+ (45 By,

2v; 23)\2¢; 93')—(9(“‘{'—1—‘{3'); ﬁY'+933’)_(90; D)’
si ha ancora che se sono vere le a) & anche:

B =6y (mod. 2); pa’ +3p =y + 2y (mod. 2);

cioé sono vere le b).

Cosi pure da:

x p(@ ¥ _(%(m’ﬂp'); 26« 8@')_ 24; B
2v; 3)\2Y; 298) \2(2y'+2¢¥); 2By +09d)) \2C; 2Dp) |

si ha ancora che se sono vere le a) & anche:
v’y =38+pLy (mod. 2); FE= ¥ (mod. 2);

cioé sono vere le b).
Si prova infine che moltiplicando una sostituzione @, per una sostitu-

zione @, se ne ha una del tipo Q,; segue quindi che le sostituzioni date
formano gruppo, anzi che:

Q, X Q,=Q,; Q, X Q=05 2 X Qh=0, XQ =0Q,.

Dimostreremo che il gruppo G ampliato con la riflessione 2’ =z, ha per
poliedro fondamentale un rombo-ottaedro. )

Se D=1 le sostituzioni ellittiche del gruppo si hanno per « +8= 0,1,
ma essendo « =1 (mod. 2), & solo possibile « +-3 =0, e quindi le corri-
spondenti sostituzioni ellittiche hanno il periodo 2. Analogamente per D =2,
le sostituzioni ellittiche si hanno per (« 4 8)y/2 reale in valore assoluto mi-
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nore di 2, ma essendo « + 8 =0 (mod. 2), segue che la circostanza in esame
si presenta se « 4§ =0, cioeé anche per D = 2 le sostituzioni ellittiche hanno
periodo 2. Ne concludiamo che se dué sfere (piani) di riflessione di @, si ta-

gliano, sono ortogonali.

Se D=1 le riflessioni di G° hanno per espressione analitica:
_la,A4ia) e+ i b,
T 2ic 2+ (@ —iay)’

1

con
b,=c¢, (mod. 2), a*+ai+2b,¢, =1,

e le corrispondenti sfere di una riflessione hanno per equazione:

. 1,V ” 1y
Eaef el se) =)

I piani di riflessione si hanno per ¢, =0, quindi dalle (21):
a,—*+1; a,=0; ¢,=0; b, =21I; (I intero arbitrario),

a,=0; a,==x1; ¢,=0; b,=2m; (m intero arbitrario),

essi hanno quindi per equazione:

¥

=1, +=m.

Se D=2 le riflessioni di G° hanno per espressione analitica:

V2 (@, +ia,) zo+%

V3¢, 2, +V2(a, —ia,)

A

con
b, =c, (mod. 2); 2(a?4 a)+ b,c, =1,

e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione:

.y 2+ n alr v 1
i 4 — =53
c ¢] T 2¢

1

(20

22)

(23)

(26

Dalla 2* delle (23) segue che ¢, ¢ un numero intero dispari, quindi per

D =2 non si hanno piani di riflessione.
Si consideri del prisma determinato dai 4 piani di nﬂesswne

$=0; ¢=1; n=0; n=1
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la porzione esterna alle 4 sfere di riflessione:

=

52—*_7‘?:%, (Gl:l; b, =

o T T )

Fig. 9.

Si ottiene un ottaedro P (fig. 9) che ha tutte le caratteristiche della
2% soluzione del n.° 6.

E chiaro che nessuna sfera (piano) di riflessione pud attraversare P

lungo uno spigolo, essendo le sostituzioni ellittiche di G° a periodo 2.
I vertici di P sono:

’oja"@ ’
_ (1 1 (a1 1 ({1 1
V—,:((z, 1, To):), VS:(O, —Q—’ g), V, = “Q—, -Q—’ 0), Vi =003
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e noi proveremo che nessuno di essi pud essere interno a una sfera di ri-
flessione. Infatti perché i vertici V,, V,,---, V, siano interni a una sfera
di riflessione (22) debbono verificarsi in numeri interi rispettivamente le di-
seguaglianze :

2e¢, —a,)* +(2c, +a,) +2¢f <1,
a§+(‘261+a1)2+20?<19

a; + i +-2¢1 <1,
(2¢, —ay)" + a; + 2¢; <<,
(01—a2)2+ a’?_i’_ Cg<l,

(2¢, —a,)*+ (o +a,) + <<l
(c,—a)*+ (e, +a,)+ <<,
a+ (¢, +a)Y+ a<l,
(c,—as)" + (e, + Qn)z <1
Le prime otto sono impossibili essendo |¢,|=1, per l'ultima dovrebbe
aversi ¢, = —a, =a, e la seconda delle (21) diviene:

2¢1+2b,6, =1,

che & assurda.

Analogamente perche i vertici V,, V,,.--, V, siano interni a una sfera
(24) deve aversi rispettivamente: .

2(c, —a,)" +2(c, +a,) +c2< |,
2a;+2(c, +a,) + e < |,

2a:+ Qa4 ¢t <1,
2(c, —a,)" + 2al ¢t < |,
(c, —2a,) + dat+ <2,

dc,—a,) 4 (¢, +2a,) + 1< 9,
(e, —2a,)"+ 4(c, +a,) + 2 <<2,

bai+ (¢, +2a,) + ¢l <9,
(¢, —2a,)’ + (¢, +2a,) <2

Le prime 4 sono impossibili essendo |¢,|=1; dalla 5%, 6%, 7% 8 dise-
guaglianza si ha ¢, =1 e 14+ 2a, =0 oppure 1 —2q, =0, cid che non pud
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- essere; per l'ultima, avendo ¢, — 2a, e ¢, +2a, la stessa paritd, deve es-
sere ¢, =2a,=—2a,, e la seconda delle (23) diventa :
ba:—2a,b, =1,

che non puo essere.
I movimenti di 1* specie che riportano P in sé formano un gruppo G,

ed hanno per espressione analitica:

of W) o Zi o TR o )

1+i 1 l+i, 1
2 T ® 3 9\
, 14-4 1+if’
1 —— =3
[+4d  1—9 L+i 142
g T3 ) g T g -
, 1+’ _ 144 |’
- =

e nessuno di essi, ad eccezione dell’identita, & di G°.
I movimenti di 2* specie che riportano P in sé si ottengono ampliando

Gy con la riflessione 2= — z,+ 1; essi hanno per espressione analitica:
—d; 4\ (l44i; 0 . [1; & (1—i; 24,
0; )’ 0; 1—14¢/7 0; 1)° 0; 1-+—i)’

144 i - l4+4 i—2
2 7\ 2 .2
. — 1)’ —1 41
s 2 b 2
1+ 2— 34 I+ i
o T | [T2 T2
1+’ — 1
s 9 1 2

e nessuno di essi appartiene a G°. Segue che G° ha per poliedro fondamen-
tale un rombo-ottaedro.
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GRUPPO ROMBO-DODECAEDRO.

9. Si considerino tutte le sostituzioni di 1* specie a determinante 1:

[ _az4-2¢ _2az 48
EQ'Nz‘—Qyz+3‘ %waz‘_yzﬁ—%b\’
ad —4py=1, had—pfy=1,

con

x4+ 3=+ y=0 (mod. 2),

.

e «, %, v, o interi del campo (1, ). Si prova facilmente che tali sostituzioni
formano un gruppo G. Cosi ad es. si ha:

2a; B (25 By -’tamoc'—TL;yB'; QB+ IEN [ 4 QB).
('r; 239 (‘Y'; 93’)_(%(14 y8); By +43% ) \20; D)°
e da:

e+ d=p+y=0 (mod. 2); o« F+¥=¢-+7=0 (mod. 2),
segue : , .
Y =v¢ (mod. 2); Po' +3p =y +ay (mod. 2),
cioe: '
A+D=B+ C=0 (mod. 2).

In generale si ha:

QX Q =0, XQ,=0Q,; Q, X Qy =0, X Q;=0Q,.

Si ampli il gruppo G con la riflessione 2’ = z,; si ha un gruppo G°, che
noi proveremo ha per poliedro fondamentale un rombo-dodecaedro. Infatti
dalla condizione o +8 =0 (mod. 2) si trova subito che se una sostituzione
Q, o Q, & ellittica ha il periodo 2, onde se due sfere (piani) di riflessione
si tagliano sono ortogonali. '

Un movimento @, & una riflessione se ha per espressione analitica:

(e +ia)e, +2ib,

¥ T 9, 2+ (4 — iy
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con:
b, +c¢, =0 (mod. 2); at+4-at4-4b,c, =1; (29)

e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione:

a2
(E 2c,

I piani di riflessione si hanno per ¢, =0, quindi dalle (25):

)2 - (n + 52 ) +{ = (i\ (26)

{ 2¢,
n,==*x1; a,=0; b,=21; (1 intero arbitrario);
a,=0; a,=*=1; b,=%2m; (m intero arbitrario);
hanno ciné per equazione:

E=21; n:=2m.

Un movimento ©, € una riflessione se ha per espressione analitica :

ZI_Q(al+ia2)z0+ibl
TG g+ 2(a,—iay)

con:
bi+c¢, =0 (mod. 2); 4(ai+a}))+b,c,=1; (27)
e le corrispondenti sfere di riflessione hanno per equazione:
2a,)\* 2a,\* | yo_ 1
(E_cl).+(“+7,)* C=g- (28)

Non vi sono piani di riflessione perché per la 2* delle (27) si ha che c,
¢ dispari.
La porzione di prisma interna ai quattro piani di riflessione (fig. 10):

E=0; £=2; w=0; 2=2;

ed esterna alle 8 sfere di riflessione:

&+ 0= 1, [0&1 =a,=0; b,=c¢ =1; (028)] ,
(E—Q)+ 0= 1, [a2=l; a,=0; ¢,=1; b,=—3; (928)],
Annali di Matematica, Serie 1II, Tomo XXVI_II. 19
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: —alél; c,=1; b=-—17; (28)

AN
l
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m 13
+
—_———
; =
|
e
N P
+
>
|
J—i
m————
8
|
P

+ (n—@)—i—52='1, [a,zo; a,=—1; ¢,=1; by=—3; (‘28)1

(5—1)+('n»—%)+‘<“’='92, [a2=9; a,=—1; ¢,=1; b,=—1; (%)W,
, # 3y, 1 : T
(;—1 +('n—q)+?; =i |@:=2 a,=—3; ¢, =1; by=—3; (20)|,

(5.“%)+ (’n—i +C”=%é’ [%:1; a,=—2; ¢,=1; b,=—1; (26){,

1

2; ¢,=1; b,=—3; (%ﬂ

4

—
e
|
9| e
‘—";
/‘,\
-
I
f—
~—
_|_
3
|
bg] —
frm——
8
I
o
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I
|

’

forma un rombododecaedro P di cui la 4* soluzione del n.° 6.

(N

Proveremo che @° ha pér poliedro fondamentale P.

Si osservi che essendo le sostituzioni ellittiche di G° a periodo 2, nes-
suna sfera (piano) di riflessione penetra in P lungo uno spigolo.

Proveremo ora che i vertici di P non possono essere interni ad alcuna
sfera di riflessione. I vertici di P sono:

VIE(()’ 0’ 1)’ V2E(Qa 0, 1)’ V?,E(Qa 21 _1)$ V4E(O7 Qa 1)7
V,=(1,0,0; V.=(210; V,=(1,20); V.=(0,1,0);
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(2.2 1y o (k2 1\ o _(2 & 1)
n=(35 55 5) we=(s 355 w=lE 5 5)
(& & 1) .7
n=(5. 30 5 Vel 1,05 V=

Perche i vertici V,, V,,---, V,, siano interni a una sfera (26) debbono
essere soddisfatte in numeri interi rispettivamente le diseguaglianze:

a; +a +4ai<i,
4c,—ay)+a? +Ada<t,
4o, —a,)+ (de,+ _a,)2+4‘c§'<1,‘

@ (o 4+ a) 4 k<1,

(20— @) +al <1,
(de,— a)))+2c¢+ a,) <1,
@6, — @) = (ho, - ay) <1,

i+ 2¢,+ a,) <1,

(ho,—3a) + (ho,+3a)+4cd <9,

8¢, —3ay)+(ke, +3a,) +4c; <9,

ko, —3a,) + (8¢, +3a) +4a <9,

(801 —3a2)’+(801+3a1)2 —i—4’Cf<9,

2c, — @)+ 2¢,+ @) < 1.
Le prime 4 diseguaglianze non possono sussistere essendo |¢,|=1; la
5% la 6% la 7* e la 8 non possono sussistere perché dovendosi annullare
nel 1° membro ognuno dei termini ne seguirebbe che a, e a, debbono essere
numeri pari contrariamente alla 2* eguaglianza (25); dalla 9%, 10*, 112, 19*-
segue ¢, = 1, ed avendo a, e a, differente paritd uno dei primi due termini

del 1° membro deve essere eguale a 1, 'altro annullarsi, in ogni caso i nu-

meri 4 o 8 debbono essere multipli di 3 e cid & assurdo; dall’ultima perche
si verifichi segue:

—a,=a,=2¢,,

cioé a, e @, sono pari, il che non pud essere.
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Analogamente perche i vertici V,, V,,.---, V,, siano interni a una
sfera (28) deve aversi rispettivamente

da;+ boaj+ i<l

e, — )+ 4 al 4 <1,

bc, — @)’ +4(, + a)+Fc<|,

dal+4 (6, + o)+ ci<<d,

(¢, —2a,) +4a? o<,

Lo — a)y—+ (e+2a)y <1,

(6 —2a) 44 + a) <1

dai+ (¢, +2a,) <1,

d(c,—3a,)+ 4%(c,+ 3a,) + ¢ <<T9,

42c,—3a,)*+4 (¢, +3a,) +c1<<9,

d(c, —3a,)+42c,+3a,) 4+ ¢t <79,

42c,—3a,)*+42c¢,+30a,) 419,

(¢, —2a.)*+ (¢, +2a)) <1.
Ancora le prime 4 non possono sussistere essendo |¢,|=1; la 5%, 62,
7%, 8* non possono sussistere perche dovendosi annullare ognuno dei ter-
mini del 1° membro segue che ¢, & pari contrariamente alla 2* eguaglianza
delle (27); per la 9%, 10%, 112, 192 essendo ¢, dispari segue ¢, =1, e quindi
per la possibilita di ciascuna di esse deve verificarsi rispettivamente in nu-

meri interi uno dei sistemi:

(1—3a,=1, (2—3a,=—1, j1—3a2=1, 2—3a,=—1,
' 14-3a,=0, 14+3ae,= 0, 24+3a,=0, 24+38a,= 0,

e ciascuno di essi non puo verificarsi in numeri interi.
Infine per 'ultima deve aversi ¢, =2a,= —2a,, cioé ¢, pari, cido che
si & visto non pud essere.
I movimenti di 1* specie che riportano P in s¢ formano un gruppo G,,;
essi hanno per espressione analitica:
l; 0)_ 1445 2(1—0)\ . (& 201 —d) ., (1—d; —2(1 —3)) .
0; 1)° 0; 1—4 )7’ (0; —i )’ 0; 144 ’
(1+2¢)d; (1—28)3) . (1—i; — 249\, (i (1—249)1 ]
i; — ’ —i; —({1—=9)’ \i; —(A 4244
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1 —i ;=)\ — @4
{ —14 1414 1414 _I_l—}—a
2¢ ’ 24 2¢ 24
1—d 14+if \t—i. i ’
27 * 93 924¢ 23

i . 2—31
[ 141

(Q—L—i; — (1 +44)\ (1; _3)_ ( 1; _31').

1; —(2+44 )7 \0; —1)7 \—ié; —1)°

— (@ —d); 1\, (—+d); Bi). (1+2i; 1—4&i ).
i 1—@')" ( —1 1+i)’ 1; —(1+°~’i))’

di cui la 12 sostituzione rappresenta 1’identitd, le successive 9 sostituzioni
1 9 movimenti a periodo 4 di G,,, le successive 8 sostituzioni gli 8 movi-
menti a periodo 3 di G, ed infine le ultime 6 sostituzioni le 6 rotazioni a

periodo 2; nessuno di questi 24 movimenti ad eccezione dell’ identitd appar-
tiene a G°.

Moltiplicando ora il gruppo G,, per la riflessione:

, —1; 24
z=__z0+0)=( ., .)Zo

0;,

che non appartiene a G, si ottengono altri 24 movimenti di 22 specie che
riportano P in sé. Osservando che effettuando i prodotti il terzo e quarto
coefficiente di ogni sostituzione si cambiano nei loro coniugati moltiplicati
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per i, ne segue che le sostituzioni di G,, che ridotte a determinante 1 non
hanno il 3° e 4° coefficiente intero, moltiplicate per la riflessione &' = — z, +2,
conservano il 3° e 4° coefficiente non intero, ci restano allora da esaminare

.delle nuove quelle che provengono dai prodotti:

D i

2

(1+'@'; —9+i) (—i; %) ( (1+4); 3 )

i; —1—¢/10; ¢ — 1 1—1i)’

(l—i; ~1+Qi) (—1, 9&"_(-(1—@');' —i .
1; —14 4 0; z‘)— i; — (1 +419))

)

e nessuna delle sostituzioni rappresentata di tali prodotti appartiene a G°.
Resta pertanto dimostrato che G° ha per poliedro fondamentale un rombo-

dodecaedro.
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Parallelismo e curvatura
in una varieta qualunque.

(Di ANira CARPANESE, a Calice al Cornoviglio.)

INTRODUZIONE.

Il prof. LEvI-CiviTa nella sua Memoria: Nozione di parallelismo in una
varield qualunque e conseguente specificazione geometrica della curvatura Rie-
manniona (*) ha introdotto ed illustrato la nozione di parallelismo in una
varietd V, a metrica qualsiasi, definende come parallele due direzioni spic-
cate da due punti infinitamente vicini P, P’ se (a meno d’infinitesimi d’or-
dine superiore al primo rispetto all’elemento lineare P P’) formano lo stesso
angolo con ogni direzione fissa spiccata da P (o da P’) ed appartenentea V,.

Anche qui si introduce la nozione di parallelismo in una varietd V,
qualunque, ma partendo da un punto di vista diverso.

Si suppongono date a priori # forme differenziali, lineari, indipendenti

n
q’f = Er )‘ilr d mr
1
e si assume come quadrato dell’elemento lineare della varieta
”
ds’=Y, .
1
Con' questa impostazione si riconosce che ad ogni punto P di V, si
coordina un’ennupla di direzioni mutuamente ortogonali.
Si definisce poi il parallelismo ricorrendo, con opportuno algoritmo,

alla condizione che fra gli intorni di 1° ordine di due punti infinitamente
vicini P e P’ passi tale corrispondenza da conservare distanze ed angoli.

(*) Vedi Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XLII (1917).
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Ponendo in tal modo la nozione di parallelismo rimane ovviamente
acquisito che l'angolo formato da due generiche direzioni uscenti da un
medesimo punto, ¢ anche I’'angolo formato dalle loro parallele in un altro
punto qualunque; e considerando un caso particolare delle equazioni di
parallelismo si stabiliscono le equazioni delle geodetiche, che vengono cosi
illuminate sotto altro punto di vista.

Con facile e spontanea applicazione di proprietd note delle ennuple or-
togonali si ritrova poi la proprietd geometrica assunta dal LEvi-Civita come
definizione di parallelismo. Questa proprietd geometrica ¢ agile ed espres-
siva perché, come ha mostrato lo stesso Levi-CiviTa, conduce rapidamente
alle equazioni differenziali del parallelismo. Essa appare per altro estrinseca
rispetto alla V,, perche fa intervenire lo spazio euclideo (ad un numero
conveniente di dimensioni) in cui la V, stessa pud sempre supporsi immersa.

Gid il prof. Severr (*) ha mostrato come si possa ricondurre il paralle-
lismo nella varietd V, al parallelismo sopra una certa superficie geodetica,
determinata dai dati della questione, ossia come sl possa attribuire forma
geometrica intrinseca alla definizione di parallelismo in- V,. Orbene & facile
riconoscere che anche questo risultato del SEvErI si pud ricavare, senza
nessun calcolo, come corollario della originaria definizione del Levi-Civira.

Infine si introducono i differenziali d’ordine superiore delle forme ¢, e
col loro mezzo vien fatto di definire e di interpretare nel modo pid rapido
e conciso tutti gli invarianti di curvatura nella varieta.

A dir vero le espressioni finali e l'interpretazione sono gia state asse-
gnate dal prof. Riccr (**), ma col procedimento qui esposto si evita di far
intervenire, sia pure soltanto provvisoriamente, i simboli di RIEMANN.

§ 1.
DETERMINAZIONE METRICA DI UNA V,, PER MEZZO D! % FORME LINEARI.

1. Interpretiamo n variabili indipendenti «, come coordinate generali
di un punto P in una varietd V,. Un sistema di differenziali dw, caratte-
rizza con cid il passaggio da P ad un punto vicinissimo P’.

(*) Cfr. Sulla curvatura delle superficie e varietad. Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. XLII (1917).

(**) Cfr. Sué gruppé continui di movimenti in una varieté qualunque a tre dimensioni.
Memorie dei XL, Serie III, t. XII (1899), pag. 74.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



in una variela qualunque. 149

Prendiamo a considerare » forme differenziali, lineari, indipendenti
”
4&-=§r7urd%- (L)

L’indipendenza si rispecchia nella circostanza formale che si suppone
diverso da zero 1l determinante dei coefficienti

Mg Mp... M

Ayt Poa... Ao
A = \

Aot dapeo. Agm

Le forme ¢, si considerano invarianti rispetto ad arbitrari cambiamenti

di variabili indipendenti, e quindi se ci riferiamo a generiche, nuove varia-
bili y, e poniamo

» x,

“ifp — Zr l

Vifp 1 1/"‘9y

b4

G p=1,2,..., n)

abbiamo
” (999,. n
4’6 = ?rp )‘i/ra_y;, d:’/p = }1:1) y"'/Pd'lP .

2. Imaginiamo posta in V, una determinazione metrica, assumendo
come espressione del quadrato dell’elemento lineare P P’

dﬁ:é%. @)

Si riconosce senza difficoltd che con questa impostazione (risguardando
cioé date a p‘riori le n forme {,, e definendo, in base ad esse, il d 8 quale
somma dei loro quadrati), non soltanto si introduce la misura delle distanze
e degli angoli in V,, ma si coordina altresi ad ogni punto P un’ennupla
di direzioni mutuamente ortogonali.

Infatti ove si ponga

$=0...9, =0 $y,=0...9,=0 3)

.

la matrice di questo sistema di »—1 equazioni lineari ed omogenee nei

Annali di Matematica, Serie III, Tomo XXVIII. 20
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differenziali d«, ha per caratteristica » — 1 (*), e quindi Vengoflo definite
le do, a meno di un fattore di proporzionalita.
Indicando con 3y gli elementi reciproci (**) degli element1 Ayr i ha pid

precisamente
da, =g 2 (r=1, 2,..., n). 4)

Nelle (3), ed in conseguenza nelle (4), Uindice ¢ pud prendere tutti i
valori da 1 ad =, perche le forme ¢ sono =, e quindi dalle (4) stesse risulta
intanto che ad ogni punto P corrispendono » direzioni.

Osserviamo che, tenendo presenti le (3) e le (4), si ottiene

dsi=di=gi.
Cosl si ha anche l'interpretazione di p,, ed allora le (4) diventano

dx,

ds; =M. (4,’)

Le quantitd 2y si chiamano i parametri della direzione i.

‘3. Rimane da provare che le » direzioni uscenti da P sono mutua-
”

mente ortogonali. A tal uopo ricordiamo che, essendo ds&* =3, a,,dx,. dx,
1

lespressione del quadrato dell’elemento lineare della varieta, e ponendo per
brevitd ds’= @, la condizione di ortogonalitd "di due direzioni (d) e (d),
corrispondenti agli incrementi d e d', &

§ Al d x; = 0.
T 0(dwx)
Quando il quadrato dell’elemento lineare ha l'espressione (2) si rico-
nosce facilmente che la suddetta condizione diventa

21.' 4’1 “!’/i = 07

(*) Infatti se la caratteristica fosse minore di » —1 sarebbero zero tutti i minori d’or-
dine » —1 della matrice, che sono pure minori del determinante A, e quindi sviluppando
questo determinante secondo gli elementi dell’i***e riga si ottgerrebbe Zero, contro I'ipotesi
che sia A=|=0. .

(**) Si chiamano elementi reciproci i complementi algebmm divisi per il determmante

'
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essendo ¢’ la stessa forma ¢ riferita agli incrementi d’ delle coordinate. Se
ora si considerano due qualunque-delle »n direzioni uscenti da P, si vede

Y

che per esse é soddisfatta la condizione d’ortogonalita in virth delle (3).

§ 2
COVARIANTI BILINEARI DELLE FOKME FONDAMENTALI 4»

1. Conveniamo di lasciare indeterminato il significato da attribuire a
differenziali secondi del tipo

dd x, ddx,

e facciamo la convenzione, che ha caraltere invariantivo di fronte ai cam-
biamenti di variabili, che per una stessa funzione del posto siano invertibili
i simboli d e d (*), che cioe si abbia

dd' =d'd.
Accanto alle forme {, consideriamo le forme

‘I"e=237~i/sd'.wa (7;=1; 2,..., n) (I')
. 1

ed osserviamo che (quando si prenda per i differenziali secondi una defini-
zione invariantiva), sono invarianti

a q’n d 4"«

ed anche le forme bilineari del 1° ordine

X6=d,q’s’—dq”s':ird')‘i/rdwr—_znsd)\i/sd'ms= \
. 1 1
’ (1’ = 1’ Q’ ’ ”) (5)
o RN AT
_zl,sdw,d m,(——aw’ aw,)

*) B sempre lecito risguardare nulli i differenziali secondi, ma non facciamo questa con-
venzione, perché¢ non ha carattere invariantivo.
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ognuna delle quali costituisce il cosidetto covariante bilineare della corri-
spondente forma ¢,.

2. Risolviamo ora le (1) rispetto alle da,. Per far questo moltipli-
chiamo i due membri per %y,, sommiamo rispetto all’indice ¢, e teniamo
presenti le relazioni, che passano fra gli elementi reciproci Ay., A

n
%:i)‘i/r)fgs)zsrs (71821,97"'77]’)

col solito significato delle ¢,, (0 per r=|=s, 1 per r =s).
Si ottiene allora (dopo aver scambiato p con r, ed ¢ con k)

dw,:ﬁl,,w;:n r—=1,2,..., n) (6)
Analogamente risolvendo le (1) si ha

d’ws=2:k¢'kl$§‘. s=1,2,..., n (6)
Nelle () sostituiamo a dw, e d’x, le espressionl date dalle (6) e (6"),

otteniamo

” ‘Y, [ a)\q. ‘9)\1 s
X-’z ?hk Kphipkgr‘s(aw/‘:_ ‘a_wij) 2\.2))\;:) ==

kid ’
= Yor Cims H'Jh ‘.’J x
1

avendo posto

L )\i/r 0 7\,'/5
o= ¥ TR AMA® . 7
Cinr %18 ( (9 ms (9 -’.U, h "k ( )

Se in questa espressione si cambia k con k si-vede che le ¢, SOno emi-
simmetriche rispetto ai due ultimi indici, cio® sono legate dalle relazioni

Cinr = Cizn = 0.
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§ 3.

DicressioNt DI CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO.

1. Facciamo ora, per il lettore cui & famigliare il calcolo differenziale
assoluto del Riccr, alcune considerazioni sui simboli e, introdotti colle (7).
Dalle formole di derivazione covariante si ha

n
)‘i/"-? = (9@.8 gp p )‘1'/10
RN “lrs
Xifor = a;;/r ’— %‘m P Xijp
E sottraendo membro a membro viene
SN, O
)\i/rs e )‘i/Sr = 3 w/: -— a_o;{.? .

In virtd di queste ultime relazioni le (7) diventano
n ' "
Cing = ;rc )*i/rs MO — Eir.g )\i/sr 2P (8)
Ricordando le formole di definizione dei coefticienti di rotazione di Riccr

Y:‘hk = §rs 11’/"8 )\slr) )\sf) ’
1
dalle (8) risulta
Cinte = Yinx — Yirn s (9)

e cosi si vede che le e, Sl possono esprimere in modo semplice in termini
delle v~

2. E importante osservare che se si associano alle (9) le relazioni di
emisimmetria rispetto ai due primi indici, a cui soddisfano le y, cioe le
identita . )

Yint = Yair = 0 (10)

le y.. rimangono univocamente definite in termini delle e, .
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Infatti, ruotando circolarmente gli indici si hanno dalle (9) le relazioni
Onsi = Yuas — Yiv (¥)
Cin = Yain — Yoni )
Sommiamo la (9) con la (9') e sottragghiamo la (9”). Viene
€ins + €nri — i = Yane — Yaon = Yiws — Y = Yin 7+ Yans »
ed in base alla (10) si semplifica in

2 Yine = Cinr + Crpi — €, -

§ 4.

DIFFERENZIALI DI 2° ORDINE.

Ricordiamo che nel § 2 abbiamo visto che dall’invertibilitd dei simboli
d e d' risulta

d's’».-—-d‘l/;=12hk eibkq"h‘;"la- - (11)

Vogliamo ora dare per i differenziali secondi una determinazione inva-
riantiva. A questo scopo poniamo d'¢, eguale ad una forma bilineare nelle ,
cioé poniamo

d 4‘.’ = %hk Yin 4’7» 4/10) (192)

i coefficienti y essendo »® funzioni del posto a priori arbitrarie (*), vincolate
soltanto dal rendere soddisfatte le (11).

In questa forma bilineare non c’é niente che dipenda dalla scelta delle
variabili di riferimento, quindi & invariante di fronte ai cambiamenti di va-
riabili. ‘

Accanto alle (12) abbiamo

d ‘V.‘ = %hk Y inke 4‘,;. "Pk == %hk Yixn % "I/’k ’ (12’)

(*) Vedremo in seguito che questi coefficienti y coincidono coi coefficienti di rotazione
di Ricar, e percid li indichiamo fin d’ora con lo stesso simbolo.
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e teriendo presente che devono essere soddisfatte le (11), si vede che deve
essere

Yor = Yan = €z » (1)
Queste relazioni sono n % (m—1D_2m—1) e v ne rimangono
9 9 I €
2 - 2
quindi #®-- n (nQ H_» (n;— ) a priori arbitrarie.
§ 5.

CONDIZIONE DI RIGIDITA.

Presa a considerare la forma bilineare
» ’
¢ = 2.‘ 4‘-‘ 4/ ¢
1
chiamiamo condizione di rigiditd la condizione
de=0

per ogni sistema di differenziali d, &, d”, cioé formalmente la condizione di

invarianza, rispetto ad un generico operatore d” della forma .
In base alle (12) si ha

TO=% W d b hdY) =
— S (Yo VeV Yo e 4.
Scambfando nella seconda sommatoria ¢ con h viene
W¢=§m%¢wﬂmu+nﬂ

Da cio risulta che la condizione necessaria e sufficiente affinché s’an-
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nulli d”@ & offerta dallannullarsi dei coefficienti (*), cioeé dalle relazioni
Yine T Yhnf =0 (II)

che comprendono come casi particolari, per ¢=h, le y,,=0.

2
n(n;“:n (n;_ 1), perché all’ indice %k si

Queste relazioni sono n

possono dare tutti i valori da 1 ad n, e per la coppia ik si devono pren-
dere tutte le combinazioni con ripetizione di » indici a due a due.

Osserviamo che il numero delle relazioni (II) & appunto eguale al nu-
mero delle y, a priori arbitrarie, trovato nel paragrafo precedente.

§ 6.
IDENTITA DELLE NOSTRE Y COI COEFFICIENTI DI ROTAZIONE DI Riccr

In questo paragrafo indichiamo, per maggior chiarezza, con y* i coeffi-
cienti di rotazione di Ricci, e ricordiamo che nel § 3 abbiamo visto che si ha

*
2 Y == Co 1 €ppi — @i

Operando sulle (I) e (II) nello stesso modo con cul nell’'ultima parte del
§ 3 abbiamo operato sulle (9) e (10) per ottenere le precedenti espressioni
delle y*, si trova

2 Yink = Cinie =+ Crpi — Crin-

Dal confronto di questa relazione con la precedente risulta appunto che
i coefficienti y, che compariscono nelle (12), coincidono coi coefficienti di
rotazione di Ricer.

(*) Basta osservare che abbiamo tre sistemi di differenziali, indipendenti I’'uno dall’altro,
e che per ogni sistema possiamo prendere eguali a zero tutti gli incrementi, uno eccettuato.
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§ 7.

ParavLeELisMo N V.

1. Nella varietda V, ad ogni operatore d facciamo corrispondere una
direzione (d), e ricordiamo che (come abbiamo visto nel § 1), assumendo
la (2) come espressione del quadrato dell’elemento lineare, si coordina ad
ogni punto P un’ennupla di direzioni mutuamente ortogonali.

Considerata una direzione (d) uscente da un punto P qualsiasi, posto

sds={¢,  (i=1,2:---n) (13)

e tenuta presente ld (2) si ha identicamente

§i23= 1
1

e si possono quindi considerare le z; come coseni direttori della (d).
Osserviamo che dalle (13), (1), e (4) risulta

4” 1 )\ )\()
Zg=d—§=21,. ifr Ag e

2. Siano P e @ due punti vicinissimi di una curva ! qualsiasi in V,,
e (d) la direzione da essi determinata. Vogliamo definire il parallelismo di
due direzioni (d') e (d'g) appartenenti a V,, ed uscenti da P e da Q. All'uopo
caratterizzeremo gli incrementi che devono subire i coseni 2, relativi alla (d')
per dar luogo ai coseni relativi alla direzione parallela (d'y), e cio, adottando
per i differenziali secondi delle ¢ la caratterizzazione risultante dalla condi-
‘zione di rigidita.
Posto
V,=2.ds '13%)
si ha

v 4"; __d%
dz',=d =Js

essendo il d's costante per la condizione di rigidita.
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In base alle (12" si ha

Yur Yirz 4";; %
dei—1 .
d's
Dividendo ambo i membri per ds, e tenendo presenti le (13) e le (13))
viene

as, n ’
% = %hk Yine # 1 %x- (14)

Queste sono le n equazioni fondamentali che definiscono il modo di va-
riare dei coseni direttori lungo la linea 1 in base alla condizione che le di-
reziont individuale da questi coseni 8i manlengano parallele.

Data la curva 1, i coseni 2z, sono funzioni note dell’arco s di I, le y,,
sono funzioni note del posto, quindi sono noti i coefficienti di ogni #/,, e le
equazioni trovate sono quindi » equazioni differenziali ordinarie nelle altret-
tante quantitd 2/,. Ne segue, in base ai noti teoremi di esistenza, che spic-
cata una direzione da un punto qualsiasi di I, rimangono determinate’le
direzioni parallele per ogni altro punto della curva.

Quando la linea I coincide con I'’ennesima linea dell’ennupla ortogonale
le 2, sono tutte nulle, ad eccezione di 2z, che & 1, quindi, in questo caso
particolare, le (14) assumono la forma

de; »
ds _ghY'hnzh

Come immediata conseguenza della condizione di rigidita, si ha la con-
servazione lungo ! dell’angolo di due direzioni concorrenti, che si trasportano
per parallelismo.

Le equazioni di parallelismo che abbiamo trovato sono gia rldotte alla
forma emisimmetrica, quindi sussistono tutte le proprietd di cui godono 1
sistemi differenziali di questo tipo, e che sono state anche rilevate dal Pro-
fessore LeEvi-CrvitTa nella sua Memoria citata nell’introduzione.
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§ 8.
GEODETICHE.

In particolare supponiamo che nelle (14) 2’ coincida con é, ossia la dire-
zione di cui si considera il trasporto per parallelismo & quella della linea I;
allora le (14) assumono la forma

dz, * -
ds ?hk Yinr %0 - (10)

Quando la linea ! & conosciuta abbiamo visto che si hanno » equazioni
nelle 2’;; invece quando il trasporto avviene lungo I'incognita curva I, le y
(che sono note soltanto come funzioni del posto) non si conoscono. Con-
viene allora associare alle (15) le identita

dux,

T —ior 1

che si ottengono risolvendo le formole di definizione dei coseni

n dax,
g, = ;r )\i[rd—s .

Le (15) e (16) definiscono complessivamente curve tali che la loro dire-
zione in un punto qualsiasi & sempre parallela alla direzione iniziale. Curve
siffatte si chiamano geodetiche della varietd. '

Dalla condizione di rigiditad risulta poi che queste curve hanno la pro-
prietd di rendere stazionario !'integrale che da la lunghezza dell’arco com-
preso fra due loro punti, e cosi si ritrova, per le geodetiche di una varieta

qualunque, 'ordinaria definizione estremale.
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§ 9.

PROPRIETA GEOMETRICA CHE GARATTERIZZA IL PARALLELISMO Di DIREZIONI SPICCATE
DA PUNTI INFINITAMENTE VICINIL

1. Siano P ¢ P’ due punti vicinissimi nella varieta V,; ds’ la loro di-
stanza elementare; (d’) la direziorle da essi determinata; 2, i coseni direttori
della (d') rispetto all’ennupla ortogonale 1, 2,--., »n uscente da P. Per mag-
gior chiarezza sard bene contraddistinguere con apice le linee dell’ennupla
uscente da P’.

Consideriamo I'angolo che la linea ¢, uscente da P, forma con la linea &/,
uscente da P’, e poniamo (per k=}=1)

—_

/v\- [ »
Wi=-—p.ds

e

essendo p,, una quantita finita. Allora p,, d s’ si pud manifestamente risguar-

/N
dare come cos I’ (¥). .y

Supponiamo ora la varietd V, immersa in uno spazio euclideo Sy ad un
numero conveniente di dimensioni. Indichiamo (rispetto ad un generico si-
stema cartesiano di Sy) con «,(v=1,2,..., N) i coseni direttori della
- linea h spiccata da P, e con «,,+ d«,, gli analoghi coseni della k’. Si ha
(per i=|=h)

Indicando con 1" 1 parametri della direzione (d) si ha

n
2 =73, Mjp \'?
1
da cui

NI § o 3
*121951: x -

7\,
(*) Basta osservare che & cos h'i=-cos (g—pm ds’) —senppds.
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Quindi

n n
—3, Sy g CEpy,
’ v N -
ds 1 0, T 0w,

e designando al solito con s, 'arco della linea %, si pud porre

Siccome (*)

N d a,,
%v Xy ds, = Yhir
cosi risulta in definitiva
"
Pri= ;Ic Ynix z'k (17)
e questo generalizza ovviamente 'espressione delle p, rilevata al § 13 della

Memoria citata del Prof. Levi-Civita. Ivi si suppone (d') coincidente con n,
donde 2, =2, =... =7¢,,=0 #,=1.

N
2. Per qguanto precede il coseno ¢, dell’angolo #’'¢ vale (a meno di
infinitesimi di 2° ordine) '

1 per k=14, p,,ds per h=|=i.
Se 2, sono i coseni di una generica direzione (d) rispetto all’ennupla
1, 2, ..., » quelli relativi all’ennupla 1, 2, ..., # saranno
n
Z*.' = 21;; Cin #n s

ossia .
’ ’
Z*.' =z,+ds P UVEA

(Y significa che nel fare la somma da 1 ad » bisogna ommettere I'indice ).
Ricordando che & y,, = — v, (e quindi in particolare y,,, = 0), e tenendo
presente la (17) si pud scrivere

¥, =2, —ds Elhk Yine #n 7. (18)

(*) Veggasi Riccl, Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varieta qualunque. Me-
morie dei Lincei, 1896, pag. 294%.
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3. Sia (d) una generica direzione uscente da P di eoseni direttori
2

a5 (rispetto all’ennupla uscente da P). La parallela a (d) uscente da P’

ha, rispetto all’ennupla 1’, 2, ..., #/, i coseni

I

2

zi‘i-d'zt:.zc_i_a%d’q)‘

essendo per la (12)

1 ’ In ’
%d 4J.~=d8 %hlcY-‘hkzhzk'

Riportando codesti coseni z,+d'z, all’ennupla 1, 2, ..., » mediante la
formola (18) (in cui si sostituisca 2,4+ d'z; a 2,) si ha, a meno di termini di
2° ordine,

¥, =z,

i

Questa relazione ci dice che due direzioni parallele uscenti da P e P’
formano lo stesso angolo con la linea i dell’ennupla, cioé con una generica
direzione fissa di V,.

E cosi si ritrova, come una proprieta del parallelismo definito nel § 7,
la definizione di parallelismo data dal prof. LEvi-Civita nella sua citata
Memoria.

§ 10.
TEOREMA DI SEVERI

Dalla proprieta di due direzioni parallele, testé rilevata, si pud dedurre
la caratterizzazione intrinseca del parallelismo data dal Severr

Le considerazioni che servono a raggiungere 1'intento mi sono state
suggerite dal prof. LeEvi-CiviTa, e sono le seguenti. »

Siano P e P’ due punti vicinissimi nella varietd V,, (d') la direzione da
essi determinata, (d) una direzione uscente da P, (3) la direzione parallela
uscente da P’ ‘

Consideriamo le due geodetiche spiccate da P nelle direzioni (d) e (d'),
e la superficie geodetica G da esse determinata. Consideriamo ancora una
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-

varietd ¢ ad m dimensioni, 'passante per P, e contenuta in V,; supponiamo
che ¢ contenga le due direzioni (d) e (d'), e sia del resto qualunque.

Indichiamo con 7 l’iperpiano tangente a V, in P, e con = liperpiano
tangente a ¢ in P. Siccome ¢ & contenuta in V,, = sard contenuto in 7.

Osserviamo ora che se (3) & parallela a (d) in V, lo & anche in o.

Infatti se le due direzioni (d) e (3) sono parallele in V, formano gli stessi
angoli con ogni direzione fissa appartenente a 7, e quindi, a fortiori, forme-
ranno gli stessi angoli con ogni direzione fissa di =.

Cid premesso prendiamo per ¢ la superficie geodetica G, allora la pa-
rallela a (d) in V, & anche parallela in @, e quindi il parallelismo nella va-
rietd V, & ricondotto al parallelismo sulla superficie G, determinata dai dati
della questione. In questo consiste appunto il teorema di SEVERIL

Per le varietd a due dimensioni parallelismo equivale ad isogonalita,
quindi la parallela ad pna direzione (d) & determinata in modo unico, e si
ha una caratterizzazione intrinseca del parallelismo.

§ 11,

DIFFERENZIALI D’ORDINE SUPERIORE.

Applicando ripetutamente le (12) rimangono definiti anche differenziali

super10r1 del tipo d” d' {,, d'd"{,, il simbolo d” dovendo naturalmente trat-
tarsi alla stessa stregua di d' e d.
Consideriamo ora le espressioni

w=dd" §—d" d{,. (19)
Dalle (12) si ha

a d’ 4’; =d ?hk Yinr "Ph *I’”k =

» ‘9(hk

n " n
Ehkp d Xy \bh q’ "+ ;hk Yinx a ‘\l'h . q’”k —+ Eibk Yink "I’h -d’ "I’”k ’

»n
a d ‘P.‘ =d" Ehk Yink "I"h ‘Vk ==

n

a Lk "
—zhkp Y d wp‘ybvk—'*_zhk'{mkd 4’1. 4’ +}:hk'¥.hk‘l’h a %
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Dalle (12), dalle (6') e dalle (4) si ha ancora’

4 kid a sh ’ ” " X4 ” i 4 ”
ad 4‘ _thq Y’k%\;’qﬁbk‘}‘ghkquithhpqq)y‘yqq’ k_\l—lzthihkq’h’d‘;‘k,

” » 19 thk ’ ” Lig ’ ” it ” ’
a"d’ ¢, _Zm <X (Ph\;}kq‘g+§hkqun‘hk‘thq4’p4‘k4‘q+§ka6bk(‘I/h'd ¢

e sottraendo membro a membro dopo aver scambiato nelle due prime som-
matorie ¢ con k, viene

U, = d’ d” '!J,- - d” d' KP.' == é:hkq (‘;Y-‘hq a Y'hk) 4’7: '\L q‘ +

S
-+ %hﬁjﬂq (thq Yupre — Yinx thq) '\I’p Hb’k ‘Vq -+ ;hk Y ine ‘!’h (dl ‘;b”k —d”’ %)
Tenendo presenti le (11) e le (9) l'ultima sommatoria diventa
;hkpq Yin (qup - ‘Ykzoq) 4‘1. ‘Plp .‘I’”q

talche, scambiando gli indici in modo che in ogni sommatoria comparisca
il prodotto ¢, ¢’ ¢",, € ponendo

dy. « O Yo o
Yingr = % Y + Z (ka Vorg — Yriq thk) + 210 Yinp (quk - Yp’rq)
k 1
si ottiene infine
U, = lzkkq Y insgr 4‘;. HVk 4‘”4- (QO)
§ 12.

ForMA QUADRILINEARE DI RIEMANN-RICCI E CONSEGUENTE BIQUADRATICA J.

Giova ora considerare 'espressione

"

in cul ¢” & la stessa forma ¢ riferita ad altri incrementi d” delle variabili,
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arbitrari ed indipendenti dagli incrementi d, d, d” precedentemente eonsi-

derati. _ : :
Tenendo presenti le (20) si pud subito scrivere

n
J = ?ihkq Y insa ‘ph “I’Ik ‘!’”q "pmi .

Di questa forma quadrilineare troveremo Jinterpretazione geometrica
nel caso particolare in cui i sistemi di differenziali indipendenti si riducano
a due, coincidendo d con d’' e d” con d”, ossia nel caso che diventi la forma
biquadratica

JZ?ihkq Y ‘I"’h ‘I"k q’”q 4‘”.‘ .

§ 13.

PARALLELOGRAMMOIDI SECONDO LEVI-CiviTa.
TRASPORTO DELLE COORDINATE E DELLE Y.

1. Sia P @ un generico arco di geodetica nella nostra varieta V,. Dai
punti P e @ imaginiamo spiccate due altre geodetiche in direzioni parallele.
Assumiamo su queste geodetiche due archi eguali

PPI=QQI=dls,
e congiungiamo P’ e @ con un arco di geodetica. Otteniamo un quadran-
golo geodetico che, secondo Levi-CiviTa, chiameremo parallelogrammoide; e

degigneremo come base e soprabase i due lati opposti P@ e P’Q".

2. 11 sistema formato dalle equazioni delle geodetiche e dalle seguenti
dw, = %4‘ WY, 'y, = 12hk Yome U Va5

consente di fare il trasporto lungo la geodetica spiccata da P, e che indi- ‘
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cheremo con g, di una qualsiasi funzione
f(P, (d)) *) [ossia fey, @ayenvy @) (20, Z2yenny z,,)J

del posto e di una direzione che si conserva parallela a se stessa (lungo g).
In un cosi fatto trasporto lungo g il ds® rimane inalterato, perche le equa-
zioni di parallelismo sono state desunte in base alla condizione di rigidita.

In particolare, indicata con (d”) la direzione determinata dai due punti
P e Q e detti (d"x)p 1 differenziali corrispondenti alla parallela a (d")
spiccata da P’, si avra (dallo sviluppo del Mac LAURIN)

(@ @)y =@, + &, 4y - @1)

dove d” e d’ hanno le determinazioni che loro competono in P.

3. Se una f(P, (d’)) ¢ trasportata (lungo g¢) fino in P’, divenendo
2@, o)
a'f (P,‘(d’), 3)

vuol dire I'incremento che subisce f per il fatto che (s rimanendo inalterato)
P si incrementa di d” P, e diventa quindi il punto @, e (d') diviene la pa-
rallela a (d') spiccata da Q. Con cid f+d"f & (a meno di infinitesimi d’or-
dine superiore al primo) quello che diventa f, quando si passada P"a Q"

Se in particolare f coincide colla coordinata «,, ed indichiamo con &
il suo valore in P’, abbiamo

1

XE" =, +d x, + 3

a* @,
A= A, AT 0, A d A,

(*) Ad ogui valore dell’arco s corrisponde un punto di un’assegnata geodetica; suppo-
niamo che sia fissata una legge secondo la quale ad ogni valore di s corrisponde una dire-

zione; allora potremo considerare una funzione f (P, (d)) del posto e di una direzione.
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rappresentano (a meno di termini d’ordine superiore al I° rispetto all’ ope-
ratore d”) gli incrementi D «, che subiscono le coordinate nel passaggio da
P a @ Il confronto colla (21) permette di scrivere

Dx,=(d"x)p— % ol (22) .

avendo posto
,U(,.) — d/ d” d,w,.'— du dlz m,--
§ 14

CURVATURA REIMANNIANA E SUA IMMEDIATA ESPRESSIONE MEDIANTE JJ.

Indicando con §;® le ¢ relative al punto P’ed alla direzione (d”), si ha .
. n
W =3, Qe (d",)pr (23)

D’altra parte le ¢ (relative al punto P’ ed alla direzione P’¢’) mediante

. 2
cul si esprime P'Q' sono

232

ll’.- =), ()1/1)1” Dwr.

[y

In virta delle (22} e (23) si pud scrivere
ey 1M ,
¥, = ;¢ )—W%"’ (Xifr)e 07, (24)

dove, a meno di infinitesimi del 3° ordine rispetto a d's, e del 2° rispetto
a d”s, si puo sostituire 2y a (hip)er.

Tenendo presente che per una qualsiasi funzione delle @, ¢ d"d’'=d' d’,
si ha identicamente :

a’‘d’ 4"-' —a'd 4’»‘ = ir )\i/r o, (QE))
1

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



168 Carpanese: Parallelismo e curvatura in una varietd qualunque.

Dalle (24), sempre a meno d’infinitesimi del 3° ordine rispetto a d’s,

consegue

2 n

P =Rw=%4" 24’ 2r higr v

1

2

e tenendo presente che nel passaggio da P a P’ il d's* non si altera, ed in
virta delle (25) risulta infine

.2 ”
PU=PQ—Sy@d ¥ —aay)

La sommatoria che comparlsce in quest ‘ultima espressione ¢ la forma J
considerata nel § 12 in cui d coincide con d’, e d” con d", ossia & la forma
biquadratica J. Si pud dunque scrivere

2 2
PQ=PQ—J . . (26)

Possiamo ora dare una caratterizzazione intrinseca della curvatura, espri-
mendola mediante J.

Costruiamo in V, un parallelogrammoide infinitesimo P @ P’ ¢, indi-
chiamo con 4 la sua area, o pil precisamente l'area di qualunque pézzo di
superficie a due dimensioni, avente il parallelogrammoide per contorno e
tendente a zero con esso, e facciamo il rapporto

<
E
<

costituisce la curvatura Riemanniana di V, in P secondo la giacitura del
parallelogrammoide.

Padova, maggio 1918.
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Sur le Calcul des Variations dans 'espace.

(Par M. NrLos SAKELLARIOU, & Athénes.)

Soit R une région connexe de I'espace a trois dimensions; nous adjoin-
drons & chaque élément linéaire dirigé situé & l'intérieur de R et caractérisé
par ses coordonnées w, y, z et par les angles 8, o, ¢, que cet élément fait
avec la partie positive des axes ox, oy, 0z, une fonction positive V(x, vy, 2;
8, ¢ ¢).

Nous supposerons pour plus de simplicité que V est une fonction ana-
lytique et périodique de ces trois variables 6, ¢, ¢ avec la période 2=. Soit
d’autre part:

w=a(t), y=y(t), =2 L<i<t, (1)

un arc de courbe rectifiable situé a 'intérieur de B et joignant deux points
donnés P, et P, de cette région. L’intégrale:

Yot 4yt 2" Py
Vi, y 250, 0 ¢ 7

"
1=l

Jby

1 ’

@ y
ezarCCOS———‘—_——,:q7 =arcCosS V—/0———, 2
\/wlﬂ yrz 2 ? \/m ] -y 2 + P ( )

4

§L=arCCOS:z_——__(
erz_*_yw_*_zz

a une valeur parfaitement définie, et représente le temps mis par un mobile
pour passer de P, en P, le long de la courbe (1) avec la vitesse V qui cor-
respond a Vélément linéaire parcouru en cet instant.

Le probleme du Calcul des Variations dans Yespace est équivalent au
probléme des brachistochrones, ¢’est-a-dire qu’il s’agit de déterminer la courbe
rectifiable située dans R et joignant P, & P, pour laquelle le temps du par-
cours est le plus petit possible.

9%
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170 Sakellariou: Sur le Calcul des Variations dans Uespace.

On posé:

=F(x, y, 2; ®, y, 2) (3)
Vi, y, 25 9, 9, §)

et on voit par cette définition méme que la fonction F doit satisfaire pour
toutes les valeurs des «, y,z dans R et des «, ¢/, 2/, qur ne sont pas nulles
a la fois, & la condition d’homogénéité:

F(e,y, 2; ko, ky', k2)=kF (x, y, 2; @, y, 7), k>0 %)

En vertu de la relation (3) nous aurons l'intégrale
4,
I=Jt F(x, y, 2; ', o, 2)di. (29

Il est souvent commode de prendre pour parametre la longueur s de
la courbe (1) & partir d’'un de ses points; nous désignons dans ce cas ls
fonction F ainsi que ses dérivées partielles par les notations abrégées:

F (x, y, #z; cosh, cosg, cosy)=F(x, 9, 2; 0, 9, ) =F (O, ¢, {)=F,
F,(x, y, 2; cos b, cosg, cosy)=F, (x, y, 2; 0, ¢, ¥)=F. (9, ¢, ¥)=F,,

'
xx *

F,. (m, Y, #; COS 9, €cOs ¢, COS 4’) =F., (wa Y, #; 67 P, q‘) = Fz'.r' (07 9, "I’) = F

4

De I'expression homogéne (4) on déduit les formules suivantes:

F(®, 9, ¢)=cos0F,+coseF,+cos¢F,, (B)
F,=cosb F,, +cosoF,,+cos¢ F,.,
F,=cost F,, +cosoF,, +cos¢ F,, (6)

F,=cos0 F,, +cosoF,, + cos ¢ F,.,
cosb F, . +coso F,, ~+cos¢ F, =0
cosbF, ~+cosoF, 4 cosy F,. =0 (6")
cosO F,, +coso F,,+cos) F, =0,
et aprés différentiation de (4) par rapport & «, y, z; o', ¢, 2 on trouve:
F, (@, y,2; ko', ky, R)=k E, (%, 9y, 2; «, ¥, 2),...
Fo(x,y,2; k', ky, R2)=F, (x, 4, 2; &, ¥, 2)

PICRIES
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Sakellariou: Sur le Calcul des Variations dans Uespace. 171

Des équations (6') on tire facilement:

F, F, —F,,  F, F..—F, F, F. —F,,

xy

cos’ ¢ cos® ¢ cos’ i
. F’:r'y' Fz'z’ _ F;r’z' E/'z' - F:r’z’ Fy’y' e Fa"y’ Ea/'zl — (7
~ —cosfcosg  —cosBcos¢y )
F Iz' F‘Tlx' - FI’Z’ Fﬂ', !
= y=Fl('I'7 Y, 2; 0, Ps 4’)

— COS 9 - COS Y

Cette fonction F, est analogue A la notation de WEIERSTRASS dans le
probléme qui correspond dans le plan. Si les trois fonctions (1), dans les-
quelles ¢ est remplacé par s, introduites dans 'intégrale considérée la ren-
dent de valeur extrémum on trouve les trois équations suivantes:

Fo—["Fds+e,
= Fds+to,
F, = l‘:zF,ds—}—c,,,
et aprés différentiation (;n a les trois équations différentielles du second

ordre qui correspondent & I'équation différentielle de LaeranGeE dans le
probléme respectif du plan (*): ‘

d

%Fx"‘_F:,:O,

d

%Fz/_Fy':O’ (8)
d

L F.—F.=0.

Par un raisonnement analogue & celui du probléme correspondant dans
le plan on trouve que la condition nécessaire de WEIERSTRASS pour un mi-

nimum est la suivante:
E@®, 9, ¢; 8,9 ¢=0 (9)

*) V. Cn Mason and G. Briss, The properties of curves in spaces which minimize a de-.
finite integral. Transaction of the American math. Society, 9 (1908), p. 440.
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172 Sakellariou: Sur le Calcul des Variations dans Vespace.

ol on a posé
B(w(5), 3(5), #(5); @ (5), 57 (5) # (9); cos, cosp, cos )=

ZE(G) Ps q’; ?)—’ ;, ;)
et

E=(F,—F,\& +(F,—F,)y + (F.—F.) %,

si 6, 9, § désignent les angles que fait avec les axes o, 0y, oz la direction
positive de la tangente & une courbe C, au point d’intersection de cette
courbe et de (1).

Si on écrit la fonction de WeIersTrASS E comme il suit,

E=F—F— (@ —a)Fo—(F —y) Fy— & —2) F.

1

(10)
@[F B Byt B U2 By Sn o+ 2R S+ 2 B

ol il est posé

F=F(w’ Y, % _‘E” ?—/” El)’ F1'=F¢' (w’ Y, %5 ‘E': @—I" EI)
Fpy="For@, y, 2; @ +p8 o' +pn, & +pl),...
T—a' =t y—y=n 7z —2=U; o<p<<it
il en résulte que dans le cas d’'un minimum la forme quadratique (10) doit
étre positive ou nulle pour tout systéeme de valeurs des wx, y, z; &, ¥, #

correspondant sur la courbe (1) et pour toutes les valeurs des &, =, C. Si
on désigne par @ la forme (10) on aura:

2Q=F,, +Fy,,n—:—F“C2+9F”En+9F,,EC+°’F,,nK (10)

Nous employons maintenant la transformation de KRONECKER et le
Hessien aura la forme suivante

Al
F:r':r" ‘F:ry ’ Fx'e'

F,., F., F.|,

¥ Y

F. . F,‘y' , F,.

zxr ¥

qui est égal & zéro & cause des (6'). En supposant que la fonction F, soit
différente de zéro, on peut résoudre par rapport a & =, { le systeme des
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équatioxnls suivantes
Fa"w'g—i_Fz'y'n +Fz'a:'t_—-—0
F, .t+F,yn+F, (=0,

dont les premiers membres sont les dérivées partielles de (10°) par rapport
a &, m, pour toute valeur arbitraire de L. Si £,, #, désignent un systéme de
ces valeurs des £, =, on aura:

2Q0=For E—8) +2Fy E—&) (n—n) + Fyy (n —n,)° (1)

et on peut mettre cette derniére forme sous la forme d'une somme de deux
carrés. La forme (11) est positive si F, >0, F,, >0, et par suite F, >0
et F,->0; la méme est négativesi F,>0 et F, ., F,,, F, <<0. Dans le
cas ot F,=0 et F,,=-0, la forme (11) peut se mettre sous la forme d’un
carré, d’ou il résulte que les dérivées partielles de 2 Q par rapport & &, =
sont proportionnelles & la dérivée partielle de 2 @ par rapport & {. Nous con-

cluons de 13, que les conditions de LEGENDRE pour un extrémum de linté-
grale I sont les suivantes:

F, >03 F,. ’ Fy'y'7 Fz’z'>0 (mln)
F,>0, F.., F,r, F, <0 (max.).

Pour donuer & ces conditions une forme géométrique, considérons le
probléme sous la forme initiale et tragons dans l'espace 1'hodographe des
vitesses V, c’est-d-dire le lieu des extrémités des vecteurs passant par un
point de 'espace, égaux et paralléles aux vitesses V qui correspondent & un
pdint fixe (x, y, 2). Ce lieu est une surface fermée (F>0), qui varie avec
le point (x, y, 2) et nous 'appelons la figurative (*) du probleme dans 'espace.
Si nous appelons A, u, v les coordonnées rectangulaires d’'un point de la
figurative on a par définition:

x=Vcoso=°°1§6 )
© cOos
p= Vecoso= F(P 12)
. __cosy \
v="Vcos} = T

(*) A. Hapamarp, Legons su le Calcul des Variations (1910), p. 90.
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174 Sakellariou: Sur le Calcul des Variations dans Uespace.

et par suite & cause de (3) 'équation de la figurative est de la forme:

Fx, 9, 2; ) p, \')=\/)\—+1};——{_v' = 1. (1Q,)
Soient @, (3, ) @, ()\, v, v) deux points de la figurative, correspondant

aux directions (9 <p, q,), (9, 9, ) de deux éléments du point (x, y, 2) de la
courbe (1); les coordonnées du point @, sont:

cos 6 —~ cos @ - cos ¥

7\- U= —F———> V———=———+ " (19”)
F(, ) F@, 9 ¥) F, 9 V)
Le plan tangent a la surface (12') au point @, a pour équation
(X—=NFo(@ 4,250 v, V(Y —p)Fy+(Z—v)F,=0 (13)

dans laquelle X, Y, Z désignent les coordonnées courantes. A cause de la
relation (4) on a:
VFy+pFy+vF,=F (13"

et I'équation ci-dessus prend la forme
XF,+YF,+ZF.=1.

On voit par cette équation qu’aucun des plans tangents & la figurative
ne passe par l'origine des coordonnées et si en un point de la courbe (1)
il y a deux directions (9, o, ¥), (6, 9, ) qui satisfont aux conditions:

Fw’(o’ o, L.L)=F:c'(e_’ @ @)
Fy' (0, P, q‘) =Fy' (6; 6’ @) '(14)
(01 Ps ¢)=F,:(0_, 57 q_’),

qui sont analogues aux conditiois ’ErpMaNN-WEIERSTRASS dans le probléme
du plan, les plans tangents 3 la figurative aux points @,, @, qui correspon-
dent & ces directions coincident.

Imagmons -nous maintenantle plantangentala figurative au pomt Q. (M 1,v)
et une droite Q, L, menée par le point Q, et parallele & 0, @, jusqu'au plan
tangent, o O, désigne 'origine des coordonnées A, ., v. Il est aisé de voir
que l'on a:

O
&~
<l
<l

[

Ill
~|‘.

—XF.—pF,—VE:,

&
<
S
<
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si 0, ¢,, Q,Q, désignent les distances de deux points 0,, @, au plan tan-
gent. A cause de (12”) on pourra écrire:

Q. L, F(0 9, ¥) — cos O 7. (5, 2 {) —cos9 F, —cos§ F..
0, @ -

7, 9, 4)
=E(-’D, Y, ?; gy 3) Ea O’ ‘P’ ?) .
F (5, 9, ¢)

On voit par cette derniere relation que la fonction E de WEIERSTRASS
change de signe lorsqu’il y a des points de la figurative de part et d’autre
du plan tangent. La ¢ondition de WEiErsTRrASS (E > 0) s’exprime donc dans
cette interprétation géométrique en disant que le plan tangent doit étre ex-
tréme de la figurative (*). On voit aussi que dans le cas ol les conditions (14)
sont remplies, on aura:

E(x,y,2;9 0, %;0 9 ¢)=0, E(x,9,2;0,9 4;6 9 ¢)=0

et & cause de la propriété d’homogénéité nous aurons encore:

E(w, Y, 25 A, l"). A 7’ f—‘; ;)20, E(w: Y, %; ): fey 7; A 1y V):O’

ce qui signifie en langage géométrique que le plan tangent a la figurative au
point @, (3, ¢, v) passe par le point @, (%, p, v) et vice-versa.

Considérons maintenant v comme une fonctxon de deux autres variables 2
et p. déterminée par 'équation (12) et posons:

la courbure totale de la figurative au point @, (%, p, v) est donnée par la
formule:
rt—s’

et en introduisant dans cette formule les quantités p, g, r, s, {, définies par

(*) V. C. CARATHEODORY, Sur les points singuliers du probléme de Calcul des Variations
dans le plan. Annali di Matem. pura ed applicata (3), 21, 1913, p. 153.
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on F,, F,, F.; F,, F,, F, sont fonctions des yx, ¢, w; 7., ¢., o,, et
, Fpy Foy... des 7, ¢, 0} cos_ﬂ, €0s 3, COS ¢. Le jacobien des équations
(16) par rapport a s, cos, coso, cos¢ est:

F,—F,,cos0—F, cosp—F, cosy, —F,., —F.,, —F.

F,—F,),cosf — F, cosp— Fy.cosy, —F, —Fy, —F.
F,— V., cosb —F,cosp —F  cosy, —F, ., —F,, —I.
0 2cos0, 2cosg, 2cosy

En multipliant la deuxiéme colonne par cos®, et en lui ajoutant les
termes correspondants de.la troisieme et de la quatrieme multipliés par
cos 9, cos ¢ nous trouvons en vertu de (6):

F,—F, . cosbh—F, cosog—F, cosy, Fo. F..

zy I

cosh | F,—F,.cos0 —F,, coso— F, cost, F

y'y’' s

F,—F. cos0—F.,cosg— F,cosy, F., F..
ce qui donne en dévelgppant & cause de (7) et (6)
%]:—‘_6 [ (F, —(F,, cos 0+ F., cos ¢+ F.,., cos \I/)) cos®§ +

—+ (Fy —(F,,cos 0+ F,, cos 9+ F,,, cos ¢)) cost . cos p -

—+ (F, — (F.,cos 04 F, cosp 4+ F., cos Ja)) cos § cos_gb} =—9F, Q,
ou l'on pose:
Q=cos8F, (0, ¢, §) +coseF,(9 o §)+cos{ F, (b, 9, §) —
- COSE FI (9, Py q’) - COSE Fy (07 P ‘L’) - COSE Fz (69 P l‘p)

En supposant que F,==0, Q,==0, ol Q, est la valeur de @ au point P,, on
peut résoudre les équations (16) d’'une seule maniére au voisinage du point

(o, @y, by, cosb,, cosp,, cosd,) par rapport & s, cos b, cosyp, cosd et ces
solutions:

s=s(a, b), cosf=0(a, b), cosp=0(a, b), cos{=7{(a, b)
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seront de classe €' au voisinage de a=a,, b="b, et les conditions sui-
vantes seront remplies:

cosb, =16 (@4, b,), cos % ———5 (o, bo), cOS $o = zf/—(a(, , Uo)y So=8(a,, 0,).

D’aprés Phypothése que nous avons faite, si 'on a ¥,>0, on aura:

F, (1 (s{a, b),a, b), ¢(s(a, b), a, b), wisle, b), a,b),
S B(a,b), v(a b), (a, b)) > 0,
pour toutes les valeurs des quantités a, b, telles que
' la—ay| <<k, |b—b,|<L.
Si 'on pose encore:
Foowho,9), Fry (0 0, 4), For(d, 6, $)20,
Foi (1,0 4)y B (6 98 For 0, & 920,

on peut intégrer le systéme suivant d’équations différentielles:

%%ﬁ = cos 0, %Z— = COS gé = c0s {,

db d* w 1 do @y t -
ds 45 ] _cosit Tz"ﬁ'm’ ! (17)
day &'z 1

_s_yd—sw'\/l——cosgi’ /

1 les ﬁ? Qig a'z
RIS T ds ds

laide des équations (8) et de Péquation

sont exprimées en fouction des @, 7, 2; ®, ¥, 2’ &

E/;—”—n —}'*7‘]—/@" +E'§" — 0

parce que entre les déterminants:

11"1 o 2y cOos v ETle , vaer y C0Ss fT —;"y' s 2’2"y cos b
Fyfxl v'v" s cOS ? ) "F‘y'ar' N Fy’z/ N Cos (P N s FUIZI y CcOS (P
PN leyl 9 CcOSs l{; Fg;z_l B Fz'z' ’ €08 4)_ sz’y' ’ fz'z' ? €0S "P
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il y en a un au moins différant de zéro et aucun des dénominateurs des
(17) n’est nul, parce que si 'on avait par exemple

cost=+1
d’apres les relations (6'), on aurait aussi F,, =0.

Alors, on conclut qu’on peut construire une courbe C,, par le point P
dans la direction cosf, cos ¢, cos ¢, qui sera représentée par les équations:
‘;22(8, @, b)7 §=J(s, a, b), ;=a(8, a, b).

Le parameétre s sera pris sur celte courbe pour la valeur s=s(a, b)
qui correspond au point P et par suite nous aurons: ‘

2(37 a, b) =/t (a» b)’ -4‘_(3’ a, b) :‘1[’1 (e, b)’ ;(sa a, b)z“)l (a7 b)
ol s est remplacé par s(a, b) et I'on a:

xi(@, )=y (s(a, b), @, b), ¢, (a, b)) =1 (s(a, b), @, b),
o, (a, b) = o (s(a, b), a, b).

Ainsi nous avons une courbe brisée C,, + C,, qui posséde le point an-
gulaire P et sur laquelle le paramétre varie continuellement. Si I'on consi-
dére les quantités @, b comme variables, on aura une famille de courbes

brisées 'du probléme, qui contient la solution P, P, P, pour les valeurs
a=aqa,, b=",.

INTEGRATION DES EQUATIONS (8).

Comme on voit facilement, les équations (8) ne sont pas indépendantes
entre elles. Pour les intégrer, nous considérons deux de ces équations, par
exemple les deux premieres, qui avec:

cos’ f + cos® o +cos* ¢ =1,
forment le systéme suivant:
d
Zl?; F,_.f _— F, = O
d (18)
d—b: Fyl —_— Fy == 0 5

mre+y'2+z'2_1=0,
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d’otr l'on tire: -
Fx’a.’ wll + ley’ yu _{_ th',’ zn + e — 0
Fy’x'x”+Fy'y'y”+Fy'z'z”+'"=0 (19)

"+ yy+ &2 =0.
Le déterminant: 4
Fo,, Fpp, Fpo|=F (, 9, ¢)cosy

w' yl zl

du systéme (19) par rapport & «’, ", 2" n’est pas égal  zéro, d’aprés le ré-
sultat (de la page 113) pour la fonction F, dans le cas d’extrémum, et par

suite nous aurons:
@' =w® y, 2; 9, o, ¢)

"=y @ 20 99

2=z 9, 29 9 ¢

dx

8

<

dz

a=cosl=—-=>, y’=cos?=%, z’=cosq:=d8

S

De ces derniéres équations on trouve les intégrales suivantes:
© = x? (8’ a, b7 c; p’ T)
y=y" (s, b c; 2 B, y), ot L4y =1,
. z =2z (37 a, b, c; «, [3: Y)
et de plus si au point P, nous avons:
§=8,; =%, Y=Y, #=2%,,
0=0;, o=9,, $=4¢,; cos@=cos b, =2,...,

nous aurons:

m(l) (317 Cb, b: C; &, ‘37 Y)=wl’ y(l) (31’ @, b7 c; «, pa Y)=yu

, #(s1, @, b, ¢; «, B, ) =2,

» . .
w1=w9)(317 a, b, c; «, B, Y)=cosel=°~1,--o
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Dans ce qui suit nous voulons réduire l'intégration des équations dif-
l'intégration d’un
systéme canonique d’équations différentielles, en employant la méthode de
multiplicateurs de Lacrarege., Nous supposons d’abord que le multiplica-
teur, qui correspond a la condition x® 4-y* 42 — 1 =0, soit désigné par

férentielles de LacraNGE-EUuLER du probléeme considéré a

1 o N .
5 A, ainsi que nous avons a regarder la fonction:

1 ) 2
F@®, ¢ ¢)+ 5 2(s) (" 49" +2"—1)

au lieu de F (6, ¢, ) de lintégral (2). Alors, nous avons dans ce cas les

équations suivantes au lieu des trois premiéres des (18):

a4, +-d—1m F.—=0
ds
d
=By + y — F,=0
d
ds — K, —|— )\z—-F,,==0,

et encore: .
"4yt +27 —1=0.

Aprés la différentiation désignée nous trouvons:

ax

Fz,z'w +Fa:y y"+Fzz’z —{_}‘w”—i—x + t

” ” ” ” ’ d )\
Fyo s’ 4 Fypyy" + Fpo 2"+ 2y +y oo+

Fop#' 4 Fopy' + Foo2" + 22" + 2 %%, +-

et de plus:
w/ wll + yl yl/ + z’ zll

Le déterminant de ces équations par rapport a ', ¥', 2", A

vant ;

o
Fz’x""_)‘, F" ? Fw':' 9 @

’

Fy. , Fop+>, Fp ¥

D= ,
Fz’x' 2 Fz'y’ b Fz’z’ + l b

2
’ ’ ’
x sy Y y Z ’ 0
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qui est égal a
D=—F, (5,0,%) —2 [m (Fyy =+ Fo) +y* (Fow + F) + " (F - Fw')] +
+2\ @'y Foy+ @' # Foo+y' 2 Fp) —

a cause des (7). De cette derniére forme on voit que D==0, si le multipli-
cateur X est supposé positif et de plus

&y Foy+a' e Foo+y 2 F, <O

Cela posé, nous supposons que D==0, et par suite nous pouvons

éerire:
" . ’ LN
® =w2(w’ Y, ?; m’,'laz”‘)
" . e ’ »'
Y =y2(m, Y, %5 w's Y, #, 7‘)
. 2 )
z":z,(m, Y, 25 x, y,zﬂ\)
V=1 (m7 Y, %5 x’, /L,’ z" l)y
qui avec:
dw_w, dy dz_z,
ds % as Y ds

forment un systéme d’équations différentielles (21). Supposons maintenant
que nous avons_une solution. du systéme (20) qui I'est aussi du (21):

x=wx(s), y=y(s), 2==z2(s), »=x(s) 5 <s<s,.
et posons:
u=F,+x &, u—(Fy+rx)y=u =0
v=Fy'+)‘y” v—(Fy’—i_)‘y,):ﬁl:O.
w=F,+\z, w—(F,+2)=w,=0

w,=u"+y*+2"—1=0.

Le Jacobien de ces équations par rapport & «, ¢, 2, » est égal &:

0W”m,wuwdﬂgp
- b]

a(w" y" z,? )‘)

et d’aprés notre hypothése nous tirons les &, ¢, 2, A d’'une seule maniére
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en fonction des @, y, #; u, v, w, deysorte que nous avons:
=0 (w, y, 2; u, v, W)
y,=y(2) (wa Y, %5 ’M', v, W)
2'=2" (x, y, 2; u, v, W)
A=2Y(w, y, 2; u, v, W)

aux environs de 'ensemble:

=d’(8)’ Y =y(8)9 z =2 (s),

@ =o' (s), Y =y (3), ¥ =7(s),
- 5 <8<,
u=1u (s), v =0 (s), w=w(s),

A=1(s),
qui donnent les identités suivantes:

x® (m, Y, %2, u, 0, 1’U) A® (w, Y, & u,, w)+Fw’ (.’B, Y, 3 m(g), y‘”, z(g)) =u

v

ll

Yy (@, y, 2; u, v, WA (x, y, 2; w, v, W)+ F, (@, y, 7; XD, 4 ®, 2®)
2V (a0, y, 25 u, 0, W) AV (@, y, 25 u, v, W)+ F.. (@, y, 25 ©® yo D)=

x® (m7 Y, 2; u, v, w)2 +y(2) (m’ Y, %5 u, 7, w)g + 2 (w’ Y, %5 u, v, 1?))2-—‘ 1=0.

En vertu des équations (20) nous avons;

du

ds =F,(», 9y, 2; 2, y®, 2V)"
do . .

ds =Fy (ma Y, %, m(?)’ y(z)a z(a))
dw

W=Fz (@, y, 2; 9, y®, 2%),

de sorte que les fonctions:

w=a(s) y=y(s) 2=2 ()
slési@a
w=1u(s), v=u0(s), w=mw/s) '
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satisfont les équations différentielles:
dux . du
as 0 @y wow), go=F@y a0y )
dy _ o . dov__ Coa® (D ()
ds_y (m’ y’ Z; U, v, 1’0), ds’_‘Fy(w’ Yy, 75« sy Y, R ) (QQ)
dz _ o . aw _ C @ @ D)
zl—s—_z (w, Y, 2; u, 1),71)), ds_—F’(w’ Y 2, ¢, Yy, # )
8, 8K 8,.

d’équations différentielles.
En effet, nous posons:

Ces derniéres équations se ramenent & la forme d’un systéeme canonique

H(s, @, y, 2; w, v, w)=cos 0 (F, +-cos6.2)+ cos ¢ (F, + rcos¢)+

. A o
+cosy (F +hcosy)—F (9, o, ¢)~§(m"+y'ﬂ+z ),

et d’aprés la substitution:

o=a%(x, y, 2; u, v, W)

-

on aura:

Hs, o, 9, 25 u, v, W) =ua® +0y?+wz> —F (2, y, 2; 27, y?, &%) —

/_% (D2 - y®? - 2?),

et ensuite:
T
e ——F, 5 =—Ts
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D’une maniére analogue nous trouvons:

OH o OH__ . OH
TR P A P

Alors, nous pouvons écrire les équations suivantes au coté des (22):

de O0H du 0H

ds du ds  dux
dy oH dv__ dH
ds ., v ds 0y
ds_oH dw__ oM
ds ow ds = dz

’

c’est le systéme canonique demandé.

le 12 Juillet 1919.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi n””
ortogonali e il teorema di permutabilita.

MEMORIA IL

(D¢ Luier BiancHI, o Pisa.)

PREFAZIONE.

N el presente lavoro si semplificano e si completano le ricerche esposte
nell’altra Memoria sull’argomento pubblicata nel Vol. XXVII di questi 4n-
nali (1918) (*).

Lo studio delle trasformazionidi RiBaucour pei sistemi H di GuicHARD-
Darsoux (M), §§ 23, 24) porta alla nozione dei sistemi #?* ortogonali (¥, ¥)
con rotazioni associate P, , P, cioe tali che g, = B,;. Si stabilisce I'esistenza
di particolari trasformazioni di RiBAtcour, indicate con T, , mediante le quali
da una coppia (B, B.) di sistemi associati di rotazioni si passa ad altre tali
coppie (', %), € si dimostra che per queste T, sussiste un teorema spe-
ciale di permutabilitd. Le attuali T,, costituiscono una generalizzazione delle
trasformazioni indicate collo stesso simbolo in (M) (§§ 15, 16), alle quali si
riducono nel caso particolare dei sistemi (E) che presentano la simmetria
nelle rotazioni: P, =@,, 8% =F. Applicando questi risultati ai sistemi H
di GuicrArD-DARBOUX, si ottiene per questi sistemi leffettiva costruzione
delle corrispondenti T, (di cui 'esistenza erasi gid stabilita in (M)), mediante
I'integrazione di un sistema lineare .ai differenziali totali, e si prova che
anche in questo caso sussiste un teorema speciale di permutabilitd. Si esten-
dono poi, nei §§ 10, 11, i risultati ai sistemi H generalizzali che trovano i
loro associati ancora in uno spazio euclideo, ma con un ds* indefinito.

+I1 seguito della Memoria & dedicato alle ricerche analoghe pei sistemi n*”

(* I richiami a questa Memoria saranno contrassegnati con (M).
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ortogonali negli spazii a curvatura costante. ¥ qui da osservare che, ammet-
tendo questi spazii una rappresentazione conforme sull’euclideo, che con-
serva le varietd sferiche ed i circoli, risulta gia a priori che le proprietd
relative alle trasformazioni di RiBaucour dei sistemi »*” ortogonali si tra-
sportano dallo spazio euclideo a quelli di curvatura costante. Ma & interes-
sante stabilirne le formole effettive, che offrono la piu stretta analogia con
quelle vigenti nello spazio euclideo e conducono per tal modo a nuove classi
particolari notevoli di sistemi #** ortogonali, quali i sistem: E (§ 14), i si-
stemi H (§§ 17, 18), ed i sistemi @ (§§ 19, 20), per le cui trasformazioni di
RiBaucour sussiste ancora un teorema speciale di permutabilita.

g 1.

LE TRASFORMAZIONI DI RIBAUCOUR PER LE ROTAZIONI {.‘3,-,,.

Nelle formole stabilite in (M) per le trasformazioni di RiBaucour dei si-
stemi »*” ortogonali dello spazio S, euclideo ad » dimensioni si distinguono
quelle che concerneno soltanto le rotazioni g, dalle altre in cui entrano in
considerazione i coefficienti H} del d&?, riferito ad un sistema »* ortogo-
nale ¥ cui appartengono quelle rotazioni. Le prime sono comuni a tutti i
sistemi trasformati di ComBEScURE di ¥ e, dal punto di vista analitico, che
qui vogliamo porre in rilievo, sono relative alle trasformazioni del sistema
a derivate parziali caratteristico per le rotazioni (M) § 1:

ok,
aikzgizpzk
1
alerk_}_aﬁki_i_(i\’:c)ﬁ p =0 (I)
du, " dum, ' T ™ “.— '

Una trasformazione di Ribaucour delle P, in nuove soluzioni £, del si-
stema (I) risulta individuata ogniqualvolta si assumano » funzioni (trasfor-
matrici): y,, Yss..., Y. soddisfacenti al sistema complelamente integrabile delle
equazioni di trasformazione~r

(ST

3a. = ba 1o (P== R). M
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Se si pone

—_ 2 Y
A=z, © o.=%y $oun, @

le formole che dinno le nuove rotazioni p’;, sono le (40*) (M) § 7:

Bls'k = Bo‘k - % * (4')

Verifichiamo in effetto che questi valori 4) delle ', soddisfano alle re-
lative equazioni (I):

0

uz = (3 i p 7
0 I:'k OB *i (k) "o (5)
u‘—l_auk_}—lzﬁ)'p)k:()'

Per questo si cominci dall’'osservare che, derivando la ©, data dalla (3)
rapporto ad u, (k=-4), si ha '

20,
ou,

aY (i)
u,- (a uk) 2 Bln YA b

ossia per le (1)

8@)

du, (Bck Yk) (ﬁk' Y‘v) + 2 E’l{ Ya.

Eseguendo le derivazioni colle (I), (1), e raccogliendo i termini, possiamo
scrivere

20,  |9dBs | 9Bu
au,,—f’”' <9u,.+¢9u

p] ("szc)
5%:_*—6.7;7{_}‘ %a ﬁlk'ﬂ

+ 2 Exi B ‘ + Bu

ma a destra il coefliciente di y, & nullo per la seconda delle (I) e quello

di B, secondo la (3), & ©,.
Dunque intanto le ©,, definite. dalla (3), soddisfano al sistema diffe-

renziale

99 g0 6)

du, k2

che & precisamente 'aggiunto del sistema (1). D’altra parte, se deriviamo ri-
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spetto ad w, 'espressione (4) definita dalla (2), troviamo

04 g 9%, Q.2 9
5= =2 Y+227 0 gy, | Y‘+26:y;
0 in fine
84
6u;=2Y‘®" (7)

Con queste formole (6), (7) si verifica subito che le £, definite dalle (4),
soddisfano alle (5). E risulta amche facilmente che il passaggio inverso, dalle
B’ alle B, & una trasformazione della stessa natura, per la quale le fun-

zioni trasformatrici y, debbono sostituirsi colle L‘ e corrispondentemente le
0,

0, con —— -
A

§ 2.

LE FORMOLE DEL TEOREMA GENERALE DI PERMUTABILITA.

Prendiamo un secondo sistema di funzioni trasformatrici, che indichiamo
con ¥, Yas.++5 Y4, onde avremo, come per le (1)

(9 14 ’
aL _ﬁ;ka-

Applicando alle 8, la nuova trasformazione (y';, Ys,..., ¥»), € indicando
con B, le rotazioni trasformate, avremo per le (4)

” Q‘ /i O'
B = B — —
dove si & posto:
A/ 2 ®/ (9 Y'«' (l) 4
—g‘rl) 1—au’+§ﬁlu.rl

Le formole del teorema di permutabilita, stabilite in (M) § 10, dimostrano
che si ottiene un sistema (r',, Ty»-.-» I',) di funzioni trasformatrici, pel pas-
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saggio dalle rotazioni §’, ad un quarto nuovo sistema di rotazionif,, ove
si prenda

Ty ’
F,= —Al + 7 8)
quando la funzione 7 sia determinata con una quadratura (che introduce
una costante arbitraria) dalle condizioni:

ot
ou,

——2v,0,. (9)

Attualmente, per la verifica analitica, & da osservarsi in primo luogo che
le condizioni d’integrabilitd di queste (9) sono identicamente soddisfatte, e
che dalla derivazione delle (8) risulta subito per le precedenti

oT,
ou,

zﬁ'm i,

le quali formole provano che ler,, I',,..., T, sono in effetto funzioni tras-
formatrici per le §'.
Se ora poniamo

B=§wﬁ, (10)
ne risulta derivando
¢9 B I3 ’
(91;6,-= Yi'(-) i+Yi®i’
e per cio la funzione .
: v =—(v4+2B) (11)

soddisfa alle equazioni analoghe alle (9)

81" ’ ,
au‘:—*—QY"@" 9)

i

Dunque le funzioni I’,, 1’,,..., I’, definite in analogia colle (9) da
’ 1’ ':'
="+ (12)
saranno funzioni trasformatrici pel passaggio dal sistema (g”,) di rotazioni

ad uno nuovo. Secondo il teorema di permutabilitd, quest'ultimo coincide
coll’altro (§.) sopra ottenuto trasformando il sistema (§',) colla trasformazione
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(Ty, Tay..., I,). Queste proprietd confermiamo ora col calcolo effettivo delle
fas secondo la formola (4):

or, (4 T
St r (13)

Eﬁ'k = p;ik -

Sostituendo per le I, i ‘valori (8) troviamo

. .
%Fl_ _A_-—,
ed anche la formola
I@k
Mk+zmk N =0, ——"> (1%)

onde la (13) si cangia nella formola definitiva

o Q ’ ’ . ’ ’ vt
ﬁik=ﬁik—m-_—ﬂ,%AY;®k‘f‘AY;@,,—I—T‘Y..@k"*—f YiOn| . (15)

Ora il secondo membro di questa resta manifestamente invariato se si
scambiano le v, colle ¥, e percid ©, con ©,, 4 con 4" e = con 7/, e ne
risulta verificato il teorema di permutabilita.

§ 3.

LLE ROTAZIONL ASSOCIATE NEI sISTEMI H p1 GuicHARD-DARBOUX.

Abbiamo chiamato sistemi # di GurcHARD-DARBOUX (M) § 23) quei si-
stemi »*” ortogonali dell’S,, pei quah 1 coefficienti H? del ds® soddisfano

alla condizione
Y I[; = cost.”
A

Ora le rotazioni B, di siffatti sistemi soddisfano, oltre che alle equa-
zioni generali (I), anche a quelle che ne derivano permutando ivi in ciascuna
rotazione B, i due indici, onde il sistema differenziale per le rotazioni dei
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sistemi H si serive

9B _
‘9/"11 —Bu‘l Blk
(9 ik a ki
Ti +8ik+ S Baba =0, (10)
anki (9 ik
—a:"—k i —l— E Ealn=0.

Si & visto (L c.) che I'integrale generale (8,) delle (II) dipende da »n (n — 1)
funzioni arbitrarie, e che ad ogni sua soluzione (£,) corrispondono in par-
ticolare oo sistemi H con quelle rotazioni, che si ottengono integrando il
sistema (completo) di equazioni ai differenziali totali

9 H, OH, W, .
auk—ﬁuﬂk, é)u,._—}fp"‘H“ (16)

Essendo le (II) simmetriche nelle rotazioni, ne risulta che, ponendo

Eik = pm’ ’

anche le §, daranno le rotazioni per una classe di nuovi sistemi #** orto-
gonali, fra i quali si troveranno in particolare dei sistemi H di GuicHARD-
DagrBoux, definiti dal sistema ai differenziali totali corrispondente alle (16)
o 1,
ou,

= E’-‘k ﬁka

‘= — Y[ (16%)

Diremo che le 8, e le ,, = £,, costituiscono un sistema di rotazioni asso-
ciate (B, Bi:); la ricerca di queste rotazioni associate dipende dall’integrazione
del sistema differenziale (II). E diremo ancora associati due sistemi H, H
di GurcHARD-DARBOUX che corrispondano, secondo le (16), (16¥), il primo alle
rotazioni §,, il secondo alle loro associate B,..

Come si & detto, i teoremi generali permettono di precisare 'esistenza
ed il grado di arbitrarieta delle soluzioni (8,,) delle (II). Le trasformazioni di
RiBaucour ci daranno ora il modo di dedurre da una soluzione iniziale (8,)
infinite nuove soluzioni (f';) con operazioni che consistano soltanto nell’in-
tegrazione di un sistema lineare (completo) di equazioni ai differenziali to-
tali. Per questo procediamo alla risoluzione del seguente problema: Dafo
un sistema di rotazioni associate £, , (b, = By, trovarne uno nuovo 'y, , b,k By
le cui rotazioni siano legale rispettivamente alle_prumtwe da due trasforma-
zioni di Ribaucour (Yo, Yarervs Yu)y (Yo Toseors Yol
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§ 4.
LE TRASFORMAZIONI T, DEI SISTEMI (£, Bi) DI ROTAZIONI ASSOCIATE.

Cominciamo dall’osservare che le 2n funzioni trasformatrici (associate)
Y:, 1s debbono soddisfare alle equazioni di trasformazione

e . oY, . —
'ﬁ‘i;:pikYk7 a—L—kZBHYk, (17)
e posto come al § 1
oy, W
A=37y, 0,="T+ ¥ pn

’ 27Y,0, o I 2y, €
B:’k=B;’k'—__'TZ_’ Bla = Ba— Y—“Iﬁka_" =

Per cid la condizione del problema enunciato, che debba aversi ', = 8%,
porta che, per tutte le coppie 4, & di indici diversi, si abbia

Cid equivale a dire che, indicando con p, p. due convenienti fattori di

proporzionalitd, avremo per tutti i valori dell'indice 4

Gi::’j?"’ i:;i:‘;"fia (18)
e inoltre

p A=y A (18%)

Proviamo subito che questi due fattori g, p sono di necessiti due co-
stanti m, m, poiche, derivando le (18) rispetto ad una qualunque u,, risulta
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per la (6)
0
du,

"Y ) =B - f"Yka t9u (H'Y')—Bfk'f—'qu

indi per le (17): A =0, op —0. Si osservi ora che, essendo 4, 4 posi-
du, ou,

tive, queste due costanti m, m hanno lo stesso segno. Ma di pitl, senza sca-
pito della generalitd, possiamo supporle eguali, come risulta dal considerare
che se si moltiplicano p. e. tutte le y, per un fattore costante b (senza al-

— . . . - . . : m —
terare le y,) cid equivale a cangiare m, m rispettivamente in b’ b m, onde

basta prendere b* = z per raggiungere lo scopo.
m

Otteniamo adunque la soluzione pil generale del problema proposto
assoggettando le 2# incognite (y,, y,) a soddisfare al sistema lineare ai dif-
ferenziali totali

Y 49_1' N )
5 u, =B, Yz s u, my; — 21: Ba Y3
_ ~ (1)
2y; - 2. o —
ﬂ%‘:pdek’ ‘9—;—‘=m7s—22l3.-;"{1,

dove m rappresenta una costante arbztrama e inoltre, secondo la (18%), alla
equazione in termini finiti

S1—37- (111

Ma dai calcoli stessi sopra eseguiti risulta che il sistema (III) ai diffe-
renziali totali & completamente integrabile. Di pid, avendosi qui

0, =my, ©,=my,

aA aA
“du,

possiede I’ mtegrale quadratlco

segue dalle (7) §1: — =2m 7,7, e per cid il sistema differenziale (III)

A—Ad=cost, o v} = cost.,

e basta quindi disporre dei valori iniziali delle y,, v, in guisa da annullare
la costante del secondo membro perche risulti soddisfatta anche la (III*).
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Da tutto cid si conclude: Dato un sistema di rotazioni associate (B, Pii)
se ne ottengono infinili nuovi (8, B, integrando il sistema lineare completo
ai differenziali totali (III), nelle 2n funzioni incognite (i 7o), collaggiunta
della condizione ai limiti (I11*); le nuove. rotazioni ¥, si calcolano dalle formole

B’ik = Bik - ?:)%Y‘k : (19)

Chiameremo T, una tale trasformazione (di RiBaucour) che dal sistema
di rotazioni associate (., B.) fa nascere il nuovo (', b'%). E manifesto che
in questa T, entrano (oltre la costante m) precisamente 27 —2 costanti
arbitrarie essenziali. Anche & da osservare che nel passaggio inverso da
(Bay B%) a (B4, By le funzioni trasformatrici sono (§ 1)

e siccome si ha

19y, Y. @ anm T

VIS PR § 1/ 2m g3 (- PR
;1 — 2mY. . MY,
=AML ¥V T T

vediamo che: la trasformazione inversa della T, & una T_,

§ 5.

[I. TEOREMA SPECIALE DI PERMUTABILITA PER LE T,

Ad un sistema di rotazioni associate (8,, £..) applichiamo due diverse
trasformazioni T,, T, , che lo cangino rispettivamente nei due sistemi di
rotazioni associate (8'u, B'), (8", 8"4), € supponiamo di pitt che sia m™ =|=m®.
Sussiste in questa ipotesi il teorema speciale di permutabilitd:

Esiste uno ed un solo quarto sistema (Bu, Bu) di rotazioni associate, cal-
colabile in termini finiti, che & legato a (B's, P) da una T, e a (B'a, B'w)
da una T, .
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L

Per dimostrarlo troviamo le formole effettive che individuano il quarto
sistema (s, P) nel modo seguente. Indichiamo, come sopra, con (y;, v:) le
funzioni trasformatrici per la T, che da (B, i) conduce a (8'u, £'%), € si-
milmente con (v, ¥s) quelle per la 1%, da (B, Bx) @ (B"%, B'w).

Sussisteranno allora la (III), (III*) per le (y:, y;) e le analoghe per le
(Y Y:):

' (i)

aY’g‘ ’ aY;_ T _ ’
m—r’w‘{k, ¢9’M,-‘m Y %BMYI
_ _ (IV)
Vs _ o o R C @, 5
&_uk'_'BIiYk, —é"_u-‘_m Yi_gﬁﬁl()
STi=371 (1ve)

Ora ai tre sistemi di rotazioni (Bu), (¢'x), (8"#) applichiamo il teorema
generale di permutabilita (§ 2), sicché le trasformatrici ,, I'y,..., T, pel pas-
saggio dal sistema () al quarto (B.) saranno date dalle (8) § 2:

I‘i = % + Y’i ) (QO)

dove + & definita con una quadratura dalla (9), la quale, essendo qui
®;=m_T_,-, Ci dﬁ 3

oT , —
‘—97’.—_—'—9'”1«"[ng. (0.21)
Similmente, indicando con T',, T,,..., T, le analoghe trasformatrici dal
sistema (%) associato a (f's) all'aliro (f.) associato di (Ba), avremo per le
formole stesse
T

Y, | )
21 TV (20%)

=

con = definito per una quadratura da

(97__ i | *
= 2myYs. (21%)

D’altra parte si passa, per ipotesi, dal sistema di rotazioni assoclate

(8%, &) all’altro (E,-,,, w) mediante una T, e dovranno quindi sussistere
. per le Iy, I; le relative formole di trasformazione (III), (1II*) § 2; ma queste,
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198 Bianchi: Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi n** ortogonali

»

per le verifiche gid effettuate al § 2, si riducono soltanto alle seguenti:

oy @, R
a——m—l- 12 Buly=m'r;
— (22)
JT,

(9%;

@) — .
+ X FalTa=m'T;
I} =3XT;. 23
; A % 4 (23)
La prima delle (22), calcolata colla (14) § 2, osservando che qui

;i =m'y;, O;=my;,
diventa

m?,- =mw (%"l—?;) ’

wm' y; —
(i
y:|

e riducendo:

mt +mt—=—2mB (B=§ny'z). : (24)

Similmente calcolando la seconda delle (22), si ottiene l'altra

m t+mt—=—2mB, con E:;?x?x. (24%)

Ora, avendo supposto m'® =|=m*, queste due equazioni risolute danno

T= —,?ﬂ—q (m B— m' B)
m° —m -
(25)

_ 2m _
T=—mr—— (mB—wm' B
— )

e cosi, nell’ipotesi che sussista il teorema di permutabilita, risulta da queste
formole determinato in termini finiti il quarto sistema (Bu, Fai).
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§ 6.
VERIFICGHE GENERALI E CASO SINGOLARE.

Bisogna ora dimostrare che i valori (25) di =, = soddisfano rispettiva-
mente alle (21), (21*), come anche alla (23). La prima cosa risulta subito da
cio che si ha (§ 2)

dB , . .= -
m=’r¢®4+¥i®¢:m Y mYi Y,

e similmente

®
=]

|

r NG
=W Y;Yi MY,

D
S

onde, per-le (25), risultano appunto verificate le (21), (21*). Quanto alla (23),
si osservi che essendo per le (QO), (20%)

QBT ¥

=* 9Bz 1:
Y=g+~ +37i
la (23) equivale all’altra
7t — 1" 4+ 2Bt—2B71=0, (26)

che per le (25) risulta un’identita.

" A questo punto abbiamo dimostrato che, prendendo per =, 7 i valori (25),
le formole (20), (20*) fanno derivare dal sistema di rotazioni associate (f'iz,
£'%) un quarto sistema (L‘B,k, Bri) mediante una T, . Sard provato il teorema
completo di permutabilitd se dimostriamo in fine che questo- quarto sistema
(Eu, Eki) proviene a sua volta dal terzo (£"ix, B'x) mediante una T,. Per
questo basta calcolare, secondo la (11) § 2, le quantita

=—(t4+2B), =—(:+2B),
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cido che da per le (25)

2m’ -
! ’
= —F—— (m B—mB
m' — m” ( )
= 2m/ -
’ 4
T=—m (' B—m B
’ m? — m'? ( )’

le quali formole corrispondono perfettamente alle (25) stesse, scambiata m
con m', onde risulta provato I'asserto. '

Nelle verifiche ora eseguite per dimostrare il teorema di permutabilitd
& essenziale l'ipotesi che sia diversa da zero la quantitd m'> — m®, al deno-
minatore delle (25). Ma anche nel caso singolare m™® = m®, quando vi si ag-
. giunga una nuova condizione necessaria, continua a sussistere il teorema
stesso, come ora andiamo a dimostrare. Supponiamo per fissare le idee
m’ = m, poicheé l'altro caso m'= —m si riconduce a queste cangiando di
segno tutte le ¥ (cf. § 4). Riprendendo i calcoli al paragrafo precedente,
vediamo dalle equazioni (24), (24*) che in tal caso, se il teorema di permu-
tabilitd delle due T, deve ancora sussistere, dovrd necessariamente verifi-
carsi la condizione B= B, cio¢

INYi=EnT, (27)
e le due (24), (24*) si riducono allora all’'unica
S t4T="-2B, (28)

soddisfatta la quale & pure verificata la (26). Ora nel caso attuale m'=m
si ha
0B _ 0B
o u; ) s

= (Y Y+ 14 Y5)
e quindi B— B = cost., 0 ‘
Tnyr— %?} Y1 = cost.
Scelto adunque il primo sistema trasformato- (8, £'x:), potremo in in-
finiti modi disporre del secondo (8", P"x:;) in guisa che, annullandosi la co-

stante del secondo membro nella equazione superiore, si trovi verificata
la (27). Per abbreviare diremo allora che i due sistemi (8, B%), (B, B'xi),
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s

derivati ambedue da ($;x, Ez:) peruna T,,, si trovano fra loro in involuzione.
Supposta questa condizione soddisfatta, e legando =, = fra loro colla (28),
risultano le (21*) conseguenze delle (21), e quindi in tal caso avremo non
pilt. un solo quarto sistema (Bi, ¥ri) del teorema di permutabilitd, ma una
serie oo' di tali sistemi, dipendentemente dalla costante arbitraria che resta
in 7. Concludiamo: Nel caso singolare m' = m il teorema di permutabilita per
le trasformaziont T, dei sistemi di rotazioni associate vale soltanto se i due
sistemi (B, Brid)y (B"in, B'rs), derivati ciascuno dalliniziale (P, Eri) per uno
T,., st trovano in involuzione, ed in questo caso, in luogo di un solo quario
sistema (Eik, {_i;c,-), “se ne ha una serie semiplicemente infinita.

Osserviamo infine che (P, {'n), (B", £"2:) sdranno ancora in involu-
zione rispetto a (b, Fzi), come pure (Fir, Bx), (Bir, Exs) in involuzione fra
loro rispetto a (F'u, £%), come rispetto a (B"z, %)

§ 7.

Lk TRASFORMAZIONI T, DEI SISTEMI H DI GUICHARD-DARBOUX.

Si & gid osservato, al § 3, che ad ogni sistema (B, Pz;) di rotazioni as-
sociate appartengono infinite coppie (H, H) di sistemi »” ortogonali di
GuicHARD-DARBOUX associati e corrispondenti alle soluzioni: H,, H,,..., 2,);
H,, H,,..., H, dei sistemi differenziali (16), (16*). Si consideri ora una tra-
sformazione T, che cangi le rotazioni associate (8, Bw) nelle altre (8, £%:),
mediante le funzioni trasformatrici (y;, vs), soddisfacenti alle (III), (111%) § &.
La trasformazione T, si pud ora facilmente estendere alla coppia (H, H) di
sistemi H associati, che ne verrd convertita in un’altra tale coppia (H', H)
corrispondente alle nuove rotazioni (8's, B'x:), € questo in‘'modo che H' sia
trasformato di RiBaucour di H, medesimamente H’ di H. Per questo ba-
sterd completare le » funzioni trasformatrici y,, ¥,,..., v, coll’aggiunta della
- (n—+1) o, e similmente le y,, Ty-,,..., '_{-,. con una nuova ¢, determinando,
se sard possibile, 9, ¢ in guisa che soddisfino alle equazioni di trasforma-
zione ((M) § 6)

— 7, (29)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



902 Bianchi: Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi n** ortogonal

e insieme anche alle altre

SH}=YH;, YHi=YH;, (30)
A A p) A

perche allora i due sistemi H’, H' trasformati saranno nuovamente della
classe di GuicHARD-DARBOUX.
Ora si ha in generale (M) § 6)

, 2 - = Q¢ —
H)=HA——<P®A, H;=H1——(P®z,

Y| A
e per cid nel caso nostro
, 2mg— =, —  2mo
H'y = H, — 1 H = H)— VL

Ne deduciamo

’ | 2 4 -
S(H}—H) =37 (mo— Y Haa),
4 . i

72 I72 __4“”’&(; N
EI(HA_HJ.)'— 4 (mo %nyx),

e per soddisfare le (30) bisogna quindi prendere
' 1 - - 1=
?=,3Hn, e=_ Xhn. (31)
Ma allora sono anche soddisfatte le (29), come risulta calcolando

d H;
(9%,'

@ -
ay’ﬂ—)f‘ﬁum .

(2)
+%ﬁlfﬂ*z+H",au |

d - =

m; H, (»=Yi

A destra il coefficiente di H;, per la seconda delle (III) in prima linéa,
eguaglia m y;, e quello di y; & nullo per le (16), onde

0
6u,~

%H} n=m H;vyq:,

sicche il valore (31) di ¢ verifica le (29), e similmente dicasi per .

In riguardo alla trasformazione T, di RiBaucour del sistema H in un
nuovo H' (senza considerare gli associati), il risultato pud dunque formu-
larsi cosi: Si deferminino le 2n funzioni trasformatrici (yi, ﬂ) in guisa da
soddisfare alle equazioni (I11), (III*), ed alle prime n si aggreghi la (n—+-1)"*¢
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s il

data da
1 —_
?=%§H)YA.

Dopo cio la trasformazione di Ribaucour (Y., Yay---5 Ya; 9), applicata al
sistema H di Guichard-Darboux, dd un nuovo sistema H' pel quale

2m ¢ =

H'\ = H, — yRRLE

E manifesto che queste trasformazioni di RiBavcour dei sistemi H di-
pendono da 2n — 1 costanti arbitrarie (m inclusa). Cio era gia riconosciuto
in (M) § 24; ma ora la costruzione effettiva risulta notevolmente semplificata,
tutto riducendosi-all’integrazione del sistema lineare (III).

In fine dimostriamo che per le trasformazioni T, dei sistemi H sussiste
il teorema speciale di permutabilita: Se ad un sistema H di Guichard-Dar-
boux sono contigui due nuovi H', H", per trasformazioni rispettive T, , T,
con m” =|=m?, esiste un quarto sistema H perfetiamente determinato, contiguo
alla sua volla ad H' per una T, e ad H" per una T,,.

Siano yi, 7i, ¢ =—111—“2H;7; le funzioni trasformatrici per la T, che da

H conduce ad H’, e medesimamente v, 7%, q:'=mi,§H; Yr quelle per la

T, da H ad H". Per le formole (20), (20*) § 5 abbiamo

TYX ’ s ;_; -
1‘1=74Y~+'n, Fl——-TY—}—Y),

dove T, 7 hanno i valori dati dalle (25) ibid. Ora, se alle # funzioni trasfor-
matrict 'y, I'y,..., I, aggiungiamo la (» +1)™* & del teorema generale di
permutabilitd data da (M) § 10),

_T? '
¢ = A+(P’

sard provato che il quarto sistema H dopo (H, H’, H") & ancora un sistema
di GuiceEArD-DARBOUX, se verifichiamo che ¢ soddisfa alla sua volta alla
equazione corrispondente alle (31)

1 , =
¢=W§lel-
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Ma questa si scrive

, , N Qmo—\[(t1n  —
(e o)=s{m =275 7).

ossia sviluppando e riducendo

m’?—i—m?:——%mﬁ,

che coincide colla (24*) ed & quindi in effetto verificata. A
Osserviamo anche qui il caso singolare m'* = m?, ove il teorema di per-
mutabilitd cade in difetto, a meno che i due sistemi H’, H” si trovino in

involuzione, verificandosi la relazione ¥ 11 yh == X1 1h.
2 4

In ¢al caso & facile vedere che lintero fascio (H', H") & composto di
sistemi di GuicHARD-DARBOUX (¥), e lo stesso accade del fascio coniugato del
teorema generale di permutabilitd (M) § 12.

§ 8.

CASO PARTICOLARE DEI SISTEMI E.

In una coppia di rotazioni associate (B, fx;) pud darsi che si abbia in
particolare B; = P ; allora siamo in presenza di sistemi £ di cui trattano i
§§ 14-16 in (M). Le trasformazioni studiate al § 15 (M) ed ivi indicate collo
stesso simbolo T, sono appunto casi particolari delle attuali e se ne otten-
gono assumendo le y; coincidenti colle relative v;.

(*) Un sistema generico del fascio corrisponde alle funzioni trasformatrici
e vit s, e viteYi, ¢ ¢tco (¢4, ¢q costanti)

e siccome, per le (31) (ove ora m'=m), si ha

z M, 72+ 7w,

, 1
9 +C9p =m

il sistema stesso & di GuicHARD-DARBOUX.
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L)

Ma, pur partendo da un sistema iniziale E, possiamo anche applicare
una generale trasformazione: :

TmE(Yly Yz""7.th; ?l? ?2?"'7 it)

senza che le seconde funzioni trasformatrici y; eguaglino le prime y;. Per
tal modo otterremo dal sistema E coppie di rotazioni associate e distinte
(B'ix, B'). Ora applichiamo ai tre sistemi di rotazioni (Bz), (B'w), (B”w) il
teorema generale di permutabilita (§ 2), e facilmente dedurremo dalla for-
mola (15) ibid. che l'intero fascio a cui E appartiene & costituito di altret-
tanti sistemi (E) con B;x = Pz;. Se infatti nella (15) poniamo le y; al posto
delle y’;, dovremo fare |

A,=A9 ®’i=m7i, ®i=m?¢'1 T’=—(T+QB),

4

e quindi risulterd

2m

E;I;:Bik—Tz—i—-QBT—l—Aﬂ A(Yiﬂ+¥k¥i)+TYiYk+T'§i—T—k:y

espressione simmetrica nei due indici 4, .

Dimostriamo ora che nel fascio coniugato ad (E) le rotazioni si distri-
buiscono come le (£'i), (B%) in coppie di rotazioni associate. E infatti, in-
dicando con a, b due costanti arbitrarie, le funzioni

i=ay;+ by, Fi=byi+ay: (32)

soddisfano manifestamente (a causa di £z = Ps) alle equazioni (III) § 4, ma
anche alla (IIT*)

Xr;=2XTj,
7 7
giacche il primo ed il secondo membro eguagliano l'espressione
(@*4+b*)4+4+2abB.

Ora queste funzioni trasformatrici (32) corrispondono appunto alle ro-
tazioni del secondo fascio, che risultano per tal modo distribuite in coppie
associate. Si osservi che queste rotazioni associate coincidono solo per a = b,
e percid nel fascio coniugato esiste un solo sistema E corrispondente ad
@ =Db, ossia alle trasformatrici

Ti=Ti=vYi+Yi-
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Adunque nel caso attuale: Dei due fasci coniugatli del teorema di per-
mutabilile uno & tutto composto di sistemi E, Ualiro ne contiene uno solo E,
mentre gli aliri dello stesso fascio si distribuiscono in coppie di sistemi di
rotazioni associate. ‘

Osserviamo ancora che, per costruire questi particolari fasci coniugati,
si puo prendere ad arbitrio un sistema E del primo fascio ed un qualunque
suo trasformato, per una T, arbitraria, quale sistema E del faseio coniugato.
E infatti, indicando con I'y, T'y,..., T, le trasformatrici pel passaggio da E
ad E, avremo

5 . 7
g—;‘;=pmrm %=m[‘,~—— (12) Bai T,
e basterd trovare 2n funzioni incognite (y;, ;) che soddisfino alle (III),
(IIT*) e di piu alle altre

Yi—+7i=T;.

Eliminando dalle (III) le y;=T; — s, ne risulta per le y; il sistema dif-
ferenziale

O g o OV Qg iy
Fu, = PuTe gy B Bun=m{i—) (33)
mentre la (III*) diventa
2 % Nyy= ? r; . (34)

Ora si riscontra subito che il sistema ai differenziali totali (33) & com-
pletamente integrabile, e inoltre ammette I'integrale quadratico

2 Ihip—3X r; = cost.,

sicché, per soddisfare anche alla (34), basta scegliere i valori iniziali delle y;
in guisa da annullare in quest’ultima la costante del secondo membro.
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[ S1STEMI #** ORTOGONALI NELLO SPAZIO EUCLIDEO A d s® INDEFINITO.

Procediamo ora ad estendere, in un primo modo, la nozione di sistemi
n* ortogonali a rotazioni associate prendendo a considerare, accanto all’or-
dinario spazio S, euclideo, col ds* rappresentato dalla forma differenziale
quadratica definita positiva nelle n variabili @, y,..., £ (M) § 1)

ds’=dc’+dy* - tadt,
anche le altre forme indefinite
ds’=¢, da*+c, dy*+---+e¢,db, (35)

dove ciascuna ¢; rappresenta l'unitd, positiva o negativa; diremo che la (35)
é la forma (a curvatura nulla) di segnatura (s, ¢,,..., &,). Se esprimiamo
le » variabili «, y,..., { per » nuove w,, ,,..., u,, in guisa che la (35)
conservi la forma canonica (ortogonale), potremo scrivere, per la legge d’i-
nerzia .
ds®=¢ H:dui+e, Hidul—+ ---+e, Hid ul, (36)

dove le H; sono funzioni reali delle «,, u,,..., u, e la segnatura (g,, ¢,,...,
e,) & rimasta la stessa.

Le formole per lequivalenza delle due forme differenziali (35), (36) si
deducono subito analiticamente dalle ordinarie in (MY, nelle quali bastera
vangiare H; in H; ;. Cosi adunque, introducendo anche qui le rotazioni

1 0H, . . . . N
Bsp = T o’ il sistema differenziale per le B; sara:
0B
3 F::: = ﬁit plk
OBu | OB UM 0 ™
Sy +sk;9uk —+ 12 ex By Pa =0,
e successivamente quello per le H; conservera la solita forma
o H;
Fu, — P Hi- (V4
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Le trasformazioni di Ribaucour per le rotazioni Bz si otterranno, nel
caso attuale, come segue (Cf. § 1). _

Prendansi » funzioni trasformatrici y,, y,,..., Y. soddisfacenti al solito
sistema differenziale

f
aY‘_ﬁikka

e si consideri la quantitd
A=Yuyi; (37)

che in seguito supporremo sempre diversa da zero. Ponendo

Ci=g¢ + 2 afumn,
si troverd subito dalle (V)
Jd6; 04

m*:ﬁki@k, 3—m=9Yi®i- (38)

Per le rotazioni ' del sistema trasformato avremo la stessa formola
4 §1
27 O, (39)

compiendosi le verifiche nel medesimo modo. Se poi consideriamo un de-
terminato sistema n** ortogonale nell’S, indefinito corrispondente alla forma
(36) del ds* colle rotazioni Pz, avremo oo' suoi trasformati di RiBaucour
determinando, con una quadratura, una (» - 1) funzione trasformatrice ¢
dalle equazioni

99

22 —miys, (10)

ed assumendo i coefficienti H’; del sistema trasformato dalla formola

Hy—H,—>%,. (1)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



e il teorema di permutabilila. 309

PO .

§ 10.
I sisTEMI H GENERALIZZATL

Ritorniamo ora ai sistemi #»*” ortogonali dell’ordinario spazio S, e chia-
miamo sistemi H generalizzati di segnatura (s, ¢,,..., ¢,) quei sistemi pei
qualt i coefficienti H? sono legati dalla relazione

e, H:4-¢, H: + - -+ ¢, H, = cost. (42)
Derivando questa rapporto ad u; si ottiene
o O +zemm—0 (43)
e da questa derivala rapi)orto ad u, segue

(Bkt H, ) -+ Ek (f’dc Hk) -+ 2 5) (ﬂzk H)) =0,

e sviluppando

(9 i (9 ] "1
H, z Pri -I— kaik Exﬁuﬁu‘*k

'+' pm

Ska —i—E;?Jc;H:—I—ZSwnHAz

Ma il secondo termine & nullo per la (43) stessa, onde segue: Le rota-
zioni Pip di ogni sistema H di segnatura (g, ¢,..., ¢,) soddisfano al sistema
differenziale :

j%:‘ = BuBu
ji”‘+"ﬁ’“+ 3 B By =0 | (VD)
ap’"—l— kaﬁ’k 2 & B fa=0.
Come nel caso particolare (¢, =&s=---=¢,=1) del sistema (II) § 3, si
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dimostra che l'integrale generale (Bx) del sistema (VI) dipende da n (n —1)
funzioni arbitrarie. Ad ogni sua soluzione (f4) corrispondono oo sistemi H
di segnatura (s, ¢,,..., &), che si ottengono determinando le H; dal sistema
completo ai differenziali totali

aH 8]{. (%)
T H, Ezam““zizﬂnﬂx (44)

Ora si osservi che, se si pone Fz; =, le equazioni della prima e terza
linea in (VI) si cangiano per le Fz; precisamente nelle (V) § 9 che caratte-
rizzano le rotazioni dei sistemi »* ortogonali nello spazio S, indefinito di
segnatura (g, , ¢,,..., ¢,). Di pidt le (VI) della seconda linea dimostrano che
si ha

Jd ‘-’kz é pzk
e Lt Y R =0,

onde segue che fra i sistemi »* ortogonali dell’S,, indefinito colle rota-
zioni Bik: '

ds*=c Hduwl e, H2dul+-- -+, H2du’
ne esistono di quelli pei quali si ha

Hi4 Hi+ -+ H?=cost. (45)

E infatti le corrispondenti equazioni per le H; si scrivono

W
ml

5 i aH,-
x B aui

S5
*

e formano un sistema completamente integrabile.

Da tutto cid si raccoglie che: ¢ sistemi H di segnatura (c,, €,..., ¢,),
nello spazio ordinario definito S, , trovano i loro associati nello spazio inde-
finito di segnatura (c,, ¢,,..., ¢,) in quegli ordinari sistemi H che soddisfano
alla relazione (45) x H} = cost.
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§ 1.
LE TRASFORMAZIONI T,, DEI SISTEMI H GENERALIZZATI.

Possiamo ora riprendere le ricerche relative alle trasformazioni T, degli
ordinarii sistemi H (§§ 4 e segg.) ed estenderle ai nuovi sistemi H gene-
ralizzati.

Per questo, supposto di avere un sistema H di segnatura (g, ¢,,..., t,)
nello spazio definito, ed un suo associato H nell'indefinito, ai quali appar-
tengano le rotazioni associate (Pix, rzi), soddisfacenti alle (V), cerchiamo di
applicare ad (H, H) due trasformazioni di RiBaucour, colle rispettive fun-
zioni trasformatrici (Yy, Yayeeer Tus )y (Yis Yor---» Yo3 @), il guisa che la
coppia (H, H) venga cangiata in un’altra coppia (H', H’) di sistemi asso-
ciati. Procedendo come al § 4, si troveranno intanto per le y;, v; le equa-
zioni di trasformazione

: ) - G
mZﬁth g—;i';_:m Yi— é Bxn
_ _ (VD)
g:{:k=pkiYk, Eij—Z::in_ % afamn,

le quali formano, a causa delle (VI), un sistema completo. Di pili, se po-
niamo :

A=§Y§,, Z=§aﬁz, (46)

si ha gjzgi:@my;ﬂ, e percid il sistema (VII) possiede lintegrale

quadratico

A— 4 = cost.

Noi scegliamo 1 valori iniziali delle y;, y; in modo da annullare la co-
stante del secondo membro per cui avremo anche

A=A (VII*)
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Ed ora indicando con B, P le nuove rotazioni trﬁsformate dalla (4)
§ 1 e dalla (3) § 9 dedurremo )
, 2mYiY. = - QmYi e
pa’k=ﬁﬂc——zl’ pik=ﬁik—*%’
da cui, essendo Bix = Pxi, segue subito [z =%, il che significa che le
nuove rotazioni (B, B'%) sono ancora associate. Ma ora di pid, calcolando
per quadrature le (n 4 1)™ funzioni trasformatrici ¢, ¢ dalle condizioni

Q — —
%—Hi Yis (47)

9 é
a_ui—-Hth’

pei coefficienti H'z, H'y dei sistemi trasformati avremo

erg\
A 19 %)

2 —
Hy=H—>5%,, Hy=Hh-

e potremo determinare ¢, ¢ in guisa da soddisfare alle (47) ed insieme alle
altre

SaH}=YaH;, YH}=YH],

p 7 7 7
dopo di che lo scopo sard manifestamente raggiunto. Per questo, siccome
abbiamo

dmo
4

Salj—YaHj= (mp — a1 Hyp)

bmo
A

I—Ti——;l_ﬁ: (m@—%fiwx),

~1L4

basterd prendere ¢, ¢ dalle formole seguenti:
_ 1 Yo, o= 1 YH 48
@_Mbll 27X, (‘D_m; AYx, ( )

valori col quali, come subito si verifica, le (47) sono in effetto soddisfatte.

In fine osserviamo che il teorema speciale di permutabiliti per le T,
dei sistemi H generalizzati continua a sussistere come nel caso ordinario,
valendo considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte alla fine
del § 7.
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§ 20.

I SISTEMI %** ORTOGONALI DELLO SPAZIO S, A CURVATURA COSTANTE.

’

Consideriamo lo spazio S, a curvatura costante K e scriviamo K= R—sg
dove sard e=-}-1 se K & positiva (spazio ellittico), e invece e = —1 per K
negativa (spazio iperbolico). ‘
Prendiamo in 8, a coordinate le »+1 coordinate di WEIERSTRASS (*),
che qui (per non moltiplicare le notazioni degli indici) denoteremo con

T, Y, Zyeeny b

Queste sono legate fra loro dalla identitd quadratica:

e@ 4y + )+ =1, (49)
e il d §* & dato da

ds"=R*@x*+dy°+dz"+---4=<cdt’). (50)

Abbiasi ora nello spazio S, un sistema #»** (u,, u,,..., w,) di ipersu-
perficie ortogonali, a cui riferito lo spazio risulti

dss=H'dw - Hdul+.--+H dul. (1)

Le condizioni necessarie ¢ sufficienti a cul debbono soddisfare H,,
H,,..., H, affinché la forma differenziale (51) sia di curvatura Riemanniana
€

.costante K=RT si serivono, introducendo anche qui le rotazioni P :
OH, ., . 9B _
3%,, _BktHk7 (9%; '_'B»'l sz
5p o ) (VIII)
ik 0Pk RV f g H =
3u’_+a_uk'+%.(/hﬂn+Rz Hsz—O, )

(*) Vedi le mie Lezioni di Geometria differenziale, Vol. I, §§ 193, 194 che in seguito ci-
teremo colla sola indicazione del Volume.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



214 Btanchi: Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi n*™ ortogonali

le quali si riducono naturalmente a quelle dello spazio euclideo ponendovi

_I!i? =0, Introduciamo anche qui, in ogni punto (u,, «,,..., ,) dello spazio, .

I'n* principale relativo al sistema ¥, formato dalle direzioni (principali)
delle linee di curvatura goordinate (), (#3),..., (u,). Denotando con

X, Yi'a"', T;

i coseni di direzione della " direzione principale (u;), dal confronto delle
(50), (61) abbiamo

dx H; oy  Hi, ot H; .,
A RO ik RUREF I )
indi per le relazioni d’ortogonalitd
X; Yi+--- tT;=0
CXit+y Yi+---4-¢ (53)

XX, 4+ Y, Yk+"'+5T-‘Tk=eik (Eik=0 per i=l_k, gﬁ'=1)_

Le n+1 coordinate di WEIERSTRASS @, ¢/,..., ¢ sono altrettante solu-
zioni del sistema differenziale di WeINGARTEN (Vol. I, § 195):

a6 EQn

&0 |ik| 36 _can g
3%; R* !

du;0u, 5| *

e nel caso nostro, avendosi a; = H}, as=0 (per i=|=h), dinno le equa-
zioni fondamentali pei coseni X;, Yi,..., che si scrivono

0X; ¢ H;

8 X; @
i 0Xi __ _ Wop, X, — o 54
0 U; % P X B %, (o4)

0 u,

= pik Xk ’

e valgono analogamente per le altre coppie (Y, ¥)..: (T, ?).

§ 13.

TRASFORMAZIONL DI RIBAUCOUR E TEOREMA DI PERMUTABILITA.

Diamo ora le formole per le trasformazioni di RiBaucour dei sistemi
7** ortogonali nello spazio S, a curvatura costante (Cfr. prefazione). Senza
ripetere qui le deduzioni analoghe a quelle svolte nei §§ 4, 5 (M) pel caso
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euclideo, ci basterd presentare le formole definitive, collocandoci dapprima
dal punto di vista intrinseco. Prendiamo » -+ 1 funzioni trasformatriei y,,
Yas---> Tu; @ assoggettate a soddisfare al sistema completamente integrabile

\&Y,'

- 99 _ iy 5
du, = Ba Ye s du, =R (50)
Se poniamo
avy; (Q e H, -p .2 c 2
®s=8—;+%ﬁA;Y)+LR_<Pa “(56) 4=%Y1+5?, (67)
deriva_ndo troviamo

40, ‘ 04 -

L i =|= . T —92v.0,. 9
o =B (iE), - (58) T =20 (39

Cid premesso, dalle funzioni trasformatriei (y,, Ys,.-.5 Y3 @) risultera
definito un nuovo sistema #* ortogonale Y, trasformato di RiBaucour del
sistema iniziale ¥, i cui elementi (indicati con accenti) si calcolano dalle
“formole

ﬂ’,.:ﬂ,._gi<P o, (60)
(L _ %Y"@" .
Eo—pa— =1 (61)

B facile verificare, servendoci delle equazioni precedenti, che questi va-
lori H’;, B, soddisfano alle equazioni differenziali (VII[) e definiscono per
¢i0 inlrinsecamente un nuovo sistema n?” ortogonale ¥'. Ma se vogliamo co-
struire effettivamente Y, come trasformato di Risavcour di ¥, nella sua
posizione nello spazio, dovremo ricorrere alle formule seguenti. Posto

9x=§nXx+5<pw, s),=>;'rx9x+s?y,---, 9,=§n T +cot,

e denotando con accenti gli elementi relativi a ¥, avremo per le formole
richieste

9 g
m’:w___q)Qz, y':g*—-_jﬂy’ ’ t'—t—_zfﬂt (6Q)

’r - QYD& ’ QK{:’& ’ QT" Q‘ D%k

X, =X, L, Y, =X, =4 e I, =T, 1 (6..)
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In fine osserveremo che i raggi p,, g:,..., p. delle n ipersfere tangenti
a Y, ¥ si calcolano, nel caso ellittico, dalle formole

Ly %,
8 (R) o Ys (63)
e nel caso iperbolico dalle altre
Ly P, *
afg)- ¢

nel quale ultimo caso la ¢™ ipersfera avra centro reale solo quando il valore

assoluto del secondo membro risulta <<1.

Anche le formole pel teorema di permutabilitd si scrivono in perfetta
analogia con quelle del caso euclideo (§ 2). Supposti dedotti dal sistema ¥
due nuovi sistemi ¥, 3" colle rispettive trasformazioni di RrBaucour

(Yis Yareoos a3 9y (Yis Yoreevs Y3 @),

si determini, con una quadratura, la funzione t dalle formole

ot p
(9—12".:—9[,-@‘, (64)
e ponendo
LD CONTRVIR S SR 5
r,= 1 +¥i @ A +¢, (60)

si avranno le » -1 funzioni trasformatrici (I',, T',,..., I',; ®) pel passaggio
dal sistema Y’ al quarto sistema Y del teorema di permutabilita (Cf. § 2).
§ 14.
TRASFORMAZIONI 7', DEI SISTEMI E NEGLI SPAZIl A CURVATURA GOSTANTE,

Come nello spazio euclideo (M) § 14), chiamiamo anche qui sistemi E
quei sistemi »* ortogonali dello spazio curvo pei quali, con una scelta con-
veniente dei parametri u,, si ha simmetria nelle rotazioni: p, = B,,. La ri--
cerca di questi sistemi dipende dal sistema differenziale che si ottiene da (VIII)
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ponendovi B, = B,,, al quale si pud dare la forma

aHp'_ aﬁlk‘_
(91@, - p’ik 'Hk ] p'l ﬁlk
(ﬁi‘k = pki) (IX)
2w 9Pa \ & g H —0
P R“‘ =

Nello stesso modo come in (M) § 14 si dimostra che questi sistemi di-
n(n—+1)

g
blema di ridurre il ds*® dello spazio a curvatura costante alla forma carat-
teristica :

pendono da funzioni arbitrarie; la loro ricerca equivale al pro-

2 3@ 2 2
ds' = — 2+‘9 e S g,

du, u,

dove © & una conveniente funzione delle u,. Se ci proponiamo anche qui il
problema di trovare trasformazioni di RiBAucour che cangino ogni sistema E
in altri sistemi E’, un’analisi perfettamente simile a quella usata in (M) § 15
dimostra che le condizioni necessarie e sufficienti consistono nel dover sod-
disfare le funzioni trasformatrici al seguente sistema completo di equazioni
ai differenziali totali

0 3,
az; _B.k'ﬁ’ —( ?Z’nYi
(66)
0o Hy,
du, R

dove m indica una costante arbitraria. Le corrispondenti trasformazioni si
indicheranno ancora con 7.

Per queste T, sussiste, come nello spazio euclideo (M) § 16), il teorema
speciale di permutabilitd, le cui formole stabiliamo nel modo seguente. Si
consideri una seconda trasformazione T, , con m” ==m’, le cui funzioni tra-

sformatrici siano Y, Y,,..., Y.; ¢ € nelle formole (65) del teorema di per-
mutabilitd : I‘,=%—+—y’,., rb=qu)+<p' si cerchi di determinare v in guisa

che le T', soddisfino alle equazioni di trasformazione che caratterizzano una
trasformazione T,

ar, H b
(971/;+ 2 P).FA_*_
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Il calcolo effettivo per = porge il valore seguente

Q . 4 4 ‘
T=_—m_:>13ny,+sw , (67)

m—+m’

e poiché questo valore di T soddisfa in effetto alle relative equazioni (64),
ne risulta dimostrato il teorema speciale di permutabilita per le T,.

Si osservi che questi risultati generali possono applicarsi in particolare
all’ordinaria geometria sferica (ponendo n=92, K=1), ove si tratta di ri-
durre ’elemento lineare sferico alla forma di RiBaucour

06 6

e _ YV 2 v 2
ds _&udu —|—avdv.

(Cf. DarBoux, Systémes orthogonaux, %= Edition, Livre IT[, Chap. I).

§ 15.
SISTEMI #n** ORTOGONALI ASSOCIATI NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE.

La nozione di sistemi #** ortogonali associati (§§ 3 e 10) puo ora rice-
vere la seguente nuova estensione. Consideriamo due spazii S,, S, colle ri-
spettive curvature costanti

= €

K= _;, K= B

e supponiamo di avere in S, un sistema »* ortogonale ¥ e in S, un altro
¥ tali che fra le loro rotazioni B, 8, abbiano luogo le relazioni Bo =P
diremo allora che (3, ¥) formano una coppia. di sistemi associati. Si rico-
nosce 'effettiva esistenza di infinite coppie di sistemi associati aggregando
alle equazioni fondamentali (VIL[) per ¥ le analoghe per ¥, nellipotesi
‘@._B,,. Cosi, indicando con un soprassegno le quantita relative a Y, si forma
nelle n (n—+ 1) funzioni incognite H,, H, B8, il sistema differenziale se-
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guente :
d H, dH, , =
auk &uk—B-‘k Hk
& ik
ﬁ _leglk
08, o0 (X)
aq/é‘_‘h&u'_*—zpllﬁ)k_{'_RﬂHH_o

(‘;%’thaﬁ'% X Babo + L H.H,=0.

Coi soliti procedimenti si dimostra che le condizioni d’integrabilitd del
sistema (X) sono identicamente soddisfatte e la sua soluzione generale (H,,
H,, B,) dipende quindi da » (n - 1) funzioni arbitrarie.

Ora, come al § 4 pel caso euclideo, possiamo stabilire I'esistenza di tra-
sformazioni 7, di RiBaucour che cangiano una coppia (3, ¥) di sistemi as-
sociati in §,, S, in altre coppie associate (¥, ¥') dei medesimi spazii. Ap-
plicando il procedimento stesso del caso particolare al § 4, si vede che
queste T, dipendono dalla ricerca di 2» -+ 2 funzioni trasformatrici

(Fis Yaseoos Yu3 O (15 Taseeos Tus 9),

assoggettate a soddisfare al seguente sistema differenziale:

Z;;=B.-kn, M‘—I—Eﬁx.‘n—l—eﬂm my., g—%=ﬂg‘
Y, oy, , @, —  eHyo 9 Hy, 9
Tu v Yo s 3u+26.-wz+ 2 M T
e di piu alla condizione ai limiti
A=A4, (68%)

dove & posto:
A=3vi+ee’, A=3yitco"

Ma in effetto il sistema lineare (68) & completamente integrabile e pos-
siede l'integrale quadratico

A — 4 =cost.,
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onde valgono le solite considerazioni. Scelte le 27 + 2 funzioni trasforma-
triei (v, ¥:, ¢ ¢) conforme alle condizioni superiori, pei rispettivi sistemi
trasformati ¥, ¥ si hanno le formole

. 2m R ¢ — , 75 2mREBo
H',= H, A . H';,=H; — A Ys
(69)
g, — _2myi o o_p _ 2myn
ik '] A ik ik A

e siccome B, = B,, ne risulta anche (', =B, ciod i due sistemi ¥, ¥ sono

nuovamente associati, come si voleva.

§ 16.
IL TEOREMA D1 PERMUTABILITA PER LE NUOVE T,,..

Per le trasformazioni 7T, dei nuovi sistemi associati sussiste il teorema
speciale di permutabilitd del caso euclideo (§§ 5, 6), ci0 che dimostriamo
come segue. Dalla coppia iniziale (¥, ¥) siano dedotte mediante due trasfor-
mazioni T, , T, (con m”*==m’) le due nuove coppie (¥ ), (¥, E’) Per
le funzioni trasformatrici (y., v:, ¢, ¢) della T, valgono le (68), (68*) e me-
desimamente per le trasformatrici (Y, Yi» ¢ ¢) del]e T, le analoghe

aYi_ o o ¢9Y- eH9y - 8¢ HY,
auk—pskYk, + Lp Y 1+ j) =my,, 314‘_ B
| - _ (70)
8Y, g = O ., 09 _Hy,
aukzﬁnYk; Y —l—),@.x'{z—r q’—m Y, 62,= = ,
4 =1, (70%)
dove: :

L'=3yi+eg?, I’=;?ﬁ+??”.

Ora, colle formole del teorema generale di permutabilitd al § 13, po-
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niamo
T , T ,
r="Lty, o=T24
- _ (71)
Y T $._T0_. o
r,— A _’_Yi, (I) A+?’

le funzioni r, v essendo determinate per quadrature dalle rispettive formole

et e —2m YiYes (72)

o~ L)
o u,

ou,

——omy.T,
e cerchiamo le ulteriori condizioni affinché le 2% - 2 funzioni
C,, T, &, &

siano le trasformatrici di una T, applicata alla coppia (¥, ¥). Per questo
dovranno essere soddisfatte le relative equazioni:

ar, ., . dr, H' ,= 6% -H.T,
auk'— {krky aui—l_z[‘j r + ml,., au"_ R

or, ., = T, H'E_ L 66 H.T,
auk'_‘pmlka "“FZP;IF}—!— R ‘—’In r;, (914,-_ R s

;ri R ;F; -+ @,

dove le H',, H',, F';, hanno i valori (69). Calcolando queste condizioni me-
diante le formole superiori, si trova ‘che esse si riducono alle due equa-
zioni :
mT - m t=—9mB (73)
w4+ mr=—2mB,
dove si & posto

B=§YM’1+5??', =§? 1Y+ ‘{j (73%)

o

Le (73) coincidono formalmente colle (24), (24*) § 5, e risolute danno
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ancora

Q_mg(mB_m'f;)
m

’2

I

(74)

2m

i (m B — mw’ B).

T

Ma ora, derivando le espressioni (73%¥) di B, B, si trova:

¢9B e ’ = B s o AV
au‘=m7ﬁf.-+m TiYss m=mYsYc+’n Y

SH

e ne risulta che i valori (74) di 7, = soddisfano in effetto alle (72). Cosi &
provato che, mediante questa trasformazione T, = (I;, T;, ®, @), la coppia
associata (¥, ) si cangia in una quarta (@, Q). Che poi quest’ultima si de-
duca a sua volta dalla terza (3", ") mediante una T, si proverebbe come
al § 6. Osserviamo in fine anche qui che nel caso singolare m* = m’, intro-
ducendo la nozione di sistemi in involuzione, si trovano le stesse proprieta
come nel caso euclideo al § 6.

§ 17.

LE TRASFORMAZIONI T, DEI SISTEMI H NEGLI SPAZII A CURVATURA COSTANTE.

Chiamiamo, anche negli spazii a curvatura costante, sistemi H (o si-
stemi di GuicBHARD-DARBOUX) quei sistemi »* ortogonali pei quali (con una
conveniente scelta dei parametri «;) sussiste la relazione:

lZHfz:Hf—}—Hf;’—f—---—{—Hf,:.a? (@ costante).

Il calcolo stesso eseguito in (M) § 23 dimostra che, nel caso attuale

dello spazio S, di curvatura K = R%’ 1 coefficienti H; e le rotazioni P di
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un sistema H debbono soddisfare al sistema differenziale seguente: .

(%) .
oH, éH, Z ea I,

au_ﬁki X 6u
chk__
a“l B-lﬁlk
vo. o6 (XI)
&_ﬁ':_*_ '+)_.@b?»1k+R2HH—0
0Ly 0B
m+auk+231lpkl—0

Coi soliti procedimenti (Cf. (M) § 23) si riconosce che questo sistema
(XI) ammette una soluzione generale con n (r — 1) funzioni arbitrarie, e per
cid i sistemi H dello spazio a curvatura costante esistono nello stesso grado
di generalitd come nello spazio euclideo.

Ora & manifesto che se si pone Fi = P1;, queste E,-k, a causa delle equa-
zioni della seconda e quarta linea in (XI), soddisfano alle equazioni carat-
teristiche (I) § 1 per le rotazioni dei sistemi »* ortogonali dello spazio eu-
clideo. Colla nozione di sistemi associati, introdotta al paragrafo precedente,
possiamo dire che: Ogni sistema H dello spazio a curvatura costante am-
melle infiniti sistemi associati wnello spazio euclideo (tuiti trasformati di Com-
bescure Uuno dell’altro).

Ed ora andiamo a dimostrare che pei sistemi H degli spazii a curvatura
costante esistono trasformazioni 7, di RiBAUCOUR come nel caso euclideo
(§ 7). Le formole per queste T, si dedurranno da quelle sviluppate nei due
paragrafi precedenti ponendovi

Lo B—0 7—0
R
Valendo pel sistema trasformato ¥’ le formole (69)

2mRo—

otterremo che questo sistema Y sia di nuovo un sistema H' di GuicHAkRD-
DarBoux, determinando ¢ in guisa che risulti: ¥ 72— H3. Ora si ha per
1 7

la precedente

2 2 4.‘ -— —
%(H,._HA)Z qu’;w(qu’nwﬂ) AmRo

A A i =—_( RCP_ZHlYl%
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e la nostra condizione d& per ¢ il valore
: { _
= mE %Hz s (75)

Draltra parte si verifica subito che questo valore di ¢ soddisfa alle equa-
zioni

onde risulta stabilito, anche pei sistemi H dello spazio a curvatura costante,
I'esistenza di trasformazioni T, di RiBaucour, contenenti, oltre m, 2n — 2
‘costanti arbitrarie. _

Da ultimo estendiamo anche a questo caso il teorema speciale di per-
mutabilitd al § 7, osservando che se nelle due trasformazioni T,,, T, pel
passaggio ‘dal sistema H ai rispettivi sistemi H’, H" le funzioni trasforma-
trici sono

- 1 -
per la T,) Tis Yis 9= 5 /l‘_‘, H.y
perla 1) i T, ¥ =g DEIT

" (3] 19 mlR T H
dalle formole generali (71) al paragrafo precedente

=T
b=—7+¢

risulta facilmente

ossia,

e , 2mRBRo-\{tyi . =
wm R(—A2 +<p)=§(ﬂz— i (P'rz) ( J +TA)'
Ora questa, sviluppata, si scrive
mc+mr=—92mB

e coincide colla seconda delle (73) la quale trovasi verificata.
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§ 18.
I sisTEMI H GENERALIZZATI DELLO SPAZIO A CURVATURA COSTANTE.

Come si & fatto al § 10 per lo spazio euclideo, cosi anche nello spazio
S, a curvatura costante chiamiamo sistema H generalizzato di segnatura
(25 €25..., &,) OgNi sistema »* ortogenale le cui H; soddisfino la relazione:
e, HY +¢, H} 4 - -+, Hy = cost. Il caleolo stesso eseguito al § 10 prova che
le H; soddisferanno alle equazioni differenziali

'8%,:

(%)
—{—;sz_ La Hy =0,

e le rotazioni B alle ulteriori

0 Pri P @B
s’ﬂ—;_’_gk&u—,,_*— % Elgtlpkl_oy

e colle solite considerazioni (cf. §§ 10 e 17) si stabilisce 'esistenza di questi
sistemi H generalizzati. Ora andiamo a costruire anche qui le trasforma-
zioni T,, di RIBAUCOUR, le cui formole otteremo nel modo seguente. Indichino
(Yes Yoseovry Tud Yi» Y2seves Yo; 9) 2041 funzioni trasformatrici assoggettate
a soddisfare al sistema lineare ai differenziali totali

0% _g . 9% Qo . et - d9 Hiyi
&uk—-ptk'{k’ aui‘l_% ﬁhYl—*‘ B =m i, a'—u:-— B

“ _ (76)
iﬁ:ﬂk'ﬂ s-a—ﬁ-f-(gszl31¥1=my'

3 e i Yk _1‘9“‘ . i T

Questo & un sistema completo e possiede l'integrale quadratico
V 4 — 4 = cost,,
avendo posto
A=§TI+5 (92, -‘1:%51?;,

04 o4

=2 —%my;yi. Al solito si assumeranno i valori ini
ou; ou;

poiché ne risulta

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



226 Bianchi: Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi n** ortogonali

ziali delle (i, Yi, ¢) in modo da soddisfare anche I'equazione ai limiti
A=A (76%)

Dopo cid, applichiamo al sistema H la trasformazione di RiBaucour
(Y5 Taseevs Yn> @) (G § 13), e pel sistema trasformato avremo per la (60)
§ 13
2mR o —

A ME)

H;3= H; —

e questo sara un nuovo sistema H’ generalizzato colla stessa segnatura
(15 €25...5 €,) s€ @ & determinata in guisa che si abbia e (H'; — Hj) =0.
7

Ora si ha dalla precedente
4mR

21‘,51 (H'i——Hi)=%j—? (mRBo— %Hz?z)

e ne risulta quindi per ¢ il valore
=g yalhin (77)

compatibile colle (70) perche, derivando la (77) rapporto ad una qualunque
u; si ottiene per le (76) un’identita.

§ 19.
1 sisTEMI Q DEGLI SPAZIT A CURVATURA COSTANTE.

Dei sistemi »n*” ortogonali dello spazio euclideo studiati nei §§ 17-20 in
(M) e indicati come sistemi @ diamo ora una doppia generalizzazione. In
primo luogo trasportiamo la nozione allo spazio S, a curvatura costante K,
e in secondo luogo supponiamo che nella formola (68) § 17 (M) i coefficienti
iy C,---, C,, INVece che costanti, siano funzioni di una sola delle u, pre-
cisamente la ¢; una funzione U; della sola ;. Chiamiamo adunque sistema @
nello spazio S, a curvatura costante un sistema #** ortogonale che ammetta
trasformazioni di RiBaucour le cui funzioni trasformatrici y,, y,..., 7.5 ¢
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soddisfino alle equazioni di trasformazione

9Y; da
ra=bavh zo=Hr() (78)

e siano legate fra loro dalla relazione quadratica
U+ Uy 4+ U st a¢g’ =0, (79)

dove U; indica una funzione della sola u; (ovvero una costante) ed a una
costante arbitraria. E immediato che il sistema trasformato @ appartiene
alla medesima classe, poiché le funzioni trasformatrici inverse da @ a @ ve-

rificano la medesima (%9).
Per esaminare la questione dell’esistenza e del grado di arbitrarietd dei

sistemi @, cominciamo dal formare le conseguenze differenziali della (79).
Derivando rapporto ad u;, abbiamo

(80)

dyi , @ | [ , _adU;
Uga;"i—%ﬁli UlYl—l-aHi(P—l——Q— Uivi=0 (Ui=du)'

i

Derivando nuovamente rapporto ad w, (h-—|= %), si ottiene

(i,h)

P o
U’a_zf,- (Bix Yr) + U (% Grit) FPui U v+ Bm sz Uryi+va 2 Bai Pax Uz +

1 .,
~+ o Bri k?‘f‘afﬂa k]’k‘f‘@ Ut'pik]'k‘:o,

ed eseguendo col raccogliere i termini

51 O Bu M , ,
Y Bk i ﬂk—f—;BuﬁmUz—I—BmUk—}——o}ﬁmU.-—}—aL[iIIkz—l—
&‘Yk ("‘sh)
—+ B BikUiYi_l"UkW”*‘ 12‘31’“ Uz'rz—l—aH,ccp:—:O.

Ma, per la (80) stessa, la quantitd entro la seconda parentesi eguaglia

1 _
— 3 U'. 1., per cui la precedente resta:

a f i ,
030 1y, 20 N g U+ (U4 Bt U ) + 0 e TL = 0, (8Y)

(*) Si avverta che la ¢ qui introdotta differisce pel fattore costante R dalla ¢ delle for-
mole precedenti.
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equazione simmetrica nei due indici 4, k. Se combiniamo questa colla equa-
zione generale (VIII) § 12

8 ﬂik 0 ﬂkn

¢9m+ +213h@lk+KHH =0

2pu 0pu (*)

ou; auk
La determinazione dei sistemi Q, nello spazio a curvatura costanle K,

dipende dal sequente sistema differenziale nelle n® funzioni incognite (H;, Bi):

possiamo risolvere rispetto alle derivate e ne risulta:

(9 H . é ﬁtk
d 1, ﬁm %y 19 u, = ﬂzl ﬂlk

(XII)
B MU, — U's Bir 4 U's Bii

o % U,—U ﬂhﬂu+ U — H,Hk— 2 (U;— U,

In modo analogo come in (M) § 18, si dimostra che questo sistema (di
BourLET-DARBOUX) & completamente integrabile e la sua soluzione generale
dipende quindi da »n (n — 1) funzioni arbitrarie essenziali.

Inversamente, soddisfatte che siano le (XII), se alle equazioni (78) di
trasformazione aggreghiamo le (80), ne risulta (supposte tutte le U; diverse
da zero) un sistema complefo ai differenziali totali coll'integrale quadratico

Y Uayi+ @ ¢' = cost,,
4

¥ - -
e poiché possiamo annullare la costante del secondo membro, il sistema »*”

ortogonale & in effetto un sistema Q.

Un secondo aspetto dei sistemi @ si ha dal considerare che il ds”

(*) Qui si esclude il caso U;= U che si verifica soltanto se U;, Uz si riducono alla me-
desima costante ¢. Se questa & diversa da zero (cid che accade necessariamente per la (8))
quando a =|=0), ne segue fra le H; e le Bz la relazione in termini finiti

(Ul-—c) Bai Bax + (e — Kc¢) Hi Hp =0.

In particolare se » =3 e supponiamo U, = U,, abbiamo

ﬁsl B2 _Kc—a
H, “H, U;—c¢

e siccome il primo membro da la curvatura (relativa) delle superficie #, == cost. vediamo che
queste sono superficie a curvatura costante.
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dato da
H;

”

g AL i 2 3 2 9
ds T au +U adu;+ - + duy (82)

viene ad appartenere allo spazio di curvatma costante K'=a. E 1nfatt1 se

ne risulta fy= V U - B, onde, in forza delle (81), sono

si pone H’.-=‘\/_
soddisfatte le condizioni caratteristiche che assegnano alla forma differen-
ziale (82) la curvatura Riemanniana costante a. La ricerca dei sistemi @
equivale quindi a quella di particolari rappresentazioni di uno spazio a cur-
vatura costante sopra um altro (rappresentazioni normali uniformi se le Ui
sono altrettante costanti) (¥).

$ 20.
LE TRASFORMAZIONI R, DEI SISTEMI @.

I sistemi @, per la loro definizione stessa, ammettono una notevole classe
di trasformazioni di RiBaucour che vogliamo ora esaminare piu da vicino.
Indicando con m una costante arbitraria (diversa perd da zero), poniamo

1 — U,’ K —a

Vie— % b= ,
m m

onde sard V; una funzione della sola u;, e b una nuova costante. Le equa-
zioni differenziali (X1I), caratteristiche pei sistemi @, prendono la seguente
forma, affatto indipendente dalla costante m :

jf{:—zﬂm o,, aﬁtk——ﬂtl Bu
OB _ ’é’ KV,—b V's B + V').-.ﬁlci (X11)
Tw % V= V""l‘ﬂ“mL Vi— HH QVi—T,)
mentre invece la relazione quadratica (79) si scrive
%(l—mVl)ﬁ_—}—(K—mb)ff:O (83)

(*) Cf. la mia Nota pubblicata nel Vol. XXV dei Rendiconti dei Lincei (febbraio 1916).
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ed implica la costante m. Ed il sistema complelo ai differenziali totali che,
insieme alla' (83), determina la trasformazione, assume per la (80) la forma
seguente: i

&Y"_ &Y, 1——’Wl»Vl mb mV'Yi

Fu, Pk Yo 8u,+2 — V.Bl‘“+1 — v, 9= ‘2(1—mV,))
, (X1V)
® _ . S
au,-_H’Y"

Come nel caso particolare considerato in (M), questa si dira una tra-
sformazione R, del sistema @ in un altro ¢’, ed ¢ immediato che la trasfor-
mazione inversa da @ a @ & ancora una R,,.

Supponiamo ora di considerare una seconda trasformazione R, (m’ =|= m),
che cangi il sistema @ in un terzo Q" e siano ', ¢’ le relative funzioni tra-
sformatrici legate dalla relazione quadratica

% —m V)Yi+(K—m'b)e"=0 (83%)

e dalle equazioni differenziali (XIV)

oY L o 0y Q1—m'V; m'b , thy,
¢9'M/,,—ﬂmyk’ +§1 Vﬁlb l‘l—l ’H’LV,H(? (1 — m/ V) (84)
09 _p
ﬁi——ﬂz.rf,.

Dimostriamo che sussiste anche qui il teorema speciale di permutabilita
(M) § 20): )

Esiste un quarto sistema Q legato a @ da una R,, e invece o Q" da
una R,,.

Indicando con Ty, ¢ le funzioni trasformatrici nel passaggio da ¢ a Q,
avremo (§ 13)

T Yi ’ T ’ -
ri=—Ltyi, 0="F+, (89)

dove = verifichera le equazioni

o~
o Ui

— 3‘97'+25Mw+1c1{<p¥. (86)

Ora proviamo che si pud soddisfare a queste condizioni e insieme alla
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relativa (83)
27. (1—mw' V)i + (K—m'b) ¢*= 0, (87)

dopo di che la trasformazione da @ a @ sard appunto una R, . Ma, sosti-
tuendo i valori (85) nella (87), ne deduciamo

— ' b)¢p®  +

—+ % ;; = V))nyr+E—m'b)es | =0,

e siccome per la (83)
;(1 —w' Vi) yi+ (K — m'b) " = (m — m) : ; Tayi+b9® z=

m—mzzn_}K % (m—m’)A,

m

vediamo che ponendo

S=F(L— ' V) 212+ (K —m'b) g, (38)

ne risulta per v il valore unico e determinato

e 2mS (88%)
m —m

Dobbiamo ora provare che questo valore di = soddisfa alle (86), cioe¢ S
alle altre

&Y,

m—S—}—(m—m)'(, +Z‘8/.;Y4+K-Ht = (89)

Ora,~ derivando la (88) rispetto ad u, risulta

= | S —w V) s (1 — o V) T (i iy — Ty

+T'}21(1—m' Vi guna+(1 —m' Vy) Y':—%—(K——m'b)Hi?__M‘,

o u; 2

ed in questa l’espressione che moltiplica y; & nulla, a causa delle equazioni
differenziali (84), dopo di che sostituendo nella (89) e sopprimendo il fattore

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



232 Bianchi: Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi 1** orlogonali

Y'i, resta da verificare I'’equazione

'}n',' V’i Y: ( _1_

) ’
m:%(l—m'Vz)ﬂzsw-I—( —w’ V)aY‘—}-(K—m'b)H,-q;—

2
)| ST S+ K Hig
Ma questa riducendo, diventa
m' (1 —m Vt)a Y'—I— (i?‘i 1—m V) pups+ (K —mb) Hip — %"Y" =0,

ed & identicamente verificata, a causa delle equazioni differenziali (XIV). Si
conclude quindi che assumendo per = nelle (85) il valore
2 m

T = —
m — m

;(lﬁm'Vz)yn'z—%—(K—m'b)??'%; '(90)

si ottiene in effetto una trasformazione R, = (I',, I',,..., T,; ®) del sistema_
@ in un quarto sistema Q.

Che in fine questo sistema @ provenga a sua volta da @” con una R,
vediamo calcolando la quantitd analoga

v =—(++2B8B),
poiché ne segue

, 2 m'

1 = i2(1——mV4)wyl+(K—mb)<pq;

m -— '’

e questa & la formola (90) stessa ove si scambl @ con Q’, indi m con .
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Generalizzazione di alcuni punti della teoria
delle equazioni integrali di Fredholm.

(Di Pia Navny, a Palermo.)

3
E noto che, data in una forma geometrica di prima specie una proiet-
tivitd reale non ellittica e non involutoria, ciascuno degli elementi uniti
della proiettivitd pud essere approssimato, iterando su un elemento qua-
lunque della forma la proiettivitd data o la sua inversa.
" Ho pensato che qualche cosa di simile potrd avvenire nel campo del
calcolo funzionale.

. Data l'operazione funzionale F'[o (s)], che cosa succedera iterando sopra
una funzione ¢ (s) I'operazione F o la sua inversa, dato che questa inversa
si possa definire 2

Per il caso in cui si ha -

Fle@)=[ K(s Do) ds

essendo K (s, {) una funzione continua e simmetrica nel dominio o =s =12,
a=1t=>0, la risposta si pud trovare nei lavori del VERGERIO (*).

Ponendo
F.[o(s)] =Fo (9],

Flp@l=F[Falr@]] (=23..)

se & F[¢(s)]==0 esiste una costante ¢ tale da avere

lim F’ﬂ [q: (s)] — f(S),

n=00 C

dove f(s8) &€ una funzione continua.

™* A. VERGERIO, Sulle equazioni integrali del tipo Fredholn | Rendiconti del Circolo Ma-
tematico di Palermo, tomo XLI (1916), pp. 1-35].
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La funzione f(s) non & identicamente nulla e si possono dare due casi:
o f(s) soddisfa all’eguaglianza

Ve £(s) =FIf(s)),
Ve essendo presa con segno conveniente, ovvero & f(s) = £, (s) + f. (s) e si ha

\/-c-fl (s)="F[f. (s)]
—\/Ef2 (S) =F[f2 (s)]

Se consideriamo come identiche due funzioni che differiscono per una
costante moltiplicativa, possiamo dire che nel primo caso f(s) & un elemento
unito nella corrispondenza funzionale ¢ (s)= F[¢ (s)] — cioé nella corri-
spondenza che fa passare dalla funzione ¢(s) alla ¢ (s) — e nel secondo
caso sono elementi uniti £, (s) ed f, (s).

Per 'operazione qui esaminata non & possibile definire I'operazione in-

versa, ossia l'operazione G [¢ (s)] tale da avere G [F [¢ (s)]] = 9 (s).

Ho pensato di considerare I’operazione funzionale lineare pilt generale
b
Flr(s)]|=k)e(9)+ | K(s, o) dt

dove k(s) & limitata in (@, b), K (s, £) & a quadrato sommabile nel dominio
a=s=>5b, a=1t=>, operazione per la quale, sotto certe condizioni, & pos-
sibile definire I'operazione inversa G [¢ (s)].

Definite le F,[? (s)] e G.[p (s)] analogamente a quanto si & fatto prece-
dentemente, fissata ¢ (s) puod esistere una costante ¢ (d) tale che la succes-
sione di funzioni

Folo(s)], (G_ l (s

¢ da’

converga in media verso una funzione f(s) (g (s)) la quale o & un elemento

unito nella corrispondenza ¢ (s) = F[¢ (s)] ovvero & la somma di due ele-
menti uniti. :

Viene cosi messo in vista che nelle questioni del genere di quelle da me
trattate il concetto di convergenza in media & quello che si presenta come
il pitt adatto alla natura delle quistioni e solo in casi particolari puo essere
sostituito dal concetto di convergenza ordinaria,
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Gli elementi uniti nella corrispondenza
4b -
b =| K5 o)t

sono le funzioni fondamentali nel senso di FrepnoLm relative al nucleo
K (st): tale concetto viene cosl esteso ad una coppia di funzioni K (s, ¢), & (s).

E qui si presentano spontanee una quantitd di domande quando si ten-
gano presenti i risultati delle ricerche a cui ha dato impulso I'equazione di
FrepHOLM a nucleo simmetrico.

Un nucleo simmetrico si puo rappresentare per mezzo delle sue funzioni
fondamentali nel senso di FrREDHOLM.

Tale rappresentazione & suscettibile di una generalizzazione quando si
generalizzino nel modo suddetto le funzioni fondamentali?

La risposta affermativa a tale domanda quando % (s) prende un numero
finito di valori si troverd nel presente lavoro, ma in generale la generaliz-
zazione non & possibile. In generale, insieme alle funzioni fondamentali ge-
neralizzate bisognerd considerare le funzioni differenziali fondamentali gene-
ralizzate, estensione di quelle introdotte nella teoria dell’equazione singolare
di FrepHOLM € che & necessario considerare qui anche nel caso di regolarita.

Diremo che una funzione f(s, 1), a quadrato sommabile rispetto ad s

5 .
nell’intervallo (a, b) e tale chef f* (s, 1) d s rappresenti una funzione p, ()

continua e limitata per A variabile in (— oo, o0), & una funzione differen-
ziale fondamentale relativa a K (s, ) e k(s) quando per ogni intervallo (3, ,),
ponendo

A f(s: )‘) = f(sv )‘2) —f(S, )‘1),
b H
| ndirs N=nr( 00 =00 — [ Fs na,

st ha

k(s)A f(s, )\)—I—JAZK(S, bar, xmt:ﬁ’x s f (s, ).

Per le equazioni singolari di FrEpHOLM le funzioni differenziali fonda-
mentali sono state introdotte in seguito alle ricerche sulle forme quadratiche
ad infinite variabili. Anche nel caso piut generale che stiamo esaminando
trova applicazione la teoria delle forme quadratiche, come & accennato al-
trove nel presente lavoro.
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Concludendo: 1 risultati finora da me ottenuti mi fanno ritenere che la
teoria delle equazioni di FREDHOLM a nucleo simmetrico, sia regolari che

PN

singolari, & compresa in una teoria pitt generale alla quale conduce natu-
ralmente la considerazione dell’operazione funzionale

Flr@l=kE 6+ [ K )70 dt

I problemi nei quali ha trovato applicazione la teoria delle equazioni
di FrepHOLM potranno in corrispondenza venire generalizzati.

Notiamo finalmente che alla teoria di cui sopra si riattacca quella del-
I'equazione integrale di terza specie

FO =k O+ [ K hobas

che sarebbe forse pilt conveniente di considerare sotto la forma
b
=26+ [ K 0p®ad

Richiamo brevemente alcune definizioni da me introdotte in alcune
Note di recente pubblicazione ed alcuni risultati in esse contenuti (*).

Sia K (s, t) una funzione reale definita nel dominio a =s=0"b, a =t =0,
simmetrica ed a quadrato sommabile in detto dominio, e % (s) una funzione
reale, misurabile, limitata, definita in (a, b).

Definisco le funzioni

KW (s, ), K®(s, t),..., K (s, 1),...

per mezzo delle relazioni :
B (s, ) =K(s, 1),

K™ (s, t) =k (s) K"V (s, ?) +fb K (v, s) K" (v, t)yd v+
4k (t) K (s, 0) (n=2, 3,...),

e chiamo K™ (s, f) ™ nucleo iterato di K (s, t) per mezzo di k (s).

(*) P. NaLL1, Sulle equazions integrali, Note I, II, III, IV, V, VI, Rendiconti della R. Ace,
dei Lincei, Roma, 2° semestre 1918 e 1° semestre 1919.
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K"(s, l) e funzion\e simmetrica.
Data una’ funzioneé g, (s) reale ed a quadrato sommabile in (@ b) defi-
nisco le funzioni )

9. (8)’ g: (S),---, g,,(.S'),...

per mezzo delle relazioni
. ~b .
0. (8) =k (5) 0ues (8) | K(s, g (a1 (n=1,2,..),

e chiamo g, (s) »™™* iterata direlta di 9, (8) relativa a K (s, t) ek (s).
Sussiste la relazione

0.(6) =K (6) () +| K9, 09, dt

Se m, n ed r sono tre interi non negativi ed r = n, tra le iterate dirette
di due funzioni f,(s) e g, (s) st ha la relazione

[Z f.(8) g,,; (s)ds= fi foin(8) Gy, (s)ds. (I)

Se una funzione ¢ (s) che ha il quadrato del modulo sommabile in (a, )
soddisfa alla relazione

b=k 6) e ()= | K(s he@yar

con p costante, chiameremo ¢ (s) funzione fondamentale e p costante carat-
teristica relative a K (s, t) ek (s).
Se il prodotto s — & (s)] ¢ (s) non & nullo identicamente chiameremo ¢ (s)
funzione fondamentale propria, la diremo impropria nel caso contrario.
Una costante caratteristica la diremo propria se ad essa corrisponde
almeno una funzione fondamentale propria, impropria nel caso contrario.
Per due funzioni fondamentali g9, (s) e ¢, (s) corrispondenti a costanti
caratteristiche distinte si ha

[0 w6 am=0 an

(*) Avvertiamo una volta per sempre che una eguaglianza tra funzioni la intendiamo
soddisfatta quasi dapperlutto, fatta cioé eventualmente eccezione per un insieme di punti di
misura nulla (misura lineare o superficiale a seconda dei casi).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



240 Nalli: Generalizzazione di alcuni punti della leoria

Le costanti caratteristiche sono reali e formano un insieme numerabile.

Una funzione fondamentale relativa a K (s, ) e & (s) corrispondente alla
costante p. lo & anche relativamente a K™ (s, t) e %" (s) e corrisponde alla
costante "

Una funzione ¢ (s) fondamentale relativamente a K" (s, ¢) e k" (s) cor-
rispondente alla costante p, o & funzione fondamentale relativamente a
K (s, t) e k(s) e corrisponde ad uno dei valori reali di Vp. (e si presenta
questo caso se n & dispari o se & .= 0) ovvero (e questo pud succedere se
n € pari) 9 (s) ¢ la somma di due funzioni ¢'(s) e ¢"(s) fondamentali rela-
tivamente a K(s, {) e k(s) e corrispondenti rispettivamente alle costanti
+ V.

Se p. & una costante caratteristica propria relativa a K (s, t) e & (s) esiste
una ed una sola funzione reale I' (sf) a quadrato sommabile nel dominio
a=s=>b, a=t=0> soddisfacente all’eguaglianza

b
b—RhE) s )= | K@ 9)r@, o
tale che, qualunque sia la funzione fondamentale ¢ (s) corrispondente a p,
si abbia '
b
e—k@e)=| vt de@®at

In particolare sara

(o — k()] T (s, £) = Jbl (v, §)T (v, ) d . (I11)

Chiameremo T (s,1) funzione caratteristica relativa a K (s, t) e k(s), cor-
rispondente alla costante p.

Se I' (s, ), I', (8, t),... sono funzioni caratteristiche distinte relative a
K (s, t) e k(s), la successione delle somme parziali della serie

°§ r,(s, 1)

n=1

converge in media nel dominio a =s=1"b, a =t =>5 (*), cioe esiste una fun-
zione H (s, t) reale ed a quadrato sommabile nel detto dominio per la quale

(*) E. FiscHER, Sur la convergence en moyenne. Comptes rendus hebdomadaires des séances
de ’Académie des Sciences. Paris, Tome 144, 1* semestre 1907, pp. 1022-1024.
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P
o

si ha
. ~b b m 2
lim | f [H(s, f— ¥ T (s, t)] ds di—0.
m=oo‘ @ a ne=l
Si ha
b b oo b (b
f H(s, tyds di — ¥ J ri(s, f)ds dt
aJa n=1 a a
e

b b b b
j f K (s, t)ds thJ JHZ(S, Hds dt.
a a a a

Se T (s, t) & la funzione caratteristica relativa a K (s, t) e k (s) corrispon-
dente alla costante p. ed » & dispari, la funzione caratteristica relativa a
K®™ (s, t) e k" (s) corrispondente a p" &

n—1
(s, ) ¥ p B~ (h).
i ,

Se n & pari, condizione necessaria e sufficiente perche p" sia una co-
stante caratteristica propria relativa a K (s, t) e k" (s) & che la funzione

n—i n—1
Lo )3 6B~ O+ (5 0 3 (— o) B 0,

(dove con I'(s, f) denotiamo la funzione caratteristica relativa a K (s, t) e
k(sj corrispondente a —p, se questa & una costante caratteristica propria,
e poniamo I'(s, ) =0 nel caso contrario) non sia identicamente nulla.
Quando la detta funzione non & nulla identicamente essa & la funzione ca-
ratteristica relativa a K (s, ¢) e k" (s) corrispondente alla costante p~.

Scopo principale del presente lavoro ¢ di dimostrare il teorema seguente:
se per qualche valore di n la successione delle somme parziali della serie for-
mata con le funzioni caratleristiche relative a K™ (s, t) e k" (s) converge in
media verso K (s, t) nel dominio a =s=0b, a =t=>5, lo slesso accadra
per n=1, e quindi per qualunque n.

1. Sia #>1 e indichiamo con R, (s, t), R, (s, t),... le funzioni carat-

teristiche relative a K™ (s, ) e k*s, corrispondenti rispettivamente alle co-
stanti X, A,,...
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Supponiamo che nel dominio a =s=b, a =<t=> la successione delle
somme parziali della serie

YR, (s, ?)
m .
'converga in media veljsé K™ (s, t), cid che indichiamo nel seguente modo

K™ (8, f) ~ SR (5, £).

Denotiamo con (4, {,... le costanti caratteristiche proprie relative a
K (s, t) e k(s) che sono radici n*" delle A, e con T, (s, {), Ty (s, §),... le
corrispondenti ‘funzioni caratteristiche.

Da quanto abbiamo premesso risulta che si pud porre

’ ‘n—1 :
K™ (s, t) ~ %I‘m (s,- t) EO ph RPE(E). (1)

Dimostreremo che se n & dispari si avra
K(S, t) ~ T, (81 t), ;
m
L
e se n & pari: 0 vale ancora.la relazione precedente, ovvero si ha

K(s, ) ~ 2T, (s, {) + LA, (s, )
) AT

dove A, (s, t) & lq funzione caratteristica relativa a K (s, t) e k(s) corrispon-
dente ad una costante ¢, diversa da tutte le p.,, ed &

_ [+ + ] Am‘(s_t) =0.

Poniamo |
K(s, ) ~ 3 T s, th4P(s,. ).
sard, per Gualunque m,
b
| @ 9r.@ nav=0 @)
Ricordiamo la formula

) " C - ) . . PN -
K+ (3 £) =k (s) K(s )+ f K (v, s) K@ (v, t)do+ k" () K (s, ).
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Abbiamo, per la (2),

~

[[Ke, 9K @ 9ao~3 5 w70 [ 1.0 91,0, Hdo

41 p=

e, per le (IT) e (III),
f :K (v, 8) K (v, t) dv ~ S [0 — B (9] T (5, 1 g b, B (1),
quindi possiamo scrivere |
KO+ (5, ) ~ T (s, 1) éo b B () 4B (8) P (s, ¢). 3)
Ma si pud anche scrivere

K4 (s, ) =k (0) K™ (, )+ [ K(0, ) K (0,0) o+ () K, 9

e siccome, per la (ILI), [, — & (s)] T, (s, ) & funzione simmetrica di s e ¢,
avremo o

n—1 n—1
K (s, 8) ~ ST, (1)) zk () Zph k™ () + [ — R (O] T ph k™ ()1 (t){ +

+ k() Pt s)
cioe

K™ (s, t) ~ 3T, (t 9) éo wh e (5) + k" () P (4, 8),

Confrontando questa con la (3), per la simmetria di K@*+v (s, {), con-
cludiamo

k" (s) P(s, t)=1FK"(t) P(s, t). (4)
2. Supponiamo dapprima # dispari. La (4) ci da
k(s) P(s,t)y=k(f) P(s, t): » (5)

faremo vedere che & P(s, ) =0.
Infatti, supposto che cid non sia, si pud porre

P(s, ) ~ S 3 12 (5) of (), ©)

dove le x% (s), quando si fanno variare m ed n, formano un gjstema orto-
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gonale nell’ intervallo (a, b) ed un altro ne formano le ¢ (s), le %, sono co-
stanti positive distinte (¥).
La () ci dard dunque

J:P(s, Bk (1) o () At =2, & (s) 12 (5)
5 (7)
f Ps, Dk (s) 1% (s) d s =,  (£) o ().

Facciamo, per esempio, » =1 e per semplicitd sopprimiamo l'apice (1)
e indichiamo m, con p.
Per le (7) si avra

p p
B e0) = 3 @t (8)5 R(0)a(9) = X ano.(s),
G=1,2..., D),
dove le a, sono costanti (*). Essendo

R CPACPAOr

il determinante formato con le a,, & simmetrico.

Esso & diverso da zero. )

Infatti, supponiamolo nullo: potremo determinare p costanti «,, «,,..., «,
non tutte nulle, in modo che, ponendo

x(6) =% &%), ()= % 20.(),
si abbia & (s) 1, (s) =0, k(s) o (s) =0. Sard anche
[P ne@ar=nze), [ Poormas=2-0,
e, per la (2),
[iran 0 as=o,

(*) E. ScaMIpT, Zur Theorie der linearen uné nichtlinearen Integralgleichungen, 1. Teil:
Entwicklung willkiirlichen "Funktionen nach Systemen uvorgeschriebener |{Mathematische An-
nalen, Bd. 63 (1907), pp. 433-476].
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quindi
b
J KO 6 0 dt=0,
a
che si pud scrivere

ke (s)_x(s)+ﬂK" & 7.0 dt=0,

cio¢ x (s) ¢ funzione fondamentale relativamente a K (s, ) e k" (s) e cor-
risponde alla costante zero, sard percio

RE L)+ [ K, hr®dt=0,
cioe
fb K(s, t)y () dt=0.

Ma &

b b
[[K@ormat=] P 9x@yat=rs0),

quindi sard ¢(s) =0, il che non & possibile.
Il determinante formato con le a,. ¢ dunque diverso da zero.
Sia ora

P
w.-=r§1b,-.-yr (1’=17 6")7"‘7 .p)

una sostituziene lineare ortogonale che riduce la forma quadratica

E air Xy wr

R
AU S .
alla forma canonica Y p,y; : le p, saranno tutte diverse da zero.
* J=1
Avremo

p
p”b”,zgla;,b,,, (n=1,2,...p; i=1,2,...,p)

e
4 0 (1 =|=m,
b, = .
rélb“ ™ 1(n=m)
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Se ora poniamo

¢”(s)=‘_§1b,,;a,-(s) m=1,2,..., p),

le ¢, (s) formeranno un sistema ortogonale equivalente a quello delle s, (s).
Dalle relazioni

k1s) o, (s) - él @, (3),

moltiplicando la relazione generica per b, € sommando membro a membro
le p relazioni ottenute, si ha

. b4 »
k(). (s)= 21 s, (8) __21 @i O
cioe, essendo a,. = a,.,
»
k (s) ¢" (s) = Pﬂ rzl bnr Gr (8)7

e finalmente

ke (8) $u (8) = pu ¥ (8).

Se poniamo

9.(6) = 3 buts 9
sara
E(8) 9. (8) = p. 9. (3)

3 1.(6) 5. () = £ 9.(6) 4 (1)

Si pud quindi supporre senz’altro che le y,(s) e le o, (s) soddisfino ad
eguaglianze del tipo

[ —EE] 1) =0, o~k ()] o(s)=0,

dove le p;, sono costanti non nulle, sostituendo, ove occorra, alle yx:(s) ed
alle o, (s) rispettivamente le ¢.(s) e le ¢, (s).

Avremo dunque .

[t — & (8)] x: () =0

che insieme all'eguaglianza

b
[ o6 oumat=0
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ci da
b
[ —F @] s () = K (s, () at
a
Da questa, essendo = dispari, si trae

b—kOLE = KEou®d, [ K6 Hxuoae—o,

cioé ¢, (s) =0, contrariamente al supposto. '

. Supponiamo ora n pari. Faremo vedere che se P (s, {) non & iden-
ticamente nulla esiste almeno una costante caratteristica propria relativa a
K (s, 1) e k(s) diversa dalle p,, p,,...

Dalla (4) si trae
E(s) P(s, t)=Fk(t) P(s, t).

Supposta P(s, {) non identicamente nulla si puo serivere la (6) e quindi
si conclude, analogamente a quanto si & detto al numero precedente,

B n@) =2 ai ()5 K6 =3 ao.(s)

Il determinante simmetrico formato con le a, & diverso da zero, perche
si & visto al numero precedente che le % (s) x;(s) sono linearmente indipen-
denti e quindi lo sono anche le &* (s) . (s).

Concludiamo dunque come al numero precedente che si pud supporre
senz’altro che le y, (s) soddisfino ad uguaglianze del tipo [p: — &* ()] 3. (8) =0,
dove le'p.. sono costanti positive.

Avremo dunque

(W — b 6N () =[ K G5, D@ at

perché ambo i membri hanno valore nullo.
Ed allora si possono dare due casi: o si ha

b
Vo= k@)= K s ®
Ve: essendo presa con segno conveniente, ed essendo

f’K(s, O @) dt=12, o (s)
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Vo: & costante caratteristica propria relativa a K (s, t) e & (s). Inoltre, essendo
b
j r(t, 8) 3 (t) dt=0,
a

Vps & diversa da tutte le p,.
Se la (8) non & soddisfatta, posto

e (5) = Veu 1a )+ 1 () 24 0) + [ K (s, D10 21,
0 (o) =— Vo ®+E @) 1)+ K dub)ay

queste sono funzioni fondamentali relative a K (s, f) e k(s), corrispondenti

rispettivamente alle costanti \p; e — ;.

Si ha .
s (8) = [Voi + & (8)] 14 (8) = 1 54 (),
;(8) = [— Vi 4+ ()] 1 (8) + 2 04 (s),
quindi

Vor — & (8)] s (8) =, [Vos — & (5)] % (),
[—Vor — k()] 0 (8) =2, [ Vor — & ()] 55 (),

e di qui si vede che i due primi membri non possono essere entrambi nulli,
ciod uno almeno dei due valori di vp; & costante caratteristica propria rela-
tiva a K (s, ?) e &k(s).

Essendo poi

| rmtt ryat=o

sard pure, per la (I),
b _ B
f L, (t 8)u; () dt =0, J Tt ) (f)dt=0

e percio la costante caratteristica propria che abbiamo trovata & diversa da

tutte le p,,.
Indichiamo con A, (s, £), A, (s, £),... le funzioni caratteristiche relative

a K(s, t) e k(s) diverse daller,, (s, t) e p’,, p'5,... le corrispondenti costanti
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-

caratteristiche. Qualunque siano m ed r si avra

f’rm (v, 8) A, (v, ) dv—0,
quindi ’

JﬂbK‘"’ (v, 8) 8, (v, f) dv=0,
ma essendo )

[, — k@14, 0 =[ K (0 9. (0, dv

sari
=k @A 0= K@, 98,0, a0
cioe
22—k ()], (s, ) =0. )
Ma & anche
', —E(@$)]A. (s, 0) = [b A, (v, 8) A, (v, f) dw, (10)

quindi, ponendo
n—1
b (s ) =805, ) 3 ¥ E 1)

avremo dalla (9)
o2 — " ()] @, (s, ) =0
e dalla (10)

s~k @) 2, (s, ) — [ 0. (v, $) 2, (v, Od v,
cioé
f” o, (0, 5) o, (v, ) dv=0

e finalmente
o, (s, ) =0.
Sard percid anche
a.(s, O [+ R ()] =O.

Potremo dunque scrivere

n—1 n—1
K® (s, ) ~SFa(s, ) 3 pu b (O F T4 (5, 8) B ¥2E77 ),
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ed allora, ponendo

K@ ) ~3Xr,. (s, ) +3TA,.(s, )+ Qs ),

sard Q (s, t) =0, perché altrimenti esisterebbe qualche costante caratteristica
propria relativa a K (s, t) e & (s) diversa dalle ., e dalle p’,.
Il teorema enunciato al n.° 1 & cosi completamente dimostrato.
4. Faremo ora vedere che il metodo esposto permette di calcolare
tutte le p’,,.
Si & trovato che si pud porre

P(s, t) ~ 12”« %+ (8) 6 (2)

dove le y,(s) e le o,(s) formano due sistemi ortogonali, le v; sono costanti
positive non necessariamente distinte e si ha [p; — k* (s)] 3 (s) =0, essendo
le p, costanti positive.

Uno almeno dei due valori * \/E & costante caratteristica propria rela-
tiva a K (s, f) e k(s).

Facciamo vedere che relativamente a K (s, £) e k(s) non esiste nessuna
costante caratteristica propria diversa dalle p,, e dalle == \/_ .

Infatti, sia p. una tale costante e ¢ (s) una funzione fondamentale propria
ad essa corrispondente. Sara, per qualunque m,

[brm(t, 8)o(t)di—=0.

Inoltre essendo ¢ (s) e y:(s) funzioni fondamentali relative a K® (s, )
e k* (s) corrispondenti alle costanti distinte p® e p,, sard per qualunque 4

b
| x@e@as=o
quindi
b
contro I'ipotesi che ¢ (s) sia funzione fondamentale propria.

Le ', si de’vono dunque cercare tra le == \/p;.
Ora supponiamo che sia

Piy == Piy =

e che queste siano tutte le p; eguali a p;,.
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Se tra le funzioni
Wi () = Vi, Lin (8) + 5 (8) Y (8) Fvin 0in () (n=1,2,..)),

dove \/p; & presa con un certo segno, non ¢ & nessuna funzione fondamen-
tale propria relativa a K (s, {) e k(s), se & cioé

Vs, — k()] (5)=0

per qualunque n, allora o /p; & costante caratteristica impropria relativa
a K(s, t) e k(s) o & uguale a qualcuna delle v,: in altri termini \/p; non &
una p’,. )

Infatti, si formi un sistema di funzioni ortogonale in (a, b): &, (s), k4 (8),-. .,
equivalente al sistema delle u;, (s): &, (s), essendo una combinazione lineare
di un numero finito delle u;, (s), € funzione fondamentale impropria corri-
spondente alla costante ./p;, .

Supponiamo che questa sia una costante caratteristica propria e sia ¢ ()

una funzione fondamentale propria ad essa corrispondente: possiamo porre

¢ (8) =2 (s)+ ¢ (s) (11)
con
b
V@)~ 2 ek 6), a,,=fah,,(s)q>(s)ds.
Sara
fbK(s, DA di=3 a,f;K(s, Dh.()dt= Ta, [Vpi,—Ek ()] h.(s),
cioe

[[K6 00 at=Ra—r©]16),

ma si ha anche
g a, [Voi, — k ()] k. (s) =0,
quindi 2(s) & funzione fondamentale impropria e ¢ (s) & funzione fondamen-

tale propria. .
Ma & chiaro che si avra, per qualunque %,

[neeas=o
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Cio risulta dalla posizione (I1) se i & uguale a qualche i,, in caso con-
trario l'eguaglianza & ancora soddisfatta perché y;(s) e ¢ (s) sono funzioni
fondamentali relative a K® (s, {) e &* (s) corrispondenti alle costanti distinte
pi € pi,. Sard percio

b .
|6 04@as—=o,
a
quindi per un conveniente m avremo

(vt 4 () ds=i=0

€ Vpi, =l -

Dunque: condizione necessaria e sufficienle perehé \/a , presa con un certo .
segno, sia una ., , & che si possa trovare un intero n (= o =|=1) tale da avere
b =ps ¢ Vi — % (s)] 0. (5)==0.

Conosciute le p/,, p’;,... si possono determinare le 4, (s, ?), A, (s, ),... (¥).

5. Dal teorema del n.° 1 discende (*!) che se la funzione k& (s) prende
un numero finito di valori, falla eventualmente eccezione per valori presi com-
plessivamente in un insieme di punti di misura nulla, la successione delle
somme parziali della serie formala con le funzioni caratieristiche relative o
K (s, t) e k(s) converge in media verso K (s, ?).

Chiamando T, (s, £), T, (s, {),... queste funzioni caratteristiche, si ha cioé

K(S, t) ~Xr, (3’ t) (192)
Ma una funzione caratteristica T, (s, {) soddisfa all’eguaglianza
b
[bn — k@) (5, ) =[ Tulo, )T (o, O v
. a . .

e quindi si pud porre

L )~ 3 [ — K ()] 67 () 6 () (%

dove le ¢ (s) al variare di » formano un sistema ortogonale in (a, b) e
sono funzioni fondamentali proprie relative a K (s, f) e % (s), corrispondenti

(* L c., pag. 238. Nota III.
(**) L. ¢., pag. 238. Nota I.
(***) L. c., pag. 244.
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alla costante p,. Ne viene che facendo variare tanto n che m le ¢ (s) for-
mano un sistema ortogonale in (a, b).
Tutte le volte che vale la (12) si pud quindi porre

K(s )~ S Pu—k@]4.6) %O, (13)

dove le 1, sono costanti non necessariamente distinte e le ¢, (s) formano un
sistema ortogonale in (a, b).

Se vale la (13) ed inoltre per ogni funzione & (s) soddisfacente alle con-
dizioni

th(s)a]»”(s)ds:O n—=1,2,..)

si ha & (é) h(s)=0 (il che avviene in particolare quando & k(s) =0 o quando

K (s, {) & un nucleo chiuso, cioé quando non esiste nessuna funzione % (s)
b

per cui & J K (s, t) h(t)dt:‘—_O) per ogni funzione f(s) a quadrato somma-

bile in (a, b) sard

RO 6+ K, ) dt~ 3 ha b () (1)
con

b
a, =.(a f(s)¢.(s)ds.

La (14) genéralizza lo sviluppo in serie di funzioni fondamentali secondo
-
FrepnoLuM dell’integrale ‘ K(s, t)f(t)dt
v a

Il fatto che la (14) & valida in condizioni molto larghe quando k (s)
prende un numero finito di valori, fa presumere che allora essa sia un caso
particolare di una relazione pili generale che valga in condizioni meno re-
strittive per la & (s).

Il secondo membro della (14) & una serie di FOURIER generalizzata: per
ulteriori ricerche, che faremo conoscere in seguito, riteniamo si debba arri-
vare a concludere che sotto determinate condizioni, del resto molto larghe,
il primo membro della (14) si possa mettere sotto forma della somma di
una serie di‘Fourier generalizzata e di una serie in cul ogni termine ¢ un
integrale di Fourikr generalizzato.
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Una via per arrivare a questo risultato potra trovarsi nella teoria delle
forme quadratiche con infinite variabili. All'operazione funzionale rappre-

sentata dal primo membro della (14) & legata la forma quadratica ¥ a,; «; «; con
i!j

b b (b
ay =[O u@ @ ds+| [ K6 Heu®u@dtds
dove ¢, (8), ¢;(s),... &€ un sistema di funzioni o;togonali in (@, b) e chiuso.
Per % (s) =0 si ritrova la forma quadratica della quale si sono serviti
-IHILBERT ed i suoi allievi per lo studio dell’equazione di FreproLM di se-
conda specie a nucleo simmetrico, anche nel caso di singolarita.
Di tutto cid intendiamo occuparci in altro lavoro (*).
6. Passeremo ora alla risoluzione dell’equazione funzionale

K® (s, t) =0.

Risulta dai precedenti numeri che tale equazione pud essere soddisfatta

a

solo per » pari e quando & soddisfatta per un valore pari di » lo & per
qualunque altro valore pari. Ci riduciamo quindi a risolvere la seguente
equazione :

b
[k () + & (O] K (s, 1) +f K, 8) K (v, t) dv=0. (15)
a
Se questa & soddisfatta risulta dal n.° 3 che si potrd porre

K (s, t) ~ I e (s) 9. (t)

dove le %, sono costanti, le ¢,(s) costituiscono un sistema ortogonale in
(@, b) e si ha ‘
[o. — & (s)] 9. () =0 (16)

essendo le p, costanti positive.
Se & A, +1%,==0 ed n=|=m si ha

[ k@@ e as=0. (1)

Cio risulta subito dalla (15) moltiplicandola per ¢, (s) ¢,, () ed integrando
nel quadrato e =s=>0, a=t="0.

(¥) Mentre correggo le bozze di stampa della presente Memoria, posso aggiungere che il
lavoro & stato gia pubblicato nel tomo XLIII dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.
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Si & gia visto che si possono dare due casi: 09, (s) & funzione fonda-

mentale propria relativa a K (s, £) e k(s) corrispondente alla costante /p,,
presa questa con segno conveniente, ovvero le due funzioni

U, (8) = [7\,; + \/E- + k& (8)] P (S), ) (18)
0. () =D — Vo +E )] 0. () )

sono fondamentali, corrispondenti rispettivamente alle costanti o, e —\/p,
ed una almeno & propria. Ma nel caso che stiamo esaminando possiamo dire

di pitt: u,(s) e v,(s) se sono entrambe non nulle sono entrambe proprie.
Infatti si ha

Vo, — & ()] . (s) =%, [Vo. — & ()] 9., (5),

quindi se u,(s) fosse impropria si avrebbe % (s) 9, (s) =1/p. 9. (s) € I’ egua- .
glianza

()= | K (s Do dt

si potrebbe scrivere
b
(Vo) 72 (6) = () 9, 0) + [ K (5, 0. () 0
ciod 9, (s) sarebbe funzione fondamentale, il che non pud avvenire quando

u, (s) € v, (s) sono entrambe non nulle.
Definite le u, (s) e v, (s) per mezzo delle (18) si ha

Ibun(s)v” (s)ds=0
ed essendo u, (s)v,(s)=2%,[r,+ 2k (s)] ¢ (s) avremo

”»

J:k(s)cpi(s)ds=—; (19)

Abbiamo poi

b _ b —
f uﬁ(s)ds=29n+)‘n\/9n7 J @i(s)ds:‘gpn—l’t\/?n,
quindi

o, =N
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e 'uguaglianza si presenta quando una delle due funzioni «, (s), v, (s) & iden-
ticamente nulla, cioé quando 9, (s) & funzione fondamentale relativamente a
K (s, t) e k(s).

La condizione 4p,=12; & dunque necessaria e sufficiente perché o, (s)
sia fondamentale relativamente a K (s, t) e & (8): quando essa & soddisfatta

¢. (8) corrisponde alla costante caratteristica %

7. Supponiamo che per un certo valore di » sia 4p,>1.
Poniamo
2

prendendo, per esempio, per il radicale la determinazione positiva: faremo
vedere che il nucleo K (s, {) ammette come funzione fondamentale nel senso
di FrepHorLM la funzione ¢', (s) definita dall’eguaglianza

a," =

Q@

o) = a5 )] v o)

Essa corrisponde alla costante caratteristica, nel senso di FrREDHOLM,
—2, e si ha

(vi@as=1, f—FEle.6)=0 (20

Infatti la (15) ci da
[ K@ DhOp®at=—2D,F ke

e per mezzo di questa si trova facilmente

(K6 07,0 dt=—20.6)

Tenendo poi conto della (19) si trova la prima delle (20) e la seconda
discende subito dalla definizione di ¢', (s) e dalla (16),

9',(s) & funzione fondamentale relativamente a K® (s, t) e k* (s), ma non
lo & relativamente a K (s, t) e k(s), perche & 4p,>2;.

In corrispondenza a ¢’,(s) si trovano le due funzioni

W, (8) =[— 2+ Vo + k(]9 (5)
V', (8) = [— 2 — Vo Kk (8)] 9 (5)
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JE

fondamentali relativamente a K (s, £) e k(s) e corrispondenti rispettivamente
alle costanti \/p, ¢ — v/p,. Esse non sono linearmente indipendenti dalle u, (s)
e v, (s) perche si trova facilmente

“w,(8)=0b,u,(s), v,(s)=— bl v, (8)
dove b, ¢ la radice quadrata positiva di
2V =
2/p, 4+,
8. Supponiamo ora che sia A, =% =-..=1, e per n=plp, >12,

per n>p o A, =|=%, 0 &p,=1].

Potremo allora formare le funzioni ¢',’(s), ¢’s (s),..., 9’,(8) le quali, per
la (17), saranno ortogonali. '

Se il nucleo K (s, {) ammette una funzione ¢’(s) fondamentale nel senso
di FrepHOLM, corrispondente alla costante — 2, e soddisfacente ad una con-
dizione della forma [p —&* (s)] ¢'(s) =0 con 4p>12%, ¢"(s) & una combina-
zione lineare delle ¢, (s), 9’3 (8),..., ¢, (8)-

_Infatti, se ¢"(s) & una tale funzione, la ¢ (s) definita dall’eguaglianza

v@ =[5 +r6)|¥

é fondamentale nel senso di FREDHOLM e corrisponddalla costante &, ed &

[ — & ()] ¢ (5) =0.
Sara dunque

o (s)= 2, O P (s),

n=4q

le ¢, sono costanti e la somma & estesa ai valori di » che rendono 1, =1,.
Ma se n & tale che sia 4p, =)\, cioé &p, =N, & p, =|=p, quindi

b
[e@e.)as=0,
come risulta subito dalle due eguaglianze

P (s) =" ()9 (3)s pu @ (s) =F"(s) 9. (),

e quindi & ¢,=0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



258 Nalli: Generalizzazione di alcuni punti della teoria

Avremo dunque
2 (8) = Y1 9 (8) 72 95, (8) + -+ 7, 90 (8) (21)

dove i, , 4,,..., %, sono interi compresi trai primi p ed &p;, =p;, = - =p;, =p.
Essendo per n=1p )

A, ,
() =a.| =5 1) |70,
dove a, & la costante definita al numero precedente, la (21) si pud scrivere

[_ A 4k (3)] [“ () +Y. 9% () +7:9% (8) - +Y. 0% (s)] =0

. . )\1
dove & Y'; = a; y,. Moltiplicando la precedente relazione per 9 + k (s) tro-

viamo

(9 — AT) [‘ () + Y19 ()4 9 (8)] =0,

ciog ¢’ (s) & una combinazione lineare delle ¢,(s) con n=p.

Indichiamo con j,, s ,..., J. gli interiw periquali &é X, = —2%, e 4o, >3
per quanto si & visto si pud dire che ¢;(s) (h =1, 2,..., m) & una combi-
nazione lineare delle ¢’i(s) (¢=1, 2,..., p).

Viceversa, per una ¢’;(s) si ha

Wie) = 3 0n0u (9)3
ma se m & tale che sia 4p, =2} sard p, =|=p;, quindi ¢, =0, cioe ¢’;(s) & una
combinazione lineare delle 9;, (s): ne viene che il sistema delle ¢;, (s) e quello
delle ¢’;(s) sono equivalenti, il che porta m=p e

Y4 4 , ,
Z P (s) 9, ()= RS (s) 9, (B).

Concludendo: se una funzione simmetrica K (s, f) soddisfa alla (15) si
potra porre

O D PAURS TN A CEACER ACEAC) IS

dove le «, e le g sono costanti tali che le serie Y of e X B? risultino conver-
3 %

1
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genti e le B, sono positive, le funzioni
X1 (8)y Ao (8)yevy Vi (8), Y2 (8)yenns Wi (8), 47 (8)5.- s

formano un sistema ortogonale ed inoltre si ha

-

[f©+5|x@=0 p—FEIHE =0 [ —# 16 =0,

¢ essendo una costante positiva che soddisfa all’ineguaglianza 4 p?> £3.
Si ha ancora

0 \— P
[(B@H@ L@ as— | o
i O ==
b
[[re @ as =§g0( » @3)
(i=l=j

o

fbk<sws<sw,(s>ds=3( HBT ey
* \ 0 (@ =]=4).

Inversamente, se K (s, {) ha la forma (22) e sono soddisfatte tutte le
condizioni sopra enunciate, K (s, #) & una funzione simmetrica che soddisfa
alla (15).

Infatti, posto

Pist) =i (s) s () 5 Qi(s, &) = B[ ks) §u (8) — ¢ (8) ¢+ (8)]
essendo per i=|=j
be‘(v, §) P, (v, t) dv=0, Jﬁb 0 (0, 5) Q, (v, )dv=0
e, qualunque siano ¢ ed j,

14
J P (v, 8) @, (v, ) dv=0
avremo

E® (s, ) ~ S PP (s, ) + 507 (5, 1)

Annali di Matematica, Serie [IT, Tomo XXVIII. 34
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Ma & .
PP (s, ) =ailk (s) + A () A a] 2 (8) xs (), |
ed essendo [k (s)—l—%] 1 (8) =0, PP (s, £)=0.

Tenendo poi conto delle (23) si trova facilmente
b b
f f [@P (s, D' dsdt =0,
a a

ciogé QP (s, ) =0 e finalmente K® (s, £) =0.
Si trova cosi il modo di costruire le piti generali funzioni k(s) e K (s, #),
la seconda simmetrica, soddisfacenti alla (15).
9. Dalla (22) poi si arriva facilmente alla relazione

K(s, )~ X A, (s, 1) . (24)

che esprime K (s, f) per mezzo delle funzioni caratterlstlche A, (s, t) relative
ad essa ed a & (s).

_Si consideri il seguente sistema di funzmm
11 (8) X2 (8)seey Ui(s), Ua(s)y.eny Vils), Va(s),.. (25)

dove poniamo
1

U = || Bt et R4 )
1
Vi(s)= [‘TE‘:—_@] B — pa R ()] i (9):
14 (8), Ui (s), Vi(s) sono funzioni fondamentali relativamente a K (s, f) e k (s)

. . . . @
e corrispondono rispettivamente alle costanti @i’ iy — Wi-

Le (25) costituiscono un sistema ortogonale.
Si pud scrivere

23
Pi(s, 1) = [q‘ —k(S)] 1i (8) 24 (B)
e facilmente si trova

Q(s, ) =[s — k(] Ui(s) T () +[— s — R (s)] Vi(5) V2 (2),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



delle equazioni integrali di Fredholm. 261

e sostituendo queste espressioni di P;(s, t) e Q.(s, ?) nella relazione

K(s, )~ X Pu(s, )+ 3 Qs ©)

si trova per K (s, {) una espressione della forma (13) equivalente alla (24).
Possiamo dare facilmente 'espressione di A, (s, ), funzione caratteri-
stica corrispondente ad una costante p.’,,.
Si ha ’

N TR T et 1G] PACPAC R O AR AT
. &

Cn=24 n=H'm
se & ', >0; per 1',, <0 la seconda somma deve essere sostituita da

S [—pi— kO] Vils) Vi)

Ha= ',

In entrambi i casi la prima somma contiene un numero finito di ter-
mini mentre la seconda ne pud contenere infiniti.

Novembre 1918.
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