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Sur les équations différentielles
du second ordre.

(Par le Pére Peeix 8. L., & Paris.)

La fin du Mémoire que j’ai publié er 1863 dans les Annali di Matema-
tica (t. b, pag. 185) se trouvant inexacte par suite de quelques erreurs de
calcul, je me propose de la rectifier.

Les treize premiers théortmes sont confirmés par les résultats auxquels
Mr. Fucas est parvenu dans un Mémoire publié en 1875 dans le journal de
Mr. BorcrarpT; quelques uns méme sont reproduits dans ce Mémoire. Pour le
14™° théoréme il faut se borner & la premiere conclusion:

« 81 les racines de l'équations F'(y)=0 ne sont pas toutes comprises
dans les formules pfy, pid(y), le degré de cette équation est égal & 6><8. »

Le deux pages qui suivent cette premitre conclusion doivent étre suppri-

mées, par ce qu'elles tendent & démontrer une impossibilité qui n’a de fonde-
ment que dans une erreur de calcul. :

Le 15™° théoréme doit étre remplacé par le suivant:

« Soit p le plus grand diviseur commun des exposantsde y dans I'é-
quation

Fy)=ym +py¢ 4o+ pu=0, (4)

dont les racines satisfont & 1'équationy différentielle %:Py; si p=10 et

que m soit supérieur a 2, =12 et I'équation est du 120™° degré. »
Démonstration. Soit

o(y)=ay +b¢(y) 1)

une racine de F(y), n'ayant de rapport constant ni avee y ni avec ¢ (¥).
Les deux constantes @ et b seront différentes de zéro. Designons par 8, B;

les racines de I'unité qui, conformément au cinquieéme théoreme (p. 191) vé-
Annali di Matematica, tomo IX. 1
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2 Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre.

rifient les équations
92(?/)=(ﬁ +%)9(y)—y
(B)
@eyy== (ﬁz )ﬁp Y=Y,
ol
p—cos —I—\/ 1s 111

La constante ¢ de I'equation (1) sera déterminée d’aprés le 8™° théoréme
(p- 196) par la formule

(E)

dans laquelle B et B; designent respectivement les deux bindmes (,B—{—%),

({31—}— ) En égalant successivement ¢ & -+1 et & — 1, puis comparant entre

eux les résultats obtenus, on déduit de la formule (E)
(p+2)B=B.+ B, @

Les racines de 1'unité B, 3; me peuvent étre que des puissances de p ou
des racines des équations z°==1, 2®=1; car si 'une d’elle, 3 par exemple,
appartenait & un exposant {>>10, la période

Y, 6(y), ).

serait composée de ! termes distincts, et 1’on pourrait former (6™° théoréme)
une autre équations du méme degré que F(y) et dans laquelle les exposants
de y seraient multiples d’un nombre supérieur a 10, contrairement & 1’hypo-
these.

Les bindmes représentés par B, B; n’ont par conséquent que I'une des 9
valeurs

— 1 1
0, 1, *yg *(p+r) x(r+3) ®)
Du reste on peut exclure immédiatement les deux valeurs +{2; car B

designe 'un quelconque des bindmes ﬁ—l—% qui correspondent aux diverses
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Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre. 3

racines de F'(y) représentées par la formule (1). Or si I'on fait B=+2, il
est impossible de satisfaire & 1’équations (2) en donnant & B, et & B_, des

valeurs prises dans le tableau (3).
I. Nous déterminerons d’abord au moyen de la formule

B—Lp
P

a=-(—79
p_—.
P

les diverses valeurs que I'on peut attribuer & la constante & dans la formule
(1) quand on y suppose @ et b différents de zéro.

1.° Soit B=(p . %) 1 6quation (2) devient (pz . Pl : 2)=(p % . 1)=B, +B_..

4

L'un des deux nombres B, ou B_, doit étre égal 4 1 et I’ autfe a (p —l——i—),
de sorte que o me peut avoir dans ce cas que 'une des deux valeurs

s Gy SR - i ) I

—

—L (_1_) ' ] L
2 ; = Py

Comme I’équation (2) ne change pas quand on change en méme temps les
signes de B, B, et B_,, si B=—(p+%), le coefficient ¢ aura 1'une des
valeurs précédentes changées de signe
e —
P:l . 9_91’
‘ p p
2.° Soit B= p3+-13- Le calcul de @ se raméne au précédent au moyen

de la formule
o) =6+ ) )=, ©)
qui se deduit de la premiére des équations (B). Dans le cas présent f=p*?,
et par conséquent Bs+-‘3—3= p9—l—~:§-= p-—l—%—- Posons
() =asy +b:4¥)-

La racine 6°(y), substitué & y dans ce qui précéde, rentre dans le cas que

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 Pepin: Sur les equations différentielles du second ordre.

nous venons d’examiner, de sorte que a; a I'une des deux valeurs
—_——2
(3= pl ] le .
p' P f P
La valeur supposée B=p=* exige que la période v, 6(y), 6°(y),... se compose
de 10 termes, de sorte que I'on a 6°(y)=—vy, °(y)=—0(y) =—ay —b¢(y).
L’équation (5) devient par comséquent

—ay—03) =(p+3)losy + B —,

et on en déduit ¢ = 1—a3(p —l—%) En substituant les deux valeurs de a; on

trouve pour @ deux valeurs qui se réduisent &

J— P4 P—4
et .
F? —_ l. 92 — l
¢ e
A la valeurs de signe contraire B=—(p3—|-—:;) correspondent pour ¢ les deux
valeurs
¢, —e .
1
S Sy

3.° B= =% 1. I’ équation (2) devient * (p +%)=B1—[—B_1. On ne peut la
vérifier qu’en égalant I'un des nombres B,, B_, & * (p—}—-lg) et I'autre 2 zéro,
ou bien en prenant I'un d’eux égal & =+ (pz-|—é)= F (pf“—l—F—IS) et I'autre 2

+1. B, aura donc I'un des valeurs 0, =+ 1, i(p—{—%), + (FZ—{—%), dans les

quelles on doit prendre le signe supérieur si B=1, et le signe inférieur si
B=—1. En substituant ces valeurs de B, dans la formule (4) on en déduit
pour @ les valeurs suivantes
2 P _ p—i 9—2
=+ P » ."_' 1 ’ + 1 ) '—_F 1 ¢
@2— = o—= 0 —— p—=

¢? P Cop P
4.° B=0. 8i I'on substitue (90)y & 6(y), I'équation (2) est remplacée par
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Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre. 5

la suivante

@+3&=&+B=&.

On ne peut pas supposer B,=0, par ce qu'alors le coefficient o serait nul;

or des autres valeurs admissible * 1, * (p —|—l), + (p3 —|—%), les deux valeurs

B,=+ (p + %) donnent pour B, des valeurs qui ne figurent pas dans le tableau

(3). Il faut les exclures; et les autres donnent pour a les valeurs

1, 1

1 - 1
—_— 2 . —
P o f Iz
On peut réunir en un seul théordme les résultats obtenus:
« Les valeurs correspondantes de a et de B, dans les équations (1) et (2)

sont déterminées par le tableau suivant:

1 -+ 92 \0—2
B=+ p—-l—-P—a g == 1) ou 19
8y > 9“;
4 4
B=i(‘03—|—-l3)’ a4=F £ 1 ’ £ 1 ?
: oL L
¢ g2 ©)
B==*1 g=t+ 2, e ¢ S
’ 1 T 1 1
p—— p—— == Sy
p P ¢? ¢*
+1 +1
B=0, a=—p; -
p—- P '
P g I

de sort que toutes les racines de F'(y), représentées d’une manicre générale
par la formule (1), seront comprises dans les deux formules

h h
—Sy+bel), Ty ), (7)
—_— [ ——
P o f 2
dans lesquelles 2 désigne I’un des nombres 0, 1, 2,... 9, et b une constante. »
II. Nous allons démontrer que la constante b dans les formules (7) ne
peut recevoir qu’un nombre limité de valeurs pour chaque valeur de k. Mais

auparavant nous remarquerons que F'(r) admet des racines des deux formes
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6 Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre.

(7). Il est évident d’abord qu’elle en admet de V'une des deux formes, car
autrement toutes ses racines s’obtiendraient en multipliant y et ¢(y) par des
facteurs constants, contrairement & notre hypotheése. Soit done

o) =—Ey+ A4(y),

=3

une racine de F(y); ¢(p~"*+*%) sera une autre racine, et comme ¢ (s'y)=p=1¢(y),
on aura .
gty =—<y+b4(y), b=dApl

ar

Désignons cette racines par #(y). Nous concluons du tableau (C) que le coef-
ficient B, dans I'équation ¢*(y) = B6(y)—y, ne peut avoir aucune autre valeur

que (p—{—%)- On a done

62(y)=(p+%)[ily+b¢(y)]—y

-

= Pziéy—l-b(ﬁ—%)kl/(y)-

Ainsi F(y) ne peut avoir de racine comprise dans la premitre des formules (7)
sans en avoir aussi dans la seconde. Réciproquement si une racine est de la
seconde forme il en existe aussi de la premidre. En effet dans I’hypothese
admise I'une des racines sera

0(y)=——L—y+b4(y).
=
3

Or il résulte du tableau (C) que la valeur correspondante de B est pa—i—% .
Done

92(y)=(p3+%)[— ply+b4»(y)]—y

e*—

f
=—£g+b(p3+"}1—3)4’(?/)‘

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre. 7

Ainsi F(y) a nécessairement deux racines comprises dans les formules

o =—Lry i) ) =—ry e+
p—= ——
P ¢

Si I'on multiplie par une constante convenable les coefficients de ¢ (y) on peut

et alors les deux racines considérées sont

supposer b=

e 1
-
P 1
6 ()=——y+—T90)
p—= #—=
P ¢ (8)
0(y)=—"y + — 4 ).
PQ—F P——E

Or Iintégrale ¢(y) ainsi déterminée est elle-méme racine de F(y). On déduit
en effet des équations (8)

o ()= 60)+— 400 =~ 5y + )
=7 fTE fTE Ty
donce
F’_-P; P

Or on a p*8°(c°y)= ! T y -+ 96_31 ¢(y); et par conséquent $(0y)=p"0(Y)-
92—3 P

La fonction ¢(6y) est donc racine de F'(y). Il en est de méme de tous les
résultats qu’on en déduit en remplagant y par une racine quelconque de F'(y),
par exemple par 6°(y); ¢(6°y)={¢(y) est donc aussi racine, comme nous l'a-
vons annoncé.

Les résultats que nous venons d’obtenir nous permettent de résoudre sans
peine le probléme que nous avions en vue, de trouver une limite supérieure
du nombre des valeurs de b que I'on peut associer & une méme valeur de %

dans chacune des formules (7). Soit q:(y):P—lly—]—b(p(y) I'une des racines
P
de F(y) qui correspondent & une méme valeur =17 dans la premitre de ces

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre.

formules. ¢(¢y) sera aussi racine de F'(y). Mais en appliquant notre théo-
réme 8™ & ¢(y) nous trouvons que le coefficient B est nul dans la formule

$*(y)=B¢H)—y-
On a donc z
2 () =—7 41—y,

P__—

P

et, comme ¢(¢y) est racinc de F'(y), nous concluons de 1a que & doit avoir
I'une des valeurs comprises dans le tableau (C), et qu’ainsi il est égal &
Pt ou a A
1’ 1
P Sy

P ¢

Or b ne peut pas étre de la premitre forme, parce qu'on aurait alors

—1 I+h
¢ ety =—= ¥+ IH)=00),
P—F p— o
et de la valeur du coefficient de y dans 6,(y) on conclurait, au moyen du
tableau (C), que 6}(y)=—v, de sorte qu'on aurait en remplacant y par 6,(y)
dans la derniere équation,

—1 —1 I+h I+h
[y AR ] e =—y
e N s M
d’olt .
1 1 L+h
Py =—[5+(— 3+ 5w
P——P' P_F
1\2
-
Comme ¢(8,y) est racine de F'(y) il faudrait que _19— fat égal & l'une
P.__—
P

des valeurs de @ comprises dans le tableau (C); or on constate aisément que
cela n’a pas lieu. Donc & une valeur quelconque A=1 on ne peut associer
oi

que l'une des 10 valeur de & dounédes par la formule &= T
F—=

On verrait de la méme maniére, pour la seconde des formules (%), qu’a une’

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre. 9

méme valeur de % on ne peut faire correspondre que I'un des dix valeurs de
pi
1
3
formules ne peut représenter que 100 racines de F(y), au plus, et en ajoutant
les 20 racines comprises dans les deux formules p*y, p"*¢(y), on a 220 comme
limite supérieur du degré de F'(y).

IIL. Le deg¥ 10m de F(y) vérifie donc I'inégalité 10m < 220. Or comme
¢(y) est racine de F'(y) on conclut du 10™° théoréme que le nombre m est
de la forme 5%+ 2. De plus le nombre 107 doit étre divisible par 4 et par 6,
et conséquemment par 12. Car comme nous supposons m>2 I'équation F'(y)= 0
doit admettre des racines comprises dans les formules (7). Deux racines de
F(y) seront donc exprimées par les formules

o) =—7y+04() Oy = 7Y +0¢ (),
p—= p—=
P P

et Pon conclut du tableau (C) que, dans les formules

=By —y, G@ =BGy —y,
on a respectivement B=1, B,=0, c.-4-d. que les plus petits nombres ! et I,
qui vérifient respectivement les condition 6'(y) =y, 6,4 (y)=y, sont =6, l,=4.
Ces nombres doivent diviser celui qui exprime le degré de F(y) (6™ théo-
réme); et par conséquent 10 doit étre divisible par 4 et par 6. On en con-
clut que m doit étre divisible par 2 et par 3 et conséquemment par 6. On
a done

b données par la formule b= - Il résulte de 1a que chacune des ces

m=>5k+42=0 (mod 6).
On deduit de cette congruence k=67+2, m=3074-12. La seule valeur
de m, positive et inférieure & 22, que I'on déduise de cette formule, est m =12.
Le degré de F(y) est donc 12><10, ainsi que nous I’avons annoncé, sous la
restriction que ce polynéme ne se réduise pas & **-+p; ou & y* -+ py* + p..
En conséquence de la rectification précédente le 16™° théoreme doit é&tre
remplacé par le suivant:

« Si 'integrale générale de l’equatlon i— = Py est algébrique, elle est

de la forme cy ¢y, les intégrales particulidres ¥s yi étant:

Soit déterminées par les équations y” = A, !/4““" 4 et B désignant

deux fonctions rationelles de la variable «;

Annali di Matematico, tomo IX. 2
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10 Pepin: Sur les équations différentielles du second ordre.

Soit des racines d’une méme équation trindme y*”+p,y™+p, o,
Soit enfin des racines d’une équations

ym[.L +Pi y(m—i)p. +192 y(m—2),ﬂ- + e +pm — O,

dans laquelle 7 et u sont pris dans I'un des trois systemes: m =4, p=6;
m=06, p=8, m=12, p=10.»

Quand & la fonctions t=%g—z » qui vérifie I'équation différentielle
dt
-d—x —]— tz = P 9

elle est toujours algébrique lorsqu’elle peut s’exprimer sous forme finie; elle
est ou rationelle, ou racine d'une équation algébrique du second, du quatriéme,
du sixiéme ou du douziéme degré.
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Sopra una classe
di equazioni differenziali lineari
del secondo ordine.

(Memoria di F. Brioscui, in Milano.)

1.° La teorica delle equazioni differenziali lineari del secondo ordine
si & aceresciuta in questi ultimi anni degli importanti lavori dei sig.i Fucas,
Scawarz, Kreiy, Gorpax, Jorpax (*) e pilt recentemente delle interessanti
ricerche del sig. Hermite (**) sopra la equazione differenziale incontrata da
Lamt (***) nelle sue lezioni sulle superficie isoterme pel caso di una elissoide
a tre assi disuguali.

In una lettera da me diretta nell’agosto dell’anno 1876 al sig. Kieix pubbli-
cata nel vol. 11 dei Mathematische Annalen, ed in altri lavori posteriori (*¥**¥),
ho dimostrato in qual modo si possa far concorrere la teorica delle forme
binarie allo studio delle equazioni differenziali lineari del secondo ordine, am-

(*) Focas: Ueber die lincaren Differentialgleichungen sweiter Ordnung, welche algebraische
Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorie. BorcHaRDY's Journal
fir Mathematik, Bd. 81, p. 97.

Scawarz: Ueber digjenigen Fille, in welchen die Gaussische Reihe eine algebraische Func-
tion ihres vierten Elementes darstellt. Idem, Bd. 75, p. 292.

Kueix: Ueber lineare Differentialgleichungen. Mathemat. Annalen, Bd. 11, 12, p. 115, 167.

Gorpax: Ueber endlich Gruppen linearer Transformationen einer Verinderlichen. Mathe-
matische Annalen, Bd. 12, 23,

Joroan: Mémoire sur les équations différentielles linéaires & intégrale algébrique. Journal
de BorcHarDT, Vol. 84, p. 89.

(**) Comptes Rendus de ’Académie des Sciences. Octobre 1877.

(**%) Legons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces isothermes, p. 271,

(**%*) La théorie des formes dans U intégration des équations différentielles linéaires du
second ordre. Mathematische Annalen, Bd. 11, p. 401 — Atti dell’Istituto Lombardo di
Scienze e Lettere. Dicembre 1876 — Comptes Rendus. 17 décembre 1877.
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12 Brioschi: Sopra una classe

pliando il coneetto contenuto nella sopraindicata Memoria del sig. Fucms. Il
presente lavoro pud in questo senso considerarsi come una continuazione dei
precedenti, essendo il medesimo una nuova applicazione degli stessi principi.

2.° Indicando econ y, p, ¢, tre funzieni di una variabile x, considero
I'equazione differenziale lineare del secondo ordine:

¥ +py +9y=0 1)
nella quale y’=%, y"=%- Sieno ¥, 1, due integrali partieolari della me-
desima ed f(y., ¥.) una forma binaria dell’ordine # a coefficienti ecostanti. Si
avrd in generale:

s y2)=F(x) (@)

la natura della funzione F'(z) dipendendo da quella degli integrali particolari
Y1, Y2 € dalla forma della funzione f. Derivando I’equazione superiore rispetto
ad z si ottiene la

’ ’ 1 /

LYt fogfo=o F'(@) ©)
essendo f,= L df s fo= ”11 ddyf Ma, siccome & noto, I’equazione differenziale
(1) da:

Yoy s —yuy's= O (4)

dove C & una costante; si avranno quindi le:
F@y =y F'@+0 ™ s Fa)ys= =y F @) — 0 7. )
Ora derivando nuovamente l’equazione (3) rispetto ad x si avrd per la (1):
fuyi+2 ey s+ fuyi= o @ +pF @)+ mq F )]

la quale pei valori (5) conduce alla:
2fpdz

e ” ’ 1
h{y,, ?/2)=m[mFF —(m—l)F’-I-mpFF +m*qF?] (6)

m (m

posto:
h(yi, ?/2)=fufzz —‘ffz

essendo ciod A I'Hessiano della forma f. Si indichi per brevitd con P(z) il

secondo membro della equazione (6), e con 4(4., ¥:) il covariante dell’ ordine

3(m—2
(m ) 0(?/!, y2)=2(fak2““f2hl)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



de equazioni differenziali lineari del secondo ordine. 13

s1 otterrd facilmente la relazione:

Spdz

W W=y B —DF @P@—nP @F@. ()

3.° Indicando con z il prodotto dei due integrali particolari i, %. sup-
pongasi ora che la forma f sia eguale a 2"; si avranno le

1

220 =0 (8)
e dalla equazione (7), nella quale pongasi per P(z) il suo valore, si dedurra
la relazione seguente:
6r(r-DFF' F"-2(r-1)2r-1)F"*-2r°F*F" +6rpF [(r-1)F*~rFF"] -
272 [p +2p*+ 4q)| F2F' —4r3(q +2pq) F*=0.
Sieno ¢(x), ¢(x) due polinomi in z dei gradi s, s—2, e si pongano:

i) _M

2o’ 1T @) ®)

si hanno facilmente le:

p’+2p2+4q==i[so”+8¢], q’+2109=%

per le quali la relazione superiore diventa la:
29[3r(r— D) FF'F"—(r—1)2r—1)F*—r2F*F"] +

430 F[(r—1) F*—r FF") —r*[¢" + 84] F*F' — 493y’ F*=0. {10

Consideriamo dapprima il caso pel quale r=1; quest'ultima equazione &
divisibile per F'? e riducesi alla:

29 F" +3¢ F' (¢ +89) F' + 44 F—0 (11)

la quale sard soddisfatta assumendo per la funzione F'(z) un polinomio del
grado » di cui il coefficiente della pill alta potenza sia I'unitd. Infatti quella
equazione risultando del grado »-4s—3 si avranno eguagliando a zero i
coefficienti delle varie potenze della z un numero n-4s—2 di equazioni per
mezzo delle quali si determineranno gli » coefficienti del polinomio F(z) e gli
s—1 coefficienti del polinomio ¢ (z) in funzione di uno di essi.

Suppongasi ¢(x)=42*— ¢, 2 — g3, ¢(@)=ax+ B ed:

F(@) =24 a2 4 ap2"2 4+ - - + a5,
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14 Brioschi: Sopra una classe

Dai coefficienti di 2", 2 nella equazione superiore si ottengono pei valori
di «, f le espressioni:

a=—mn(n-1), B=02n—1)a,
e dal coefficiente di z** la:
4i@n—i+1)(2n—2i4+Da;=n—i+1)[8(2n—1)a, 00—
—(m—i+2)2n—2¢48)g.; s —2(n — i+ 8)(n— i+ 2)gs i)
quindi: :
8(2n—3)a,=(n—1)[8a} —ng,].
24(2n—3)2n—>Db)a;=(n—2)[8a; — (4n*— 1104 9) g0, — 20 (21 — 3)¢;]

e cosi di seguito.
Si indichino con e, €, e; le radici della equazione ¢(x)=0; posto:

© — e, = (6, — e,)sn* u, x— e, = (e,— &;)cnu, T—ey=(e;—e)dn* u
2 €y — €4 . . . .
e k == » sl ottiene facilmente che:
3—¢€1

ma d’altra parte posto:
n(n—1e,—Q@n—1)a,=(e;—e)h
si ha:

¢=—(es—e) [n(n+1)ksn*u -+ 1]

per le quali Yequazione differenziale lineare del secondo ordine qui conside-
rata si trasforma mnella:

dz
L=+ DEsweut Ry

che & la equazione di Lawmg sotto la forma assegnatale dal sig. Hermire nelle
ricerche sopra indicate.
Si avrd dunque in questo caso:
Yuya=F ()
e la equazione (4) divisa pel prodotto 4,4, dard:
Y1 CZ(z)
=e

Y2
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di equazioni differenziale lineari del secondo ordine. 15

posto:

) f F(z) \/? @
La determinazione della costante C si ottiene facilmente per mezzo della equa-
zione (6), giacch® essendo per le (8) m=2, h=—2% si ha dalla medesima:
C*4¢QFF"—F*4¢FF +44F*=0 (12)
per cui indicando con » una radice della F(x)=0, ed osservando che per
la (11) quest’ultima equazione non pud avere che radici semplici, si otterra:

C== F'(w)\/?(m_)

4.° Ritorniamo ora al caso generale della equazione (10) nella quale sup-
poniamo ancora essere J'(xz) un polinomio in z del grado s. Il numero delle
equazioni che si deducono dalla medesima eguagliando a zero i coefficienti
delle potenze di x essendo 3n-+s—2 eliminando da esse gli s—1 coefficienti
di ¢, si avrebbero 3% —1 relazioni fra gli n coefficienti di #. Ma ponendo:

F= P”‘Q
dove P & un polinomio del grado p e @ un polinomio del grado o, per cui
rptao=n

il primo membro della equazione (10) contiene il fattore P2~ e dividendo per
questo fattore la equazione stessa diventa la:

29L+3r¢ MQ+r*(s" +84) NQ*+4r°¢' PQ*=0 (13)
posto per brevita:
L=rP"Q¢+4r@BP"Q 43P Q" +PQ")Q*—3r(r—1)(P'Q' 4+ PQ"QQ +
+@r—1)@r—1)PQ*
M=rP"Q+r@PQ+PQ)Q—(r— 1) PQ"
—rP'Q+PQ.

Quest’ ultima equazione da evidentemente p -3¢ -4 s—2 relazioni fra i
p+o-+s—1 coefficienti di P, @, ¢. Escludendo il caso in cui ¢=0 gid con-
siderato al paragrafo precedente, la supposizione =1 darebbe una equazione
di pit del numero dei coefficienti a determinarsi. Ma la equazione stessa (13)
dimostra che indicando con £ una radice della equazione ¢(x)=0, si ha
@()=0; si avrebbe quindi nell’ipotesi superiore :

Q@)=2z—°¢.
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16 Brioschi: Sopra una classe

Ora dai valori di L, M, N si vede tosto che i vari termini del primo membro
della equazione (13) sono divisibili per @?, salvo 1 seguenti:

(r—1P[2@r—1)9—3rQ¢]

i quali sono perd divisibili per @, giacché x—& & un fattore del polinomio
¢(). Ora affinché quest’ultima espressione sia divisibile una seconda volta
per @, dovrd essere 2(2r —1)=3r ossia r=2, ed in questo caso la equa-
zione (13) divisa per (z—¢&)* si abbasserd al grado p+s—2 e fornird p4s—1
equazioni colle quali determinare i p coefficienti di P e gli s—1 coefficienti
di ¢.
Ne risulta che posto:
Yy =F(2)
se n & pari dovrd essere F'(r) un quadrato e si rientra nel caso precedente,
se n & dispari ed eguale a 2p+ 1 sard:
F@)=(@—-5p

dove P & un polinomio del grado p e & una radice della equazione ¢(x)=0.
La equazione (13) divisa per 4(z — £)* supponendo come sopra ¢(z)=4a*—
— ¢:2 — g5 conduce alla:

AP"4+BP"+CP' +DP=0
essendo:
A=2(—8)9(), B=3(@—5162*+4ie+45—2g)
C =542 —30ix—68—2g, 1 8(x—£)¢ ()
D=3Qx—&)+4¢(@)+4@—E)¢ (@)
Sieno Y(z)=ax-4pB e:
P=2af 4 a2t ...

1 coefficienti di ar+, * nella equazione superiore eguagliati a zero danno per
z, B i seguenti valori:

a=—4@p+DEp+3), B=Qu—p

ossia:

=

kD, =t ey ="

2 2 g

rammentando essere a, il coefficiente del secondo termine in F'(z).
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di equaziont differenziali lincari del secondo ordine. 17

Posto quindi analogamente a quanto si fece al paragrafo precedente:

2 —1
n(n:— )ei—" = a = (e;— e

la equazione differenziale:

2y  [nn-+2),,
——[ 1 k*sw u—}—h]y

du?

la quale per » pari coincide con quella di Lam#, ha la proprietd per » dispari
che indicando con %, %, due integrali particolari della medesima, si avra:
Y19, =P(sn*u)-snu

essendo P un polinomio del grado n‘_l .

Passiamo ora a dimostrare che gli integrali stessi sono algebrici.
5.° Essendo

Y.y = PNz —E
la equazione (12) nella quale si ponga F(x)=P(x){z—E ed indi si faccia
x=¢ da per C il seguente valore:
C=3PENSE)
mentre ponendo in essa x==x,, essendo 2, una delle radici della equazione
P(xr)=0, si ha:
C=\zs—E- P (z:)Vo(®s)

e la equazione (4) divisa pel prodotto #,%. conduce alla:

dzx
1 (-”—‘)=0 dr____
&\ | PVE—0e@)’
ma #—§&, per quanto si & dimostrato al § 4.° & un fattore di ¢(%), quindi
ponendo ¢(x)=(r—&)u(z) si avrd:

Y _ dx
os((:) =l e
e pel doppio valore di C:

tog(12) = Ve =gy + SV e

osservando essere p(f)=¢'(¢).
Annali di Matematica, tomo IX. 8
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18 Bm‘oscki:’ Sopra una classe

Posto quindi:
Ve@—Ve@—2@—a)=t@); Ve@+Ve@)—2@—a)=1()
si otterranno per gli integrali particolari y,, y. 1 valori seguenti:

y,=\P@)-(x —E)* [?g] I [%]—é

Y, =\VP@)-(x — )% [tz(v)] - [tz(xs)]%,

t1(8) ta(2s)

6.° Consideriamo ora in modo speciale il caso particolare in cui n=1,
si avranno pei valori superiori:

a=—1, B=0

e la equazione differenziale risulterd la:

(14)

” 1'?
vy =4 TR

essendo sempre ¢(z)=42°— ¢,¢—¢,. Le formole (14) daranno pei due inte-
grali particolari della medesima:

ATLTE ATgTE
p=e—9 2" n=e—o¢[F]
posto #i, % in luogo di ¢,(8), % (8); e la forma biquadratica:
(s y)=ayi+6ayiy;+ay;

nella quale a,, a,, a, sono costanti diventerd :

f(y, ?/z)—

Sieno ¢, ¢s gli invarianti quadratico e cubico della forma biquadratica f, si
avranno le:

[aotg—l-Gaztit + a,ti].

go =0, 0s -} 3045, 92 == o0y —Qy
dalle quali:

40— gs0:+ 9:=0,  @as=9g,—3al.

La prima di esse dimostra essere a,—=-—¢&, e siccome:

9:—38=[3: +V5' O[3t —Vg' C)]
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di equazioni differenziali lineari del secondo ordine. 19

si potra porre @y=rx;, @,=», essendo:
772=3£+\/5?(—E)-7 771=3£—‘\/WE)

e la funzione f si trasforma nella:
f=

Ma pei valori di ¢, ¢, essendo:
ti - tg _— 2 vm

EE b — 6 byt it

si hanno le: o
t=tt,—20\Vg €); B=tt+26Ve ()
per le quali:

f= 2 V"P’_(g—) xt;f [mtz "2 ti];
noltre essendo:
7)1t2_7)2t1=2[2x+£—\/;@]\/m7 titz=4(x—5)[2x+5—\/@]

risultera :
sy y2) =9 ()

o pel primo dei valori di C trovati al § 5.°
[, ys)=4C"

Gli integrali particolari %,, ¥, rendono quindi la forma biquadratica

Sy Y2)=noyt — 65 iyt 4 mys

(di cui gli invarianti sono g., ¢;), eguale ad una costante 4C?; e la equa-
zione (6) nella quale facciasi m=4 ed F'=4C? dard pel valore corrispon-
dente dell’ Hessiano:

h(ys, y)=—4C2 da cui: h(ys, y2)+2/(y:, 92)=0.

Il caso qui considerato comprende evidentemente quello che il sig. Scawarz
ha discusso alla pag. 325 e seguenti della sua Memoria citata pi sopra.
Supponendo infatti g,=0, si potrd porre g,=4%° e trasformando 1'equazione
differenziale, assumendo in luogo di z la variabile z legata alla prima dalla
relazione a3==£%2, si ottiene la:

y+4 —T7z dy

z(l——-z)dz+48( —¥=0
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20 Brioschi: Sopra una classe, ecc.

ossia la equazione differenziale ipergeometrica del tetraedro per la quale:
1 —_ 1 =2
C=1 B=—x, 7=73-
7.° Passiamo da ultimo a dimostrare un’altra interessante proprieta della
classe di equazioni differenziali lineari del secondo ordine fin qui esaminata.

Essendo come precedentemente ¢(x)=4a°— g,x— g, consideriamo l’equa-
zione differenziale seguente :
(@), at(@+B

4 <P _ r

le «, 8 avendo i valori determmam al §§ 3.° e 4.° e #(x) essendo una funzione
di = che soddisfa V'alira equazione differenziale :
dt dz
7o~ T2 o
nella quale supponiamo @ () =4 ¢ — G,¢— G,. Come & noto quest’ultima equa-
zione & quella per la trasformazione delle funzioni elittiche, e si ha per una
trasformazione di ordine » numero primo:

_ Ul
T I*(2)

_|_

essendo 7' un polinomio del grado "—1 ed U m polinomio del grado =.

Ora osservando che dalla equazione stessa si deducono le:
\/rb(t) dzt o'(z)dt (1)

A4
V@  an T ewds 2e@)
si ha evidentemente essere:
II+ 1 @ (7/‘) ‘. q’(t) d21/ 1 D (t)du]
cP(ﬂc) T e@)de T F o) dt
La equazione (15) si trasformerd quindi per mezzo della (16) nella seguente:
dry d)'(t)dy at—l—ﬁ =0

=T em 0] rTREETON o) 7

che appartiene alla classe considerata piti addietro. A ciascun ordine di tra-
sformazione corrisponde quindi una equazione differenziale (15), la integrazione
della quale dipende da quella di quest’ultima.

Gennajo 1878,
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Sur l'équation de Lamé

(extrait d'une lettre & Mr. Brioschi).

(Par Mr. C. Hrrwite, & Paris.)

Vous ne serez donc pas surpris que je sois parvenu de mon coté & I'équa-
tion différentielle du 3™° ordre:

"4 3pe"+(p +2p2+-49)2 +2(¢ +2pg)2=0

dont les solutions sont les produits de deux solutions de I’équation du second
ordre:

Y +py +qy=0;

mais je 1’ obtiens sous une forme un peu différente, en prenant pour point de
départ, 1’équation:

2Ay"+ A"y =DBy. e))
Un calcul facile me donne:
242" +34'2"+A"Y =4B24-2B'z (2)

et voici les conséquences que jen tire. Faisant dans l'équation de Lawmg,
sm*z=1=, on obtiendra pour transformée I’ équation (1), on I'on prendra:

A=t(1—f)(1—Fk)
9B =n(n-+ 1)kt + h.

Les fonctions A et B étant ainsi de simples polyndmes, du troisitme et du
premier degré en ¢, la différentiation d’ordre p de I'équation (2), donne:

9 A 22+ - (2p + 3) A’ gp+2 +[M+—2 A'—2 B]zw

+R2p(p—D(p—2)+9p(p—1)+6p—QCp+ 1> +n)]k*2r=0;
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22 Hermite: Sur Uéquation de Lamé.

or on peut mettre le coefficient de 22, sous la forme:
@p+Dp—n)(p+n+1)

il s’annulle donc en faisant p==n, et en adoptant cette valeur, I’équation est
satisfaite si on pose 2?=const. L’équation (2) par conséquent admet pour
solution un polyndéme entier en £ de degré n, 2= F'(¢), et les conclusions aux
qu’elles vous étes parvenu pour n=1, s’étendent d’elles mémes au cas ou n
est quelconque. En effet, deux solutions y, et y, de 1'équation (1) sont liées
par la relation:
Ay d e C
Yoar Y ar TV

ou C est une constante, et en y joignant la condition:

d(y1y2) dm due
—ar =Yg T =1" ®

on en déduira:

wag=g|lro+z  n=ro-3]

et par suite:

1dy ;_[F'(t) c ] 1dy. 1[F'@) c ]
g dt 2| F(®) + VAF®)) ye dt 5[17(:) VAF(2)
d’ou enfin:
1 C[F (@) C 1 ([F () [+
y— G 5 [ + izim] L@ e?f [t ~ ) ¢ 6))

en désignant par G' et G’ deux constantes arbitraires.
Voici maintenant & I’égard de la costante C, une remarque essentielle. On
tire aisément de I'équation (2), la suivante:

AQ2z2"—2?)+ A'22 =2Bz*—N, 4)

et en résultat se vérifie sur le champ en différentiant et divisant les deux
membres par 2. Mais & la solution spéciale de cette équation qui est donnée
en prenant pour z le polyndme F'(¢), correspond une valeur entierement déter-
minée de N. Qu’'on attribue en effet & la variable ¢ pour valeur particuliere
une racine de Iéquation y,=0, nous aurons en méme temps, 2=0, 2 =v,y,,
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Hermite: Sur Uéquation de Lamé. 23

donc: N = A(y'1%.)*. Or en attribuant cette méme valeur & ¢, dans I’équation

d1/4 dye C
Vqe Y ar =74

vous voyez qu'on en conclut: C=\/4y',y,; nous parvenons par suite & cette
expression C=V\N, et tout se trouve par conséquent déterminé dans la for-
mule (3) qui donne ainsi la solution compléte de 1'équation de Liaw.

Vous reconnaitrez maintenant sans peine, qu’en posant N=0 on a les va-
leurs particulieres de % aux quelles correspondent les solutions qui, & I'égard
de la variable z, sont des fonctions doublement périodiques, mais en laissant
de cdté, ce point, je vous indiquerai une dernidre remarque. L’équation (4)
montre qu’en supposant N différent de zéro, il est impossible d’avoir & la
fois: F'(§)=0, et F'(f)=0, de sorte que la premiere équation n’a que des
racines simples. Soit: ¢{=r 'une quelconque de ces racines, et faisons:

1 1
lf'(t)=z () —=)

Si nous désignons par 7' la valeur de A pour {=7, de sorte que I’ équation
(4), donne:
TF?(Fz)=N

on en conclura:

V¥ _y_ N VT
F(2) _E.F(T)(t-—'r) Et——'r

et par conséquent:

F'(t) VN 1 i ] VA-H\T

F@) +s/A1*'(t)"Z[t—r+¢A(t Zyai—

Cette formule conduit de la manitre la plus facile & I’ expression de I’intégrale
qui figure en exponentielle dans I'équation (3). Faisant en effet: ¢=sn’z,
T=295n*w, ON a:

1 (VAT .. (snzcnzdnz+snocnodne , H’(x—m)_@'(x)+®’(w)]
ﬂV di= d”‘f[uoc—w) 5w oW

t—7 SHEX—8n2om

(voyez C. R., pag. 1086). Soit pour plus de clarté: w,, ws,... v, les n déter-
mination de  qui correspondent aux diverses racines v, et qui ont été choisies

de telle sorte qu’on ait: VT =snwcnodne, en excluant comme vous voyez

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



24 Hermite: Sur Uéquation de Lamé.

la supposition: {T'=—snwcnwdne, nous parvenons & ce résultat:
1 P[F (2 N 0'(&)
EI[T(%-’-;/A‘{FU)]M H(xz—o) H(z—03)-- Hlx—wn) 25
¢ = ~— 9

07 (2)

et il est clair qu'on aurait semblablement:

1 LTF(8) VN (o
I -dre]* _ Heoto) Bt Hdon) ~=250,
o)

Cette méthode pour intégrer I'équation de Liami se trouve dans les feuilles
lithographiées de mon cours de 1872 & 1'Ecole Polytecnique .

17 décembre 1877.
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Ueber eine Classe von Differenzialglei-
chungen, welche durch Abelsche oder
elliptische Functionen integrirbar sind.

[Von L. Fucss, in Heidelberg (*).]

Die Differenzialgleichung

d*y

dx2=[n(n+1)k2sin2amx-|—h]y (4)

durch welche bekanntlich die Laméschen Functionen definirt werden, ist nach
Lant insbesondere von Herrn Hrwe zum Gegenstande eingehender Untersu-
chungen gemacht worden. Wihrend man sich jedoch bis dahin darauf be-
schrinkte, nur solche Werthe von £ in Betracht zu ziehen, fiir welche die
Differenzialgleichung durch doppeltperiodische Functionen integrirbar ist, hat
in neuerer Zeit Herr HermiteE es unternommen, dieselbe Differenzialgleichung
fiir beliebige Werthe von 4 zu integriren (Sur quelques applications des jfonc-
tions elliptiques in den Comptes Rendus de I'’Académie des sciences de Paris
15 octobre 1877, sqq.). Unter diesen Umstéinden scheint es nicht ohne Inte-
resse, auf eine Classe von linearen Differenzialgleichungen zweiter Ordnung
hinzuweisen, welche ich in meiner Arbeit (Borcmarpr’s Journal, Band 81,
p- 116-118, Nr. 13) durch Abelsche oder elliptische Funktionen integrirt habe,
und wovon nicht nur die Lamésche Differenzialgleichung (4), sondern auch
diejenigen Differenzialgleichungen, welche Herr Hrine (Borcmarpr’s Journal,
Band 60, p. 252) den Laméschen Functionen héherer Ordnung zu Grunde
gelegt hat, besondere Fille sind.

(*) Abdruck aus den Nachrichten der Gottinger K. Gesellschaft der Wissenschaften.
Annali di Matematica, tomo IX. 4
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26 Fuchs: Ueber eine Classe von Differenzialgleichungen,

1.

Wir resumiren zuerst die Resultate der Nr. 13, p. 116-118 meiner Arbeit
in Borcmaror’s Journal, Band 81.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Differenzial-
gleichung:

dsz
ElT'Z:Py B)
ein Integral der Form
Ty fdz
y=q>(z)?6\/ R (1)

habe, wo ¢(2)* eine rationale Function von 2 und A eine Constante, ist die,
dass P die Form habe:

1 [dlogo) , 1 dzlogo A
P—Z( dz )""2‘ der 4q? (©

1) Ist 2 von Null verschieden, so hat Gl. (B) das Fundamentalsystem

von Integralen:
4 =iz L -2 fa=
?/1=<P(2)2 e\/ 4 ff(z), y2=cp(z)2 e 4f<,9(z). (D)

2) Ist 2=0, so sind
n=5@7 =9 [
ein Fundamentalsystem.
Fir die Werthe von 2, fiir welche ¢(2) unendlich wird, ist P ebenfalls

unendlich, fiir die Nullwerthe b von ¢(2), dagegen ist P nur dann nicht unend-
lich, wenn

dz
¢(2)

(&)

9 () =—2, wo ?’(z)=d§;f) : ()

2.

Wir betrachten nunmehr den speciellen Fall:

B@) gty EOTE+HE - u=0, (©
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welche durch Abelsche oder elliptische Functionen integrirbar sind. 27

wo E(z2), H(?) ganze rationale Functionen resp. vom Grade m und 7 —2
sind und R'(z )— dR( 2)

‘Wendet man d1e Substitution

» und ausserdem R(2) nur ungleiche Linearfactoren hat.

i

u=R(z) * 1)

(s. meine oben citirte Abhandlung, p. 102) an, setzt
¢=G-EF @)
und beriicksichtigt, dass die zu den singuldren Punkten der Gleichung (G)

gehorigen determinirenden Fundamentalgleichungen die Wurzeln 0, -;— haben,

so folgt aus Nr. 1, dass die Gleichung (&) dann und nur dann ein Inte-
gral der Form

i 3

u=G=g *EVE (3)

hat, wenn G eine ganze rationale Function ist mit der Eigenschaft, dass fiir
jeden Nullwerth b von G

FORG)=—2 =229,

(")

und

. dlog G 1 d®logG _ 1dlogGdlogR P ,
H(z)_[ 4( d.z) 2 dzt 4 ds  de +4,G2-R]R' ©

Ist A von Null verschieden, so ist demnach G(2) durch keinen quadratischen
Factor theilbar und fiir die Wurzeln der Gleichung E(2)=0 von Null ver-
schieden.

Ist dagegen 1=0, so ist G(2) fir 2=05 Null zweiter oder erster Ordnung
je nachdem E () von Null verschieden oder gleich Null ist. Ist E(b) von Null
verschieden, so ist

G3)(b) 3 R'(b)

G¥b) 2RO’ GHER)==

Ist 2=0, so wird die quadratische Form S. 116 Nr. 13 GIl. (1) meiner
citirten Arbeit ein Quadrat, es gentigt daher |G der Gleichung (&).

dar G(z) )

(F")
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28 Fuchs: Ueber eine Classe von Differenzialgleichungen,

3.

Nach 8. 129 Nr. 21 meiner citirten Arbeit geniigt G(z) unter allen Um-
stinden der Differenzialgleichung:

asw , 3 5 2w 1 dw )
RWﬂLaRWJF[aR +4H]EZ+ZH“’=O ()
dkR drH
o — B =M,

Man gelangt daher auch auf folgendem Wege zur Bestimmung der Coeffi-
cienten von H(z). Damit Gleichung (H) durch eine ganze rationale Function
2nten Grades G'(2) befriedigt werde, setze man

GR)=CoF 012+ + Cn 2™

in dieselbe ein. Es sind alsdann die m - 2% —2 Gleichungen

"

. 1. .
Zoi[(l+3—z)(l—|—1)(l+2—2—@)pi—|—(4l—]—8—22)Ai_2]cz+3_i=0 )
fir 1=0, 1, 2,..., m+2n—3 zu befriedigen, wo

m m—2

R(z)= %“ipizi, H(z)= ;i A4;zt

gesetzt ist. Zwischen diesen Gleichungen eliminire man die Grossen ¢,, ¢iy-...
Con, und erhilt fiir die Coefficienten 4,, 4,,... An—s, m—2 Gleichungen,
wodurch sie simmtlich als Functionen eines derselben, z. B. 4,, welcher will-
kiirlich bleibt, sich ergeben.

Soll die Gleichung (G) durch die Function /G befriedigt werden, so tritt
zu den Gleichungen (J) noch eine Gleichung hinzu, welche ausdriickt, dass
6 (2) durch einen quadratischen Factor theilbar wird. Oder man substituire
nach Nr. 2 in Gleichung (G)

VG@=(cs+ 124+ 2'WER,(2)

wo R,(2) eine ganze rationale Function vten Grades, welche nur fiir die Wur-
zeln der Gleichung R(¢)=0 und fiir diese nur erster Ordnung verschwindet,
und stelle die Bedingungsgleichungen fiir die Coeflicienten ¢y, ¢'1yee. €4y Aoy
Aiy.e.. A anf. Nach der einen oder der anderen Methode ergiebt sich eine
algebraische Gleichung fiir den im allgemeinen Falle willkiirlich verbleibenden
Coefficienten A4,.
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Ist G(2) durch keinen quadratischen Factor theilbar, und fiir die Wurzeln
der Gleichung R(2)=0 von Null verschieden, so ist nach Nr. 2 A von Null

verschieden, und man erhélt als Fundamentalsystem von Integralen der Glei-
chung (@)

dz

+ W fovE T s (&)

M£=G26 ) M2=G

Bezeichnen wir mit by, b,,... by die Wurzeln der Gleichung G'(2)=0 und
setzen

& G)VRG)=eN—7, (1)
dz
G\R
Gattung und fiir z=>5; unendlich wie -;—eilog(z—-bi). Durch Einfithrung der

so ist nach Nr. 2 ¢==*1 und %\/——_XJ ein Abelches Integral dritter

Abelschen Functionen lassen sich daher i, y, durch Thetafunctionen mit p
Argumenten darstellen, wenn m=2p-+1 oder 2p--2 ist.

Indem wir uns die Ausfiihrung dieser Rechnung, so wie die eingehendere
Untersuchung des Falles 1==0, welcher sich auf die von Herrn Heme den
Laméschen Functioncn héherer Ordnung zu Grunde gelegten Differenzialglei-
chungen bezieht, vorbehalten, beschréinken wir uns gegenwirtig auf den spe-
ciellen Fall der Laméschen Differenzialgleichung.

5.

Transformirt man die Gleichung (4) durch die Substitution

d N
L _E®,  BEO=0—2)1—r2) M)
so erhilt man als besonderen Fall der Gleichung (&)
R(z)%—:—[—%R’(z)Z—g—[n("-*- 1)x222+ hlu=0. (@)

Fiir diesen Fall geniigt der Gleichung (H) fiir jeden Werth von % eine
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30 Fuchs: Ueber eine Classe von Differenzialgleichungen,

ganze rationale Function von 2, G(2), 2nten Grades, der Form
G(z)=00+cizg+02z4+....—l—cnz?n. (2)

Das System der Gleichungen (J) reducirt sich néimlich in diesem Falle auf
die n folgenden;

QI+HQ2I+3)2l+2)crra— I+ 2)[(4 1+ 81+ 4) (24 1)+ 4 k] et
+QRI+1)21—20)Q21+2n+2)x2¢;=0
fir =0, 1, 2,..., n—1, wibrend die Anzahl der Unbekannten ¢,, ¢, ¢,,...

¢, gleich n+-1.
Setzen wir

)

G(R)= (" —b)(&" —b)- -+ (& — %), )
z=sinamz, b;=sinamf;, 4)

und driicken das Integral dritter Gattung —;-\/:_)L (ﬁ durch Thetafunktionen

JavE
aus, so erhdlt man unter Beriicksichtigung der Gleichung (1) Nr. 4 nach
Gleichung (K) das folgende Fundamentalsystem der Gleichung (4)

l=n o'(8)

Lote Ls
W e (R D (o
= .

=1 O (a)* ,
o'(B,) $1-¢) jate) &)
I gy, H@Ae0 Y. He— gyt |
yz I=1 Q‘)(.Z)” /
6.

Eine Ausnahme tritt nach Nr. 2 dann und nur dann ein, wenn die
Gleichung (G") ein Integral von einer der Formen

Joo="Fo, fio=F40\/i_‘327 fM:Fox'\/l—”zzz) fu=F11\/RTz_) («)

besitzt, worin F,z eine ganze rationale Function von z vom Grade n—a—p8
bedeutet.
Setzen wir

Fopp=co+ciz2+4 28+ -+ Cpgpp- 27,

so liefert die Substitution der Functionen () in die Gleichung (G") zur Be-
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stimmung der Grossen ¢,, €i, C;y-.. Cn—a—g das System von Gleichungen
(14 2) I+ Derss— [+ af 4+ (4Bt +Hex o
te(ltatBtn—)({I+atp—n—2)cra=0
fiir
1=0,1, 2,... n—a— 42

worin a, $ resp. durch-die Combinationen 0, 0; 1, 0; 0, 1; 1, 1 zu ersetzen
sind. Je nachdem # — «— (3 gerade oder ungerade, kann man die Coefficienten
von ¢ mit ungeradem oder geradem Index gleich Null wihlen, und es ver-

bleiben zur Bestimmung der iibrigen n—z_m_—ﬁ_l_ 1, resp. _”_—_ﬁ__;ﬁ—"{_l_ Grossen

¢ ebenso viele Gleichungen. Setzt man die Determinante derselben gleich Null,
so erhdlt man eine algebraische Gleichung fiir 4

W (k) =0, (M)

welche im Wesentlichen mit derjenigen iibereinstimmt, welche Law# und
Herr Heme als Bedingung fiir die Existenz ganzer Losungen der Laméschen
Differenzialgleichung aufgestellt haben.

Es sei
nN—oao— uB =4y (1)
g0 1st
Fop= (& —¥)(2— 1)+ (21"
5 @
oder

Fop=z(—b)(2—10b) - (*—b2 ),
p=2( )( )-e( = ©a)

je nachdem p gerade oder ungerade ist, worin die Grossen b; von den Wur-
zeln der Gleichung B(2)=0 verschieden sind.
* Reducirt man das IntegralJ‘ 7 auf die Normalform, was am zweck-
[?ap
missigsten durch das bekannte Verfahren des Herrn WeiersTrass geschicht
(s. meine Arbeit B. 71 des Borchardtschen Journals Nr. 9), so crgiebt sich

unter Beriicksichtigung der Gleichung: (%) «p (b:)-+ ;_ R'(%)f 0p(b))=0, dass

die Integrale dritter Gattung herausfallen (vergl. Heme: Handb. der Kugel-
Junctionen, p. 241).
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Setzen wir nach geschehener Reduction
z=sinemz, b;=sinamp;,

so ergeben die Gleichungen (E), Gl. 1 in Nr. 2 das folgenden Fundamen-
talsystem von Integralen der Gleichung (A4)
p—e

2

Y= fop=(cosamz)*(Aamz)?(sin amz) II; H(z+E)H(z— )
1

O (x)- ¢

}i_——'f
yo=y{(o— v 5o+ SuDlog Hez 4 6) Hiz— )
—eDlog H(x) + oy Dlog H, (%) —I—,B&Dlog@l(x)]

()

wo ¢=0 oder 1, je nachdem p. gerade oder ungerade,

2 5 2
= ————— =
TR (D) ) R,(L) Frus (L)
“ b
p—e
2 b

=T TR T A

p—e
1 2
TR TR T e er e

Man hat fir «, 8 die Combinationen 0, 0; 1, 0; 0, 1; 1, 1 zu setzen.
Natiirlich ist die letzte nur fiir n>2 moglich:

Ist z. B. n=1, so ergeben die Gl (I)
G(z)=sin*ama— 2%,
wenn man mit Herrn HermiTr
=—1—xt}x*sin’ama
setzt. Die Gleichungen (K') werden:

() 2200 Py
Yy=¢e o (a) .H(g(—l—)a) 5 Y=¢€ o(a) . H(z—a) .

Nach Gleichung (L) ist
1) fir a=0, p=0, die GL. (M) h=—1—x% p=1, e=1, fo=Fp=2,
die Gl. (V):
(=sinamz, y2=sinamx[%x—DlogH(x)]
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2) fur a=1, g=0 die GlL (M): h=—1, p=0, ¢=0, )’=—';1"E,
O’—‘——‘—:‘,?; T=—x’2
fw=\[1-—z2, F10=1.
Die Gl (V):
1, = cosamz, y2=;}—2-cosamm[J_KK”2w—DlogI:L(m)]

3) a=0, f=1, die GL (M) h=—st, p=0, ¢=0, d=—zs c=rr>

»%'2
z=—- Die Gl (V):

Yy, =Aamz, y2=xi,2Aamx[K—j;Jm+Dlog@,(x)],

Resultate, welche mit denen des Herrn Herwite 1. ¢., p. 826 iibereinstimmen.

7.

Wihrend fiir ein willkiirliches % die Gleichung (4) durch ein Fundamen-
talsystem von Integralen (K') befriedigt wird, deren logarithmische Ableitung
doppelt periodisch ist, findet dieses fiir diejenigen besonderen Werthe von &,
fir welche die Gleichung (G") durch eine Function der Form f,g(2) befriedigt
wird, nicht mehr statt, wie die Gl. (V) zeigen. Man kann dieses aber auch
a priori ohne Zuhiilfenahme der Integrale (N) erkennen. Es sei niimlich

dz
w\VE
die zu den singuliren Punkten der Gleichung (G') gehorigen determinirenden

nicht algebraisch sein. Denn da

u, = f,p(2), so kann zunichst u2=uij

Fundamentalgleichungen die Wurzeln 0, % haben, so wiirde sich ein Integral

u, ergeben der Form w,=f,p(2), (s. meine Abh. B. 66 des Borchardtschen
Journals Nr. 6 II), worin die Combination «’ 8’ von der Combination « 8 ver-
schieden wiire. Dieses ist aber nicht moglich, denn da die zum Punkte z=o0
gehorige determinirende Fundamentalgleichung der Gleichung (G") die Wur-
zeln —» und #-+1 hat, und f.e, frg beide fiir z=oc unendlich nter Ord-
nung werden, so miisste fup= Const. f,p sein.

Es seien nunmehr @, ¢ zwei beliebige singuldre Punkte der Gleichung (&),

Annali di Matematica, tomo IX. 5
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34 Fuchs: Ueber eine Classe von Differenzialgleichungen, ece.

so gehort u,={ys(2) zu einer der Wurzeln 0, % der zu o gehorigen determi-

nirenden Fundamentalgleichung, und es gehdre ein Integral u, resp. zu -;—

oder 0. Ferner sei »,, », ein zu 0, o resp. gehoriges auf o' heziigliches Fun-
damentalsystem, so ist
Uy = Cyy Ny} Ciamg, Uy == Cy4%, } Co2 72,

wo entweder ¢,,=0 oder ¢,=0, weil u,=f.g(2). Es sind aber wenigstens

fir irgend ein o' die Grissen ¢, ¢, von Null verschieden, weil u, nicht

algebraisch ist. Nach einem Umlaufe um ¢ und o' gehen u,, u, resp. iber in
€11 Co2 -+ C12 0 2 €11 C1oUs 2 21 C22 Uy + C21C1e - C1a C22

A T A A Uz

WO A==€y, — 13¢5y von Null verschieden ist. Da €., ¢;, nicht verschwinden,
80 ist u, nicht in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten iibergegangen,
oder, was auf dasselbe hinaus kommt, es ist, wenn man u, = f(x) setzt, Dlog /(%)
nicht periodisch, da ein Umlauf von z um zwei singulére Punkte der Gl (G')
einer Vermehrung von # um eine der Perioden gleichkommt.

Heidelberg 15 December 1877,
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Sopra la teoria delle curve piane
di quarto grado.

(Nota di C. F. Griser, in Zurigo.)

Nella teoria delle curve algebriche viene, come & noto, ammessa I’ipotesi,
che la Hessiana della curva generale di nesm0 grado non possegga né punti
doppi, n® punti di regresso; sebbene questa ipotesi non siasi finora potuta di-
mostrare per vera se non che per n=3 (*).

Da una questione rivoltami dal sig. Brioscar, riguardante le curve di quarto
grado, fui condotto alla discussione di questa ipotesi per il caso di n=4, e
mi fd ora qui lecito di esporre brevemente i risultati ottenuti.

§ 1.

I’ equazione omogenea della curva generale di quarto grado in coordinate
trimetriche di punti riferite ad un triangolo fondamentale qualunque z,=0,
2,=0, ;=0 pud sempre essere ridotta alla forma

Ci=zt+4u2}+ 6u 2’ + 4wz, +u, =0
nella quale u, rappresenta una funzione intiera ed omogenea del grado kesime
m z, ed z,.

Si domanda se per mezzo di una trasformazione lineare delle coordinate &
possibile di ridurre la precedente espressione alla forma

=gt 4’0 +uw,=0 1)

w* ed u', rappresentando delle forme binarie di terzo e quarto grado nelle

" (*) Vedi Cresscn: Vorlesungen iiber Geometrie, vol. 1, pag. 361. — SALMON: Treatase on
the higher plane Curves. Second edition, pag. 351. ;
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36 Geiser: Sopra la teoria delle curve piane di quarto grado.

nuove cordinate z’; ed «;; oppure, nel caso che tal riduzione non sempre sia
possibile, di trovare le condizioni affinche lo sia.
A tal fine supponiamo questa riduzione eseguifa e si abbia

Ci=2x"+4u2' +u,
si potrd sempre trovare una sostituzione lineare
x,;, — x"“ xlz — wn2 + ‘Bﬂ')"3 , x’s _ d’ xug + ﬁ’ x”s

tale, che 4u', si riduca ad una delle due forme seguenti: "} 2" oppure 2"z,
Nel primo caso I’equazione della C, si riduce alla forma:
@+ +2")r" ' =0

", rappresentando una forma binaria di quarto grado in z"; ed 2";. Ma tale
espressione non contiene che 14 costanti disponibili, invece delle 15 proprie
alla curva generale di quarto grado, dal che ne segue che essa non pud es-
sere identica con quest’ultima.

Le stesse considerazioni valgono anche per il secondo caso; quindi se ne
conclude che: I’equazione (1) non rappresenta la curva generale di
quarto grado.

§ 2.

Sia
Ci=zi+uz,+v=0

(in cui # e v rappresentano delle forme binarie omogenee in x, ed x, rispet-
tivamente di 3° e 4° grado) 1'equazione di una curva di quarto grado. Essa
si pud considerare come appartenente al fascio C'4-1C'=0, nel quale sia
C'=2z!e C=uzx,+v. La curva C'=0 & la linea 2,=0 quattro volte sovra-
posta; la curva C=0 possiede un punto triplo in 2,=0 ed z,=0.

Le Hessiane di tutte le curve del fascio sono date dall’equazione

Ou + A Clu 021 + A 0,21 031 ‘I‘ A 0'31 ,
sz + A C’m sz + A 0,22 032 + A 0’32
| st + A 0'13 023 + A 0’23 033 + A 0,33

in cui Crx C'rx significano in una maniera facile a comprendersi le seconde
derivate dei polinomi C e C'.

=0
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Geiser: Sopra la teoria delle curve piane di quarto grado. 37

E siccome nel nostro caso le O’z si annullano ad eccezione di €'y, si pud
scrivere la precedente equazione come segue

Ou 021 031
Cﬂ 022 032 ‘+ A Clu * (022 033 - 0,223) =0 (2)
013 023 Cas

dal che si vede che: le Hessiane del fascio considerato formano di
per s& un altro fascio, e questo di curve di sesto grado.

La parte dell’equazione (2) non affetta da 1, posta uguale a zero, rappre-
senta la Hessiana della curva C=0, e possiede al pari della C un punto
triplo in 2,=0 ed #;=0. La parte della (2) affetta dal parametro X rappre-
senta una curva di sesto grado, la quale si risolve nella retta z,=0 due volte
sovrapposta, ed in una curva di quarto grado, avente un punto doppio in z,=0
ed x,=0, come chiaramente si scorge considerando I'equazione

Co Oz — Ch= (uzz Uzz — ’&t;g) z;+ (uzz Va3 - Voo Uas — 2Ups Uza) Ty (0227)23 - 12;3).

Essendo pertanto il punto doppio 2,=0, 2;=0, comune a due delle curve
del fascio rappresentato dall’equazione (2) lo sard pure a tutte le curve del
fascio medesimo e quindi pure alla Hessiana della

Ci=attux,+v=0.

Dal che ne segue che la riduzione cercata soltanto & possibile per
tale curva di quarto grado C,, la cui Hessiana contenga un punto
doppio non posto sulla C; medesima.

" § 3.

Viceversa sia ora data una curva di quarto grado C, la cui Hessiana H
possegga un punto doppio A4 non posto sulla C,; si potrd prendere questo
punto come vertice 2,=0 2; =0 di un triangolo fondamentale; rapportata al
quale, 'equazione della C; sia

Ci=axt+4bx}+6calt-4dw,+e=0

in cui @, b, ¢, d, ¢, sono rispettivamente di grado 0, 1, 2, 3, 4 in 2, ed 2.
La Hessiana corrispondente sard rappresentata dall’equazione:

12ax2 +24bx, +12¢ 120,22 +12¢,2, +4d, 120,27 +12¢52, + 4ds
H= 1262x§+1202x1 +4d2 6022x5+4d22x1 + €59 6023$Cf+4d23x1+623 =0

12baxi+1203w1+4d3 6023xi+4d23x1+323 603393?"’46133%,*633
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nella quale b cr dx ¢k dry en significano le prime e seconde derivate delle
&, ¢, d, e rispetto ad x; ed 2.

Ora affinche la I abbia secondo l'ipotesi un punto doppio in 4 bisogna
che nello sviluppo del Determinante precedente secondo le potenze di x, si
annullino i coefficienti di zf ed 2% Ma sopra di questi coefficienti non hanno
alcuna influenza i termini degli elementi del Determinante che sono indipen-
denti da x,; pertanto basta che si annullino i coefficienti di 22 ed 2} nello
sviluppo del seguente Determinante:

| 12ax, +24b 12b,z, +12¢, 12b;2, -+12¢
H’: 12 ngi _I" 1202 66223‘)1—!—46122 60232‘/‘1—]-46123
1263561_'—1203 6023£U,+4d23 6033x1—]—4d33.

Ma, come lascia scorgere una facile riduzione, I’ equazione
2H' =0
non & che I'equazione dell’Hessiana H' della seguente curva di terzo grado:
Ci=ax?4+6bx]+12¢x,+8d=0

ossia la H' possiede un punto doppio che coincide con quello della H e che
quindi non pud essere posto nella C..

Dalla teoria delle curve di terzo grado & noto che la prima polare, rispetto
alla C;, di un punto doppio della H’ non appartenente alla C; medesima &

una retta due volte sovrapposta (*). Ora, la donica polare del punto A4 rispetto
a C; avendo per equazione:

aCs
dzs

=3axl+12bz,+12¢=0

il membro a destra dovrd essere il quadrato perfetto di un’espressione lineare
ed omogenea in x,, &z, &3, la qual cosa solo pud verificarsi se identicamente
¢=gc. Ma in tal caso si pud scrivere

@ Ci=ao'zt L 40?bad+6a°cx?+4a°dr,+ale
= (aw,+4 by + 4(a*d — b®)(aw, + b) + (3b* — 4a’bd + a®e).

(*) Dovendo per una tal curva scomparire l'invariante S (secondo la scritturazione di
AroNnoLp) essa pud essere ridotta alla forma normale 27 4 a3 + o = 0, I'Hessiana della
qual curva ha un punto doppio in ognuno dei vertici del triangolo fondamentale. Per il
vertice £,=0 ;=0 1’equazione della prima polare si riduce ad z?=0 dal che risulta la
veritd della sopra espressa proposizione.
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Introducendo ora un nuovo sistema di cordinate
x’4=ax1+b7 x’g =.’IJ2, x’3=x3
e ponendo
a?d—b=v, 3bt—4abdtale="0

(dove % e o rappresentano forme binarie di 3° e 4° grado in #, ed ), si
ottiene la cercata riduzione di C, alla forma

2t +4u'z, 49 =0

la quale, come si vede, sempre & possibile quando la Hessiana
della C, possiede un punto doppio non posto sulla C,.

§ 4.

La Hessiana di una curva di quarto grado C,, abbia un punto doppio P;
tre casi sono possibili: ovvero P non & posto sulla C,, oppure ne & un punto
semplice, oppure ne & un punto doppio. Ma dalle precedenti considerazioni
risulta che il secondo caso mon & possibile: infatti prendendo P come vertice
2,=0 2;=0 di un friangolo fondamentale, condizione necessaria e sufficiente
affinché la curva

Ci=auxt4-4ba%+8cal44dx,+e=0

passi per il punto P si & che a=0.
Ma tale & eziandio la condizione affinch® la curva

Ci=ax}+6ba}+12¢c2,4+8d=0

passi per P. Ora & noto dalla teoria delle curve di 3° grado che un punto di
C; pud essere un punto doppio della corrispondente Hessiana solamente quando
gid sia un punto doppio della C; medesima. Nel nostro caso dovrebbe pertanto
essere pure b=0, il che dimostra che C, possiede un punto doppio in P.

Riassumendo i risultati finora ottenuti, vediamo che: la Hessiana della
curva generale di quarto grado non possiede alcun punto doppio
(o di regresso). Infatti: o questo punto dovrebbe di gid appartenere alla
curva C, medesima, oppure dovrebbe permettere (vedi § 2) di ridurre I’ equa-
zione della stessa alla forma

Ci=at+4u 2, +ur=0,

della quale fu dimostrato (vedi § 1) che non rappresenta I’equazione della
curva generale di quarto grado.
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§ 5.

Il metodo fino ad ora seguito si pud senz’altro estendere al caso generale
delle curve di grado mesimo, Siano a, b, ¢, d, e,... funzioni intiere omogonee
di grado 0, 1, 2, 3, 4,... in z, ed 2, si pud sempre ridurre I'equazione della
curva generale di grado nesimo glla forma:

C,= aa:,”—l—nbx{‘*‘—l— "_(ﬁ—_l) cam2 4 qlgl_:%—_g} dar—3 4
_l_w(n—l)(n——‘))(n——%) ‘—0. ®)

1-2:3-4

Si vede dal numero delle costanti che in generale non & possibile per mezzo
di una trasformazione lineare di ridurre la precedente equazione alla forma:

Comaain 4 2O DO gyiae 20D . o,
Condizione necessaria e sufficiente per cid si & che la Hessiana della C, pos-
segga un punto doppio non posto sulla C, (fatta astrazione dal caso speciale
in cui C, possegga un punto triplo).

Per dimostrarlo supponga51 che (3) sia I'equazione di C, riferita ad un
triangolo fondamentale il cui vertice #,=0 #,=0 coincida col punto doppio
della Hessiana. Ma in tal caso anche la curva

Ci=ax}+3(n—2)bz;+3(n—2¢cz,+(n—2Fd=0
avrd nello stesso punto un punto doppio, e quindi (vedi § 3 Nota) dovra pur

essere b*=ac.
Eseguendo pertanto nella an— C, la sostituzione

m’izaxi—l—b, (E'2=£E2, x’s.';—"x3
'equazione (3) si ridurrd alla forma

n(n—1)n—2) ,

an—1! Cn=x1’”+T —l—- n(n—-l)(n_2) (11,-—-3) 1’n—4

1-9.5.4

Dal che facilmente se ne deduce che:
La Hessiana della curva generale di nesimo grado non possiede
n¢ punti doppi, né punti di regresso.

Zurigo, il 5 gennajo 1878,
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Ricerche
sulle equazioni algebrico-differenziali.

(Memoria di F. Casoratt, @ Pavia.)

In questa Memoria cerco le condizioni che devono verificarsi in una equa-
zione primitiva completa tra due variabili, affinch® nella corrispondente equa-
zione differenziale di prim’ordine manchi, per I'annullarsi dei singoli coeffi-
cienti, un dato numero di gruppi di termini omogenei aventi le maggiori
dimensioni rispetto alle variabili stesse. Di questa ricerca lessi un sunto nel-
I’ adunanza 29 novembre 1877 del R. Istituto Lombardo, limitandomi perd
allora quasi esclusivamente alla prima e piu facile parte della medesima.

Consideriamo una primitiva della forma
f(Q)=aQm+bQm—ttcQm2t...4+-5Q-4+-t=0 1)

dove a, b, c,..., s, ¢ significhino funzioni razionali intere di due variabili u,
v, del grado n, ed Q una costante arbitraria.
La eliminazione di Q tra questa equazione e la sua differenziale immediata (¥)

3f(Q)=da-Qm+db-Qmt t... b-ds-Q+dt=0 @)

somministra, come equazione differenziale avente la (1) per primitiva completa,

(*) Adopero sin d'ora il segno 3, volendo in seguito con questo segno, preposto a quello
d’una funzione ¢(x), significare che ¢(z) va differenziata rispetto ad w e v considerandone
Pargomento « come costante quand’anche dipendesse da u, o.

Annoli di Matematica, tomo IX. 6
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la equazione

a b
7 0 00 . . . ¢ 0 "

“|dadbde . . . . | ®)
0 da db
000 . . . dt
che, ordinata secondo le potenze di dw, dv, piglia la forma

F=Aduw+ Bdwtdv-+... 4 Sdudv 4 Tdv™ =0, 3"

in cui A4, B,..., S, T significano espressioni formate colle funzioni a, b,...,
s, t e le loro derivate prime.

Il grado normale delY equazione F'=0, rispetto ad u, v, ciod il grado che
le funzioni A4, B,..., S, T devono in generale avere, &

l=m(@2n—1). 4)

Ma la equazione differenziale pud talvolta ridursi a grado anche assai minore
di 7/, pur conservandosi razionale intera rispetto ad u, v, du, dv e del grado
m rispetto a du, dv. Una tale riduzione pud avvenire e per effetto della sop-
pressione di fattori razionali interi in %, v comuni a tutte le funzioni 4, B,...,
S, T, e perche riescano nulli in queste funzioni tutti i singoli coefficienti dei
termini aventi le maggiori dimensioni in #, v. Ora troveremo le condizioni a
cui devono soddisfare le funzioni @, b,..., s, £, affinché avvenga riduzione
nella seconda di queste maniere (¥).

A tal fine importa di poter designare separatamente i singoli gruppi o somme
di termini omogenei in #, v costituenti una qualunque funzione intera. Se sia

(*) La quale, introducendo I'omogeneitd rispetto alle variabili, comparirebbe come ecaso
particolare della prima. Ma per ora non la considereremo sotto questo aspetto; come né
anche porremo mente alla possibilith di simultanea riduzione per soppressione di fattori.
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¢ il simbolo della funzione, ne indicheremo i gruppi aventi rispettivamente le
0o 1 2
dimensioni 0, 1, 2,..., con ¢, 9, 9,.... Potremo quindi scrivere

" n—1 0
a =a a 4o da,

r

F(X)=aXm4bXmt .. L sX+1,

=T +FE) +-+100),
F =11;7 _I_li’l e RREEE R +_F0'

1 .
Il gruppo F' pud esprimersi mediante il determinante (3) dove si tengano,
come elementi, non a, b,..., da, db,..., ma soltanto i rispettivi loro gruppi
dell’ ordine massimo:

n

a

0

K|y Ousx
N O3

3

kN o on o". " -
da db do .
0 da db .

000 .. .4t
11 gruppo ll_q’l si pud esprimere mediante la somma dei 2m determinanti che
provengono dal (5) sostituendovi in una linea agli elementi ;, Z,..., od ai loro
differenziali, gli n;,l "b—,l..., o i differenziali di questi. Il gruppo ZF— 2fsi pud espri-

%2;"__1) determinanti provenienti dal (5) col

sostituire questi ultimi elementi ai primi in due linee, e degli m determinanti

mere mediante la somma deil

n—2 n~—2
provenienti dalla sostituzione degli elementi a,..., d@,... ai primi stessi in

una linea. Ed analogamente si pud esprimere ciascun altro dei gruppi
[ -1 -2 0

F, F, F,.. F (6)
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Altrettanto noteremo per il discriminante della (1), che chiameremo g,

ma (m—1)b .
0 ma
0 0 . . 8 q
=1 3 % . . . | @
b
0 0 mi
il cui grado in generale &
h=2(m—1)n; 8)

cosi che si possono immediatamente avere espressioni in forma di somme di
determinanti per ciascuno dei gruppi
h h—1 h—2 0

B 5 G 9 9

Affinche il grado di F' riesca di 1, 0 2, o 3, od ecc. unitd minore del nor-
male, bisogna che siano identicamente soddisfatte la prima, o le prime due,
o le prime tre, od ecc. fra le equazioni

1 -1 -2 0

F=0, F=0, I'==0,..., F'=0. (10)
Queste sono le equazioni differenziali da integrarsi per ottenere le condizioni
finite a cui devono soddisfare le funzioni @, b, c,... della primitiva, o pilt pro-
priamente i rispettivi loro gruppi omogenei, affinch¢ avvenga una riduzione
nel modo che stiamo considerando.

Della prima fra queste equazioni si ottiene subito l'integrale completo ed

1 singolari, riflettendo che essa risulta dall’eliminazione della costante arbi-
traria Q fra le equazioni

fQ)= aQm + bom—t 4ot 5Q 4 £=0, (11)
3fQ)=da- @bt . 4 ds-Q+df=0, (12)

come la (3) & risultata dall’eliminazione di Q fra (1) e (2). La (11) & dunque
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1
I'integrale completo di F'=0; e gli integrali singolari saranno somministrati
dalla equazione che risulta eliminando Q fra la (11) e la sua derivata rispetto
ad Q, ciod dal discriminante

ma (m—1)b .
0 m;
h n
g=| 0 0 5 o, (13)
b 2¢
o b
0 0 mt
3.

Perd 1'integrazione delle successive equazioni (10), considerate 1'una dopo
I'altra nella detta loro forma di somme di determinanti, diverrebbe presto, e poi

sempre pill, laboriosa. Ma pigliando a considerare F' in forma di prodotto, e
7 1—-1
conseguentemente esprimendo in tale forma anche i singoli gruppi F, F...,

troveremo che la determinazione dei relativi integrali, sl ordinari che singo-
lari, riescird assai piu facile.

Conviene accompagnare i gruppi omogenei, corrispondenti alle diverse di-
mensioni, con le diverse potenze di un parametro arbitrario %, non avente al-
cuna relazione colle variabili , v. Percid porremo

n n—1
ay=a +ya

n—2 0
+ya A tyta
" n—1 n—2
by=b  +yb  +y'b A fyd

fy(X)=ay X7+ by X~ +oodsy X414,
n—1 N2

—fX) + 9T+ T X)Ly f(X) =0
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ofy(X)=day- X" +db,. Xm—t + ... 4-ds, - X+ dt,
n—1 1

— (XY +y0 F(X)+ -y f(X),
La eliminazione di Q fra le equazioni
f@=0,  3f,@=0
condurrd all’equazione differenziale

! -1 1-2 0
Fy=F+yF+yF+..- 49 F=0

Indicando con piy psy..., pm le radici dell’equazione f,(X)=0, ciot po-
nendo

fy(X)=ay(X—p)(X—ps) -« (X — pm),
il risultato della detta eliminazione si potrd anche esprimere col prodotto
aym(day ¢ P{”l-l_dby 'Pim_i + b + dty) (day 'pgm + (zbypg/’n—'1 + e +dty) °c
ossia con
p=pm
ay™ I 3fy(p);

=0
¢ dunque sara

1 -1 1-2 [}
Fryl+y P+t -+yl=
n n—1 0 p=pm % n—1 1 (14)
(@tya+t-Fyray 0 Bf@)+yd f @+ +y*f(p)}

P=P
Ora, affinch® riescano soddisfatte le prime p fra le equazioni (10) & neces-
sario e sufficiente, che, negli sviluppi degli m fattori

afy(ﬁi% 3fy(P2)7-"7 afy(Pm); (15)

secondo le potenze positive di y, manchi tal complesso di primi termini per
cui riesca #* la pilt bassa potenza di y nel prodotto di essi fattori.
Indicando con P, cio che diventa pu per y=0, cioé ponendo

F(X)=a(X—P)(X—P)- - (X—Pn), (16)

n
il primo termine nello sviluppo di Jfy(ps) sard ¢ f(P,), ed 1 termini successivi
conterranno potenze intere di y, se P, sard radice semplice; ovvero potenze

1
intere di y*, se P, sard radice doppla; ovvero ecc.
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Intanto il primo termine in (14) sard
1 ” n n ”
F=(ay*of(P)-0f(Ps)-- -0 f(Pm)- (A7)

15
Da qui & manifesto, che, per rendere nullo F, bisogna far si che una delle

radici dell’equazione fn(X)=0 sia anche radice della ¢f(X)=0. Indicando
per semplicith con P una tale radice, avremo dunque le identitd

f®)=0, of(®)=0. (18)

Differenziando la prima di queste avremo

Of @) +okdp=0, e quindi ZLap—o,

oPp
dove —g—g significa evidentemente la derivata parziale di ]"(P) rispetto a P.
Dunque la radice P dovrd soddisfare 'una o l'altra delle condizioni
a”
ap=0, Lo, (19)

1
che equivalgono all’unica equazione F'=0, e la prima delle quali, integrata,
somministra l'integrale completo, mentre 1’altra somministra gli integrali sin-
golari della detta equazione differenziale.
L’integrale completo & espresso da P = Cost., ossia dalla (11), od anche dalla

aPm - bPm e - sP £ =0, (20)

dove con P §'intenda una costante. E una relazione lineare tra i gruppi di
massima dimensione nella primitiva, con coefficienti che stanno fra loro come
le successive potenze di una costante.

Gli integrali singolari si otterranno dalla seconda delle (19), la quale esprime

che P dev'essere radice doppia dell’equazione ;(X):O, e si traduce, come
gid avvertimmo, nella (13).

Quanto alle condizioni, s} ordinarie che singolari, affinche il grado della F
si abbassi ulteriormente da /—1 ad [—2, [—3, ecc., riflettiamo anzitutto,
che, possiamo ricercarle sia continuando a considerare quello tra i fattori (15)
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del cui sviluppo abbiamo gid annullato il primo termine, e cioé esprimendo
che devano essere zero anche il secondo termine, il terzo, ecc.; sia esprimendo
che devano essere nulli i primi termini e poscia i successivi negli sviluppi di
altri fattori (15). Imperocch® 1'abbassamento pud provenire dall’uno come da
ogni altro, da alcuni soltanto, come da tutti insieme questi fattori. Ma appunto
per cid, possiamo ricercare le condizioni affinché provengano ulteriori abbassa-
menti dal fattore gid considerato; che per gli altri fattori dovranno verificarsi
condizioni affatto somiglianti, affinch® contribuiscano a rendere il prodotto F

di grado vie pilt basso.

Ripigliando dunque in considerazione il fattore ¢fy(p), che per y=0 si

riduce a 8;(P)=O, cerchiamone lo sviluppo secondo le potenze positive di y,
supponendo, in primo luogo, che la radice P sia semplice, e perd costante. In
tal caso potremo porre
p=P+s8y+ 8yt sy*F---> (21)
e quindi
P s 1 82f
f(P) f( )+yaP 1Ty 3P 2+23p2
(22)
10 f 1 ¢ f
+y [ sty pm2ss ik
I coefficienti s,, S;,... si determineranno eguagliando a zero i coefficienti delle
successive potenze di y nello sviluppo di

n—1

F@ =T+ T @+ -+ f(p),

che &

n n n—1

0 2 n—2

f(P)+y[9psx+f(P)] [——f,sz+;—9—l,’:sf+a—fsi+f(f’)]
n n—1 -1 -
1 otf 1 9f ., 0f 192“ (23)

oot b ot g Bt s 1oL 2 )
+....
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Determinati cosl i coefficienti s,, Sz,..., si avrd lo sviluppo di dfy(e):

n—1

3 () =316) +yd T (e) -+ 0 ()

i} 01 axf 183f \ an
o (@) /[—8”” O]y [FH 05 G st oo (P)] (24)

— #—1 n—2

[Sf ”Mfz 1203, 2 f LT "fs+af(P)J
12 2 2 1

o 52y e 3.39p% " Gp ot
+ase

Il primo termine &;(P) di questo sviluppo & nullo. Se in nessuno degli
-1

sviluppi dei restanti fattori (15) mancasse il primo termine, il gruppo y F' si
otterrebbe moltiplicando il secondo termine di (24) per i primi termini di que-
sti altri sviluppi, ciod sarebbe

P o[+ 0] T o700,

)
Sngﬁca che devesi fare il prodotto dei fattori 8f(P,), af(Pz),

(m—1
dove II
escluso il 3f(P) Per opera del fattore ¢f, (o) riuscird dunque nullo F se sia

soddisfatta la condizione
n—1

V1+aﬂm (25)

-1
E in ogni caso, quand’anche F' fosse gid zero per opera degli altri m—1

fattori, questa cond1z1one farebbe abbassare il grado di F' di un’altra unita.
Dovendosi determinare s, coll’equazione

n—1
&+f®— (26)
ed essendo
'37‘ 3f
P _aa 5 (27
la condizione trovata riducesi a
n—1 n—1
d‘ f ®) =7 (P)a 3 P =0. (28)

Annali di Matematica, tomo IX.
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Quest’equazione non ammette integrale completo, ma soltanto un integrale
particolare, imperocche la eguaglianza

n

n—1
f (P)=§§><Cost. rispetto ad w, v,

tra due funzioni omogenee di grado diverso, che ne sarebbe I'integrale com-
pleto, non pud sussistere che per Cost. =0, cioé per

n—1

f (®)=0, (29)

non essendo zero, per supposto, la derivata di f(P).

Questa equazione pud qualificarsi come un integrale, d’indole affatto parti-
-1
colare, dell’equazione differenziale F'=10 (colla condizione P = Costante). L’in-

tegrale completo di questa equazione differenziale si avrebbe eguagliando a
zero uno degli m—1 fattori di

(m—=") a

I 3 f(Py),
e pigliando la prima delle due equazioni analoghe alle (19)
a'ﬂ
P, =0, an;=°’

che ne scaturiscono, la quale darebbe P,= Cost. Pigliando la seconda, si
avrebbe un integrale singolare della stessa equazione differenziale.

n—1

Ammesso che, per P costante, sieno zero ;(P) ed f(P), lo sviluppo del fat-
tore Jfy (o) principia col termine in #? il cui coefficiente, per essere s,=0,
riducesi a

88 - n—2
Elstaf ). (30)

Analoga riduzione subisce il coefficiente di »* in (23); laonde s, va cavato da

7 w29
I st f ®)=0. (31)

E perd, sostituendo il valore di s, nella precedente espressione eguagliata a
zero, sl ottiene quale condizione, affinché il grado di I si abbassi d’una terza
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unitd per opera del fattore 8fy(p), la seguente

o = ii=o,

la quale, analogamente alla (28), traducesi nella

n—2

f (®)=0. (32)

n n—1 n—2
Sussistendo, per P costante, le relazioni f(P)=0, f (P)=0, f(P)=0, lo svi-
luppo di dfy(g) principia col termine in #?, il cui coefficiente, per essere s,=0,
s, =0, riducesi alla

a”}+§hm

analoga alle (25), (30), nella quale s; significa il valore che si cava dalla

n—3

33+ f(®)=0

analoga alle (26), (31). E perd la condizione, affinché il grado di F diminuisca
di una quarta unitd, per opera del fattore in considerazione, &
n—3
7 ®)=0.
E cos) continuando, conchiuderemo, che, le condizioni necessarie & sufficienti,
affinchd il grado di F si abbassi di p unith per opera del fattore dfy(p), nel
caso di P radice semplice, sono espresse dalle prime p fra le equazioni

n n—-1 0
f(P)=0, f®)=0,..., f(P)=0, (33)
dove P significa una costante qualsiasi.

Se messun altro tra i fattori (15) contribuisse all’abbassamento del grado,

se ciod in nessuno mancasse il primo termine dello sviluppo, in tal caso il
I—p

gruppo F' non sarebbe nullo e si potrebbe esprimere con

1—p n afaffp) f(P)SaP(m 1) n

F= (a,)m - af(P).
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Mediante il fattore in considerazione, con P radice semplice, il grado del-
I'equazione differenziale F'=0 si potrd far discendere di » unitd, e non di
piu, se non vogliasi che F' riesca zero identicamente. Imperocchd, se sussi-
stessero insieme tutte le condizioni (33), la radice p dell’equazione f,(X)=0
ridurrebbesi alla costante P, e quindi la identitd f,(¢)=0 trarrebbe seco la
ofy(e)=0, ed il risultante F'=0 delle equazioni f,(X)=0, ¢f,(X)=0 sa-
rebbe identicamente soddisfatto.

5.

Come si pud far discendere il grado di F' da ! ad !—n per mezzo del
fattore considerato finora, nella stessa maniera tale grado si farad discendere
da I—n ad I—2n mediante un secondo fattore (15), e cioé stabilendo che
un secondo valore costante di P, sia radice semplice della prima fra le
equazioni

n n—1 1
fP)=0, F(®)=0,.., [(B)=0. (34)
e radice di tutte le altre.

Se queste equazidni avessero luogo per m differenti valori costanti di P,,
allora il grado di F' scenderebbe da ! ad I—mn. Perd, come equazione dif-
ferenziale, la F'=0 si semplificherebbe assai pill ancora, riducendosi ad una
del grado »—1, in quanto che la F diverrebbe in tal caso eguale al prodotto
di una costante per la potenza meme di uno qualsiasi dei differenziali da,
db,..., ds, dt. Infatti, sussistendo insieme colle (34) le seguenti

O\f”(P/&)=07 d\"fl(P#):‘Or"; 3;(Pﬁ)=01

le costanti P,, P,,..., P, sarebbero radici di entrambe le equazioni

X)) —{(X)=0,  3f(X)=0

ed avremmo

0 0 0 \
b—b c—¢ t—¢
5 =—23P, 5 =2PPy, ..., w =+ PP;...0,,
a—a a—a a—a (35)
db de dt
da,—_EP7 'd—a"=EP1Pg,..., %=iP,P2...Pm.
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E perd, sostituendo nel determinante

da

0

0
db
da

0

0 0 0 0 0 0
a—a+a b—b+4+b c—ctc
0 0 0 0

0 a—a+a b—b+b

0
de
db

0

0 0
t—t4t

dt

53

0 0
invece di b—b, ¢—e,..., db, dc,... 1 valori cavati dalle (35), poi racco-
gliendo da da ciascuna delle 7 righe inferiori, e sottraendo da ciascuna delle

0
m righe superiori I'omologa inferiore moltiplicata per a—a, si otterrebbe

0 0 0

a b ¢

0 0

0 a b

F'=(da™| 0 0 0
1 —3P 3P,P,
0 1 —3P

0 0 0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

h o .

(Continua.)

(36)



Bestimmung der niedrigsten Classenzahl
der algebraischen Minimalflichen.

(Von L. Hesxesere, in Ziirich.)

Die vorliegende Arbeit hat den Zweck die niedrigste Classenzahl der alge-
braischen Minimalfiichen als die fiinfte nachzuweisen.

In zwei Abhandlungen von mir (*) ist eine specielle Minimalfliche fiinfter
Classe aufgestellt und untersucht worden, von welcher ich nach Verdffentli-
chung der betreffenden Arbeiten erfahren habe, dass Herr WrirrstrAss schon
im Besitze ihrer Gleichung gewesen ist; dieselbe lautete in Ebenencoordinaten

2w (u*—v°)(3ut + 3 v+ 2u°) + 3 (u* 4 v2)*=0.

Der zufiihrende Beweis reducirt sich somit darauf, zu zeigen, dass keine alge-
braische Minimalfliche von der dritten oder vierten Classe existiren kann. Dieses
lasst sich mit folgenden Hiilfssdtzen bewerkstelligen:

Teder Cylinder, welcher eine algebraische Minimalfliche beriihrt, hat
zum Orthogonalschnitte die Evolute einer algebraischen Curve.

Tede Minimalfliche, welche von einem Cylinder berithrt wird, dessen
Orthogonalschnitt die Evolute einer transcendenten Curve ist, ist eine
transcendente Fliche.

Beweis: Herr WeErstrass (**) hat die Coordinaten z, y, 2 eines Punctes
der Minimalfliche dargestellt als die reellen Theile dreier Functionen U, V, W

(*) Ueber solche Minimalfliichen, welche eine vorgeschriebene ebene Curve zur geoditischen
Linie haben. Ziirich, 1875.

Ueber diejenige Minimalfliche, welche die Neil’sche Parabel zur ebenen geodiitischen Linie
hat. Vierteljahrschrift der ziircher. Naturf. Ges., Bd. 21.

{(**) Weierstrass: Ueber die Fliche, deren mittlere Krimmung diberall gleich Null ist.
Monatsberichte der Berl. Akademie der Wissenschaften vom October 1866.
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von der Form

a2 F(s) dF(s)

U= 1+ 0 195 2292 7),
-wa+5d“” %‘”®+2F@,i (1)
o BF(s)  dF(s)

W=2s ds? —2 ds

i

Hierbei bedeutet F'(s) eine analytische Function des complexen Argumentes s,
welche algebraisch ist oder transcendent, je nachdem die Fldche von alge-
braischer oder transcendenter Natur ist, und s bezeichnet die Grosse

XY

1—Z

wo X, Y, Z die Cosinus der Winkel sind, welche die Normale der Fliche
im Puncte z, ¥, 2 mit den Coordinatenaxen einschliesst.

Fiir denjenigen die Fliche berithrenden Cylinder, dessen Mantellinien der
y Axe paralle] sind, ist

X sin a
Y=0 und s= i — =reell.

Bringt man daher F'(s) auf die Form
F(s)=F\(s)+ i Fys), (2)

wo F,(s) und F,(s) Functionen sind, welche reell werden fiir reelle Werthe
von s, so ergeben sich fiir die Coordinaten eines Orthogonalschnittes vom
betreffenden Cylinder die Gleichungen

dz F;(s)

2= (1—g) +2s 0 _ap,,
9 A2 Fi(s) 2dF1(s) (3)
F=as—ra ds
Bildet man sich nun die Function
12 F, dF4
=14 209, TR0 4o R, (s, 0
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56 Henneberg: Bestimmung der niedrigsten Classenzahl

so besteht zwischen z, v, I die Identitit
dlt=dz*+dy*

und es wird daher ! die Bogenlinge der Curve (3) sein miissen. Fir die
Evolvente von (3) ist demgemiiss

——x—{—lcOSa.—aH— o }
(%)
t=g+Ising =2 +— 2—1-1 )

Ist nun die Fliche eine algebraische, so ist F'(s) und also auch F,(s) eine
algebraische Function von s. Dann sind aber x, y, I und infolge davon auch
¢, ¢ algebraische Functionen von s, d. h. die Evolvente ist eine algebraische
Curve.

Ist dagegen die Evolvente (5) eine transcendente Curve, so ist jedenfalls
eine der Grossen x, y, ! eine transcendente Function von s. Dies ist nur
moglich, wenn F,(s) und daher auch F(s) eine transcendente Function von
s, also die Fliche eine transcendente ist, q. e. d.

Fiir jeden Wurzelwerth der Gleichung

1
VIO
ergibt sich infolge der Gleichung (3) eine reelle, unendlich ferne gerade Linie
auf der Minimalfliche. Da zu simmtlichen Puncten einer solchen Linie der
namliche Werth von s gehort, so werden die Tangentialebenen der Fliche
lings derselben in eine einzige Ebene zusammenfallen. Der von einem reellen,
unendlich fernen Puncte der Minimalfliche an die Fliche construirte Cylinder
wird somit, falls die Fliche von der »ten Classe ist, in die Tangentialebene
und in einen Cylinder von der n—2ten Classe zerfallen miissen.

Wenn nun eine Minimalfliche von der vierten Classe existirte, so miisste
der von einem reellen, unendlich fernen Puncte der Fliche construirte beriih-
rende Cylinder von der zweiten Classe sein, wihrend es, da die Kegelschnitte
die Evoluten von transcendenten Curven sind, iiberhaupt keine algebraischen
Minimalflichen geben kann, die von einem Cylinder zweiter Classe beriihrt
werden. Ebenso kann keine algebraische Minimalfliche dritter Classe vor-
kommen. Die einzige Minimalfiiche zweiter Classe ist die Nullkugel. Von

der Nullkugel abgesehen ist somit die niedrigste Classenzahl der algebraischen
Minimalflichen die fiinfte.
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Diesen Beweis habe ich in Ziirich seinerzeit gelegentlich meiner Habilitation
vorgetragen. Inzwischen hat nun Herr Lie (*) eine Abhandlung publicirt, in
welcher er sich mit der ganz allgemeinen Frage nach der Bestimmung simmt-
licher Minimalfliichen von vorgeschriebener Classe oder Ordnung beschiftigt.
Trotzdem habe ich geglaubt, dass dieser Beweis, wenn auch vielleicht nur des
Hiilfssatzes wegen, noch Interesse besitzen diirfte.

Ziirich, im November 1877.

(*) Sormus Lie: Synthetisch-analytische Untersuchungen iiber Minimalfiichen, A{(:hiv for
Mathematik og Naturvidenskab. Kristiania, 1876.

Annali di Matematica, tomo IX.
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Ueber die unendlich kleinen Schwing-
ungen, welche ein Faden, der an dem
einen Endpuncte befestigt und an dem
anderen durch ein Gewicht belastet ist,
unter dem Einflusse der Schwere und
einer anfianglichen Gleichgewichtssto-
rung ausfithrt. O

(Von L. Hexsesere, in Ziirich.)

1.

Bezeichnet man mit s die Bogenldnge, mit « die Masse der Liingeneinheit
und mit X die Spannung eines biegsamen, unelastischen Fadens, auf welchen
nur in der Richtung der z Axe die Schwere wirkt, so ist die Bewegung des-
selben ausgedriickt durch die Gleichungen

a%‘;ds—d(x%)=o,
a%dS—d()%):O, (1)
u%ds—-d()\g—'z)=agds.

Zu diesen Gleichungen treten, falls, wie es das gestellte Problem vorschreibt,
der eine Endpunct s=0 befestigt, der andere y =1 durch ein Gewicht von

(*) Der vorliegenden Arbeit liegt eine Schrift zum Grunde, welche der Verfasser, als
Schiiler der mathematischen Section der Fachlehrer-Abtheilung des eidgendssischen Poly-
technikums, im Sommer 1874 zur Erlingung des Displomes eingereicht und zm welcher
ihm sein hochverehrter Lehrer, Herr Prof. Dr. Heisrice WEBER, das Thema giitigst iiber-
lassen hatte.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Henneberg: Ueber die unendlich kleinen Schwingungen, ecc. 59

der Masse m belastet ist, die Grenzbedingungen hinzu fiir s=0:

z=0, y=0, 2 =0,

fir s=1:
mW—H\gf—O
mZ4a8l—o, @
mZZ 421 —mg.

In den folgenden Seiten sollen die Gleichungen (1) und (2) unter der Be-
schrinkung, dass der Faden sich nur wenig aus der Gleichgewichtslage ent-

fernt, also %—ﬁ und & unendlich kleine Grossen erster Ordnung sind, inte-

0s

grirt werden.
Die Spannung A wird abhéingen von der Neigung des Fadens gegen die z

Axe, also eine Function sein von g—: und %—% Denkt man sich A entwickelt
in eine Reihe, die nach Potenzen von 07 yng 0¥ geordnet ist

0s 0s
N
so geht A fiir %—f =0 und %=0 iiber in 2. Es muss folglich 2, die Spannung
im ruhenden Faden bedeuten und daher den Werth haben
=my+(l—s)ag=(a—as)g,
wenn g=m-al gesetzt wird. Somit ist

A=(@—as)g+ 8”-Mia”-]- .

08
In den obigen Gleichungen kommt 2 nur vor in den Verbindungen Xg
kg—za lg—s- Deswegen wird man bei Beschrinkung auf die unendlich kleinen
Grossen erster Ordnung setzen konnen
128 —(a—a0)g %3
0y _ 0y,
1-5;-—(@—0(8)9 s
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Dann ergeben sich aus (1) und (2) fiir  und y die Gleichungen

a-j (a—as)a —a%;——o,
0 0y (]
UG e T
und die Grenzbedingungen fiir s=0:
r=0, ?/=O’
fir s=1:
0°z 0z
(R T
o'y , 0v
B TG

Bei der Untersuchung der horizontalen, unendlich kleinen Schwinungen eines
der Schwere unterworfenen Fadens, dessen einer Endpunct befestigt, wihrend
der andere durch ein Gewicht belastet ist, kommt es darauf an die partielle
Differentialgleichung

éa—sig(a—-as)% —a%=0 3)

zu integriren unter der Grenzbedingung fiir s=0:

u=0, (4
fir s=1:
0*u an
e + =0.
Was die verticalen Schwingungen anbelangt, so kann man in den Gleichungen
fiir 2 nicht setzen

2 Z
A%:(a—-as)gg—s,
da %j— sehr nahe bei Eins liegt und man somit schon Glieder erster Ordnung
vernachlissigen wiirde. Diese Schwingung ist jedoch von geringerer Bedeutung
und darf deshalb ginzlich unberiicksichtigt bleiben.
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2.

Die Differentialgleichung (3) ist linear und homogen. Das allgemeine In-
tegral wird sich aus einer Reihe von particuliren zusammensetzen lassen

u=Z.Anuno

n
Setzt man zur Auffindung von particuliren Integralen
wo S, eine Function bedeutet, die nur von s, T, eine solche, die nur von ¢
abhingt, so zerfillt (3) in die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
d2 Tn n2

G = aIn
und

d

7]

n . "
Tn=Ancosv—;t—l—BnSm\/—;t,
on — 20w ——
Sn=CnJo( —\/a— ) DnYo(—= a— s)
g\ “s)+ z\g =)

wenn J, und Y, die Bessel’schen Functionen Oter Ordnung sind. Somit ist

EC J(\/ Va- ch)+D Y( \/g\a—as)g,
% S‘EA C0S ——t + B, sin —

V= vx {lc. M»“ )D Y( V7 ﬁ)

Die Grenzbedingungen (4) sind befriedigt, wenn ihnen jedes einzelne parti-
culire Integral u, fiir sich geniigt, sobald also fiir s=0 ist:

d S
ds (—l—n?Sn:Oo

Dieselben ergeben

n .
Un= iAncos —t+ Bysin —

V= \/

©)

un———o,
fir s=1

’() Un b?ln
EEREA T

Bei Beriicksichtigung der Differentialgleichung von 7', ergeben sich hieraus
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62 Henneberg: Ueber die unendlich Fleinen Schwingungen, ecc.

fir die Function S, die Bedingungen fiir s=0:

Sn=0,
fir s=1{:
dSn n2
T o =0
Es ist nun
. 1 dSn ne _ n 2n -
1;;‘“,7759 S =0 zJo(T—W) T (M )

2B ) )

*\lg
Die Grenzbedingung fiir s=17 wird also durch die Annahme befriedigt

sl )2 2
gndeo( Vg \/m)—“\/gj’( Vg \/m)j ( \/9\/a “s)

Um auch noch derjenigen fiir s=0 zu geniigen, hat man die Grossen » als
die unendlich vielen Wurzeln der transcendenten Gleichung

) o2
h — [ () =l 7 e | 1 ()=

Es ergibt sich daher
U= }_‘,(Ancos v_t»ansm T )[{ \/mY( \/_\/m) a\/gY,( Vi \/—)gJ(u/g\/ )
I\/mJo( V-Vm) a\gJ(v \Jm )KY(Q\;;\/

wo n die Wurzeln der Gleichung (6) bedeuten.
Die Constanten A, und B,, welche noch in # vorkommen, werden vom

(6)

(7)

Anfangszustande des Fadens abhiingen. Fiir #=0 soll sein u = f(s), %=§0(S)-
Es folgt somit

FO=34a50  3(6)=27=BaSn
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Die Constanten A, sind durch die Anfangslage, die B, durch die Anfangs-
geschwindigkeit bedingt. Zur Berechnung der Werthe von A4, und B, ist die
Herleitung einer Hiilfsformel nothwendig:

Es seien # und #n’ zwei von einander verschiedene Wurzeln der Gleichung
(6). Dann sind S,, und S, zwei Functionen, welche den Gleichungen geniigen

a—s-ig(a as)%g—}—ngsn =0,

d
ds

dSn' ZY
ds l TSy =
und ausserdem den Grenzbedingungen fiir s=0:
Sn = O, Sn' == O y

fir s=1:

as. n? dSw w2
973~ S =0 g =T Se=0.

Multiplicirt man nun die obigen Gleichungen mit S, resp. S, und integrirt
die Differenz in Bezug auf s von s=0 bis s=1, so erhilt man

—nz)fS Sy ds—l—[g(a—as)j ds" -5, ﬁi;];:O

" ds
oder bei Benutzung der Grenzbedingungen fiir s=0 und s=1
f 8uSwds+2 8,0 Su(=0.
v

Aus der Gleichung
f(8)=ZAnS5n
folgt nun

JZSnf(s)ds—l—m Su(Df ()= EAn”S Swds+2 8,50

Nach der Hiilfsformel verschwmden rechts alle Glieder, fiir welche n=n’'
Somit ist

[8uf@ds+ 3 Suf D= Ax|['suds+2 53]
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und daher
[srwas+2s.0r
0

-An= =~ " ‘ (8)
j Sads+—850)
0

Ebenso ergibt sich
l
_[sas+250:0

n = —

i
T sas s
0

3.

Besonderes Interesse verdienen die beiden Grenzfille, welche man erhilt,
wenn man einerseits annimmt, dass kein schwerer Punct am Ende des Fadens
ist, andererseits die Masse des Fadens als unendlich klein betrachtet gegen-
tiber der Masse m des schweren Punctes am Ende s=1.

In dem ersten Falle wird

2n 2n 55—
sn_on%(v?\z_s) DnYO(V;w—s).
Die Functionen Y, werden fiir den Nullwerth des Argumentes unendlich gross.
Es muss daher

D=0, Sn=.]l,(2v;:\/l'——79)

gesetzt werden. Die Grenzbedingung fiir s=1 ist hierdurch von selbst erfiillt;
derjenigen fiir s=0 kann man durch die Annahme geniigen, dass die Grossen

n die Wurzeln der transcendenten Gleichung sind
2n -
() =o. 10
\/g\/ | (10)

Es ist somit

n . n 2n 74—
u=‘§‘jAncos\—/§t—]—B,,sm\/—;tho(%_—vl—s), 11)

wo n die Wurzeln von (10) und die Coefficienten 4, und B, infolge von (8)
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und (9) die Werthe haben

Uf lJo(j—-n-\/l—;_s)f(s)ds “f lJo(\Q/—;_Z l-—s)f(s)ds
el fa{Fe)]
\/_j (\/* t——s) (s)ds IJO( ) (s)ds'

e N R

4.

An=

: (12)

Bn=

(13)

In dem wichtigeren Falle, in welchem die Masse des Fadens sehr klein ist
gegeniiber der Masse m des schweren Punctes, wird man berechtigt sein, in

der Differentialgleichung (3) das Glied -88—8(—a gs g—z) zu yernachldssigen. Da

g—: von der ersten Ordnung unendlich klein ist, so werden hierbei nur Glieder
von einer hoheren Ordnung unberiicksichtigt gelassen. Man erhilt also die

Gleichung
2 2%
ag % :: g_z ) (14)

deren Integral ist
n .n ns | 1 . M
= ¥4, cos—=t¢ anm—=i§§CnOOS= D, sin —
§§ jr H O Vag T g
Die Bedingung, dass =0 fir s=0 ist, wird erfillt, wenn C,=0, also
u.—ZjAncosv_t—{—anm\/_tfsm (15)

Der Bedingung fiir s==7 wird geniigt, wenn » die Wurzeln der transcen-
denten Gleichung sind

cotg\/nTl_=ﬁ=n. | (16)

Annali di Matematica, tomo IX. 9
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Die Wurzeln dieser Gleichung liegen

l
O No
Vag
nal

Vag

T
<3

T = <3—s

----------
..........

und zwar néhern sie sich sehr schnell den betreffenden ganzzahligen Vielfachen

von 7. Im vorliegenden Falle ist %- sehr klein. Daher wird \/: nahe bei Null
sein und schon é;—ié— sich nur Husserst wenig von = unterscheiden. Deshalb

kann man setzen

und erhélt
14=(Aooos%t+Bosin\/£i-t)sm§%
+m=1,22wamcos(ﬁ¢li\/ )-I—Bmsm( l aag t) G

l

oder

(Aocos \/_t -+ B, smv— )

; — _ 17
+m=1,E2 - i A, co8 (mTT \/%(1 t) -+ B,,sin (mTW \/aa—q t)f sin '%s.
Das erste Glied
n P
uo=(Aocos (/%t+B°SInV% )s (18)
stellt die Schwingung eines starren mathematischen Pendels dar von der Liinge
=29
= (19)
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wihrend die iibrigen Glieder die Schwingung des Fadens relativ zu diesem
starren Pendel ausdriicken. Was diese letztere Schwingung anbelangt, so
stimmt sie infolge von (17) vollstindig mit der Schwingung einer elastischen
Saite von der Linge ! iiberein. Uebrigens ist diese Schwingung von gering-
erer Bedeutung, da man A4,, und B,, durch Verfiigung tiber den Anfangs-
zustand des Fadens beliebig klein zu machen im Stande ist; so wird 4,,=0,
B.n=0, wenn f(s)=29s, ¢(s)=cs, wo S und ¢ constante Grossen bedeuten.
Niherungsweise wird der Faden wie ein Pendel von der Linge L=-°;—f

0

schwingen. Da nun #, als die kleinste Wurzeln von (17) nahe bei Null liegt,
80 kann man setzen
[/ Mol . 1 nel )3
pq ol _ ol _(__)
9Vas ~Vaz T3\ Vag

mlY | gml _3xg
(v@) T3 Vame ’

_Mi_\/?; \/@\/ Vlt%%‘—l

5 \/acl

und erhilt

?

_ag 1 «? )
L_T— jl+§7+ 5

n2

Bei Vernachlissigung der Glieder von der Ordnung (%2)2 bekommt man
1 «l
L=ifi+55 20)
Die Linge des mathematischen Pendels von der nédmlichen Schwingungsdauer

ist grosser als die Linge des Fadens. Die Schwingungsdauer wird durch die
Biegsamkeit des Fadens vergrossert.

Ziirich, im November 1877,
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Sur les lignes singuliéres
des surfaces algébriques.

(Par Mr. Havemex, & Paris.)

Le Mémoire actuel a pour objet I'étude des lignes singulieres les plus gé-
nérales qui se puissent rencontrer sur les surfaces algébriques. Je vais en don-
ner un résumé succinet. Quelques mots au sujet des courbes planes serviront,
par un rapprochement naturel et nécessaire, & faire saisir la nature du pro-
bléme principal que je me suis proposé de résoudre.

Aux environs d’un point singulier, une courbe algébrique peut &tre envi-
sagée comme la superposition de plusieurs courbes élémentaires distinctes, dont
lordonnée de chacune est représentée par un développement en série. Ces
courbes élémentaires, nommées par Mr. Cayrey branches superlinéaires,
je les appelle plus abréviativement des cycles, pour des raisons dont je n’ai
pas a parler ici. Dans beaucoup de probleémes, chaque cycle est suffisamment
caractérisé par deux nombres entiers n, », que I'on peut appeler 1’ordre et
la classe de ce cycle. Le premier est I'ordre de multiplicité du point sin-
gulier sur le cycle; quant au second, il est ainsi défini: le quotient v:n est
Pordre commun du contact de chaque branche du cycle avec sa tangente au
point singulier. Les nombres #, v suffisent notamment & déterminer leurs ana-
logues pour une figure corrélative: ce sont ces mémes nombres en ordre inverse.

On ne manquera pas de remarquer qu'un point simple d’une courbe est un
cas particulier d’un point singulier ainsi envisagé.

Sur une surface S, considérons & la fois une ligne (), une section plane
arbitraire (S) et un point de rencontre @ dg ces deux lignes. La surface S,
aux environs du point @, est caractérisée dans une certaine mesure par I'ordre
et la classe de chacun des cycles en lesquels (S) se décompose au point a.
Quels éléments faut-il connaitre en outre pour pouvoir trouver les nombres
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analogues et relatifs & une surface corrélative de S? Telle est la question qui
s'offre tout d’abord. Les résultats suivants fournissent la réponse.

1. Aux environs d'une ligne algébrique (z) tracée sur une surface algé-
brique S, cette surface est la superposition de surfaces élémentaires dont cha-
cune jouit de la propriété suivante: au point de rencontre avee () une section
plane faite arbitrairement dans une surface élémentaire se compose d’un seul
cycle. Je donne aux surfaces élémentaires le nom de cycles de nappes.
L'ordre n et la classe v du cycle unique que posséde, en un point de ren-
contre avec (@), une section plane de cette surface élémentaire, je les appelle
l'ordre et la classe du cycle de nappes. J’appelle (¢) la ligne-origine
du cycle.

2. En chaque point de la ligne-origine, toutes les nappes d’un méme
cycle ont un méme plan tangent, qui contient la tangente de la ligne-origine.

3. Ce plan tangent peut étre constant le long de la ligne-origine, ou
bien variable. Dans le premier cas, la ligne est plane, et il y correspond,
dans une figure corrélative, un point singulier. Dans le second cas, il y cor-
respond une ligne. C’est & ce dernier cas que se rapporte toute ce qui suit.

4. La classe v d'un cycle de nappes (dont le plan tangent est variable)
est égale ou inférieure & I'ordre » de ce cycle.

5. Quand la classe est égale & Yordre, la théorie de I'indicatrice est ap-
plicable.

6. Tout cycle de nappes a pour corrélatif un cycle de nappes. Les classes
de deux cycles corrélatifs sont égales.

7. Tout cycle de nappes dont V'ordre égale la classe, et dont 1'indicatrice
n'est pas parabolique en chaque point de la ligne-origine, a pour corrélatif
un cycle du méme ordre que le proposé.

Pour les autres cas, il est nécessaire de distinguer trois groupes principaux
et des sous-groupes.

8. Groure A. Le plan tangent en chaque point de la ligne-origine n’est
pas osculateur de cette ligne.

Sous-groupe A,(v, v); cette notation indique que Vordre et la classe
sont égaux & », mais avec cette particularité que l'indicatrice est parabolique
en chaque point de la ligne-origine. En chaque point de cette ligne, une droite
unique a, avec chaque nappe, un contact d’ordre supérieur au 1*. Soit (1-f2)
cet ordre.

Sous-groupe A',(n, v), n>v.

Un cycle 4, défini par les nombres », A, a pour corrélatif un cycle A’y
défini par les nombres n==(L 4Ny, et v
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Réeiproquement un cycle A'y(n, v) a pour corrélatif un cycle 4,(y, v), pour
n—1y

lequel A=

9. Grovee B. Le plan tangent en chaque point de la ligne-origine est
osculateur de cette ligne.

Sous-groupe B,(n, v), u<g-o

Sous-groupe B',(2v, v), avec cette particularité que la tangente de la
ligne-origine a, avec chaque nappe, un contact d ordre supérieur & 2. Soit
(2+46) Yordre de ce contact.

Sous-groupe By(2v, v), avec cette circonstance que V'ordre de ce dernier
contact est égal & 2.

Sous-groupe Bi(n, v), v>%-

n—2v
2v

Réciproquement, un cycle B',(2v, ») défini, en outre, par le nombre 4, a pour

corrélatif un cycle B,(n, v), avec n=2(1+0)».

Un cycle B;(2v, v) a pour corrélatif un cycle B,(2v, v).

Un cycle B;(n, v) a pour corrélatif un cycle Bi(n, v).

10. Grouvee C. La ligne-origine est droite.

Un pareil cycle (n, v) a pour corrélatif un cycle de méme définition (n, »).

La question indiquée plus haut se trouve résolue par I'ensemble des résultats
dont je viens de donner le tableau synoptique. Je consacre une seconde partie
de ce Mémoire & montrer qu’entre les éléments précédemment définis et ré-
latifs aux diverses lignes singuliéres d'une méme surface, les éléments ana-
logues et relatifs aux lignes le long desquelles le plan tangent est constant,
et enfin le degré et le rang de la surface, il existe une relation. Cette relation,
je la forme dans toute sa généralité. C'est celle qui fournit le degré du lieu
des points & indicatrice parabolique sur une surface & singularités quelconques.

Enfin je termine ce Mémoire par quelques applications aux surfaces de ré-
volution et aux surfaces gauches.

Les éléments si simples et si peu nombreux, que j'ai été conduit & envisager
ici, suffisent & caractériser les lignes singulitres dans une catégorie importante
de questions. Par exemple, ils suffisent pour traiter, dans toute sa généralité,
le probleme de trouver le degré du lieu des points qui, sur une sur-
face algebrique, satisfont & une équation algébrique aux dérivées
partielles du second ordre. Cette nouvelle questions fera 1’objet d'un
autre Mémoire. ‘

Un cycle B,(n, v) a pour corrélatif un cyele™B',(2v, v), avec 6=
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En terminant ce préambule, je dois signaler & 1’attention du lecteur les re-
cherches antérieures de Mr. Zrurnes sur le méme sujet, principalement celles
dont les résultats sont contenus dans son Mémoire: Sur une classe de points
singuliers de surjfaces (Mathematische Annalen, t. 9).

1. Propriétés générales des cycles de nappes.

1. 11 est nécessaire de rappeler bridvement ici une propriété des courbes
planes, savoir: Aux environs d’un point O d’une courbe algébrique
plane, toutes les positions d’un point variable sur cette courbe
sont représentées (le point O étant 1'origine des coordonnées rectilignes
n, &) par un ou plusieurs systémes d’équations, tels que

n=0" ¢=f(»), (1)

dans chacun desquels # est un entier positif et f(») un dévelop-
pement suivant les puissances entieres et ascendantes de w s’éva-
nouissant avec w. Ce systéme d’équations est valable dans les li-
mites de convergence de f(w).
A cet énoncé on doit ajouter diverses observations.

1.° Le nombre des valeurs distinctes de &, pour une valeur donnée de
n, est » ou un diviseur de n. Soit »' ce diviseur. Alors f contient seulement
les puissances de » dont les exposants sont des multiples de n:#'. Si I'on prend
pour nouvelle variable, au lieu de o, la suivante

les équations (1) deviennent

p=a",  =f")=5().

D’aprés I’hypothése, ¢ ne contient que des puissances entitres de o/, et
acquiert #" valeurs distinctes pour chaque valeurs de ». On peut, sans nuire
a la généralité, supposer cette réduction faite dans (1), et dire que dans les
équations (1), chaque systéme de valeurs de », £ correspond & une
seule valeur de o.

2.° Si la droite =0 n’est pas tangente & la courbe en O, le rapport
¢in a une limite quand » tend vers zéro. Done f(») commence par un terme
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72 Halphen: Sur les lignes singulicres des surfaces algébriques.

de degré non inférieur & »n. On peut ainsi écrire, au lieu de (1):
n=u" E=bw"-tcomt J-.. (2)

Les équations (2) représentent, aux environs du point O, n branches de courbe,
dont chacune a pour tangente la droite bn—¢=0, et a, avec cette droite,
un contact d’ordre égal & v:m.

Cet ensemble de n branches a recu de Mr. Caviey le nom de branche
superlinéaire, chacune des » branches s’appelant alors branche partielle.
Pour plus de bridveté, je fais usage du nom de cycle, qui rapelle les pro-
priétés algébriques développées par Mr. Puisevx dans un Mémoire trés connu.
Je nomme le nombre # 1’ordre du cycle (2), et le nombre » la classe de ce
méme cycle; j emploie la notation abrégée (n, v) pour désigner ce cycle. Ces
deux nombres se conservent, non seulement quand on change les coordonnées,
mais encore quand on fait une transformation homographique. Aussi les let-
tres », & pouvent-clles étre envisagée, dans ce qui précéde, comme représentant
les rapports de deux coordonnées homogénes & une troisieme.

3. En un point simple quelconque, une courbe se compose d'un seul
cycle dont I’ordre est I’unité. En un point multiple, 'ordre de multiplicité
est la somme des ordres des cycles en lesquels la courbe se décompose.

4.° Au lieu des équations (2) on peut envisager les suivantes

n=b'wr4-+.., g=bwt )

dans lesquelles les deux coordonées sont, & la fois, représentées par des déve-
loppements en séries. Par un changement de variable, on peut passer & vo-
lIonté de I'une des formes & I'autre. Ces dernierts équations représentent un
cycle d’ordre #, sous la condition que chaque systtme de valeurs de 7, ¢
réponde & une seule valeur de w.

2. J’arrive maintenant & la théorie des surfaces. Soit S une surface algé-
brique, sur laquelle est tracée une courbe algébrique (¢), lieu du point @ dont
les coordonnées sont «, B, y. Considérons une section plane (S) de la surface,
et soit ¢ un des points o son plan rencontre (). Le point ¢ appartient & (S).
Je suppose qu'en ce point, (S) se decompose en divers cycles, parmi lesquels
un cycle (n, »). La projection de (S) sur le plan des ¢ passe par la pro-
jection de @, 8’y décompose en divers cycles, parmi lesquels un cyele (», v).
Ce cycle, dont I'origine a pour coordonnées (3, y, est représenté par les équa-
tions (2) dans lesquelles » et ¢ sont respectivement remplacées par (n—pf) et
(¢—y). Si Von fait varier le plan de (S), les quantités 8, 7, b, ¢,... varient
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en méme temps. Je puis les faire dépendre de la seule variable «, en astrei-
gnant le plan de (S) & passer, par exemple, par une droite fixe.

Prenons pour origine des coordonnées &, », £ un point O de (@), qui ne
soit pas singulier sur cette ligne. Les coordonnées 2, y d’un point @, voisin
de O, sont des fonctions synectiques de «, évanouissantes avec «. Les quan-
tités b, ¢,... pour la section (S) qui passe en @ sont des fonctions algébriques
de a, qui ne cessent d'é&tre synectiques que pour certaines valeurs de la va-
riable. Donc, aux environs du point O, arbitrairement choisi sur (@), et dans
nne certaine étendue, ces fonctions sont synectiques.

Le cycle variable (n, v) est maintenant représenté, dans espace, par les
équations

E=ua-+tko?, n=B4w", t=y+4bo" e 4.5 3)

ot on peut supposer % constant, de maniére & ce que le plan variable de (S)
soit de la forme kyn—&=>. On pourrait supposer £=0. Si je ne fais pas
cette semplification, c’est afin de pouvoir disposer autrement du plan £=0.

Les quantités g, y, b, c,... sont des développements suivant les puissances
entieres, ascendantes et positives de «. Considérés & la fois, ces développements
sont convergents pour les valeurs de « dont les modules sont inférieurs & une
certaine limite. Pour une de ces valeurs de «, le développement de ¢ est con-
vergent pour les valeurs de » dont les modules sont aussi inférieurs & une
certaine limite. Donc, dans une certaine étendue, les équations (3) représentent
une portion de la surface S. L’ensemble des » nappes représentées par (3)
sera dit un cycle de nappes, que je représenterai abréviativement par (n, v).

A un point de S répond un seu] des plans variables. Ce plan coupe (a) en
un seul point voisin de O; done & un point de S répond une seule valeur
de a. Dans la section (S), & un point du cycle répond une seule valeur de w.
Donc & chaque systéme de valeurs de &, », ¢ répond un seul sy-
sttme de valeurs de « et de w.

3. Par les équations (3) je viens de définir un cycle de nappes, et je
peux maintenant conclure que le long d’une ligne algébrique tracée
sur une surface algébrique, cette surface se décompose en un ou
plusieurs cycles. L’ensemble des équations de ces cycles remplace com-
pletement 1'équation de la surface aux environs de la ligne envisagée. Pour
I'étude de la surface aux environs de cette ligne, on peut donc considérer
isolément chaque cycle: les choses se passent comme si la surface se décom-
posait effectivement en plusieurs surfaces dont chacune n’aurdit qu’on seul
cycle de nappes. J'étudierai donc les propriétés des cycles en eux-mémes.

Annali di Matematica, tomo IX. 10
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14 Halphen: Sur les lignes singuliéres des surfaces algébriques.

4. Suivant la génération dont les équations (3) constituent I’expression
analytique, le cycle de nappes est engendré par le mouvement d’un
cycle de branches planes, dont lorigine décrit une courbe, que je
désignerai dorénavant par le nom de ligne-origine. Nous ne connaissons
donc jusqu’a présent qu'une seule section plane de ee eycle. Coupons-le main-
tenant par un plan arbitraire mené en O:

E=Xn+pt, (4)

et étudions cette section. Je suppose les axes de coordonnées choisis comme
il suit: la droite y=¢=0 est la tangente de (z) en O, et le plan {=0 con-
tient, en outre, la tangente en O de la section (S). Suivant ces hypothéses,
les développements de 8 et de y commencent par des termes du 2! ordre, et
b s’évanouit avec o. Ainsi

B=f’+ B’ ++-+» 7=yt s’
b=ba +bya®+---» c=¢ -+cCia-F---
Dans (4) je substitue & &, », ¢ les expressions (3) et j ordonne suivant les

puissances croissantes de ». Puis tenant compte des équations (5), j'ordonng
chaque coefficient suivant les puissances croissantes de «. J'ai ainsi

a=(—Kar - (6)

(5)

Cette équation admet une seule racine o évanouissante avec o, et la partie
principale de cette racine est constituée par le terme écrit dans le second
membre. Substituant & « cette racine, j’ai pour &, 5, ¢ des développements
suivant les puissances entiéres et ascendantes de », commencant, les deux pre-
miers par des termes de degré n, le dernier par un terme de degré supérieur.
Ces équations définissent un ecycle de branches (n.° 1), et la tangente de ce
cycle est dans le plan ¢=0. Done

Taforive I. Si par un point de la ligne-origine d’un cycle de
nappes on méme un plan arbitraire, la section déterminée par ce
plan se compose, en ce point, d’un seul cycle de branches. Quand
le plan de section varie, la tangente de la section a pour lieu un
plan contenant la tangente de la ligne-origine.

Ce plan, lieu des tangentes, est le plan tangent du cycle de nappes au
point envisagé. De quelque maniére qu'un point mobile sur une nappe
d’un cycle vienne coincider avec un point de la ligne-origine, le
plan tangent de la surface au point mobile a pour limite le plan
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tangent du cycle au point limite, proposition presque évidente que le
calcul justifiera plus loin.

5. D’aprés le théordme I, un cycle de nappes peut étre, d’une infinité
de manidres, engendré par le mouvement d’un cycle de branches planes dont
Vorigine suit la ligne (@). Je I'ai précédemment engendré d’une de ces ma-
nitres, et dans les équations (3) ainsi obtenues figurent explicitement l'ordre #
et la classe » du cycle de la section (S) employée. Il importe de savoir si n
et v sont effectivement I'ordre et la classe du cycle d’un autre section quel-
conque. '

A Végard de T'ordre, la réponse est immédiate. Pour la section faite par le
plan (4), les développements de £ et de » commencent par des termes de degré
n en o. D'ailleurs, & chaque point de cette section correspond (n.° 2) une
seule valeur de w. Donc (n.° 1), 'ordre du cycle est égal & n.

A Dégard de la classe, il nous suffit, pour la trouver, de connaitre le degré
du premier terme du développement de ¢ pour la méme section. Suivant que
v est inférieur ou supérieur & n, ce premier terme est

cow™ ou [y, (A—k)*+ b, (A — k)| ™.

Si donc v est supérieur & n, la classe du cycle de la section (4) est #, et non
pas v. Cette conclusion suppose toutefois que b, et y, ne soient pas nuls. Exa-
minons dans quel cas peut se présenter cette circonstance.

Si Ion forme I'équation du plan tangent en un point de la surface (3), qu’on
fasse dans cette équation w=0, et qu'on ordonne suivant les puissances crois-
santes de «, on obtient I'équation

Z—baY 4...=0.

J’en conclus d’abord que pour a=0, cette équation se réduit & celle du
plan =0, conformément au résultat annoncé précédemment (n.° 4). Secon-
demment, si b, est nul, le plan tangent de la surface le long de (a) est sta-
tionnaire au point 0. Mais ce point est choisi arbitrairement sur (a). Donc
Phypothése b,=0 correspond au cas ou le plan tangent de la surface reste le
méme tout le long de la ligne (). Done, sauf ce cas, I'hypothése »>>n carac-
térise une section particuliere faite dans le cycle. Ayant égard & la signification
gbéométrique du rapport »:» (n.° 1), je conclus que

Tufortme II. Si, en chaque point d’une ligne tracée sur une
surface, une nappe de cette surface a, avec son plan tangent, un
contact d’ordre supérieur & 1’unité, cette ligne est plane, et ce
plan tangent est constant.
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6. Ce dernier théordme peut étre démontré géométriquement. Soit une
section (S) faite par un plan arbitraire mené en O. Par un point variable a
de (@) je méne un autre plan faisant avec le précédent un angle fini. Le point
a se rapprochant indéfiniment de O, les deux sections (S) et (S) se coupent
en des points infiniment voisins de O: soit m un de ces points. Les trois cdtés
du triangle maO sont des infiniment petits d’un méme ordre; soit n cet ordre.
Dans la courbe (S) le point m appartient & un cycle (», v) dont O est I'origine.
Les tangentes en O et en m font donc entre elles un angle d’ordre ». On peut
faire varier le plan de (S) autour de Om et obtenir toujours la méme con-
clusion. Done les plans tangents de S en O et en m font entre eux un angle
d’ordre v. De méme, les plans tangents en a et m font aussi entre eux un
angle d’ordre ». Donc les plans tangents en O et en @ font entre eux un
angle qui est au moins d’ordre ». Done, si v est supérieur & », le plan tan-
gent de S le long de (z) est stationnaire en O. Cest le résultat déja obtenu
par le caleul.

7. Tutoriye III. A toutes les positions d’un point mobile sur les
nappes d’un méme cycle correspondent aussi, dans une figure cor-
rélative, les positions d’un point mobile sur une méme cycle de
nappes.

Cette proposition sera démontrée plus loin (n.° 13). Je I'admets pour le
moment afin de pouvoir, dés & présent, parler de eycles correspondants
dans deux surfaces corrélatives, ou plus abréviativement de cycles corré-
latifs. A cet égard, je vais démontrer la proposition suivante:

Tatiorkme IV. Dans deux cycles corrélatifs, les classes sont
égales, ou sous une autre forme:

TrioriMe V. La somme des ordres des contacts des mappes
d’un cyecle avec leur plan tangent commun en un point de la li-
gne-origine, n’est pas altérée par une transformation corrélative.
Ce théoreme sera vérifié plus loin par le calcul. Je vais ici en donner une
démonstration géométrique fondée sur la remarque du n.° 3, en supposant une
surface S ne se composant, le long de la ligne (a), que d’un seul cycle.

8. Par définition, la classe d'une courbe plane est le nombre des tangentes
qu'on lui peut mener d’un point de son plan. Donc la classe d’une section
de S est le nombre des tangentes qu’on peut mener & S par un point b dans
un plan ¢ contenant b. Cette définition n’est pas altérée par une transformation
corrélative. Done la classe des sections de deux surfaces corrélatives S, S’ est
la méme. C'est une propriété bien connue. Cette classe commune s’appelle le
rang de la surface. Je désigne ce nombre par la lettre r.
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Soit ¢ un plan arbitraire, ¢ une de ses rencontres avec (¢), et b un point
de l'intersection de ¢ avec le plan p, tangent & S en a. Parmi les tangentes
menées de b & la section de S par ¢, quelques-unes sont confondues avec ba.
D’aprés la théorie des courbes planes, le nombre de ces dernidres est ». Il y
a donc (r —v) tangentes menées de b & S dans le plan ¢, et différentes de ba.

Je prends une figure corrélative, composée d’un surface S’ avec une ligne
(@), d'un plan ¢’ corrélatif de b, et d'un point & corrélatif de g. Soit o’ le
point de S’ correspondant & a; b'a’ est une tangente de S" en ¢’ Il y &, en
outre, (r—v) tangentes, distinctes de &'a’, menées & S" par " et dans le plan
q’. D’ailleurs, la classe de la section de S’ par ¢’ est ». Done &'¢’ compte
pour » tangentes confondues. Donc le cycle de la section de S’, dont & est
l'origine, a pour classe »; ce qui démontre le théoréme IV.

9. On peut encore donner & ce théoréme une autre forme. Soit un cone
circonscrit & S; appelons [S] sa trace sur un plan. La ligne plane [S] est cor-
rélative d’une section plane (S) de la surface corrélative S’. A un cycle (n, v)
de (S’) correspond un cycle (v, #') de [S]. De méme, & un cycle (n, v) d’une
section (S) correspond un cycle (v, #) de la trace d’un cone circonserit & S'.
Les classes des cycles devenant ici les ordres d’autres cycles, on peut faire in-
tervenir la notion plus usuelle d’ordre de multiplicité d’un point, et dire:

S et S’ étant deux surfaces corrélatives, et (), (a') deux lignes
algébriques, singulidres ou non, tracées respectivement sur S et
gur S’ et 8’y correspondant: on considére deux lignes [S], [S] de
contour apparent de ces surfaces sur un plan. Soit » un point ou
[S] touche la perspective de (4), et soit »" un point o [S’] touche
la perspective de (&). Les points w et »” sont respectivement sur [S]
et sur [S] des points d’un méme ordre de multiplicité.

10. Les cycles dont 'ordre égale la classe jouissent de propriétés com-
munes. Reprenons les équations (3) en supposant »=mn. Considérons, comme
aux n.” 4 et 5, la section faite par un plan. Les développements des coor-
données commencent alors par les termes suivants:

E=da" s g=wnrteees =l —EP+b0Q—k) FeferFo (T)
Soit la surface, indépendante de A:
E=7:8+ (01— 2ky2)én+ (Co— bk + 7 %) .

Chaque branche de la courbe (7) a, avec cette surface, un contact d ordre
supérieur au premier. Donc:
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Taforime VI. Si, en chaque point d’une ligne (z), une nappe
de surface a, avec son plan tangent, un contact d’ordre égal &
["unité, il existe en chaque point de (¢) des surfaces du 2% ordre
ayant, avec cette nappe, en ce point, des contacts d’ordre supé-
rieur au premier.

En conséquence, le théoréme de Meusmer et la théorie de I’indica-
trice s’appliquent aux sections de cette nappe de surface.

11. Soit maintenant un cycle qui non seulement ait son ordre égal & sa
classe, mais pour lequel, en outre, l'indicatrice ne soit pas parabolique en
chaque point de la ligne-origine (¢). En méme temps que la surface S con-
tenant ce cycle, je considére une corrélative S’. Soit, sur cette derniére, (')
la ligne-origine du cycle corrélatif du proposé.

Sur S je considéere une section plane (S) rencontrant (a) en O, et soit m
un point variant sur (S) aux environs de O. Au point O de (@) correspond
un point 0" de (¢"), & (S) une ligne X tracée sur S'. D’aprés la. théorie de
I'indicatrice, I'angle sous lequel = coupe (¢) en O varie avec I'angle sous
lequel (S) coupe (a) en O. Cest donc un angle arbitraire.

La distance mO et 1'angle des plans tangents de S en m et O sont des
infiniment petits d’'un méme ordre, comme on le prouve en employant le méme
raisonnement qu’au n.° 6. Soit m' le point qui correspond & m. La distance
m' (0 est du méme ordre infinitesimal que I'angle des plans tangents de S en
m et en 0. L'angle des plans tangents de S’ en m’ et O' est du méme ordre
que la distance m 0. Donc aussi ce dernier angle est du méme ordre que m'0O'".
Done chaque section de S’ par un plan contenant 7’0" a, en O, un cycle
d’ordre égal & sa classe. Mais la direction m'O’ est arbitraire dans le plan
tangent de S" en 0. Donc le cycle de S’ a le méme ordre que celui de S,
puisqu’on sait déja qu’il a aussi la méme classe. Donc:

Taroritme VII. Tout cycle de nappes dont l'ordre égale la
classe et dont 1’indicatrice n’est pas parabolique en chaque point
de la ligne-origine, a pour corrélatif un cycle du méme ordre.

II. Propriétés dualistiques des cycles de nappes.
12. Pour faire une étude approfondie des liaisons qui existent entre deux

oycles corrélatifs, j’aurai maintenant recours au calcul. Je prendrai pour coor-
données homogeénes d’un point d’une surface S’ les coefficients de I'équation
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d’un plan tangent de la surface S. Pour la symétrie, je supposerai que les
coordonnées &, »n, ¢ primitivement employées, soient les rapports de trois coor-
données homogenes & une quatritme, de la maniére suivante:

2E=2y, Lyn =g, Til=12s.

Ainsi z désignera un point de S. Le point correspondant sur S' sera désigné
par y. Chaque face du tétraddre de référence sera abréviativement désignée
par le premier membre de son équation. Je dirai ainsi le plan x, ou y, pour
la face dont l'équation est x,=0. Chaque sommet du méme tétratdre sera
désigné par la lettre s affectée de 1'indice correspondant a la face opposée.
Chaque aréte sera désignée indifféremment par ses deux sommets ou ses deux
faces.

Dans les équations employéeés plus haut, le sommet s, et la face 2, sont un
point de la ligne (@) et le plan tangent de S en ce point. En outre, I’aréte
z,%, est la tangente de (@) en ce point. L’aréte x,; est arbitrairement choisie
dans le plan x;. Dans chaque cas, je la déterminerai de la manitre la plus
convenable.

Au moyen des équations (3), je calcule les quantités ¥, coefficients de 1'é-
quation du plan tangent. Ces quantités se présentent sous la forme de déve-
loppements suivant les puissances ascendentes de w, ayant pour coefficients des
développements suivant les puissances ascendantes de «. Quelques termes de
ces développements suffiront pour découvrir les propriétés que j'ai en vue de
rechercher.

13. Les coordonnées &, », ¢ d’'un point étant des fonctions de deux va-
riables « et w, les coordonnées du plan tangent & la surface, lieu de ce point,

sont:

Y Ys

Y — i —
gvgl_0nol 9%0._90@e Dhgn_0ion’
0200 Deuda DPede Dudx Pxge QJugx
Yo=EYs 1Y+ LYs.
J’emploierai des accents pour dénoter les dérivées prises par rapport i .
En vertu des équations (3), et aprés suppression d’un facteur commun w”,

je puis écrire:

y3=1—k‘8,

= — ! Z’I,_—‘—_V \4 oo — ' @
_yz_b ky—l— p cw 4 kb wn... ®)
n-+v

n

Yo=bf — 7+ o —F
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Les quantités y, et v, et, par suite, aussi y,, se réduisent & zéro avec w et
a, en vertu des relations (5), tandis que y, conserve une valeur finie. Ainsi le
point qui correspond & s, sur la surface S" est le sommet s;, comme on le
savait d’avance. Eu égard & ces mémes relations (5), le développement du
terme indépendant de « dans y, commence par un terme du 1°* degré en «.
Si done on fait dans S une section par un plan mené en s;, la variable «
sera, pour cette courbe, une fonction synectique de w, évanouissante avec w.
Les y deviennent donc des développements suivant les puissances entiéres
de . La section a donc en s; un seul cycle (n.° 1). Donc les équations (8)
représentent un seul cycle de nappes. C’est la démonstration du théoréme III.

J’ai & chercher I'ordre de ce cycle. A cet effet, il suffira de chercher le
degré du premier terme de chacun de ces derniers développements. Il n’y a
pas & considérer y, qui a une valeur finie, ni %, qui, nous le savons d’avance,
commence par un terme de degré plus élevé que vy, et y,, car y, est le plan
tangent de S’ en s;, et contient, par suite, la tangente de la section. Cepen-
dant je ferai une fois, & titre d’exemple, le calcul du degré du premier terme
de y4. J'y trouverai une vérification du théoréme IV, et on pourra la renou-
veler pour chaque cas.

14. Si, dans les équations (8), on fait =0, ces équations donnent les
coordonnées des points de la ligne (a"). Désignons-les par la lettre z. Eu égard
a (5), on a:

—2,=b—ky =0,—2ky)a+(b:—3kys)a®+---
2y =b8—y=—2y,a+ 20 —3y)a® +---

Deux cas sont & distinguer suivant que y, est nul ou non. Si y, est nul, c’est
que le plan ; est osculateur de (@) en s,. Dans nos hypoth&ses, nous avons
& considérer ce cas uniquement si cette circonstance a lieu tout le long de (a).
De la, deux sortes de lignes & distinguer:

1.° lignes dont le plan osculateur n’est pas, en chaque point, tangent
a la surface;

2.° lignes en chaque point desquelles le plan tangent de la surface se
confond avec le plan osculateur de la ligne.

Dans ce dernier cas, si la ligne est singuliére, elle n’est pas, & proprement
parler, une ligne asymptotique. Cependant on peut encore, sans inconvé-
nient, employer cette locution, et distinguer abréviativement deux sortes de
cycles, savoir:

1.° les cycles dont la ligne-origine n’est pas une asympto-
tique;

9)
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2.° les cycles dont la ligne-origine est une asymptotique.
15. En premier lieu, je considére le premier de ces deux cas. Le coef-
ficient y,, par hypothése, n’est pas nul.

La développable circonscrite & S le long de () a, en s,, une génératrice
différente de la tangente de (a). Je suppose cette droite prise pour 1’ aréte z,x,
du tétraeédre de référence, suivant la remarque du n.° 12. Alors I'aréte opposée
Y.y, est la tangente de (a') en s;, et, par suite, le développement de 2, com-
mence par un terme du 2° degré. Ainsi, par ce choix des coordonnées, on a

b — 2Ky, =0. (10)

Je distinguerai encore ici deux cas différents, suivant que » est inférieur
ou égal & n. Je commence par le premier »<<n. En vertu de (10), les for-
mules (8) deviennent, aprés développement

+V(c,,—|—cia+---)w”+---

n

T @eafon ) e

n

_y2=(62—3k73)¢2+...+

1)

n

Y= —2pz +---+

Pour obtenir ce qui est relatif & une section de la surface par un plan y,=2y,,
il faudra déterminer « par une série suivant les puissances entidres et ascen-
dantes de , el dont le premier terme est
oty e
n 272 :
Les développements de y, et y, commencent alors chacun *par un terme de
degré » en w. Donc v est 'ordre du eycle. Nous savons déja par le théoréme IV
que la classe de ce cycle est aussi égale & v. Je ferai ici une vérification de
ce résultat en calculant la partie principale de v,.
Eu égard & la valeur considérée pour «, les développements de &, v, { com-
mencent respectivement par des termes des degrés v et 2v pour £ et &, et de
degré supérieur & v pour n. En vertu de I'expression de y,, on trouve ainsi

pour sa partie principale
n--v co ¥,
- 72 (XT 2—_)2) W

Elle est d’ordre 2». Donc la classe est bien égale & ». Ainsi:
Taforime VIIL. Un cycle de nappes dont la ligne-origine n’est
pas asymptotique, et dont la classe v est inférieure & 1’ordre, a
Annali di Matematica, tomo IX, 11
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pour corrélatif un cycle dont ’ordre et la classe sont tous deux
égaux & v

16. Dans ce cycle (v, v) corrélatif d’un cycle dont la classe v est infé-
rieure & l'ordre, on sait d’avance, eu égard au th. VII, que I'indicatrice est
constamment parabolique sur la ligne-origine. Je vais maintenant démontrer
le théoreme réciproque. C’est 1& une simple vérification; car cette réciproque
est a priori connue. En effet, le th. VII nous apprend qu'un cycle (v, v)
non parabolique a pour corrélatif un cycle (v, v). On peut ajouter que ce
dernier n’est pas non plus parabolique, ainsi que le montre le théoréme des
tangentes conjuguées. Donc un cycle (v, v) qui a pour corrélatif un cycle
dont l'ordre surpasse la classe, est certainement parabolique. Cette vérification
se fait sans peine comme il suit.

Dans les équations (8), je fais v=mn, et je suppose, en outre

bi—420072=0’

pour exprimer, suivant les équations (7), que l'indicatrice du cycle considéré
est parabolique. En vertu de cette relation et de (10), on trouve que, dans
Iexpression de y,, le terme en o’ disparait. En répétant le calcul du n.° 15
et coupant par le plan 7, =2y,, on obtient cette conséquence que la partie
principale de « est indépendante de A, en sorte que les développements de y,
et i, commencent tous deux par des termes de degré supérieur & » en w. Done
Iordre du cycle corrélatif est supérieur & v. Mais le calcul ne met pas aisé-
ment en évidence I'expression de cet ordre, qui dépend de nouveaux éléments.

17. Un raisonnement géométrique met ces éléments en évidence. Consi-
dérons de nouveau, comme au n.° 15, un cycle (», »). On voit aisément que
chaque section faite dans un cyecle (#, ») par un plan tangent & la
ligne-origine a, au point de contact, un cycle (n, n). J’en conclus
que la tangente de la ligne-origine a, avec chaque nappe, un contact du
1%* ordre, et que, par suite, la somme des ordres de ses contacts avec les n
nappes du cycle est n. D’autre part, on peut donner au th. IV cette nouvelle
forme :

Tutorime IX. La somme des ordres des contacts d’une droite
avec une surface n’est pas altérée par une trasformation corréla-
tive.

Je puis done, en appliquant ce théoréme, conclure ainsi:

Taforime X. Un cycle de nappes (v, v), dont la ligne-origine

n’est pas asymptotique et dont l’indicatrice est parabolique, a
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pour corrélatif un cycle dont l’ordre est égal au produit du nom-
bre v par ’ordre du contact de chaque nappe du cycle proposé
avec sa tangente asymptotique en un point quelconque de la
ligne-origine. *

Par les théorémes VIII et X se trouve résolue la question proposée en ce
qui concerne les cycles dont la ligne-origine n’est pas asymptotique. J’ai en-
core, & ce sujet, & ajouter une remarque qui sera utile plus loin.

Dans les équations (11), je suppose a=2%1w"----- Les développements de ¥,
et 4, commencent alors respectivement par des termes de degré v et n. La
courbe ainsi déterminée sur S° a donc pour tangente la droite y,y,, différente
de la tangente de (¢'), qui est y,y, (n.° 15). Par suite, si w est infiniment
petit du 1°° ordre, le point y est & distance infiniment petite d’ordre v de la
courbe (a’). D’autre part, le point  est, en méme temps, & distance d’ordre »
de la courbe (a). Donc:

Si n est supérieur & v, et que (v, ), (n, ») soient deux cycles cor-
rélatifs: & un point placé sur une nappe du premier cycle & di-
stance infiniment petite d’ordre » de sa ligne-origine correspond,
sur une nappe du second, un point & distance infiniment petite
d’ordre n de la ligne-origine de ce dernier.

18. Je passe maintenant & 1’étude des cycles dont la ligne-origine est
asymptotique, sans étre droite. Comme je 1'ai déja observé plus haut, le coef-
ficient 7, est nul dans ce cas. Les équations (9) mettent en évidence que la
courbe (a’) a pour tangente en s, la droite #,y,. Son plan osculateur est le
plan tangent de S’, & savoir y,.

Je n’ai pas & m’occuper des cas ol les nombres n et » sont égaux entre
eux: I'un de ces cas, celul ol I'indicatrice n’est pas parabolique, est traité
par le théoreme VII. Quant au cas ou I'indicatrice est parabolique, il n'y a
pas lieu de s’en occuper au point de vue actuel: une ligne, en effet, ne peut
étre & la fois asymptotique et lieu de points paraboliques sans &tre plane et
sans que le plan tangent ne soit constamment confondu avec son propre plan.
Quant il en est ainsi, la surface corrélative contient, comme élément corres-
pondant, non pas un cycle de nappes, mais un point singulier.

J’ai donc & étudier ce qui est relatif aux cas ol » est inférieur & n. Tout
d’abord, il convient de faire deux remarques concernant les équations géné-
rales sur lesquelles repose toute cette analyse.

En premier lieu, pour le cas actuel, il n'y a pas lieu de particulariser la

droite x,a,. Je ferai donc k=0, conformément & une observation précédente
[}
n.° 2).
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En second lieu, le plan osculateur de (@) est, en chaque point de cette
ligne, tangent & la surface. Cette condition conduit sans peine & I’ équation
bf'=+v", qui doit &tre une identité. En égalant & zéro le terme indépendant
de «, on trouve

6452_373=00 (12)
19. Avant de m’occuper de la surface corrélative de S, je considére un
instant la surface S elle-méme, et j'en étudie les diverses sections planes. Grace

& I'hypothdse k=0, la surface est représentéc par les équations suivantes, qui
remplacent les équations (3):

n=P 4+ §=}'3£3+---+(blf+...)m”+(co+cig+---)m"+"+--- (13)

Les sections non tangentes & la droite n=¢=0, c’est-d-dire & la courbe (a),
ont toutes en s, le eycle (n, v), sans exception & cause de I'hypothése v<<n.

Cest sur les sections tangentes & (@), ¢ est-d-dire faites par un plan y=2¢
qu'il faut porter 1’attention.

La condition n=2¢ conduit entre £ et » & une équation qui a deux ra-
cines £ évanouissantes avec w. Sil'on fait w =w"?, une quelconque de ces deux

racines est de I'ordre » par rapport & «'. On en tire cette conséquence que
je me contente d’énoncer:

La section faite dans un cycle (, ») par un plan tangent 4 la
ligne-origine dans le cas ol cette ligne est asymptotique, présente
au point de contact

Si » est impair, un cycle unique d’ordre #;

. . 1
Si n est pair, deux cycles d’ordre 5

Je veux maintenant calculer la classe d’un tel cycle, c’est-a-dire trouver le
degré du premier terme du développement de ¢ suivant les puissances crois-
santes de '. Il y a trois cas & distinguer:

1.° 2v>n. Le premier terme de ¢ est alors fourni par:
C=7353+515w”,

et devient, en vertu de n=2¢ et de (12): %bii w?, dont l'ordre est 3» rela-
tivement & «'. Ainsi:

Pour 2v>n, la classe du cycle de la section est double de son
ordre. En d’autres termes, la tangente de la ligne-origine a un con-
tact du 2! ordre avec chaque nappe.

2.° 2v<<n. Le premier terme de ¢ est alors ¢,w™**, donc l'ordre, rela-
tivement & o, est 2n -+ 2v. Done:
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Pour 2v<<n, les cycles des sections tangentes & la ligne-origine
ont pour classe n-}-2y ou %(n+2u) suivant que » est impair ou pair.

3.° 2v=n. Le premier terme de ¢ se compose alors comme il suit:
2. 1Y .,
C—(Co+§b4v—p—2)w .

Si la quantité entre parenthéses n’est pas nulle, 1a section contient deux

cycles (v, 2v).

Dans le cas opposé, l'ordre de ¢ augmente, sans que les termes jusqu'a
présent envisagés suffisent & le fixer. Alinsi:

Pour 2v=mn, il peut arriver que la tangente de la ligne-origine
ait, en chaque point de cette ligne, un contact d’ordre supérieur
d 2 avec chaque nappe de la surface. La condition sous laquelle cette
circonstance se présente peut, & cause de (12), s'écrire

b \? ¢o \?
[+ (o 9
On reconnait la condition qui exprime que l'équation y;23+4b,z+¢c,=0 a
deux racines égales. En vertu de (12), la dérivée du premier membre de cette
équation se réduit & (x> 1). D'olt cette conséquence:

Pour n=2y, 1.° Si la tangente de la ligne-origine asymptotique
a, avec chaque nappe, un contact du 2! ordre, la section par le
plan tangent s’y compose de trois cycles distincts (v, v);

2.° si la tangente de la ligne-origine a, avec chaque nappe,
un contact d’ordre (2-+6), la section par le plan tangent s’y com-
pose soit d’un cycle (v, v) et de deux eyeles [y, (14-6)v], soit d’un
cyele (v, ») et d’un cycle [2v, 2(146)v].

On remarquera que 1'aréte de rebroussement d’une surface développable cor-
respond & ce dernier cas n=2v, avec ¢ infiniment grand.

Les mémes divisions en divers cas vont se retrouver dans la discussion de
la surface corrélative.

20. Pour étudier la surface corrélative S’, je reprends les formules (8)
qui deviennent ici, en vertu des diverses hypotheses:

—ge=biatbi o+ I e et Yt

¥

n—+v
"

n

Yo =Byat - @oBeat Ao Yoo — (b Yt — -
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En appliquant le méme mode de raisonnement que plus haut, je trouve tout
d’abord pour 2v>n:

TatoriME XI. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, et dont la classe est inférieure & l’ordre, mais su-
périeure a la moitié de cet ordre, a pour corrélatif un cycle du
méme ordre et de la méme classe que le proposé.

En second lieu, pour 2v<Cn, on trouve que l'ordre du cycle corrélatif est
2v. D’ailleurs, sa classe est ». I1 y a done lieu de chercher, pour ce cycle
(2v, v) le nombre analogue & 6.

La somme des ordres des contacts de la tangente de (a) avec les nappes
de S est n+2y, ainsi que cela a été établi au n.° 19 (2.°). Donc (th. IX),
n-2v est aussi la somme des ordres des contacts de la tangente de (a') avec
les 2v nappes de S’. Avec chaque nappe, 'ordre du contact est donc
n—+2v n—2v

v

246= 53 = T >0.

TeroriMe XII. Un cyecle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, et dont la classe » est inférieure 2 la moitié de
I'ordre n, a pour corrélatif un cycle (2v, v), dont chaque nappe a,
avec la tangente de la ligne-origine, un contact d’ordre supérieur
n-42v

2v
21. Troisitemement, pour 2v=mn, et quand I'égalité (14) n’a pas lieu, on
trouve le résultat suivant:

Trtorime XIII. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, dont la classe est égale & la moitié de ’ordre, et
dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un con-
tact du 2 ordre, a pour corrélatif un cycle jouissant de ces mémes
propriétés.

Enfin, par voie d’exclusion, j'en conclus la réciproque du théoréme XII:

Taforime XIV. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
asymptotique, dont la classe v est égale & la moitié de I’ordre, et
dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un con-
tact d’ordre supérieur & 2, soit (2--6), a pour corrélatif un cycle
d’ordre 2(1+6)v et de classe ».

Pour une développable et son aréte de rebroussement, » est égal & 1'unité,
et 6 est infiniment grand. Aussi les sections de la corrélative ont-elles chacune

a4 2, savoir
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un cycle d’ordre infiniment grand: elles se réduisent chacune & un point, et
la corrélative & une simple courbe.

22. Considérons les équations du n.° 20 en y supposant 2v<n. J'y fais
a=2Liw"-4---- Alors y, et y, commencent respectivement par des termes de
degré v et n. La branche de courbe ainsi déterminée sur S’ a done, en s,

"n—

v
Cette méme branche a donc avec (a), au méme point, un contact du 1°* ordre.
Le point y est donc & une distance infiniment petite d’ordre 2v de la ligne
(@). Je tire de 1a cette conclusion qui sera utile plus loin:

Si n est supérieur & 2», et que I’on envisage deux cycles corré-
latifs (2v, v) et (#, v), dont les lignes-origines soient asymptotiques:

A un point placé sur une nappe du premier cycle, et & distance
infiniment petit d’ordre 2» de la ligne-origine de ce cycle, cor-
respond sur le second cycle un point placé & distance infiniment
petite d’ordre n de la ligne-origine de ce second cycle.

23. Pour avoir terminé ce qui concerne les cycles dount le plan tangent
varie le long de la ligne-origine, il nous reste & envisager ceux dont la ligne-
origine est droite. Les équations du cycle se simplifient et se réduisent &

R R DR R S Rl e

Par suite, dans les formules du n.® 20, le premier terme de ¥, devient — &,w?,
et il en résulte cette conséquence trés-simple:

TrrortMe XV. Un cycle de nappes dont la ligne-origine est
droite et dont le plan tangent varie le long de cette ligne, a pour
corrélatif un cycle du méme ordre que le proposé.

24. Les questions analogues & celles que je viens de résoudre dans ce
paragraphe n’ont pas lieu d’étre posées pour les surfaces dont le plan tangent
reste constant le long d’une ligne. §’il s’agit d’un ligne courbe, il y corres-
pond corrélativement un point conique, et non une ligne. §’il s’agit d’une
ligne droite () sur une surface S, il y correspond corrélativement sur une
surface S” un point singulier en lequel les plans tangents, en nombre infini,
passent tous par une droite (a'). La droite (@), suivant les cas, fait ou non
partie de S'. Mais cette circonstance tient & l'existence ou & la non-existence
de points singuliers de la surface S sur la droite (a), et non pas & la nature
de la surface S en un point arbitraire de cette droite.

J’aurai tout-d-1"heure & considérer de tels cycles, en résolvant un autre pro-

un contact d'ordre >>1 avec la droite 7,9, qui est la tangente de (o).
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bleme. Pour le moment, je n’ai qu’3 transerire ici les équations générales d’un
cycle, appropriées & ces cas.

Pour un cycle & plan tangent constant le long d'une courbe plane, on
aura

n=Le 8+ Bl Foy,  E=(at et )y
et, quand la ligne-origine est droite:
n=ua", C=(Co—|—ci7c:+-~-)m“+"—|—---

25. Ce dernier cycle, ainsi qu'on le verra au paragraphe suivant, n’est
pas suffisamment défini, pour les applications que j'ai en vue, par les nombres
n, v. Un élement qu’il sera encore nécessaire de connaitre est 'ordre le plus
élevé du contact que ’on puisse établir entre une nappe de ce cycle et une
développable tout le long de la ligne-origine. Cherchons comment ce nombre
peut étre déterminé.

Je considere les équations

1= " § =ty Uy o g PR (15)
dans lesquelles les » sont des fonctions de £, et je me propose de déterminer

ces fonctions de telie sorte que les équations (15) représentent une dévelop-
pable. A cet effet, je forme la fonction

A_@i.&_(a%%)z,

je la développe suivant les puissances croissantes de w, et j’égale successivement
a zéro les coefficients de chaque puissance. Le premier terme est de degré
2v, et donne lieu & 1'équation

vitots'o— (n ) u't =0,
dont I'intégrale générale est
up==k(t+a) (16)

Si Yon désigne par U une fonction entiere de w,, u,,... u;—, et de leurs dé-
rivées, on reconmaitra aisément que le terme de rang (¢ 1), dont le degré
est (2v-¢), donne lieu & une équation telle que:

v(n+v)uu'i—2m -+ v) v+ O)woni+ @ i)ty ) ui=U. (17)

Je dis que I'intégrale générale de (17) se compose de la somme d’un nombre
limité de termes de la forme A(%+a), dans laquelle A est une constante, a
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la constante de (16), et p un nombre commensurable positif ou négatif dont
le dénominateur est un diviseur de .

Cette assertion est vérifiée pour w,, d’aprés (16). J'admets qu’elle soit exacte
pour %,... #;—, et je vais en conclure son exactitude pour ;.

En substituant dans (17) & «, son expression (16) et divisant ensuite les deux

2n+v

membres par le facteur kv(n-+»)(5+a) " , puis tenant compte de la forme
admise pour #,,... #;4, on obtient, au lieu de (17):

G aruit 2t ey gy 1 2R Y 3 A 4 ay

I'intégrale générale de cette équation est, on le vérifie aisément, de la forme
indiquée.

De cette analyse, je tire cette conclusion: on peut déterminer les fon-
ctions » de maniére que les équations (15) représentent une déve-

1

loppable. Chacune d’elles est rationnelle par rapport & (¢+a)” et
contient deux constantes arbitraires.

Soient maintenant

n= (,J", £ = v, "t¥ 4= p I+ ._|_ Vy e L (18)

les équations d’une surface non développable. Je suppose qu’on puisse déter-
miner les 2¢ constantes de u,, #i,... %;_,, de maniére & avoir identiquement

o =1, Ur="Vyy.e. Uiy = Vi, (19)

mais que I’on ne puisse avoir w;=1v;. Dans ce cas, il existe des surfaces dé-
veloppables (15), dont chaque nappe o, avec une nappe de la surface (18), un

contact d’ordre Vj;i tout le long de I'axe des £ Je dis que ce nombre

Z—l+— est 1’ordre le plus élevé du contact que I’on puisse établir

entre la surface (18) et une développable, le long de la droite
considérée, c’est-a-dire le nombre cherché.

C'est, en effet, d’abord 'ordre le plus élevé du contact possible si I'on astreint
la développable & &tre représenté par les équations (15). Cherchons donc s'il
est possible d’élever I'ordre du contact en prenant une autre forme pour les
équations de la développable. Tout d’abord, pour que I'ordre du contact ne

soit pas diminué, il faut prendre les équations suivantes:
n=w", Em= 0,0 - 0,0 H by P L il e, (20)
Annali di Matematica, tomo IX, 12
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en y supposant A positif, ce nombre pouvant d’ailleurs ne pas étre entier.
Nous savons déja que A ne peut étre nul. Ce nombre dépasse donc zéro. Si,
dans (18), il existe un terme de degré (n-v+7%), I'ordre du contact de (18)
et (20) est alors % Done cet ordre ne peut étre dépassé que si v; est nul.
Je suppose donc v;=0.

Je forme, au moyen de (20), le terme de degré (2v-+7) de la fonction A.
Dans son coefficient, il est manifeste que ¥ n'entre pas. D’ailleurs, ce coeffi-
cient est nul si effectivement les équations (20) représentent une développable.
Done, en vertu des équations (19) on peut disposer des constantes arbitraires
de #; de manidre & rendre u; identiquement nul, ¢'est-a-dire égal & v;, ce qui
est contraire & "hypothése. Done, en résumé:

Pour la surface représentée par les équations (18), si v; est la
premieére des fonctions » qui ne satisfasse pas & la suite des équa-
tions différentielles déduites de A=0, l’ordre le plus élevé du con-
tact que l'on puisse établir entre chaque nappe de cette surface
et une nappe d’une méme développable tout le long de I'axe des &,
v ?

.

Cela étant, le développement de A suivant les puissances crois-
santes de o, pour la surface (18), commence par un terme du de-

gré (2v-4q)

est

III. De I’équation des points paraboliques.

26. Dans une courbe plane, il existe entre le degré et la classe de cette
courbe d’une part, et les ordres et les classes de ses cycles d'autre part, une
2
relation. On obtient cette relation en étudiant la fonction %—g; le long de la
courbe.

Dans la théorie des surfaces, nous venons de mettre en évidence des nom-
bres qui, pour les lignes singulitres, jouent un réle analogue. Si 'on y joint
les degrés de ces lignes et qu'on considere, d’autre part, le degré et le rang
d’une surface, on a entre ces nombres une relation. On obtient cette relation
en étudiant, le long d’une section plane de la surface, la fonction A (n.° 25),

by

qui égalée & zéro fournit I'équation des points paraboliques.
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Pour faire cette étude, j'aurai & faire usage de la transformée de A quand
on change & la fois les coordonnées et les variables indépendantes d’une ma-
nitre quelconque. Je me contente d’énoncer ici les résultats dont la vérification
se fait aisément.

Comme plus haut, &, », & sont les rapports de trois coordonnées homogenes
a une quatriéme:

xy=£x,, Xy =%y, Ly=CL2X,.
On fait une transformation homographique en posant:
Ti=a;2,+biz.+ cizs+d;z, i=1, 2, 3, 4.
On prend pour variables indépendantes deux quantités quelconques «, w. Je
pose: o B (322;)
92w \3ion
D=3 *a,byc.d,

R=3¥+ Aizz?}% %w :
02 823 0224
g=2*z Y0 Jo Qo
842 82'3 62.’5’4
h= y_zi'aot ’@co axaw
. 022 023 024
=kt T g
Dans la troisitme de ces équations figurent les coordonnées d’un point A.
Cest le sommet s, du triangle de référence des coordonnées x, en d’autres

termes le point & Vinfini de 'axe des ¢, si les coordonnées primitives sont
cartésiennes. Cela posé, la formule de transformation est la suivante

A=rrm L (gl—R). 21)

27. Jexplique maintenant la voie que je vais suivre. Soit (S) une section
plane d'une surface S. Je considére la fonction A le long de cette ligne, je
cherche ses zéros et ses infinis et j’égale le nombre des premiers & celui des
seconds. C’est cette égalité qui constitue la relation cherchée. Pour former
une égalité de ce genre, on peut procéder comme il suit.
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Soit, en un point p de la courbe (S) envisagée, n I'ordre d’'un des cycles
dont cette courbe se compose. Je considere les développements des coordonnées
d’un point de (S) suivant les puissances d’une variable w, qui représentent ce
cycle (n.° 1), et je les substitue aux coordonnées dans la fonction envisagée,
qui est ici A. J'ordonne le résultat suivant les puissances croissantes de o, et
je calcule le degré du premier terme. Ce degré, que j appelle ordre de la
fonction pour le cycle, est positif ou négatif suivant que le point p répond
3 un zéro ou & un infini de la fonction. Mais cette distinction est inutile, et
j’ai montré ailleurs (*) que 1'égalité ci-dessus s’obtient simplement en écrivant
que la somme des ordres de la fonction est nulle pour tous les cy-
cles de la courbe, pourvu que la fonction soit rationnelle par rapport aux
coordonnées et aux dérivées des coordonnées d’un point de la courbe, et c’est
ce qui a lieu ici.

28. La question est donc de calculer Tordre de A pour chaque point p
en lequel cet ordre n’est pas nul.

Soit p un point quelconque de la section (S) faite par un plan arbitraire.
Il peut se présenter I'une des circonstances suivantes:

1.° le point p appartient & la ligne-origine d’un cycle & plan tangent
variable et dont I'ordre est supérieur & 1'unité;

2.° le point p appartient & la ligne-origine d’un cycle & plan tangent
variable, dont l'ordre est I’unité, mais dont les indicatrices sont paraboliques;

3.° le point p appartient & la ligne-origine d’'un cycle & plan tangent
constant;

4.° le point p n'appartient & aucune des trois catégories précédentes.

Le plan de la section (S) étant censé choisi d’une manidre arbitraire,
chacun de ses points de rencontre avec la ligne-origine d’un cycle singulier
doit &tre envisagé comme un point arbitraire de la ligne-origine de ce cycle;
et, pour la méme raison, si la surface posseéde en dehors de ces lignes-origines
de cycles singuliers, des points singuliers, le plan de section n'y passe pas.
Done, si aucune des trois premiéres circonstances ci-dessus n’a lieu, le point
p est un point ordinaire de la surface, c¢’est-d-dire un point par lequel passe
une infinité de lignes que I'on peut envisager comme origines de cycles (1, 1).
Un tel point peut étre classé parmi ceux qui appartiennent 3 la ligne-origine
d’un cycle (n, n) & plan tangent variable et & indicatrice non-parabolique. En

(*) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 4, p. 61.
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conséquence on pourra, sans omettre aucune circonstance, étudier successive-
ment ordre de la fonction A en un point arbitraire de chacune des diverses
lignes-origines envisagées dans le paragraphe précédent.

29. Le point p étant sur la ligne-origine d’un cycle et le plan de la
section passant en p et d’ailleurs de direction quelconque relativement 2 la
ligne-origine, on a a calculer I’ ordre de A pour le cycle de la section dont
lorigine est en p. En vertu de la formule (21), je substitue au calcul de
l'ordre de A, celui de la somme des ordres des facteurs du second membre
de cette formule, et j’y prends pour « et » les variables qui figurent dans
les équations (3) du cycle. J’ai d’ailleurs eu soin de faire en sorte que, dans
ces équations, la ligne «=0 plt étre envisagée comme une section plane quel-
conque quant & sa direction relativement & la ligne-origine. Je peux donc
supposer qu’au point p la ligne «=0 coincide avee la section (S).

Donc pour calculer I'ordre de A en un point de la ligne-origine d'un cycle,
j'aurai & substituer dans le second membre de (21) aux coordonnées leurs dé-
veloppements (3) et & faire ensuite «a=0.

Cela étant reconnu, je peux considérer séparément les divers facteurs du
second membre de (21). Il n’y a pas & envisager le facteur D-* qui ne con-
tient pas les coordonnées du point mobile. Le facteur x4 s’évanouit en chacun
des points d’intersection de (S) avec le plan x,, qui est arbitraire. Il est donc
manifeste qu’en chacun de ces points l'ordre de A est égal & quatre fois celui
de x,, c'est-a-dire égal & 4. Le nombre de ces intersections est d’ailleurs égal
au degré m de S. Done, par le fail du facteur x,, dont il n’y aura plus a
s’occuper, la somme des ordres de A, le long de (S), contient le terme 4m.

30. Dans les deux autres facteurs de (21) figurent les coordonnées prises
par rapport & un tétraddre de référence arbitraire. Pour chaque point p que
j envisage je fais coincider ces coordonnées avec celles qui ont été employées
dans les équations (3). Le second membre de (21) ne dépend d’ailleurs que du
rapport des coordonnées z a l'une d’elles. Je peux donc, sans le troubler,
remplacer pour mon calcul 2, par I'unité et 2,, 2., #; par £, », ¢, ces derniéres
quantités ayant les expressions (3), savoir:

z1=§=a—|—kw", Zy=n=f-+} o, z3=§=~/+bm”+6w”“+--- (22)

Les quantités B, 7, b, ¢,... sont des fonctions de « données par les équations (5).

Ainsi que je viens de le dire au n.° 29, on a & faire =0 aprés la sub-
stitution dans le second membre de (21). D’apres (5), les fonctions &, 8, y et
les dérivées de ces dernitres s'évanouissent avec «. Grice & cette remarque,
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on apergoit immédiatement que la partie principale de E se réduit a:

A, A4, A4, A,
o 0 0 1

R=nw! 1 0 o 0 =nds;0nt.
E 1 0 0

Les lettres A désignent ici, par rapport au nouveau triangle de référence, les
coordonnées du sommet s; du premier triangle de référence, ¢’est-a-dire d’un
point arbitraire. Ainsi A4, est nul lorsque le plan 2z, passe par ce point. Le
plan 2; est le plan tangent de la surface au point p. Sans restreindre la gé-
néralité, on peut supposer que les points p de (S), pour chacun desquels le
plan tangent de S passe en s, n’appartient & aucune des trois premiéres
catégories du n.° 28, en sorte que dans les cas correspondant & ces catégories,
I'ordre de B est toujours (n—1). Par suite, dans chacun de ces cas, on aura
Vordre de A en retranchant 4(n—1) de l'ordre du facteur (gI— A?).

31. Pour terminer ce qui concerne le facteur R, il reste a connaitre son
ordre pour un quelconque des points p en lesquels le plan tangent de S passe
par s;. Ce sont des points ordinaires de la surface. En choisissant convena-
blement les coordonnées, et prenant &, 5 pour variable, indépendante, on a
aux environs d’un tel point:

g=a+ 20yt o4
R=—24,(a5+br)—24,(bE +er) 4+

Cette derniére expression s’évanouit dans le cas seulement ol la ligne de con-
tact du cone circonserit & la surface, et de sommet A touche la courbe lieu
du point &, », ¢&. Je peux écarter cette hypothése, et conclure que l'ordre de
R est égal & 1 unité.
Le nombre des points analogues est le rang » de la surface. Done il y cor-
respond, du fait du facteur B, le terme —4r dans la somme des ordres de A.
32. 11 reste maintenant & calculer I'ordre de (g!—%?) pour chaque cas.
J’écris les premiers termes de g, k, I, déduits des équations (22) et (5) en
faisant, aprées les différentiations, «=0

1 O biw”+01&)n+v+--.

. n+v
‘-‘y=”wn_1 k 1 " COC!)v""-- =2n}lzwn—i—2(n+U)ﬁz€o&)n+y_‘.a-

+ L2
O 2,@2 272+252w"+202mn4"+--- +2n(kbj,82 bz)co
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10 bwr+e,mt +--.

—h=metnn| 1 22

Cot” + -+ =nth, wn—1) 4 n(n + V)Coco”"’g(”"i) PN

n+y

00 b+

* v
" com 4 e
10 Duamse,a ..

n+v

- l=nz(n_ l)wzn—s k1

Cot” + -+ =ny(n +v)Cou* 2 4.0t

n+y n+v—-1
n = n-1

k1 Cow® + - o+
Au moyen de ces formules, je calcule la partie principale de (97— 7?) dans
les divers cas, et je trouve les résultats suivants:

I. Si y, différe de zéro, c’est-d-dire si la ligne origine n’est pas asymp-
totique :

1.° n=vy gl— R =14 (4coy. — b w01 ...

Le coefficient de cette partie principale s'évanouit si 1’indicatrice est parabo-
lique. Donc, dans le cas opposé, l'ordre de (¢97—7%2) est 4(v—1). En retran-
chant T'ordre de R* (n.° 30), on a zéro pour l'ordre de A.

Le cas ol !'indicatrice est parabolique se déduira du cas suivant:

2.0 v<m gl— R =202 (n )y, 0o’ +3n—4 ...
L'ordre de A est v+3n—4—4(n—1)=v—n.

3.° Soit maintenant un cyele (v, ) & indicatrice parabolique. Je con-
sidére simultanément la surface S contenant ce cycle, et une corrélative S,
contenant le cycle corrélatif (», »). Au point p placé sur S & distance infini-
ment petite d’ordre » de la ligne-origine («) correspond (n.° 17) un point p’
placé sur S” & distance infiniment petite d’ordre # de la ligne-origine (a"). Soit
A" la fonction A considérée pour S’. En p’ l'ordre de A" est (»—n) comme on
vient de le trouver. Mais, suivant un calcul des plus connus et remontant 2
Evrer, A et A’ sont réciproques. Donc en p I'ordre de A est (r—v). Désignons
par (14+2) Vordre du contact de chaque nappe de S en p avec la tangente
asymptotique. D’aprés le théoréme X, n est égal & (14 1)y, et ordre de A
est Av. :
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IL. Si y, est nul, c’est-d-dire si la ligne-origine est asymptotique, on
trouve:

1.2 "i”>g gl— I = — bt
L’ordre de A est zéro.
2.° n=2y gl— Rt = — 44 (9B, 2+ 4D wtln-),

Si l'on se reporte aux n.” 18 et 19, on reconnaitra que la quantité entre pa-
rentheéses se réduit, si 'on tient compte de I'équation (12), au premier membre
de T'équation (14). D’our cette conclusion: si le cycle (2v, ») a pour corrélatif
un cycle (2, v), ordre de A est nul.

Le cas ol I'équation (14) a lieu sera traité comme conséquence du suivant:

3.2 #n>2v gl—h=—2ny(n4 v} Lo+ ...
L’ordre de A est égal & (2v—mn).

4.° En raisonnant comme plus haut, pour le cas du cycle parabolique,
et s’appuyant sur la remarque du n.° 22, on a le résultat suivant: Pour un
cycle (2v, v) dont chaque nappe a, avec la tangente de la ligne-origine, un
contact d’ordre (2-6), Pordre de A est 24v.

III. Si y, et B, sont nuls, c’est-d-dire si la ligne-origine est droite, le
plan tangent étant variable, on frouvera de méme que l'ordre de A est zéro.
Ce résultat, de méme qu’une partie des précédents, pouvait étre prévu comme
conséquence de l'équation d’Evier AA'=1. Car de cette équation on peut
conclure que 'ordre de A est nul pour tout cycle dont le corrélatif est de
méme définition que le proposé.

IV. 8i v, by, b, sont nuls, ¢’est-d-dire (n.° 24) si le plan tangent est
constant le Jong de la courbe-origine, on a:

gl— R =—2nv(n+r)c B0+, .,
L'ordre de A est (2v—n).

V. Enfin dans le cas ol le plan tangent est constant le long d’une
ligne-origine droite, on a vu (n.° 25) que I'ordre de A est (2v-+44), ¢ étant
un nombre entier nul ou positif dont la détermination exige un examen plus
approfondi qui a été fait au numéro cité.

33. Des résultats obtenus aux n.s 29, 31 et 32 et conformément & la
méthode expliqueé, je conclus maintenant I’énoncé suivant:
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Taforime XVL Sur une surface algébrique quelconque, de
degré m et de rang r, considérons:

1.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine n’est pas
droite, dont le plan tangent est variable le long de cette ligne et
difféere du plan osculateur de cette méme ligne, si, en outre, ce
cycle satisfait & une des conditions suivantes:

Sa classe » est inférieure & son ordre » (soit alors d le degré
de sa ligne-origine);

Ou bien sa classe v, est égale & son ordre, et son indicatrice
est parabolique en chaque point de sa ligne-origine (soient alors
d, le degré de cette ligne et (142) l’ordre du contact de chaque
nappe avec la tangente asymptotique).

2.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est gauche,
et dont le plan tangent en chaque point de cette ligne se confond
avec le plan osculateur de cette méme ligne, si, en outre ce cycle
satisfait & une des deux conditions suivantes:

Son ordre n, est supérieur au double de sa classe »; (soit
alors d, le degré de la ligne-origine);

Ou bien son ordre est le double de sa classe »;, et la tan-
gent de la ligne-origine a, en chaque point de cette ligne, un
contact d’ordre supérieur & 2 avec chaque nappe (soient alors
(@46) Vordre de ce contact et d; le degré de la ligne-origine).

3.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est une
courbe plane et dont le plan tangent, en chaque point de cette
ligne, se confond avec le plan de cette méme ligne (soient alors
d, le degré de cette courbe, et ny, v, 'ordre et la classe du cyele).

4.° Chaque cycle de nappes dont la ligne-origine est droite

et dont le plan tangent est constant en chaque point de cette

droite. Soient alors v, ns 1a classe et I’ordre du cycle et, en outre,

240 pordre le plus élevé du contact qui se puisse établir entre
Ns X

une nappe de ce cycle et une nappe de développable tout le long
de la ligne-origine.

Entre tous les éléments ci-dessus définis pour ces cycles existe
la relation

Ndikvy=d(n-v)- do(ne—2vp) + 2ds6v5 + (v — 1) + 2v; + i]=4(@-m). (23)
Annali di Matematica, tomo IX, 13
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34. Sur I'équation (23), on fera les remarques suivantes:

Le rang » se déduit de la connaissance du degré et de celle des lignes
singulieres au moyen de la théorie des courbes planes.

Le terme ¥d,lv, peut étre partagé en deux autres, I'un relatif aux lignes
paraboliques singuliéres, censées connues; 1'autre relatif & la ligne des points
paraboliques proprement dits. Pour cette dernitre, les deux nombres X et »
sont tous deux égaux a I'unité. Donc 1’équation (23) donne explicite-
ment le degré du lieu des points paraboliques d’une surface ayant
des singularités quelconques.

De Téquation (23) on peut par dualité en déduire une autre, dans laquelle
figure la classe de la surface au lieu de son degré, et qui fournira la classe
de l'enveloppe des plans tangents stationnaires.

IV. Applications: surfaces de révolution et surfaces gaunches.

35. Je vais appliquer les résultats généraux obtenus dans ce Mémoire aux
surfaces de révolution. Ces surfaces offrent des exemples de la plus grande
partie des singularités envisagées; les circonstances qu’elles présentent peuvent
étre reconnues en dehors de toute théorie générale. De la une vérification.

Dans le mouvement d’une figure plane, invariable, sur son plan les droites
isotropes qui passent par le centre instantané sont, & chaque instant, le lieu
des points dont la vitesse est nulle (*). Quand le mouvement est une simple
rotation autour d’un centre fixe, les droites isotropes qui passent en ce point
restent fixes dans toute ’étendue du mouvement. En conséquence, dans la ro-
tation d’un corps autour d’un axe fixe, les plans isotropes menés par l'axe
restent fixes. Tout point non situé dans un de ces plans décrit un paralléle. -
Done, dans une surface de révolution, toute ligne singulidre est un paralléle,
ou bien est située dans un des plans isotropes menés par I'axe.

36. En ce qui coneerne les paralleles singuliers, les résultats suivants sont
manifestes :

Si le méridien, en un point non situé sur I’axe, contient un cycle dont la
tangente ne soit pas perpendiculaire & 1’axe, et dont la classe » soit inférieure
a I'ordre n, le parallele correspondant est la ligne-origine d’un cycle (n, »)
dont cette ligne-origine n’est pas asymptotique.

(*) Voyez Maxsuemi: Sur les surfaces trajectoires. Savants étrangers, t. 22, n.° 12, p, 3,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Halphen: Sur les lignes singuliéres des surfaces algébriques. 99

Les autres circonstances restant les mémes, si la classe v est supérieure &
'ordre n sur le méridien, le paralltle est la ligne-origine d'un cycle (n, n) &
indicatrice parabolique. La direction asymptotique est celle du méridien; et le
cycle de nappes a pour corrélatif un cycle (v, n).

Si le méridien, en un point non situé sur I’axe, contient un cycle dont la
tangente soit perpendiculaire & 1’axe, et dont l'ordre et la classe soient (n, v),
le paralléle correspondant est la ligne-origine d’un cycle de nappes (n, v) dont
le plan tangent est constant.

37. Les lignes singulieres situées dans les plans isotropes menés par I'axe
offrent des circonstances plus curieuses.

Soit O un point de rencontre du méridien avec I’axe. Pour embrasser & la
fois tous les cas, je suppose que la perpendiculaire menée par O & I'axe dans
le plan du méridien ait £ points de rencontre avec ce méridien, confondus en
0. (Il s’agit ici, bien entendu, du demi-méridien; cette observation s'applique
& tout ce qui suit. Je dirai ensuite les modifications qui ont lieu quand le mé-
ridien se compose d’une seule courbe dont I'axe est axe de symétrie). Parmi
les cercles suivant lesquels tout plan perpendiculaire & 'axe coupe la surface, il
en est £ qui s’évanouissent lorsque ce plan vient en 0. Donc le plan mené en
O perpendiculairement & I’axe coupe la surface suivant deux droites isofropes,
dont chacune compte pour % unités dans le degré de la ligne d’intersection.

Ainsi, en chaque point de rencontre du méridien avec 1’axe, passent deux
droites isotropes, perpendiculaires & I’axe, qui appartiennent & la surface. L'en-
semble de toutes ces droites constitue, ainsi qu’on le voit aisément, I'inter-
section compléte de la surface avec les deux plans isotropes menés par I’axe.
Je vais étudier la nature de la surface le long d’'une quelconque de ces droites.

38. Pour faces 2, et x; du tétraedre de référence je prends les deux plans
isotropes menés par I'axe. Pour faces x, et ., je prends deux plans perpen-
diculaires & I’axe, le second x, passant par un point de rencontre du méridien
avec I'axe. Ainsi le point O est maintenant le sommet s, du tétraddre, et les
deux droites isotropes correspondantes sont les arétes x,«, et x,2;. Je considére
le méridien dans le plan z, =2, et soit

X 23

as ' \a
Péquation de la perspective de ce méridien faite du point de vue s, sur le plan
x,. L'équation de la surface de révolution est

-3}
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et cette équation met en évidence que !’intersection du plan z; et de la sur-
face se compose uniquement de droites telles que

2;=0, 2, — Ay =0,

% étant une racine de f(2). Ce sont des droites isotropes perpendiculaires &
I’axe. La méme observation s’applique au plan z,. Suivant notre hypothése,
une des racines X est nulle; je vais étudier la nature de la surface le long de
la droite isotrope correspondante x;==x,=0. J’aurai & distinguer trois cas,
suivant la nature de la rencontre du méridien avec 1’ axe.

39. 1* cas. Lie méridien rencontre 1’axe obliquement. Soient n, v

I'ordre et la classe d’un des cycles du méridien en s,: on aura

ﬂ=f—2=w”, f(—x-z)=am"+bw”+’+---

Z4 x4

Pour la surface, je pose comme précédemment
§= E ’ T
j’al ainsi:

=" C=1g[f('ﬂ)]2=%(a2w"’"+2abm2n+*-{—-.-)-

Ces équations rentrent dans le type (18) et représentent un cycle de nappes
(n, n) dont le plan tangent est constant le long de la ligne-origine droite
n=¢=0. Le nombre désigné par ¢ au n.° 25 est ici égal & », en sorte que
Pordre de la fonction A pour ce cycle est (2 -»). On peut le vérifier direc-
tement en mettant 'équation de la surface sous la forme

t=£~[f()]%
et concluant par un caleul facile

_ﬂ.ﬁ_ _aie_ —4 £3 £
2=l (5 =y @4)

Les quantités f et f” commencent respectivement par des termes de degré n
et ( —n) en ». Donc A commence par un terme de degré 3n-+(v—n) ou

2n+v).

40, 2me ¢gs, Le méridien est tangent & ’axe. On a ici:
fl5)=tor e

T4

pmety, Gt
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La droite n=¢=0 est la ligne-origine d’un cycle & plan tangent constant
(n, n-+2v). Le nombre analogue 3 7 est nul. La formule (24) permet encore
de le vérifier; 'ordre de A est ici (2n - 4v).

Les deux cas précédents présentent un caractére commun: tout point ol
le méridien rencontre 1’axe sous un angle non droit, appartient
a4 deux droites isotropes perpendiculaires & ’axe, situées sur la
surface, et le long de chacune desquelles le plan tangent est con-
stant: c¢’est le plan mené par 1’axe et cette droite.

41, 8°me cas. Le méridien rencontre 1’axe & angle droite. On a ici:

z : 1
n= "+, f(x_z)—_—amn_l_, ‘:_—"éazmm‘l""
4

Il en résulte: 1.° pour n>>v», le plan tangent est constant, et c¢’est encore
t=0. Le cycle de nappes a V'ordre (n--v) et la classe (n—v). L'ordre de A
est 2(n —v);

2.° pour n=yv, le plan tangent est variable; I'ordre de A est zéro;

3.° pour n<v, le plan tangent est constant; mais c’est le plan »=0.

Le cycle a Vordre 27 et la classe (v—n). L'ordre de A est 2(v—mn). Ainsi:

un point ou le méridien rencontre 1’axe & angle droit appartient
a deux droites isotropes perpendiculaires & 1’axe, situées sur la
surface, et le long de chacune desquelles le plan tangent passe
constamment par 1’axe, ou bien varie, ou bien est constamment
perpendiculaire & 1’axe, suivant qu’au point de rencontre le mé-
ridien a, avec sa tangente, un contact d’ordre inférieur, égal ou
supérieur & 1'unité.

42. Je peux maintenant appliquer & une surface de révolution I'équation
(23), tous les éléments relatifs aux lignes singulitres étant exprimés par les
éléments du méridien.

Je désigne pour le méridien par
(n1y v;) un cycle dont V'origine n’est pas sur I'axe, et dont la tangente
n’est pas perpendiculaire & 'axe;
(12, v;) un cycle dont P'origine n’est pas sur I'axe, et dont la tangente
est perpendiculaire & I'axe;
(nsy vs) un cycle dont I’origine est sur 'axe, et la tangente oblique &

I’ axe;
(155 v4) un cycle tangent & 1'axe;
N5y Y, - 5 5
Enf; j?) un cycle dont la tangente est perpendiculaire Zi’?_y;,’_
5 5— “5
(051 V72 a4 l'axe, et pour lequel on a: n"5<y"5’,
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Aprés suppression d’un facteur commun 2, I'équation (23) donne:
2(r—m)=Y(v—mn)+ 4,
A=Z(V3+ 3%3"{" 3”4 + 31/4"!" 3”5 — 3215 +U'5"“"n”5).

Soient d et ¢ le degré et la classe du méridien. En considérant successivement
ses intersections avec 1’axe et ses tangentes perpendiculaires a 'axe, on a les
relations:

E(”s“{‘"d“"h"l—”s +”/5+n”5)=d;
E(V2+y5+yl5+y"5)=c.
On a, en outre, par la théorie des courbes planes
' S—n)=3(c—d).
Je conclus donc finalement en remarquant que m=2d
r=2(c+d)—2X+ns+n"). (25)
Sur la formule (25), comme sur tous les résultats relatifs aux rencontres avec
le méridien, on doit faire la remarque que ces résultats doivent étre divisés
par 2 dans le cas ol ’axe de la surface est un axe de symeétrie du méridien.
43. La formule (25) donne le rang de la surface de révolution engendrée
par un méridien ayant des singularités quelconques. C’est, & proprement parler,
une formule appartenant & la théorie des points singuliers des courbes planes.
On peut la vérifier trés-aisément dans le cas simple ol la courbe méridienne
rencontre obliquement I’ axe en des points simples, et non autrement. Le nombre
de ces rencontres est alors égal & d. La section méridienne contient, en plus
qu'une section quelconque, ¢ points doubles. Sa classe est 2¢. Donc une section
quelconque a pour classe 2¢+2d: c’est précisément & quoi se réduit le second
membre de (25) pour v;=n'y;=mn"y=0.
Voici un exemple assez curieux. Soient p et ¢ deux entiers positifs; consi-
dérons la courbe représentée en coordonnées rectangulaires par

yr=at,  2p>¢>p.
La surface de révolution engendrée par cette courbe tournant autour de I’axe
des z est de degré 2p et de rang 2g.

44. Je m’occupe maintenant des surfaces réglées. Sur une pareille surface,
la ligne-origine d’un cycle dont I'ordre surpasse I'unité ne peut &re qu’une
génératrice rectiligne. De méme aussi le lieu des points paraboliques se réduit
& des génératrices le long de chacune desquelles le plan tangent est constant.

A=c+3d—4X(s+n's+n").
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Soit G une génératrice fixe, et soit G' une génératrice infiniment voisine.
Je prends pour infiniment petit principal la distance des points ot G et G
rencontrent un plan arbitraire. La plus courte distance de G' & G est d’ordre
égal ou supérieur au premier. Dans le premier cas, tout plan coupe G et G
en deux points dont la distance est du 1°* ordre. Done, suivant un théoreme
concernant la correspondance entre les points de deux courbes (*), les sections
faites dans la surface par deux plans quelconques contiennent, aux points de
rencontre avec &, des cycles dont les ordres sont égaux. En méme temps, le
plan tangent au cycle de nappes varie en chaque point de G. Ainsi le carac-
tere distinctif des génératrices singulieres ou non, le long desquelles le plan
tangent varie, est que les sections faites dans la surface par divers plans ont
toujours, au point de rencontre avec &, quel que soit ce point, un cycle
d’ordre constant.

Remarquons que cette conclusion semble en défaut si G et G- sont paralléles.
Ce cas est écarté ici, toutes les questions étant traitées au point de vue pro-
jectif. A ce point de vue, ce cas rentre dans celui que je vais maintenant
examiner.

Dans le second cas, il existe sur G un point O, tel qu’'un plan arbitraire
mené par O coupe G en un point dont la distance & O soit d’ordre supérieur
au premier. Alors les sections de la surface ont, en O, des cycles dont les
ordres sont plus grands qu’en tout autre point de G. Ainsi le caractére di-
stinctif des génératrices le long desquelles le plan tangent est constant, c’est
I'existence sur chacune d’elles d’un point tel que O. Ce point (s’il n’est pas
& I'infini) appartient & la ligne de striction.

45. J’ai & m’occuper ici de ces dernitres génératrices seulement. Pour
face x; du tétraédre de référence je prends le plan tangent constant, et pour
face x, un plan passant par G. Pour face x; je prends un plan arbitraire mené
en O; z, enfin est arbitraire. Le sommet s, est le point O, et la droite G
coincide avec ,%;.

Je considére les sections faites par les faces #, et 2,. Ces courbes possédent
des cycles correspondants dont les origines sont s, et s,. La premiére a pour
tangente x,7;. Quant & la seconde, on peut faire deux hypothéses: ou bien
elle a pour tangente z,x,, c’est supposer qu'en O les tangentes de toutes les
sections sont aussi dans le plan 2;; ou bien elle a une autre tangente, que
je peux alors supposer choisie pour la droite w,z,.

(*) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 4, . 32,
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Par les lettres y, 2, =, je représente un point de la premitre courbe, de la
seconde courbe et de la surface. Je peux alors poser
1¢ hypothese:

2|=1, 22=a'w”', z3=b’wn'+»’+..., 2,=0
g9eme hypotheése:
z=1, Zp==b W Ay Zs=a o s 2,=0
n>n.
yl=0’ yQ:‘:amn, y3=bmn+y—}—..., y4=1.
Ty=a, Ly =1 + a2y, Ly =1Ys+ as, z,=1.

46. Je considére maintenant la quantité (¢7—~A%), pour former, comme
au n.° 32, l'ordre de A. Les coordonnées x; d’un point de la surface étant
linéaires par rapport & la variable «, la quantité ¢ est nulle. Ainsi (g7 — A%
se réduit & — % et il 0’y a plus qu'd envisager la quaniité k. En désignant
par des accents les dérivées prises par rapport & w, on trouve aisément:

h=3*1yy,2:7,.

Dans la seconde hypothise, la partie principale de % est nn'ad w™n-2
Done (n.° 30) l'ordre de A, pour un tel cycle, est 2(n"—mn).
Dans la premitre hypothése, la partie principale de % est

%(%/ “l" yr) al @t —2 ou — ' (% + y)a X wn+n'+v—2’

suivant que »* est inférieur ou supérieur & ». Si »* et v sont égaux, ces deux
termes s’ajoutent. Il peut alors arriver que leur somme s'évanouisse. Dans ce
cas, l'ordre de % s'éleve, et I'on peut trouver des exemples ol cet ordre soit
aussi grand que I'on voudra. Dans une surface développable, % est rigoureu-
sement nul. Je dirai donc, dans la premidre hypothése, que Pordre de A est
2(n'—n-+1t), le nombre ¢ étant le plus petit des deux nombres », ¥, et pou-
vant les dépasser dans le cas seulement ol » et »' sont égaux.
47, De cette analyse, je tire enfin cette conclusion:

Soit une surface gauche de degré m et de rang r;

Soit, sur cette surface, une génératrice singuliére G, ligne-
origine d’un cycle de nappes dont le plan tangent P soit constant
le long de cette ligne, et dont 'ordre et la classe soient n et v;

Soient n', v (W' >mn) I’ordre et la classe du cycle de la section
(S) faite dans ce cycle de nappes par un plan mené arbitrairement
aun point ol G rencontre la ligne de striction;
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Soit, en outre, ¢ un nombre qui est nul si la tangente & 1’o-
rigine du cycle (S) n’est pas dans le plan P; qui, dans le cas op-
posé, est égal au plus petit des deux nombres » », pouvant, en
outre, surpasser » et »' si ces derniers nombres sont égaux.

Entre les 61éments analogues, et relatifs & toutes les génératrices
telles que @, existe la relation

Y —n4t)=2(r—m).

La singularité ordinaire correspond au cas n=1, n'=2, {=0. La for-
mule fournit alors 2(r — m) pour le nombre des génératrices singulidres d’une
" surface gauche ne possédant que des singularités ordinaires. Ce dernier résultat
se démontre directement avec une grande facilité (¥).

48. Les surfaces que je viens de considérer dans ce paragraphe n’offrent
pas d’exemple des cycles singuliers dont les lignes-origines sont asymptotiques.
En dehors des surfaces développables, je n’en connais pas d’exemple parmi
les surfaces usuelles. Il est cependant bien facile de former des surfaces pos-
sédant une telle singularité, et I'analyse suivie dans ce Mémoire en fournit
le moyen.

Que P'on envisage la surface dont I’équation est:

(23 — 3z, 0oy 25 03P 20y = (2] — 22 )".

On vérifiera aisément que cette surface posséde un cycle de nappes (3, 2) dont
la ligne-origine asymptotique est la cubique gauche

La méme surface possede, en ouire, un cycle (5, 5) ayant pour ligne-origine
la droite z,z,, et le plan x, pour plan tangent tout le long de cette ligne.
On peut & volonté multiplier de tels exemples.

Paris, décembre 1877.

(*) Voyez Association francaise pour Pavancement des Sciences. Congrés de Nantes 1875,
pag. 237,

Annali di Matematica, tomo IX. 14
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Ricerche
sulle equazioni algebrico-differenziali.

(Memoria di¢ F. Casoramt, a Pavia.)

6.

Ora dobbiamo considerare il caso in cui la radice P dell'equazione f(X)=
sia multipla. Noi supporremo P radice doppia, e dP diverso da zero, clo& P
variabile con #, v. Indicando con p, p le due radici dell’equazione f,(X)=0
che si riducono a P per y =0, porremo

4 2 E3
e=P+my® +my* +my*+---> g 37)

- _ i — 2 _
p=P 4 my* +my* +-my® .-
Sostituendo questa espressione per p in (o) avremo, come gia la (22),

0

o=+ Lo+ [Lm L2

[ Sm Lt 12 g, | EONE
ed, invece delle (23) e (24), avremo le
n n—1 0
fy(@)=1e)+y )+ +yfe)
of

n—1

I [af +;§P’Z m+ 1) ( (38)

-1
9f f 1
+?/ [apm3+2 5P22 1 2+2 3893 + ]_I_

—fe)+y7 L

(*) Continuazione e fine, vedi t. 9, fasc, 1.
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n—-1

3y(e)=37() +99 )+ - +y”“‘°“f(p)

D > "~
o0+ Pt [ 4 2220 L )
n—1
837‘ 138f 1 an 3 f
+y* [ 3+o op2 2m 2’*‘2 3 0P8 + mi]‘l“'”'

Sviluppi d’egual forma hanno luogo per la .
I coefficienti #,, m,,... vanno determinati eguagliando a zero i coefficienti

delle successive potenze di y in (38), a cominciare da quello di %*; poichs i
primi due sono gid nulli, essendo P radice doppia. Abbiamo dunque primie-
ramente

10
7 ap'img +7m=0, (40)
della quale equazione una radice va presa come valore di m, e l'altra come

valore di m,. Nelle equazioni successive il coefficiente (m., m;,...) da deter-
minarsi entra sempre linearmente e moltiplicato per

f

gpE

cosi che, se m, non sia zero, ogni coefficiente successivo riesce determinato
in modo unico. Altrettanto per m,, ;... .

Per esprimere nel modo pit conveniente i risultati della ricerca che stiamo
facendo, dobbiamo riferirei ai varf gruppi omogenei costituenti il discriminante
gy di fy(X)=0. Percid considereremo anche questo discriminante in forma
di prodotto di fattori che svilupperemo secondo le potenze di y. Per esso i
fattori sono

Uy, oy, Ofy
991 > %9' * 9pm, (41)

e la formola esprimente g, per loro mezzo &

gy = mm—-za m—: I‘E’ _3%. (42)
1

analoga alla (14) per Fy. Ma, poiché dianzi abbiamo designato con p e p
particolarmente le radici che diventano eguali a P per y =0, e vogliamo ri-
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cercare le condizioni per I’abbassamento di F' scaturienti dai fattori che corri-
spondono a queste radici, cosl potremo scrivere le formole (14) e (42) come
segue

1 -1 -2 0
FtyF+y P+ +y'F=

(43)
n n—1 0 _(m=2)
(@tya-t-- -y a)y dfy(p)-fy(e) I Ofy(ew)
h=-1 h—
9+99+y 9'+ -yt 9—
n—1 af af (m—2) af (44)
mm_e(a+ya+ +?/ )m—2 Yiy Y1y 1I !/

op Tp T Opw
(m—2)
dove II significa che devesi fare il prodotto dei fattori (15) o (41) esclusi i
due gia particolarmente rappresentati.
Per formare gli sviluppi dei due fattori di g, in considerazione, traseriveremo
la (38), cambiandovi ogni simbolo di funzione in quello della sua derivata, ed
avremo

n-—l 0
0
B + oty a—f
'n n -1
1 az
Jr‘?/ apimrl-?/ [gp]: 2+ + ] (49)
n—l
f 10 f 1 o f 3
+y*[8p2 Mt 5 op 2t 5 o i+ apz ]+ )
Questo secondo membro dard lo sviluppo di %’} mettendovi per m., ms,... i
afy

valori ottenuti come s'¢ detto, e dard lo sviluppo di e mettendovi invece 1

valori ottenuti per m.,, ms,... .

Innanzi di procedere alle condizioni per I'abbassamento, conviene notare
alcune relazioni tra i coefficienti degli sviluppi (38), (39), (45). Per semplicita
indicheremo questi coefficienti con ¢, ¢, x, ciod porremo
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f?/(P)=S°0+‘,91?/%+?2y%+“‘7 fy(/;)=§°o+;1?/iz+ (46)
=ttty by b G —k By (4D

3 4 N % 31 Y - ’;“
R ST AL L N

-

Per un momento consideriamo #,, m.,... come altrettante variabili indipen-
denti ed i secondi membri della prima e terza di quest’ ultime equazioni pu-
ramente come risultati della sostituzione della espressione

P+my® 4 myy® 4.
fy

invece del simbolo p nelle due formole f,(p) e vh Allora i coefficienti g,
Puyeavy Xoy Xiy--- COMpajono come altrettante funzmni razionali intere delle
variabili m,, m,,...; e noi vogliamo notare le relazioni che fra esse funzioni
hanno luogo in forza della

ofy(?) _ 2fy(e) ¢
dm: — 0p  Ome

dove ¢ significa un numero intero positivo qualsiasi. Introducendo i simboli
9, %, questa eﬁuag]ianza si traduce nella

3@1

omy

002

0 3 3 5 ;
- y* +3m =0ty eyt )yt

0 me

+

e perd le relazioni, che essa inchiude tra le ¢ e y, e le quali consistono nelle
eguaglianze dei coefficienti delle eguali potenze di y, si compendiano nella

0 Drrs
Sas S (49)

Omy

dove s, come ¢, significa numero intero positivo qualsiasi.

Confrontiamo ora i coefficienti ¢ coi 5, considerando perd #m,, m,... come
quantita non pilt arbitrarie, ma determinate, come pid sopra, dalle equazioni
900=0, 9,=0, ¢=0, ecc. A tal fine, differenziando la identita f,(s)=0,
abbiamo

afy<p>+%fgdp=o,

ossia

({J0+‘Piy‘§ +(1L2y?+-..+(x0+xiy_2-+xgy§2+.,_)(dp +y?dm‘+y?dm2+_'_)=0.
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E perd, eguagliando i coeflicienti delle successive potenze di y, otteniamo
— o=y dP
— = yodm,+ x: dP
— o= yodmy + yudm, 4 x.dP

------------------

(50)

Abbiamo visto nel n.° 3 come la condizione singolare, affinché il grado di

n

I
F si abbassi di una prima unitd, consista nella —STC =0, che traducesi in g =0.

I primi termini ¢y, Py, xo, xo degli sviluppi (47) e (48) sono nulli. Per ottenere
-1

y F' bisogna moltiplicare i secondi termini degli sviluppi (47) per i primi degli
sviluppi degli altri w — 2 fattori 0f(p,). Sard dunque

F =GB 01 (P,

-1
Ora, affinchd riesca zero anche F' per opera dei due fattori pei quali riusci

!
gia zero F, bisogna che sia
(Pi 1=Oo

1 fattori ¢y, ¢, di questo prodotto dovranno entrambi essere zero. Infatti, am-
messo che sia

23f

Lrli—— aP mi-—O

ne segue m,=0, non potendo essere zero il moltiplicatore di m,. Imperocche,

n

se questo fosse zero, dalla differenziale della indentita %=0, ciot da que-

st’altra identitd
—[- aP2dP 0

seguirebbe che dovrebb’essere nullo anche il secondo termine del primo membro,
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ciod nulla I'una o I'altra delle quantita

o

m dp,

il che contraddirebbe alle supposizioni fatte nel principio del n.” 6. Dovendo
essere zero la radice m, dell’equazione (40), sard zero anche l'altra radice m;,
e quindi

- 93 f p

llbaP‘O'

Inoltre, la (40) stessa fa vedere che la condizione %yi 0 si traduce nella

"F®)=o0. (51)

Ma osserviamo altresi che le condizioni ¢, =0, $,=0 equivalgono, per le (50),

alle y,=0, y,=0. E perd, nel secondo membro della (44) il prodotto dei due

fattori (48) principierd col termine in y*: cosi che nel primo membro dovra
h

essere, insieme con ¢g=0,

g =0. (52)

-1
Finalmente riflettiamo, che, se F' fosse gid riuscito zero per opera di fattori
n—1
diversi dai due (47) che stiamo considerando, la condizione f (P)=0 esprime-

rebbe pure sempre che, per opera di questi due fattori, il grado di F' si abbassa
h-1
di una seconda unitd. E se anche g fosse gid divenuto zero per opera di fat-

n—1
tori diversi dai due (48), la condizione f(P)=0 si tradurrebbe ancora in una
h—v
g =0 per v>1.
Passiamo ora alla condizione affinchd il grado di F' si abbassi di una terza
unitd per opera dei fattori (47). A tal fine bisogna primieramente porre

Yoo =0.

Qui pure saranno simultaneamente ¢, = 0 e ¢, = 0. Imperocchd da ¢, =0 segue,
per le (50), y.=0. Ora, poiché m, & zero, ¢, riesce anche zero senz’altro, e la
equazione che determina m, & la ¢,=0. Quest’equazione & di secondo grado,
ma le sue due radici m, ed m, sono eguali. Imperocche m, soddisfa anche la
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equazione derivata, essendo, per la (49),

0% _ . —0.

—_—y, =
0 ms ~2

Dunque 7, =1, ¢ $=1¢,. La condizione in discorso pud esprimersi egua-
gliando a zero il discriminante della ¢,=0, cioé ponendo

(Zf,) 2 2777 @) —0 3)

E poich?, riuscendo per essa nulli i coefficienti . e ., il grado di g si ab-
bassa ulteriormente di un’unitd, la detta condizione equivarra all’essere zero
un altro dei gruppi di g, e perd alla

h—2

9=0, (54)

qualora gli altri m—2 fattori (41) non abbiano gid concorso all’abbassamento
di esso grado.

Potremmo adesso passare alla condizione, affinche il grado di F' si abbassi
di una quarta unitd per opera dei due fattori in discorso, e trovare, in modo
analogo al finora seguito, la espressione di essa condizione analoga alle (51)
e (53), come l'analoga delle (52) e (54). Ma conviene invece cercare a dirittura
la condizione affinch® il grado di F, dopo essersi abbassato di v —1 unitd per
opera del detti fattori, si abbassi per loro cagione ancora di un’altra unita.
Volendo entrare in tutte le particolaritd di questa ricerca, benche, seguendo
altro modo, parte delle medesime sarebbero superﬂue, distingueremo il caso
di v—1 dlsparl (=2r—1) da quello di v—1 pari (-21*)

Nel primo caso, coll’essere nulli i coefficienti

4’07 5”17 ‘zbﬁ MRS ‘1’/21'—2
B B Foeer Yaes
X0y X1 Xeyeery Yor 2

y O] X1y X2reey Yor—2
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avremo gia trovato che i coefficienti

m1=m1, M3=M3,-.., 9”?7‘—'3=n227’—3
sono rispettivamente le radici doppie delle equazioni quadratiche
=0,  9=0,0..;  Qur—=0

ed hanno tutte il valor zero; e che

My = Ny, my == %4 yeooy Map—p == ﬁzr—z
sono le radici doppie delle equazioni
¢s=0, 9s=0,..., Qur—s=0;
mentre i1 coefficienti
P19 P39y Psyeces Par—s

non avranno servito a veruna determinazione dei coefficienti m, essendo di
mano in mano riuseitli nulli identicamente.
La condizione nuova da considerarsi in tale caso sard

‘PQr—i ' -472';-—1 ==0.

Supponiamo dunque ¢,,,=0. Sara, per le (50), xsr—=0. La equazione, che
serve a determinare #,,_,, sard g, =0. Infatti osserviamo primieramente che
94— Yiuscird zero identicamente. Ed invero, ogni termine di ¢, deve con-
tenere un coefficiente 7 con indice dispari. I termini contenenti m,, ms,...,
Msr—s §1 annullano insieme con questi coefficienti. E, quanto ai termini conte-
nenti Mop—sy Mopiay. ..y Mar—s, riflettiamo che questi coefficienti vi entrano linear-
mente; laonde #,45 aVrd in g, per moltiplicatore la

0 Qar—s

9
am2r+5

la quale derivata, per la (49), eguaglia la espressione
Xer—s—uy

che, per tutti i valori di ¢ qui occorrenti (cio¢ —1, 1, 3,..., 2r —5), & nulla.
In secondo luogo osserviamo, che, nella espressione di ¢,— 1 coefficienti m
con indice superiore al 2r — 1 spariranno, perché moltiplicati per quantitd gia
nulle in forza delle precedenti determinazioni. Infatti I'm:ris (per o=0, 1,
Annali di Matematica, tomo IX, 15
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114 Casorati: Ricerche sulle equazioni algebrico-differenziali.

2,..., 2r—3) entra linearmente in ¢, e vi & quindi moltiplicato per la

3@47‘—2 ,
O0Merts

che, giusta la (49), eguaglia la espressione

Xer—2—a)
la quale abbiamo gid detto essere zero.

La equazione ¢,—,=0 & di secondo grado rispetto all'incognita m,,—,, con-
tenendo il termine

: n
1 o
Emmgr—i;
ma le due radici sono eguali, come potrebbesi conchiudere dalle

9 Par—2

= =0
0 Mier—1 Kar—s ’

se non risultasse, che esse radici sono entrambi nulle, da ¢id che i termini
contenenti m,,._, linearmente devono contenere anche altri coefficienti m con
indici dispari inferiori a 27 —1 (la somma dei prodotti degli indici per gli
esponenti dev’essere pari in ogni termine) e sono percid nulli.

Dunque conchiuderemo che devono essere #y,—; = Myp—y =0, EM_1=\1¢W_1=0,
er~1=0-

Nel caso di v—1 pari (=27), mediante considerazioni affatto simili alle
precedenti, riconosceremo: che, posto ¢,,=0, si ha x,;, =0; che, essendo zero
identicamente ¢,—;, la equazione, che deve determinare il coefficiente ,,, e
la quadratica ¢.. = 0, le cui radici sono eguali; e che quindi risultano ., =ms,,
Hb2r=5b2r=07 Xw=0-

E perd, possiamo ormai conchiudere in tutta generalitds, che, le condizioni,
affinche il grado di F' si abbassi di v unitd, per opera di quei due tra i fat-

tori (15) che corrispondono alle due radici eguali dell’equazione f(X)= 0, sono
che i discriminanti delle equazioni

0, =0, 0,=0,..., Pov—p=10 (55)
sieno nulll insieme con

;(PL 'a—f' )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Casorati: Ricerche sulle equazioni algebrico-differenziali. 115

Il qual complesso di condizioni si traduce identicamente nel dover essere nulli
v fra i gruppi
h h—1 h—2 0

9 9y Gyeeesy 9
e precisamente nel dover essere

h h—v+-1

-1
9=0,..., g =0; (56)

quando perd un simile sistema di condizioni non si trovi gid adempiuto per

opera di altri tra i fattori (15), conformemente alle riflessioni che ora aggiun-
geremo.

3
g=01

10.

Potranno riuscire zero anche i primi termini di altri fattori (41). Perd questi
fattori non concorreranno mai isolatamente, sibbene sempre due a due, x a gy,

all’abbassamento di g, secondo 'ordine di moltiplicitd della radice di ;(X) =0
cui corrispondono. Per es. la

significherebbe che P, & radice almeno doppia di fn(X)=0 e perd dovrebb’es-
sere, per es., P,=P; e quindi anche

H

0

P4=O.

D

Ed allora, supponendo il caso ancora di radice doppia, se riuscisse zero anche

N
il coefficiente di %* in

1.
riuscirebbe zero il coefficiente di %* in

ofy.
394 ’
e cosi via.
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Queste condizioni saranno sempre equivalenti, per le (50), alle analoghe con-
dizioni relative ai coefficienti degli sviluppi di

afy (P3)1 afy(P4)7

e trarranno quindi seco sempre ulteriori abbassamenti di grado in F.
Sussistendo un sistema (56) di condizioni, non ne segue che devano mancare

1 primi termini negli sviluppi di due soli tra i fattori (41), ciod che per due
2 y—1

i
fattori sieno nulli i coefficienti di %°, %%, y%,..., y *; ma segue che deve
mancare tal complesso di primi termini nel sistema di tutti quanti 1 fattori
(41) per cui riesca %” la pit bassa potenza di y nel loro prodotto. Ora, a
questo complesso di primi termini mancanti, ossia di coefficienti y nulli, cor-
risponderd sempre, per le (50), un analogo complesso di coefficienti ¢ nulli,
ciod di primi termini mancanti negli sviluppi dei fattori (15), e perd di termini
mancanti nel loro prodotto, vale a dire di v gruppi mancanti in
I 0

F4+F+4+F+---4F.

Possiamo anche manifestamente stabilire che coesistano condizioni della forma
(33) e condizioni della forma (56). Supponiamo che sussistano le p, +py+--- +p,
condizioni

]y;(PS)=O7 ”]?1(Ps)=0,..., n_’;;+l(Ps)=O per s=1, 2,... ¢  (57)
insieme con le (56). Dalle (57) segue, che, nei fattori
Sfyledy  fyeedyey (e
sono nulli rispettivamente i primi
By Py M

termini, e che quindi nel prodotto

p=rs

I afy(P) (58)

P=F1
la piti bassa potenza di y ha per esponente

H1+F2+"'+[lc-

E dalle (56) segue, che, la ;(X):O ha radici multiple, alle quali riduconsi
per y=~0 le radici p di parecchi tra i fattori non compresi in (58), e che nel
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prodotto di questi parecchi fattori la pil bassa potenza di ¥ ha per esponente

Ve

Quindi nel prodotto di tutti quanti i fattori (15) la pill bassa potenza di y
verrd ad avere per esponente

prtpeto ety

e perd saranno nulli identicamente i primi py+p-+-+-+p+v gruppi della
espressione [

11.

Fra le molte conseguenze che scaturiscono dalle condizioni trovate, rileve-
remo in prima la seguente. Quando sia A>>7, le condizioni

h r-1 h—1
g=0, g=0,.. g=0 (59)
traggono seco queste altre
h—1-1 he1—2 0
g =0, =0,..., g=0, (60)

cioe I'annullamento totale di g.
Infatti, dalle (59) seguono le

7 -1 0
F=0, F=0,.. F=0;

dunque F’, riesce identicamente nullo, e perd coesistono per un qualche valore
di X le equazioni

fy(X)=0, dfy(X)=0.

Differenziando rispetto ad % e v la prima di queste, ed osservando la seconda,
si ottiene

Ofy 7~ —
Zlax=o,

donde conchiudesi dover essere zero gg oppure dX. Ammettendo che sia

ofy_
ax =
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118 Casorati: Ricerche sulle equazioni algebrico-differenziali.

dovrd essere zero anche il risultante di questa equazione e della f,(X)=0,
cioé appunto il g,, ossia tutti i suoi gruppi separatamente.
Se poi si volesse supporre

la radice X sarebbe costante rispetto ad u e v, e la equazione f,(X)=0 si
decomporrebbe nelle
n n—1 0

f[(X)=0, [X)=0,..., [lX)=0;

e sarebbe facile, con considerazioni analoghe alle fatte nel n.° 8, dimostrare
che in tal caso ¢ riesce gid zero, se sieno soddisfatte anche soltanto le prime
2n+1 fra le condizioni (59).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Ueber die Auflosung der Gleichungen
finften Grades.

[Von L. Kieeerr, in Darmstadt. (*)]

Die neuerdings von den Herren Kuem (**¥), Brioscan (**¥) und Gorpax (***¥)
iiber die Auflosung der Gleichungen fiinften Grades verdffentlichten Arbeiten
haben mich veranlasst, eine Untersuchung iiber denselben Gegenstand anzu-
stellen, durch deren Ergebniss, wie mir scheint, eine nicht unbedeutende
Vereinfachung der von Herrn Gorpany gegebenen Ausdriicke herbeigefithrt
wird. Wihrend ndmlich Herr Goroax seiner Liosung die Jerrarp-Hermirrschen
Formeln zu Grunde legt, kann man mit Anwendung der von Herrn Werer-
sTrass eingefithrten Function pu (*****) auf einem kiirzeren Wege zum Ziel
gelangen. Der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften beehre ich mich
im Nachfolgenden einen Auszug aus meiner Untersuchung mitzutheilen.

§ 1.

Es sei die elliptische Function pu definirt durch die Gleichung
Pru=4pu—g:pu—gs,

wiihrend 2w, 20 ein Paar Fundamentalperioden dieser Function bezeichnen;

(*) Abdruck aus den Nachrichten der Gottinger K. Gesellschaft der Wissenschaften.

(**) Kreix, Weitere Untersuchungen diber das Ikosagder. Math. Annalen, Bd. 12, p. 503-560.

(***) Brioscal, Ueber die Aufiisung der Gleichungen vom finfien Grade. Math. Annalen,
Bd. 13, p. 109-160.

#¥x%) GorDaN, Ueber die Aufiisung der Gleichungen vom finften Grade. Math, Annalen,

Bd. 13, p. 375-404.
(FrE*E) Vrgl. Borcraror’s Journal, Bd. 76, p. 21-33.
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120 Kiepert: Ueber die Auflisung der Gleichungen fiinften Grades.

dann sind fir r=0, 1, 2, 3, 4
1
f= 2w to)
o5)=(5)
_ 1
fr= (20)’-{—167‘0)) (40)'—!—327‘0))
| — | —p|——

5 5

die Wurzeln der Gleichung
12 2 5
fiz I f6 (/ l 07 (1)

WO
A=g;—21g;

ist. Die Berechnung der Grossen f, fi, fi, fey fsy fi wird erleichtert durch
eine Umformung, die man mit denselben vornehmen kann, und durch die man

erhilt
e
PapL N e\/5r( 1’2,) @)
2v

1—h e
r=—€2rh 15A sl}(ﬂr)7

2nt w'ni

wobei e=¢° ist und A=e ® berechnet werden kann, sobald man die abso-
lute Invarlante : der elliptischen Function kennt.
Entwickelt man IT(1—A%)-f und II(1 —%®)-f. nach Potenzen von A, so
findet man folgende vRelationen bestéiti”gt:
htfe +fi +f +1f =15,
fotefi +efetefi+fi=0, (3)
fitetfitefetefitefi =0.
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§ 2
Setzt man jetzt
o= g5 (P =PI Prism Prd (P ol @
so werden %o, Y, Y Y3 Y« die Wurzeln einer Gleichung fiinften Grades
A%yS + 10A%y* +45Ay — 216 ¢, =0. (%)

Auf diese Gleichung ldsst sich aber die allgemeine Gleichung fiinften
Grades

2+ Axr+ Bt Caxt+Dx+E=0 (6)
zurickfiihren durch die Substitution
2 ___a+tBy
x—ux—i—v—- g—i——A’yz—Z’ (7)

wobel die Grossen w, v, «, [, %g durch Aufldsung von nur zwei quadra-
tischen Gleichungen bestimmt werden. Zunichst folgt aus

z=x*—ur-v,
dass z wieder die Wurzel einer Gleichung fiinften Grades ist, in der man
aber durch passende Bestimmung von # und » die Summe der Wurzeln und

die Summe der Quadrate der Wurzeln gleich Null machen kann. Dies erreicht

man indem man setzt
bv=-Au-A*+2B,

(242~ 5B)ur « (44°~13AB + 15C)u +244-8 42 B+ 10 AC+ 3 B =10 D=0.

Man findet also fiir » und » die Werthe durch Auflésung einer gquadra-
tischen Gleichung und erhilt fir 2 die Gleichung

2*-bls*~bme+n=0, (9

(8)

wobel
50 ==100*~Cu® + (- AC+4DYu2 +(34D-BC-5E)u-24E+2BD - (?,
5m=bvt+10lv-Dut+(-AD +5E)w* + (4 AE-BD)w « (10)
(BBE-CDyu+20E- 1",
n—=0"~510 +dbmo-Ew + Au*+Bu+ Cu+ Du+ E).

Annali di Matematica, tomo IX, 16
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Dieselbe Form wie bei Gleichung (9) erhilt man, wenn man den andern,
aus Gleichung (7) sich ergebenden Werth von 2z, néimlich

a+By
3-4-Ay2

mit Gleichung (5) zusammenstellt und y eliminirt. Damit nun aber vollige

2 == —

Uebereinstimmung mit Gleichung (9) stattfindet, miissen «, 8 und %3 s0 ge-
wihlt werden, dass die Gleichungen
B8A?a® —T2Aa 4216 g; (A B— B%) = 122g2A1,

Aot 4 18Aa?3 — 27384+ 216 g, B2 =12%g3Am, g (11)

A+ 10A%? 3 - 45 Ae B4 4 216 g, 8 =122 g A’n
befriedigt werden. Dies geschieht, wenn man « aus der quadratischen
Gleichung
(F—Imn+m)et+ A1 Bm 410 —2m*n)a — 27130 + 64 Pm2—mn2=0 (12)

berechnet und in die Formeln

*+12¢g,=1ca*+3ma—3n,
A =P[(In—m)a+mn], ; (13)
B =% P[P+ 11lma+ 64m*—21In]

einsetzt.

§ 3.

Zur vollstdndigen Auflosung einer allgemeinen Gleichung fiinften Grades
sind nach dem Vorhergehenden also nur folgende Rechnungsoperationen nothig:

1) Man berechne aus einer quadratischen Gleichung (8) die Grosse w,
dann geben die Gleichungen (8) und (10) unmittelbar die Werthe von v, ,
m und n.

2) Sodann berechne man aus einer zweiten quadratischen Gleichung
(12) o« und setze den gefundenen Werth in die Formeln (13) ein.

3) Man berechne aus %; die Grosse h=e¢  (Vergl. H. Bruns, Ueber
die Perioden der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung. Dorpat,
1875).
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4) Man bestimme f und f,(r=0, 1, 2, 8, 4) durch die Gleichungen (2)
f—kSA 5 V5 H(l——km")

1—h2
2v
" 1 _41 1.—h5£8rv
fr=_€2 h BA 61;.[(-———1_122” )7
berechne
1 i
fr == '\1—5 [(f2 —fzr/ (f2r+2 ——f2¢+3) (fzfr+4 —f2r+1)] 2
und daraus
5 — + BJT
r 3 ——|—Ay2

dann sind die Wurzeln x,, @, &,, #s, 2, der allgemeinen Gleichung fiinften
Grades (6), wie unmittelbar aus Gleichung (7) folgt, fir »=0, 1, 2, 3, 4

_ —E4+@—a)w+ Aur+Bu+C)—(v—2-)2(2u-+ A4)
T = W T Aw+Bur+ Cut D—(w—2)But +2Au+B) (0 —z)
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Nota alla precedente Memoria.

(D¢ F. Brioscnr, in Milano.)

E noto che dalla equazione modulare Jacobiana del sesto grado:
(x—ayY—4a(@—ay+10b(x—af—4c(x—a)45b*—4ac=0 (1)

se indicansi con , %o, *i,... s le sue radici, ponendo:
1 KA
Y= v_g[(m_%)(xz — &) (s — 7)) 2

si ottiene la equazione del 5.° grado:
y*+ 100y +5(90*—4ac)y—8k=0 (¥ 2)
essendo:
k=[c*— 2154 25a°b* — 40atbtc — 20a2b e + 45ab’c + 16 a°c?] .
Pongasi ora a =10 nelle equazioni (1) (2) e nella (1) z==;{b, nella (2) y =»\b;
si avranno le:

£4108—4 55 45=0 3)
b':l

7,5—1-107;3—]—457;—8\/2—:——27:0

dalle quali si passa alle equazioni (1) (5) della precedente Memoria col porre

¢ . . .
—-—=3§7—;. La equazione modulare corrispondente alla (3) quando si faccia
])3

uso dell'integrale elittico nella forma considerata dal sig. WrirrsTrass nelle
sue lezioni, & la seguente:

5 5 1 o
zﬁ—zggz4_59323—1—69322_Zg2g3z—.65zg§=0. (4)

(*) Vedi Mathematische Annalen, Bd. 13, pag. 141,
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Ora nel mio lavoro che ha per titolo: Sopra una classe di forme binarie,
pubblicato nel vol. 8 di questi Annali, ho dimostrato che fra le radici delle
equazioni (3) (4) ha luogo la seguente relazione:

L e g
= . A— 5
: 3\/A 428 —gez—gs ( )
o reciprocamente :

93 \/ +\/"i:+10
TR

Ma, come & noto, indicando con p(u) la funzmne introdotta mnell’ analisi dal

sig. \WEIERsTRASS, si ha:
2 4

e ponendo:
2w 40
~(5(5)
si ha:
P—12 [823+g2z+g3]
da cui:

2

z*——p=

-

[p(%w) _1’(4_5&'))] 1 23(433 — 22— ).

Quindi sostituendo nella (5) si otterrd:

HEY
\/ 20 4o
P (?)_1’ (?)
cioé la prima formola del prof. Kieperr.
Ma la equazione (4) si pud abbassare direttamente; infatti ponendo:

o

1;=V:=A(z—zu)(zz—zs)(z4—z*)

si ottiene la:

5+ 1003-1—401;—]—-\/?——0
(vedi il mio lavoro citato sopra pag. 37), nella quale i coefficienti numerici
sono gli stessi che nella superiore.
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Ueber die Transformationstheorie der
Theta-Functionen, ins Besondere derer
von drei Verianderlichen.,

(Von . Weser, in Kinigsberg.)

§ 1. Transformation der 2p-fach periodischen Functionen.

Eine 2p-fach periodische Function von p Verdnderlichen kann durch Ein-
fiithrung passender Variablen in eine solche Form gebracht werden, dass sie in
Bezug auf jede einzelne der Verinderlichen die Periode =¢ besitzt und aus-
serdem noch p Systeme zusammengehorige Perioden, bestehend in den gleich-
zeitigen Aenderungen simmtlicher Variablen resp. um

di,.,, dg,,,,... ap’y; V=.l, 2,..- pc

Wir nehmen an, dass diese Periodensysteme den Bedingungen geniigen, dass

Qp,» == Ay
und dass der reelle Theil von

Eaf‘f"xl"x”

ey

eine negative Function sei, was erforderlich ist, wenn die Function durch
Theta-functionen darstellbar sein soll.

Es sollen nun an Stelle der urspriinglichen Variablen w,, w,,... %, durch
eine lineare Substitution

w=30Pv  h=1, 2, p ®

die neuen Variablen v,, s,... v, eingefiihrt werden, und die Coefficienten Q"
dieser Substitution, deren Determinante nicht verschwinden darf, sind so zu
bestimmen, dass die neu entstandene 2p fach periodische Function der Ver-
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Weber: Ueber die Transformationstheorie der Theta-Functionen, etc. 127

dnderlichen v,, v,,... v, ebenfalls fiir jede einzelne der Variablen die Periode
=4 hat, und dass die andern Periodensysteme den fiir die Darstellbarkeit durch
Theta-functionen erforderlichen Bedingungen geniigen.

Sind also

bi’y, bz)y,.oa bp,"

die Systeme zusammengehoriger Perioden dieser neuen Function, so ist, wenn

wir unter i, 4, k=1, 2,... 2p ein System von 4pp ganzen Zahlen verstehen
QW ri=ollnit lzpagﬂ") i,y &)
%ng)bi’ p= az(;-)hu ) +lzp 11(91:;") iy 3)

Hieraus ergiebt sich durch Elimination der Q0) ein in Bezug auf jedes der
Grossensysteme @;r, b;r lineares Gleichungssystem:

1% pti )
-W—ilzpacf’,+ bivay = p_l_#n't-l—Za(p"")a —za )b”,L (4)
Ferner erhdlt man aus (2), (3)

ZQ(F)Q()[) '——mza(”) F)+Ea azo+@ o 4

)
4,1,8"
Zaw ) alpt 4 L LY i p oD olp ),
% i,p
Vertauscht man hierin ¢ und v, so ergeben sich aus den Bedingungen
bi s =0by ; (6)
die Relationen
ot(v) (-“ ‘“)-ocj- == wenn v—u= =+
F+‘ P+ & p (7)

= 0  in allen andern Fillen; p, v=1, 2,... 2p

wenn # eine ganze Zahl ist.

Umgekehrt folgen aus (7) die Relationen (6) da die Determinante der Qf:)
nicht verschwinden soll.

Die Gleichungen (7) erweisen sich zundchst nur dann als nothwendig, wenp
das Grossensystem ;3 allgemein ist. Bestehen zwischen diesen Grossen Se-
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wisse Gleichungen mit ganzzahligen Coeflicienten, so kionnen die Gleichungen
(6) auch ohne die Gleichungen (7) bestechen. Da sich aber weiter unten er-
giebt, dass fiir die Transformation der Theta-functionen die Relationen (7) unter
allen Umstinden nothwendig sind, so nehmen wir auch hier auf diese Aus-
nahmefille keine weitere Riicksicht.

Gentigt ein Zahlensystem «{*) den Bedingungen (7) so hat die Determinante
desselben

A=E + a(ll)agg)...a%’)

den Werth +n? wie sich sofort ergiebt, wenn man das Quadrat der Deter-
minante A bildet. Spiter wird sich zeigen dass nur das obere Zeichen giiltig
ist; fiir jetzt geniigt es, zu wissen, das A zugleich mit » verschwindet und nicht
verschwindet.

Es ldsst sich nun zunéchst beweisen, dass unter der Voraussetzung eines

i,
positiven # und nur unter dieser der reelle Theil der Function Yb; ya;x; eine
1p
negative Function ist, falls, wie vorausgesetzt ist, das Gleiche von dem reellen
00
Theil der Function ¥ a;; ®;z; gilt.
Ly

Bedeutet ndmlich @y, .,... 7, ein reelles Grossensystem, und definiren wn

ein complexes Grossensystem ¢, ¥,,... 4, durch die transponirte Substitution
von (1)
zn= %O y:
1Lp
so ergiebt sich, indem man
anp=0nrti0nk;  Onr=brr+tibhr;  ya=yn+tiy

setzt, worin a'nr, @'nry Onn, b'nr, Y'n, y'n reelle Grossen bedeuten, mit
Hiilfe der Relationen (7)

% b, nontr= ”}Ekalh, rW Y+ yry's) ().
Hieraus aber folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung, denn es ist, falls

n positiv ist, Nb's rxnar aus zwel negativen I'unctionen zusammengesetzt.
hyh

*) Vgl. beziiglich dieser einfachen Rechnung meine Abhandlung: Ueber die unen li 7
vielen Formen der & Function. Borcusrp1s Journal, Bd. 74, p. 65.
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Es wird hiernach » immer als eine ganze positive Zahl vorausgesetzt und
heisst der Grad der Transformation. Ist =1, so heisst die Transformation

linear.
Da hiernach auch die Determinante A von Null verschieden ist, so kann

man den Relationen (7) auch die folgende Gestalt geben:

}‘:(zzng)afj)——agi)aﬁ"'_i): +pn wenn v-—p == ip 8

o (8)
= 0 in allen andern Fillen; u, v=1, 2,... 2p

Endlich lisst sich noch zeigen, dass, immer unter der Voraussetzung eines
von Null verschiedenen » und A, ein durch (2) bestimmtes Grissensystem QE:)
immer eine von Null verschieden Determinante hat, dass somit jedes beliebige
den Relationen (7) oder (8) geniigende Zahlensystem in (2) und (3) angenommen
werden kann.

Wiire nimlich die Determinante der Q) gleich Null, so liesse sich ein von
Null verschiedenes reelles Grossensystem I, mz bestimmen, welches den Glei-
chungen

S0 b+ imp) =0
Lp

geniigt. Durch Trennung des Reellen vom Imaginiren zerfillt dies System in
die beiden folgenden:

P i 3 ) i ok ;
nza,(:)lh +za”i,u2“$¢p+t)lh _I_Eai’vzagﬁ)mh:o
Lp 1,p Lp Lp Lp (9)

2 i ) . i 3 )
—x Xl mp— Ba"s » Xal?my 4+ Ba's, Balf N, =0
Lp Ly Ly Lhp Lp
woraus sich sofort ergiebt
3,i h . 13 . i,i h . 13 .
0o (Bl ) G+ o) - Dl o (Bl Ol Sk 1) =0,
Lp i,p 1,p Lp Lp Lp

Diese Gleichung kann in Folge der iiber die ¢'; ;+ gemachten Voraussetzung
nicht anders bestehen, als wenn

h . k ,
Ea,(,p'“) mp =0, Eaff’"’z) Ih=0
Lp Lp

Annali di Matematica, tomo IX. 17
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ist, was wegen der Gleichungen (9) zur Folge hat:

B

Eag)mh=0, Za )lh—

iL,p
Dies aber widerspricht der Annahme, dass die Determinante, A nicht ve:-
schwinden soll.

§ 2. Znsammensetzung zweier Transformationen.

‘Wir nehmen nun zwei Substitutionen der im Vorhergenhenden betrachteten
Art nach einander ausgefiihrt an, indem wir setzen

up=30"v;  on=3PPw;  w=YRMw, (10)
1,p L,p Lp
R =1§Q,§“>P§j). (11)

Es ist als dann

QI(:)TEZ'= afz)w’i-{—IZaLp'H)ai,,; EQM bin= a(v) RS Ea(p"")al v
2P

Plmi—pmi+ 67 b,,; ;P%"’ci.ﬂ— )it Eﬁi‘fﬁ”b (12)
x4 4

RS)Wi=VE:)ni+zyf‘p+i)ai’y; ER?) Cip= /p+,L’”'+24 P+.u a;,

worin die Zahlen ;¢) aus den Zahlen o), B0 nach dem Gesetze gebildet sind:

“/Q)=1,22]pa§“’ﬁff’ v, p=1, 2,... 2p
Bezeichnet man daher die Transformationen in der Weise:
o)y oy, o) g, B0, g
@y| A ) [ A )
i o o,

1
A A0, A

2
N LT

...........
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und bezeichnet ferner die aus zwei anderen zusammengesetzte Transformation
als deren Produet
(B)=(P)(@)

(wobei die Reihenfolge der Factoren nicht gleichgiiltig ist) so ldsst sich das
der zusammengesetzten Transformation entsprechende Zahlensystem 72) nach
der Multiplicationsregel der Determinanten bilden, indem man im ersten Factor
nach Horizontalreihen, im zweiten nach Vertikalreihen summirt. Geniigen die
Zahlen «, # den Bedingungen

Z(a(") — N = £, O)

pri® je nachdem p.—yv == p ist oder einen

) al)_ () andern Werth hat
E(Bp‘u—}-ug p+¢ﬁu)_+m 0

so ergeben sich daraus leicht die in gleichem Sinne geltenden Relationen
i
G — 0 )= £ mn, 0.
1,

Der Grad einer zusammengesetzten Transformation ist also gleich dem Pro-
duct der Transformationsgrade der Componenten, und durch Zusammensetzung
mit einer linearen Transformation (die wir durch die ersten Buchstaben der
Alphabets (4), (B),... bezeichnen wollen) wird der Grad einer gegebenen Trans-
formation nicht geéndert.

Zu jeder beliebigen Transformation (P) vom Grade » giebt es eine andere
@ vom gleichen Grade, welche der Bedingung geniigt:

n00...0
@ @=mn="" ).
0 0... nl

Die Transformation (@), welche man (wie Jacosr in den elliptischen Fun-
ctionen, Fund.* nova, p. 61) die zu (P) supplementéire Transformation
nennen kann, ergénzt (P) zur Multiplication; denn die Transformation (V)
liefert die Substitutionsgleichungen

U= Nv; a;ir="bir.

Die Existenz einer supplementiren Substitution ergiebt sich sofort aus der
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132 Weber: Ueber die Transformationstheorie der Theta-Functionen,

folgenden Bildungsweise derselben:

1 1 1 1 +1 1
RN R WO N B NN )
+1 2 1 o )
(P)= oc(lp),... ocl(op), “4(;]-?1)“' agﬁ) Q)= a(zz ),... “(215))7 -—otgp),... ~—ag§)
_ 1 1 +1 17 +1 2 1 .
ail’—}" ),... ocl(op+ ), 0‘[(;1:_1 ),... aﬁj _aip ),... _“(1 p), a(l ),... a(lp) \
2 2 2 2 ( 1 2p} 1
QN RN R 0 B N R U

Um zu beweisen, dass es nur eine zu einer gegebenen supplementéire Trans-
formation giebt, kann man so verfahren. Die beiden oben bestimmten Trans-
formationen erfiillen die Bedingungen

P)Q=@),  (Q)(P)=(), also (N)(Q)=(QN).
Geniigt also eine zweite Substitution (@) der Bedingung

(P) (@)= ()
(@) @)=(QI)
(@) =(N)(@)

so folgt daraus
mithin

was, wie sich leicht ergiebt
(@)=(@.)
zur Folge hat.

Die zu einer linearen Transformation (A4) supplementire ergiinzt dieselbe
durch Zusammensetzung zu der identischen Transformation, und kann, insofern
man die identischen Transformation als Einheit betrachtet die zu (4) reci-
proke Transformation genannt und mit (4)-* bezeichnet werden.

Ziwei Transformationen n'» Grades (P), (@) heissen aequivalent, wemn
die eine aus der andern entseht, indem man auf dieselbe eine Transformation
ersten Grades (B) anwendet:

(P)=(@)DB);  (Q=(P)(B)*
Alle aequivalenten Transformationen bilden eine Classe, und da die Anzahl
der linearen Transformationen unendlich ist, so ist auch die Anzahl der Trans-

formationen einer Classe unendlich. Von welchem Reprisentanten einer Classe
man ausgeht, ist gleichgiiltig; denn ist

(P)=(QDB)  (P)=(Q)(B)
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so folgt:
(P)=(P)(B)(B)-

Um einen méglichst einfachen Repréisentanten einer jeden Classe zu erhalten,
der zugleich die Anzabl der Classen eines bestimmten Transformationsgrades
zu beurtheilen erlaubt, kann man sich des Verfahrens bedienen, welches Kro-
NECKER angegeben hat (¥), und welches von Cresscr und Gorpax in dem Werke
iiber Aser’sche Functionen auf die lineare Transformation angewandt ist.

Es sei

QR

181 b 18(22)7"‘ ﬁl?)

...........

00, 609, ()

(B)=

die lineare Transformation, mit welcher (§) zusammengesetzt werden soll, und
wir machen iber diese die folgenden speciellen Annahmen:

=1, =0 (h und % verschieden)
ausgenommen fiir ein bestimmtes 5, 1)

‘62’:1) =0, ‘8(27+h1) 0’ ABSLZ:-l_h!): +1 ‘BE;]LJ'—)kh‘): F 1.

Pty
=1, Y=o

ausgenommen (2)
62p+h4)= +1

=1, H=0

ausgenommen (3)
h
‘@1(3 +) =% +1
Ang: ) Ezk '=0
ausgenommen, fiir ein bestimmtes A, und A, 4)
B =21, =1
B =1, £ =0
atsgenommen ()
h2 —_— h( —
=1, =21

(*) Kroxecrer: Ueber bilineare Formen. Monatsberichte der Berliner Akademie vom
15% QOct. 1866, u. BorcuaroTs Journal, Bd. 68.
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134 Weber: Udber die Transformationstheorie der Theta-Functionen,

Y

ﬁg) = 17 .B(;f) =0
ausgenommen (6)
g=—1, fri=—1

Alle diese speciellen Annahmen fiihren zu linearen Transformationen, und
es ergiebt sich daraus, dass man in einer Transformation (@) vom gt Grad,
ohne die Classe zu #ndern, die folgenden Operationen vornehmen kann:

1) Die hye Vertikalreihe mit der p+ hjte» vertauschen und zugleich
in einer derselben das Vorzeichen #ndern;

2) Zur hyter Vertikalreihe die (p + h.)* addiren oder sie von derselben
abziehen;

8) Zur (p 4+ k) Vertikalreihe die A,* addiren oder sie von derselben
abziehen;

4) Zur hger Vertikalreihe die k" addiren oder sie von derselben sub-
trahiren und zugleich von der (p - k,)'* Vertikalreihe die (p+ k)¢ subtra-
hiren oder sie zu derselben addiren; .

5) Gleichzeitig zur (p -+ u)en und (p + ho)ter Vertikalreihe die /. und
die Ry Vertikalreine addiren oder diese von jener subtrahiren;

6) Gleichzeitig die Vorzeichen der hse* und der (p--hi)er Vertikal-

reihe #ndern.

Ist nun

1 1 DR
a(l),... al(}), ‘7'1(24)—17"' “gp) \

............ S

o A
{ 1 1 +1)

p+1) ocl(f+ ), "y(fﬁ ). a(g

2 2; 2

NN O N ORI

irgend eine Transformation nt» Grades, so lassen sich in derselben zunichst
durch Anwendung der Operationen (1), (2), (3) die Elemente o{*2),... ()
zerstoren, ferner lassen sich durch Anwendung der Operation (4) auch noch
o) (2)  zum Verschwinden bringen, worauf das in der letzten Horizon-

o1y Fapl
talreihe allein iibrig bleibende letzte Element als ein Divisor des Transforma-

tionsgrades » nicht verschwinden kann. Hierauf kann durch dasselbe Verfahren,
indem man die p* und 2pt¢ Vertikalreihe ganz ausser Spiel ldsst, die vorletate
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Horizontalreihe in die Form gebracht werden
0, 0,... 0‘1(1210-1)7 0, 0,... “gop—_ll)r

was, wegen der Relation (7) zur Folge hat, dass «f?~") verschwinden muss.
Auf diese Weise kann man fortfahren, bis in den p letzten Horizontalreihen
alle Elemente links von der Diagonalreihe gleich Null geworden sind, wonach,
in Folge der Relationen (7) die Transformation folgenden Ausdruck erhilt:

1 1 1 1
M, 0,... 0, <0 W, af)
2 2 2 2 2
BTN O N R C B C IR
@y e oy gl Al )
1 1
0, 0,.. 0, @4, L2ED e+
0, 0,... 0, O al(,ﬂt,“’),... a%“)
2
0, O, 0, O, 0, agpp)
Es ist alsdann
aﬁl)“l(aﬂ-ﬁl): ag}z) aj,ﬁ” —ee— al(op) agop) =n

und da durch alle die Operationen, durch welche diese Reduction erreicht
ist, die Determinante der Transformation ungeindert bleibt, so folgt, dass fiir
jede Transformation n*» Grades die Determinante den Werth #? hat.

Durch die Operation (6) kann man noch erreichen, dass die in der Diagonale
stehenden Elemente alle positiv sind, und endlich lassen sich durch die Ope-
rationen (3), (4), (5)

a1 auf seinen kleinsten Rest (mod a{27")

P auf die kleinsten Reste (mod o{?=7)

..................................

Pt o2t W73 auf die kleinsten Reste (mod o217)
o) auf den kleinsten Rest (mod «{?)
a2, afp) auf die kleinsten Reste (mod o{?73")

..................................

oD o) 1y oD, auf die kleinste Reste (mod o{")
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reduciren (oder auch in ein beliebig vorgeschriebenes Restsystem nach den
betreffenden Moduln hineinbringen). Diejenigen, ausserhalb der Diagonalreihe
stehenden Elemente, iiber deren Grosse hiernach nichts festgesetzt ist, némlich

) o), (i< k) sind durch die iibrigen vollig bestimmt, nach den Relationen

(M, ©)

Die hierdurch charakterisirte Form der Transformation () wollen wir die
Normalform nennen. Es ergiebt sich leicht, dass in jeder Classe nur eine
Transformation vorkommt, welche die Normalform besitzt; denn bedeutet (B)
eine lineare Transformation, und sucht man die Bedingung auf, dass die zu-
sammengesetzte Transformation

V) (B)

wieder die Normalform habe, son findet man, dass (B) die identische Trans-
formation (1) sein muss.

‘Wenn man eine Transformation (§) vom Grade » mit zwei Transformationen
ersten Grades (4), (B) in der Weise verbindet, dass sowobl vor als nach der
Transformation () eine der linearen Transformationen vorgenommen wird, also

(P)=(4)(Q)(B)

setzt, so lisst sich (P) auf noch einfachere Formen zuriickfiihren. Bei dieser
Betrachtung wird vorausgesetzt, dass der Transformationsgrad #» von (¢) keinen
quadratischen Theiler habe. Unter dieser Voraussetzung lassen sich die beiden
Transformationen ersten Grades (4), (B) so bestimmen, dass in (P) nur noch
die in der Diagonale shehenden Elemente von Null verschieden sind. Wir
beschréinken uns, der einfachern Schreibweise halber auf den Fall p=3, der
uns spiter ausschliesslich beschiftigen wird, obwobl die zuniichst folgenden
Betrachtungen unverdndert auf den allgemeinen Fall iibertragen werden konnen.
Wir nehmen an, es sei (¢) bereits in die Normalform gebracht:

1) 1) ) 1)
%4y 07 07 gy G5y &g

@ @ @ @ @
Gy gy 01 Qyy %59 %

(@) 9 o B, o
B 0, 0, 0, & & o
O’ 0, 0’ O, a?), d:’
0, 0, 0, 0, 0, o9
da
a;”d'f = a':) a?) = o'.'gs) oc;.G =M
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ist, und » keinen quadratischen Theiler hat, so ist o relativ prim zu o
ebenso a? zu oP, & zu o« Haben nun o, of einen gememsamen Factor,
so kann derselbe nicht in « enthalten sein, und muss daber, wie aus der
Relation

(i) (4)_I_“12) (5)___0

folgt, in «? aufgehen. Daher lassen sich die ganzen Zahlen 7, % so bestimmen,
dass

2)+ka(i)+ka?)=0
ist, und wenn man demnach (@) in folgenden Weise zusammensetzt:

1000 00 1000 00

100 00/ (k100 00
ooto ool Yoo10 0o
0001 —20{ D001 —%o0
0000 10 foooo 10
0000 01/ 0000 01

so wird «;” zum Verschwinden gebracht, was zur Folge hat, dass auch «?
werschwindet. Auf dieselbe Weise kann man «?, off’; o, «f zum Verschwinden
bringen.

Bestimmen wir ferner, was gleichfalls nach unseren Voraussetzungen stets
moglich ist, die ganzen Zahlen A, % so dass

(1)+La(1)+hg(4)_0
=
wird, so wird durch die Zusammensetzung:

100200 100
010000 010
OOIOOOQOOI
000100()000
(000010 000
000001 000

2y, und auf demselben Wege o, o, zum Verschwinden gebracht.

Bestimmt man endlich zwei Zahlen h, & durch die Bedingung:

(1)+ hu(E)_I__ kd(ii)—; O

Annali di Matematica, tomo IX. 18
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so wird durch die Zusammensetzung

100020 1000£%0
010200 010£00
001000 001000
OOOIOO(Q)OOOIOO
000010 000010
000001 000001

wobel fir () die durch die fritheren Zusammensetzungen bereits reducirte
Form anzuwenden ist, =, und folglich wegen der Relation

4 1

) 5 2
o, oy oy oy =0

«? zum Verschwinden gebracht und durch zwei analoge Zusammensetzungen

konnen die noch ibrigen ausserhalb der Diagonale stehenden Elemente fort-
geschafft werden.

Wenn also der Transformationsgrad eine Zahl ohne quadratischen Theiler
ist, so kann die Transformation durch Zusammensetzung mit linearen Trans-
formationen in die Form gebracht werden '

n, 00 0 0 O
0n, 00 0 O
0 0n, O 00
00 0m O O
000 0 m 0O
000 0 0 m

worin
nim1= 7%7"2 =1’I/3M3 =N

und hieraus folgt weiter wegen

nm, 00 0 0 0\/»yOOOOO ny, 0 0 O 0 0
O0On, 00 0 0/7{0»0000 0 7o, 0O 0 O 0
0 0n, O 0 0[)0OO0» 00O YO O mm 0 O 0
000mOO0(]J0O00gO0O O 0 0 mp, O 0
000 0 mO0}1{0O00O0 O EO 0 0 0 mp O
000 O0 0 m''00000O0 p 0 0 0 0 0 mpys

dass jede Transformation, deren Grad eine Zahl ohne quadratischen Theiler

ist, sich aus solchen Transformationen zusammensetzen lisst, deren Grad eine
Primzahl ist.
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Setzen wir jetzt den Transformationsgrad » als Primzahl voraus, so ergeben
sich folgende Repriisentanten der nicht #quivalenten Transformationsclassen,
welche in 8 Typen zerfallen

100000 7n00a00 1000 00
010000 010000 an00 a0
001000 001000 0010 0 0
Ii0o0no0o0 600100 0 00n —a 0
0000mn0 00000 0000 10
100000 # 00000 # 0000 0
10 000 0 1 000 0 0\ [n00a0 o
01 000 O s n00 o o 01000 0
a ads n 00 o @y 0 0 o o Oana 0O o
Vo0 0n0—a{ V0 00m—u—af TJo0o01 0 0
00 00n —d, 0 000 1 0 0000 5 —z
00 000 1 0 000 0 1 0000 0 1
700 o a0 n 00 a ag o
07l0a2a30) 0n 0 a op a4
00100 0 00 7 a o «
> 5 U4 U3
Vlgoo100 YMi9001 00
00001 0 0000 10
00000 n 0000 0 1

worin die « beliebige Zahlen eines bestimmten Restsystems (Modulo %) sein
konnen. Die Gesammtzahl der Classen nicht dquivalenter Transformationen ist
sonach fiir einen Primzahlgrad:

14+ n+n2+ 204 n* +n° 4 ns.

Durch Zusammensetzung mit Transformationen ersten Grades lassen sich,
wie oben gezeigt alle diese Transformationen aus den acht Hauptfdllen
ableiten, in denen die simmtlichen « gleich Null sind. Diese Zusammensetzung
gestaltet sich aber hier, wo n eine Primzahl ist, noch einfacher als im allge-
meineren Fall, indem man hier alle Fille aus den betreffenden Hauptfillen (V)
durch eine Zusammensetzung (B) (N) erhilt, wo (B) diejenige Transformation
ersten Grades bedeutet, die sich aus der zu bildenden Transformation ergiebt,
wenn man die in der Diagonale stehenden Elemente alle durch 1 ersetat.

Aber auch die 8 Hauptfille lassen sich durch Zusammensetzung mit linearen
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Transformationen aus einem einzigen herleiten, wie der Anblick des folgenden
Formeln zeigt:

0O 0 0100 00000 ,000—1 0 0 100000
0 0 0010/,020000/1000 0—1 0 010000/
o 0o oootlloornooollooo o o—1 Yo1o000
—1 0 0000{j00o0100 100 0 0 0=000n00§
0—1 0000 {oooot1olfoto 0 o 0) 0000n0
L0 0—-1000 0000011001 0 0 0 00000n
0 00100 m00000, 000—1 00, 100000
0 00010/(0n0000]000 0—10) 010000
50 o1000lloonooofloo1r o oo Yonooo
—1 00000000100 J100 0 00 "000n00
(0-10000 0000101010 0 oo) {0000720
0 00001000001 '000 0 01 000001
und zwei analoge Fille
000100 00000 000—100 (L00000
010000/ {or0000) 010 000 OnOOOO‘
001000{ Joono00l Joo1 000 Joonoool
—100000[ }000100[ J100 000/ j000r00
000010H000010 000 010 0000105
. 000001 000001 000 001/ 000001

»

ind zwei analoge Fille.

§ 3. Die complexe Multiplication.

Kronecker hat in des schon erwihnten Abhandlung gezeigt, dass es singu-
1're Werthe der Moduln a;7 giebt, fiir welche die b;x den entsprechenden
ai,r gleich werden, und man findet dort einen Weg angegeben, diese sin-
guliren Moduln durch die Wurzeln einer reciproken Gleichung 2pten Grades
mit ganzzahligen Coefficienten zu bestimmen. Auf dem hier eingeschlagenen
Wege gelangen wir zu diesen Resultaten wie folgt.

Setzen wir zur Vereinfachung

bip=0ir="l0; k} Wi k== ki
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so ergeben sich fiir diesen besonderen Fall aus (2) (3) (§ 1) die Bedingungen

0L —af) }_;aff'“) wis

1_ 0
%Qg)mi”* 10+p +Z z(oi?)“"? ve
‘Wir bestimmen nun ein Grossensystem &, A aus den Bedingungen
],%ag' £i—2E, y—1, 2,..., 2p @)
woraus man fiir 1 die Gleichung vom Grade 2p erhilt:
DTN RO
A g )| o
.(;(12;)). C ézp.). .. .o;zp.;).\

deren Wurzeln, wie man leicht erkennt, wenn man dieselbe mit der n’cht
verschwindenden Determinante

1 1 +1 (2+1)

(zfl_-t )7 ag§+ ), — agp )7”_ —a;

2 2 2, @»

“foi)n G, A", — "

1 1 1 (1)
—“fw)rn _-a‘(lp)7 ai ) %p
p
- “;1-217 - a(2§)7 a(lp)7 o

multiplicirt und die Relationen (7) beriicksichtigt, in Paare %, 1" zerfallen, di

der Bedmgung A1 =n geniigen. (Man erhiilt also eine reciproke Gleichung

fur W ) Teder Wurzel der Gleichung (3) entspricht ein den Gleichungen (2)
n
geniigendes Grossensystem & und demnach erhalten wir 2p solcher Grossen-
systeme &, A
Multiplicirt man nun die Gleichungen (1) mit £p, ép-+p und summirt in
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Bezug auf p, so folgt, wenn man zur Abkeirzung

Q,= Zwv,ig,ﬁi + Ev (4)
1,p
setzt, mit Riicksicht auf (2)
IOV =10, y=1, 2,... p. 5)
Lp

Da nun die Gleichung
eM—3 oP... of
................ —0 (6)
A e

nicht mehr als p Wurzeln haben kann, so folgt unter der Voraussetzung, die
von nun an gemacht werden soll, dass die Gleichung (3) keine gleichen
Wurzeln hat, dass fir die Halfte der 2p Werthsysteme 1, £ die Gleichungen

Q,=0 (M)

erfilllt sein miissen, aus denen man durch Auflosung linearer Gleichungen die
gesuchten o, , erhilt. Fiir die andere Hilfte ergiebt das Gleichungssystem (5)
wieder durch Auflosung linearer Gleichungen, die Werthe der Substitutions
coefficienten ij).

‘Was die Zertheilung der 2p Werthsysteme £, A in die beiden Hilften be-
trifft, von denen die eine in (7) einzusetzen ist, so sind dafiir folgende Ge-
sichtspunkte massgebend. Es muss diese Zertheilung so geschehen, das erstens
die Determinanten der Gleichungen (7) (5) nicht verschwinden, sodann so,
dass die aus (7) bestimmten Gréssen o; » den Bedingungen w; = oy ; geniigen,
und endlich kommt noch die Convergenzbedingung der mit den Moduln =ie;
gehildeten Theta-Function in Betracht, welche verlangt, dass der imaginire

7.k
Theil der Function Yw; ra;2 eine positive Function sei. Es wird sich zeigen,
dass diesen Bedingungen, wenn iiberhaupt, so nur durch eine ganz be-
stimmte Auswahl der in (7) einzusetzenden Werthsysteme &, A geniigt
werden kann. Wir bezeichnen die Wurzeln der Gleichung (3) mit 2,, %,,...
)ep und die entsprechenden Werthe des Grossensystems &,, welches aus den
Gleichungen (2) bestimmt wird, mit &, ¢®,... £%). Ueber den noch unbe-

stimmten gemeinschaftlichen Factor eines jeden Systems %, £{),... £§) denken
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wir uns irgend wie verfiigt, jedoch so, dass etwaigen reellen Wurzeln 2 reelle
Werthe dieses Grossensystems und conjugirt imaginiren Wurzeln conjugirt
imaginéire Werthe desselben entsprechen. Es ergiebt sich dann zunichst leicht,
dass die Determinante

d==3+ D, )

nicht verschwinden kann, denn dieselbe ist, abgeschen von einem nicht ver-
schwindenden Factor, gleich der Quadratwurzel aus der Discriminante der
Gleichung (3) von der wir vorausgesetzt haben, dass sie von Null verschieden
sei (*). Es folgt nun weiter aus den Gleichungen (2) in Verbindung mit den

Relationen, denen das Zahlensystem af;’) unterworfen ist:
IEp(iEh) Eﬁi - 59) gj(ah-{)-i) = 07 (8)

vorausgesetzt dass die beiden Wurzeln 25, Az nicht ein Paar bilden, dessen
Product =mn ist. Ist aber A,2x=n, so kann die Gleichung (8) nicht bestehen,
da sonst die Determinante ¢ verschwinden miisste. Aus (4) und (7) aber ergiebt
sich als Folge der Bedingungen w; p = wz, ¢, dass fiir die in (7) vorkommenden
Wurzeln 1 der Gleichung (3) die Bedingungen (8) erfiillt sein miissen, so
dass in den Gleichungen (7) nicht die beiden Wurzeln eines Paare vorkommen
kénnen, deren Product = ist. Bei der Auswahl derjenigen p Wurzeln also,
von denen die Gleichungen (7) abhédngen, hat man aus jedem dieser Paare

(*) Es folgt ndmlich aus den Gleichungen (2)
i i i A C P
122 E.ia,?):zv)\’ zgizagz)lgl"):gv)ﬁ’ 2‘3‘-"‘2 0(2;)0.9)“9)-:&)\3,---
»ap
Bildet man, indem man die Indices v,, v,,... beliebig, jedoch so wihlt, dass keine der

Grossen E,(,:), ES?,... verschwindet, aus diesen, fiir die verschiedenen Werthe von A aufge-
stellten Gleichungen die Determinante, so folgt, wenn

D=(1—2%) (4 —25)- - (a1 —sp)

gesetzt und beachtet wird dass X, },...} 5 =nP ist:

i
a‘l'l, 2 ag') asfv‘)! v

e .
@z, Za(z)agﬂ),... ] e
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eine Wurzel zu nehmen. Aber auch diese Auswahl wird zu einer vollstindie
bestimmten durch die Convergenzbedingung der Theta-Functionen mit den

Moduln 7éw; 5.
Zuniichst fordert diese Convergenzbedingung, dass die Gleichung (3) nu
imaginire Wurzeln hat, die sonach, da die Coefficienten reell sind, paarweise

conjugirt sein miissen.

Denn gesetzt es giibe eine reclle Wurzel der Gleichung (3), so existirt eine
zweite, und eine von diesen muss in einem der Gleichungssysteme (7) vor-
kommen, in welchem dann auch die Grossen & reell sind. Das betreffende
Gleichungssystem lautet dann:

h
Yon képrn+Er=0
voraus
nk k
sznkimeﬁk—j—--—zﬁkipﬂuk-
Es wiirde also fiir ein reelles, von Null verschiedenes Werthsystem der Va-
riablen die Function

hoE
3 X ok Tn 2k

1eelle Werthe annehmen, was den Convergenzbedingungen widerspricht, de
einen wesentlich positiven imagindren Theil dieser Function verlangen.
Betrachten wir also eine imaginire Wurzel 2, und setzen das zugehorige,
gleichfalls imaginire Grossensystem £,=vy,+4¢,, ferner w; p=ow; p+iw"; &,
worin »,, &, wir, w4 reell vorausgesetzt sind, so ergiebt sich aus (7)

/3 h
Xo'n wnprn— 0" n kEprh + =0

h h
No'nwlprn+ X0 1 knpin+ =0
woraus folgt:

h ok k
20" n k(Cprnlprr - nprnnprr) = Xnlprr — Ernpit)- %)

Dasjenige Grossensystem £, welches zu der zu A conjugirten Wurzel gehort,
unterscheidet sich von dem hier benutzten nur durch die Vorzeichen der
Grossen ¢. Die auf der rechten Seite von (9) stehende Summe kann daher nur
fir das eine dieser beiden Grossensysteme einen positiven Werth haben, wie
ihn die Convergenzbedingungen verlangen. Es kann daher von zwei conjugirt
imaginéren Wurzeln der Gleichung (3) nur die eine, und zwar eine ganz be-
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stimmte zur Bildung der Gleichungen (7) benutzt werden, und dadurch wird
die Auswahl derjenigen p Wurzeln, von welchen jene Gleichungen abhiingen
zu einer bestimmt vorgeschriebenen.

Es existirt also fiir eine gegebene Transformation, fiir welche die Gleichung
(3) lauter von einander verschiedene imaginire Wurzeln hat, hdchstens
ein den Convergenzbedingungen geniigendes Grissensystem o; r welches dem
entsprechenden transformirten Grossensystem gleich wird; aber es existirt, wie
Beispiele lehren, nicht immer ein solches Grossensystem. Wenn die
Gleichung (3) gleiche Wurzeln hat, dann konnen unendlich viele solcher Gros-
sensysteme existiren.

§ 4. Die Transformation des Theta-Functionen.

Wir wenden nun die im Vorstehenden entwickelten allgemeinen Transfor-
mationsprincipien auf die Theta-functionen dreier Variablen an. Es ist:

sggi g: G

ik %
+o0\3 ;;“;,k("e"':?gi)("k‘*'%gk)+2123("7¢+:79k)(“k+f§hk7“‘)
ki ]lg /12'3

(tsy Usy Us) = (;oza e 1)

g1 92 93) welchen wir die Charakteristik der Theta-

worin der Zahlencomplex (}21 7y bl
function nennen, irgend wie aus den Zahlen 0, 1 zusammengesetzt ist, so dass
sich 64 Functionen dieser Art ergeben.

Macht man nun in einer solchen Theta-function die Substitution

=3, Q¥ v; @)
mit den Bedingungen
QE:)T[Z. — af}’m’ _l_gaﬁsﬂw)ai’v
(3)

i i
v v . 3
123@5 "bi,p= aﬁlﬁm-kl};aﬁj;’ai,y

so geht diese Function iiber in eine Function der Verédnderlichen v,, v, s,
welche die Eingenschaft hat, dass ibr Logarithmus bei Vermehrung der Ar-
gumente um ein System zusammengehoriger Perioden um eine lineare Funetion
der Variablen zunimmt. Eine solche Function kann durch Multiplication mit
Annali di Matematica, tomo IX. 19
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einem Factor, dessen Logarithmus eine Function zweiten Grades der Variablen
ist, in eine Function verwandelt werden, welche fiir jede der Variablen die Pe-
riode n¢ besitzt, und diese wieder, ndthigen Falls indem man fiir die Variablen
durch eine lineare Substitution mit ganzzahligen Coefficienten neue Va-
riable einfiihrt, in eine ¢-Function. (Vgl. meine Schrift: Ueber die ABEL’schen

Functionen vom Geschlecht 3. Berlin 1876, Ste. 8, u. 9.)
Demnach betrachten wir jetzt eine Function von der Form

Moy (shay ey ts) = Ot %2 W) Sy (1, Uy, ts @) (4)

in welcher wir die homogene Function zweiten Grades

ik
fluyy uzy us)= 3 X Ci,nUiUn )

so bestimmen, dass dieselbe in eine ¢-Function der Variablen v,, v., v; iiber-
geht, was nach den angefiihrten Betrachtungen stets moglich ist, wenn iiber
die Zahlen «{*) die geeigneten Voraussetzungen gemacht werden.

‘Wir bezeichnen vorliufig die Function von v,, v,, v, welche durch die
Substitution (1) aus IT hervorgeht mit ¢ (v,, v;, v;). Wenn nun v, um =i wichst,
so wichst w, um

QW ri=alri4 Nl a;
und Sz (%, %, ;) geht iiber in
0 o) 2B, _Swy @GR
(_1)2'(9¢ y Tho, )e 23,y zzaa,k vy %y -9(;;)(%1, s, us)
h
Flsy ey ws) in flsy wy ) 4-mi ZQVF () — 7 F(Q, O, QD).
Um daher unseren Zweck zu erseichen, miissen wir setzen
, 3
e =ni Yoy n Q) ®)

woraus die Constanten ¢; zu bestimmen sind, und dafiir, dass ¢; g =cx,i
werde, ergeben sich als nothwendige und hinreichende Bedingungen

e — el =0 'y u=1, 2, 8 U

weiter folgt aus (6):
L t k .
— " f(Q") @ Q) =i Bt t X Wa; pel’ o+
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und demnach gentigt ¢(v,, v;, v;) den Bedingungen:
Yot )= (=14, v, v) ®
7= B(gee R 4 oDl (mod. 2) (9)

Wachsen nun ferner die Variablen v,, v;, v, gleichzeitig bezichungsweise um
iy, bsy, by, 50 wichst u, um

gsﬂ)=EQLM b;, v_“.(s#) ”-I-ZO‘HV% P
und Sz (v, t,, ;) geht iiber in

: 847 @) B B+
Z(“ 9, h) —22m u, —Za 3
( 1) 34V 84V 4 34y ik 3.,.v 34V S(n)(’lh, uz; us)

Sy sy ) I fug, us, u3)+2zuizci,k9$k) +f(9£1)7 952)7 v3))

Soll daher ¢(vy, v;, vs) eine 6-Function von der Ordnung » seine, so muss

% % k
Xl u;— Jui eing =no,, (10)
was zu den Bedingungen fiihrt
i Ok
TVELE = Beirg)=n, 0 (11)
und daraus
z(a(3+t (1)_a§) (3+1))_n 0 (12)

je nachdem g, » gleich oder verschieden sind.
Ferner erhilt man aus (11)

i k
n-bu,y =11 FalFNol)  + ZZ“ AR “*”—EEWJQY‘)Qﬁ) (13)
was wegen b, ,=b, . zur Folge hat:

Z(“ggﬁ’) (@) _a(3+c) 0 1)=0 (14)
fiir p=y ergiebt (13)

@@, ¢, 953’)=wi2a§3.;:" %‘L—FE Zwz weltDal i, . (15)
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woraus sich fiir ¢(v,, v, v;) die weitere Gleichung ergiebt:
Y1 4bi,vy V2D 0y U 4-0s) = (— 1)h," WPy, vey 0)  (16)

]”,vEZ(gi“;(j.)}-v'*"Ilidgii+“§ij“;+~) (mod 2) (17)
und demnach ist in der That die Function ¢(v,, %, vs) eine §-Function von
der Ordnung » mit der Charakteristik

n_ [91 9% s
(ﬂ’)—(hq v, h)
deren Elemente ¢, A durch die Bedingungen (9) (17) bestimmt sind.

Ist der Transformationgrad » eine ungerade Zahl so ergiebt sich aus dieser
Bestimmung leicht.

e——znv Y nb

so dass also die Charakteristiken der urspriinglichen und der transformirten
Theta-function gleichzeitig gerade und ungerade sind, Fir einen geraden
Transformationsgrad trifft dies nicht mehr zu.

Die Relationen (7), (12), (14), auf welche wir hier gefithrt worden sind
stimmen {iberein mit den Relationen (8) § 1 aus welchen die Relationen (7)
§ 1 unmittelbar folgen. Die Transformation der Theta-Functionen erfordert
aber, dass diese Relationen unbedingt erfiillt seien, auch wenn zwischen den
Moduln der Theta-functionen beliebige Relationen zugelassen werden, was die
fritheren allgemeineren Betrachtungen nicht ergeben haben. Zur Aufklirung
dieses Umstandes sei bemerkt, dass, wenn auch in besonderen Fillen die
Gleichungen b; p=bg ; ohne die Relationen (7) oder (8) § 1 erfiillt werden
kdnnen, man um auf S-Functionen der neuen Variablen zu gelangen, fiir die
Variablen » durch lineare Substitution mit ganzzahligen Coeflicienten ein
drittes System von Variablen einfihren muss, fiir welche die Relationen (7)
(8) bestehen.

§ 5. Die linearen Transformationen.

Ist der Transformationsgrad n=1, so wird die Function IIs)(2s, %;, %;) in
eine ¢-Function erster Ordnung der Variablen v., 9., v, transformirt, deren

Charakteristik
N 9’1 9,2 9’3
(‘”)‘(hu s h'a)
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aus der gegebenen Charakteristik (w) durch die Congruenzen (9) (17) bestimmt
wird, welche sich auch so schreiben lassen:

gv=2gihi+ Z(gi+al*)(hi+ o)

; ; (mod 2) (18)
W= Rgihi+ B(gi + oS5 i+ af))
und die Function II unterscheidet sich von der Function S (v, 7}2, ¥5) nur
durch einen constanten Factor, mit dessen Bestimmung ich mich in einer

fritheren Abhandlung beschifligt habe (*). Die Anzahl aller moglichen Trans-
formationen ersten Grades ist unendlich gross; es werden jedoch solche Trans-
formationen, deren Transformationszahlen o{*) nach dem Modul 2 congruent
sind, zu denselben Charakteristiken der transformirten S-Functionen fiihren,
und konnen daher in gewissem Sinne als nicht wesentlich verschieden be-
trachtet werden. Die Anzahl der Transformationen ersten Grades, in denen
die Transformationszahlen nach dem Modul 2 unterschieden werden, ist aber
eine endliche, und es soll nunmehr diese Anzahl bestimmt werden.

Zu dem Ende leiten wir aus den Bedingungen (8) § 1 die Congruenzen ab:

. o) 3+4) t ‘ o) (3+i)+i‘ o) o) (B3 By =0
]% M M ],23 o OCV %‘z( v + ‘u.)( v > ) (mOd 2) (19)

oder =1
letzteres nur wenn p—v= =3 ist.

Tiernach lassen sich die 36 Transformationszahlen «{*) in 6 Charakteristiken
zusammenfassen :
RORNORNO
u(y]) “52) aSS) = ()
in der Art, dass von den drei Charakteristiken

(@) (@) (mtw)

entweder zwei oder keine ungerade sind, falls nicht p —y =+ 3 ist, und dass
von den drei Charakteristiken

(av), (a3+,, ) (dv + 053+v)

entweder zwei oder keine gerade sind.

(*) Ueber die unendlich vielen Formen der 3-Function. BorcHarpts Journal Bd. 74, p. 57
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Im ersten Fall enthalten daher die beiden Gruppen («.) (a,) Vier gepaarte
gemeinschaftliche Charakteristiken, wihrend die beiden Gruppen (), (as4v)
sechs ungepaarte Charakteristiken gemein haben. (Vgl. meine oben erwiihnte
Schrift: Ueber die Asevr’schen Functionen vom Geschlecht 3, p. 20-21.)

Es folgt nun sofort aus den Congruenzen (9) (17), dass die Summen dreier
(oder iiberhaupt einer ungeraden Anzahl) Charakteristiken durch die Trans-
formation iibergeht in die Summe der entsprechenden transformirten Charak-
teristiken, und daraus, und aus dem Umstand, dass eine Charakteristik, zu-
gleich mit ihrer transformirten gerade oder umgerade ist, ergiebt sich, dass
ein vollstindiges System ungerader Charakferistiken (Vgl. L ¢., § 4)
durch eine lineare Transformation in ein eben solches System iibergeht. Hier-
nach ist es leicht, in vollig eindeutiger Weise (nach dem Modul 2) das System
der Transformationszahlen zu bestimmen, durch welches ein beliebig gegebenes
vollstéindiges System ungerader Charakteristiken auf ein bestimmtes Normal-
system zuriickgefiihrt wird.

Es ist erforderlich, ein bestimmtes, indessen ganz willkiirliches, Normalsystem
zu Grunde zu legen, da fiir jede Annahme sich die Betrachtung etwas anders,
(wiewohl ganz analog) gestaltet. Nehmen wir also etwa das System

W=loo) @=(o0y @=(01) @=(o10)

@=313) @=0ig @=(11) @=lo01

und suchen diejenige Transformation, welche vermittelst der Formeln (18) ein
beliebiges vollstindiges System

(p), (B1), (Ba), (Bs) (B4), (Bs)s (Bs)s (@)

auf diesen Normalfall reducirt, so ergiebt sich, indem man in (18) fir ¢',, 7'
die Elemente von (p), fir ¢,, &, die Elemente von (p) setzt, und beachtet,
dass (p) gerade ist, dass

(e +p), (22 +p), (25 +p), (24 +p), (2 +p), (2 1+p)

alle gerade sein miissen, und mithin sind, da kein ()=(0) sein kann, die
(«) sémmtlich von der Form:

(p+Bi+ Brn+Br).
Ebenso findet man aus (18) dass

(“1 + ﬁz)) (“1 + 184)) (ai -+ ﬁs) llngerade,
(051 + «@1); (“5 + @3)) (“1 + ﬁs); (0‘1 -|—‘B7) gerade
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sind, woraus fiir («,) der Ausdruck folgt:

(2) =(p+B: -+ Ba+5s)
Auf diese Weise ergiebt sich die folgende Darstellung:

(p+B)="(s+ )

(p 4+ B2) = (o1 + 05+ ato)

(P + Bs) = (e + o4 + 25)

(20) (p+64)=(d1+d2+d3+d5) (21)

(P + Bs) = (a1 + o + o5+ 1)

(P‘l’.Bs): (0‘2+43+ oy -+ o)

(20 +ﬁ7)=(“3+°‘4+0€5+056)
wodurch die Transformationszahlen « nach dem Modul 2 vollig bestimmt
sind. Zugleich iiberzeugt man sich leicht aus den Sitzen iiber die Charakte-
ristiken (I. e., § 3, 4) dass durch diese Bestimmung die Congruenzen (19)
in der That erfiillt sind.

Da das vollstindige System (8;) jedes beliebige, und in jeder beliebigen
Anordnung sein kann, und da es 288=8-.9-4 solche System giebt (l. c.,

p. 26), so schliesst man, dass die Anzahl der nach dem Modul 2 verschiedenen
Transformationen

(ou)= (P"‘Bz +ﬁ4+ﬁs)
(@) =(p+Bi+ B+ Bo)
() =(p+ B+ B+ B))
(a)=(p=4+ L+ B+ B5r)
(a)=(p+ B+ L+ 5)
(e)=(p+ B+ B+ Bs)

1.2.83-4.5.6-7-8.9.4=1451520

ist. In jedem besonderen Fall ist es sehr leicht, aus den Formeln (20) ein
System von Transformationszahlen, nicht nur Zahlen denen dieselben congruent
sein miissen, zu bestimmen; dass dies aber in allen Fillen moglich ist, d. h.
dass man fiir jede Annahme iiber das System (£) nicht bloss'die Congruenzen
(19) sondern auch die Gleichungen (8) (oder 7) § 1 aus welchen diese herge-
leitet sind, befriedigen kann, davon iiberzeugt man sich auf folgendem Wege.

Nehmen wir an, es sei fir irgend ein System (3;) die entsprechende Trans-

formation gefunden:

VR VIV RE VI ¢ VIR
@, dy &y oy O O

2 @ @ @ @ @
@y Gy Ay Gy %5 O

3 B @ @ B 3
oty Oy O Oy O

@)=
e e 4 4 (4 4)
oy oy O3 oy Oy X
5 5 5 5 5 5
ai dz a3 aA [ a6

6) 6) ® @6 .06 6
al @y ay o« o5 dg
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und vertauschen wir in (20) (8,) mit (8;), so geht, wie aus (21) sich ergiebt,
das System der Charakteristiken (x) iiber in ein anderes («') welches so be-
stimmt ist:

(ﬁli) = (0‘1 "l‘ o3 + ey + 0‘6)

(os) = (22)
(as) = (as + 20
(') = (=)
(#5) = ()

(') = (as + ats)-

Daraus geht hervor, dass durch die zusammengesetzts Transformation

10 0000
01 ooool
10 0001

(A)'lo 1101
00 0010
10—-1000

ein vollstindiges System, welches aus (8;) durch Vertauschung von (8,) mit
(8;) hervorgeht, auf das Normalsystem zuriickgefithrt wird.

Es ergiebt sich leicht aus den Formeln (9) (17) dass, wenn durch eine Trans-
formation (4) eine Charakteristik (o) in eine andere (w) iibergeht, durch die
reciproke Transformation (4)-* (v') in (w) ilbergeht. Demnach kénnen wir auch
sagen, dass durch die reciproke Transformation von

10 0000
01 0000
10 oo0o01l,
D10 1101@
00 0010
10—1000

das vollstindige System (8;) in ein anderes iibergeht, welches aus demselben
entstanden ist durch Vertauschung von (8.) mit (3).

Auf demselben Wege findet man, dass, um (3,) mit (3;), mit (3,), mit (3;),
mit (8s) und mit (8) zu vertauschen, die Transformation (A) in gleicher Weise
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zusammengesetzt werden muss beziiglich mit:

—1 10 110 1000 0 O 1 00000
0 00 110 ~1000—1 1 1 01010
0 01 000 1110 1 1 0 01000
0 00—100(" 1101 1-—1{’ J1 11110
0—10 100’ ~1100 0 1 1—11000
0 00 001 0000 0 1 1 11011

10111 1 1 111 o0 1
01111 1 0—100 0 0
00011 —1 0 101 0—1
00010 o0’ 0 001 0 of°
00001 0 0 111—1 1
00111 0 0 111 0 0

Durch wiederholte Anwendung dieser sechs Vertauschungen kann man aber
jede beliebige Permutation der sieben Elemente (3,), (8:), (Bs), (Bs), (Bs), (Bs),
(B,) herleiten, und daher ldsst sich aus den hier betrachteten Transformationen
eine zusammensetzen, welche das vollstindige System (8;) in ein anderes
iiberfithrt, welches aus denselben Charakteristiken (8) besteht, aber in einer
beliebigen anderen Anordnung.

Setzt man ferner (4) in derselben Weise zusammen mit den beiden Trans-
formationen

000100 1 0 0000
010000 ‘O 0 1011)
001000 0 1 0011
—100000]’ 0 0 0100
000010 0 1—-1001
000001 0—1 1010
so geht das vollstindige System (8;) durch die erste derselben iiber in das

vollstindige System

(Bs), (p+ B+ 8, (p+8:i+8), (p+ 8.+ Ba), (p+B:i+Bs),
(P4 Bi+ By (p+B+6)
welches zu demselben {p) gehort, durch die zweite in
P+B+Bs), P+B+B), (+B+B) B @) @) B)

welches zu (p')=(B.+ B+ B;) gehort.
Amnali di Matematica, tomo IX. 20
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Hiernach liisst sich aus den angegebenen 8 Transformationen immer eine
Transformation zusammensetzen, welche ein beliebig gegebenes vollstindiges
System auf das Normalsystem zuriickfiihrt, und die Existenz der oben be-
stimmten Anzahl von nach dem Modul 2 verschiedenen linearen Transforma-
tionen ist damit erwiesen.

§ 6. Die Transformation nten Grades.

Der Hauptsatz der allgemeinen Transformationstheorie besteht darin, dass
die in § 4 betrachtete Function I (u:, %., 4s) sich darstellen lisst als homo-
gene ganze rationale Function n» Grades der Functionen

g
sjzi‘ ]Jl: ”Zj(vi, Vs, 053 b).

Wir beschrinken uns bei dem Beweis dieses Satzes, der iibrigens allgemein
gildt (*) auf den Fall, wo der Transformationsgrad » eine ungerade Primzahl
ist. Die Transformation zweiten Grades wird weiterhin besonders behandelt
werden. Alle Transformationen, welche sich aus Transformationen mit Prim-
zahlgraden zusammensetzen lassen (welches vielleicht alle sind) sind damit
zugleich erledigt.

Ist » eine Primzahl, so kann man, wie oben gezeigt, alle Transformationen
nter Grades durch Zusammensetzung mit linearen Transformationen aus einer
beliebigen unter ihnen herleiten, fiir welche wir die Transformation

00000
0n0000
00000
000100
000010
000001

wihlen. Die Function II(u, %, #;) wird dann:
S(nvy, nv,, nos; nb) )
(*) Es ldsst sich allgemein beweisen, das jede 0-Function »*" Ordnung als ganze ratio-
nale und homogene Function #* Grades der Functionen & dargestellt werden kann. Wir

beschriinken uns auf den besonderen Fall, um einen Einblick in die Bedeutung der Coef-
ficienten dieser Functionen zu erhalten.
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und wir konnen uns auf die Betrachtung der Charakteristik (0) beschrinken,
da (weil » ungerade ist) man aus der fiir diese giiltigen Formel die iibrigen
herleiten kann durch Vermehrung von v,, v,, v, um Systeme zusammenge-
horiger halber Perioden. Diese Function, die wir als Function von v,, v,, v,
mit ¢(vy, v;, v;) bezeichnen, ist bis auf einen constanten Factor definirt durch
die beiden Bedingungen

oot ) =gt 1 )

4"(01 + bi, vy U2 + b,. vy U3+ bs, v) = e—znvy—nbw ‘;”(’U“ Vs, 03)

in Verbindung mit der Bedingung der Stetigkeit. Ein constanter Factor hebt
sich aber im Quotienten zweier solcher Functionen heraus und kann daher,
in sofern es sich um die 6-fach periodischen Functionen handelt, unberiick-
sichtigt bleiben.

Nun kommen die Eigenschaften (2) auch der Function zu
g js(v‘_l_ MTi y v Xewi . vt )\311:1');71

M )‘2’ )‘3 w n i

(2)

@)

worin sich die Summe S in Bezug auf jede der Grossen 1y, A, A, ilber ein
vollstindiges Restsystem nach dem Modul » erstreckt, und diese Summe unter-
scheidet sich daher von der Function (1) nur durch einen constanten Factor.

Auf die hier auftretenden Functionen wenden wir nun das Additionstheorem
der Theta-Functionen an. Auf S.* 37 meiner mehrfach erwidhnten Schrift
findet man unter V die Formel

S ) S (p) W) S (un + v+ wn) S (Un—v1)
i=7 vam
= Eo(_ 1) S () (U Wr) S(gy (V) S (p+po (un + W) S (p+py (Un)-
=
Hieraus leitet man, indem man # und % um beliebige Systeme zusammen-

gehoriger halber Perioden vermehrt und dann an Stelle von v und w schreibt
—ov und w-+v, die Formel her:

Sp) ¥ (protaty (On T+ W) S (w) (Un + wh) S (wy (Un + V1)

=1
= _§U€i S (prrmra) (W) 3 (g (0r) S (pt8rtw) (U - Vn ++ Wn) S(p+pirer) (Un)

4

worin die ¢; leicht zu bestimmende vierte Einheitswurzeln sind.
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Man iibersieht sofort, dass man durch wiederholte Anwendung dieser Formel
ein Product von der Form

.9‘(5") (’uh + w,h) '913"') <uh + OJ”h) - ‘9‘(5(”)) (%h + ms‘n)),

sofern es von u, abhiingig ist, als ganze rationale und homogene Function
nten Grades der 9-Functionen

S ntontontoof) e
darstellen kann. In diesen Ausdriicken kommen ausser numerischen Coeffi-
cienten nur noch Theta-Functionen vor, deren Argumente durch Addition aus
Why O Tyeee wf,”) zusammengesetzt sind.
Um diesen Satz auf die einzelnen Glieder der Summe (3) anzuwenden, hat
’ n . . )‘v )
man fiir up v; und fir w'n, ©'s,... mﬁt) die n-tel Perioden ——:l zu setzen, so

dass

[ +onk N =0, 0, 0)

ist, und daraus folgt, dass man die Function $(nvy, nv,, nv;; nd) darstel-
len kann als ganze rationale und homogene Function ntr Ordnung
von den Functionen 9)(vy, 9, vs; b), deren Coefficienten rational
hami  hewid

b
n "

zusammengesetzt sind aus Grossen von der Form .9(!,)( ,

hsmi
: ;b).

7

hemi  hawi
b

Die Verhiltnisse der Grossen S(G)(h’;z > — m ), wie iiberhaupt die

Verhiltnisse der Grossen S(c,)(% > %, %), in denen fir p,, p;, p; alle mo-
glichen Systeme zusammengehoriger Perioden zu setzen sind, lassen sich mit-
ne—1

telst einer Gleichung vom Grade algebraisch ausdriicken durch die

Grossen Sz oder, was auf dasselbe hinauskommt, durch die Moduln der mit
den betreffenden Theta-Functionen in Verbindung stehenden algebraischen
Functionenclasse (*), und diese algebraische Gleichung kann als Modular-
gleichung betrachtet werden. Es zeigt sich hierbei der merkwiirdige Um-
stand, dass der Grad dieser Gleichung niedriger ist als die Anzahl der Classen
nicht dquivalenter Transformationen vom Grade n.

(*) Vgl Cuemscm und Gorvax: Theorie der Abelschen Functionen, § T4.
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§ 7. Die Transformation zweiten Grades.

Wir behandeln im Folgenden speciell die Transformationen des zweiten
Grades und werden zur Aufstellung der vollstindigen Transformationsformeln
fir die Reprisentanten der 135 Transformationsclassen gelangen, Zuniichst
aber konnen wir uns auf die Betrachtung der 8 Hauptfille beschréinken. Fiir
diese erhalten wir nach § 4 die Aufgabe, die folgenden 8 Functionsclassen:

—bu, “;,‘27227 “;‘633)

I S v
(5) 1 1 b237 %bm; ';—biQ
2b1 'i'b22 1633
1. 20,, how R
M(c b %1 . bzs; bsu bii

L S by Bls, 5 33)

b

My 2’02, Vs} bzs, é‘bsu b
‘bu; ‘;‘6227 22733)
6237 b317 %biz
b

bu, 26227 2

V- .9'(‘5) ?) 202, 27)37 26237 6317

2b“7 é‘bgg, 2

b
bss
VL S@\201, 0z 205 by 202, bu
o)

b

2By, Vb, +
o 2%’ v bzs; bsu 2
2

2b11; 20y, bss)
2623, 2631, 2612

VIIL

(
{

(
N R
(
|
ol?

VIII- 3’(5) (27]1, 27)2’ 27)37

als ganze rationale Functionen des zweiten Grades der Functionen

buy by, b
.9'(m~)(7)1, U2y U35 bu’ = 33)

239 631, by,

darzustellen. Die betreffenden Formeln ergeben sich einfach aus wenigen Fun-
damentalsidtzen. Betrachten wir, indem wir

ik
¢ (mn) =12;.5i,kmimh
?
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setzen, das Product:
n m (m)+o(n )+2i(”¢+ ) _+2',( —m)v
S (uh + ’[)h),s(uh-— vh) — 2 E e? W TP, 4 m)u, 1,23 ﬂ‘ 1 D.
und setzen
¢ (mn) + ¢ (n1) = 5 ¢(mn +nn) + 3 ¢ (ma —nz)
ferner
mp+rn=2pn+A  Mp—np=2vp -+

worin A, O oder 1 ist und gz, v alle Zahlenwerthe von — oo bis 4 oo durch-

laufen, so folgt zunéchst:
S (un+op) S(un —vp) =
S ie%?(%h-i-)h)+2 SO, 2 e%? (2, 41)+235(2s, 427,

XyyAgsds

wofiir wir schreiben kénnen

S (un—+vn; b)S(up—on; )= S 3178’ 98’ %E(Quh; Qb)sﬁ)” 73’ gi(%h; 2b).
2ydgdy r VY

Diese Formel veral]gemeinern wir, indem wir an Stelle von ws, v, setzen

up 4% mh—l— m @h-i— m, worin i@, +®,, +@; ein System zusammengeho-

riger halber Pemoden mlt der Charakteristik
/
__ {91 9= g5
@ =4, 7 k)

bedeutet, und ¢,, ¢, & O oder 1 sind. Man erhilt so:

_ th 91 G2 G [/ ,

D™ g(“" o 5% Feny hybeay By te E‘“”w” ) )
7Li 1 A2 3 1 A2 A3

Setzt man hierin w;= —wp und schreibt dann v, an Stelle von 2vp, b; %

an Stelle von 25; 7 so ergiebt sich die Transformationsformel fiir den Fall (I)
S@)(0r; $0)3(@+0(05 $8)=
(_1)29 S (- 1)5‘1(11+e) 37&4 ;94, A+ g, lgzgsi( b)&fu de A

didesdg &

on bh>§ ®
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Hierin bedeutet (¢) die Charakteristik (O 0 O) und diese kann beliebig

€1 & &3
angenommen werden, jedoch so, das die Charakteristik (w+¢) gerade ist. Die
in (I) enthaltenen Formeln zerfallen in zwei Classen, von denen die der ersten
Classe, in welcher (g,, 9., 9:) =(0, 0, 0) ist, auf der rechten Seite je 8 Glieder
enthalten, wihrend in denen der andern Classe, die alle iibrigen Fille umfasst,
auf der rechten Seite je zwei Glieder einander gleich werden, so dass die
Summen in Bezug auf A, %, %, aus vier Glieder bestehen. Statt des Vor-
zeichens (—1)27 kann man auch setzen (— 1)%*) wie sich ergiebt, wenn man
unter den Summenzeicher 2, durch 2,4 gn ersetzt.

Mittelst des Formel (1) ldsst sich noch der Transformationsfall (VIII) erle-
digen. Versteht man unter v;, v, v; Zahlen, welche 0 oder 1 sind, multiplicirt

die Formel (1) mit (—1)>* und nimmt die Summe itber alle Combinationen
der Zahlen 0, 1 fiir %, hy, ks, so ergiebt sich, weil

—1)2" =8 oder =0

hyyhgylig

ist, je nachdem simmtliche %;, X, % =0 (mod 2) sind oder nicht:

Vit iy Yot G, V3+g32 . oW Ve ng .
ssj ARG (¥ 25)“561 * l2on; 20)

= S (_ 1)2(9+v)h ngi g2 93?(1/% o3 b)sgki g g g(uh*‘vh; b)

~
Tghig Ty ki hg hg +Ei, k2+62, kg+€3

@)

Hieraus erhiilt man, indem man u, =0 setzt, und zur besseren Ueberein-

stimmung mit der vorigen Formel (% 1 %Z %Z) (o) fiir (vi Ve 53) forner (;1 Z ;:)

fiir (9 L 9 -‘73) schreibt; die Formel fiir den Transformationsfall (VIII):

hy hy hs
8.9‘(5)(20]1,; 26)3‘(m’+& (0' 2b)
(VIII)

_ N2 JEL B2 &
—)l,ils( 1) s{)& l )\3;(1)}1) b)s’j)\ +k1, 12+h2, )\3+k2(vh7 )

€1 € &3

00 0) so gewdhlt sein muss, dass

worin wieder die Charakteristik ()= (

“(m+¢) gerade ist.
Um die tibrigen Hauptfille in derselben Weise zu behandeln, muss man von
einer der Formel (1) analogen Forme] ausgehen, die sich in derselben Weise
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160 Weber: Ueber die Transformationstheorie der Theta-Functionen,

herleiten lisst. Man erhélt so zuniichst:
29(2%1, Us + 'Ug, Us + 03; 6)3(27)4’ ug‘-vg’ u3"'03; b)

0 )2 6“7 bn’ 2633)320 7&2 13;(%—01, 202; 2’03, Z?)“’ 26227 2633

(o,
S sjll 0 OJ ui '017 2”27 2“37 2623; 6317 bi?

AI1)2713

400 23) 1)3,, bl

il

Diese Formel verallgemeinern wir, indem wir fiir w,, s, ts, vi, vs, v, setzen:

&4 b13 €371

€1 )
R ot A P LR

E37V7r

€1bye sﬂ'e /)
vy, 2_,___}_2 3+113+

wodurch, wenn wir noch zur Abkiirzung
(au, Q22 a33)_(é—b“, 2622, 2633)
2

Qi35 A3qy Qyy bzs; b317 b

schreiben, dieselbe iibergeht in:

510

0
0c, e ;(27/517 s + e, ”3‘!‘”3, 5)3(204, Uy — Vyy Uz V3, b)

2

&g Az 13

€y 7\2 13
A g, sz(u‘_v" 20z, 2035 a).

= 5 (psf

Aps gy dy

Wenn wir hierin abermals w., %, u;, v,, v,, v, ersetzen durch

(ui—l—vi? 2”2; 2“37 a)-S‘J

1
Ui+ 39000 19200 + 1 9ol + Thurd, Ui“%gibu*%9’2612'*%93613*%}?17-”&'
Uy + 291621*292622'*293623* kzﬂ'z, v,

+59103 + 292632 293633 h3ﬂ:z V3
so erhalten wir endlich:

93hgtdsh; Q &1 +91 92 ? 2 Y3
(-1) 24 h ) e h3+63 (2u4, Us + Vsy 1y + 05 b)gb‘/ti iz 9E(M,, Uy — sy Uz~ 0y b)
@)

Xy(gte )+ dohatdghy 1 €1y 7‘2+gz7 k3+g3 ey A
sbﬁhh ‘. (v +,, 2usy uy; a)s) ! 8: :}(@h-vi, 20, 20y a).

= 8 (-1)

)‘,),,)3
Ersetzt man hierin

(bU) 6227 633) durch (:b“7 ’;‘622, '21633)’

bzs, bax, biz 23, a1y bxz
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also

(au; 33, ass) durch (bu, bzz, 633)7

Aozy A31y Gy bzs; bsi, bi?,
setzt
u, =0, Uy =—1y, Vy==—1Us
und schreibt
(v1; 302y 305) fir (vi, ., u;)
so folgt die Transformationsformel fir den Fall (II):
(-1)7"5795702 3 0 (Qvy, 0,y 03 @) I (0; @)

G Fdy(hten) Hg(hgtes) | +A (e Ag A dI)
=S(_1)9+(+)+(+)2z1+51]27"92€22793 2(}” i1232(7 b

AUXQ’AQ
worin jetzt:

(0117 A2z, ass)=(26u7 %6227 %633\ (E)_(Si 0 0)

A23y O31y Gy %bzs, bai, bm), 0 ¢ e
Hieraus ergeben sich die Fille (III), (IV) durch Vertauschung der Argumente.

Wenn man die Formel (3), wie oben die Formel (1) auflosst, indem man

mit (— 1)"¥eHatatsds myltiplicirt und die Summe in Beziehung auf gi, ks bs
nimmt, so folgt:

€1y Va2 Vs

(1, + 01y 20, 2us; a)&{ (U—v1, 20,, 2055 a)

V1+h17 €2 (Viy €2y &3

4
§91 92 s %

hi’ 52+k2, 53+}lg

worin, wie in (3)
(au; Qo2 ass) ( bu; 2622, 2bas
Qi3 Q315 Qg 2623; b31) bis)”

Hieraus erhélt man die Transformationsformel fiir den Fall (V), indem man

v, =—1uy, =0, u;=0 setzt, und fiir », $o, schreibt:
(—1)0'71‘43(5)(7)“ 2’02, 27)3; a)S(,_,H)(O; a)

PRURTN LW AN Xi"'g“ €34 €3 I !}1, €, €3E (V)
= — 9 -
n,gx;( D g e,  hothyy dgvhy 3 03 Azy A (w15 8)
worin @):(? i) f;) ist. Die Fille (VI), (VII) folgen hieraus wieder durch

1

Vertauschung der Argumente.

Annali di Matematica, tomo IX, 21
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Aus diesen Hauptfillen leitet man nun die iibrigen Normalfille ab, welche
ein vollstindiges Reprisentantensystem der 135 Transformationsclassen bilden,
indem man in den linken Seiten der betreffenden Formeln fiir die Hauptfille
die nach Ste 15 erforderlichen Transformationen erster Ordnung ausfiihrt, die
sich sehr leicht direct erledigen lassen. Wir stellen im Folgenden das auf diese
‘Weise sich ergebende Formelsystem vollstindig zusammen.

100000
010000
001000
000200
000020
000002
Qa1y Qozy Gas) %bu, %6227 %bss (I)
(u” Yey u3) @“ b2y @3) (azs; A3, aiz)_(‘;‘b%; %bsn %bu
_[9: 92 9s (000
(m)_(hi k2 kg) (6)_(51 €y €3
@ (n; @) @(0; a)

&+ M+ Gy Ae+Gzy A+ Gs 2 Ag
=P 8 1P i P b O e s Bysfl 2 s B)

(IR TR ] & €2
200200
010000
001000
000100
000020
000002

(“17 Uz, u3)=(201, X3) ”3)

(aM) Aazy a33)_(2[)“—a‘ni, ‘;‘6227 —;bss)

= 1
A2z, A31y Oy ?bza; bsi, bis

@59 0200 wereaen

A&y €9 €3
_o!ﬂ+as,(g,+l))

sy

. 2
10g6‘=n2(agi+]lggz+ksgs+%+ 5 5

23()(ur; 0)9@+4(0; a)

=0 8 (1 rhles ) of e geds 93+1 e % xs(
)4 ll’)‘( ) S(Xi"'k’i, 52, ( h’ b)s‘ ( h7 b)
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1000 00
«a 200 40
0010 00O
0002 -0
0000 10
0000 02
(Usy Ugy U)=(V1, 20, + a0y, )
((1“7 Asz, asa) ;-b“’ 2622+2ab12+§bu—a,ﬂi7 _;bsa
i3y A31y Qug b23+§bi3, 1bis b12+°2.ibu (III)
(91 92 95 acy, € 0
(w)_(hi hg kg) (e) ( €1 (151'4‘0(,52, 63)
gi=gi+ags, Wo=hy—ah,—a' (g, +1)
2 "ez(ge+ 1
logd= 7;1,(9 hi+go0 +gshs +M 82 oc2,¢7 . asz(gz ))

2.3 (un; a)«9(a+e)(0' @)
508 1))|(h.<e‘)+)2g,+)3(h3+ea)'9 !g'ﬁh, @ g3+13§ (003 B) Sih, €2 )\3}

My dads & 2+ hey Ay €
10000 O
01000 O
aa 200 o
00020 -«
(00 002 -d
00000 1

(ui’ ug, u3)=(1)4, '02, d/04+a,1)2+203)
r 1 2 roa ’
(au, Qs ass) _ (%bm %bzzy 2bys+ 2abys+ 24 bas +’§bu“ +haa + 3 bsser
b

’ 1 ! 1
a3y Q31 Ui 23*%“1742*’;‘“ 6227 bu*";‘“bﬂ'*?“ bi?) ?bi?

(91 9= s 0Es,y oc'eg, €3 )
(“’)'(ki T hs) )= ( | aeirdegrae

e , , @' a'gh aes(ge+])

2 S (Un; @)+ 03 a)

+ + X303 ' +l g "‘1 €3 ll x2 &3
=0 8 ( 1) Xy (Byte) s dglBgreg)thsg s_ig 1t Ay Jathy I(’U]” b)Sj " ¢ ,13

Al &
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1000 0 O |
a 200 o a
2020 ay o3
0002 -a —-o
0000 1 O
0000 0 1
(they tsy Us)=(v1, 205+ a0y, 205+ 0'v))
$busy 2 Qb by i, 2oy 2 byt Ty
(ali7 a22’ ags‘) 11y 22 12 117 &4 b 33 13 2
(123, as“ e 2623+“bi3+abie “Uzh“ “27”7 a:“*bwa 03“+b12

(3)= (91 ge 93) ()= (-asz o &5y & & V)

’
h k h 1 OLEy T oly€at o3y O 4 FOlgEy * Ol3Es

1=§]1 +agz+ags, h2=k2—ah4—a,(g2+l)—a2g3
h'3=h3—oz/k4—oczgz—a3(g3+ 1)

]0g‘5=ﬂ'iig'1 hi + Ohgg‘*‘ 0(29293‘*‘0.393'*‘ 341 [€%+ 29;1' 252(92 + 1)]

+a_22 (€2€3+g253+9352)+a7: [5+295+2ea(gs+ 1)]2

43c)(un; @)S(@19(0; @)

=3 S ( 1) MRyt 4)"‘199:*)393 311-1-9 1y €2y Z(Uh, b)&ikn €2, 532( h3 b)l

Aode s qy  Atly, 7‘3‘“7" €1y he,
2000, 0
01000
0 a2 a0 o
00010 O
(00002—«
00000 1

(V)

(%1, Uy Us)=(201, Vs, 205+a0,)

5 ’ 1
(a“’ /798 aSB) Zbu—aﬂw, 51)22’ 2b33+20!b23+ bzg 0371'@

(o, U3y @ o ;
23y Qaty Gy 623+-2—b22, 2b3‘+ab”—a2n"t, biz
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g1 92 Gs _ €y —0.E3, €3
( ) (hl hg h3) (E)_(ajel'l'“gé:g, €2y a2€1+a353+a62)
9,2=gz“'“937 Iy=h 1’“1(91""1)_“2937 k’3=h3_“291_°‘3(f/3+1)_-“h2

l()g3=ﬂ'i[g’2hi+ aigj‘*'d.ggigg'l'a;;g;g‘*‘%(29?*‘5%"‘23191'{' 251)

(VL)
+—(E3gi+€193+51€3)+ (293+63+28393+28)]
45 (Un; @)9@+4(0; @)
Mg Hhg(Pgres)+hags €1y 12+9127 &3 . 151, Az, 531
—8)“35')5( b Q§7\1+h47 €2 )*s+h’al(vh’ 02 (3 ©)
200 e 0
0200 3 0
001000
000100
00001 05
0000 0 2
) Ay agg, A3z _ Qbii—diﬂi, 2622—-&3751-7 %633 )
(u“ Us, u,)=(2’04, 21)27 1)3), (a23: A3, ai2)_( bzs; b317 2642—05277';
_ g1 G2 §s _ €1y €24 0)
(m)_(hi h, h-’;) (E)_(a,eH Up€yy g€yt azEry €3 (VII)

h'4=hi—ui(gi =1)—11292; h’z= hz—dzgi—“s(g2+ 1)

10g8=ni[g3 h3+a,gl+azgigz+a3gz+%‘(2gi+ei+2zsig,+251)

+%(9162+9251+51€2)+%(2g§+s;'l'25292-}- 252)]
43 (un; 0)3(w+0(05 @)

€1y 23] 7‘3'*93} bs;E“ €2y gw b
)\1+k’1, 7\2+h’27 €3 (h’ ) )‘ Xg, 3( Y )

= S (_ 1))‘491“)295*)‘3(7‘3*55)'9_
Xadgy g
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200 a ag a;
020115052054)
002a5a4a3)
000100
000010,
0000 01

au, agg, agg)_(2bii—diﬂ'i, 2b22—dg7fé, 2b33—d371'i)

Uy oy Us)=(20,, 20,5, 205); = K . .
( b ’ ) ( ’ ! )7 %3, a317 (127} 2623—a47f7/, 2631—4571'27 2b12—ae'ﬂ:2

{91 9= Gs €2,y €3
(m)_(ki h2 h3) () (a1£1+a662+a5€3, OgEy ot y€3y O si+a4ez+a3sg)
W= '1““1(91"'1)—“692—0‘593
o= ho=asgi— a5 (ge+ 1) - asgs (VIII)

h'3=h3—a591—d492_“3(93+ 1)
]ogc?:ﬁ’i(dggi+“2gz+ a3gs+a49293+a593gx+a69192)

+% [ (97 *exgst o) + aa(g5+ e2gat e2) + 25 (93 + €395+ &)
+0‘4(5293+ €32t €pe5)t “5(5391"' 5193+€351)+ A Jate gy *‘5:52)]

T
+ —Z(aisf+aze§+ az€l)

83(m)(n; @)9(w+9(0; @)

-3 S E)¥sf o L sl

psdgydg 1+k47 R2+h‘2, )\4, ).g, 13

Konigsberg in Januar 1878.
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Sopra una classe di equazioni modulari.

(Nota di¢ F. Brioscay, in Milano.)

1.° Le equazioni modulari che intendiamo considerare in questa Nota
appartengono a quel genere di equazioni che altre volte ho denominato Jaco-
biane, perchd le radici di esse soddisfano ad una condizione enunciata da
Jacoer nel terzo volume del Giornale di Matematica di CreriE.
Indicando con 2y, 2, 21y #y... 2o~ le radici di una fra quelle equazioni
si hanno, come & noto, le:

n—1

_ _ -
Vo= * a,\ £ n, Ves=a,+ 3, e a, (s=0, 1,... n—1)
1
2ix
dove e=e¢ ", ed m,, m,,... sono i residui quadratici di n, od i suoi non re-
sidui quadratici. Ponendo per una qualsivoglia di quelle radici:

Ne=\Z
una classe di quelle equazioni Jacobiane soddisfa a queste altre condizioni:
n—1

7
V—Z.;-_—-" i oni_ﬁ’ vZ: Ao—l—zrem,.sAr
1

per le quali evidentemente vengono a stabilirsi delle relazioni fra le a,, a,,
@s,... € quindi delle proprietd speciali pei coefficienti delle equazioni in 2. Per
giungere a quest’ultimo risultato & perd d’uopo sciegliere opportunamente nei
vari casi speciali, ciod secondo i valori di », tanto il segno a presciegliersi
pei valori di \z, e di VZ., quanto la natura degli esponenti numerici .
Cosi per »=2>5 si avranno:

\/2:=—ao\/5—, vg:ae + e a - a,
VZ .= A4,\5, VZo= A, L e A, + e A,
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168 Brioschi: Sopra una classe di equazioni modulari.

per n="7:

V‘3:=—a0V:77 V2T=ao +€Gsa1+€3sa2 +€5‘?a3
\/Z;=Ao\/:7_, \/Z;=A0+ESA,+€‘SA2—]-5“A3

per n=11:
Voo = a,Y—11, Ves =a, +s%a, Fetsa, 4 a4 5ta, L,

ed analogamente per VZ, e \Z, mutando le ¢ in 4. In generale saranno:
L;_I
\/Z:= Ao\/'pz, \/Z;= .Ao + Erim’sA

1 1
posto p=(— 1) , e gli esponenti m, residui quadratici di n. Per stabilire le
espressioni delle \z & d’'wopo distinguere il caso in cui n & della forma 6g -1
da quello in cui la forma di » sia 6 g—1. Nel primo caso si ha \/Zm—pao\/pﬂ,
nel secondo \zo=—pa,\pn; ed in entrambi sard:

n—l

st a0+2,~5 4 ar

essendo m, residuo quadratico o non residuo quadratico di », secondo che la
congruenza 12¢=1 (mod ») & soddisfatta da un numero, ¢ il quale sia residuo
quadratico o non residuo quadratico di #.
2.° Cid posto sia n="5; le espressioni di {2z, VZ danno tosto 4,=—>50a?
e quelle di \z,, {Z; le relazioni:
Ay=0a+6a,a,a; a4+ a,a,=0
od in conclusione la condizione unica e+ @a,¢;=0. Le equazioni modulari
del sesto grado che hanno questa proprieth sono note per 'uso fattone nella
risoluzione delle equazioni del quinto grado.
Per n="1T: si hanno le condizioni:
aya, +a,a +a,a5="~0
A,=Ta Ay=al46a,0:0, aia,+ a0t 4 a;a; =0 (1)
a,a; -+ a,a’+a,a;=0.
Le prime due danno:
a=a, a3d3=ao

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sopra una classe di equazioni modulars. 169,

le altre tre, introducendo le notazioni:
b =30, 4 ala, + il c=ajal-+aal 4 ala;
d=a*+ a,a5+ a,a’ +a,a3; e=Tab-+ta]+a]+aj
danno i seguenti valori di ¢, d, ¢ in funzione di @, b e di @, e quindi in
funzione di @, e di b:
c=—a,(b+3ah), d=4aj, ae=—0+b5a‘b—9al.

Ora come ho dimostrato nella mia Nota presentata all’Istituto Lombardo nella
adunanza del 23 gennajo 1868 (*) i coefficienti di qualunque equazione mo-
dulare Jacobiana dell’ottavo grado sono funzioni di @, e delle cinque espres-
sioni a, b, ¢, d, e; le quali sono legate dalle due equazioni identiche :

age—bd+c2—Ta*b=0
ce—d*—atd—b*—2abc—"Ta*=0.
Sostituendo 1 valori trovati sopra per a, b, ¢, d, e nelle espressioni dei coeffi-

cienti della equazione di ottavo grado calcolate in quella Nota, si ha che in-
dicando la equazione stessa colla:

Bt adtat gyt t a2t ezt aztoas=0
risultano:
ay=ag=03=0; ay=-l4ajm, o,=63aim?, a=-T0a5m?, oas=-Tazm! 9
ar=a5[Taf~14-Taim + 63 - Tajm®—T0 -7 am®—m!] @
essendo ajm=>b- 8aj; per cui ponendo:

7% a3

m

z=ya\lm, =

Y'equazione modulare Jacobiana sard in questo caso la:

y¥*—14y* 463y —T0y*+ Ty—1=0
nella quale:

T=Vl?(f4—14r3+63f2—707—7).'

(*) Sopra le equazioni generali dell’ottavo grado che hanno lo stesso gruppo delle equa-
=iont del moltiplicatore corrispondente alla trasformazione di settimo ordine delle funziont
elittiche.
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170 Brioschi: Sopra una classe di equazioni modulari.

Quella equazione contiene un solo coefficiente non numerico ed & quindi la
pit semplice fra le equazioni Jacobiane dell’ottavo grado. Essa & dovuta al
prof. Kueiy che la dedusse da altre considerazioni tanto nella sua Memoria:
Ueber die Transformation der elliptischen Functionen und die Auflosung der
Gleichungen fiinften Grades, pubblicata nel volume 14 dei Mathematische
Annalen (pag. 143), quanto nella Nota: Ueber Gleichungen Siebenten Grades,
presentata il 20 maggio 1878 alla Societd di Erlangen.

3.° Rispetto ai risultati della quale ultima Nota stimiamo opportuno ag-
giungere che posto:

(o ==Xy Xy Xs, a, =12, Ay =12574, =17,
le tre equazioni di condizione (1) coincidono nella sola:
=z, + 2l +2i2,=0
mentre & soddisfatta I’altra aj =a,a.a;. Ora posto:
A=1,2,%s, p=ra3 + 57} + 212, v =22} + X%} 4 2, 5

si ha tosto:

b=—23xr+4v)
quindi:

M=DHN—y= k

essendo A 1'hessiano della forma ternaria f, ossia:

h=32 2(£ fufef)-
Cosl ponendo:

E=42.6*S(fhy frhs;  6=4-6(F fih:ks)
covarianti degli ordini 14° e 21° della forma f; si hanno le relazioni:
Me=—p(R2~5-T2-2h+ T2, X0=h*+T0-T-Rh*-63-T>- k> +14-T2h-TT738
alle quali deve aggiungersi la relazione identica:
pP=—2[R*—1322h 4 T2.21].
Da queste si ottiene dapprima la:
¢ —l =127

poi rammentando i valori (2) si ha tosto che ponendo z=y7\\/i, la equazione‘
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Jacobiana diventa la seguente:

H
8 __ i e 7
y*—14y*+63y*— 70y Y 1=0
e siccome si ha identicamente:
(' — 13y + 49 (' —5y* + 1y 'FTQ%:(}/S—14?/'6‘}‘63?/4—70?/2_‘7)?

si avrd infine che la equazione stessa potrd porsi sotto la forma:
(y‘—13?/2+49)(y‘—5y2+1)3=f—:y2

4.° Per n=11 le condizioni a verificarsi per la sussistenza delle:

Vo = V=11,  Vas =a, +e'atea, +-oteas )
VZo=dN=T1,  VZi=Aoteateditteods )
sono le sei seguenti:
Ay=a}+3(a,a} + o, F a,a; + .02+ a,a))
a (0} +20.05) + 20,0505+ aias +oja, =0
ao (a2 +2a,as) + 2aza; 0.+ a50, -+ ala; =0
(a4 2asa:) + 2050, 00 +aja,+0a, =0
ay(al+2a500) +2a40.0,+ a0, +ajas =0
a(ai+2a.a)+2a50,0; -+ ata; +aja, =0
la prima delle quali per essere A,=—11aj conduce alla seguente:
a=a,0;+a,al+aai+a.a;+ a0 =—4ai.
Dalle altre equazioni di condizione si deducono alcune relazioni fra funzioni
cicliche delle cinque lettere a,, a:, s, a4, as; funzioni le quali, colla g, com-
pongono le somme delle potenze delle radici 2z e quindi i coefficienti dell’e-
quazione Jacobiana del dodicesimo grado.

La proprieta caratteristica di queste equazioni rilevasi perd tosto dalle rela-
zioni (3). Infatti essendo per le medesime:

Soe=11a2,  S\eZo=1lacd,,  N.Z,=114:

per s=0, 1,... 10: se con 8, S;, S; si indicano le somme delle potenze
prima, seconda e terza di tutte le radici 2 si hanno le:

S,=0, 8=0, 8&=0
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172 Brioschi: Sopra una classe di equazioni modulari.

e quindi saranno nulli i coefficienti del secondo, terzo, e quarto termine della
equazione.

T coefficienti degli altri termini, dei quali ci riserviamo dare i valori com-
pleti in altro scritto, sono funzioni intiere e razionali di tre sole quantitd, e
ciot delle:

@ @10, Q30405 =1 ai' +ait fait +at +ait =c.

B quindi evidente I'analogia fra queste equazioni e la Jacobiana generale del
sesto grado; analogia la quale & vieppill confermata dal fatto che il coeffi-
ciente del quarto termine della equazione del dodicesimo grado ha il valore

seguente :
—5.28-11°- a(ai + b)

e percio quando suppongasi a3+ b=0, & nullo il coefficiente del quarto termine
ed altresi quello del seguente, mentre i coefficienti degli altri si riducono ad
essere funzioni delle sole a,, ¢; come appunto ha luogo per le equazioni del
sesto grado.

14 novembre 1878.
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Sopra un teorema
della teorica delle funzioni.

(Nota del prof. A. Tonerr1, a Pisa.)

Uno dei teoremi pitt importanti nella teorica delle funzioni & il seguente:

Qualunque funzione S monodroma dei punti di una superficie

2p+1 volte connessa T, che rappresenta la diramazione di una
funzione s di z definita dall’equazione algebrica

n m
F(s, 2)=0,
si esprime razionalmente per s e per 2z, e se diviene infinita =’
volte di primo ordine, contiene

m—p+1
costanti arbitrarie.

Questo teorema & stato enunciato e dimostrato per la prima volta da Rie-
aany al § 9 della sua Memoria: Sopra le funzioni Abeliane, supponendo che
la posizione dei punti in cui S diviene infinita fosse limitata a certe condi-
zioni, come quella che fossero esclusi i punti pei quali s o 2z divengono
infiniti, ed anche altre che avremo occasione di apprezzare in seguito. Ulti-
mamente il sig. Prym nel vol. 83 del Giornale di Crerre ha dimostrato il me-
desimo teorema in tutta la sua generalitd, non occupandosi perd del numero
delle costanti arbitrarie che restano nell’espressione di S. Perd la elegantis-
sima dimostrazione del sig. Pryu potrebbe far dubitare che per certi valori
di S fosse rigorosa, perch® in essa si applica la ricerca del massimo comun
divisore tra due polinomi, nei quali si la funzione principale che i coeflicienti
divengono infiniti.

To ho ccrcato di dimostrare il medesimo teorema attenendomi al metodo
di Rimmany, e qui espongo i risultati che ho ottenuto. II numero delle co-
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174 Tonelli: Sopra un feorema della teorica delle funzioni.

stanti non coincide con quello accennato da Riemany altro che in casi speciali,
ovvero escludendo certe posizioni dei punti in cui S deve divenire infinita.

Questa cosa poi era gia stata osservata da Rocm nella sua Memoria: Sopra
il numero delle costanti nelle funzioni algebriche, pubblicata mnel vol. 64 del
Giornale di CrELLE.

Il metodo di Riemany per la dimostrazione del teorema accennato ha questo
vantaggio, che insegna anche il modo che si pud tenere per la costruzione di
S in funzione di s e 2, e per questo non credo inutile esporre la seguente
dimostrazione nella quale questa costruzione si fa in un caso molto generale.

Supporremo in generale che S debba divenire infinita:
di ordine respettivamente uguale ad @, @;,..., @, nei punti

(z==%, s=3)(2=2,, 8=35,),... (2=2z, $=84) (1)
essendo 2i, 25,..4y 2} Si, Spy..., So quantith finite, negli intorni dei quali
punti, sopra la superficie T, si ha

o, o, 41
’ #
s—si=Ai(e—2a) '+ A1(e—2s) " +--

e intendendo che sieno uguali a 1 le p; relative ai punti (1) che non sono
di diramazione;

di ordine respettivamente uguale a b,, b,..., bg nei punti
(=00, s=%), (=00, s=8"),..., (z=00, s=35P) (2)
essendo le s, §,..., s® quantitd finite, negli intorni dei quali punti si ha,

sopra la superficie T,
Bi B

—_— = ...
s—s &+ ST T
PP

e intendendo che sieno uguali ad 1 le »; relative ai punti che non sono di
diramazione

di ordine respettivamente uguale a ¢, ¢s,..., ¢, nei punti

(¢=72, s=x), (¢=72, s=0)..., (=20, s=00) (3)
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Tonelli: Sopra un teorema della teorica delle funzioni. 175

essendo 2, 2",..., 2 quantitd finite, negli intorni dei quali punti, sopra la

superficie T, si ha
s C + C'
_"/_1_
(e—zl) (2—2) ™

e intendendo che sieno uguali ad 1 le m; relative ai punti (3) che non sono
di diramazione;

finalmente di ordine d mel punto
(=00, s=00) (4)

che per maggior generalith supporremo che esista sopra la superficie 7', e

nell’ intorno del quale si ha
3 31

s=Az;—|—A’zT+---
intendendo che sia w=1 se quel punto non & di diramazione, e d=0 se in
quel punto la S non diviene infinita.

Nei punti (2) (3) (4) intendiamo che sieno compresi tutti i punti della su-
perficie T' per cui 2z o s divengono infiniti, perch®, anche quando in essi la
S non dovesse divenire infinita, sarebbe necessario considerare quei punti in
modo speciale. Per questo ai, a,..., b, bs,..., ¢, Cs,..., & saranno numeri
interl e positivi e alcuni potranno anche essere uguali a zero. I numeri «;,
Bi, 71 sono positivi e differenti da zero e respettivamente primi con p, vz,
7;: saranno primi tra loro anche ¢ e w, e quando sopra la superficie 7' non
esista un punto (4) si supporranno ambedue uguali a zero.

Per semplicita accenneremo con

t '
(s, 2)
una funzione generale completa in s e 2z, che contiene tutti i termini che si
possono ottenere combinando le potenze di s da 0 a #, con le potenze di #
da 0 a #, e che avra
¢+ +1)
termini differenti con altrettanti coefficienti.

Cid premesso andiamo a vedere se e -come possa determinarsi una funzione

S della forma
(s, 9
(s 2)
che ammetta gl'infiniti (1) (2) (3) (4).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



176 Tonells: Sopra un feorema della teorica delle funzioni.

Incominciamo dal punto (4). Un termine della forma
Aszzy
in quel punto diviene infinito di ordine
oz + oy )

e quindi una funzione razionale intera ¢(s, 2) in quel punto diviene infinita

di un ordine uguale al massimo dei numeri (5) relativi ad ognuno dei suoi
termini.

Se
Bs*' z¥’

¢ uno dei termini del denominatore ¢ (s, 2) pei quali il numero (5) ha il
massimo valore, questa funzione diverrd infinita nel punto (4) di ordine
o' + oy
Accennando con x e y in generale gli esponenti di s e 2 pei quali al nu-
meratore il numero (5) ha il massimo valore, la funzione
o(s, 2)
$(s, 2)
diverrd infinita nel punto (4) di ordine

02+ oy — (@02 +oy)=0(@—2)+oly—y)
e perché quest’ordine sia uguale a d, dovra essere
de—a)+oly—y)=d. (©)

Questa equazione & solubile in numeri interi perché ¢ e @ sono primi tra

loro, per cui sard sempre possibile trovare due numeri interi /, I’ che la sod-
disfino, e allora, posto

¥=x—1, y=y—I,
la funzione

G, )

R

(s, 2)

diverrd infinita di ordine d nel punto (4).
Dei numeri / e I uno potrd anche essere negativo, ma non ambedue, per-
ché d & positivo, e se fosse d=0 la soluzione pit semplice della (6) sarebbe

I=1=0; in tutti quanti i casi i ragionamenti che faremo in seguito saranno
sempre giusti.

(™
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E bene notare subito che la (6) non istabilisce alcuna limitazione n® rela-
zione per le x, v, le quali restano completamente arbitrarie. Fin qui non si &
stabilito che una relazione tra la differenza dei gradi di s e di 2 nei ter-
mini del numeratore e denominatore della (7), i cui infiniti nel punto (4) sono
massimi. Per questo la condizione ora posta non implica nemmeno una limi-
tazione nei singoli gradi di s e 2 al numeratore e denominatore della (7),
che anzi le potenze di = e di s possono superare al numeratore i numeri z,
y, al denominatore i numeri &', y', purché i gradi di s e z sieno tali ne]
prodotto che la condizione posta non venga disturbata e si abbia sempre

dx—a)ta(y—y)=d
L’espressione (7) non & quindi la forma pil generale di una funzione che
diviene infinita di ordine d nel punto (4). Andremo ora a generalizzarla.
Sieno 6,, 6,,..., 6, 6",..., 1 piu piccoli numeri pei quali si ha
6,0 =mw, §,0=2w,..., bpo=kw

(o=27, 'e=20,..., tho=hd

(10)

i quali naturalmente non diminuiranno col crescere del loro indice, e quelli
di una serie incominciando coll'unitd seguiranno l'ordine naturale dei numeri,
colla ripetizione, qualche volta, del medesimo numero., Allora le funzioni della
forma

-+l y—0 z+2  y—0" z+k  y—o6k
(s, =) (8, 2y (s, #2) ®
z—0; y-+1 c—0, y+2 x—6% y+h
( s ? Z )7 ( s ? 2 )7"" ( s b z ) (9)

divengono infinite nel punto (4) di ordine respettivamente uguale a
dxz+1)+oly—6)<dx+oy
dr+2)+wly—0)<Jdx+wy
drx—6)tely+1)<dx+oy
dx—0)+oly+2)<dr+ay

e le funzioni della forma

'+l oy =0 z+2 Yy -0 -k y—o
( s ? z )7 ( s ? Z )7"'7 ( s ? 2 ) (8/)
2'—0 y+1 z'—0; ¥+2 =0 Y+
(s, 2) (s, 2)y (s, 2) )
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divengono infinite nel medesimo punto di ordine respettivamente uguale a
o+ 1) +oly —6)<dr' +oy
8’ +2)+o(y —6)<dw' +oy
o —6)+o(y +1)<dz' + oy
o —8,)+w(y +2)<dx' oy’

e quindi se chiamiamo S, Z,, S's, Z's, respettivamente le somme di un certo
numero di funzioni della forma (8), (9), (8), (9") 1’ espressione

St D42
S-G9+ 2
potrd essere sostituita alla (7), come pilt generale, e sard sempre soddisfatta
la condizione di divenire infinita di ordine d nel punto (4). Forme piu sem-
plici si ottengono dalla (11) sopprimendo una od altra delle S,, S',, Z,, Z',,

ovvero supponendo uguali a zero alcuni dei numeri %, %, k, k'
La funzione (11) sard allora della forma

an

z+k y—06% zt+k—1 y—0k-1 y+1 z—0  y4h
( s, % )+( ) 4 )+ "{"(S Z)+( S y # )+ +( s , % )
Tk y—6F otk —1 y—oF-1 o g4k

(s, 2)+(C s , 2 )+ +(82‘)+(8,Z)+ -l-(s, z)

essendo h, A, k, k' arbitrari, e quindi potendosi rendere cosi grandi quanto
sard necessario per le altre condizioni cui deve sodisfare la (11), purche con-
temporaneamente 2 e y sieno cosi determinati che #—06, y—¢6*, ' — 06,
y' — 6% non divengano negative. Vedremo poi come, in generale, sara neces-
sario che questi numeri sieno differenti da zero.

II.

Con la forma ultimamente assegnata alla funzione (11) si vede che mentre
essa diviene infinita di ordine d nel punto (4), negli altri punti (2) e (3) pud
divenire infinita di certi ordini dipendenti dalle massime potenze x+ %, 2’4k,
y+h, g+ & di s e di znel numeratore e nel denominatore, le quali sono
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in certo modo arbitrarie. Questa arbitrarietd ci offre appunto il mezzo di far
si che la (11) divenga infinita di ordine stabilito nei punti (2) e (3).

Incominceremo dal primo dei punti (3) pel quale il numeratore della (11)
diviene infinito di ordine

7@tk
e 1l denominatore di ordine
7@+ k)
e quindi la funzione stessa di ordine
p@—a -+ E— k) =+ k—F).
Per le condizioni imposte dovremmo avere
71(l+k—k’)=04

ma questa uguaglianza non sard possibile, in generale, per valori interi di
l4+k—F, e quindi quelle condizioni non potranno soddisfarsi colla determina-
zione dei soli gradi di s mella (11), ma sara necessario ricorrere alle funzioni
in 2 che moltiplicano le potenze di s. Il prodotto

st(z—2y
pel primo dei punti (3) diviene infinito di ordine
Nt—1rm,
per cui, se le potenze superiori z 4k, 4 %—1,..., di s nel numeratore della
(11) sono moltiplicate per funzioni in 2 che contengono dei fattori della forma
(e — &Y+, (2 — &) w1,
con le 7' soggette alle condizioni
“/1(l +k— k,) — Ty k<< Cy
1n(l+k—F —1)—mrppa<a (12)

-------------------

dove almeno una volta & soddisfatta una uguaglianza, la (11) diverra infinita
di ordine ¢, nel primo dei punti (3). Le condizioni (12) perd non determinano
n¢ %k nd k' perche, una eceettuata, le altre sono disuguaglianze, e stabilito
una volta il valore di k— %" e il corrispondente valore di ' che soddisfa una
delle equazioni (12), si pud sempre aumentare il valore di ¥ — %’ purche questo,
unito con un conveniente valore di #, soddisfi alle disuguaglianze (12). Il grado
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di s pud dunque prendersi ancora cosi grande come si vuole, tenendo sempre

conto della (6) e delle (12).
Quello che si & detto pel primo dei punti (3) pud ripetersi pel secondo,
ciod, se le potenze superiori di s nel numeratore della (11) vengono moltipli-

cate respettivamente per fattori della forma
(z— z")r"ﬁ‘“, (z2—2") #e-,

con le 7" soggette alle condizioni
72l +Ek—E)—mrhw <o
vl E—E —1)— 17 hron< 0, (13)

e, una volta almeno, & soddisfatto il segno di uguaglianza, la (11) diverrd in-
finita nel secondo dei punti (3) di ordine ¢,. Le medesime considerazioni fatte
relativamente alle (12) possono ripetersi per le (13).

Finalmente, nel modo stesso, si pud dire, che ove le funzioni del numera-
tore della (11), che moltiplicano le massime potenze di s, abbiano dei fattori
della forma

(z— z(v))r‘;?}r,, (2 — 20y Thamr

con le ™ soggette alle condizioni
7+ E—F)—m 7';L?J)rx ¢
77(l+k—kl—1)_“77';:-?rx—15f'7 \ (14)

essendo una volta almeno soddisfatta una uguaglianza, la (11) diverrd infinita
di ordine ¢, nell’ultimo dei punti (3). Qui pure si pud ripetere quanto si &

detto a proposito del sistema (12).

L’essere le y e le = col medesimo indice, prime tra loro, fa sl che possa
sempre rendersi soddisfatta una equazione di ognuno dei sistemi (12), (13),...
(14), e con soluzioni positive essendo le = e le y numeri positivi. Inolire si
vede che se prendiamo le equazioni

71— mY =C

Y2 X — T Y = C; (15)
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e le risolviamo tutte quante indipendentemente tra loro, e tra le pii semplici
soluzioni positive consideriamo il massimo valore di « e lo chiamiamo g, pren-

dendo
I+Ek—kE>g

le (12), (13),... (14) saranno sempre soddisfatte, e, almeno una volta, avremo una
uguaglianza sgegliendo i valori delle # convenientemente coll’ajuto delle (15).

Abbiamo supposto I’esistenza di S’, nella (11), ovvero %" differente da zero,
e cid per maggiore generalith, ma si vede facilmente che i nostri ragiona-
menti valgono anche nel caso speciale di £'=0.

IIT.

In un modo analogo porremo le condizioni relative agli infiniti nei punti
(2). Pel primo di quei punti la (11), colla forma fin qui stabilita per essa re-
lativamente alla 2, diviene infinita di ordine

vy +h)y—v(y +1)=uwn(l' +h—F)
e non potendosi in generale porre
vw(l'+h—N)=b,

per valori interi di !4 % — &', bisognerd porre qualche condizione nella forma

delle funzioni di s che moltiplicano le massime potenze di z nel numeratore
della (11).
Osservidmo per questo che il prodotto

T (s—sy
nel primo dei punti (2) diviene infinito di ordine
wt—pBip
per cui, se le potenze superiori y 4%, y-+h—1,..., di 2z nel numeratore
della (11), sono moltiplicate per funzioni di s che contengano dei fattori della
forma ,
(s—8)ry,  (s—8)rr
con le p’ soggette alle condizioni
vl +h—k)—Bip iy < b,
vy (ll -+ h—h — 1) - l@iF'h-l—y—izbt (16)

...................
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e almeno una volta & soddisfatta una uguaglianza, la (11) diverra infinita di
ordine b, nel primo dei punti (2). Qui pure relativamente alle %, A" pud ri-
petersi quanto si disse per le k, k', e cio¢ che le (16) non determinano h— &’
perché basta in esse considerare le disuguaglianze ad eccezione di una qua-
lunque di esse.

Nel medesimo modo se e potenze superiori di # nel numeratore della (11)
sono meltiplicate per dei fattori della forma

(s — 8" », (s —s") mro1 ..
con le p” soggette alle condizioni
vo(' 0 — W) —mp niy < bs

Vz(l/ + k'—]l'_' 1)—772‘0,'77,+y 1?1)2 (17)

e una volta almeno & soddisfatta una uguaglianza, la (11) diverrd infinita di
ordine b, nel secondo dei punti (2).

Finalmente, seguendo sempre il medesimo processo, se le potenze superiori
di 2z nel numeratore della (11) sono moltiplicate per dei fattori della forma

(s—s®)Pth  (s— @)L,
con le p® soggette alle condizioni
va(l -+ h—N)—Bapfl, <bs )
vo(l +h—1)—Bspil, 1< bs ; (18)
.................. )

e almeno una volta & soddisfatta una uguaglianza, la (11) diverra infinita di
ordine bz mell’ultimo dei punti (2). Per le (17) e (18) pud ripetersi quanto
si & detto per le (16). Possiamo pure osservare che le nostre considerazioni
varrebbero anche quando la (11) non contenesse Z', ovvero quando fosse &' = 0.

Poiché le g e le v di uguale indice sono prime fra loro e positive, cosi
potrd sempre risolversi in numeri interi e positivi una delle equazioni di
ognuno dei sistemi (16), (17),... (18). Inoltre si vede che se si risolvono sepa-
ratamente le equazioni

ij—ﬁjy:-bi

— P2 =bz
=y (19)
vat — ey =bg
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e si chiama f il massimo valore della 2 tra le pilt semplici soluzioni positive
delle (19) prendendo
U'+h—k>f

potremo sempre soddisfare le (16), (17),... (18), e almeno una volta avremo una
uguaglianza scegliendo convenientemente le p coll’ajuto delle (19).

Naturalmente le (12) (13) (14) (16) (17) (18) consteranno di un numero
limitato di condizioni, le quali cessano quando gid il primo termine del primo
membro sia minore o uguale al secondo membro.

Le condizioni che abbiamo imposte al numeratore della (11) potevamo im-
porle al denominatore introducendo nelle funzioni che lo compongono i fattori
della forma

(z—2Y, (z—2"y"..., (s—sY, (s—s"Y",...
In questo caso le » e le p verrebbero determinate con condizioni della forma
y(l+E—E)Frramw<c
7+ E—F 4+ D)+ romaZe (20)
o+ h—B)+ Bpyn <D
y(l'—]—k———h'—l—l)—}—ﬁpyq.h«_l?b 1)

assegnando successivamente alle y, m, ¢, v, 8, b gl'indici che hanno nelle (12)
(13),... Sopra questi sistemi si potrebbero fare le stesse osservazioni che ab-
biamo fatto sopra i sistemi (12), (13),... e se li scriviamo sotto I'altra forma,

rrasw—y kK —l—k)<c
7T7'x'+k’—1—7(k,_l‘_ E—1)<e
Boyiws—y (W —h—1)Z
Bpyin—1—v (W —h— I'—1)<b

(20)

..................

considerando una volta una uguaglianza, questa avrd soluzioni positive. Qui
kK e I prendono il posto di £ e A melle (12), (13),... e quindi le medesime
conseguenze che si déducono nel caso generale varrebbero anche ove si sup-
ponesse h=0, k=0, cioé ove la (11) non contenesse al numeratore S, e Zi.
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Possiamo dunque concludere in generale che & sempre possibile costruire
una funzione della forma
o(s, 2)

(s, 2)

cosi che divenga infinita di ordini dati nei punti (2) (3) (4), ed ancora ab-
biamo di arbitrario x, y e in parte %, k, &', &'. Di questa arbitrarietd ce ne
serviremo per porre la condizione che la (11) divenga infinita nei punti (1),
nei quali si 2z che s hanno valori finiti. Prima perd di passare a questo, vo-
gliamo studiare un poco la forma della (11) e vedere quante costanti arbi-
trarie ancora contiene, e in quanti punti divengono infinite e infinitesime le
funzioni del numeratore e del denominatore.

IV.

Prima di aver poste le condizioni relative agl'infiniti (2) e (3) si vede facil-
mente che il numero delle costanti arbitrarie nel numeratore della (11) &

@+ DG+ +E—0+ D+ E—t+ D) @—u 1)+
=D+ = D o (g — o 1) =
=@x+Ek+Dy+r+1)—hEk—0—0
e pel denominatore
@+ + D)+ =0+ D+ —6+ 1)+ -+ @ — 0+ 1)+
b — 1) — O D)oy — 0¥+ 1) =
=@ +EF+DG +H+1)—hE—5—5
avendo posto per brevitd
bity 4 O=0, &6+t h=0
O t-Opb v Oy=9, G4 =5,
Perd osserviamo che s e z soddisfano I’equazione

n m

F(s, 2)=0
per cul ad ogni funzione della forma
x4t y—0t
(s, 2)
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pud sostituirsi 1’ altra
m ztt—n y—0t-—m

(saz)‘]‘F(S)z)(S? z )
e ad ogni funzione della forma

x—0¢ y-}+t
(s, 2)
Paltra

x— 0t n m x—ft—n ytt—m

(saz)+F(37z)( s 5, 2)
e quindi, in ultima analisi, le costanti arbitrarie si del numeratore che del
denominatore della (11) si riducono respettivamente a

@+E+D(y+h+1)—hk—0—0"—
—|@e—n+E+Hy—m+h—1)—hk—6—0=
=nly+hr+1)+m@+k+1)—mn

@ +E+DY 4+ +1D)—bE—5—5 —
|y = E A D)y — A K 1) — K E 3 — )=
=ny'+h+1)+m@E +E+1)—mn

i quali numeri coincidono con quelli dati da Riemany al § 9 della Memoria
citata sopra, quando si supponga

h=hk=k=k=1=10=0.

Riguardo agli infiniti e infinitesimi del numeratore e denominatore della
(11) si pud osservare che il primo mei punti (2) diviene infinito

G+ttt )

volte di primo ordine, € il secondo un numero di volte uguale a
' + 1)t vt +p)

pure di primo ordine; e nei punti (3) il primo diviene infinito
@+BGtrt--+n)

volte di primo ordine, e il secondo

@ K)oty )

volte pure di primo ordine; e finalmente nel punto (4) il primo diviene infinito

2d+y®w
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volte di primo ordine, e il secondo

zd+yo
volte pure di primo ordine.
Onde il numeratore diverrd infinito

Y+Betvt-Fpto) @+ttt —he—kd
volte di primo ordine, e il denominatore
G +R) At Fpto) @ H )ty ) =Ko — k9
volte pure di primo ordine, e poiche, per I'osservazione fatta in principio, sara
wtvt-tpte=n  pdpt-tytd=m

cosl il numeratore e denominatore della (11) diverranno infiniti e infinitesimi
respettivamente in

m(y +k)+ne+k)—he—ko

e
m@y +h)+n@ +E)—he—FE9
punti di primo ordine.
Dopo aver posto perd le condizioni relative agl’infiniti nei punti (2) e (3)
il numeratore diverra infinito in questi punti respettivamente di ordine

w@ W) +by @ )by, vy )b
7@+ E)+e, 7@ +E)+e,..., 7@ +E)+c¢
e quindi diverrd infinito ancora di primo ordine un numero di volte uguale a
O + K)o+t +vpta) 10+ lo+
+ @ +E) ittt —hHo—kE3d+C+B=
=m(y' +h)+n@+t)+d4+B+-C—he—Ek'd
avendo posto
B=b,+b,+---+bg, C=c,+c+---+Fo,.
Se poniamo
t=(—2) (e—2y" - (z— z(v))r("’)

22
= (s — SI)PI (8 _ S”)P” Ve (s _ S(ﬁ))P(‘B) ( )

v " =y
P'+P"+..+p(p)=P
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essendo le ', #",..., ¢, p',..., le quantitd soggette alle condizioni (12) (13),...
(16) (17),...; al numeratore della (11) le potenze superiori di s, ciod

k k—1
sztk, srHh-
dovranno avere respettivamente i fattori

Cw-l—k) CdH—k—i yoo

e le potenze superiori di 2, ciod

z?/+h, zy+h—1’
1 fattori

Sy+h, Gy+h—1
e cosl si verrd a determinare un certo numero di costanti arbitrarie, che di-
penderd dalle » e p, che hanno un valore finito, e per la natura stessa della
questione non crescente col diminuire dell’indice.

Se invece i fattori della forma (22) si introducessero al denominatore della
(11) determinando le ~ e le p mediante i sistemi (20), (21},... il numero delle
costanti arbitrarie diminuirebbe in questo. Chiamiamo A4 il numero delle co-
stanti che si determinerebbero al numeratore della (11) nel primo caso, e A’
il numero di costanti che si determinerebbero al denominatore nel secondo
caso, e allora si potrd concludere che il numero delle costanti ancora arbi-
trarie dopo stabilite le condizioni relative agli infiniti (2) e (3) nel primo caso
sard

nly +h +D)+mx +k+1)—mn—A4
n(y +h+1)+m@ +E+1)—mn
e nel secondo
w(y +h +1)+m@x +E+1)—mn
n(y +W+D)+m@E +F+1)—mn—A4"

V.

Finalmente non resta pilt che porre le condizioni relative agli infiniti di S
nel punti (1). In questi punti sl il numeratore che il denominatore di una
espressione come la (11) non possono divenire certamente infiniti, perche le
Ziy Zayesey Siy Szy... SOno finite: dunque in quei punti dovrad annullarsi il de-
nominatore. Non si potrd perd concludere che colla determinazione di

a4 +0+- -+
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costanti nel denominatore quella condizione relativa agli infiniti di S nei punti
(1) & soddisfatta, perche, come vedremo, cid non avviene che in casi speciali,
nei quali solo & rigorosa la dimostrazione di Riemaxx esposta nel § 9 della
Memoria ecitata.

Poiche 1 valori di s e 2z nel primo dei punti (1) sono finiti e il denomina-
tore della (11) & una funzione razionale e intera di s e 2, cosl potrd svilup-
parsi colla serie di Tavror, che si ridurrd ad un polinomio; per cui, chiamando
J(s, 2) quel denominatore, avremo

76, ) =fen @)+ L) —a) +(L) s—s)+

Ora se f(s, 2) deve annullarsi di ordine @, nel punto (s,, 2,) dovranno, nel
suo sviluppo in (2—=z,) e (s—s,), mancare tutti i termini i cui infinitesimi
sono di ordine inferiore in quel punto. Ma un termine come

»+q

C,a—gz%(z —2,)P(s—s, )

diviene infinitesimo in quel punto di ordine

Pt g
e quindi non dovranno comparire nello sviluppo di f(s, 2) quei termini cor-
rispondenti ai valori di p e g, per cui

Pratqa<la
e dovranno comparirvi quelli per cui
Pritqoy=a, (23)
non che quelli di ordine superiore, ciod quelli per cui
Prat-qou>ay.
Da cid si vede che il numero delle condizioni da imporsi al denominatore

della (11) non dipende solo da a,, ma anche dai numeri p;, € a;. Cosi, per
citare un solo esempio, se fosse

oy =0y, 1 >ay
basterebbe porre la condizione
f(s1y 2)=0
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perche f(s, 2) nel punto (s,, 2,) divenisse infinitesima come

(s—s)
ovvero di ordine @,=ua,, e quindi con una sola condizione si avrebbe un in-
finito di S di ordine a,.

Ma una osservazione pill importante ancora a farsi si & quella, che la (23)
pud non ammettere soluzioni positive, ovvero pud non esser possibile che la
(s, 2) nel punto (s,, #,) divenga infinitesima di ordine «,, e in questo caso la
sola considerazione del denominatore della (11) non & sufficiente per porre la
condizione che la (11) divenga infinita di ordine @, nel punto (s, 2,). Consi-
deriamo anche il numeratore, chiamiamolo f,(s, 2) e sviluppiamolo colla serie
di Tayror per le potenze di (z—=2,) e (s—s.), sard

fuls, A=Ailsn, 2) +(L2) e—2d+ (Lo —s)+

Supponiamo che in questo sviluppo manchino tutti i termini il cui ordine
d’infinitesimo in (sy, 2,) & minore di quello del termine

1
1-2

+

P+
Ci(%)(z—zi)ﬁ(s—s,)?t
ovvero minore di
oy e A
allora la funzione (11) ovvero
fi(s, )
sy 2)

diverrd infinita nel punto (s,, 2,) di ordine

pa(p—p1) + (g —q)

¢ se chiamiamo * P e @ le soluzioni dell’ equazione

wm(P—p)+alg—g)=a

sard
p—p=%P,  (—q=F0
con P e @ positivi, e sard sempre possibile determinare p, P, ¢, ¢, con nu-

meri interi e positivi. Prendendo, per esempio, il segno superiore si potrd
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anche porre volendo
p=PF pi=0
q=0, =@
e quindi qualunque sieno p,, a;, @, sard sempre possibile colla considerazione
del numeratore e denominatore della (11) porre la condizione che questa fun-
zione divenga infinita di ordine @, nel primo dei punti (1).
Il medesimo si pud ripetere per gli altri punti (1) nei quali la S deve di-
venire infinita respettivamente di ordine uguale ad @,, as,..., da.
E quasi inutile osservare poi che le equazioni come le (23) sono certamente
solubili in numeri interi perché le « e le p di indice uguale sono prime fra loro.
Se chiamiamo ¢ e &' i numeri degli infinitesimi di primo ordine che si
determinano in questo modo al numeratore e al denominatore della (11), in
quello e in questo rimangono ancora respettivamente

my +0)+n@+E)+d+B+C—ho—Ed—a

my' +1)+n@@ +E)—Weo—Fkd—d
infinitesimi, e poich?
o —a=a+a+-+a
cosl sara certamente
a>a

e quindi gl’infinitesimi ancora disponibili al numeratore sono in maggior nu-
mero di quelli del denominatore.

Se vogliamo che il numeratore e il denominatore della (11) si annullino
ancora in alcuni, o tutti i punti della superficie 7' in cui si distruggono dei
punti di diramazione, quei numeri si ridurranno ancora a

m(y +k)+n@ +E)+B+C+d—HNo—Fkd—a—-

m(y +h)y+nl@ +E)y—hVo—Ed—a —=

avendo chiamato r il numero degli infinitesimi determinati per questa con-
dizione.

Riguardo al numero delle costanti osserviamo che chiamando respettiva-
mente D, D' i numeri che di esse vengono determinati al numeratore e de-
nominatore della (11) a causa degl’infiniti (1), e delle condizioni relative ai
punti in cui si distruggono dei punti di diramazione, di arbitrarie ne rimarré,
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al numeratore
ny +h +D+m@x +& +1)—mn—A—D
al denominatore
n(y +r+)4+m@ 4 +1)—mn—D
ovvero al numeratore
n(y +h +D)4+m@x +% +1)—mn—D
e al denominatore :
n(y'—Fh’—]— D+m@ +E+1)—mn—A"—D
secondo che le condizioni relative agli infiniti nei punti (2) e (3) si esprimono
al numeratore o denominatore della (11).

Ma dopo tutto cid la S rappresentata dalla (11) cui sono state imposte le
condizioni di cui abbiamo parlato fin qui, diviene infinita in altri

m(y +E)+n@ +E)—he—Fd—d —<

punti, di primo ordine, e poiche la S non deve essere infinita altro che nei
punti (1) (2) (3) (4), cost in quelli dovrd annullarsi il suo numeratore. Ora
il numeratore della (11) sappiamo che si annulla ancora in

m@y +r)+n@ +E)—Woe—kd—a—c+B4C

punti di primo ordine, e quindi determinando un conveniente numero di co-
stanti arbitrarie potremo sempre farlo divenire nullo nei punti in cui si an-
nulla il denominatore. Qui poi la cosa sard possibile, perché non si tratta altro
che di rendere il polinomio numeratore infinitesimo dell’ ordine del polino-
mio denominatore in certi punti, e quindi non pud accadere il caso notato a
proposito della equazione (23).

Con c¢id si verranno a determinare al numeratore un certo numero E di
costanti arbitrarie, dipendente da

m(y' + k) +n@ +E)—hWeoe—Ed—a —<

e dalla natura dei punti in cui il denominatore della (11) si annulla, per cui
il numero delle costanti arbitrarie al numeratore diviene

ny+h+1)+m@x+k+1l)—mn—A—D—E
ovYyero

n(y+h41)+m@-+k+1)—mn—D—E.
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Possiamo prendere x, ¥ in modo che questo numero sia positivo, come
pure sia positivo il numero che rappresenta quante costanti rimangono al de-
nominatore dopo poste tutte le condizioni volute dalla natura di S. Cosi della
arbitrarietd lasciata alle k, k, ¥, k', dalle condizioni (12), (13),... possiamo
valercene per far si che i numeri rappresentanti gl’infinitesimi del numera-
tore e denominatore della (11), dopo poste le condizioni degli infiniti (2) (3),
sieno sufficienti a porre le condizioni relative agl’ infiniti (1).

Nel caso contemplato da Rimmany non avendosi i punti (2), (3) e (4) si aveva

}L= L’=]£:=kl= l=l,=d=B= C=O
A:A/=O, D:f" D,=a1+“'+a¢+7'
e 11 numero delle costanti al numeratore e denominatore diveniva

w(y +1)+m@+1)—mn—r

ny+1)+m@+1)—mn—r
prima di aver posto le condizioni relative agl’infiniti (1).
GI'infinitesimi invece, poiche
a=0, d=a,+a,+- - +a,=m, =27

saranno respettivamente, dopo poste le condizioni relative agl’infiniti (1)

mx+ny—2r

me+ny—2r—m
e poichd

E=mz+ny—2r—m'
cosi il numero delle costanti al numeratore della S sard in fine
nt+m—mntr+m=m—p-41.

Si potrebbe vedere facilmente che questo numero & giusto anche in alcuni
easl un poco pill generali, in cui si considerino infiniti di S in punti come 1
punti (2) e (3) quando non sono di diramazione, ma su questo non ci intrat-
terremo pilt oltre.
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Ueber die elastischen Schwingungen
einer isotropen Kugel ohne
Einwirkung von dusseren Kraften.

(Von L. Hexxesere, in Darmstadt.)

Abgesehen von solchen Korpern, deren Dimensionen theilweise sehr klein
sind, sind bis jetzt bloss die elastischen Schwingungen des Kreiscylinders (*)
und diejenigen der Kugel fiir einen speciellen Fall (**) untersucht worden.
In folgender Arbeit soll eine in der theoretischen Optik zur Transformation
der Differentialgleichungen der elastischen Schwingungen eines isotropen Kor-
pers hiiufig angewandte Substitution auch zur Vereinfachung der fiir den Fall,
dass der Korper keinen dusseren Kriften unterworfen ist, hinzutretenden Grenz-

bedingungen benutzt und sodann das Problem fiir die Kugel vollstindig durch-
gefiihrt werden.

1.

Bezeichnet man mit », », w die Verriickungen eines Punctes z, ¥, # pa-
rallel zu den Coordinatenaxen, so sind die elastischen Schwingungen eines
isotropen Korpers dargestellt durch die Gleichungen

%—2—~a2Au + (b — a2)a—-
%1,2 e +(bZ—a2) (0
%ﬁ a*Aw -+ (0 — ag) 52 )

(*) PocnnauMer: Ueber die Fortpflansungsgeschwindigkeiten Eleiner Schwingungen in einem
unbegrenzten isotropen Kreiscylinder. Journal fiir reine und angewandte Mathematik, 81. Bd.
(**) Cuescu: Theorie der Elasticitit fester Kirper ; Seite 55. Teubner, 1862.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



194 Henneberg: Ueber die elastischen Schwingungen

wo ¢ die rdumliche Dilatation

_0%_ 0v _ gw
“=9s oy T
bedeutet.
Setzt man nun, wie es in der Optik geschieht,
_oP , ow_ v
=9 T oy T 0e
_QP, U _ W
e PR PR T ®
_oP oV U
=% T s T oy

und bestimmt die vier Functionen P, U, ¥V, W durch die Bedingung, dass
jede der vier Gruppen

p 14 w
u,=—r%;, u, = 0, u3=—’%—z, Uy == %77
oP U w
(2 —W’ Vy = %Z Vg = 0, Vy = %x (3)
P U 14
w‘=%—z; w2=——%—y; Wy = %—;; wy= 0
eine mogliche Schwingung des Korpers darstellt, so ergibt sich
:P
'% L —pap, @)
wihrend U, V, W die Gleichung
T2 —aag (5)

befriedigen miissen, und es ist hierdurch die Bewegung des Kérpers in eine
longitudinale Schwingung zerlegt und in drei transversale.

2.

Auf die Oberfliiche des Korpers sollen keine Druckkrifte wirken. Man wird
daher festsetzen konnen, dass jede der vier Einzelschwingungen (3) eine solche
ist, welche ohne Einwirkung von #dusseren Kriften vor sich geht.
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einer isotropen Kugel ohne Einwirkung von dusseren Kriften. 195

Die Componenten der Druckkraft, die auf ein Flichenelement wirkt, dessen
Normale mit den Axen die Winkel (nx), (ny), (n2) einschliesst, sind

Xn=a13 (gz L22 22 il )cos(nm) (a—yf+%-)cos(ny) (a % )cos(nz)z
Y.=a? (,g; % )oos(n:r) 2(%2 %—Zi )cos(ny) (——+%—J)cos(nz)§ (6)
Zn=a2§(%w gi)cos(nx) (Ty” +%—)cos(ny)+2(aw b—2a2— )cos(nz)}-

Fir die longitudonale Schwingung w,,v,,w, ist somit

Xpn=20a" aa P + (*—20°)A P- cos(n),

Yn_Qaza'a@ + (5*—2a*)A P-cos(ny),

Zp=20a '6 a 4+ (0*—20*)AP- cos(n2).

Die Componente des Druckes in einer beliebigen Richtung » wird daher sein
Rn=2a2;P (B —2a%)AP- cos(n),
wenn (n7) den Winkel bezeichnet, welchen die Normale n des Flichenele-

mentes mit » bildet. Zerlegt man nun den Druck in die Normale » und in
zwei auf derselben senkrecht stehende Richtungen #, und »,, so erhdlt man

w, =2a23P+(bz 24%)AP,
. 3 ,
Ni,»n=2a Supm’
—9g0F
N, .=2a TV

Falls keine Druckkrifte auf die Oberfliche der Korpers wirken sollen, miissen
fir dieselbe die Grenzbedingungen bestehen

2_P b2_2 2
%m + 2a2a AP=0,
(i
9"97&—0’
0P _
anon:
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oder
z P — 242
%n? + 2 a2 AP=0,
. 0
= t.
,an cons
oP

Der Differentialquotient on stellt die Verriickung in der Richtung der Nor-

male dar. Die Grenzbedingung %%=const. sagt somit aus, dass die normale
Verriickung an der Oberfliche nicht vom Orte, sondern nur von der Zeit
abhéngig ist.

Damit die transversale Schwingung
U U
’[,62:0, 1)2=—‘%—Z-, 102:—%-

ebenfalls ohne Einwirkung von #usseren Kriften vor sich geht, muss die Fune-

tion U infolge der Gleichungen (6) an der Oberfliche des Korpers den Bedin-
gungen geniigen

Xn=a21 0°U cos(ny)— aZU cos(nz)%:O,

0x0
Yn=az§aa U cos(nx)+ 2 '()8 Wcos(n y)—]—(%?g %2J€)cos (nz)}=0, (8)
Zn=a21 68 cos(nx)—k(azz %f)cos(my) 298 o cos(nz)§=

Die Grenzbedingungen erhalten eine fiir die Anwendungen vortheilhaftere
Gestalt, wenn die Druckkraft in die Normale » und in zwei auf derselben
und unter sich senkrecht stehende Richtungen n, und n, zerlegt wird. Man
bekommt fiir diese Componenten der Druckkraft:

n

N,=2a*]— 6?:517" - [cos(n,y)cos(nz) — cos(n,2)cos(ny)]
B

+ TV N [cos(ny)cos(n, 2) — cos(nz)cos(n,y)]{ =0,
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Nin= 'az’ a—%%; [cos (ns y)cos (ns 2) — cos (1, 2) cos (n: )]

U [e0s(ne ) cos(nz) — cos(ns2)cos(ny)]

- 'a nm 8 3]
n (gzﬂ(zf _ %ig‘) [cos(ny)cos(n,z) — cos(nz) cos(my)]z =0,
Neyn=a ! a 9 [cos (n.y) cos(n,2) — cos(n, z) cos (ns )]
(ge_nU g ) [cos(n, y) cos(nz) — cos(n; 2)cos(ny)]

-+ m [cos(ny) cos(n.2) — cos(n 2) cos(n, )] Z =
Da nun aber

rcos(nx) = cos(n,y)cos(n,z) — cos(n.z)cos(n, ),

Acos(n, 7) = cos(n, y)cos(nz) — cos(ng2)cos(ny),

Acos(n,x) = cos(ny) cos(n,2)—cos(nz) cos(n,y),

so ergeben sich fiir die Oberfliche der K('jrpers die Bedingungen

07 cos{n,x) — 5 9 cos(ngx) 0,

onone
EE;U cos(nx)— 83 o cos(m:v)-{—(al22 — gnU)cos(mx) 0, 9
3:’0: cos(m:)—l—(a u g U)cos(n,x) S U o cos(n, ) =0.

Die Grenzbedingungen fiir ¥V und W erhilt man aus denen fiir U durch Ver-
tauschung von z mit y und 2.

4.

Die Constanten des Problemes miissen aus dem Anfangszustande des Kérpers
ou 81} ow fir

pestimmt werden, also aus der Bedingung, dass u, v, w, T TR

t =0 gegebene Functionen der Coordinaten sind. Da nun den Glexchungen )

Annali di Matematice, tomo IX. 26
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198 Henneberqg: Ueber die elastischen Schwingungen

geniigt wird durch die Annahme
_ l_f cdadbde
4 J(a—2p+(0—y)+(c—ep

(8@0 g”)dadbdc

U =
47‘ \/(00—‘415)27‘(1’—'9)2—i-(c—'ﬁ)2
(5“ gw)dadbdc
v —
4" V(“—$)2+(0—y)2+(0—3)”
QZ_@@_‘ dadbdc
W= ( )

47’ Va—2pF+C—y)r+(—2F

wobei die rechts stehenden Integrale iiber den ganzen Korper auszudehnen
sind, so kann man die Anfangsbedingungen fiir P, U, V, W dahin formuliren,

dass P, U, V, W, %f %th %I; EBT;V fir £=0 gegebene Functionen der

Coordinaten sein sollen.

Die longitudonalen Schwingungen der Kugel.
5.

Bei Einfiihrung von Polarcoordinaten

x=rsindcosy, 0<<r <p)
y=rsingsing, O<<y<<2nm)
z2=7rcosd O<<s<n)

wird )
aP= ma(razfr)J“ (suta?g)J“si:?sv%ZQ'

Es kommt daher bei der Untersuchung der longitudonalen Schwingungen einer
Kugel vom Radius p darauf an, die partielle Differentialgleichung

r20P i 0 N
T ia(a?L) + o naiag) o7 (10)
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zu integriren unter den Grenzbedingungen fir r=p:

. s __og 0 729—2- 0 smS‘aP
o T e St(aa )+ | asaj) sxnwwi O ST
2P

5 = const.

Die Differentialgleichung fiir P ist linear und homogen. Das allgemeine
Integral wird somit aus einer Reihe von particuliren zusammenzusetzen sein.

Substituirt man
P=TYOR,

wo T'=f(t), ¥=1({), ©=1(3), B=[(r), so zerfillt (10) in die vier gewthn-
lichen Differentialgleichungen:

3

%—71;-=—n2b2T,

av

ﬂz =—-m2\]f’
aze de m?
T+Oth&._d? [g(q+1)—81n23]®=0’
@R  2dR . q@+D]p
d72+r dr+[n— 7 ]R_O’

welche ergeben
T=Acosnbt -+ Bsinnbt,

¥ =_Ccosmy -+ Dsinm,

0 = EPY (cos )+ I' @4, (cos 3),

Iq+.§(m~) Yq+§(nr) .
Vr Vr

Die Kugelfunctionen @, (cos$) und die Besser’schen Functionen Y. 4(n7) sind

R=@G

hierbei jedoch zu verwerfen, da dieselben fiir 9='22, resp. fiir » =0 unendlich
gross werden. Man erhilt somit fiir P ein particuldres Integral
4(nr)

(A cosnbt + Bsinnb#)(Ceosmy + Dsinmy) PL (coss) -~ \/
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200 Henneberg: Ueber die elastischen Schwingungen

Fiir jeden Werth von #, m, ¢ ergibt sich ein solches Integral. Daher wird sein
P =YY S cosnbt[Amnqcosmy -+ A m n qsinm]
wom g ‘ , . .Iq+4_(nr) (12)
+Slnnbt[B7n’ﬂ’qeosmlzb+B”I)n’qS]_nmL‘b]}.Pg,‘(cos'g) VS; .

Den Constanten 7 diirfen natiirlich nur ganzzahlige Werthe beigelegt wer-
den, da die Sehwingung in Bezug auf ¢ die Periode 2~ besitzen muss. Die
Grossen n und ¢ sind aus den Grenzbedingungen (11) zu bestimmen. Nimmt

man an, dass jedes einzelne particuldre Integral fiir sich den Gleichungen (11)
geniigt, so zerfillt (11) in die Bedingungen fir r=p:

k dR —+1 ., 4a?

TW (ﬂz—ﬂq—qz——])R=O, WO k2=7a

iR (13)
VO —— = const.,
dr

velehe erfiillt sind:
1) wenn P nur von r und ¢ abhingt und ausserdem fiir r=p ist:

k*dR 3
Tar TUE=0

2) wenn n und ¢ die gemeinsamen Wurzeln der beiden transcendenten

Gleichungen sind
n2—Q[L;_—lJ=O oder E(p)=0 und [@] =0.

dr leir r=p
Die Schwingung der Kugel ist hierdurch in zwei Schwingungen zerlegt
P=Q+4S,

von denen die eine @ in der Richtung des Radius vor sich geht und ausser
von der Zeit nur von der Entfernung » vom Mittelpuncte abhingt, wihrend
bei der anderen die Oberfliche der Kugel vollstindig in Ruhe bleibt resp. sich
nur in sich selbst bewegt. Bei der zweiten Schwingung muss die Function

R infolge der Grenzbedingung % =0 die Form haben
R =const. + (r —p)* K(r —p).

Man kann daher diese Schwingung wiederum in zwei Einzelschwingungen
zerlegen: in eine, fir welche BR=(r — ) K(r —p) ist also fiir »=p die Be-
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dingungen bestehen B =0 und 4k =0, und in eine zweite, fiir die B = const.,
dr
also P unabhiingig von r ist. Diese letztere ist jedoch keine mogliche Schwin-
gung, da sie infolge von (10) und (11) an die Bedingung 85—£=0 gekniipft ist.
Fiir @ erhilt man

L(nr)
Q=X |Ancosnbt+ B,sinnb¢ = 7

oder bei Einfithrung der adjungirten Besser’schen Functionen (*)

Q=23 {Anoosnbt—l—aninnbt}.]gi(nr), (14)
und » sind die Wurzeln der transcendenten Gleichung fiir r=p:
dmm@
— -]—an (nry=0. (15

r
Dagegen ergibt sich fiir S

S=X 3 Y icosnbt[Am, nqcosmy -+ A'm u gsinm]
wom q I 4(1’&7) (16)

+sinnbt[Bu n gco8my + B n gsinm ]} PY (cos&) \/— ;

wo n und ¢ die Wurzeln der beiden Gleichungen sind

1,y =0 wa [£(20) o, ()

6.

Die Constanten 4 und B sind aus dem Anfangszustande zu bestimmen,
also aus der Bedingung, dass fiir £==0 ist:

P =f(r 3 ¢,
LZ=F(, 5 9)

Zerlegt man nun f und # in je zwei Functionen

f=f1+f27 F=F1+F27

(*) Neomaxx: Theorie der BussEl’schen Functionen, Seite 53, Teubner, 1867.
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so dass f, und F, nur abhingen von r, wihrend f; und F, an die Bedin-
gungen gekniipft sind

dfe adF
== [E]_ =0 ml=0, [LE] =o,
so ergibt sich, es muss sein fiir £=0:

=f,(7‘), S =f(r, 3, ‘”7

d ds .
;Q"_F ); ‘%‘=F2(7'7 Sy $)-

Es war nun
Q=Z}Ancosnbt-{—aninnbt}J%(nr).
Daher wird

fir)=24:J1(nr),  Fi(r)=3ZnbB.Jx(nr).

Ebenso erhilt man

I (nr)
fo(ry & V)= X X[Am,a gcosmd 4 A"y  sinm ] PL, (c0s ) — \/— >
,('nr)
Fo(ry 3, §)=X X 30b[Bpn n qc08my+ B n ¢sinmy] PY, (coss) a

Zur Bestimmung der Constanten ist es nothwendig, eine Hiilfsformel her-
zuleiten. Es sei nZn,. Dann folgt aus den beiden Gleichungen

_@4_2 iR -{_(n?—-ﬂq?;ll)R =0,

dr? r dr

‘%+2_dR‘+( q___[q—tl])&:()

£R  2dR &R, 2dR
f R(d2+rd) ’R(dr2+ )Ed”
1]

r dr
1 [ (pdB  dR\F
_w%—'n?[r (R‘W—R dr)]o.
Die rechte Seite verschwindet nun, sowohl wenn R —-Ji (nr) ist und die
q 4(nr)

\/7'
q die Gleichungen (17) befriedigen. Somit besteht fiir beide Schwingungen
die Gleichung

rrzRRiolr_—— =
ny—
0

Grossen » der Bedingung (15) geniigen, wie wenn R = ist und # und

JpszRidr=0.

]
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Demgemiss wird sein

ERCEACLE
An=0 7 H]
J v [, (02 dr
’ (18)
frng (@) J, (nr)dr
B,—" :

-~ —.
nl;fr[J%(nr)jdr /

Ebenso bekommt man bei Benutzung der iiber die Kugelfunctionen geltenden
Formeln (*):

r=p (V=21 (O=xn 3
f PJV J_ f2(ry S, q/)cosmq;Pgl(cosS)sinSr‘llq%(nr)drdqzd& \
r=0 =0 =0

Am,n,q= - ,
(_1)7112(12_|_l H[iq;—m)ﬂ(q I)?:)J o, ‘(M)]gdr
f f J-fz(f‘, 9, {)sinm ¢ P (cos&)sm&rl 4(nr)drdq;ds
A'm,nq= r=04=0 5=0 o H( ,
m g-+m)(g—m)[* .
D" T s @g—1nF) "HeirFdr
0

(19)
27 3
j ’ f "Fi(r, 9, §)cosm§ PY, (cos sin S L (nr) drdpds

B _ r=0¢=0 5=0 :

it L 2nbm T (g4-m)N(g—m) (¢ . ?

(15 [1'3'__(24_1)]47[Iq+%(az¢)] ar
0

Bonng =" 2nbm (g -+ m)N(qg— m) .

(—l)mm—i—l [1-3-(2¢— 1)]4 Uyl ar

II;b

8
f Fa(r, 9, 4J)sinmgbPzn(cosS)sinSﬁIqu,_(nr) drdyds

Fiir m =0 kommt in die Nenner noch der Factor 2 zu stehen.

(*) Heixe: Handbuch der Kugelfunctionen, Seite 183.
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Die specielle Interpretation des Bewegungsvorganges soll auf die Schwingung
Q beschrinkt werden (cf. Cuesscu: Elasticitit, Seite 55).

Die Besser’sche Function J%(z), welche in @ auftritt, ist definirt als das

jenige particuldre Integral der Gleichung
&FF  2dF
pra +z = TE=0 20)

welches fiir z=0 den Werth \/2“( —\/% annimmt. Da nun aber dass allge-
meine Integral von (20) ist v

cos 2 sin z
F=

$0 muss sein

@@=@%i 21)
Allgemein wird, wenn p eine beliebige ganze Zahl bedeutet, die Gleichung
d2F+2(1+p)df+F 0

az? z
durch
dp cos 2 dp_siﬁ
F=A—2_4+B—=
@2y @y
vollstindig integrirt sein, und man wird somit haben
dp sin z
— (—92\? ?
Ty = E

und

pSan

> _ 2 p+—— 2 *.
Ly@=C\Z 5

(*) Nevmanx: Theorie der BresseL'schen Functionen, Seite 54.

Mit der Untersuchung der Besser’schen Functionen von den Ordnungen 4—; hat sich in
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Hiernach erhiilt man nun

Q== %“(An cosnbi-+ Businnbt) Si;:}r ’ (22)
2 n? xfpa* fi(r)sinurdr
An= np"—sinnpcosnp 93
2n7vfer;(a')sinnrdr ()
Bp=——o

p b
70— 5In 7P Cosn P /

und die Grossen # werden die Wurzeln der Gleichung

R2—mn2et 94
Cotg’np == —W . ( )
Sezt man
np=1u, cotgnp=1v

und betrachtet # als die Abscissen-, » als die Ordinatenaxe eines Coordina-

tensystemes, so treten die Grossen np auf als die Abscissen der Schnittpuncte
der beiden Curven

v =cotgu, FPuv=Fk*—u.
Die Hyperbel i*wv=~%*>—u* hat den Punct u=0, v=0 zum Mittelpuncte,
sie schneidet die Axe # in #=4* und hat zur einen Asymptote die v-Axe,
wihrend die andere mit der u-Axe den Winkel tgga:—% bildet. Die Wur-
zeln von (24) liegen somit

0<<wy und w, <<, 0 < n,, n,<7~§:
3= 3w 2%
—2-<%2<2TE, %<n’2<'_9"
% i 3%
*2—<u3<37f, 2—9<"3<—P—’

.........

..................

. . . . @V
einer inzwischen erschienenen Abhandlung: Note sur Pinfegration de Uéguation —+

d
nj;l % 4+ V=0 (Journal de mathématiques pures et appliquées, t. 4*), Herr Worms

pE Romiry eingehend beschiftigt.
Annali di Matematica, tomo 1X. 27
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. . . . T
und zwar nihern sie sich den ganzzahligen Vielfachen von — um so schneller

P
je kleiner k* ist. Bei Ausschliessung von #, und n, wird man néherungsweise
setzen konnen
ST

Ng=—=——— =+ 25
: (@)

‘Was die Werthe von 5, und n, anbelangt, so hédngen dieselben ganz von A2
ab. Es kann £* liegen zwischen O und 2. Ist £® klein, so ist #, nahe an 0,

T
n, nahe an F

Durch die Formel (22) ist die ganze Schwingung in eine Reihe von pe-
riodischen Einzelschwingungen

sin
shw . shw e
Qs:(Ancos-—P—t—l—anm—P—-t) Py (26)
¢
mit der Periode ZPE zerlegt. Fiir-die eingetretene Verrlickung bekommt man
S®r oS STYr — sin STr
dQs sbw . sbw P ) P
Ir —(AncosTt—l—anm - t) po— . (27)
P

Knotenflichen, resp. concentrische Kugelflichen, welche vollstindig in Ruhe
bleiben, kommen vor, sobald
STr STr

tg =

P P
ist, oder wenn s—’?—:x gesetzt wird, sobald.

(28)

tgr=u

ist. Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Abscissen der Schnittpuncte der
Curve y=tga mit der 45° Linie y=uz, sie liegen somit

xo—'_—O, 7'0'-:0,
3w 3
7r<$1<—5-’ %<7'1 E%’
5w 2 5
2 <Ly << “n<t,

..................
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und war nahern sie sich sehr schnell den ungraden Vielfachen von £ . Nihe-

2s
rungsweise kann man setzen
oh-+1
dann erhélt man die Knotenflichen
. 3¢ 5p o =(2s—De
71—59 7’2*'2"6"3 Poy = 9s
Die transversalen Schwingungen der Kugel.
8.
Aus der Differentialgleichung
U _ e
oF a’AT,
welcher die Function U geniigen mus, ergibt sich
U= ¥ Nlcosnat[Cpn n qcosm -+ C'p n gSinm ]
n m q
q (n7)
4 sinnat[ Dy, n gcosmy + D'y o gsinm ]| PL (cos $) \7

Die fiir 7 =p bestehenden Grenzbedingungen (9) nehmen bei Einfithrung von
Polarcoordinaten die Form an

U sinSsind QRU
oy T T 9rgs
U  cotgScosy U o 1 020 U
U asaup“m“m?(ﬁ??—w)ﬂ !
s1nSCosv.IJ U 1 @f___:z ______=
r 9res +°°S"9°°Sq“( FETE aw) b T

Diese Gleichungen werden, da ihnen jedes einzelne particulire Integral von
der Form

cotg S cos¢ =0,

cos¢

TYeP

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



208 Henneberg: Ueber die elastischen Schwingungen

fir sich geniigen soll, nur dann befriedigt:

2
1) wenn U nur abhiingt von 7 und ¢ und fir r=p ist %:0;

2) wenn fiir r=p ist =0 und T—O

Die Schwingung U zerfillt hiernach in zwei Schwingungen
U=U,+U.. (30)

Fir U, erhilt man
S1 nnr

U, =3, cosnat+Dn31nnat) 3D
wo n die Wurzeln der Gleichung sind
¢ — n?? 39
cotgnp = rYE (32)
also niherungsweise
ST
Ng = —
f

gesetzt werden kann.
Bei der Schwingung U, sind dagegen die Grossen # und ¢ bestimmt als
die gemeinsamen Wurzeln der beiden Gleichungen

I, +(r)=0 und [di(f-q—vf—))L:o

Die Constantenbestimmung ist in beiden Fillen wie bei der longitudonalen
Schwingung vorzunehmen.

Fiir die Functionen ¥ und W erhilt man die nimlichen Ausdriicke, nur
dass natiirlich die Constanten im Allgemeinen andere Werthe besitzen werden.

Von den beiden transversalen Schwingungen ist diejenige, bei welcher U,
V, W nur von r und ¢ abhingen von grisserer Wichtigkeit. Fiir dieselbe
erhilt man die Verriickungen

Z(lUi xdW1

Diese transversale Schwingung ist eine solche, bei welcher jede Kugelfliche
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r=const. sich nur in sich selbst bewegt und bei welcher die relative Lage
der Puncte einer Fliche »=const. sich nicht dndert. Es ist wieder zweck-
missig sich die ganze Schwingung nach den Werthen von # in eine Reihe von
Einzelschwingungen zerlegt zu denken. Eine solche Einzelschwingung wird

dann die Periode % und die Knotenflichen

besitzen.

Bei Anwendung der némlichen Methode lassen sich auch leicht die Schwin-
gungen des unendlichen Kreiscylinders untersuchen. Diese Schwingungen wer-
den insofern einfacher als nur die Besser’schen Functionen von ganzzahliger
Ordnungszahl aufreten, wihrend bei der Kugel die Ordnungen von einer
transcendenten Gleichung abhéngen, und als ausserdem statt der Kugelfunctio-
nen trigonometrische Functionen zun Vorschein kommen. Diese Schwingungen
sind, wie schon gesagt, von Herrn Pocumsmuer untersucht worden. — Fiir
das Rotationsellipsoid (ebenso fiir den elliptischen Cylinder) wird das Problem
bedeutend verwickelter, indem statt der Kugelfunctionen und der Besser’schen
Functionen soleche Functionen anftreten, welche einer Gleichung

o(1— ) T2 Lt — (n Dl 22— (—bu) L=0
geniigen.

Ziirich, im November 1877,
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NELLA SOLENNITA

DEL CENTENARIO DALLA NASCITA

CARLO FEDERICO GAUSS.

DISCORSO (¥

DI

ERNESTO SCHERING.

PRONUNZIATO NELLA PUBBLICA ADUNANZA
DELLA REALE SOCIETA DELLE SCIENZE DI GOTTINGA,

i 30 apriLe 1877.

Onorevoli Signori.

N oi siamo qul convenuti per fare atto di riverenza alla memoria d’uno dei
pitt grandi pensatori dell’umanita (1).

In questa sede, consacrata alla ricerca del vero, aleggid per quasi un mezzo
secolo il genio creatore di

CARLO FEDERICO GAUSS,

il sovrano del numero.

Compie oggi il centesimo anno dal giorno che egli vide la luce. Cresciuto
in seno alla sua modesta famiglia, che viveva a Braunschweig, fu educato da
un padre operoso, coscienziosissimo, ma eziandio fermo e severo, da una madre
vigilante, assidua, serena (2). Le attitudini mentali del giovinetto si svolsero in
modo cosi precoce ed aperto, che fin dal suo quattordicesimo anno d’etd egli
acquistd la protezione del Duca Carlo Guglielmo Ferdinando, il regnante del
paese, per conseguire una piena istruzione scientifica (3).

(*) L’egregia consorte dell’ Autore di questo Discorso ebbe la compiacenza di inviare
una versione italiana di esso alla Direzione degli Annali. Questa versione riveduta e mo-
dificata in alcuni punti dal prof. BeLteamMr & quella che qul si pubblica.
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Centenario di Carlo Federico Gauss. 211

Gauss fu studente nella nostra Universita di Gottinga dall’ autunno del 1795
all’estate del 1798 (4).

In questo breve giro di tempo, vale a dire durante il suo diciannovesimo,
ventesimo e ventunesimo anno, questo eroe della matematica fece le sue pill pe-
regrine scoperte, ed intravvide i germi di gran parte delle successive sue crea-
zioni; creazioni profonde, che hanno fecondato i pili remoti campi dell’umano
peunsiero (5) (6).

Come tutte le menti indagatrici, fu anch’egli potentemente attratto verso le
questioni insolute. Feruat aveva, un secolo prima, formulato alcuni singolari
teoremi sul numeri interi, verificabili facilmente in casi particolari, ma riusciti
ribelli per lungo tempo ai pit strenui sforzi fatti dai matematici per conse-
guirne la dimostrazione generale. Il grande Euvrrro aveva lavorato tutta la
vita per dimostrare i teoremi di Fermat; ma, dopo varii tentativi inutili, dopo
molti anni di studio, non ottenne qualche buon successo che riguardo al primo
dei teoremi sui residui che nascono moltiplicando pilt volte un numero per sé
stesso e dividendolo per un altro numero. Lo stesso Eviero non ispese meno
di 23 anni a vincere tutte le difficoltd che si opponevano alla dimostrazione
di quell’altro teorema di Fermar, che stabilisce la decomponibilitdh dei numeri
primi in somme di due quadrati.

Nel corso di queste ricerche EurLero aveva trovato, per induzione, una pro-
prietd a prima giunta molto strana di due numeri, I'uno dei quali possa risultare
come residuo dalla divisione di un quadrato per l'altro. Egli non riusel a di-
mostrare questa proprietd, malgrado i molti sforzi e la lunga sua vita di 76
anni (7). Anche LreenbrE, pervenuto (a quanto pare da se) al medesimo teo-
rema, per via d'induzione, non ebbe miglior fortuna.

Gauss pure trovd da sé questa recondita proprietd dei numeri nel Marzo del
1795; ma a lui fu dato eziandio di scoprirne la ragione il 29 Aprile 1796,
cioe quando non aveva ancora che 19 anni. Egli stesso prese nota di questa
data, come fece poi per ogni altra sua grande scoperta. B questa una parti-
colaritd che appartiene quasi esclusivamente a Gauss, ma che non pud di certo
parerci strana. Nei primi tempi della sua vita di studente a Gottinga egli
approfittd senza dubbio del ricco tesoro librario che trovd qul raccolto per pren-
dere cognizione dei lavori gid fatti su tali argomenti (8). Gli sforzi d’EuvLero
per dimostrare quel teorema, e quelle men riposte proprieta dei numeri che
abbiamo pil sopra menzionate, riescono cosi visibilmente pitt gravi di quelli
cui dovette le sue grandi creazioni in ogni altra dottrina, massimamente quelle
che gli riusel di fare anche nei suddetti 23 anni, che Gauss non poté a meno
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212 Centenario di Carlo Federico Gauss.

di sentire tutta 1'importanza della propria scoperta, e di considerare come
memorando per sé il giorno in cui la fece.

Per conseguire una dimostrazione di questo feorema, riconosciuto da lui
come fondamentale, egli scrutd per ogni verso 1 misteri dei numeri, e giunse
cosi ai suoi celebri teoremi sulla divisione del cerchio. Nella Literaturzeitung
dell’Aprile 1796 egli ne annunzid nei seguenti termini un’applicazione parti-
colare:

« Chi conosce gli elementi della geometria sa che si possono costruire geome-
tricamente molti poligoni regolari, come il triangolo, il quadrato, il pentagono,
il pentedecagono e quelli che risultano da questi raddoppiando successivamente
il numero dei lati.

» Cid si sapeva fino dai tempi di Evcuig, e d’allora in poi sembra sia nata
generalmente la presunzione che la geometria elementare non possa andare
pitt oltre; per lo meno io non conosco alecun tentativo felice in questo senso.

» Sembrami dunque meritevole d’attenzione la scoperta della possibilitd di
costruire geometricamente molti altri poligoni regolari, oltre i gia ricordati,
per esempio quello di 17 lati. Questa scoperta non & del resto che un corollario
speciale d'una pill larga teoria non ancora recata a pieno termine, e verra
presentata al pubblico tostoche tal termine sia raggiunto.

CarLo Feperico Gauss di Braunschweig

studente di matematica a Gottinga.»

Sappiamo dalle Tusculane di Ciceroxe che sulla pietra sepolerale d’Archi-
mede era stata scolpita, a mo’ d’epitaffio, la misura scoperta da questi pei
volumi del cilindro, della sfera e del cono. Il giovane Gauss doveva gid sen-
tirsi congiunto in ispirito al gran geometra siracusano e nell’istinto dell’inda-
gine astratta, e nelle felici tendenze applicative, e nell'indirizzo supremamente
aritmetico. Quand’egli, dopo aver fatta quella scoperta la sera del 30 Marzo
1796, nel penultimo mese del suo diciannovesimo anno, andd dal condiscepolo
Vorraveo pe Boryar, ungherese, a sollevarsi del grave lavoro durato in queste
sue astratte ricerche, gli mostrd la formola determinatrice della costruzione
grafica, con riga e compasso, del poligono di 17 lati, e gli disse che quella sola
potrebbe ornare la sua tomba, se non fosse un peccato ommettere tant’altre
cose, — troppe cose per una lapide (9).

La teoria gaussiana delle funzioni donde dipende la divisione del cerchio
divenne, nelle mani del suo istesso autore, uno dei piti fecondi campi di ricerca.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Centenario d¢ Carlo Federico Gauss. 213
L ]

Essa gli somministrd un’altra dimostrazione del citato teorema fondamentale,
gli servi di filo d’Arianna per penetrare pit addentro nel misterioso labirinto
dei numeri, fu I'astro che gli rischiard una parte dell’universa dottrina delle
grandezze, la quale pud dirsi infinitamente piti grande di quella che gia si co-
nosceva. Quelle funzioni conferirono pieno diritto di cittadinanza nella mate-
matica alle quantitd cosi dette émmaginarie, cosl spesso e cosl ingiustamente
ripulse. Queste, per tal modo legittimate davanti all’ umano sapere, rimeritarono
ben tosto e in molte guise il loro rivendicatore, guidandolo, nel suo secondo
anno di studio, ad importantissime scoperte di proprietd delle funzioni ellit-
tiche e delle algebriche, scoperte che apersero nuove strade alla ricerca.

Al felice intuito delle nuove trovate Gauss accoppiava l'acume critico, ciod
quella squisita attitudine a distinguere nettamente cid che I'umano intelletto
pud riconoscere da st per vero ed esatto, da cid che I'uomo ha rilevato dal
mondo esterno per mezzo dei sensi. La scienza geometrica, esposta da Eucripe
in modo cosl bello, cosi esemplare, cosl logicamente deduttivo, era considerata
da due mila anni come rigorosa, come assolutamente vera. S’era bensi notato
che fra i principii ch’essa ammetteva senza dimostrazione, come evidenti sen-
z’altro, ve n’era uno, meno semplice degli altri, il quale suppone Y esistenza
di rette parallele. Ma nessuno, a quanto pare, ne aveva prima di Gauvss messa
in dubbio la assoluta esattezza. Noi possiamo chiaramente rilevare cid ch’egli
ne pensasse fin d’allora da un passo di una sua lettera a Vorraneo pE Boryar,
a quel solo fra i suoi compagni di studio col quale egli ebbe attivo scambio
d’idee scientifiche. Borvar era partito da Gottinga il 5 Giugno 1799, dopo
aver compiuti 1 suoi studil matematici nell’ Universita Georgia Augusta. Alla
fine dell’anno, mentre questi era a Clausenburg, Gauss cosl gli scriveva da
Braunschweig:

« Molto mi duole di non aver approfittato della prossimitd in cui ci trova-
vamo in passato per saperne d¢ pids circa i tuoi lavori sui primi principii della
geometria; avrei certamente risparmiate molte vane fatiche, e sarei pil tran-
quillo di quel che possa essere uno, il quale pensa che in tale argomento si
8a ancora cosl poco.

» Dal canto mio, sono andato molto innanzi coi miei studii in proposito
(benche le mie altre occupazioni, del tutto diverse, me ne lascino poco tempo);
ma la via che ho tenuto, piuttosto che alla meta desiderata, conduce a met-
tere in dubbio la veritd della geometria. Ho ben trovato parecchie cose che
pei pilt-equivarrebbero senz’altro a dimostrazioni; ma per me sono affatto prive
di valore.

Annali di Matematica, tomo IX. 28
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» Per esempio, se si potesse provare la possibilith d’un triangolo avente
I'area maggiore di qualunque area data, io sarei in grado di dimostrare rigo-
rosamente tutti i teoremi della geometria. I pilt lascierebbero correre la cosa
come assiomatica; io no: sarebbe ben possibile che per quanto si allontanassero
i tre vertici 'uno dall’altro, I’area restasse pur sempre al dissotto di un limite
assegnabile.

» Di questi teoremi ne ho parecchi: ma nessuno mi soddisfa. »

Sullo stesso proposito egli cosi scriveva a Besser nel 1829:

« In aleuni momenti di libertd ho ripensato ad un argomento, che mi sta
a cuore da quasi 40 anni, voglio dire ai primi fondamenti della geometria;
nd so se vi abbia mai parlato del mio modo di vedere in proposito. Anche in
questa parte ho messo meglio in sodo parecchie cose, e mi sono, se & possibile,
vieppiu fortificato nel mio convincimento che la geometria non possa essere
stabilita totalmente @ priori. Tuttavia ci vorra molto prima che mi risolva ad
elaborare per una pubblicazione le mie esfesissime ricerche, nd forse lo fard
mai vita natural durante, perché pavento troppo i clamori che solleverebbero
gli avversarii se io dicessi chiaro e fondo il mio pensiero.

» B tuttavia strano che la geometria d’Euvcube, olére le note lacune che
non si poterono mai colmare, né mai si potranno, ne presenti molte altre che,
per quanto io sappia, nessuno ha mai appuntate, e che non & affatto facile
rimovere (bench® possibile sia). Una di queste & la definizione del piano, come
d’una superficie nella quale debba giacere per intero ogni retta che ne con-
giunga due punti arbitrarii.

» Questa definizione contiene pilt di quanto & necessario per determinare la
superficie, ed implica tacitamente un teorema la cui dimostrazione dovrebbe
precederla. »

Pii tardi Gauss aggiungeva:

« Mi ha faito veramente piacere la prontezza colla quale voi siete entrato
nelle mie idee sulla geometria, massime perché son cosi pochi quelli che hanno
la mente aperta a cid. Io sono intimamente convinto che la dottrina dello
spazio & diversissimamente atteggiata da quella delle pure grandezze rispetto
alla nostra cognizione delle veritd intelligibili per s&: ¢id che sappiamo della
prima manca assolutamente di quel pienissimo convincimento della sua ne-
cessita (e perd anche della sua veritd assoluta) che & proprio della seconda.
Noi dobbiamo umilmente confessare che, mentre il numero & un parto della
sola nostra mente, lo spazio possiede anche fuori di questa una realite alla
quale non possiamo prescrivere tutte le leggi a priord. »
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Dopo aver riconosciuto la sola esperienza essere la base di quell’importante
assioma, che tanti geometri tenevano per irrepugnabile, era naturale che Gauss
vedesse nella sua pilt chiara luce la legge che aveva trovata per dedurre dalle
osservazioni i risultati pitt plausibili. Infatti, mercé il metodo da lui scoperto
fin dal suo diciottesimo anno, non solo 1’astronomia pratica e la fisica di pre-
cisione poterono per la prima volta salire alla dignitd di scienze sistematiche,
ma la stessa geometria tradizionale poté essere riconosciuta bastevole fino a
tanto che i telescopii ed i microscopii non abbiano conseguito qualche rag-
guardevole perfezionamento, od il nostro sistema planetario non abbia per-
corso insieme col sole una assai pilt lunga via nello spazio.

Cosl fortunato era gia fin d’allora Gauss, nel ritrovamento delle vie piu certe
alle indagini naturali, da poter riferire a quei tempi le parole che pil tardi
egli scrisse sotto il proprio ritratto:

Sii tu, Natura, la mia Diva; e sia
Sacra alle leggi tue la vita mia!

La sua tendenza a volgere le piu astratte dottrine in pro’ dei problemi
offerti dal mondo esterno si esplicd anche rispetto ad una questione reputata
ardua fin dai tempi di Keprero. Egli stesso cosi scriveva in proposito, nel
1802, all’amico che lo amava con affetto e sollecitudine di padre, al celebre
inventore del pilt semplice metodo di calcolo d’orbite cometarie e scopritore
di comete e di pianeti, al medico di Brema GuerieLmo OLpEgs:

« J1 mio metodo per calcolare 'orbita d’un corpo celeste fa in certo modo
riscontro al vostro.

» Avevo gid congetturato, cinque anni addietro, la prima volta che lessi la
vostra teoria delle orbite cometarie, che vi dovesse essere una formola analoga
alla vostra; ne feci qualche cenno al defunto LicmrexsEre, il quale mi eccitd
molto ad intraprendere tale ricerca: ma ero allora cosl immerso nell’ aritmetica
superiore ed in certi studii su un altro ramo d’analisi, dei quali vi scriverd
un’altra volta, che ben presto non vi pensai pil.

» Ma quando poi, I'anno passato, mi usci fuori inaspettatamente la formola,
vidi subito quanto potesse giovare a rendere spedite le prime approssimazioni
d’un calcolo d’orbita, senza intervento di ipotesi arbitrarie. Fortunatamente
ricevetti proprio in quel punto le osservazioni di Prazz1 sul pianeta nuovamente
scoperto, e risolvetti subito di fare sovr’esse una prova del metodo. »

Ma il tema prediletto degli studii di Gauss era, e fu sempre, la teoria dei
numeri. Fu nel Luglio del 1801 ch’egli poté dare alla luce la prima parte dei
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suoi lavori. Ivi egli recd d’un tratto all’altezza di scienza metodicamente or-
dinata una dottrina che, nata in parte gia fra le mani di Evcume e di Dio-
FANTO, era stata poi coltivata specialmente da FrruaT, da Evrero, da Lierance
e da LreENDRE.

La stampa di questo libro, ritardata da estranei impedimenti, andd tanto
per le lunghe da durare pitt anni. Fin dal Novembre del 1798 Gauss se ne
querelava in questi termini coll’amico Boryar:

« Il mio libro va ancora molto a rilento. Oggi soltanto aspetto le bozze
dell’8° foglio. Ma poiche non v’& rimedio, ho approfittato del ritardo per rifare
ancora una volta di sana pianta una sezione (che & la quinta: sono otto in
tutto).

» Questa sezione, che & la pil estesa, ha gid avuto molte vicissitudini; la
redazione attuale & la quarfa. Ogni volta ch’io I'ho rifatta, son riuscito a
condurre le cose in modo da superare le pilt ardite speranze delle volte pre-
cedenti, e fra un pajo di giorni avrd terminato per la quarta volta cid che
impiegai tutto I'estate ad elaborare per la terza. »

Si vede di qui che Gauss non si lasciava sgomentare dalla fatica d’una rifu-
sione quattro volte intrapresa, pur di recare alla massima perfezione il conte-
nuto e la forma di una pubblicazione. Egli seguiva fin d’allora la regola

Pauca sed matura!

divisa che piu tardi applicava volentieri a s¢ medesimo, quantunque la seconda
parte, la maturita, fosse certo appropriata ai lavori di Gauvss, ma la prima
fosse pilt conforme a modestia che a veritd, in bocca di lui. Ma di cid ch’egli
intendesse per maturo abbiamo una significantissima testimonianza in queste
sue parole a BEsser:

« Jo desideravo molto di sapere se le vostre vedute sull’insufficienza della
teoria fin qul accettata circa le azioni capillari fossero d’accordo colle mie.

» Sapendo che si, ho pigliato piti coraggio a redigere con cura il mio metodo.
Cid mi ha costato molto tempo; ma crederd il mio lavoro tanto migliore,
quanto meno dard a sospettare, in certe parti, la gran fatica che ho durato
a recarlo nella sua forma attuale. »

E quell’uomo di genio, che era 1’astronomo Bessen, sapeva ben apprezzare
questa perfezione del dettato, egli che a proposito delle ricerche sui cannoc-
chiali scriveva a Gauss:

« Non ho d’uopo di mettere in rilievo tutto il magistero della vostra trat-
tazione: essa & quello che deve essere, nessuno avendo mai potuto decidere se
le vostre produzioni brillino maggiormente per la sostanza o per la forma. »
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Ma Bgsser considerava questo modo di lavorare anche da un altro aspetto.
Egli scriveva a Gauss nel 1837:

« Per quanto poco io abbia il diritto di sperare che un mio voto possa avere
qualche peso, pur nondimeno non so tacervi che, rispetto alle vostre presenti
elucubrazioni, questo mio voto & per la loro pit pronta pubblicazione.

» Voi non avete mai sentito il dovere di promovere la presente cognizione
degli argomenti da voi studiati colla diffusione soliecita di una congrua parte
delle vostre ricerche: voi vivete per la posteriti.

» Fin dove non arriverebbero gia le scienze matematiche, non solo nella
vostra sede, ma in tutta Europa, se voi aveste detto tutto cid che potevate dire!

» Ma non voglio aggiunger altro; e ancora temo di non far che ripetere cid
che spesso vi & stato detto. »

E due anni dopo BrsseL tornava sullo stesso argomento, scrivendo:

« Ho gid avuto abbastanza occasione di ammirare la suprema diligenza da
voi recata nell’esposizione e nella forma, ed ho ben anche potuto capire che
siffatta perfezione non & conciliabile colla prontezza e colla frequenza delle
pubblicazioni. »

Di qui si vede che se la maturitd dei lavori di Gauss fu giustamente apprez-
zata, non sembra esserlo stata altrettanto la loro copia. Ma ora che possiamo
vederci schierate davanti tutte le sue opere, ci & pilt facile pronunciare un
equo giudizio.

Gli scritti messi in assetto da Gavss medesimo per la pubblicazione sono,
merce la somma cura dell’ elaborazione, ridotti a quell’estremo limite di brevita
che pud raggiungersi senza offesa della sostanza. Ogni pensiero vi & espresso
nel modo piut appropriato e pilt conciso. Quanto poi ai lavori non approntati
da lui stesso per la pubblicazione, e conservati soltanto in forma di note ma-
noscritte, essi vi si trovano condensati siffattamente che non si pud darsene
ragione se non ricordando alcune parole dirette da Gavss a Bessen (nel Di-
cembre 1816):

« Delle mie ricerche sui residui biquadratici non terrd nota che quanto basti
a richiamarmi in memoria le idee nuove che mi balenano dinanzi. »

Sono anche molte notevoli alcune espressioni di Gavss sui sentimenti che lo
dominavano quando gli riusciva di fare qualche scoperta nella teoria dei numeri.
Cosl scriveva egli, per esempio, all’amico Ouers nel Settembre del 1805:

« Diverse circostanze — in parte alcune lettere da Parigi di Lzsraxc, il
quale ha studiato con vera passione il mio libro d’alta aritmetica, si & com-
pletamente impossessato della materia, e mi ha comunicato in proposito alcune
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osservazioni veramente belle — in parte anche una specie di tedio o almeno
di stanchezza in cui sono caduto a furia di calcoli, mortalmente materiali,
sulle orbite dei nuovi pianeti; tutto questo, dico, mi ha fatto cedere nuova-
mente alla seduzione delle mie favorite ricerche aritmetiche, aprendo una pa-
rentesi nei suddetti calcoli.

» Vi ricorderete forse ancora delle nostre conversazioni in Brema, e special-
mente di quel bel pomeriggio che abbiam passato sul Vahr, quando vi rac-
contavo che gid da molto tempo ho una gran quantitd di ricerche, pill in
pectore che in portafoglio, le quali basterebbero a formare un secondo volume
di teoria dei numeri, e che, a mio giudizio almeno, sarebbero notevoli quanto
quelle del primo.

» Ma vi ricorderete forse anche delle mie querimonie per un teorema che,
oltre essere interessante in se stesso, era poi la base, od il coronamento di
una gran parte di quelle ricerche, e che, a me noto gia da pil di due anni,
resisteva a tutti i miei sforzi per trovarne una dimostrazione soddisfacente;
11 qual teorema & gid accennato nella mia teoria dei numeri e riguarda la
determinazione del segno d’un certo radicale, determinazione che mi ha sempre
tormentato.

» Questa lacuna mi infirmava tutto cid che avevo trovato in seguito, sicche
da 4 anni & passata raramente una settimana senza ch’io abbia tentato, in
un modo o in un altro, ma sempre invano, di sciogliere il nodo — ed anche
ultimamente ci ho messo tutto I'impegno. Ma tutto fu inutile, ho sempre do-
vuto deporre tristamente la penna.

» Finalmente da un pajo di giorni ne son venuto a capo, — ma debbo ecre-
dere che sia stato per grazia del Signore, anziché per i miei faticosi sforzi.

» I’ enigma §’& sciolto a un tratto, come folgore che scoppii: io stesso non
saprei indicare il filo che ha congiunto cid ch’io sapevo prima, cid che mi
aveva servito negli estremi tentativi, con ¢id che mi ha dato la chiave,

» Lo strano si & che adesso la soluzione dell’enigma pare pit facile di molte
altre cose, che non mi hanno trattenuto per tanti giorni quanti son gli anni
che ho mulinato intorno a questa; ed & ben certo che quando dard fuori questa
ricerca, nessuno potrd immaginarsi che io vi abbia incontrato un cosi lungo
intoppo.

» Per il momento non posso far a meno di trascrivere e di mettere in netto
alcune di queste cose. Ma non per questo trascurerd totalmente i miei lavori
astronomici. »

Sotto il pseudonimo di Leblane si nascondeva, come Gavss venne poi a
sapere, la nota cultrice delle scienze matematiche Soria Germav (10).
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Anche rispetto alla peculiar maniera di far ricerche nella teoria dei numeri,
troviamo questo cenno in una lettera di Gavss a Bessen del 1816:

« Da parecchi mesi son tornato nuovamente a certe ricerche d’alta aritme-
tica, che mi hanno torturato da quasi 12 anni. Sono di quella specie in cui
non si pud dir prima: voglio far questo, ma in cui dopo forse 999 tentativi
infelici si arriva alla meta merceé una 1000* combinazione che riesce. Ho ben
raggiunto lo scopo, ora, ma per una via che non si pud veramente dir breve.

» L’argomento & la teoria dei residui biquadratici, di cui debbo avervi gia
parlato molte volte. »

Dal dovizioso tesoro delle sue altre scoperte, che fecero epoca nell’ Astronomia
teorica e pratica (11), nella Geodesia strumentale e numerica (12), nella Geo-
metria analitica e nella Fisica matematica (13), non trarrd fuori qui che quella
ancora, la quale divenne poi della pilt grande importanza pratica. Egli ne
dava quest’annunzio ad Ousers il 20 Novembre 1833:

« Non so se vi abbia gid scritto di un grandioso apparecchio che abbiamo
messo insieme qui. Il una corrente galvanica che va dall'Osservatorio al Ga-
binetto di fisica, attraverso fili sostenuti per aria al disopra delle case, salendo
sulla torre di S. Giovanni, e ritornando per la stessa via. La lunghezza totale
del filo & di circa 8000 piedi.

» Al due estremi la corrente attraversa un moltiplicatore: il mio ha 170 giri,
quello di 'WeBer nel Gabinetto di fisica ne ha 50, ambidue disposti secondo
il mio metodo di sospensione. Ho immaginato un apparato semplice col quale
posso invertire istantaneamente la direzione della corrente, e che chiamo un
commutatore.

» Quando agisco destramente con questo sulla mia pila, il moto dell’ago nel
Gabinetto diventa in breve tempo (per es. in 1 minuto od in 1%) cosl forte,
che picchia sopra un campanello udibile in un’altra stanza. Ma questo non &
si pud raggiungere la maggior precisione.

» Abbiamo gid adoperato quest’apparecchio per esperimenti telegrafici, che
son riusciti benissimo con parole intiere o con piccole frasi.

» Il vantaggio di questa maniera di telegrafare & d’essere totalmente indi-
pendente dal tempo e dall’ora; chi di il segnale, come chi lo riceve, sta nella
propria camera e pud anche tener chiuse le imposte. Io sono convinto che
con fili abbastanza forti si potrebbe in questo modo telegrafare in un attimo da
Gottinga ad Hannover o da Hannover a Brema. »

Noi vediamo coi nostri occhi quale importanza abbia gid acquistato il tele-
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grafo per I'umana societd, quanto conferisca all’universale prosperitd, quanti
servigi renda alle intraprese scientifiche. Potra quindi riuscir grato il conoscere
la materiale estensione di questo grandioso meccanismo. Dai numerosi dati che
la Direzione generale dei telegrafi ha posto a mia disposizione, ho calcolato
che in un solo anno (1874) sono stati spediti pilt di 101 milioni di telegrammi,
ciod press’a poco la trentacinquesima parte delle lettere scritte nel medesimo
tempo, con un introito di circa 112 milioni di franchi, mentre la lunghezza
totale dei fili giungeva nella stessa epoca a quasi 1460 milioni di metri, vale
a dire a un dipresso quattro volte la distanza dalla terra alla luna.

Noi non abbiamo oggi contemplato che pochi fiori del serto immortale ond’#
coronato il capo del pensatore che

Sovra gli altri com’aquila vola;

gli altri §’intrecciano a questi, non men belli, né men preziosi.

Ma se sfavillano di luce le scoperte di lui, non & men pura e limpida la
loro sorgente, la sefe ardente del vero. Egli stesso lo ha detto al suo condi-
scepolo: « Ti da sempre egual gioja la ricerca del vero?

» In veritd ti dico che non il sapere, ma I’apprendere; mon il possedere,
ma il vincere; non lo stare, ma I’arrivare & quel che ci di la somma delle
gioje.

» Quando io ho messo in chiaro del tutto una cosa, quando I’ho esaurita,
me ne ritorco, per cacciarmi di nuovo nel bujo. »

Le produzioni intellettuali di Gavss sono profonde e penetranti; ma il pen-
siero che lo ha guidato & semplice e naturale: « Evitare ogni arbitrio per
esercitare piena giustizia. »

Render giustizia alle osservazioni, tal fu per lui il fondamento delle leggi
che pose alla loro combinazione.

Render giustizia ai movimenti liberi, compatibilmente colle condizioni che
son loro prescritte, tal fu per lui I'essenza della suprema legge della meccanica.

Anche ai suoi contemporanei egli rese giustizia; e, pit che giustizia, esercitd
benevolenza efficace verso i giovani studiosi, procurando di aprire adeguate vie
alla loro attivita (14).

Onorevoli Signori.

La nostra comune presenza in questo luogo & la prova del desiderio vivis-
simo che ci arde nel petto di rendere, noi pure, giustizia a lui, all’altissimo
maestro (15) (16) (17).
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ADDIZIONI
PER LA STAMPA DEL DISCORSO.

(1) La Reale Societd delle Scienze di Gottinga aveva invitato alla Festa
commemorativa i Membri stranieri e i Corrispondenti della Classe di mate-
matica.

La solenne seduta pubblica ebbe luogo nella sala delle lauree e comincid
alle 11 ant. Venne aperta dal sig. prof. Wiistexrerp, presidente pro tempore
della Societa, che incomincid col dare il benvenuto ai numerosi ospiti venuti
dall’ estero. Diede poscia la parola al sig. prof. D." Borcmarpr, che lesse il
seguente indirizzo della Reale Accademia delle Scienze di Berlino:

« Alla R, Societdr delle Scienze di Gottinga.

» Con lieta comunanza di sentimenti salutiamo questa Reale Societd di
Scienze, sorella alla nostra, nel giorno in cui festeggia il centenario della na-
scita di quell’uomo straordinario, del quale essa ebbe la sorte d’ammirare da
vicino, testimonio per quasi un mezzo secolo delle di lui creazioni, il genio
incomparabile.

» Carro FEpErico Gauss & stato appellato da’suoi contemporanei Princeps
mathematicorum, e la posteritdh dard la sua sanzione a questo appellativo. Piu
che in ogni altro dei grandi geometri degli ultimi due secoli si sono in lui
accoppiate la profonditd speculativa che sa andar fino al fondo d’ogni ricerca,
e 1'abilita pratica che sa render feconde le scoperte dottrinali con ogni piu
sottile artifizio; felice accoppiamento, pel quale ci ¢ dato comprendere come
I’ autore delle Disquisitiones arithmeticae e delle Memorie sui residui quadratici
e biquadratici abbia potuto scrivere la Theoria motus corporum coelestium,
schierarsi fra i precursori del suo tempo in astronomia pratica ed in geodesia,
mettere in sodo la teoria del magnetismo terrestre, e pigliare una parte decisiva
nella sistemazione della telegrafia elettrica. N& in lui & meno mirabile del
trionfo d’ogni sua operazione, la singolare precocith dell’intelletto, la dovizia
dei fecondi pensieri, sorti in sua mente fin dal primo principio di sua carriera,
e la perfezione di forma con che egli, fermo alla massima: pauca sed ma-
tura, presentd al mondo i portati del suo ingegno. E invero i suoi primi
lavori erano giad da maestro immortale, eran gia tali da mettere stupore per
I'altezza di scienza come per la chiara consapevolezza del fine che rivelavano
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nel giovane Autore. Ma la sua preminenza mentale si manifesta pit di tutto
nell’ influsso decisivo ch’egli ha esercitato sull’indirizzo e sullo svolgimento
dell’indagine matematica del suo e del nostro tempo, penetrando in ogni sua
ricerca fino all’ultimo midollo, appurando ed ampliando i concetti fondamentali
delle scienze matematiche, stringendo in fascio sotto leggi generali fatti ch’eran
prima rimasti inesplicati e solitarii, e congiungendo il rigore dei metodi antichi
al libero atteggiarsi dell’analisi moderna.

» Possa la solenne Festa preparata da questa Societd, cui speriamo assiste-
ranno in gran numero i rappresentanti delle varie discipline matematiche, mo-
strare al mondo che la nostra generazione, non meno della passata, guarda
con ammirazione profonda a Gauss, lo riconosce a proprio maestro e luminoso
modello, e vuol cooperare secondo la mente di lui all’incremento dell’ umano
sapere.

» Berlino, 26 Aprile 1877.

» Per la R. Accademia delle Scienze T. Moxmsex, E. E. Kvmuer, E. pv Bors
REymonD. »

Dopo cid ebbe la parola il sig. Fraxcesco Brioscar, da Milano, Professore
e Senatore del Regno d'Italia, per comunicare gli indirizzi e le credenziali
che lo accertavano rappresentante del R. Istituto Lombardo di Scienze e Let-
tere, della R. Accademia dei Lincei e della R. Universitd di Pavia (¥).

Lettosi poscia dal Presidente anche V'indirizzo dell’Accademia Ungarica di
Scienze di Buda-Pest, il sig. prof. Scuerive (I’Accademico al quale la Societd
Reale di Gottinga aveva gia affidato 1'incarico, ora totalmente assolto, di pub-
blicare le opere di Gauss) fu da lui invitato a recitare il precedente discorso su
1 meriti scientifici del grand’uomo in onor del quale si celebrava la Festa.

(2) Le notizie di fatto che si son potute accertare rispetto ai genitori ed
agli antenati di Gavss si trovano accuratamente raccolte in un articolo del
fascicolo di Marzo ed Aprile delle Braunschweigischen Anzeigen, intitolato
« CarLo FEpERiCO (XAUSS e Braunschweig » e firmato « Hn. ».

(3) Circa gli indizii della precocitd di Gavss non sappiamo altro che quello

che ne ha raccontato egli stesso. SarTorlo DE WALTERSHAUSEN ne ha riprodotti
aleuni episodii nel suo scritto commemorativo.

(*) Cid che precede fa parte della Relazione inserita, d'incarico della R. Societd di
Grottinga, dal prof. Scmerive nelle Nachrichten del 16 Maggio 1877, p. 229-237.
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Se ne ha pure un esempio in una lettera di Gauss ad Orsers datata: Braun-
schweig, 20 Aprile, 6 ore pom. 1802.

« Grazie di cuore, amico carissimo, delle vostre due pregiate lettere del 13
e del 18 corr., e delle osservazioni che avete fatte della vostra Pallade, la
quale mi va sembrando sempre pil notevole. Continuate, ve ne prego, a co-
municarmi tali osservazioni.

» Appena ricevetti le vostre prime osservazioni, tentai di far passare un
cerchio pei luoghi del 29 Marzo e del 1 Aprile, ma collo stesso risultato vostro,
ciod di trovar sempre troppo celere il moto. Lo stesso avvenne quando rice-
vetti il 14 corr. le osservazioni di Zacm del 4, 5 e T Aprile e le volli com-
binare colle vostre del 29 Marzo. Mi provai a determinare col mio metodo la
sezione conica soddisfacente alle osservazioni del 29 Marzo e del 4 e T Aprile,
indipendentemente da qualunque ipotesi, e trovai subito che cid0 era del tutto
impossibile con osservazioni cosl vicine. Credetti dunque che il miglior partito
fosse di soprassedere pel momento, aspettanto ulteriori osservazioni. Avrei forse
ripetuto il tentativo in seguito alla vostra penultima lettera (del 17 Aprile),
ma ne fui impedito da estranee circostanze. Ma quando ricevetti jeri sera
I'ultima vostra osservazione, non potei pil resistere.

» Ho scelto la vostra osservazione del 29 Marzo, quella di Zaca del 7 Aprile
e la media delle vostre due ultime del 19 Aprile (giacchd la variabilita del
moto in un pajo d’ore non pud essere sensibile di fronte agli errori d’osser-
vazione), ed ho subito trovato con una prima approssimazione i seguenti ele-
menti, che tuttavia comunico unicamente a voi, e che vi prego di considerare
come una testimonianza della mia sincera venerazione e dello straordinario
interesse che nutro per la vostra sempre memorabile scoperta. Crederei vera-
mente di non aver fatto errori di calcolo nella fretta; ma 1'influenza della
minima variazione nelle osservazioni & ancora cosi grande, che i veri elementi
potrebbero benissimo differire ancora notevolmente dai seguenti. Frattanto noi
ci accostiamo quasi ogni giorno pilt alla veritd, ed io spero di potervi in breve
liberamente comunicare risultati corretti... Se questi elementi, che ad ogni
modo sono possibili, fossero prossimi ai veri, non si dovrebbe proprio piu esitare
a chiamare pianeta la vostra Pallade. E vero che la sua massima distanza dal
sole ¢ doppia della minima, ma anche per Mercurio queste distanze stanno
come 3 a 2, e I'orbita di Pallade sarebbe ancora poco diversa dalla circolare,
benche il sole non sia nel centro. Ma come andrebbe poi colla nota legge,
messa in voga specialmente da Bope, e che sembrd cosl ben confermata da
Cerere? Non mi meraviglierei s'essa andasse in fumo. Per dirvelo a quat-
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tr’ oechi, io non ci ho mai tenuto molto; ed anzi vi voglio comunicare un’os-
servazione che ho 4n pectore gid da 12 anni e che mi meraviglio non sia stata
fatta molto prima. Xccola in poche parole: la serie

4, 4438, 446, 4412, 4424 4448, 4496, 44192

non & punto una serie regolare. Basta essere messi in guardia, per veder subito
che prima di 443 ci dovrebb’essere non 4, ma 41 4, che quindi Mercurio
non quadra colla serie, oppure che fra Mercurio e Venere vi dovrebbero essere
infiniti pianeti. Non credo che niuno voglia stare ad aspettarli. Mi piacerebbe
sapere il vostro giudizio in proposito. »

Quando Gauss osservd quest’anomalia egli non aveva, come risulta da questa
sua indicazione, che 13 anni.

Dove & detto « la media delle vostre due ultime del 19 Aprile » la data &
quella del ricevimento della lettera: le osservazioni sono state fatte il giorno
17 alle 10 ed alle 13 ore, e la lettera di Ousers che le comunicava a Gauss
ha la data del 18 Aprile 1802. Il 19 Aprile Orers non fece che una osser-
vazione, alle 11 ore, che trasmise a Gauss con lettera del 23 Aprile 1802,
ringraziandolo per la sua lettera del 20. I primi elementi di Pallade furono
pubblicati da Gavss dopo che egli poté utilizzare altre osservazioni fino al 1
Maggio 1802.

(4) L’articolo gia citato delle Braunschweigischen Anzeigen contiene alcuni
particolari sugli studi preliminari di Gavss al Carolinum di Braunschweig e
sui sussidii accordatigli dal Governo ducale per il soggiorno a Gottinga. Oltre
queste notizie troviamo i passi seguenti, pure relativi a quei tempi, nelle lettere
di Gauss.

Gauvss al « sig. pE Borvar in Gottinga. Braunschweig 29 Settembre 1797. »

« Perdona, caro Bowuyar, se non ti ho scritto prima; nei giorni che finora
ho passato qui non ho fatte che vegetare e divagarmi. Hai visto coi tuoi occhi
il tempo infausto col quale ho dovuto mettermi in viaggio: dopo il mio arrivo
esso parve migliorare per un pajo di giorni, proprio per farmi pentire di non
aver aspettato ancora un giorno a partire. Ed intanto ho perduto il tempo in
visite di cerimonia ed in prender medicine. Denique son capitati 1 temporali
dell’ equinozio e le pioggie, probabilmente perch® i figli delle muse, rincasati,
possano studiare pid tranquillamente: circostanze nelle quali questa mia lettera
ti troverd ancora a Gottinga. Ma cid passerd, caro Vorraneo: probabilmente
il mese venturo avremo un tempo magnifico, e allora tu devi venir subito a
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Braunschweig. Bisogna che tu conosca & fout priz la razza che vive in questo
paese, ed i nostri prodotti qualiacumque della natura e dell’arte. Il nostro Duca
non & qul, adesso; non so meppure se verrd in tempo che tu lo possa vedere.
E certo ch’egli & uno dei primi uomini di questo paese. Quando puoi, serivimi
del quando conti venire. Puoi fare a piedi le 11 miglia in due giorni, como-
damente... Il mio indirizzo & CaarLEs Friépiric G. Candid. en Philos. presso
GesuARD DierricE Gauss al Wendengraben, Braunschweig.

» Finalmente ti dird anche che forse potremo ritornare insieme, giacchg, per
quanto sta in me, non prolungherd molto il mio soggiorno qui, e non vedo
'ora di consacrarmi alla casta vergine Geometria e, se Dio vuole, alla inspi-
rata damigella Musica. Addio, caro Borvar, non ti so dire la festa che faccio
gia per la tua venuta. Sempre tuo Gauss. »

In una lettera da Braunschweig, del 21 Aprile 1798, Gauss scrive a BoLyar,
a Gottinga, che malgrado i pericoli e le molestie dell’ultimo viaggio pedestre,
egli vuo]l farne ancora un altro:

« Volevo dirti che Lunedi prossimo, 23 Aprile, conto di partire volente Deo
per essere a Gottinga il 24. »

(5) Anche il sig. Kronecker parla d’una scoperta fatta in quei tempi da
Gauss come d'un tratto di genio.

Egli da, nei Monatsberichte dell’Accademia di Berlino del 1876, una nuova
definizione del concetto di carattere del residuo, introdotto da Gauss, e deter-
minato da Jaeosr mediante il valore del segno di Lreexpre generalizzato, e
conclude il suo articolo (p. 341) colle parole: « Al posto di questo lemma [di
Gauss, art. 106 delle Disq. Arithm.] interviene qul la pid importante delle
considerazioni su cui posa la prima dimostrazione di Gauss; ed il fatto ch’essa
renda possibile di evitare le congruenze di grado superiore, che si presentano
in quel lemma, di nuova luce sulla profonda portata di quella mirabile ed
acuta deduzione, che ha condotto per la prima volta ad una rigorosa dimo-
strazione del teorema di reciprocitd, e che, andando diritta allo scopo senza
lasciarsi arrestare da alcuna difficoltd, da quasi una misura della pofenza men-
tale di Gavuss. »

(6) Le scoperte fatte in quest’epoca appartengono principalmente alla teoria
dei numeri, alla teoria delle funzioni algebriche ed a quella delle funzioni
ellittiche; le ho a parte a parte indicate nelle osservazioni da me apposte alle
opere di Giauss, e precisamente nel 1° 2° ‘e 3° volume.
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(7) Si deve al sig. Kroxecker d’aver messo in rilievo come EurLero avesse
gid riconosciuta in tutta la sua estensione la legge di reciprocitdh dei residui
quadratici: Osservazioni sulla storia della legge di reciprociti, nei Monatsbe-
richte della Reale Accademia di Berlino, anno 1875, p. 267-274.

(8) Gauss compild per proprio uso diligentissimi indici ed estratti critici dei
giornali e dei libri matematici. Ho fondati argomenti per congetturare che
appartengano in massima parte ad un’epoca anteriore a quella del soggiorno
a Gottinga, che altrimenti si potrebbe anche pensare ad Helmstedt. Su di che
abbiamo 1 seguenti passi di sue lettere:

Gavss al « sig. Vouranco pe Bovvar in Gottinga. Braunschweig 30 Settembre
1798. »

« Caro Bovyar. Sono arrivato qui Martedl scorso. Nel secondo giorno dovetti
viaggiare parecchio sotto la pioggia. Tra per questo e tra per aver dovuto
partire il Lunedi a stomaco mezzo vuoto, viaggiando poi tutta la notte all’a-
perto, non a piedi ma in carrozza, mi son buscata una piccola indisposizione
che mi ha costretto finora a stare quasi sempre in casa; ma la mia cara aria
natale mi ha gia fatto guarire del tutto. Dei miei amici maturi non ho ancor
veduto che Zmmermanx: al Duca conto far visita fra pochi giorni. So dunque
ben poco di quel che fard in seguito; ma anche questo poco non ti dovreb-
b’essere indifferente, se i tuoi sentimenti rispondono ai miei. Ho buone ragioni
per credere che il Duca mi conserverd la sua protezione finche io abbia otte-
nuto una posizione stabile. Ho perduto un’occasione di lucro. Avrei potuto
insegnare matematica ed astronomia a due brave ragazze, figlie d'un inviato
russo che sta qui. Ma non essendomi date le mani attorno, sono stato preve-
nuto da un emigrato francese. Ho perd in vista un’altra occupazione che molto
mi sorriderebbe. C’& il Maggior Generale von Stamrorp, di cui ti ho gia par-
lato spesso come’ d’un’eccellente persona, che conosce assai a fondo e che
ama caldamente le cose matematiche, il quale vorrebbe ripassarne alcune parti
insieme con me. Non so ancor bene di che si tratti, nd con qual veste mi
troverei, perché non I'ho ancora personalmente visitato. Ritengo che ¢id ba-
sterebbe al mio mantenimento, e che mi resterebbe libera gran parte della
giornata. Questo & quanto posso dirti oggi di pit importante... Fra circa otto
giorni conto di partire per Helmstedt. »

« P.S. Salutami i miei conoscenti di costd: Ipg, Simoms, EicurorN, SEYFFER,
Licaressere, Kaestner, Prrsoox ed ogni altro che abbi occasione di vedere. »
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Gauss a Bouvar « Braunschweig 20 Novembre 1798. »

« La mia posizione & sempre assai precaria e lo sard forse fintantoché non
siano terminate le mie Disquisitiones analyt. Non ho ancora parlato col Duca:
subito dopo il mio arrivo Zmmermany ha domandato per iscritto se gli piaccia
vedermi, e non ha ancora avuto risposta. Se questa risposta non viene fra
alcuni giorni, o se Z. pud parlargli personalmente, come forse fara, tenterd
di presentarmi a Iui, bench® sappia quasi di sicuro che sard inutile, percheé
raramente viene ammesso chi non sia stato chiamato. Mi sarebbe ben neces-
sario il suo appoggio, vivendo io quasi del tutto a credito, dopo che sono an-
date in fumo le mie prospettive di guadagno; giacch® pE Stamrorp non & pilt
qui, coprendo invece un posto diplomatico a Berlino, ed ho per varii motivi,
e specialmente per vera e propria mancanza di tempo, declinato alcune altre
offerte che m’erano state fatte; — ma pure ho buonissime ragioni per non
chiedere ora quell’appoggio, ragioni che non potrd confidarti che a voce, o
pit tardi. )

» I1 mio libro va ancora molto a rilento; il tipografo & un uomo molto flem-
matico, che bada poco alle rimostranze ed alle preghiere; non sono stampati
che 7 fogli in tutto (5 erano gid finiti prima ch’io tornassi). » Qui segue il
passo che fu riportato nel discorso, p. 216 linee 8-16, e poi dice: «la sesta
(sezione) non & molto estesa, la settima (contenente la teoria dei poligoni) lo
¢ alquanto pil, ma in sostanza & gid pronta: l'ultima soltanto mi occupera
ancora per molto tempo, giacché tratta delle parti pitt difficili. Ma in ogni
modo sard in ordine per Pasqua (se continuo a star bene come adesso); Dio
voglia che lo sia anche lo stampatore.

» Sono stato ad Helmstedt ed ho trovato cold buonissima accoglienza tanto
presso Prarr quanto presso il Sovraintendente della Biblioteca. Prarr ha cor-
risposto alla mia espettazione. Ila il requisito infallibile del genio, di non
lasciare un soggetto prima d’averlo sviscerato fin dove & possibile. Mi ha con-
cesso con molta cordialitd d'usare della sua libreria, e gli scriverd fra breve
per pregarlo di diverse cose. »

30 Dicembre 1798. Gauss al « sig. pE Borvar a Gottinga. »

« Dopo le mie ultime lettere la mia situazione & alquanto migliorata: non
ho propriamente veduto il Duca, ma so ch’egli ha dichiarato di volermi con-
servare anche per 1'avvenire I’assegno di cui godevo a Gottinga (e che am-
monta a 158 talleri all’anno, somma che per adesso & press’a poco sufficiente
ai miei bisogni). Egli inoltre desidera che io diventi Dottore in Filosofia; ma
in quanto a cid io tirerd per le lunghe finch® sia pronto il mio libro, per
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poterlo diventare senza spesa, almeno spero, e senza le solite arlecchinate (cid
sia detto snfer mos). Qul ho fatto conoscenza con alcune brave persone, spe-
cialmente con un signor VOLEMAR, consigliere minerario, il quale & assai ben
fondato nella matematica e nella fisica. Poco tempo fa ho avuto la fortuna di
comperaﬂﬁ. molte belle Opere gia appartenute al defunto Abate Haserer, la cui
libreria fu messa all’asta: fra le altre le edizioni originali di Evrero: Introd.
Differ. ed Integr.

» La stampa del mio libro va sempre innanzi a passi di lumaca; aspetto fra
aleuni giorni le bozze dell’11° foglio, e quindi credo difficile di veder stampati
per Pasqua 30 fogli e fors’anche pil.

» Il nostro Consigliere aulico Escuensure ha perduto avant’ieri la moglie a
47 anni. Era un’ottima donna, e non so se da lungo tempo ci fosse in tutta
la cittd un uomo cosi fortunato nella sua famiglia come Escuexsura. B certo
che la maggior felicita che possa darsi al mondo & I’amore di due anime
squisitamente temperate: ma quando mi metto nei panni d’un uomo che dopo
venti anni di beatitudine perde a un tratto il suo tutto, debbo dire ch’egli &
il pit infelice dei mortali, e che sarebbe stato meglio per lui non aver mai
conosciuto quella felicitd; ma cosi va il mondo — anche la gioja piu pura trova
la sua tomba nell’abisso del tempo. — Cosa siamo noi senza la speranza d’un
futuro migliore? Conserviamo quant’® possibile la libertad del nostro cuore, e
cerchiamo la nostra felicitd pilt che in altro in noi stessi. Salutami gli amici
e vivi felice. Gauss. »

Gavss a Borvar « Helmstedt 16 Dicembre 1799. »

« Ti ricorderai che fino da quando ci vedemmo I'ultima volta in Clausthal
io avevo mandato un lavoro alla Facoltd filosofica di Helmstedt per ottenere
il diploma di Dottore. Or bene: questa pratica ha fatto il suo corso ed il 16
Luglio quella Facoltd mi ha conferito il diploma, esonerandomi dalla maggior
parte delle solite formalitd. I1 nostro Principe ha provveduto alle spese. Quel
lavoro & stato stampato e messo in assetto fino dall’Agosto. Lo scopo principale
di esso & chiaramente indicato dal titolo: Demonstratio nova theorematis,
omnem functionem algebraicam rationalem integram wunius variabilis in fa-
ctores reales primi vel secundi gradus resolvi posse, ete. 1799; tuttavia questo
argomento non occupa che circa un terzo del lavoro, il resto contiene princi-
palmente la storia e la critica di cid che hanno fatto su questo argomento altri
matematici (specialmente D’Aremperr, Boveamviiie, Euvrero, D Foncenex,
Lacraxce, e gli scrittori di trattati, i quali ultimi non saranno probabilmente
molto contenti), oltre diverse osservazioni sulla poca profonditd dell’odierna
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matematica. Son certo che questo lavoro ti interesserd, come primo parto del
tuo amico. Che io sappia non ne & ancora uscita fuori in pubblico alcuna re-
censione. Finora non ne ho distribuito che una trentina d’esemplari, in parte
a matematici, in parte a persone cui ero tenuto d’usare questa cortegia. Non
ho ancora avuto occasione di spedirne in Francia. Fra i giudizii privati di cui
sono venuto a cognizione ho dato maggior importanza a quello del Generale
Tevrernorr, a Berlino, e me ne sono rallegrato, sia per essere egli uno dei
migliori matematici tedeschi, sia specialmente perché egli pure, come autore
d’un trattato, & tra i colpiti dai miei rimproveri. Ho saputo indirettamente
ch’egli ha detto cosi (son proprio le sue parole): — Questo Gavss & un mate-
matico indiavolato; non cede un palmo di terreno; ha combattuto da prode e
con buone armi ed ha perfettamente mantenuto il campo di battaglia. — Aspetto
fra breve una risposta da Karstner al quale ho spedito due esemplari perche ne
presenti uno alla Societd di Gottinga: probabilmente egli fard ben presto una
recensione dello scritto nelle Gelelrte Anzeige. Quanto alla stampa della mia
opera maggiore, essa & rimasta pur troppo interrotta per pilt di sei mesi; sono
soltanto tre settimane ch’essa venne ripigliata. Ad ogni posta spero di ricevere
nuove bozze, che saran quelle del 18° foglio. (P.S. Sono effettivamente arrivate
prima che chiudessi questa mia.) La mia andata a Gotha non ha avuto luogo,
principalmente per una grave malattia da cui fu colto De Zascw, che non se
n'e ancora riavuto del tutto. In questo momento la cosa non mi dispiace,
perché non desidero altro che di condurre a termine con ogni energia le mie
Disquisitiones arithmeticae. Fatto questo, andrd o non andrd a passare qualche
tempo a Gotha secondo che le circostanze mi renderanno desiderabile od in-
differente I'acquisto della pratica astronomica.

» Non essendo probabile per ora che io venga vincolato da un impiego, e
trovando in Braunschweig troppo pochi sussidii pei miei studii, ho deciso di
venire per qualche tempo ad Helmstedt, dove mi tratterrd forse finoa Pasqua.
Tu puoi spedire le tue lettere o qui od a Braunschweig, avendo io preso i
concerti per farmi trasmettere subito tutte le lettere che mi venissero indiriz-
zate cola.

» Abito presso il professore Prirr, che venero egualmente come segnalato
geometra e come uomo eccellente ed amico mio caldissimo, nomo che ha la
candida ingenuitd d’un fanciullo e che & scevro da tutte quelle passioni che
disonorano tanto I’ umanita. Non essendo qul neppure da otto giorni, non posso
ancor dire se mi ci troverd bene. La cittdh & orribile, ma si dice molto bene
dei dintorni; mancano molti comodi; fra i professori che ho imparato a cono-
scere ho trovato persone egregie.

Annali di Matematica, tomo IX. 30

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



230 Centenario di Carlo Federico Gauss.

» Temo che questa mia lettera non ti arrivi prima che finisca 1’anno; sappimi
dire, nella prossima tua, quando I'hai ricevuta; I'ultimo giorno di Dicembre,
passato il quale non potremo per lo meno piil dire d’essere nel millesettecento
(benché alcuni glossatori della metrologia portino pilt innanzi il termine del
secolo) mi sard sacro in modo speciale: bada bene perd che quando noi avremo
la mezzanotte qui, voi altri I’avrete gid trascorsa da un’ora. In queste occa-
sioni solenni la mia mente si sublima, si trasporta in un mondo ideale; spa-
riscono per me i limiti dello spazio, sparisce questo meschino e sudicio mondo
con tutto cid che in esso ci pare cosl grande, e che vi ci rende cosi infelici
o cosi felici; mi sento, puro spirito immortale, congiunto alle buone e nobili
anime di coloro che hanno felicitato questa nostra terra ed i cui corpi furono
disgiunti dal mio per virtd di tempo o di spazio, e godo di quella vita pilt
eccelsa, di quelle gioje pilt pure che un velo impenetrabile tien celate ai nostri
occhi fino al momento decisivo.

» Scrivimi presto e lungamente ed ama sempre il tuo invariabile amico

Carro FEpDRIcO GaAuss. »

Gauss a Borvar in Clausenburg. « Braunschweig 3 Dicembre 1802. »

« ... Dacch® ho lasciato Helmstedt, a Pasqua del 1800, sono stato sempre
qul a Braunschweig, vivendo principalmente per le mie divinita, per le scienze. -
A tutto I'estate del 1801 ho lavorato dietro alla mia grande opera, che & poi
uscita il S. Michele dello stesso anno: Disquisitiones arithmeticae. Dopo d’al-
lora mi sono specialmente occupato dei due nuovi pianeti Cerere e Pallade.
Se tu vedi la Monatliche Correspondenz di D Zacu (che so essere letta in
Ungheria almeno), potrai rilevarne (fascicolo di Maggio 1802) che il mio lavoro
intorno a Cerere ha provocato un considerevole miglioramento nella mia posi-
zione matgriale: il nostro magnanimo Principe mi ha accordata una pensione
di 400 talleri del Reno, che mi rende per ora indipendente e scevro di cure.
Tuttavia non so quanto potrd durare questa condizione di cose. Proprio adesso
sono in trattative per una chiamata a Pietroburgo qual Direttore dell’ Osser-
vatorio imperiale, e pud anche darsi che io abbia a scegliere fra questa ed
un’altra chiamata; ma, come ben puoi immaginare, ti dico questo in tutta
confidenza: che se avverra una decisione, tu ne sarai subito informato.

» Il posto di Kagstxer non & propriamente stato ricoperto, ne forse lo sara.
Maver @’ Erlangen, venuto in luogo di LicereNsere, da anche corsi matematici,
e Trmaur & stato, se non mi sbaglio, nominato professore straordinario. In
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generale io ho pochi rapporti con Gottinga. Da un pajo di settimane soltanto
sono stato nominato Corrispondente di quella Societd di Scienze.

» E tu, mio buon Borvai, vivi felice. Il sogno che chiamiamo vita ti sia
dolee, e ti faccia pregustare la vita vera della nostra vera patria, quando lo
spirito, risvegliandosi, non sentira pitt le catene dell’inerte suo involucro, non
le barriere dello spazio, né i triboli delle umane passioni, n¢ lo scherno dei
desiderii e del meschini bisogni nostri. Portiamo animosamente il nostro far-
dello fino al termine del cammino, senza mormorare, ma anche senza torcere
mai lo sguardo da quella meta suprema. Cosi, quando suonerd la nostra ora,
deporremo lietamente il pondo e vedremo squarciarsi il gran velo. »

Gavss a Bouvan « Braunschweig 20 Gennajo 1803. »

« La tua lettera del 27 Febbrajo mi ha davvero rallegrato, caro Borvar...
Il ravvicinamento d’un’anima amica, attraverso allo spazio, & sempre per me
una festa, una guardata di sole da quel mondo migliore che noi vediamo sol-
tanto in mezzo ad una densa nebbia. Ma perché mai questi rari giorni di
gioja, cosl avaramente conceduti, devono esserci cosl spesso avvelenati quaggili
dalle punture di vili insetti?

» La chiamata a Pietroburgo non ebbe effetto di togliermi di qul, giacchd
il Duca non mi ha lasciato partire, ed ha reso ancor migliore la mia presente
condizione. Spero perfino di avere qul un piccolo Osservatorio, a meno che la
guerra non rechi di nuovo funesti incagli ai nostri progetti: I’astronomia e la
pura geometria sono i poli magnetici cui si appunta senza posa il mio intel-
letto. »

Gauss a Bouvar « Gottinga 20 Marzo 1808. »

« Caro Borvay, la tua lettera del 18 Dicembre dello scorso anno (da M. V4-
sarhelly) mi ha liberato dalla grave ansietd in cui ero caduto vedendo passare
tre anni senza ricever risposta alle mie ultime lettere. Oh! quanto mi & grato,
dopo questi tre anni fatali) sapere che i nostri Jegami non ne sono stati punto
infievoliti, che ci possiamo nuovamente stringer la mano, come dopo una lunga
separazione, e dire: siamo ancora gli stessi. Ti interesserd di sapere che sia
avvenuto di me nel frattempo.

» Jo avevo sempre considerata la mia posizione in Braunschweig come tran-
sitoria, e tale che si sarebbe dovuta presto o tardi cambiare. Ma non prevedevo
mai la catastrofe che mi doveva togliere cosi presto di 13. Tu sai l'infelice
storia dell’autunno 1806. Mentre eravamo immersi nelle dolcezze della pace,
abbiamo d’un subito veduto i nostri campi divenire il teatro della guerra, ed
il nostro amato Principe, ferito a morte, fare nel suo paese una breve sosta
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di due giorni per sottrarsi alla persecuzione dei nemici, e per andar poscia
a morire in terra straniera. In quei giorni terribili, davanti alla miseranda fine
di quell’ uvomo cosi nobile, ho sentito pilt fortemente che mai la nullitd di tutte
le umane cose ed il bisogno della fede in un’esistenza superiore, come quella
che sola pud ristabilire ’armonia negli aspri contrasti della vita terrena. »

(9) Il confronto di Gavss con ArcmEpE & stato eloquentemente tratteggiato
da Jacosr in una lettera ad Havsmaxw, datata da Konigsberg, li 29 Giugno
1840, nella quale ringrazia per la sua nomina a Membro straniero della Reale
Societd delle Scienze di Gottinga. Ecco le sue parole: « Se posso attribuirmi
qualche titolo ad una tale distinzione, egli & unicamente il mio assiduo sforzo
di penetrare nell’intimo degli scritti di quell’uomo straordinario che sta alla
testa della Societa Reale, e che col suo genio meraviglioso ci richiama invo-
lontariamente alla memoria Arcmvepe. Noi troviamo infatti nei suoi lavori, e
I’ esposizione pienissima di scoperte egualmente profonde, e la perfezione della
forma, e l'ideale del rigore scientifico di quell’Antico; e come questi pose il
puro pensiero matematico di gran lunga al disopra di tutte quelle manuali
applicazioni che lo resero favoloso nell’antichitd, cosi Gauss, lasciando che i
pit ammirino per 1’eccellenza delle sue pratiche, vuol essere misurato sol-
tanto dalla profondita dei suoi pensieri. »

(10) « Al sig. D." Gauss, presso Ritter-Steinweg, n.° 1917, a Braunschweig. »

« Signore. L’interesse dovuto agli uomini eminenti spiega bastantemente la
cura da me avuta di pregare il Generale PrryeTry che fosse fatto sapere, a
chi meglio paresse, essere voi tale da aver diritto al rispetto d’ogni governo
illuminato.

» Nel rendermi conto del mandato onorevole che io gli avevo affidato, il
sig. PerxerTY mi ha fatto sapere che vi aveva comunicato 11 mio nome: questa
circostanza mi determina a confessarvi che io mon vi sono cosi sconosciuta
come voi credete, ma che, paventando il ridicolo che s’accompagna al titolo di
donna dotta, ho assunto altra volta il pseudonimo di Lk Branc per iscrivervi,
e per comunicarvi alcune Note che certamente non meritavano la benevola
indulgenza di cui voi le avete volute onorare.

» La gratitudine da me nudrita per l'incoraggiamento che mi deste anno-
verandomi fra 1 cultori di quell’aritmetica sublime della quale avete svelato 1
misteri, era per me una ragione personale d’informarmi di voi in un momento
nel quale le vicende della guerra potevano suscitare delle apprensioni; e sono
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stata veramente soddisfatta quand’ho saputo che poteste restare nella vostra
casa, tranquillo quanto le circostanze lo consentivano. Temo tuttavia che le
conseguenze di questi grandi avvenimenti ¢l privino ancora per lungo tempo
delle vostre opere astronomiche, e sopratutto del seguito delle vostre ricerche
aritmetiche; giacch® questo ramo di scienza mi attira in modo particolare, ed
ammiro con sempre nuovo piacere la concatenazione delle veritd esposte nel
vostro libro: sventuratamente la forza del pensiero & I'attributo di poche menti
privilegiate, ed 10 sono troppo certa di non intravvedere alcuna di quelle de-
duzioni che, a voi, pajono il corollario inevitabile di cid che avete reso noto.

» Unisco alla presente una Nota destinata a provarvi che ho conservato per
'analisi quell'interesse che fu destato in me dalla lettura della vostra opera,
e in virtu del quale mi son fatto lecito altra volta di comunicarvi i miei tenui
saggl, senz’essere a voi raccomandata da altro che dalla benevolenza accordata
dai grandi agli ammiratori dei loro lavori. :

» Spero che la singolaritd di cui faccio oggi la confessione non mi priverd
dell’onore che mi avete concesso sotto il velo d’un pseudonimo, e che non
isdegnerete di spendere qualche minuto nel darmi vostre dirette notizie. Piac-
ciavi dar fede all’interesse che in ¢id ripongo ed alla sincera ammirazione colla

quale mi pregio dichiararmi
Vostra umilissima serve

Sor1a GERMAIN.
» Parigi 20 Febbrajo 1807. »

« P.S. 11 mio indirizzo &: M." Geruamv, presso il padre; via S. Croix de
la Brétonnerie, n.° 23, a Parigi. »

(11) BesseL a Gavuss, « Konigsberg 15 Giugno 1818. »

« Anzitutto vi ringrazio di tutto cuore, amico carissimo e veneratissimo, del
benevolo giudizio che date sulle mie fatiche intorno alle osservazioni di Brapiry,
nella vostra lettera del 10 Maggio, pervenutami da due o tre giorni. Vi assi-
curo che il vostro acutissimo giudizio ha sempre avuto il maggior influsso sopra
di me; e benchd, per la vostra buona amicizia, io I’abbia sempre sperimentato
favorevole, ho pur sempre nudrito ne’miei lavori il desiderio di rendervi in
qualche modo soddisfatto. Noi dobbiamo a voi la maggior parte delle odierne
raffinatezze in astronomia, non solo pel vostro metodo dei minimi quadrati,
ma eziandio per avere voi ridestato il senso della precisione, che da Braprey
in poi pareva essere sopito, e che non s’& rifatto vivo che da 18 anni. Adesso
siamo giunti al segno da tener dietro a piccoli errori o divarii fuori dei limiti
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di probabilita colla stessa attenzione con cui prima si studiavano i grandi; —
entrambi debbono avere una causa fisica (nella natura stessa, negli strumenti
o nell’ osservatore), e la scoperta di questa causa, unica cosa che possa pro-
movere notabilmente 1’astronomia pratica, & soltanto adesso considerata come
un avvenimento scientifico non meno importante di quello che altre volte (*)
si giudicasse essere una piu appariscente scoperta.

» Tornando al mio libro, vi confesso che sard soprammodo contento se non
disapproverete 1'ordinamento generale del lavoro; certo non isfuggiranno al
vostro acuto sguardo talune mende nelle singole parti, né io ho mai sperato
di appagarvi compiutamente,

» Faccio i voti pilt cordiali per il finale assetto del vostro Osservatorio e
per l'allogamento del circolo di Repsold!... A quali conquiste potrd ora aspi-
rare 1’Astronomial!... e quanto non rifiorira essa in Germania, ora che voi
siete alla testa d’un Osservatorio! Se 1o potessi agevolarvi in qualunque modo
il lavoro, ne sarei contento oltremodo. »

(12) Bessen a Gauss. « Aprile 1820. »

« Non avrei mai creduto che vi potesse essere un altro metodo, totalmente
diverso dai mostri attuali, per calcolare le osservazioni geodetiche, — ma ab-
biamo gia tante prove della novitdh ed originalita delle vostre idee, che non
m’accingo neppur per sogno a tentare, probabilmente invano, d’indovinarle.

» Non ho d’uopo di dirvi quanto io sia smanioso di conoscere quando che
sia le vostre vedute. »

(13) 11 primo indizio dell’intenzione di Grauss d’occuparsi una volta o I'altra
del magnetismo terrestre si trova in una sua lettera ad Orsers del 1° Marzo
1803. Parlando di una scoperta riportata dalle Gazzette sulla possibilita di de-
terminare le posizioni geografiche per mezzo di osservazioni magnetiche, Gauss
dice: « Diffido un cotal poco di cid, quatunque creda che molto vi sia ancor
da sapere sulla forza magnetica della terra, e che la matematica possa trovare
in questo campo un’applicazione molto pit ampia di quella che ne fu fatta
fin qul. »

(*) « Voglio dire propriamente nell'intervallo fra BrabLEY e noi; giacchd per cid che ora
sappiamo & del tutto inverosimile che la costante concordanza delle osservazioni di BrapLEY
sia dovuta al caso; e BrapLEY stesso, nella celebre Memoria delle Transazioni filosofiche,
da manifestamente a divedere che conosceva le difficoltd che s’incontrano a voler fare osser-
vazioni esatte e sicure.»
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(14) Diricnier a Gauss.

« Onorandissimo Signore. Mi pregio di esternarle la mia pili sincera rico-
noscenza per la benigna indulgenza con cui Le piacque accogliere il mio primo
saggio matematico, e per la benevolenza con cui Ella ha voluto raccomandarmi
a Berlino. Non sono che troppo conscio del poco che finora ho fatto per meri-
tare la di Lei intercessione; e fard di tutto per corrispondere, fin dove mi
basteranno le mie deboli forze, alla di Lei generosa fiducia.

» Il nostro Ministero mi ha recentemente offerto una rimunerazione annua
di 400 talleri per incominciare la mia carriera accademica come privato do-
cente a Breslau, e mi ha pure fatto intravvedere la probabilith di una prossima
promozione a Professore straordinario di calcolo, cattedra che & vacante in
quell’ Universita dopo la partenza del prof. Branoes. Ho accettato questa offerta
e conto recarmi a Breslau verso la fine del mese venturo. Se mi sard appena
possibile, passerd da Gottinga, per fare la conoscenza personale di Lei e per
ringraziarla anche verbalmente della bontd che ha avuto per me.

» Ho rilevato col pilt gran piacere, dalla lettera ch’Ella mi ha fatto I'onore
di scrivermi, che il mondo matematico sta per vedere in breve adempiuta la
di Lei promessa di pubblicare la teoria completa dei residui cubici e biqua-
dratici. I cultori dell’analisi indeterminata aspettano con impazienza questa
pubblicazione, che deve far epoca nella storia di questo ramo di scienza. Se
si pensa a tutte le difficoltdh incontrate dai matematici che hanno elaborato la
teoria dei residui quadratici prima che uscissero in luce le Disquisitiones arith-
meticae, ben si comprende quali tesori di sagacitdh si richieggano a gettare i
fondamenti di queste nuove dottrine.

» Coi sensi del pili sentito ossequio e della pit profonda ammirazione, mi

confermo
di Lei devotissimo serwvifore

G. Leseuse DIRICHLET.
n Diicen 31 Gennajo 1827, »

(15) Per giudicare il carattere di Gauvss & di molto peso il concetto ch’egli
aveva di s medesimo. In una lettera dell’8 Febbrajo 1834 al professor Ger-
uwe in Marburg, suo allievo ed amico, nella quale lo chiama buon consigliero,
aggiunge: « certo pilt buono di me, che a 56 anni sento pur sempre di essere
come uno straniero nel mondo. »

(16) Aj lettori di privati documenti, dei quali si fanno ora tante pubblica-
zioni, parrd meritevole di nota il giudizio che ne da Gavss. I1 30 Dicembre
1852 egli scriveva a Geruiva:
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« Non voglio lasciar passare quest’anno senza darvi, caro Geruive, segno di
vita con queste mie righe. Nel semestre corrente devo pur troppo far nuova-
mente lezione, rinunziando cosl ancora una volta all’esecuzione di un pilt serio
lavoro. Non ho possibilita né voglia di accingermivi, finché non possa disporre
completamente di maggior tempo.

» Ho ricevuto da non molto I'Epistolario di Oreers e BesserL, e I'ho rapi-
damente squadernato prima di darlo al legatore. Contiene molte cose interes-
santi: ma credo che OLpErs non sarebbe stato molto contento di questa pubbli-
cazione, se avesse potuto prevederla; specialmente per molti giudizii prematuri
ed irriflessivi, per I'indiscreta pubblicita data a comunicazioni confidenziali, per
molte circostanze di fatto che, riferite cosl incompiutamente, generano concetti
fallaci.

» Penso di far fare 1’apparato, del quale gid vi scrissi, per Vesperienza di
Fouvcauvrt. Spero che con esso il fenomeno potrd rendersi sempre ben manifesto
in qualunque luogo, anche dopo brevissimo tempo. Gli esperimenti sulla caduta
dei gravi, fatti al modo di GuarmErmint e d’altri, non sono veramente atti a
mettere in evidenza la rotazione della terra, giacché esigono disposizioni co-
stosissime senza fornire poi che risultati estremamente grossolani. Le esperienze
di Hooxk e quelle dello stesso GueriermiNt non provano nulla, in sostanza, giacche
in queste ultime il filo a piombo non venne applicato che sei mesi dopo le
cadute. Non capisco poi del tutto il dire, come si fa, che questi esperimenti
indicano un moto verso il Sud, moto che la teoria non sarebbe atta a spiegare.
E vero che le esperienze di Bmvzpsemre ad Amburgo avrebbero manifestata
una siffatta deviazione, ma in una guisa che toglie ogni valore al risultato,
come I'’Autore stesso ha riconosciuto, e in forza di che appunto egli ha intra-
prese le nuove esperienze in una miniera del paese di Berg, esperienze che
hanno dato una deviazione non verso il Sud ma verso il Nord (p. 425 del suo
libro). Del resto in occasione del suddetto asserto ho consultato di nuovo le
esperienze di Rercm; questi trova col suo calcolo (p. 46) una deviazione di
4,374 millimetri verso il Sud con un errore probabile di 2,700 mill. Ma, anche
ammettendo c¢id, non potrei giustificare quel che dice in appresso: « Rispetto
all’ultima... verso il Sud ». Poiché in presenza di un risultato, la cui grandezza
assoluta non & che una volta e mezzo |'error probabile, non si deve dire che
esso « non sia ancora del tutto posto fuori di dubbio »; si deve dire invece:
1.° mancando qualunque altro dato all’infuori dell’esperimento stesso, — che
Iesistenza della quantita in discorso non ha che una mediocre probabilita;
2.° se altre potenti ragioni militano contro tale esistenza, — che (a mio avviso)
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non sia da far gran conto dell’esperimento; 3.° se, come nel caso presente, &
stato ormai dimostrato da 50 anni, in base ad una rigorosa teoria, che una
tal deviazione verso il Sud non pud affatto aver luogo, — che non se ne debba
proprio tenere conto alcuno. Quanto all’ultima parte della frase di Rercm, io
trovo che la cosa & press’a poco egualmente singolare, come il fatto che tutti
e tre gli attuali imperatori sieno saliti al trono il 2 Dicembre, e precisamente
Francesco Giuseppe 4 anni e Nicold 27 anni prima di Napoleone III (singo-
larity che un matematico potrebbe rendere ancor pill peregrina serivendo i
numeri cosi: 4=2%, 27=3%. Questi sono capricci della fantasia che possono
tutt’al pil divertire, ma che nessuno pud pigliar sul serio. »

In poseritto: « (La coincidenza del 2 Dicembre, qui sopra accennata, fu da
me letta in non so quale Gazzetta. Secondo il Calendario ufficiale I'imperatore
Nicold sarebbe salito al trono il 1° Dicembre). »

» Ma v'é¢ un altra circostanza capitale, ed & che io trovo falso il calcolo di
Reca. Non so com’egli abbia fatto ad ottenere quei numeri, ma il calcolo
esatto da 1 numeri seguenti, invece di quelli della p. 45:

Risultato principale per la deviazione verso oriente 53,527 invece di l2%1,282
’ Errore probabile 3,481 ” 2,703

Risultato principale per la deviazione verso Sud . 3,540 " 5,061
Errore probabile 3,400 ” 2,700

Correggendo la .falsa orientazione, ricave di qui:

Deviazione verso oriente .. ... .. 55,605
n Sud .. ....... 2,874,

vale a dire che la supposta deviazione verso Sud & ancor pilt piccola del re-
lativo errore probabile. '
» Quando mi si dice che — sussiste pur sempre un desideratum rispetto alla
esperienza di Fovcavnr — rispondo che la spiegazione dell’ oscurita sussistente
sta, a mio giudizio, semplicemente in questo, che si tiene la questione per pili
facile che realmente non sia, e si crede ch’essa possa risolversi con un apergu
(per usare un vocabolo che fu spesso il cavallo di battaglia di Gorrsg), cre-
denza che non ha alecun fondamento. Vi sono, benvero, molti casi in cui uno
di cosiffatti apergus pud recare gran luce in una questione delicata, ma ve ne
sono anche altri in cui questa luce non & che quella d’un fuoco fatuo, e non
Annali di Matematica, tomo I1X. 31
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ha altro effetto che d’indurre pit d’uno nella falsa persuasione di capire, mentre
non fa che illudersi. Metto fra questi il tentativo inserito nelle Astronomische
Nachrichten, n.° 838, dove non & gia che si dia una dimostrazione elementare,
ma non se ne da alcuna del tutto. I’andamento della cosa nello spazio asso-
luto pud concepirsi cosi:

» Un punto materiale 4 viene attratto da un punto fisso C, ed & al tempo
stesso obbligato a stare ad una data distanza da un terzo punto B: si cerca
il moto del punto A nello spazio. Ora, se anche il punto B & fisso, e se si
suppone costante la forza d’attrazione verso C ed AB evanescente rispetto ad
AC, il problema diventa molto facile e non differisce da quello delle oscilla-
zioni pendolari a terra immobile. Ma se si suppone B mobile secondo una data
legge, la cosa cambia d’aspetto, ed il problema diventa, non che molto difficile,
ma quasi specificamente diverso. Lo si semplifica, certamente, supponendo che
B si muova uniformemente in un cerchio il cui centro si trovi sulla normale
condotta da C al piano del cerchio stesso.

» I primo caso si verifica per I’esperienza di Fouvcavrr supposta fatta al polo,
il secondo per qualunque altra latitudine. S’inganna chi crede che, per essere
cost agevole la soluzione mnel primo caso, lo possa essere altrettanto, o poco
meno, nel secondo (che ne differisce specificamente); non si pud consigliargli
altro che di condurre a termine la trattazione rigorosa nell’uno e nell’altro
caso. Deploro di non aver mai potuto ritrovare, malgrado tutte le mie ricerche,
la Memoria di Prana. Anche Cravsexn ha trattato la questione nel Bollettino
dell’ Accademia di Pietroburgo, con metodo sostanzialmente eguale, basandosi
sulle mie formole fondamentali riportate nel libro di Benzexsera, ma in questo
momento non posso aggiungere indicazioni pil precise.

» Avrete vol pure ricevuto il supplemento ai n. 837 ed 838 delle Astron.
Nachr., contenente un preziosissimo catalogo di 2060 articoli. Sapreste mai
per avventura chi sia stato I'ultimo proprietario? Vedo con meraviglia che vi
sono dentro 1 manoscritti originali di parecchie mie Memorie. So bene d’aver
regalati molti, anzi la pil gran parte di questi manoseritti, a buoni amiei miei,
ma non per verith coll'intenzione di vederli un bel giorno capitare in mano
al tubatore per passare in quella del maggior offerente.

» Chiudo questa mia coi piu cordiali augurii per la felicita vostra e di tutta
la vostra famiglia nel prossimo anno. »

I1 corso di lezioni, cui Gauss allude al principio di questa lettera, rignardava
il metodo dei minimi quadrati e le sue applicazioni. Jo pure sono stato fra gli
uditori di quel corso, e, se all’atto della mia inscrizione egli non avesse dato
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a capire che desiderava che il corso non avesse luogo, non mi sarebbe mai
venuto in pensiero ch’egli non lo facesse volentieri, tanta era la vivacitd della
sua esposizione, spirante quella stessa freschezza di mente che apparisce dalla
ultima lettera.

I manoscritti di Gauss, compresi nel Catalogo di preziose opere matematiche
ed astronomiche di cui sopra, e precisamente segnati coi n.i 674, 889, 890,
1503, 1504, 1505, sono passati nella Biblioteca di Asror:

Catalogue or alphabetical Index of the Astor Library. New York 1857.

« Gtavss, Theoria motus corporum coelestium. Hamburg 1809. With a Ma-
nuseript of 321 pages in Folio of Explanations and Commentary upon the
Theoria motus corporum coelestium.

» Also a Manuscript of 300 pages in Folio of Astronomical Calculations illu-
strating the Orbits of Juno, Pallas, Ceres and Vesta, and one of 13 pages of
Formulae.

n Gavss, Deferminatio attractionis quam in punctum quodvis positionis datae
exerceret planeta, si ejus massa per totam orbitam ratione temporis, quo sin-
gulae partes describuntur, uniformiter esset dispertita. Gottingae 1818.

» With an Autograph Manuscript by Professor Gauss of this Memoir, 28
pages in 4.

» Also a Manuseript of Illustrations and Remarks on the Memoir, 58 pages
in 4.

n Gavss, Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis quadraticis de-
monstrationes et ampl. Gott. 1817.

» With an Autograph Manusecript in Prof. Gavss’s handwriting. 29 pp. 4.1 »

Non sarebbe forse inutile che questi manosecritti fossero esaminati da persone
competenti, per sapere se oltre le parti gia stampate ne contengano qualche
altra atta alla pubblicazione.

(17) Al ringraziamenti gia resi dalla Societd Reale delle Scienze di Got-
tinga per I'invio di lettere di Gavss o di copie delle medesime, io mi permetto
di aggiungere qui la preghiera d’ulteriori comunicazioni, affinché se ne possa
trar partito per i Supplementi alle opere di Gavss e per una compiuta narra-
zione della sua vita e di cid che egli ha operato.
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Ueber die canonische Form
der Riemannschen
Integrale erster Gattung.

(Vorn E. B. Cerisrorrer, i Strassburg.)

I. Gegenstand der Untersuchung und Hiilfssiitze.

1.

Seit Rizwany den Begriff des Integrals I. G. allgemein festgestellt und
einen Ausdruck fiir die zu integrirende algebraische Function, den Integranden
I. G. gegeben hat, ist die Frage nach der vollstindigen Ausfiihrung dieses
Ausdruckes oder einer andern, aber endgiiltigen Ausdrucksform fiir den Inte-
granden I. G. nicht mehr weiter verfolgt worden. In der That wiirde diese
Frage als abgeschlossen gelten miissen, wenn es unmoglich wiire, die Schwierig-
keiten welche sie darbietet, entweder in ihrer gegenwirtigen Gestalt zu tiber-
winden, oder sie auf einem andern Wege zu vermeiden.

Soll die irreductible Gleichung

F(S, Z)=0

zum Geschlechte p gehdren, so miissen ihre Coefficienten so bestimmt sein,
dass S als Function von Z genau » = (m—1)(n —1)—p Doppelpunkte (die
r Werthepaare y, & Riemanns) hat, und dann gehoren zu ihr p linearunab-
héngige im Ausdrucke

w=f®(n;§2ImZ_2)‘—i—Z—

7

enthaltene Integrale I. G., wenn F" die nach S genommene partielle Derivirte
des Polynoms F' bedeutet, und die ganze Function ® so bestimmt ist, dass sie
in den Doppelpunkten verschwindet.
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Diese Aufgabe, (1) das Polynom F so zu bestimmen, dass S als Function
von Z eine vorgeschriebene Anzahl » von Doppelpunkten erlangt und (2)
diese Doppelpunkte wenigstens so weit zu ermitteln, als fir die geforderte Be-
stimmung von & nothig ist, will ich das Problem der Doppelpunkte S, Z
nennen. ,

Die obige Darstellung von dw kann also nur in den besondern Fillen als
ausfithrbar gelten, wo man im Stande ist, das Problem der Doppelpunkte S,
Z in ausreichender Weise zu losen. Fiir alle iibrigen Fille ist durch die vor-
stehenden Resultate (*) nur erreicht, dass (1) die Existenz der Function w
sichergestellt und (2) bewiesen ist, dass die Anzahl der linearunabhingigen
Functionen dieser Art =p ist. Fir die weitere Durchfiihrung der Lehre von
den Abelschen Functionen ist damit die nothwendige und geniigende Grundlage
gewonnen, aber nicht fiir die Losung der Aufgabe, eine endgiiltige Ausdrucks-
form fiir dw zu finden.

Die Schwierigkeiten dieser Aufgabe werden nur geéindert, nicht vermindert,
wenn man statt Z, S ein anderes Variabelnpaar zur Darstellung von dw wihlt.
Sind #, s zwei algebraische wie S verzweigte Functionen von 7, von den
Ordnungen p und » (**), und so gewihlt, dass wenigstens nicht jedem Werthe
der einen zusammenfallende Werthe der andern entsprechen, so sind nicht
bloss s, 2 durch S, Z, sondern auch umgekehrt diese durch jene rational dar-

stellbar; das némliche gilt also auch von dw. Zwischen s, 2z besteht eine
irreductible Gleichung

f(512)=0,

deren Grad in jeder Variable gleich der Ordnung der andern ist; mit Benut-
zung derselben nimmt das Integral I. G. die Form an

p—=2 v-2

w=[¢(s 1215

(*) Diese Resultate, ebenso wie die iibrigen bekannten Séize, die im Folgenden erwéihnt
werden, kann man aus rein algebraischen Betrachtungen ableiten. Die gegenwirtigen Hiilfs-
mittel reichen fiberhaupt aus, um in der Lehre von den Abelschen Funetionen alle indirecten
Existenzbeweise dadurch iiberfliissig zu machen dass man, wie ich es in meinen Vorlesungen
zu thun pflege, alle in Betracht kommenden Functionen ohne Ausnahme, nicht bloss die
algebraischen, zunéichst durch S und Z wirklich darstellt.

(**) Als Ordnung einer algebraischen wie S verzweigten Function von Z bezeichne ich
die Zahl, welche angibt, in wie viel getrennten oder zusammenfallenden Punkten S, Z die
Function zur ersten Ordnung unendlich wird.
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wo f' die nach s genommene partielle Derivirte des Polynoms f bedeutet.
Aber diese Darstellung von w setzt die Losung der Aufgabe voraus, (1) das
Polynom f so zu bestimmen, dass die Anzahl der Doppelpunkte s, z gleich
(u—1)(»—1)—p wird und (2) zu bewirken, dass ¢ in diesen Punkten ver-
schwindet.

Es ist demnach klar, dass man auf diesem Wege dem Kern der hier vor-
liegenden Frage nicht niher kommt. Die Function w und ihr Differential dw
sind absolut unabhingig sowohl von den Doppelpunkten S, Z wie von den
Doppelpunkten s, 2. Der wirklichen Darstellung von dw tritt die Frage nach
jenen nur in den Weg, wenn man Functionen S, Z von den Ordnungen m,
n, die Frage nach diesen nur dann, wenn man 2z, s, nimlich Functionen von
den Ordnungen p, v zur Darstellung von dw wihlt.

‘Wenn man dies erwdgt und hinzunimmt dass eine Function dw, die von
jeglicher Irrationalitit frei ist, iiberhaupt gar nicht existirt, so erkennt man,
dass die im Problem der Doppelpunkte liegenden Schwierigkeiten bestehen
bleiben, solange man nicht auf die Darstellung von dw als ratio-
nale Function zweier, gegenseitig irrationaler Argumente ver-
zichtet, und dass diese Art von Schwierigkeiten nur dadurch vermieden
werden kann, dass man dw als Function eines einzigen Argumentes 2 auffasst,
d. h. statt zu 2 irgend eine gleichverzweigte, aber sonst nicht néiher bestimmte
Irrationalitéit s zu fiigen, um dw durch beide rational auszudriicken, die Function

dw
—d?=8
selbst als unbekannte Irrationalitit einfithrt.

Dies ist die Aufgabe, mit welcher die vorliegende Abhandlung sich beschiif-
tigt; aber sie ist in dieser Form nicht hinreichend begrenzt, da fiir 2 jede
beliebige Function aus der zu untersuchenden Klasse gleich verzweigter alge-
braischer Functionen genommen werden kann, und die Ordnung p dieser Func-
tion den Grad bestimmt, bis zu welchem die zwischen s und z stattfindende
Gleichung in s ansteigt.

‘Wir werden finden, dass die verschiedenen Voraussetzungen, die man iiber
z machen kann, in zwei Gattungen zerfallen. Als Hauptfall wird sich der
herausstellen, wo die Ordnuug ;= von 2 in gewissem Sinne (art. 3, art. 6 ¢, und
dw
ds
eine merkwiirdige Form, welche ich die canonische nenne, und welche nur

art. 12) eine mdoglichst niedrige ist. In diesem Falle ergibt sich fiir s=
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in diesem Falle stattfindet; bei dieser Form von s verwandelt sich die Auf-
stellung der Gleichung zwischen s und 2z in ein vollkommen geschlossenes Pro-
blem der Invariantentheorie, welches zwar schwierig ist, fiir dessen Behandlung
aber auch alle Hiilfsmittel dieser Theorie fliissig werden.

Ausserdem ergibt sich im Gegensatze zu dem, was oben erldutert wurde,
das Resultat, dass mit der Herstellung dieser Gleichung auch das Problem
ihrer Doppel-und Verzweigungspunkte gelost ist.

Er sei mir gestattet, an dieser Stelle eine gedridngte Uebersicht meiner
Untersuchung voranzuschicken. Nach den erlduternden Vorbemerkungen dieses
I. Abschnittes weise ich im II. Abschnitte nach dass, wenn fiir 2 eine geei-
gnete Function der zu untersuchenden Klasse ausgewihlt wird, und p ihre

Ordnung bedeutet, %:s stets in die Form

S=Yio1t Y202+ Yu—10u— (1)

gebracht werden kann, wo (1) #.%:.../.—1 ganze Functionen von z mit dur-
chaus willkiirlichen Coefficienten z,%,...7,, und ihre Grade a,a,...a,—, (vergl.
auch den Anfang des Abschn. IIL.) so gewihlt sind, dass die Anzahl aller
Glieder von s, némlich @, +a;--+ 4 @1+ pu—1=p wird; (2) o40;...0,—, sind
Integranden I. G., die fiir unendliche Werthe von z stets zu den Ordnungen
a,+2, a,+2,... ay—,+2 verschwinden.

Diese Form von s heisst die canonische; das Wesentliche bei derselben,
und was ihre Wichtigkeit begriindet, ist, dass sie aus p— 1 Gliedern besteht,
nidmlich einem weniger, als die Ordnung von z betrigt.

Im III. Abschnitte wird die Gleichung untersucht, deren Wurzel s ist; sie
hat die Form

A3P+_A235‘—2_{--A33H—3. "+Al*=07 (2)

indem das zweite Glied immer fehlt; hier ist allgemein A4; ganze homogene
Function ét» Grades von 4,4,...Yu—, deren Coefficienten ganze Functionen
von z von angebbaren Graden sind. Die Theorie dieser Gleichung wird unter
der erleichternden, aber keinen Fall wirklich ausschliessenden Voraussetzung
weiter gefiihrt, dass s als Function von 2 nur einfache und getrennte Singu-
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laritiiten hat (art. 8) Setzt man, unter s,s,...s, die Zweige von s verstehend,
2p—3

A=A * H(sss,...5,),

so ergibt sich, dass A eine rationale ganze Function von 2 ist; und wenn man
diese letztere durch %, die Discriminante der Gleichung (1) durch D bezeichnet
(art. 10), so folgt

A=Y,

D=phAw,

in den Verzweigungspunkten wird A=0, in den Doppelpunkten von s da-
gegen A=0, & ist eine Constante.

Im IV. Abschnitte werden 4;4;...4, als homogene Formen mit den p—1
Variabeln 4,¥,...y,—, untersucht. Aus der Lehre von den Gleichungen liegen
canonische Formen A, A's...A’, derselben bereits vor, indem sie sich durch
818z...8u—1, also abermals durch u—1 Argumente unmittelbar ausdriicken
lassen. Wendet man die obige Gleichung (1) auf diese Zweige
8,83...8,—, YOn s an, so ergibt sich eine Substitution, durch welche
diese vorgeschriebenen canonischen Formen 4,4;...4", in die zu
ermittelnden Ausdriicke 4,4;...4, tibergefithrt werden. Die Unter-
suchung hat es demnach in erster Linie mit dieser Substitution zu thun; es
findet sich, dass dieselbe eine umkehrbare, und ihre Determinante

0 (s182. o Su_1) _ 1

. Wiy .oyps) VA
1st.

Mittelst dieses Satzes ergibt sich sofort eine canonische, durch unser Problem
geforderte Form auch fiir jede Invariante und jede Covariante des Formen-
systems A, 4;...4,, wovon im art. 14. Beispiele ausgefiihrt werden; insbeson-
dere aber findet sich der Ausdruck fiir die rationale Function A=%, welche
in den Doppelpunkten von s verschwindet ndmlich

o Q(deds . 4y 1)
0(1ye. .- yu-1)

Im V. Abschnitte wird umgekehrt bewiesen, dass die Gleichung (2) allen
Bedingungen der Aufgabe geniigt, und in der That s als Integranden I. G. in
der canonischen Form (1) bestimmt, wenn bei den vorgeschriebenen Graden
ihrer Coeflicienten ihre Discriminante D= ph A %?® ist, unter A den vorstehenden
Ausdruckverstanden. Dabei erledigen sich auch die Fille, von vermoge der
Wakl von 2 eine canonische Form von s nicht stattfindet.
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Im VI. Abschnitte wird nachgewiesen, dass die verschiedenen Klassen gleich-
verzweigter algebraischer Functionen einer einzigen Variabeln nicht nach Ge-
schlechtern p, sondern nach Systemen p von Geschlechtern p klassificirt werden
miissen, oder, was dasselbe ist, dass jedes Geschlecht p von Functionenklassen
in verschiedenen Systemen p vertreten ist, und demgeméss in Familien p zer-
fallt. Damit ist eine wesentliche Liicke ausgefiillt, welche die Theorie der
Moduln bisher in ihren Grundbegriffen darbot.

Bei dieser Klassification gibt es keine Ausnahmefille; die ultraelliptischen
Functionen, welche wohl als ein solcher bezeichnet worden sind, bilden mit
den elliptischen zusammen das System p=2. Als Beispiel der allgemeinen
Theorie wird das System p=3 ausgefiihrt.

Der VII. Abschnitt endlich ist der Theorie der Function 4, gewidmet. In
der Substitution durch welche A4, in seine adjungirte Form gebracht wird,
lassen sich die Coefficienten in einer sehr merkwiirdigen Weise durch irratio-
nale Grossen ausdriicken, und diese Form der Substitution ermoglicht es, u. A.

zu beweisen, dass A4, selbst die Adjuncte, ;—A die Discriminante einer qua-

dratischen Form ist, deren Coefficienten ebenfalls ganze Functionen von z,
aber von weit niedrigern Graden wie in 4, sind. Die némliche Substitution
liefert auch noch Eigenschaften der iibrigen Functionen A;.

3.

Ich stelle nun die Hiilfssiitze zusammen, deren ich mich im Folgenden
bediene.

Innerhalb einer Klasse gleichverzweigter algebraischer Functionen einer
Variable bezeichne ich als Functionen erster Gattung diejenigen, welche
als Quotienten zweier Differentiale I. G. dw,, dw,, oder als Quotienten zweier
Functionen ¢ darstellbar sind, alle @ibrigen als Functionen zweiter Gat-
tung. Im Folgenden kommen einige bekannte Sitze iiber Functionen I. G. zur
Anwendung, welche ich der bessern Uebersicht wegen hier zusammenstelle.
Bei Abzéhlungen werden mehrfache Nullpunkte stets in einfache aufgeldst; in
diesem Sinne bezeichne ich das System aller Nullpunkte einer Function I. G.
als ein Punktsystem erster Gattung. Sei
— duy __ 21_

dws ¢z .
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eine Function I. G. und von der Ordnung
)

Stellt man z durch ein bestimmtes Paar gleichverzweigter Variabeln Z, S dar,
so gehort dazu eine bestimmte Fliche £, welche die Werthe von Z der Ver-
zweigungsart von S gemdss représentirt; in dieser Fliche ergibt sich also eine
bestimmte Gruppe von p Punkten zur Repriisentation des Punktsystems I. G.,
in welchem z verschwindet. W&hlt man statt Z, S ein anderes Variabelnpaar,
so erhdlt man auch eine andere Fliche ¥, also eine rdumlich anders geordnete
Gruppe von p Punkten zur Reprisentation des nimlichen Punktsystems. Fiir
das Folgende ist es wesentlich, dass die zu erwihnenden Sitze zwar mit Bezug
auf eine einzelne von diesen Fldchen ausgesprochen werden, aber fiir alle gelten.

Da eine Function ¢, abgesehen von den Doppelpunkten, in 2p—2 Punkten
verschwindet, so ist die Ordnung von 2z, ndmlich

p<2p—2.
Ist nun die Aufgabe gestellt, die allgemeine Function ¢ so zu bestimmen, dass
sie in den nimlichen Punkten verschwindet wie 2, so ergeben sich zwischen
den p Constanten, von denen ¢ lineare und homogene Function ist, » Beding-
ungsgleichungen; es findet zunédchst der Satz statt, dass unter allen Um-
stdnden wenigstens eine von diesen Gleichungen aus den iibrigen
folgt. Ist
P

die genaue Anzahl der iiberzihligen Bedingungsgleichungen, also p>1 und
pn—p die Anzahl der voneinander unabhingigen so kann p=p nicht >p—1
sein, weil sonst ¢ identisch =0 sein miisste, wihrend entweder ¢ selbst oder
eine Specialisirung von ¢ den Zihler ¢, von z bildet. Sei also

p—r—1
die Anzahl dieser von einander unabhiingigen Bedingungsgleichungen, mithin
die Anzahl aller
p=p—i—1+4y,
so nenne ich A den Defect, p den Ueberschuss jenes Punktsystems I. G.
Die ganzen Zahlen 2, p konnen ihrer Natur nach nie negativ werden; aber
wihrend stets p>1 ist, ist A auch des Werthes Null fihig.

Wenn also 2 der Defect eines Punktsystemes I. G. ist, so reducirt
sich der allgemeine Ausdruck derjenigen Function ¢ oder desje-
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nigen Integranden I. G, welcher in diesem Punktsystem versch-
windet, auf 141 linear unabhingige Glieder, von denen jedes
einzelne die verlangte Eigenschaft hat; die Coefficienten dieser
Glieder sind willkiirliche Constanten. (Vergl. den folgenden art. 4.)

Die Nullpunkte von 2z zerfallen bei unsern gegenwiirtigen Voraussetzungen
in zwei Gruppen; die erste enthilt diejenigen p—2i—1 Punkte, denen die
voneinander unabhingigen Bedingungsgleichungen ¢=0 entsprechen, die zweite
die p iibrigen, nothwendigen Nullpunkte.

Ist p>1, so gibt es auch eine Function I. G., welche in den
séimmtlichen p—21—1 Punkten der ersten Gruppe, aber ausserdem
nur noch einmal, ndmlich in einem willkiirlich wéhlbaren Punkte
der zweiten Gruppe verschwindet. Die Ordnung dieser Function ist also

10_'7‘7

und dies ist die niedrigste Ordnung, zu welcher, fiir den gege-
benen Defect 2, Functionen I. G. existiren.

Solange die 3p— 3 Moduln der Klasse alle verfiighar sind, ist [g]—l der

2
deutet. In diesem Falle erhélt man also die niedrigste Ordnung p, zu welcher

grosste Werth von 2, wenn [g] die grosste in D enthaltene ganze Zahl be-

iiberhaupt Functionen I. G. existiren, fiir p=1 und 7\=[§]-—1, und sie ist

2
gibt. Auf alle Fille gilt der Satz, dass fiir diejenigen Functionen I. G,
deren Ordnung bei gleichem Defect A die moglichst niedrige ist,
stets der Ueberschuss p=1 ist.

Die niedrigste Ordnung einer Funetion II. G. ist p 4 1. Bestimmt man eine
Function ¢ oder einen Integranden I. G. so, dass er mit irgend einer Fun-
ction IT. G. alle Nullpunkte gemein hat, so wird er identisch Null; eine solche
Function ¢ oder ein solcher Integrand I. G. existirt also nicht.

Die hier angewandte Ausdrucksweise ist bei vollstindigern Untersuchungen
iiber algebraische Functionen und das Abelsche Theorem fast unentbehrlich;
zu ihrer Rechifertigung erwihne ich nur noch die beiden folgenden Sitze,
von denen der erste, auf corresiduale Systeme beziigliche, allgemein bekannt ist;
beide konnen auch als Sitze iiber algebraische Kurven ausgesprochen werden.
Nennt man ein Punksystem I, G. vollstindig, wenn es aus 2p —2 Punkten
besteht, so folgt:

also y=p—[§]—|—1=[2—’j——3], was umgekehrt p=2x—3 oder p=24,—2
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Werden zwei Punktsysieme I. G. durch die niémlichen Punkte zu vollstin-
digen ergiinzt, so haben sie gleichen Defect und gleichen Ueberschuss.
Ergiéinzen zwei Punktsysteme I. G. einander zu einem vollstiindigen, so
ist der Defect des einen gleich dem Ueberschuss des andern.
Der erste von diesen Sitzen zeigt, dass man ohne Missverstindniss die oben
besprochene Function I. G. 2 bezeichnen kann als eine Function vom Defect
A und dem Ueberschusse p. Sind a, b, ¢ Constanten, so haben nach diesem

Satze die Functionen z—c, a:jcb die gleichen charakteristischen Zahlen 3, p.

II. Die canonische Form des Integranden I. Gattung.
4.

Diese Lehrsitze fiihren zu einer merkwiirdigen Form fiir den Integranden
I. G., welche ich als die canonische Form desselben bezeichne. Sind w,w,...u}
linearunabhiingige Integrale I. G., und

z, L. Tp
Parameter, so ist
dw=w,dw,+x.dw;- -+ xpdw,

der allgemeine Ausdruck, in welchem alle Differentiale I. G. enthalten sind.

Dieser Ausdruck ist zweier Transformationen fihig. Die erste besteht in
einer linearen und umkehrbaren Substitution mit constanten Coefficienten, durch
welche statt der Parameter z,z,...2, andere eingefiibhrt werden, die zweite
in der Darstellung von dw durch verschiedene Functionen 2z der Klasse. Beide
Transformationen werden zugleich ausgefiihrt, wenn man nachweist, welche
Folgen es fiir den Ausdruck von dw nach sich zieht, wenn fiir 2 eine der
Klasse angehdrige Function von bestimmten Eigenschaften gewihlt wird.

Den Fall, wo fiir z eine Function II. G. genommen wird, schliesseich vor-
laufigaus, da er, wie schon der Vergleich mit dem Folgenden leicht zeigt,
zu keiner Vereinfachung im Ausdrucke von dw fiihrt; einen besondern Fall
werden wir spiter (art. 12) beriicksichtigen. (Vergl. auch art. 22.)

Sei also, wie im vorigen art.

2

eine Function I. G. mit dem Defect A und dem Ueberschusse p, also von der
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Ordnung

p=p—Ai—1+p,
indem {iber A und namentlich p fiirs Erste keine nihern Voraussetzungen ge-
macht werden. Wirbetrachten « als Function von 2, so dass

S_dw
T des

der allgemeine Integrand I. G. wird.

Ist ¢ irgend eine andere Function der Klasse und so gewihlt, dass wenig-
stens einmal einem gegebenen # nur ungleiche Werthe von s entsprechen, so
ist durch o und z jede andere Function der Klasse, also auch s rational dar-
stellbar. Zwischen ¢ und z besteht eine irreductible Gleichung, die in o vom
Grade p ist, und zu dieser Gleichung gehort eine p blittrige, zusammenhiin-
gende Fliche

T,

welche die Werthe von 2z der Verzweigungsart der Klasse (zunichst von o)
gemiss reprisentirt.

Alle Functionen der Klasse sind also eindeutige Functionen des Ortes in
dieser Fliche; da die Anzahl der zugehorigen Integrale I. G. gleich p ist,
so ist

2(p+p—1)

die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte dieser Fliche T.

In dieser Fliche wird das Punktsystem I. G., in welchem 2z ver-
schwindet, durch g einander bedeckende Punkte repridsentirt; diese
. Punkte bilden also ein Punktsystem I. G. mit dem Defect i und
dem Ueberschusse p.

Bestimmt man also den allgemeinen Integranden I. G.

S=w, W T, W5 2wy

so, dass er fir z=0 auf jedem Blatte von 7' verschwindet, so gibt dies g
Bedingungsgleichungen fiir die p Parameter, aber darunter nur p—21—1 von-
einander unabhiingige. Ebensovicl Parameter werden durch die iibrigen be-
stimmt, wéhrend diese, deren Anzahl A4 1 ist, willkiirlich bleiben. Sind es
die Parameter @,2,...%44, und wird s=2,0", 4+ - - + £1.449"214, 50 ist allgemein
v'; gleich w'; vermehrt um einen aus %’4y...%’p linear zusammengesetzten
Ausdruck, woraus die Linearunabhéingigkeit von ¢',v';...0"+, ohne Weiteres
folgt.
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Diese Functionen " verschwinden also fir 2z=0 auf jedem Blatte von 7.

Setzt man daher %:ai, s0 bleibt diese Function fiir #=0 auf jedem Blatte
von T stetig (*), die Ordnung ihrer Unstetigkeit in einem Verzweigungspunkte
ist immer dieselbe wie fiir ¢';, aber im Unendlichen verschwindet o; auf jedem
Blatte zur dritten Ordnung. Daraus folgt, dass das (o;d2 niemals unstetig wird,
also ein Integral I. G. ist; o; ist also ein Integrand I. G.

Wir haben also bewiesen, dass im gegenwiirtigen Falle 141 linearunab-

hingige Integranden I. G.

Gy Tgees Gyt1
existiren, die im Unendlichen auf jedem Blatte von 7' zur dritten Ordnung
verschwinden.

Durch diese kann jede andere Function dieser Art ausgedriickt werden.
Denn wenn ein Integrand I. G. «" im Unendlichen stets zur dritten oder
einer hohern Ordnung verschwindet, so ist auch noch zw’' ein Integrand I. G.,
aber ein solcher, der fir 2=0 auf jedem Blatte verschwindet. Also ist 2w’
in der Form z,0',+4,0; - -=2(2,0, -} 20,4 ---), mithin %' in der Form
%404 50,... darstellbar :

@) Ist also z Function I. G. mit dem Defect 2, und betrachtet man das
Integral I. G. als Function von z, so gibt es

r+1
linearunabhéingige Integranden I. G.
¥} Toeee Ta+1y

die im Unendlichen auf jedem Blatte von T' zu einer hohern als der
zweiten Ordnung verschwinden, und durch diese ist jede andere
Function dieser Art linear darstellbar.

Dies ldsst sich auch umkehren.
b) Gibt es einen Integranden I. G. «’, der im Unendlichen auf jedem
Blatte von 7' zur Ordnung 2 4% verschwindet, so sind 2%, 25, ...
2 Functionen I. G.
In der That sind dann auch zw'=w'y, 2*w’ =w',... 2*w'=w'x Integranden,
also w'yiwy wyiw',... wriw Functionen I. G.

(*) Der Fall dass fiir 2z=0 ein Verzweigungspunkt statifindet, also ¢; unstetig werden
konnte, braucht nicht beriicksichtigt zu werden, da man no6thigenfalls statt 2 die Function
2, =z — ¢ einfithren kann, deren charakteristische Zahlen 3, p die némlichen sind.
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ot

Bevor wir die Untersuchung iiber die canonische Form von dw oder s in
ihrer Allgemeinheit aufnehmen, wollen wir sie fiir den besondern Fall zu Ende
fihren, wo zwar z, aber nicht auch #* Function I. G. ist.

‘Wir erhalten ausser

a4 Gaeen Gt (1)

noch eine zweite Gruppe linearunabhingiger Integranden I. G., néimlich

20, 2a,... 20t1, (2)

und es sind nun zwei Fille zu unterscheiden, jenachdem die 2(A-1) Func-
tionen (1) (2) auch noch zusammengenommen linearunabhingig sind oder es
nicht sind. In dieser Beziehung finden folgende Sitze statt.

¢) Sind die 2(x+41) Functionen (1) (2) zusammengenommen linear-
abhingig, so ist auch 2?2 Function I. (. Bezeichnen nimlich A, B lineare
homogene Functionen von ¢,0;...0)4, mit constanten Coefficienten, so findet
n. V. eine identische Gleichung 4 — Bz=0 statt. Hier kann weder 4 noch
B identisch Null sein, da die Functionen (1) fiir sich allein linearunabhingig

sind. Also ist B=-‘% ein Integrand I. G., der im Unendlichen auf jedem

Blatte zur vierten Ordnung verschwindet, mithin nach dem Satze 3) des vo-
rigen art. 2® Function I G.

d) Ist umgekehrt 2* Function I. G., so sind die Functionen (1) (2)
linearabhingig.

Man kann ndmlich in diesem Falle die Function s, ohne dass sie identisch
verschwindet, so bestimmen, dass sie alle einfachen Nullpunkte mit 2* gemein
hat, d. h. dass sie fir #=0 auf jedem Blatte von T zur zweiten Ordnung
verschwindet. Dividirt man sie dann durch 2%, so erhiilt man einen Integranden
I. G. ', der im Unendlichen auf jedem Blatte =0* wird. Also kann man
nach @) (voriger art.) @' und zw' durch die Functionen (1) ausdriicken; ergibt
sich w'= B, 2w = A, so folgt identisch 4 — Bz=0; die Functionen (1) (2)
zusammengenommen sind also linearabhingig. Beide Sitze vereinigt, geben
den folgenden:

¢) Damit die Functionen (1) (2) zusammengenommen linearunabhingig
sind, ist erforderlich und hinreichend, dass zwar 2, aber nicht auch 2* Function
I. G. ist.
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Fille, wo diese letztere Bedingung nicht erfiillt ist, lassen sich leicht nach-
weisen; es findet nédmlich der Satz statt:

f) Jede Function I. G., deren Defect A grisser ist, also er es bei un-
beschrédnkten Moduln sein konnte, hat die Eigenschaft, dass auch ihr Quadrat
eine Function I. G. ist.

Dieser Satz ist, wie das Vorangehende zeigt, gleichbedeutend mit dem fol-
genden

g) Die Functionen (1) (2) sind stets linearabhiingig, wenn l>[€]— 1 ist.
Sei ndmlich A= [%?J —1+», »>1, dann ist die Anzahl der Functionen (1) (2)

zusammengenommen 2(A +1)=2 [%] +2y, also ist 2(A+1)-p=2y- ([p ; 1] - [?2—])

gleich 2y —1 oder gleich 2y, mithin jedenfalls 2(A +1)>p mit Ausschluss
der Gleichheit. Wir haben also in (1) (2) mehr als p Integranden I. G., wih-
rend es nur p linearunabhingige gibt.

Der besondere Fall, den wir hier vorldufig erledigen wollen, setzt nun vo-
raus, dass 2z, aber nicht 2 Function I. G. ist; es muss also auf jeden Fall

l?[%]— 1 sein; sei

7&=[g]—1—w, w>0,

v
also

1
H=p—)\—1—|-‘o=[l—)_;——]—|—w+p.
Die Anzahl der nunmehr linearunabhéingigen Functionen (1) (2) ist 2(A +1)=

2[%—20); setzen wir
=111
2 T 12T

2
was Null oder Eins ist, jenachdem p eine gerade oder eine ungerade Zahl ist,
so fehlen also zu einem vollstindigen System von p linearunabhéingigen Inte-

granden I. G. noch l=p—‘3(7\+l)=p—2[2—20]—[—2m, d. 1

l=2w-t¢
Functionen; diese mogen durch

Ot Thtgens Oatlet 3)
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bezeichnet werden. Aber es ist A4 {4+ 1=p—2 — 1=p—p, so dass wir auch
Ol =0y
schreiben konnen. Der allgemeine Ausdruck fiir den Integranden I. G. wird
S=12101F %0z Lag10041 - LrgeTrga - - + Lp—pOu - + z(x/-l-—{rf-l gye xpo').+i)7 .
da p—p+2rA+1=p, u =2, ist.
Setzen wir daher
Y1 =1+ 2Tu—pta, Yo=2Ts+ 2Lp—yroy-.. Yars =Lr41 T 2%p

Yote =Titeye-- Yu—rp==Tp—p,
so folgt
$S=Y101F Y202+ Yy Tupe
Hier sind also 241 Coefficienten % lineare Functionen von 2, die /=2w 43
iibrigen sind constant.
Dieser Ausdruck von s geht in die Form, welche wir fiir den vorlie-
genden Fall als die canonische bezeichnen, iiber, wenn p=1 ist.

k) Wenn also in einer Klasse algebraischer gleichverzweigter Functionen
eine Function I. G. 2 existirt, deren Quadrat Function II. G. ist,

und der Ueberschuss p dieser Funection =1, ihr Defect 2 =[‘%}J— 1—o,
»> 0, also ihre Ordnung ;L=[pT+l] + w41 ist, und man betrachtet
das Integral I. G. w als Function von 2, so lisst sich

_dw

T de

in die canonische Form setzen:
S=1101F Y200+ F Yp—10u—1,

und hier sind o,0;...0,—, Integranden I. G., von denen die A1
ersten im Unendlichen auf jedem Blatte zur dritten, die iibrigen nur
zur zweiten Ordnung verschwinden, wihrend die Coefficienten
jener in z linear, die Coeflicienten der letztern constant sind.

Ob es aber Functionen 2 gibt, welche alle Bedingungen dieses Satzes
verificiren, ldsst sich auf dem hier eingeschlagenen Wege in keiner Weise
entscheiden. Resultate die nur an solche Bedingungen gekniipft sind, deren
Zulissigkeit a priori feststeht, konnen sich nur auf einer hinreichend allge-
meinen Grundlage ergeben (folgender art 6).

Annali di Matematica, tomo IX. 33
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6.

«) Ist 4 irgend eine positive ganze Zahl, und 2¢ Function L. G., so
bilden ihre p¢ Nullpunkte ein Punktsystem I. G., dessen Defect und Ueber-
schuss ich durch 2; und p; bezeichne, so dass pi=p—2r;—1+4p; und stets
pi>1 ist.

Es gibt in diesem Falle 14-2; linearunabhingige Integranden I. G., welche
fir 2=0 auf jedem Blatte zur it» Ordnung verschwinden, und durch welche
jede andere Function dieser Art sich linear darstellenlidsst. Dividirt man durch
2%, so erhilt man ebensoviel Integranden I. G., welche im Unendlichen auf
jedem Blatte zur Ordnung 2 47 verschwinden; sie sind linearunabhingig, und
jede andere Function dieser Art ist lineare homogene Function jener mit con-
stanten Coefficienten.

Diese 1--2; Functionen bezeichne ich als die Fundamentalintegranden ¢t
Ordnung.

B) Ich nehme an, dass
ok

die hochste Potenz von z ist, die noch zu den Functionen I. G. gehort, so
dass auch 2*,... z zu dieser Gattung gehoren, aber 2*+* Function zweiter
Gattung ist.

7) Setzen wir nun
14 =Ly,

so ergeben sich fiir =% im Ganzen L Fundamentalintegranden %% Ordnung
ox,» fiir v=1, 2,... Ly,
und aus ihnen leitet man £-4-1 Gruppen, jede von Lz Integranden I. G. ab:
(%, 0) Gk, »

(k, 1) 26k,

(A) fiir v=1, 2, Lk

’
(B, k)  2Fon,
welche zusammengenommen das System (k) oder die Functionen (%) heissen

sollen.
Dies sind im Ganzen

(k+41)Ls

Functionen, und ich behaupte, sie sind linearunabhéngig.
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Beweis. Ausdriicke von der Form ¢,04 -+ cy054+-- in denen alle Coeffi-
cienten constant sind, sollen im Folgenden durch A4;, Bi,... E; bezeichnet
werden. Da die Functionen (%, 0) linearunabhingig sind, so kann ein Ausdruck
von der Form Az nur dann identisch verschwinden, wenn jeder Coefficient
¢=0 ist. Wiren nun die Functionen (k) linearabhiingig, so miisste eine iden-
tische Gleichung von der Form

Ap+2Bp+22Ch+-+ 28 Ep=0
stattfinden, in welcher nach dem so eben gesagten mindestens zwei Glieder
vorkommen. Sodann darf man voraussetzen, dass das erste Glied, welches
nicht mit einer Potenz von 2z multiplicirt ist, wirklich vorhanden ist; denn
wenn es fehlt, so darf man nur mit der niedrigsten Potenz von z wegheben,
um die angegebene Voraussetzung zu verwirklichen. Ist aber A4y nicht iden-
tisch =0, so wiirde aus vorstehender Gleichung folgen, dass

Ar

&

einem Integranden I. G. gleich ist. Aber da im Unendlichen auf jedem Blatte
Apr=0%** wird, so wiirde folgen, dass dort dieser neue Integrand I. G. zur
Ordnung 3 4+ % verschwindet, also wire (art. 4 ) 2*+* Function I. G., was
ausgeschlossen ist. Also konnen die Functionen (%) nicht linearabhingig sein,
w. z. b. w.

d) Fir i=%—1 ergeben sich 142z, Fundamentalintegranden von
der Ordnung k—1, aber zu ihnen gehoren die Functionen (%, 0), (%, 1).
Scheidet man diese aus, so bleiben

Lpy=142-—2Lz
Fundamentalintegranden (k— 1)t Ordnung:
O—1,» fiir v=1, 2,... Lg~
iibrig, welche mit (%, 0), (£, 1) zusammen linearunabhingig sind.
Aus ibnen leitet man % Gruppen, jede von Ly, Integranden I. G. ab:
(k—1, 0) Ok,

EF—1, 1 Z0Rh—1,v
(k—1) (F=1, 1) o fir  v=1, 2,... Ly,

(k—1, k—=1) 2o,

welche zusammengenommen das System (k—1) oder die Functionen (k—1)
heissen sollen.
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Dies sind im Ganzen
kLk—i
neue Integranden I. G., und ich behaupte, dass sie mit den Functionen
(k) zusammen linearunabhingig sind.
Beweis. Die Gruppen (%, 0) (k, 1) (k—1, 0) sind linearunabhiingig, also
kann eine Gleichung A+ 2By + Ar-,=0 nur dann identisch bestehen, wenn
alle Coeflicienten =0 genommen werden. Es folgt hieraus, dass kein Ausdruck

von der Form
Ar + Ar_1

F4

ein Integrand I. G. sein kann.
Wiire nun unser Satz nicht richtig, so miisste eine identische Gleichung
von der Form

(Ar+ Ar—)+2(Br+ Br—) -+ - + 2+ (Dr+ Dr—y) + 2*Ep =0

stattfinden, in welcher wir wie im vorigen Falle, voraussetzen oder erzwingen
konnen, dass das erste Glied, Ax- Ax—,, nicht fehlt, und in welcher dann
nothwendig noch eines der folgenden Glieder vorkommen muss. Also wire

Ar+ Ar_1
z

ein Integrand I. G., was unmoglich ist.

e) Fir ¢=%k—2 ergeben sich 1-2x—, Fundamentalintegranden von
der Ordnung %2 —2, aber zu ihnen gehiren alle Functionen (%, 0) (%, 1) (%, 2)
(k—1, 0) (k—1, 1); scheidet man diese aus, so bleiben

Lk—z———‘ 1 —l" Ap—p— 2Lk—1 - 3Lk
Fundamentalintegranden (k— 2)te Ordnung':
Gkr—2,v flir V=17 2;'“ Lk—2
iibrig, welche mit (%, 0) (%, 1) (%, 2) (k—1, 0) (k—1, 1) linearunab-
hingig sind. Aus ihnen leitet man £—1 Gruppen, jede von Lj—, Inte-
granden I. G. ab: '

(k - 27 O) ok—z’ v

(k—2) =21 ke fir  v=1, 2,... Lns,
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welche zusammengenommen das System (k—2) oder die Functionen (k—2)
heissen sollen.
Dies sind im Ganzen
(k—1)Lg—

neue Integranden I. G., und ich behaupte, sie sind mit den Functionen
(k), (k—1) zusammen linearunabhingig.

Beweis. Die Gruppen (%, 0) (&, 1) (%, 2) (k—1, 0) (k—1, 1) (k—2; 0)
sind linearunabhiingig, also kann eine Gleichung Ax—+2Br+ 2*Cr + Ap-, +
2Bs_+Ar_,=0 nur dann identisch bestehen, wenn alle Coefficienten =0
sind. Es folgt hieraus, dass kein Ausdruck von der Form

Ar + Ap_a + Ar_e
&

ein Integrand I. G. sein kann.
Wiire nun unser Satz nicht richtig, so miisste eine Gleichung von der Form

(Ar+ Ar—1+ Ar—) + 2(Br+ B+ Br—) - - - + 22 (Cr. + Cp—y + Cr—) +
+ 2 (Dp+ Dy—,) +2*Ep=0

identisch bestehen, in welcher wir, wie im vorigen Falle, voraussetzen oder
erzwingen konnen, dass das erste Glied, Ax -+ Ax—~+ Ar—,, nicht fehlt, und
in der dann nothwendig noch eines der folgenden Glieder vorkommen muss.
Also wiire

A+ Ap 1+ Ao
F-4

ein Integrand I. G., was unmdoglich ist.

£) Man erkennt nunmehr, dass diese Schlussweise fiir alle folgenden
Werthe von ¢ bestehen bleibt. Wendet man dieselbe nacheinander auf 7=#£,
k—1,k-—-2,... 1 an, und ergeben sich in diesen Fillen, wenn jedesmal alle
diejenigen Fundamentalintegranden ausgeschieden werden, welche gegen frii-
here Gruppen linearabhingig sind, beziehungsweise

Lk, Lk——j, Lk_g,... Li

Fundamentalintegranden, so liefern die Systeme (k) (k—1) (k—2)... (1) zu-
sammengenommen p oder weniger als p linearunabhidngige Integranden I. G.,
da es nur p linearunabhingige gibt. Ist

L,
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die Anzahl der fehlenden, so folgt
p=L0+2L1+3L1"‘+kLk. ([)

Bedeutet sodann, wie im Vorangehenden, 1-3; die Anzahl aller Funda-
mentalintegranden ¢ Ordnung, also aller derjenigen, die im
Unendlichen auf jedem Blatte zur Ordnung 2--¢ verschwinden, so
dass z. B. 142,=p wird, so folgt

I+ =L
14— =Lp.+2Ls
1423 =Lgy+2Lp+3Ls (1)

..................

143 =L,+2L,+3L,.--+kLx
142 =L+2L,4+3L,---+ (k+1) L,
letztere Gleichung in Uebereinstimmung mit (I) und mit
do=p—1. (I11)

Die Anzahl der Fundamentalintegranden (%, 0), (k—1, 0),... (1, 0),
(0, 0) aus denen wir alle iibrigen durch Multiplication mit Potenzen
von z ableiten, ist also L,+ L,---+ Lp=2%—2,. Aber es ist p=p—2,—
1+pi=2%%—M-+p:, also ist jene Anzahl gleich
e av)
Sodann folgt aus (II)
Yi —dp=Li+Li -+ Ly
Mipg = Ajp = Ly« + Lz,

also ist fiir die verschiedenen Ordnungen %, k—1,... 1, 0 die Anzahl der
beizubehaltenden Fundamentalintegranden:

Ly =14+

Ly = (M1 — ) — (1 4 2z)

Ly = —s—2h—+ 0

.............. (V)

..............
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Da ferner unter diesen Zahlen sich keine negative findet, wihrend der Fall,
dass eine von ihnen =0 wire, nicht ausgeschlossen ist, und % —X =p—y,
ist, so ist
F"P4=L0 + Ly *Lk§L1 oo "Lk;Lz“' +Ly-- '§Lk—1+Lk§Lk (VI a)
also
p—p1=lo—l,;>_li—12§7\2—13- S A — > A+ 1 (VI)

v) Sind, mit nunmehr abgeinderter Bezeichnung und mit
Riicksicht auf (IV)
O Gge.. Opup, (VII)

die Fundamentalintegranden, welche der Bildung der Systeme (k) (k—1)...
(1) (0) zu Grunde liegen, so werden im Unendlichen auf jedem Blatte von T

die Lr ersten unendlich klein zur Ordnung 24 £
» L, folgenden » » » 24k—1
» Lp, ) ” » ) 24+k—2
» I/i » » » ” 2 -|— 1
» L, letaten » ” » 2,

und es nimmt daher der allgemeine Integrand I. G. die Form an
S=Y101+ Y202+ + Yu—p, Tu—py (VILI)

WO 4,Ys...Yp—, ganze Functionen von 2z mit constanten, aber sonst willkiir-
lichen Coefficienten
T, :222... xp

sind, und zwar sind von diesen Functionen

die Ly ersten in 2z vom QGrade k

» Ly, folgenden ) » E—1
» Lk—2 » » ” kE—2
» Ly » n " 1

» L, letzten dagegen constant.

Die Anzahl der Glieder, aus denen s besteht, und welche alle linearunab-
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hingig sind, ist also (k+1)Lg+ALp,---+ Ly,=p (I), also ist in der That
p die Anzahl der Parameter z,%,...

6) Fir 2 darf man, was bei der vorldufigen Aufgabe des vo-
rigen art. 5 nicht der Fall war, jede Function I. G. nehmen, wofern
nur %k gehorig ermitteltwird. Wenn ferner 1, in der vorgelegten Klasse alge-
braischer, gleichverzweigter Functionen iiberhaupt als Defect einer Function
I. G. vorkommt, was nicht fiir jeden Werth von 2, der Fall zu sein braucht,
so gibt es auch eine Function I. G. 2 mit diesem Defect 2, und dem kleinsten
Ueberschuss p,=1, also von der niedrigsten, mit diesem Defect vereinbaren
Ordnung p=p—i.

Nimmt man fiir # eine solche Funetion, so ergibt sich aus (VIII) fiir s ein
(»—1) gliedriger Ausdruck; die Gliederzahl ist also um eine Einheit
kleiner wie die Ordnung von 2. Diese Form von s heisst die cano-
nische Form, und sie ist stets moglich. Zu jeder Defectzahl 2,, A,... welche
in der Klasse wirklich vorkommt, gehort eine canonische Form von s. Wir
haben also den Lehrsatz:

. . . dw . . . .
Eine canonische Form fiir §=-— ergibt sich, wenn man fir 2 eine

Function I. G. mit irgend einem in der Klasse wirklich vorkom-
menden Defect 2, aber dem Ueberschuss
p=1

withlt, so dass die Ordnung dieser Function bei gleichem Defect die
niedrigste

p=p—>
wird. Dann wird die Anzabl der in s zu verwendenden Fundamen-
talintegranden, oder die Anzahl der Glieder von

S=141o1+ Y202 -+ Yp1Gur
um eine Einheit niedriger als die Ordnung von z, und diese Form
von s ist unter allen Umstinden moglich.

Die Frage, wie man zu einer solchen Function z gelangen konne, wird
sich spiiter (V Abschn. art. 21) durch die Umkehrung der Untersuchung erle-
digen.

¢) Wir schliessen hieran noch einen Zusatz, an den sich (art. 13) we-
sentliche Folgerungen kniipfen. Derselbe wird nur fiir die canonische Form
von s ausgesprochen, gilt aber auch wenn p,>>1 ist.
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—_—

Der Ausdruck s kann nur dann identisch verschwinden, wenn die constanten
Coeflicienten z,2;...7p alle =0 gesetzt werden. Dies gilt unter der Voraus-
setzung, dass jedes y den oben ermittelten Grad in 2 hat. Es findet aber ganz
allgemein der Satz stalt,

dass, wenn G,G;...G,—, irgend welche ganze Functionen von z be-
deuten, der Ausdruck

Gici + Gzaz LA + G‘u—iop‘_i
nur dann identisch verschwinden kann, wenn die Factoren G,G,...
G, einzeln identisch verschwinden.

Wir ordnen nach den in G4@;...G,—, vorkommenden Potenzen von z und
heben, falls alle Glieder durch eine Potenz von 2 theilbar sind, mit dieser weg.
Wire unser Satz nicht richtig, so wiirde sich eine Gleichung ergeben

A+2B+22C-- -+ 2mE=0,
wo A, B,... in 0,0,...0,, linear und homogen mit constanten Coefficienten
sind. Ausser 4, welches nicht identisch =0 ist, muss noch mindestens ein

Glied vorkommen. Also wire é fir 2=0 auf keinem Blatte unstetig, also

ein Integrand I. G., was unméglich ist.

Die hiermit festgestellte canonische Form von s, also auch von dw=sdz,
ist wesentlich an die Bedingung gekniipft, dass 2* die hochste Potenz von z
sein soll, die noch zu den Functionen I. G. gehost. Es liegt nahe, zu fragen,
welchen Werth dieser hochste Exponent £ fiir ein gegebenes p haben kann.
Ich will daher schon an dieser Stelle zeigen, wie diese Frage gestellt werden
muss.

Aus (VI) (voriger art.) folgt u. A., weil wir jetzt g,=1 voraussetzen,

p=1=x-24, p-13x-2%, p-13k-%y.. p-13dp_-2z, p=-1S e+ 1
also durch Addition (A4 1)(p—1)>2%+1, d. i

k+1)—1)Sp, ki—”:”_‘fl-

Andererseits ist die Anzahl der Nullpunkte einer Function I. G. hochstens
Annali di Matematica, tomo IX. 34
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=2p—2, also
pk<2p—2.

Beides zusammen gibt eine der drei Ungleichheiten

p—u‘+1=k<2p—2 A
p—1 <F= P (4)

k 1 — 2p9p—2
%——Q‘i pk (B)

ek +H1<p<(e—1)(k+1). (©)
Nehmen wir als Beispiel den Fall p=3, so folgt aus (4)

Im vorliegenden Fall hat s die Form
S=1y,0,+ Y2025

sind @,, a, die Grade von y,, ¥, in 2, also die Ordnungen von a,, o,, und ist
U, < iy 80 ist k=a, und a,=p—a,—2. Es ergibt sich folgende Tabelle

p{3445667788991010101111121212

a | 1212324343546 5 4 6 5 7T 6 b
a, 1001112122323 2 3 4 3 4 3 4 5

so dass jedesmal z# die hiochste Potenz von 2 ist, die noch zu den Functionen
I. G. gehort. Der Beweis wird sich im art. 24 ergeben, wo wir finden werden,
dass alle diese Fille wirklich existiren, indem jedem dieser, ins Unbegrenzte
fortzusetzenden Reihe von Fillen eine cubische Gleichung in s entspricht,
welche s und implicite o, und o, in der jedesmal verlangten Weise bestimmt.

Dann wird es auch ohne weitere Ausfithrungklar, dass £ weder durch p,
noch durch p allein sondern durch p und p zusammen bestimmt wird, wie
es aus der Ungleichheit (4) hervorgeht.

Die zweite und dritte Ungleichheit zeigt, in welchen Fillen iiberhaupt von
einem bestimmten Werthe von % die Rede sein kann. So ist z. B. die Annahme
k=1 in allen denjenigen Féllen a priori ausgeschlossen, fir welche die Un-

gleichheit pjg?y§2p——2 oder y‘j2?p§2y—2 nicht erfillt ist.
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III. Die Function s als Wurzel einer Gleichung vom Grade p.

8.

Wenn umgekehrt eine canonische Form
S=Y101+ Y05+ -

vorliegt, in welcher die Ordnungen von o,0,...0,—, also die Grade von
Y1lYzeoYu— der Reihe nach

a, Azee Qs

sind, so ist £ die grosste von diesen Zahlen, und Lz gibt an, wieviel von
ihnen =£% sind. Ebenso ergeben sich die Werthe von Lg,... L,, und da
keiner von ihnen negativ ist, so ist unter diesen Voraussetzungen die Ungleich-
heit (VIa), d. i. die Bedingung (VI) (art. 6) fiir die ebenfalls leicht zu be-
rechnenden Defecte A,2,...%% von 2, 2%... 2* identisch erfiillt.

Vermoge dieser Abzihlung ist ferner ¢, + @, +@us=k Ly +(k~1)Lp—y-+- + Ly;
aber wegen (II) (art. 6) ist dies auch gleich 14, =p—pu-+p,, also folgt,
weil py=1 ist,

- ai+a2"'+a‘u—1=p‘—{’-+17

wie auch aus dem Umstande folgt, dass s, nach den willkiirlichen Constanten
geordnet, aus p Gliedern besteht.

Ich beschridnke nun die Untersuchung dieser Function s und
der Gleichung p*» Grades, deren Wurzel s ist, auf den Fall, wo s
nur einfache und getrennte Singularitdten besitzt, d. h. wo fir
keinen Werth « von 2 mehr als eine einzige mehrfache Wurzel s stattfindet,
und dies jedesmal eine Doppelwurzel ist.

Es sollen also nur einfache Verzweigungspunkte und nur eigentliche Doppel-
punkte, und niemals soll fiir das néimliche z mehr als eine von diesen Singu-
laritéten stattfinden.

Beildufig bemerkt hingt dies, wie ich in meinen Vorlesungen zu zeigen
pflege, von einer einzigen Constante ab, welche ich die Bidiscriminante der
Gleichung zwischen s und z nenne; bei einer gegebenen Gleichung F(s]2)=0
sind die vorstehenden Bedingungen erfiillt oder nicht, jenachdem diese Con-
stante von Null verschieden oder =0 ist.
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—_——— . _— = =

Diese Bedingungen ziehen bekanntlich fiir die Discriminante unserer erst
aufzustellenden Gleichung die wichtige Folgerung nach sich, dass sie nur
einfache und Doppelfactoren hat, und zwar entspricht einem einfachen Wur-
zelfactor stets ein einfacher Verzweigungspunkt, einem Doppelfactor stets ein
eigentlicher Doppelpunkt.

Unter den Voraussetzungen unserer Untersuchung wird also die Discrimi-
nante D der Gleichung zwischen s und 2z in die Form zu bringen sein

D=WE,

wo W das Product aller einfachen, R* das Product aller Doppelfactoren ist;
in den Verzweigungspunkten ist dann W =0, in den Doppelpunkten E=0.

Diese Zerfillung von D und die wirkliche Darstellung von B wird eine der
Hauptaufgaben unserer Untersuchung sein.

9.

Unter den nunmehr feststehenden Voraussetzungen hat die Fliche T'

2(p+u—1)
einfache und durchaus getrennte Verzweigungspunkte; sei
A

eine ganze Function 2(p-p— 1) Grades von 2, welche in diesen Punkten
verschwindet, also nur ungleiche Linearfactoren hat, ferner seien

S Spe.. Sp
die verschiedenen Zweige von 2. Dann hat der Ausdruck
t=A{—s)(t—8) - (E—su)
die folgenden Eigenschaften.
1) Er 1st algebraische einwerthige, also rationale Function von z.

2) Fiir endliche Werthe von z wird s nur in Verzweigungspunkten
unstetig. Findet ein solcher statt fiir z=«, so werden dort zwei Zweige, z.

1
Ve—a
verschwindet wie z—a, so wird fir 2=« die rationale Function r weder
Null noch unendlich.

B. s, und s, unstetig wie » die iibrigen bleiben stetig. Da zugleich A
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3) Fiir endliche Werthe von 2z wird demnach diese rationale Function
nie unstetig, also ist sie ganze Function von 2. Ordnet man sie nach Potenzen
von ¢, und wird dann

t= At A, Atr2 LA,

so sind also die Coefficienten 4, 4,,... ganze Functionen von 2, und es wird
in einem Verzweigungspunkte zwar 4, aber nicht jeder Coefficient =0. Dies
gilt auch, wenn man ¥, %.,... ¥, auf ihre constanten Theile z,z;...2,_,
reducirt; wird als dann 4;= A%, und ist

i , @, ] o
.Aoi= EA”‘J)“Q"'“F.—lwia‘ xg“'...xﬁ"il (a1+a2 e +£Z‘4_1=z)’

so sind hier die Coefficienten ganze Functionen von 2, also sind sie es auch
im urspriinglichen Ausdrucke, némlich in

Ai = EAﬁf‘)u,_,_aF_lyf‘ :’/2%- --y:_—ll (0'.1 + dgeee + Op—1 == Z)

Da im Unendlichen jeder Zweig von s zur zweiten Ordnung verschwindet,
so folgt aus dem bereits bekannten Grade von A, dass dort A4; zur Ordnung
2(p +p—2—1) unendlich wird, also ist 4; in 2 vom Grade

3 A;=2(ptp—i—1).

Aus den bekannten Graden von ¥,%....y.—. folgt also weiter, wenn wir zur
Bezeichnung des Grades in z das Zeichen d beibehalten,

6A£f‘)%“_“#_l o+ oty A o @y =2(pFp—i—1).
Demnach geniigt s einer Gleichung p*" Grades
Ast+ 4,54 4,8"2... 4 4,=0,
und hier findet nun der wichtige Satz statt, dass stets
4,=0
ist, oder mit andern Worten, dass identisch
S+ 8- +8,=0

ist. In der That ist v'=s,+8,---+ 83, eine rationale Function von 2z, aber
so beschaffen, dass ihr Integral v =(v'dz weder im Endlichen noch im Unend-
lichen jemals unstetig wird. Also ist auch v selbst rational, aber nie unstetig,
also constant, mithin »'=0. Der besondere Fall dieses Satzes, wo z einwer-
thige doppeltperiodische Function von w={sdz ist, ist seit langer Zeit bekannt.
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10.

Als Discriminante des Ausdruckes
r=Atr 4 At A0+ A, -
bezeichne ich, im Vorzeichen von der iiblichen Schreibweise abweichend, die

Determinante
pd (@—04, (@—2)4....

A, 24, 34,...
pd (e—1)4,... |=D,
A4, 24,...

welche entsteht, wenn das erste Zeilenpaar . —1 mal wiederholt aber jedesmal
um eine Spalte nach rechts geschoben wird. Ist wie oben

rm A=) (=) - (t—5,),
so ergibt sich
D =ph A2[11(848;...82)]7,

wo & eine numerische Constante ist.

11.

In unserm Falle ist 4,=0 und s Wurzel einer Gleichung
Ast+ Ay,842 4 Agst- ..+ 4,=0, @
in welcher stets das zweite Glied fehlt. Setzt man die (2. — 3) zeilige Deter-

minante, welche entsteht, wenn in D (art. 10) die erste Zeile und Spalte weg-
gelassen werden,

2A2 3A3 4A4--.
A . (w—2)4,...
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so wird die Discriminante

D=phAs.
Wenn daher
2u—3
A % TI(s,8...5)=A (I11)
Gesetzt wird, so ist
D=phAA Iv
und
S=A %

Vergleicht man diese Formeln mit dem Schlusse von art. 8, so folgt dass dort
W=phA genommen werden kann, und dann muss R?=A°?, R=A sein. Die
Bedingungen unserer Aufgabe fordern also, dass A eine rationale ganze
Function von z ist und mit 4 keinen Linearfactor gemein hat.

'Will man dies schon an dieser Stelle verificiren, so ist zunéchst zu beachten,
dass ausserhalb der Verzweigungspunkte von s oder was dasselbe ist, der {4,
jeder Factor von A, also auch A selbst eindndrig ist. Wenn sodann 2z einen
Verzweigungspunkt von s in unendlicher Nihe umkreist, so vertauschen sich
zwel Zweige von s, die iibrigen kehren zu ihren Anfangswerthen zuriick; also
wechselt IT nur sein Zeichen, ebenso die A, aber der Endwerth von A wird
dem Anfangswerthe gleich. Also ist A fiir keinen Werth von z mehrindrig,
und als algebraische Function von z eine rationale. Diese rationale Function
konnte fir endliche Werthe von 2 nur unstetig werden, wenn ein Zweig von
s es wird, also fir A=0. Aber als Integrand I. G. darf s nur in Verzwei-
gungspunkten unstetig werden; fir 4 =0 bleiben also entweder alle Zweige
von s stetig, und dann miissten auch 4,4,...4, verschwinden, was auszu-
schliessen ist oder es werden unstetig nur die beiden Zweige von s, welche
im entsprechenden Verzweigungspunkte zusammenhéngen, etwa s, und s,. Also
darf, so oft A verschwindet, der Grad der Gleichung I. nur um zwei Einheiten
sinken, d. h. fiir A=0 darfniemals 4, verschwinden. Dann erhilt man
fir die beiden Zweige, welche unendlich werden, 4s*-4,=0, d. h. s,V4
und s,\/A werden weder Null noch unendlich, und entgegengesetzt gleich. In
diesem Verzweigungspunkte erlangen also die 2p—3 Factoren

(s —s)VA und fiir i>>2: (si—s)VA,  (si—s)V4

von A endliche von Null verschiedene Werthe, die iibrigen Factoren bleiben
stetig und von Null verschieden, da fiir 4 =0 nur zwei Wurzeln s zusammen-
fallen, also wird fiir A==0 die Function A weder Null noch unendlich.
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Damit ist bewiesen, dass die rationale Function A fiir endliche Werthe von
z nie unsietig wird, also eine ganze Function von z ist, ausserdem dass ver-
moge der Bedingungen unserer Aufgabe A in keinem Verzweigungspunkte
verschwindet.

Es ist leicht zu zeigen, dass der Grad dieser ganzen Function, also die
Anzahl der Doppelpunkte von s, gleich p(2p—3)+ (v — 1)(u—3) ist, was
sich tibrigens auch aus dem Ausdrucke ergibt, den wir im art. 15 fiir A finden
werden.

IV. Das Transformationsproblem; Bestimmung von 4.
12.

In der fiir s gefundenen Gleichung
Ast 4 Agst— et 4, =0 1)
sind die Coefficienten 4, 4;... 4, symmetrische Functionen der Wurzeln s, s,...s,,
aber zwischen diesen besteht die identische Gleichung
S+ 8-+, =0. (2)

Wir schaffen mittelst dieser Gleichung eine Wurzel weg, und zwar stets s,;
dann gehen A4,4;...4, tber in symmetrische Functionen von s,ss...8,—,
welche wir durch A’; A'...A’, bezeichnen, so dass

Atr b Ayt A=A —8) - (b= 8u )81 F50s)  (3)

wird. Es sind also 4',4;...4', homogene Formen von den Graden 2,
3,.-. p mit p—1 Argumenten §,8,...5,—1, aus denen sie in vorgeschrie-
bener Weise zusammengesetzt sind.

Nun ist in canonischer Form (art. 8)

S=Y10uF Y202+ Yu—1Op—s ‘ (4)

da diese Formel fiir jeden Zweig von s und die gleichzeitigen Zweige von
iy T2ye.. Ou—y gilt, so liefert sie p Formeln, von denen aber wegen (2) die
letzte aus den ibrigen folgt, und weggelassen werden kann.

Um diese wichtigen Formeln ausfithren zu kénnen, wollen wir die gleich-
zeitigen Zweige von s und irgend einem Fundamentalintegranden o) durch

S1y 915 Say Th2ye-- Siy Tigqeen Suy Dp
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bezeichnen; dann folgt aus (4)

8 =Yion F YT FYui%p—i1

so=You Fpra Hfeacins | ®)

........................

St =104, ps T+ Y202, p—1* "+ Yu—1Tp—1, p1

wo aus dem angegebenen Grunde die Formel fiir s, weggelassen ist. Hier
stehen also in derselben Zeile jedesmal die gleichzeitigen Zweige der verschie-
denen Functionen, aber in derselben Spalte die verschiedenen Zweige der
ndmlichen Function, bis auf den ptn Zweig, der weggelassen ist.

Setzt man diese Ausdriicke in A’,A4%...4°, ein, so erhilt man
A, A,... A,, also diejenigen Formen mit den p—1 Variabeln y,9,...y,.—,,
welche zur Bildung der Gleichung (1) erforderlich sind. :

Damit sind wir zu einem eigentlichen Transformationsproblem
gelangt, indem fiir die gesuchten Formen 4,A4;...4, (1) canonische
Formen A, 4,...4°, von vorgeschriebener Zusammensetzung vor-
liegen, und (2) die Substitution (S) gegeben ist, durch welche diese
in jene iibergehen. Die Schwierigkeit unserer Aufgabe liegt also haupt-
sichlich in den Natur der Substitution (S), iiber deren Coefficienten o); weiter
nichts feststeht, als was oben iiber die Fundamentalintegranden nachgewiesen
wurde; um unsere Untersuchung weiter fiihren zu konnen, werden wir uns
daher mit der Substitution (S) eingehender zu beschéftigen haben.

Es ist hier der Ort zu einigen erginzenden Bemerkungen iiber die Fiille,
welche durch unsere bisherigen Voraussetzungen iiber z ausgeschlossen sind.
Diese Voraussetzungen bestehen darin, dass z eine Function 1. G. mit dem
niedrigsten Ueberschuss p=1 sein soll; ausgeschlossen sind also alle Func-
tionen I. G. deren Ueberschuss p>>1 ist und Functionen II. G. 2.

Die Gleichung (2) findet auf alle Fille statt, und mit ihr die Reduction der
Coefficienten in die Formen A’,...4", mit p—1 Argumenten s,8;...5, .

Wenn aber (1) # Function I. G. und ihr Ueberschuss p>>1 ist, und man
driickt s durch Fundamentalintegranden aus, so wird nach art 6 (VIII)

§=1Y,0, +y2°2 v +yu.—p°',u—p7

also ist die Gliederzahl p—p, d. i. die Anzahl det Argumente y.,ys..
4,...A, Kleiner als die Anzahl p—1 der Argumente von 4',...4',.
Wenn (2) 2 Function II. G. ist, so ist jedenfalls ihre Ordnung p>=p—+1.
Anmali di Matematica, tomo IX. 35
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— P

Fundamentalintegranden, die im Unendlichen auf jedem Blatte zu einer hohern
als der zweiten Ordnung verschwinden, gibt es nicht, weil sonst [nach art. 4
(6.)] 2 Function I. G. wire. Durch Fundamentalintegranden o,0,... ausge-
driickt, wird also

§S=1x,0, F X0+« F Tpayp,

ohne Reduction der Gliederzahl. Die Gliederzahl p von s, also die Anzahl
der Argumente in den Formen A4,...4, ist also im Allgemeinen kleiner also
die Anzahl p—1 der Argumente von A’;...A4',, und sie ist dieser nur in
dem besondern Falle gleich, wo 2z Function II. G. niedrigster Ordnung
w=p-41 ist.

In allen denjenigen Fillen, wo A’;... A", von mehr Argumenten abhingen
wie A,...4,, kinen zwar jene in diese, aber nicht umgekehrt diese in jene
transformirt werden. (Verg!l. art. 22.)

Ein Transformationsproblem, wo beide Formensysteme in einan-
der transformirt werden konnen, also zwischen ihnen wirkliche
Aequivalenz besteht, findet also nur statt, wenn 2 entweder Fune-
tion I. G. von niedrigster Ordnung bei gegebenem Defect i, oder
Function II. G. von iiberhaupt niedrigster Ordnung p-+1 ist, und
auch in diesen Fillen nur dann, wenn aus der Substitution S, durch welche
As.. A", in A,...4, transformirt werden, eine andere, S—* folgt, welche
riickwiirts 4,...4, in 4%... 4", transformirt, d. h. wenn die Substitution S eine
umkehrbare oder ihre Determinante von Null verschieden ist. Dass dies der
Fall ist werden wir im folgenden art. beweisen.

Den hiermit als zuldssig nachgewiesenen Fall, wo 2z zwar Function II. G.
aber von niedrigster Ordnung ist, nehmen wir in unsere Vorraussetzungen mit
auf, so dass fiir diesen Fall die oben (art. 8) durch a,a@,...a.—, bezeichneten
Zahlen alle =0 sind und p=yu—1 wird.

13.

Wir bezeichnen die Determinante der Substitution S durch r, so dass

— 'a (Sl S2... s,;_a)
0 ys-- . Yus)
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oder

T O24cs Ou—1,1
r= O Gogee Op—1,2
Ot,p—t T2 p—tese  Op—t,p0—1

wird; hier sind die Zeilen durch die gleichzeitigen Zweige der verschiedenen
Functionen ¢,0;...0,—, die Spalten durch die verschiedenen Zweige ein und
derselben Function o gebildet, immer mit Weglassung des p'® Zweigs. Wir
sind nun im Stande, zundchst zu beweisen, dass die Substitution S eine
umkehrbare, d. h. dass » nicht identisch Null ist.

Beweis. Angenommen, # sei identisch Null, allgemeiner, alle (i41) zei-
ligen Unterdeterminanten von » seien Null, aber wenigstens eine ¢ zeilige sei
nicht Null. Sei dies die Unterdeterminante

T4 O2feee  Tii
Wenn dann g und X beide >4 sind, so ist nach Voraussetzung stets
Gu O2eee Gf  O)y
Oz O22eer  Tfp O
e e e e e e oo =0

Tii  O2ieee T4 O

Gig O2g«+« Gig Oig

Nun kann man, weil ¢ nicht =0 ist, Factoren R, R;...R; so bestimmen, dass
G =-R1°'11+R2°'21 e +Riai{
°'12=R10’42+R2°'22"'+Ri‘7i2
oi=Ri0i—+ Ry05;-++ + Bioi;

wird, und dann wird auch fiir g>¢
Uly"—'—RaUag‘l'RzG'zy"'+Ri0ig,

d. h. es gibt Functionen R, RB,...R; von 2z, so dass jeder Zweig ay, oigy... 01
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der Function o), sich durch die gleichzeitigen, dem nidmlichen Blatte von T
zugeordneten Zweige von ,g;...0; nach der Formel

or=~Rop+ Byop---+ Bioa
ausdriickt.
Die Ausdriicke fir R, R,...R; zeigen, dass dies algebraische Functionen von
z sind, und dass diese Functionen fiir solche Werthe von 2, denen in der
Fliche T' kein Verzweigungspunkt entspricht, einéindrig sind. Wenn aber z
einen Verzweigungswerth der Functionen s,0,... umkreist, so dass der Zweig
Sk von s in s; iibergeht, so erhilt man

c)l=’1?1<"1l +-R2°'2l' . +Ri°'£l

mit den urspriinglichen Werthen der Factoren R, R,...R;. Diese alge-
braischen Functionen von z sind also niemals mehrindrig, mithin sind sie
rational in 2. Schafft man den gemeinsamen Nenner weg, so ergibt sich eine
Gleichung von der Form

Giop+ Ghoon- -+ Gioin + Ghoip =0,
wo Gy, G,... ganze Functionen von 2 sind; und da dies fiir alle Zweige von
g,0;...0) gilt, so folgt
G+ Gyoy- -+ Gigi -+ Gha: =0,
was nach dem Lehrsatze (¢) des art. 6 unmoglich ist. Also ist bewiesen, dass

r nicht identisch Null, mithin dass die Substitution S eine umkehrbare ist.
Auf Grund dieses Satzes konnen wir zur Bestimmung von 7 iibergehen. Sei

o 0(81...8 18p8it1...8u4) ,
PO W YiaYiYisa e Yu)

so ergibt sich, weon man s, durch seinen Werth —s,---—s,, ersetzt,

=—17;.

Wo s sich nicht verzweigt, sind die Elemente von r einindrig und mit ihnen
r selbst. Umkreist 2 in unendlicher Néhe einen Punkt z=a, fiir den s sich
verzweigt, so ist der Endwerth von » stets dem Anfangswerthe entgegengesetzt
gleich. Denn wenn dort die beiden Zweige s,, s, zusammenhdngen, so ver-
tauschen sich die beiden ersten Zeilen von 7, hingt s, mit s, zusammen, so
vertauscht sich in 7;=—7r die erste mit der s%» Zeile; in beiden Fillen
kehren die iibrigen Zeilen zu ihren Anfangswerthen zuriick, da fir sie z=a«
keinen Verzweigungspunkt bestimmt.
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Die niimlichen Eigenschaften hat auch die VA, also ist die algebraische
Function von z

P=r-J4

eine einwerthige, mithin rational; ich behaupte, sie ist constant.
Wenn némlich fiir 2=a die Zweige s,, s, zusammenhéingen, s0 werden

sie beide unendlich wie —— alle iibrigen bleiben stetig; der Ausdruck —r,=1r

V4

zeigt, dass auch 7 selbst nur wie Ul_j unstetig wird, also P stetig bleibt. Das

nimliche ist, wie der Ausdruck r selbst zeigt, der Fall, wenn s, und s, fiir
z=a zusammenhiingen. Die rationale Function P von 2z wird also fiir endliche
Werthe von 2 nie unstetig, und ist daher keine gebrochne.

Nun wird im Unendlichen die VA unendlich zur Ordnung p--p—1, jedes
einzelne Glied von 7, 7z B. o0y0s...0u— u unendlich klein zur Ordnung
24+a,+24a;---+24a, =p-+p—1 (art. 8), also das entsprechende Glied
von P weder Null noch unendlich.

Wiirde nun im Unendlichen » selbst von hiherer Ordnung unendlich klein
wie seine einzelnen Glieder, so wiire dort P=0 also wire P und mit ihm »
identisch Null. Da letateres nicht der Fall ist, so folgt

1) dass im Unendlichen jedes einzelne Glied von » zur nimlichen Ord-
nung p - u—1 unendlich klein wird wie » selbst [art. 26 (13)],

2) dass P auch dort stetig bleibt, ohne zu verschwinden, also constant
und von Null verschieden ist.

Der Werth von P ist im Uebrigen verfiighar, da jeder Fundamentalintegrand
5,05... nur bis auf einen constanten Factor bestimmt ist; durch geeignete Wahl
eines der letztern kann man bewirken, dass P=1 wird, und dann folgt

,— a(sisg...s,;_,)_____l_’
0Wrys...yu1) A

mithin, wenn p die Determinante der Substitution S—! bedeutet,

—M=\/Z

F= 0(S182...Sp_1)
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—_————

14.

Die bisherigen Anwendungen der Formenalgebra in der Lehre von den
algebraischen Functionen s einer einzigen Variable z beruhen in formaler
Beziehung darauf, dass s, z wie Coordinaten eines Punktes behandelt, und
dem entsprechend projectivischen Transformationen unterworfen werden (*).
Das Wesentliche bei diesem Verfahren besteht darin, dass durch die Form
dieser Substitution implicite eine Verfiigung iiber den Rang ge-
troffen wird, den die Functionen s, # in der zu untersuchenden
Klasse gleichverzweigter algebraischer Functionen einnehmen.
Driickt man ndmlich, wie es der linearen Transformation homogener Punkt-
coordinaten entspricht, die neuen Variabeln s'2’ aus als Quotienten linearer
Functionen von sz mit demselben Nenner, so ist damit gleichzeitig festge-
stellt, dass bis auf etwaige Grenzfille s’ und 2" Functionen von der-
selben Ordnung g und derselben Gattung, also entweder beide von
der I. oder beide von der II. Gattung sein sollen.

Substitutionen dieser Art sind bei unserer Untersuchung ausgeschlossen, da
itber s vollstindig, iiber #z im Wesentlichen verfiigt ist. Eine Substitution I.
Grades fiir # allein hat dagegen fiir unsern Fall gar keine Bedeutung mehr,
da sie an den charakteristischen Zablen 1, ; der Function z nichts dndert
(Ende von art. 3) und auch nichts an der canonischen Form fiir dw=sdr.

Geht nimlich dw=3y;s;d2, wo y; ganze Function von z und vom Grade

a; ist, durch die Substitution 2=« +—57 iiber in dw=3y';0";d2, wo y’; ganze

Function von 2" und ebenfalls vom Grade a; ist, so ist

’ Gi z—a \%t?
;= — = g,
g3 z’ag‘-i—e ‘j 1)

also ist o'; stetig fiir 2’=0, nimlich 2=o0, dagegen ¢';=0%% fiir 2’ =00,
z=a. Also ist ¢'; Fundamentalintegrand von der Ordnung a;, ebenso wie o;,
nur dass jener sich auf 2/, dieser sich auf z als Variable bezieht.

An die Stelle aller Substitutionen solcher Art tritt bei unserm Problem die
lineare und umkehrbare Substitution S—* von der Determinante p=V4, durch

(*) Den Riemanyschen Voraussetzungen entspricht in der analogen Auffassung eine Sub-
stitution I. Grades fiir s und eine andere fiir 2. Diese Art der Transformation ist meines
Wissens bisher nicht weiter verfolgt worden.
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welche statt der p—1 Variabeln y,9,...9,—, ebensoviel neue, s,s,...s,-, ein-
gefihrt werden, und in deren Coefficienten z als Parameter der Substi-
tution eingeht.

Durch diese Substitution werden die Grundformen

4, As.. A, (4)

gleichzeitig in die vorgeschriebenen canonischen Formen
4, A,.. 4, (4’)

transformirt. Ist also 7 irgend eine Invariante oder Covariante des Formen-
systems (4) und A der Exponent zu dem sie gehort, also in bekannter Be-
zeichnung

I'=¢I,
so folgt ,

I1=4°r;
also haben wir auch fiir jede Invariante und jede Covariante I des Formen-
systems (4) vermoge der vorstehenden Gleichung eine vorgeschriebene cano-
nische Form.

Mit Hiilfe dieser canonischen Formen ergeben sich dann weiter Relationen
zwischen den Grundformen (A) und ihren Invarianten und Covarianten: soweit
diese Relationen nicht fiir jedes Formensystem (4) gelten, gehoren sie zu den
nothwendigen Bedingungen unserer Aufgabe.

Ich will dies an einigen Beispielen erliutern. Sind p, ¢ Functionen von
p—1 Variabeln #4,...¢,—,, so will ich zur Abkiirzung die Hessesche Cova-

riante ,
[s22: -2

und die im Parameter ¢ lineare Determinante

_o*p 0g 947 _ )
[atiazk—emﬁ]—ﬂt@)-l— H(plg)

setzen, so dass

04 04q I
0 T
20 op 00
Hiplg)=| ot 0% Dtdee
01 op Op
Ote  0t9t: 042
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ist. Sind nun «, » Functionen von s,s,...5,—, und insofern auch von 4, 4,... 4.y,
so sind H,(w) und H,(u|v) Covarianten die zum Exponenten 2 gehtren,
also ist

Hy()=2H),  Hy(ulv)= H(ulv).

‘Wenn aber %, v zunéichst als Functionen von s,s,...5,-, und s, gegeben sind,
und man s, nicht eliminiren will, so kann man diese Gleichungen in die fol-
gende Form bringen

01 1... 1 f

1
Hy(u) _ Z’ 1 Uoy Ugoe e ug‘u

1
Hy(ulv)=_z ]. N Usyeon u“‘

1 ve wpyeo. wp,
Wwo
2u v
Uik == 0 ’ 'Ui=-@—
0si0sk 0si
zu setzen ist. Hieraus ergeben sich zahlreiche Formeln der beschriebenen Art,
wenn man fiir » und v Potenzsummen s*-+s,*4-.- oder lineare Verbin-
dungen solcher nimmt; ich hebe nur die folgenden drei hervor, welche darauf
beruhen, dass in allen Féllen

A= — S A+ +57)
s=— A+ 8)

ist. Man findet

H,(4,) = (— 1t drs (1)
H,(A,— 22 4,) =20 4o % [A3 4 Aot 4 Ao Aud] (2)
Hy(4.\4) =22 dmrd,, (3)
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diese Formeln zeigen, dass in der Gleichung
At 4,502+ A, =0

alle Coefficienten als bekannt gelten konnen, sobald 4, und A, gefunden sind.

Ausserdem zeigt die Gleichung (1) dass die Discriminante Hy,(4,) der qua-
dratischen Form 4, in jedem Verzweigungspunkte verschwindet. Aber in einem
solchen Punkte wird sYA=\—A4,, und dies muss in ,%,...2, linear sein;
so oft 4 =0 wird, muss also A4, sich auf ein reines Quadrat reduciren, mithin
nicht bloss seine Discriminante, sondern sogar jede zweizeilige Unterdetermi-
nante derselben verschwinden.

Die Aufklirung iiber diese merkwiirdigen Bezichungen zwischen A und der
quadratischen Form A, wird sich im VII. Abschnitte ergeben.

15.

Auf dem Wege der Formenbildung erhélt man hiernach offenbar eine Schaar
von Eigenschaften, welche die Grundformen (4) nothwendig besitzen miissen,
wenn sie die von uns gestellte Aufgabe 16sen sollen, aber man kann auf diesem
Wege nicht zur Kenntniss der fiir diese Aufgabe ausreichenden Bedingungen
gelangen.

Wir nehmen daher unsere urspriingliche Untersuchung wieder auf, und
wenden uns zur wirklichen Darstellung der rationalen Function

20—3 1
A=A * TI(s4Sz...Sp)- 1)
Dieselbe griindet sich auf den Ausdruck von A als Functionaldeterminante. Sei
f(t)=A(t—Sj)(t—‘82)'"(t‘—s/;)=At'u+A2t‘u'—2'"_I_A‘u,;
werden §,8,...8,—, also auch s,=—s,---—s,, als Functionen von 4,...4,
betrachtet, so folgt, indem man nach 4, differentiirt, fir p=2, 3,... ¢

N el

also ist
8i
~f (Si)a%:~s*‘*”
Nun ist
(= I f (50 (8- oS (50 = A Ty 8515
Annali di Matematica, tomo 1X., 36
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also folgt:

.1
Aﬂ—in<sp_,...s.)n(s,...sﬂ)g((jjzs Sp A;)) l o

A 3... 1 |
mithin, da der Ausdruck zur Rechten =TI(s,...s;) ist,

AF—‘H(si...sp)M=1.

0(de... 4p)
Algo ist auch
——————g Eﬁzs:qs - ; )) = AP I1(8, S5 .. 8,) 2)
mithin
A=__1_8(A2...A,L) ,
\'/Z 0(s1...5u1)
d. i

a(Az-.-Ap.). 8(31..-8141.-1\) a(Az AI‘)
0(8¢...Su—1) 0. .yn1) 8(_/1 Y )

‘Wir setzen von hieran den rationalen Ausdruck

O deds.. Ay) ,
TIPSR Rt 6)

A=

dann haben wir

=1, (4)
womit von Neuem und durch wirkliche Darstellung dargethan ist, was wir
gchon im art. 11 auf anderm Wege bewiesen hatten, dass A rationale ganze

Function von 2 ist. Wird ferner, wie in art. 11 (IL.) die (2 — 3)-zeilige De-
terminante

lJ.A . (51_2)14.2...
24, 34....

24, 34, 44,... ‘

—hs )

.......

gesetzt, so fanden wir $=A®% ferner D=ph AA® als Discriminante der Glei-
chung
Ast 4 Ayt + 4, =0,
also haben wir jetzt
S=% - (6)

D=ph A, M
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womit die in art. 8 angekiindigte Zerfillung der Discriminante in die Form
WR? und, fiir jeden Fall wo die Bestimmung der Functionen 4,... 4, gelingt,
fiir die Function s das Problem ihrer Verzweigungs-und Doppelpunkte 2 erle-
digt ist. Die Anzahl der letztern, oder der Grad von % in z ist, wie bereits
in art. 11 angegeben wurde, p(2p—3) 4 (2 — 1)(u— 3).

Es verdient bemerkt zu werden, dass aus (3) und (6) auch noch die p—1
Relationen

0(MAsAs... A 1 0
0Wayeys...yua) * 04
D(AA A 4) , DS
0Wsyeys...yut)  * 04s
D(As A i M), B

OWsyeys...gur) > 04p
folgen, welche ihrerseits wieder die Gleichung (6) nach sich ziehen. Ich iiber-
gehe die Herleitung dieser Formeln, da im Folgenden von ihnen kein Gebrauch
gemacht wird.

V. Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen des Problems.
16.

Nachdem somit die Discriminante D in die Form WER? gebracht ist, kénnen
wir die Untersuchung umkehren, um unter den nothwendigen Bedingungen
unserer Aufgabe die ausreichenden nachzuweisen. Sei

A

ganze Function von 2z vom Grade 2(p-+p—1) mit ausschliesslich einfachen
Linearfactoren, ferner fir ¢=2, 3,... p

Ai=3AL o o YTYT YT (b, =)
wo 1) AP, . ganze Function von z vom Grade (art. 9)
A(p4p—i—1)— (@, F araz---)
ist, sodann 2) ¥, %z...Yp—r gaNZE Functionen von z und von den Graden

a, (17838 a[:.~*1
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und 3) diese letztern so gewihlt sind, dass
G+ +p—1=p

ist. Die Coefficienten @,x,...x, dieser ganzen Functionen sind willkiirliche
Constanten und ihre Anzahl] ist =p.
Es wird vorausgesetzt, dass die Factoren

‘Afjfocz,...?
also, bei unbeschrinkten Werthen der Parameter x,,...7p, die ganzen
Functionen 4;A4;...4, auf die allgemeinste Weise so bestimmt sind, dass

4) A, keinen Linearfactor z—o mit 4 gemein hat und

5) identisch
S=9*
wird, oder genauer gesprochen, andere Bedingungen als in diesen Gradbestim-
mungen und den beiden vorstehenden allein enthalten sind, bleiben ausge-
schlossen.

Wir stellen uns die Aufgabe, unter diesen Bedingungen die Eigen-
schaften von s als Function von 22,2,...7, zu untersuchen, wenn s
die Wurzel der Gleichung

Ast+ Ayst2 o4 4, =0 (s)
1st.

Bei dieser Untersuchung sind zwei Abtheilungen zu unterscheiden. Die erste
(art. 17, 18, 19) enthélt den Beweis des Satzes, dass in Folge obiger Bedin-
gungen s Integrand I. G. und lineare homogene Function von ¥,4,... ist. Bei
diesem Beweise kommt die Bedingungsgleichung $=%* nur insofern in Be-
tracht, als sie fordert, dass & ein reines Quadrat sein soll, aber der Ausdruck
von ¥ wird bei diesem Beweise nicht benutzt. Dies hat zur Folge dass, wie
wir im art. 22 zeigen werden, dieser Theil unserer Untersuchung auch die
Ausnahmefille mit umfasst, wo die Anzahl der Argumente #,7,... kleiner als
pw—1 Ist.

Der zweite Theil unserer Untersuchung (art. 20, 21) vervollstindigt die
Resultate des ersten fiir den Hauptfall, wo

_D(Asds. . 4))
O0Wrye. . Yu-1)
ist, und wird zeigen dass die vorstchenden Bedingungen, die aus dem vorigen
Abschnitte als nothwendige bekannt sind, auch ausreichen, damit s ein voll-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



der Riemannschen Integrale erster Gattung. 281

stindiger Integrand I. G. in canonischer Form und gleichzeitig 2z eine
Function von der besondern Beschaffenheit wird, welche in den vorangehenden
Abschnitten vorausgesetzt wurde.

17.

Unsere Untersuchung griindet sich in erster Linie auf die Bedeutung der
Werthe von z, fiir welche die Discriminante D =puh A%* verschwindet, und
welche in zwei Gruppen zerfallen, die Wurzeln der Gleichungen 4 =0 und
A=0.

In dieser Beziehung ist es nothwendig festzuhalten, was durch die Unter-
suchungen der Abschnitte III., IV. bewiesen ist, dass mit unsern gegenwir-
tigen Bedingungen der dort behandelte Fall vertrédglich ist, wo s p-werthiger
Integrand I. G. ist und nur einfache und getrennte Singularititen besitzt, die
alle im Endlichen stattfinden.

Es kann also aus diesen Bedingungen allein nichts folgen, wodurch dieser
Fall ausgeschlossen wird; aber dies finde statt, 1) wenn allein in Folge der
jetzt geltenden Bedingungen % mehrfache Factoren 2—a« oder Factoren mit
A gemein hitte, 2) wenn diese Bedingungen zur Folge hitten, dass die Glei-
chung (s) nicht irreductibel ist.

Die gegenwirtig zu untersuchende Gleichung

Ast 4 Ays#=2 o+ 4,=0 (<)

besitzt hiernach die wesentliche Eigenschaft dass, so oft Wurzeln s zusammen-
fallen, nur eine mehrfache Wurzel stattfindet, und dies jedesmal eine Doppel-
wurzel ist. Findet dies fir 2=« statt, so hat die Discriminante D den Wur-
zelfactor 2—a ein oder zweimal, jenachdem der Doppelwurzel ein Verzwei-
gungs-oder ein Doppelpunkt entspricht.

Zur irreductiblen Gleichung (s) gehort eine p-bldttrige, zusammenhiingende
TFliche T, welche die Werthe von z der Verzweigungsart von s gemiss re-
présentirt; dieselbe hat nur einfache Verzweigungspunkte, und in ihnen ist
A=0. In dieser Fliche hat die Function s Doppelpunkte; die Werthe von z,
fir welche ein solcher stattfindet, sind die Wurzeln der Gleichung % =0.

Die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte dieser Flidche 7" ist 2(p + n—1),
die Anzahl ihrer Doppellinien p+p—1; also ist sie eine (2p+ 1) fach zu-
sammenhiingende Fldche, und zu ihr gehort eine Klasse algebraischer gleich-
verzweigter Functionen von 2z nebst p linearunabhéingigen Integralen I. G.
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Vermoge der im art. 16 wiederholten Gradbestimmungen wird im Unend-
lichen auf jedem Blatte s unendlich klein zur zweiten Ordnung, das (sdz also
nicht unstetig. Im Endlichen kann ein Zweig von s unendlich werden nur fiir
A =0; aber dann sinkt der Grad der Gleichung (s) nur um zwei Einheiten, da
A, nie mit A zugleich verschwindet, also werden dann jedesmal zwei Wurzeln
unendlich, die iibrigen bleiben stetig. Fiir jene erhilt man As*+ A,=0, also
sind es die beiden Zweige von s, die in dem entsprechenden Verzweigungs-

. . . .1 .
punkte zusammenhédngen, und diese werden unendlich wie —; das (sdz wird

A
also auch dort nicht unstetig. v
Da das (sdz hiernach iiberhaupt nie unstetig wird, so ist es ein Integral
I. G., mithin ist s Integrand I. G., wie auch immer die Parameter z,%,...ap
angenommen werden mdogen.

18.

Dies reicht zum Beweise des von uns (art. 16) ausgesprochenen Satzes
keineswegs aus, vielmehr muss s nun auch als Function von z,2....2, unter-
sucht werden. Die Gleichung (s) zeigt, dass s algebraische Function von
%, %;...2p und in ihnen homogen vom ersten Grade ist. Ausserdem geht aus
dieser Gleichung hervor, dass s, als Function eines dieser Parameter betrachtet,
nur im Unendlichen unstetigwird.

Wiére nun bewiesen, dass s rationale Function dieser Parameter
ist, so wirde aus dem letztern Umstande folgen, dass es nur eine ganze
Function derselben sei kann, und dann aus der vorangehenden Bemerkung,
dass es in den Parametern linear und homogen ist.

Ist unter dieser Voraussetzung s° der lineare Ausdruck, in den s iibergeht,
wenn ¥,%,... auf ihre von z unabhiéngigen Anfangsglieder reducirt, und alle
ibrigen Parameter x =0 gesetzt werden, (s") die ebenso modificirte Gleichung
(s), so erhilt man aus (s°) die Gleichung (s), also aus s° die Wurzel s wieder,
wenn jene Anfangsglieder wieder zu 4,¥,... erginzt werden.

Daraus geht hervor, dass wir nur noch beweisen diirfen, s ist rationale
Function seiner Parameter, um bewiesen zu haben, dass es in y,y,... linear
und homogen ist.
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19.

Wir betrachten also s als Function von z, mit den Parametern zx,...z,,
und untersuchen unter dieser Voraussetzung seine Verzweigungs-und Doppel-
punkte, und zwar nur um zu beweisen, dass erstere nicht existiren. Nach
einigen Erliuterungen wird dieser Beweis durch Anwendung sehr bekannter-
wohl auf Herrn Puisevx zuriickzufiihrender-Schliisse gelingen.

Die Werthe von r,, fiir welche die in Rede stehenden Singularitdten statt-
finden konnen, ergeben sich aus dem Verschwinden der Discriminante also, da
der Factor A derselben von z, unabhingig ist, aus der Gleichung

A=0;

die verschiedenen Zweige von s sind wie frither s,s,...5,.

Es ist nothwendig, die Verhiltnisse, auf welche hier die Aufmerksamkeit
zu richten isl, klar aufzufassen. Wird s als Function von z untersucht, so
sind zwar die Verzweigungswerthe @ unabhiingig von #,2,...%,, aber die Dop-
pelpunkte sind es nicht. Soll in diesem Falle 2 einen Punkt dieser Art um-
kreisen, so begreift es sich von selbst, dass wihrend dessen die Parameter
Z,%,...2p ungedndert bleiben miissen, weil sonst auch der zu umkreisende
Punkt variirt. Die analoge Bedingung muss auch in unserm Falle aufrecht
erhalten bleiben, und es ist nothwendig, dieselbe vollig sicher zu stellen.
Spricht man, wenn s als Function von 2 untersucht wird, von einem bestimmten
Doppelpunkte, so ist nicht bloss von einem Werthepaar s, z=1y, ¢ die Rede,
sondern es ist gemeint, dass den Parametern z,...x, ein festes Werthesystem
x)...2°% zugewiesen ist, fiir welches jenes Werthepaar stattfindet. Sei fiir dieses
bestimmte Werthesystem

x, =2, Xy =125,... Zp =12
der Werth

eine Losung der Gleichung % =0; dann ist bewiesen, dass dem Werthesystem
z2=2" X, =2 Ty =23... Tp=12"p
ein Doppelpunkt von s als Function von 2 entspricht; seien

8§ =¢ 82==C 83 =1C3... 3‘”_=CF_ (].)
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die zugehorigen Wurzeln der Gleichung (s), also s,=s,, aber

asl ’ 6-52 ’
S == —_— = 2
raz 1 az 2y ( )
also ¢, von ¢, verschieden.

Wenn nunmehr s als Function von z, untersucht werden soll,

so miissen 2;...x, als unveriinderliche Parameter betrachtet werden; wir
wollen s als Function von z, fiir

— 0 — 0 _
2=z Ty=12,... Tp=12"%
untersuchen. Dann ist
=1

eine Losung der Gleichung %=0, und es ist die Frage ob, wenn 2, diesen
Punkt in unendlicher Nihe einmal umkreist, die Endwerthe s, ", der beiden
fir ,=2? zusammenfallenden Zweige von s den Anfangswerthen s,s, bezie-
hungsweise gleich sind oder mnicht; im letzten Falle wiirde fiir x,= 2 eine
Verzweigung zwischen s,s, stattfinden.

Als Function von z, wird kein Zweig von s unstetig ausser fir x, =oc.
‘Wenn daher z, im Endlichen einen unendlich kleinen Weg zuriicklegt, so ist
die entsprechende Aenderung jedes Zweiges von s eine ebenfalls nur unendlich
kleine. Umkreist also #, den Punkt ¢ in unendlicher N#he, so bleiben s,s,
nur unendlich wenig verschieden von ¢, ebenso %% von ¢, und —%—‘: von ¢,
da diese Derivirten dort ebenfalls stetig sind. Also ist es sicher, dass nur einer
der beiden folgenden Fille stattfinden kann:

1) Entweder ist s',—s, zwar unendlichklein, aber nicht Null, und dann
iSt 3’1_82=07 S’g—Si=0, OdEI‘ €s iSt;
2) s'y—s, nicht Null, und dann ist ', —s,=0, §’,—s,=0.
Im ersten Falle ist x,=2a) Verzweigungspunkt zwischen s;s;, im andern
Falle findet ein Doppelpunkt statt. Aber im ersten Falle wire auch
05 0o _o DS 0m
0z 0z 0s 0%
d. h. ¢,—¢; Null oder unendlich klein. Dies ist unmoglich wegen der Eigen-
schaften von s als Function von 2, also findet der zweite Fall nothwendig statt,

und es ist bewiesen, dass s als Function von 2, nur Doppelpunkte,
keine Verzweigungspunkte hat.

=0,
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Folglich ist jeder Zweig von s eine algebraische, in keinem Punkte mehr-
dndrige, also eine rationale ¥unction von x,. Und da dies fiir jeden der p
Parameter z,7,...7p gilt, so treten die Schliisse des art. 18 in Kraft, und es
ist bewiesen, dass s lineare homogene Function von #,z....z,, endlich dass
es in 4,%,... linear und homogen ist.

20.

Wir untersuchen nun weiter, welche Folgerungen sich daran kniipfen, dass
der Ausdruck von % vorgeschrieben,

__ 0(4eds... 4
0L ye.. . yu-1)

ist. Die Discriminante der Gleichung (s) ist auf jeden Fall D=ph A3, also
=uh A%, folglich ist A=%. Aber es ist identisch [art. 15 (2)]

A=_L_3(A2A3...A,L).
VA4 O(st8e...8u1)
also folgt
D(dsds...4,)  P(dsds...d,) 1

0Wiye...yp1)  0(s182...8_1) V4 ’

mithin ist, als nothwendige Folge aus den Bedingungen des art. 16

0(s182...8u_1) 1
0(pye...9u1) 4

21.

Unter den vollstindigen Voraussetzungen des art. 16 hat die Wurzel der

Gleichung
Ast 4 Apsi=2ee o4 4,=0 )

nothwendig die Form
§=Y101+F Y202+ + Yu—10p—1,

WO 6,0;...0,— Integranden I. G. von den Ordnungen ¢,a,...a,—, sind. Ordnet
man s nach 2,2,...2,, so sind also die p Factoren derselben Integranden I.
Annali di Matematica, tomo IX, 37
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G., aber s ist nur dann ein vollstindiger Integrand I. G., wenn diese p Fac-
toren linearunabhiingig sind. Dies ist wirklich der Fall; der Beweis beruht
auf dem allgemeinern Satze,

dass es unmoglich ist, ganze Functionen G,@G,...G— von z so zu
bestimmen, dass die u Zweige des Ausdruckes

G o, + Gyos- - -+ G —10p—1
identisch verschwinden.

Setzt man nimlich die . —1 ersten Zweige dieses Ausdruckes =0, so hat
man zur Bestimmung der (einwerthigen) Factoren G,G....G.— Gleichungen,
deren Determinante nach art. 20

0(8182...8u_4) 1

OWsys- - ypt) (A
also nicht Null ist; den geforderten Bedingungen kann man also nur geniigen,
wenn man G, G,... G, fiir jedes #, also identisch =0 setzt.

Also kann man inshesondere einen Ausdruck von der Form y,0,+ 9:00 4 -
nur dadurch identisch =0 machen, dass man z,=0, z,=0,... 2,=0 setzt,
d. h. die Factoren von #,2,...7, im Ausdrucke von s sind linearunabhiingig,
und s ist ein vollstindiger Integrand I. G.

Die Gleichung (s) bestimmt eine Klasse algebraischer gleichverzweigter
Funetionen, und wir sind nun auch im Stande, den Rang nachzuweisen, den
2 in dieser Klasse einnimmt, was zur vollstindigen Umkehrung der in den
Abschnitten II. ITI. IV. durchgefiihrten Untersuchungen nothwendig ist.

Sind 1) die Zahlen @¢,a,...4,, alle oder doch zum Theil von Null ver-
schieden, und ist ¢,=% die grosste unter ihnen, so sind #,0, und o, Inte-
granden L. G., also ist thr Quotient y, und insbesondere 2* Function I. G.;
ich behaupte, dass %+ Function II. G. ist.

Ist 2 Function I. G., so gibt es einen Integranden ¢ von der Ordnung m,
und es ist auch 2™¢ Integrand I. G. Beide sind in der Form s darstellbar,
weil s ein vollstindiger Integrand I. G. ist. Sei also =¥ 0,4y 00+ --->
#me=y",6, 4y 20,4 ---» s0 sind weder alle Factoren ¢ noch alle Factoren
y" identisch Null, und ihre Grade in 2 sind der Reihe nach hochstens a,a,...
Aber nun folgt identisch (27y'\— 9" ) o, + (2”4 's — y";)0: + - - - =0, also miissen
hier die Coefficienten 2™y’ —y",, 2™y, —y"s,... alle identisch Null sein, wih-
rend weder alle 4’ noch alle y" es sind. Ist nun %", nicht identisch Null, so
kann auch #'; es nicht sein, also ist %", durch 2 theilbar. Dies ist kein Wi-
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derspruch fiir m <k, aber wohl einer fiir m>k; also ist es unmoglich dass
2t Function I. G. sei, w. z. b. w.

Sind 2) die Zahlen a@,a,...q, , alle =0, was u—1=p, p=p-+1 gibt, so
folgt aus dem nimlichen Beweise, dass keine Potenz von z Function I. G.
sein kann, dass also schon z selbst Function II. G., aber von der niedrigsten
Ordnung ist.

Und so haben wir den folgenden Satz in allen seinen Theilen bewiesen:

Die im art. 16 zusammengestellten Bedingungen sind noth-
wendig und hinreichend, damit die Wurzel s der Gleichung

At Ayst=.o 4 A4, =0

ein vollstindiger Intggrand I. G. und von der canonischen
Form
S=Y101F Y200+ + Ypu1 0y

wird. Sind die Grade a,a,...0,—, von ¥,4,...y,—, alle gleich
Null, so ist in der, durch diese Gleichung bestimmten
Klasse gleichverzweigter algebraischer Functionen, z eine
Function II. G. von der niedrigsten Ordnung p=p-+1;
sind die Grade a,@,...4,—, nicht alle =0, und ist dann % der
grosste unter ihnen, so sind z2%..2* Functionen L G., aber
2t ist Function II. G. Also ist in diesem Fall fir die
Function z selbst der Ueberschuss p=1, der Defect A=p-p.

22.

Wir sind nun auch im Stande, die bisher ausgeschlossenen Fille zu erle-
digen, wo entweder z Function II. G., aber nicht von der niedrigsten Ordnung
p+1, sondern einer Ordnung p=p-+p, p>>1, oder eine Function I. G. von
der Ordnung g und einem Ueberschuss p>1 ist. Driickt man den vollstin-
digen Integranden I. G. durch Fundamentalintegranden aus, so erbdlt man
in beiden Fillen

S=Y101+ Y202+ F Yu—pTu—py 1)

wo im ersten Falle p— p=1p ist und 4,%;...4u—, mit 2,2,...2, iibereinstimmen,
wihrend im zweiten Falle (vergl. art. 6 VIIL) einige der Factoren #,%,...%u—
von 2z abhiingen; in beiden Fillen ist die Gliederzahl p—p<Zp—1.
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Fiir s ergibt sich wieder eine Gleichung pt» Grades
Ast+ Ayt~ A, =0, 2)

in welcher allgemein A; in den y homogen vom Grade ¢ ist; der Factor A4
ist in 2 vom Grade 2(p-4 p—1); ist, nach den y geordnet,

i a - .
Ai:EAfx‘)Ka---“‘u—Pyi '%d’"'yplipp(“i“}‘“z“'+°‘y—p=")7

und sind a,,...q,—, die Grade von #,7,...y,—, in 2, so folgt fiir den Grad
der Coefficienten

04D, =20p+p—i—1)—(@ait+ta0...).

Auch hier folgt, wie in art. 11 der Satz,Vdass

2u—3
2

A=A H(S,Sg...&“u)

rationale ganze Function von 2, also, wenn man diese wiederum durch
) «A
bezeichnet, die Discriminante der Gleichung (1)
D=yphA%?

ist: nur ergibt sich fiir % nicht der frithere Ausdruck als Determi-
nante der p—1 Functionen A4;...4, nach den Variabeln 4,y..., da
die Anzahl der letztern < p—1 ist; ausserdem konnen A4'5...4°, (art. 12)
nicht mehr als canonische Formen von 4,...4, gelten, da sie mehr
Argumente s;8;...8,, enthalten als diese. Dass zwischen den Argumenten
8:8z...Su—, Wenn man sie durch ¥,%,...y,—, ausdriickt und dann letztere eli-
minirt, lineare Relationen eintreten, durch welche ihre Anzahl auf p—p redu-
cirt wird, niitzt nichts, so lange die Coefficienten dieser Relationen sich der
Untersuchung entziehen.

Kehrt man nun die Untersuchung um, indem man ausser den obigen Grad-
bestimmungen nur noch fordert, dass 4, und 4 nicht gleichzeitig verschwinden
dirfen und dass 3=9%° d. h. dass & das Quadrat einer rationalen ganzen
Function von z sei, so wiederholen sich alle Schliisse der art. 17, 18, 19 und
es folgt, dass s Integrand I. G. und von der obigen Form (1) ist.

Der Unterschied zwischen dem gegenwiirtigen Falle und demjenigen, wo s
canonische Form ist, besteht darin, dass in diesem letztern Hauptfalle 1) be-
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kannt ist, von welcher rationalen Function ¥ der Ausdruck & das Quadrat
sein soll und 2) der Untersuchung alle Hiilfsmittel der Transformationstheorie
zu Gebote stehen, wovon in den so eben besprochenen Ausnahmefillen weder
das Eine noch das Andere der Fall ist.

Im Uebrigen enthalten die gegenwirtigen Betrachtungen den Aufschluss
dariiber, weshalb die Lisung der Aufgabe, s in canonischer Form zu bestimmen,
auch zur Erledigung von Ausnahmefillen fiihrenkann, wovon wir im folgenden
(art. 24) ein Beispiel (»=3, p=1) geben werden.

VI. Klassification; die Systeme p.—=2 und p.=3.

23.

Die bisherige Klassification der algebraischen Functionen einer einzigen Va-
riable beruht auf den charakteristischen Eigenschaften derselben, welche sich
an die Riemann’sche Zahl p kniipfen; sie besteht bekanntlich darin, dass man
zum némlichen Geschlechte alle diejenigen Functionenklassen zéhlt, fiir welche
p den ndmlichen Werth hat. Fiir eine weitergehende Eintheilung der Func-
tionenklassen, die zum nimlichen Geschlechte gehoren, fehlt bis jetzt der Ein-
theilungsgrund, da der Satz, dass fir p>>1 die Anzahl der verfiigharen Moduln
im allgemeinen Falle =3p—3 ist, einen solchen nicht enthilt.

Die gegenwirtige Theorie liefert die Erginzung fiir die hier vorhandene
Liicke.

Ich ordne die verschiedenen Klassen algebraischer gleichverzweigter Func-
tionen einer einzigen Variable zunéichst nach Systemen, und zdhle zum

ndmlichen System alle diejenigen Klassen, welche sich fiir den nidmlichen
Werth der Zahl

-

ergeben, wofern die Ausnahmefille des vorigen art. 22 ausgeschlos-
sen bleiben und s wirklich als canonische Form erscheint.

In das ndmliche System g gehdren dann als Unterabtheilungen Functionen-
klassen der simmtlichen Geschlechter p, welche mit diesem Werthe von ¢ bei
geeigneten Werthen der Zahl % vertréiglich sind.

Umgekehrt ordnen sich innerhalb des ndmlichen Geschlechtes p die zu ihm
gehorigen Functionenklassen zu Familien, so weit sie—unter der vorhin an-
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gegebenen Beschriinkung—zur némlichen Zahl p. gehoren, und es wiirde, wenn
eine vollstindige Theorie der Moduln moglich werden sollte, ihre Hauptauf-
gabe sein, fiir ein gegebenes p die einzelnen Familien p und jedesmal die
Anzahl der Moduln festzustellen.

Das erste System von Functionenklassen gehort zum Werthe

p=2;

dasselbe wird durch die elliptischen und ultraelliptischen Functionen gebildet,
wie man aus der Transformationstheorie leicht erkennt. In der That ergibt
sich fiir s in diesem Falle eine quadratische Gleichung As*+4 4,=0, wo 4, 4,
ganze Functionen von 2z von den Graden 2(p+p—1)=2p-2 und 2p—2
sind; A hat nur ungleiche Linearfactoren. Die Anzahl der Functionen y ist
p—1=1, also ist 4,=Cy?, y,=2,} 2,2+ -+ w27, mithin C constant.
Fir C=—1 folgt

212224 - 2p2P 7t

s= 7T

wie bekannt.

24.

Das niichste System von Functionenklassen ergibt sich fiir
p=3;
in diesem Falle lautet die Gleichung in s
A+ A, s+ 4;=0,
und die Coefficienten A A, 4, sind in 2z von den Graden 2p -4, 2p, 2p—2. Sei
Y =Ty To2+ 4 Lytq, 2"

Yo = Tota, + Lata, 2+ + Lp2™,

also
p=a:+a,+2.
Nun ist
8148, 48, =0, Ay =A(8:8+ 8381} 8, 8.), gu=e— A 8,8,8;
und
6(31 82) _ _1_ .
0y2)” V4
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Um bei den canonischen Formen von 4,, 4, die Symmetrie zu bewahren,
driicke ich sie nicht durch s,, s, sondern durch zwei andere Variable 2,2,
aus, 8o dass

8y =2+ 2,, 32=P31+P232; 33=Peza+PZ2

wird, wo p eine dritte Einheitswurzel und zwar
i3 —1 . V341

= 2 ’ = 9
ist. Dann folgt
0(518) s N 3(2’132)_ 7
8(2122)_P —p=—u3 8(8182)_V?,
also
8(21 z3) — ?
0(yrye) |34

Aber zugleich wird
A2=—3A21z2, A3=—A(Zz+2g).

Benutzen wir nun fiir die Hessesche Determinante einer Function # die schon
oben (art. 14) angewandte Bezeichnung, so wird

122)|° 1
1,0 = L @)(§E2) —— B

und dies gibt
Hy(A3)=—12A2122=4A2, Hy(A2)=3A,

so dass A,, A aus A; berechnet werden konnen. Es fragt sich nur, ob die so
gewonnenen Ausdriicke auch die Gleichung

S=9*
verificiren, oder ob hierzu noch andere Bedingungen erforderlich sind. In un-

serm Falle ist aber

_0(4:ds) i §(A2ds) 954
0Wi9e) V34 0(zee) |34

was

W= —2T A%[(} 25 — 42325 =— 2T A A} —4 43
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gibt. Andererseits ist
24, 34,
S=| 34 . Ay |=—445—274 42
24, 34,

also ist =% ohne neue Bedingungen, und A4,, 4; geniigen unserer Aufgabe,
wenn sie noch die gehdrigen Grade haben.
Sei f eine cubische Form

S=eyi+3uyiy:+30y.yi+y; uwd  Ai=f,

so dass noch die Grade von aaya,c; festzusetzen sind; sodann sei die Hesse-
sche Covariante von f

He atfy Foaly ety
SaYitanls el asl,

ferner sei die Invariante von f

=Byt By Y.+ foyi,  also A, =91

a 2 oy

oy 20(2 o3

I=

© |=48B,—p, also  A=21I,
o 2&1 Ug
-3} 20(2 o3
endlich
T=;—8(Hf)\ also A=21T,
0@y
dann ergibt sich fiir s die Gleichung
21Is*+9Hs+ =0, €))

und fiir diese Function ist nun das Problem ihrer Doppel-und Verzweigungs-
punkte gelost, da in jenen 7' oder %, in diesen I oder .4 verschwindet. Die
Gleichung $ =92 ist nichts anderes als die bekannte Formel T2 + 4 H3 + I f2=0;
mittelst derselben kann man die Gleichung (1) in die Form bringen

BHs—f)6Hs+fy+271T2s2=0,

so dass in den Doppelpunkten 7'=0, 6 Hs+ f=0 ist. 4, und 4, d. h. H

und I diirfen nicht gleichzeitig verschwinden, d. h. f darf fir keinen Werth
von 2 ein reiner Kubus werden.
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Um nun zu den Gradbestimmungen iiberzugehen, setzen wir a,>a, voraus;

dann ist
ai = k

der Exponent der hochsten Potenz von 2, welche noch Function I. G. ist und,

weil a,4a,+2=p ist,
d2=_p—2——k.

Dies sind die Grade von %y, 7;; da der Grad von f, also ¢f=2p—2 sein
muss, 8o folgt da+3a,=Ja,+ 20+t =+ + 20, =0, -+ 30, =2p—2,
also wird

da=2(p—1)—3%, Jay=p—k, Ja,=k+2, Jduy=3k—p44, (2

was eine arithmetische Reihe mit der constanten Differenz ay —a,=2%—p -2
ist. Man iiberzeugt sich leicht, dass mit diesen Werthen auch A, und 4 die
vorgeschriebenen Grade erlangen.

Nun wissen wir aus art. 7, dass fiir den Fall p=3 unmoglich 2* Function
I. G. sein kann, wenn % nicht der Ungleichheit
2p—2

3

I%Q?ki

geniigt. Das Vorstehende zeigt umgekehrt dass, so oft % dieser Ungleichheit

gemiiss angenommen wird, aa=3(2’°3—2—k) und ai—az=2(k—pT—2)
positiv, mindestens nicht negativ werden; aus (2) erhilt man also fiir d«,
dau,... Zahlen, welche wirklich die Grade ganzer Functionen angeben, und
wenn man f demgemiss annimmt, so wird s durch die Gleichung (1) als In-

tegrand I. G. in der Form
S=1Y,0,+ Y:0:

bestimmt, wo ¢, c; Fundamentalintegranden von den Ordnungen %, p—2—F%
und y,y, ganze Functionen von denselben Graden sind; ausserdem ist 2% Func-
tion erster, 2*+* Function zweiter Gattung, 2 selbst Function I. G. mit dem
Ueberschuss p=1.

Sodann ist der Fall zu beriicksichtigen, wo 2 Function II. G. aber niedrig-
ster Ordnung p=p -1 ist. Dies gibt in unserm TFalle p=2, a,=0, a.=0,
also sind in f alle Coefficienten vom Grade 2p—2=2.

Fir die im System p=3 enthaltenen Functionenklassen ergeben sich also

Annali di Matematica, tomo IX. 38
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(vergl. art. 7) folgende charakteristische Zahlen:
p=3, a,=k, de=p—k—2 1)
pl23445667788991010101111121212...

2

k|012123243435465465765... ®
Die Ausnahmefille des art. 22 endlich setzen 1Zp-p<p-1, d. i. 123-p<2,
also p=2 voraus. Es wird also p—p=1, s=1v,01, Wo y, vom Grade p—1
ist; ferner A;=ay?, also der Grad von 4,, nimlich 2p—2=7J«+43p—3,
pF+da=1, d i p=1, da=0.

‘Wir erhalten also fir =3 nur einen einzigen Ausnahmefall p=1, p==2,
und dieser gibt s=2,0, oder s=o,, da wir jetzt #,=1 setzen diirfen.

Die obigen Resultate erledigen auch diesen Fall. Setzen wir nidmlich in (1)
zunichst ¥, =0, ¥, =1, was 2TIs*+9Bs+a=0 gibt, so wird hierdurch s
auf jeden Fall als Integrand I. G. bestimmt; soll p=1 sein, so miissen 7,
B, « von den Graden 6, 2, O sein. Wir nehmen «=1, dann wird

6=";2_“i7 I=—4ﬁa'—721
wenn
7 =ag—aa; -+ 2a}
ist. Bestimmt man also 2,05 so, dass 8 vom zweiten, y vom dritten Grade
wird, d. h. nimmt man B, y mit diesen Graden an, so ist allen Bedingungen
geniigt, und fiir s folgt die Gleichung
2148 +)s°—9pBs—1=0
oder
(BBs—1)(6Bs+ 1)+ 2T4*s*=0;

in den Doppelpunkten ist also y=0, 6 8s41=0, in den Verzweigungspunkten
46 +*=0. In diesem Falle ist z einwerthige und doppeltperiodische Func-
tion dritter Ordnung von w= (3sdz, oder es ist, nach der in dieser Theorie
tiblichen Ausdrucksweise,

die Differentialgleichung der einwerthigen doppeltperiodischen Functionen dritter
Ordnung 2 von w.
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25.

Fiir »>>3 treten Verhiltnisse ein, welche die beiden so leicht zu erledi-
genden Fille p=2 und p=3 in gewissem Sinne als Ausnahmefille erscheinen
lassen. Hierhin gehort zuniichst die Gleichung (art. 14)

Hy(Ao)=(—1y—p A"

fir p=3 lehrte sie, wie 4 aus 4, zu berechnen ist, fir >3 dagegen driickt
sie nur eine Eigenschaft von 4, aus, welche darin besteht, dass die Discri-
minante von A, jeden Linearfactor p— 2 mal hat.

Sodann ist zu beachten, was die Formeln (2) (3) des art. 14 zeigen, dass
fir >3 nicht mehr so einfache Beziehungen zwischen den Functionen
A,4,... 4, stattfinden, wie fiir u=3, wo A; eine beliebige binére cubische
Form und, von constanten Factoren abgesehen, A4, ihre Husszsche Cova-
riante und A ihre Invariante war; vielmehr reducirt sich offenbar, sobald
u>3 ist, die Theorie der Functionen A,A4;...4, auf A, und namentlich 4,
als Grundgebilde, was indessen nicht so verstanden sein soll, als ob man eine
von diesen beiden willkiirlich annehmen diirfte, was bei A, niemals, und schon
fir p=4 bei A4, nicht mehr der Fall ist, da alsdann nicht bloss 4, sondern
auch A4; als Function von y,%,%, in Linearfactoren zerfillt.

Mit der Theorie der Function A4, wollen wir uns noch im folgenden Ab-
schnitte beschiftigen.

VI1I. Theorie der Function A4..

26.

Sei in entwickelter Form
A2=;%aikyiyk(i> k=1, 2,... p—1), (1)

mithin der Grad des Coefficienten a;; = ax:
3aik=2(p+y.——3)—ai-—dk-
Ferner sei C die Discriminante von 4,, also

C=2 i aliazgna-ap-‘-i,[&—i (2)
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und in iiblicher Weise Cix die zum Elemente a;z gehorige Unterdeterminante
von C. Es findet zunichst der Satz statt, dass 4, eine vollstindige qua-
dratische Form ist. In der That ist 2~ C= H,(4,), also haben wir
— 1)t
C= ﬁw_”‘. A, (3)
also ist C nicht Null, woraus der vorstehende Satz folgt.

Ich bringe nun 4, in die adjungirte Form; sind »»s...7,—, die neuen Va-
riabeln, also

A
=t 2, )
so lautet die inverse Substitution
Cyr="2Cinn; (5)
und es wird
: 0A2=§§ Cinnin. (6)

Die Substitution (5), durch welche 4, direct in diese, zur urspriinglichen ad-
jungirte Form gebracht wird, ist einer merkwiirdigen Umformung fihig. Wird
A, durch s,s;...s, ausgedriickt und beriicksichtigt, dass s,=-—sy+-+—8,—
ist, so folgt

d A As A
d s4 =%51 o %sy- =A@+t s)— A+ 8u-) = A (s —34),

und ebenso, fiir v=1, 2,... p—1 allgemein

dd:
dasy

Die Substitution (4) wird hiernach zuniichst

=A(s.—5)-

A3t —s) 25
27 A,(s“ s)ayi
Ist nun 7 die Determinante dieser Gleichungen, also r=v—lz-, und
R r
7',5= BaSv
a(byJ
die zum Elemente @s—" gehorige Unterdeterminante, so folgt durch Auflésung

0y
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nach A(s.—s)
V- (5u— ) =25 7pmi, M

und die beabsichtigte Umformung von (5) erfordert zundchst, dass yx durch
die p —1 Differenzen s,—s, ausgedriickt wird. Nun ist

also
rYr=21,8,
¥

oder

yp=NAZrs,. (8)

Sodann sei gy=5,-8); dies gibt o, + 05+ - +Guy=(u—1)8u— (851 + 82+ + Su_y)=us,,
also ist

1
3#=;§(3/¢_3k)

1
&2
also folgt aus (7) was wir auch im folgenden art. gebrauchen werden

s_—Z Zr
‘J.\/A‘n’l.

\/
Wird dies endlich in (8) eingefiihrt, so folgt

©)

1
Yp = 227’;27;1'[—21”:-—7';]
v £ B
U — —_— 1 7 — ’ —_—
=2l k=L s ) o) (10)
P .

welches die beabrichtigte Umformang der Substitution (5) ist.
Wenn wir daher den Ausdruck

Pl i e L ) e e )= R (L)
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setzen, so folgt
G — _2Rq. (12)
Dass Ri eine rationale Function von 2 ist und im Endlichen nur dann
unstetig werden kann, wenn 2z einem Verzweigungswerthe gleich wird, braucht
nicht bewiesen zu werden, da der vorstehende Ausdruck durch Ci und C in
Verbindung mit der aus (3) bekannten Bedeutung von C dies zeigt; wir be-
nutzen umgekehrt den Ausdruck von R;. durch irrationale Elemente, um zu
untersuchen, wie sich die rationale Function Cj:C in den Verzweigungs-
punkten und im Unendlichen verhélt.
Fiir einen Verzweigungswerth 2 werden zwei und nur zwei Zweige von s

unstetig, beide wie V%; ihre Summe bleibt stetig, ebenso jeder andere Zweig

von 8. Da aber in der Unterdeterminante 7} zwei Zweige, s, und s, fehlen,
so wird sie fiir einen Verzweigungswerth 2 entweder gar nicht unstetig, nim-
lich wenn dort s, und s, zusammenhingen, oder #; wird unstetig nur wie

v—%, letzteres namentlich auch dann, wenn #} von beiden Zweigen abhiingt,

welche dort unstetig werden, weil man, ohne Aenderung von »}, den einen
durch die Summe beider ersetzen kann.

Der Ausdruck (11) von R besteht daher aus dreierlei Gliedern, 1) solchen
die fiir den betreffenden Verzweigungswerth stetig bleiben, 2) solchen die dort

unstetig werden wie \/iz und 3) Gliedern die wie Z} unstetig werden. Da die

Summe aller dieser Glieder rational ist, so miissen die Glieder zweiter Art
einander aufheben, und es folgt, dass die rationale Function

ARp=ui

fiir endliche Werthe von z nie unstetig wird, also eine ganze Function von 2z
ist. Aus (11) fOlgt noch beiléiuﬁg Oki == Oljke
Um den Grad dieser ganzen Function zu bestimmen, beachte man, dass im

Unendlichen auf jedem Blatte £=oi zur Ordnung 2 - a; verschwindet, wih-

Y

rend dort » und (art. 13) jedes einzelne Glied von 7, insbesondere auch

7 ggy zur Ordnung p +p¢—1 verschwindet. Also folgt, dass fiir unendliche
‘Werthe von 2

7; zur Ordnung p+p—1—2—a; (13)
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verschwindet. Also wird dort Rz unendlich klein zur Ordnung 2(p+4p—1)—
—a;—ar—4, und weil 4 vom Grade 2(p+p—1) ist, 4 Rir= s unendlich
gross zur Ordnung a;-+ax+ 4. Also ist der gesuchte Grad

dop=a;+ ar+ 4. (14)
Und so haben wir nun
Cin ik
T 2T (15)
Wir setzen nun
z+ OlyyQag* "“;l.—i,/l-—i’_'—_r, (16)

und bezeichnen durch I';; die zum Elemente a;x gehorige Unterdeterminante.
Durch Bildung von T und T folgt dann

1 (=119t ain _ (—1)p20¢-2 '
= b T T T
Nun war (3)

1 _ (o
T e 5

T pde
also folgt:
A=pul
Aip=— %Fik

17
Az=—;;zzrikyi?/k (1)
ik

AAy=—233aipnink.
Tk

Wegen (15) nimmt die Substitution’ (5), durch welche A4, aus der ersten in
die zweite Form iibergefiihrt wird, die vereinfachte Gestalt

2
yk——zizdzkﬂz (18)
an. —
In einem Verzweigungspunkte wird A4 ==0, s\4A =\—4,, also muss 4, ein
reines Quadrat werden (art. 14 zu Ende). In der That findet fiir 4=0 oder

I'=0 das Formelnsystem T'ypTix=TgzTy statt, mittelst dessen sich diese
Eigenschaft von A, sofort verificirt.

Sodann ist zu bemerken dass, wenn I' oder 4 nur einfache Factoren z—«
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hat, niemals 4, mit 4 zugleich verschwinden kann, also die hierauf beziigliche
Bedingung 4) des art. 16 wegfillt. Wenn nédmlich ' und 4, fiir 2=« ver-
schwinden, so ist « von 2,7,...2, unabhingig, also verschwindet fir 2=«
jeder Coefficient I';y von A,, mithin ausser I' selbst auch noch g_Z’ was un-

moglich ist, wenn I' oder A jeden Linearfactor 2 —« nur einmal besitzt.

21,

Damit ist die nothwendige Form von 4, dargethan, und es eriibrigt noch,
die Substitution (18) in den iibrigen Functionen A,...A4, auszufihren. Wir
benutzen fiir diese die Ausdriicke

Ak=(-— l)kA[sisz..,sk+...]

indem wir statt der Substitution (18) direct die Formeln

Su EmZT

\/A

V_Em[ 2r; —fr]

anwenden. Fithrt man diese ein und scheidet die Potenz von 4 aus, so nimmt
Az die Form an

@)

Ak= -P;

hsmwl b

wir denken uns P nach »,7,... geordnet, und bezeichnen durch @ »,%y,*. ..n:f:l
irgend ein Glied von P. Der Ausdruck @ ist in den Unterdeterminanten von r
homogen vom Grade %, mit rein numerischen Coefficienten. Aber in den For-
meln (9) ist », nur mit Unterdeterminanten #;r:... vom gemeinsamen untern
Index 1 multiplicirt, », nur mit Unterdeterminanten 7}r;... vom untern Index
2, u. 8. w. Also ist ¢ eine Summe von Gliedern, von denen jedes das Pro-
duct ist aus einem numerischen Coefficienten und «, Factoren 7., «, Factoren
72 w. 8. w. Da die Anzahl dieser Factoren =£% ist, so wird ein solches Pro-
k
duct fiir einen Verzweigungswerth z unendlich hochstens wie 4 °, also Q- A°
fir einen Verzweigungswerth z nie unstetig. Setzen wir dieses Product = ¢,
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k
und PA®=P,, so wird
P,

Av=gw=

und Q,n* ... ein Glied von P,. Da man diese Form von Ay auch durch
die Substitution (18) erhilt, so ist @, rationale Function von 2, und weil sie
im Endlichen nie unstetig wird, so ist sie ganze Function von 2. Um ihren
Grad zu bestimmen, ist zu beachten dass im Unendlichen «, Factoren eines
Gliedes von @ zur Ordnung (p+4p—1)—(a:+2), «, Factoren zur Ordnung
(p+p—1)—(a:+2) u. s. w. verschwinden, also @ selbst zur Ordnung

af(p+u-1)-(a+2)] +az[(]30 +p=1)=(a+ 2]+ =k (prp-1)-2k-(auls + 2205 +-+)

verschwindet. Da dort A* zur Ordnung %(p- p»—1) unendlich wird, so wird
E

Q=0- A” unendlich zur Ordnung 2%+ a, ¢ + a30...., und dies ist der Grad
von ¢,. Wir haben also den Satz:
Aus dem Ausdrucke von A, leite man die Substitution
_ 04
2 0yi

oder durch Umkehrung die folgende

2
yh=—Z§aikm' (18)

ab. Fiihrt man letztere in die iibrigen Functionen A;...A4, ein, so
hebt sich aus den Coefficienten der neuen, nach »,7,... geordneten
Ausdriicke A einmal weg, und es nimmt allgemein 4 die Form an

QU (o o =),

Ap= Aki

wo alle Coefficienten ganze Functionen von z sind, und insbesondere
Q.. .. vom Grade

2k+“1a1+42a2+"

ist.
Strassburg, 22 Februar 1878,

Annoli di Matematica, tomo IX. 39
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Ueber algebraische Differentiale.

(Da due lettere del dott. A. Harsack, professore a Dresda, al prof. L. CreEMox4).

..... . Als ich vor kurzem die Untersuchungen iiber algebraische Diffe-
rentiale (*) fiir meine Vortriige an der hiesigen polytechnischen Schule wieder
aufnahm, ward mir das Studium Ihrer Arbeit (**) von grossem Interesse, weil
daselbst ein Weg gezeigt ist, der von vornherein die Behandlung mit homo-
genen Coordinaten gestattet, ohne dass complicirte Partialbruchzerlegungen
benutzt werden.

Gestatten Sie mir, hochverehrter Herr College, Ihnen einige kurze Bemer-
kungen mitzutheilen, die nur eine Vervollstindigung der Methode geben sollen,
welche Sie in Threm Aufsatze angewandt haben.

Das Verhalten des Differentiales

N tamdes 0 exda)

AV = :

(@i =0) (1)

de

n—I1 n—
a - ae a,.

in einem Doppelpunkte der Curve lisst sich in folgender Weise priifen:
Bedeuten #,=0 und v,=0 die Gleichungen zweier Geraden, welche durch

den Doppelpunkt y=@ gehen, so ist die Gleichung der Curve in der Form

entwickelbar:
az = uexKo + uxeK-, + veng . (2)

Substituirt man in die Formen K die Coordinaten des Doppelpunktes, so stellt
die rechte Seite das Product der beiden Tangenten des Doppelpunktes dar, die
kurz mit (t6z + X4 05) (6 + A 0z) =18, bezeichnet werden sollen. Alsdann ist
in der Nihe des Doppelpunktes:

=1

A e ="1gySe -+ 76 Sa. 3)

(*) Ueber eine Behandlungsiceise der algebraischen Differentiale in homogenen Coordinaten
(Mathematische Annalen, 11 Band; Leipzig, 1876).

(**) Sugli integrali a differenziale algebrico (Memorie dell’Accademia delle Scienze di
Bologna, 1869, tomo 10 della 22 serie).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Harnack: Ueber algebraische Differentiale. © 303

Bestimmt man nun eine beliebige Gerade w, so, dass fiir den Doppelpunkt
wy =|wuv|==1 wird, so ldsst sich an Stelle des Differentiales d¥ in der Nihe
des Doppelpunktes das einfachere betrachten:

b lexda)
AV =Ty 122071
W {¥x Sc e Sz}

FuSs=0. 4)

Fiir den einen oder den anderen der beiden Zweige muss das Differential
liangs r,=0 oder lings s,=0 genommen werden. Fiir 7,=0 wird, falls man

N\
e =sw wihlt,

[ n0{Sxwdr—wesin) _ n by~ _ nty ™ )
V—f wosalrsel = Trswl flog wy—log sz} = P log(uz+ 2vy). (D)
A\
Fir s;=0 wird, wenn ¢c=rw ist,
(09 {rowde —wariz) _ nhy " . _n()’;_3
V—f weralsrnl Irswl[logww-logu[—72_hlog(ux+livx) (6)

da in beiden Fillen |rsw|=(,—21)luowl=2—3%, ist.
Es ist bemerkenswerth, dass die Summe der beiden Integrale in beliebiger
Nihe des Doppelpunktes immer endlich bleibt; denn setzt man in die Glei-

AN\ . A PN
chung (5) x=ru, de=rdu, in (6) z=su, de=sdu, so folgt:

fzdv=n5;—3fj rudu| [suduwl }=—n$z,”_3 jwudu| )

Iwrullwul_msullsru] Iwrullwsu[’

A\ A\
ein Integral welches nur in den Schnittpunkten w#» und ws, nicht aber in

der Umgebung von ;?, unendlich wird.

Eine gleiche Betrachtung gilt fiir alle vielfachen Punkte, in denen die Tan-

genten getrennt sind. In einem Riickkehrpunkte, in welchem A, =2, wird,
verhilt sich das Differential, wie

nllecxdzx) i

—— fiir

Vo= 0.
2WaTr¥e

Als Grenzfall der Gleichungen (5) oder (6) aufgefasst, erkennt man dass das

log(uz -+ 2202) fiir 3
Je—Ny

von der ersten Ordnung. Auch hier bleibt die Summe der beiden Integrale
in den Néhe des Riickkehrpunktes durchaus endlich; denn diese Summe ist

Integral unendlich wird, wie 1=12;, das heisst algebraisch
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gleich

[zav=—nooflotel. ®)

|wrwj

Den Beweis des Abelschen Theorems fiir das Normalintegral dritter Gattung
fiihre ich im Anschluss an die von Ihnen a. a. Ort pag. 28 aufgestellte Glei-
chung (42) in folgender Weise. Es ist zu integriren:

% §=1mn Q"—2 de.f‘l 1 (® i=mn (), kp
—f 2 [Enz|aac ( d) g‘l R )

0

wobei R=a" "ol llaa/E;l die Jacobische Determinante der drei Functionen
o, ap=gn-+Ays, |&nzl bedeutet und die Summe fiir die mn Schnittpunkte
der Curven a%=0 und «7=0 gebildet werden soll. Diese Gleichung ergiebt

A\
sich auf die kiirzeste Weise, in dem man ¢=a}'(2£y) setzt, und dabei be-
riicksichtigt, dass fiir die Schnittpunkte und deren Nachbarpunkte

m—1 d A

Az dde= " ¢

ist.
Nach einem Satze, den ich im 10 Bande der Math. Annalen bewiesen habe,
und der, wie ich spiter fand, eine unmittelbare Folge eines zuerst von Liou-

viuLe (¥) erkannten Theoremes ist, wird die Summe von Q—le fir die Schnitt-
punkte von @ =0 und «p=0 gleich der mit » multiplicirten Summe von
2y geblldet fiir die Schnittpunkte von a% =0 und |£yx]=0. Da fir n—2

derse]ben Q=0 wird, so ist:

n—? m n—2 m
. O y
d)‘ﬁ i—l ‘ E m + n—nl Lp,’ m (10)
| ayay o ay—ag-on
und weil Qf *=p-af a,, O C=p-a;" d;, g0 ist
V= .10 ¢ﬂ - 05 . 11

Die Normirung des Integrales dritter Gattung ist tibrigens bei dieser Ablei-

(*) Journal de Mathématiques, t. 2.
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.............................................

Erlauben Sie mir, Ihnen mitzutheilen, wie sich das Integral der rationalen
Functionen zwischen reellen Grenzen, vorausgesetzt dass es innerhalb dieses
reellen Intervalles nicht unendlich wird, in homogenen Coordinaten auswerthen
ldsst. Bezeichnet man das auf die Gerade w,=0 beziigliche Differential mit

AV — a2l cxdax] (s =0)

pxki px(z) e px(n Ue

und sind die Schnittpunkte der Geraden p mit # alle imaginér:

PO —_

PE(i) =_p(i)u-_= al?) + b(i)v_. 1,
so wird, wenn man die Integration mit Hilfe des Strahlbiischels 7+ 2s,=0
von A=+ 00 bis A= —oo ausfithrt,

i=n a?(;)—?
V=rn{—1Y +
i=1 Hp

wobei das + oder — zeichen zu nehmen, je nachdem
7p8a — 7485 > oder <<0.

Legt man das Coordinatensystem, was immer moglich, so dass der Punkt &
fir alle £ der néimliche wird, und wihlt man s,=0, so wird der positive oder
negative Werth zu nehmen sein, je nachdem #55,>> oder <<0.

Dies giebt fiir die gewdhnliche Darstellung folgende Regel: Ist 7, =z, =0,
sy=1u,=0; und werden die Coordinaten jedes Punktes auf « durch

péi=p2, -I-vzi\/jl

P‘gz=‘7/2
dargestellt, so ist bei der Drehung von - oo zu —oo der positive Werth zu
nehmen, wenn »2,7%,>>0, der negative wenn »2,%,<C0. Das Vorzeichen von
2.y, bestimmt die Drehrichtung im Strahlbiischel x, 42z, =0.

Ich habe mir, hochgeehrter Herr, erlaubt Ihnen die kurzen Bemerkungen

mitzutheilen, weil dieselben aus dem Studium Ihrer Abhandlung hervorge-
gangen sind.

.............................................

Dresden, Polytechnikum,
28 October
8 Decemberi 1878.
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On a Problem in Algebra.

(By Jomn. C. Maver, Trinity College Dublin.)

)

J.his memoir is mainly occupied with the solution and consequences of the
following algebraic problem.

« Being given any two algebraic equations to determine the equation of
which the roots shall be of the form a7, « being a root of one of the given
equations and f of the other. »

First let us consider the two equations

xr— Pt Pt £ p, =0
2 —q g2 g, =0,

Let the roots of the first equation be x,, x,,... z, and the roots of the se-
cond 44, Yay... Yo and let us determine the conditions that the coefficients of
the equations must satisfy in order that the following relations should subsist
among the roots
i LyYr==L Y2 =X3Y3 = TnlYn
1

in this case each of these products should be equal to (pnqn);, therefore if
1

in the first equation we change z to x(pnqn); we evidently should get an equa-
tion of which the roots should be the reciprocals of the roots of the second,
hence by comparing coefficients we get as the required conditions the following

n—1 equations
n—1 n—2

P@ap) * =gneDny  De(GnDn) " = nsln |
n—2 1 g (1)

Ds(qnDn) " = qn-spn and finally p,_,(qape) =q:pn /

these relations are not, as is seen, expressed in the simplest forms, but for
convenience I write them as above.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Malet: On a Problem in Algebra. 307

Let us now take the equations
2t — A at F Agnt .o+ 4, = (@)
2" — Biam—t 4 B,gm-2... &+ B,,=0. ()

The roots of the first of these equations being ai, s, asy... «n, and the roots
of the second being i, Bs,... B, I proceed to form the equation of which

the roots shall be of the form «,f,, «,8, and so on. Multiply equation (a) by
(#— ) (@ — @) (*—25) -+ (x— &) and equation () by
@=y)E—y)@—y5): - (€ —Yu-s)
they become respectively
grint — (A + X))o - (4, + A, X+ X+ 4, X, =

and

gt — (B, 4 Y )am+n? + (B, + B, Y, + Y,)amtn3... £ B, Y, ,=0
where
X1=E(x4), X2=Z(£vix2)---Xm_1==x4$2---xm_i
Yi=3(@), Ye=309) Yo =9 Yn-

Hence from conditions (1) we see that the following equations

mtn—2

(Al +X1) gATLBme—l Irn;igrn-l_”_l:(yn—iB?n—i + Y?’L—?Bm)A%X —1
m-+n—2

(Az * A4X4 * Xz) {AanXm—x n~1§m+"—l =(Yn—1 Bm—z +Y, —2 Dm—y + Yn—sBm)Aan —1

...............................................

...............................................

m—1

...............................................

2
(AnXm——s + An—le—z + An—sz—l) {Aan Xm——1 Yn_“'”‘*‘“_l = (B2 * B5Y4 * YQ)A”X 1

1
(A Xm—s + Aot X)) | An B X Yo" =(Bu+ V) An Ko
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are equivalent to the following relations among z,, z,, y,, ys,...

L Pi=%: P+ = Tm—1Bm—1 = Yoy =Ys0lg*** =1Yp—yon—y=0nfm
1
from these relations we see that (A, By Xy ¥Yys)" "' =0, B hence calling
it « the previous conditions may be written

(As+ Kjamims=Tpt ot B4 Yo Ko

Bm_
(A 2 ¥ Ai -Xi + Xz) gt n—_ = '_—P;—g gmn—t Bm—i AnYn—z m—1 * Bm An Yn—a Xm—1

m

(An+ A X+ Yamt =§$ =t s B o A Y s Xy -
(AnX7n—3 + -An—iXm—z + An—z Xm»—i) 2t = BzAn Xm—1 + B1 AnY1X — + AnYsz—i
(An Xm—s + An—y Xm—i) =B, An X p+ A, Y X,

Now eliminating linearly from these equations the quantities

ety AY X,  AnYn-sXmsyeoo  Xpoyy,  2Xpe,... 272X,

and multiplying the result by B, we get the required equation in x

Byax"—4,Byxe~t B, 0... 00 z¢ 0... O 0 0

By xr—A,Bux** B,y Bn... 0 0 A2t 27... 0 0 0

............... ... 1B, 0 0.. 4, 4,z A, ,2*— B, A,

............... ... 01 0 0... 0 4, A4,.,x—BA4.
= ©

I will now apply the general formula to a few particular cases.

I. Two quadratic equations
Let the equations be

w?*— Az A4,=0, 2?— Bz 4 B, =0
then the required equation is
Bixz—‘AiBzw xz""‘Ag.Bz

=0
xz—Ang Aiw—A2Bi

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Malet: On a Problem in Algebra. 309

or expanding
x4——A1Bix‘3 + (AiBz + BZ-A2_ 2A2B2)x2_A1A2B1B2x+A§B;= 0.

II. Cubic and Quadratic.
Let the equations be

P=—Ar Ay —A4;=0
2*— B,x + B, =0
then the required equation is
B.x*—A,B,x* B, 3
w*—A; B2 B, Ax*—B,4; |=0

—A3B2 1 .A.gx —B1A3
or expanding

25— A, B.a5 4+ (A2 By 4- B A, — 2 4, B + B, (3 A B, — A, B: — A, 4, B.) 2
+ B,(4: 4; B2+ A2B, —2 A, A, B)a* — A, A; B, Biw + A2 B3 =0.

III. Two-Cubics.
Let the given equations be

p—A -+ A,x—A,=0
2*— B,x*+4 B,x — B, =0.
Then the required equation will be
Byaw*— A, B;x* B, «° 0
Bix*—A,B;x B, A2 22— A4, B,
22— A, B, B, A,z Ax*—A,B,
0 1 A4, Ax—A4:B,
which expanded gives
2~ A,Bya® +(A? B, + BiA;- 2 4, By) "
+(34,4,B;+3B,By A~ A B, - A3 A;-3 4, B;— A, 4, B, B))«*
+(A24; BBy + BB, A, Ay + AiB:— A, A, B, B,~2 A, A, B;-2 B, B A2
+(2A4:4,B,B; +2B By Ay Ay~ A2 A, B: By + A, A, B, By— A, A2 B, By~ B B; A; A)*
+(4,4,A4,B,B, B;-3 A, 4, A, B3~ 3B, B, B, A%+ A1 B} + A} By + 3 A3 B

_.A.3B3(.A.;B1B3 +B§A1A3—2A1A3B1B3)x2 + AzA;Bszx + Ang::O'
Annali di Matematico, tomo IX. 40
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IV. A Biquadratic and Quadratic
Let the given equations be

x4—A4x3+A2x2—A3x+A4==
xz—B1$+B2=O.

Then the required equation is

Bix*—A,B,x* B, 0 !
2*—A;B,2* B, B, Ax? _0
— A3 B,z 1 B, A,2*—B.4,
— AB, 0 1 A,x—B,A,

which expanded gives
28— A, B, a" - (A} B+ BiA;—2 A2 By)2* + (3AsBi By — As B> — Ay A: B, B,) 2
+(A1As BB+ AZBI 4+ 2A, B+ A, B —2 4, A, B — 4 A, B! B))x*
+ (3 A A BB} — A A B}B, — A A3 B, By)x® + (A, Ay B2 B2 4- A2 B3 2 A, A, B) x®
—A;A B, Bix 4 A2Bi==0.
If in equation (c) we change B, to B]_m’ B, to % and so on we at once

have the equation of which the roots are of the form f:—: etc.; hence also

we deduce the eliminant of the two equations in the form of a determinant
somewhat simpler than that usually given, for to, do so we need only put
z=1 in the equation just, mentioned.

For example the eliminant of the two cubics

2 — Aty + Ay xy® — Ay P
and
2* — Byx*y + Bywy® — By y®
may be written
B,—4A, 1 1 0

B,—A, B, A, Bs— A,
B;—A; By, Ay, A,B;—A;B,
0 By As A;B;—4A,B,
and the eliminant of
o= Aty -+ A0t yr— Aseyt - Ayt
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and

xz‘—' Bixy—*‘Bzyz
may be written
A—B, 1 0 B,

Az—Bz Bi 1 Al BZ
AS B2 Bi AZB2—A4
A‘ O .B2 A3B2—A4B1

Hence also we can write down the discriminant of any equation in the form
of a determinant for if we form the equation of which the roots are the roots
of the given equation each divided by a root of its first derived we get the
required discriminant by writing =1 in the result.

For example, the discriminant of the cubic

xs—Asz—I—Azx—As
may be written
4, 3 A,

24, 24, AA,—34,
34, A, A—24,4,
In a similar manner, considering the single equation
an— At Ayt A, =0

we can determine the equation of which the roots are the products of pairs
of the roots of the given equation.
First consider the equation

x?m __pixzm——i +p2 xim—-Z +p2m e 0.
If the roots are z,, %5, s,... Tn then if
1T =0384=" " Tam—1Lam

it is easily seen, as before, that the coefficients must be connected by the

relations
m—1 m—2

P:(pzm) " = Pom—1, Pz(}’zm) " = Pem—2

......................

Pm—e (pzm)m = Pn+2y Pm—s (Z’zm)m = Pm+1s
Hence if we multiply the given equation by

(@ — )@ —2s) (@ —25) -+ - (€ — Bns)
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we see that the equations

n—2

At X)P T =4, X 42 P

n—3

(AZ + AiXi + 'X2)Pn_l = A, Xn -+ Ay X+ A2;2 P

(A3 + 4. X, + A4 X + X3)Pm= Aan—s ‘l‘An—{Xn—-d + Ap s Xn—s + Aj:’ P

------------------------------------------

Ans b Ap Ko oo Xy ) P = A X Ay X - - - A
and finally

1

(Aﬂ—2 + A”—3X1+A”—4X2 +-- +Xﬂ—2)P”_1 =An-+ An—1X1 + - +A2Xn—2 N

where P=A,X,,, are equivalent to

Tioy=Taotp ==Lzt == Op—y tn
a; ap a3 an being the roots of the given equation.
1
From these last relations we see that the values of P"~ are the products
of pairs of roots of the given equation, hence putting P=g»— and remembe-
ring that A,X,—.=P, by eliminating from the previous equations X,, X,
Xs,... Xn-s we get for our required equation, of which the roots are the pro-
ducts of pairs of roots of the original, the following,

X = A X"+ Ay A2 —A% Ausx-Apy Ay iZ-Ape... A, x—-A, AT-A;

AnAn_gxg- A3xn—1 An_4x2—An An—sw‘l—An_inc. Aixz_AS xz'—A‘;
AnAn_4x3—A4wn—i An_5x3 An—-sxs—Aﬂ.o- xg"'Aﬁ _A5
AnAg x”‘3—An_2 xn— Alw”“"’ xn-s, .. -—-An "‘An—i
AnAix”“2—An-, gt L2 0... 0 -Ay

=0
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for example take the sextic equation
2— At Ayt — At At — Ase -+ Ag=0

the required equation is
xﬂ_Agxs_A4A6$—A§ A3x_A5 Agx—A4 A‘x—As

Az Aga? — Az’ A — Ay Ax®— A, ar—A, 0
A2A6w3 —A4x5 Aix:‘ ms_-AG —A5 o
A Agat— Agas x* 0 — A,

which expanded is
28— At (A Ay — At + (A As+ 24, Au— AZA, — A2 — A ot
+(A‘1A5+AiA3A4+A3A5+2AgA6—A§A6-—3A1A2A5—A§)x“
F(4ATA A+ 24, A A5+ 24, AsAs +2A5Ac— AlAs — A2A A, — 3B A, AL A,
— 2424, — A, A2 —2A%)zb
T (Al As Ao+ AL Az A As B4 As Ao+ A AT+ 245 A, - A — AT AT — ATA A,
—3A,A, A Ac—3A A A — 24220
F(ASA A+ A AsAuAs +2A, A A2 2A3A A+ A A2 — AAL A A — AZA?
— A A A A — A AGA — ASAT—BA A A — A3A)a®
(42424, A, A2 A Ay - BA A+ A A A A A AZA2 - A, 4, A2 - AP A,
— A4, A2 — 2 A2 A A Ay — A AT — A A, A A — 2 4, A2 A )7
- (A2A2A; 4B A A A A2 A, A2 Ao - S A A, As A+ 2 45— AP A, A2
— A A A A A — 3 A A AT — A3 A2 A, A2 A2 A g0
(A A A A AR Ay AZA A2 SA A AL -2 AT A% - A —2 4,4, 4, A
— QA A A A — DA, AT 4 A, A2 A 0P
+ A(3A, A A A+ AZA 4 A2 A, — A A M — A A3 — A, A A A — 24,470
A (A AT A2 - A2 — A, A A — 2 A, A, A ) AY(4, A — A A )t
A, At — A3 =0.
Dublin, December 1° 1878.

Fise per Tomo IX.° (Serie IL%)
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