= THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR
LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMAT[QUES,
Par M. POINCARE,

Ingénieur des Mines.

1r THESE. — SuR LES PROPRIETES DES FONCTIONS DEFINIES PAR LES EQUATIONS
AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

2* THESE. — PropOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Soutenues, le 1879, devant la Commission
d’Examen,

MM. BOUQUET, Président,
OSSIAN BONNET,
DARBOUX,

Examinateurs.

PARIS,

GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE, DU BUREAU DES LONGITUDES,
SUGCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, 55.

1879

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ACADEMIE DE PARIS.

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

MM.
DOYEN....ccocoveenrinanntinins MILNE EDWARDS, Professeur. Zoologie, Anatomie, Phy-
’ siologie comparée.
DUMAS.
PROFESSEURS HONORAIRES PASTEUR.
CHASLES . ... .cieviuv.enn Géométrie supérieure.
. P.DESAINS....oeveenr-n-n Physique.
LIOUVILLE.... .i.evnnees Mécanique rationnelle.
PUISEUX .....covvvvnnn ... Astronomie.
HEBERT ...ovvvv.nn.. .... Géologie.
DUCHARTRE. ............ Botanique.
JAMIN............. «+.... Physique.
SERRET.. .......cccuvenan Calcul différentiel et intégral,
H. S*-CLAIRE DEVILLE... Chimie.
DE LACAZE-DUTHIERS.. .. Zoologie, Anatomie, Physio-

PROFESSEURS ., .............. logie compareée.
LBERT...... ....... es.... Physiologie.
HERMITE .,..... ........ Algebre supérieure.
BRIOT...... ceereseenians Calcul des probabilités, Phy-
sique mathématique.
BOUQUET.......... «v.+.. Mécanique physique et expé-
rimentale.
TROOST . ...... Ceeenerens Chimie.
WURTZ...........  eeaens Chimie organique.
| FRIEDEL...... Cereieeien Minéralogie.
| O, BONNET....... ¢ v Astronomie.
BERTRAND..,............ {S' he .
AGREGES.................... veeed T VIEILLE. oo v oo nas f ciences mathematiques.
| PELIGOT...... eeaas ++... Sciences physiques.
SECRETAIRE .................. PHILIPPON.

5437 Pamis. — IMpriMERIE DE GAUTHIER-VILLARS, successeuR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, 53.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



A

M. OSSTAN BONNET

Hommage respectueux.

POINCARE,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



PREMIERE THESE.

SUR LES PROPRIETES DES FONCTIONS

DEFINIES PAR

LES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES.

INTRODUCTION.

Le probleme de I'intégration des équations aux différences partielles
a été abordé dés le siecle dernier par les géometres; mais ce n’est qu’au
commencement de ce siecle que Cauchy et Jacobi sont parvenus & ra-
mener completement I'intégration des équations aux dérivées partielles
du premier ordre a celle des équations différentielles ordinaires.

Toutefois la question n’était point épuisée, car ce dernier probleme,
P'intégration des équations aux différentielles ordinaires, était loin
d’étre résolu. L’existence méme de l'intégrale n’était pas démontrée
d’une maniere rigoureuse.

Cauchy aborde ce nouveau probleme, et, dans le Tome XIV des
Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences (p. 1020-1023), il
imagine pour le résoudre un nouveau mode de calcul qu’il appelle calcul
des limites, et il démontre que les équations différentielles ordinaires
admettent une intégrale; il définit complétement cette intégrale, ou
plutot un élément de cette intégrale, en montrant qu'elle peut se
représenter en général par une série ordonnée suivant les puissances

croissantes de la variable et convergentes dans de certaines limites.
1
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(2)
C'est donc une intégration complete, mais qui ne nous fait pas con-
naitre la valeur que prend la fonction cherchée quand on donne i cette
variable une valeur quelconque, mais seulement quand le module de
cette variable reste plus pelit qu’une quantité donnée.

Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de I’ Académie des
Sciences, il applique les procédés du calcul deslimites d’abord aux équa-
tions linéaires aux différences partielles du premier ordre (p. 44-58),
puis 2 un systeme quelconque d'équations aux différences partielles
d’ordre quelconque (p. 85-101). Il recherche quelle est I'intégrale de ces
équations qui est assujeltie & se réduire, quand 'une des variables s’an-
nule, d certaines fonctions données des autres variables indépendantes, et
il démontre que cette intégrale peut encore, en général, se représenter
par une série ordonnée suivant les puissances croissantes des variables.

Enfin, dans le Tome XVI (p. 572), il recherche comment on devrait
aborder le probleme quand I'intégrale particuliere que 'on éludie est
assujettie 3 d’autres conditions qu’a celle de se réduire, quand I'une des
variables s’annule, & certaines fonctions données des autres variables.

Dans le cas le plus général, le probleme qui nous occupe a donc été
completement résolu par Cauchy.

Il a été depuisrepris par deux géometres. Dans une These inaugurale,
insérée dans le Tome 80 du Journal de Crelle (p. 1 et suivantes), M™® de
Kowalewski a démontré de nouveau des théoremes déja trouvés par
Cauchy; enfin M. Darboux en ainséré une démonstration nouvelle dans
le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences
(p-101). Toutefois, il existe encore des cas ol le théoreme de Cauchy
ne peut pas s’appliquer et ou I'intégrale soit d’'une équalion différen-
tielle ordinaire, soit d'une équation aux différences particlles, ne peut
sc représenter par une série convergente ordonnée suivant les puis-
sances croissantes des variables.

Pour les équations différentielles ordinaires, ces cas exceptionnels
ont été étudiés par MM. Briot et Bouquet, dans un Mémoire intitulé
Mémoire sur les fonctions définies par les équations différentielles et inséré
dans le Tome XXXVI du Journal de I’Ecole Polytechnigue.

Mon but, dans ce travail, est d’étudier de méme, pour les équations
aux différences partielles du premier ordre, les cas exceplionnels ou le
théoreme de Cauchy ne s’applique plus.
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Ces cas sont de deux sortes : ou bien la difficulté provient, non de la
forme méme de I'équation proposée, mais de la maniere dont est défi-
nie I'intégrale particuliere que I'on étudie; ou hien elle est due 2 la
forme de 1'équation proposée. De la la division naturelle de ce travail
en deux Parties. La premiere est destinée a ’étude des exceptions de la
premiere sorte et nous amenera a reconnaitre que 'on peut obtenir
I’expression implicite de I'intégrale en égalant & zéro certaines fonc-
tions des variables de 'intégrale et de ses dérivées du premier ordre,
et que ces fonctions peuvent se représenter par des séries ordonnées
suivant les puissances croissantes de ces quantités.

Dans la deuxieme Partie, on étudie la seconde sorte de singularités;
mais je n’ai pu arriver i des résultats que quand certains coefficients
satisfont i certaines conditions de signe, el j'ai été obligé de laisser de
coté les cas ol ces conditions ne sont pas remplies.

Avant d’aborder le probleme qui est I'objet principal de ce Mémoire,
yai da étudier, dans des lemmes préliminaires, quelques propriétés
générales des fonctions, et, en particulier, rechercher ce qui se passe
quand-on ne peut plus appliquer les théoremes de MM. Briot et Bouquet,
relatifs aux fonctions définies par des équations dont le second membre
est zéro, et le premier membre une série ordonnée suivant les puis-
sances croissantes des variables et des fonctions cherchées.

LEMMES PRELIMINAIRES.

On sait qu’une fonction z de » variables z,, ,, ..., , (ou plutot
un élément de cette fonction) est dite holomorphe en x, — «,, o, — 2,,
.., X, —a, quand on pecut la représenter dans une certaine étendue
par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes
dex,—a,, x,—ag, ..., x,— ap (ay, a3, ..., &, étant des constantes
données).
Pour que cela ait lieu, il faut et il suffit que la fonction z reste
finie, continue et monodrome quand les modules de =, — a,, x, — «,,
, X, — 2, restent plus petits que certaines quanltités données.
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Théoréme de MM. Briot et Bouquet.

MM. Briot et Bouquet ont démontré que, si p fonctions 5,, 33y -+, 3,
de n variables x,, x,, ..., x, sont définies par p équations dont le
second membre est zéro et les premiers membres sont p fonctions holo-
morphes en z,— B, 3, — Bay .oey Zp— Lo Ty — Xy Ty — &gy «ovy Tn— %,
(les o et les B étant des constantes), si ces p équations sont satisfaites
quand on fau

5 =B, 2=0, ..., zp:B[n Xy =&y Tr=— %y ey Tp==Apy

si pour le méme systéme de valeurs le déterminant fonctionnel des pre-
miers membres des p équations par rapport aux p fonctions z n’est pas
nul, les p fonctions z ainsi définies sont holomorphes en x, — «,,
Ty — Ogsvnny Tpy— Oye

Je ferai dans la suite un fréquent usage de ce théoreme, et je m’en
servirai en particulier pour démontrer les lemmes qui vont suivre.

Définition. — Nous dirons qu’une fonction z de n variables x,,
Ty, ..., &, est algébroide de degré men x, —a,, T3 — sy ..., Tn— 2,
quand elle satisfera 3 une équation de la forme

(z—PB)"+ At (3—B)" ' +. .+ A-(Z—Aﬁ)-*-AoZO,

ot Aty . ..» Ay, A, sont des séries ordonnées suivant les puissances
croissantes de @, — &,, Ty — &y, ..., T, — &,, qui restent convergentes
quand les modules de x, — @, ¥z — «a, . .., T, — o, restent plus pelits
que certaines quantités données et qui s’annulent quand

Zi== 0y XTa== Gy e.vy Xpn= Ay
Dans tout ce qui va suivre, nous supposerons que
= =...=a,=p=n.
Nous pouvons toujours le faire, car, si cela n’élait pas, on ferait
=y, Za=)it Gy ey =)t sy 3=2 4+

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas ol les « et 5
sont nuls.
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LemnE |, — Si une fonction z est algébroide de degré m en x,, x,,
eevs &py €l que Uon y remplace x,, %,, . .., x, par des fonctions holo-
morphes en t s’annulant quand t = o, la fonction z est développable en

une série convergente dans une certaine étendue et ordonnée suivant les
1

puissances croissantes de t¥, p étant un nombre entier tel que
psm.

En effet, reprenons I’équation

2"+ A 2"+ A+ A =o.

Remplagons dans cette équation
Ziy Tay « oy Xa

par certaines fonctions
9(t)y @:(t)s -ves 9alt)

holomorphes en ¢ et s’annulant avec cette variable. Les A deviendront
des fonctions holomorphes en ¢ et-s'annuleront pour ¢=o, puisqu'ils

s’annulent pour
X, =Xy =...= =0,

La fonction z devient ainsi une fonction de ¢ susceptible de m valeurs.

Quand on fera varier ¢ de telle maniere que le point qui représente

sa valeur imaginaire sur un plan décrive un contour autour du

point =o, il y aura p de ces m valeurs qui se permuteront circu-
1

lairement comme les p valeurs de ¢7. Il est évident que, si 'ondonne
a z une de ces p valeurs comme valeur initiale et qu’on fasse décrire

1
a ¢ un chemin tel que ¢” revienne a sa valeur primitive, z reviendra
aussi a sa valeur initiale. De plus, z conserve une valeur finie quand le

module de ¢ reste inférieur & une limite donnée, et, étant une fonction
1
continue de ¢, est aussi une fonction continue de z”.
L . . , .
Donc z est holomorphe en ¢7, et il est d’ailleurs évident que

P Sm. Cc. Q. F. D.
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. 3 l. ’ 3
Dans les deux lemmes qui vont suivre, on considérera une fonction z
de n variables z,, «,, ..., z, définie par une équation

¢(z)=o,
dont le premier membre ¢(z) est une série

A+ Az + A 22+,

ordonnée suivant les puissances croissantes de z et dont les coeffi-
cients Ay, A,, ... sont des fonctions holomorphes en #,, x,, ..., x,.
On supposera que, quand on fait dans les A

Xy =X=...=Xp==0,
on ait
A=A =A= ..=A._==o0 (A,,.><‘0).

Lemme 1. — Il existe m fonctions z qui satisfont a la définition pre-
cédente et qui tendent vers zéro quand x,, x,, ..., x, tendent vers zéro.

En effet, soit ¢,(z) ce que devient ¢(z) quand on y fait
I =X2=...=I, = 0.

Si I'on représente les parties réelle et imaginaire de z par les coor-
données d’un point dans un plan, on pourra toujours tracer dans ce
plan un cercle C ayant pour centre le point z=o0 et dont le rayon R
soit assez petit pour que ¢,(z) nes’annule pas a I'intérieur de ce cercle,
si ce n’est pour z = o. Ceci posé, il est évident que, si I'on prend I'in-
tégrale

9, (2) dz

9e(2)

le long d’un cercle quelconque C,, concentrique a Cet de rayon R, <R,
celle intégrale sera égale a 2inm.

Soit maintenant ¢,(z) ce que devient ¢(z) quand on donne a x,,
&y, ..., T, cerlaines valeurs déterminées différentes de zéro. On peut
toujours prendre les modules de ces valeurs déterminées assez pelits
pour que:

1° ¢, (z) differe aussi peu qu’on veut de ¢,(z);
2° ¢, (z) differe aussi peu qu’on veut de <p0(z)

).
z)’

o . I( ) (
3 oz differe aussi peu qu’on veut de ¥ ol
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9. (2)

4° Enfin pour que f?P—é—)dz prise le long du cercle C, differe aussi
peu qu’on veut de f(g"g;dz prise le long du méme cercle, c’est-

a-dire, puisque cette intégrale est toujours égale a 2¢x multiplié par un
nombre entier, pour qu’elle soit égale a 2i7m.

Donc on peut toujours prendre les modules de x,, x,. ..., z, assez
petits pour que ¢,(z) s’annule m fois dans l'intérieur du cercle C,,
quelque petit que soit le rayon de ce cercle.

Donc il existe m fonctions z,, z,, ..., 2, de @,, s, ..., T, qui
annulent la fonction ¢ (z) et qui tendent vers zéro quand z,, x,, ..., x,
tendent vers zéro. C. Q. F. D.

Lemme 1. — Les m fonctions z,, 3,, .. ., 3, sont algébroides de degré
menx,, Ly, ..., Lp.

En effet, les m fonctions z,, z,, ..., z,, sont définies par les m équa-
tions

(1) 9(2a) =9, 9(z:)=o0, ..., ¢(za)=0o0.

Je vais d’abord remplacer le systeme (1) par un autre systéme équi-
valent. A cet effet, je poserai

Flo) =(v—z)(¢—2)...(o— 2a),

fn =4,
fp("):sz—f
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N ela) fal )
B.= Y B

i=1
Il est clair que le systeme

{2) B,=o0, B,—=o, ..., B,—o0

est équivalent au systeme (1).

Les B sont symétriques par rapport a z,, z,, ..., Z,. De plus, ce
sont des fonctions entieres par rapport 2 ces variables. En effet, les
dénominateurs f,(z;) ne contiennent que des facteurs de la forme
5;— zx ¢t ne contiennent ces facteurs qu’a la premicre puissance. Donc
les B seront égaux aux quotients de fonctions holomorphes en z,,
Sge «ves Bpme Xyy Loy + o .0 &, par le produit de tous les facteurs tels que
5;— 54 Jaurai donc démontré que les B sont eux-mémes des fonctions
holomorphes en z,, 23, ..., 5, @,, T3, ..., &, si je fais voir qu’en les
multipliant par z; — z, et faisant 5, = z, on les annule. Or cela est évi-
dent, car, les B étant symétriques par rapport a z; et & 54, B(z; — z)
change de signe quand on change z; en z; et z, en 5,. Donc il s'annule
quand z; = z;. Donc les B sont holomorphes en x,, x,, ..., z,, en z,,
Zy +.., B, € symétriques par rapport a ces m dernieres variables,

Posons
Ss=2z;, S,:Zz}, ey S,,,—:Ez:-”.

Ces m nouvelles variables s’annuleront en méme temps que les z;
De plus, on sait que tout polynéme entier symétrique par rapport
aux z et de degré p est un polynome entier en
S, Sy ..., 8, sipSm,

et en
S, S:, ..., Sa si p2m.

Donc les B seront des fonctions holomorphes en S,, S,, ..., S, z,,
Ty ooy Lpe
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Les S sont donc définis en fonction des « par m équations dont le
second membre est zéro et les premiers membres sont des fonctions
holomorphes en S,, S,, ..., S, @, &40 ..., Z,.qui s’annulent quand

S =8=.. =S, —=xr,—=x,=...=x,—o.

Donc, en vertu du théoreme de MM. Briot et Bouquet, les S seront
holomorphes en x,, x,, ..., x,si le déterminant fonctionnel des B par
rapport aux S ne s’annule pas quand

§=8= .. =S=—=xr=2=...—=2x,—o0.

Il faut done calculer le déterminant fonctionnel des B par rapport
. aux S pour ce systeme de valeurs, et pour cela calculer, toujours pour
les mémes valeurs des variables, les dérivées partielles

v,
dS;
1°Sik<m—p—+1,
av, _
dsy
En eflet, si dans ¢(z) on fait
X =x,=...—=x,=—o0,

¢ (z) devient
A 3™ 4 Y T

De méme on a, quand les = s’annulent,

(3) B,,— l‘zf?: +2 +'z"+1f by

i=1

Le premier terme est homogene et de degré m — p -~ 1 par rapport
aux z, le second homogene et de degré m — p + 2, ete.

Donc, si ’on exprime maintenant les B en fonction des S, le premier
terme de B, dans le développement (3) donnera un terme en S,_,.,
et des termes formés par le produit de deux ou plusieurs des S, tels que
k< m — p + 1, mais il ne donnera pas de terme en S, (k<m —p +1)
et indépendant des autres S. Les termes suivants du développement (3)
n’en donneront pas davantage pour les mémes raisons.
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DoncB,, développéen fonctiondes S, ne contiendra pas de termeen’S;.

Donc
dBI’ _—
s

Donc le déterminant fonctionnel des B par rapport aux S se réduit,
au signe pres, au produit des
dB,

(i Smf P

Il suffit done, pour faire voir que le déterminant n’est pas nul, de
montrer qu’aucune de ces dérivées partielles ne s’annule.

_dB,
dsm——p-H

chons d’ou peut provenir, dans le développement de B,en fonction des S,
un terme en S,,_,.,. Il ne peut venir que du premier terme du déve-
loppement (3), que nous appellerons pour abréger T,, car les termes
suivants de (3) sont homogenes par rapport aux z et de degré supé-
rieur & m —p + 1.

Il suffit donc de s’occuper des termes provenant de T,; on a

Pour calculer » reportons-nous au développement (3) et cher-

Tp = Smfp—}—l -+ 9,

g étant une fonction de S,, S,, ..., S,,_, qui s’annule avec ces variables,
et ¢’est o, qu’il s’agit de calculer. Comme «, est une constante indé-
pendante des z, il suffira de calculer sa valeur en donnant aux z des
valeurs quelconques, par exemple les racines de 'équation

R Al ==X '}
Tous les S; sontnuls, et S,,_,,, =m —p + 1. Donc

T,=oy(m—p+1).

. . um. p(v)
ain ,,_>.,,,f el a,

cette intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon suffisamment
grand. En effet, le résidu de la fonction souslesigne [ par rapporta la
racine ¢ = z; est

Or, on a

Fil2)
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La somme des résidus de cette fonction est done la somme de ces

quantités, c’est-a-dire 5. Or, dans le cas particulier ol nous nous

m

sommes placés,’

V)= v — Pt —
So) ,
Jo(v)=Chem p, ouCh=m(m—1).. (m--p+1).

Donc
T . ‘)Em-~p
. AJ—al
T 20T, == C”‘fu"‘— e —l
I . . . ym—1 4 gm-p
—217T,=C? | vrdy +CP | ———— — (.
7‘"‘ 1Tl m -+ m o — Py

La premiere intégrale est nulle; en ce qui concerne la seconde, la
l 8 ]

fonction sous le signe f est développable (puisque le rayon du cercle
le long duquel on prend I'intégrale est tres grand) en série ordonnée

. . . 1 . T
suivant les puissances croissantes de - et dont e premier terme est 5"

Ce premier terme donnera une intégrale 2in, les autres une intégrale
nulle. Done

| S . \ Cr2, _

)L—,,, 2lTE]P = 'ZZTEC{", ]p:—i )\mCﬁ” oLy — ;zi—l;—};; == Cﬁ, l)\m-
Donc les «, ne sont pas nuls; done le déterminant fonctionnel des B
par rapport aux S ne Vest pas non plus; done les S sont des fonctions
holomorphes en x,, @, ..., z,.

Les m valeurs de z, 4 savoir z,, z,, ..., 3, satisfont & une équation

4+ A, "+ .. .+ A z+ A, =o,

ou les A’ sont des polynoémes entiers et symétriques par rapport &
34y 2. «s+y B5p; ces polynomes sont donc aussi des polyndmes entiers
par rapport & S,, S,, ..., S,, et par conséquent des fonctions holo-
morphes en .¢c,, ®,, ..., x,.

C'est dire que les m valeurs de z sont algébroides de degré m en
Ty, Lyy o .y Ty C.Q. F. D.
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La démonstration précédente suppose que I’équation
9(z)=o0

n’a pas de racines multiples; mais il est facile de I'étendre a ce cas
d’exception.
Soient encore, en effet,

flo)=(v—z)l¢—2). . .{v— 2z
el p
dr
ﬁ,(u): W,

ou z,, 3,, ..., 5, représentent pour un instant des quantités quel-
conques, et soit encore
S, =230
S(v) et f,(v) sont des polynomes entiers par rapport & ¢ et aux S.
Soit maintenant

. "olv) )
2inB,= | L/(i;_ do,

cette intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon assez petit pour
que ¢(¢) soit convergent pour certaines valeurs des x et assez grand
pour contenir les 7z racines de I’équation

pour ces mémes valeurs des .

Supposons, de plus, qu’on ne donne a z,, z,,..., 5, que des valeurs
dont les points représentatifs soient compris a l'intérieur de ce cercle.

Cela est toujours possible.

Celte intégrale est une fonction continue des S et des x, et 'on a vu
que dans le cas ol tous les z sont différents, c¢’est-d-dire ol les S ne
prennent pas certains systemes particuliers de valeurs, cette intégrale
se réduit a une fonction holomorphe des S et des . Il en est donc
encore de méme dans le cas ot les z cessent d’étre tous différents.

Pour exprimer que les z se réduisent aux m racines de I’équation

¢{z) =0

en tenant compte de leur degré de multiplicité, il faut encore écrire
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que les B, sont nuls, c’est-d-dire qu’il faut égaler & zéro les mémes
fonctions holomorphes des S et des « que dans le cas ot il n’y a que
des racines simples, c’est-a-dire que la démonstration précédente
s’applique.

de degee m
“CoroLLAIRE . — SU ¢ est une fonction algébroide en z, x,, x,, ..., x,

telle, gu’une de ses valeurs s’annule quand on a a la fois
Fm X =Xy =... = Xy=0,

mais qu’aucune de ses valeurs ne s'annule, quel que soit z, quand on a
a la fois

X, =& =...=Zy=o0,
st 5 est defini en fonction des x par I’ équation
¢ =o,
z est une fonction algébroide en x,, x,, . . ., Z,.

En effet, la fonction ¢, étant algébroide en z, x,. x,. . ., z,, cst
donnée par une équation

"+ Ap_ 0" ...+ A9+ A=,

ol les A sont holomorphes en z, @, x,, ..., 2,.
L’équation ¢ = o est donc équivalente & I’équation

A, —o.

Mais A, est une fonction holomorphe en z, x,, ..., x, qui s’annule
quand toutes ces variables s’annulent, puisque ¢ s’annule dans ce cas,
mais qui ne s’annule pas, quel que soit z, quand tous les « s’annulent,
puisque ¢ ne s’annule pas dans ce cas.

Donc A, contient un ou plusieurs termes contenant une puissance
de z et indépendants des .

Si 2™ est celui de ces termes dont le degré cst le moins élevé, on
retombe sur le cas étudié dans le lemme précédent, et z est une fonc-
tion algébroide de degré men z,, x,. ..., x,. C. Q. F. D.

Conorratre 11. — S, dans une fonction holomorphe Fen x|, x,, ..., x,,
on substitue a la place de ces variables n fonctions ¢, ¢,, ..., v, de pva-
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riables nouvelles y,, ya, . .., ¥,, algébroides par rapport @y, y:s ... Y,
et s’ annulant avec ces variables, la fonction F devient une fonction alge-
broide en y,, y3. ..., ¥p.

En effet, les fonctions ¢,, 9,, ..., 9, sont respectivement susceptibles
de m,, my, ..., m, valeurs différentes. En substituant dans F un sys-
teme quelconque de ces valeurs, on donne 2 cette fonction

m,m, ... m,= M valeurs différentes.

Soient F,, F,, ..., F, ces valeurs. Les fonctions
i=M i
S
i=1 i

sont holomorphes par rapport aux différentes valeurs de ¢,, ¢, .... 9,.
De plus, elles sont symétriques par rapport aux différentes valeurs
de ¢,, aux différentes valeurs de g,, etc.

Donc, en appelant S,,'la somme des p*™ puissances des diverses

valeurs de ¢, S,, la somme des p™ puissances des diverses valeurs
i=M

de g,, les fonctions zFf‘ sont holomorphes par rapport aux S, ¢'est-a-

i=1

) i=M

1
F2, -, EF;‘-'

1 i=1

Il

g

dire (puisque les S sont holomorphes par rapport aux y) holomorphes
par rapport aux y. C’est dire que la fonction T elle-méme est algé-

broide en y,, ¥a, .y ¥p- €. Q. F.D.
Lemune IV. — S8i ¢y, @5y ..., 9, sont p fonctions holomorphes en
iy By wner Bpe Xyy Eye ..., Xy, Sices fonctions s annulent quand on

annule tous les z et tous les x, st les équations
Q= Q== .. =2 Q=0

restent distinctes quand on annule tous les x, si l'on définit les z en fonc-
tion des x par les équations

Q1 =Q2=".. .= Qp==10,

les p fonclions ainsi definies sont algebroides.
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En effet, supposons p = 2 pour fixer les idées; z, ct z, sont alors
définis par les équations )

9, et ¢, ne peuvent s’annuler identiquement tous deux quand on fait
2, /=X =X =, .. =Xy =0,

car alors les équations
9, :(P,::O

cesseraienl d’étre distinctes quand on annulerait Lous les x et se rédui-

raient toutes deux a
Z;=—= 0.

Supposons que ce soit 7, qui ne s’annule pas identiquement quand
3, =X Xy . TS L= 0]
on pourra (Lemme III et Corollaire I) tirer de
\ ¢ =0

z, en fonction algébroide de z,, z,, x,, ..., x,. -
Substituons cette valeur de z, dans ¢,; cette fonetion deviendra
algébroide en z,, x,, 2,, ..., 2, (voir Lemme IlI, Corollaire . L’équa-
tion
P2=0

adonc un premier membre algébroide en z,, x,, x,, . .., x, et qui s’an-
nule avec ces variables. De plus, ¢, ne s’annule pas, quel que soit z,,
quand x,, z,, ..., x, s’annulent. Ce serait dire que les équations

()olzo, cp,:o

cessent d’étre distinctes quand les « sont.nuls. Donc z, est défini par
I’équation ¢, = o en fonction algébroide de =, x,, ..., x,. Il en est
de méme de z,, puisque rien ne le distingue de z,.

Le lemme est donc démontré.

Remarque. — On remarquera que dans le lemme précédent on est
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obligé de faire une restriction, puisque 1’on suppose que les équations
(Pl_’—'_:?-):. . .::Pn:()

restent distinctes quand les o s’annulent.
Les deux lemmes qui vont suivre ont pour but d’examiner ce qui se
passe quand cette condition de restriction n’est pas satisfaile.

Lemme V. — Si une fonction z est définie en fonction de x,,x,, .. .,
x, par une équation
@ = o
dont le premier membre est une fonction holomorphe en z, x,, x,, ..., x,
s'annulant avec ces variables, on peut exprimer z, x,.x,, ..., x, par des
Jonctions algébroides de n variables auxiliaires p.,, {1y, . .., 10, Sannu-
lant avec ces variables.

En effet, toutes les dérivées partielles de ¢ ne sont pas nulles, sans
quoi cette fonction serait identiquement nulle. Supposons que toutes
les dérivées partielles d’ordre m ne soient pas nulles, mais que toutes
les dérivées d’ordre inférieur a m le soient.

Si parmi ces dérivées d’ordre m qui ne s’annulent pas se trouve
dmo . . o
dmn PAT exemple, on pourra exprimer x, en fonction algébroide de s,
Lyy Lyy o vs Lpa

x,=f (2, Z2y X3, - . ., Xn),

et alors il suffira de poser

S =y Ty My X3 fhyy ey XpT= gy
xl:f(p-l’ st {/-3; Tty {J-n)
pour satisfaire a ’énoncé du lemme.
Sil’on a, au contraire,

drg _drg _ __dng
dz"  dx T dxn

=0,

on posera
z = 7\.}". -+ )\z}": + ..o+ 7\,.]',.4- )\,,+,]',,+|
Ty =&, )1 + &2y 4. X Voss

Tn= Cp Y + a3yt ...+ %nnts Yoo
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On pourra toujours choisir les X et les « de telle sorte que leur déter-
minant ne soit pas nul et qu’apres la substitution

dmo

-2 0
<
dyy

On aura alors y,., en fonction algébroide de y,, ya, ..., v,

P =L (P rn oy

et il suffira encore de poser

= Y=l ey Y=

3 = Z ;\i{li -+ )\u+|f(.u-n Pay +ov {lnj’
i=1

i=n

xr, = 2 &,i i + }n-}-lfy

i=1

i=n

X, = Z a,,',"ll.,'+ l,,.Hf

i=1
pour satisfaire & I'énoncé du lemme.

Remarque. — 1l faut remarquer que cette nouvelle maniere de défi-
nir la fonction z ne nous en fait connaitre qu’un élément plus restreint
que ceux que les lemmes III et IV nous permettaient d’étudier. Des
fonctions algébroides définies par ces lemmes nous connaissions un
élément limité par ces conditions que les modules-de z,, x,, ..., z,
restent respectivement plus petits que certaines quantités données.

Les éléments définis par le lemme V seront restreints encore par

d’autres conditions, par exemple que, les modules des x restant plus

. . o, ’ x X T n
petits que certaines quantités données, les modules de "> ..., }—
N 1 ] 1

soient eux-mémes plus petits que certaines quantités données.

Lemme VI. — Si p fonctions z,, z,, ..., 3, de nvariables x,, x,, .. .,
x, sont deéfintes par p équations

©,=0, ©,=%0, ..., @p=0

T
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dont les premiers membres sont des fonctions holomorphes en z,, z,, .. .,
Bps Tyy Xy, ., T el S annulant avec ces variables, les JSonctions z,, 24, ...,
z, et les variables anciennes x,, x,, .. ., x, peuvent s'exprimer par des
Jonctions algebroides de n nouvelles variables convenablement choisies
Pys Pas + o« i €8 qui Sannulent avec ces nouvelles variables.

En effet, supposons p = 2, pour fixer les idées; z, et z, sont alors
définis par les équations

(P,: 0, q},: 0.

En vertu du lemme V, on peut tirer de ¢, = o les z et les x en fonc-
tions algébroides par rapport a » + 1 nouvelles variables que nous
appellerons v,, v,, ..., v,., et s'annulant avec ces variables. Substi-
tuons ces valeurs dans ¢,; cette fonction deviendra une fonction algé-
broide de v,, v, ..., v,,, (Lemme IlI, Corollaire II).

On a donc )
Or 4+ A 07 4+ .+ A+ Ay= 0,

ot les A sont holomorphes en v,.v,, ..., v,, v,.,. Done, égaler ¢, a
zéro, c’est égaler A, a zéro. ‘
Or, en vertu du lemme V, on peut tirer de

Aa:()

VisVas« s Yapy €0 fonctions algébroides de » variables nouvelles p.,,
a. .-+ Ly €t s’annulant avec ces variables.

Donc, les z et les o étant des fonctions algébroides des v, qui sont
des fonctions algébroides des y, sont des fonctions algébroides des p..
De plus, zet les z, s'annulant quand on annule les v, qui eux-mémes

s'annulent quand les p sont égaux a zéro, se réduisent i zéro quand
on fait
= he=... = == 0, C. Q. F. b.

Remarque. — Laremarquerelative au lemme V s’applique également
au lemme VI.

Généralités.

Nous nous proposons d’étudier les propriétés d’une fonction z de
n variables @, x, ..., &y, qui est liée a ses dérivées partielles du pre-
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mier ordre, que nous appellerons

dz dz dz

P=dz P=az v T

n

par une relation de la forme
F(Z, x”xz, ey Loy pl’ pz; [ "Pu) = 0.

Nous supposerons, pour simplifier, que F est un polyndme entier par
rapport a z, aux p et aux x, et nous poserons, conformément & 'usage,

., __dF _dF _ _ dF
l—Z[_Z-, X.‘—— B;i, P‘_;/T’-;'.

Nous nous bornerons, comme I’a fait Cauchy, a étudier un élément
de la fonction z, c’est-a-dire la série des valeurs que prend cette fonc-
tion quand on donne i ,, x,, ..., x, des séries de valeurs telles que, si

Gy Czy ooy Cp
sont des constantes imaginaires données,
ﬂl’ ph L @“

des constantes réelles et positives, les modules de z, — «,, 2, - «,. ....
x, — a, restent plus petits respectivement que 3,, 3,, .., f5,.
On pourra toujours supposer que

a,:a,_—;. == 0
car, si cela n’était pas, on poserait
Iy == Y+ Ay z2:y2+“1’ ey Xa== )t o,

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas ol les « sont
nuls. '

De méme on supposera toujours que la valeur que prend la fonc-
tion z quand les x s’annulent est zéro, car, si .cela n’était pas, si par
exemple z prenait alors une valeur finie {3, on poserait

32 =2+ 0,
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si z prenait une valeur infinie, on poserait

= —»
3,

et de toute facon on serait ramené au cas ot z s’annule avec les x.

Il pourra arriver qu’on soit obligé d’étudier un élément de fonction
plus restreint encore, comme on a vu que cela avait lieu, par exemple,
dansles cas ol s’applique le lemme V (voir 1a Remarque).

L’étude que nous nous proposons de faire de I’équation

F=o

comprend la résolution de trois problemes.

PROBLEME 1.
Rechercher quelles sont les integrales = de I'équation F = o qui sont
holomorphesen x, x,, . ., x,.
PROBLEME 11I.

Intégrer les équations différentielles

dz  dzx,  dz, _ dx, —dp, —dp,
T X pul

4 — e ——— — == - — = - =

\’-I) 2i[’iPi o 1’ P, P, X|+l).Z
1° Sous la forme

(5) CPl‘__‘kl’ C‘;Z:]{?) L ] C?m:k:‘n’

ou les K sont des constantes arbitraires, les ¢ des fonctions connues de z,
des x et des p;
2° Sous la forme

{6) x,:‘—klh, x'::q)n cvey xﬂ—-lzv"{ll—l, z::dr'n, [)I':‘pu-o-l) cvey Pn:‘{hm

ou les & sont des fonctions connues de x, et de 2n constantes arbitraires.

PROBLEME III.

Rechercher quelle est Uintégrale

B=f(Z1, X2, .0y )

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(21)
qui satisfait a I équation F = o et qui se réduit identiqguement a une fonc-
tion holomorphe donnée en x,, x,, ..., z,
By, xs ..., Zn)

quand une autre fonction holomorphe donnée en x,, z,, ..., x,

O(Z1y X1y oo vy )
est égale a zero.

Le probleme peut encore s’énoncer d’une autre maniére.
En effet, les deux équations

Z—@:O, f=o

nous permettent, en vertu du lemme VI, d’exprimer z, ,, x,, ..., x,
en fonctions algébroides de n — 1 variables auxiliaires @y, poy .oy (s
ces fonctions s’annulant avec ces nouvelles variables, soit

Z:Bl({l;, Lhay <o .,‘U_u_‘)’

J|:9|({lly f/-'u ---9fl-n—l),

z,,:@,,(lu.., K2y o0y _l’-n—n)-
Le probleme III s’énonce alors :

!

Trouver une intégrale de I équation ¥ = o qui se réduise identiquement
a f3, quand on y remplace respectivement x,, x,, .. ., x,parb,, G,,...,0,.

Cauchy et Jacobi sont arrivés a peu presen méme temps a ramener la
résolutiondu probleme 114 celle du probleme II. Rappelons en quelques
mots les résultats auxquels sont arrivés ces deux grands géometres.

Equations linéaires.

Supposons que I'équation F = o soit de la forme
X|p|+xzpz+- ot XnPn_Z:-O,

ou X,, X,, ..., X,,Z sont des fonctions connues de x,, x,, ..., Tp, 3.
Les équations différentielles (4),’ qui portent le nom d’éguations des
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caractéristiques, prennent alors la forme

dz, dz, dx, dz

A —_——r —, .. = <
(4) X, =X, X, =~ Z

Supposons que le probleme II soit résolu, c’est-a-dire que ’on ait
les intégrales des équations (4 ) sous la double forme

(5) ?I:Kl) Pr—= K:, ey (P":Km
(6) X = q)u X, = l.[}” veey Ty = q,l._'” z:qJn;

on trouvera l'intégrale que I'on se propose de chercher dans le pro-
bleme I1I, en substituant respectivement, dans ¢,, ¢.....,.9,. £,, 6,,
6s, ..., 9, 2 la place de z, x,, @y, ..., x,, ce qui donnera i ces fonc-
tions ¢ la forme '

}'l([}-l, {L!) LR F‘n—l)’ 72(#!, fih se vy rj-u—l), ey yn(f/-h (-/-2) .. -)Hn—l):

ct, en substituant ensuite respectivement, dans ¢, ¢5, ..., $n 71,
Yas - s Yo alaplace de K, K,. ..., K,, on aura ainsi I'expression de z,
&y, Ty, .., Ty en fonclion de x, et des .. Ce sera I'expression im-
plicite de I'intégrale cherchée, et ensuite, quand cela sera possible,
on éliminera les . entre les équatious qui constituent cette expression
et I'on résoudra par rapport & l'intégrale pour en avoir I'expression
explicite.

Equations non linéaires.

Cauchy a fait voir d’abord, en ce qui concerne les équations non li-
néaires, que, si I'intégrale cherchée existe :

1° Les dérivées partielles du premier ordre p,, p,, . ., p, doivent
se réduire identiquement, quand on y remplace respectivement x,,
Zyy o vos T par by, O, ..., 0, 2 certaines fonctions &,, w,, ..., w, fa-
ciles a déterminer.

2° Si les équations

§) dz _dz, dz, - dp __ —dp,
< SpP P TR X pE T Xt p
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ont été intégrées sous la double forme

(5) $i= If‘l crey Qu= Kn,
(6) 1':—_—"-1-’1’ ey -Z‘m:k]/m,

nous obtiendrons I’expression implicite de cette intégrale de la ma-
niére suivante.
Dans 9,, ¢ ..., 92, remplacons respectivement

2, Pu ph DL | pn) Ly gy ey Ta
par
ﬁl) Oy Wiy « -y Wpy elj 02) DS} en;

ces fonctions ¢ deviendront des fonctions des p, que nous appellerons

f‘, ‘:y'ﬂz cey ]'zn.
Dans ¢, ¢s, ..., $s., remplagons respectivement

Ki Ks, ..o, Koy
par

Yo ¥ ooos Yoo
NOUS AUFONS &y, Ty, «++y Tn—is By Pis Par - » Pu €0 fonction de z, ct
des u, et ce sera I’expression implicite de I'intégrale cherchce, si cette
intégrale existe.

Enfin, Cauchy a fait voir que, pour que la fonction z ainsi définie

représente réellement une intégrale de I’équation F = o, il faut et il
suffit que les fonctions

dz dx| ) dx'] dxu-—l _ C{'In

Ji:@—p|'a'67‘:_‘p2@7_.-.—pn—| dP, Tw (!1,‘\

soient identiquement nulles.

Remarque I. — On peut toujours supposer que «,, w,, ..., w, s0nt
algébroides en ., oy « ..y Moy
En effet, les fonctions w,, w,, ..., w, sont définies par
F(@u en 92, ooy 6,., Wy oy « . vy mu\/‘: o
et par n — 1 équations telles que

®_ B ’*‘@ + +%
(/p.i - d—[i-io‘ (Iy.. W +. .. d!/l s
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Si ces n équations permettent d’exprimer les » en fonctions al-
gébroides-des p, il n’y a pas de difficulté.
* Si au contraire cela n’a pas lieu, on pourra toujours, en vertu du
lemme VI, tirer de cesn équations

* Hiy Moy e ooy Mgy Gy B2y ooy Wipy

en fonclions algébroides de » — 1 nouvelles variables
Viy Va3 v -0y Vn—ie

On fera jouer alors a ces variables nouvelles le role que jouaient p,,
[Las - o5 Pney, €t 1l est facile de voir que $3,, les 6 et les w s’expriment
en fonctions algébroides de v,, va, ..., vu,.

Remarque II. — La remarque qui précede ne s’applique pas aux cas
ol »,, w,, ..., w, e gardent pas des valeurs finies quand on annule
les p.

Remarque 111. — Parmi les intégrales des équations des caractéris-
tiques mises sous la forme.

(5) ?IZKI, (Pz-:Kz, ceey Q= K?ny

il y en a une, ¢,,, par exemple, qui n’est autre que le premier membre
F de I'équation F =o. Donc, quand on prendra les intégrales des
équations (4) sous la seconde forme

(6) X, = q)u X, = !-lh, ey pn:qhm

on pourra remplacer partout, dans ¢,, 4y, ..., 45, K,, par zéro.

Propriétés des fonctions J.

On a vu que la méthode de Cauchy pour I'intégration des équations
aux différences partielles était soumise 3 une restriction.

La fonction a laquelle elle conduit ne représente I'intégrale cher-
chée que si certaines fonctions J,, Ja, ..., J,—, sont idenliquement
nulles.

Or Cauchy a démontré :

1° Que ces fonctions sont nulles quand on y remplace «, par

6:1(!/49 Pas s 00y P-rl—-l);
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~2° Qu’elles satisfont a I’équation

4 __ ),

n E—.Z'—,, —_
c’est-a-dire que, J, étant la valeur de J quand z, = 6,,

_{.id)(n

J =S E SIIEE S ]

Supposons que I'on ait donné aux p des valeurs quelconques, par
exemple

L]
{J_‘: Iu,:, . .:[J."‘l:O;

I'intégrale sera prise depuis la valeur de x,, qui correspond & x, = 6,
¢’est-a-dire depuis zéro, jusqu'a une valeur quelconque de cette va-
riable.

SiP,Zo, il est évident que I'intégrale

./{. dx, é,,

conserve une valeur finie et déterminée, et, par conséquent, puisque

Jo=o,
que J est identiquement nul.
Si P,= o0, mais que P; par exemple ne soit pas nul, on fera jouer
a x; le role qu'on avait fait jouer a x,, ¢’est-d-dire que, au lieu de ré-
soudre les équations

(5) =K, ..., on=K,

en fonction de x, pour les amener & la forme

(6) zi=4¢, =45 .., Tea=%pet, 2=V p=nr, ...,

on les résoudra en fonction de x;; l’inlé.gr;:lefdx,, % sera remplacée
n

. V/ . . .
par I’mlegralefdx,- ;* qui conservera une valeur finie, et lesfonctions
z

] seront encore nulles.
Si
P, =P,—...=P,=o,
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mais que
X,'+]),'Z/20,
on résoudra les équations (5) en fonction de p,, et & la place de I'inté-

, Z , . Y ) '
gmlefdx,, p. on rencontrera lmtegralefdp,- Xz’ dont la valeur

est aussi finie. )
Dans ce cas encore, les fonctions J seront identiquement nulles.
On n’a donc a se préoccuper de la condition de restriction relative
aux fonctions J que dans les cas ol I'on a a la fois
P,:::P;:.. L= P,,:O,

x.—i—p.Z:Xz—i—p,Z =.. .:X,.—I—p,,Z:O.

PREMIERE PARTIE.

ETUDE DES CAS OU L’ON N'A PAS A LA FOIS

P.:Pz:‘..:P"—_‘—o,
Xi+pl =X+ pl=.. =X, +pl=o.

Dans ces cas on n’a pas, comme on vient de le voir, a se préoccuper
de la condition relative aux J.

On suppose d’abord :

1° Qu’on veuille étudier une intégrale autour du point

83—, =X=...=Zp=0,
cette intégrale étant assujettie a se réduire a

Bz, X2y . )
quand on a
6(z, 22y ..., ) =0,
B et 6 étant des fonctions holomorphes des « qui s’annulent avec ces
variables ;
2° Que les fonctions @, w,, ..., w,—, auxquelles les dérivées p,,
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P2 - - .. PnSont assujetties a se réduire, comme on I’a vu pluos haut, quand

f—=o,

prennent, quand les x s’annulent, des valeurs finies

VATV ATIOREN A
3° Qu’en substituant
0, 0, 0, ...y, O, ¥y ]‘:? cory Yy
dans
P, P. ..., P,

Xi+pZ, ..., Xo+ pl,
a la place de
Z, .Z'|, xh tey xm ply ph ML ] Plu

toutes ces fonctions ne s’annulent pas a la fois.

PROBLEME 1.

Le probleme 1 a été résolu successivement par Cauchy, par M™ de
Kowalewski et par M. Darboux.

TatorEve pE M™ pE KowaLewski. — St 0(x, x,. ..., x,) se réduit
identiqguement a x,, c’est-a-dire st 'on a a étudier une intégrale qui se
reduit a 8 pour x, = o, cette intégrale est /zo.’omorp/ze, pourvu que

P.So.

(Journal de Crelle, 1. 80, p. 13).

PROBLEME II.

1. Intégrer les équations (4) sous la forme (5).

Cela revient a chercher 27 intégrales distincles de I'équation linéaire

(7) 4o x, +p.,)—2 dy - Epp.—o

i dp;

Orun au moins des coefficients de cette équation, P par exemple, est
différent de zéro.
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Cherchons donc 27 intégrales de I'équation (7) assujelties h se réduire
respectivement, quand x, = o, a
,fl(xh Lyy ooy Ty &y PI;P:; AR ] pn))

Solay, @y oo B Py Pre Pl

ﬁn(xm Lyy -« - 'lxﬂ! Z, pup.'y . -‘spnj'

1° Ouf,, /o, ..., fan sOnL des fonctions holomorphes en ., @ .. .,

Ly, z'apl _,,VHPE —_)’z, o ’pn _VVII'
2" Ou f,, n’est autre chose que ce que devient le premier membre de

F = o quand on y fait r, = o.
3° Ou le déterminant {onctionnel des / par rapport a

Ty Ty oo vy Xy Fy [)lv Ply ] Pn
ne s’annule pas quand ces variables se réduisent respectivement i
0, Oa AR ] 0’ 07 )ﬁly ].17 -~'!.}/"'

On peut toujours faire toutes ces suppositions.
Or, en vertu du théoreme de M de Kowalewski, les 2 intégrales
ainsi définies sont hiolomorphes en

Ly Xy vony Xny 3y Pl_]‘n P2—_T7) ey pu'_)"n,

et, d'ailleurs, la derniere se réduitl a F.
Les intégrales cherchées du systeme (4) sont donc

CPI:KI, Q= K., ..., Qn =Ku., F=K,,

OU 9y, Pas -+ -» P2y sONtholomorphesenx,, xs, ..., 2y 5, py—y1 - -,
Pn—)’n-

II. Soit maintenant & amener les intégrales du systéme (4) sous la
Jforme (6).

Cela revient a résoudre le systeme (5) par rapport a toutes les
variables qui y entrent en fonction de I'une d’elles, en fonction de x,
par exemple.

Or le déterminant fonctionnel des ¢ par rapport a x,, ..., &y, 5,
Pis -+ s Pn Dest autre chose pour les valeurs initiales que le déter-
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minant fonctionnel des f par rapport aux ménfes variables, qui n’est
pas nul, par hypothese.
Donc le théoreme de MM. Briot et Bouquet s’applique, et 'on peut
eXPrimer Xy, Ly, ..., XLy 3, Piy Pas .-+ Pp €D fonctions holomorphes
dex, et des K :

(6) 2=V, w=¢ ..., Za=dy p=lu, ..., Pr= Yo

PROBLEME 1II.

PREMIER CAS.

Tueorime I. — Dans le cas ou

a6
2[ p[ 2;;

ne s’annule pas pour les valeurs initiales des variables, Uintégrale = est
holomorphe.

En effet, faisons un changement de variables en posant

(8} y==0{x, 2 ...,2).
Puisque
o ds
(91 ) 2 Pi L[.Z‘,' <0,
C . do .
toutes les valeurs initiales des —— ne sont pas nulles; soit, par exemple,
dz;

df

uadp™

d$.<0.

On pourra résoudre alors I'équation (8) par rapport a x,, et I'on aura
X, = G(}", T3y 2o oy Za),

G étant holomorphe.
Soient ¢,, ¢,, .... ¢, les nouvelles dérivées partielles de z par
rapport a
s Zry ooy Xas
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on aura -

Pn—=q 5

Soient Q,, Q,, ..., Q, les dérivées de F par rapport 4 ¢,,4,,....¢,;

on aura
dh
— E 4
Q=) P dz; <

L’intégrale cherchée est donc assujettie & se réduire a une fonction
, BIG(y) Xas v v s Xn)y Tuy . vy Zu]s
qui est holomorphe en y, x,. ..., x, quand

y=o,
et d’ailleurs
Qz2o.
Donc le théoreme de M™ de Kowalewski s’applique, et z est holo-
morphe en y, x,, ..., x,, el par conséquent aussi en x,, r,. ..,.T,.
C. Q. F D,

Interprétation géometrique. — Supposons que Pon n'ait que deux
variables indépendantes « et y; 'intégrale

z=f(zr)
peut alors étre considérée comme représentant une surface S.
Il est facile, dans ce cas, de trouver une interprétation géométrique
de la condition (9g).
L’équation F = o signitie qu’au point

x:’y’:z—__o,

c’est-h-dire 4 'origine, le plan tangent P & la surface S est tangent i un
cone donné C.
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Dire que I'intégrale z est assujettie a se réduire & 8 quand ona =0,
c'est dire que S est assujetti & passer par une courbe donnée A qui
passe elle-méme par lorigine, et par conséquent que le plan P passe
par la tangente a Porigine T a la courbe A.

On obtiendra donc le plan P en menant par T un plan tangent & C.
On pourra en général en mener plusieurs, c’est-a-dire que par la
courbe A on pourra faire passer plusieurs surfaces S.

Considérons une de ces surfaces. Dire que y,, v,, ..., ¥, sont finis,
c’est dire que le plan P correspondant n’est pas parallele 2 I'axe des .

Dire que
25 db
e >
P‘ dx,- < o

c’est dire que T n’est pas sur le cone C.
A ces conditions, la surface S est représentable par une équation
ol z est égalé a une fonction holomorphe d'x et d'y.

DEUXIRME CAS.

Yi> Yas -+-» Yn restent finis, mais la condition (g) n’est pas remplie.

Géométriquement, c’est dire que le plan P ne passe pas par I'axe
des z, mais que T est sur le cone C.

Supposons d’abord que I’équation F = o est linéaire.

TueoriMe lI. — Dans ce cas, lintégrale = peut s’exprimer en égalant

a zéro une fonction ¢ holomorphe par rapporta z et aux x, et s'annulant
ayec ces variables, pourvu que, st

Q|:K|, ey Q:z:Ku

representent les intégrales du systéme (4), s 9y, 9o, ..., 9, s'annulent
avec s et lesx, z — [3et G ne s annulent pas identiquement a la fois quand
tous les o sont nuls.

En effet, si une pareille expression de I'intégrale existe, elle pourra
s’écrire

(10] ' (@1 2o v oy pa) =03

®i» P2s -+ -» Ony €lant les fonctions qui, égalées 4 des constantes, repré-
sentent les intégrales du systeme (4), sont, comme on I’a vu (résolu-
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tion du Probleme Il), holomorphes par rapport 2 z et aux x el s’an-

nulent avec ces variables.
De plus, & devra étre identiquement nul quand on aura a la fois

1) z—fB=o0, fH=o.

Faisons un changement de variables en prenant pour variables nou-
velles 2y, ¢\, ¢». .., 9,; DOUS aurons

'\6) Z:LP;, x?:qh, ~e oy -1',1:4«',,,

les ¢ étant holomorphes par rapport & a, et aux ¢ et sannulant avec
ces variables. {Voir la résolution du Probleme 1I.)
Les équations (11) deviennent alors

B=o0, C=o,

B et C étant holomorphes par rapport a a, et aux ¢ et s'annulant avec
ces variables.

On trouverait 'intégrale (10) en éliminant x, entre ces deux équa-
tions.

Or B et C ne peuvent étre identiquement nuls, quel que soit x,
quand les ¢ s’annulent, sans quoi on aurait idenliquement

Z—@:o, 6:0

quand

O ==y .T= Gy == 0,

ce qui est contraire aux hypotheses faites en commencant.

On pourra donc tirer (Lemme I} de C=o, par exemple, x, en
fonction algébroide des ¢; si P'on substitue cette valeur de .z, dans B,
cette derniere fonction devient algébroide par rapport aux o, ¢’est-a-
dire qu’elle est liée aux p par une équation de la forme

B"+ A, B4+ . 4+ AB+-A o0,

ol les A sont holomorphes par rapport aux ¢.

L’équation B = o estalors équivalente 8 A, =0, et le premier membre
de cette équation, qui n’est autre que lintégrale (10) cherchée, est
holomorphe par rapport aux ¢.

Donc, si 'on remplace les  par leurs valeurs, A, devient une fonc-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(33)
tion ® holomorphe en z, z,, x., ..., x, et s’annulant avec ces variables,

et U'intégrale cherchée s’exprime en égalant cette fonction 2 zéro, ce
qu’il fallait démontrer.

TROISIERME CAS.

Les y restent finis, la condition (9) n’est pas remplie, mais I’équa-
tion F=o n’est pas linéaire.

Tukorime IlI. — Dans ce cas, l'intégrale = peut s exprimer en éga-
lant a zéro n+ 1 fonctions F,, F,, ..., F,., holomorphes par rapport

A 3, Tyy Tay vnos Ty Py =Y1s Pr—"Yar -1 Pn—Yn €& sannulant avec
ces variables, pourvu que, s

<P.=K|, 9 .=Ks, ..., 9a=K,,

representent les iniégrales du systéme 1V, si ¢,, ., ..., 95, s'annulent
quand z et les x se réduisent a zéroet les p auxy,z — B, py — 0, Ppa— @3,
« v os Pn— 0, O ne s’ annulent pas identiquement a la fois quand

P =P2==. .= Q2 =0,

En effet, en raisonnant comme on I’a fait pour le théoreme précé-
dent, on verrait que pour obtenir I'intégrale cherchée il suffit :
1° De changer de variables en posant

Z:\pn x::'\{ln veey Xp= \Pm plzqh..‘.;, ...,‘ p.:q;,,”

les § étant les fonctions qui sont définies dans la résolution des équa-
tions (4) sous la forme (6);
2° De faire cette substitution dans les premiers membres des équa-

tions ,
z—fB=0, pi—w =0, ..., pp—w.=o0, G=o,

qui deviennent alors
B| =o, Bg - 0, ey BIH-I = 0, B,,+2 = 0,

les B étant des fonctions holomorphes de a, et des ¢ s’annulant avec
ces variables;
3° D’éliminer x, entre ces n-+ 2 équations.
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Or B, B,, .. , B,,. ne peuvent étre identiquement nuls a la fois,
quel que soit «,, quand les ¢ s’annulent, i cause de la condition de res-
triction posée au début. Supposons, par exemple, que ce soit B,,, qui
ne s’annule pas identiquement dans ce cas.

On pourra tirer de B,,, =0 x, en fonction algébroide des ¢; sub-
stituant cette valeur de «, dans B,, B,, ..., B,.., cés fonctions devien-
nent algébroides par rapport aux ¢ (Corollaire II du Lemme I1I).

I’intégrale s'exprime donc en égalant & zéro n -+ 1 fonctions algeé-
broides des v, ou, ce qui revient au méme, en annulant z + 1 fonctions
holomorphes des ¢ ou, ce qui revient encore au méme, n + 1 fonc-

tions holomorphes en z, &, 2y, ..., Zps Py —Y1s Po—Yar -+ o1 Pn— Y-
C. Q. F. D.
TueoremE IV. — Si, dans le troisieme cas, z ou les p ne prenncnt

pas une forme indéterminée quand les x s'annulent, z (st une fonction
algébroide des x.

En effet, on vient de voir que I'intégrale cherchée s’exprimait en
égalant & zéro n + 1 fonctions holomorphes en z, z,, x,, ..., ,,
Pr— Y1 P2 —Yae -+-s Pr— Y, et s'annulant quand on égale s et les x
a 7éro et les p aux y. '

Soient

Hl:-‘H,:H_q:...:H,H_.::O

ces n-1 équations. Si ces équations restent distinctes quand les «
s'annulent, on pourra leur appliquer le lemme IV.

Mais dire qu’elles ne sont pas distinctes, c’est dire que z ou les p
cessent d’étre déterminés quand les x s’annulent. Or cela n'a pas lieu,
par hypothese; donc le lemme IV est applicable, donc z est une fonc-
tion algébroide des . C. Q. F. D.

Remarque 1. — 1l est facile, dans le cas de deux variables, de trouver
une interprétation géométrique des conditions de restriction posées
dans I’énoncé du théoreme précédent.

Dire en effet que z cesse d’étre déterminé quand x et y s’annulent,
c’est dire que la surface S passe par 'axe des z. :

Dire que p et ¢ cessent d'étre déterminés quand x et y s’annulent,
¢’est dire que la surface S présente un point conique a I'origine.
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St aucun de ces deux cas ne se présente, le théoréme IV est appli-
cable.

Remarque 11. — Dans le second cas, les n+ 1 équations
H=o

se réduisent 4 upe seule ol n’entrent pas les p.
Le théoreme IV sera donc applicable toutes les fois que z ne
deviendra pas indéterminé quand on annulera les x.

TatorimE V. — Dans le deuxieme et le troisieme cas, {'intégrale cher-
chée peut s exprimer en égalant s et les x & des fonctions algébroides de
n nouvelles variables ., pr,, . ... p.,,.

En effet, il soffit, pour démontrer ce théoreme, de se reporter aux

équations
H=H=...=H=—o

et de leur appliquer le lemme VI.
Les premiers membres de ces équations sont holomorphes par rap-

port & 5, py — ¥, Pa —Yar -+ s Pu—Yu» Ly» ... Tp. Done s, x,, ..., 1,
peuvent s’exprimer en fonctions algébroides de n variables auxiliaires

Beys Pegs <o v Uip

Exemple 1. — Soit a trouver une intégrale de I’équation
p+g=1
qui se réduise & x + «* quand on y fait
y=x+x"

Les équations (4), qui s’écrivent

de _dy _dz
T 0
ont pour intégrales
(5} Z'*-.l'::K., y—x =R,
(6; zoa - Ky, y=x + K,.
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En remplacant z et y par leurs valeurs (6) dans les équations
z=x+a* y=x 4+ 2,
il vient
K =2, K,=ua?,

ou, éliminant x,
K{ =K,

ou
(z2—z)r=(y—=z).
On était placé dans le second cas, car I’équation proposée est

linéaire et
do

db
Pd—;+Qd—]"——l——l:O.

(Yest pourquoi on est arrivé a exprimér I'intégrale en égalant a zéro
une fonction holomorphe en «, y, z:

(8 —af —(y—2)
de plus, cette fonction ne s’annule pas, quel que soit z, quand

xr=y =o0.
Douc le théoreme IV s’applique et z est algébroide en x et en y.

Exemple II. — Soit a trouver une intégrale de I'équation
p+qli—az)=1
qui se réduise 3 = quand on fait
2
y=x.

On est encore placé dans le second cas, car I’équation est linéaire
et la condition (g) n’est pas remplie. Le théoreme II s’applique donc.
Les équations (4), qui s’écrivent

dz _dz __ dy
: T 1 1—2z
ont pour intégrales
(5) z—x=XK, 2+y—z =K,
(6) s=z+K, y=z+K—(z2+K); -
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- en remplagant y et z par leurs valeurs (6) dans les équations

x
y—x=o, z—-=o,

il vient
K.—{z+K,)*==0, 2=-—2K,
ou, éliminant x,
K.—K!=—o,
ou
(r2) (B+y —x)—(2— z)=o,

qui est I'intégrale cherchée, exprimée par une équation dont le second
membre est zéro et le premier une fonction holomorphe en x, y, z.
Mais ici I’équation (12) est satisfaite, quel que soit z, quand

xr=y=no.
Le théoréme IV ne s’applique donc pas.
Exemple 111. — Soit a trouver I'intégrale de
p+rqg=x -y,
qui se réduit a i: pour y = 'z :
Les dérivées partielles p et ¢ sont alors assujetties & se réduire quand

y:

.

SRS

pP= lim,

¢§=—1F2y3z.

Les valeurs initiales de p et ¢ sont 1 et — 1, et par conséquent
finies; de plus, la condition (g) n’est pas remplie; on est donc dans le
troisieme cas, et le théoreme III s’applique. '

Les équations (4), qui s'écrivent

dp dq _dx _dy

= — —_

1 1 T 2pT 1
ont pour intégrales
(5) y—P:Kl’ q:P:KZ, p:—i—q—x—y:Ks,
(6) =K. +p, y=K+p, z=p+K,—K —K..

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(38
Si, dans les équations

y= z, (p—)—3x=o,
2
on remplace ¢, ¥ et x par leurs valeurs (6), il vient

2K+ 2p=p*+ K, — K, — K.,
(p—1)—3p*— 3K, + 3K, + 3K;=< 0.

Ces équations peuvent s’écrire
2Ky +1=(p—1)~+a, (p—1)==3p*+ 3z

en posant, pour abréger,
K.'_ Kl - K:! =,
d’onn
2K, +1 — fx= 3p*,

3 - : 7
13 P 3

et remplacant dans la premiere équation p par sa valeur, il vient

-~

2K.tl — fo o ZK,Y’-

/

14) ‘(zKr+n*4a¢:<

(@M}

Si dans cette relation on remplace a par K, — K, — K,, puis K, ¢t k,
par leurs valeurs (5), K, par zéro, ce qui peut toujours se faire, puisque

prqg—xz—y=o;

on aura une équation entre p, ¢, x,y dont les deux membres sont holo-
morphes par rapport a ces variables.
Cette relation, jointe a

p+qg—ax—y=o,

définit p et ¢ en fonction de x et de .
Si dans I’équation

X
3 == —
2

on avait remplacé z et x par leurs valeurs (6), puis p par sa valeur (13},
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puis K, K., K; par leurs valeurs (5), on aurait obtenu une équation
dontles deux membres auraient é1é holomorphes par rapport 2 z, x, y.
p.q-

3, p et g se seralent alors trouvés définis par trois équations ayant
leurs deux membres holomorphes en z, x, y, p, ¢, comme I'exige le
théoreme I1I.

Voyons maintenant si le théoreme IV s’applique.

Pour cela, voyons si, en substituant dans 'équation (14), a la placc
de o, K, — K, Kj, 2 la place de K,, K., K, leurs valeurs (5), enfin, en
faisant & = y = o, I’équation en p et en ¢ que I'on obtient ainsi est
distinete de p, + ¢ = o. Mais si, dans les expressions (5), on fait

x:]‘:ﬂ,

il vient
K.:——]}. o= p’

L’équation (14) transformée ne contient pas ¢; donc elle est distincte
de p, + g = o, pourvu qu’elle ne se réduise pas & une identité. Or on
voit facilement que son premier membre est du degré 2 en p, tandis
que le second membre est du degré 4. Donc les deux équations sont
distinctes. Done, en vertu du lemme IV, on peut tirer de I’équation (14)
non transformée et de

PpP+qg=x-+y,

p etq en fonctions algébroides de x et de y.
Done z sera aussi une fonction algébroide de et y. Donc le théo-
reme IV s’applique.

Calcul des coefficients.

Dans les exemples qui précedent, on a formé les fonctions H,, H,, ...,
H,., qui, égalées a zéro, donnent l'expression de I'intégrale par la
méthode méme qui a servi a en démontrer I’existence ; mais, en général,
il est préférable d’en calculer directement les coefficients par le procédé
(fue je vais exposer rapidement.
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Equations linéaires sans terme constant.

Soit 'équation
do , x, % dy _
X, +dex2+...+x,.dx"__0,
et soit & en trouver une intégrale qui se réduise &

ﬁ(xl) x!v LA ] 'rll}l

quand on a
G(xy2, ..., x,)=o0.

On a vu que pour trouver cette intégrale il faut :
1° Remplacer @,, ..., @, par les expressions

[(6) Xr=1ds ., Xz

les expressions ¢ — 3, G deviennent alors holomorphes par rapport a z,
eta Fis P2s - oy Pn—ys

2° Résoudre par rapport a x, ’équation
6=o

ainsi transformée et remplacer x, par sa valeur dans I’équation
q

¢—p=o,
également transformée;
3° Remplacer dans P’équation

¢—p=o,

apres cette double transformation, ¢,, ¢, ..., $,—y par leurs valeurs en
fonction de x,, x,, ..., Z,.

Si dans 'équation 0 = o, aprés sa transformation, la premiere des
dérivées partielles de 6 parrapport a z,, qui ne s’annule pas avec les x,

m

est d—i; cette équation donne x, en fonction algébroide de degré m, de
dz”

D4y Pas -+ or Pnats donc g est également algébroide de degré m en y,,
Dgs + - .1 On—y» €L par conséquent en x,, s, ..., Tp.
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Si, par exemple, on a
do &y

- =0 -0
dx, > odx??

quand les « sont nuls, ¢ sera donné par une équation de la forme
o'+ Ao+ A,=o,

ol A, et A, sont holomorphes en z,, @,, ..., z,.
Ce sont les coefficients des deux séries A , A, qu'il s’agitde calculer.
Pour que ce qui suit soit plus clair, nous emploierons les notations
suivantes.
Nous poserons

du du du
Au_X.E;l—!—X,R +-..+X,,d—x"

’

u étant une fonction quelconque
Ay — A(Au), ..., A"u—=A{A"'u).

De plus, nous remarquerons que, dans les calculs qui servent 4 dé-
montrer I’existence des fonctions Ay, A,, on a employé deux systemes
de variables :

{14) Xy Loy ooey Ty

(ls\) xl’ ?I’ M 4 (Pn—l-

Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole ¢ quand les

variables (14) seront choisies comme variables indépendantes, par le

symbole 3 quand ce seront les variables (15) qui joueront le méme role.
Cela posé, voyons d’abord ce que signifient les conditions

9 _ 0 e

= ==L = e =0 o
ox,  ox} ox! Todan <77

(16}

A

qui doivent étre remplies pour que ¢ soit algébroide de degré m. On a

00 _do 0 dy 5 dy, o dy,
oz,  dz, ' dz, dz,  dz, dz, ' dz, dx,
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Or
ay, ay,
L Ex—,— _ oz
X, X, 7K
Done
05 dg df
X'EZ:X'FE .. X,.d—xn._AB.

Or X, n’est pas nul, on peut toujours le supposer. Donc la condition

o _
ox,
équivaut a
Ab=o.
De méme,
0%9 aX, 04
[ T Yy
I PR Pl bt
Done les conditions
w9 _oo
oz, d0x®
équivalent a
A= A2 —o.
Donc les conditions (16) équivalent &
M) =A0=...=A"") =, '_\"'9?:0.

Done, si le premier des A¢, qui ne s’annule pas avec les x, est A0,
» est algébroide de degré m par rapport aux x et s’exprime par I'équa-
lion
"+ Ap @™+ 4+ A+ A= 0,
Je dis qu’on a identiquement
Brek A '+ A B+ A= 20,
A étant une fonction holomorphe par rapport aux .r, et, de plus,

AAM=AA=.. . =AA,_ = o0.

En effet, posons
9|: 9(-1’1, Qiy o« vy @n—l)‘
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et considérons 6, comme une nouvelle variable. On peut tirer x,, en
fonction algébroide de degré m, deg,. ..., %,_, etde0,.
Soient .

les m valeurs de @, ; toute fonetion symétrique de ces m valeurs est ho-
lomorphe eng,, ..., 9,_, 0,.

Soient
g, g, ..., B
les m valeurs que prend £ quand on y remplace x, par
X, z, ..., 2.
Soient By, By, ..., B,_, les coefficients de ’équation
a7 B+ BB '+...+ BB +B,=o,

a laquelle satisfont ces m valeurs de f3.

Ces B seront des fonctions holomorphes en &', ..., x{"eteng,, ..
Pn_i, €L Symétriques par rapport aux m premieres variables. Donc ce¢
seronl des fonctions holomorphes en ¢,, ..., 9,_,, .

Eliminer x, entre les équations

=0, 9o-—3=0o,

ot 'on considere les variables (15) comme variables indépendantes,

¢’est éliminer G, entre
0,=o,

"+ Bn o™ '+ ...+ Bip + B,=o.
Done, en faisant 5, = o dans |
B., B, ..., Ba_y,
ces fonctions se réduisent a
Ay, Ay ooy A
Les A étant fonctions des ¢ seulement, on a identiquement

AA=AA =.. .= AA,_ = o,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(44)

- De plus, on a identiquement
Bo:Ao'*‘}u,en Bn-_:'A1+;\lel, seny Bm = An_ + )\m-|91)

les A étant holomorphes en ¢,, ¢, ..., 9,_,, 6,. Or {3 satisfait identique-
ment a I’équation (17). Donc on a identiquement

Bt Ana "+ A B+ A= 20,

A étant holomorphe en ¢,, 9,, ..., 9,-,, 6,, ou, en reprenant les va-
‘riables (14),

18) B Ap B 4 AR 4 Ag= 126,
). étant holomorphe en x,, x,, ..., z,. C. Q. F. D.

L’existence des fonctions A qui satisfont & ces conditions est dé-
montrée; il reste 4 trouver leurs coefficients. Pour cela, nous suppose-
rons que I’on n’ait que trois variables x,, x,, z; et que

Af=0o, A'6Zo,

c’est-d-dire m = 2.
Prenons le A des deux membres de I'équation (18); il viendra,
puisque AA; = AA, = o,

{19) - AB*+ A AB =240 + 6AX

Cette équation et celles que I'on obtient en la différentiant un nombre
quelconque de fois par rapport a chacune des variables nous donne-
ront, quand on y annulera les x, des relations entre les coeflicients de
A, et de }, et ce sont ces relations qui vont nous servir a les déter-
miner.

Si U est la différence des deux membres de I'équation (19), on cal-
culera done les coefficients de A, et de A a Vaide des équations

~dU__dU_dU_ dU _ d'U
T dz,  dz,  dx,  dx’  dxdx,” "
olt
o= X3 == X = O.
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Mais on peut remplacer le systeme

dU dU dU
de. ~ dz,~ dw, = °
pa.r le systeme
.
el le systeme
#U_ &V dU_ du d:U d:U

dz® — dx? = dz? ~ dz,dz, = dz.dz; dr,dz, °

par
U _ d'U _ 4&U_ JdAU _ dAU

d_xf:dx.dxg—dxj_- dz, — dx, =AU=o,

et ainsi de suite. ,
Ce seront ces nouveaux systemes que nous emploierons  la place des
anciens.

PREMIER CAS.

ABZo.

Dans ce cas, 'équation U= o donne A, =o; I'équation A"U = o ne
contient que
z‘., }, A)\, ceey Am=1),

Les équations
o =AU=AU=AU=...

nous fourniront denc
2, AN A%, ...

s . dU . dA,
L’équation 4z, = 0 he contient que A, et dz elle permet donc de

calculer ce dernier coefficient.

L’équation d

U .
77— = O ne contient que A,, des termes de la forme

dA, dr dAk dA™-

Arh et az.’ -(-1?‘, EZ'T, cery a7
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Les équations i '
_dAU_dAU

dx, ~ dx,
nous permettront donc de calculer

dy  dAd

b

De méme, si D est le symbole d’un nombre quelconque de différen-
tiations par rapport & x, et a x,, les équations

o=DU=D(AU)=D(AU)=...
permettront de calculer

DA=DA=D(AN) = ..,

pourvu que l'on ait résolu préalablement le méme probleme pour les

différentielles de A,, X, A}, ..., d’ordre inférieur i celui de D.
Quand on connaitra les coefficients de A, et de 2, rien ne scra plus

facile que de caleuler ceux de A,, et alors o sera connu, puisqu’il suf-

fira de poser
o'+ Ao+ A= o.

DEUXIEME CAS.

ABZo, AG=A0=o0, A63o0.
Dans ce cas, ¢ se présente sous la forme
@ - ANP -+ A’I(P + A;=o,

¢t Pon a identiquement

B+ A.B7+ AB -+ A, =120,
AN, = AA = AA = 0.

On part, comme précédemment, de 'équation

U= Aﬁs_‘_ A;Aﬁ’-’r‘ A|Aﬁ — 2A6 — 6A) =0
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et des équations obtenues en la différentiant, et l'on voit facile-

ment que
U=o0 donne A,

AU=o0 » A,
A'U=o0 » A,
AU=o0 » AR,

- U , 4
dz, ’ dz,’

(]AU . dA:

dzxr, ° > dzx,

daru =o0 » ﬂ»

dz, dx,

aNU . d A}
“dx, T © ’ dz,’

et, en général, :
DU =0 donne DA,

DAU=o0 » DA,
DA U=o » Da,
DA:U=0o » DA2,

Connaissant A,, A, et i, on eonnaitra done A,.

TROISIEME CAS.

AB=17Aj=o, A’g3z0, A Zo.

Dans ce cas, I'équation
U=o

se réduit a une identité.
Les équations de la forme DU = o ne contiennent plus DA, mais
seulement des dérivées de A, d’ordre inférieur a celui de D.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 48 )

7

Dans ce cas,

A:U-_—ﬂ:ﬂ:AU:o donne A, A, A),
dx,  dz,

A*U=o » A,
A'U=o » A,

....... » ey

.D.U=D,AU =D, AU =0 » D.A,, D2, DA},
D AU=o0o » D, A},
DAU=o » D. A%,

D.U=D0D,AU=D,A*U=0 » D,A,, D,3, D, A2,
D,AU =o » D, A},
D;A‘U=o » D,A},

Dans le Tableau précédent, D, est le symbole d’une seule différentia-
tion par rapport & x, ou & x,, D, celui d’une double différentiation
par rapport aux mémes variables, etc.

Il est a remarquer que 'on a ici plus d’équations qu’il n’en faudrait
pour déterminer les inconnues que I'on cherche; mais elles sont évi-
demment compatibles, puisque I’existence des séries A,, A,, X est dé-

montrée.
Il est plus rapide de calculer de la fagon suivante. Introduisons une

nouvelle variable «, et supposons que I'on ait a rechercher des fonctions
Ay, Ay, A de x,, x,, o, et « satisfaisant aux conditions

B4+ay)P+A(B+ay)+A=2, AA=AA =0,
4 étant une fonction donnée de x,, x,, x; telle que
AyZo pour =z ,=xy=x;=0.
Dauns ce cas, si

U=A(B+ay)+AA(B+ay) —A(28) = o,
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'équation
o= % donnera A,
o=AU » A,
o—=A'U » Al,
....... » ,
_av an,
0= de? > do ’
__d*AU ﬂ
=g " &
__dA*U X dﬂ
da ’ da’
......... P ’
d'U dA,
° dadx| ? ;1_;,
_dav a
= Tz » dz.’
dA*U dAA
0= —F— » —_—
x, dzx,

DS IR I N eienss

En général, la série d’équations
d

0= —
da

DU=DAU=DAU=...

nous donnera
DA, DA, DA}, DA%, ...
Il est 3 remarquer que A, est un polynome du premier degré, 2 un
polyndme du second degré en «.
Quand on aura ainsi trouvé A,, A;, A en fonction de a, x, x,, xs.
on y fera « =o, et I'on aura les valeurs cherchées de A,, A,, X en
fonction de x,, x,, x,.

QUATRIEME CAS.
AB=A6= A§ = o, A"'ez().
Dans ce cas, posant encore

U=AB+ay)P+AAB+ay)P+AA(B+ay) —A(2§) =0,
7
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on calculera les coefficients de A,, A,, A 2 I'aide des équations U=0
et de celles qu’on en tire par différentiations successives.

L’équation
-(;'_ DU=o0 donnera DA,
o
i DAU=o » DA.,
da
DAU=o0o » D).,
DAsU=—o0 » DA)\,

»

oy

et, faisant ensuite « = o, on aura les valeurs cherchéesde Ay, A, A,, 7.

Equations linéaires 4 termes constants.

Soit a trouver une intégrale de I'équation

dz dz dz
X.d—xl-i—X, d—x-,-{-'...—{—x,,-(ﬁ;—z,

olt X,, Xy, ..., X,,, Z sont holomorphes en z, x,, x,, ..., T
Cette intégrale étant assujettie i se réduire a

ﬁ(xl’ Ty v ey xﬂ)

quand

b(ziy &2y« 0y ) =0,

cela revient i chercher une intégrale ¢ de I’équation

dg dy do ;49 _
ngx"q—de—x;—{‘.--'i-X"R+Zgz—-0,
qui se réduise & z — 3 quand § = o, ce qui se fait comme on vient dv
le voir.
Si cette intégrale o s’exprime par une fonction algébroide de z et
des x,

¢*+ Aip+ A =0,

»== 0 est I'équation qui nous donne 'expression implicite de z en
fonction des x.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 51
La condition pour que le théoreme IV soit applicable pour que =,
par exemple, soit algébroide de degré m, c’est que le coefficient de 5™
dans A,, coefficient que 'on calcule comme on vient de le voir, ne soit
pas nul.

Equations non linéaires.

Soit a trouver une intégrale de
F=o,

qui se réduise 2 f3 quand 6 =o, on calculera les fonctions w,,
Wy ...y 0, auxquelles p,, p,, ..., p, doivent se réduire quand 7 = o;
puis on cherchera, par les procédés que je viens d’exposer, n + 1 inté-

grales de
do do de\ dF
E (X:i-+pil) ; — S <d_x—,~+pim>d—p.-:0’

qui se réduisent respectivement a

2_69 pl'—wls P‘Z_wzy c ey Pn_"‘u
quand
=o.

On obtiendra ainsi m fonctions ¢,, @, ..., ¥n.y, qui seront données
par des équations de la forme

¢+ Api 9P M+ L.+ A+ Ay =,

ol les termes A, se réduiront respectivement a
H,, H,, ..., Hoyyy

qui seront des fonctions holomorphes par rapport a z, aux x et aux p.

Les équations
H=H,=...=H.=H,,., =0

renfermeront 'expression implicite de I'intégrale.

CINQUIEME CAS.

Les w ne restent pas finis, mais restent déterminés quand les a s’an-
nulent.
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Si l'intégrale est assujettie i se réduire & 3 quand § = o, les w nous
seront donnés par les équations

[ F.=o,
dg . d?
0),—“-3}7_—)\ ;—1}-1—9
_dg __;_'19_
(20) 0 dx, — dx,’
g, db
\ o), — (—{;;‘4—)\ IZ'_,.,

oll w, wy, ..., w, sont les inconnues cherchées, X un parametre & éli-
miner et F, ce que devient F quand on y remplace s par {3 ct p,,
Pg, ...,p” pal‘ Wiy Way e0ay Wy .

Si, dans les équations (20), on fait

* X=Xy =, = Xy— 3% =0,
ces équations deviennent algébriques; elles donnent donc loujours

W, Wy (A 1

AT A TR TAL
Ay Ay oo Ay AL, étant des fonctions algébriques des coefficients
de F,, de £ et de §, qui restent finies quand ces coefficients restent
cux-mémes finis.
Si

Ivs J2s - s Yn» € est-2-dire les valeurs que prennent v, w,, ..., w, pour
x, =, =...=x, =0, sont finis et déterminés. Cest cc que nous
avons toujours supposé jusqu’ici.

Si, au contraire,
An+| =o,

les 7 ne restent pas finis; supposons que 1'on n’ait pas a la fois

A=A=...=\, =\ —=o0;

soil, par excmple,
A Zo.
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On changera de variables, et, au lieu de considérer z comme fonction
de x,, x, ..., x,, on considérera x, comme fonction de z, ., ..., x,.
Soient ¢,, ¢ay . .., ¢, les dérivées de x, par rapport a z, @, ..., &,;
soient o', w,, ..., w, les valeurs que prennent ces dérivées quand on
fait 6 = o; soit F, ce que devient F, quand on y remplace »,, ws, ..., »,
U U
1 ® o)} ® . . . .
par —» — %) — =3y se —oF pUIs qu'on rend la fonction ainsi
1 [}
obtenue enticre en la multipliant par une puissance convenable de w', .
W', Wy ..., », seront donnés par les équations

ng o,
dp db
i — R "
I—m, d_.l': —)\ d&“ C«l‘?
3 dg .
T + a—x-‘m2+?\zl-£o),_o,
d3 d3 ds
7[}:+7/?de lllu)a_o,
B3 dg , dg
(7;; —+ ‘(—t.;l‘-‘ oy, -+ ; d‘r‘ W, == 0O,
on
F,=o,
. B , db
1 w, dx, '—_-‘) f Ir.’
, d , df
u)g+m‘(([f + Ao, ar 0,
. , d . df
o, + W, (»;f— + Aoy, T =
d’on
1 — o,  — o, =, o,
\l Az - At) - Au \n+| ’

o', wy, ..., o, restent done finis el déterminés quand

X=X . =X, T 0

H en résulte que I'on est ramené aux cas déja étudiés, et que Ion peut
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obtenir I'expression implicite de I'intégrale en égalant & zéro n +- 1 fonc-

tions holomorphes en z, @,, @y, ..., @, §1 =Y\, §2— Tas ++vs G — s
Tis Yoy ++ey ¥, €tant ce que deviennent o', 0y, ..., w, pOur
Xy =Xy =...=X, = 3F=0.
C’est une propriété analogue au théoreme III.
Exemple. — Soit I’équation
pi—pi=1

et supposons qu’on veuille étudier P'intégrale de cette équation, qui
est assujettie & se réduire a.
22+ 2}

quand on vy fait
x, =2, + 23,

», et w, sont donnés par les équations
wl— o) =1, 2422,=06,4 (1 +22);

on en tirerait deux valeurs de w, et deux valeurs de », en fonctions
de x,, et il est aisé de voir que, quand «, s’annule, 'une des valeurs
de o, et 'une des valeurs de w, deviennent infinies.

Considérons alors o, comme fonction de o, et de z.

Soit
dx, dx,
g = J.;,, q:= E;’
d’ou '
— ¢, 1
| = [ 2 — + —_—
P 7 P 7
L’équation donnée devient
gi—1=4¢;

et il s’agit d’étudier I'intégrale de cette équation, qui se réduit &
x,+ a? quand on fait z =, + 2x7; o, et w, sont alors donnés par

73

wl—wi=1, 14+ 2x,=0\+w,(2+22),
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qui, pour x, = o, se réduisent &

Y S P S T S
d’ott
7'2:0, Y=,
dF~ =1 (]F—z l—=— 3 +2x + 2t
Ha—qu— > (1(12—— qh - - ' 1
d9 4 119____l
dz, ~ > o Tz
Pour x, = o, 1l vient
dF dF ds dh

Z(Z =2, -(/72 =0, .a'Tr—, 2 Jé -
et enfin ‘
dF df dF d% _,
dg, dr, Tdg dz: =t

Donc la condition (g), qui se réduit ici &

d¥ do  dF d5.
dq, dw, " dg. &z ="
est remplie.
Donc x, est fonclion holomorphe de -, et de =.
Soient

: r, t
(21) Ty == Q& A 1F+ —— X § X — =BT
1.2 1.2
les premiers termes de la série qui représente cette fonction. ¢, est

nul; ¢, est égal & 1, comme on I’a déja vu; quanta r,, s,, £, nous les
obtiendrons de la maniere suivante. Différentions

¢i—g=1
par rapport & x et a z, puis faisons x = z = o; il viendra
(22) r— ¢:8,=0, ¢,8— ¢:l,==o.

Faisons maintenant dans (21)

=X x), d=2x,+ a],
] 1
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et égalons les coefficients de 2; nous aurons

r
(23) 1_—.;1+23.+2t.+q,,

mais, si nous remarquons que, pour x, =0, ¢, =1, ¢, = 0, nous
verrons que les équations (22) et (23) se réduisent a
1
r—s=—o, t.:;-
Donc ¢, n’est pas nul; donc, en vertu du lemme IlI, z est algébroide
de degré 2 en x, et en x,.

Interprétation géométriqgue. — A quoi correspond géométriquement
le cas que nous venons d’examiner quand on n’a que trois variables
x,, o, et z et que, par conséquent, toute expression de z est fonction
de x, et de x,?

1l est aisé de voir, en se reportant a ce qui a été dit & ce sujet a
propos des cas précédents et reprenant les mémes notations, que le
plan tangent P, mené par la droite T au cone C, est alors parallele a
'axe des z; mais, comme il ne peut étre en méme temps parallele aux
trois axes de coordonnées, on peut toujours employer un artifice, qui
consiste i étudier la surface S, non plus comme définie par une équa-
tion ol z est égalé i une fonction de x, et de x,, mais comme définie
par une équation ol x,, par exemple, est égalé a une fonction de x, et
de z. Comme le plan P n’est plus alors parallele a I'axe des x,, la diffi-
culté a disparu. Tel est le sens géométrique de I'artifice analytique qui
vient de nous permettre de tourner la difticulté.

SIXIEME CAS.
94y Wy ..., W, De restent pas déterminés quand
Xy = Xy==...== Zy=—0.
C'est ce qui arrive quand

A=A =..=A,=A, =0
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et que, par conséquent, les équations

/ FI =0,
d3 ) d6
®, dx_, = '(7;:’
d3 dd
(7/I) 0y — (—[Tr_,: 21127
dB db
LT U, dx,

ne reslent pas distinctes quand on y annule les x.

Soit 7y, 72« ..., 7, un systeme quelconque de valeurs qui, substitué
a la place de w,, v, ..., », dans les équations (24), y satisfont quand
les « s’annulent.

Supposons qu’on veuille étudier un élément de la fonction s tel que
Xy, Ty, ..., &, soienl suffisamment voisins de zéro et que p,, pa. ..., p,
soient suffisamment voisins de 7, 7., ..., 7,; par exemple, supposons
que l'on se trouve dans le cas de deux variables et que

s =f(z, 7)

soit considéré comme représentant une surface. Puisque p, et p, ne
sont pas déterminés quand

Z== X\ ==X, =20,

la surface présente un point conique a I’origine, et ’on se propose d’¢-
tudier, non pas toute la partie de la surface qui est suffisamment
voisine du point conique, mais la partie de cette surface qui est limitée
par deux courbes se croisant a ’origine.

1l est clair que I’on obtiendra I'intégrale cherchée en égalant i zéro
n intégrales de I’équation

(25) V((IF_FP(IF)E EdF<i(P—+p-cﬁg>:o,

4 \dx; "dz dp,-_ J;—J: dx;
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qui se réduisent respectivement a

, 2 —-ﬁ,
dB\ do  d6 dp
(22 - 2),
dg\ do _ db n’ﬁ)
(26) (p'_d_z-.>(_i;'3 zz( s~ d.
d@) 49 db g
(= &) i s (= )
quand on a
6 —=o.

Les expressions (26) sont holomorphes en x,, x,, ..., 2, 3, py —7:»
P2—"2s +++s Pn— Yn-

Donc les n intégrales de I’équaiion (25) sont algébroides par rap-
port aux mémes variables. Si ces intégrales sont o, ¢4, ..., g, les
équations

== ..=9@,=0

sont équivalentes a n équations

(27) H,:H,:;...:H,,:O,
ou les H sont holomorphes en @, @3, ..., @u 2, Py — P1s P2 — Y20 + - -,
Prn— "n-

Les équations (27), jointes a I’équation proposée
F= o,

fournissent I'expression implicite de I'intégrale cherchée z et de ses
dérivées du premier ordre p,, p,, ..., p, en fonction de x,, x,, .. ., x,,
c’est-a-dire que le théoreme III est toujours applicable.
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DEUXIEME PARTIE.

ETUDE DES CAS OU L'ON A A LA FOIS

Pp=P,=. .=P,—o, .
X.+p.Z:X,+p,Z:—...=X.,+p,,Z:o.

PREMIERE SECTION.
I’équation proposée est de la forme
() Xup.+X,pz+-..+X,,p,.:7\.z,

ot X,, X,, ..., X, sont des fonctions holomorphes en z,, z,, ..., z,,
exprimables par des séries dont les termes de degré zéro sont nuls et
dont les termes du premier degré se réduisent respectivement a

Aoy Moy, ..., Moo,

Hypothese I. — Sil'on représente les parties réelles et imaginaires
de X, X5, ..., X, par les coordonnées de n points dans un plan, ces
n points sont tous d’'un méme coté d’une certaine droite passant par
I’origine, ou, ce qui revient au méme, le polygone convexe a l'intérieur
duquel se trouvent les points X,, X,. ..., 3, ne countient pas I'ori-
gine, '

Hypothese Il. — Les quantités 1,, },, ..., X, ne satisfont & aucune
relation de la forme
Mady 4+ mydy +. oo M= A

o my, m,, ..., m, sont des nombres entiers posilifs.
TutoriMe 1. — Si ces hypothéses sont satisfaites, le module de I’ ex-
pression

2 mi)u,' - ;h
2 m; — 1
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est loujours plus grand qu’un certain nombre positif K, quand on donnc
aux m; des valeurs entiéres et positives, mais d ailleurs quelconques.

En effet :
1° Cette expression n’est jamais nulle, car, pour qu’elle le fut, il

faudrait que Pon eat
2 IH[)\,' —_ 7;‘ = 0.

Or, toutes les fois que m, > o, le point dont les coordonnées sont
les parties réelles et imaginaires de

Z I"N,')‘,' — )\.
_2”1; — 1

est 4 I'intérieur du polygone convexe qui enveloppe tous les points 4,3
or ce polygone n’enveloppe pas l'origine.
Si au contraire m, = o, on n’aura pas non plus

Mahs + DRy~ . .o~ M Ay — A, =0,

en vertu de I'hypothese 1I.

Donc
Zm— )

— >
2.m,-—1

<0

2° Cette expression ne tend pas vers zéro quand les m tendent vers
infini d’une maniére quelconque, mais en restant entiers positifs.
En effet, supposons que m,, m,, ..., m, tendent vers l'infini, de

maniere que
nm; - o
. _ m a

ou les a; et «, sont des quantités finies, déterminées, positives et d’ail-
leurs quelconques.

On aura
lim Zm,«l,- —1I _ ;it,x,
Smi—1 S

Ea;l , . [ s .
Or 5—— estreprésenté par le centre de gravilé de n masses égales
i

respectivement a «,, a3, ..., a, et placées aux points A,, Xy, ..., 2y
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Ce centre de gravité est a I'intérieur du polygone circonscrit aux
points &,, 2, ..., A,. Donc
—Zfdci\lzo' C. Q. F. U,

Donec on peut choisir un nombre positif K tel que

Zmd — 2
d _ [ 2414 1 .
10 2m; —1 >K C. Q F. .
TukoriMe 1. — Il existe une infinité de fonctions holomorphes qui
satisfont a U'équation
N s
(2) Pi(xi—l_as):z,

i=1
ouS=ux, +~x, +...+ x,.
En effet, faisons dans I'équation (2)

3 =X — Xk,
il vient
pi=1, pi=—1,

et I'on voit aisément que ’équation est satisfaite.
Soit maintenant

. 1 H —
z=f(8)=8 <x_—ﬁ5) —

ol H=nM +«, d’ob
ey 1— al .
O e e T

pi=J'(8),

et, par conséquent, le premier membre de I'équation (2) s’écrira

il viendra

_pig) S= M a)s

1— a8

£(8) <Ex,-— nM§ )

1 —ad

Donc la fonction f(S), qui est une fonction holomorphe, satisfait éga-
lement a 'équation donnée.
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1l en sera de méme des fonctions

(3) KifS)+Ki(ws— )+ Ky (2 —2,)+...+ K, (&a ~ 2),

ou K,, K,, ..., K, sont des constantes quelconques.

CorovrraIrE I. — Parmi ces fonctions, il y en a une qui est représentée
par une série dont les termes du premier degré se réduisent a x,.

En effet, f(S) est représenté par une série dont le premier terme
est S. '

Si done on fait dans P’expression (3)

K= K.=K,=...=K,——

I
-
n
cetle expression devient une série que nous appellerons ¢(x), et dont
les termes du premier degré se réduisent a x,.

H—a

H .

positifs, et tous les coefficients de la série ¢ (x) sont réels et positifs.

CororrLAtre II. — Si M et « sont reels positifs, H et seront réels

Takorime II. — Siles hypotheses I et II sont satisfaites, I’équation (1)
admet une intégrale holomorphe, et une seule, dont les termes du premier
degré se réduisent a x,.

1° Il existe une série, et une seule, qui satisfait formellement a
I'équation (1) et dont les termes du premier degré se réduisent a x,.

En effet, si une pareille série existe, on obtiendra le coefficient du
terme en

m "y ”,
Tty Tty evey X,

en différentiant I’équation (1) m, fois par rapport a x,, ..., m, fois
par rapport a a,,, et en égalant les « a zéro.
Posouns, pour abréger,

dm‘+1n.3+...+m,. U

DU= j
dzindxy:. . dzp»’

on aura
DX, pr=[(Xr)i ()" [(Xe)at (prdi]™e o o [(Xe)a o (pe)a]™

équation dont le second membre est une expression symbolique ol1 I'on
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convient d’effectuer la multiplication d’apres les regles ordinaires du
calcul et de remplacer apres I'opération

x X Je X At A X’_

Py 2 ” -
( ’)I ( ’)2 . ( ’)u par dx*;*dx*;*. _dx,;.;,’
et de méme pour p,.

Donc on a

@ + m.g-'-D,zﬁ—m,gi&D,z +...+m,,(—i§5 D,z + 2B.
dz, dzx, s dx,

D(X.p)=X, =

Dans cette expression, D,U représente une dérivée partielle de U qui
ne diftere de DU que parce qu’une différentiation par rapporta x; a été .
remplacée par une différentiation par rapport & x,, de telle fagon que

d dm,+m,+ ceemp—1 U’
T dx, dxTidxTrdrs. o dxe

DU

Les B sont des termes formés d’un coefficient positif d’une dérivée
de X, d’ordre supériear au premier et d’'une dérivée de z d’ordre infé-
rieurd m, -+ my,+ ... + m,. ’

Sil'on annule les «, X, s’annule ainsi que ses dérivées du premier

, dX. . L3 e
ordre, exceplé 7z quise réduit 3 %,.. On a donce
D(X.p.)=m. Dz + 2B,
et Dz est donné par I'équation

SD(X,p,) = A Dz
ou

(4) (mh+ md+...+md—2)Dz+ZB=o.

Si I'on connait les dérivées d’ordre inférieur i celui de Dz, cette
équation permettra de calculer Dz, puisque

mh~+ myb ...+ md— 1 2o,

Donc, si I’on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrait
calculer toutes les autres et 'on ne trouverait pour elles qu’une seule
valeur.
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Or les dérivées du premier ordre sont données par I'équation

(4 — A )pi=o.
SiiZr,
pPi— 03

si 1 =1, I'équation est indéterminée. On peut choisir pour p, telle
valeur que I'on veut, et, en particulier, on peut.faire

pP= I.

Donc il existe une série satisfaisant formellement a I'équation (1),
dont les termes du premier degré se réduisent a a,, et il 0’y en a
qu’une.

2° L’équation (2) admet également une série qui lui satisfait for-
mellement et dont les terines du premier degré se réduisent a x,, et
elle n’en admet qu’une, car elle est de la forme (1).

Les coefficients de cette série sont donnés par les équations

i5) (mi+my+...+m,—1)Dz+ 2B, = o,

ou les B, sont formés avec les dérivées partielles des coefficients des p
dans I’équation (2) comme les B avec les dérivées partielles des X.
Cette série ne peul étre autre que ¢(x); elie est done convergente.
3° On peut former une équation auxiliaire qui soit de la forme (2)
et qui nous aidera a démontrer la convergence de la série définie pa
les équations (4).

Soit, en effet,
S=ax +x,4+.. +a,;

supposons que 1'on ait tovjours

Zmidi— A

2m;—1

mod. > K (K éiant positil),

ce qui est toujours possible, d’apres le théoreme I.

Supposons que les fonctions X,, X,, ..., X, restent holomorphes

quand les modules de x,, x,, .. , x, restent plus petits que i(cz ¢tant
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réel positif) et qu’en méme temps les modules de ces fonctions X,,
. M . , ‘o
Xy, ...4 X, restent plus petits que —— (M étant réel positif).
Soit

MS

X =z, — .
r " 1—a8

L’équation -
| 3X,ph =4

est de la forme (2); elle admet done une intégrale holomorphe

dont les termes du premier degré se réduisent a x, et dont on peut
calculer les coelficients a I'aide des équations (5) ou des équations

(5 bis) K(m+my+...+m—1)Dz'+ ZKB,=o.

4° Toutes les dérivées partielles de KX, d'ordre supérieur au premier
sont réelles, négatives et de module supérieur & la dérivée correspon-
dante de X,.

5° Les Dz’ sont positifs et leurs modules sont plus grands que ceux
des Dz correspondants.

En effet, supposons que cela soit vrai pour les dérivées d’ordre
inférieur i celui de Dz : je dis que cela sera vrai également pour Ds.

En effet, soient B; I'un des termes B, B,; le terme B, correspondant :

B: = hA(X,)A(z),

olt A représente une dérivée d’ordre supérieur 4 1 et A, une dérivée
d’ordre inférieur i celui de Dz ; de méme,

KB..= AA(KX,)A, ().

A,(z") est positif et de module plus grand que celui de A,(z); A KX).)
est négatif et de module plus grand que celui de A(X,). Donc KB,; est
négatif et de module plus grand que celui de B,.
Donc 3K B, est négatif et de module plus grand que celui de B.
De plus,

K(m—+m,+...+ m,—1)
9
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est positif et de module plus petit que celui de

Mmoo A4 madi+ .. md— A
Donce
KZ2ZB,

- 7 ?
Km+m+...+m,—1)

¢’est-a-dire Dz’ est positif et de module plus grand que celui de
2B

- Zm,-).,- —_ 7\. ’
¢'est-d-dire de Dz.

Or la série
Dz 27z oain
1.2...M,.1.2...My...1.2...m,

¢sl convergenle.
Donec la série

Dzzxrmay: .z
1.2...M . 0.2...Mye..T.2.,.M,

I'est également. B €. Q. F. D.

DEUXIEME SECTION.

Des cas ou l'équation proposée est de la forme
X+ Xopo+ .o+ Xopu= L.
X, X, ..., X,s Z sont des séries ordonnées suivant les puissances

croissantes de x,, x., ..., &,, 3, sannulant avec ces variables et conte-
nant des termes du premier degré par rapport aux x et a z.

PREMIER CAS.
Soit a intégrer les équations différentielles

'Zﬂ dr, __dx,

X~ X TX
out 'on suppose les X indépendants de z et ot les termes du premier
degré de X; s’écrivent

Zo.',-,}.l‘4~.
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Pour cela, nous envisagerons I’équation

(15) Xipi+ Xops+ ...+ Xapa= 83,

\

ol S est égalé a 'une des racines de ’équation

“n_s X2 [~ 25 SRR Ain
(l6) 247} otz— S Az ... Ao —o.
(2] Oln2 4] cee Can — S

Nous appellerons 4, &,, ..., A, les n racines de cette équation (16).

Hypothése I. — L'équation (16) n’a pas de racines mulliples.

Hypothese II. — Si I'on représente les parties réelles et imaginaires
des A par les coordonnées de n points dans un plan, ces r points sont
d’un méme coté d’une certaine droite passant par I’origine.

Hypotheése 1II. — L’un des A n’est pas égal & une fonction linéaire i
coefficients positifs des autres A.

LemME 1. — Si U’hypothese 1 est satisfaite, on peut ramener par un
changement de variables I’ étude de I’équation (15) a celle d’une équation
de méme forme, mais ou les termes du premier degré de X, X,, ..., X,
se réduisent respectivement a ’

)\lxl) )‘1‘1‘2; sey ;\nxm
c’est-a-dire a une équation de la forme (v).
Soit, en effet, un changement linéaire de variables

[ /= @n]"l -+ pm?"z"'}‘ R 5'".}’"'
‘1) -l'zzﬁn}’\"“pn]'z""---+@2n7'm
T ﬁnl}‘l + @u?]“.‘ +.o.oo ﬁnn]'n-

Si le déterminant des 3 n’est pas nul, on pourra écrire les équa-
tions (17) sous la forme

Yi=7YuZ -+ 7|21‘2+- .o+ 71nTny
7-]: y,“,z“ —+ )/ﬂ.l‘g"{“ e+ y-m-Tm

18)

VY= Ya Xt Y X YanZone

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Les équations

deviennent, aprés la transformation,

dy, dy, _ dy, _ dz

19) 75 PR 7m RuiiEinl Ve ohat 4

Les conditions pour que les termes du premier degré de Zv,,X; se
réduisent a },y, s’écrivent

Yo+ Yedp+ ...+ Yalin 1 il e R R i al AT T
Tu . e o
_ Yula+ Yizlnz 4. ..+ ¥ inlnn

Yin

=4,

d’olt
(“ll - }I)}lll+ GnYet. ..+ AaYn=0,

Ces équations, qui sont linéaires par rapport aux 7,;, conduisent
pour ces variables a des valeurs différentes de zéro, car le déterminant
auquel elles conduisent est nul, puisque X, est 'une des racines de
I’équation (16).

La condition que les termes du premier degré de =y, X, se réduisent
a Az y, permettrait de méme de calculer les ;.

D’aprés un théoreme connu, I’équation (16) n’ayant pas de racines
multiples, le déterminant des y n’est pas nul. Donc des valeurs des 7
on pourra déduire celles des £.

Donc_on aura pu choisir les coefficients du changement de va-
riables (17) de telle fagcon que les conditions posées & I'énoncé du
lemme soient satisfaites, ¢’est-a~dire qu’apres la transformation I’équa-
tion (15) devienne

Z}’l,‘X,‘q| -+ Z}'giXiqz 4+t EYniXiqn: Sz

{201 Y|q|+Y1q1—*-‘-~ +ann:SZ)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



( 69 )

ol
_dz _ds __dz
qi= _d]’|’ q:— d_]'z’ ey = —d]'n,

et ol les termes du premier degré des Y se réduisent respectivement
AIfly )\z]'g, ey )\,.»’}"n- C. Q. F. D.

Lemme 1. — Si Chypothése II est satisfaite pour I'équation (15), elle

’est également pour I’équation (20), et réciproquement.
84 L p qua: 0, ceprog . )
Car Iéquation (16), tirée de I'équation (15), a les mémes racines
que I’équation analogue tirée de I’équation (20).

Lemme . — S'il existe une série, ordonnée suivant les puissances
des x, qui satisfait formellement a U'équation (15), cette série satisfera
Jormellement a U'équation (20) aprés qu’on y aura remplacé les x par
leurs valeurs en fonction des y, et réciproquement.

LemME 1V. — Pour que I'équation (15) admeite une intégrale holo-
morphe, il faut et il suffit que I'équation (20) en admette une.

Car toute fonction holomorphe par rapport a n variables x,, ,, .. .,
x, est également une fonction holomorphe de » combinaisons linéaires

de ces variables,
Yoo+ YiarXa+ oo o Yin Ty

pourvu que le déterminant des y ne soit pas nul.

TurorkmMe V. — S¢ les hypothéses I, 1I et 11l sont satisfaites pour
U'équation (15), cette équation admet une intégrale holomorphe dyférente

de zéro.

En effet, dans ce cas, I'équation (20), qui est de la forme (1), salis-
fait aussi aux hypotheses I et II, ¢’est-a-dire aux hypotheses I et II de
la Premiere Section. Elle a donc une intégrale holomorphe différente de
zéro, d’apres le théoreme IIl. Donc, d’apres le lemme IV, I'équation (15,
admet aussi une intégrale holomorphe.

PROBLEME II.

Pour résoudre ce probleme, nous allons nous servir d’'un théoréme
dont I’énoncé nous a été communiqué par M. Darboux.
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Tutorime VI. — Si lesconditions posées a l’énoncé du théoréme V sont
satisfaites, les équations '

dx. o d.Z‘, . _ (]1‘"
i{‘: _——X—z‘ =...= xn

ont des intégrales de la _forme

1

1
',l“;‘ ]‘E 'l‘)'_"

ou les T sont des fonctions holomorphes des x et les K des constantes
arbitraires.

En effet, considérons les deux équations

Xip+Xopr+.o .+ Xupa=A 3,
Xip +Xopy,+. oo+ Xap, =k
Soient
z2=T, =T,
deux intégrales holomorphes de ces deux équations; la fonction

Th
o=
T
satisfera a I’équation '
dy de dy _
x.(—l—‘z -{—X;('E -+ ..+ X,,E;; - o,
¢’est-a-dire que
T% '1%
KK’

olt K, et K, sont des constantes arbitraires, sera une intégrale des
équations
dz, _dx,  _ dx,
X, X, U X,

Tutorime VII. — Si les conditions posées a I’énonce du théoreme J~
sont satisfaites, les intégrales des équations

dz, dx, dx, _di

{ = =
‘27) X| - x2 T Xn Tt
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peuvent s’exprimer en égalant @, &,, ..., &, a n fonctions holomorphes
enK, M, K, i, ..., K, K,, K,, ..., K, étant des constantes arburaires.

En effet, les intégrales des équations (27) s’écrivent

Al 1 1
™ot Ty,
K. K. T K"
d’ou
(28" To=Kh iy, To=Kbos, ..., To=Kifo.

Remplagons dans T,, Ty, ..., T, les & par leurs valeurs (17 ), puis
résolvons les équations (28) par rapport auxy; T,, Ts, ..., T, ne con-
tiennent respectivement, en fait de termes du premier degré, que des
(ermes €n ¥,, ¥a, - - -5 Va, €t aucun de ces termes n’est nul.

Donc les équations (28) donneront les y en fonction holomorphes
de Ko, Kidhsy L., Kirth,

Donc les @ sont aussi des fonctions holomorphes de ces mémes
(uantités. C. Q. F. D.

PROBLEME 1.
DEUXIEME CAS.
['équation est de la forme générale
{29) XIPI+X2P2+~.-+X,.I),.:Z,

mais les conditions posées a I'énoncé du théoreme V sont remplies
pour I'équation

X, A9 + X, Ao R Xi..d—? +17 dgo"‘—: So.
dz, Z, dx, dz ’
Takorime VIII. — L’équation (29) admet en général n + 1 inte-
grales holomorphes.
En effet, les équations
dz, _dz,  _ dx, _dz
X 7X, 7T X, T L
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admettent, en vertu du théoreme VI, des intégrales de la forme

1 1 1
VT _T‘ T

K, = K_z e — K,, K,H..
Donc les valeurs de z, tirées des équations
{30) T,=o0, Ti=o0, ..., T,=0, Tin.—=o0

seront des intégrales de I’équation ( 29).

(ll. dT, dT, dT,.

Or, en général, les quantités — 0 dz’ " g —ds he seront pas

nulles quand z et les « s’annuleront.
On pourra donc tirer des équations (30) de » + 1 manieres, z en
fonction holomorphe des . C. Q. F. p.

PROBLEME 11I.

Soit a trouver une intégrale z de ’équation (29) qui se réduise a une
Jonction donnée ¢ (p.,, fryy .- -y [n—y)quand ony remplace respectivement
Xy Lay +u.y Ty par des fonctions données §,, Oz, ..., 0, de py, gy ..oy pipy.

On suppose, comme dans la premiere Partie, que les fonctions ¢, §,,
sy .-.> O, s0nt algébroides et s’annulent avec les p.

Reprenons les équations

| 30) T' = Kl [AI' T2 — K2 t)", ceey 'rn+| = Kn+l [lruri’
2 :f(Klp‘" Kzl)‘i’ "‘9Kn+| [A"'H)’
x.:f.(Klﬂ., Kz[)‘g, ---,K,,_H[)"H'l),

‘\-3') ' x::'ﬁ(Klt.ﬁ,thl;’ . '-’K,,.,.ll)"”l)’

\ Zn :.ﬂ'(Kltl" N [A"H)'

Il faut, pour trouver 'intégrale, remplacer dans les équations (30)
2 par Y, 2y, Xy, -0y Ty par 0, 0y, ..o, O,z et enfin ¢ par une nouvelle

variable auxiliaire v analogue aux p.
T,, T, ..., Tns, deviennent alors algébroides par rapport aux p;
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de plus
I(I :v_)“TI(HI)p‘h "'y”n—l)’
=vMT e -
(32) K, =v la(lU-n L2y s Mn |>’
[\ Kepi =y Toy, (H-u, Hhas « ooy fhn— )-
Il faut ensuite remplacer dans les équations (31) les K par leurs va-
leurs (32); on y posera ensuite
t —
v Hhas

2z, &y, Xsy ..., T, s'expriment alors en fonctions algébroides de p.,,
Ray +oes Pueys Moty Moty - ooy e et s’annulent avec ces variables.

TROISIEME SECTION.
L'équation n'est pas linéaire.
Nous supposerons que, si I’équation proposée s’écrit
F = o,

s1X,, Xos ..., X0 Z, Py, Py, ..., P, sont les dérivées du premier ordre
de F par rapportd @y, &y, ..., Ty, 3, Pyy Poy -+ » Pur Véquation

i do do de
Xi+pZ)— +(Xo+pZ) 7~ +...+(Xp+p.Z
- S( PE) g+ (Xt piZ) g (Xet-p2)
S do do do do
( P.%—‘—P,E—...—P,.d—%—[ﬁppﬁ—l“)%_&p

satisfait aux conditions posées & I’énoncé du théoreme V.

Nous supposerons que l'intégrale que I'on cherche se réduise &
¢ (s Har-+es oy ) quand on y remplace x,, @, ..., ¥, parf,, b, ...,
9., et que, dans le méme cas, p,, py, -.., p, se réduisent aussi & des
fonctions connues w,, 6y, ..., 0, de Ly, flay <o vy Py

On peut toujours supposer que, quand p,, g, ..., oy s'annulent,
®y, Way ..., », Sannulent aussi, car, s’ils se réduisaienta 7,, 7,, ...,

Y ON poserait
=+ X+ YaZe . A Yn T,
et 'on serait ramené au cas ol les » s’annulent.
10
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Quand on fait

I A ] ) I AT
on a
X.+p.Z:X,+p,Z:...:X,.—{—p,.Z:P.:P,:...:: P.—o.

Mais quand I’équation (33) satisfait aux conditions posées a I’énoncé
du théoreme V, toutes ces quantités ne peuvent étre nulles a la fois
quand on donne a z, aux x etaux p des valeurs suffisamment voisines
de zéro etannulant F, c’est-a-dire que les équations

F—=o,
. X1+P|Z=X2+P1Z:.o-:X,,+an:o,

PP=P,=...=P,=o

sont distinctes, car, si elles ne I’étaient pas, le déterminant fonctionnel
des premiers membres de ces équations par rapporta z, x,, oy, ..., Ty,
Pis Par --+» Po Serait nul.

Or I'équation qui correspond a 'équation (16) est formée en égalant
a zéro un déterminant qui ne differe de ce que deviendrait ce détermi-
nant fonctionnel quand on y annulerait z, les et les p, que parce que
certains termes seraient diminués de I'inconnue S.

Done, si le déterminant fonctionnel était nul, cette équation admet-
trait uneracine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées
al’énoncé du théoreme V.

PROBLEME II.
Les équations

@_. __dx, dx, dz — dp, _ —dp,

PP, T T, T IpP+F X+ pZ T X+ pal

admettent, d’apres ce qu’'on a vu dans la deuxieme section des inté-
grales de la forme

(34) T, =K, T,=K, %, ..., Tpp= K,,‘+,Z7‘zn+-1,

ou les K sont des constantes arbitraires, ¢ une variable auxiliaire, les X
des constantes données, les T des fonctions holomorphes de z, des
et des p s’annulant avec ces variables.
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Ces intégrales peuvent se mettre sous la forme

(35) z =f, z, = fi, vy Tu=Jny
pI:‘ 1y Pa :ﬁu+2, ey p": I

ou les fsont des fonctions holomorphes de K, 4, K, 2%, ..., Ky, a1
s’annulant avec ces variables.

PROBLEME III.

Sout a trouver une intégrale de

F=o
qui se réduise a
Blpas pa o oy ponr)

quand on y fait
X, = el(fl:; M2y oo vy F’n—l)!

23 ==0a(fay oy «+ +» Pt )s

X, = 9,,((;,, y.a, ey l.l.n_‘),

B et les 0 étant des fonctions holomorphes des p. s'annulant avec ces
variables.

Quand on fait
=10, x:="0y, ..., Zy="0,

les p se trouvent assujettis a se réduire a certaines fonctions des p.: v,
Way « ey Wy
Ces fonctions sont déterminées par les équations

[ F(Bybiy0a evey by, 0 ...,0,) =0,

R R il
ap‘: = W, (1{}‘ @)y d{ll PN ) dlu.‘ ?
dg dob, db, do,
{3 5 S o . Ohn
{37) de oh s —+ des +. 0 o’
d3 _  db, N db, ot db,
Aoy Py D, T P
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PREMIER CAS.

Les équations (37) donnent les o en fonctions algébroides des .
Ce cas ne présente pas de difficulté spéciale, et I'on verra plus loin
comment on le traite.

DEUXIEME CAS.

Les équations (37) ne donnent pas les » en fonctions algébroides
des p.

Les deux membres de chacune des équations (37) sont holomorphes
par rapport aux p et aux «. Donc, en vertu du lemme VI (1% Partie),

on peut en tirer les w etles p en fonctions algébroides par rapport a
n— 1 nouvelles variables

Vig Vay + vy Vnoi

et s’annulant avec ces variables.

Donc f3, les 0 et les w seront algébroides par rapport aux v et s’an-
nuleront avec eux. On est donc ramené au premier cas.

Exemple. — Un exemple fera mieux comprendre ce qui précede.
Soit I’équation
pi=pi+p:

Soit a trouver une intégrale de cette équation se réduisant a

pi o+
quand

x, = o0,

xry = p,

2= Pl g

Les équations (37) s’écrivent

w; =0, +nl,
3pt = (2p + ta),

3p; = onpn -+ o .

On ne peut tirer de ces équations les » en fonctions algébroides
des p.
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Mais posons
W=V, W=V,
il viendra
RCHER T SR
3l =wl2pm+ )
3{1-: = Vala = Vilheo
d’ou
3(3pr — 2w )P = v 03] —2vip) Vi

3(3p3 — waa)'= vi(3pi — vt vim),

équations qui définissent u, et u, en fonctions algébroides des v. De
méme, p2, pu? + oy, pd +pd s'exprimeraient en fonctions algé-
broides des v.

CAS GENERAL.

Dans tous les cas on peut donc supposer :

1° Que les 6, £ et les w sont algébroides par rapport aux w.;
2° Qu’ils s’annulent avee ces variables.

On peut toujours supposer que les équations de la forme

67 + An 07 ...+ A+ Ay

qui définissent les 0 par exemple, de méme que celles qui définissent 5
et les w, sont irréductibles, c’est-d-dire ne sont pas un produit de deux
équations de méme forme. .

On remarquera que, pour un méme systeme de valeurs des g, f5,
les 6 et les @ sont susceptibles de plusieurs valeurs.

Soit

Bius D205 = oy Paeigo

un systeme fixe de valeurs des p.

Soit

{3., Bi00 Or00 + o vy Onoy Bioy By o vey Wae

un systeme fixe de valeurs de 3, des § et des w, tel qu’en substituant
dans les équations (37), a la place de

Uiy M1y eeey Macts By O 92 ity On @y @y, ..., W

L1009 Fz,09 o -9 [Fa—iyoy 50’ 91,01 02,0) ey On,O; ®Wi,09 Wi,09 .oy We,g

ces équations se trouvent satisfaites.
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Supposons maintenant que l'on fasse varier les . d’une maniere
quelconque en partant du systeme fixe de valeurs

ey M09 o0 vy Fr—t,0.

pour aboutir au systeme quelconque de valeurs

Foes Plage ooy Paeg,ie

Supposons que 3, les 9 et les w varient d’'une maniére continue en
meéme temps que les p. en partant du systzme initial de valeurs

60, en.uv 92,os ceey 9;,0, Wi,05 Wagey »+»+p Oy,
et qu’ils deviennent égaux respeclivement a
(37 bis) Bis Bty Oa, ooy Bais 004y @ayiy o v ey G
quand les ;1 deviennent égaux respectivement &
Bists Bty ooy Bneiyie ‘

Nous appellerons les valeurs (37 bés) valeurs correspondantes de p,
des G et des w.
Pour résoudre le probleme I, il faut d’abord remplacer dans les T

3y, Ly Loy wovs Xny Piy Pay v ey Pr

par

@a 91, 6'1, seey em Gy Olzy v v uy Gns

il viendra
T|: LlJ,, Tg ey \[Jn, ey Tz-+| — ‘PZIH-‘!

les ¢ étant algébroides par rapport aux p. Si l'on n’a substitué a z,
aux @ et aux p, dans les T, que des valeurs correspondantes de (3, des 6
et des o, les équations qui définissent les ¢ sont irréductibles.

On appellera systeme de valeurs correspondantes des ¢ un sys-
teme de valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un
méme systeme de valeurs correspondantes de f3, des 9 et des w.

1l faut ensuite, comme on I'a vu dans la Section précédente, rempla-
cer dans les équations (35) les T par les ¢ et z par p,..

z, les @ et les p s’expriment alors par des fonctions algébroides

TR 2
€N Ly, foy v o vy fnmiy [Ln's Pns oo ey g
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Si I'on‘a eu soin de ne donner dans cette substitution aux ¢ que des
valeurs correspondantes, les équations qui définissent z, les x et les p
sont irréductibles. On dira encore que des valeurs de z, des x et des p
sont correspondantes quand on les aura obtenues par la substitution
dans les équations (35) d’'un méme systeme de valeurs correspondantes
des . Les expressions de z, des « ct des p que I’on vient d’obtenir
donnent-elles 'expression implicite de I'intégrale cherchée?

Pour que cela soit, il faut et il suffit que I'on ait identiquement

dz dz dz
(1_.Z’|—p” Fx—z—ph ce iy dxn——pn-

1° Je dis que ces conditions sont remplies, pourvu que les p. ne
prennent pas certains systemes parliculiers de valeurs.

En effet, o,, w,y, ..., w,, B, 0,, 05, ..., §, ne sont pas tous identi-
quement nuls. Il en résulte que, pourvu qu'on ne donne pas a p.,,
Peas -+ -, Pu—y des valeurs qui satisfassent au moins a une relation donnée

Y(("'lv Pay ooy y,._-):o,
on n’aura pas a la fois
B:w.::o)z:...:o)":9|:52:_“:6n:0.

On pourra toujours choisir les . d’une infinité de manieres, de telle
facon que les modules de 3, des », des & soient aussi petits que "on
veut et que les . ne satisfassent pas a

7:0.

Dans ce cas, comme on I’a va au commencement de cette Section, les
fonctions
F, Pn Pz» ceey PM

X +pZ, Xo+ p.Z, ..., Xy+p,Z

ne s’annuleront pas a la fois quand on y remplacera z, les p et les «
par B, les w et les 6. Mais alors les fonctions J sont identiquement
nulles, comme on I'a vu dans les Géneralites (17 Partie); les équations
qui donnent z, x,, X,y ..., Tp» Py» Pa, -+ -, Pn €0 fonction des p sont
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bien I'expression implicite de I'intégrale, et, par conséquent,

dz dz dz

'd;l:]?n %;:Pn Ve d_x,.—P"'
Supposons maintenant que I'on donne &

P—I) |u21 .y PL»—I

des valeurs qui annulent a la fois
wl! (l“h v eey muq p’ 61, 91’ ..y 6:)'

et voyons si les expressions que nous avons trouvées représentent
encore réellement 'intégrale cherchée.

Interprétation géomeirigue. — Supposons que I’on n’ait que deux
variables indépendantes x, et x,, et que, par conséquent, I'intégrale
soit susceptible de représenter une surface S.

Il s’agit de déterminer la surface S de telle fagon qu’elle passe par
une courbe donnée C, passant elle-méme par P'origine, et qu’en chacun
de ses points son plan tangent P soit tangent 4 un cone donné. Nous
avons trouvé une expression de la surface S en égalant z, 2, z, 2
certaines fonctions de deux variables auxiliaires u, et p,.

Si, donnant & p, une valeur constante qui n’annule pas

®i, 0y B3, 0, Oa

on continue a considérer r, comme une variable, ces expressions de z,

x,, x, en fonction de y, et p, définiront une courbe K,, passant par le
point :
[2=B(w), .= 0i( )y 22="0,(p)],

qui est sur [a courbe C et que nous appellerons m, et passant aussi par
Porigine. :

Nous avons vu que, si la surface S cherchée existe, la courbe K,,
en fait partie, et qu’effectivement, tout le long de cette courbe, la sur-
face engendrée par les courbes K, satisfait aux conditions de la défi-
nition de la surface S.

Supposons maintenant que g, tende vers une valeur qui annule a la
fois les w, (3 etles §, par exemple vers zéro, c’est-a-dire que le point m
se déplace sur la courbe C en se rapprochantindéfiniment de I'origine.

Dans ce cas, ou bien p, restera fini, et alors z, o, et o, tendront vers
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/
zéro, ou bien p, augmentera indéfiniment et z, x,, o, tendront vers
des limites finies, c’est-a-dire que, quand le point m tendra vers
I'origine, la courbe K, se rapprochera indéfiniment d’une certaine
courbe limite K,.'

Il s’agit de faire voir:

1° Qu’a origine, c’est-a-dire quand

pi=o, ,U-zzw

ou quand
e z 0, [2=0,

la surface engendrée par les courbes K, et par la courbe K, satisfait
aux conditions de la définition de la surface S;
2° Que le long de la courbe K,, c’est-a-dire quand

pi=0, p,=00,

cette surface satisfait encore a ces conditions.

Hypothése I. — Supposons donc d’abord que les équations

0=0,=...=b.=0
soient distinctes, ce qui est le cas le plus général. Alors, pour que
I'on ait
f=wi=m=...mw,=0,=0,—=...=0,=o,

et par conséquent

o=F=P=P=...=Ph=X+pZl=X,+p2=... =X,+p.l,
il faudra que I'on ait
(a) P = = s = = e = O

Donc, toutes les fois que ces conditions («) ne seront pas remplies, on
aura, si p,Z o,
dz dz dz

'd_x":pn d—xz—~Pz, ey dxn—pn-

Hypothese 11. — On peut toujours supposer que les parties réelles des

quantités Xy, Az, ..., Aanyy SONL positives, car on a supposé que, si o
: 11
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et (3, sont les parties réelle et imaginaire de 2;, les points dont les

coordonnées sont «; et 3; sont d’'un méme colé d’une certaine droite
passant par P'origine, c’est-a-dire que 'on a, quel que soit ¢,

A1i+ Bﬁ,> o,

A et B étant deux constantes réelles indépendantes de i.

Si les parties réelles des ); n’étaient pas positives, on multiplierait
I'équation F = o par A — ¢B.

Ay Aoy ooy Aopyy deviendraient alors

(A—iB)h, (A —iB)h . +, (A—iB)humys,
dont les parties réelles sont
Aa, + Bﬁn Ad; - Bﬁ,, ey Aazn+| -+ Bﬁzn+|,

et sont par conséquent posiltives.

Cas 4 examiner.
Le cas ou I'on n’a pas

pl‘_'—-[h:‘..:p,,,_,:o
ou bien
Pn =0

ayant été examiné, il nous reste trois cas & considérer :

1 == ...=y_ =0, £, =0 ;
2° w, = 0; mais on n’a pas a la fois

B === ... =ty = 0}
3° u, est fini et de plus

i == .. == Uy = 0.

PREMIER CAS.

Rappelons de quelle maniere on a obtenu I'expression implicite de
'intégrale.
Dans les T, on a remplacé z, les a et lesp par B, les G et les w, et
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les T sont devenus égaux a des fonctions ¢ des p., définies par des équa-
tions de la forme

Y ARG AP G A =,

ou les A sont des fonctions holomorphes des p. s’annulant avee ces
variables.
On a ensuite, dans les équations

N Tl‘ = Ki t}"‘"

remplacé les K; par ¢, et ¢ par p,, et les T se sont trouvés définis par
les équations

(38) T 4 AU gy TP ok A pn=ONT, 4 A = o,

Il est clair que, sil’on annule p, ou si Pon annule les » — 1 pre-
miers p. sans rendre y, infini, on annule les T, et par conséquent z, les
x et les p.

Nous allons d’abord supposer que g, tende vers I'infini en méme
temps que les autres p. tendent vers zéro.

Les équations (38) nous donnent une expression implicite de I'inté-
grale.

Dans les équations, les A sont des séries ordonnées suivant les puis-
sances croissantes des p., de sorte qu’on peut poser

A =23y,
ou
x=Kiphph. . ply,
ou K, est une conslante, §,, 3, ..., B,—, des nombres entiers.
L’équation (38) pourra alors s’écrire

ZyTrKpkh —=o,
Supposons que P'on fasse le changement de variables
(49) W= v, My ”a’Eh 2= V% ESv ooy Pt == Y En—u Pn=v"' Eru

ol ay, &y, ..., a,_, sont des constantes dont les parties réelles sont
positives et que I'on déterminera plus loin. L'équation (38) s'écrira

alors -
IEERNRITEK — o,

IT.
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ou
E=K . . By
et
_ B, B Bnt
6——-K011+ Ka2+- -+ K [~ ] )l

Remarquons que, dans cette expression,

B, B B
K K °

T e

sont réels positifs, tandis que «,, o, ..., a,_,, X; sont imaginaires.

On peut toujours choisir les quantités a,, «,, ..., a,, de telle facon
qu’un ou plusieurs des d soient nuls pendant que les autres ont leur
partie réelle positive.

En effet, posons

=Moo +ik, oar="ho+iks ..., pr= hu_sa+ ihn-,

A =n+1iL, b=, + iﬁ;, vy Roppr = Nang + i&ansre

Dans ces expressions, A, A,, ..., h,_, sont des quantités positives et
d’ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; a« et les £ sont les
inconnues qu’il s’agit de déterminer; les v et les § sont les parties
réelles et imaginaires des \.

Dans chacune des équations (38) et dans chacun des coefficients A
qui y entrent, prenons chacun des termes y et considérons le ¢ cor-
respondant s

.

d —az+ B
0¢|+K 3 K

Bt

an—-l — M

dont la partie réelle est

a(]ﬁ—(l ht+%h2+...+ﬁ,l‘€| hn-—l)_ni'

Considérons les diverses quantités

) I
(§0) i ;
B+ Bahat. .+ Bacifay
comme
sz;
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ces quantités ne peuvent devenir plus grandes que

mm

T’
k étant le plus petit des nombres ,, A,y ..., Apy;
n étant le plus grand des nombres n,, n2, .. .y N2pess
m, étant le plus grand des nombres m correspondant a chacune des
équations (38).
Il y aura donc une ou plusieurs des quantités (4o0) qui seront plus
grandes que toutes les autres.

PREMIER CAS.
En général, il n’y en a qu’une. Soient
ﬁl.ov @2.0: ey ﬁn—l,oy KO’ Ne

les valeurs correspondantes de

ﬁl) @h sy ﬁny K, Nis
on posera
o Ko, .
@mhl -+ @z.oll: +...+ ﬁn—l,o"n—l

La partie réelle du o correspondant sera
i (Bualti+ Buoha ... Busltus )& — me= o5
la partie réelle des autres o sera
(41) (Bl Bulate . Bacihond) & —

et elle sera positive, puisque

. Koﬂo > K'/h‘
&= ﬁl,oltl+ @:,oh:-i‘ et @n—l,o Pay ﬁl/ll -+ pzhz +...+ pu—lhn-q

Quant aux quantités &,, k., ..., £,—, on les assujettira a la condition
I%(ﬁn,olfl -+ Qz,oka +.o ot Batobnn) — & =0,

¢, étant la partie imaginaire du A dont x, est la partie réelle.
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Alors tous les 0 ont leur partie réelle positive, excepté celui qui
correspond a 3,4, Ba0, « - vy Bamr,or 0o+ 1o, €t qui est nul.

Si donc on fait la substitution (39) dans les équations (38), ces
équations prennent la forme

(38bis)  o=T + BT/ 1AL+ . .+ T A OEm—1h 4 A0 Em)

ol les A" sont holomorphes par rapport 2 &,, &,, ..., £,_, et a diverses
puissances de v, dont les exposants ont leurs parties réelles positives.

De plus, dans I’'une au moins des équations (38 bis), 'un au moins
des A’ ne s’annule pas avec v, quels que soient les &.

DEUXIEME CAS.

Plusieurs des quantités (4o) sont égales entre elles et plus grandes
que toutes les autres.

Si le nombre de ces quantités n’est pas supérieur 4 n — 1, il n’y aura
pas de difficulté; mais, quel qu’il soit d’ailleurs, on pourra tourner la
difficulté, comme on va le voir.

Egalons encore « & ce nombre positif, qui est égal a plusieurs des
quantités (4o) et plus grand que toutes les autres. L’expression (41)
sera encore nulle pour les ¢ qui correspondent & une quantité (4o)
égale & «, positive pour tous les autres. On posera encore

(42) %(ﬁ.k.+ﬁ,lfz+...+ Bucibiey) — Ci=0o,

ol 'on donnera aux f3 et a §;les valeurs qui correspondent aux ¢ dont
on vient d’annuler la partie réelle.
Sile nombre des équations (42) est

<n—1 ou- =n—1,
on pourra choisir les £ de facon i satisfaire & ces équations, et, comme
dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées a la

forme (38 bis).
Si le nombre des équations (42) est

>ﬂ—l,

on ne pourra plus choisir les % de cette maniere, mais on pourra le
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faire de telle sorte que tous les & aient leurs parties imaginaires posi-
tives, excepté un nombre fini d’entre eux, que tous ceux dont la partie
réelle est déja nulle aient leur partie imaginaire positive, excepté un
ou plusieurs dont la partie imaginaire devra étre nulle.

En effet, soit par exemple

,f.-—:k,:. . .:l{.__l.

La partie imaginaire d’un ¢ s’écrit
(42 bis) k2B L

Considérons d’abord ceux des & dont la partie réelle est déja nulle;
pour 'un au moins d’entre eux, &; est positif, sans quoi on changerait
V—1 en —y—1; donc, pour %, =o, toutes les expressions (42 bis)
ne sont pas positives; pour £, positif et tres grand, elles le sont toutes.
On pourra donc choisir £, positif de telle sorte qu’il annule une ou
plusieurs des expressions (42 bis) en laissant les autres positives.

Considérons maintenant ceux des ¢ dont la partie réelle est positive;
il n’y en aura qu’un nombre fini pour lesquels

le plus grand des ;< le plus grand des K

et, par conséquent, dont la partie imaginaire peut étre nulle ou néga-
tive. Tous les autres ¢ auront leur partie imaginaire positive.
Posons maintenant

vy =yl

Dans ce cas, les équations (38) s’écrivent

SEERT =0,
ou
o= (1—ib)d;
si 0 = e g,
= (e +be,) +i(e, — be).

1° Pour un nombre fini des quantités ¢,

E=— g =0}
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alors
e+ beg =0, es,—be=o0, 0, —o.

2° Pour un nombre fini des quantités o,

§=—o0, ¢ >0,
alors
€+ be, > o0,

si b> o.
3° Pour un nombre fini des quantités d,

e >0, £7.0;
. on pourra alors toujours choisir & positif et assez petit pour que
¢+ be, >o0.
4° Pour un nombre fini ou infini des quantités &,

€E>0, & >0;

si b>o,
e+ be, >o.

En résumé, tous les ¢, ont leur partie réelle positive, excepté un ou
plusieurs qui sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici
la forme (38 bis), c’est-d-dire que les T sont fonctions algébroides
de &, &, ..., &_,, de diverses puissances de &, et de v,, dont les
exposants ont leur partie réelle positive, et que tous les T ne s’an-
nulent pas, quels que soient les &, quand v, s’annule.

CAS GENERAL.

Dans les deux cas qu’on vient d’examiner, les équations (38) ont éé
ramenées aux équations (38 bis). En résolvant ces équations (38 bis)
par rapport aux x, a s et aux p, on trouvera

’
n

r
P=0w, pr=6, ..y Pa= W,

4
z:ﬁ’, x,:@l, x,:@',, ey 1‘,,:6

(43)
Ces équations donnent P'expression implicite de l'intégrale, pourvu

que 'on n’ait pas

P =M= ... = fhpmy =0 ou pa=o,
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¢’est-a-dire pourvu que

V20, E,Zo, E;,Zo, ce 'E_,,zo.

Les équations (38 bis) montrent que, quand les £ tendent d’une cer-
taine maniere vers certaines valeurs différentes de zéro,

Eu,o, Es,o; ey En,n,

pendant que v tend d'une certaine maniere vers zéro, les T tendent
vers cerlaines valeurs finies et différentes de zéro,

Tu,o, T:,u: D) T7n+l,0’

et que, par conséquent, z, les « et les p tendent vers certaines valeurs
finies et différentes de zéro,

Zoy X L2090 + vy Loy Proy Pros - - 05 Page

Ces valeurs satisfont évidemment a I’équation
F(ZO’ Z1,05 2,0 5+« o5 X9 Prios Pooy o vy pn,o} =0,

car Fest une fonction continue de z, des x et des p, et 'on a vu qu’on
pouvait salisfaire & I’équation F = o en donnant a ces variables des
valeurs aussi voisines que I'on veut de

20y Li00 L2,05 « vy Loy Proos Paor ooy Pn,o-.
Il reste a faire voir que, pour
Xy=X1,4 Xa= L0y .y Xn= Ln,,
on a

dz _ ds _ dz _
d.r‘_p" dx,—_p“ B E:?,,—p"’

ou que l'on peut prendre v et les & assez voisins de leurs limites pour
que

53— 3= (20— Z00) (Proo+ &) + (Fa— Z,0) (Prot-€) +. o o+ (Za— Zuo) (Puo + ),

ot les modules de ¢, ¢, ..., ¢, sont aussi petits que I'on veut.

12
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Or on a
__ ds _dz __dz
Pl—&;’ Pz——%;’ cery Pu= dz.
toutes les fois que
vZo.

Considérons un instanty, &,, &, ..., %, comme des fonctions holo-
morphes quelconques d’une variable ¢ qui tendent vers

0, ET,O; ES,M sy EH,O

quand ¢ tend vers zéro.

Remarque. — Remarquons qu’on peut loujours supposer que, pour
t=o,
tjf dz, dx, d.zll
di’ di’ di’ U di

ne tendent pas vers l'infini.
En effet, un des T est donné par I’équation

(39) T4 A T"' 4.+ AT + A=,

ou les A sont des fonctions holomorphes de diverses puissances de ¢
dont les exposants ont leurs parties réelles positives.
Si T, est la valeur de T pour = o, on aura

(T—Ty)"+But (T —To)*'+...+ B(T —T,) +B,=o,

ou les B sont de méme forme que les A.
Soit ¢#(+*®) celle des puissances de ¢ qui entre dans le dévelop-
-pement de B,_¢ et dont la partie réelle est la plus petite. Si tous

- ¢

les o sont plus grands que 1, tend vers zéro quand ¢ tend vers

zéro; or on peut toujours supposer que tous les a; sont plus grands
que 1, car, si cela n’était pas, on poserait :

t =1,
X étant un nombre plus grand que tous les ﬁ, et I'on aurait

K iBk) — A A8
B (2x+iBk) — TK( @K +i .K)’

ol Aag > 1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



(91 )

Donc on peut toujours supposer que pourz=oona

ar_ 1
[
et par conséquent
dz _dz, dr,  _ dr, _ o c .
i il ik Tk . Q. F. D.
Cela posé, soient 7, une valeur quelconque de 2 z,, 2\, sy, .., X,

’

les valeurs correspondantes de z et des ; on aura

dx, d dx, \
__Zo_-f dt< dt pz‘l" -+ di Pn)'

Cette intégrale existe, puisque les quantités sous le signe [ restent
finies.

Or on peut prendre ¢, assez petit pour que p,, p,. ..., p, soient
aussi voisins qu’on voudra de p, 4, pPa g .-+ Pro. Donc

z.~z‘,:<fo‘ dtd“"'>(p.o+e.) +(f0 d:"”")(pn,o+s,.)

les modules des ¢ étant aussi petits que 'on voudra, c’est-a-dire

3 — Zo=—= (Pl,o+ 51)(-1'1,1—" xl,o) +...+ (pn.o+ En) (xn,l - xn,o)-
C. Q. F. D.

DEUXIEME CAS.

Py Pas +++» ny D€ sONL pas nuls a la fois (p, = o).
Dans ce cas, les équations (38) démontrent que les T s’annulent, et
par conséquent aussi z, lesx et les p. Je dis que 'on a en méme temps

dz __dz _ _ dz
dz —dm T de

Pour cela, il faut faire voir que, quels que soient les » — 1 premiers p.
on peut prendre y, assez pelit pour que

Z:C1x|+51x:+- -+Cnxn,
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(92)

o mod. &, < ¢, mod. 8 <¢gy, ..., mod.&,< ¢, &, &y, -

aussi petit que Ion veut. Or on a

dsz dx. ds gixz P dz .‘{f_':
2= ”"(dx. dn Az dm T A di

ou, puisque, toutes les fois que u, 2o,

dz dz dz

a?':pla d_‘m:pﬂy ""' 'dx":pn;

d’ol

Prsyo d.T
z = d _nz el
[ P P d‘u,.

., &, étant

) 0.

Or, on aura pu prendre y, , assez petit pour que, p,, variant depuis zéro
Pn, p
jusqu’a p., , (de maniere que son point représentatif décrive une ligne

droite), on ait

mod. p;<¢;.
Dans ce cas, on aura
vihny0 d
dﬂnpz — Clrn { rﬂOd' Z1< 3!’),
1)
d’otr
5= 2L

TROISIEME CAS.

= f=...= {L,,_‘:AO, (,L,,zw

C. Q. F. D.

En ce cas, les T sont nuls, ainsi que lesx, z et les p; je dis que

dz dz _ds

%:E‘;‘—;*...LEZO.

(') Poir la remarque de la page suivante.
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(93)
En effet, il suffit de faire la substitution (39) pour étre ramené au cas
précédent.

Remarque. — La démonstration précédente (deuxteme cas) suppose

dz, dz, dz, . . .
T ST e ey FOT . g ¢ b
que v’ I do, sont finis. Or on peut toujours le supposer, ainsi

qu’on I’a vu pour le premicr cas.

Vu et approuveé :
Paris, le 17 juin 1879.
Le Doven pE 14 FacuLré pEs Sciences,

MILNE EDWARDS.
Permis d’smprimer :
Paris, le 17 juin 1879.

Le Vice-Recteur pe L’Acapémie peE Pasis,

GREARD.
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SECONDE THESE.

PROPOSITIONS DONNEES PAR LA FACULTE.

Démontrer qu'un ellipsoide a trois axes inégaux peut étre la forme
d’équilibre relatif d’un corps fluide homogene tournant autour d’un
axe d’'un mouvement uniforme et dont les molécules s’attirent en raison
directe des masses et en raison inverse du carré des distances.

Vu et approuve :
Paris, le 17 juin 1879,
Le Doven ve ra Facurrt pEs Sciences,
MILNE EDWARDS.
Permis d’tmprimer :
Paris, le 17 juin 1879,
Le Vice-RecTEuRr DE L’AcApEMIE DE PAnus,

GREARD.

3436 Paris. — Imprimerie de Gavtmer-ViLLaRs, quai des Augustins, 55.
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