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PREMIÈRE THÈSE. 

SUR LES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS 
DÉFINIES PAR 

LES EQUATIONS AUX DIFFtRENCES PARTIELLES. 

INTRODUCTION. 

Le problkme de l’intégration des équations aux différeiices partielles 
a été abordéxlès le siècle dernier par les géomètres; niais ce n’est qu’au 
commencement de ce siècle que Cauchy et Jacobi sont parvenus à ra- 
mener complètenleo t l’intégration des équations aux dérivées partielles 
d u  premier ordre h celle des équations différentielles ordinaires. 

Toutefois la question n’etait point. épuisée, car ce dernier problèiiie, 
l’intégration des équations aux tlifférentielles ordinaires, était loin 
(l’être résolu. L’existence meme de’ l’intégrale n’était pas déinon trée 
d’une inanière rigoureuse. 

Cauchy aborde ce nouveau problème, e t ,  dans le Tome XIV des 
Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences ( p. I 020- I o d ) ,  i 1 
iniagine pour  le résoudre u n  nouveau mode de calcul qu’il appelle calcul 
des limites, et il démontre que les équations différentielles ordinaires 
admettent une intégrale; i l  définit complèteinent cette inliigrltle, ou 
plutôt u n  élément de cette intégrale, en montrant qu’elle peut se 
reprbsenter en génkral par une série ordonnée suivant les puissances 
croissantes de la variable et convergentes clans de certaines limites. 
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C’es! donc une intégration complete, inais qui  ne  nous fait pas con- 
naître la valeur que  prend la fonction cherchée quand on donne à cette 
variable une valeur quelconque, mais seulement quand le module de 
cette variable reste plus petit qu’une quantité donnée. 

Dans le Tome XV des Comptes rendus des séances de l’Académie des 
Sciences, il applique les procédks du  calcul des limites d’abord aux équa-  
tions linéaires aux difféiwwes partielles du  premier ordre  ( p. 44-58) ,  
puis à un système quelconque d’équations aux différences partielles 
d’ordre quelconque ( p .  85- loi ) .  Il recherche quelle est l’intégrale de ces 
équations qui  est assujettie à se  réduire, quand l’une des variables s’an- 
nule, 5 certaines fonctions données des autres  variables indépendantes, e t  
il démontre que cette i n t ég rde  peut encore, en général, se représenter 
par  une série ordonnée suivant les  puissances croissantes des variables. 

Enfin, dans le Tome XVI (p. 572), il recherche comment on devrait 
aboriler le problème quand l’intégrale particulière que  l’on éi udie est 
assujettie h d’autres conditions qu’à celle de se réduire, quand l’une des 
variables s’annule, ‘a certaines fonctions données des autres variables. 

Dans le cas le plus gknéral, le problème qui  nous occupe a donc été 
ciomplèteirien t résolu par Cauchy. 

11 a été depuis repris par deux géomètres. Dans une Thèse inaiiguriile, 
insérée dans le Tome 80 du Journalde CreZZe (p.  I e t  suivantes), Mme (le 
Kowalcwski a démontré de nouveau des  théorèmes déjà trouvés par  
Cauchy: enfin M. Darboux en  a insérk une déinonstration nouvelle d a n s  
le Tome LXXX des Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences 
( p .  1 0 1 ) .  Toutefois, il existe encore des cas où Ic ihéorèine de Caucliy 
ne peut pas s’appliquer e t  où l’intégrale soit d’une équaiion diffkren- 
tielle ordinaire, soit d’une équation aux différences partielles, ne peut 
sc repieésen ter par une série convergente ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes des variables. 

Pour les équations difl’érentielles ordinaires, ces cas exceptionnels 
on t  été étudiés par MM. Briot e t  Bouquet, dans un Mémoire intitulé 
Il/leinoire sur les fonrlions depnies par les équations di ffèreniielles et  i nsére 
d a n s  le Tome XXXVi d u  Journalde l’&coZe PoZytechnique. 

Mon but, dans ce travail, est d’étudier de même, pour les équations 
aux  différences partielles du premier ordre ,  les cas exceptionnels où  le 
thkorème de  Cauchy ne s’applique plus. 
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( 3 )  
Ces cas sont de deux sortes : ou bien la difficulté provient, non de la 

forme même de l’iiquation proposée, mais de la  manière dont est défi- 
nie l’intégrale particulière que  l’on étudie; ou bien elle est due à l a  
fornie de l’équation proposée. De là la division naturelle de ce travail 
en deux Parties. La première est destinke à l’étude des exceptions de la 
première sorte e t  nous amènera à ileconnaitre que  1’011 peut obtenir 
l’expression implicite de l’intégrale en égalant à zéro certaines fonc- 
tions des variables d e  l’inlégrale et de ses dérivées du premier ordre, 
e t  que ces fonctions peuvent se représenter par des séries ordonnées 
suivant les puissances croissantes de ces quantités. 

Dans la deuxième Partie, on étudie la seconde sorte de  singularités; 
mais je  n’ai pu arriver à des résultats que  quand certains coefficients 
satisfont h certaines conditions de signe, et j’ai été obligé de laisser de 
côti: les cas où  ces conditions ne sont pas remplies. 

Avant d’ahorder le problème qui est 1’ol)jet principal de ce Mémoire, 
j’ai dû étudier, dans des lemnies préliminaires, quelques propriktés 
générales des fonctions, et, en particulier, rechercher ce qui  se p:isse 
quand-on ne peut plus appliquer les théorèmes de MM. Briot et Bouquet, 
relatifs aux fonctions définies par des équaiions dont le second membre 
est zero, e t  le premier membre une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes des variables e t  des fonctions clierchées. 

LEM 11 ES PRÉ L I M 1 NA 1 RE S. 

On sait qu’une fonction z de n variables x,, x,, . . . , zn (ou plutbt 
un élément (le cette fonction) est dite hofomo~phe en x, - a,, x2 - 
. . . , x, - tc, quand on pcut la représenter dans une certaine étendue 
par une série convergente ordonnée suivant les puissances croissantes 
de z, - a,, x, - a2, . . , LI=, - a, ( a i ,  a2, . . a, étant des constantes 
données). 

Pour que cela a i t  lieu, il faut et il suffit que  la fonction z reste 
finie, continue et inonodrome quand les modules de LE, - a i ,  x, - a2,  
. . , x, - a, restent plus petits que certaines qiianiités données. 

. 
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Théorème de MM. Briot et Bouquet. 

M M .  Briot e t  Bouquet on t  démontré que, sip fonctions z , ,  22, . . . , " P  - 
de n variables xi, xa, . . . , x, sont depnies par p èquntions dont le 
second membre est zéro et les premiers membres sont p foncîions holo- 
morphes en a ,  - pi, z ,  - p,, . . . , zp  - Pp, x, - ai x2 - a,, . . . , x,, - 2, 
(les a et les p étant des constantes), s i  ces p èquations sont satisfaites 
quand on f a i t  

zI = pl, z2  = pi, . . . , zP = f i p ,  x i  = ai ,  x l =  al, . . . , xn = ail, 

si pour le même système de valeurs le de'ienninant fonctionnel des pre- 
miers membres des p èquations par rapport aux p fonctions z n'est pas 
nul,  les p fonctions z ainsi definies sont holomorphes en x, - a , ,  
x,-a2, ..., xn-a,,. 

Je ferai dans la suite un fréquent usage de ce thkorèine, et je m'en 
servirai en particulier pour  démontrer les lemnies qui  vont suivre. 

Dejfnilion. - Nous dirons qu'une fonction z de n variables x,, 
x,, .. . , x,, est algbbroïde de  degré m en x, - a,, x, - a,, . . . , x, - 
quand elle satisfera à une  équation de  la forme 

où A,,-, , . . . , A , ,  A, sont des séries ordonnées suivant les puissances 
croissantes de x, - a,, x, -. u,, . . . , x,, - an, qui restent convergentes 
quand les modules de xi - u,, x, - u,, . . . , xn - an restenk plus petits 
que  certaines quanlités données e t  qu i  s'annulent quand 

Dans tout ce qui  va suivre, nous supposerons que  
a,  = xi = . . . z x,, = fi = O .  

Nous pouvons toujours le faire, car, si cela n'était pas,  on ferait 

x, =y,  + a, ,  x2 =y, + al, . . , xl, = y*,, + an, z = Z, + p, 

et  avec ces nouvelles variables on serait ramené a u  cas où les a et  fi 
sont nuls. 
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( 5 )  
LEMNE 1. - Si un; Jonction z est alge‘broïde de degré rn en x,, x 2 ,  
, x,, et qui ïon y remplace x ,  x2, 8 x,, par des fonctions hoio- 

morphes en t s’annulant quand t = O ,  la fonction z est de‘veloppable e7t 

une série convergente 

puissances croissantes 

dans une certaine étendue et ordonnée suivant les 

de tf’, p étant un nombre entier tel que 
1 

p 5 nt. 

En effet, reprenons l’équation 

zmJ + An,- , zm-I +- . . . + A, z + A, = o.  

Remplaçons dans celte équation 

31’ Xa, - * - 9  Xa 

par certaines fonctions 0 

<pl (q,  ( e z ( l ) 9  * - 9  (edt) 

holomorphcs en  t e t  s’annulant avec cette variable. Les A deviendront 
des fonctions liolon~orpbes en t et-s’annuleront pour t = O ,  puisqu’ils 
s’annuleii t pour  

x , = x , =  . . .  = x , = o .  

La fonction z devient ainsi une fonction de t susceptible de  rn valeurs. 
Quand on fera varier t de telle nianière que  le point qui  représente 
sa valeur imaginaire s u r  u n  plan décrive un contour autour  du  
point t = O ,  il y aiira p de ces m valeurs qu i  se permuteront circii- 

lairenient coinme les p valeurs de  t;.  I l  est évident que,  si l’on donne 
à z ilne de c e s p  valeurs comme valeur initiale e t  qu’on fasse décrire 

à t u n  clieinin tel que  tP revienne à sa valeur primitive, z reviendra 
aussi à sa valeur initiale. De plus, z conserve une valeur finie quand le 
niodule de t reste inférieur i une limite donnée, et, étant unc fonction 

continue de t, est aussi une  fonction continue de t ; .  

1 

1 

1 

3- 
Donc a est liolomorphe en t P ,  et il est d’ailleurs évident que  

C. Q. F. D. P %* 
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( 6 )  
Dans les deux leinmes qiii vont  suivre, on consiaérera une fonction z 

Y ( ” )  =O,  

de  n variables x, z2, . xn définie par une équation 

dont  le premier membre p(z)  est une série 

A, +A,z + A,z2+ . . 
ordonnée suivant les puissances croissantes de  z et dont  les coeffi- 
cients Ao,  A , ,  . . . sont des fonctions holomorphes en x,, LQ,, . . ., x,,. 

On supposera que, quand on fait dans les A 
x ,  = x2 = . . . = X” = O, 

on ait 
A, = A ,  = A, =:. . . = Am--, == O (A,, ,%o~. 

L m r m  I I .  - II existe m jonciions z qui saiisjont à la dej7nition prè- 
ce‘dente et qui tendent vers zéro quand xi x2, . . . , x, tendent vers zéro. 

E n  effet, soit y o ( z )  ce q u e  devient y(.) quand on y fait 

Si l’on représente les parties réelle et imaginaire de  a par les coor- 
données d’un point dans un  plan, on pourra toujours tracer dans ce 
plan un cercle C ayant pour centre le point z = O e t  dont  le rayon H 
soit assez petit pour que  po(  z )  ne s’annule pas à l’intérieur de  ce cercle, 
si ce n’est pour z = o. Ceci posé, il est évident que, si l’on prend l’in- 
I égrale 

le long d’un cercle quelconque Ci, concentrique à C et  de  rayon R i  < R, 
celte intégrale sera égale à 2 i zm.  

Soit maintenant Yi ( 2 )  ce que  devient ~ ( z )  yuaiid on dorine à Lti , ,  

x,, . . ., X, certaines valeurs déterminées différentes de  zéro. On peut 
toujours prendre les motlules de  ces valeurs déterminées assez pelits 
pour que  : 

1 0  pi ( a )  diffère aussi peu qu’on veut cle ~ ~ ( 2 ) ;  

20 y’i ( 2 )  differe aussi peu qu’on veut de  $,, ( z j ;  

30 f&! differe aussi peu qu’on veut de  G(2). 
. WP) Y o ( 4  ’ 
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4” Enfin pour que  S $ - # d a  prise le long du  cercle Ci diffère aussi 

peu qu’on veut de  s s d z  prise le long du  même cercle, c’est- 

à-dire, puisque cette intégrale est toujours égale à 2in  multiplié par un 
noiribre entier, pour qu’elle soit kgale i 2 i x r n .  

Donc on peut toujours prendre les modules de  ‘xi, x2, . . . , x, assez 
petits pour que  Yi (a> s’annule m fois dans l’intérieur du  cercle C , ,  
guelquepeîit que soir le rayon de ce cercle. 

Donc i l  existe rn fonctions ai.,  z,, . . ., z ,  de x , ,  x,, . . ., x,) qui  
annulent l a  fonction ‘9 ( a )  e t  qui  tendent vers zéro quand xi,  x2, . . . , x,, 

. 

* 

tendent vers zéro. C .  Q. F. U.  

LEMME III. - Les m fonctions a ,  , a,, . . . , z ,  sonl algèbroïdes de degrè 
m en xi, x,, . . ., x,. 

En effet, les m fonctions zi, a,, . . ., z ,  sont définies par les rn é q w -  
tions 

Je vais d’abord remplacer le système ( I )  par un autre système équi - 
valent. A cet effet, j e  poserai 

f( 0 ) = ( 0 - a,  ) ( 0 - z 2 )  . . . ( v - zni ) , 

. . . . . .  ..., 

l e  poserai en  outiae 
i = m  

. . . .  8 . .  . 6 .  ..., 
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.... ............., 
i= In 

i l  est clair que le système 

est équivalent au système ( 1 ) .  

Les B sont symétriques par rapport h z , ,  z , ,  . . ., z,. De plus, ce 
sont des fonctions entières par rapport à ces variables. En effet, les 
dénominateurs J ( z i )  ne contiennent que des facteurs de la forme 
zi - zk et ne contiennent ces facteurs qu’à la première puissance. Donc 
les B seront égaux aux  quotients de fonctions holomorplies en z , ,  
z,, . . ., z,~, x,, x,, . . ., x , ~  par  le produit de tous les facteurs tels que  
Z i - Z k .  J’aurai donc deinontré que  les B sont eux-mêmes des fonctions 
holoiiiorplies en  z , ,  z , ,  . . ., z , ~ ,  x,, x,, . . ., x, si j e  fais voir qu’en les 
muiiipliant par zi - zk et  faisaut zi = zk on les annule. Or cela est évi- 
dent, car, les B étant symétriques par rapport à zi e t  à z k (  B ( zi - z,J 
change de signe quand on change zi en zk et  zk en  zi. Donc i l  s’annule 
quand zi == z k .  Donc les B sont  Iiolomorphes en x,, x,, . . ., x,), en z , ,  
z,, . . ., z ,  e t  symétriques par  rapport à ces m dernièrcs variables, 

Posons 
SI= z z i ,  s*= zz;, * .  . , s,n= 2 z g z .  

Ces m nouvelles variables s’annuleront en même temps que  les zi 

aux s et  de d e g r é p  est un polynôme entier en  
De plus, on sait que  tout polynôme entier syinétrique par rapport 

e t  en 
SI, S,, . . . , S p ,  si p z m ,  

SI, S,, . . ., S,, si p z m .  

Donc les B seront des fonctions holomorphes en S I ,  S2, . . . , S,,, x,, 
x2, . . .) x,. 
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Les S sont donc dkfinis en fonction des  IZ: par m équations dont le 
second membre est zéro e t  les premiers membres sont des fonctions 
holomorphes en S I ,  S2, . . . , S,n, x,, x2, . . . * zn .qui  s'annulent q u m l  

s, = s,=. . . = s, = 5, = x2 =. .,.= x,,= o. 

Donc, en vertu du  tliéorème de  MM. Briot et Bouquet, les S seront 
Iioloinorphes en q, x2, . . . , x,si le déterminant fonctionnel des B par 
r appor t  aux S ne s'annuîc pas quand 

s, = s,= . .= s,= 2, = z* =. . .= xn= o. 

I l  faut donc calculer le déterminant fonctionnel des B par rapport. 
aux  S pour ce système de valeurs, e t  pour  cela calculer, toujours pour  
les mêmes valeurs des variables, les dérivées partielles 

a, 

dBP - 

dSk 
I O  Si k < m - p + r ,  

- o. - 
dSk 

En d ' e t ,  si dans ~ ( z )  on fait 

De mêine on a, quand les x s'annulent, 

Le premier terme est homogène et  de  degré M - p  -I- J par rapport 
aux z,  le second homogène et de  degré m - p  + 2, etc. 

Donc, si l'on exprime maintenant les B eii fonction des S, le premier 
terme de  Rp dans le développement (3) donnera lin terme en S,n-p+i 
et  des termes formés par  le produit de  deux ou plusieurs des Sk tels que  
k < m - p + 1, mais il ne donnera pas de terme en S k ( k  < m - p  + I )  
e t  indkpendant des autres S. Les termes suivants du développemeiit ( 3 )  
n'en donneront pas davantage pour les mêmes raisons. 

2 
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DoncB,,, développé en fonction des S, ne contiendra pas de  terme en SA.  
Donc 

Donc le déteririiiiant fonctionnel des B par rapport aux S se réduit, 
a u  signe près, au produit des 

dB P. 
( & - p + l  

il suffit donc, pour faire voir que  le cléterininarit n’est ilas nul ,  de 
montrer qu’aucune de ces dérivées partielles ne s’annule. 

pour  calculer reportons-nous au développement ( 3 )  et ciier- dhni-p + , 
chons d’où peut provenir,dans le développeinent de  B,en fonctioii des s, 
iin terme en Srn-p+,.  II ne peul venir que  (lu :premier terine du cléve- 
loppement ( 3 ) ,  qiie nous appellerons pour abréger TI,, car les terines 
suivants de (3 )  sont Iioniogènes par rapport aux  a et de degré supk- 
rieur h rn - p  + I .  

II suffit donc de s’occuper des termes provenant de T,; on a 

T~ = x p  s~,-~+, + e, 
6 ét:int une fonction de S, ,  Sp, . . . , S,n-p qui  s’annule avec ces wri;hles,  
e t  c’est g,, qu’il s’agit de calculer. Comme a,, est une constante indé- 
pendante des z ,  il suffira de  calculer sa valeur en donnant aux z (les 
valeurs quelconques, par exemple les racines de l’équation 

2” zP-’ - 1 = 0. 

Tous les SI, sont nuls, et = m --p + I .  Donc 

T,= a,(112 - p  + 1 ) .  

Or, on a 

cette intégrale étant prise le long d’un cercic de rayon suffkamnient 
grand.  En effet, le résidu de la fonction sous Ic signe J par  rapport à la 
racine ( 7  = z;  est 
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La soiiiii-ie des résidus de cette fonction cst donc la somme de ces 

quaniiiés, c'est-à-dire 5-  Or, dans le cas particulier où nous nous 
sommes placés,. 

Ln 

' 9  f( O) ZI u" - VI'+' - 

fp ( O )  = c;* V" p ,  où c;;, =- Il2 ( 0 2  - 1 )  . . ( nl - -  p + I ). 
Donc 

La première iniégrale est nulle ; en cc  qui concerne la seconrlc, la 
fonction sous le signe J est développable (puisque le rayon du cercle 
le long duquel on prend l'intégrale est très grand)  en série ordonnée 

suivant les puissances croissantes de  - e t  tlorît ie premier terme est t .  
Ce preinier teriiie donnera une intégrale 2i71, les autres une inikgrale 
nulle. Donc 

I 

Donc lec a,, ne sont pas  nuls :  donc le déterminatit fonctionnel (les n 
par rapport aux S ne l'est pas non plus; donc les S sont des fonctioiis 
Iiolomorplies en x,, x,, . . ., zn. 

Les M valeurs de z ,  2 savoir s l ,  z2 ,  . . ., z , ~ ,  satisfont à une équatioii 

où les A' sont des p o l p ô m e s  entiers e t  symétriques par rapport ii 
ui, z2, .) zm; ces polynômes sont donc aussi des polynômes entiers 
l'ai. rapport à S,, S2, . . ., S,n, et par conséquent des fonctions tiolo- 
iiiorphes en  .ci, a2, . .., zn. 

C'est dire que les rn valeiirs de z sont algébroïdes de tlcgré m en 
XI  X2, a 0 9 X,t- C. Q .  F .  D .  
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c p ( z ) = o  

La déiiionstration précédente suppose que I’équatioii 

n’a pas de  racines multiples; mais il est facile de  l’étendre k ce cas 
d’exception. 

Soient encore, en effet, 

e 1. 

où z , ,  z2, ..., z ,  représentent pour un instant des quantités que l -  
c.onqiies, et soit encore 

sp = 2 2:; 

f ( o )  etA,(v)  sont des polynônies entiers par rapport à O e t  aux S. 
Soit maintenant 

cettc intégrale étant prise le long d’un cercle de rayon assez p t i  ’ lt 1 )OUI’  

que  ? ( O )  soit, convergent pour certaines valeurs des x ct :wez  gi’antl 
pour  contenir les TIZ raciiies de l’équation 

pour ces mêmes valeurs des z. 
Supposons, de plus, qu’on ne donne à z , ,  z,, . . ., znr que  des valeurs 

dont les poirits représentatifs soient coiiipris à l’intérieur de  ce c e i ~ l e .  
Cela est toujours possible. 
Ceite integrale est une fonction conliniie des S e t  des x, et l’on a vu 

que  dans le cas où tous les z sont  différents, c’est-à-dire où les S ne 
preniient pas certains systèmes particuliers de  valeurs, cette in tégralo 
se réduit à une fonction Iioloniorplie des S e t  des z. II en est donc 
encore de  nîêriie clans le cas où les 2; cessent d’être tous différents. 

Pour  exprimer qiie les 2; se réduisent aux rn raciiies de I’équaiioii 

cp(z) = O  

en tenant compte de leur  degré de  inultiplicité, i l  faut eiicore écrire 
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que  les B, sont nuls, c’est-à-dire qu’il faut égaler à z6ro les m h e s  
fonctions holomorphes des S et des ~t: que dans le  cas où il n’y a que 
des racines simples, c’est-à-dire que la démonstration précédenre 
s’a p pl i q u e . 

I 

l l C  d a g r 4  M 

’ COROLLAIRE 1. - Si ‘p est une jonction algèbroïde en z ,  xl, x2, . . . , XI, 

telle, qu’une de ses valeurs s’annule quand on a à lafois 

z = x , = x 2 = . .  .=cc,=o,  

mais qu’aucune de ses valeurs ne s’annule, quel que soit 3, quand on u 
iI la fois 

x , = x z =  . . .  = x , = o ,  

si  z est de@i en fonction des x par l’èquation 

z est une fonction algèbroide en x, x2 . . 
En effet, la fonction y ,  é tant  algébroïde en z ,  2,. .xi,  . . * x , , ~  c!st 

ùonnhe par une équation 

où Ics A sont lioloinorplies en z ,  x,, x2, . . ., x,. 
L’kquaiion Q -- O est donc équivalente à l’équaiion 

A, = o .  

Mais -4, est une  fonction lioloinorphe eii z ,  x,, . . ., x, qui s’aniiule 
quand toutes ces vaiaiables s’annulent, puisqiie y s’annule dans  ce cas, 
inais qui ne s’annule pas, quel que  soit z ,  quand tous les II; s’iinnulent, 
puisque y ne s’annule pas dans ce cas. 

Donc A ,  contient un ou plusieurs termes contenant une puissance 
de z e t  indépenùants des x. 

Si zrfl est celui de  ces terines dont  le degré cst le inoiiis élevé, on 
retombe sur  le cas étudié dans le lemme précédent, e t  z est une fonc- 

’ 

lion algébroïde de degré m en x,, x2, . . ., x,~. C. Q .  F. n. 

Co I\OI.L A I R E  I 1. - Si, dans une fonction holomorphe F en x , x2, . . . , x,, , 
de p va- on substitue à la place de ces vcrriables n fonctions y { ,  y2, . , . , 
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( '4 ) 
riables nouvelles y, , y2, . . . , yp, alg-èbroïdes par rapport à y ,  , y2,  . . . y,, 
et s'annulanl avec ces variables, la fonction F devient une fonction algè- 
broïde en y ,  , y2, . . ., yp.  

En effet, les fonctions y , ,  y,, . . ., pn sont respectivement susceptibtcs 
de m , ,  m,, . . .> m12 valeurs tliff'érentes. En substituaiit dans F un y- 
tèine quelconque de ces valeurs, on donne à cette fonction 

m 1  nt, . . . M,= 11 valeurs diffèrenws. 

Soient F , ,  F2, . . . , F,  ces valeurs. Les fonctions 

son t  liolomorplies par rapport aux diff éreiites valeurs de q,,  y,, . . . . y,,. 
De plus, elles sont symétriques par rapport aux différentcs v ~ l e u i ~ s  
de y ,  , aus diffélrentes valeurs de ya,  etc. 

Donc, en a p p d a n t  StP'  la somme des pitme5 puissances dcs diverses 
valeurs de y , ,  S,, la somme des piPmes puissances des diverses valeurs 

i z M 

de y , ,  les fonctions Fk sont Iiolornorphc.~ par  rapport aux S, e'est-à- c. 
i = i  

(lire (puisque les S sont  holomorphes par rapport  aiix y )  Irotornorphes 
par rapport  aux y .  C'est dire que la fonction T' elle-inême est algé- 
broïde en y,, y2, . . ., yp. C .  Q .  F .  D .  

LEMME IV. - Si y,, y 2 ,  . . ., 9p sonï p fonctions holomorphes en 
z , ,  z , ,  . . ., zp, x,, x,, . . .. x,, si ces fonciions s'anrzulenl quand ort 
annule tous les z et lous les x, si les èqualions 

restent disiincles quand on annule tous les x, si l'on deFnit les z errjonc- 
iion des x p a r  les &palions 

les 1) fonciions ainsi deFnies sont algébroïdes. 
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En effet, supposons p = 2 pour fixer les idées: a,  ct z2  sont alors 

définis par les équations 

y, et ne peuvent s’annuler identiquement tous deux quand on f:iit 

car alors les équations 
YI  =(pz-o 

cesseraient d’être distinctes quand on annulerait tous les x et se rétlui- 
raient toutes deux à 

al= o. 

Supposons que  ce soit 3, qui  ne s’annule pas identiquement quand 

2>= x,=-.ra=. . .= .ZR= 0 ;  

\ 

on pourra (Lemme III e t  Corollaire 1) tirer dc 

z ,  en fonction algélwoïcle de z,, x,, x,, . . . , x,,. 
Substituons cette valeur de z ,  dans y,: cette fonction tlevientlr~;~ 

algébroïde en z,, x,, x,, . . . , xn (voir Lemme 111, Corollaire I I  \. L’éqi~a-  
tion 

y 1 = 0  

a donc un premier niembre a1gP:broïde en z,, x,, x,, . . . , x, et  qui s’;Ir)- 
nule avec ces variables. De plus, 4p2 ne s’annule pas, quel que  soit z 2 ,  

quand x,, x,, . . . zn s’annulent. Ce serait dire que les équniions 

cessent d’être distinctes quand les x sont .nuls .  Donc z2 est défini pal. 
l’équation 4 p 2 =  O en fonction algébroïde de x,, x,, . . . , x n .  i l  en est 
de  même de z , ,  puisque rien lie le distingue de  2,. 

Le leinnie est donc démontré. 

Remarque. - On remarquera que dans le leinme précedent on est 
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obligé de faire une restriction, puisque l'on suppose que  les équations 

= +=. . . = '3.1 O 

restent distinctes quaiid les x s'annulent. 

passe quand cette condition de restriction n'est pas satisfaiie. 

x , ~  par une équation 

i l e s  deux lemmes qui  vont suivre ont  pour  but d'examiner ce qui  se 

L m r m  V. - Si une Jonction z est dejînie en fonction de x,, x2, . . , 

p = 0  

dont le premier membre esl une fonction holomorphe en z ,  x, , x,, . . . , x,, 
s'annulant avec ces variables, on peut exprimer z ,  x, . x2, . . . , x, par des 
fonctions alge'broïdes de I I  variables auxilinires p., , p2, . . . , !J.. s'annri- 
lani avec ces variables. 

En effet, toutes les dérivées partielles de  43 ne  sont pas nulles, sans 
quoi cette fonction serait identiquement nulle. Supposons que  toutes 
les dérivées partielles d'ordre m ne  soient pas nulles, mais que  toutes 
les dérivées d'ordre inférieur à m le soient. 

Si parmi ces dérivées d'orùre m qui  ne  s'annulent pas se trouve 
C l m  y 

---? par  exemple, on pourra exprimer x, en fonction algéliroïde de  z ,  dX'Y 
XZ' x,, . . * ' x,, 

et alors il suffira de poser 

xi =f( 2, xa, 3 3 9  9 xn) 9 

pour satisfaire à l'énoncé du  lemme. 
Si l'on a ,  au contraire, 
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On pourra toujours choisir les 1 e t  les c! de  telle sorte que  leur clbter- 

minant ne soit pas nul et qu’après-la subsiitution 
dm 0 

-1.- > 
([7;+i < O*  

On aura alors yn+, cn fonction algébroïde 1.e y î  ,ygr . . * 

et  il suffira encore de  poser 

y1=p1, 3r2=y2, . . ., YI1 = /J.n 1 

i = n  

i = n  

s . 9  . . . . . .  . . . . . . . . . .  . i =  n 

pour satisfaire à l’énoncé du  lemine. 
Remarque. - 11 faut remarquer que  cette nouvelle manibre de cléfi- 

nir  la fonction z ne nous en fait connaître qu’un élément plus restreint 
qiie ceux que  les lemmes III et IV nous permettaient d’étudier. Des 
fonctions algébroides définies par ces leinines noiis connaissions u n  
élément limité par ces conditions que  les modules .de xi ,  x2* - . . , x,, 
restent respectivement plus petits que certaiiies quantités données. 

Les éléments définis par le lemme V seront restreints encore par 
d’aiitres conditions, par exemple que, les modules des x restant pliis 

.r Il petits qiie certaines quantites données, les modiiies de % %  . . . , - 
XI 7 1  2, 

soient eux-mêmes plus petits que  certaines quantités données. 

x, sont dejînies pcrr p iquations 
L E ~ I M E  VI. - Si p Jonclions z , ,  z,, . . . , z p  de n unriables x,, x,, . . . , 

? , = O ,  y i = o ,  . ..) Q P = O  
3 
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dont les premiers membres sont des Jonctions holomorphes en zI , z 2 ,  . . . , 
zp ,  x, , x , ,  . . . , x, et s’annulant avec ces variables, les fonctions z , , z,, . . . , 
zp et les variables anciennes x,, x2, . . . , x, peuvent s’exprimer par des 
Jonciions algébroïdes de n nouvelles variables convena blemenî choisies 
 P.^, p2, . . . , p, et gui s’annulent avec ces nouvelles variables. 

En effet, supposons p = 2, pour fixer les idées; z ,  e t  z 2  sont alors 
tlkfiiiis par les équations 

?,=O,  ( 9 2 = 0 .  

En vertu du  leiiiine V, 011 peut tirer de  y3, = O les 2; ct les s e n  f‘onc- 
tions algébroïdes par rapport k R + I nouvelles variables que  nous 
:ippellerons Y , ,  Y ? ,  . . . , e t  s’annulant avec ces variables. Substi- 
tuons ces valeurs dans y,; cette fonction deviendra une fonclion algé- 
Iiroïde de v , ,  Y,, . . . , y,+, (Lemnie III, Corollaire II) .  

~T+A, , , - - lyY- ’+  .. . + A l r q 2 + A o = o ,  
On a donc 

o ù  les A sont holomorphes en Y , ,  Y,, . . ., Y ~ ,  v , ~ + ! .  Donc, égaler y2 i 
zéro, c’est égaler A,, à zéro. 

Or, en vertu du  lemme V, on peut tirer de 

A o = o  

y,, y2 ,  . . . , Y,+, en fonctions algébroïdes de n variables nouvelles p , ,  
p 2 , .  . . , pIl  e t  s’annulant avec ces variables. 

DOIIC, les a et les s étant  des fonctions algébroïdes des Y ,  qui  soiit 
des fonctions algbbroïtles des p, sont des fonctions algébroïdes des p. 
De plus, z et les x, s’annulant quand on  annule  les Y ,  qui  eux-mêmes 
s’annulent quanti les p sunt  égaux à zéro, se réduisent à zéro quand 
on fait 

p,=p2= . . .  = p , = = o .  C. Q. Fe D. 

Remarque. - La remarque relative a u  lemme v s’applique également 
au lemme VI. 

Généralités. 

Nous nous proposons d’étudier les propriétés d’une fonction z de 
n variables s, x,, . , x,, qui  est liée à ses dérivées partielles du  pre- 
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mier ordre, que  nous appellerons 

par  une  relation de  la forme 

Nous supposerons, pour simplifier, que  F est un polyriôme entier par 
rapport à z ,  a u x p  et. aux x ,  et  nous poserons, conformément i l’usage, 

Nous nous bornerons, comme l’a fait Cauchy, à étudier i in  éliment 
de la fonction z, c’est-à-dire la série des valeurs que  prend cette fonc- 
tion quand on donne k x,, x,, . . . , x, des séries de valeurs telles que,  si 

ai, a2, . . - , a n  

sont des constantes imaginaires données, 

des constantes réelles et positives, les modules de  x, - a, ,  x, -- C C ~ ,  . . . , 
;x”,~ - a, restent plus petits respectivement que  P I ,  p,, a . , /3,1. 

On pourra toujours supposer que  

car, si cela n’était pas, on poserait 

et avec ces nouvelles variables on serait ramené au cas où les a sorit 
nuls .  

De même on supposera toujours que  la valeur que prend la fonc- 
tion z quand les x s’annulent est zéro, car, si .cela n’était pas, si p i .  

exemple z prenait alors une valeur finie p,  on poserait 

2 = 2, + p, 
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si z prenait une valeur infinie, on poserait 

et de toute facon on serait ramené au cas où z s'aiinule avec les 5. 
Il pourra wriver qu'on soit obligk d'étudier un éléiiient de f'onctiori 

plus restreint encore, coiiinic on a vu que cela avait lieu, par exeiiiple, 
tlaris les cas où  s'applique le lemme V (voir la Remarque).  

L'étude que nous nous proposons de faire dc  l'équation 

F = o  

coinpwnd l a  résolution de trois problkmcs. 

P K O B L ~ M E  I.  

Ijechercher quelles son,! les intègrales O" de Z'e'quaîion F = O qui sonî 
holomorphes en x, , x,, . . , xli. 

aÙ les K sont des constantes arbilraires, ies 
des x et desp; 

desfonclions connues de z ,  

2 O  Sous InJorme 

où les + sont des fonctions connues de x, et de 2 TI constanies arliîraires. 

4 PROBLENE III. 

Rechercher guelfe est I'inte'gride 

2 =f( 2 , , x ï ,  - . 9 z,,) 
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qui satisfait à ïe‘quaiion F = O et qui se re‘duit identiquement à uneJonc- 
tion holomorphe donnée en xi , x2, . . . , x, 

quand une autre fonction holomorphe donnie en x ,  , x2, . . . , z,, 
0 (XI, za, - * ’ Xn)  

est égale à zèro. 

Le problème peut encore s’énoncer d’une autre  manière. 
En effet, les deux équations 

2 ; - $ = O ,  8 = 0  

nous permettent, en  vertu d u  lemme VI, d’exprimer z ,  x,, x2, . . . , q, 
en fonctions algébroïdes de n .- i variables auxiliaires p, , p.*, . . . , pl l . - ( ,  
ces fonctions s’annulant avec ces nouvelles variables, soit 

Le problème III s’énonce alors : 

Trouver une intégrale de l’équalion F = O qui se re’duise identiquernent 
à p quand on y remphce respeciivement x, , x2, . . . , .z,,par 6 , 02, . . . , O,, . 

Cauchy et Jacobi sont arrivés à peu près e n  même temps à ramener la 
résolution d u  problème IIIà celle du  problème II .  Rappeloris en quelques 
mots les résultats auxquels sont arrivks ces deux grands géomètres. 

Bquations linéaires. 

Supposons que  l’équation F = O soit d e  la forme 

où X i ,  X2, . . ., X,,Z sont  des  fonctions connues de x,, x,, . . ., zn,z. 
Les équations différentielles (4),1 q u i  portent le nom d’e’quations des 
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carcrc&istic/ues, pre,nnent alors la forme 

Supposons que  le problème II soit résolu, c’est-à-dire que  l’on ait 
les intégrales des équations ( 4 )  SOUS la double forme 

on trouvera l’intégrale qrie I’on,se propose de  cliercher dans le pro- 
blème III, en substituant respectivement, dans ?,, ?,* . . . , .yn,  f i , ,  O , ,  
6,, . . ., 8, à la place de  z ,  xi,  z2, . . . $  zn, ce qui  donnera h ces fonc- 
tions 43 la forme 

ct, en  substituant ensuite respectivement, dans +,, + 2 ,  ..., qn. y,, 
y2, , . . *  7, à la  place de  K I ,  Kpr . . ., K,, on aura ainsi l’expression de z ,  
z,, x2, . . .* znei en fonction de  LI;, e t  des p. Ce sera l’expression im- 
plicite de l’intégrale cherchée, e t  ensuite, quand cela sera possible, 
on éliminera les p entre les équatioris qu i  constituent cette expression 
et l’on résoudra par rapport  à l’intégrale pour  en avoir l’expression 
explicite. 

Bquations non linéaires. 

Cauchy a fait voir d’abord, en  ce qui  concerne les équations non li- 
néaires, que,  si l’intégrale cherchée existe : 

I O  Les dérivées partielles du  premier ordre  p , ,  p 2 ,  . . , p n  doivent 
se réduire identiquement, quand on y remplace respectivement x,, 
x2, . . ., X, par  Oi, û2, . . ., û,, à certaines fonctions ai, w 2 ,  . ., u,) fa- 
ciles à déterminer. 

20 Si les équations 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



nous obtieiidrons l'expression implicite de cette intégrale de l a  ipa- 
nière suivante. 

Dans y , ,  y2. . . ., tptn reinplacons respectivement 

ces fonctions y deviendront des fonctions des p, que nous appellerons 

Dans +,, qP, . . 9  qPn,  remplaçons respectivcmeiit 

nous aurons x,, x,, . . ., xn-(, z ,  p , ,  p, ,  . . ., p,) en foiictioii de x , ~  ct 
des p, et ce sera l'expression implicite de l'intégrale cherchCe, si cettv 
intélgrale existe. 

Enfin, Cauchy a fait voir que, pour que la fonction z ainsi définie 
représente réellement une intégrale de l'équation F = O ,  i l  faut et  il 
sutfit que les fonctions 

dz dxi dx, d.G- 1 cn_ 
J i =  - -p l  - - p 1 -  - . . . ---/In+ - - 

dpi dpi dpi Cfpi 

soient identiquement nulles. 

Remarque I .  - On peut toujours supposer que u,, w 2 ,  . . ., 0,) sont 
algébroïdes en pi, p.* . . . , p,+(. 

En effet, les fonc~ioiis o,, . . ., O, sont définies par 

F ( P , ,  0 , ,  e2, . . . , en, 

dp,-- ne, dQ2 d6, 

02, . . . , = 0 

et par IL - I équations telles que 

fdl 4- - w, +. . . + - CI,#. - 
( /pi  tipi dpi dpi 
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Si ces n équations permettent d'exprimer les w en fonctions al- 
çéb ro ïd r sdes  p, il n'y a pas (le dificullé. 
' Si au-contraire cela n'a pas lieu, on pourra toujours, en vertu d u  
leinine VI,  tirer de  ces n équations 

pl9 p1, 9 * ' F"--I, 01, u 1 ,  ' ' 9 O n *  

en f'onciions algébroïdes de  n - I nouvelles variables 

VI ,  v2, 0 . , Y,,-1. 

On fera jouer alors à ces variables nouvelles le rôle que jouaient p,,  
p2, . . . , pd,l.-4 , et i l  est facile de  voir que  p , ,  les 6 et  les O s'expriment 
en fonctions algébroïdes de  Y , ,  Y,, . . ., 

Remarque II. - La remarquc qui  précède ne s'applique pas aux cas 
où bIi,  04, . . ., w n  ne gardent pas des valeurs finies quand on aiinule 
les p.. 

Remarque 111. - Parmi les intégrales des équations des caractéris- 
tiques inises sous la forme. 

( 5 )  y i = K i ,  v x = K i ,  - - 9  '97. = JL, 

i l  y en a une, y 2 n ,  par exemple, qu i  n'est autre  que le premier membre 
F de l'équation F = o. Donc, quand on prendra les iniégrales des 
équations ( 4 )  sous la seconde forrne 

on pourra rcmplacer partout, dans +,, +2 ,  . . ., +,,, K,,, par zéro. 

Propriétés des fonctions J. 

On a v u  qiie la initthode de  Cauchy pour l'intégration des équations 
aux dillférences partielles était soumise à ilne restriction. 

La fonction à laquelle elle conduit ne  représente l'intégrale cher- 
chée que  si certaines fonctions J i ,  J l c  . . .) J,,, sont identiquement 
n u l  les. 

Or Cauchy a démontré : 
I O  Que ces l'onctions sont  nulles quaiid on y remplace x, par 

e,l(pl, . . ., 
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2’ Qu’elles satisfont à I’éqiiaiion 

c’est-à-dire que, J O  étant la valeur de J quand sn = 6,’ 

Supposons que l’on ait donné aux p des valeurs quelconques, p a r  . exemple 
/ L I = , U ? = .  . * = / J - r t - l = O ;  

l’intégrale sera prise depuis la valeur de x,, qui  correspond à x , ~  = 9,z, 
c’est-à-dire depuis zéro, jiisqu’à une valeur quelconque de cette va- 
riable. 

Si P,zo ,  il est évident que  l’intégrale 

consei-ve une valeur finie e t  determinée, et, par conséquent, puisquo 

J O =  O ,  

que J est identiquement nul. 
Si P,= O ,  mais que  Pi par  eseinple ne soit pas nul ,  on  fera jouer  

à zi le rôle qu’on avait fait jouer  à x,, c’est-à-dire que,  au lieu dc ré- 
soudre les équations 

O 

( 5 )  p = K l ,  . a 9 Kzn 

en fonction de xn pour les amener à la forme 

on les résoudra en fonction de  si; I ’ i n 6 p k  sera remplacke 
par i ’ i n i é ç r a i e p z i  Z qui conservera Ilne valeur finie, e t  les fonctions 

J seront encore nulles. 
Si 

PI  = P,= .  . . = P,= O ,  

4 
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mais qiie 

on résoudra les équations ( 5 )  en  fonction de pi ,  et à la place de I’inté- 

gr: t1eJkn p;, Z o n  rencontrera l’intégrale p p ,  xj:piz, dont l a  valeur 

est aussi finie. 
Dans ce cas encore, les fonctions J seront identiquement nulles. 
On n’a donc à se préoccuper de  la condition de restriction relative 

aux fonctions J que  dans les cas où l’on a à la fois 
a 

P , = P , = .  . . = P , = o ,  

X,+ p J  = X,+  yJ =. . .= X I ,  + p,,z = o. 

PREMIÈRE PARTIE. 
É T U D E  D E S  C A S  O U  L’ON N ’ A  P A S  A LA F O I S  

P, = P, =. . .= Pl,= O ,  

X l + y , z = X , + p , L = . .  . = X , + p , , Z = o .  

Dans ces cas on n’a pas, comme on vient de le voir, à se préoccuper 

On suppose d’abord : 
I O  Qu’on veiiille étudier une intégrale autour  du point 

de la condition relative aux  J.  

cette intégrale étant assujettie à se réduire à 

quand on a 

p et 8 étant des fonctions lioloniorphes d e s x  qui  s’annulent avec ces 
variables ; 

2 O  Que les fonctions O , ,  O * ,  . . . , w,+, auxquelles les déiivées p,,  
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( 27 ) 
p 2 ,  . . , ,p,sont assujetties h se réduire, comme on l'a vu plus Ii;iut,quand 

prennent, quand les x s'annulent, des valeurs finies 

y1,3"1, ' * ,y,, : 

3" Qu'en substituant 

toutes ces fonctions ne s'annulent pas à la fois. 

PROBLEME 1. 

Le problème 1 a été résolu successivement par Cauchy, par M'*le de 
Kowalewski et par M .  Darboux. 

T R É O R È M E  DE Mme DE KOWALEWSKI. - S i @ , ,  xn, . . . , xn) se re'duit 
identiquernent à x,, c'est-à-dire si l'on a à èludier une inte'grale gui sc 
rèduit à p pour xn = O ,  cette intégrale est ho!ornorphe, pourvu que 

P"$ o .  

(Journal de Crde,  t. 80, p. 13) .  

PROBLÈME II. 

I .  Inlègrer les équations ( 4 ) sous la forme ( 5 ) - 

Cela revient à chercher 2n intégrales distinctes de I'équatiori linéaire 

Or un au moins des coefficients de cette équation, F par exeinple, est 
difi'krent ùe zero. 

. 
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I O  OuJ,J ,  . . . 

2‘) Ou $212 ii’est autre chose que  ce que devient le premier m e m l w  ûc 

3” Ou le déteriiiinant fonctionnel tlesjpar rapport à 

sont des fonctions holomorphes en x2. J - ~ .  . . . 
.rn, =,pi  -YI  9pn -y., - * ’ * p n  --y,z. 

F = O quand on j- f a i t  x, = o. 

ne s’annule pas qiiand ces variables se réduisent r e s p e c h i n e i i t  ii 

On peut toujours faire toutes ces suppositions. 
Or, en vertu ( lu  t l icorèii~e de RI’”‘ de Kowaletvski, les 2n intégrdes 

ainsi définies sont liolomorplies en  

et, d’ailleurs, la derniére se rkdiiit F.  
Les intégrales cherchées du système (4) sont donc 

y I  = K I ,  y2= K2, . . . , y.,,( , = kir, .I, F = Ky,,, 

où pi y2, . , . ?2,,-i sont holomorphes en x,, x,, . . . , xn,  5 ,  p,  - , y , ,  . . . * 
pn - .y,, 

II. Soit inaintenatit à amener les integrdes du système ( 4 )  sous la 
forme ( 6 ) .  

Cela revient à résoudre le système ( 5 )  par rapport i toutes les 
variables q u i  y entrent en fonction de l’une d’elles, en  fonction (le xi 
par exemple. 

p , ,  . . - 9 p n  n’est autre  cliose pour les valeurs initiales que  le déter- 
Or le déterminant fonctionnel des y par rapport à x2, . . ., xn* 5 ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



29 1 
minant. fonctionnel des f paie rapport aux  rnênfes variables, q u i  n’est 

Donc le théorème de MM. Briot et Bouquet s’applique, et I’oo peut 
cxpriii3er x2. x3, . . . ,.x,,, z :  p i ,  p 2 ,  a . . . pn en fonctions lioloniorphes 
t lex,  et des K : 

. pas nu l .  par hypolikse. 

PROBLI~ME III.  

PREMIER CAS. 

T H E O R ~ M E  1. - Bans le cas où 

ne s’annule pas pour les valeurs initiales des variables, l’inte‘gralc z esl 

holomorphe. 

En effet, faisons un changement de variables en posaii~. 

Puisque 

( 9 ’  

de toutes les valeurs initiales des - ne sont pas nulles; soit, par exemple, 
(!Xi 

de 
- > o .  dx, < 

On polirra résoudre alors l’équation (8 )  par rapport à x,, et l’on auri) 

G étarit lioloniorplic. 

rapport à 
Soient q, ,  q l ,  . . . , qn les nouvelles dérivées partielles de 3 par 

y,  Xa, . - .P Xa;  
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( 30 ) 

on aura 
do 
dx I p ,  = QI - -3  

Soient Q , ,  Q 2 ,  . . . , Qn les dérivées de F p a r  rapport !A y, ,  q 2 ,  . . . , y,, ; 
on aura 

L’intégrale cherchée est donc assujettie à se réduire à une fonction 

f P [ G ( r ,  2 2 ,  - - - 9  ~ n ) ,  zs, x,t], 

qui  est liolomorphe en y, x2, . . . , xn quand 

e t  d’ailleurs 
y =  O ,  

QI 3 o.  

Donc le théorème de  Mme de Kowalewski s’applique, e t  z est. liolo- 
iiiorplie e n y ,  x2, . . . , x,, et par  conséquent aussi en x,, .r2. . . , .rt2. 

c .  Q .  F 1). 

Interprétation géométrique. - Supposons que  l’on n’ait qiie deux 
variables indépendantes x et  y; l’intégrale 

peut alors être considérée comme représentant une surface S. 

de la condition (9). 
11 est facile, daris ce cas, de  trouver une interprétation g6ornétricp 

L’équation F = O signifie qu’au point 

x =*y = 2 = O ,  

c’est-à-dire i l’origine, le plan tangent P à la siirface S (1st tangciit ii U I I  

cône donné C. 
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Dire que  l’intégrale z est assujettie à Se réduire à p quand on a 6 = O, 
c’es1 dire que S est assujetti i passer par une courbe. donnée A q u i  
passe elle-même par l’origine, et par conséquent que  le plan P liafise 
par la tangente k l’origine T à la courbe A. 

On obtiendra donc le p l m  P en  menant par T un plan tangent h C. 
On pourra en général en mener  plusieurs, c’est-8-dire que par  la 
courbe A on pourra faire passer plusieurs surfaces S. 

Considérons une de  ces surfaces. Dire q u c y , ,  yz ,  . . . , ,r, sont finis, 
c’est dire que  le plan P correspondant n’est pas parallèle à l’axe des z .  
Dire que  

1 

c’est dire qrie T n’est pas sur le cône C. 

où z est égalé à une fonction lioloiilorplie d’x et d’y. 
A CCJS conditions, la surface S est rcprésentdde par une kquation 

DEIJXISME CAS. 

y , ,  y 3 ,  . . . , y n  restetit finis, mais la condition (9) n’est pas reinplie. 
Géoniétriquement, c’est dire que  le  plan P ne passe pas par l’axe 

Supposons d’abord que  l’équation F = O est linéaire. 
THEORÈME II .  - Dans ce cas, l’intigrale zpeut s’exprimer en égalant 

à zéro une fonction y holomorphe par rapport à z et aux x, et s’annulant 
avec ces variables, pourvu que, si 

des z ,  niais que T est sur  le cône C. 

reprèsentent les intègrales du système (41, si y , ,  pr?, . . ., y n  s’annulent 
avec z et les x, z - p et 6 ne s’annulent pas identiquement a la fois quund 
tous les ? sont nuls. 

Ei-i etTet, si une pareille expression de l’intégrale existe, elle pourra 
s’écrire 

Q),, . . ., qn, étant les fonctions q u i ,  kgalees b des constantes, reprb- 
sentent les intégrales du système (i>, sont, cornnie 011 l’a vu (résolu- 
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( ‘32 ) 
tion d u  Problème i l ) ,  liolornorplies par  r q p o r t  à z et aux IZ; et  s h -  
 iuler rit avec: ces variables. 

De plus, @ tlevra être idetitiquenieni n u l  yiiand on aura à la fois 

Faisons I I ~  changeinen t (le variables en prenant pour vaikhles noil- 
.\-elles xi* Y i *  y ? ,  . . 9,; nous aurons 

les + &tant lioloiiiorpties pw r:ipport h xi et aux tp et  s’annulant a w c  
ces variables. (Voir la résolution du Piwblèline II.) 

L e s  kyuations ( J  J )  deviennent alors 

fi et  C k ian t  Iioloinorphes par rapport à xi et aux ‘p et s’annulaiii,avw 
ces v;irialiles. 

On trouverait l’intégrale ( I O )  en éliminant z, entre ces deux &qua- 
l ions.  

Or  B et  C ne peuvent être identicpeinent nuls, quel que soit .x- ,  
c p n d  les y s’aiinulent, sans quoi l’on aurait itlentiquenient 

ce qui est contraire aux liypotlibses faites en  vommencant. 
On pourra donc tirer (Lcinrnc I I I )  (le C =  O ,  par erreinplc, .r, en 

t’onctiori alçébroïde (les y :  si l’on hubstitui: cette valeur ùe xi dans  B, 
cette dernière fonction devient :ilgél)roïtle par rapport aux y ,  c’est-h- 
dire 7 ~ ’ e l l e  est liée aux 7 par uiie cquation (le la foriiie 

n”l + A ,,, , B,,! - ’ + . . t A ,  i j  +- A,, I - -  O ,  

où lys A sont liolomorphes par  rapport aux y.  
= O ,  et le premier ineii-ibre 

(le cctte équatioii, q u i  n’est auire que l’intkgrde ( I O )  c h e r h i e ,  csi 
holomoi$ie par r appor t  aux 9. 

Donc, si l’on reinplace les 3 par leurs valeurs, A, devient  une f‘onc- 

L’équation = o estalors équivalente 
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tion Q, holomorphe en z ,  x, , x,,  . . , x, et s’annulant avec ces variables, 
et l’intégrale cherchée s’exprirrie en égalant cette fonction à zéro, ce 
qu’il fallait démontrer. 

Les y restent finis, la condition (9) n’est pas remplie, mais l’équa- 
tion F - O  n’est pas linéaire. 

THÉORÈME III. - Dans ce cas, l’intégrale z peut s’exprimeren èga- 
lant à zéro n + I fonctions F i ,  F,, . . . F,,, holomorphes par rapport 
a u, x,, x2, . . . ’ .z,, p ,  -y ,  , p2 -y2 ,  . . . ., P n  -,yl, et s’annulaitt avec 
ces variables, pourvu que, si 

reprèsentent les intégrales du système iV, si y, ,  
quandz et les x se réduisen.l à zéroet lesp auxy,  z - p, p i  - w,  , p 2  - 
. . . , pn - O,, 8 ne s’annulent pas identiquement à la fois quand 

. . . , ~3~~ s’annulent 

En effet, en raisonnant comme on l’a fait pour le théorème précé- 

I O  De changer de variables en posant 
dent, on verrait que pour obtenir l’intégrale cherchée il suffit : 

les 9 étant les fonctions q u i  sont définies dans. la résolution des étlua- 
tions (4) sous la forme (6) ;  

2O De faire cette substitution dans les premiers membres des équa- 
tions 

z - S = o ,  p i - o i = o ,  ...., p n - w n - o ,  e=o,  

- qui deviennent alors 

les B étant des fonctions l~olomorplies de x, et des cp s’annulant avec, 
ces variables; 

3” D’éliminer xi entre ces n t  a équatioiis. 
5 
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( 35 1 
Or B i ,  B2, . . , B,,, ne peuvent être identiqiiement iluls à la  fois, 

quel que soit xi ,  quand les y s’annulent, à cause de la  condition de res- 
friction postie au début. Supposons, par exemple, que ce soit Bnt2 q u i  
ne s’annule pas identiquement dans ce cas. 

On pourra tirer de Bn+, = O xi en fonction algébroïde des 9 ;  suh- 
stituant cette valeur de X ,  clans R i ,  R , ,  . . . , B,,, , ces fonctions devien. 
i m t  alçébroïdes par rapport aux 

L’intégrale s’exprime donc en égalant h zero n + I fonciions algé- 
h o ï c l c s  des?, 011, ce qui revient au même, en annulant n + 1 fonctions 
Iiolomorplies des 43 ou, ce qiii revient encore au même, n + I fonc- 
tions liolomorplies en z‘ x,, x,, . . ., x,, p ,  -yi, p ,  --y2, . . . ,pn -yn. 

(Corollaire II du Lemme J I I ) .  

C. Q .  i?. 1). 

THEORFATE IV. - Si, dans le troisième cas, z ou les p ne prennent 
pas uneforme indéterminée quand les x s’annulent, z tst une fonction 
nlgébroïde des x. 

En effet, on vient de voir que  l’intégrale cherchée s’exprimait en 

pi - Y ,  , p2 - , y 2 ,  . . . , p .  -yn e t  s’annulant quand on égale z e t  les .x 
5 zéro et  lesp aux y. 

Jgalant  à zéro n + I fonctions holomorphes en z ,  xi,  q, . . . , XII ’ 

Soient 
HI=- H , =  H , = .  . .= H,,, = O 

c’es n t  I équatioiis. Si ces équations restent distinctes qtiand les x: 
s’annulent, on pourra leur appliquer le leirime IV. 

Mais dire qu’elles ne sont pas distinctes, c’est dire quc  z ou l e s y  
ciessent d’ktre déterminés quand les  x s’annulent. Or cela n’a pas lieu, 
par Iiypotlièse; doiic le lemme IV est appIicd.de, donc z est une fonc- 

Remarque 1. - Il est facile, dans le cas de deux variables, de troiivw 
une inteiaprétation géométrique des conditions de restriction posées 

tioii algébiwïcle clcs x. C. Q .  Fa D. 

dans l’énoncé du tliéorèine précédent. 
Dire en effet que  z cesse d’être déterminé quand x e t y  s’annu 

c’est dire  qiie l a  surface S passe par l’axe des z.  
Dire y i i ep  et  q cessent d’être déterminés quand x e t  y s’annu 

c’est dire que  la surface S présente un point conique à l’origine. 

ent ,  

ent ,  
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( 35 1 
S i  aucun de ces deux. cas ne SI! présente, le tliéorèine I V  est app l i -  

cable. 

Remarque II. - Dans le second cas, les n + 1 équations 

H = = o  

se réduisent à upe seule où  n'entrent pas les p .  
Le tiiéorèiiie I V  sera donc applicalde toutes les fois que  5 IW 

deviendra pas iiicléterniiné quand on anniilera les x .  

THÉORÈME V. - Dans le deuxième e t  le troisièiiie cas, Z'ink'grak cher- 
che'e peut s'exprimer en e'gulanl z et les x à des fonctions algbbroïcles de 

En effet, i l  suffit, pour démontrer ce théorème, de se reporter a u x  

n nouvelles variables ,v., , I J . ~ ,  . . . , fJn - 

kq ua t io n s 
H , = H , =  , . . = H , , - o  

et de leur appliquer le lemme VI. 
Les premiers membres de ces équations sont Iiolomorplies par rfip- 

port à " , p i  -yi, p 2  -yn ,  . . ., pli -y,l, II;, . . . , xn. Donc s, z,, . . . .q, 
peuvent s'exprimer en fonctions algSbroïdes de n variables auxiliitires 
p.4, p29 * * 8 9 !J-n* 

Exemple 1. -- Soit  à trouver une intégrale de l'équation 

q u i  se réduise à x + z 3  quand on y fait 

y- = 3 + x7. 

Les équations ( 4 )  , qui s'écrivent 

ont pour. intégrales 
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En remplacant 2; et  y par leurs valeurs (6)  dans les équations 

z = x + x 8 ,  y = x  fX’, 

i l  vient 

ou,  éliminant z, 
K i  = x3, K ,  = x’, 

K i  = K i ,  
ou 

( 2  - x)z= (y  - x)3. 

On était placé dans le second cas, car l’équation proposée est 
linéaire e t  

dû de P - + Q -  = 1 -  ( = o .  dx dy 

C’est pourquoi on est arrivé à expriiner l’intégrale en égalant 5 zéro 
une fonction holomorphe en x, y, 2; : 

( 2  -- x)2 - (y- 4 3 ;  

de plus, cette fonction ne s’annule pas, quel que soit a ,  quand 
X = Y = O .  

, Donc le théorème IV s’applique et 2; est algébroïde en IT; et  eny .  
Exemple II. - Soit à trouver une intégrale de l’équation 

p + q (  1 - 2 2 )  = 1 

qui se réduise à quand on fait 

On est encore placé dans le secotid cas, car l’équation est linéaire 
et la condition (9) n’est pas remplie. Le théorème II s’applique donc. 

Les équations ( h ) ,  qui s’écrivent 

dx - dz - d Y ,  - _--- 
1 1 1-2z 

ont pour intégrales 

( 5 )  z-xL:=K~,  z ~ + ~ - z = K ~ ,  

(61 Z =  x + KI, 3” = X  + K,-(z  + Ki)’; 
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G 37 ) 
en remplaçanty et z par leurs valeurs (6) dans les équations 

x- y - x = o ,  2 - -  - O, 

i l  vient 

ou, éliminant s, 

Kz - (X + KI)’== O, x = - 2 K , ,  

KZ- K :  = O ,  

OU 

(4 ( 2 ’ t y .  - x ) - ( 2  - x ) k  O, 

qui est l’intégrale cherchée, exprimée par une équation dont le second 
membre est zéro et le premier une fonction holomorphe en x ,y ,  Z .  

fifais ici l’équation (12) est satisfaite, quel que soit a ,  quand 

Le théorème IV ne s’applique donc pas. 
Exemple III. - Soit à trouver l’intégrale de 

p ’ t  q = x +y,  

X X 

2 
qui se réduit à pour y = -. 

Les dérivées partielles p e t  q sont alors assujetties h se réduire yuancl 
X y =  - :  s 

p =  I t K X ,  
- 

Q - I 2 ( 3 ~ .  

* Les valeurs initiales de p et  q sont 1 et - L, et par conséquent 
finies; de plus, la condition ( 9 )  n’est pas remplie; on est donc dans le 
troisième cas, e t  le théorème III s’applique. 

Les équations (4), qui s’écrivent 

ont pour intégrales 
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Si, dans les équations 
X ( p  - I ) Z - -  3x := O ,  r =  3 . 7  

on remplace q , y  et x par leurs valeurs (6)’  i l  vient 

Ces équations peuvent s’écrire 

eii posant, p u r  ahréger, 

(-1 ’ O ù 

$ 1 3 )  

et reinplacant dans la premièi‘e équation p par sa valeur, i l  v i v i i t  

Si dans cette relation on remplace a par K ,  - K ,  -- K3, puis ii, ct hl.> 
par  leurs valeurs ( 5 ) ,  K, par zéro, ce qui peut toujours se faire, puisqucb 

p ’ t  q - x - ?’= 0 ;  

on aura une équation eritrep, q ,  x,? dont les deux rneinlwes sont iiolo- 
iiiorphes par rapport h ces variahles. 

Celte relation, jointe i 

définit p et q eri fonction de x et de y .  
Si dans l’équation 

.-. 

o n  avait remplacé z et x par leurs valeurs (6), puis p par sa valeui* ( I 3 ) ,  
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39 ) 
puis  K , ,  K 2 ,  K,  par leurs valeurs ( 5 ) ,  on aurait obtenu une équation 
h n t  les deux ineinhres auraient  été holomorphes par rapport i~ z, x ,  y. 
P* q-  

z, p e t  y se seraient alors trouvés définis par trois équations ayant 
leurs deux ineinbres holomorphes en z ,  x, y, p, q,  comme l’exige I t b  

l fiéorèine I I I .  
Voyons maintenant si le théorème I V  s’applique. 
Pour cela, voyons si, en substituant dans I’équatiori ( 1  4), i la placc 

de a, K ,  - K2--  K,, à la place de K , ,  K.>,  K,  leurs valeurs ($), enfin, eii 
faisant x = y = O,  l’équation en p e t  en q que l’on obtient aiiisi est 
distincte d e p ,  + q -- o. Mais si, dans les expressions ( 5 ) ,  on fait 

L’équation ( 1 4 )  transformée ne contient pas q ;  donc  elle est distincte 
(lep, + q = O ,  pourvu qu’elle ne se réduise pas à une identité. Or on 
voit facilement que  son preinier membre est du degré 2 en p, tandis 
qiie le second membre est du degré 4. Donc les d e u x  équations sont 
distinctes. Donc, .en vertu du  lemine IV, on peut tirer de l’équation ( 1 4 )  
non transformke e t  de 

p et  q en fonctions algébroïdes de  x e t  de y.  

i h e  IV s’applique. 
Donc z sera aussi une fonction algébroïde de x et y .  Donc le 11160- 

Calcul des coefficients. 

Dans les exeinples qui  précèdent, on a formé les fonctions H , ,  Il2, . . . 
H,,,, qui, égalées i zéro, donnent l’expression de l’intégrale par 1;) 
inétbode même qui  3 servi à en démontrer l’existence; inais, en général, 
i l  est préférahle (l’en calculer directement les coefficients par le procédé 
que  ,je vais exposer rapidement. 
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Bquations linéaires sans terme constant. 

. 

Soit I’hquation 

et  soit à eii trouver une intégrale qui  se  rbduise k 

P(x,, z.2, - * 9 xn4 

5 ( z , , x . ,  . . ., x,)= o .  
quand on a 

On a v u  que  pour trouver cette intégrale il faut : 
I O  Remplacer s2, . . ., xn par les expressions 

les expressions y - p ,  8 deviennent alors holomorphes par rapport à x, 
et h (F,, y 2 (  . .> y,-, ; 

2 O  Résoudre par rapport à CL;, l’équation 

ainsi transformée e t  rein placer x, par sa d e u r  dans I’équatioii 

également transformée ; 
3” Remplacer dans l’équation 

y - p = o ,  

après cette ciouble transformation, y ,  y 2 ,  . . . yn+ par leurs v;ileurs en  

fonction de  z,, x2, . . . zn. 
Si dans I’equation 8 = O ,  après sa t ransfor ia i ion ,  la première des 

dérivées partielles de 8 par rapport à x,, qui  ne s’annule pas avec l es  z, 

est d7; cette équation donne x ,  en fonction algébroïde d e  degré M ,  (le 

7,’ y2> ... ., ÇI,+,; donc 91 est également algébroïde de  degré m en y , ,  
y 2 ,  . . . , yn-,, et  par conséquent en x , ,  x 2 ,  . . ., x,. 

dm 8 
I 
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( 4 1  j 
Si, par exemple, on a 

d'O - < O  
fJ9 

dxi - = O ,  d x ; >  

quand les x sont nuls, y sera donné par une équation de la forine 

o ù  A,, e t  A ,  sont holomorphes en x,, x 2 ,  ..., x,. 
Ce sont les coefficients des  deux séries A,, A ,  qu'il s'agit de calculer. 
Pour que  ce qui  suit soit r l u s  clair, nous emploierons les notations 

Nous poserons 
sui van tes. 

IL étant une fonction quelconque 

A2u = A ( A u ) ,  . .., A m u = A ( A m - 1 u ) .  

De plus, nous remàrquerons que,  dans les calculs qui servent ii dé- 
iiiontrer l'existence des fonctions A,,, A , ,  on a employé deux systèni es 
de variables : 

( 1 4 )  

(15 i XI, YI, * * ' 9  y,-1. 

Nous représenterons les dérivées partielles par le symbole d quand les 
variables ( 1 4 )  seront choisies cornine variables indbpendantes, par le 
symbole 3 quand ce seront les variables ( I 5 )  qui joiieroiit le n i h i e  rôle. 

XI, 2 2 ,  * >  xn, 

Cela posé, voyons d'abord ce que signifient les conditions 

qui doivent être remplies pour que 'p soit algébroïde de  degré m. On a 

de d+ll 
G dzi dx, dx, dx, dx:, dxn dx,  

+...+ - - -  +--  +-- d6 dû de d+% dû dq3 - - 

ci 
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Or 

Donc 

Or X ,  dest pas n u l ,  on peut toujours le supposer. Donc la coiiditioii 

4-0 
a0 
dX1 

AO= o.  

-- 

équivaut h 

De même, 
die ax, do xi - + XI - - 
d a ;  ds, dx, -- 12.9. 

Donc les coiiditions 
de ù'e 
dx, - d z ;  = O  
--- 

équivalent h 
10 = 128 = 

Donc les conditions ( 1  6)  équivalent h 

Donc, si le premier des A& qui ne s'annule pas avec les x, est ~ " 6 ,  
'4 est algébroïde de degré M par rapport aux x et s'exprime par I ' & p ; i -  

lion 
Y"+ A m - ,  y*-'+. . . + A , ?  + A,= O. 

Je dis qu'on a identiquement 

X étaiit ilne foiiction holomorphe par rapport aux .r, et, de pliis, 

En effet, posons 
el  = qx,, 'pl, . . . 1 
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, 

e t  considérons 6, comme une nouvelle variable. On peut tirer x,, en 
fonction algébroïde de degré m, de e , ,  . . ., cp,+, e t  ùe 6 , .  

Soient 
x', , XI;, . * . , Z ( m )  , 

les rn valeurs de x, : toute.forrc;tion Symétrique de ces M valeurs est ho- 
lomorphe en ?( ,  . . .) yn-l,  6,. 

Soient 
p', p", . * . , p('n) 

les rn valeurs que prend F quand on y remplace z, par 

Soient Bo, B i ,  . . ., Bn+, les coefficients de  l'équation 

à laquelle satisfont ces m valeurs de p. 
Ces B seront des fonctions holomorphes en "Il, . . ., LI-(;) et  eii T , ,  . . . , 

?,+;, et  symétriques par rapport aux  m premières variables. Dori(: (Y' 

seroiil des fonctions holomorphes en y ( ,  , .  ., y,+,, 6 , .  
Éliminer x, entre les équations 

où l'on considère'les variable$ ( I 5 )  comme variables indépendaiiies, 
c'est éliminer 6 ,  entre 

e,= O, 

C/P + Bm-1  T ~ - ~  + . . m + 1 1 1  '9 + Bo = O .  

Donc, en faisant 6,  = O dans 

ces fonctions se réduisent à 

Les A étant fonctions des 41 seulement, on a ideniiqueinent 

- -. * .  AA,,,-,=- o .  
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( 44 1 
De plus, on a ideotiqliement 

les A étant holomorphes en y , ,  T ~ ,  . . ., y,+(, 6,. Or f3 satisfait identiqutb- 
nient à l’équation ( I 7) .  Donc on a identiquement 

i, étant Iioloinorphe en O , ,  y4 ,  . . ., 
i a b l e s  (14) ,  

6,’ ou, en reprenant les va- 

A étant holomorphe en x , ,  x2, . x,,. C. Q. F .  1). 

L’existence des fonctions A qui  satisfont à ces conditions esl dé- 
iiiontrée; il reste à trouver leurs coefficients. Pour cela, nous suppose- 
rons que  l’on n’ait que‘trois variables z,, x2, z3 e t  que  

A û = o ,  A)B>,o, 

c’est-à-dire m = 2. 

puisque AAo = AA{ = O ,  

Prenons le A des deux membres de  l’équation ( r ü ) ;  il viendra, 

Cette équation e t  celles que  l’on obtient en  la difyérentiant UII nombrc 
quelconque de fois par rapport à chacune des variables nous donne- 
ront, quand on y annulera les z, des relations entre  les coefficients de  
A ,  et de  A,  e t  ce sont ces relations qui  vont nous servir à les déter- 
miner. 

Si U est la différence des deux membres de  l’équation (xg), on cal-  
d e r a  done les coefficients de  A, e t  de  A à l’aide des équations 

où 
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>fais on peut remplacer le système 

= O  
du  du  nu 
dx,- dx, dx, 

nu du  

- - -.-- - 
par le système 

- &, = A U = o ,  &-- 
’ et le système 

et ainsi de suite. 

anciens. 
Ce seront ces nomiiveaux systèmes que nous emploierons à l a  p l a w  tlcs 

PREMIPR CAS. 

A & O .  

Dans ce cas, l’équation U = O donne A ,  = O ;  I’équatioit A I n [ ;  = O rie 
con tient que 

A, ,  A, A l ,  . . . , Am-ih. 

nous fourniront donc 
1, A l ,  A2A, . . . .  

dü d A  L’équation - = O lie contient que -4, et -2; elle permet ùonc (le 

L’équation ____ - - O ne contient que A , ,  des terines de la forine 

dx, dx, 
caiculer ce dernier coefficient. 

dAmU 
dx, 
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Lvs kquations 
- _ .  . dAU dA2U 

dx, dx,  
- O = -  --- - 

. nous permettront donc de calculer 

9 . . . .  > -  
dh dAA 
dx, dx,  
- 

De niênîe, si D est le symbole d'un noiihre quelcoiique (le tiitfbivn- 
tiations par rapport à s, et b x2, les équations 

O = DU z= D (  AU)  = D (  A 2 U )  =. . . 

per-mettront de calculer 

DA,=DÀ-L)(AÀ) = . ., 

pourvu que l'on ait résolu préalablement le même prolilèine pour les 
différentielles de A , ,  A, Al, . . .> d'ordre inférieur à celui de D .  

Quand on connaitra les coefficients de A ,  et de A, rien ne sc"';~ plus  
facile que de calculer ceux de A o ,  et alors y sera connu, puisqu'il s i i f -  
fira de poser 

(oz+ A , y  t A , =  o.  

DEUXIÈME CAS. 

Ap20 ,  A0 = Azû = O ,  A ' û s o .  

Ilans ce cas, se présente sous la forme 

t b t  l'on a identiquement 

On part, comme précédemment, de l'équation 
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i 47 ) 
et des équations obtenues en la différentiant, et  l’on voit  facile- 
inent yue 

et, en général, 

u = o  

AU = - O  

A 2 U  = O 

a3u , O  

. . . . . . .  
= O  

dU 

d 4 U  

dA2 u 
k 

d A 3 U  
dx 

dG 

tlx, = O  
- 

-- - O  

-- = O  

. . . . . . . . .  

donne A , ,  

. . . . . . . . .  1) 

. .  
dA 
ilxi ’ 

Connaissant A , ,  A 2  et A, on connaîtra donc A,. 

D a n s  ce cas,  l’équation 
U = 0  

se réduit à une identité. 

seulement des dérivées de A, d’ordre inférieur i celui t ic1  D. 
Les équations de la forme DU = O ne contiennent plus L-\, , iti;iis 
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Dalis ce cas, 

A3U = O 

A4U = O  

....... 
. D:U = D l  AU = DIASU = O 

D l A 3 U  = O 

D l A 4 U  = O 

. . . . . . . . .  
D,U = n 2 A U  = D,A’U = O 

I),A3U = O 

D,A‘U = O  

. . . . . . . . .  

Dans le Tableau précédent, D, est le symbole d’une seule diffbrentia- 
tion par rapport à x, 011 à x2, D, celui d’une double différentiatioii 
par rapport aux mêmes variables, etc. 

Il est à remarquer que  l’on a ici plus d’équations qu’il n’en faudrail 
pour déterminer les inconnues que  l’on cherche; mais elles sont évi- 
demment compatibles, puisque l’existence des sitries Ao, A , ,  A est dé- 
montrée. 

I I  est plus rapide de  calculer de la façon suivante. Introduisons untb 
nouvelle variable a ,  e t  supposons que  l’on ait à rechercher des fonctions 
A , ,  A,,, A de  x,, x,, x, et cc satisfaisant aux conditions 

-1 étant une fonction donnée de  z,, x,, x, telle que  

A y Z o  polir xI= x2= x3= o. 

Dans ce cas, si 
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I 

1 ' b q  u a t i o n 
d U  
da 

o = A U  
O = A'U 

O = -  

....... 
dW 

o = d d l '  

( 49 ) 

donnera A , ,  

......... )) 

En général, la série -d'équations 
d 
da 

0 = - D U  = n A U  = D A 2 U  = .  . .  

iious donnera 
DA, ,  DA, DAI, DA'A, . . . .  

I l  est à remarquer que A ,  est un polynôme du  premier degré, 1. un 
polynôme du second degré en a. 

Quand on aura ainsi trouvé A,,, A , ,  1 en fonction de a, x,, .z2, x3, 
on y fera v, = O ,  et l'on aura les valeurs cherchées de A o ,  A , ,  A en 
fonction de x,, x2, sa. 

Dans ce cas, posant encore 

U == A (  6 + a ~ ) ~ +  A , A ( P  + .y)'+ A I A (  p + ay)  - A [  1.0) = 0, 
7 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



50 1 
on calculera les coefficients de A , ,  A2, A à l’aide des équations IJ = (1 

e t  de celles qu’on en tire par différentiations successives. 
L’équation 

II  - D U = o  donnera D A , ,  da 

et,, faisant ensuite u = O ,  on aura les valeurs cliercliéesde A,,, A l ,  .da,  j.. 

Bquations linéaires â termes constants. 

Soit à trouver une intégrale de l‘équation 

ch X I ,  X2 ,  . . ., X I , ,  2 sont lioloinorplies en z ,  x,, x2, . . . ’  x,~* 
Cette intégrale é tant  assujettie h se réduire à 

q u aiid 

cela revient ii chercher une intégrale y de  l’équation 

dY dY t-. .-t x, - + z - = O ,  x, 22 + x, 
dX I clx, dx, da 

q u i  se réduise à z - 
le voir. 

des x, 

quand 6 = O ,  ce qui  se fait coinme on v ien t  t l v  

Si cctte intégrale $3 s’exprime par  une fonction algél~roïtle (le z fit 

cp’ + A ‘p + A, = O ,  

A,  -L O est l’équation qui  nous donne l’expression implicite de 5 P I I  

fonction des x. 
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( 5 1  ~; 

La condition pour que  Ic tliéorèine IV soit applicable pour que 5, 
par exemple, soit algébroïtle de degré M, c’est que le coefficient de  2”’ 

dans A,,, coefficient que l’on calcule coinnie on vient de le voir,  ne soit 
pas n u l .  

Equations non linéaires. 

Soit à trouver une intégrale de  
F = O ,  

q u i  se réduise à p quand 6 = O ,  on calculera les fonctions O,, 
02, . . ., w,, auxquel lesp , ,  p 2 ,  . . , pn doivent se rk lu i re  quand O = O ;  

puis on cherchera, par les procédés que je  viens d’exposer, n + I inté- 
gra 

qui  

es de 

se réduisent respectivement à 

On obtiendra ainsi .m fonctions p , ,  (p2, . . ., y,+,, q u i  seront données 
par des équations (lei la forine 

où les termes A, se réduiront respectivement à 

Hi, Hs, * 9 * >  l j n + i ,  

qui  seront des fonctions holomorphes par  rapport à z ,  aux x et aux p .  
Les équations 

HI = H, r=. , . = H,= H,,, = O 

renfermeront l’expression implicite de  l’intégrale. 

CiNQlJiÈME CAS. 

Les w ne restent pas finis, mais restent déteiminés quand les x s’an- 
nulent. 
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( 5 2  ) 
Si l’intégrale est assujettie à se réduire 3 p quand 6 = O ,  les w nous 

seront donnés par les équations 

( 2 0  ) 

o ù  q, 02, . . ., w, sont les inconnues cherchées, Èi un parniiiktrc it éli- 
iiiiner et Fi ce que  (levient F quand on y reinplace z par ct p i *  
p 2 ,  . . . 9 p n  par O , ,  02, ...> O,. 

Si, dans les équalionç (20), on fait 

2, -z x z  =r;, . = XI,  = 2 .= O ,  

ces équations deviennent algébriques ; elles donnent donc Loujoui*s 

A , ,  A2, . ., illl, A,,,, étant des fonctions algébriques des coefficients 
de F i ,  (le F e t  de 8 ,  q u i  restent finies quand ces coefficients restent 
(I u x- in ê m  es fi n is. 

Si 
A n + ,  2 0, 

a i , ,  y2, . . ., c’est-à-dire les valeurs que prennent O,, wtl l  . . ., <JI,, polir 
x, = x ,  = . . . = x, = O ,  sont. finis et déterminés. C’est cc  que  I ~ I S  

iIvûnS toujours supposh jiisyu’ici. 
Si, au contraire, 

An,, = O ,  
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53 ) 
on changera de variables, et, au  lieu de considérer z comnic f'oiictioii 
de  x,, x2, .... x,~, on considérera x, cornine fonction de  z, x,, .... x,,. 

Soient q , ,  q2 ,  .... y,, les dérivées de  x, par rapport à z ,  x,, .... x,, : 
soient 02, .... on les valeurs que  prennent ces dérivées quand 011 

fait  O = O ; soit F, ce que  devient. F, quand on y remplace O ,  . O,, .... O,, 

par L9 - -, - 9  - 29 puis p * o n  rend ia fonction a ins i  

obtenue entière en la multipliant par une puissance convenable: tlc! dl . 

I f  

0: fit3 f 

0 1  G, 0 0, 

I l  u t ,  w ? ,  .... ~1 seront donnés par les équations 

......................... 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I I  

w l ,  w 2 ,  .... de restent donc finis et déterminés quaiitl 

z, z:-=. .. =z,,= O ,  

II eri résulte q i e  l'on est ramené aux cas dPjà étudiés, e t  quc l'on p i i t  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 54 ) 
olbteiiir l’expression implicite de  l’intégrale en égalant à zbro n + I fonc- 
tions holomorphes eii z ,  x,, x,, . . ., x,, qi  i 12 ; i ,  q2 - .Jz, ..., y,) - in, . l  

I I  1 y, ,  ‘y.,, . .., in étant ce que  deviennent a i ,  ..., w, pour 

C’est une propriété analogue au théorème III.  

Exemple. - Soit l’équation 

P : - p ; = ’ ’  

et  supposons qu’on veuille éludier l’intégrale de  cette équaiion, qui 
est  assujettie i se rédiiire à .  

2x1 + 2; 
quaiid on y fait 

x2 = XI  i- x:. 

5 ) ,  et w 2  sont donnés par les équations 

on  en tirerait deux valeurs de  mi e t  deux valeurs de o2 en fonctions 
de a-,, et i l  est aisé de voir que, quand x, s’annule, l’une des valeuils 
de G), et  l’une des valeurs de O, deviennent infinies. 

Considérons alors x, cornine fonction de x, et  de z ,  
Soit 

cl’oii 

L’équation donnée devient 

9:  - 1 = q ; ,  

et  i l  s’agit d’étudier l’intégrale de cette équat ion,  qui  se réduit 
z, + X S  quand on fait z = x, + s x ; ;  di e t  w12 sont alors donnés par 

0’; -- o’: = 1 1’  I 4- 221 = fi)’, + u,: ( 2 + 2 z, ), 
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( 5 5  ) 

q u i ,  pour x, = O ,  se réduisent i.~ 

d'où 

-- (Je  
T z - - l *  

dg = 2 + 2x1, CZZ 
Pour x, = O ,  il vient 

-- 1 ,  - ( / O  
= 2 ,  - 

drl 
clz - 

= O ,  -- 
dF 

= 2 ,  -- 
c i  F 
dgl dqz dx I 

et enfin 

Donc la  condition (g), qui se réduit ici i 

dl7 dB dF d8 
-A + - -50,  
dqi dx, dq, tlz 

est reinplie. 
Donc x2 est fonclioii liolomorphe d e x ,  et de s .  

Soieri t 
rl tl 

X 2 = z Q I X , +  q 2 z +  - - s ~ + s i ~ 7 i z - t  - z ' +  . . .  
I .2 1 . 2  

les  premiers termes de la série qui représente cetle fonction. y, est 
nul; y, est égal i I ,  coinme on l'a déjà vu; quant i r i ,  s,, t , ,  nous les 
obtiendrons de la manière suivan te. Différentions 

par rappor t  à x et à z ,  puis faisons z = J = O ;  i l  viendra 

Faisons inaiiltenant dans  ( 2  1)  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et kgalons les coefficients de  x:; nous aurons 

ri 
( 2 3 )  1 = - + 2 S I +  2 l , +  q 2 ,  

2 

inais, si nous remarquons que, pour si = O ,  q l  = I ,  y, = O ,  nous 
verrons que  les kquations ( 2 2 ) et  ( 2 3 )  se réduisent à 

1 
r, = s, = O ,  1, = - *  

Oonc ti n’est pas nul ;  donc, en  vertu du  lemme III, z est algébr,oïd(h 
de degré 2 en si et  en x,. 

Interprétation géométnjue. - A quoi correspond géométriquement 
le cas que  nous  venons d’examiner quand on n’a que  trois variables 
x, ,  x, et  z e t  que, par conséquent, toute expression de  z est fonction 
de x, e t  de x2? 

I I  est aisé de voir, en se  reportant à ce qui  a éti: d i t  à ce sujet à 
propos descas  précédents e t  reprenant les mêmes notations, que  le  
plan tangent P, mené par la droitc T au cône C, est alors parallèle à 
l’axe des z; mais, comme il ne peut  être en même temps parallèle aux 
trois axes de coordonnées, on peut  toujours employer un  artifice, qui  
consiste h étudier la surface S, non plus  comme définie par une équa- 
tion o ù  z est égalé à une fonction de  Loi et  de  x,, inais comme définie 
par une équation où x2, par exemple, est égalé à une fonction de LZ;, et 
de z .  Coinine le plan P n’est plus  alors parallèle à l’axe des x,, la diffi- 
culté a disparu. Tel est Ie sens géométrique de  l’artifice analytique qui  
vient de  nous permettre de tourner la difficulté. 

S l X I h M E  CAS. 

Qi,  02, . . . , G), ne restent pas déterminés quand 

x , = x , = .  , .= xm=o.  

C’est ce qui  arrive quand 

A , =  A , = .  . . = A ,  = A,,, = O  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et que, par conséquent, les équations 

\ 

- 9  . . . . . . . . . . . . . . . 

ne restent pas distinctes quand on y annule les ~1;. 

Soit ci,, y?. . . . , y n  rin système quelconque de valeurs yui, sulistitué 
à l a  place ùe ‘fii, 02, ..., o , ~  dans les équations (24), y satisfont quand 
les x s’annulent. 

Siipposons qu’on veuille étudier u n  élément de 13 fonction z tel que 
x,, x,, .. ,, x, soieni suffisamment voisins de zéro et que  p i ,  p z ,  . . . , p n  
soient sufiisainment voisins de  yi, y,, . . . , par e x ~ m p l e ,  supposons 
que  l’on se trouve dans le cas de  deux v a r i a t h  et que 

soit considéré: comme représentant une suieface. Puisque p i  et p 2  iie 

sont  pas dkterininés quand 

0 

l a  surface présente un point conique à l’origine, e t  ‘l’on se  propose ù’k- 
tudier, non pas toute la partie de la  surface qui est sriffisamment 
voisine du  point conique, mais la partie de cette surface qui est limitée 
par deux courbes se  croisant à l’origine. 

I I  es1 clair que l’on obtiendra l’intégrale chercliée en égalant h zéro 
n i 17 tégrales de l’équation 

H 
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( M ) 
qui se réduisent respectivement 

0 

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ' 9  

quand on a 
8 = o. 

Les expressions (26) sont holomorphes en x,, x,, . . , , x,, Û, p i  - y,, 

Donc les n intégrales de I'équaiion ( 2 5 )  sont algébroïdes par rap- 
port aux mêmes variables. Si ces intégrales sont y , ,  y2, . . ., y,,, les 

p2-729 8 9 P n -  7.- 

équations 
' 9 1  =y,=. . .- - 'pn=o  

sont équivalentes à n équations 

( 2 7  1 H I  = H, 51.. .= Hn =O, 

où les H sont holoinorplies en x, x,, . . . , x,, z ,  p i  - y,, p 2  - e l 2 ,  . . ., 
pn- " l n .  

Les équatioiis ( 2 7 ) ,  jointes à l'équation proposée 

F = O, 

fournissent l'expression implicite de l'intégrale cherctiée z et de ses 
dérivées du  premier ordre p ,  , p L ,  . . . pn en fonction de xi, x,, . . . , x,,, 
c'est-à-dire que le théorème III est toiijours applicable. 

. 
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DEUXIÈME PARTIE. 
 TUD DE D E S  C A S  ou L ’ O N  A A L A  F O I S  

Pl = P , = .  . = P n = o ,  

x, + p , z  = x, + p ,  z =- . . . = x, + p,, z = o.  

PREMIERE SECTION. 

L’équation proposée est de la forme 

où XI,  X,, . . . , X, sont des fonctions holomorphes en x,, x,, . . . , .cR, 
exprimaliles par des séries dont les termes de  degré zéro sont nuls et 
dont  les termes du premier degré se  réduisent respectivement à 

Hypoihèse 1. - Si l’on représente les parties réelles e t  imaginaires 
de A,, A?, . . . , 1, par les coordonnées de  n points dans un plan, ces 
n points sont tous d’un inême côté d’une certaine droite passant par 
l’origine, ou, ce qui  revient au même, le polygoiie convexe à l’intérieur 
duquel se  trouvent les points li, A,, . . . A, ne contient pas I’ori- 
çine. 

Hj-potllèse rI. - Les quantités Ai, A,, . . . , ln ne satisfont à aucune 

m2A, + m3A3 +. . . + m,A, = A, 
relation de la forme 

où m,, m,, . . . m, sont des nombres entiers posilifs. 

T H É O H È M E  1. - Si ces hypothèses sont satisfaites, le module de l’ex- 
pression 

2 miÀi - A, 
Z n t i -  I 
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( 60 ) 
est îoujours pius grand qu’un certain nombre posiîllf K ,  quand on donnc: 
aux mi des valeurs entières et positives, mais d’ailleurs quelconques. 

En effet : 
I ”  Cette esprcssion n’est jamais nulle, car, pour qu’elle le fùt, i l  

faudrait que  l’on eût 
2 I l l i a i  -- A, = o .  

Or,  toutes les fois que  m, > O ,  le point dont  les coordonnées sont 
les parties réelles e l  imaginaires de ’  

est A l’intérieur du polygone convexe qui  enveloppe tous les points A i ;  
or ce polygone n’enveloppe pas l’origine. 

Si au  contraire m, = O ,  on n’aura pas non plus 

m2A, + m 3 h 3  + . . . + mnhn - A, = O, 

en vertu de I’liypothbee I I .  
Donc 

2 ?Il,?\; - lh, > 
< O *  2 m ; - 1  

-- 

2O Cette expression ne  tend pas vers zéro q u  nd le n2 t nderit ve S 
l’infini d’une manière quelconque, inais en restant entiers positifs. 

En effet, supposons que m,, m,, . . . , mn teiitlent vers l’infini, de  
inanière que  

o ù  les ai et a, sont des quantités finies, déterminées, positives e t  d’ail- 
leurs quelconques. 

011 aura 

2 aihi 
2 ai or - est représenté par le centre de  graviié de n masses égales’ 

respectivement à a , ,  ct2, ... , tl, et  placées aux  points A,, À2,  ..., 
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Ce centre de gravité esi à l’intérieur du polygone circonscrit ;IUS 

poinls A , ,  i2, . . . , A,a. Donc 

C. Q .  F .  ü. 

Donc on peut choisir lin noinbre positif K tel que  

T H E O R È M E  I I .  - II existe une injnite‘ de fonctions holomorphes qui 
satisfont à l’équntion 

o u s = x ,  + x , + . . . + x , t .  

En effet, faisons dans l’équation ( 2 )  

i l  vient 

e t  l’on voit aisément que  l’équation est satisfaite. 
Soit maintenant 

où H = n M  + a, d’où 

i l  viendra 
pi =f( S) ,  

et, par conséquent, le premier membre de l’équation ( 2 )  s’écriw 

S -  (nM + a)Sz  - - - m .  
1 - a s  

Donc la fonctionf( S), qui  est u n e  fonction lioloinorpbe, satisfait éga- 
lernen t à l’équation donnée. 
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( 6 2  1 
I I  en sera de même des fonctions 

( 3 ) Ki f ( S ) + K, [ 3 2  - xi ) + K, ( 3 s  - ~ 1 )  + . + K,t ( x n  -. ) , 

où K , ,  K 3 ,  . . . , K, sont des constantes quelconques. 

CoRomAinE 1. - Parmi ces fonctions, ily en a une gui est représentée 
par une sèrie dont les termes du premier degré se réduisent à xi. 

En effet,f(S) est représenté par une série dont le premier terme 
est S. 

Si donc on fait dans l’expression (3) 
* 

cette expression devient une série que  nous appellerons ~(x), e t  dont 
les terines du  premier degré se réduisent à x,, 

C o R o L L A r n E  II.  - Si M et ct sont réelsposi@, H et ~ seront réels H - a  
H 

positij, el tous les coefJicients de la série (x) sont réels et positfs. 

THÉORÈME I I I .  - Siles hypothèses I et II sont satisfaites, l’dquaiion ( i )  

admet une intégrale holomorphe, et une seule, dont les termes du premier 
degré se rèduisent à x, . 

I O  II existe une serie, e t  une seule, qu i  satisfait formellement à 
I’équaiion ( 1 )  e t  dont  les terines du  premier degré se  réduisent à x,. 

En effet, si une  pareille série existe, on obtiendra le coefficient d u  
terme en 

xlnn 
X > f l ,  xy, . . ., t L  ’ 

en diflérentiant l’équation ( 1 )  m, fois par rapport à xi,  . . . m, fois 
par rapport à x,, et en égalant les x à zéro. 

Posons, pour abréger, 
(pn ,c />I1+ .  . .+mn (J 

dxf;l dxY‘3. . . dx;n’ 
DU = 

on aura 
DXrpr=  [ (  X r ) , +  ( y r ) i ] m 4 [ ( X r ) z +  ( p r ) z ] ” s *  * [ ( X r ) a + ( p r ) n ] ” ~ l ,  

équation dont le second membre est une expression symbolique où l’on 
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( 63 1 
convient d’effectuer la multiplication d’après les règles ordinaires (lu 
calcul e t  de remplacer après l’opération 

et de  même pour  p r .  
Donc on a 

Dans cette expression, D i u  représente ilne &rivée partielle de U qui  
ne diffère de  DU que  parce qu’une différentiation par rapport à xj a d é  . 
remplacée par une différentiation par rapport i x,, de  telle façon que 

. 

Les B sont des termes forii-iéis d’un coefficient positif d’une derivée 
de  X, d’ordre supérieur au premier et d’une dérivée de z d’ordre infé- 
rieur b m ,  + na, t . . . t m,. 

Si l’on annule les x, X, s’annule ainsi que  ses dérivées du premier 

ordre, excepié - qui  se réduit à l,. On a ùonc nx- 
dxr 

D ( X r p r )  = m,A,Dz + Z B ,  

et Da est doiîrié par l’équation 

XD(X,p.) = A,Dz 
ou 

( 4  1 (rn,A, + n72À2 +. . . + nz,LA,l- A,)Dz + 2 B  = o.  

Si l’on connaît les dérivées d’ordre inférieur h celui dc  Dz, cette 
équation permettra de calculer Dz, puisque 

inlÀ,+ in,>..,+.. . . i - t ~ ~ ~ ~ A , , - À ~ ~ o ,  

Donc, si l’on connaissait les dérivées du premier ordre, on pourrait 
calculcr toutes les autres et  l’on ne trouverait pour elles qu’iine seulc 
valeur. 
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Or les dérivées du  premier ordre sont données par 1’Cquaiion 

Si i2r,  

. .  
SI  z = r ,  l’équation est indéterminée. On peut choisir pour p ,  telle 
valeur que l’on veut, et, en par t icd ier ,  on peut.faire 

p ,=  r .  

’ Donc il existe une série satisfaisant formellement à l’équation ( I ) ,  

dont les termes d u  premier degré se réduisent à x,, e t  i l  n’y en a 
q u ’ u n e . 

2 O  L’équation ( 2 )  admet également une série qui  liii satisfait foi*- 
melleinent e t  dont  les teriries du  premier degré se réduisent à x,, et 
elle n’en adinet qu’une, car elle est de la forme ( 1 ) .  

Les coefficients de cette série sont donnés par lcs kquations 

5 )  ( m, + ml + . . . + n?, - i) Dz + 2 II, = O ,  

où \es B, sont formés avec les dérivées partielles des coeficients tlcsp 
dans l’équation ( 2 )  comine les B avec les dérivées partielles des X .  

Cette série iie peut être autre  que  y(xj; elle est donc  convcrgentc. 
3” On peut. former une équation auxiliaire qui  soit (le la foriiie ( 2 )  

et qui  nous aidera à démontrer la conyergcnce de la série tléfiriie 113 

les équations ( 4 ) .  
Soit, en  effet, 

s = E ,  t xz+. . .+ x,,; 

supposons que  l’on a i t  toujours 

ce qui  est toujours possible, d’après le théorème I .  
Supposons que les fonctions X , ,  Xs, . . . , X, restent liolomori~lics 

quand les modules de x,, x,, . , zn restent plus petits quc  ’(ctétant 
O( 
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réel positif) e t  qu’en même temps les modules de ces foiictions X , ,  

M X2, . . . X, restent plus petits que - ( M  étant réel positif). 
a’ K 

Soit 

L’Gq ua tio n 
2 x ; y ;  = 2‘ 

est de  la forme ( 2 )  ; elle admet donc une intégrale liolomorplie 

don t  les termes du  premier degré se réduisent à xi et dont on peut 
calculer les coetricients à l’aide des équations ( 5 )  ou des équations 

( 5  bis)  B( m1 + mit. . + m,( - 1) Da’+ 2 K B 1 =  O .  

4” Toutes les dérivées partielles de KX; d’ordre supérieur au premier 
sont réelles, négatives e t  d e  inodiile supérieur h la dérivée correspon- 
dante de X,. 

50 Les Dz’ sont positifs e t  leiirs modules sont plus grands que ceux 
des Dz correspondants. 

En effet, siipposons que cela soit vrai pour les dérivées d’ordre 
inférieur à celui de Dz : j e  dis que  cela sera vrai également pour Dz. 

En effet, soient Bi l’un des ternies B ,  B , i  le ternie B, correspondant: 

où A représente une  dbrivée d’ordre supérieiir à I e t  A ,  une dérivée 
d’ordre inférieur b celui de Dz ; de  même, 

A,  (2’) esl  positif e t  de module plus grand que  celui de A,  ( z )  ; A KX:. ) 
est négatif e t  de module plus grand que celui de  A&).  Donc KBi i  est 
négatif e t  de  module plus grand que celui deBi.  

Donc 2 K B ,  est négatif e t  de module plus grand que celui de ZB. 
De plus ,  

K ( m l + m , + . .  .+ nîn- t )  

9 
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( 66 ) 
est positif e t  ùe niodule plus petit que celui dc 

c’est-à-dire Dz’ est positif et de module plus grand que celui t l v  

Z B  - 
XmiÀi - 1 1 ’  

Dz‘ xyl1 x:>” . . .x;y 

c’est-ii-dire dc Ds. 
Or la série 

E 1 . 2 . .  . ? r l I .  I . 2 . .  .ma..  . I  .2.. .m,, 

t b s l  coiiverçen le ,  
Donc la séricb 

l)zxyi x;’? . , 2”’h 

I .2. . . m i .  I .2.. . in , .  . . I 2.. .mit 

l’est également. C .  Q .  12. 1). 

DEUXIÈ bl E SECTION. 

Des cas oii l’équation proposée est de la forme 

XI]), + x2p2 + . . . + X,y, = z. 

X , ,  X2 ,  . . . , X,,, Z sont des séries ordonnées suivant les puiçsmces 
croissantes de x,, xL, . . . , x,, z ,  s’annulant avec ces variables et conte- 
nan t  des termes du premier degr6 par rapport aux 3 et à z. 

PREMIER C A S .  

Soit à intégrer les équations différentielles 

dxi - d-xj - - t k ,  

XI x, XII 
--- -...-- 9 

oii l’on suppose les X indépendants de z et  oii les terines t l i i  preiiiieia 
degré de X i  s’écriyend 

ZZi& XA 1 
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( 67 ) 
Pour cela, nous envisagerons l’équaiioii 

XIPI+ i(2pz-c. . .  + x n p n  = s z ,  

l’une des racines dc l’équation 

a l l -S  a l z  a.3 . . , alIl 

alIl ... a2i alz -  S a13 
.. . .  . . . . . . . . . . .  
a. a,,l a n 3  ... a n n -  S 

= o .  

Nous appellerons A,, A*, .... An les n racines de  cette équatioii ( 1 6 ) .  
Hypothèse I .  - L’équation (16) n’a pas de racines muhiples. 
Hypothèse Ir. - Si l’on représente les parties reelles et imaginaires 

ùes A par les coordonnées de n points dans u n  plan, ces n points sont 
d’un même côté d’une certaine droite passant par l’origine. 

Hypothèse III. - L’un des 1 n’est pas égal à une  fonction linéaire ii 

coefficients positifs des autres A. 
LEMNE 1. - Si I’hypoihèse I est satisfaite, on peut rum.ener ynr  un 

changement de variables l’étude de l’équation ( 5 ) h celle d’une e‘qrtntion 
de mkme forme, mais où les termes du premier degre‘ de X ,  . X, . . . . .  X,, 
se réduisent respectivement à 

A i ~ i ,  12x2; 3 A n x n c  

c’est-à-dire à une iquation de la forme ( I 1. 
Soit, en  effet, un cliangeineiit linéaire de variables 

“ 7 )  

Si le cléterniinant des 13 n’est pas nul, on pourra écrire les kqua- 
tions (17 )  sous la forme 
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deviennent, après la  transforma tiori , 

Les condiiions pour que les terines du premier degré de Lyl iXi  S(' 

réduisent à A,y, s'écrivent 

t l  'O il 

Ces équations, qu i  sont  linéaires par rapport aux y i i ,  contluisenl 
pour ces varialdes à des valeurs diffkrentes de zéro ,  car  le déterminant 
auquel elles conduisent est nul, puisque A ,  est l 'une des racines tlc 
l'équation ( I 6). 

La condition que les termes du premier degré de L y k i X i  se réduisent 
à Aayk permettrait de mkme cle calculer les Y k i .  

D'après un théorème connu, l'équation ( 1 6 )  n'ayant pas de  raciiws 
multiples, le déterminant des y n'est pas nul. Donc des valeurs des 7 
on pourra déduire celles des p. 

Donc, on aura pu choisir les coetficients d u  changement (le va- 
riables ( 1 7 )  de  telle façon que  les conditions posées h l'énoncé ( I I I  
lemme soient satisfaites, c'est-à-dire qu'après la transformation l 'kqua-  
lion ( I 5 )  devienne 

( 2 0 )  Y,q1 t Y,q2+. * +Y,q,= Sa, 
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et où les termes (lu premier degré des Y se réduisent respectivement :i 

hi.YI, À Q i ,  - ’ 9 A“.,. C. Q. F. D. 

LEMME II.  - Si ïhypothèse I I  est satisfaite pour l‘èquaiion ( 1  3) ’  elle 
l’est également pour l’équation ( 20 1, et réciproquement. 

Car l’équation ( IS) ,  tirée de l’équation ( i 5 ) ,  a les mênies racines 
q u e  l’équation analogue tirée de l’équation (20). 

LEMME III. - S’il existe une sèrie, ordonnée suivant les puissances 
des x, qui salisfail formellement à l’équation ( I 5 >, cette sèrie satigeru 

formellement à l’èquation (20 ) après qu’on y aura remplace‘ les x par- 
leurs valeurs en fonction des y, et rèc+roquement. 

LEMME IV. - Pour que l’èquation ( I 5 admette une intègrale holo- 
morphe, il faut  et il sy f j j t  que l’e’quation (20) en admette une. 

Car toute fonction holoinorphe par rapport h R variables x,, xs, . . . , 
x , ~  est également une fonction lioloinoi~plie de rt coin binaisons lindaires 
de ces variables, 

pourvu que le déterininant des y ne soit pas nul. 

THÉORÈME V. - S i  les hypothèses I ,  II et III  sont satisfaites pour 
I’équation ( 1  5 ) ,  cette èquation admei une intègrale holomorphe diférente 
d e  zdro. 

yii .ri + Yi lXz  + - * + y i n  Xi,, 

4 

En effet, dans ce cas, l’équation (20), qui  est de la forme ( 1 ) ,  salis- 
fa i t  aussi aux hypotiièses 1 et  TI, c’cst-à-dire a u x  hypothèses I et  11 de 
la Première Section. Elle a donc une in tégrale holomorphe différente d e  
zéro, d’après le théorème I I I .  Donc, d’après le lemine IV, l’équation ( 1  5 ;  
admet aussi une i n  tegrale liolomorplie. 

PROBLEME II .  

Pour résoudre ce problème, nous allons nous  servir d’un t116orè1w 
dont l’énoncé nous a été communiqué p a r  M. Darboux. 
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THÉORÈME VI. - Si lesconditions posées Ù l’ètroncè du théorème Vsoirl 
sa t isfa it es , les e‘q ua t io n s 

ont des intégrales de la forme 

où les T sont des fonctions holomorphes d m  x et les K des corrstantes 
arbiirnircs , 

En effet, considérons les deux équations 

xlpl + x, pz + . . * + X,,y1* = À, 2 ,  

X,p‘, + x,p: + . . . 4- Xnp;) = 1 2  2’. 

Soient 
z = TI, d = T Z  

deux intégrales liolomorp~ies de ces deux équations; la fonctioii 
1 

satisfera à l’kquation 

c’est-à-dire que 
1 1 

oii K ,  et K,  sont des constantes arbitraires, sera ilne intégrale (les 
équations 

C. Q .  1:. D. 

THÉORÈME VII. - Si les conditions posèes ci i’knoncé du the‘orènze 1 -  
sont satisfaites, les intégrales des e‘quations 
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peuvent s’exprimer en égalant x, , x,, . . . , x, h n fondons  holomorphes 
en K ,  tx,, K&, . . . , K,.tX., K ,  , K,,  . . . , K,2 étant des constantes arbitraires. 

En effet, les intégrales des équations ( 2 7 )  s’écrivent 

d’où 

Remplaçons dans  T I ,  T2, . . ., T, les x par  leurs d e u r s  ( 1 7  ), puis 
rksolvons les équations (28) par rapport a u x y ;  T , ,  T,, . . . , T, ne C O I +  

tiennent respeciiveinent, en fait de termes du premier degré, qiic ùes 
termes e n y , , y ; ,  . . .,yn, et aucun de ces terines n’est nul. 

Donc les équations ( 2 8 )  donneront les y en fonction l iolomoi~pli~~s 

Donc les x sont aussi des fonctioris holoinorplies de ces inèiiitbs 

de K;A, ri>&, . . ., K > A .  

‘1 uan ti tés. C. Q .  F .  1). 

P R O B L I ~ M E  I. 

~ E L . X I È M E  CAS.  

L’éqiiation est de la foriiie générale 

(29, x, p ,  + X , p  +. . + X,p ,  = 2, 

inais les conditions posées h l’énoncé d u  ilikorèinc V sont rtmplics 
pour I’Ctqiiatioii 

4 

- .. 

T H I ~ R È M E  V J I I .  - L’équaiion (29) admet en g6n”Ç‘ral n + I inle- 

En effet, les kqoatioiis 

grccles holomorphes. 
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admettent, en vertu du théorème VI, des intégrales de l a  fornie 

1 1 1 1 

Donc les valeurs de  a ,  tirées des équations 

seront des intégrales de  l’équation (29). 

ne seront p a s  d‘i‘ n‘r, n‘r, d’l’,l+I 
dz dz ’---’- ciz dz 

Or, en ginéral, les quantités --‘, - 3  ... 
nulles quand z e t  les x s’annuleront. 

On pourra donc tirer des équations ( 3 4 ,  de n + J manières, z eii 

fonction Iiolomorplie des x. C. Q .  F .  il. 

PRORLRME 111.  

Soit à trouver une intègrale z de I’èquation (29) qui se réduise à une 
*\onction donnée + (pi , p2 , . . . Pn-4) quand on y remplace respectivement 
x,, x,, . . . , Xnpar des fonctions donne‘es O , ,  e2, . . . , 8 ,  de p,,  p2, . . . , pn-,  . 

Oii suppose, comme dans la première Partie, que les fonctions 9 ,  9 , ’  
$,, . . ., 8, sont algébroïdes e t  s’annulent avec les p. 

Reyrcnons les équ4 t’ ions 

‘,3i) X: =y2 ( K I  t‘fi, K, t ’ z ,  . . . , K,.,, L ’ n + l ) ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,  
, X, =fn ( KI ta! ,  * * Kn+I I”+l) 

II faut, pour trouver l’intégrale, remplacer d a n s  les équations ( 3 0 )  
par +, x,, z2, . . ., x, par 8, ’  O ? ,  . . .) O,,: et enf in  t ‘par* une nouvelle 

T , ,  Ta, . . ., T,,, deviennent alors algebroïdes par  rapport aux p ;  
variable auxiliaire Y analogue a u x  p. 
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(33.) 

I I  faut ensuite remplacer dans les équations (3r )  les K par leurs va- 
leurs (32) ; on y posera ensuite 

- I - - pn’ 

z ,  x,, x2, . . ., xn s’expriinent dors  en  fonctions algébroïdes (le pi,  
p2, . . ., P,-~, p.), p:, . . ., p>+i e t  s’annulent avec ces variables. 

TROISIEME SECTION. 

L’équation n’est pas linéaire. 

Nous supposerons quc,  si l’équation proposée s’écrit 
F = O, 

si XI ,  X 2 ,  . . ., X,, Z ,  P I ,  Pzc . . ., P, sont les dérivées du  premier ordre 
de F par rapport à x, xp, . . . )  x,, z ,  p , ,  p2, . . ., p,,, l’équaiion 

satisfait aux  conditions posées à l’énoncé du  théorème V.  
Nous supposerons que  l’intégrale que  l’on cherche se réduise h 

+ (  p,, ,us,. . , pn-i ) quaiid 011 y remplace xi * x2, . . . , xn par  8 , .  6 2 ,  . . . , 
5 n ,  e t  que,  dans le même cas, p , * p 2 ,  . . ., pn se réduisent aussi à des 

s’annulent, 
fonctions connues O , ,  O*, . . ., O, de pi ,  p 2 ,  . . ., pn-r * 

On peut toujours supposer que,  quand p,, pz, . . ., 
q, ‘J)~, . .., o,~ s’annulent aussi, car, s’ils se réduisaient à yl ,  ys, .. 
yll. on poserait 

e t  l’on serait ramené au  cas où les O s’annulent. 

2 = Z’ + 71 X I  + 7 2  ~2 + - 0 + y n  ~ n ,  

10 
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Quand on fait 

Mais quand l’équation ( 3 3 )  satisfait aux conditions posees à 1’énoncQ 
du  théorème V ,  toutes ces quantités ne peuvent être nulles à la  fois 
quand on donne à z ,  aux x e t  a u x p  des valeurs sufrisamment voisines 
de zéro e t  annulant F, c’est-à-dire que les équations 

sont distinctes, car, si elles ne l’étaient pas, le déterminant fonctionriel 
des preiniers membres de ces équations par rapport à z ,  x,, x2, . . . , x,,, 
p ,  , p2, . . . p,, serait nul. 

Or l’équation qui  correspond à l’kquation (16)  est formée en  égalant 
à zéro un déterminant qui  ne differe de ce que deviendrait ce détermi- 
nant  fonctionnel quand on  y anriulerait z ,  les x et l e s p ,  que  parce que  
certains termes seraient diminués de l’inconnue S. 

Donc, si le déterminant fonctionnel était nul, cette équation admet- 
trait une racine nulle. Donc elle ne satisferait pas aux conditions posées 
à l’énoncé d u  théorème V. 

P R O B L ~ M E  II. 
Les équations 

admettent, d’après ce qu’on a vu dans la deuxième section des inté- 
grales de la forme 

où les K sont des constantes arbitraires, 1 une variable auxiliaire, les A 
des constantes données, les T des fonctions holoinorplies de z ,  d e s z  
et des p s’annulant avec ces variables. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



\ 

( 75 1 
Ces intégrales peuvent se mettre sous la forme . 

où lesfsont des fonctions holomorphes de K ,  b, K&, .... K,,,,, t X ~ n + ~  

s’a n n ul an t avec c es  va ri a b 1 es. 

PROBLÈME III. 

Soit h trouver une intégrale de 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  * >  

/3 et les 8 étant des fonctions holomorphes des p s’annulant avec ces 
variables. 

Quand on fait 
XI  = O , ,  xZ = e,, ... 9 x n =  o n ,  

lesp se trouvent assujettis à se réduire à certaines fonctions des,p : a,, 
.... C A S ,  an* 

Ces fonctions sont déterminées par les équations 

. . . . . . . .  ‘ i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . .  ., 
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PREMIER CAS. 

Les équations (-37) donnent les O en fonctions algébroïdes des p. 
Ce cas ne présente pas de  difficulté spéciale, e t  l’on verra plus loin 

comment on le traite. 
D E U X I h M  CAS. 

Les équations (37) ne donnent pas les O en fonctions algéhi6ides 
des p. 

Les deux membres de  chacune des équations (37) sont holoinorplies 
par rapport aux p e t  aux O. Donc, en vertu du  leinme VI (Ire Partie), 
on peut en tirer les w e t  les p en  fonctions alçéhroïdes par rapport à 
n- I nouvelles variables 

Y I ,  2129 9 . >  Y”-l 

et s’annulant avec ces variables. 

nuleront avec eux. On est donc ramené au premier cas. 

Soit I’kyuation 

Donc p,  les 8 e t  les w seront algébroïdes par rapport aux t) et s’an- 

Exemple. - Un exemple fera inieux comprendre ce qui  précède. 

p :  = p :  $- p : .  

Soit i trouver une intégrale de cette équation se réduisant b 

quand 

Les équations (37) s’écrivent 

O n  tie peut tirer de ces équations les O en fonctions algkbroïdes 
des p. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Mais posons 

i l  viendra 

d'où 
3 ( 3 i 4  

0'3 = u :  + v ; ,  

3p;  = ui (2p1 + F2)' 

3 p ;  = v 2 p  + uipi, 

tiqualions qui définissent y., e t  p2 en fonctions algébroïdes des 'Y. ne  
inêine, p.:, p;  + p+,, r~. :  +pi s'exprimeraient eii fonctions algé- 
broïdes des Y. 

CAS GÉNBRAL.  

Dans  tous les cas on peut donc supposcr : 
1"  Que les 8 ,  p et  les O sont algébroïdes par rapport aux p.; 
2O Qu'ils s'annulent avec ces variables. 
On peut toujours supposer que les équations de la forme 

O;! + A,,+, ûjn-I + . . . + A, 8i + A,,  

qui  définissent les 8 par  exemple, de même que celles qui  définissent /3 
e t  les CL), sont irréductiblcs, c'est-à-dire ne sont pas un produit de deux 
équations de même fornie. 

On remarquera que, pour un même système de valeurs des p., $, 
les 8 e t  les O sont susceptibles de plusieurs valeurs. 

Soit 
pi,u, p2,0, - , ua-1.0 

un système fixe de valeurs des p. 
Soit 

p,, & , O '  k . 9  * - - 9 %,O> wi,o, m:,o, - - 9 O n , e  

un système fixe de valeurs de p,  des 8 et des O ,  tel qu'en substituant 
dans ies équations (37 ) ,  à la place de 

ces équations se trouvent satisfaites. 
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Supposons inaintenant que  l'on fasse varier les IJ. d'une manière 

quelconque en partant du  système fixe de valeurs 

pour aliouiir au systèine quelconque de  valeurs 

Supposons que 13, les O et  les O varient d'une manière continue en 
rnéiîie temps que  les p en partant du systbine initial de valeurs 

et qu'ils deviennent é p u x  rcspccliveincnt 

quand les p deviennent kgaux respwtivcinenl zt 

Nous appellerons les valeurs (37 bis) valeurs,correspondan tes de  p ,  

Pour résoudre le probléine 111, i l  faut d'abord remplacer dans l es  T 
des 6 et des o. 

les 9 étant algébroïdes par rapport aux p. Si l'on n'a substitué à S, 
aux x et auxp, dans les T, que des valeurs correspondantes de  p ,  des 6 
et des Q, les équations qui définissent les + sont irréductibles. 

On appellera système de valeurs correspondantes des u n  sys- 
tème de  valeurs de ces fonctions obtenu en substituant dans les T un 
inêine système de valeurs correspoodantes de p, des 8 et des W .  

il faut ensuite, comme on l'il vu dans la Section précédente, rempla- 
cer dans les équations (35) les T par les 9 e t  t par pn.. 

Z, les x e t  les p s'expriment alors par des fonctions algébroïdes 
en pi, p2? . . . ?  

A l  PA p i ,  . .) pn+l. 
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Si 1’on“a eu soin de ne donner dans cette substitution aux  + que  des 
valeurs correspondantes, les équaiions qui  définissent z ,  les x e t  les p 
sont  irréductibles. On dira encore que des valeurs de z ,  des x et d e s p  
sont  correspondantes quand on les aura obtenues par la substitution 
dans les équations (35) d’un même système de valeurs corresponilantes 
des +. Les expressions de z ,  des x e t  des p que l’on vient d’obtenir 
donnent-elles l’expression implicite de  l’intégrale clierchée? 

Pour que cela soit, il faut et il suffit que  l’on ait identiquement 

I O  Je dis que ces coidi t ions sont remplies, pourvu que  les p ne 
prennerit pas certains systèmes parliciiliers de valeurs. 

En effet, O , ,  O * ,  . . ., w,, p, O,, 02, . . .) 8, n e  sont pas tous identi- 
yuement nuls. I I  en résulte que,  pourvu qu’on ne donne pas à p,,  
,u2. . . ., pn-, des valeurs qui  satisfassent au moins & une relation donnée 

Y ( P l ,  

on n’aura pas à la fois 

p = 01 = 0 2  = . . 

On pourra toujours choisir les p d’une infinité de  manières, de telle 
façon qu.e les modules de p, des ci), des 6 soient aussi petits que l’on 
veut et  que  les p ne satisfassent pas à 

y = o .  

Dansce cas, comme on i’a vu au commencement de cette Section, les - 
f o  n c Li o ils 

F, PI, P,, * ’ P R ,  

XI + }a, x, i- p l z ,  . . . ’. x, f- p,,z 

iie s’anniileront pas à la fois quand on y remplacera z ,  l e s p  et  les LZ’ 

par p ,  les w e t  les 8 .  Mais alors les fonctions J sont identiquement, 
nulles, comme on l’a vu dans les Généralités (Ire Partie); les équations 
qui  donnent  z ,  x,, xs, - .  ., x,, p , )  p2,. . ., p n  en fonction des sont 
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bien I’expression implicite de l’intégrale, et, par conséquent, 

czz dZ dZ 

Supposons maintenant que  I’on donne h 

pl, IV.?> * ‘ 9  P-1 

des valeurs qui  annulent  à la fois 

wI,  wÏ, . ., k’,,, p, 0 , ,  e l ,  . . . ’ O,,, 

et voyons si les expressions que nous avons trouvées représentent 
encore réel lemeii t. 1 ’in tégral e cliercli6e. 

Interprétation géométrique. - Supposons que  l’on n’ait que deux 
~ar ia l i lcs  indépendantes x, et x2, et  que, par  conséquent, l’intégrale 
soit susceptible de représenter unc surface S. 

11 s’agit de déterminer ia surface S de telle f q o n  qu’elle passe par  
iine courbe doiinéc C, passant elle-même par l’origine, e t  qu’en chacun 
de  ses points son plan tangent P soit tangent à u n  cône donné. Nous 
avons trouvé une expression de la surface S en égalant z,  x,, x2 à 
certaines fonctions de deux variables auxiliaires p, et  p,. 

Si, t l o t m n t  h pi une valeur constante qu i  n’annule pas 
01, Oh, p, 01, 0 2 ,  

on continue à considérer p2 comme une wriable,  ces expressions de u, 
q, x 2  e n  fonction de pi et p2 définiront une courbe K,n passant par k 
point 

q u i  est sur  ?a courbe C et  que  nous appellerons m, e t  passant aussi par 

Nous avo i~s  vu que, si la surface S cherchée existe, la  courbe K,n 
en fait partie, et qu’effectivement, tout le long de  cette courbe, la sur- 
tace engendrée par les courbes K, satisfait aux conditions tlc la défi- 
nition de I:i surface S. 

Supposons maintenant que  pi tende vers une valeur qui  anniile h la 
fois les O, 13 et les 6, p a r  exeinple vers zéro, c’est-à-dire que le point m 
se  déplace sur  la courbe C en se rapprochant indéfiniment de l’origine. 

Dans ce cas, ou bien p2 restcra f in i ,  et alors z ,  x, e t  x2 tendront vcrs 

[ z = p ( ~ i ) ,  X I =  ei(pi), xa=ea(p i ) ] ,  

’ l’origine. 
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zéro ,  011 bien pa augmentera indéfiniment et z,  z, x2 tendront vers 
des limites fiiiies, c’est-à-dire que, quand le point m tendra vers 
l’origine, la courbe Km se rapprochera indéfiniment d’une certaine 
courbe h i l e  K o . -  

II s’agit de faire voir : 
1 Qu’à l’origine, c’est-à-dire quand 

ou quand 

la surface engendrée par les courbes Km et  par la courbe K, satisfait 
aux conditions de la définition de la surface S ;  

2 O  Que le long de la courbe K,,, c’est-à-dire quand 

p = o ,  p2=00, 

cette surface satisfait encore à ces conditions. 

Hypothèse 1. - Supposons donc d’abord que les équations 

soient distinctes, ce qui est le cas le plus général. Alors, pour que 
l’on ait 

P = ~ , = ~ , =  ...=o,=el=eî=...=e,=o, 

et par conséquent 

i l  faudra que l’on ait 

Donc, toutes les fois que ces conditions ( a )  ne seront pas remplies, 011 

aura, si pn><o ,  
ClZ dZ 

= p n .  G clx, =Pz* * *  9 

dZ 
= Pl, 

Hypothèse I I .  - On peut toujours supposer que les parties réelles des 
quantités A,, A*, . . .’ X2,,+, sont. positives, car on a supposé que, si ai 

I I  
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et sont les parties réelle e t  imaginaire de  Ai, les points dont  les 
coordonnées sont ai et pi sont d’un même côté d’une certaine droite 
passant par l’origine, c’est-à-dire que  l’on a, quel que soit i, 

A e t  R étant deux constantes réelles indépendantes d e  i. 

l’équation F = O par A - iB .  
Si les parties réelles des Ai n’étaient pas positives, on muliiplierait 

A,, A,, . . ., A2,1+î deviendraient alors 

dont les parties reelles sont 

e t  sont par conséquent positives. 

Cas a examiner. 

Le cas où l’on n’a pas 

ayant été examiné, il nous reste trois cas à considérer: 
pli-1 = 0 9  pn = ; I o  p , = p * =  ...- - 

20 p,* = O ;  mais on n’a pas à la fois 

pi = p* = . . . = pa-, = 0 ;  

30  P.,^ est f in i  e t  de  plus 

pl = pz = . . * = pn-l =o.  

PREMIER CAS. 

Rappelons de  quelle manière on  a obtenu l’expression implicite de 

Dans les T, on a remplacé a, les LZ et l e s p  par p, les 8 et  les O ,  et 
l’in tégrale. 
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les T sont devenus égaux à des fonctions tf~ dcs ,u, définies par  des équa- 
tions de  la forme 

où les A sont des fonctions Iiolomorphes des p. s’annulant avec ces 
variables. 

On a ensuite, dans les équations 

remplacé les Ki par q i  et  t par pn, e t  les T se  sont trouvés définis par 
les équations 

Il est clair que, si l’on annule pn ou si l’on annule  les n - I pre- 
miers p sans rendre pn infini, on annule les T, e t  par conséquent a ,  les 
x et les p .  

Nous allons d’abord supposer que  pn tende vers l’infini en même 
temps que  les autres p tendent vers zéro. 

Les équations (38) nous donnent  une  expression implicite de  I’inté- 
grale. 

Dans les équations, les A sont  des séries ordonnées suivant les puis- 
sances croissantes des p., de  sorte qu’on peut  poser 

où K, est unc constante, P I ,  p2,  . .’ Pn-, des nombres entiers. 
L’équation (38) pourra alors s’écrire 

Supposons que  l’on fasse le changement de  variables 

où ai ,  a,, ..., an-i sont des constantes dont  les parties réelles sont 
posilives e t  que l’on déterminera plus loin. L’équation (38) s’écrira 
alors 

XFE~’~v”~’J ’T-K= Y O ,  

1 1 .  
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où 

et  

Remarquons que, dans cette expression, 

sont réels positifs, tandis que a,, a,, . . . , a,,,, Ai sont imaginaires. 
On peut  toujours choisir les quantités a,, a2, . . . , a,l-, de telle façon 

qu’un ou plusieurs des t3’ soient nuls  pendant que  les autres ont  leur 
pariie réelle positive. 

En effet, posons 

al = f i l a  + ik,, al = hza t. ik2, . . . , anel = L i a  + ikn-,, 

Dans ces expressions, h, ,  h,. . . ., h,l-, sont  des quantités positives et 
d’ailleurs quelconques, choisies arbitrairement; a et les k sont les 
inconnues qu’il s’agit de déterminer; les et les 5 sont les parties 
réelles et imaginaires des A. 

Dans chacune des équations (38) e t  dans chacun des coefficients A 
qui  y entrent, prenons chacun des termes x e t  considérons le 8 cor- 
re s p o n da n t 

P 2  pll-1 6 = al + -a, t.. . + - an+ - Ai, K K 

dont la partie réelle est 

Considérons les diverses quantités 

(44 
comme 

K 2 m ;  
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ces quantités ne peuvent devenir plus grandes que 

h étant le plus petit des nombres h, ,  A?, . . ., h,,, ; 
U) étant le plus grand des nombres q,, q2, . . ., Y / * ~ + ,  ; 
m, étant le plus grand des nombres m correspondant à chacune des 

équations (38). 
I l  y aura donc une ou plusieurs des quantités ( 4 0 )  qui seront plus 

grandes que toutes les autres. 

PREMIER CAS. 

En général, il n'y en ;qu'une. Soient 

les valeurs correspondantes de 

La partie réelle du 6 correspondant sera 

la partie réelle des autres 8 sera 

Quant aux quantités k,, kS, . . ., k,,,, on les assujettira à la condition 

. 
Co étant la partie imaginaire du A dont q, est la partie réelle. 
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Alors tous les 8 ont  leur partie réelle positive, excepté celui q u i  

Si donc on fait  la substitulion (39) dans les équations (38 ) ,  ces 
correspond à (3 , ,o ,  p2,,,, -, Pn- i ,o ,  YI,, + &,, e t  q u i  est nui. 

équations prennent la forme 

où les A’ sont holomorphes par rapport  à &, &, . . .’ 
puissances de ’Y, dont les exposants ont  leurs parties réelles positives. 

des A’ ne s’annule pas avec Y ,  quels que  soient les 6 .  

e t  à diverses 

De plus, dans l’une au moins des équations (38 bis),  l’un au moins 

D E U X ~ ~ M E  CAS. 

Plusieurs des quantités ( h o )  soiit égales entre  elles et plus grandes 
que toutes les autres. 

Si le nombre de ces quantités n’est pas supérieur à n - 1 ,  il n’y aura 
pasde  difficulté; inais, quel qu’il soit d’ailleurs, on pourra tourner la 
difficulté, comme on va le voir. 

ce nombrc positif, qui est égal h plusieurs des 
quantités ( 4 0 )  et plus grand que  toutes les autres. L’expression ( 4 1 )  
sera encore nulle pour les d’ qui  correspondent à une quantité (40) 
égale à a, positive pour tous les autres. On posera encore 

Égalons encore a 

où l’on donnera aux 
013 vient d’annuler la partie réelle. 

et i c i l e s  valeurs qui  corresponùent aux 6 dont 

Si le nombre des équations ( 4 2 )  est  
< n - r  ou = n - r ,  

on pourra choisir les IG: de  façon à satisfaire à ces équations, et, comine 
dans le cas précédent, les équations (38) seront ramenées à la 
forme (38 bis). 

Si le nombre des équations ( 4 2 )  e s t  

> n - - i ,  ’ 

on ne pourra plus choisir les k de  cette manière, mais on pourra le 
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faire de  telle sorte que  tous les 6 aient leurs  parties imaginaires posi- 
tives, excepté un nombre fini d’entre eux, que  tous ceux dont  la partie 
réelle est déjà nulle aient leur partie imaginaire positive, excepté un 
ou plusieurs dont  la partie imaginaire devra être nulle. 

O 

En effet, soit par exemple 

La partie imaginaire d’un 8 s’écrit 

(42 b i s )  

Considérons d’abord ceux des 6 dont  la partie réelle est d é j i  nulle; 
pour  l’un au moins d’entre eux, ci est positif, sans quoi on cliaiigerait 
\iy en -d=; donc, pour  k, = O ,  toutes les expressions ( 4 2  bis) 
ne sont pas positives; pour  k, positif e t  très grand,  elles le sont toutes. 
On pourra donc choisir k, positif de telle sorie qu’il annule une ou 
plusieurs des expressions ( 4 2  bis) eii laissant les autres positives. 

Considéro~is maintenant ceux des t3 dont la  partie réelle est positive; 
i l  n’y en aura qu’un nombre fini  pour lesquels 

2p 
le plris grand des c i . C  le plus grand des K 

Ir ’ (  

et, par conséquent, dont la partie imaginaire peut être nulle ou néga- 
tive. Tous les autres c? auront  leur partie imaginaire positive. 

Posons maintenant 
y .- y l - i b  

1 ’  - 

Dans ce cas, les équations (38) s’écrivent 

I O  Pour u n  nombre fini des  quantités 8, 
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& + b & , = O ,  & , - b & = o ,  & = o .  
alors 

2 O  Pour u n  nombre fini des quantités 8, 

& = O ,  € , > O ,  

E +  b E l > O ,  

alors 

si b >  o .  
3” Pour un nombre fini des quantités 8, 

i > O ,  € , = < O ;  

. on pourra alors toujours choisir b positif e t  assez petit pour que  

& + bE, > o .  

4“ Pour u n  nombre fini ou infini des quantités 8,  

, si b > O, 

& > O ,  & , > O ;  

& + o e ,  > o .  

En résumé, tous les 8, ont  leur  partie réelle positive, excepte un ou 
plusieurs qui  sont nuls. Les équations (38) prennent donc encore ici 
la forme (38 bis), c’est-à-dire que  les T sont fonctions algkbroïdes 
de E2, E 3 ,  ..., E,,+ de  diverses puissances de  en e t  de  Y , )  dont les 
exposants ont  leur partie réelle positive, e t  que tous les T ne s’an- 
nulent pas, quels que  soient les 6, quand Y,  s’annule. 

CAS GBNBRAL.  

Dans les deux cas qu’on vient d’examiner, les équations (38) ont 6tk 
ramenées aux  équations ( 38 bis). En résolvant ces équations (38 bis) 
par rapport aux x, à z e t  aux p ,  on trouvera 

( 4 3 )  
z = p‘, x1 = 6’, , x Z  = el2,  . . . , x,, = 6:&, 

p ,  = o’, , pz = O:, . . . , p,, = o;. 

Ces équations donnent  l’expression iniplicite de l’intkgrale, pourwi 
que  l’on n’ait pas 

p, = p2 = . . . = pn-l = O ou pn = O, 
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Les équations (38 bis) montrent que, quand les 6 tendent d'une ter- 

taine manière vers certaines valeurs différentes de zéro, 

pendant que  Y tend d'une certaine manière vers zéro, les T tendent 
vers ceriaines valeurs finies e t  différentes de  zéro, 

et que, par conséquent, z ,  les IZ: et les p teiident vers certaines va Icui*s 
finies et différentes de zéro, 

ZOl Xl,O> x2.01 * ' I % " , O ,  Pl.0, p1,0, - . * 9 prt,u* 

Ccs valcurs satisl'ont évidemment à l'équation 

car F est une  fonc4on continue (le z ,  des LZ et des p ,  et I^on a vu qu'oii 
pouvait salisfaire à I'équaiion F = O en donnant à ces variables des 
valeurs aussi voisines que  l'on veut de 

I I  reste à îaire voir que,  pour 

on :I 

ou q u e  I 'on peut prendre Y et les 5 assez voisins de  leurs limites pour  
que 

z - t" = (XI - Xl,O) ( p , o  4- E l )  + ( 2 2  - x2,o) (p2,o + ez) + ' * + (G - X n , o )  (p,,,o + L) 1 

o ù  les modiilcs de € 4 ,  E ~ -  . . . , E,, sont aiissi petits que l'on veut. 
12 
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Or on a 
dZ dZ d Z  

7 p - - 9  . . . ,  p,*= - 
2 -  dx, dXI2 

pt= - dXl 

toutes les fois que 
V S O .  

Considérons u n  instant Y ,  g2, . . . , c,l cornine des fonctions Iiolo- 
morphes quelconques d’une variable t qui tendent vers 

O ,  &,O, & , O ,  * ‘ 9 5n.o 

quand t tend vers zéro. 

Remarque. - Remarquons qu’on peut toujours supposer que, p o u r  
t = 0 ,  

ne tendent pas vers l’infini. 
En  effet, un des  T est donné par I’éqiiation 

(39) Tm+A,- ,Tm-i i - .  . . + A , T + A , = o ,  

où les A sont des fonctions holoinorplies de diverses puissances de t 
dont les cxposants on t  leurs parties réelles positives. 

Si T, est la valeur de T pour  t = O ,  on aura 

( T  - To)‘”+B,,+~(T - T$-’+. . .+ Bl(T - T,) + Bo=o, 

où les B sont de même forme que les A .  
Soit t K ~ ~ + i e ~ )  celle des puissanceu de  t qui  entre dans le dévelop- 

.peinent de Bn2-K et dont 1i.i partie réelle est la plus petite. Si tous 

les aK sont plus grands que  I , - tend vers zéro quand t tend vers 1’ - T, 
t 

zéro; o r  o n  peut toujours supposer que  tous les clli sont 1)lus grands 
que I ,  car, si cela n’était pas, 011 poserait 

x étant iin nombre plus grand que  tous les -% e t  l’on aurait 
a’ 
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( 91 ) 
Donc on peut toujours supposer que  pour t = o on a 

et pa r  conséquent 

C. Q .  F. D. 

Cela posé, soient t ,  une  Taleur quelconque de  t ;  z , ,  x,,~, x ~ , ~ ,  . . . , xn,l  
les valeurs correspondantes d e  z e t  cles x; on aura 

Cette intégrale existe, puisque les qumt i tés  sous le signe J restent 

Or  on peut prendre t ,  assez petit pour  que  p , ,  p 2 *  . . . , p n  soient 
finies. 

aussi voisins qu'on voudra de p 2 , 0 ,  . . . pn ,o .  Donc 

les modules des E &tant aussi pelits que  l'on voudiaa, c'est-à-dire 

D E U X l h l E  CAS. 

p.,, p2, . . . , 
Dans ce cas, les équations ( 3 8 )  démontrent que  les T s'aniiulent, et 

par conséquent aussi z ,  les x e t  les p .  Je dis que l'on a en inêine teinps 

ne sont pas nuls  à la fois (pli = O ) .  

Pour cela, il faut faire voir que,  quels que soient les n - I premiers p. 
on peut prendre p.,' asscz petit pour que 
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( 92 ) 
où mod. 5 ,  < E,, niod. c2< E, ,  . . . , rnod. cn< E,, E , ,  E,, . . . , 6, étant 
aussi petit que l'on veut. Or on a 

o u ,  puisque, toutes les fois que IJ,,><o, 

Or, on aura pu prendre  P.,^,^ assez pelit pour que, pn variant  depuis zéro 
jusqu'à p.,l,o (de  rrianière que son point, représeniaiif décrive une litmi 
droi te) ,  on ait 

mod.p i<  c i .  

Dans ce cas, on aura 

T R o l S l h I E  CAS. 

En ce cas, les T sont nuls, ainsi que les x, e et les p ;  je dis que  

( I ) Voir la remarque de la page suivan te. 
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( Y3 ) 

.En effet, i l  suffit de faire ia substitution (39) pourétre rainenk aii  (bas 
précédent. 

Remarque. - La démonstration précédente (deuxième cas j suppose 

que dl*7 G7 . . . , * y  sont finis. Or on p e u t  toujours ie supposer, ainsi 

qu’on l ’a vu pour le premier cas. 

dx, dx, 
dpn 

V u  el approuvè : 

Paris, le 1 7  juin 1879. 

LE DOYEN DE LA F A C U L T ~  DES SCIER’CES, 

MILNE EDWARDS. 
Permis d’imprimer : 

Paris, le 1 7  ju in  1879. . 

LE VICE-RECTEUR DE L’ACADÉMIE DE PARIS, 
GRÉARD. 
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SECONDE THÈSE. 

PROPOSITiONS DONNBES PAR LA FACULTÉ. 

Démontrer qu’un ellipsoïde à trois axes inégaux peut  être la forille 
iquilihre relatif d’un corps fluide homogène tournant autour  d’uii 

axe d’un mouvement uniforme et dont les molécules s’attirent en raisoii 
directe des masses et en raison inverse d u  carré des distances. 

Vu et approuve‘ : 

Paris, le 1 7  j u i n  iS79. 

LE DOYEN L)E LA FACULTÉ DES SCIENCES, 
i\.III,NF, EDIVARDS. 

Permis d’imprimer : 

Paris, le 1 7  juin 1879. 

LE VICE-RECTEUR DE L’ACADÉMIE DE P A R ~ S ,  
GRE ARD. 

--- 
Si36 Paris. - imprimerie de GbuTiiiER-ViLLAns, quai des Augustins, 5 5 .  
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