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Fondamenti
della teoria dei tipi ordinati. ®

(Di Grouto Vivaxti, @ Mantova.)

§ 1.

1. Deﬁn-z'zz'one. Abbiasi un aggregato d’elementi qualisivogliano (ma-
teriali o no), e sieno questi ordinati in #» sensi; ciod, presi due elementi qua-
lunque, sia noto se I'uno abbia rango inferiore, eguale o superiore all’altro in
ciascuno degli n sensi che si prenddno in considerazione.

Eccone alcuni esempi.

a) L’insieme di tutte le note d’un pezzo di musica & un aggregato or-
dinato in 4 sensi, quando si considerino i suoi elementi come ordinati: 1.° se-
condo la successione di tempo; 2.° secondo il valore; 3.° secondo I'altezza;
4.° secondo I'intensita.

b) L’insieme di tutti i punti d’un dipinto & un aggregato ordinato in
3 sensi, quando si considerino i suoi elementi come ordinati: 1.° secondo la
grandezza dell’ascissa; 2.° secondo quella dell’ordinata; 3.° secondo il colore
(lunghezza d’onda). ‘

¢) L’insieme dei punti d’un campo ad » dimensioni & un aggregato
ordinato in » sensi, quando si considerino i suoi elementi come ordinati rispetto
alle grandezze delle loro n coordinate.

(*) T prineipi di questa teoria, dovuta all’illustre matematico Giorcio CanTor, furono da
lui esposti nelle Mittheilungen zur Lehre vom Transfiniten (Zeitschrift fiur Philosophie und
philosophische Kritik, T. 91, 92). Da questo lavoro, dalla tesi di laurea di HERMANN ScHWARZ
(Ein Beitrag zur Th. d. Ordnungstypen, Halle a. S. 1888), e da alcune lettere direttemi
dal prof. CaNTOR, che gentilmente mi permise di farne libero uso, ho desunta la presente
esposizione, la quale si limita per ora alla teoria dei tipi finiti. Di mio non v’ é che la di-
sposizione della materia in ordine sistematico, 1'uso costante d’una imagine geometrica dei
tipi, qualche aggiunta, generalizzazione o mutamento di forma qua e 13, e molta parte del § V.,

Annalt di Matematica, tomo XVII. 1
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2 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati.

Se nella considerazione d’un insieme ordinato in » sensi si fa astrazione
dalla patura speciale degli elementi, & chiaro che ad esso pud sostituirsi un
insieme come quello ultimamente descritto [es. ¢)], i cui punti sieno ordinati
secondo le n direzioni degli assi di riferimento nello stesso modo in cui sono
ordinati secondo gli » sensi gli elementi dell’insieme considerato.

Tutti gli aggregati rappresentabili mediante uno stesso aggregato di punti
ad n dimensioni si dicono simili, oppure appartenenti ad uno stesso #po or-
dinato (Ordnungstypus) ad n dimensioni. Per conseguenza ogni tipo ad » di-
mensioni pud essere rappresentato da un insieme di punti posti in uno spazio
ad » dimensioni.

Se questi punti sono tutti differenti, il tipo si dice puro; in caso contrario
si dice misto. Ogniqualvolta non si avverta il contrario, s'intenderd di parlare
di tipi puri.

2. Sui numert trasfiniti. Non sard inutile far vedere quale stretto le-
game esista fra la teoria dei tipi e quella dei numeri trasfiniti, e rammentare
brevemente i principii di quest’ultima teoria.

Se si ha un aggregato lineare, ossia ordinato in un solo senso, e se inoltre
esso & ben ordinato (*), ciod se possiede un primo elemento e a ciascun suo
elemento ne succede un altro determinato (**), allora il tipo a cui esso appar-
tiene prende il nome di numero ordinale. B chiaro che qualunque tipo lineare
finito & un numero ordinale; ma lo stesso non pud asserirsi pei tipi infiniti (***).
I numeri ordinali infiniti sono identici coi numeri trasfiniti di Caxtor, di cui
passiamo a discorrere. : ’

Se si considera I'insieme di tutti i punti d’un tratto rettilineo aventi
ascissa razionale, & noto che essi possono ordinarsi in modo che il loro insieme
corrisponda elemento ad elemento alla serie naturale dei numeri 1, 2,...; in
altre parole, i punti considerati possono disporsi in serie semplice. La cosa
non & pilr possibile invece quando si tratti dell’insieme dei punti aventi ascissa
irrazionale; e lo stesso fenomeno si verifica per infiniti altri aggregati di punti.
Ma, come I'impossibilitd di certe operazioni in determinati casi ha condotto

(¥) Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre, § 2.
(¥*) Tale sarebbe, per esempio, I'insieme dei numeri (o dei punti aventi per ascisse i
1 1 1
’ Er ‘g, ‘Z
come disposti in ordine di grandezza non possiede alcuna delle due proprietd caratteristiche
degli aggregati ben ordinati,
(***) V. la nota precedente.

numeri) 1 ... Invece l'insieme dei numeri razionali maggiori di zero considerati
’ el
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Vivanti: Fondamenti della feoria dei tipt ordinati. 3

a creare i numeri negativi, frazionari, irrazionali, imaginari, ideali, cosi anche
qui I'impossibilitd accennata ebbe per conseguenza un’estensione considerevole,
indefinita delle serie dei numeri interi,

Abbiasi la serie a,, a,,..., @,, dove v & un numero intero finito; v pud
congiderarsi come il numero ordinale corrispondente a questa serie, ciot come
espressione del fatto che essa & simile alla serie 1, 2,..., ». Se si ha invece
la serie infinita a,, @,,..., si esprime il fatto che essa & simile alla serie na-
turale dei numeri I, 2,... presa in tutta la sua estensione dicendo che essa
ha per numero ordinale w; e questo w (che indicherd anche con «,) si definisce
come ¢l piis piccolo numero intero trasfinifo, ossia come il numero immedia-
tamente successivo alla serie di tutti i numeri interi finiti. Da & si deducono
innumerevoli altri numeri trasfiniti; servano d’esempio o + 1, o 4+ v, @« 2, w?,
che sono i numeri ordinali delle serie:

ay, Gy Gzyeeey by

@y, @y Qzyeeey by by beyi., by

Ay A2y Oayeeey by by byy...

ay afy afy..., o, af, af.., af, o, aP,....

Come si vede, il processo di generazione dei nuovi numeri si fonda su
due principi differenti; 1'uno consiste nell’aggiungere un’unitd ad un numero
gid noto (es. w 4+ 1, w 4 v), I'altro nel creare un nuovo numero da conside-
rarsi come immediatamente superiore ad una successione indefinita di numeri
conosciuti (es. w, »-2, ). In virth di questo secondo principio noi potremo,
giunti ad un certo punto, creare un numero del futto nuovo Q (od w,) (*), che
verrd, definito come il numero immediatamente successivo a tutti quelli gia
ottenuti; indi procedere alla creazione di nuovi numeri combinando fra loro
quelli gia noti od introducendone altri affatto nuovi ws, w,...; e cosl di se-
guito indefinitamente. Ma qui si presenta spontanea una questione: Qual & il
punto, giunti a] quale si verifica la necessita d’introdurre un numero del tutto
nuovo w;? La risposta c¢i & fornita da un terzo principio, che pud dirsi prin-
cipio di limitazione; ma per parlare di questo & necessario premettere aleuni
cenni sul numers cardinali o potenze.

Se in un tipo ordinato in uno o pil sensi si fa astrazione dall'ordine degli
elementi, potrd ad esso sostituirsi un insieme d’unitd comunque disposte, tale

- (*) Dicenda che & del tutto nuovo, intendo che esso non si ottiene mediante opera-
zionj eseguite sui nuwmeri precedenti. Della stessa natura & o,
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4 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati.

che a ciascun elemento del tipo considerato corrisponda un solo elemento del-
Iinsieme e reciprocamente. Tutti i tipi che possono essere sostituiti da un me-
desimo insieme, ossia che possono, a parte P'ordine degli elementi, riferirsi
univocamente I'uno all’altro, si dicono equivalenti; e I'insieme d’unitd che li
rappresenta viene designato come il numero cardinale o la potenza di cia-
scuno di essi. I chiaro che v'ha un solo tipo lineare finito avente un dato
numero cardinale; per es. il numero cardinale 5 appartiene al tipo formato
di 5 punti in linea retta, e a nessun altro tipo lineare diverso da questo. In
altre parole, quando si tratta di numeri finiti, non v'ha luogo a distinzione
alcuna fra i numeri cardinali e gli ordinali; e di qui segue che una parte
d’un insieme finito ha sempre potenza inferiore a quella dell’insieme totale.
Al contrario v’hanno innumerevoli tipi lineari infiniti aventi una stessa po-
tenza; e pud avvenire in particolare che abbiano la stessa potenza un aggre-
gato infinito ed una parte di esso. Se due aggregati M, N non sono equiva-
lenti, e pud separarsi da M un aggregato parziale equivalente ad N, si dice
che la potenza di M & maggiore di quella di N. Il pits piccolo numero car-
dinale infinito & quello che compete all’insieme 1, 2,...; esso si designa con
0,, mentre 0,, 0;,... denotano i1 numeri cardinali successivi.

B tempo ora di dire in che consista il principio di limitazione sopra ac-
cennato. Esso pud enunciarsi dicendo che la creazione d’un numero affatto
nuovo «; deve aver luogo soltanto quando I'insieme di tutti i numeri gia for-
mati ha la potenza o;.

I numeri ordinali finiti costituiscono la 1.* classe di numeri; quelli com-
presi fra o, ed w, (0, escl.) la 2.%; in generale quelli compresi fra w;—, ed w;
(w; escl.) costituiscono la é¢sime classe. La serie ben ordinata 0, 1, 2,..., v—1,
dove v & un numero finito, ha per numero ordinale e per numero cardinale ».
La serie ben ordinata costituita da tutti i numeri ordinali inferiori ad un nu-
mero o« della ¢¢sima classe (7 >>1) ha per numero ordinale « e per numero car-
dinale 0;_,.

Il tipo a cui appartiene un aggregato M si denota con M, il suo numero
cardinale con M, Il numero cardinale d’un tipo « §'indica con a.

§ IL

3. Tornando ora all’'oggetto principale del presente lavoro, tratterd an-
zitutto delle operazioni che possono farsi sui tipi e di alcune classificazioni a
cui essi danno luogo.
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Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinali. 5

Addizione. Sieno M, N due aggregati (*) ad » dimensioni appartenenti
rispettivamente ai tipi « e 8, e si riuniscano i loro elementi in un solo aggre-
gato M 4 N caratterizzato dalle seguenti proprieta:

a) Gli elementi di M conservano in M + N la loro disposizione relativa
rispetto a ciascuna delle n direzioni, e lo stesso ha luogo per gli elementi di N;

b) Gli elementi di N hanno in M -+ N rango superiore a quelli di M
rispetto a tutte le n direzioni.

Il tipo a cui appartiene M + N si definisce come la somma o+ B dei
due tipi « e B; « dicesi I'augendo, B Y addendo. L’addizione & un’operazione
univoca, associativa ma non commutativa; il numero cardinale del tipo « 4
¢ la somma di quelli dei tipi « e .

Operazioni analoghe all’addizione. Pud concepirsi un’infinitd di siffatte
operazioni, fra le quali accennerd soltanto alla seguente.

Abbiasi un aggregato P ad » dimensioni, e si imaginino i suoi elementi
disposti in una serie ben ordinata e, e, e,,..., e; ¢id & sempre possibile, e
A & un numero finito, se P & un insieme finito, un numero trasfinito dell’sesima
classe, se P & un insieme di potenza 0;—,. Abbiasi inoltre un insieme ben or-
dinato di aggregati ad » dimensioni M,, M,, M,,..., M, avente il numero
ordinale 2, e si riuniscano gli elementi di questi aggregati in un aggregato
unico N avente le seguenti proprieta:

.a) Gli elementi di M; conservano in N la loro disposizione relativa ri-
spetto a ciascuna delle n direzioni; :

b) Ciascun elemento di 1f; ha relativamente a qualunque elemento di
M; la stessa disposizione (rispetto a tutte le n direzioni) che ha e; relativa-
mente ad e;.

Il tipo N a cui appartiene N puo dirsi la somma dei tipi M; rispetio
alla base P. N

Moltiplicazione. L'operazione precedente si riduce alla moltiplicazione
quando gli aggregati M; sono tutti fra loro simili. Detto M il tipo. comune
a cui appartengono, si ha: N= MP; M dicesi moltiplicando, P moltiplica-
tore. La moltiplicazione & un’operazione univoca, associativa e distributiva,
ma non commutativa. Si ha poi N = M P

(¥) Poiché ogni tipo pud essere rappresentato da un aggregato di punti ad n dimen-
sioni, si potrd eseguire lo studio matematico dei tipi sopra aggregati di questa natura;
quindi d’ora innanzi, parlando dei tipi ordinati, intenderd sempre di riferirmi agli aggregati
di punti che li rappresentano.
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6 Vivanti: Fondament: della teoria dei tipi ordinati.

Tipi primi. Un tipo « si dice primo, quando, in qualunque modo lo
si scomponga nel prodotto di due altri, il moltiplicatore & 0 « o il tipo unitd
(tipo degli aggregati costifuiti da un solo elemento).

Tipi coniugati. Se si ha un tipo « ad n dimensioni, e si costruisce un
tipo 8 pure ad » dimensioni, avente lo stesso numero cardinale, e tale che i
rapporti di posizione dei suoi elementi rispetto alla u™™2 ed alla ,*sima gire-
zione sieno identici a quelli degli elementi di « rispetto alla vims eq glla posina
direzione, e che i rapporti di posizione rispetto alle altre # — 2 direzioni sieno
gli stessi nei due tipi, si dice che B si & ottenuto da « mediante permutazione
delle direzioni p™®* e »*™, — Da un tipo possono ottenersi mediante ripe-
tute permutazioni n! —1 tipi, in generale tutti diversi,

Dato un tipo «, si pud invertire la disposizione de’suoi elementi rispetto
ad una determinata direzione, per modo che il rango d’un elemento sia = di

=

quello d’un altro rispetto a quella direzione secondoch® era prima Z. Il txpo
cosl costruito dicesi inverso di « rispetto alla direzione considerata. I tipi inversi
d’un tipo dato sono in numero di 2 — 1.

Per I’applicazione simultanea della permutazmne e dell’inversione un tlpo
a da luogo g 27n! tipi (compreso «), in generale tutti diversi, che diconsi
contugati.

Tipi assoctati. Se si trasforma un tipo « in maniera che gli elementi

di esso aventi il p®®° rango rispetto alla 1™ direzione assumano il »*i®°
rango e viceversa, il tipo cosi ottenuto dicesi associato ad « (*). Tutti i tipi
tra loro associati costituiscono una classe di tipi.

Ogni tipo inverso d’un tipo finito & ad esso associato. Cid non sussiste
in generale pei tipi infiniti.

§ III.

4. Tipt finiti. In un tipo finito v’ha luogo a distinguere:

) Il suo numero cardinale m, ossia il numero d’elementi di cui consta;

b) 1l numero n delle sue dimensioni,

¢) Le grandezze s,, $;,..., S, delle medesime, intendendo per gran-
dezza d’una dimensione il numero dei ranghi rispetto alla direzione corrispon-
dente che figurano effettivamente nel tipo considerato.

(*) All'operazione descritta corrisponde, nella rappresentazione geometrica di cui parle-
remo pitt avanti (n.° 5), lo scambio dei piani ad » — 1 dimensioni eondotti normalmente al
Aesimo gsse coordinato alle distanze p e v dall’origine.
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Vivanti: Fondamenti della teovia dei tipi ordingls. 7

8. Rappresentazione geometrica. A facilitare lo studio dei tipi finiti serve
la seguente rappresentazione geometrica. Si assuma nello spazio euclides ad »
dimensioni un sistema d’assi ortogonali, e si divida quella porzione dello spazio
che & compresa tra le parti positive dei piani (ad # — 1 dimensioni) coordi-
nati in infiniti cubi di lato 1 aventi gli spigoli paralleli agli assi. I vertici di
questi cubi non giacenti sopra alcuno dei piani coordinati saranno tutti i punti
aventi per coordinate numeri interi e positivi. Se ora si ha un insieme M, di
m elementi, ad » dimensioni, appartenente al tipo «, e se l'elemento e® di
esso occupa il (u{M)*m° rango rispetto alla s¢*¥7¢ direzione, moi rappresente-
remo quell’elemento mediante il punto avente le coordinate p{®, p{®,..., x;
gli m punti cosi ottenuti come corrispondenti agli m elementi di M costmn-
ranfio un insieme di punti P simile ad M e che potrd. prendersi come rap-
presentante del tipo « (*).

.Prendiamo ora il pix piccolo parallelepipedo composto di cubi elementari
contenente nel suo interno o sulla superficie tutti i punti dell’insieme P, e
conduciamo esternamente ad esso dei piani (ad n — 1 dimensioni) paralleli alle

sue facce alla distanza % da esse; otteniamo cosi un nuovo parallelepipedo le

cui dimensioni sono le dimensioni stesse del tipo «, e nel quale questo tipo
pud dirsi dnscritto.

Diremo che tutti i tipi dello stesso numero d’elementi inscritti in un
medesimo parallelepipedo appartengono ad uno stesso genere (classe secondo
Scuwarz). K chiaro che tutti i tipi fra loro associati appartengono ad uno stesso
genere; quindi un genere si compone d’un certo numero di classi complete.

Il numero dei tipi associati ad un tipo di dimensioni 8,, S;y..., Sn &
si! ssli.. sal.

6. Tipi connessi. Se a, b sono due punti d'un tipo finito «, e si pud
passare da @ a b seguendo una spezzata i cui lati sieno paralleli a qualcuno
degli assi e 1 cui vertici ¢y, ¢,..., sieno elementi del tipo, si dice che i punti
a, b sono tra loro collegati per mezzo della catena a, ¢,y C5y...; b. Se tutti
gli elementi d’un tipo sono collegati due a due, il tipo dicesi connesso.

Se un tipo « non & connesso, si vede facilmente che esso pud scomporsi in
una sola maniera in gruppi connessi tra loro separati, cioé tali che due punti
qualunque appartenenti a gruppi diversi non sieno tra loro collegati. Gli ele-
menti d’un gruppo continuano a ¢ostituire un gruppo connesso anche quando

(*) Se « fosse un tipo misto, alcuni dei punti di P sarebbero punti multipli, cioé cia-
scuno di essi rappresenterebbe due o pitt elementi di M.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati.

al tipo "a"si faccia subire ‘una trasformazione qualsiasi, e fra i tipi associati
ad « ve n’ha uno almeno che & la somma di pil tipi connessi.

Il tipo unitd pud considerarsi come un tipo connesso.

Tipi semplici. Dicesi composto ogni tlpo che e la somma d1 due 0 pill

altri, semplice ogni altro tipo. .

Ogni tipo connesso & semplice; ogni tipo sconnesso & o composto, 0 asso-
ciato d’un tipo composto, sicché ogni classe di tipi sconnessi contiene almeno
un tipo composto.

§ IV.

‘7. La prima_questione che si presenta nello studio de’tipi finiti & la
seguente: Determinare il numero dei tipi aventi un dato numero cardinale m.
Esporrd nel presente paragrafo quanto si riferisce a questo problema e ad altre
questioni che pit o meno direttamente ad esso si connettono.

8. Metodo di Cantor. A ciascun punto a coordinate intere X,y Xyy.eey n
contenuto nel parallelepipedo P in cui & inscritto un dato tipo si assegni un
coefficiente k. ,,, il quale sia zero se quel punto non rappresenta alcun ele-
mento del tipo, 1 se rappresenta un elemento di esso (p se & un punto p-uplo,
quando si tratti di tipi misti). Dette s,,..., s, le dimensioni di P, e indicando
con g; (1=1, 2,..., s,) il numero degli elementi del tipo che si trovano sul
piano (ad n--1 dlmpnswm) condotto normalmente al primo asse coordlnato

alla distanza 7. dall’orlgme dovra essere:

Y ki .a=g (@=1,4,., s) (1)

.......

Affinche poi il tipo considerato non sia inscrittibile in alcun parallele-
pipedo minore di P, devono tutte le g; essere diverse da zero, e inoltre devono

n
sussistere le seguenti Y s, disuguaglianze:

Y ey, >0 =1, 2,..; s h=2, 37'.--;',”)- @)

)h—l"_‘ 1,.-., 81
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Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati. 9

Indichiamo con ¢(¢y..., g5} S25.+.y Sn) [0, quando cid non possa gene-
rare equivoci, con ¢(s,,..., S»)] il numero di soluzioni del sistema (1), con
¢ (Giyeery Guj Sayeeey Su) [0 cOn ¢'(ss,..., $,)] il numero di quelle soluzioni del
sistema (1) che soddisfanno le disuguaglianze (2). Poiché le & non possono

n

11 sp
. » . ) . « =2 . .
prendere che i soli valori 0 e 1, la ¢¢+ims equazione (1) avra ( g ) soluzioni,
]

quindi sara:

n

81(1128"’)

Spreees 8p) = I |*= .
9(S2y-ey Sn) o1\ gi

Come si vede, ¢ dipende soltanto dal prodotto delle s, sicché pud anche scri-
n

versi cp( n sh). Ora, mentre ¢ ci da il numero dei tipi (di » elementi distri-
h=2

buiti secondo i numeri g;) inseritti in P, ¢ ci da il numero dei tipi (della
natura sopra accennata) inscritti, non solo in P, ma anche in tutti i possibili
parallelepipedi contenuti entro P e aventi per prima dimensione s,. Di qui si
deduce senza alcuna difficoltd che:

?(s"’ B s") - ?(hEQSh) =l‘ =Ozs -1 (:23) o (j:')?l(si Ty Sa .U'?l)1 (3)

Fa=0,u,8n—1
ossia, ponendo puy invece di sp — pp:
s sy =g(fo)= S (%) (")l v @

donde notoriamente (¥):

# )= S D) (e D) )

.........

n
(*) Ecco come pud ricavarsi la (B) dalla (4). Si consideri il sistema delle T o; equazioni
=2
ottenute dalla (4) dando ad s, i valori 1, 2,..., ¢,, ad s, i valori 1, 2,..., a,,..., ad
sy 1 valori 1, 2,... 65. Si moltiplichi Vequazione corrispondente ai valori sp delle sz per
( —1)’°+"'+"' (:2). ..(:”) e si sommino i prodotti. Il primo membro dell’equazione risul-
2 n

Annali di Matematica, tomo XVII, 2

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati,

Se quindi §’indica con ®(m, «) il numero dei tipi puri ad » dimensioni
aventi il numero cardinale m, si ha, scrivendo #—,, pr— invece di sp, pp €
pOIlendO t' = (t,‘ — lig) (t’g -— Hg) AL (t’n—-l -—_— f“ﬂ"ﬂ):

t'l t’n—l 2
D(m, n)= p (._1#.+-.-+1t,._1( )( ) 94, 9 gs; 1)
’ 1 Jeyreny sy O

F1=0,...)1’H1—1 ) l"‘l f’-n—d

I‘n—l=0‘,,t'n—l—1

S1tgt oo gs=m

s=1,2...,m

t’1=1,2,...,m

Uu_1=1,2,...,m

tante sard:
s (_ l)n-{-...+an(‘:2)_,_(:")?{sg,..., 31:)7
' n

sl=1,..-, .7
, Snm L on
ossia, facendo ¢; — s;=p; ed osservando che (ci).—_ ( c‘):
i i
(— I)SH-M—H" p (" l)’lri_‘ e (02 ) T (cn)?(cz — Pgaeeey Op— i"n).
l‘2=0,-.., og —1 (J«z Eln
PO, oy m—1

Il secondo membro sara:
(=~ I)UH-."-H" ‘?’ (Bgs0ees on) +(2; Ca, oy i ?'(E"i yorey W),
g

dove 1'indice (¢) significa che si esclude la combinazione di valori: g, = 6,,..., tn = 64. L'e-
quazione (5) sara adunque dimostrata, se faremo vedere che i coefficienti ¢ sono tutti nulli. Ora:

- bt (%) S")("f)...(“")
Caresttn s.=fl-|2,...,v,( Y (!-"2) (5"" e sn)’

-------

8”=‘un,...,6n

()0)= semarste= sy =)

¢ s gy — P 6n — Pn) _
crampn=|)...[°" _1w---+ﬂ»(2 2)( )_
Faon b (!"x) (P'ﬂ) Sg=;§,...,a, =1 S — P Sn— tn

quindi:

8N = listyeeey O

n -— cn_ "
== tpehob(). () n et (BT

ey Wn/ 8,=0,...,c0—pg
Sn= 0,y n—pin
Ma la somma che figura nell' ultima espressione di ¢,,. ., & eguale’a 11 (1 — 1%,
dove il prodotto & esteso a tutti i 'valor'i di 7 per cui i <oi; e, poiché a]menoaper un va'lore
di i tale condizione & soddisfatta, resta provato che ¢y, s, =0
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Vivanti: Fondament: della teoria dei tipi ordinati. 11

Raccogliendo i termini in cui £, — px ha uno stesso valore £, e ponendo:

oo 0= 7= rcr=() ()
Clonymy = B (= 1yro-d-sctme=tonClm, 8) Clm,y b)... Clm,y tas)

tito. th—1=¢
4=1,2,..,m

the1=1,2,..,m

D(m, &)= 2 9(g1y Goyeees G5 8),
Nt +ge=m
8=1,2,..,m

gl ottiene: \
(m, n)= b lo(ma n, t) D(m, &) (*).

t=1,2,u., mn—
Per la funzione C(m, f) hanno luogo le seguenti relazioni:
Cm+1,t4+1)=C(m, t4 1)+ C(m, ?)
C(m, m)=1
C(m, H)y=0 per t>m.

Anche per la funzione D(m, {) v'ha una formola ricorrente. Dall’ espres-

(*) 11 calcolo del numero dei tipi puri e misti presi insieme ¢ del tutto analogo a quello
del numero dei tipi puri. Qui invece della funzione ¢ figura la funzione ¢ che rappresenta

il numero di soluzioni delle (1) quando alle & possano darsi valori interi non negativi quali-
sivogliano; ed & facile vedere che:

” 8 "

i

Detto W (m, =) il numero dei tipi puri e misti ad n dimensioni aventi il numero cardi-
nale m, e posto:

E(m, t)= 3 Y(Grs Fareery g5 1),
g;+...+gc=m
8=1,2..,m
si trova:

W(m, n)= P C(m, n, t), E(m, t).

t=1,2,..., m""!

Fra le ®(m, n), W(in, ) sussistono le relazioni:

¥(m, n);':g;(”f; Nem—p,m  apm, n)=:§:(—1)“(m_l)‘l’(m—w ).
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12 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati.

sione di D(m, ?) si ha:

D(m+1, ty= ) 9(goy Giyeeey 953 B3
g:l-ogll'{.' --;”+.9¢= m+1

al valore O di s corrisponde nel secondo membro l'unico termine ¢(m + 1; £)
. t o 9.
osgia (m + 1), quindi:
t
D(m +1, t)=(m+l)+ 2 9(goy Guyeeey gs5 1) =

gotgt . +gs=m+1
§=4y 25y

=(mf}—1)+gx+ +g§¢n+1_go(go)?(g” oy 955 1),

8=1,2,..,m+1—go
90=11 2,...,m

donde si ha:

D1, 0=(, 4 )+ 3(, 11, )6 0="3 ( )Dm + 14, 1),

p=1
posto D(0, £)=1. Si ha inoltre per ogni valore di m:
D(m, 1)= 1.

Le formole precedenti offrono il mezzo di calcolare C(m, ) e D(m, t)
per tutti i valori di m e di £

9. Metodo di Schwarz. Dalle prime formole di Caxtor avrebbe potuto
dedursi, invece che ¢(m, n), il numero V@, . dei tipi di m elementi ap-
partenenti ad un dato genere ossia inscritti in un parallelepipedo di dimensioni
assegnate S, Ss,..., Sn. Questo numero fu determinato da Scawarz, e da esso

si deduce immediatamente ®(m, n) mediante I'equazione:
om, M= X Vim: (6)

7’m

.......

Le formole di Scewarz possono dividersi in 3 gruppi.

Primo gruppo. Le considerazioni da cui parte Scawarz sono affatto
analoghe a quelle che formano la base del metodo di Caxror.

Sia G un dato genere, rappresentato dal parallelepipedo P di dimensioni
Syyeeey Sn, © 51 dica inferiore a G qualunque genere G’ tale che nessuna di-
mensione del parallelepipedo che lo rappresenta sia superiore, ed una almeno
sia inferiore, alla dimensione corrispondente di P; se non si pud asserire che
quest’ultima condizione sia soddisfatta, si dird che G’ non é superiore a G.
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Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati. 13

Sy+t.ev Sn
in tutti i possibili parallelepipedi contenuti entro P (compreso P stesso) le cui
prime v dimensioni sono precisamente 8,,..., Sx. Sard in particolare:

8100 8
fo (s %) = Vi,

ot o) = (")

(numero delle disposizioni di m elementi identici fra loro in 8, s,... 8, posti):

n 8 ,I‘I Sh
P ?(94’ oy Py 11 3h)= > II{»=2 |,

f(m)( 81 ) —
82 83.4. Sn it tgg =m h=2 it tg,=m i=1 gi

11 ragionamento con cui 8’¢ ottenuto la formola (3) conduce pure alla

Si denoti con f(m)( Steve & ) il numero dei tipi di 7 elementi inseritti

seguente:
f(rn)( Stoee S ) =
Sy+1... Sn
- (Sv+l)“ ] (S«;+))f(m) (31,..., Svy Syt vttyeeey Sybd -~ }lm+)), (7)
By =00y 5, —1 htax A Srtdttyeeey Sn

............

F1+l=0""’ 0-,+1—1

da cui si ricava (cfr. il numero precedente):

f(m)K Si1ees Sy+) )=

Syti+i ... Sn

— E (_ 1)"V+l+"'+1"’+1 sv-l-i). .. S+ f(m) Stysery Sy ), (8)
o1 =0yy 8y —1 Povtt Py St = Pytgensy Subd = Lty Sutdtayiy Sn

............

Pygd =08, —1

Da ciascuna delle (7), (8) possono dedursi tante formole diverse, quante
sono le coppie di valori possibili di », A. Per es.: s5i ha per v=0, A =n:

81 82.4. 8n . A\ Sy e Sn (m)
o) =S G () e ©)
[T
Vm = 8 (= et (s‘) ... (3")((3* — ) (on “f"”)) 10
b m;o,.‘.'.‘al—1( ) tha fan m » (10)
POy i1
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14 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi. ordinati.

eperv=1, A=n:

n
. (H,sh) N
y o=t )= (*)...(n)vw_ _
gt $mmimt\ Gi b =0 et \Ba) g TR ST

.........

- Pnm0yny8n—1 .

(m) s sn) o hng(s,l_.yh)
,l':---: . — 1 pak e +in CL!) . u( n) H = .
Bt 91+---§gsl=1h( ) 2 Pnfi=t gi
!J-g‘= ,.-.,3’—1
Fn=0ymy 801
Dalla (9) si ha, ponendo s; — p; = p; e ricordando che (:):.— (:')
3132...8n= >‘1 S'i .. Sn \m) 1
( m ) prf-‘--,m(P‘) (Pn) Veens (an

.......

dove & indifferente porre m invece di s; come limite superiore di p; perchd
per pi>>$; (:’) ¢ nullo. B chiaro che la (11) continua a sussistere anche se

tutte od alcune delle s; sono maggiori di m, purché si convenga (come del resto

& naturale) che ¥ & nullo quando qualcuno dei suoi indici & > m. Ne segue

che la (11) sussiste per tutti i valori, interi o no, delle s, ciot che & un’iden-

titd. Questa formola fu trovata per altra via dal prof. Goupscremsr di Berlino.

Secondo gruppo. Riflettendo che da un tipo di m 4 p elementi si pos-

m+
&

sono togliere in( )modi diversi p elementi, & facile persuadersi della

veritd del seguente teorema:
Se a ciascuno dei ®(m, n) tipi di m elementi s'aggiungono u elementi in
tutti 1 diversi modi possibili rispetto alle varie direzioni, sottengono tuiti i

®(m + 1, n) tipi di m +p elementi, e ciascuno di questi ripetuto (m : ‘A) volte.

Applichiamo il teorema al caso di p=1. Sieno s,,..., s, le dimensioni
d’un tipo di m elementi. Un nuovo elemento che s’aggiunga a questo tipo
potrd avere rispetto alla sesima direzione, o rango superiore, o rango inferiore a
quelli di tutti gli m elementi, o identico ad uno, o intermedio fra due di essi;
il che ci da in tutto 2s;4-1 possibilitd diverse, Rispetto a tutte le direzioni

”
prese insieme avremo quindi ﬂ1(2s,- + 1) disposizioni possibjli; ma fra queste
f=
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Vivantii Fondamenti della teoria des tipi ordinats, 15

sono comprese quelle in cii il nuovo elemento coincide con uno dei primitivi,
disposizioni che devono escludersi, trattandosi qui unicamente di tipi puri. II

pumero delle disposizioni possibili si riduce adunque a fl(2s;-{— 1)—m, e
, i=1

dal teorema testdé enunciato si ha:

n

(m+Dom+1, M= 3 (M@s+—mVi,,

. f=lym \t=

ossja, tenendo conto.della (6):
M4 DOm41, n)+mdm, )= 3 @s,+1) - Qsa+1)V™ .

.......

Consideriamo in particolare i V™! tipi di m 4+ 1 elementi inscritti nel
parallelepipedo P di dimensioni sy,..., s,. Essi provengono:

@) Dai V", tipi di m elementi inscritti in P; il nuovo elemento pud
essere rappresentato da uno qualunque dei s,,..s, — m punti di P non occu-
pati dagli elementi primitivi. Si ottengono cosl (s, ;... $a — m) Vi) ,, tipi di
m + 1 elementi;

" b) Dai V(:) ) tipi di m elementi inscritti in un parallelepipedo di
)i
cui ) dimensioni sono minori 'una unith delle dimensioni corrispondenti di P,
¢id che si vuol denotare colla segnatura (s' ’7'\"’18"). 1l nuovo elemento pud
. b
prendere rispetto a ciascuna di queste A direzioni, o rango superiore, o rango
inferiore agli s —1 ranghi degli elementi primitivi, o intermedio fra due di
essi, onde si hanno s possibilitd. Rispetto.a ciascuna delle altre n —2 direzioni
il npovo elemento deve essere lo stesso rango d’uno degli elementi gia esi-
stenti, sicch® si hanno anche qui s casi possibili. Adunque s’ottengono in tutto
S1 8200 Sp V(':‘l) , tipi di m + 1, elementi.
nio
- Rammentando che ciascun.tipo di m + 1 elementi figura m + 1 volte,
si ha dunque:
#?
(m 4DV =35,8...8, 3 V™ —m7m
=0

(P22 8, 590039

ossia, ponendo m — 1 invece di m:

n
MV (D= 8150038 % V((::?"" — =1V, (12)
- ni
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16 Vivanti: Fondameénti della teoria dei tipi ordinati.

dove la somma del secondo membro & estesa a tutti i valori di A da 0 ad »
e a tutte le combinazioni delle s,,..., s, a 2 a A
Terzo gruppo. Consideriamo ancora i Vi) tipi inscritti nel paralle-
lepipedo P di dimensioni s,,..., s,. Projettando questi tipi sopra un piano ad
n — 1 dimensioni normale all’ nes?mo agse coordinato, s’ottengono dei tipi, even~
tualmente misti, ad » — 1 dimensioni di m elementi inscritti nel parallelo-
grammo di dimensioni 8,, $;,..., Sn—s; questi tipi possono considerarsi come
tipi puri di m — h elementi dando ad % valori convenienti, ed & facile vedere
che si ottengono cosl tutti i V™" | tipi corrispondenti ai valori 0, 1,...
di k. Ciascuno d’essi perd sard ripetuto un certo numero di volte. Per deter-
minare questo numero facciamo il cammino inverso. Considerando uno qua-
lunque 7' dei V7™, | tipi corrispondenti ad un determinato valore di %, per
ottenere da esso uno dei V™ , tipi ad » dimensioni dobbiamo sulle normali
al piano Il ad # — 1 dimensioni in cui giace 7' innalzate dagli m — h punti
di T distribuire m punti i quali abbiano s, ranghi differenti rispetto alla di-
rezione comune di quelle normali (direzione dell’ne¢sime asse coordinato). Ve-
diamo in quanti modi cid possa farsi. Conduciamo per 'origine delle coordi-
nate una retta r giacente nel piano II e soggetta alla condizione che gli m—7
punti del tipo 7' si projettino su di essa in punti tutti distinti; nel piano (pro-
priamente detto) determinato da » e dall’nesimo asse coordinato gli m punti
del tipo ad n dimensioni costruito si proietteranno in m punti distinti costi-
tuenti un tipo a 2 dimensioni inscritto nel rettangolo di dimensioni s,, m — k.
E poich® i tipi di questa natura sono in numero di V{™,_, e nessuno di essi
pud essere proiezione di due diversi tipi ad # dimensioni derivanti da T, sard:
= h=21 Vo Vitaae (13)
11 limite superiore di & & determinato dalla condizione m — % >'s, essendo s
il pilt grande dei numeri 8, $;y..., Sn—1s
Con ragionamento analogo s'ottiene la formola:

Vito=_ % Vil v (14)

81,0008y _y | 8y ygpsens S M—h*
=0, 1,...

Se §,=m, nelle (13), (14) k prende il solo valore 0, sicch® esse divengono:

Ve =V yim

83,0008, 1 7 84,

Vir,:,l)sn,...,: = V«(,g:) V.(s:l_),_*_{,..;,u,,,m'

% 82y.0r 8, _y

(15)
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Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati. 17

Rammentando che V' & funzione simmetrica de’suoi indici, si ha dalla (15):

me — V(m (M)
M,y 815000, 8, My 82y, 8, m,sx ’

e applicando quest’equazione ripetutamente:

(m) m) (m)
V%)sl,sz,...,s” = V;n,n gn, 23X Vm,‘,.‘

D’altra parte si ha in virth della (13):

—n
V%&, w8, = V(s:r?u,s,,.m= E ", ,s) V;V:V.L)m-h;
w0, 1,...

quindi:
VLV e Vil = 3 Vi Vi,
=U; Lyese

Ponendo in quest’equazione s,=1, 2,..., m; s,=1, 2,..., m;...; s, =1,

- 2,..., m, e sommando le m" equazioni cosi ottenute, si ha:

m
Y 7 (m) . (m—n) m \ (m) (m~h)
[}4 V ]n E Va,,..., s, Vm,)m—-h { Vm, m—h z Vu,..., s, 1
=1 s1=1,0, h=0,1,... s;=1,.ym
s=1,..,m sp=1,...,m

=0, 1,...

quindi in virtd: della (6):

m,s

[éwm)]n Py Vo ad(m—h, )= 0(L, n) VI, 4

+ (2, n) Vi 4 oo 4-0(m, n) V.

Le formole trovate riducono il calcolo delle funzioni ®(m, n), Vg','_’,.,,” a
quello della funzione V relativa ai tipi a due dimensioni.
Se, dopo aver posto nella (13) n + 1 invece di n, si facesse sp+y =m — 1,

si otterrebbero facilmente, tenendo conto anche della (14), le seguenti formole:
'V(m—l) (m—1)

—h
2 Vﬁ',’...,g,, Vg:nli, m—h = Z Vﬁ:ﬁ)ﬁ see V%) V’(Il"'ln—) m—4,8, %0 ¥V m—1,3,
5=0, 1,... t=1, %oy 1t

S, “![zV(""]H[VV%"-‘é’]"'-‘}—<I>(1 MV +
+ ®(2, n)V 42+"'+®(m, n)Vm_,,,,.

Si ha poi dalla (13) sommando per tutti i valori di s,y..., 5, da 1 ad m e
Annali di Matematica, tomo XVII, 3
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18 Vivanti: Fondament: della teoria dei tipr ordinati.

fenendo conto della (6):
o(m, n)=o(m, n— 1) V Vim 4+

+o(m—1, n—l)zV Do +<I>(l n—l)ZV

Formole relative at tipi a due dzmenszom. E importante studiare an-
zitutto le proprietd della funzione V{7, che denoteremo pil semplicemente
con IlI(m, s). Nella (12) si faccia n =2, s,=m, s,=s; si avra:

nTlGn, §=ms LVE=0 — (n — VT =

=0 ()

=ms (Vo + Vo + Vi + VD] — (m— 1) V!,

e poiche VsV =0:
I(m, s)=s[d@m—1, )+ 0@m—1, s—1)]. (16)

Di qui si ha:

Om—1, s)y=s[lI(m—2, s)+il(m—2, s —1)]

M(m—2, s)=s[0(m—3, s)+(m—3, s—1)]

(s, s)=s[l(s—1, )+ O(s—1, s—1)] =sM(s—1, s—1).

Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per s, s%..., s™~* ed ag-
giungendole alla (16) si ottiene:

m—s+1

T O(m, §)= h2=]1 shll(m — R, s — 1),

che & una formola ricorrente per I(m, s). Un’altra formola della stessa natura

si deduce dalla (16) nel modo seguente. Si ha da questa equazione:
Om—1, s—D=(s—1)[Om—2, s—1)+O(m—2, s - 2)]
fim—2, s—2)=(s—2)[I(m —38, s —2)+ (m — 3, s —3)]
Oim—s41, N=1[0(m—s, 1)+ 0O(m—s, 0)]=MH(@m—s, 1).

Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per s, s(s—1),...,
s(s —1)... 2 ed aggiungendole alla (16), si ottiene:

M, )= Bs6 =1+ s — h+ DLn =y s I+ 1) an
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Se nella (16) si pone s==m, si ha:
O(m, m)=mM(m—1, m — 1),
quindi:
O(m, m)=m!.
D’altronde la (17) diviene per s==m:
M(m, m)=m! 10, 1)

Ne segue che affinché la (17) sussista anche per s = si deve porre I1(0, 1) =1.
Scrivendo nella (17) m — s invece di s ¢ m —s+ 1 — k' invece di %,
essa prende la forma:

m—s

I(m, m—s):hgl(m-— (m —s—1)-.. hIl(h +s— 1, B), (18)

ossia:
H(m +s, m)= Smm—s) .-« kI(h 435 —1, h). (19)
K=
Dalla (18) si deduce la seguente formola, che dimostrerd per induzione:
m—-8§ IR ha hs—1
M(m, m—8)=(m—3s)! N by X by N 50 X biso (20)
=1 k=1 k= ha=1
Anzitutto la (18) ci da per s=1:
m—1 .
Om, m—1)= ¥ (m— 1)(m—2)..-kllh, k)=
h=1

m-1

m—1
= ¥(m—1)m—2)-- k- L =(m—1)! 34k,
h=1 poues

sicché la (20) sussiste per h==1. Supposto ora che essa sia vera per s—1,
serivendo s — 1 invece di s, e poi &, invece di m — s+ 1, b,y hsy..., h, in-
vece di Ay, hsye.., hsy, essa diviene:

hy hg hs—1
H(hq+ 8§ — 1, h;) = ht! E hz 2“ h3o-. 2 h:,
ha=1 hy=1 hs=
e introducendo questo valore nella (18), ove si suppone scritto &, invece di k:
m—s Ry IA hey
Om, m—8)= ¥(m—s)(m—s—1)---hy-h! X Xhseo. Zhe=
h1=1 ha= h3=1 Bs—1

m-1 hy hs:l
N 1
~m—9)! Sy Nhaeee B e,
h he=1

=1
che & identica alla (20).

=
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20 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati.

Ponendo per brevita:

p h1 . hq—l
S X k.. Shy=T(p, 9),
=1 Te=1 hq:i

la (20) diviene: ,
Oim, m—s)=(m—s)! T'(m—s, s),
ossia:
I(m, s)=s! T(s, m—s).
Dopo cid si ha dalla (16): |

T, =T(p—1, 9+pT(p;, ¢— 1)
Ricordando il significato di II(m, s) e dei numeri ¢,,..., gs, ed osservando

che pei tipi inscritti nel rettangolo sm v’ha un solo elemento per ciascun rango
rispetto alla seconda direzione, si vede facilmente che:

nm, )= 3 (m) m—g;)(1n—gg—gz)'”(m—g‘-—g,__..._gs_,J=

1t e +gs=m \J1 g2 gs gs
\ m!
— ————————— &
J1t wutgo=m g&!gz!...gs!
Infatti, considerando il lato s come orizzontale e il lato 7 come verticale, i
. . . . . . m o .
¢, elementi della prima colonna possono disporsi su di essa in (g) modi, i g,
i

elementi della seconda colonna, dovendo stare su righe diverse da quelle su

o . . . . . . . . . s m—ai
cui giacciono i g, elementi prima considerati, potranno disporsi in

gs

modi, e cosl di seguito. — Dalla formola trovata segue:

1 ) (p+ 9!
T(p. gy L ¥ ,
(p, g) .p! N+ e fgp=}’+q gl ! g!!- e gp!

Se ¢ denota la seconda dimensione d’un tipo a due dimensioni, (¢iy eye-+y Js)
il numero dei tipi di m elementi di cui g; hanno il rango ¢eséme rispetto alla
prima direzione, si ha evidentemente:

(91) 92yeees 98)=Z_9°'(9n Joyeeey 953 ), (21)

t=g
dove g & il pilt grande dei numeri g;. Nel rettangolo s¢ (di cui imaginiamo
il lato s orizzontale, il lato ¢ verticale) possono inscriversi ¢'(¢,, gzy..., gs; ?)
tipi di m elementi di cui g; stieno sulla ¢esima verticale. Supponiamo di portare
a coincidenza le prime due verticali; alcuni dei ¢, + g. punti in esse contenuti
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potranno sovrapporsi, sicch® sulla verticale doppia avremo g, -+ g, —» punti di-
stinti, potendo v variare da O al pid piccolo dei due numeri g,, g.. Questi punti
insieme a quelli che stanno sulle altre verticali formeranno ¢'(9s, gs..., ¢s; £)
tipi inseritti nel rettangolo (s — 1)¢ aventi rispettivamente g, + g.—v, ¢sy..., ¢s
elementi sulla 1.%, 2.2..., (s — 1)*®* verticale; inoltre pud asserirsi, che la
costruzione eseguita conduce ad ottenere tutti i tipi di questa natura [che sono
in numero di X¢'(9. 4 g — v, gs,.., gs; ¥)], € ciascuno di essi ripetuto tante

volte, quante sono le diverse distribuzioni di g, punti sulla prima verticale e
di g, punti sulla seconda che danno origine ad una medesima distribuzione di
g+ g. — v punti sulla verticale doppia. Ora questo numero & evidentemente

¢ (91y 925 91+ g2 — v), quindi si ha:
9 (G1y Gryeres 955 t) =
gl‘ ’ . y . * (22)
=£6‘P (9t ge—vy Gsyeery 955 89 (guy 925 9o+ g2 —v) ().

In modo del tutto analogo si dimostra la formola pilt generale:

' (G1r Goyoy 955 ) =
Gttt i1 , , (23)
= ‘20 9 (9t e Gi—vs Jiviyery 955 )9 (915 Joyesy 935 GaF G2t + gi— )

V=

Sostituendo a ciaseun indice il suo complemento rispetto ad s, e poscia scri-
vendo ¢ invece di s —¢— 1 e mutando l'ordine degli argomenti delle ¢’ (che

1
sono funzioni simmetriche), si ottiene, posto ¥ g = Gi:
h=1

9'(g1y Jayerey gs3 O) = o
= _% ?,(9!7 Geyeery Jiy M— Gi—v; 1) ¢'(Gitry Jireyeery 955 m— G —v). (24)

Dalla (23) si ha sommando per tutti i valori di # da 1 ad m e tenendo conto
della (21):

e Geyerr g) =
Grt e tgi-l

= ¥ (gt gi—v Giriyeees 999 (Giy Jryeery i3 G2 + g4+ gi—v)

v=0

(*) Se fosse g,<<g,, si dovrebbe propriamente porre a limite superiore g,; ma ¢& indif-
ferente mettere invece g, o qualunque altro numero piu grande, od anche omettere del tutto
Vindicazione del limite superiore, giacché nel caso considerato ¢ (gy, 955 g1 +9;—v) &
nulla per v>g,.
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La funzione ¢'(g,, ¢.; ¢) si calcola facilmente. I g, elementi che devono stare
sulla prima verticale possono disporsi in (;) modi; dei g, elementi della se-
i

conda verticale ¢ — g, devono trovarsi sulle £ — g, orizzontali su cui non v'é
alcuno dei primi g, elementi, e gli altri g, — (¢ — g.) potranno distribuirsi nei

restanti g, punti della seconda verticale in (g _l_'? . t) modi. Si ha quindi:
. —
t
' 1 2y 1) = )( g .
790 903 9 (9* yl—l-yz—t)

Dopo cid la (22) ci di le seguenti formole ricorrenti, che possono servire pel
calcolo delle funzioni ¢'(giyeey gs; %) € (9uy..ry gs):

& (o 1 s — ,
¢ (Jiyeeey 955 ) = 20(9\,)(9 +;i v)? (914 92—, Fayerry gsi ¥)
: (25)

@ 99 =3 T )0t =5, g0 90,

=0 gl
alle quali devono aggiungersi le relazioni evidenti:
, O per g, 2¢
795 t)=j )

(9)=1.

1 per g, =1

La (25) diviene per g,=1:
(L) Gayeeey 9) = (g + 1) (g2 + 1, gsyeery g5) + 92(g2y Fs5eee5 95),

quindi:
1, n=2r+4+1

L h=r+1)r+1, 1)+r 1)
¢ nl, H=r+1)(r+1,1, 1)+ 1, 1)

----------------------------

ossia, rammentando che (g,,..., g;) & funzione simmetrica e denotando con
xm(?) la funzione di m argomenti (r, 1, 1,...):

xm(r) = + 1) xoms (" + 1) + 7 sm- (1),

Siccome poi evidentemente y,.(1) = Y I(m, s), cosi la formola precedente eci
s=1

da il modo di calcolare questa somma per tutti i valori di m.
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Gy 9
Indichiamo infine con U™ il numero dei tipi a 2 dimensioni di m ele-

menti inscritti nel rettangolo s-¢ e tali che sulle prime ¢ verticali si trovino
rispettivamente ¢,, g.,..., ¢; elementi (mentre i numeri g;,..., gm restano
arbitrari). Sommando la (24) rispetto a tutti i possibili valori di gir1yeeey gm
si ottiene:

i : (m—Gi)
U, =_§ 9 (giyeeny giy m— Gi—v; OV 6,

10. Formola di Goldscheider. Di questa formola, che abbiamo gia tro-
vata nel numero precedente [equaz. (11)], Caxtor di la seguente dimostra-
zione, che in sostanza non differisce da quella di Scawarz. Come g8'¢ gid notato,
basta far vedere che I'equazione sussiste per tutti i valori interi e positivi di
Siy-++y Sn perché rimanga stabilito che essa & identicamente vera.

Mediante i punti del parallelepipedo di dimensioni s,,..., s, possono for-
marsi (s""n' s”) tipi di m elementi; d’altra parte nello stesso parallelepipedo

sono contenuti (::)(:") parallelepipedi di dimensioni pi,..., pn, € in cia-
scuno di essi sono inseritti V,‘,’:f’,,,, o tipi di m elementi. Si ha quindi:

e ) = sy, .. (sn) pom
( m ) p,=1§,31(1) (P") Flyeens P

-------

. 8 N
Siccome per pi>m VP, .. . . ==0 e per p;>s; (é_): 0, cosl tanto se

$; >>m come se s;<m si pud prendere m come limite superiore di p;, do-
podiche I'equazione prende la forma (11).

Dando ad s,,..., s, tutti i valori interi da 1 ad m e risolvendo il sistema
cost ottenuto dalla (11), si ricava la (10).

Anche molti altri risultati ottenuti da Scmwarz possono dedursi dalla for-
mola di Gorpscaemer. Jo mi limiterd a far vedere, a guisa d’esempio, come
se ne ricavino le relazioni (12) e (14).

E facile verificare per # =2 la seguente identit:

x,x,...xn=sisz...sn+§(x,—-s,)s;...sn—k 26)
+ 8@ — 8) (@ — 85)Sseee St F (@ — 8) (@ — 82) -+ (Tn — ),

dove S indica la somma dell’espressione scritta e di quelle che si ottengono
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da essa scambiando gl'indici in tutti i modi possibili. Per dimostrarla in ge-
nerale basta supporla vera per # — 1, cioé porre:

n—1

ZyeoiXn=83.0e 8+ S (¥ — 8:)8s5... 8 +
n—1
S (@ — 85) (B3 — 85)Sueee SnF oo o F (®e — 83) (@ — $3) « + + (Tn— Sn),

e moltiplicare membro a membro per z,=s, + (z, — s,); ¢ facile vedere che
s'ottiene cosl la (26).

Si sottragga ora m — 1 da ambi i membri della (26), e poscia si molti-

plichi per (x‘) (x’) .o (f”), osservando che (z — s) (Z) =(s+1) (s _T_ 1), sl

Se n
ottiene:

.7 L Ty o B
+ Zé(s, + 1s,... sn(s‘:i 1) (::) " (::) +
+ 8(s, +1) (s + 1>8a---_8n(sfffr 1) (+ 1) () ' () +

4o (s D (s + (sn+1)(s _{_1)(3::_1 "'(s,.aiyll-l)'

Moltlphcando per Vi, e sommando per tutti i valori di sy...,5,da1ad
m (cid che s'indichera sempl1cemente con Y), si ha:

(@) By or T — m 4 1) VY, &‘:)(’:’)(::F
- o )
+ 3860+ Dos vt (7)) () +

+ 3804 D D s 7 () () o))+

oo F X1 1) (s +1)Vgn—,l)s (s ‘:: 1 (32 + 1) (Sn +1)
Ora per la (11):

) -7

@7)
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ma si ha identicamente:
(#1 @pe . Ta) —m + 1) (x‘ e ]w ) = m(‘”‘ -’”:;-:vn),

e applicando di nuovo la (11):

XL1T2.04eTn Xe In
(%, 2,... 2 —m—[—l)( 3 ) mEVa,, "(SA)(S)”'(sn)’
quindi:

QRN CAYCA m) o2 Zn
@ &eee tyn—m 4+ 1), Vﬁ,,...ﬂn(&)(sz) (Sn) my V., s, (s.)(s,)' : .(sn).

Dopo cid la (27) pud scriversi cosi:

m3ViLa (i) ()= —e—n2ren () 0)- () +
+ ¥sis.. s ViR, (:) (:.c:) o (f:) +
+ Zg's, Sgeee S0 Vit i sans, (f:) (f:) " (::) -
+ 385, S0ree 82 VIt (‘”) (7] (fff) +
4o 38 S Vo 5 (a;:) (xz) o (:n)

Se n |

82

Eguagliando i coefficienti di ( ) (m) e (:"), si ottiene:
7
mV, . =—(m—1)Vih,
+ 8185080 lVﬁ'f’,‘i,, + SV:(;T—_l,llnA...,s”"l' S :n:il)ss-i Sy s, 0 g:n—lf?n—l, vy —J}

che coincide colla (12).
Riprendiamo la formola di Goupscuemer. Da essa si deduce immediata-

mente:
z ng) , (:m) DL (wn) — (-'L'l Te.os xn) —
) PIXYTY
B1ySapey S \St Sn m

N (m) & NEZ Zy+1 Xy+2eve Tn
= X Vi ent ( ) : ( ¢ ’
81500y Sy, t 8 Sy

ma per la stessa formola:

Tvt+e Tyv+2ees Xn) \ (t) Ly+1 Zn
( t )— % Vesnlon ) \on)
8v41y Svgeyresy En v n

Annali di Matematica, tomo XVIL 4
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quindi:
@ (™) ()= (m} t) el T
z V ,,(Q ) et ( == E Vsl,. o8yt V3v+1:'--:3n s sn l?
81y Sggeery S o1 Sn S1geey Sniy b 1 n

da cui, eguagliando i coefficienti di (2‘) : (“’”)

Sn
Yim (m)
81, 0 8y = Vsl, o8yt

che coincide colla (14).

Finird cell’indicare una notevole espressione di ®(m, ), che GoLDSCHEIDER
ha dedotta dalla formola da lui trovata. Moltiplicando ambi i membri di questa
formola per & é3...£% e sommando per tutti i valori interi e positivi di «,,
Tsyye..y Tn, 81 ha: ' )

E (:m w:m .’L‘n) Ef‘ Egm .. Eﬁ” — E 2 -Vgir,u) . ”(:61) . (ﬁb‘n) E‘xl Ef‘n

8y+1 n Y

Ligerey T S1yesy S Llgeeny T $1 Sn
Ora:
‘w X E‘” — 3 (x) E‘” —_ Es
x:Ai-: (S) 1‘—-—'8,?-1-1,... s (11— E)S'H ’
quindi:
E TLX2eos An Ex.l E““ EQ’ — Z V(m) . Efl E‘;a, e Ei"n '
L1 oy Tn m 1o » 813010 Sn B (1 -_ El)s1+l (l _— EQ)SH“ (l _ En)sn""
. : 1 )
Poniamo &, =&, = .- =&, = 37 avremo:
AN 21 x:...xn) 1 —9n ¥ (m) — On
xu-‘-:‘wn( m 2w1+.’t'g+---+50 2 S1yen ,SnVSl‘ o 2 (D(m7 n)’
‘ossia:
1 \ X120 n ,1
—_ \ -_ .
(ID‘(m, n) T 9n Py 2 ( m ) QXy+ Lat-e 4Ly (28>

11. Metodo di Wiener. Di questo metodo, noto soltanto per un breve
cenno che ne fa Scawarz in appendice alla sua tesi, dird solo che esso si
fonda sul concetto delle refi di tipi e della periodicitd che in queste si ve-
rifica. Si ottiene da un tipo T' una rete di tipi, dividendo lo spazio indefinito
ad n dimensioni in parallelepipedi tutti congruenti a quello in cui & inscritto
il tipo T.
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§ V.

12. Numero dei tipi connessi. Ecco in qual modo si determina secondo
Canror il numero W , dei tipi connessi di m elementi appartenenti al
genere rappresentato dal parallelepipedo di dimensioni s;, Sz,..., S4. Per evi-
tare una soverchia complicazione nelle formole supporrd 7 = 2.

Siccome (n.° 6) ogni tipo o & connesso o pud scomporsi in una sola ma-
niera in gruppi connessi fra loro separati, cosi si ha la formola:

1 s! t!
Vil= ¥ o Wi W™,
P_lQ 9.81....sp.t1....tp. . P’ P
Byt o Mo =1H
814 e +6,=8
f1+... +tp=t

Moltiplicando ambi i membri per 6™ ¢4, sommando per tutti i valori interi
e positivi di m, s, ¢, e ponendo:

1 m ; \ 1 5 :
S oqpEenVil=F0 5, X g Ed W=F.0, £ 0,
m,s’ . m, 8, Ve

si ottiene (*):
F(Q’ E’ 7])= E‘ %[Fl(% E) ’7]?=8F‘(9>5"")_1,

e=1,2,..
donde:
F,(, &, ’7)=1g[1+F(97 £ 77)] 1}.4 ("I)P_‘ [F(@, & ).

Ponendo per F, F, le loro espressioni ed eguagl;ando i coeﬂicienti di gm & ¢t
si ha:

1 s!

Wi = —1p-+t S Vi Vi,

8, —y 2’.;' ( ) o st 1 .. ! A 81,y b 8 tP
My+ o+ P=m )
St h8p=8

{5 +tp=t

L’espressione di F'(6, &, n) pud semplificarsi notevolmente. Dalla (10) si ha

per n = 2:
m ‘ L+Y+S ¢
ra=gorr ()

(*) Trattandosi di relazioni puramente formali, noi possiamo operare sulle serie senza
punto occuparci della loro convergenza.
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quindi:
(= 1)r+y+s+t (s [t (xy s
F O, &) =m,8,§x,y ste! (90)(y)(m)6m-'g "

Ora:
(—*1)“ Z ()( 1) E“—-(—l)w;;“ .1,!(6)(_1).,5,_:

x d ST \o( 1\eraes — E v (—&) E_“f _
=D 5, (s—}-w)‘( z )( Dr(=1ree = &_‘u T

e parimenti:
y
inoltre:

p) (’”j)e'"=(1+e)wy—'-1,

quindi:
FG, & )= Bt S (L4 0 — 1] =

Ezny (1 - 0)ry &= ny

— e~ i S nhiapE ) YL

= W[;}% z!y! :v,zg/ x!y!]
Il valore della seconda somma, ove z, y prendono i valori 1, 2,..., &
(¢f —1)(e"—1). La prima somma pud facilmente ridursi ad una somma sem-
plice; infatti:

Eomy(L+0)y _ [82 a1+ 0))y

A

gw P 1+6;

E(ﬂ 5 £
-3heton- 3 ST

e parimenti:
Exny €1 - O)ey 9y 51+
—_— = —— (e —1).
x,zy z!y! y=§ y! ( )

13. Teorem: sui tipi connessi. Se un tipo T inscritto in un parallele-
pipedo P pud scomporsi in due sommandi T',, T,, diremo opposti i due pa-
rallelepipedi contenuti entro P nei quali T, T. sono inscritti. Essi hanno un
solo vertice comune, posto in un punto interno di P le cui coordinate hanuo

1 .. . .
la forma x,-—[—E essendo le x; numeri interi, e le somme delle loro dimen-

sioni corrispondenti danno le dimensioni di P. Un parallelepipedo P di di-
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mensioni s; dd luogo a ﬁ(s,-— 1) coppie di parallelepipedi opposti. Ora si
i=1

domanda: Qual & quella coppia i cui componenti presi insieme hanno volume
massimo?

Sieno p;, $; — p; = ¢; le dimensioni di due parallelepipedi opposti, il vo-
lume che si vuol rendere massimo &:

v =,I_{Pi +.I£ ¢y

n n
ossia, ponendo IIp;= P, 1 ¢q; = @:
=2 =2

v=p,P+ QaQ=PA(P—' Q)+ 5.9,

dove si pud sempre supporre PX @, giacche in caso contrario basterebbe
scambiare p; con ¢; per tutti gli » valori di 7. Noi vogliamo far vedere che »

& massimo quando ITp; & il pilt grande possibile e IT¢; il pilt piccolo possi-
i=1 i=t

bile. Supponiamo percid che il teorema, il quale si verifica facilmente per

n == 2, sussista per n — 1, che cioe, quando sia P> @, aumentando P e

diminuendo @ s’aumenti P 4 @; ne segue che, diminuendo @ di ¢, P— @

cresce di &, essendo &>2a. Ora, se s, =1, il teorema resta senz altro di-

mostrato anche per n; se s, < 2, noi possiamo anzitutto aumentare v» accre-

scendo p, il pil possibile, ciod dandogli il valore s, — 1, dopodiche diminuendo

Q di @ v crescerd di (s,—1)b—s,a, che &
>Sal2(s,—1)—s]=u0a(s,—2)>0.

Dunque il massimo valore di » s’avrd quando p, =s,—1 e P & il pil grande

possibile, ciot ¢ eguale a ﬁ(s,-— 1); e tale valore sara:
=2
bl ” ,’
v=I(s; — 1)+ 1.
i=1

Questo numero v rappresenta anche il numero massima d’elementi che pud
avere un tipo composto inscritto in P. Ma se in P pud inscriversi un tipo
sconnesso di 7 elementi, nello stesso parallelepipedo sard inscritto quel tipo
composto, avente lo stesso numero d’elementi, che & associato a P (n.° 3);
quindi dev'essere m Z v, ciod:

I”I(s,--l_S'm-—l.
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Dunque:
4. La condizione necessaria e sufficiente affinch® i tipi di » elementi
inseritti in un parallelepipedo di dimensioni s; sieno tutti connessi &:

(s — 1) < m—1.
=1

14. La questione correlativa a quella or ora risolta & la seguente:
Qual & il pit grande parallelepipedo in cui pud inscriversi un tipo connesso
di m punti (*)? O, cid che & lo stesso: Qual & il tipo connesso composto del
minor numero possibile di punti che & inscrittibile in un parallelepipedo di
dimensioni assegnate s,,..., s,? KEvidentemente soddisfa a questa condizione
un tipo costituito semplicemente da una catena C (n.° 6) tale che le proie-
zioni de’ suoi lati sopra uno stesso asse coordinato non si sovrappongano in
tutto né in parte. Considerando di nuovo, come gid nel n.° 5, il piu piccolo
parallelepipedo A (composto di cubi elementari) che contiene nel suo interno
o sulla superficie tutti gli elementi del tipo C, si vede che le proiezioni dei
vari tratti della catena dovranno coprire interamente ed una volta sola gli
spigoli di A, e quindi che la somma di tali proiezioni sara i(si— 1); ma,

v

poiche i lati della catena sono tutti paralleli all’'uno o all’altro degli » assi
coordinati, quindi ciascuno di essi si proietta sopra un solo asse e in vera

grandezza, Y (s;— 1) sard pure la lunghezza della catena. Ora i lati hanno
i=1

tutti, come & facile vedere, la lunghezza 1, quindi C constera di ¥ (s; —1)

i=

lati, e per conseguenza di Y, (s;— 1)+ 1 punti, cioe sara:
=1

é@—n+1=m

Dunque:
B. La condizione necessaria e sufficiente affinché i tipi di m elementi
inseritti in un parallelepipedo di dimensioni s; sieno tutti sconnessi &:

g@W—D>m—J.

(*) Che ci0 costituisca realmente una questione, risulta a priori dal fatto evidente, che
nel cubo ad » dimensioni di lato ne mon pud inseriversi alcun tipo connesso di m elementi,
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Per n=2 il teorema pud anche dimostrarsi per induzione. Se s+£¢-2>m-1,

. . a4 . M e
ossia se s +¢{>m -1, uno almeno dei due numeri s, ¢ sard >§' Sia per

es. t>12n—; allora, se nel rettangolo s-¢ & inscritto un tipo 7' di m punti, vi

sard certamente una orizzontale contenente un punto solo P, e se T & con-
nesso, sopprimendo il punto P e la riga che lo contiene, avremo un tipo
connesso di 7 — 1 punti inscritto nel rettangolo s(f — 1). Ora dalla rela-
zione: s+ ¢>m 41 segue Yaltra: s+ (¢ —1)>(m —1) 4+ 1; dunque, se il
teorema B non & vero pei numeri s, #, m, non lo & neppure pei numeri
8, t—1, m — 1. Proseguendo nello stesso modo, si concluderd che il teo-
rema non & vero pei numeri s —a, {—f, 2, dove a +B=m —2 e
s—a-4t~pB>3, ciod che esiste un tipo connesso di 2 punti inscritto in
un rettangolo il cui semiperimetro & >>3. Ora i soli tipi connessi di due ele-
menti sono i tipi « « e |, inscritti rispettivamente nei rettango]i 2-1e1-2;
quindi I'ipotesi fatta & assurda.

15. Numero des tipi semplici. Cantor determina il numero Q(m) dei
tipi semplici di m elementi con metodo del tutto analogo a quello che ha ser-
vito a trovare il numero dei tipi connessi. Siccome ogni tipo, o & semplice, o
& composto in modo unico e determinato mediante tipi semplici, cosl si ha:

®(m) = QZ Q(my) - Q(ms)... @ (my).

p=1, 250
M1t s M=

Moltiplicando per 67, sommando per tutti i valori di m, e ponendo:

3 omem=1e) B Qe =10)

sl ha. "
-V 11O
f(@) P=1‘,’-%‘;--- [f1 (9)]P 1 — fl (6)
quindi: '
9
1O = 1w = & 1o

Mettendo in luogo di £(6), £.(6) le loro espressmni ed eguagliando 1 coefficienti
di 6™, si ha:
Qm)y= X (= 1y-o(m)®(m,)... (m,).

p:l, 2,...
ma+ ...+mP=m

La funzione f(6) pud, pei tipi a 2 dimensioni, esser messa sotto forma di serie
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semplice. Si ha in virth della (28):

f(e)—z E 6m(wy) 2‘02?/:;1-‘:”2 9z 9y 1_!'0)”"/_1!7

m,x, Y

ossia, essendo 3, 51; =1, Y iy =1:
y=1,..

z=1,...

01351

22 2y 4
Inoltre:
A+ _ [l v Q4060 w]__ (14 6y
E‘y 202y 4 [ 2y :1‘1 2 *‘yz%}__, 2y[2 — (1 - 0p]’
quindi:
_ly 40y 1
fO) =4 W[ — (0] 27
. S : . .1 1,
e ponendo invece di — 3 'espressione equivalente: i y_}é 27
fo)= Zy_; 2w[2— @1+ 0y _275':—5_,,‘;,‘ 2—q1 +6)y

16. Sulla determinazione del numero delle classi. 11 problema di de-
terminare il numero delle classi in cui si dividono i tipi di un dato numero
d’elementi & tuttora insoluto. Come un primo passo verso la risoluzione di
questo problema espongo la seguente ricerca, che si riferisce unicamente ai
tipi a duedimensioni.

Dird che due tipi di m elementi inscritti nel rettangolo s-¢ apparten-
gono alla medesima soffoclasse rispetto alla prima direzione, se essi s'otten~
gono I'uno dall’altro mediante scambi di colonne, ossia permutando tra loro
i numeri g;. Ne segue, che due tipi non possono appartenere alla medesima
sottoclasse, se i sistemi di numeri g ad essi relativi non sono identici, astrazion
fatta dall'ordine; ossia che, indicando con 7' I'insieme dei X¢'(giy.eey g5} 2)
tipi i cui numeri g hanno, in un ordine qualunque, i valori g,,..., gs, T
consta d’un certo numero p(g,,..., ¢s; £) di sottoclassi complete. Se ora dispo-
niamo le g in un determinato ordine g,..., ¢, & chiaro che l'insieme U dei
¢'(g1y-+y gs; %) tipi corrispondenti conterrd uno o piu rappresentanti di cia-
scuna delle sottoclassi di cui 7' si compone; dunque P(Giyery Is t) rappresenta
anche il numero delle sottoclassi fra le quali si distribuiscono i tipi dell’in-
sieme U. Ma il numero delle sottoclassi dei ®(m, 2) tipi di m elementi & dato
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Vivanti: Fondament: della teoria dei tipi ordinati. 33

da Y  p(94,..., gs; t), dove le g; prendono tutti i sistemi di valori dif-

s=1,u.,m
t=1,.,m
1t +gs=m

ferenti (*) che hanno per somma ; tutto si riduce quindi alla determina-
zione della funzione p(g,,...; g £), ciot del numero delle sottoclassi che hanno
qualche rappresentante nell’insieme U.

Consideriamo dapprima due casi particolari.

a) Se tutti i numeri g; sono differenti, scambiando tra loro due co-
lonne d’un tipo dell’insieme U #'otterrd certamente un tipo non appartenente
ad U; quindi tutti 1 tipi di U appartengono a sottoclassi diverse, e per con-
seguenza:

P(Giyeery 953 D) =0(gayeres gs3 O

b) Se g,=¢.=yg, ele g, ¢s,..., gs sono tutte differenti, scambiando
in un tipo qualunque « di U le due prime colonne s’otterrd un tipo «" pure
appartenente ad U. I tipi di U possono dividersi in 2 gruppi, composti ri-
spettivamente di £, e di %, elementi [essendo k&, + ks = ¢'(gsyeery ¢s; D)]; il
primo contiene quei tipi le cui due prime colonne sono eguali (**), I’altro i
tipi rimanenti. I tipi del primo gruppo possono imaginarsi ottenuti aggiun-
gendo una colonna identica alla prima in ciascuno dei ¢'(g, gs,..., gs; £) tipi
di m — g elementi inscritti nel rettangolo (s — 1)¢ corrispondenti al sistema
di numeri g, ¢s,..., gs; e poichd a questo modo si ottengono tutti i tipi
del primo gruppo e ciascuno d’essi una sola volta, sara:

ki=¢'(9, gsye-+s 9s; O
Ora si osservi che, se « & un tipo del primo gruppo, « ed « sono iden-
tiei, cid che non & se « fa parte del secondo gruppo. Ne segue che i tipi del

primo gruppo appartengono tutti a classi diverse mentre quelli del secondo
gruppo appartengono due a due alla stessa classe. Dunque:

1 1
P(Gayerey g i)=kl+§k2=§[(kl+k2)+kl]=
1 ’
=590 9 9oy 953 D+ 99 Fsrevey 955 D]

(*) Dicendo che due sistemi di valori sono differenti, intendo che sono tali anche astrazion
fatta dall’ordine.

(*%*) Due colonne contenenti egual numero d’elementi si dicono eguali, quando i loro
elementi hanno gli stessi ranghi rispetto alla seconda direzione, e quindi vengono a coincidere
se si sovrappongono le colonne 1’una all’altra,

Annali di Matematica, tomo XVII. 5
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34 Vivanti: Fondamenti della teoria dei tips ordinati.

Le considerazioni svolte a proposito dei casi @, b aprono la via alla trat-
tazione del caso generale.
Supponiamo che dei numeri ¢; i primi s, abbiano il valore g,, i succes-

sivi &, 1l valore ¢,,..., gli ultimi s, il valore g,, essendo 213,-=s. In un
i=

tipo determinato dell’insieme U le prime s, colonne si divideranno in v, gruppi
di o, o,..., o colonne uguali, le s, successive in v, gruppi di ¢, o¥,...,
o colonne eguali, ecc., essendo:

}']cﬁ’”=s,~ (t=1, 2,..., p).
=t
Pei tipi di U le cui colonne sono tutte differenti le o{" avranno tutte il

8 8
valore 1; il numero di tali tipi verrd designato con X(g,,..., Gus t).

corrispon-

Lyeves "U.

L’aggregato U si compone di .I"L[sz- aggregatl parziali Z,

denti ai vari sistemi di valori possibili delle »;; ogni aggregato parziale si di-

vide poi in gruppi Xcg)r"’m);m;5/(:)’""6(:[‘) 0 X ,, corrispondentemente ai diversi
i +

sistemi di valori che possono prendere le o{" per uno stesso sistema di valori v;.
N . « . . \ . .
Infine & da osservarsi che, dati 1 numeri aﬁ-"', le s; colonne contenenti cia-
scuna ¢; punti possono aggrupparsi in un certo numero y; di modi diversi; e
precisamente, se i numeri. ¢{",..., o si dividono in ¢; gruppi di ={’, ={,...,
1]
= numeri eguali (essendo ¥alf = v,-), si trova senza alcuna difficolth:
F=t
si!
ol ol md ], md!

7i=

Di qui segue che 1l gruppo X , si divide in un certo numero N, di sotto-

o
. . . }L . . L4
gruppi, ciascuno dei quali si compone di y = IIy; tipi che si ottengono 1'uno
i=1

dall’ altro mediante tutti i differenti scambi di colonne possibili, ossia che ap-
partengono alla medesima sottoclasse. Ma, se per es. ¢ =4, e in un deter-
minato tipo « d’un sottogruppo si scambiano le prime o colonne colle o/ suc-
cessive (scambio non compreso in quelli test® considerati perch® non modifica
la disposizione dei gruppi di colonne eguali e quindi, rispetto alle colonne, non
costituisce neppure uno scambio), s’ottiene un tipo « che appartiene ad un
altro sottogruppo, ma che & della stessa sottoclasse di «. Nello stesso modo si
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’Nlh)
vede pilt generalmente che i N, sottogruppi appartengono a —— %
[, =91
=1
sottoclassi. Indicando con S la somma presa rispetto a tutti i differenti sistemi
di valori possibili 6{, si ha adunque:

¢
s
= S :
MU I[P 1)
vy=1, S i=1
Resta da trovarsi il valore di N ,.
%

n
Consideriamo quei tipi di ziuigi punti, il cui numero e la cui natura sono
71—

V1 Vi
!

determinati dal simbolo x(g,,..., [/ t). Preso un sistema di valori 7", ripe-
tiamo in ognuno di quei tipi la 1.* colonna ol volte, la 2.* o volte,..., la
(vs + )= 600 yolte,..., I'ultima o,* volte; s'ottiene cosl un insieme di tipi
tutti diversi di m elementi, contenente uno ed un solo rappresentante di cia-
scun sottogruppo del gruppo X ,, quindi composto di N, tipi. Segue di qui:

Nu‘,.’”= X(gla"', s t))

che dipende dai numeri »;, ma non dal sistema ¢/® scelto. Il gruppo X, con-

V1 vll‘
terrd per conseguenza }'X(gi;---; G t) tipi, I'aggregato Z,,. ., ne conterra

vy v

>
K,,.., »#X(gn-“, [/ t), dove K,, .,,, =Sy ed S conserva il significato ad esso

gia attribuito, ¢ infine I’aggregato U conterrd ¥ K, »1,...,*;»X(94,..., g};; t) tipi.
“1,...,v“L
Si ha adunque:
v; volte Yy volte v Y
¢ \Giyeeey G b 2,_1‘2 SK"I"“’”;LX(QH‘") 73] t)7
Va8,

che & una formola ricorrente mediante la quale si determina la funzione x.

Mantova, 3 ottobre 1888,
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Sulle equazioni della elasticita.

(Di C. Somrariaxa, a Pavia.)

Mi propongo di dimostrare come per le funzioni che rappresentano gli
integrali delle equazioni della elasticitd, nel caso della isotropia e dell’equi-
librio, si possa stabilire una teoria analoga sotto molti rapporti alla teoria delle
funzioni potenziali, e che ne costituisce in certo modo una estensione. Un teo-
rema fondamentale per la teoria, di cui trattiamo, fu dimostrato dal signor
prof. Bermr (Annali di Matematica, S. II, T. VI); esso fa lo stesso ufficio che
il teorema di Greex per le funzioni potenziali. Nel presente lavoro io trovo
alcune formule che corrispondono a quella di Gren, e che servono a rappre-
sentare gli spostamenti nei diversi punti del corpo mediante: 1.° le forze che
agiscono sopra tutta la massa; 2.° le forze che agiscono sulla superficie; 3.° gli
spostamenti dei punti della superficie.

Con queste formule molti dei metodi usati nello studio delle funzioni po-
tenziali possono essere applicati anche agli integrali delle equazioni della ela-
sticitd. Io me ne servo per trovare: 1.° certe relazioni che devono sussistere
fra i valori che, alla superficie di un corpo in equilibrio, assumono le forze
esterne e gli spostamenti, e dalla cui risoluzione si pud dire dipenda il pro-
blema dell’equilibrio; 2.° gli sviluppi generali per serie, mediante i quali si
possono rappresentare gli spostamenti di una deformazione qualsiasi nell’ i~
torno di un punto interno al corpo, quando si intenda per intorno di un punto
una sfera che abbia il centro in esso e sia tutta contenuta nell’interno del
corpo. Questi sviluppi corrispondono agli sviluppi per funzioni armoniche (se-
condo la denominazione usata da Trmomson e Tarr) che si hanno per le fun-
zioni che soddisfano alla equazione A,=0. Se il corpo ¢ indefinitamente esteso,
secondo tutte le direzioni, sviluppi analoghi si hanno per lo spazio esterno ad
una sfera di raggio arbitrario, che racchiuda le superficie che possono formare
il contorno del corpo a distanza finita.
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38 Somigliana: Sulle equazioni della elasticiti.

Infine dimostro che le considerazioni precedenti si possono estendere a
certi sistemi di # equazioni differenziali contenenti » funzioni incognite di n
variabili, le quali nel caso di » =3 si riducono appunto a quelle della
elasticita.

Indicherd: 1.° con u,, u,, u, le componenti secondo tre assi ortogonali
dello spostamento di un punto del corpo S, la cui superficie sia ¢, e supporrd
sempre, quando non dird espressamente il contrario, che u,, ., %, siano in tutto
S funzioni finite, continue e ad un valore, insieme alle loro derivate prime e

seconde; 2.° con © la dilatazione cubica ~— a“‘ -+ gzg +aﬁ, ¢ con 5By 3 LR,
2
;—Rg le componenti della rotazione elementare, R, = gza gm » ecc.; 3.° con
2 xs3

Xy, X;, X; le componenti delle forze che agiscono sulla massa del corpo, e
con L, L,, L, quelle delle forze che agiscono sulla superficie.
Le equazioni che devono essere soddisfatte, perche vi sia equilibrio, sono:

OXi+ @+ w2 L ph =0 (=1, 2, 3), M)
590;

per tutti i punti del corpo, ove ¢ indica la densitd, che supporremo costante,
e 1, i sono costanti che dipendono dalla natura del corpo. Sulla superficie o
poi si deve avere:

+2)®71+P'S =0 (=1, 2, 3), (2)

ove n indica la direzione della normale a o diretta verso I'interno; e si &

0sto~-—axi
R T

Si=R3}'2—R273 82=R173—R371 Ss=Rz}’x—R1}’z-

Indicherd infine con U,, U,, U; i valori che u,, u,, 4; assumono nei punti
della superficie o, e con (1" le equazioni (1) quando X, =0 X,=0 X,=0.

Se in un corpo si considerano due deformazioni diverse, e si segnano
con uno o due apici le lettere, il cui significato fu ora stabilito, secondo che
corrispondono all'una o all’altra, il teorema di Berri, a cui ho accennato, &
espresso dalla seguente uguaglianza:

é]lj&é[X'iu"idS—l-!L'iU'ida =l§'lio“!X"iu'idS+;’_L"iU'ido_ .
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§ 1.

Siano F,, F,, F, tre funzioni delle variabili z,, z;, #;, le quali soddi-
sfino alla equazione
A A F =0,
dentro un certo campo, e siano in questo monodrome, finite e continue colle
loro derivate, eccettuati al pit alcuni punti isolati in numero finito. Poniamo

G1=A2F4 G=AF2 G=A2F3

0F, 0F. . OFs
=t T m T T

e avremo:
0G4 0G: . 0Ga
R + 02 + Ox:

Prendiamo per componenti u,, #., u, dello spostamento di un punto i
valori

AzS—-

ui—-a —I—G uz—a——+G Mg:——ag—f;—{—Gg, (3)

ove « & una costante; avremo:

0 ui Ous E)us 0A:S
3x1+9xz+ (a+1)A28 A u;=a 5

’
Zi

e quindi le equazioni (1'), saranno soddisfatte, prendendo
2rAp
20 +p)
Se le funzioni F,, F,, F, non soddisfano alla equazione A,A, F'= 0, gli
spostamenti (3) soddisfano le equazioni (1), se

[o A ——N

.Xi-———%‘AgGl X2=—%A2G2 XSZ—%A2G3'

Posto ora:

r=\ (2, — ')+ (1, — @) + (2 — @),

sl ha A, A, =0, e quindi possiamo prendere per F,, F,, F; i seguenti valori

F, =§r F,=0 F,=0;
avremo:
G=> G=0 G=0,
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40 Somigliana: Sulle equazioni della elasticita.

e gli spostamenti (3) divengono:
’ o 827' ’ o 327' ’ o 327.
[7A Uy — — ———— ,— — —m—————— 4
) 53‘2 + T2 Jwmdme 22 Jwidas (4)
Si abbia ora un corpo che occupi uno spazio S, a cui il punto (z',, s, «'s)
& esterno, e che in esso avvenga la deformazione (4). Le forze superficiali L',,
L',, L'; che manterranno in questo caso I'equilibrio sono:

r 1 1
SRRTON LS S0 M
t “\on " ox 2 ) T ¥ on
r 1 1 1
I — — 9,12 "3 E )_ (6_7 _f_; ) (®)
: C\on dmom  Om TR T
o
I i SO W G
s T \on 0z 023 0xy /s ¢ axs 7 8901 5]

Supponiamo ora che il punto (2, 2, «';) sia interno ad S e conside-
riamo il nuovo corpo, che si ottiene da S, escludendo questo punto con una
superficie chiusa «, che lo comprenda nell’interno e sia tutta a distanza finita
da ¢. Applicando il teorema di Berrr al nuovo corpo S’, ed ai due sistemi
di spostamenti w,, ., u;; 'y, w,, 4’5 abbiamo:

3 . 3
¥ ianiu’,-dS’—}-J LiU’,-do———fL',-Uida}= S [L:Uide.
=1 =1 .

S ¢ G 2]
(i spostamenti «',, ';, %'; hanno un punto di discontinuité in (2, @5, 25),

che & anche punto di infinito per «';; perd la somma JX w;dS’, quando

1——1
lo spazm S’ tende a diventare lo spazio S, ha un limite determmato e finito

che & Z 0| X,u,;dS. Avremo quindi:

=1

=1

3 gifX,-u'idS-{—chi U',do -!L',. Uido|=tin 3, [L'Udo.  (6)

w

Per calcolare il limite indicato nel secondo membro di questa uguaglianza
prendiamo per  una sfera col centro in (2';, #',, ') e di raggio piccolissimo;
introducendo un sistema di coordinate polari r, 8, ¢ coll'asse polare diretto
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secondo 1'asse z,, dalle (5) abbiamo sopra o

L= —3ap 0 L @ )
' cosesenecos

L2 —— 3&{1———7——(?

L'y = —3ap cosOse::Gsengo )

Di qui si ha, poiché dw = rsenddody,
jL’,dmzm fL',,dw-;o fL'3d¢=0,

e quindi per un procedimento noto, e per le ipotesi fatte circa la continuitd
delle w,, w;, u,,

lim ny Uydo = Anpu (£, o, ).

Il primo membro della (6) rappresenta quindi il valore della compo-
nente #, nel punto (z', #'; 2';) moltiplicato per 4zp. In modo analogo si
possono ottenere altre due formule per rappresentare le componenti u, e s,
e si arriva cosl al seguente teorema:

« Le componenti u,, u,, u; degli spostamenti in una deformazione qual-
« siasi si possono rappresentare mediante le forze X,, X,, X; che agiscono
« sopra tutta la massa, le forze L,, L,, L, che agiscono sulla superficie, e
« le componenti U,, U,, U, degli spostamenti che avvengono alla superficie,

« colle seguenti formule:
3

us(x'n xlz; xls)—

“)dS—I-JL U‘) L(S\U)daz (M)

« ove si ha
aez 321'_ \
(3)-—-i 2 l (s)= 2 . .
Y T8 T *y Y e (779
1 1
PIRA P o —
0 2 r
(8) — v —_ R r ? (8
L =2ep\5% a2 s 78) to o )
1 1 1
321 0= - —
I =2%a (_3___2___1-_ )+ ar a"'
¢ E\on Dwsom  oms V) T\ Tm V0T Tas Vi)
Annali di Matematica, tomo XVII, 6
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Le formule (7) nella teoria della elasticith equivalgono alla formula di
Grepy nella teoria delle funzioni potenziali; il sistema delle tre deforma-

zioni (8) fa l'ufficio del potenziale elementare newtoniano %

Se ora immaginiamo che il punto (z,, 2, «';) sia sulla superficie o, il
teorema di Berm sard ancora applicabile allo spazio che si ottiene da S, esclu-
dendope questo punto con una superficie » descritta attorno ad esso, la quale
intercetterd una certa porzione ¢ di ¢. Sia ¢’ la parte rimanente di ¢ quando
si toglie ¢, e consideriamo il nuovo corpo S’ il cui contorno & formato da
w € ¢'; avremo:

ié:{jSJXiu;dS' +JL2~ U'do —JL; U.ds

_ ; f L. Uido.

Ora quando lo spazio S’ tende a diventare lo spazio §, si ha:

3
llmz Xiu'ids=0,
s

e, se la superficie ¢ ha nel punto («',, 2, #’s) un piano tangente ordinario,
si ha anche:

limJLiU’ide:«O limIL’iUide:O (=1, 2, 3),

quando ¢ tende a zero. Quindi il primo membro della equazione precedente,
quando S’ tende ad S, ha per limite la espressione che da esso si ottiene,
estendendo ad S e o gli integrali estesi rispettivamente ad S e o’. Per cal-
colare il limite del secondo membro immaginiamo che (z',, z',, 2';) sia stato
escluso dal corpo con una superficie sferica y di raggio piccolissimo, col centro
in questo punto; allora » tenderd a diventare quell’emisfero, che si trova dalla
parte del piano tangente, nella quale giace il corpo, o almeno giacciono i
punti del corpo in vicinanza di (z',, 25, #'s). Prendendo anche in questo caso
un sistema di coordinate polari r, 6, ¢ coll’asse diretto secondo la direzione
positiva dell’asse z,, L',, L,, L'; avranno ancora i valori precedentemente
considerati in funzione di r, 6, ¢. Sia ora ' quell’emisfero di y che si trova
dalla parte del piano condotto per (z',, #'5, #'s) parallelamente al piano z, z,
nella quale giace la direzione positiva della normale; quest’ultimo piano ed
il piano tangente divideranno y in quattro fusi sferiei, di cui uno sard comune
ad » e ', uno non apparterrd né ad » n¢ ad » e dei due rimanenti, uguali
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fra loro, uno apparterrd unicamente ad w, l'altro ad »'. Ora per i valori che
L'y, L'y, L', hanno sopra y, & facile vedere che

L'\dw, L,do, Lydw,

hanno valori uguali nei punti diametralmente opposti di questi due ultimi
fusi; quindi si avra:

fL'idw=[‘L',.dm G=1, 2, 3).

Ma integrando si trova:
fL’idw = 2np J-L'gdw ~0 fL’adw —0,

e quindi
3
lim Y, |LU;do =2npu, (2, 25, 2's)
=1
Concludiamo percid che le formule (7) stanno anche quando il punto (2'y, 2’5, ')

giace sulla superficie, quando ivi esiste un piano tangente ordinario, purché si
. 1 . 1
muti la costante — in —
4zp. 27w
Nelle (7) consideriamo i tre termini che dipendono dalla componente X,
cioe:

af X,ud8s, af X,uPdS, o f X, udS,

¢ facile vedere che essi rappresentano le componenti di una deformazione
speciale, prodotta nel corpo S da forze agenti sopra tutta la massa, le cui
componenti sono X,, 0, 0. Difatti le tre funzioni precedenti si possono porre
sotto la forma dei secondi membri delle (3), prendendo:

F4=’_8—lerdS G1= 8 f.X(d—S
8w r

4wy
‘[/12=F3= G2= G3=0,
e poiche A, G, = — gX,, le equazioni di equilibrio saranno soddisfatte quando

)
le forze di massa sono X,, 0, 0. Analogamente si pud vedere che le altre

due terne di termini delle (7) dipendenti dalle altre due componenti X,, X,
rappresentano altre due deformazioni corrispondenti a forze di massa 0, X, 0
e 0, 0, X, rispettivamente.
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Osserviamo ora che essendo:
or _ 0'r
0zidws 0xi0%'s
i tre sistemi di spostamenti (8) soddisfano le equazioni (1") anche quando si
considerano come variabili indipendenti le «',, ', «';, invece delle z,, 2,, ;;
da cid segue subito che mnelle (7) i termini dipendenti da L,, o da L,, o da
L, rappresentano gli spostamenti di tre deformazioni speciali che avvengono
ne] corpo per forze di masse nulle.
Consideriamo infine le tre funzioni L{, L®, L® che compaiono sotto i
segni di integrazione mnei termini dipendenti da U,. Esse, considerate come
funzioni delle 2',, #'s, #'s, soddisfano le equazioni (1"); difatti se si pone:

(@, 3=17 2, 3),

si ha:

0G. | 0G2 | 0Gs 0
ax,1+9(v'2+ax'3_2% x'y Z%M’

ove !'operazione A, si intende eseguita rispetto alle variabili «',, z,, ;.

Posto ora:

0 Or
S=pg oo

(1) (2) (3) &y 1 .
le L, LP, LY si possono scrivere:

08 " 08 08
L(‘i)=a'a—x—,"+G4 Li)=am+Gi L(is)=aax,3+G37
e rientrano quindi nella forma generale degli spostamenti rappresentati dalle (3).

Considerazioni analoghe si possono fare sopra le altre due terne di funzioni
L(zi) L(;) Lf), L(él) Lg2) L(ss).
Dalle formule (7) risulta quindi il seguente teorema:
« Qualunque deformazione di un corpo elastico isotropo omogeneo pud
« essere decomposta in tre deformazioni dipendenti rispettivamente dalle forze
« di massa, dalle forze superficiali e dagli spostamenti superficiali; la prima
« avviene nel corpo per effetto di forze di massa uguali alle date, le altre per
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Somigliana: Sulle equazioni della elasticiti. 45

« forze di massa nulle. Ciascuna di queste poi & decomponibile alla sua volta
« in altre tre, dipendenti analogamente da una sola delle componenti, secondo
« tre direzioni ortogonali, delle forze di massa, o delle forze superficiali o
« degli spostamentl superficiali. »

I chiaro poi che una decomposmone analoga si pud ottenere per gli
altri elementi, che si considerano in una deformazione, come la dilatazione
cubica, le componenti delle tensioni interne, ecc., che sono funzioni lineari
delle derivate prime degli spostamenti, mediante le formule che per queste
quantithd si deducono dalle (7).

§ 2.

Formule atte a rappresentare le u,, 4,, u; si possono ottenere anche col
seguente procedimento, che & indipendente dal teorema di Berr
Integrando per parti si ha:

3, 0 s
f@ (ZU”) AT
S
d 0 dS 0 as
fR ——_J-(Us?’z 273)_7-2_,—93:'2[“37—323'3.(“27
g g °
fds 0 as
(82—t 5 ot
8 s
d 0 as 0 as
fR3———f(U2}’i_ U’;,z)_r_q—l_mf‘ih?— axzfui—;—,
-3 S S
di qul 51 ottienes
o o
B 0 &

+(30) 72 da+j<o:73 Usy) 5 do—f(Um Uiz) 5 d

ed altre due formule analoghe che si deducono da questa con permutazioni
circolari degli indici. Quindi, se il punto (', 2',, ;) & interno ad S, poichd:

ds , :
Ao |u; - = — 4w, (s, &y @),

s
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si hanno le seguenti formule:

——4qux,,x2,xQ==———J, -—4--——‘. &7 JR

—ﬁaA+Uwr—mmma

‘ , , dS
—47r’u/2(x‘,, 502, x3)= a '—"+8x [ dS a R ds—"

aT 7‘ 8903 ! r
° s 9)
—ﬂMA+mm—mLma
N o @5 is
_471“3(“;1’ xz’ x3)=a—x- +ax R-r——--a—a——[R__
S S

—ﬂMA+&ArJLQM

ove per brevitd si & posto:

R o= o o o
M=pgm—rg MSrg g M=nggThgg

Queste formule valgono qualunque siano le funzioni w,, u,, us;, purché
soddisfacenti alle note condizioni circa la continuita che sono necessarie, perche
il procedimento seguito sia applicabile. Esse possono essere considerate come
una estensione della formula di Green, poiché se facciamo u, == u;==0, le
ultime due si riducono ad identita, e la prima si converte nella formula di
Gauss, da cui risulta immediatamente quella di Greex, relativa alla funzione u,.

Se ora supponiamo che le u,, w,, u, soddisfino alle equazioni dell’equi-
librio, possiamo dalle (9) eliminare le R,, R,, E;, oppure la ©, introducendo
invece le forze di massa e le superficiali. Difatti colle solite trasformazioni si ha:

0 dS 0 aS’ 0R: O0R: de
H(meRﬁ _B_x; _)=_FJ(8x2 —M)T_HI(RW% R273)7’

ma dalle equazioni di equilibrio:
(BRs 0 R»

M\ T 03

) =20+ 32 +0X,,
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e quindi, sostituendo nella prima delle (9), si ha:

—drpu (s, 24y 70 = — @1+ p) 5o f@——a[X +

N

+2<x+pf@7,——yjsl— —yf(U{A—l—UsAz U, As)do.

Ora dalle equazioni (2) si ha, sopra la superficie o,

0 uy

21@7":-‘—1.14'—2(1 d {J-Si,

e sostituendo mnella equazione precedente'

dmpun(els, oy 2 = @1+ ) s f@ 48

+ 271”2‘: 18— @y,)—r—-l-yf(U,A-{— U A, — UgA,)dO',

ma d’altra parte si ha (¥):

J(aui L8 — @71)___I(U3A2 U, A)do,

g

sicch® sostituendo si ottiene:
d 7
477{"“1@!; x,,,, xs)—(21+l")a IQ +aIXdS+fo )

’ (10)
+HJ(U4A+U2A3—U3A2)da. j

g
Altre due formule analoghe si possono avere per u,(2's, @'s, 2's) & s(¥'s, s, 5
con sostituzioni circolari degli indiei.

Per eliminare invece dalle (9) la ©, osserviamo che dalle equazioni di
equilibrio si ha:

2(x+y>5%J®?=p!(aaﬁz aRZ)dS+2(x+mf®w 6fX

3:03

(*) La dimostrazione di questa formula si puo trovare nel mio lavoro: Sopra lequi-
Librio di un corpo elastico isotropo (Nuovo Cimento, 1883), dove viene stabilita la for-
mula (10) con un procedimento un po’ diverso da quello ora seguito.
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e sostituendo nelle (9):

— 8+ W (@, Tay )= @A+ )[ fz? a8 _

2 [r, %5

—3fX4dS+2(l+p)f®y‘——p S, ——2(x+y.)f(U,A+ U As— Uy Ay)do,

ma come nel caso precedente:

2(l+p.j®y1——p(& —'—-" ,(i—c+2pf(U3A,—U2A3)da,

o

-4

per cui finalmente si ha:

80k + p)s(@'s, o' xrs)___(2x+p)[ fRs——__fR ds]
(1)

|

Le altre due formule analoghe per w,(z'y, =5, '5) e u;(2y, 2’5, #'s) si otten-
gono da questa con sostituzioni circolari degli indici.

Sia dalle (10), che dalle (11) con derivazioni si ottengono delle formule
per rappresentare la © e le R,, B,, R, le quali furono gid trovate da Berm
nel lavoro citato, e che sono di forma analoga a quella delle (7); per cui
qualora nelle formule (10) e (11) si volessero esprimere i secondi membri di-
rettamente in funzione delle X, L;, U,, sostituendo a © e R,, R,, R, questi
valori, si otterrebbero anche integrali sestupli e quintupli, mentre nelle (7) non
entrano che integrali tripli e doppi. In aleuni casi perd le (10) e (11) possono
essere utili.

Supponiamo per es. che si tratti di un problema di equilibrio, in cui sono
date le forze X;, e sulla superficie alcune delle sei componenti L;, U;. Per
le (10) o (11) il problema si riduce a calcolare quelli fra i dodici integrali

fL ’ fUi}’sgl;‘ (¢, s=1, 2, 3),

+ an‘dS-ny 27490+ p) fU,Ada + 21{({731&2— U, As)do.

che contengono quelle L; od U; che non sono date. Volendo usare delle (7)
bisognera considerare anche gli integrali

[Lirds, fUiysrda G, s=1, 2, 3).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Somigliana: Sulle equazioni della elasticita. 49

Confrontando le (7) colle (10) si ottiene:

r r

2(x+y)f@£i§_—.ziafx,a dS—l—fL,z da+2yJ (a ——Y—l)da:—l—c

ove 0 & una costante. Eseguendo V'operazione A, sopra i due membri si ot-
tiene la formula di Berm per la dilatazione cubica

al al al

— 8n( 4 1O = z”za dS+ILla da+2ny,a

l.
dOS

Poniamo ora:

%l)—‘

o1 — S fX 0 —
8 v O‘ + f") 1—4S

&o+wufha

81
. d
Y R 0 _r 4

o 47 (M) EJUlan 0xi da,

G

e consideriamo separatamente i termini che, nelle (10), dipendono dalle forze X;,
dalle L,, e dagli spostamenti U,. Indicando i primi con 2, v{, v\, abbiamo:

4nyv§‘)=(21-+p>mj‘@(‘)a7‘g—{-JX,-—T— (=1,2,3), (2)
S

S

e indicando i secondi con v, v, v,

drpd =@+ 05 [0 E 4 [ =1, 2,8, ()
S 5

e finalmente per gli ultimi si ha:

drpo® =21+ y)—f@ (¢ = 48

—i—yJ(UA—{—UAa U, As)do

4w@=@kumﬁw +wﬁmA+Um Uidg)da |} (12")

S G
as
hwm—@>+@——ﬁw> +gﬂ@A+UA¢ U, A)do.

Annali di Matematica, tomo XVII, 7
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Questi tre sistemi oV, o, »® rappresentano, come & facile verificare, tre
deformazioni speciali del corpo, di cui la prima avviene per forze di massa
uguali alle date, le altre due per forze di massa nulle; essi danno quindi una
decomposizione di qualsiasi deformazione, analoga a quella considerata alla
fine del § 1. ;

Siano ora MP®, MP, M® le componenti delle forze superficiali che man-
tengono 1’ equilibrio, quando avviene la deformaziome v{, o) v; e rappre-
sentiamo o mediante la (10); si ha:

p 0 ds ds ds
4nyv,-“=(2l+p)mfe(t)7 +a\fX'7+fM(‘DT+
8 S : a
+u[(TEA+ VA= VP AN,

e confrontando con (12')

[+ [ea+ VoA -V a)ds =0 (13)

Altre due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente gli indici
inferiori delle M, V, A.

Similmente rappresentando mediante le (10) gli spostamenti (12") (12")
e servendoci di notazioni analoghe alle precedenti per indicare gli sposta-
menti superficiali corrispondenti, si trovano le seguenti relazioni:

[r.2e = (o LA VA=V L) (14)
(ML 4o [(PPA 472 A= VEAYIo =4 (UL + U As = Tih)ds, (15)
ed altre quattro analoghe. Queste tre terne di relazioni rappresentano le con-
dizioni superficiali a cui soddisfano rispettivamente gli spostamenti (12,
(127), (12").

Nella (15) sostituiamo alle U; le somme equivalenti UP 4-UP 4+ U7 e
nella (14) ad L, la somma M + MY 4+ M®; avremo:

Jore + 3% = [(TE A+ V98— VAN

g ¢

A T = [ [ + VDA (T2 + V) M= (VP + VA

¢
-]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Somigliana: Sulle equazioni della elasticita. 51

Queste due relazioni a cagione della (13) si riducono ad una sola

st’ v uf(VmA + V5 A= VAo = H,,

ove H, & una quantith che dipende unicamente dalle forze X,, X,, X,
e si ha: _

Hy=—[Mpdh =y (VoA + T2 A, — VA

| s s

Analogamente si trova:

fl", @ &% HJ.(V‘Q’ ALTVPA, —}—V‘z’ s)de = H,

G

JM‘;’ A Hf(vgw A V2N, —VOA)do =10,
ove H,, H, dipendono parimente dalle forze X, X,, X,. Nelle tre relazioni
precedenti le M, dipendono dalle U;, e le V3® dalle L,, e sarcbbe facile
ottenere dalle (12") (12") le loro espressioni mediante queste funzioni; si
hanno cosl tre relazioni che devono essere soddisfatte in qualunque deforma-
zione fra le forze superficiali, gli spostamenti superficiali e le forze di massa.
Quando queste ultime sono nulle, si ha anche H, = H,=H, =0, e le rela-
zioni precedenti divengono relazioni fra le forze e gli spostamenti superficiali.
Anche le (11) danno una decomposizione di qualsiasi deformazione ana-
loga a quelle date dalle (7) e (10); e confrontando le (11) colle (7) si possono
fare considerazioni simili alle precedenti.

§ 3.

Se in un certo spazio S, contenuto in S, le funzioni w), L{ del § 1
sono sviluppabili in serie alle quali sia apphcablle la integrazione termine a
termine, dalle (7) noi potremo dedurre degli sviluppi atti a rappresentare in
modo generale #,, #,, %, in S,. Supponiamo che S, sia limitato da una su-
perficie sferica », e proponiamoci di trovare gli sviluppi di «{), L{", validi
nello spazio interno ed esterno ad », e analoghi agli sviluppi per funzioni

. . |
sferiche, che si hanno per la funzione -
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Introduciamo un sistema di coordinate polari p, ¢, ¢ col polo nell’origine
delle coordinate; si avra:

r=\p"+p*—2pp'p,
ove p & il coseno dell’angolo dei due raggi rettori p, p'. Indicando con P,
le note funzioni di Lireexpre, per p'<Cp si ha:
1S p 16
- "‘"éo?)m n(1)- (16)

r

Sviluppando collo stesso procedimento la funzione r, si ottiene:

r=3Y <P, (17)

n=0 p"—1

ove le P'(x) sono funzioni razionali intere di p, al pari delle P, (x) ed hanno
con queste relazioni assal semplici.

Osserviamo infatti che facendo p =1 nella (17), si vede che deve essere:
P1)=1 P,O=-1 P.1)=0 (n>1),

e derivando rispetto a p

l . x, P'n—l 0P »
r _'n=0 pr afl i
confrontando colla (16) otteniamo:
0P’ 0 Pn
8M°=O % =—P,_, (=1, 2, 3,.)

Di qui integrando, e per una formula nota della teoria delle funzioni sferiche,
si ha:
Py=1 P,=—up

Pum = [ Pridy= g (Pa—Pr)  (1>1)
1

Si hanno cosi le espressioni delle P, in funzione delle P,; sostituendo nella
(17), si ha per r il seguente sviluppo per funzioni P,

3 P’z _ o2 P'"
g n%0(2n+3 2n—1) pn+!P”‘
Se nella equazione

2
Agr=7)
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sostituiamo ad 7 e % i loro sviluppi (16) (17), uguagliando i coeflicienti delle

potenze di p’ o di % nei due membri otteniamo:

P'n Pn

2 pn—t - Pn+l

Ay P/n P,= 29%—2 Pﬂ"’) (18)

ove A', indica il parametro differenziale A. preso rispetto alle variabili o', &, ¢'.

Per ragioni di simmetria poi si ha anche
P'n Pn

Mp" Pla= 20" Py N =2500 (19)
Di qui si vede subito che le funzioni
' 1 o
P 5P

soddisfano alla equazione A,A,= 0.

Queste proprietd delle funzioni P, possono essere estese nel seguente
modo. Siano Y,, Y,—. due funzioni sferiche di Laprace, contenenti, come &
noto, 2n+1 e 2n— 3 coefficienti arbitrarii rispettivamente. Mediante le equa-
zioni, a cui soddisfano Y, e Y,_,, & facile dimostrare le uguaglianze
I o _9@n—1)2n

2 pn—t - prtt )

Azpn Yn—z == 2(2% -— 1)pn~2 n—2 A

da queste seguono le altre

Mg Tna+ T) =0 Ach, PL_ (Ve + ¥i) = 0.

Ora osserviamo che la funzione razionale intera omogenea pit generale

di grado » nelle z,, ,, #s, che soddisfa alla equazione A,A, =0 conterra

(n+1)(n+2) (r—3)(n—2)
2 2

rimenti ¥, 4 Y,,—, ne contiene 2n + 1421 —3 = 2(2n — 1). Dunque pos-

siamo dire: La funzione razionale intera omogenea pil generale di grado » che

soddisfa alla equazione A;A, =0 & p*(Y,+ Yr—,). La stessa equazione poi & sod-

(Yt Y.

971—-1
Per ottenere ora gli sviluppi degli spostamenti (8) introdurremo le se-
guenti notazioni:

P AT s I T, =

Pn—i Pn-H P’n_i

Vi=pPn Via=p"Py Via=g*P, V,=g*P,.

= 2(2n — 1) coefficienti arbitrari; e che pa-

disfatta anche dalla funzione omogenea, di grado —(n—1),

U,=
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Avremo allora per p' <<p

D ' 1 D
Y = ) n]/ —_ z== "'-” .
n‘:op " r n§JP "

Le U’, sono funzioni omogenee di grado — (n — 1) nelle z,, ;, 25, € le U,
invece di grado — (n 4 1); inoltre per le (18)

A2U1n=2Un AzUn———O-
Se invece p<Cp' abbiamo:
1

P’n-—t

1
= P")H—A

L4
L2

Vi

< |-

r= = Va,

n=0

i

ove V',, V, sono funzioni omogenee, razionali, intere di grado n delle i, z,, #,,
e si ha (19)
Ag V'n = 2 Vn—g A2 Vn =

Per cid che segue & utile di stabilire anche le seguenti relazioni. Si ha
or or

= pa quindi:
X, 00U QIVaL 1
¥ on = — 9 .
= a0 Oz'i pn—t
oU'n . . . .
Ora Ao funzione omogenea di grado — n, e si pud porre sotto la forma
13
Fn X i e . oV'n . _
— ove F, & indipendente da p e da p’; analogamente 55 S pud porre
n

sotto la forma p”-*@G,—;, ove G,-, & indipendente da p e da p'. L’equazione
precedente allora si pud scrivere:

n=‘0 z_n Fn - —n‘§0 (;— Gn,
quindi F, = — G,, ossia:
” aU,n o i_ 8V n+i .
F m T o oa
Analogamente si trova: (20)
Pn_H a’U'n — i 82 V"n+_2_
O0zidxs ™ 0x'i0%'s

Per le funzioni U,, V. in modo simile, considerando gli sviluppi di < 8
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ottengono le relazioni:
nie 0Yn 0 Un 1 8 Va+t
E e T T o Tow
PO __ 1 0Vute

dwidws pn0mi0xws

21)

743
g

In queste poi, e nelle precedenti, si possono scambiare le z,, 2,, #; nelle
'y, %2, «'s ed ottenere altrettante relazioni fra le derivate delle Uy, Uy e le-
derivate delle V'p, V,.

Riprendiamo ora a considerare gli spostamenti (8) del § 1; supposto p’'<<p,

dagli sviluppi precedenti di 7 e 1— si ricava:
(3)=m‘ m aaUn (3) co\ n (Z OZUrL
s n:op (2 3502 +U) ht —Op 5x18xs
e questi sviluppi, per le (20) (21), si possono scrivere anche

a 02V ' n+e u(.s) - 1 OC aZVn+2
2 02 CE A S Jioas

‘

0 Pn+£

+ Va

Di qui si vede che, se si considerano i tre termini corrispondenti ad un
dato valore di 7 negli sviluppi di «?, u?, u?, essi costituiscono un sistema di
spostamenti soddisfacenti alle equazioni di equilibrio, quando le forze di massa
sono nulle, tanto considerati come funzioni delle z,, x., z;, quanto considerati
come funzioni delle z'y, 25, z’;.

Cid posto, supponiamo che Vorigine delle coordinate sia nell’interno del
corpo, e p non sia maggiore della distanza minima dell'origine dalla super-
ficie; consideriamo i termini che nelle (7) dipendono dalla forza superficiale L,,
e indichiamoli con u,, Uszy Uss- Poiche p sulla superficie ¢ & sempre maggiore
di o/, potremo alle 4 in questi termini applicare gli sviluppi (22), e inte-
grando termine a termine avremo:

A 0V, +2 do
== ¥ = 2 R
Uy ~ 13 L1 7ot o +JVL V p"—H
. L}
Q # OVt ds
tae _7%0 2 Ly 0x'10x's prtt
o f\ o 82 Ve de .
ST Rl PO PN pr+t

7
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In questi sviluppi i termini corrispondenti ad uno speciale valore di # sono
funzioni omogenee razionali intere di #',, @5, #'s e soddisfano, considerati come
spostamenti, alle equazioni di equilibrio (17); difatti essi rientrano nella forma
generale di spostamenti rappresentati dalle (3). Considerazioni analoghe si pos-
sono fare circa i termini dipendenti da L,, e da L,.

Indichiamo ora con vy, v, ¥,; 1 termini che nelle (7) dipendono da U,.
Le espressioni L, 1.7, L che moltiplicano U, sotto i segni di integrazione

si possono sviluppare in serie mediante gli sviluppi di 7 e 1; Si trova cosi:
1) —_ i\ n S _Q. 820171, _ 3Un ) 3Un
L P (“H(bn 0 at 25 D TET, on

9, m\ n a azU,n 9al aUn aUﬂ
Ly =2Xp {"‘P‘(_ : —2 71)+{*(,——72—‘_74){

—t on 0xi0xe 0 o2 e 02

@ O o 02U'» U 2Un Un
Lf——-ZOP"jw(— -2 7’)+”(ax Vs ——71)(’

e on O0x10xs 0xs 0w

ossia per le (20) (21)

3 1 0V'n+e 29 p. 9 Vn+1 Vn
= & el ) B T e ()
L:g) . B 0 1 0V n+s 2 12 0 Vn+1 + e 8 Vit Y 0 Va1 N ))
! —n:(l T on P""“ 0’102 pr+2 02 7 prt? 0x's 7 0z’ 72 R
P _8_ 1 02V 'nte 2oy 3 Vn+1 P (9 Vit . 0 Vit ; .
L —néoi“?‘ 97@(9”“ 0210%'s T pre+2 nt pr+E\ 0z's N g, 1

Sotto questa forma & facile vedere che anche in questo caso i termini dei se-
condi membri corrispondenti ad uno stesso valore di n, costituiscono un sistema
di spostamenti, che soddisfano alle equazioni (1'), e sono funzioni omogenee
razionali intere di grado » delle «,, 25, #';. Percid anche negli sviluppi dei
termini

Uy =fL(1“ Udo Ve =J.L(12) U.ds V13 =fL;3) U, do‘,

i gruppi corrispondenti ad uno stesso valore di #» godono della stessa proprieta.
Considerazioni analoghe si possono fare rispetto agli altri termini dipen-
denti da U,, U..
Se ora osserviamo che l'origine pud essere un punto arbitrario del corpo,
da cid che precede risulta il teorema seguente:
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« Se attorno ad un punto (a,, @., @;) interno al corpo descriviamo una
« sfera, il cui raggio sia minore della distanza minima di questo punto dalla
« superficie, qualsiasi deformazione, quando le forze di massa sono nulle, & rap-
« presentabile dentro tale sfera mediante la somma di infinite deformazioni, i
« cul spostamenti sono funzioni omogenee razionali intere delle differenze
Ly — @y, To— @y, T3— a5. | coefficienti in queste funzioni sono esprimibili
« mediante 1 valori delle forze e degli spostamenti alla superficie del corpo. »

Tre polinomii #/™, w, u" omogenei di grado n nelle variabili 2, ., 25,

3(n+1)(n+2)
2

contengono complessivamente coefficienti; e se scriviamo che,

considerati come spostamenti, soddisfano alle equazioni (1) dell’equilibrio, otte-

niamo 3"—(7;——1)— relazioni fra i coeflicienti. Percid la n-esima delle deforma-

zioni del teorema precedente si pud rappresentare in generale mediante tre

polinomii omogenei di grado » delle differenze x, — ay, ¥, — ¢, % — a;, fra

3n(n—1)
2

"N =X, UM =pY, u®=p"Zn,

i cui coefficienti sussistono relazioni. Se poi poniamo:

ove p indica il raggio vettore del punto (z, ., %), le Xy, Y., Z, saranno
funzioni unicamente degli angoli 6, ¢ che determinano la direzione di p, e
inoltre dovendo le u" soddisfare alla equazione A,A, =0, per quanto abbiamo
visto, saranno la somma di due funzioni sferiche di ordine »n ed n — 2.

Mediante le equazioni dell’equilibrio in coordinate polari si possono facil-
mente stabilire le equazioni differenziali, a cui soddisfano le terne di funzioni
Xny Yu, Z,, considerate come dipendenti dalle variabili 4, ¢, analogamente
a quanto si fa per le funzioni Y, di Laprace.

Per lo spazio S* esterno ad una sfera w, si pud dimostrare un teorema
analogo al precedente, supponendo: 1.° che il corpo si estenda all’infinito, e
che occupi tutto lo spazio S'; 2.° che i valori di U,, U, Us, L, L,, L, sopra
una sfera o di raggio grandissimo, concentrica ad w, siano tali che si annullino
gli integrali delle (7), in cui compariscono queste quantitd, quando si prenda
per ¢ la superficie »'. Gli sviluppi che cosl si ottengono procedono per fun-
zioni omegenee fratte di ordine negativo.

Mediante queste due serie infinite di spostamenti, gli uni rappresentati da
funzioni omogenee razionali intere, gli altri da funzioni omogenee fratte, & pos-
sibile rappresentare le deformazioni che avvengono in uno spazio limitato da
due sfere concentriche, ed anche, in certi casi, nello spazio limitato da un nu-
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58 Somigliana: Sulle equazioni della elasticita.

mero finito di porzioni di superficie sferiche, analogamente a quanto si pud
fare per le funzioni che soddisfano alla equazione A; = 0 (*). In quest’ultimo
caso gli sviluppi procedono per somme di funzioni omogenee delle differenze
(@1 — @1y Ty — @y T — a3), @ —by, T, — by, T3 — bs), ecc., se (a1, G ),
(b4, bs, bs), ece., sono le coordinate dei centri delle diverse sfere, a cui appar-
tengono le regioni del contorno.

§ 4.

Consideriamo un sistema di » funzioni u,, #,,... 4, di n variabili z,, @,,...
Zn, le quali in uno spazio S, debbano soddisfare le » equazioni

1“ 3Tis 'y 3
YEE=X, (s=1, 2,... n), (22)

=1 8 X

ove le T’ sono funzioni lineari delle derivate prime delle u, ossia indicando

(2, 8)

con A m delle costanti, si ha:

T' _ 2”1‘ 2 A(i") Buz
* =1 m=1i (& m) 0xm ’

e le X, sono funzioni date. Inoltre nello spazio Sp-,, limite di S, debbano
essere soddisfatte le equazioni

iéT,-,y;,=L, (s=1, 2,... n), (23)

ove le L, sono funzioni date nello spazio S,-., e le y, sono definite dalle
equazioni

Vs =2

an

essendo dn P'elemento della normale ad S,-, diretta verso I'interno di S,, e
dz, I'incremento che x, riceve lungo dn.
Supposto euclideo lo spazio che si considera, si ha la formula (**)
foU -
| 5 88 =—[Uy.dSus,

Sn Sn—1

(*) V. AppeLL: Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant a I'équation
différentielle AF =0 (Acta Mathematica 4:4).
(**) V. Bertrami: Sulla teorica generale dei parametri differensiali, § 4.
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Somigliana: Sulle equazioni della elasticiti. 59

ammettendo per la funzione U le condizioni analoghe a quelle necessarie per
la validitd di questa formula nello spazio ordinario; e dalle equazioni (22), (23),
se si considerano due sistemi di funzioni 'y, ¥,,... W', e u”,, u's,... ', che
le soddisfino quando X, L, hanno rispettivamente i valori X', L's, ¢ X',
L, si deduce:

UX ".d8S, +JL' WS )=~ % m,.-,s.[A{;;’;Z,g”‘a“stn

0wi
Sh—1 Sy
" y @, 5) 3u18us
45 X"t dS, + L7 dS-(:—Hsm,,sz(,m)a 48,
- bn-—l

ove gli 1nd101 I, m, ¢, s nei secondi membri debbono percorrere tutti i valori
di 1 ad n. Quindi se per qualsiasi valore di 7, m, 7, s

si avrd: A = A8 (24)
MUX, ".d5, +SfL R z=s§1§§[X"su',dSn +sj”_Ll"su'sdsn_,g. @5)

Le condizioni (24) sono soddisfatte se

0% Oui |, Ous
11=—2(7\@+{l8u) Tis=—fl~(‘—‘+a—xi’),

ED
ove O = zigu’ > & A, w sono costanti. Le equazioni (22) in questo caso di-
vengono:
@ 4R po b pdu+ X, =0 (=1, 2,... u), (26)
e le (23)
Lo+ 2207 +p % (2% 4 24) . =0 21
43 7s P”..J iz Bz T (27)

Se ora si pone:
_"_

n 2
r={3@—oy{,
i=1
e si introduce un sistema di coordinate polari 7, 8,, 6,,... -y (¥) col polo in

{(¥) Le relazioni che legano queste coordinate alle «,. @,,... @, sono:

23
@, — &'y =rsend send,...send,ycos0, (s=1,2,...n—1)

&y ~— &'y =rsend, sen,...send, ;.
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@'y, @'s,... ¥'n), il secondo parametro differenziale di una funzione V(r) della
AzV_

sola r &
5 (%)
r or
Percid si ha, per n>>2,

1 r—n+d 1
&(M4)=0 &( 20%_4) L.

Di qui segue subito che le equazioni (26) sono soddisfatte, quando X,~= X, =
o= X, =0, dai valori

|H
Q’I Y

o2V 1
Wimagm t s
u’— 82V
* = Daiom
. 0\- s B e s s
P, Y
T Dm0z
ove
pom— T p — 2t
2(n — 4) 200 +p)

Per le L;, quando si prendano per le « i valori precedenti, dalle equa-
zioni (27) risultano le seguenti espressioni:

P | 1
T *E\on 0at FETA ’

e per s>1

1 1 1
Le 9 (i pv O )_ (%n—z = )
T “E\on 9. 0ws o )T P\ 0 FEA
Osserviamo ora che, quando # tende a zero, si ha limyn-ty/; = 0, e colle

coordinate 7, 8,,... O,
d Sy, == r—(send, )2 (sen8,y* ... 8600y dr dby... d0y-1,

quindi, applicando la formula (25) ai due sistemi %,... u,, u',,... % e allo
spazio che si ottiene da S, togliendone la porzione definita dalla condizione

n
Y@ —ayrss
r=

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Somigliana: Sulle equazioni della elasticiti. 61

ove ¢ & una costante piccolissima, si ha:

UXu dS—{—JLu 4, —fL s 4.5 ,I—lim fL’ s dwn-y, (28)

=0 3_
Sn—1 wn-—-1

indicando con w,—, lo spazw (x, — ', )2 =¢* colle coordinate r,, 0,,... 6,
si ha inoltre:

Aoy, == 71 (send, )2 (senfy) ... senbp—p d0ys... Gy,

e per estendere la integrazione a w,—, si deve far variare 6,, 0,,... 0, fra
0Oeny,e b, tra 0e2n
Osserviamo ora che in o, si ha:
1 1 1
= g —2 rn—t r
on ows ' om

e inoltre, ponendo per brevitd- z; = 2, — «'s,

0 0V 67—‘"_—-2 _n—2 1  amn—2) o}
on 0@t om *T 2 ot 2 rn+t
PP -
0 o0V =t p(n—2) 2ws .
6_7; ax‘a—xs - awl s = = 2 y o (SMZJ 3,-,. n).

Mediante questi valori possiamo avere le espressioni delle L's in @,—,, e quindi
calcolare il limite del secondo membro della (28). Ora per s> 1, si ha:

—

Ty Ts
dm’n - =
oy

== 086, (Sen 6,y (sen G, ... (sen f,_, )"+ cos6; (sen ) —s—1... sen sy dfy... 0y

e quindi:
J-Q}ims dwn.—":——o, (a)
Ta—1
poichéf (seng,)n—*cosd, d 6, = 0. Si ha poi
0
.._2
vy — dy,_, = 086, (sen 8,2 (sendy)*—>... senbn—. d0; As. .. d 9ns,
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62 Somigliana: Sulle equazioni della elasticita.

e poiche:
T 1 T
’ (senﬁ,)"*’cos”@,d6,=n—_If (send,y»dé,,
0 0

sl avra:
_2

[ e don- =

Tn—1

QTFZn —1

f (sendy*do, ()]

introducendo il numero Z, definito da

(9 T T
T = [ (senf)*-2d BJ (send)—2d6. I senddg.
0 0 0
Infine si ha:
d Bn—t
g-n+1

“n~1

Applicando ora il solito procedimento si ottiene dalle (@), (8), (¢)

—2
. dBn—1 Bz
thmW—nIu pr dmn 1;

Tn—1 wn-1

=21 2n. ©

=2n(Zn— " 5 Zn_,fr(sene)"de)u,(x',, Z'yyeee T'n)

0
: w1 zs
hmfusr;—MS- dmn_, = (.
. Tin—1
Ma si ha (¥):
—1

,,_,j (sendyrdf =
0

Zy,

¢ quindi, riassumendo,

lim 5_:‘1 JL's usdmn_‘ = 277‘1.("/ - 2)Zn u,(x',, xlg,. .o .’U’”).
Wn~1

(*) Questa uguaglianza si dimostra osservando che
1.3...(n—1)
B 4.1

2
2.4...(n=1)
3.5...m

quando 7 é pari

quando » & dispari.
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Sostituendo questa espressione nella (28) si ottiene una formula che da la rap-
presentazione della funzione #, in tutti i puntl interni di S,, mediante i valori
delle X, delle L, ed i valori delle u; in Sn—,.

Considerazioni simili naturalmente si possono fare per qualunque altra
delle funzioni us, e si pud quindi concludere che il sistema delle funzioni w,,
Us,... U, & rappresentabile in tutti i punti interni di S, colle formule:

/ ! ! 1 Is
us(x,, Logees a:n) ngiiéfx- i U; dS +
. ' (29)
+ J (Lit® + L u)d S _,g :
Sn -1
dove, posto
. _ 2ty
V= 2(n —4) *Tao+w’
si ha:
o) _ P
o' = U = s b
. 0 0*V  Or-n+r 0 r—n+t .
LY = 2ap( o = Tt w4 e @)
0 oV 0 r—n+e 0r—n+e or-n+t
@) — i —
Ly 2“‘“(39@ 0xs 0 i 0 @i 73) {‘( oms 1 Dxi 73)'
Pel numero Z, poi si ha:
n—2
2
3 4(277)(”_ % quando n & pari
7, 3t .
2(27::) d S di .
575 . (n—g uando n & dispari.

Queste formule sono analoghe a quella di GreEn generalizzata alle funzioni
di n variabili (v. BeLrrans, Memoria citata, § 5). E poi facile vedere che anche
quelle trovate nel § 2 possono essere estese ai sistemi di » funzioni di » va-
riabili,

Le considerazioni precedenti non sono applicabili nel caso di n=2; perd

. . . . . . 1
81 pud seguire un procedimento identico prendendo la funzione ]g; jove
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- .
r=[(® — 2 ) + (z. — 2',)*]*| invece di -+, e ponendo

poiché si ha:

Nelle (29) in questo caso la costante

1
da 2—71,'

2np(n —2)Zn

A,lg—} =0.

1 Y.
deve essere sostituita

Queste formule possono essere utili nello studio delle deformazioni di un
cilindro indefinito, quando non avvengono spostamenti nel senso delle diret-
trici, od anche di un cilindro di lunghezza finita, quando si suppongono ap-
plicate alle basi forze normali, che impediscano tali spostamenti.

Dicembre, 1888.
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Sul problema di trovare la curva
di cui & noto
il luogo de'suoi centri di curvatura.

(Di Gemmiaxo Prrosoivi, a Parma.)

Il sig. J. A. Serrer nel Journal de Mathématiques pures et appliquées
(1853) ha trattato i1 due problemi della ricerca della linea di cui & noto il
luogo dei centri delle sue sfere osculatrici, ovvero il luogo dei centri de’suoi
cerchi osculatori. Egli ha ridotto il 1.° problema all'integrazione dell’equa-
zione:

dp
d_(md_—s‘)+ﬁ+ 1=0
dsi 91— !

e il 2.° all’integrazione dell’equazione:

LY E R (10 Y
U+ pim 1 (d&) ‘DlV’

nelle quali s, p;, 7, sono I'arco, il raggio di curvatura e il raggio di torsione
della linea data L, e p il raggio di curvatura della linea incognita L; Ve U
gono due funzioni definite dalle equazioni:

1—(Zey
_dav Ve 1dp | 1 dpl) 1 ds
R o Rk L
ads d s dss
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Pirondini: Sul problema di trovare la curva

La prima di queste equazioni differenziali, del 2.° ordine, & bens} lineare, ma
non & integrabile sotto la sua forma generale; il problema corrispondente,
trattato col metodo del sig. Serrer, non & quindi risolvibile completamente.

Al § 4 della Memoria: Sugli inviluppi di piani e di sfere, che io ho avuto
Ponore di presentare all’Accademia di Bologna (*), ho potuto, con considera-
zioni geometriche particolari, togliere di mezzo ogni difficoltd, riducendo il
problema completamente a quadrature.

In quanto alla seconda equazione differenziale, essa & del 3.° ordine e
di una forma cosi complicata, che non solamente & impossibile, nello stato
attuale della scienza, la sua generale integrazione, ma tale impossibilita si
manifesta anche nella maggior parte dei casi particolari; quelli ad esempio
considerati dal sig. Serrer, rimangono tutti incompletamente risoluti a causa
dell’ impossibilith d’integrare quell’equazione, quantunque ridotta alquanto piu
semplice.
Il metodo che ora vado ad esporre, quantunque non risolva il problema
nella sua generalitd, ha perd su quello del sig. Serrer il vantaggio di risol-
verlo in parecchi casi particolari notevoli; non credo quindi del tutto inutile
la presente Nota, colla quale si viene a introdurre qualche semplificazione nella
risoluzione di un si difficile problema.

Sia L, una linea qualunque e L una curva posta sulla sviluppabile oscu-
latrice di L,; per i punti (z, y, 2) di L conduciamo
delle rette situate nei piani osculatori di L, e di-
rette perpendicolarmente alle tangenti di L,, pren-
diamo su di esse a partire da L dei segmenti 7" e
,, chiamiamo L, (x,, y., 2,) il luogo degli estremi. Se
1 / e, €1, € sono gli angoli che i segmenti T" fanno colla

L / tangente (cosa, cosf, cosy), colla normale principale
7 (cos}, cosp, cosv) e colla binormale (cosZ, cosm,

/ cosn) di L, avremo:

4, - z, = 2+ T(cosacose + coskcose, + coslcose,), ecc.

L,

(*) Atti dell’ Accademia, 1889,
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di cui ¢ noto il luogo de’suoi centri di curvatura. 67

Ricavandosi da queste:
L . [1 + T"cose — %1 cose, + T(cose)']cosr}-

+ [T’COSe, + % cose -+ % cose, T(cosh)']cosx +

-+ [T'cos gy — —3; cose, T(OOSsg)’}cosl, ece.,

si conclude che la condizione 2%—‘ cosa =0, onde le linee L e L, siano a
S

tangenti perpendicolari, &:
14 T'cose — % cose, -+ T'(cose) = 0. 1
La condizione Z(cosa cose + cosdcose, 4 coslcose,)cosa, = 0, onde le rette T
condotte siano ortogonali alla L,, & espressa cosi:
T'(cos®e, - cos®e,) + T {cose,(cose,) + cose,(cose,) | + % cosecose; = 0,
e siccome:
cos®e, + cos?e, = 1 — cos?e, cosei(Cose,) + coseq(COse,) = — cose(cose))

la precedente diviene:

T'(1 — cos®e) — T'cose(cose) + %008600861 =0.
Ma dalla (1) ricavandosi:

— T’coste — Tcose(cose) + %coswos‘s, = ¢os¢,

la precedente si riduce a:
T’ + cose = 0. 2)

Le condizioni (1) (2) esprimono che le linee I, e L sono a tangenti or-
togonali e che L, & trajettoria ortogonale delle generatrici della superficie
rigata luogo delle 7': la tangente di L, essendo allora perpendicolare a 7' e
alla tangente di L, & perpendicolare al loro piano che & appunto il piano oscu-
latore di L,; la L, & dunque lo spigolo di regresso della sviluppabile polare
di L, e quindi le curve L,, L, hanno le normali principali parallele; ma i
segmenti 7' sono paralleli alle normali principali di L,, dunque i segmenti 7'
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68 Pirondini: Sul problema di trovare la curva

sono le normali principali di L, e questa condizione, unita all’altra che le
linee L, e L sono a tangenti ortogonali, dimostra (*) che L & il luogo dei
centri di curvatura di 1.

T coseni direttivi della 4 A, rispetto alle direzioni principali di L, si espri-
mono per gli elementi di L nel modo seguente (Memoria citata, § 1):

cosz, sen¢cosd, senzsen?,

dove ¢ & definita dall’equazione differenziale:
1 _ cot s

—s
L2y

essendo p, r i raggi di L e ¢ lmc]mazwne di L sulle rette 4,A.

La retta T, posta nel piano determinato dalle tangenti alle L, e L e
perpendicolare alle 4,4, ha per coseni direttivi rispetto alle direzioni prin-
cipali di L:

c0se = sent, C08¢; == — €087 COS 0, coSe, = — cogisend,

con che le (1) (2) divengono:
T aT .
1 + (Tsenz) + ?cosz cosf =0, d—s+senz=0. 3)
Siccome facendo uso di quest’ultima la prima (2) si riduce all’altra:

( +—cﬁe)—|—cosz—0

potremo enunciare il teorema: « per far si che un cerchio mobile si mantenga
in tutte le sue posizioni osculatore a una linea, si faccia percorrere al suo
centro una linea arbitraria L, si orienti il suo piano in modo che la nor-
male ad esso nel centro (asse del cerchio) forme colla tangente, colla normale
principale e colla binormale di L gli angols ¢ cui coseni sono:

cOS?, sen¢cosd, sent - send,

e st dia al suo raggio la lunghezza T, essendo ¢, 6, T tre funzioni dell’arco
s di L definite dal sequente sistema di equazioni dz’ﬁerenzz’ali simultance:

r

2T 4 seni =0, T(%+°°Se)+cosz—0 - +Pﬂseen(4)

(*) Sugli inviluppi di piani e di sfere, § V.
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Dalla terza si deduce:

Cot@——(l—('lﬁ)—P—
r 0’

cid che da:
L_@)
, send . \r ~ as
seng == —? COs¢ = s
2 2 — — — 2 2l
\/sen b4 (r ds) \/seu b+ (r ds)
1 dab
di \/861126+92(?_Fs-) a B sen0 B
ds L ds 1T doy
- %) eerrs o )

Dalla seconda (4) si ricava:

di cos 0

_____cosi ) . aT _ 4 COS ¢

T=— "5, Qonde: o= — (—————)
ds e

e in causa della prima (4):

- d cos?
=75 d_z'+cos0
ds P

Sostituendo in questa al posto di sent, cosd, —Z—:— 1 valori precedenti, dopo al-

cuni calcoli si trova per determinare ¢ la seguente equazione differenziale del

3.° ordine:
senf
\/sen29+p l———)
r
1 db\e 3
_d ¢ (7_?5\ . ®
T ds 1 db 1 dﬁ) senf
— — —cosb sene— lo =
\/SGH20+92(7~ ds) (r 25| 080 T senb g -log ? 1 db
Vet + e\ — 3

Se fosse possibile I'integrazione di tale equazione, non occorrerebbero pilt che
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quadrature per condurre a termine il problema; infatti dall’essere:

=
cost = ! ‘fs—de - 087, = 8en4 cos6 == senecolse e
\/senfe—l-p?(;—a;) \/senfe-{-pz(;_%)
€087, = senisend = sent0 -
sen?f —}-92(1;_%)
T=k—Jnsem'-ds=k— senf-ds -
\/sen?@ -{-92(_1;_0;_9;)

si deduce che gli elementi che determinano il movimento e la variazione di
grandezza del cerchio mobile sono tutti espressi per I'arco s della linea L per-
corsa dal centro, tosto che sia determinato & per s.

L’equazione differenziale (5), che dovrebbe servire a tale determinazione,
¢ del 3.° ordine e quantunque un poco pilt semplice di quella del Serrer, non
& tuttavia integrabile nel caso generale. — Si noti che quando siano noti gli
elementi che determinano il modo di spostarsi e di variare del cerchio mobile,
si pud con tutta facilita determinare la linea inviluppata dal cerchio osculatore
mobile; infatti la linea in discorso & il luogo degli estremi dei segmenti eguali
a T condotti da ogni puntp della linea L e facenti colle direzioni principali
~ di questa linea angoli i cui coseni sono:

sent, — €081 - €080, — ¢0s¢ - send.

CASI PARTICOLARI.
IL

Il luogo L dei centri di curvatura di L, sia una geodetica
sulla superficie polare di L,.
Per essere 0=g, la terza (4) diviene:

cot ¢
p

» donde: cot:=

]

R
S o
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e la (3):
14 (T'sent) =0,

T=a—s=(a—s)\/1+(%)2-

sen¢

d’onde:

Non ci resta che da soddisfare alla prima (4); dall’ultima equazione otte-
arT
ds

[ rggmemod
(==

dz , .
—(0—8)3;3 d’onde:

nuta, calcolando e sostituendolo nella prima (4), si ha:

Ponendo:

la precedente diviene:

xt—1
k7

ds  zdx
a—s a*—1

Di qui, integrando, si deduce:

= b(s — a),

o[

la quale di una notevole costruzione geometrica della linea L.

Infatti si stenda sopra un piano la sviluppabile rettificatrice di L; lo spi-
golo di regresso di tale sviluppabile si trasforma in una linea A e L in una
retta; prendendo questa retta per asse delle £ e la perpendicolare ad essa,
condotta per l'origine degli archi s, per asse delle », evidentemente s diviene
eguale all’ascissa del punto di tragitto per I'asse delle £ della tangente a A;
si avra quindi:

dn
. Ed—i — .

dn
a

Siccome poi % & eguale, come si & visto, alla tangente dell’angolo sotto il quale

la curva L sega le sue rette rettificatrici, sara % eguale alla tangente dell’in-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



72 Pirondini: Sul problema di trovare la curva

clinazione della tangente a A -sull’asse delle £ e quindi:

r_dn,
P df
Sostituendo questi valori nella relazione (6), si ottiene:
— b —a) 20 (2.
br=bG—0) & (dg) ™

Se si pone % = p, seguendo i metodi noti d’integrazione, si giunge alla so-

luzione:

(= E22)ap=o,

la quale da luogo ai due- casi:

dp=0,; r="07F2P, (8)

Il primo da p = costante =c¢ e ad esso corrisponde I’integrale generale:

¥ abe —c?
n=6»———b——’

il quale, rappresentando una retta, & per noi privo d’importanza; il secondo
caso da luogo all’integrale singolare:

n=g &=,

che si ottiene eliminando p fra le (7) (8); esso rappresenta una parabola di
parametro % tangente all’asse delle £ nel vertice e inviluppata dalle rette rap-

presentate dall'integrale generale, quando si consideri ¢ come variabile. Sic-
come in questo caso abbiamo:

. 1 1
COS¢ == - — = 2
\/1+(ﬁ) T +5G—a
?
cos?, = sen¢cosf = 0, COS7, = Senisend — b(s—a)

VI 6°(s —a)

si pud enunciare il teorema: « per risolvere nella sua massima generality il
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di cui & noto il luogo de’suot centrsi di curvatura. 73

problema di spostare un cerchio nello spazio in modo che esso rimanga co-
stantemente osculatore a una linea L, a doppia curvatura, e che percorra col
suo centro una linea L che sia geodetica sulla sviluppabile polare di L., st
prenda una parabola e si infletta ¢l suo piano successivamente intorno alle
sue tangents in un modo qualunque. Si faccia percorrere la linea gobba L, a
cut st riduce la tangente alla parabola nel vertice, dal centro di un cerchio

di raggio T = %Vl + b*(s — a) e st orients il piano di esso in modo, che il
suo asse formi colle direzioni principali di L gli angoli i, 4., i, tali che:

1 s co8i, =0, €08ty = _b6—a) |
\/1 =+ 82 (s — a)?

COSt = ————————
V1 4 b2 (s — a)?

essendo s Uarco di L, a una costante e % il parametro della parabola ».

I1.

I raggi di curvatura di I, si projettino sulle tangenti della linea L,
luogo de’suoi centri di curvatura, in segmenti di lunghezza costante £.

In questo caso dobbiamo avere:

T-seni=rF, )]
¢id che ci da:
% kcosizg—z
= -, T —— %5,
sens sent;

La (3), in causa della (9), diviene:
?

1+%cosi-cos9=0- (10)

le relazioni (9) (10) e la prima delle (4) ci danno T, ¢, 6; infatti, sostituendo
nella prima (4) il valore di 7", si ha 'equazione differenziale:

. cost di
sent — f ——~+-—=20
sen®i ds !
Annali di Matematica, tomo XVII, 10
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4 Pirondini: Sul problema di trovare la curva

da cui con facile integrazione:

. k . .
sens = \/a 55’ essendo @ una costante arbitraria.

La (9) ci da allora:

I=——= VE(a — 23),
e la (10) ci fornisce:
0080 = — ——— bt
Vi(a —k—253)
d’onde:
sen0=\/k(a—k—23)—92, a8 _ p’(a—’k—2s)+p )
k(a —k—2s) a5 (g—k—2s)\Vk(a —k—2s) — p*

Sostituendo questi valori nella terza delle (4), si ha:

1 pla—k—2s8)+op 11 —7 —
ro (a—k—zs)\/k(a.—k—Qs)—pe_l_? ka(a k—29)—¢ =01
Dunque: « per far in modo che un cerchio mobile si mantenga sempre
osculatore ¢ una linew L,, colla condizione che i raggs di curvatura di questa
st projettino in segmenti costanti k sulle tangenti della linea L, luogo des
centri di curvatura di¢ L., st faccia percorrere al centro del cerchio mobile
una linea L per la quale sia verificata la relazione (11), si orient il suo
piano talmente, che Uasse del cerchio formi colla tangente, colla normale prin-
cipale e colla binormale di L gli angoli i, i,, i, definiti come segue:

cosz_\/a_k—2s, 0087y = — £ R
a—2s V(e —2s)(a —k — 25)

k(a—k—2s8)—¢?
(@ —2s)(@a —k—28)

COS Ty ==

¢ si dia al cerchio mobile il raggio T =\k(a — 2s) ».

Se L & piana, }r-=0 e (11) diviene:

’ , 28+ 2k—a
PP e = FEs T E—a),

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di cui & noto il luogo de’suoi centri di curvatura. 5

la quale, col porre y =p% si trasforma in un’equazione differenziale lineare
del 1.° ordine facilmente integrabile. Essa da infatti:

k
P=83'(23+k__a)2’ '\/b+2kf (28+,7:2;—a)1—-k ,ds,

la quale, esprimendo il raggio di curvatura di L in funzione dell’arco, de-
termina completamente questa linea; il problema & quindi, nel caso particolare
considerato, completamente ridotto alle quadrature.

I1I.

Il luogo dei centri di curvatura della linea L,
sia una trajettoria isogonale delle generatrici
della sviluppabile polare di L,.

Dalla prima (4) si deduce, integrando:
T=a—sens-s,
e la seconda (4) diviene:

ciog, in causa della precedente:

COS?
c0sf = — " .
g+ 8eNi—a

Da questa si deduce:

V(s - sens — a)® — p?cos®s
b

senfd =

s-seni—a
d [o'(s - sens — a) — pseni]cosi
—_— = —— b
ds (s seni— a)|(s- sens — a)® — pcos?s

e sostituendo questi valori nella terza (4), si ha:

[¢' (s - seni — a) — p - sens] coss cots \/(s - seni — a)® — peosts
(s-seni — a)\/(s- seni — a)* — p2coss P §-seni—a

1__
=

Tale & la relazione che lega i raggi p, » della linea L, quando abbia luogo
la proprietd detta.
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Se la linea L & piana, -:;= 0, e la precedente diviene:

pp (s -sent — a) + p*(cos®¢ — sen?s) + (s - seni — a)® =0

la quale si rende lineare del 1.° ordine, e quindi perfettamente integrabile,
collo stesso metodo del caso precedente; il problema & quindi, in questo caso
particolare, completamente ridotto a quadrature.

IV.

I piani osculatori di L formino coi piani tangenti
della sviluppabile polare di L, un angolo 6 costante.

La terza delle (4) d& in questo caso:

, rsend . e
SNt = —————————" CO8? == ——————
Ve® + 2 sen® Ve? + r¥sen?d
le quali offrono:
di \/92 -+ r?sen’t d P
ds rsenf ds \[o? F r?seng

La prima (4) da:

T=a—fseni-ds=a—J—r—se$
Ve? + r2sen?
e la seconda:

0S4
T=—cs di
4 ds
. e?rsenb
- d ——‘—"
P(Pz‘|“"2sen2e)d_s' . m—rsenecose\/ﬁ—i—ﬂsenge

Eguagliando i due valori di 7', si ottiene:

il

__J rsen 0
Ve - r2sen®f

p*rsend

d —_—
9(92 + 7’2561120)% . 'V_—P?__l_ 'iTse'n'z—e — rsenb COSQVP2 + r2sen?f
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Questa & la relazione da cui devono essere legati i raggi p, r della linea L
onde abbia luogo la proprieta voluta.
Se la curva L & un’elica cilindrica, si ha:

f= cotw,
r

essendo « I'inclinazione costante dell’elica sulle generatrici del cilindro; allora
risultando:

rsenb 5= sen . d P —0
Vo? + r2sen?6 Vsen®d  cot?e as \[o* 4 r¥sen?d ’

la precedente relazione si riduce alla seguente:

a sen 0 peotw
— . —_— — ’
Vsen2f -+ cot?o cos 0 \/sen?6 + cot’w

da cui si ricava:

p = sengcosftangw - s — acosbtang w\sen?6 4 cot*w.

Questa relazione dimostra che l'elica L & cilindro-conica. Ora chiamando p,
il raggio di curvatura della spirale logaritmica sezione retta del cilindro, w,
I'inclinazione di questa curva sui raggi vettori che escono dal polo e s, I'arco
di essa, si ha (poich® p, = cotw,- 8,

o= po_ cotwo-se  cObex So cot e
senfo sen®w ~ Sen® Senw  senw

la quale, confrontata colla precedente, di:

cot 2cot, t
O . d'onde: senQp— XL COte

sengcosftangw =
seno senw

Di qui si ottiene:

]

1 2 — 2 _ 9 )
senf — ——_/Sen’e \sen2e — 4 cot2wo cot?n
Senw 9

086 — se111 \/sen% + {sen?w — 4 cot2wo cot’e )
®

2
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78 Pirondini: Sul problema di trovare la curva

e percio:
oS¢ cose
\/% {14 cos?w — \sene — 4cot2wocot?m)
cosi Vsen*w — sena - 4 cotZwo cot?n
q f—
1
2seno \/§ {1+ cos?e—\/sen?o — 4 cot®ws cot?w)
(12)
008 sen?o — \sen?w — 4 cot?wo cot? »
2 ==
1
2 senw\/é {1+ cos®o — \/sen2w — 4 cotwo cot?w}
T —a—s sen’o — |\ sen?o — 4 cotZwo cot?w

1+ cos?o — \/sen?o — 4 cot?ws cot?e |

Si ha dunque il teorema: « fra le eliche che si possono considerare come
il luogo L desi centri di curvatura di una linea L, dello spazio, solamente le
cilindro-coniche hanno la proprietd che ¢ loro piani osculatori segano la svi-
luppabile polare di L, sotto angolo costante. Se w,, w sono le inclinazion:
(costanti) della spirale logaritmica, sezione retta del cilindro contenente Velica,
sui raggs vettori uscents dal polo e dell’elica sulle generatrici del cilindro, dl
raggio T del cerchio mobile, percorrente col suo centro la curva L, é dato dalla
quarta (12) e gli angoli ¢, i,, 4., che Uasse del cerchio fa colle direzioni prin-
cipali di L, sono definiti dalle prime tre (12). »

V.

La linea L sia trajettoria isogonale delle rette polari di L,
e il piano osculatore di L seghi la sviluppabile polare di L,
sotto angolo ¢ costante.

Le relazioni (4) divengono, se si suppone ¢ costante e ¢ costante:

arT . T . 1 cots
%--l-senz—o, ?OOSQ—}-COSZ:O, ;_—P—-senﬁ,
dalle quali si deduce:
__(s-seni— a)cosb , (s-seni — a)cothtang?
- , — .

T=a—s sent . -
! cOS ¢ oS¢
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Siccome da queste si ricava:

fT = send cot ¢ | costante,

e i raggi di curvatura e di torsione di L sono funzioni lineari dell’arco s,
si conclude che la linea L & un’elica cilindro-conica.

Se si rinnova il calcolo fatto precedentemente, si trova che le formole (12)
che danno i valori delle quantitd cos, cosé,, coss,, T’ rimangono inalterate;
e percid si potrd enunciare il teorema: « facendo muovere un cerchio nelle
condiziont espresse dall’enunciato del teorema del caso particolare IV prece-
dente, si ha la soluzione piv generale del problema quando si supponga che
la linea L, luogo dei centri di curvatura di L,, sia una trajettoria isogonale
delle rette polari di L, e i piani osculatori di L formino un angolo costante
colla sviluppabile polare di L, ».

Gli esempi esposti mostrano a sufficienza come, nei casi particolari del
problema che ci occupa, sia spesso pill conveniente ricorrere alle equazioni (4)
anzi che alla (5), perche la sua complicazione non permette, il pit delle volte,
di ridurla integrabile; questo & appunto I'inconveniente che presenta I'equa-
zione risolvente del signor Serrer.

Parma, dicembre 1888.
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Sullo sviluppo
delle funzioni ¢ abeliane dispari
di genere 3.

(Memoria I di Ernesto Pascan, in Gottingen.)

Questo & il primo di una serie di lavori, che mi propongo di pubblicare
in questo giornale, sulla teoria delle belle funzioni ¢ abeliane, scoperte ulti-
mamente dal Kreis.

Il conseguimento di un posto di studio all’estero nei semestri d’inverno
e d’estate 1888-89 avendomi fatto venire qul a lavorare nella scuola del
prof. Kuewy, mi ha dato il mezzo di iniziarmi in ricerche di questo genere.

To credo di non ingannarmi affermando, che in Italia le ricerche sulle
trascendenti superiori sono assai poco coltivate, e parmi che non ci sia che
il Brioscur che se ne occupi assai lodevolmente; onde, non fosse altro che per
la novitd, io nutro la fiducia di destare qualche poco di interesse fra i”miei
amici e maestri d’Italia.

Scopo di questa prima Memoria & di trovare la espressione del termine
di 3.° ordine della funzione ¢ abeliana dispari corrispondente ad una curva
di 4.° ordine di genere 3.

Nella seconda Memoria, che & gid compiuta, io passo alla ricerca delle
formole ricorrenti per i termini seguenti dello sviluppo, giovandomi delle ultime
ricerche, sulle equazioni differenziali delle o abeliane, del mio amico pro-
fessore WiLTHEISS.

Per la natura stessa del mio lavoro io sono naturalmente costretto a sup-
porre nel lettore molte cognizioni, ma non al punto che possa esimermi dal
dare in breve un cenno delle teorie affatto nuove di Kuew, o almeno, di quella
parte che mi occorre.
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82 Pascal: Sullo sviluppo delle funzioni o abeliane dispari

Prima di chiudere questa breve prefazione, io debbo scioglicre un debito
del cuore. To sento il bisogno di esprimere qui pubblicamente davaunti ai miei
concittadini, al mio illustre maestro prof. Kueix tutta la mia gratitudine, e
sono solo e assai dolente che le mie povere forze non mi bastino ad assicurare
le espressioni di questa mia riconoscenza ad un piu stabile e durevole mo-
numento.

§ 1. Integrale normale di 3.* specie.

Supponiamo una curva di 4.° ordine di genere 3, come curva fonda-
mentale per la trascendente abeliana, af=0.
Prendiamo per integrali di 1.* specie:

T [ Y D

dove dmz=(k;3j:), indipendente da %, e i limiti inferiori corrispondono a
4 punti in linea retta sulla curva.

Riguardo all’integrale di 3.* specie, cioé quello che ha luoghi di infinito
logaritmico, sussiste per il caso della trascendente abeliana la rimarchevole
proprieta che esiste gia per gli integrali iperellittici, e fatta osservare da Ky,
che ciod fra gli infiniti integrali di 3.* specie che si possono formare ve n’®
uno solo di cui il numeratore sia un razionale intero, covariante della forma
fondamentale (*).

Riguardo alla forma poi che ha un tale integrale di 3. specie, essa non
& stata ancora trovata in generale, ma solo nella ipotesi particolare che la curva
fondamentale sia priva di punti doppii.

In tale ipotesi (che & quella appunto del resto che noi qui dobbiamo ne-
cessariamente fare per la curva di 4.° ordine, acciocch® essa possa essere di
genere 3) il Pick ha trovato la forma dell’integrale normale di 3.* specie (**).
Si ha propriamente, chiamando @ questo tale integrale di 3." specie normale

(*) KLeN, Math. Ann., Bd. 27, pag. 446.

(¥%*) Pick, Ueber Abelschen Functionen, Math. Ann., Bd. 29. — Sitsb. der Kais. Akad.
der Wissenschaft, za Wien, Bd, 94, 1886, Nel Bd. 94, I Abth., si trova, dello stesso autore,
la ricerca dell'integrale normale di 3.* specie per il caso degli integrali binomii, cioé di

quelli integrali corrispondenti alla curva af = f(#, x,).
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(se f=oaz & la curva fondamentale):

n—1
i 7& v n—y v—14 vy—i n—y—1 7n—9y
Z“h“’ et = B a T T g (k4
= f f n(haz)e aGa;t ayayt

y ¥

2 (2! )
=f f n(ﬁzz’)z d(l)zd&);'c
y v

Le proprietd speciali che caratterizzano univocamente il @ sono:
1. ® & un covariante intero razionale di f e di 2.° grado nei coeffi-

cienti di f;
2. B di 2° grado in A;
3. Di n— 1™ grado in 2z e 2';
P
4:, ———
(A LT
5. I residui di @ corrispondenti ai punti d’infinito Jogaritmico sono + 1,

¢ indipendente da #;

Questo integrale normale @ & la generalizzazione diretta dell’integrale
normale di 3.* specie:

fuj,w&o(so-so')d?d?’,

del caso delle funzioni ellittiche.
Nel caso della curva fondamentale di 4.° ordine I'integrando @ ha la forma:

n—y—i = N-Y 9
-a;a

D=2alay-alan+2a%aan- a0 ,ah—Zaha"“a e

S1 noti infine che I'integrando di @ & simmetrico in ciascuna delle due variabili.

§ 2. Costruzione delle forme principali Q(z ¥).

E gia nota I'importanza caratteristica di queste funzioni dei due punti
z, y della superficie di Riemany, introdotte gid da Kruem nella teoria delle fun-
zioni iperellittiche (*), e chiamate da lui Pramausdriicke ovvero anche formes
principales. — Esse hanno sulla superficie di Riemany la sola radice semplice
=1y e non sono mai infinite.

(*) Gottinger Nachrichten, 5 Nov, 1887. — Math. Ann,, Bd. 32,
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Per la superficie generale di Riemanx (ciod per il caso generale abeliano)
il Kuev ha ultimamente mostrato che si possono costruire anche di tali forme
principali (*).

La loro forma & (riducendo opportunamente quella data dal Kuemw nel
citato luogo dei Comptes Rendus):

! pat 1 )0
' g Ct”y"

1 @ o

(Exy) ?,wa Oy F 0y %

Q(xy):\/s—_:—?e ’
@, 0 Oy, 0,

24

limitandoesi alla curva di 4.° ordine e intendendo per (=" y)) (" y") (=" y")

rispettivamente i punti d’incontro delle rette k2 %y colla curva, essendo % un
punto arbitrario nel piano della curva di 4.° ordine.

Questa @ & indipendente da % (**) ed & di ——% dimensione in z e ¥,

rispettivamente.

§ 3. L’integrale di 3.* specie HZ?.

1 molto utile, per i calcoli che dovremo sviluppare in seguito, di intro-
durre in luogo di ¢ quest’altro integrale di 3.* specie, che si forma facilmente
per mezzo di .

Definiamo:

sy _ (hxxt) (hyyi) &y
ny lo (},xyi)(kyxi) xy °

Si sa che @ ha i punti d’infinito logaritmico:
e=a  y=y' w=y y=2

e 1 residui corrispondenti a questi oo sono rispettivamente =+ 1.

Quindi & chiaro, per la formazione di H, che esso non ha pilt i punti
d’infinito logaritmico %, y?, ma perd ha acquistato per punti d’infinito loga-
ritmico 1 punti in cui le rette hz, hy tagliano ancora la curva; tali punti si
chiamino rispettivamente & &" £''; 5’ 4" »''. Supponiamo ora un altro punto %
e congiungiamolo con x y e si abbiano le altre coppie di punti z'y', 2" y",

e e

z" y"”. Applichiamo all'integrale I il teorema di Aser per i punti corre-

(¥) Comptes Rendus, 11 Janvier 1889, pag. 136.
(¥¥*) Vedi Picg, Op. cit.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di genere 3. 85

siduali:
[ " Uil

x x X x
y y' y'l ylll,
(si noti che possiamo applicare il teorema di ABeL perch® x y non sono punti
d’infinito di H).
Si ha allora:

(k&) (ky“ni)]
2y 4 ¥ H” ?/ ALY AN
HZY + S HZY =log [{I Gz (hy T

essendo appunto i punti & »* i punti d’infinito di H.
Da questa formola si ricava:

\ o (hxad) (hyy) (ky&) (kzy?) P
—VorY 1] : . : ~ = — H7.
L0 +logll G Gy ey Gyyed) — L

Se ora facciamo coincidere il punto A col punto %, i punti £ »* verranno a
coincidere coi punti z¢ y% e resta solo:

302 = HE = Hizy).

xy

Mediante questa formola la espressione Q diventa semplicemente:

1
Q(xy)=V3—-—_—__—3—- e .
a} ay - alap

Si pud anche facilmente trovare la espressione dell’integrando di H.
Giovandosi della formola:

(hzxx') (hyy") ffx (hzd2)(h2' d2"
(hxy )(hyx) (hzz')

log ————=2—

si pud ricavare:

,naha"—‘- ha: s‘ahavianv aha -9 v1+zaha—-1 'n-vi.a'n—v v

z

H”‘JJ n- iz

> (kzd2) (2 dz2)

apalt ayaht (*-

(hzdz) (R2'd2')

1 »
a a¥ ' apd

poiché ciascuno di questi fattori ¢ indipendente da 2, pud mutarsi a piacere nell’uno A
in % e nell’altro & in X',

(¥) Bisogna in primo luogo porre in Q, k =%’ = %, allora viene
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86 Pascal: Sullo sviluppo delle funzioni o abeliane dispari

Nel caso della curva di 4.° ordine si ha in particolare facendo h,=h, =0
hy =1 e lo stesso per le k, k'

ey — j & (zdz)(z (2d2) (2" dz)
Y T 4(z2)y

dove le 2 comprese nei determinanti binarii si riferiscono agli indici 1, 2, e
atay ay-b, 0% b, 3 azal talT b0

+ X

: _Z
aSa;- b by AT a1

P=2—2

H

espressione che inseriamo qui perché ce ne dobbiamo servire in seguito.

§ 4. Fattore M per la formazione delle funzioni o.

Colle forme principali Q si costruisce un'espressione che Kieiv ha chia-
mata M e che, come egli ha dimostrato ultimamente nei Comptes Rendus, entra
come fattore nella formazione di futfe le funzioni ¢ abeliane pari e dispari (¥).

L’altro fattore & quello che fa fra loro differenziare le diverse o, ed esso
dipende dalle curve di contatto e ne parleremo in seguito.

Perd prima d’andare avanti ci pare utile una osservazione per il lettore
che non sia molto addentro in questo genere di ricerche.

Il Krev nei suoi lavori pubblicati nei Comptes Rendus parla sempre di
funzioni ® e non delle o. Ci pare utile accennare in che consiste la differenza
secondo 1 nostri punti di vista.

Noi formiamo I'Q e quindi I’ M giovandoci dell’ integrale normale di
specie Q.

Se invece di esso si sceglie un qualunque altro integrale .di 3.* specie si
arriva in fine anziché alle funzioni o alle ©, le quali dunque in questo senso
vengono ad avere come caso particolare le o. L’altro fattore poi che insieme
ad M forma tutta la funzione © o ¢ & lo stesso sia per la © che per la cor-
rispondente .

Per la formazione del fattore M il Kueiy introduce le cosiddette forme
medie.

" Limitiamoci per fissare le idee al nostro caso delle curve di 4.° ordine.

3.2

(*) Comptes Rendus, 11 Febbraio 1889.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di genere 3. 87

Consideriamo una retta a, = 0 che taglia la curva nei 4 punti ¢ ¢’ ¢" ¢*.
La espressione:
1;Q (xti
m(z) = S 2h),
Gz
non diviene nulla né infinita in alcun punto della superficie di Riemany; essa
si chiama la forma media (¥).
La espressione M & allora:
T o (t
M = ——-)——- ’
- NIQ(xtxd)
dove % sono i quattro limiti superiori degli integrali di 1.* specie.
Naturalmente, potendosi dimostrare che mi(x) & composto di un fattore in
z e di un altro dipendente solo da ¢ arbitrario, la M sard determinata a meno
di un fattore costanie arbitrario, e quindi la stessa indeterminazione vale per
le funzioni abeliane a cui giungeremo. Di questa indeterminazione non ci oc-
cuperemo affatto.

§ 5. Cenno sopra le curve di contatto di 3.° ordine di una curva di 4.°
Determinante D.

Passiamo alla considerazione dell’altro fattore D che entra in o e che &
quello che si differenzia da ¢ a o. Esso dipende dalla considerazione delle
curve di contatto della curva di 4.° ordine. Nel caso delle funzioni iperellit-
tiche si sa che esso dipendeva invece dalla considerazione delle diverse scom-
posizioni in due fattori, che si potevano effettuare, della forma f(z) di 2p 4- 2™°
grado. '

Si sa che vi sono 64 sistemi di curve di 3.° ordine che toccano in 6
punti una data curva di 4.° ordine (*¥); ciascuno di tali sistemi & al massimo
triplamente infinito. Questi 64 sistemi sono fra loro distinti nel senso che non
si pud passare in un modo continuo, e passando sempre per curve di contatto,
da una curva di un sistema a una di un altro.

(*) I Keein dimostra che tale forma media a meno di un fattore dipendente solo
da ¢, dipende solo da x (lezioni, semestre d'inverno, 1889).

(*%) Vedi fra le altre opere CremscH, IlI, pag. 249 (ediz. francese). Per le relazioni fra
le funzioni abeliane e la tcoria delle curve di contatto vedi WEBER, Abelsche Functionen
von Geschlecht 3; e NoETHER, Zum Umkehrproblem in der Theorie der Abelschen Fun-
ctionen. Math. Ann., Bd. 28.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



88 Pascal: Sullo sviluppo delle funzioni o abeliane dispari

Se ¢, ¢ 95" ¢ sono quattro curve di un sistema, ogni altra dello
stesso sistema pud sempre porsi sotto la forma irrazionale:

@V + Vo + o Vg +a" V")
Il determinante D si forma prendendo appunto quattro curve di contatto
di un sistema e formando:

Vo' @) V' (@) V(@) Vo™ (@)

Vo' (%) oo o Vs (27)

A ciascuno di questi sistemi di curve di contatto di 3.° ordine corrisponde
una delle 64 funzioni ©® o o abeliane. T noto ancora che questi sistemi si
dividono in due classi.

28 di essi hanno la proprietd che i 6 punti di contatto di una delle loro
curve insieme col due punti di contatto di una delle 28 tangenti doppie
stanno su di una conica. Ciascuno di questi 28 sistemi corrisponde dunque
univocamente ad una delle 28 tangenti doppie. Le o corrispondenti sono le ¢
dispari.

Gli altri 36 sistemi danno luogo alle 36 o pari. Esse hanno la proprietd
che 1 12 punti di contatto di due curve dello stesso sistema sono situati su
di una curva di 3.° ordine (¥).

Infine dobbiamo ricordare le forme speciali sotto cui & utile porre I'equa-
zione della curva fondamentale di 4.° ordine secondoché si intenda considerare
un sistema piuttosto che un altro di curve di contatto.

Per i 28 sistemi della 1.* classe, se chiamiamo D, = 0 la tangente doppia
corrispondente, ®% = 0 una delle curve di contatto, e Q=10 la conica pas-
sante per i 6 punti di contatto di ®} =0 e per i due di contatto di D, =0,
I'equazione generale della curva fondamentale avrd la forma:

D, 0% — (@) =0.
Ogni altra curva di contatto dello stesso sistema &:
O; + 2400 + (2)! Do =0
e la conica corrispondente sara:

va “l" (PxDm = 0,

(¥) Cuesscn, III, pag. 249,
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dove ¢ =0 & una retta arbitraria del piano. Da questa espressione si vede
appunto (poich® in ¢, entrano tre parametri arbitrarii) che ogni sistema &
triplamente infinito, come abbiamo detto avanti.

Nel caso di uno dei 36 sistemi della 2.* classe diamo alla curva di 4.° or-
dine la forma datale da Hesse nelle sue ricerche sulle reti di quadriche nello
spazio (¥).

Consideriamo &; come le quattro coordinate omogenee spaziali, e le i
come le tre coordinate omogenee planari, e consideriamo la rete di quadriche
espressa simbolicamente da:

0=0ayal="0yBi="--

la espressione:
(13; bmc‘/pdx(dﬁ”/a)z = O,

& una curva di 4.° ordine generale. Le curve di contatto in questo caso non
sono altro che:
Ugbucs(aByup =0,

dove u rappresenta 4 parametri omogenei arbitrarii. — La cubica che con-
tiene i 12 punti di contatto di due curve dello stesso sistema, 1’una corrispon-
dente ai parametri » e l'altra ai parametri v, &:

azbycz(aByu)(afyv)=0.

§ 6. Proprieta caratteristiche delle funzioni o.
Covarianti irrazionali di Klein.

Le funzioni ¢ definite in funzione dei limiti 2 degli integrali di 1.* specie
sono funzioni degli stessi integrali di 1.* specie w.

E noto che, nella teoria delle funzioni o iperellittiche, le ¢ considerate
come funzioni delle w, sono covarianti non propriamente della forma fonda-
mentale f, ma delle due forme ¢ ¢ il cui prodotto forma f, proprietd interes-
santissima trovata per la prima volta dal Kremv (*¥).

Ora le nostre o abeliane formate appunto con quel tale speciale integrale
di 3.* specie @, la cui essenza & precisamente quella d’essere un covariante

(*) Hessg, Crelle’s Journal, Bd. 55.
(*¥*) KuEwy, Math, Ann,, 27, pag. 450.

Annalt di Matematica, tomo XVII, 12
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(trascendente) della curva di 4.° ordine, godono anche della proprieta inva-
riantiva, ciod i diversi termini dello sviluppo in serie di ¢ in funzione delle w
sono covarianti. Ma di quali forme fondamentali ed in che senso?
Consideriamo il caso delle o dispari.
Se nella quartica fondamentale

Do — =0,
faccio le sostituzioni in luogo di @ e Q:
 — 2420 + ($) Da
Q—4zD,,

si vede che la curva fondamentale rimane inalterata. Intanto queste sono ap-
punto le sostituzioni, come abbiamo visto nel paragrafo precedente, colle quali
da una curva di contatto di 3.° ordine ® si passa ad un’altra dello stesso si-
stema; per tale cangiarsi della curva di contatto nel proprio sistema, la ¢ ap-
partenente a quel sistema di curve di contatto individuato da una speciale
delle 28 tangenti doppie, deve restare inalterata; i diversi termini dello svi-
luppo della ¢ sono funzioni razionali intere dei coefficienti delle tre forme
Q% Dy @ e debbono rimanere inalterati per quelle tali sostituzioni. Essi sono
covarianti della forma fondamentale nel senso che restano inalterati per quelle
tali sostituzioni per le quali appunto resta inalterata la forma fondamentale;
in una parola sono covarianti irrazionali della forma fondamentale, perche
d’altra parte i loro coefficienti non sono funzioni razionali dei coefficienti della
quartica (¥).

Di questa proprietd estremamente interessante noi ci serviremo in seguito
per trovare il 2.° termine dello sviluppo delle & dispari.

Passando alle ¢ pari si vede analogamente che la forma fondamentale e
le curve di contatto sono covarianti in # della forma rappresentante la rete di
quadriche, azat = 0.

Dunque con una trasformazione lineare che trasformi in s& stessa questa
rete di quadriche, la curva di 4.° ordine resta inalterata, e una curva di con-
tatto di 3.° ordine si trasforma in un’altra avente un altro parametro u, ciod
in un’altra dello stesso sistema.

(*) Sui covarianti irrazionali nel senso che ci occorre qui di considerare, vedi una breve
Nota di Krein nei Gottinger Nachrichten, Mai 1888.
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I termini dello sviluppo delle o pari sono covarianti drrazionali della
forma di 4.° ordine nel senso che sono covarianti (solo nelle variabili ternarie x)
delle reti fondamentali di quadriche (¥).

Accenniamo appena queste proprietd, non potendo su di esse trattenerci.

§ 7. Di un caso particolare degli integrali di 4.2 specie.

Noi finora abbiamo supposto gli integrali di 1.* specie composti di 4 ter-
mini ciascuno, corrispondenti a 4 punti &’ " ' 2" della superficie di Rieman.
Questa & la forma generale degli integrali abeliani di 1.* specie, e i tre in-
tegrali sono cosi fra loro indipendenti.

Ma si pud considerare un caso particolare di estremo interesse per quello
che diremo in seguito.

Consideriamo gli integrali di 1.* specie:

X @x x
w‘ =J( dw‘ w2 =f dW2 w:; =I dW3 .
y Yy ¥y

Questi 3 chiaramente sono legati da una relazione, perché sono tre funzioni di
due soli punti della superficie di Riemany z 4.

Tale relazione y(w, w, w;) & una serie sviluppata secondo le potenze
delle w. Di tale relazione si & occupato il FroBesus in un lavoro ancora inedito,
come mi ha comunicato il prof. Kiemv. B facile vedere che il primo termine
non pud essere che una espressione contenente per fattore ai; quindi almeno
di 4.° ordine nelle w.

Infatti se noi facciamo indefinitivamente avvicinare i due.punti 4 = po-
nendo:

y—a+ds,
allora le w si riducono ad una serie espressa nelle z il cui primo termine &:
z,do, zdw, Zs d w.

Se sostituiamo questi valori nell’espressione y(w, w, w;) = 0 questa deve na-
turalmente (percht dalle w passiamo alle z) restare identicamente soddisfatta,

(¥) Si intenda sempre naturalmente che le tre variabili @, x, x; omogenee, si sosti-
tuiscano coi tre integrali di 1.* specie,
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arrestandoci solo al suo primo termine; ciod il suo primo termine deve essere
zero. Ora le z sono legate solo da a4 =0, dunque il suo primo termine deve
avere per fattore aj,.

Dalle considerazioni precedenti si ricava, che se formiamo le o per il caso
speciale di quelli integrali di 1.* specie (e il modo di formazione lo vedremo
adesso), allora possiamo dire che sono anche generali i termini di un grado
minore del 4.°; in altri termini noi possiamo trovare i termini di un grado
minore del 4.° per il caso speciale, e affermare con sicurezza che essi termini
rimangono gli stessi per il caso generale. Questa & un’assai notevole sempli-
ficazione per quello che dovremo fare in seguito.

§ 8. Espressione delle funzioni ¢ per il caso speciale.

Limitiamoci semplicemente (non occorrendoci altro) al caso delle o dispari.
Allora la ¢ si definisce:

O'(wl W, wa) = VD(L'D?/ * Q(xy)7

dove D & al solito la tangente doppia corrispondente.

T chiaro che il primo termine dello sviluppo in funzione delle w & D,
come si vede facendo avvicinare indefinitivamente y ad x. La ricerca del se-
condo termine, sard l'oggetto delle prossime considerazioni.

Tale secondo termine sard di 3.° ordine nelle w. Ricerchiamo prima in
generale di che gradi nei coefficienti delle tre forme ® @ D debbono essere

i varil termini. Poniamo:
w2 p 254t

0(w1 W, wa)=Dw+E(D7 Q, P, w )5
dove le lettere poste sopra a D, Q, ecc., rappresentano i gradi a cui entrano
i coefficienti di quelle forme.

Con due semplici considerazioni possiamo trovare che p p' p” sono legati
da due relazioni. Mutiamo:

D i ¢ D
Q in pQ
D in e ®.

Allora la quartica si moltiplica per p® Le w si moltiplicano per %; la D ri-
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manendo moltiplicata per p, la D, sard moltiplicata per % » e la ¢ dovendo
rimanere inalterata a meno di un fattore si ha che essa verrd a moltiplicarsi
per % Intanto un termine qualunque verrd moltiplicato per p elevato ad un

esponente:
w e+ 2p —20@0+ 1),
onde:
e 2 —4r—-2=—1
Analogamente mutando:
) in o
Q in e Q,

si ha:
24 +2u — 2@ F 1) = —2,
onde infine:
p'=2141—p
p.' =2 —p.

§ 9. Sviluppo in serie dell’integrale di 3.* specie H
nell'intorno di un punto dato della superficie di Riemann.

La ricerca che ¢i proponiamo in questo capitolo & di trovare lo sviluppo
in serie dell’integrale di 3.* specie H, quando sia gli argomenti che i para-
metri si avvicinano indefinitamente ad un certo punto (z); anzi, poich® non ci
occorre altro per quello che dovremo dire in seguito, limitiamo la ricerca allo
sviluppo di H;Y quando z y si accostano nell’intorno di un punto determinato,
cid che ¢ lo stesso, quando y =2 + dx.

Per far questo poniamo nell'integrando di H, che & una funzione di 2 2/,

2=z+¢

zl — x + C',
perd bisogna tener ben presente che le 2z e quindi le = ¢ £ sono variabili ter-
narie.

Da ora in poi ci fard comodo di non usare pili le tre variabili omogenee,
ma di porre sempre eguale ad 1 quella coll'indice 2, e inoltre di considerare
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sempre la variabile coll’indice 3 data in funzione di quella coll'indice 1 per
mezzo dell’equazione della quartica. Allora una funzione di 2z 2/, o in altri ter-
mini di 2, 2, 2, 2 si considererd solo funzione delle due variabili 2, 2.

B facile allora vedere la legge di formazione dei diversi termini dello
sviluppo di una funzione di z 2', quando ambedue le variabili si suppongono
nell’intorno di un medesimo punto 2. Avendo fissato di considerare una fun-
zione di z 2’ solo come funzione di z, 2,, gli incrementi ¢ ¢ saranno corri-
spondenti dunque solo a queste due variabili.

Ponendo in generale:

si ha, se teniamo presente la espressione @ di § 3 e poniamo ¢ = 2 4 ¢(22):

— [0, f(®)]e [@, f(2)]a
0(s 7) = 2+[q>\zz)w Loy 4 BT 4

+2([?7”3{z()z) 1@ )) fs(x)
_!_2([‘?5f(2)] f(z )) f3(a-)

HEE oL mme+]

dove con f; abbiamo indicata la prima derivata rispetto ad z, della funzione
che & il primo membro della quartica fondamentale f= a} = 0. Inoltre col-
'indice # posto a piede delle parentesi, si intende che dopo fatte tutte le ope-
razioni indicate, bisogna porre tutte le variabili eguali ad z.

Ora ¢ facile verificare, tenendo presente che f(z)=0, che 2 + ¢(22),=0.
Di qui si ricava auncora che lo sviluppo di ® deve essere tale che ponendo
¢ =1¢ deve ridursi a zero; quindi deve essere divisibile per ¢ — . Ma noi
possiamo dire ancora dippil. Noi osserviamo che ® & simmetrico in 2z 2/, e
quindi lo sviluppo superiore deve essere simmetrico in ¢ ¢'; ma intanto deve
gia contenere per fattore ¢ —¢', dunque deve contenere necessariamente ancora
un altro di tali fattori, quindi possiamo senz’altro conchiudere che lo sviluppo
di @ deve contenere per fattore (£ — ¢')® (*). Cid porta le seguenti conseguenze.

(*) Un fatto perfettamente analogo si ricava negli sviluppi in serie dell'integrale @
iperellittico. Vedi al proposito BurkHARDT, Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen. Math,
Ann, Bd. 32, pag. 389.
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1. Che i termini di 1.° ordine dello sviluppo superiore debbono scom-
parire, cid che del resto possiamo effettivamente verificare. Dimostriamo ciog

appunto che:
[¢, F(&)]e=

Ponendo infatti:

(2 7) = (22"
? folz) s (&)’
51 ha:
_ W, N =) (s f)
& )= fs2)fs(2)  f3(2) f3(2)
Ora:

by = —4aa,a,(af)bsdib, — 200, a0, 0L (b f) +
+ i (v —Datada,* (af)bL b4 + (4 —v)azai el b 85 (0f)1
v=1

indicando con (af), (bf) le espressioni:

02— 0, 2)

dwz 25$1
87" of
(b‘ e 9?)

Per 2 ==2' =z si ha dunque, essendo af =105=0

4, )=—5E N

Intanto
. 1
$(22)e =—73 I3

onde appunto
9y )a=0.

2. Che basta calcolare sclo il coefficiente di ¢, perché gli altri termini
di 2.° ordine debbono essere tali che tutto 1’assieme dei termini di 2.° ordine
dia un’espressione (che non pud quindi essere altro che il coefficiente di ¢?) mol-
tiplicata per (¢ — &)
Con queste osservazioni lo sviluppo di @, arrestandoci ai termini di 2.° or-
dine, lo possiamo scrivere:

[(?’f(z)J ___’2
o= (T8, 1) e+
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Questo genere di sviluppo & del resto perfettamente d’accordo colla for-
mazione dell’integrale normale di 3.* specie @, in quanto che si & detto che
i residui che @ ha nell’intorno dei punti d’infinito sono + 1, ciod che esso di-

atdt

venta infinito comeff 775 Per ¢ =1{y ora, ricordando la formazione di H

per mezzo di @, cio¢ che esso & formato da @ togliendone i termini d’infinito

e facendone comparire altri, si capisce a priori che ® deve essere divisibile

per (¢ —¢)?, altrimenti H avrebbe un infinito in 2=2', cid che non pud essere.
L’integrale Hy? dunque diventa:

RTOLY, SR

FHED (9, £) 1,
¢ —1+16( 13 f)wfs(x)‘:-i—.

§ 10. Sviluppo in serie di ¢ e degli integrali w
secondo le potenze di &.

Con principii e notazioni perfettamente simili a quelle del paragrafo pre-
cedente, noi abbiamo i seguenti altri sviluppi (sempre per y = 4 &):

1

(0D = DL DL ¢ LD, p) ey ]

2 DE /3 () D*fy

1 1 1 (fs, f) 1((fsf)
== 1_._____ —_— — 2 “ e
V/fs(y) st(a:)[ 21 ° 4( fZ f)stC }

e quindi infine:

0 == Do+ g [ D) + Datin)]

+[ 16f"((?ff)’f) ((ﬂ, . f)_

415" f3
(B0 ) e
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In simile modo si hanno le altre formole:

1 L _ (6N, L), A1,
GRS 2(f§ f)fsc+

— f‘ __(f_“ )lz ce
. Ry = f ¢ 2 ’ 7 &+
indicando con f, la derivata di f rispetto ad «,.
Intanto gli integrali di 1.% specie, avendo tolta ’omogeneita delle variabili,
sono diventafi:

o[ 3
z dZ|
We =— 4[ fa(2)
¥
Wy = — 4fx iif:)’ .

Si hanno dunque, sostituendo e integrando, per gli sviluppi delle w le espres-
sioni:

W, = — 49“2; *_Q[xa(ﬁfi ]CQ . 3[@ Lﬂ((faf), f')]ff"‘i“"'

/3 73 2 3\ 1}
=2 +2(f3f’c +3 (L2 e+
103:_4 N +2[z3(f3f;§+fafs]cg+_ [ (fs;)f4+§ %((7;:1;) ) f)-i-
N

§ 11. Primo termine dello sviluppo, secondo le potenze di ¢,
del termine di 3.° ordine di .

Supponiamo la ¢ espressa per mezzo delle «. Se noi in luogo delle w vi
poniamo le espressioni del paragrafo precedente troviamo uno sviluppo secondo
le potenze di ¢.

In quanto a tale sviluppo & a notarsi:

1. I termini in ¢ vengono solo dai termini di o di 1.
quando per essi pongo i termini in ¢ delle .
Annali di Matematica, tomo XVIL 13

Q

ordine nelle w,
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2. I termini in ¢* vengono solo dai termini di ¢ di 1.° ordine nelle w
quando per essi pongo i termini in ¢ delle w, e non da altri, ricordando che o
non ha termini di 2.° ordine nelle w.

3. I termini in ¢* vengono dai termini di 1.° ordine nelle w ponendo
per essi la parte in ¢, e dai termini di 3.° ordine nelle w ponendo per essi
la parte in ¢.

Quindi se dal termine in ¢* dello sviluppo di ¢ del paragrafo precedente
togliamo cid che diventa il primo termine di o, che sappiamo essere D,,, quando
in luogo delle w poniamo i termini in ¢* delle w, cioé togliamo la espressione:

4[1 Dx((fsf)’ f) 1L (6)(DfY 11 ((Df), f)]

6 f t5T 67

otteniamo precisamente cid che diventa il termine di 3.° ordine in w, quando
in luogo di w, w, w, si pongono rispettivamente:

4:04 4 4:(1‘3
TRES RS 7

Cosl operando e opportunamente riducendo si ottiene:
Dy 1 D 11
[= (e 0 f)+5 22 (m 1)~ 3 (@0 1)+

1._(Df) _le 2|3
+5 55— 2]

g

M

tenendo presente che:
(97)e=0,

come abbiamo avanti osservato (§ 9).

Ora & necessaria una osservazione per non far cadere in dubbu il lettore.
Noi abbiamo detto che questa espressione deve essere il primo termine di ¢id
che diventa il termine di 3.° ordine di ¢ quando per le w si pongono le espres-
sioni superiori. Ora poiche la 1.* e la 3. per es. di quelle espressioni sono di
1.° grado nelle x a meno di un denominatore f;, cosi si deve ottenere un’e-
spressione di 3.° grado nelle  con un denominatore f3. Ora basta uno sguardo
all’espressione trovata, per vedere che essa (ponendovi in vista un denomina-
tore f3) resta di grado 5.° nelle z.

Per spiegare questo fatto si deve ricordare che noi abbiamo sin dal prin-
cipio del calcolo soppressa Pomogeneita, il che & la causa della discordanza os-
servata. Si dovranno poter raggruppare i vari termini in modo che, per effetto
di f(x)-=0 che & di 4.° ordine, scompaiono quelli di 5.° e 4.° ordine nelle z, z;.
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Perd in seguito tutta questa riduzione non facile, non ci occorrerd di
farla. Essa formerd 1I’argomento di uno dei capitoli della Memoria II, dove
ci occorrerd per uno scopo diverso. Per ora noi, per giungere al risultato finale,
devieremo per poco e vi giungeremo per una via meno diretta, ma assai pilt
conveniente, massime per la forma definitiva del risultato a cui ci conduce.

Tornando all'espressione superiore (I), essa deve potersi ridurre ad una

funzione intera in z contenente per denominatore f3. Effettuiamo questa ridu-
zione solo per il 4.° termine

(Df 1
D-f3

dove il numeratore deve potersi ridurre divisibile per Dy;. Ed infatti ¢id si ve-
rifica.

Essendo:

f=D,0,—QLQ"%,
sl ricava:

(Df)=3(D3) D0, — 4(DQ)QQ7%,
intendendo con (D®) la espressione:
(Dy®; — D;®,), e cosl per (DQ), ece.,
quindi:
(Df=9(D2)(D")D.930% — 24(D?)(DQ) Dx0;2,Q"% +
+16(DQ)(DQYQ,Q Q"2 Q"%
ed essendo f=0, ciod:
Q20" = D, 2,
si ha:
(Dfy=D:{9(D2)(D®)D,0: 0% — 24(D3)(DQ)®; Q- Q% +
+16(DQ)(DQ)Q, Q5 D3],
Noi osserviamo che nella nostra espressione (I) tutti i termini, meno il
3. e 4.°, hanno per fattore il D,; z rappresenta un punto della curva fonda-
mentale, ma del resto finora arbitrario; particolareggiamolo in modo da essere

uno dei due punti di contatto della doppia tangente Dj. Allora D,=0, e

d’altra parte & facile vedere che per tale determinazione di z, la derivata f;
non va a zero, perche

fo=D,®% 4+ 3D 9,03 — 4Q% - 0, Uy,
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e per Dy, =0 e quindi Q =0 resta
fs=D;®},
essenzialmente diversa da zero.
D’altra parte nella nostra espressione superiore (I) tutte le operazioni in-

dicate (meno quella del 1.° termine), sono fra funzioni intere e quindi la loro
effettuazione non introduce altro denominatore; nel primo termine poi

[y, 1) f1,

non essendo ¢ intera, si introducono effettivamente, facendo le operazioni,
altri denominatori, ma questi denominatori non sono che sempre f; o sue po-
tenze come & facile verificare; dunque possiamo dire senz’altro che la nostra
espressione superiore, nel caso che x sia uno dei punti di contatto della tan-
gente doppia, diventa:

-5 7100, N+ 555 5

3

dove, avendo gid calcolato il 2.° termine, non resta che a calcolare ancora
il primo.
Dalla espressione di (Df) si ricava:

[(Df), f]1=9(DD)DP) 2% 0" Dyy+ 6(D2)@D) Dy @, 0" + 18(DD) 0D D% D, D —
—12(D 0)(DQ) 22 Q. Q% — §(D ) (QD)Q s 2 ¥ — 4(DQ) (' D) Q2 03

— 24(DQ)(20)Q 50y Dy @, — 12(DQ)(Q ) D, QL83 +
+ 32(DQ)(QQ") V', Q0 Q" Q"% 4 16 (D) (' Q)R Q2 072

(Df
Dy

16 [(D2)Q,)2 03
8 [(DQ)Qz]2 03,

onde infine tutto il termine di 8.° ordine richiesto, diventa nella nostra ipotesi
particolare (a meno di un denominatore f7)

per D, =0 la espressione di e queste diventano rispettivamente

¥ (oo,
Per i nostri sviluppi non ¢i occorre altro. Intanto & utile far vedere come

effettivamente questo termine ¢ solo apparentemente di grado 5.°, ma in realtd
¢ di 3.° grado,
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Ci dobbiamo servire di un’identitd fondamentale.
Essendo z, =1 si ha:

| a ar a; |=/(abc),
by, by b
€, Cp Cs

donde:
(@b)es + (be)ax + (ca)by = — (abe).
Applicando tale formola fra i simboli D Q@ Q' e, elevando a quadrato
primo e secondo membro, si ha:
(DQY Q2+ (DO 4+ (QQ) D + 4(D0)(Q Q)0 D, +
+2(DO)(Q' D)2, 0y = (DQQ).

In ciascun termine i simboli sono completi. Facendo la solita ipotesi particolare
per i valori di « si ricava semplicemente ed identicamente

—2[(DO) 0] = (DOLY,
onde finalmente il nostro termine in questione diventa:

8 :
— < (Daoye,

che, come si vede, & appunto di 3.c grado nelle z; inoltre si vede pure, come
deve verificarsi in generale, che & un covariante delle tre ternarie D Q @, c¢id
che non appariva prima, quando vi comparivano solo determinanti binarii. Ora
dobbiamo deviare un po’ la nostra ricerca.

§ 12. Ricerca di certi covarianti simultanei di 3.° ordine.

Dalle considerazioni sviluppate avanti (§ 8) risulta che il termine di 3.
ordine nelle w dello sviluppo di ¢ deve essere formato linearmente mediante
termini del tipo

J—uw 3—p 24 3

(D & 0w,
dove quindi p pud avere solo i tre valori 0, 1, 2. Inoltre sappiamo che tale
termine deve essere un covariante delle tre ternarie, e non solo un covariante
nel senso ordinario, ma un covariante in un senso ancora pili ristretto.
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Ricerchiamo tutte le combinazioni invariantive che possono formarsi e che
sieno di 3.° ordine e dei gradi indicati.
E facile vedere che per =0 si trova solo la combinazione

(9 D)o, %, D, (1)
per p =1 si trovano le sette combinazioni

(DQQYR®3, (2)
(@QQ) (D)L Q, (3)
(@D Q) (DQ), D, (4)
@000, D2, (5)
(@D Qy, 0 (6)
@D (@), Q, D, (7)
@DO)(@DQ)0,Q,Q,, ®)

per p =2 si trovano le quattro combinazioni:
(@ Q" Q"2 0D, 9)
(o' am@erane,Q, D, (10)
(@ Q" QYD Q") Q3 (11)
(DRQ")(Q Q"0 0, 0", (12)

Ora ¢ facile vedere che di questi 12 covarianti ne restano solo 6, gli altri 6
esprimendosi linearmente per i primi.’
Infatti il (4) lo possiamo scrivere:

Loy (Dag)[(@Daya, — @Do)a,] =

bO| =

2,(Dag) (D)0, — (@' 28) D,] = 5 [(3) — (1)]

Il (7) lo possiamo analogamente scrivere:
L0, D.(009)[(@D2)2, — (#DO)?,] =

= Lo,D,@a0)[(Da')®, — (@29)D.] = 3 [6) — (3]
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L’(8) &
@D )0, o', [(De 2)d, — (' 2®) D, + (20 D)2',] = (4) — (7) + (6)

=118~ W] —; [5)~ @) +(6)

=) —5 () —3 (5)+ ()
1 (10) &:

? e "

;— (@ 2"2")D,0,[(e0" 2", — (a0 2")Q", — (20" )", ] =

= %(Q' Q") D,q,[@" 2" a)e,] = % (9).

L (11) &:

% (Q, Q” QIH) QZ) [(D Q" Q",) Qlw — (DQI Q'”)Q”w — (D Q” Q’) Qlllw] —_ -31- (9).
E finalmente il (12) & evidentemente zero, come si vede scambiando @' con ©”.
Dunque restano solamente il (1) (2) (3) (5) (6) (9) i quali sono nel fatto sei co-
varianti fra loro linearmente indipendenti, come & facile dimostrare; perd tutti
i nostri ragionamenti non si fondano sulla indipendenza lineare di questi co-
varianti, e sussisterebbero egualmente se essi non fossero indipendenti.

E utile per altro indicare il modo semplicissimo con cui si pud giungere
a dimostrare la indipendenza lineare di tali covarianti.

In primo punto osserviamo che certamente il (1) e il (9) sono fra loro e
dagli altri 4 linearmente indipendenti, perche i gradi dei coefficienti di D @ @
sono diversi. Resta quindi a dimostrare che non & possibile una relazione del tipo

c@+¢@) +¢ B+ ©)=0.

Tale relazione dovrebbe sussistere qualunque sieno le tre ternarie.

Ora supponiamo in primo luogo che @ diventi il quadrato di una forma
lineare. Allora (2) (3) (5) vanno a zero e (6) non va a zero. Dunque certa-
mente deve essere ¢ = 0.

Supponiamo ora daccapo che @ diventi il prodotto di D, per un’altra
forma lineare. Allora (2) e (3) vanno a zero, ¢id che non fa (5), dunque cer-
tamente anche ¢’ =0.

Infine supponiamo che ® e O diventino l'una il cubo di un’espressione
lineare e l'altra il prodotto di tale espressione lineare per un’altra forma;
allora (3) va a zero, ma non va a zero (2), dunque anche ¢’ e quindi final-
mente ¢ debbono essere zero.
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§ 13. Su di un sistema di equazioni a derivate parziali
a cui debbono soddisfare i diversi termini dello sviluppo di .

Noi abbiamo detto avanti (§ 6) che i diversi termini dello sviluppo di ¢
debbono essere tali espressioni nei coefficienti delle tre ternarie che non solo
rimangono inalterati per una sostituzione lineare (cio& sono covarianti), ma
ancora che restano inalterati quando da una delle curve di contatto di 3.° or-
dine si passa ad un’altra dello stesso sistema, e abbiamo indicate le formole
di tale trasformazione. Cid dd luogo a certe equazioni a derivate parziali che
qui vogliamo sviluppare. Poniamo:

D = Eai W;
Q= Eaij Wi W;
© = ¥ aijp w; 10; We,
dove gli indici si intende che possono avere tutti i valori 1, 2, 3.
Inoltre poniamo:
‘P = E .Bi?»Oh
essendo ¢ quella tale forma lineare che caratterizza la trasformazione (vedi

§ 6). Chiamando ¢ o' le forme trasformate, cio¢ la nuova cubica di contatto
e la nuova conica corrispondente, si ha evidentemente:

Q' = Jw;wj(ai; -+ a; 5;) = Yw;wja';
' = ¥ w;wjwr(aijr + 2aij Br + 0 B Br) = Jwiwjwr o ik,

dove le o’ hanno i valori che si ricavano da queste relazioni.

Sia ora J un termine dello sviluppo di ; espresso nei nuovi coefficienti
sia J'. Perché J' non deve contenere che solo apparentemente i coefficienti g,
facciamo la derivata totale di J' rispetto ad una delle tre 8, e eguagliamola

a zero.
Si ha:
_aJ _ g e
dgr S odjr 0Pk
osservando che fra i coefficienti o' con due indici, contengono fx solo quelli

il cui secondo indice & %, e fra i coefficienti «' con tre indici contengono B
quelli il cui secondo indice o il cui terzo indice & £.

0J 0x'ijk v 0J 0dikg

\\ Y _
0 +‘5-‘8u'fjk 0br +‘,5-‘ 0ok 0Pk
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Essendo ora:

o' .

ofr 7

0¢'ijk .
ek
o'y

oEe b

sl ricava:

Va aJ
%a,xj,aﬂua (2m+azﬁ;)+,.,aa i

Facciamo ora =0, allora J' diventa J, le « diventano le «, e possiamo
serivere allora il sistema di tre equazioni a derivate parziali

0J
3 T “J+2Z‘a z,,"‘““o
0J
\ ——1
‘;‘ 8 ‘7 a"+228 zji 0
. 0J . 0J
3 . e ——
< Daj, dJ+2%‘6aijsd”“0

Moltiplichiamo rispettivamente 'queste tre equazioni per i coefficienti y, y, 7,
di una nuova forma y., e sommiamole; si ha:

2J 2J
gyt 2lgein=0. (4)

In generale questa equazione deve sussistere qualunque sia la forma lineare y,
ed in questo senso essa & tanto generale quanto le tre precedenti.
Facciamo in particolare y = D, e allora abbiamo I’altra equazione

, 0J 0J
2'8:1 ocjak+2 jhaijak————“(), (B)

la quale 1msieme colla precedente generale ci sara utile in seguito.

Si vede subito la forma rimarchevole che hanno queste equazioni. Esse
corrispondono ad un processo di Aroxmorp nel quale si sostituiscono rispetti-
vamente le forme y D, yq, alle forme degli stessi ordini, @, @.

Annali di Matematica, tomo XVII, 14
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§ 14. Applicazione delle equazioni differenziali parziali (B)
trovate nel paragrafo precedente.

Troviamo i risultati che si hanno applicando i primi membri delle equa-
zioni differenziali trovate, a ciascuno dei 6 covarianti del § 12. Per far questo
¢ noto dalla ordinaria teoria del processo di AronxmorLp che si pud operare
sempre simbolicamente in un modo assai semplice.

Incomineiamo coll’applicare prima la 2.* equazione differenziale, cioé quella
in cui la y si & fatta eguale a D.

Per applicare il processo al covariante

(0 D), D,

dobbiamo consecutivamente a ciascuna delle ® @ sostituire una forma D, 0%,
e pol moltiplicare per 2 la somma dei risultati. Ora il covariante segnato si
pud ottenere da 9}, facendo la 2.* polare rispetto al polo y e poi mutando in
questa i coefficienti y nelle serie di variabili "D (*) e moltiplicando per @', D,.
Se quindi seguiamo la stessa via considerando in luogo di @ la forma D, 0,
giungiamo al risultato del detto processo di AroxmoLp su quella espressione
quando si consideri il processo applicato rispetto ai coefficienti di ®. Essendo
poi @@ simboli equivalenti e comparendo simmetricamente lo stesso risultato
si ottiene applicando il processo nello stesso modo rispetto a ¢’. Quindi infine
si ottiene:

222 Dy, (a0 DY

Analogamente si procederebbe per tutti gli altri 5 covarianti. Inseriamo qui
appresso il quadro dei risultati. Vogliamo perd notare che nell’effettuare il
processo sulle espressioni (3) e (5) capita un termine del tipo:

Do ") (ea Q") D3,

(*) E noto che cosa si intende con questo modo di dire: ciascuna delle variabili ¥, ¥, y,
deve cioé cangiarsi nei determinanti binarii formati colle due serie di coefficienti ternarii

(I)'l q)IZ (I),3
Dl D2 D3
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Ora questo termine pud scriversi:
3 D0 @) (DY) — (Do, — (DO 0)0"s] =
= % D (e’ 2" (e’ Q") D).
Si ottiene dunque il seguente quadro:

4

(1)= Dy, @, (0¥ Dy} da  Did,(22D)

(2) =i, (Doa'y n 2D,0L(Do Q")

3

(8)= Du®3,(000)(D20) » I Du04(DOOY 4 = Dy (00 Q)

10

(5) == D, b, (200 2D;,0,(0Doy + 20

2

Dz} (Q QI Q”)?

(6) =02, 0,(2DQ)

3

Do, (0DQY + % D, o, (Daq')
9) =D,oy@e"Q"  »  Di(e@Q'y +3D.0D)

Quello che & rimarchevole per il nostro scopo & che questi 6 risultati sono tutti
funzioni di 3 sole espressioni, cio¢ di:

() = Do 03, (DY 0"y
(I) = D%, 0, (D)
() = Dy (0’0"

Queste tre espressioni sono fra loro linearmente indipendenti, e questo & un
punto estremamente interessante per le nostre considerazioni.

Cid si dimostra nel seguente modo. In primo luogo perche la (II) con-
tiene i coefficienti ® non contenuti dalle altre due, & chiaro che essa non
potrd legarsi linearmente alle altre due. Potra dunque solo supporsi sussistere
una relazione del tipo

¢(I) + ¢ (1II) — 0.
Ora supponiamo in particolare che la quadratica Q si scinda in due fattori
Q% = P qs. Allora (I) diventa D,p,q,(Dpq)?, mentre la (III) va a zero:
dunque ¢ =¢ =0.

Se dunque noi vogliamo avere futfe le possibili combinazioni lineari dei
6 covarianti trovati, tali che formino un covariante che soddisfi all’equazione
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a derivate parziali (B) dobbiamo trovare tutte le possibili combinazioni lineari
delle 6 espressioni a destra del quadro precedente, tali che si annullino iden-
ticamente e indipendentemente da (I) (II) (IIT), cioe considerando queste come
tre quantitdh arbitrarie; perché se vi fosse una combinazione lineare che si an-
nullasse non indipendentemente dai valori di queste tre quantitd, cid equivar-
rebbe ad una relazione lineare fra queste tre quantitd, che & impossibile.

Moltiplicando quindi rispettivamente le 6 dette espressioni per A u» por
e sommando e eguagliando a zero i coefficienti di (I) (II) (III) rispettivamente,
la quistione si ridurrd a soddisfare alle tre equazioni:

2p+§a—|—3r+§v=0
2 +o +‘§z —0
10 4

?P‘!‘T +§V = 0.

B facile trovare che i sistemi indipendenti di soluzioni di queste tre equa-
zioni sono i seguenti tre:

9

).12—2 5*1="‘l vy=20 Ps=0 gy == 7, =0
3 5 10
h=mg w=z »=0 k=l a=0 a=—73

3 9
=0  m=—7 w=—73 p=0 o=0 =1L

B facile vedere che sono sistemi di soluzioni fra loro indipendenti. Infatti il
primo per es. non potrd certamente esprimersi per gli altri due perche esso
ha un valore finito per o, e le altre due hanno ambedue i valori zero per le
g, a;. B cosi di seguito.
Inoltre & facile verificare che ogni altra soluzione & esprimibile per queste

tre, cioé che ponendo:

A=ph + gk 7k

p=Pps+ Qe+ 7 s

v =py -k quv, + ry,

pP=Pp+qp:+7ps

¢ ==pa, 4 go, + ros

T=p7,+ g1, + 77y
le equazioni sono identicamente soddisfatte indipendentemente dai valori p g 7.
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Formiamo dunque i seguenti tre covarianti che saramno gli unici cova-
rianti di quei dati gradi e ordini che soddisferanno all’equazione differen-
ziale (B).

— — 4,(D0) 4 30,8, (2DOY — 7 Duu'u(@ D
B.= g— (Dz, (DQ Q’)' -+ ny b, ((D Q Q’)2 —_ % Dw b, ', ((I)(I)’D)z — _173(_)_ D, nga (Q’ " Qru)z

C=— % o3, (DQQ') 4 D, 0L (' Q" Q") — % Do (e (DaQ)).

§ 15. Applicazione della equazione differenziale (4) e conclusione.

Lo sviluppé della funzione abeliana ¢ non deve solo soddisfare all’equa-
zione differenziale (B), ma anche a quella generale (A4). Intanto noi adope-
rando V'equazione (B) abbiamo potuto nel paragrafo precedente effettuare una
prima riduzione del problema, nel senso che dalla considerazione di 6 cova-
rianti siamo passati a doverne considerare solo 3 che sono gli 4, B, C del
paragrafo precedente. Poiché i 6 covarianti da cui siamo partiti sono, come
abbiamo dimostrato, fra loro linearmente indipendenti, e poiché i tre sistemi
di soluzioni di cui & parola nel paragrafo precedente sono fra loro indipen-
denti si ricava che i tre covarianti 4 B C sono anche fra loro linearmente
indipendenti.

Applichiamo a questi tre covarianti i processi indicati dal 1.0 membro
dell’equazione differenziale (4). Con opportune riduzioni, otteniamo i seguenti
risultati:

4 da 400",y DY)YDQ'Q")—6D,0,%,(yoD)(2e D)
B »  2D,4(Dy?)(D2®)—6D,0,0,(4 D)@ D)
C » — 37 DutL(Dy)(D20) — 3030,y DO) (D'
Si vede che questi tre risultati sono funzioni di tre sole espressioni:
I) =o0u0",( Do) (De’)
(I) = D, 2, u(y* D)(22 D)
(IIT) = D, #%,(Dy 2) (Do)
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Queste tre quantitd sono fra loro linearmente indipendenti. Infatti in primo
luogo & chiaro che (I') non pud legarsi linearmente colle altre due, perche
di grado diverso nei coefficienti delle ternarie. Pud dunque solo supporsi sus-
gistere una relazione del tipo

e(Il) + ¢ (I1T) = 0.

Ma facendo divenire @ il quadrato di y, si vede che (III') si annulla, cid che
non fa (IT').

Come abbiamo fatto avanti nell’altro paragrafo dobbiamo ora trovare tali
combinazioni lineari delle espressioni a destra del quadro precedente che si an-
nullino indipendentemente dai valori di (I') (II') (III ), considerando ciod queste
tre espressioni come tre indeterminate.

Moltiplicando quindi le tre dette espressioni per 2 p v e sommandole e
eguagliando a zero i coefficienti delle indeterminate ricaviamo le tre equazioni:

O+ 28 =0

— 61— 6 =0
9

2(J.—ZV =0,

di cui la prima & conseguenza delle due altre.

Abbiamo dunque un unico sistema di valori per 2 u » tale che ogni altro
sistema si esprime per esso.

Tale sistema possiamo prenderlo

l=1 p,:—-l y=—§—-

Dunque ricaviamo infine un unico covariante soddisfacente all’equazione dif-
ferenziale generale (A4); tale covariante &:

8
A—B—§ C=

=—2(Da0)o} 4+ 3(2 DQ) 0,0}, — 2’ (¢¢’D)’¢w¢"wa — (v00’y e, DS, +
+ % @"Q"yp D0+ 2(@a)(Da)el D

Questa espressione deve, a meno di un fattore numerico ¢, essere il 2.° termine
richiesto dello sviluppo della ¢ abeliana,
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Poniamo ora per le w le espressioni:

421 4 43
“Ee TEY TRS
e supponiamo poi che il punto # sia uno dei punti di contatto della tangente
z
doppia colla curva. Allora, a meno di un fattore > si has

3
+2.4.¢c. (DaQ)el,

Dal paragone colla formola trovata nella stessa ipotesi al § 10 risulia:

C= — —

3-16

Ci pare rimarchevole il notare che noi giungiamo alla conoscenza del 2.0 ter-
mine di ¢ senza supporre nota la forma dell’integrale normale di 3.* specie,
ma solo conoscendone le proprieth generali.

Cid si pud verificare riandando tutto il corso di questo lavoro. Tale fatto
ha relazione con cid, che I'integrale normale di 3.* specie & univocamente de-
terminato da tutte le sue proprieta.

Gottingen, marzo 1889.
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Le omografie in uno spazio
ad un numero qualunque di dimensioni ®).

(Del dott. Piwo Preperia, a Pavia.)

Premessi nel § 1 alcuni teoremi del Smere sulle omografie degeneri,
dimostro, nel § 3 con un metodo che mi pare molto semplice, altri teoremi
dovuti pure al Seere sulle omografie non degeneri. Nel § 4 indico una gene-
razione geometrica delle figure projettive e ritorno sopra 1 teoremi dei §§ 1 e 2
dimostrandoli con considerazioni geometriche semplicissime.

Nei paragrafi seguenti investigo la grande varietd di tutte le omografie
possibili nello spazio S,, degeneri e non degeneri.

Nel § 5, scegliendo convenientemente i vertiei di riferimento, trovo che
la causa essenziale del complicarsi dello studio analitico delle omografie, di-
pende dal fatto geometrico semplicissimo che alcuni spazii fondamentali ven-
gono a sovrapporsi (**), entrando I'uno nell’altro e confondendosi nello spazio
fondamentale di maggiori dimensioni; considerando quegli spazii sovrapposti
come infinitamente vicini, vengo a ridurre lo studio di tutte le omografie, allo
studio delle omografie generali; e mostro come Yomografia sia completamente
caratterizzata dai numeri % esprimenti le dimensioni degli spazii fondamentali
distinti o sovrapposti.

Ne segue una classificazione delle omografie degeneri e non degeneri, in
classi e sottoclassi, che ha un fondamento geometrico molto semplice.

Una classificazione delle omografie non degeneri, fondata sulla considera-

(*) Dissertazione presentata per la laurea in Matematica nella R. Universita di Pavia.

Luglio 1888.
(*#) Dico sovrapposti due spazii che giacciono 1'uno nell’altro,

Annali di Matematica, tomo XVIL
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zione dei numeri ¢ (esponenti dei divisori elementari) venne fatta dal Seere (*);
ma i numeri e non hanno uno spiccato significato geometrico, benchd siano
coi numeri % in una relazione semplice.

Nei §§ 7 e 8 dimostro dei teoremi tendenti ad analizzare gli elementi
uniti essenziali di una omografia; di questi teoremi sono notevoli specialmente
quelli del § 8.

Il Seere ha dimostrato (**) (appoggiandosi al teorema di WeIErsTRAss sulle
forme bilineari) che date due omografie appartenenti alla stessa sottoclasse,
'una in S,, Paltra in S’,, si pud stabilire fra i due spazi S, ed S',, una tale
corrispondenza omografica, da passare da una omografia all’altra. Ma questa
corrispondenza fra i due spazi & determinata, o si possono fissare arbitraria-
mente alcuni elementi corrispondenti? E ad ogni modo, come si fissano gli
elementi corrispondenti fra i due spazi per passare da un’omografia all’altra?
Tale questione & risolta completamente nel § 9, dove dimostro che fissata fra
i due spazi una coppia di punti corrispondenti, scelti arbitrariamente, e un
certo numero di coppie di spazi corrispondenti, scelti pure arbitrariamente in
certe totalitd, la corrispondenza fra i due spazi che serve a passare dall’una
all’altra omografia ¢ determinata. In quel paragrafo dd anche la costruzione
di un’omografia qualunque; la quale, benché abbia qualche punto di contatto
colla notevole costruzione del prof. Bermint (***), & perd molto pilt semplice.

Nel § 10 deduco dal teorema del § 9 il teorema di WEeiErsTRASS sulle
forme bilineari, indicando quanta arbitrarietd ci sia nella scelta dei coefficienti
delle sostituzioni per le quali si passa dalla prima coppia di forme bilineari
alla seconda.

Nel § 11 mostro che i coefficienti delle relazioni omografiche per le quali
si passa da una ad altra omografia appartenenti alla stessa sottoclasse, soddi-
sfano ad un sistema di equazioni lineari, e concludo che fra essi se ne possono
scegliere arbitrariamente n 4+ Y k(k —1) dove i numeri 2~ —1 sono le dimen-
sioni degli spazi fondamentali, distinti o sovrapposti, dell’'una o dell’altra
omografia.

(¥) SEGRE, Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie in uno spazio lineare
ad un numero qualunque di dimensioni. Mem. della R, Accad. dei Lincei. Anno 1883-84.

(**) SecrE, Memoria cit.

(**¥¥) BerTiNi, Costruzione delle omografie di uno spazio lineare qualungue. Rend.
del R, Istituto Lombardo, Serie II, Vol. XX.
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§ 1.

Poniamo fra le coordinate £; dei piani di uno spazio lineare ad » dimen-
sioni .S, e quelle y; dei punti di uno spazio lineare ad » dimensioni S, la
relazione bilineare:

Zkaik?/z‘ tp=0, [1]

ovvero scrivendola distesamente:
((luyi + oo Anin yn+.) Evteo (am+1y4 4ot At ?/n+1) Ent1=0 [1]'
(au E - am+1£n+1)y1 +. (an+u£4+ v an+1n+x£n+1)yn+x =0. [1]"

Stabiliamo cosl una corrispondenza fra i due spazi, che dicesi omografia. Ad
ogni punto y di S, corrisponde un punto x di S, di coordinate:

T =AuYy A Garia Yo
...................... [2]
PTprs == Omt1 Y1+ -+ * + Cntint1 Yntss

e ad ogni piano ¢ di S, corrisponde un piano » di S’, di coordinate:

pm =0y Ev Ao Gl
..................... [3]

P n+s = Oniy & F tnrini Ensae

Le [1] [2] e [3] sono equivalenti.

Se il determinante |a;x|, modulo dell’omografia, & nullo insieme ai suoi
minori d’ordine n, n —1,... n —h -+ 2 senza che siano nulli tutti i minori
di ordine n— k- 1, ciod se |ax| & di caratteristica » —h -1 (k eguale
almeno ad uno) 'omografia dicesi degenere. Allora delle equazioni:

Uy =0aulY + e Gt 1 Ynts =0

-----------------------

Untr = Gnt1Yr F+ T Crtint1 Yt =0,

n—h -+ 1 soltanto (per es. #; =0... #a—p+y = 0) sono indipendenti; e deter-
minano un S'4—,. Le altre %,—h+s=0... thpyy =0 sono combinazioni lineari
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116 Predella: Le omografie in uno spazio

delle prime:
Un—hte = AU, e I ol P S T S

e e e e e e e e e e e e e e e e e e (a)
Untt =1£n—h) “1+"'+)‘(1:‘__]ll_,).1un—h+u

Ad ogni punto di 8’4~ (la relazione [1] essendo soddisfatta identicamente)
corrisponde un punto qualunque di S,, ad ogni punto fuori di S's-, corri-
sponde un punto z le cui coordinate sono date dalle [2]; ma fra i secondl
membri delle [2] avendo luogo le relazioni («), le stesse relazioni avranno
luogo fra i primi membri, ciod:

Ln-ht+e = Az, +--F X bt Tn-ht1 2
e e e e e e e e e e e (B)
Ln+1 == )‘En_h) Xy '+ e + 7‘5;"__71}2; Tn—h+1y )

le quali determinano un S,—p.

Per trovare il punto corrispondente di un punto qualunque di S,-» basta
trovare 1 valori di y,... ¥+ che soddisfano le [2] che si possono secrivere
anche cosi:

Uy Un—h-+1 Un—h+2 Un+t |

Ty Tn—h+t Tn—h+2 Tnt1 )

ma dall’n — h -+ 1=i™ in poi i numeratori e i denominatori di quei rapporti
sono le stesse combinazioni lineari rispettivamente dei numeratori e denomi-
natori dei primi n — kb -+ 1 rapporti, quindi basterd trovare i valori di y,...
Yn+1 che soddisfano le equazioni:

che sono le equazioni di un S’ passante per S's—..
Ad ogni punto z di S,- corrisponde dunque un S'p passante per S'n—..
Osservando poi che @,... Z,-n4 determinano colle (8) un punto di S,-p
e si possono quindi prendere come coordinate di un punto di S,_p, ed osser-

vando che (potendosi sempre le equazioni di un S'» qualunque passante per

U Un—
85—, mettere sotto la forma “L=...== XoThH
T Tn—h-+1

anche prendere come coordinate di un S’ passante per S'n-i, si conclude che
con questi sistemi di coordinate, le coordinate di un punto qualunque di Sp-z

) le Zy... Tp_pyq 81 poOSSONO
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sono identiche a quelle del S'4 corrispondente. I punti di S,-z e gli S cor-
rispondenti sono dunque in relazione omografica.
Per cui riepilogando:

(1) Esistono due spazi singolar: di punts S'h—, e Sp-n Vuno in S',
Paltro in S,; ad ogni punto di S'n-, corrisponde un punto qualunque di S,;
ad ogni punto fuors di S'y—, corrisponde un punto di S,_n; e viceversa ad un
punto di Sp—p corrisponde un S’y passante per S'h_; t punti di Sy_p e gli S’y
corrispondenti sono in relazione omografica. Lo spazio S'n-. é determinato dai
seconds membri delle [2] equagliati a zero.

Correlativamente, ragionando sulla [1]” ed invertendo in conseguenza le
due figure ricaviamo:

(1) Esistono due spazi singolari di piani Yp—y ¢ X'nn Uuno in S,
Paltro in S’y ; ad ogni piano di X p—y corrisponde un piano qualunque di S'y,
ad ogni piano fuori di Jp_. corrisponde un piano di N a_n; e viceversa ad
un piano di X n-p corrisponde un X contenente Sp_.; ¢ piani di Xn-n € 0
3 corrispondenti sono in relazione omografica.

(2) Come S'p—, & dato dai seconds membri delle [2] eguagliati a zero
cost Xn—y & determinato dai secondi membri delle [3] eguagliati a zero. II so-
stegno di Yp—y & Sp_p e ¢l sostegno di ¥'p-p & S'n-i.

Infatti moltiplicando le [2] rispettivamente per le coordinate ;... £uyy di
un piano di Y-, e addizionando nei secondi membri per colonne abbiamo:

x1£1+“'+xn+1£n+l=0-

Analogamente si dimostra che S, & il sostegno di ¥, . Un’omografia de-
genere si riduce quindi ad una relazione omografica non degenere fra due
spazi ad n — % dimensioni, 'uno di punti, I'altro di S’ passanti per S'n-,.

§ 2.

Per scrivere le [2] basta conoscere (n -+ 1)(n + 1) — 1 =n(n + 2) coef-
ficienti. Diamo questi teoremi:

(8) Se fissiamo che ad n +2 punti di S'n, ¢ quali ad n+1 ad n 41

sono indipendents (¥), corrispondano rispettivamente n 42 punts di S,, ¢ quali

"

(*) Dico che p spam S, 8",... 8® sono indipendenti quando §” non sega S, S
sega lo spaZIO a cul appartengono S8’ ed 8", 8" non sega lo spazio a cui appartengono
S S" Sl"
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pure ad n+41 ad n 1 sono indipendenti, Uomografia fra i due spazi resta
determinata e non & degenere.

(4) Se fissiamo che ad n—+2 punti di 8's, ¢ quali ad n+1 ad n+1
sono indipendenti, corrispondano: rispettivamente ai primi b ogni punto di S,
ed agli aliri rispettivamente n —h + 2 punti ¢ quali ad n—h 41 ad n—h4-1
sono indipendenti, ma che costituiscono un S,—p di S,, Uomografia fra i due
spazi & determinata ed & degenere di caratteristica n — h 4 1.

Dimostriamo quest’'ultimo teorema che comprende I'altro come caso par-
ticolare quando k= 0. Indichiamo con g{"... 8,5, uno degli #» 4 2 punti dati
di 8, e con o{"... &), il suo corrispondente. Per determinare i coeficienti
delle [2] abbiamo il sistema di equazioni:

0=a ﬁ’i + o Apas ﬁl'nﬂ

0=ay 6£h) + - “+ Qs ﬁﬁf’ll

pth+) a§h+!) = a, 5gh+l) F o Anas ﬁgl:‘!)

P(n-H) “YH-‘) = s 5(.”“) + 00t Bngas @ZE
P(n“) “YLH) =0y ﬁf"“’ A s ﬁiﬁ:’),

dove le p sono arbitrarie. Indichiamo con B il determinante delle 8 nelle prime
n 4- 1 equazioni, e con B? il complemento algebrico del termine B7. Siccome
i punti B... B+ sono indipendenti, B & diverso da zero. Moltiplichiamo la

: : B ; s . :
prima equazione per —B’i e la (n 4 1)*i"2 per B% ed addizioniamo. Si trova:
p=n-+1 B'?
a —_— \ (p) (P) r R
s p=2h‘+1 P ag B

Per determinare a,. restano da determinare ancora le p; per questo si sosti-
tuisca l'espressione di a,, nella equazione n 4 2=im2 troviamo:

r=ntl p=n41 Bl
(n+2) — \ T
P(nH) %s rél p=§+| P(P) “-(sp) --B_ i"“) (’S =1..n + 1)’

ovvero:
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Poniamo:
r=n-41 B( »)
N +2 r
'rél Bﬁ'n ) B = BP?

che & il determinante che si ottiene da B sostituendo in luogo della pesima riga
la riga Br+... B, 1 determinanti B, sono tutti. diversi da zero, perchd i
punti B sono ad n 4+ 1 indipendenti.

L’ultima relazione diventa:

p=rd- -
p(n+2) 2l = p_z,;‘“ agP) B, P(P) (s=1...n4 1)

Siccome poi i punti « sono in un S,— avremo:

p=n-+i
Y

p=h+t1

dove le A sono tutte diverse da zero, perchd gli # — A +4 2 punti « sono ad
n—h+1 ad n—A + 1 indipendenti. Confrontando le ultime due relazioni
scritte troviamo:

dp = By p'P;
per cui finalmente:
= BY
By B

Qps ==

Si vede subito che il determinante |a,| & di daratteristica n — & 4 1.

La dimostrazione sarebbe riuscita pill semplice supponendo che i punti
... B+ fossero i vertici della piramide di riferimento, il che non avrebbe
tolto nulla alla generalitd della dimostrazione.

§ 3.

Se i due spazi S, ed S', sono indipendenti, il punto pud essere di natura
tutt’affatto diversa nei due spazi; perché in sostanza abbiamo relazioni fra
gruppi di » -+ 1 parametri, i quali possono rappresentare in S, un ente geo-
metrico e in S, un altro ente geometrico; ma quando i due spazi sono so-
vrapposti, o il punto di S, & della stessa natura del punto di S',, ovvero &
della stessa natura del piano di S’n; nel primo caso gli spazi si dicono pilt
particolarmente omografici, nel secondo correlativi.
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Noi qui studieremo il caso degli spazi omografici sovrapposti, che sup-
porremo riferiti alla stessa piramide fondamentale.
Per trovare i punti uniti basterd porre nelle [2] 2 =y e si avra:

(@ —‘7’)974 + o i Tapa =0

e [4]

Cinrt Ty« A+ (Cnts oty — ) Tty = 0.

Queste relazioni coesistono quando:

Ay —7T... GOpiyy
D(r): ..... * s e s @ =0.
Bintaeee Ant+anty — T

Questa equazione di grado » ++ 1 fornisce i valori di » che messi successiva-
mente nelle [4] danno i punti uniti dell'omografia.

Sia ¢ una radice di D(r)=0; ' renderd il determinante di caratteri-
stica n — %'+ 1 (dove A’ pud avere anche il valore uno); allora le n -1 equa-
zioni [4] si riducono ad #» — %' + 1 indipendenti, e corrispondentemente ad
esse abbiamo uno spazio Sp_, di punti uniti che diremo spazio fondamentale.
Poiche »’ rende il determinante di caratteristica n — &'+ 1, sarad almeno radice
semplice dei minori di ordine n — &'+ 2, sard almeno radice doppia dei mi-
nori di ordine n — h" + 3 (perchd la derivata rispetto ad » di un minore qua-
lunque di ordine n» — &'+ 3 essendo una somma di minori di ordine n—A' 42
si annulla per » =7'); e cosl sard almeno radice tripla dei minori di ordine
n—h' 44 ecc., sard almeno radice h'esima del determinante D(r) (*).

Alle altre radici »"... #( corrisponderanno rispettivamente gli spazi
Shr—iees Spooi; € 8l avrd:

VAR 4 L hO=n+ 1.

(5) Ora: Tutti gli spazi fondamentali sono indipendenti, cioé appar-
tengono ad un Syynra..tn s — (**). Infatti se appartenessero ad uno spazio Sy

(*¥) Se ¢ proprio radice A" lo spazio, per le ragioni che daremo appresso, lo diremo
spazio fondamentale semplice.
(**) Questo teorema & del Srore. Veggasi il § 3 della Nota del prof. Bertini: Costru-

zione delle omografie di wno spazio lineare qualungue. Rend. R. Istituto Lombardo,
Serie II, Vol. XX,
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di dimensioni inferiori e fosse quindi:
B4+ 4+ 4+ >m41,

in Su-s si avrebbe un’omografia subordinata alla data in cui gli spazi Sp—,...
Sy s —y sarebbero fondamentali e si dovrebbe avere

Kb 4o+ b =m+1;

che contraddice I’ipotesi.
Queste considerazioni immaginando di ripeterle sulle [3] e considerando
che il determinante

Ay — pPeee Ainty

Aty gose Ontrint1— P

¢ identico a D(r) con uno scambio delle colonne nelle righe, si ricava imme-
diatamente che esistono ¢ spazi fondamentali di piani Yp—i, Xn—yeee Spo i,
tutti indipendenti, ciod appartenenti ad uno spazio Np.ip'+..4n®—y, € non ad
uno spazio di dimensioni inferiori.

Due spazi come Sy, e Yy, corrispondenti alla stessa radice li diremo
coniugati.

Vediamo quali altre relazioni legano due spazi coniugati.

Le coordinate del punto 2=z —+'y, dove z e y sono punti corrispon-
denti, si possono scrivere per le [2] cosi:

2y =(@u—r)YF -+ Curi1 Ynty
................... Co [5]

Znti=0m Y+ F @nrino — 1) Ynss
Fra i punti ¥ e i punti 2 le [5] mostrano che esiste un’omografia degenere
rappresentata correlativamente da:
= (au - 7")5;1 + o G Cna
.................. Ceee [6]

N+ = An+11 81 + e + (an+1 n+y 7") Entie

Gli spazi singolari di quest’omografia si ottengono [veggasi il teorema (2)]

eguagliando a zero i secondi membri delle [5] e [6]. Ma eguagliando a zero

quei secondi membri si ottengono appunto gli spazi fondamentali coniugati
Annali di Matematica, tomo XVII, 16
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S—1 @ Xp—, (corrispondenti alla radice »') del’omografia data; quindi intanto:
Ad un punto qualunque y corrisponde un punto z nella omografia data ed un
punto 2(2 =z —r'y) allineato con z e y nella omografia degenere rappre-
sentata dalle [5] e [6]; e gli spazi fondamentali Sy_, e ¥, dell’omografia
data, sono gli spazii singolari dell’omografia degenere. Allora siccome ad un
S'w di punti y passante per Sp-, corrisponde nell'omografia degenere un punto
z del sostegno di I, [teorema (1)] (*), e nell’omografia data un Sy passante
per Sw—i, 1 punti corrispondenti di S'» e di Sy sono allineati con 2, ciod:
(6) Ad ogni S’y passante per Sy_, corrisponde un Sy prospettivo, il
centro z di prospettiva & situato nel sosteqno S,y dello spazio Jp—, coniu-
gato. Fra gli S’y passanti per Sw—, e ¢ punti z di Sp—p ¢’ ¢ una relazione
omografica. E ancora:
(7) La retta che unisce due punti corrispondenti x e y taglia ¢ sostegni
di tutti gli spazit fondamentali di piani net punti z—r'y, & —1r"y,... x—ry.
Immaginiamo I'Sy passante per Sp_, e per un punto qualunque z di un
altro spazio fondamentale; in questc Sy resta determinata un’omografia subor-
dinata, che & un’omologia di cui 2 & il centro. Il punto 2 deve giacere quindi
in S,—p ciod:
(8) Il sostegno Sp-n di Y-, contiene tutti gli spazii fondamentali di
punti, meno il contugato che pud contenere o non contenere come vedremo.
Sono ovvie le considerazioni correlative che si fanno ragionando sopra le
[3] e le [6]. Bisogna perd notare che nelle [3] e [6] sono scambiate le due
figure.
Consideriamo la punteggiata:

z, Y, r—1ry,... z—ry,
e il fascio:

, £, n—rE&, ... g —rE,
dove z e y sono due punti corrispondenti, e x —»'y... £ — 1y, come ab-
biamo visto, i punti dove la loro congiungente taglia i sostegni degli spaaii
fondamentali di piani ¥p—,... u_; e correlativamente » e & due piani cor-

rispondenti e n—#'£,... i piani che proiettano dalla loro intersezione gli spazii
fondamentali di punti Sp—,...; si deduce subito:

(*) 11 teorema (1) dice appunto che ad un S% corrisponde nell’omografia degenere un
punto z di S,-» che & poi per il teorema (2) il sostegno di Tw-i.
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(9) Le punteggiate formate da due punti corrispondents e das punti dove
la loro congiungente taglia ¢ sostegni degli spazii fondamentali, sono omogra-
fiche fra loro e omografiche ai fasci formati da due piani corrispondenti (scam-
biate perd le due figure) e dai piani che dalla loro intersezione proiettano gli
spazii fondamentali di punti rispettivamente consugats (¥).

§ 4.

Immaginiamo in un Spiz+ un S, ed un Si. Proiettare da S, i1 punti
di S, significa immaginare tutti gli Szy, passanti per Sy e rispettivamente per
i singoli punti di S,. S, lo chiameremo la sezione della stella di Sk. Se S
sega S, in un Sp_, Voperazione del proiettare o segare la diremo degenere.
Chiameremo proiettivi due sistemi che si ottengono con un numero finito di.
operazioni; di cui al pill una degenere; prospettivi nel caso particolare che le
operazioni siano ridotte a due o ad una.

Supponiamo dapprima che Si seghi S, in un S;-,. Prendiamo in S,
gli & vertici (1 2... &) della piramide di riferimento di S,, e prendiamo per
elementi di riferimento 24 1... n 4+ 1 e per elemento unitd della stella di
sostegno S, rispettivamente quegli Sk+, che proiettano da Sy i vertici & 4-1...
n+1 e il punto unitd della piramide di riferimento di S,. La corrispondenza
proiettiva fra la stella Sy e il sistema punteggiato S, (indicando con &,... Zn4,
le coordinate degli Ski, della stella e con y,... 4, le coordinate dei punti
di S,) potra essere rappresentata dalle relazioni:

Tx,"—=0... th=0, rxh+‘=yh+g-.. 7‘a7n+,=yn+‘.

Le quali relazioni mostrano che fra la stella Sz e il sistema punteggiato S,
abbiamo una relazione omografica degenere di caratteristica n — & 4 1.

Se Sk non sega S, allora prendendo per elementi di riferimento 1...n 41
e per elemento unitd della stella Si, rispettivamente quegli Sx+, che proiettano
da Sy i vertici 1... n 4 1 e il punto unitd della piramide fondamentale di Sy,
la corrispondenza proiettiva fra la stella Sx e il sistema punteggiato S, potra

(*} I teoremi (6) (7) (8) (9) la cui importanza per lo studio delle omografie ¢ manifesta
sono dovuti al SEGRE (veggasi SeerE, Memoria citata, e SEcrE, Gl spazil fondamentali
di un’omografia. R. Acc. dei Lincei, Vol. II; Serie IV), che li dimostra separatamente con
metodi meno semplici. Qui nascono tutti dalla considerazione dell’omografia degenere [5] [6].
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essere rappresentata dalle relazioni:
rTy=1Y,... rZTpt+1 = Yn+is

Le quali mostrano che fra la stella Sk e il sistema punteggiato S, esiste una
relazione omografica non degenere. Si deduce subito che:

(10) Due sistemi proiettivi sono omografici; e se fra le operazioni che
servono a passare dall’wno all altro, ¢’& un’operazione degenere, ’omografia
¢ pure degenere.

Ora passiamo al teorema inverso e premettiamo il lemma:

Date n + 1 rette indipendenti cioé appartenenti ad un Senty, per un

punto qualunque di S,nyy, passa uno ed un solo S, che le incontra tutte ().
Infatti siano ay... auqy le rette ed A il punto. Gli spazii

]
Sgn =Aa2 Ageee Upty

"

m = 4a, Kgee . Optyq

Sg:"*-’) = Aa; Ogeselny

hanno un S, in comune che passa per A e incontra tutte le rette «; inoltre
¢ il solo, perché un S, che passa per 4 e incontra le « deve appartenere ne-
cessariamente agli spazii S';,, 8";p,... S5, esso & quindi il loro spazio d’in-
tersezione.

Ora dimostrerd che:

(11) Due spazii di punti S, ed S’ omografici ed indipendenti sono pro-
spettivi.

Supponiamo dapprima che 'omografia non sia degenere.

Assunti # 42 punti di S, che ad 7 41 ad » 41 siano indipendenti, con-
duciamo le rette «,... ay4, che li uniscono ai punti corrispondenti di S',. Per
un punto di 2, conduciamo I’S”, che taglia as... anis; proiettando da S",
I'S’, sopra S, otteniamo i due spazii omografici dati [teorema (3)] (**).

Se i due spazii sono omografici degeneri, sia S'x—, lo spazio singolare di
S'n e Su—n quello singolare di S,; ai punti di S's-, corrisponde un punto qua-
lunque di S,, e ad un punto di S,—n corrisponde un S'x passante per S'n—;.
Assunti # — &+ 2 punti di S, che ad » — h + 1 siano indipendenti, condu-

{*¥) Questo lemma & un caso particolare di un teorema dovuto al prof. Berrini, Veggasi
ii § 1 della Nota citata

(*¥*) S”4 non pud tagliare S, e nemmeno S’,; perché per esempio con S, determina uno
spazio che & anche determinato dalle rette & cioé un Szuta.
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ciamo le rette ;... an_nts che li uniscono rispettivamente ad » — % + 2 punti
corrispondenti che godono della stessa proprietd, di essere ciot ad n—h 4+ 1
ad n — h 41 indipendenti. Per un punto di «, conduciamo 1'.S",_ che taglia
dseee an—hie (¥). Proiettando dallo spazio S”,, determinato da S'h—, ¢ S",-,
lo spazio S’, sopra S,, otteniamo i due spazii omografici dati [teorema (4)].

Se S, ed S, non sono indipendenti, prendiamo un S”, indipendente dal-
I'uno e dall’altro e in relazione omografica non degenere con S,; allora S,
ed S’y essendo omografici ad S", sono altresi proiettivi ad S",, e quindi pro-
iettivi fra di loro; anzi sono deducibili con due proiezioni e due sezioni di cui
al pil una degenere.

Prendendo in esame i due sistemi in relazione omografica degenere S,
ed S',, sezioni della stessa stella di sostegno S”, poco pil sopra considerati,
8i ricava il teorema (1) gid dimostrato analiticamente. Ad ogni punto di S's—,
corrisponde un punto qualunque di S,; ad ogni punto fuori di S’»—, corri-
sponde un punto di S,-; che & la sezione dello spazio determinato da S”,
e S’ collo spazio S,; e viceversa ad un punto di S,_ corrisponde un S'x
passante per S’p—_,; i punti di 8,1 e gli S4 corrispondenti sono in relazione
omografica, perché il sistema dei punti di S,-» e il sistema degli S's corri-
spondenti sono le sezioni della stessa stella di S”,, passanti per S”,. Cor-
relativamente, osservando che ad ogni piano di .S, passante per S, corri-
sponde un piano qualunque di S',, e che ad ogni piano di S, non passante
per Sy corrisponde un piano determinato di S', passante per S'p—,, si ricava
il teorema correlativo. Per completare il teorema (11) enunciamo quest’altro:

(12) Due spazic omograficc non degenert che hanno nel loro spazio di
intersezione Sp—, uno spazio di tutti punti uniti sono prospettivi.

Intanto due spazii Sy ed S’, omografici che hanno nel loro spazio d’in-
tersezione Sp—, uno spazio di tutti i punti uniti sono prospettivi; perché una
retta di S, e la corrispondente di S’ si tagliano in un punto di Sy—, e sono
prospettive; se dal centro 7' di prospettiva proiettiamo S’; sopra Sy otteniamo
1 due spazii omografici dati. Ora passiamo al caso generale. Assumiamo in S,
n—h 41 Sy arbitrarii passanti per Sk, che saranno prospettivi ai loro cor-
rispondenti di S’,. Per gli n — h 4+ 1 centri di prospettiva conduciamo un
Sn-n; proiettiamo da Sp—r, S', sopra S, ed otterremo.i due spazii omografici
dati (**).

(*) 8”"s—» non pud tagliare né S, né S's; perché per es. con S, determina uno spazio
che ¢ anche determinato da S, e dalle rette «; cioé un Syuepyr.

(**) I teoremi (11) e (12) furono comunicati nell’ottobre del 1877 al SeGre, il quale
gid 1i conosceva, non sono stati perd ch’io sappia ancora pubblicati.
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(13) Ad ogni Sy, passante per Sh—, corrisponde un S’y prospettivo; il
centro T di prospettiva giace in Sn-1n; lo spazio ad n — h dimensioni dei
puntc T e lo spazio ad n— h dimensioni degli Sp passanti per Sp—, sono
prospettivi, perché sono le sezioni di una stessa stella di S,—, di sostegno S'n,
Puno con Sp—n Ualtro con S,,.

Adesso dimostreremo geometricamente i teoremi fondamentali dell’omo-
grafia (6), (7), (®)

Supponiamo che gli spazii omografiei dati S, ed .S'» siano sovrapposti ed
abbiano un Sj-, fondamentale; prendiamo # — A -+ 2 punti arbitrarii di Sp:
4, B, C,... e gli n—h+ 2 corrispondenti di S’y 4', B, C',...; e suppo-
niamo che al variare di un parametro ¢ i punti 4’y B, C'..., determinando
sempre con Sp—, uno spazio ad # dimensioni, escano da S', descrivendo linee
arbitrarie in un Sy,—p+ passante per S,. Le successive posizioni di questo
spazio ad # dimensioni si possono considerare come successive posizioni dello
spazio S'y. Tutti gli altri punti di S, supporremo che si muovano in modo
che il sistema .S’y nelle sue diverse posizioni sia sempre omografico ad S,,
essendo Sk—, uno spazio di tutti punti uniti e 44", BB, CC',... punti cor-
rispondenti. Immaginiamo di rimettere a posto il sistema S’y facendo descri-
vere ai suoi punti le stesse linee descritte prima; in ogni sua posizione, per
quanto prossima alla iniziale, S, sard con S, la sezione di una stessa stella
che avra per sostegno uno spazio S, (12); ad ogni S, passante per Sp-y
di S, corrispondera in S’, un S's prospettivo secondo un punto 7' situato in
Sn-n, € fra i punti T' e gli Sy passanti per Sp, esisterd una relazione omo-
grafica (13). Al limite S,—» cadrd nello spazio S,; e poiché fuori del limite
ogni S;u—n della stella di sostegno S,_n taglia Sy ed S’y in due piani corri-
spondenti, al limite ogni piano passante per S, sard un piano unito; tutti
questi piani costituiscono un ¥;_,; onde concludiamo:

Dati due spazii omografici sovrapposti se esiste un Sy, fondamentale
di punti esiste anche un Xn—, fondamentale di piani di sostegno S,_p. Ad
ogni Sn passante per Sp—, corrisponde un S’y prospettivo; il centro T di pro-
spettiva ¢ situato nel sostegno di Jp—.; gli Sn passanti per Sh—, e ¢ punti T
di Sp—n sono in relazione omografica ecc. E correlativamente.

Questa dimostrazione da, mi pare, la ragione geometrica di questi teoremi
e ravvicina un’omografia qualunque ad un’omologia.

Diamo di questi teorem: un’altra dimostrazione geometrica.

Abbiansi due spazii omografici sovrapposti S, ed S'» econ un S, fonda-
mentale. Facciamo passare per S,—, un S", arbitrario, determinante quindi
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con S, uno spazio Sy,-n+i. Prendiamo n— k42 punti di S, (4, B, C,..))
fuori di Sp—,, che ad » —h + 1 siano indipendenti, e i loro corrispondenti
Ay B, C'... in §',; e prendiamo ancora n—h -+ 2 punti di 8§, (4", B,
C",...) pure ad » —h + 1 indipendenti. Poniamo fra §”, ed S, una corri-
spondenza omografica in modo che Sy, sia uno spazio di tutti punti uniti ed
AA”, BB'... coppie di punti corrispondenti; e cosi poniamo fra S, ed S”,
una corrispondenza omografica in modo che 8-, sia uno spazio di tutti punti
uniti ed A’ A", B'B",... coppie di punti corrispondenti. Allora S, ed S, sono
prospettivi secondo un S's—n (12) ed 8’5, ed 8", prospettivi secondo un 8", _p.
Due punti corrispondenti di S, ed S',, si ottengono proiettando rispettivamente
da §'n-n ed 8", uno stesso punto di S”,; ovvero due punti di S, ed S’, sono
corrispondenti quando si possono condurre due rette che si tagliano in S, e
incontrino rispettivamente 8,5 ed S”,_x. In questo modo i due spazii omo-
grafici dati si possono ottenere I'uno dall’altro con due proiezioni e due se-
zioni. Tenendo presente questa generazione dei due spazii omografici dati, le
cose che diremo pill sotto restano evidenti.

I due spazii 8,1 ed S, non si segano; ed infatti supponiamo che
abbiano un S, in comune; lo spazio S”pins = (Sp, §”,) sega S, in un Spip
passante per Sp—, (perch® Sy, giace in S, ed S§”, e quindi in S, ed §"pints);
questo spazio Sp+n sarebbe uno spazio di tutti punti uniti, contrariamente al-
'ipotesi che Sp-, sia fondamentale.

Lo spazio Sen—shis = (8'n-ny S"n-1) sega S, In un S, unito che & il
sostegno di uno spazio Y-, di tutti piani uniti,

Dall’esame della figura risulta ancora che ad un S, di S, passante per
Sh-1, corrisponde un §'5 di 8, ed un 8" di §”, passante per Sp—,. Si ed S"»
sono prospettivi secondo un punto 7' di S'x—n; S'n ed S”, prospettivi secondo
un punto 7" di 8", —p. La T’ T taglia S,—r in un punto 7' che & il centro
di prospettiva di S, ed §'». Ad ogni S, passante per Sy, viene a corrispon-
dere quindi un punto T' di S,-». Se si proietta da S”, il punto T e poi si
sega con S, si ottiene Sp, e se si proietta da S"”»_n lo stesso punto 7" e si
sega con S,_j si oftiene il punto T'; quindi lo spazio degli S; passanti per
Sn—, e lo spazio &, 5 dei rispettivi centri 7' di prospettiva, sono prospettivi
allo spazio S’,-5 dei punti T, rispettivamente da S", e S”,_. Si deducono
subito i teoremi (6) (7) e (8).
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§ 5.

Ora studierd pitt da vicino questi spazii fondamentali di punti. Sia & radice
a¢im2 di D(r); essa renderd il determinante di caratteristica I 4+ 1 e si avra
corrispondentemente uno spazio fondamentale di punti Sp_, (! + h =) a cui
sard coniugato un ¥, di sostegno S; (*).

Prendiamo i vertici 1 2... I+ 1 della piramide fondamentale in S;; ogni
piano passante per S; avrd le coordinate £,... &, eguali a zero, ed essendo
un piano unito (**), le [3] dovranno necessariamente ridursi alla forma:

rym =0ub o F o

TN == Qa1 & F 0 F Qi S

Plee = Qlter &0 - + At 141§l + @t
. (PR

Pty = Ontar &+ 0 + Ants Z+1€l+| <. "l" bty

Il determinante D(r) diventa dunque:

Ay — ... Qligy Altggeee Ant14
2R a1 — 1 Qlteltiees Quig 14+t .
D(r)= =(a —r)D'(r),
0... 0 ad—7.. 0
0... 0 0 a—r

dove D'(r) & il determinante formato dalle prime !+ 1 righe e colonne. II
punto corrispondente di un punto qualunque y di S; & dato dalle relazioni:

re, =0auYs +- o+ Y

Y Xpy = Qatt Yo+ 0 F Qs Yy

le quali rappresentano 'omografia subordinata in S;.

(*) L’analisi che faremo sta anche se a =0; I'omografia é allora degenere e corrispon-
dentemente alla radice @ =0 abbiamo uno spazio fondamentale singolare S;., a cui é con-
ingato un 3, di sostegno ;.

(**) Se l'omografia & degenere, esso & un piano unito perché gli corrisponde un piano
qualunque e quindi anche sé stesso.

(¥#¥) Questo artificio per semplificare le relazioni omografiche ¢ adoperato dal SecrE:
pag. 16 della Memoria citata: Sulla classificazione delle omografie.
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Per cercare gli elementi uniti bisogna ricorrere al determinante D'(r).

Essendo @ radice 2= di D(r), sard radice 2 — h#*ma di D'(r) e rendera
D'(r) di caratteristica p 4 1. Corrispondentemente si avra uno spazio (singolare
se I'omografia ¢ degenere) fondamentale di punti Sp—, (p + k=1), al quale
sard coniugato uno spazio fondamentale di piani (piani di S;) Y-, di sostegno
Sp; scegliendo i vertici 1... p 4 1 della piramide di riferimento in Sy, il de-
terminante D'(r), per le ragioni pill sopra esposte riguardo a D(r) diventa:

Ay — 7... 0134.4? Apteye-. Al+44
Aiptiee. Optrip+1 — 1 Opieptse., Al+iph
D)= — (@)D"
0... 0 a—r... 0
......... t ot e e et e e e e e e e
0 0 0.. @ —= 1

e 'omografia in S, ¢ data dalle relazioni:

re, ==ay Y, +"’+ap+x|?/p+;

FXp+y == Qyp+y Uy +--+ Up s pra Yp+iy

e il determinante che di gli elementi uniti di questa omografia & D" (r).

E cosi continuando, a sard radice (A — h — k)®*#"® di D"(r) e rendera il
determinante D''(r) di caratteristica g + 1; corrispondentemente vi sard uno
spazio fondamentale (singolare se @ = 0) S,—, (m 4 ¢ ==p) al quale sard con-
iugato un Y,,-, di sostegno S;; scegliendo i vertici 1... ¢ 4 1 della piramide
fondamentale in Sy, D"(r) diventa:

au—r,.. aq-}—l‘ aq+21 ap'H 1
Aygtiees Ag+ig+1 — 1 Ogtegtre.r dptight
D" (’V’) — q qg+iq qvzq 4 prigq — ((l _ 7‘)m D//' (7.)7
0... 0 a—1... 0
0 0 0... 0
Annali di Matematica, tomo XVIL 17
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dove D'"(r) & il determinante che da gli elementi uniti della omografia in .
Cosi proseguiremo finchd 2 — k — k& — m — ece. si ridurrd a zero.

Se A—h =0 lo spazio Sp—, lo chiameremo spazio fondamentale semplice.
Noi supporremo 2 — i — k — m = 0 cioe supporremo che a non sia radice di
D"(r); nulla toglieremo per questo alla generalita del ragionamento.

Possiamo intanto concludere, se @ = 0 cioé se 'omografia & degenere, che
abbiamo uno spazio singolare Sp—, a cui & coniugato un Y;_, di sostegno Si;
in cui abbiamo un’omografia degenere, con uno spazio singolare Sk_, (conte-
nuto in Sp—, come vedremo) a cui & coniugato uno spazio di piani (piani di S;)
di sostegno Sp; nel quale abbiamo ancora un’omografia degenere con uno spazio
singolare S,,—, a cul & coniugato uno spazio di piani (piani di Sp) di sostegno
Sy; nel quale abbiamo un’omografia non degenere i cui spazii fondamentali
sono dati da D"'(r).

Tornando al caso generale, vediamo che scelti i vertici della piramide di
riferimento come abbiamo detto, il determinante D(r) si riduce alla forma:

Ay — Fous gty Ayigyes Apyyy Aprosees Qliggr Qoo Oty

Qyg+1 Auiyg+r =7 Qgiagtae Aptigtt Uptogtiees Alesgir Altagriees Antight
0... 0 a4 —7T.. 0 Optegteeee Altygte Altagtece. Auiygie

e e e e e T T
0... 0 0.. a@—7 GQpreptises At1pts Ait2ptiee Anpipn
O.-. O 0 . 0 a—71r.. 0 al+2p.,.2... an+|P+2
0.-- 0 O... 0 On- a—r alp-gp+ gooe Upt1 141
0.. 0 0.. 0 0.. 0 a—r.. 0
0.. 0 0.. 0 0.. 0 0.. a—7r

E questo era il nostro scopo, di semplificare ciod le relazioni omografiche.
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Consideriamo I'omografia il cui D(r) &:

Uyy — 1 Agt+ay Agie1 OGptia Optrer Qlyy Qleey Ot
Urgrr Ogrigrr— 1 dqeaqrt Oprig+r Upragrt Alergrs Qlie gy Anrigs
0 0 a’' —r 0 Uptegte Altig+e Alragre Antiqre
( ) 0 0 0 a’ —r Opt+ept1 Al+ip+y Altepry Antipiy
o , ’
0 0 0 0 a —r 0 Al+epre Antipte
!
0 0 0 0 0 QG — 7 QAlizlrt ot i
0 0 0 0 0 0 a—rvr 0
0 0 0 0 0 0 0 a—7r

che non differisce dal primo se non in alcune delle @ che furono cambiate in
a’ ed a'.

In questa omografia in luogo dello spazio fondamentale Sy, abbiamo tre
spazii fondamentali semplici Sp—., Sk, Sm— corrispondenti rispettivamente
alle radici @, o/, a’. Ed infatti si vede subito che ponendo » = a il determi-
nante si riduce di caratteristica # — k-1, ponendo r = a' di caratteristica
n—Fk-+1 e ponendo » = a” di caratteristica n — m 4 1. Facendo tendere a”
ad o' ed ¢’ ad ¢ questa seconda omografia tende alla data, e i tre spazii sem-
plici vengono a sovrapporsi costituendo lo spazio fondamentale unico Sp—, (*).
I ovvio che questi spazii semplici Sp— € Sm—, i quali vengono a sovrapporsi

(*) Per uno spazio fondamentale semplice Sw_, la radice di D{r)=0 a cui esso corri-
sponde & radice '=** di D(r), A" — 1= di tutti i minori d’ordine » di D(r), A’ — 2=im dj
tutti quelli di ordine #» — 1 ecc., & radice semplice dei minori di ordine n — %'+ 2. Un’o-
mografia che ha tutti i suoi spazii fondamentali semplici (omografia generale) si studia assai
facilmente, per questa ragione principale che tutti gli spazii fondamentali Sy_y... Si@_,
essendo k' A"+ .-+ 4+ hle) =7n + 1 appartengono e determinano tutd S, (5); e il sostegno
dello spazio coniugato di uno spazio fondamentale qualunque Sy_1, oltre contenere tutti gli
altri spazii fondamentali (8) Swocrev. Si9_;, & da essi determinato.
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ad Si-., si identificano al limite ton quegli spazli Si-, e Sy-i dell'omografia
data che furono gid trovati analiticamente (*).

(14) Ogne spazio fondamentale che non & semplice si pud considerare
come il limite di un gruppo di spazii fondamentali semplici che vengond a
sovrapporsi; lo chiameremo spazio fondamentale multiplo.

Come abbiamo operato sopra D(r) immaginiamo di operare sopra D" (r)
per rispetto successivamente alle altre radici; verremo cosl a considerare un’o-
mografia in cui tutti gli spazii fondamentali sono semplici. Ricaviamo imme-=
diatamente:

(15) Ogni omoyrafia con spazii fondamentali multipli si pud conside-
rare come il limite di un’omografia a spazii fondamentali semplici.

Vale a dire possiamo sempre scrivere le equazioni di una certa omografia
a spazii fondamentali semplici, e poi immaginare che i coefficienti di questd
orografia variino in modo dd dare sticcessivaimente omografie che, essendo
sempre a spazil fondamentali semplici, si accostano perd indefinitamente all'o=
mografia a spazil multipli data.

In virtd di questo teorema possiamo ricondurre lo studio delle omografie
a spazii fondamentali multipli allo studio delle omografie a spazii semplici,
potendosi sempre pensare un’omografia a spazii fondamentali multipli come
tin’omografia a spazii sempliti, alcuni dei quali sono infinitamente vicini.

Il (15) permette di dare ad alcuni teoremi una forma pil determinata’
per es. si pud dire:

(16) In un’omografia qualtinque esistono o Spazii fondamentali di punti
Spi—i... Spioimy, € & spazii fondamentali di piani Xp—y..: Iy, reali o im=
maginaris, tuttc distints o a gruppt sovrapposti singolari o no, ed é

B+ ) =n41.

Altri teoremi diventano evidenti, per es. quello dovuto al Sedre (veggasi nota,
in fin di pagina) che lo spazio Sy, sega 1l sostegno S; dello spazio coniugato
in Sx_, che sega alla sua volta S, in S,,—, ece.

Dipendendo poi due spazii coniugati come Sp_, e Y, dalla stessa radice,

(¥) B h=k==m; perché se fosse h <k la radice a renderebbe il determinante D(r) di
caratteristica #n — k -+ 1, contrariarhente all’ipotesi che a renda il determinante di caratte-
ristica n — h -+ 1. Facendo tendere a” ad &' S,_, cade in S, e poi Sk-1 insieme ad Sp-
in 8y_;; cioé nell’omografia data S,_, contiene S;_,, che contiene S,_,; e quindi Sy, sega
Stin Sp_i, e Si— sega S, in Su_1; teorema dovuto al SzerE: Teoria e classificasione
delle omografie.
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se alcuni spazil fondamentali di punti vengono a sovrapporsi, vengono pure a
sovrapporsi 1 coniugati spazii di piani e quindi anche i loro sostegni.

Ogni rettd che uhisce due punti corrispondenti = e y, taglia 1 sostegni
dei ¢ spazii fondamentali di piani in ¢ punti, di cui alcuni possono essere
coincidentl; la punteggiata:

z, v, x—riy,... x—ry,

formata da questi punti, & omografica a tutte le analoghe che si ottengono
facendo variare i due punti corrispondenti; perché & omografica alla serie dei
parametri

!

0, o0, 7. 70,

I (¢ — 1) rapporti anarmonici,

che si possono formare con quei ¢ 4 2 numeri (dove »* & scelto fra le radici
diverse da zero) sono invarianti assoluti dell’omografia. Alcuni di quei rapporti
anarmonici possono essere eguali fra di loro o all’unitd, o anche uguali a zero,
quando ci sono spazii singolari (*); giova perd considerarli come ¢ —1 inva-
rianti distinti; ciod rappresentanti proprietd proiettive distinte; perche il fatto
dell’essere eguali tra loro o all’unitd rappresenta I'esistenza degli spazii mul-
tipli, e il fatto dell’essere uguali a zero rappresenta 1’ esistenza degli spazii
singolari.

Ma veniamo ad una classificazione delle omografie.

Due omografie che hanno lo stesso numero di spazii fondamentali rispet-
tivamente collo stesso niumero di dimensioni, siano questi spazii reali o imma-
ginarii, distinti o a gruppi sovrapposti singolari o no, diremo che appartengono
alla stessa classe.

Due omografie appartenenti alla stessa classe hanno lo stesso numero di
invarianti assoluti i quali si corrispondono uno ad uno.

Due omografie che appartengono alla stessa classe diremo che apparten-
gono anche alla stessa soffoclasse, quando gli invarianti assoluti corrispondenti
nelle due omografie sono eguali.

Se uno spazio & multiplo o singolare per I'una, il suo corrispondente &
multiplo o singolare anche per 1'altra.

(¥) Naturalmente se ci sono spazil singolari, non pessono essere che sovrapposti, percheé
corrispondono alla stessa radice zero,
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Come si vede per la distinzione in sottoclassi non si tien conto della po-
sizione rispettiva degli spazii fondamentali fra di loro e per riguardo ad una
coppia di punti corrispondenti; di questo si tien conto per la distinzione in
sottoclassi.

Fra le sottoclassi di una stessa classe sono maggiormente degne di studio
quelle che hanno spazii multipli; e devono essere studiate a parte quelle che
hanno uno spazio singolare multiplo o no.

Dimostreremo in seguito che due omografie appartenenti alla stessa sot-
toclasse sono identiche a meno di una trasformazione di coordinate, ciod sono
identiche dal punto di vista proiettivo.

Uno spazio fondamentale multiplo formato dagli spazii fondamentali S,—,....
Sh,—1 che vengono a sovrapporsi lo indicheremo con (h; —1,... hy —1), e se
& singolare con (h, —1,... k,— 1), che chiameremo gruppo caratteristico re-
lativo a quello spazio.

L’unione dei gruppi caratteristici relativi agli spazii di un’omografia chia-
meremo caratteristica dell’omografia.

La somma dei numeri costituenti la caratteristica aumentati di un’unit
& eguale ad » - 1.

L’analisi fatta a pag. 130 e 131 dimostra che a qualunque caratteristica
corrisponde un’omografia.

11 prof. Bertint nella Nota citata ha mostrato geometricamente che si pud
sempre costruire un’omografia corrispondente a qualunque caratteristica. E noi
lo mostreremo nel § 9.

Caratteristiche delle omografie.

Nella retta:
Classe unica: [00], [00], [(00)].

Nel piano:
Classe 1.* [000], [000]; [(00)0], [(00)0], [(00)0], [(000)], [000)];
Classe 2.* [10], [10], [10]; [(10)], [(10)].
Nello spazio ordinario:
Classe 1.2 [0000], [0000]; [(00)00], [(00)00], [(00)00]; [(00)(00}]
[00)(00)]; [(000)0], [(000)0], [(000)0]; [(V00V)], [(GO0V)]-
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Classe 2.* [100], [100], [100]; [(10)0], [(10)0], [(10)0];
[1(00)], [1(00)], [1(00)], [1(00)], [(100)];

Classe 3.° [11], [11], [(t 1], [AD)];

Classe 4.* [20], [20], [20], [(20)], [(20)].

Queste notazioni mi pare che riescano assai comode, perch® danno subito una
idea della natura della omografia; e del come sono disposti gli spazii uniti,
senza bisogno di calcoli. La notazione per es. |1(00)] rappresenta I'omografia
che ha un raggio fondamentale singolare e una coppia di punti uniti coin-
cidenti.

Concependo uno spazio multiplo come il complesso di spazii fondamentali
semplici infinitamente vicini e sempre indipendenti si vengono a considerare
degli spazii fondamentali che nel § 3 non si erano ancora presentati. Ed in-
vero se per esempio ad una radice corrisponde lo spazio multiplo (b, —1,
he—1... hp—1... hy—1) hy=h,="---=hy, nel § 3 non si sarebbe pre-
sentato che lo spazio Sp,—,. Prima di finire questo studio sugli spazii multipli
vogliamo vedere come si modifica il teorema (6) colla considerazione degli altri
spazil Sp,—t.e Spy—ie.. Si—i. Siccome a tutti gli Sy, passanti per Sy, e gia-
centi in uno stesso Sy, passante per Sp_., corrispondono rispettivamente degli
S’ prospettivi secondo uno stesso punto I' di S,-p,, sostegno dello spazio
coniugato di Sy,—,, e siccome S,_s, & contenuto in S,-z., sostegno dello spazio
coniugato di Sy, concludiamo:

(6) Ad ogni Sy, passante per Sp—., corrisponde un S'n, prospettivo
secondo un punto T di Sp—p,.. La stella deyli Sy, ¢ © punts T' sono in corri-
spondenza omografica degenere. Lo spazio singolare della stella di Sy, é lo
spazio ad hy — h, — 1 dimensioni di Sy, giacenti in Sp,; e il sostegno dello
spazio singolare in S,-n. ¢ Spn,. B correlativamente.

§ 6.

Come applicazione del teorema (15) dimostriamo che due omografie appar-
tenenti alla stessa sottoclasse sono proiettive. E cominciamo a dimostrare che:
(17) Se di un’omografia generale, sono dati gli spazii fondamentali e
gli invarianti assoluti la corrispondenza @& determinata.
Infatti siano Sp~,... Sp,-« gli spazii fondamentali.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



136 Predella: le omografie in uno spazio

Fissiamo » -+ 1 punti in S, di cui &, in Sy, % in Sy, ecc. b in Sp—*
Per trovare il corrispondente di un punto M, dallo spazio determinato da quegli
n -1 punti esclusi due appartenenti a spazii fondamentali diversi, proiettiamo
rispettivamente questi due punti e il punto M; otterremo tre piani; ed al piano
che proietta il punto M dovra corrispondere un piano formante coi tre un rap-
porto anarmonico dato [che & un invariante dell’omografla (6)], cioé un piano
determinato.

Escludendo altri due punti e proiettando dai rimanenti n — 1 rispettiva-
mente i due punti esclusi e il punto M ecc. e ripetendo 'operazione conve-
nientemente n 4~ 1 volte, otterremo n 4 1 piani nei quali deve trovarsi il punto
M, il quale resta cosl completamente determinato (*).

Il teorema dimostrato si pud esprimere anche cosi:

Due omografie generali aventi gli stessi spazii fondamentali, se hanno
anche gli stessi invarianti assoluti coincidono. Ovvero: Due omografie generali
appartenenti alla stessa sottoclasse somo projettive; e in questa proiettivity
una coppia di punts corrispondents resta completamente arbitraria; perché basta
passare dagli spazii fondamentali dell’ una agli spazii fondamentali dell'altra.

Ora passiamo al caso di due omografie qualunque non degeneri apparte-
nenti alla stessa sottoclasse, I'una nello spazio S, I'altra nello spazio S, che
supporremo indipendenti. '

Ripetiamo nell’una e nell’altra 1’analisi fatta a pag. 130 131 mettendo in
luogo delle @ ecc. le stesse o' ed & ecc.; otterremo due omografie generali
appartenenti alla stessa sottoclasse; le quali saranno proiettive, anzi prospettive
secondo un certo S”,, ed & arbitraria in questa proiettivitd una coppia di punti
corrispondenti 4 4. Ora immaginiamo che nell’una e nell’alira omografia o
tenda ad «, allora lo spazio fondamentale Sk, (**) corrispondente alla radice
a' tenderd a cadere con legge determinata nell’una e nell’altra omografia nello
spazio Sp—,, corrispondente alla radice a; S, varierd tendendo a prendere
una posizione determinata, e le due omografie sono sempre prospettive e lo
saranno anche al limite. Cosl immaginando che a” tenda ad « ece. conclu-
diamo che le due omografie date sono prospettive secondo un S”,; ed una

(*) 11 procedimento si pud abbreviare (quando k, —1... ks —1 non sono tutti nulli)
osservando che la reita M M’ deve incontrare tutti i sostegni degli spazii coniugati di Sy —1..,
Sy,—1, che sono poi ghi spazii Sy, ... Ssns determinati da tutti gli spazii fondamentali, meno
rispettivamente Sy, _;... Sp,_1. Cioé M’ deve trovarsi nel S,_s41 determinato da M e S,,_hh
nel Sy_s41 determinato da M e S,_s, ecc., e quindi nel loro spazio comune che ¢ un S; ;.

(**) Adopero le stesse notazioni adoperate a pag. 130 e 131. '
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coppia di punti corrispondenti resta fissata arbitrariamente. Ma si vede che 'ar=
bitrarietd non & limitata alla coppia di punti A4 4"; poiché ridotte le due omo-
grafle date a due omografie generali, basta passare dagli spazii fondamentali
dell'una agli spazii fondamentali dell'altra, e quindi fissati nella prima omo-
grafia h, punti in Sp—,, ecc., I; in Sp,—, dove Sp—,... Sp,—, sono gli spazii
fondamentali di questa omografia, per passare dall'una omografia all'altra basta
scegliere i corrispondenti in 8’, in modo che &, siano in S'p,, ecc., 7, in
S'ny—t, dove S'p—, ecc. S'h,—, sono gli spazii fondamentali della seconda. Pas-
sando al limite questa arbitrarieth si deve necessariamente sentire; ma di
questo faremo un’analisi rigorosa nel § 9.

Il teorema inverso che due omografie dedotte con un numero finito di
operazioni appartengono alla stessa sottoclasse & evidente; perché le due omo-
grafie avranno Jo stesso numero dj spazii fondamentali rispettivamente collo
stesso numero di dimensioni e gli stessi invarianti assoluti,

I determinantj D(r) e D(p), pag. 120 e 121, essendo identici con uno
scambio delle colonne nelle righe, la corrispondenza omografica fra i punti della
prima figura e i punti della seconda, & identica alla corrispondenza omografica
fra i piani della seconda figura e i pianl della prima, a meno di una trasfor-
mazione delle x nelle » e della stessa trasformazione delle y nelle & ciog a
meno di yna correlazione,

Questo teorema & del Srere che 1'ha dedotto da quello di WErersTRASS
appoggiandosi ad un teorema di Sraccr sui determinanti.

L'inversa di un’omografia & un’omografia che appartiene alla stessa classe
ed ha gli invarianti assoluti reciproci della data. Ne viene che un’omografia
ehe ha gli invarianti assoluti uguali ad 1 0 a — 1 (un’omografia per esempio
con un unico spazio unito multiplo) & omografica alla sua inversa, correlativa
di st stessa e della spa inversa.

§ 1.

Sia I'omografia [(hy,—1, hy—1,... hy— 1,... by —1),..] nella quale
sono sovrapposti i p spazii fondamentali di punti Si,—,... Sp,—, e quindi sono
sovrapposti anche i coniugati p spazii fondamentali di piani Yp,—seer Mpoiee-
Ni—1; ciod X5, contiene ¥, ecc.

(18) In ogni piano S,-y di Xp,- clie non & perd un piano di ¥p,,.—q
abbiamo un’omografia subordinata di punti, e quindi di S,., (che sonn 5 pians

Annali di Matematica, tomo XVII, 18
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di Sp-,), di caratteristica
[(h,— 1, 7&2—1 vee g =2, By —1).0].

Se hg—1=20, invece di mettere hy — 2 si sopprime Iy — 1.
E correlatlvamente

(19) Intorno ad ogni punto di Spe— che non & perd un punto di Sp,p—
abbiamo un’omogrofia subordinata di Sp-, e quindi anche di S, di caratte-
ristica

[ —1, he—2,.0 hg—2,..c by—1)...].

Dimostrerd il (18). Concependo I'omografia data come il limite di un’omografia
generale, in un piano qualunque passante per lo spazio S,_p,, determinato da
tutti gli spazii fondamentali semplici del’omografia generale ‘meno S, b col
tendere dell’omografia generale all’omografia data, avremo sempre un’omo-
grafia generale di caratteristica

[hy—1, hy— 1, hg— 2, hp—1,...];

perché quel piano passando per S,-p, contiene tutti gli spazii fondamentali
meno Sp,—, che sega in un Sp,,.

Al limite S,_p, (che & sempre fuori del limite nell'omografia generale il
sostegno dello spazio coniugato di Sp,.) diventa il sostegno dello spazio fon-
damentale di piani Y., e nel limite di S,—, avremo un’omografia subordi-
dinata di caratteristica

[((he—1, hy— 1,00 hy—2,... hpy—1)...] ().

Il teorema (18) permette di determinare la caratteristica dell’omografia subor-
dinata in uno spazio S,-, unito qualunque; come si vede basta diminuire di
un’unitd nella caratteristica le dimensioni di un certo spazio fondamentale o
sopprimerle addiritura se & un punto. Applicando ad un S,—, unito qualunque
di S,—, lo stesso teorema ecc. concludiamo facilmente:

(20) In uno spazio lineare unito qualunque abbiamo un’omografia su-
bordinata la cui caratteristica si pud ottenere dalla caratteristica dell’omo-
grafia data, o sopprimendo alcuni spazii fondamentali, o diminuendone le
dimensioni di un certo numero di unitd. Resta sempre che la somma dei nu-
meri della caratteristica di queste omografie subordinate, aumentats di un’u-
nitd, deve essere uguale alle dimensioni dello spazio pitv un’unitd.

(*) Questo teorema si verifica facilmente sulle forme ridotte, ehe si ottengono colla
regola (33).
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Nel sostegno dello spazio ¥, avendosi sempre fuori del limite un’omo-
grafia generale subordinata di caratteristica

[hl_l, hg—‘l,.-- kq—-('d']., ”q+”—1-.a hp—’lan-],

al limite si avrd un’omografia la cui caratteristica si potra ottenere dalla ca-
ratteristica dell’omografia data sopprimendo il numero hy—1.

In un’omografia generale tutti i raggi uniti dell'omografia sono quelli che
appartengono ad uno spazio fondamentale o che si appoggiano a due spazii
fondamentali; quando I'omografia non & generale allora alcuni spazii fonda-
mentali vengono a sovrapporsi, e possono anche sovrapporsi alcuni spazii di
raggi uniti. 1l teorema (19) ci permette di determinare gli spazii di raggi uniti
di un’omografia, uscenti da un punto unito qualunque, e di trovare gli spazii
di raggi uniti che vengono a sovrapporsi. Applicando all’omografia dei raggi
uniti uscenti da un punto unito Jo stesso teorema (19) (poiche gli spazii ad
una dimensione di quest’ultima omografia sono spazii a due dimensioni per la
data) potremo determinare gli spazii di S, uniti passanti per una retta unita
qualunque ecc.; il teorema (19) ci permette dunque di determinare gli spazil
di 8, S;, S; ecc. uniti di un’omografia qualunque.

§ 8.

Continuiamo lo studio dello spazio multiplo (b, — 1, hy—1,... hpy—1)
dove hy=h,>=..-=h,. Abbiamo visto che considerando l'omografia data
come il limite di un’omografia generale i p spazii semplici Sp—1y Shy—iye.-
Shp—: che tengono luogo in questa dello spazio multiplo (b, —1,... Iy —1),
al limite entrano I'uno nell’altro, gli spazii di dimensioni inferiori in quelli
di dimensioni superiori, di modo che Sy, contiene Sp,—, ece. Sp,_,—1 contiene
Shp—i. Ora vogliamo vedere come si sovrappongono al limite, gli spazii deter-
minati fuori del limite da gruppi di quei p spazii fondamentali. Intanto ricor-
diamo che nello spazio Sp.r..4x,-: (determinato da g di essi Sp—y... Sk,
sempre unito ed unito anche al limite, avremo un’omografia che fuori del limite
avrd ¢ spazili fondamentali semplici, ma che al limite avrd un unico spazio
fondamentale multiplo (k, —1,..., kg —1).

Il teorema seguente risolve completamente la questione che ci siamo
proposti.

Siano Sk,-1y Sky-tyeer Skps (ki =k, == 1k,) q dei p spazii fondamentali
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Sh,—1s-+ Sh,—t the vengono a sovrapporsi; e siano Sy—iy St—iyees Si—i (I, =
{o=---=1,) r degli stessi p spazii Sp,~1y... Sk,—:. Supponiamo g = . Indi=
chiamo eon Sy, ed S, rispettivamente della coppia dei due spazii Sk,-,
ed Si—, quello di dimensioni superiori e quello di dimensioni inferiori o indif-
ferenteniente 1'uno o I'altro sé sono di dimensioni eguali. E cosi indichiamo
con Sp,—1 € Su,- della coppia Si-, Si,-. ece., ece., ed indichiamo finalmente
(Se q>7‘) c¢on Sm,--g-l—l“- sz-—| gll spazii Sk,.+,—1-t. Skl-.“

(21) T due spazii Skys-wtks €@ St 11—1y che passano rispettivamente
per gli spasii infinitamente vicing Sk—y;.se S, €d St—1... Sp—y appartens
gono allo spazio Sy, +..+m— che pussa per gli spazit Sp—1... Spe—, € 8i s€2
gano nello spazio Spy...in— Che passa per gli spazii Sp—iese Spia

It particolare se g =1 e k,=1,,... hg=21,t

(22) Lo spazio Sk..thy— contiene lo spazio Spr.ip,—q:

Cominciamo a dimostrare quest’ultimo teorema:

Per g =1 il teorema & dimostrato; dimostriamolo per g = 2.

Nell’omografia subordinata nello spazio Sk+t,+2,-, fuori del limite abbiamo
i tre spazii fondamentali distinti Sp,—1y Sk,—15 Sy— di punti e quelli fonda-
mentali di piani (piani di Skrctict) Xp—ty 2khits Jb-t di sostegni Spg-yy
Sketti=iy Shytke—1s

[ tre spazii fondamentali di punti al limite venendo a sovrapporsi, ven=
gono pure a sovrapporsi 1 coniugati spazii di piani e quindi anche i loro so=
stegni; ¢iod Sks—4 giace in Skun,s; analogamente considerando lo spazio
Sk,+1,+1,-1 eoncludiatho che Sy 41— giace in Skag—y € quindi in Spog,—1.

La dimostrazione & identica per g = 3.

Si trova, considerando lo spazio Skyk+kq+1—1 che Skar+k-1 CoOntiene
Sk, ik,+1-1, 11 quale contiene Sk+1417,4 che contiene Spir41,-1 ecc:

(23) In particolare in un’omografia con un unico punto unito n-- 10 g,
abbiamo un’ unica retta unita a, passante per a,, limite di tutte le rette che
uniscono a due a due gli n -+ 1 punti uniti infinitamente vicini; e cosi ab=
biamo un unico spazio a due dimensioni unito a, passante per a,y limite di
tutti gli spazit @ due dimensioni che uniscono a tre a tre gli n41 punts
uniti infinitamente vicini ece.

Passiamo a dimostrare il teorema (21).

Per il (22) lo spazio Sy+-4n—1 & contenuto nei due spazii Sk,+-sr,—, €d
Sp4s1,—1 € 10 8pazio Sy rm, 1i contiene tutti e due:

Basterd dimostrare che lo spazio in cui si segano non & di dimensioni
superiori ad n, 4 ---4n,.—1 e ne verrd che lo spazio a cui appartengono
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sath di dimensioni m,+ --- 4 my — 1 (*). Nello spazio in cui i due spazii
Sktrthy—1 €d Sg4..q7,— S segano avremo un’omografia, subordinata all’omo-
grafia, di Sp+..4x,-1 € all'omografia di Sy4...41—y, che sard di caratteristica (20)
(@ —1,... xs— 1) dove s=1r e z, =1,... x, =/, e cosl &, = k... x,=k;,
e quindi £, =n,... ¢;=n,dacuiz, 4 -+ —1=n+4--+n—1; ma
lo spazio in cui si segano Ski.qr,— €d Sii..4z ¢ ad un numero di dimen-
sioni &, +...4-2s— 1, quindi il teorema & dimosirato.

Non @ inutile forse osservare che gli spazil Sp+- +n—1 Smttmp—r ab-
biamo omografie subordinate di caratteristica rispettivamente (n, —1, n,—1,...

»— 1), (Iny—1,... mg—1).

Per esempio nell'omografia [(100)]; la retta fondamentale & tagliata dalla
retta che unisce i due punti uniti infinitamente vicini in un punto, e in que-
st’ultima retta abbiamo un’omografia subordinata [(00)]. Le due rette deter-
minano un piavo in cui si ha Pomografia [(10)]. Nell'otmografia in uno spazio
Sy con un unico spazio multiplo [(2110)], lo spazio &; (che passa per i due
spazii fondamentali infinitamente vicini S, ed S,) e lo spazio S’; (che passa
per i due spazii fondamentali infinitamente vicini S, ed S')) &i segano in un
S’, in eui si ha 'omografia [(10], ed appartengono ad un Sy in cui si ha
P'omografia [(210)]. Sopra uno spazio multiplo qualunque

(he—1, he—1,..0 hg—1,...0 by —1),

dimostriamo quest’altro teorema:

(24) Pgr ogni punto ay di Sp—y, ma non di Sy, passa una totaliti
hy— 1 wolte infinita di S, uniti con un solo punfo unito, wna totalita h, —1
+ hy — 1 wolte infinita di S, uniti con un solo punto unito ecc. una totality
hy—14-. 4 hyy—1 volte infinita di Sq_, uniti con un solo punto unito.
Gli Sy-, uniti con un solo punto unito, sono gli spazit di massime dimensions
passanti per a,; cioé per a, non passa alcun Sy unito con un wnico punto unito.

(¢) Sia dapprima a, un punto di Sy, ma non di Sp,-,. Intorno ad 4,
abbiamo (19) un’omografia subordinata di S, di caratteristica (b, — 2, h, —1,
hy—1,..). Siano S'n—sy Sh-1y S'hys... gli spazii fondamentali (di raggi)
di questa omografia. Gli S, della totalita lineare S';,—, [totalita che contiene
tutte le altte S'h—iy S'hs,... (¥*)] costituiscono tutti gli .S, uniti passanti per

(*) Perché se due spazii Se ed Sg si segano in un S, ed appartengono ad un S si ha;
a+f=y+23

(**) Perch¢ avendo snpposto che «, sia un punto di Sj—1 ma non di §,_; ne viene che
hy—1>h,—1 e quindi hy—2=p,~1,
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, € sono gli S, che passano per «, e giacciono in Sy,—,; perche questi S, co-
stituiscono appunto una totalita lineare h, — 2 volta infinita. Per «, non passa
adunque alcun S, unito con un solo punto unito.

(b) Sia «, un punto di Sp,~, ma non di Sp,. Intorno ad «, abbiamo
un’omografia subordinata di S, di caratteristica (b, — 1, ks — 2, hs—1...).
Siano S'p—iy S'h—2y S'he—s+.. gli spazii fondamentali (di raggi) di questa omo-
grafia. Gli S, della totalita lineare S’;_, (totalitd che contiene tutte le altre
S'h—ey S'hy—z,---) costituiscono tutti gli S, uniti passanti per a,, e sono S,
uniti con un solo punto unito (se si eccettuano quelli che passano per «, e
giacciono in Sk, 1 quali costituiscono una totalitd &, — 2 volte infinita). Ap-
plicando il teorema () a questa omografia di raggi, siccome gli S, di questa
omografia di raggi sono .S; per 'omografia data, si conclude che per ciascun
S, di S'p,-, non passa alcun .S, unito con un solo punto unito. Ora ogni S,
unito con un solo punto unito passante per «, conterrebbe una retta unita pas-
sante per a,, quindi concludiamo che per «, non passa alcun .S, unito con un
unico punto unito.

(c). Supponiamo che «, sia un punto di Sp,-, ma non di Sj,—,. Intorno
ad «, abbiamo un’omografia subordinata di S, di caratteristica (b, — 1, h,—1,...
hy—2,...). Siano S'n—ty S'h=1y S'ng—1y-.- gli spazii fondamentali di raggi di
questa omografia. Gli .S, della totalita lineare S'p—, sono .S, uniti con un solo
punto unito se si eccettuano quelli che giacciono in Sp,—,. Per ogni S, della
totalitd S’n,—, che non & un S, della totalith S'z,—, non passa [teorema (a)]
alcun S, unito con un unico punto unito; per ogni S, della totalitd S,
passa [per il teorema (b) applicato a questa omografia di raggi] una totalitd
h,— 1 volte infinita di .S, uniti con quel solo .S, unito e quindi con un solo
punto unito. Gli S, passanti per «, costituiscono quindi una totalita b, —1 -+
h, — 1 volte infinita. Per gli .S, di S’s,~. non passa alcun S, unito, ancora
per il teorema (b), con un solo .S, unito; per «, non passa quindi alcun S,
unito con un solo punto unite, perché quel S; avrebbe una retta unita con un
solo punto unito che dovrebbe essere una retta di S, ecc.

Il ragionamento si pud continuare senza difficolts e ammesso il teorema
vero per =1, g=2,... ¢ =r per tutte le omografie, si dimostra col ragio-
namento (c¢) che & vero per ¢ =r 4 1.

A complemento del teorema (24) diamo il seguente:

(25) Se da ciascun punto di un certo numero di punti indipendent
fissati in Sh,—; immaginiamo condotto wuno spazio unito con un solo punto unito,
tutts quests spazit sono pure indipendenti.
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Infatti siano oo, By, 70... punti indipendenti fissati in Sp—, e siano «, @,
7,... degli spazii uniti con un solo punto unito passanti rispettivamente per
@y Bor Yoreo

Dico che «, 3, 7 sono indipendenti. Infatti se « e 3 si segassero, avrebbero
almeno un punto unito in comune, ed allora 3, dovrebbe coincidere con o,.
Nello spazio a cui « e 8 appartengone, i soli punti uniti sono i punti della retta
% fo; se quindi y segasse questo spazio, allora 7 avrebbe con questo spazio
almeno un punto unito in comune e y, dovrebbe giacere nella retta o, 8, con-
trariamente all’ipotesi ece.

Al teoremi (24) e (25) aggiungo questa osservazione di cui fard uso nel
paragrafo seguente. Essa & relativa ancora allo spazio multiplo (h, —1,...
hy, — 1). Fissiamo arbitrariamente in Sh,—, A, punti indipendenti

ay... alh,

dei quali i primi %, in Sy, i primi hp-, in Sp,_,—, ecc. i primi %, in Sp,—,.

Sia «, uno qualunque di quei punti ed a, appartenga ad Sy, ma non
ad Sngpi—~1. Sia g, uno spazio a ¢ — 1 dimensioni passante per o, unito e
con I'unico punto unito o,. Allora ag—, (24) & uno degli spazii di massime di-
mensioni (unito e con un unico punto unito «,) passante per «,; € un punto
cioé «, stesso, se «, & uno degli ultimi s, — h, punti a; & una retta se o, ecc.;
¢ uno spazio a p—1 dimensioni se «, & uno dei primi s, punti a. Si pud
scegliere ag—, in una totalitd b, —1+4hy—1+---+4hg— —1 volte infinita (24)
quando & fissato «,; ma il punto «, & scelto in Sj,—, ciot in una totalith hy—1
volte infinita; introducendo dunque 1 arbitrarietd della scelta di «, in quella
di ag—, lo spazio ag—, & scelto in una totalith /o, —1 4 --- 4 hy— 1 volte
infinita. Scelto lo spazio e, resta determinato il punto «, che & il punto unito
nell’omografia subordinata in ag—.

Per ciascuno dei punti @’,... a}' immaginiamo uno spazio « di massime
dimensioni unito e con un unico punto unito, analogo ad «4-.; tuttl gli spazii «
sono indipendenti (25), e di questi %, -- %, sono punti, k, — k; sono rette, ecc.,
hp sono spazii & p — 1 dimensioni; introducendo 1’ arbitrarietd della scelta dei
punti ¢ in quella degli spazii «, possiamo dire che il gruppo degli &, spazii «
si pud scegliere in una totalita

(e = ha)(hy — 1) 4 @y — bs)(he — 1 4 by — 1) +
4+ (s — by — 14+ hy— 14 by — 1) -
ot hp(hy =14k, — 14 4 by — 1) volte infinita,
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cioé In una totalita:
ho(hy — 1)+ by (he — 1) + - - - 4 hp(hy — 1) volte infinita.

Concludiamo:
(26) In uno spazio Sprhytthy— i cui abbiamo un’omografia (hy —1,

he —1,... hy— 1) possiamo sempre immaginare un gruppo di h, spazit a
uniti e con un unico punto unito, che si possono ottenere fissando i punti
ds... al* € poi smmaginando per ciascuno di essi uno spazio unito con un
unico punto unifo di massiime dimensioni. Questi spazii «, det quale Iy —h,
sono punti hy — hg rette, ecc. ed hy sono spazii a p — 1 dimensioni, sona tutls
indipendents e quindi determinano utto Spingt-+n—i- Il loro complesso si
pud scegliere in una totalith Iy(h, — 1) + .- 4 hy(hp — 1).

Immaginiamo ora un’omografia qualunque di caratteristica:

e T e N B e N 1 — 1] 1]

Indico con 8" = Sy, 11 y4-+n,—1 10 spazio che passa per gli spazii fondamentali
infinitamente vicini Sw,—y,..., Sp,—s costituenti lo spazio multiplo (2, —1,...
By —1); cosl indico con 8" lo spazio Spiy..qny—y,... € con S@ lo spazio
. Gli spazii ', §”,.. 8¢ sono spazii uniti indipendenti (*) e de-

(7) (s)
hy 4 th g1

terminano S, (*¥).

In ciascuno di essi immaginiamo il gruppo degli spazii «; questi spazii
determinano tutto &, e in ciascuno di essi abbiamo omografie subordinate con
un unico punto unito. La considerazione degli spazii uniti S, S”,... S ¢ dei
gruppi degli spazii « in essi contenuti, & una guida sicura nello studio delle
omografie; le quali cosi analizzate nei loro elementi uniti, presentano in modo
chiaro le loro notevoli proprietd.

Insieme agli spazii 8', S”,... S® & degno di nota lo spazio S determi-
nato dagli spazii Sp,~, Swy~,..., Sh(l,)_{; in S abbiamo un’omografia a spazii
fondamentali semplici di caratteristica [, — 1, A", —1,... h{? —1]. Lo spazio
S taglia gli spazii 8, S”,... S rispettivamente in Sw,—y Shr—iyeen S0,

(*) Sono indipendenti percheé se due di essi per es. S’ ed S” si segassero in un punto,
quel punto sarebbe unito, e quindi sarebbe un punto di Sy,—; e di Swy—1; e allora S, ed
Sy,—1 avrebbero un punto in comune; il che non pud essere (5); e cosi se S™ segasse lo
spazio a cui appartengono S’ ed S” ecc.

(**) Se p’=1, S' si riduce allo spazio fondamentale semyplice Sw,-1 ¢ il gruppo degli
spazii « si riduce ad A, punti fissati in Sy 1.
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(27) Gli spazit S’y S",... S©) sono determinate dai rispettivi gruppi

di spazii a; e lo spazio S & determinato dai punti uniti degli spazii o costi-
tuenti quei gruppi.

Ed infatti gli spazii costituenti il gruppo che si trova in S’ escono da A’

punti indipendenti di Sy,—, (26) che sono i loro punti uniti; questi punti uniti

determinano dunque S'w,—;; analogamente i punti uniti degli spazii « costi-

tuenti i gruppi che si trovano in S”,... S determinano Sp,—,... S,(j),,_,; il

che dimostra la seconda parte del teorema; quanto alla prima & inclusa nel
teorema (26).

(28) Date le omografie subordinate in S'. S"... S e gli invarianti
assoluts Uomografia in S, é determinata.

Infatti I'omografia & determinata in S (17) e quindi anche in S,; perche
per trovare il piano corrispondente di un piano qualunque S,—,, basta trovare
i corrispondenti degli spazii dove S,—, taglia S" 8"... S© ed S, che costitui-
scono appunto un S',—,.

§ 9.

Date due omografie in S, ed S', appartenenti alla stessa sottoclasse ab-
biamo visto che sono proiettive ed una coppia di punti corrispondenti in questa
proiettivita si pud fissare arbitrariamente.

Proponiamoci questo problema:

Fissata fra i due spazii S, ed S', una coppia arbitraria di punti corri-
spondenti trovare altre » 41 coppie in modo da passare dall’omografia in S,
a quella in §'n.

Considereremo dapprima due omografie con un unico punto unito # -+ 1 plo.
Premetterd la costruzione di un’omografia con un unico punto unito multiplo.

Abbiamo gia visto (23) che in un’omografia con un unico punto unito
n 4 1% q,, esiste una sola retta unita a, che passa per a,, un solo spazio a
due dimensioni unito a, che passa per @, un solo spazio a tre dimensioni
unito @, che passa per a, ecc. un solo spazio a #» — 1 dimensioni unito a,—,
che passa per a,-.

Siano b, &', una coppia qualunque di punti corrispondenti di @i, ¢ ¢’
una coppia qualunque di punti corrispondenti di a., dy d', una coppia di a; ecc.
I, U, una coppia qualunque di punti corrispondenti di S,.

Annali di Matematica, tomo XVII, 19
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(29) Queste coppie determinano Pomografia tenendo presente che a, deve
essere un punto unito n -4 10'°,

Per n=1 il teorema & subito dimostrato perche il corrispondente di b,
(considerando b, come appartenente all’altra figura) & un punto che deve for-
mare coi tre a, b, b, un rapporto armonico.

Supponiamo il teorema dimostrato per uno spazio ad » — 1 dimensioni
dn—s € dimostriamolo per lo spazio S,. Intorno ad a,—, abbiamo due fasci
proiettivi sovrapposti di piani col solo piano @,-, unito. Al piano a,—, m,
corrisponde il piano a@,—, m’, per cui la corrispondenza fra i piani di questi
due fasci & determinata. Per trovare il punto corrispondente di un punto M
basta trovare il piano corrispondente di a,-, M e la retta corrispondente
di m, M che & una retta che passa per =’y e per il punto corrispordente del
punto dove m, M taglia a,—, che & per I'ipotesi determinato.

Da cid si ricava una costruzione semplicissima di un’omografia con un
unico punto unito @,. Basterd condurre arbitrariamente per @, una retta a,
per @, uno spazio a due dimensioni a, ecc. e poi fissare arbitrariamente in a,
una coppia di punti corrispondenti b, &',, in @, una coppia ¢, ¢, ecc. in S,
una coppia m, m’,. Queste coppie determinano I’ omografia.

Abbiansi ora due omografie rispettivamente in S, ed §', con un unico
punto unito n 4 1°l°,

Siano al solito a,, @4,... @n-, il punto, la retta... lo spazio ad » — 1 di-
mensioni uniti della prima omografia. Fissiamo in S, arbitrariamente il punto
m's, & questo punto corrisponde un certo punto m,; la retta m', m, taglia a,—,
in un punto 7, al quale corrisponde ,; la retta 7, /, taglia a,—, in un punto ecc.
verremo cosl a determinare in a; un punto d, al quale corrisponde d, la
retta d, d, taglia @, in un punto ¢, al quale corrisponde c¢',; la retta ¢, ¢\
taglia @, in un punto &', al quale corrisponde b,. Il punto @, unito n 4 1P
e le coppie b, 'y, ¢, ¢o, dy ds... Iy Uy, m, m', determinano 'omografia (26).

In 8» ripetiamo le stesse costruzioni indicando i punti ottenuti allo stesso
modo colle stesse lettere; cioé fissiamo in S, arbitrariamente un punto ', ecc.
Ponendo fra i due spazii S, ed S', la corrispondenza

(2 a3), (b0 bo), (Co €o) 5+ (Lo L) (g mo) (m's m'y),

passeremo dal punto /', al punto 7,,... dal punto ¢, al punto ¢,, dal punto
b’y al punto &', e quindi dalla prima omografia alla seconda.

Nella corrispondenza fra i due spazii la coppia m’, m', & fissata arbitra-
riamente, ma le altre ne sono in conseguenza determinate; poiche fissata la
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coppia m', m', per passare da un’omografia all’altra bisogna necessariamente
passare da m, ad m,, e quindi da !, ad Iy, da I, ad [, ecc.

Ora consideriamo un’omografia qualunque di caratteristica [1] (pag. 144).

Immaginiamo gli spazii S’, S”,... 8, (pag. 144) e in ciascuno di essi il
gruppo degli spazii . Sia a,—, uno di questi spazii; indichiamo con «,, ay,...
ag-s, il punto, la retta,... lo spazio a ¢ — 2 dimensioni uniti di «g—. Sia B, 8’
una coppia qualunque di punti corrispondenti di «,, y, 7o una coppia di «, ecc.
% A, una coppia di ay—, € y, p'y una coppia di ag—,. Scelti i punti a,, &,
Yoyee+ Aoy tho In modo che siano indipendenti, essi determinano og—,.

Ripetiamo queste costruzioni in tutti gli spazii ag—,.

(80) Le coppie (a5 o)y (BoBo)y (167'0)yeer (MaXo) (o pt'o), relative a tutts
gl spazii a (*), insieme alla condizione che gli spazii a siano uniti con un
solo punto unito e insieme agli invarianti assoluti determinano I'omografia.

E infatti queste coppie determinano l'omografia in tutti gli spazii « (29)
ed anche in tutti gli spazi §’, §",... S¢); perche per trovare il piano cor-
rispondente di un piano qualunque di S' basta trovare lo spazio corrispon-
dente dello spazio dove quel piano taglia S'w,—, e gli spazii corrispondenti
degli spazii dove quel piano taglia gli spazii « del gruppo che si trova in S'.
Essendo determinata la corrispondenza negli 8, §”,... 8©), gli invarianti as-
soluti finiscono col determinare la corrispondenza in tutto S, (28).

Si ricava una costruzione semplicissima di un’omografia qualunque di
caratteristica [1] pag. 144:

(31) Conduciamo arbitrariamente ¢ o spazit indipendenti S'... S© fis-
siamo rispettivamente in essi gli spazii Swy-y... S,w_ ; conduciamo i gruppi

degli spazit « come ¢ stato indicato (26), fissiamo in ciascuno di essi (ag—)
arbitrariamente la retta «, passante per «,, lo spazio «, passante per a,...
lo spazio ag— passante per a,—s e scegliamo finalmente in o, arbitrariamente
una coppia di punti By By, in ay UNA COPPIA Yo Y'oees TN ag—y UNG cOppia Ay Xy
e in og—y una coppia p, p'o. Queste coppie relative a tutti gli spazii « in-
sieme agli invarianti assoluti, scelti pure arbitrariamente determinano I’omo-
grafia (30).

Abbiansi ora due omografie qualunque, I'una in S, laltra in ', di ca-
ratteristica [1] e cogli stessi invarianti assoluti; due omografie quindi appar-
tenenti alla stessa sotfoclasse.

(*) Indico con By B'y, Yo Yo le coppie fissate in «,, e le coppie analoghe fissate negli
altri spazii «. K chiaro che se lo spazio « é un punto queste coppie mon ci sono; se ¢ una

retta bisogna fermarsi a f, B’y ecc.
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Immaginiamo in S, gli spazii 8', S”,... S e in ciascuno di essi i
gruppo degli spazii «; scegliamo arbitrariamente in S, un punto U. Da tutti
gli « meno uno (meno per es. ;) proiettiamo U sopra «g—,; otterremo un
punto g’ perché gli « sono indipendenti e determinano S,. Al punto ', cor-
risponde un certo punto y,; la retta p'y p, taglia ag— in un punto 1,, al
quale corrisponde un certo punto 2, ecc. verremo cosi a determinare in a,
un punto 'y, al quale corrisponde y,; la retta ', y, taglia «, in B, al quale
corrisponde f,. Ripeto queste costruzioni in tutti gli spazii «; i punti a, 8,
Foe-e Doy o, Telativi agli « (*), sono n 4 1 perché determinano i singoli spazil
« e quindi tutto S,.

Le coppie (aya0), (BoBo); (7o7'0)-- (RoXo)y (ows) relative a tutti gli
spazil « insieme alla condizione che questi spazii siano uniti con un unico
punto unito e insieme agli invarianti assoluti determinano I"omografia in S, (30).

Ripetiamo nello spazio S, le stesse costruzioni, indicando colle stesse
lettere gli spazii e i punti ottenuti allo stesso modo (punti e spazii omologhi);
ciod fissiamo arbitrariamente in &', un punto U, e fissiamo gli spazii S,
8”,... 8@ scegliamo in S’ nella totalitd A'\(h', —1) 4 -+ 4 &'y (h'y — 1) (26)
il gruppo degli spazii «, e cosi in S ecc. Proiettiamo da tutti gli spazii «
meno ey, sopra ay—, il punto U ecc. Ponendo fra i due spazii la corrispon-
denza data dalle n + 2 coppie:

{Uu), (20 @)y (Bo Bo)--- (o Xo), (10 1), (2]

relativi a tutti gli spazii analoghi ad a,—,, passeremo dal punto U e dagli
spazil « della omografia in S, al punto U e agli spazii « omologhi dell’omo-
grafia in §,, e quindi dal punto p', di S, (proiezione di U fatta da tutti
gli & meno uno sopra il mancante) al punto p', di §',; dal punto X, di S,
(intersezione della retta w, p'o con ay—,) al punto X, di S, ecc. da 5 a y,
da B, a B,; e quindi passeremo dall’una all’altra omografia perché I'omo-
grafia in S, e quella in S, sono determinate dalle coppie (e, ), (Bo Bo)---
(o o) relative a tutti gli spazii «; e dagli invarianti assoluti che sono gli
stessl.

(32) Nella corrispondenza fra ¢ due spazii S, ed S', che serve a pas-
sare dall’ una all’alira omografia il punto U di S’y corrispondente del punto
U di S,, & scelto arbitrariamente in S',, e il gruppo degli spazii « di S’

(¥) Quando parlo degli spazii « intendo gli spazii analoghi ad ,_; indicati nel teo-
rema (26); e non intendo quindi di comprendervi gli spazii g_s... %, uniti di op—1.
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in Sy corrispondenti degli spazii o di S' in S, & scelto in una totalitd
hli(h,‘ bl 1) + e + hlp’ (hlp’ — 1)’

volte infinita; e cosi il gruppo degli spazii « di S" in S'n corrispondenti
degli spazit o di S” in S, é scelto arbitrariamente in una fotalitd

Ry — 1) oo B (B — 1) (*) ece.,

Non solo; ma fissati nello spazio S', il punto U e gli spazii o corrispon-
denti del punto U e degli spazii o omologhi in S, la corrispondenza che
serve a passare dall'una allalira omografia é determinata (**).

(¥) Se ', —1=h'y—1=...=h’y — 1 allora gli spazii fondamentali in ' sono p’ punti
coincidenti, caso gia considerato. Allora abbiamo un unico spazio « che & S’ stesso.

(¥*) Osservazione I. — Date due omografie appartenenti alla stessa sottoclasse esiste,
dunque, una varieth -+ Zh(h —1) volte infinita di corrispondenze proiettive (dove 2 —1
sono le dimensioni degli spazii fondamentali distinti o a gruppi sovrapposti) colle quali si
passa da un’omografia all’altra, Siano @;= %c;,,-y,, le relazioni che rappresentano queste

corrispondenze proiettive. Siccome fissata wna corrispondenza le ¢ sono determinate meno
una, che é arbitraria; le corrispondenze essendo n -+ Xh(h—1) volte infinite si conclude
che fra le ¢ ve ne devono essere n + 14 S h(k — 1) arbitrarie, Vedremo nel § 11 che le
altre sono determinate e sono combinazioni lineari delle prime. Essendo Ih=mn--1, sard
n+ 1+ Sh(h—1)=3A%

Osservazione II. — 1l minimo valore di »+ s h(kh—1) é n; quando gli spazii fon-
damentali sono tutti punti; il massimo valore é #® quando le due omografie sono omologie
cioé quando vi sono due soli spazii fondamentali, un piano ed un punto. Osserviamo che in
questo caso, se nelle corrispondenze proiettive colle quali si passa dalla 1.* omologia alla 2.2,
n coppie di punti corrispondenti fossero arbitrarie, quelle corrispondenze costituirebbero ap-
punto una totalitA »? volte infinita. E ¢id accade infatti cioé:

Nella corrispondenza che serve a passare da un’omologia ad un’altra apparte-
nente alla stessa sottoclasse, n coppie di punti corrispondenti sono arbitrarie, le altre
due sono in conseguenza determinate,

Ed infatti, siano (4, 4'))... (4, A’,) n coppie arbitrarie di punti corrispondenti della
1.* omologia in S,, ed 4,41 il centro; e analogamente (4, 4')... (4, 4".) n coppie arbi-
trarie di punti corrispondenti della 2.* omologia in S’, ed A,y il centro. Fissiamo in S,
ed 8 un punto U in modo, che passando dai punti A,... 4,, 4pp, U di S, ai punti
Ao AyAuy U di S, si passi dal piano (4')... 4°) di S, al piano (4',... 4°,) di §.
Questo si pud sempre fare. Per esempio in S, ed S’, si puo fissare il punto U, con quelle
costruzioni armoniche colle quali si determina il punto uvnitd dati i vertici della piramide
fondamentale e il piano unitario, prendendo in luogo dei vertici di riferimento i punti
A,... A, e in luogo del piano unitario il piano (4',... 4%,). Allora colla corrispondenza
(4, 4,)... (4, 4,)(Ausr Auya) (UU) passeremo dal piano (4')... 4%,) al piano (4',... 4',) e
quindi dai punti A’|... 4°, rispettivamente ai punti 4';... 4", e dal piano d’omologia della
1.* al piano d’omologia della 2.2

Percheé il piano d’omologia nell’una e nell’altra omologia passa per 1'intersezioue dei
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Perché bisogna allora passare necessariamente dal punto y’, al punto ',
e quindi da p, a g, da A’y a X5 ece. ciog dal punto U e dai punti ay, f,...
wo relativi a tutti gli spazii « di S, ai punti ay, Bo,e.. po di S'n; € questa &
appunto la corrxspondenza [21.

Prendendo in S, per vertici di riferimento 1...n+1 rlspettwamente i
punti «, degli spazii « contenuti in S' (dagli spazii « di maggiori dimensioni a
quelli di minori dimensioni) poi 1 punti 3, nello stesso ordine poi i punti y, ecc.

poi i punti «, degli spazii « contenuti in S” ecc. le relazioni omografiche

YT, =Y+ b Ontis Yoo

L A s e s+ % e s 3 3 = e e @

P Thpr == Gt 1 Y + - Gutint s Yty

prendono una forma semplicissima. Interpretando i punti 5, y,... come ap-
partenenti alla figura y e i punti 8% y’,... come appartenenti alla figura z;
il corrispondente del vertice 1 & il vertice 1, quindi le ay,... @i+, s0DO tutte
nulle tranne a,; il corrispondente del vertice 2 & il punto 2 stesso, quindi
le @y... Gon+s sONO tutte nulle tranne a,,; ece. fino al vertice A',; perche i
punti o, sono A',. Il corrispondente del vertice A', 4 1 cioé il corrispondente
di B, & il punto 8, che trovasi sulla retta «, B,, ciod sulla retta (1, &, + 1);
quindi le aw,+1y1... Gnt1yn+e SORO tutte nulle tranne ap+4y1 € Any+iynrs €CC.
avendo poi presente che il determinante D(r) =0 corrispondentemente allo
spazio multiplo (', —1,... Ay —1) deve avere b',+ &'y + -+ F'p—1 radici
eguali ad 7/, si conclude che @, = a,, = ecc., fino al &', + A’y + - + b'posimo =y,

(33) Cosi cancellando i termini che sono nulli e ponendo ay, == a,, =
« oo =r" [corrispondentemente allo spazio multiplo (B'y—1,.,. k' p—1) con-
tenuto in S'] si vengono a trovare lungo la diagonale p' gruppi

T Yioor YD) O Yrirrees Y Ynrn e oo (F Yhis csbipibteve T Y +hy),

composts il primo gruppo di k', termini, il secondo di W'y termini... Vultimo

piani (4,... 4,), (4',... 4°,) e taglia la retta 4, A’, in un punto che forma coi tre 4,4
A, A', un rapporto anarmonico (invariante assoluto) che & lo stesso nelle due omologie. Se
I'omologia & speciale cioé se il rapporto anarmonico & uguale ad uno, allora il piano d’o-
mologia passa per A,4,. Con quella corrispondenza si passa adunque da un’omologia all’altra,
e il teorema ¢ dimostrato. Come si vede in alcuni casi particolari in luogo degli spazii «
si possono scegliere arbitrariamente delle coppie di punti corrispondenti; e questa scelta
6 sempre subordinata alla condizione che le corrispondenze costituiscano una totalita
n+ Zh(h~1) volte infinita.
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di By termini, e fuori della diagonale aliri termini che si ottengono facendo
scorrere dal basso all’alto il secondo gruppo di k', posti, il terzo gruppo di h's
posti, U ultimo gruppo di h'py—, posti ed applicando dei coefficienti ) arbitrarii
diversi da zero; e cost in sequito [corrispondentemente allo spazio multiplo
(', —1,... B'pr— 1) contenuto in S'] avremo lungo la diagonale p” gruppi;
il primo gruppo di b’y termini ecc., Uultimo di h"y termini portanti tutti
coefficiente r”, e ¢ termini fuori della diagonale si otterranno facendo scorrere
dal basso all’alto il secondo gruppo di h', posti ecc., Vultimo di h”p—, posti
ed applicando dei coefficienti } arbitrarii (*) diversi da zero ecc.

Con questa regola di facile applicazione possiamo scrivere nella loro forma
pid semplice le relazioni omografiche di un’omografia qualunque, il che deve
riuscire molto utile nello studio delle omografie particolari (**).

Forme ridotte delle omografie.

Nella retta.

Classe unica [00] T ==ay,
xg = b?/g
[(0 0)] Ty=ay,+ MY
Ly = aYys
Nel piano.
1.* classe [000] z, = ay,
» Xy = byz
Ty = CYs
[(00)0] 2 =ays+ hy:
%, = ay,
x3 = byg

(*) T coefficienti A dipendono dalla scelta del punto unitd come si dimostra facilmente.

(*¥*) Le formole che cosi si ottengono le credevo nuove; poi ho saputo che il Jorpan
{Sur la résolution des équations différentielles lindaires, Tomo LXXIII des Comptes
rendus) in sostanza le ha trovate analiticamente traitando un argomento tutt’affatto diverso;
esso non di perd la regola (33) che serve per ottenerle.
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1.2 classe

2.2 classe

1.2 classe

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1

[(000)]

[10]

- [@oy]

Ti=aYy, + ,LY:

Nello spazio.

[0000]

[00)00]

[(00)(00)]

[(000)0]

Ly = ays + A ys

X3 = ays

x =ay,

To= Qs

Xy == by,

Ty=al, —+ A,

Ty= QY

Xy == ays

Ti= a1y

Zr= by,

Xy = cYs

T, == d%
L=y + MY,

Xy = ay,

&Ly = by,

Xy = Y.

Ty ==aYi -+ My,

Xy = aYys

Xy = b%’l’%?ﬁ
T, = by,
=Y+ My,

Ty = aYs + A Ys
Ty = ays
Ty = by,



ad un numero qualungue di dimensions.

1.* classe [(0000)]

2.% classe [100]

[(10)0]

[1(00)]

[(100)]

[11]

3.% classe

[(11)]

Annali di Matematica, tomo XVII,
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Ti=0aYs+ MY,

Ly = aYs + A Ys

a?/3+ 7‘3?/4
ay,

ays
bys + Ay,
by,
ayr+ My,
@Y,
ays + XY,
ay;

+ Mys
ay, + A Y

ay,
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4. classe [20} Ti == Q1
T,=  ay,
Ty = ays
€I, = by,
[(20)] T =ay + MY,
Ty= &Y
Xy = ay,

Ty = ay,.

Le A sono quantitd arbitrarie come & noto diverse da zero.

§ 10.

Ora dedurremo dal teorema (32) quello di WeiErsTrass sulle forme bili-

neari. Due omografie non degeneri fra due spazii S, ed S',

NarxiEr=0 Yoz Er=0,
sk th -

1]

determinano un’omografia (4) di S, in sé stesso, assumendo per punti corri-
spondenti in S, due punti che corrispondono allo stesso punto di §',. Que-

st'omografia & rappresentata dalle relazioni:

Zaikxi=2“biky; (k=1 n+ 1).

Analogamente due altre omografie fra i due spazii S, ed S

YOaXiEh=0  YVa XiZw==0,
ik ik

determinano un’omografia (4') di S, in s® stesso data dalle relazioni:

Naa Xi= b Y.
i T

Si vede subito che se 1 due determinanti

laix —rbal | —rbal,
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hanno gli stessi divisori elementari le due omografie (4) ed (4') appartengono
alla stessa sottoclasse (¥).

Il teorema di WeiersTrAss & questo:

Se con una trasformazione delle x nelle X e con una trasformazione
delle &' nelle & con moduli diversi da zero si passa dalle funzioni bilineari

Za,-k i3 €'k, Z bik Xi E’k7
ik ik
rispettivamente alle funzioni bilineari
Ya'a X b Xi By,
ik [
i due determinanti
lair —rbix|  |a'w—rbul,

hanno gli stessi divisori elementari; e viceversa.

Il teorema diretto & subito dimostrato; la dimostrazione del teorema in-
verso fu data da WEemesTrass ricorrendo a sviluppi in serie; qui dedurremo
questo teorema inverso, completandolo, dal teorema (32).

(¥) Le relazioni che legano gli esponenti dei divisori elementari e le dimensioni degli
spazii fondamentali si trovano facilmente col teorema (15).

Alla radice ' del determinante D{r)=0 di un’omografia qualunque corrisponda uno
spazio fondamentale multiplo (2, —1,... A, —1). L’omografia si puo considerare come il
limite di un'omografia generale nella quale in luogo dello spazio multiplo (2, —1,... &, —1)
si hanno p spazii fondamentali semplici rispettivamente ad 2, —1,... A, —1 dimensioni,
corrispondenti a certe radici @,... a,. Sara a, radice A ** del determinante che tien luogo
nell’omografia generale di D(r), sara radice A, — 1*=* dei minori di ordine n, h, — 2% dej
minori di ordine #n — 1 ecc.; e cosi a, sard radice k,*™* ecc. Quando 'omografia generale
tende alla data, le radici a,... a, tendono ad »'; per cui nell’omografia data, »" sari
radice kA4 .-++ B, di D(r)=0, b, —1+ ...4h, — 1% dei minori di ordine =,
hy—2+ ..+ b, — 2% dei minori di ordine n —1 ece.

Facendo le differenze successive per trovare gli esponenti e dei divisori elementari,
otteniamo p gruppi di numeri e:

p...p p—1l...p—1 p—2...p—2 1...1
by , byr— by ’ hyy — by hy = hy
I1 1.° gruppo ¢ composto di k, numeri =p, il 2.° di h,—y, — k, numeri =p —1, il 3.° di
p—3 — hp_y nUMeri = p—2..,, oltimo di %, — %, numeri =1; come ¢ indicato, Dato
dunque i numeri 2 possiamo trovare i numeri e; e viceversa dati i numeri e, h, & il nu-
mero di tutti i numeri e, hy, ¢ il numero di tutti i numeri e meno quelli dell’ultimo
gruppo, ece. h, ¢ il numero di tutti i numeri e del 1.° gruppo.

E stato implicitamente dimostrato che gli esponenti dei divisori elementari non sono

crescenti.
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156 Predella: Le omografie in uno spazio

Passiamo con una trasformazione di S, in s& stesso
x; = X aoir Xk, ()
k

dall’omografia (4) all'omografia (4'); allora con quella trasformazione le [1]
diventeranno:

il

Zk;a"ik X;itr=0 Yo' Xi&r=0. [3]

Le [2] e le [3] rappresentano in 8, la stessa omografia (A'). Assumendo
per punti corrispondenti in S, due punti che corrispondono I'uno per le [2]
Ialtro per le [3] alla stessa coppia di punti corrispondenti dell’omografia (4’)
avremo in ', un’omografia non degenere rappresentata da certe relazioni: .

£y = %}ﬁik E'y, B)

dove le f; sono determinate a meno di un fattore di proporzionalitd. Con
queste trasformazioni passeremo dalle [3] alle
Na"x X;Er=10 E b in X; 25 == 0. [4]
ik ik
Ora assunto un punto di S',,

¥ XiEr=0 e Ya"pX;Er=0,
ik %

danno lo stesso punto corrispondente di S;

’ [ 1g 1 o
Yo X;Er e Xa"a XiEy,
ik ik

potranno differire quindi al pilt per un fattore p. Analogamente
YhaXiZh e Nb"g XiEh,
ik :

ik
potranno differire al pill per un fattore che sard lo stesso p; dovendo i due

determinanti
[@'a—7bix| € |a"w—7rb"ul,

avere gli stessi divisori elementari. Determiniamo il fattore di proporzionality
contenuto nelle Bix in modo che

Yo' XiEr e Xbi XiE%,
siano rispettivamente identiche a
2 a"7 X;8% e ) b ik XiZg.
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Cosi colle trasformazioni («) e () passeremo delle [1] alle ]2]; ma fra le «;
ve ne sono n+ 14 Yh(h — 1) (*) arbitrarie, dunque:

(34) Non solo colle sostituzions (o) (8) passiamo dalle funzioni bilinear:
Nana:t's Nbinzi€'r alle funzioni bilinears Yo'y X;5% Nb'iw XiE'% quando
i due determinants |air, — rbix| € |a'sw — rb'in| hanno gli stessi divisori ele-
mentari, ma nell’ una o nellaltra di queste sostituzioni sono completamente
arbitraris n +1 4+ Xh(h — 1) = 3k coefficienti, gli altri sono in conseguenza
determinati.

E questo & il completamento del teorema di WEIERsTRASS.

§ 11.

Abbiamo visto che date due omografie, appartenenti alla stessa sottoclasse,
possiamo passare geometricamente dall'una all’altra; ora vediamo come si pos-
sono determinare i coefficienti di questa omografia. Siano

x; = %aki Yi [1]
x’,—=%}bkiy'k (e=1... n + 1),
le omografie date appartenenti alla stessa sottoclasse; e
T; == kz Chi X'k, [3]
Pomografia per cui si passa dall’una all’altra. Sostituendo la [1] diventera:
ki @' = 3 ani gk Y'p-
k k P
Moltiplichiamo per %i (dove Cy & il complemento algebrico del determinante
C = |cui]) e addizioniamo rispetto ad ¢
S Bow S = % 22 30 3oy,
k t c i c k »
ovvero:

’ ’ C 3
Tg==XYp X Dlricpr —éﬁ
P k<

(¥) Le 2 —1 sono le dimensioni degli spazii fondamentali distinti o & gruppi sovrapposti
dell’omografia (4) od (4’). Veggasi l'osservazione 1.* della nota a pag. 149.
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poiché le [8] trasformano le [1] nelle [2] sara:

bpg = 2]} ;aki Cpk =g
Moltiplicando per ¢, ed addizionando rispetto a g¢:

) C
2bpg cqr =3 X0nicpr 3 Cne Gq ;
q [ 9

ovvero:

Nbpg Cgr = %Cpk Orr;

q

e mettendo-la sommatoria rispetto a g anche nel 2.° membro:

%bpq Cgr = X\ Cpq Agr+ [4]
q

Dando a p e ad # tutti i valori possibili otteniamo (n 4 1)* equazioni fra
le ¢. Ciod: ‘ o

Se le omografie [1] e [2] appartengono alla stessa sottoclasse i coefficienti
delle sostituzioni per le quali si passa dalla prima alla seconda soddisfano alle
(n -+ 1)* equazioni [4]. Viceversa; se

Cireee Cptig

Cintieve Cpty ntiy

soddisfano alle [4] e il loro determinante & diverso da zero, colle sostitu-
zioni [3] si passa dall’omografia [1] alla omografia [2]. Infatti per mezzo
delle [3] le [1] diventano

Al C.

L AN . qi

a'y= 3y X X anicp L
? ko

ovvero:
f A\l I Al C )
xq—z.’/pz% N Cok iy
» 3 k
e per le [4]:
’ r 0 ) Al
Ty= XY Z% bk Chiy
) » i k
da cui:

’ Cyi

- V', gt

Z'q=Xy'p By Bewigs
P k '
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e finalmente
g = ;bpq Yp)
c. d. d.

Esistendo (32) una varietdh n 4+ 1 4+ Y A(h— 1) volte infinita di sostitu-
zioni [3] per le quali si passa dall'omografia [1] alla [2]; fra le [4] vi de-
vono essere % - 14 YA (h — 1) equazioni che sono conseguenza delle altre;
dei coefficienti ¢, n + 1 4 ¥ h(h —1) sono arbitrarii, gli altri sono combina-
zioni lineari dei primi.

(35) Se due omografie appartengono alla stessa sottoclasse, nelle sosti-
tuzioni per le quali si passa dall’ una all’ altra vi sono n+ 1+ Nh(h—1)
coefficienti arbitrarii, gli altri sono combinazioni linear: dei primi.

Le equazioni [4] danno anche quest’altro teorema:

(36) Se due determinanti |byg| ed lag.| hanno la stessa caratteristica
esiste un determinante |cq.| [nel quale % 414 X h(h— 1) elementi sono ar-
bitrarii e gli altri ecc.] tale che moltiplicando |bpq| per lcg.| colonne per righe,
e lcge| per lag,| colonne per righe si ottengono due deferminanti identici ele-
mento per elemento. E viceversa.
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Sul sistema di due coniche.

(Del dott. Fraxcesco GerBaLpi, @ Roma.)

I. Formole fondamentali.

Siano due forme ternarie quadratiche in notazione simbolica

U =0 =" = (0% + 0T + a;2,) = Sap2; Tk
bt == =02+ b2y + by, = by 2sxs.
Se ne considerino le seguenti forme invariantive fondamentali
Uo? = Ug® = -+ - = (2 a'u)? A, =(ad'a") = a,’
Ued = Up? = -+ - = (@bu) 0, =(aad'b)? =b2=a.
ug® = up® = - - - = (bb'u) 0, =(abb)? =ag? =0
fr === (wBr) A, =QbVY =0,

e si ricordino inoltre le relazioni:
’ 4 - ’ —
(ot =FAat=ar (1) (BFar =% Abst =0

A22 = 62

o

(e’ =5 Af =1, @) GEEY=

4

(i) =t A0, =fr=8, () (B8) =+ 40, =fr=1.

3

Si introduca ora I'operazione

0
a—zaTikbik’

per la quale si ha:
Q= b,? ¢bt =0
dug® = 2u.® 0062 = ug’ dug? =0
¢4, =360, 00, =20, 00, = 4, 04, =0,
Annali di Matematica, tomo XVII. 21
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162 Gerbaldi: Sul sistema di due coniche.

v

e la si applichi successivamente ai due membri della (1), si deduce:

(weo) = 0,02t + . 4,0 ™
tm2=(‘!'l"x)2=®2aw2+@ ba 3_1‘ f‘”? (82
(Bray ——AW 4+ 0,52 (9)

Si applichi ancora 1’operazione d successivamente ai due membri della (3),
e s avrd:

(na'c) =5 4,0, (10)
(re) =3 (4.0, +30)  (are) =t =(aa'tp (1)
2t t") + 2(x Br’ =%—A,A2+ 50,0, (12)
(Brey = (Az(a, + 36, (Bery =t = (0b'ty (13)
(66 =% 4.0, (14)
Dalla’ (8) ponendo ;= «; si ha:
(2" = 20,0, — = (262,
e da questa combinata colla (12) si ricava:
(87 =544, +30,0) (b =fr=(@bfy  (15)
(e =g (90,0, — A 4) (74" = t2 = (abe). (16)
Le formole che corrispondono per dualitd alle (7) (8) (9) sono:
@fup = Gust + & Aug
(Ff'u) = 8 a* + Gugt — 5 (a But

(bfu)2 oL+ G)2 ug’,

c.wn—-
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-

e da queste, in virth delle relazioni (1), (2),..., (6), si deduce:

(afu) = O:u.* + % Aug (17)

. e 4 8 L4 .
Uy =(ff ”)2=§A2@1ua2_‘9‘A4A2“1 +3‘A1@zup (18)
(Bfup =7 Ao+ O,ug. (19)

Nella (18) si ponga successivamente
U; = aq, bi; L fi7

e si tengano presenti le formole (5), (6), (11), (13), (15), (16), si avra:

0 = (@ff} =g 430+ 4,0) (20)
£ =(FF 1) =5 4 4:(90,0, — 4, 4,) 21
bt =Off) =% 4,302+ 4,0) (22)

it = (ff'tp = ?47' (94,0 +94,02 + A2 42 —34,4,0,0,). (23)

I1I. Fascio e schiera di coniche.

Le equazioni a,* =0, b,? =0 rappresentano due coniche C, e C, in coor-
dinate di punti, e le equazioni u,® =0, ug*= 0 rappresentano le stesse in
coordinate di rette. I’equazione u.*==0 rappresenta una conica le cui tangenti
tagliano armonicamente C, e C,: e 'equazione f,*=0 rappresenta una conica
i cui punti proiettano armonicamente C, e C,.

Le coniche C, e C, determinano un fascio ed una schiera di coniche. Le
equazioni:

ax2 + eba:z =0 (24)
Uo? + 26U + GPug =0, (24"

rappresentano una conica qualunque del fascio, la prima in coordinate di punti,
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la seconda in coordinate di rette. Cosi pure le equazioni:
U+ nugt =0 (25)
az + 2’ + bt =0, (25"
rappresentano una conica qualunque della schiera; la prima in coordinate di
rette, la seconda in coordinate di punti.

Nel fascio vi sono tre coniche degenerate in coppie di rette; i valori cor-
rispondenti del parametro 6 sono le radici dell’equazione

A +30,0+ 36,6 + 4,60 =0, (26)

e li denoteremo con &, 6", 6”'; per questi valori di ¢ la (24") rappresenta i
vertici del triangolo autoconiugato comune a C, e C, contati ciascuno due volte.

Nella schiera vi sono tre coniche degenerate in coppie di punti; i valori
corrispondenti del parametro » sono le radici dell’equazione

A, 436,74 36,72 + Aynt =0,

e li denoteremo con », »’, »''; per questi valori di » la (25') rappresenta i
lati del triangolo autoconiugato comune a C, e C,, contati ciascuno due volte.
In virtt delle formole (8), (4), (5), (6) st hanno le relazioni

’ Al " Al 273 .AJ

T=4w T T4 N T 4L (@7)

In cid che segue, quando le coniche C, e C, si suppongono non degeneri
e quindi 4, ed 4, diversi da zero, porremo per ragioni di semplicita e di
simmetria

X4=§‘A2ax2 X2=2f592 X3=%44‘bw2
Ug = u¢2 Ug ; 2”12 U.g = uﬁzo

Allora le equazioni dei lati del triangolo autoconiugato (contati ciascuno due
volte) si scrivono:

62X; + eXg + X3 = 0 [9 = 6‘, 6”, 9'“], (28)
e le equazioni dei vertici (contati ciascuno due volte) si scrivono:
Ui+ 60, +6¢U,=0 [6=0, ¢, ¢"]. (29)

Il discriminante dell’equazione di 3.° grado (26) &
.R —_ A‘2A22 — 3@42 @22 —_ 6.A1 .A2 @1 @2 "l"‘ 4A2 613 + 4A‘ 923, (30)

e quando esso si annulla le due coniche C, e C; si toccano.
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III. Le coniche invariantive.

Siccome il sistema di due forme ternarie quadratiche ba soltanto tre co-
varianti di second’ordine, cosi tutte le coniche che hanno relazioni invariantive
colle coniche date C, e C, formano una rete, di cui I'equazione &

lag 4+ 2mf2 + nby? = 0. 31)

Siccome poi il sistema di tre forme ternarie quadratiche ha soltanto tre
contravarianti di 2.* classe, cosi tutte le coniche che hanno relazioni inva-
riantive colle C; e C, formano un tessuto, di cui 'equazione &

Ada® + 2put + vugt = 0. (32)

Le coniche invariantive di C, e C, formano adunque una serie che & ad

un tempo refe e lessuto; ciod ve ne & sempre una ed una sola che passa per

due punti dati, e cosl pure ve ne & sempre una ed una sola che tocca due

rette date; le coniche d’un siffatto sistema hanno tutte, come & noto, uno stesso
triangolo autoconiugato.

Una conica di equazione tangenziale (32), che chiameremo conica (3, p, v),
ha per equazione locale

¥(ae 0}t + 4 (¥ 2)f + (86 2
+ 4pv(Brx)® + 2?tv/(ocﬁ.’v)2 + 4dp(arz) =0,

e questa, in virth delle formole (1), (2), (7), (8), (9), si riduce precisamente alla
forma (31), avendosi:

I =2 (A2 43000 + 30,  A,p]
m ==y — (33)
n =§[Adu—f-391H2+392M+A2”2]' /

Analogamente una conica di equazione locale (31), che chiameremo conica
(I, m, n), ha per equazione tangenziale
I (aa )t + 4 (FF 0+ n2 (b
+ dmn@fu) + 2in(@bu) + 4lm(afu)y =0,

e questa, in virtl delle formole (17), (18), (19) si riduce precisamente alla
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forma (32), avendosi
A=1440,lm -+ 135 4, 0,m? + %Azmn
p=ln—g A Agme (34)
16 , , 4
v=n+40,mn + —3—»A1®2m~ + 3 A, lm.

In cid che segue, fino a tanto che le coniche C, e C, si suppongono non
degeneri, scriveremo le equazioni locale e tangenziale d’una conica invariantiva
)
sotto la forma:

LX +LX, 4+ 1,X, =0 31)
A; Ug + Xg U2 '!' 13 U3 = 0, (32,)

e allora le relazioni precedenti tra 1 parametrs locali 1, 1, I; ed i parametr:
tangenziali X, 2, ), acquistano maggior simmetria e diventano:

L= [402 430,20 + 30,0, + 4,0,)4]
I =y — 2 (33)

1 .
3 == A’—‘ [A2 132 + 3@2)&2 )\3 + 39‘)\22 + AlX( 7;2]

l,=Ail[A2l,2+3®2l,lz 430,07 - 4,LL].
R — (34)
13=21—2[A1l32 430,00 + 36,02 + 4,17

Dalle (33") si passa alle (34) e viceversa dalle (34') si ritorna alle (33') cogli

scambi di /, con X, di l, con Ay, e di /; con A,.
Il discriminante di una conica di equazione (32) &:

ol YN+ 8(re "V (BB B + 12(afr) A
+ 6(ad TP Np+ 3(ad B2y + 12(azt)p)
128ty + 3(xBEY M+ B(BE ),
donde, tenendo presenti le formole (3), (4), (8), (6), (10)... (16) si ha che il
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discriminante della conica (A, 2, ;) &:
A223 4 (90,0, — 4, 4,)0:% L A0+ 3(4, 4, +30,0,) 02, % 2
+64,0,220+64,0,2,12+34,0,22% +34,0,2,)°
4+ 3(4,0, 4 30,523,224 3(4,0, 4 30,922 2;. \

In modo analogo si potrebbe ottenere il discriminante della conica (I, I, );
ma esso si deduce immediatamente dalla formola precedente scambiando 2,
%2y s rispettivamente con Iy, I, 1,; ed &:

A212 4 (96,0, — A, A) 17 + A2l + 3(4, 4, + 30,0, 1,1, 1,
+64,0,100 + 64,0,5,12 + 34,060,120, + 34,0,1, 1 (36)
4+ 8(4,0, + 301,12 + 3(4,0, 4+ 30212 L.

Infine, se della conica si conoscono ad un tempo i parametri locali ed i
tangenziali, il suo discriminante &:

ati)+ 4f2mp 4+ bgPny 4 ag?ly + b2 nk
+2a2lp+ 2f2md + 202 np + 2fmy,

(35)

ossia:
A A (U0 + 1k + 24,0, + 120 + 24,0, (L + L)) )
(36,0, 4 A Al k4 4,0, L4 + 4,0, 2. )
A due terne proporzionali A,:2;: A2 4’ 1312, di parametri tangenziali
corrisponde evidentemente una stessa conica. La proposizione inversa nmon &
evidente, ed infatti vi & un caso in cui essa non & vera, e questo caso avviene
quando le due coniche C, e C, hanno doppio contatto.

Se la conica (A, A, 3;) coincide colla conica (X', ', Xs), denotando con %
un incognito fattore, deve essere identicamente per tutti i valori di w,, u., u;

M —FEN)ua 4+ 200 — kXN u? 4 (s — kX)) ug® =0, ()
donde, ponendo successivamente u; = a;, b;, f; e tenendo presenti le formole
(5) e (15), si deduce:

A —EX) + 20,00 — EX) + 0, (% — kX =0
O, — kX)) 420,00 — kX)) + A (0 — kX)) =0
24,0, — kX)) 4+ (30,0, + 4, 4.)(h — kX:) 4 24,0,05 — kX)) = 0.

Il determinante di queste tre equazioni omogenee di 1.° grado rispetto ai bi-
nomii A; — k2; & — R. Dunque se B non & zero, ciod se le coniche C, e C,

(37)
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non si toccano, le coniche (A, 2; A;) e (A", A’z X's) coincideranno soltanto quando
si abbia: .
),—k7k"=0 Rg—kl’g=0 )3—kl’3=0’

quando cioé le due terne di parametri sono proporzionali.
Se poi si ha BR=0, la terza delle precedenti equazioni & conseguenza
delle prime due, le quali, denotando con % un fattore incognito, dinno:

11 - k)\'i = 2h(@22 - Ag @‘)7 )\2 - k}slg == k(A{ Ag - @4 eg)’ (38)
Rg —_— k)\’s == 2k(®‘2 —_— AL @2)’ ;
e merce queste la identitd (¢) diventa:

[0 — 4,0,)u.® + (4,4, — 0,0,)u? 4+ (0.2 — 4,0;)ug’] = 0;
dunque: o & h nullo, e allora dalle (38) segue nuovamente la proporzionalitd
fra le due terne di parametri; oppure deve annullarsi identicamente la forma:

umz = (@22 - .Ag @l)uas + (.Ai Az - @4 @2) %,-2 "l— (@12 - 44.1@2)”‘32- (39)
In quest’ultimo caso le coniche C, e C; (come & noto) hanno doppio contatto,
ed in questo solo caso possono due coniche (A, 2, %) e (X', X A’;) coincidere,
senza che si abbia A, :2;:25:: 4,1 451 X5; bastando allora per la coincidenza le
relazioni (38), qualunque siano i valori delle costanti % e &, con k diverso da 0.

Analogamente si dimostra che due coniche (/, I, I;) ed (', V, I;) coinci-

dono allora soltanto, quando si abbia ,:0,: l;:: 0,11 I's; eccettuato il caso,
in cui si ha per identita:

02 — 8, 4 as* + (A A — 0,8)f + OF — 4,8,)bs* = 0,
nel qual caso si annulla identicamente la forma:

QO = g 4,02 — 4,0,)a," + (4,4, — 0,0,) 2 + g- 4,(0,* — 4:6,)b.2, (40)

e le coniche C, e C, hanno doppio contatto.

IV. Alcune notevoli coniche invariantive,
L’ annullarsi dell’ invariante O, significa (come & noto) che esistono infiniti

triangoli iscritti in C, ed autoconiugati rispetto a C;, ed infiniti triangoli cir-
coscritti a C, ed autoconiugati rispetto a C,; in questo caso diremo per bre-
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vita che la conica C, & armonicamente iscritta rispetto a C., ovvero che la
conica C, & armonicamente circoscritta rispetto a C,. Analogo significato ha
"annullarsi dell’invariante ©,, basta scambiare le veci delle due coniche C, e
C,. Quando son nulli tutti e due gli invarianti ©, e 0, & scambievole 1’ ufficio
dell’una conica rispetto all’altra, e noi diremo ¢nvolutorie due coniche siffatte.

LE DUE CONICHE INVOLUTORIE DI UN FASCIO O D’ UNA ScHIERA (*). — In un fascio
di coniche ve ne sono sempre due involutorie. Infatti si considerino nel fascio
determinato da C, e C, due coniche di parametri § =7 9=s; i loro inva-
rianti simultanei sono:

A+ 2s 4 7)0, 4 8(2r 4-5)0; 4 rs* A,
A+ @Cr+48)0,4+r2s 4+ )0, + s 4,.

Se le due coniche sono involutorie, essi si annullano, e se ne deducono le
equazioni:

(r—98)[4i+ (@ +5)0,4+7r50,] =0

(r—29)[0, 4+ (r+9)06,4+rsd,]=0.

Escludendo quindi le soluzioni che corrispondono ad » =s, per cui si otter-
rebbero le coniche degeneri del fascio, si ha che i parametri s delle due
coniche involutorie del fascio sono le radici dell’equazione di 2.° grado

2 —z 1
Al 9‘ @, =(@lA2—@gg)x2+(A‘Ag—®‘@2)x+(@2A4_®4,2)=07 (41)
0, 06, A4,

la quale & V'Hessiana dell’equazione di 3.° grado (26) da cui dipendono le
coniche degeneri del fascio, ed ha B per discriminante. Se B>>0, la (41) ha
radici reali, e quindi le coniche involutorie del fascio sono reali, perché nel
caso di R>0 tutte le coniche del fascio, che corrispondono a valori reali del
parametro, sono reali. Se B <0, le coniche involutorie sono imaginarie, perche
le radici della (41) sono imaginarie. Se B =0, le coniche C, e C, si toccano;
in questo caso la (41) ha una radice doppia, e questa & radice doppia della
(26); quindi le due coniche involutorie coincidono in una conica degenere co-
stituita dalla retta tangente a C, e C, nel loro punto di contatto e dalla corda
per gli altri due punti comuni.

(*) Cfe. Barracrini, Sulle forme ternarie quadratiche. Giornale di Matematiche,
Vol. VIII, pag. 134.

Annali di Matematica, tomo XVII. 22
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Analogamen’ce, nella schiera determmata da C, e €, vi'sono die coniche
involutorie, i parametrl delle ‘quali song gli inversi delle radici della (41) mol-

Ay
t1p11cat1 per i

LA CONICA- COMBINANTE DEL saoul0 O DELLA SCHIERA (*). — Osserviamo che:
quando si-scambia b® con a,® -+ rb,? bisogna scambiare

e con U, + ru.’
ug®  con e’ + 2rut 4+ riug

f2  con (aa'z) + 2r(ata)t 4 r2(afa)
4 ly’
=(3 A+ 2')'@,)%’-{- r2f,? —l—%A,rbx2

"0, con A4,+ro,
® con A,+2r0,+re,.

(42)

Quindi se
U 4 Yu 4 2ug,

¢ un combinante del fascio, si deve avere 1dentlcamente per tutti i valori di »
e di u, u, u,
k(ua® + yus + 2ug®) = u.® + y (U + ru?) + 2 (ua + 27 u? + rug),
donde ponendo successivamente #; = a;, b; si deducono le equazioni:
E(A; +y0,420,) = A, +y(4,+re)+ 24, +2re, 417 0,)
E©, +y0,+24,)=0, 4 y(0, +1r0,) + 2(0, + 2re, + 12 4,),

le quali devono essere soddisfatte per valori fissi di ¥ e 2 qualunque sia il
valore di r; tali equazioni si possono scrivere:

(k—1)(4i +yo,+20;) =r[ly 4 22)0, + rz0,]

(k—1)(0, +y0, + 24,)=r[(y + 22)0, +rz 4,],
donde si ricava:
r2[(4:4; — ©,0,)+ (8, 4,— 0,7)y] +(y + 22)[(40, — 0.) 4 (0,° — 4, 0,)2] =0,
e, dovendo questa essere verificaia per tutti i valori di #, si deduce:

4_A1A2—~—-®|®2 2_912—A1®2
y= G2 — 4:0, T 022 — A2 0,

(¥} Cfr. Barraering, 1. ¢., pag. 143. — Mertex~s, Ueber einen Kegelschnilt, welcher -
die Combinanteneigenschaft in Bezug auf ein Kegelschnittbitschel hat. Sitzungsberichte
der Mat. Classe der K. Akademie. Wien, Bd. 91; S. 637-640.
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Dunque, se vi & una conica combinante del fascio, questa non pud essere
altro che %= 0, essendo #,® la forma definita dalla (39).

Volendo l'equazione di questa conica in coordinate di punti, basta far
capo alle relazioni (33), e sostituire in esse

1
>L=®5:2—'4‘12®l7 P‘=§(A1A2_®1®2)’ V= @tz""At@z;
fatti 1 calcoll si ha:

R
l=ﬁ @g, = == = n='—®1,

4 -3

|ty
&

dunque, se BZ0, Pequazione locale della conica u,*=0 é
2®ga¢2'— 3fw2+2®lbm2=0. (43)

Tenendo presenti le formole (42) & facile verificare che questa equazione
non si altera quando si scambia b,* con a,® + rb,?; dunque la conica u.®=0
¢ effettivamente un combinante del fascio. ’

In modo analogo si dimostra che per la schiera di coniche determinata
da C, e C, vi ¢ una sola conica combinante, ed é Qz* = 0, essendo Q,* la
forma definita dalla (40). L’equazione tangenziale di questa conica, & (se EZ0)

A:0u, — 24, 4. ur+ A0, u? =0. (44)

La conica u,b=0 & armonicamente circoscritta a tutle le coniche del
fascio; infatti si caleoli a.? 4 75, si ha:

0 = (0,2 — 4,0) 4, + (4,4, — 0,0,)0, + (02— A4,95)0, =
bﬁ’z = (622 - A2®4)®1 + (AA Az - 9192) 0, "l‘ (912‘;‘ A1®2)A2 = 0,

e quindi a,® 4 rb.2=0.

Analogamente la conica Q.2 = 0 & armonicamente “iscritta rispetto a tutte
le coniche della schiera. Di qui segue facilmente ¢he la conica Q2= 0 ¢ la
conica det 14 punti rispetto al quadrilatero in cui sono. iscritte le coniche della
schiera, se si tien presente che il triangolo diagonale di questo quadrilatero
¢ il triangolo autoconiugato rispetto a tutte le coniche invariantive, e che una
coppia di vertici opposti del quadrilatero costituisce una conica degenere della
schiera. "

Le tangenti di u.*=0 tagliano armonicamente le due coniche involutorie
del fascio, ed i punti di w,t= 0 proiettano armonicamente queste stesse. In-
fatti, se %,? = @, + bt =0 e k,* = a,’ + sb,* =0 sono le coniche involu--
torie del fascio, la conica avviluppata dalle rette che le tagliano armonica~
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mente &:

(BEu) = uo® + (r + s)us® + rsug® =0,
e questa coincide con u.*= 0, perché » ed s sono radici della (41). Inoltre,
se per due coniche gli invarianti ©, e ®, sono nulli, le loro coniche invarian-
tive .*=0 e f,*=0, in virth delle formole (8) e (18), coincidono in una sola.

Analogamente ¢ punti di Qz* =0 proiettano armonicamente le due co-
niche involutorie della schiera, e le tangenti di Qz* =0 tagliano armonica-
mente le medesime.

Ciascuna delle due coniche involutorie del fascio & involutoria colla conica
combinante del fascio. Infatti, assumendo come date le due coniche involutorie
del fascio, si ha ©,=0 6, =0, ed u.,*= 0 si riduce a u.>= 0; inoltre per
le (11) e (13) si ha £,2=0, 4= 0. Quindi le due coniche involutorie e la
conica combinante di un fascio formano una notevole terna di coniche (ferna
contugata), che hanno uno stesso triangolo autoconiugato, e sono due a due
wnwolutorie. Lo stesso dicasi per le due coniche involutorie e per la conica
combinante di una schiera.

V. Coniche polari reciproche.

Sia I' la polare reciproca di C, rispetto a C,; se la retta u (u, u, u,) &
tangente a T, il polo di u rispetto a C; sta su Cy; ma quel polo ha per coor-
dinate wg B;, dunque sard ag ag ug ug = 0.

Se il punto z sta su I', la polare di z rispetto a C, & tangente a C;
ma quella polare ha per coordinate b, b;, dunque si avrd: b, b’y by b’ = 0.

Pertanto la conica I' avrd per equazioni locale e tangengiale

ba bla ba; b'm = 0 aﬁ dﬁ"l&p uﬁ' = On
Osserviamo, che si ha:
for = (@Bx) = (bb, a2)?® = (bob'p — bsb's)® = 2020 o — 20,00 by by

4 '
3 Ax(abu) = (au, BB = (apug — agug) = 2a5°Ug® — 2agag ugug;
donde le equazioni locale e tangenziale di I' si possono scrivere:
1 2
®1 bwz _— 'é' f¢2 = 0 @2 uﬁ2 — g Ag u,g = O- (45)
Analogamente la polare reciproca I" di C, rispetto a C, ha per equazioni:

2
®2ax§_";—fx2=0 @1u¢2—§A4u12=0-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gerbaldi: Sul sistema di due coniche. 173

Vogliamo ora trovare una conica, rispetto a cui le due coniche date sono

polari reciproche I'una dell’altra (*). L’equazione della conica domandata ha
la forma:

rasg=‘l1X1+l:Xz+lsXs=0, upz=)‘lUl+)‘2U5+)‘8U3=0'

Scrivasi V'equazione tangenziale della polare reciproca di u,®==0 rispetto
ad u2=0; essa ¢:

2
ot ut — 3 ro(aruy =0.
Si osservi che si hat

a = wAy+2%0, + 30,
Trparur =1 ALt + 2L (fauy 4§ Abug

H

= (3 Al +20b)ut + 5 ALt + 5 Ay

w

—_—
W -

= A 420,) 4 f;‘ Asdody + 20,050 + 401)\4)‘2)“:

o =

+ (_ A+ 40,00, 4 4o 5 A,mz)ué
+2 4,00 —2)ug,
per cui I'equazione precedente diventa:
(% AN — 0,02 — % 4,2, )\S)U1
+ (; A 0,07 — :1)) 4, 7\32) Us (46)
+ (.i_ A0+ T A0+ 20,050 + @2132)U3 =0

Restano ora a determinare 2, %, %, in modo che questa equazione coin-
cida con ug* = 0; bisognerd percid risolvere le equazioni:

N 2 \
%‘An Aiz - ('92)‘22 - ‘3‘ Az)‘i)‘a =0 é

1 9 4n
._0,)\22_5_;142).32_5 A2, =0, S

1¥) Cfr. Barracrint, Nota intorno alla conica vispetto alla quale due coniche date
sono polari reciproche fra di loro. Atti della R. Ace, dei Lincei, 1872; pag. 195-202.
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ossia, posto 2, =1,
2A2)-3=A1)\12—3@2 ) )
' (47)
2141)‘4——'142132—3@17 )
di qui si ricavano, con una facile eliminazione, due equazioni di 4.° grado

Puna in 2, e I'altra in A;:
A2t —64,0,1,—84, 4,2, + 336, —44,0)=0 "
8)

At — 64,00 —8A4,4,), +3(302—44,0,)=0.

Ponendo:
A A
);1=\/——Z:-x, ).3= —z: :I/,

queste equazioni diventano:

O, 3(30:® —44:0))
x4—|—61x2~8\/——— e =0

., 3(30:2—44,0)
y+6—y—8\/—— o =0.

Calcolandone la risolvente di Lacrance, si trova per la prima
.Ai —{" 3010 + 3@292 + A263 = O
e per la seconda '
d: -+ 3605+ 30,8+ 4,88 = 0;

le radici della prima risolvente sono &, 6", 6, e quelle della seconda sono

51’_’ 01”’ 61_” quindi si ha:
=iv5’—i vgﬁivém y=i 0nr N "
Vi vy

e cosl si hanno per 7, e per A, i valori seguenti:

=R T T =t
=@ T == )

A, = i\/-— T VT HNT ) W= \/—:4:(— T q;_——v_;:)

e e i o B A T B ok
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In queste formole bisogna scegliere il segno -, se A4, A4, & positivo, ed
il segno —, se 4, A, @& negativo; perchd il prodotto dei tre radicali deve
avere il segno contrario al coefficiente della prima potenza dell’incognita nelle
equazioni di 4.° grado (48). Inoltre i valori di ?, devono essere accoppiati
coi valori di 3; in modo che siano verificate le (47, e precisamente %', con

~ S IV

Wy, X'y con Ay X"y eon X"y, W, con A", Alla condizione dei segni si sod-

disfa “scrivendo —\/ — A luogo di + \/— 22 nelle formole che danno 1,
2

e scrivendo — \/——’— in luogo di \/— =~ nelle formole che danno 2.

Dunque vi sono 4 coniche rispetto a cui le comche date sono polari recipro-
che, e le loro equazioni tangenziali sono:

\/— (T HNOT VYU A U+ \/_E(;JFL_JFL)UFO

0
fo —-—(\/e' \/a"—\/e”)U‘-yU2 \/:.T_’(J:—i_——}—_)UFO

A\ A AT U Ay~ L L Lo

\/ L T—\THTY, + U, + j‘i—*(—i_——l—} 1)U3=0.

Volendo ora l'equazione tangenziale complessiva delle 4 coniche in di-
scorso, osserviamo che basta eliminare 2, %, 3; fra le equazioni (47) e

UA)‘i + Uz)-z + Us)‘s =0.

A questo scopo si considerino A, A, }; come coordinate di un punto; allora le
equazioni (47) rappresentano due coniche, e I'equazione ultima scritta rappre-
senta una retta. Eliminare %, 4, A; fra queste tre equazioni significa trovare
Pequazione complessiva dei quattro punti comuni alle coniche (47); ora, come
¢ noto, se 2 =0 ed ug? =0 sono le equazioni tangenziali di due coniche,
—2

I'equazione complessiva dei 4 punti comuni & u,* ug® — u.*=0. Nel nostro
caso calcolando i contravarianti u.?, g, u.*® si trova:

1

'é— ua.z = = A32 U12 _ 3A1®g ‘[J32 + 2A1A2 Uz U3

s ust=—34,0,Up — AUl 424, A, TLT,

Ut = — 3A2®2 U12+ A;A:»Uzz— 3Al®l U32 + 2A!A2 U‘ U3?
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e quindi il risultato dell’eliminazione &:
3A4,2(30,t—44,0)Ur+ A2 AU +3423802—44,0,)U;t

+ 8A4,A3U02U,+8A3A4,U2U,+12 A4, A,20,U2U, 412 4.2 4,0,U,U

— 64:4,0,U,2U2—184,4,0,0,U2Us*—6 4,4,20,U2U,*

+24A4,4,20,0,°U,U;—20 A2 4,2U.U;2U, + 24 A,* 4,0,U,U, U =0,

(50)

e questa & V'equazione complessiva tangenziale delle 4 coniche, rispetto a cia-
scuna delle quali le due coniche date sono polari reciproche ’una dell’altra.

Volendo le equazioni locali separate, e I'equazione locale complessiva di
queste quattro coniche, si parte dall’equazione locale della polare reciproca
di a,* =0 rispetto ad una conica invariantiva

(g Ale—elr—2 4., 13) X,
1 ,,, .y 2
+(—§‘Anla +®2lz +§'Asl4l2)Xz (51)

+(§A2ls l3+%‘42l2’ + 20,10+ G)’lsg)X3 =0, /

la quale equazione o si forma direttamente con un procedimento analogo a
quello eon cui si & formata 1'equazione (46), o si deduce senz’altro dalla (46)
cogli scambi di

wtin A, diugin FADS  diwtin i,

di A, ©,, ©;, A, rispettivamente in A,, ©,, 6,, A, di A, X5, ), rispettiva-
. 4 4
mente in —3~Azl“ L, §A,l3,

Bisogna poi determinare , I; I; in modo che la (51) coincida con b, = 0,
ed a questo scopo si hanno da risolvere le equazioni:

e R - RA
(52)

— 0.t 45 Al — 2 AL =0,

Confrontando queste colle (47) si osserva subito, che dalle (47) si passa

alle (52) collo scambio di 2,, %, 2; rispettivamente in I, 2, /,. Dunque per
le coniche rispetto a cui le coniche date sono polari reciproche tra i para-
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metri locali ed i parametri tangenziali si ha la semplicissima relazione
Lislailyiidgitatidy, (53)

e quindi dalle (49) si deducono immediatamente le equazioni locali delle 4
coniche in discorso

A| AO - - . 3
AV 4, (\/@ +\/9'+VQ"') X4 X 4-_\/_‘ (VG -H/f? +V5 Y Xe=0, (54)

ece.
L’equazione locale complessiva si ottiene eliminando 7, L I; tra le (52) ¢
le; + lzXz + lng = O;

ora, siccome le (52) possono anche immaginarsi dedotte dalle (47) sostituendo
ordinatamente I, &, I; a %, 2, ); e scambiando A, con A4; e ©, con ©., cosi
equazione complessiva domandata si deduce dalle {50) sostituendo ad U, U. U,
rispettivamente X, X, X; e scambiando incltre A4, con A4, e v, con O, e
perd &

3A:(30.,—44,0) X+ ATA X 4 34 (3051 — 4.4:0) Xt + ece. = 0. (55)

VI. Coniche bitangenti. Coniche coniugate.

Se due coniche (% 2. ;) e (A'; #"» %) del sistema invariantivo conside-
rato sono bitangenti, chiamando y il polo di contatto, esiste un valore di p
pet cul si ha:

()'1 _nL Pwa) U: + ()‘2 + P7\'2) U, -+ (7‘3 + F)\/z) U3 = U,?,

donde si vede che y & uno dei punti doppi del tessuto di coniche determinato
da U,, U., Ui, e perd dev'essere:

’lly2 == U‘ + 6 Uz + 62 LT3 § = 9 5” g":
per conseguenza denotando con ¢ un coefficiente mcognlto si deve avere:
MAEpN =0, e pla=a0, e pls—=ab?,

e quindi se le due coniche hanno doppio contatto si ha

D VR PO W
Ny Ny 7\’3 =0 per 6 = 5’, 9”, 6", (56)
1 6 ‘¢
Annali di Matematica, tomo XVII, 23
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R, S —— —

Dunque data una conica del sistema vi sono tre serie di coniche bitangenti
ad essa ed appartenenti al sistema; i tre lati del triangolo autoconiugato sono
le corde di contatto, ed i tre vertici del medesimo sono i poli di contatto.

Similmente la condizione perché due coniche (I, I 1) e (I'y U'; 1) siano
bitangenti &:

! l‘ l‘,,l, l3 ‘
l,‘ llz l’g == O pEI‘ g _— 9’, 6”’ 6,”. (57)
6 6 1

In patticolare le equazioni
IX,+ X+ ¢ X, =0, AUt Us+ 6T, — 0, (58)
qualunque sia ! o % rappresentano coniche bitangenti a C,; e le equazioni
0X,+ X+ 1X%,=0, U+ T+2T,==0, (59)

qualunque sia I o A rappresentano coniche bitangenti a C.. Per conseguenza
se 6; e 6; sono due qualunque dei tre valori 4, 6”, ¢"' le equazioni:

wx+&+%&=o, Ui+ U+ 65U, =0, (60)

rappresentano 6 coniche bitangenti ad entrambe le coniche C, e C,.

Le quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali le due coniche date
sono polari reciproche, sono due a due bitangenti. Infatti, ponendo per sem-
plicita

+V=p, +VT=q, +\"=r,

¢ osservando che

rptpt Al .AQ\/ Al . 1 Al A2 . \
ot T A donde A A~ pgr ¢ Az A Par
1 parametri tangenziali delle 4 coniche suddette sono:
1 1 1
ottt —bL o ertrpbpg
! ! L 1 qr —orp—pq ece
_____ , — —p — e.
gr rp pq ’

Ora, per dimostrare ad esempio che la 1.* conica & bitangente alla 2.%, basta
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verificare che il determinante

1 1 1
;+;'l—’+ﬁ, -1, ‘17'+'7'P+‘20‘1
1 1 1
..g_r__r_p._p._g, _1, qr —rp—pq

1 * P
e nullo, il che si fa facilmente.

Si consideri ora una conica C di equazione a,’=0 ed una retta v di
equazione v, = 0. Nel sistema invariantivo di a,* e di v, si ha:

Ue® = (aa'u)® u2=(avu) ugt=0  ft=0
A, = (aad'ad") 0, = 1,2 0,=0 A, = 0.
Una conica invariantiva qualsiasi ha per equazioni locale e tangenziale
kvt =0 Ut + 2kut =0,
e tutte queste coniche invariantive formano un fascio-schiera di coniche bi-

tangenti a C, essendo v la corda di contatto.
La polare reciproca di C rispetto ad una di queste coniche &

% Aju,® + 2(;— Ak + @Jc?)u,? =0;

volendo che coincida colla stessa conica C, bisognerd prendere & in modo
che sia:

2
2 Ak 0,k =0

donde (trascurapdo la soluzione k£ = O per cui si avrebbe la stessa conica C)
2 A

si ha b =— 3o Dunque ’equazione in coordinate di punti
i
€t = 30.20x* — 24,0, =0, (61)
ed in coordinate di rette
1 €)
TN ) =30 u,—44,u.>*=0, (62)

rappresenta una conica T tale, che la polare di C rispetto ad essa ¢ la stessa C.
Inversamente prendiamo la polare reciproca di T rispetto a C, essa ¢

s s 1 .o
a, g — -2—(a7x)' =0,
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e siccome sl ha:
a72==—3@124417 (aya) == = 440,05,

cosl 'equazione precedente coincide colla (61). Dunque la relazione tra le co-
niche C e I & scambievole; ciascuna di esse & polare reciproca di s& stessa
rispetto all’ altra: due coniche siffatte furono dette coniugate rispetto alla retta ¢.

Dualmente si abbia una conica C di equazione u,* =0 ed un punto y di
equazione u, = 0. Nel sistema invariantivo di u,® e di w,® si ha:

fxz = (dy x)z bxz - 0 u-p? = 0

0, =0 0, =a,’ 4, =0.
Le equazioni
301, — 24,u, =0, (64)

rappresentano una conica I'; la conica C e la conica I'" sono ciascuna polare

reciproca di sé stessa rispetto all’altra, e si dicono condugate rispetto al punto .
L’equazione (63), se si osserva che si ha:

[o8 = (ay)’ = (ab, vy) =2a,2b,*— 2aza, - bsby,
si pud anche scrivere:
. Ayt bst — 2a5ay  byby =0, (63)
ora se 1l punto y e la retta v sono polo e polare rispetto a C si ha v,=a,a,
donde v,® = a,b,a,b, = ; A,a,° e perd la (61) coincide colla (65); dunque

I' e T' coincidono; ossia, se due coniche sono coniugate rispetto ad una retta,
esse sono anche coniugate rispetto al polo di questa.
Il contravariante u.® per le coniche C e I &

1 ' 1
e ° .
0,1, 5 (fau) N

Ayuy?,
ed il covariante f,* per le coniche C e T' &
381 [3 @1(““’3:)2 -_ 4A5(¢Tx)2] == - 4:441291 vwg,

dalle quali espressioni segue che se due coniche sono coniugate, le rette con-

dotte per il polo di contatto le tagliano armonicamente, ed i punti della rettu
di contatto le proiettano armonicamente,
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Se si calcolano gli invarianti di C e T' si trova:

—_ —_—
‘41, @1=A1/Um2, @2'—:—3‘410¢2, A2=—27A1’0¢,23)

dalle quali espressioni si vede che se due coniche az>=0 e b,> =0 sono con-
tugate, tra i loro invarianti passano le relazioni

3@12+A1®2=0) A1442—9@g@2=0, 3@22+A2®1=0, (66)
di cui una & conseguenza delle altre due; a queste si possono sostituire le
R =0, A4,4,—96,0,=0, (66"

perche, potendosi scrivere:
R=1(36,+4,0)(30: + 4,0) 4 ; (4, 4, — 90,0.)(50,6, + 3.4, 4.),

dalle (66) si deducono le (66°) e viceversa.

Cerchiamo ora se nel sistema invariantivo di coniche, che stiamo studiando,
ve ne siano di quelle coniugate con una di esse, ad es. con C,.

Si consideri la polare reciproca di C, rispetto alla conica (A, 4, %), essa
ha per equazione la (46); le condizioni perché questa polare reciproca coin-
cida colla stessa C, sono:

2A‘)\‘)\2+391>.22— 442)\32=0 )

A1(2;1113 "{" 122)4'6@1).213-}—3@2)\32:0. >

Queste equazioni sono verificate da 4, =0, i;=0; cioé la polare reciproca

di C, rispetto a C, & la stessa C,, cosa evidente. Escludendo questa soluzione,
e ponendo A, =1, dalle (67) si ha:

Al + 3@17\3 + 3@2).32 + Ag;\sa = 0,
dunque per 2, si hanne tre valori, e precisamente ¢, 6", 6”’; dalla prima delle
(67) si ricavano 1 corrispondenti valori di %, e si conchiude che nel sistema

mvariantivo di due coniche ve ne sono tre coniugate con una di esse, e che
le equazioni tangenziali di quelle tre che sono coniugate con C, sono:

(4,60 —30)U, +24,U,+24,6U,=0, 6==06,46", 6". (68)

Analogamente si trova che i1 parametri locali I, 7, I; delle coniche con-
iugate di C, verificano le equazioni:

24,1, +30,12— A,12=0 )

A:QUIL+ 1Y)+ 60,51, +30,l=0, )

67)

(69)
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le quali differiscono dalle (67) per lo scambio di 4, con 4, e di O, con 0,
le equazioni locali delle coniche coniugate di C, sono dunque:

(A‘ 3@2)X1 +24,X, 4+ 2

b o

X,=0, ¢=¢, 66" (1)

Le tre coniche coniugate con C, non solo sono bitangenti a C, [il che si
accorda coll’essere le (68) e (70) casi particolari della (58)], ma sono inoltre
due a due bitangenti fra loro. Se si considera infatti il determinante

! A26,2 - 3@1 244.1 2A‘6'
4,6 —30, 24, 24,6 ‘

1 6”, 9”"
’ ’ i ol 3@! 7" 2A|
o 4, . I3 I Il/z _— 4 bt ! —
24, 4,06 — ¢ )[(e oy (ae + A,)(’ 4 ]
e si tengono presenti le relazioni
3 & — 6” 6”, + alll 91 + 6, 6", — % — 6, 6:/ 6”,,
2 <12

si vede che questo determinante & identicamente nullo.

Dimostreremo in seguito che le tre coniche coniugate con C, sono anche
coniugate due a due fra loro, e perd prese insieme con C, formano una no-
tevole quaterna di coniche, detta armonica; e che le quattro coniche rispetto
a ciascuna delle quali due coniche date sono polari reciproche formano appunto
una quaterna armonica.

VII. Rappresentazione delle coniche invariantive
coi punti di un piano.

Se 1 parametri locali (/, /, I;) d'una conica invariantiva L si prendono
come coordinate di un punto L in un piano TI, ad ogni conica della rete

llXi + lg.Xg + l3X3 - O,
corrisponde un punto del piano, e viceversa; in particolare ai vertici del trian-
golo coordinato corrispondono le due coniche date e la conica f* = 0.

Cosl pure se i parametri tangenziali A, %, A; di una conica L si consi-
derano come le coordinate di un punto L’ in un piano II, ad ogni conica del
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tessuto
ln Ua '{‘ )\z Uz + )~3 Us = O,

corrisponde un punto del piano e viceversa; in particolare ai vertici del trian-
_golo coordinato corrispondono le due coniche date e la conica u.*=0.

Se 1 punti del piano II e i punti del piano II' si mettono in corrispon-
denza per modo che due punti corrispondenti rappresentino una stessa conica
del sistema, si viene a stabilire una trasformazione quadratica tra i piani II
e II, che & determinata dalle formole (33") e (34). I punti fondamentali di
questa trasformazione nel piano I sono:

A, 6,1 BEn 6, 06 6 ), )
e nel piano TI' sono:
A,(1, 6, 6%  B,(1, 46, 67 C.(1, &, 6"%). (71

Tenendo presenti le equazioni (28) e (29) si vede che i punti fondamentali del
piano 1 corrispondono alle tre rette doppie del sistema di coniche invariantive,
e che 1 punti fondamentali del piano II' corrispondono ai punti doppii dello
stesso sistema.

Alle coniche d’un fascio contenuto nella rete corrispondono nel piano I
i punti d’una retta e nel piano 1" i punti d’una conica circoscritta al trian-
golo 4, B, C,; se '

Plll+_p2l2 +P3l3=07

¢ la retta nel piano II, la conica corrispondente nel piano II" &
%(Al)‘lz '+ 391)\1)\2 + M ) +]92(7\1 )\3 - )\22) + i—i(Aglf T‘ o ) =0. (72)

Analogamente alle coniche di una schiera contenuta nel tessuto, corrispondono
nel piano II' i punti d'una retta, e nel piano IT i punti d’una conica circo-
scritta al triangolo 4 B C; se

94)\A -+ quz + 93)\3 = 0;
¢ la retta nel piano II', la conica corrispondente nel piano II &

%(A2l42 +-- ') + Q2(Zils— l22) + %(A:lsi + - ) =0. (72,)

Le coppie di rette, in cui degenerano le coniche della rete invariantiva,
costituiscono (come & noto) tre fasci in involuzione coi centri nei vertici del
triangolo autoconiugato, essendo raggi doppii i lati di questo; e dualmente le
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coppie di punti, in cui degenerano le coniche del tessuto invariantivo, costi-
tuiscono tre punteggiate in involuzione sui lati del triangolo autoconiugato,
essendo punti doppii i vertici di questo. Di qui si capisce che i discriminanti
(35) e (36) di 3.° grado Yuno in I, [; I; Valtro in A, %, A; devono potersi spez-
zare nel prodotto di tre fattori di 1.° grado.

Osserviamo, che se 7,~=0 ed s; =0 sono le equazioni di due lati del
triangolo autoconiugato, 1’equazione
7'w2 + k8x2 = 0,
rappresenta una coppia di rette che formano con quelli un fascio armonico, e

perd costituiscono una conica degenere della rete. Donde, ricordando le (23),
i tre fasei di coniche degeneri sono:

(6 +k6"HX 4+ (@ + X+ 1+ B X =0
@+ k) X, + (@ FE) X+ 1+ )X =0
(@ + L)X, + @ +EX,+Q 4K, ==
Dunque, se (I, I, 1) & una conica degenere, si avia:
GRS =11,, 5"+ k0" = hl,, 14+ Ek=4hl,
oppure:
5" 4 kg =1, 6" + k5" = L, 1+ k="l
oppure:
g2 L L6 =hl,, 8+ 16" ="l 1+ k="l
Di qui, coll’eliminazione di & e k, si deducono le equazioni:
L—(@" +6).+66"=0 )
L—("+6) L, +6"61,=0 (13)
L—(@ +6)0L,+66" 1,=0, 3
Pertanto queste equazioni rappresentano nel piano 11 tre rette, © punti delle
quali corrispondono a coniche degeneri della rete invariantiva, esse sono pre-
cisamente ¢ late del triangolo A B C; noi le chiameremo rette fondamentali
a, b, ¢ del piano IT; a tutti i punti di ciascuna di esse corrisponde nel piano IT

uno stesso punto, che & un vertice del triangolo 4, B, C,.
Analogamente -

6"” 6’ )., - (9‘” + 0’) )\2 + )\3 = 0

66"\ — (6" + 6+ 2h=0 )
66" % —@© +6)%h+2%=0, 5

(13)
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sono #re rette del piano IU, ¢ punti delle quali corrispondono a coniche de-
geners del tessuto invariantivo; esse somo precisamente ¢ late del triangolo
A,B,C,, e noi le chiameremo rette fondamentals a, b, ¢, del piano II'; a tutti
1 punti di ciascuna di esse corrisponde nel piano II un solo punto che & un
vertice del triangolo 4 B C.

Se si moltiplicano insieme 1 primi membri delle equazioni (73), e si espri-
mono per mezzo dei coefficienti delle (26) le funzioni simmetriche di ¢' ¢" 6"
che compaiono nel prodotto, si trova (a meno di un fattore) il discriminante
(36); cosl pure moltiplicando i primi membri delle (73') si giunge al discri-
minante (35).

VIII. Rappresentazione di alcune fra le pi notevoli coniche
invariantive.

Dati nel piano IT due punti M, N rappresentativi di due coniche del si-
stema M, N, vogliamo vedere come si costruiscano i punti che rappresentano
le pit notevoli tra le loro coniche invariantive. Per le costruzioni che vogliam
fare si pud supporre, senza ledere la generalita, che M ed ¥ siano le due
coniche di date equazioni a,®=0, b,®=0; perch® c¢id equivale a prendere
nel piano II come triangolo coordinato, quello di cui due vertici sono i punti
M, N ed il terzo vertice & il punto F' rappresentativo della conica ¥, i cui
punti proiettano armonicamente le due coniche M ed N; ed a prendere nel
piano IT' come§triangolo coordinato, quello di cui due vertici sono i punti M’
N’ ed il terzo vertice & il punto 7' rappresentativo della conica 7, le cui tan-
genti tagliano armonicamente le coniche 2 ed .

La comca F. — L’equazione I, I, — l,2 =0 & verificata dalle coordinate
(71) dei punti A, B, C e perd rappresenta nel piano II una conica circoscritta
al triangolo fondamentale A B C; questa conica tocca inoltre i lati M F, N F'
del triangolo coordinato rispettivamente mei punti M, N. Di qui segue che la
contea I © cut punt proiettano armonicamente due coniche M, N del sistema
¢ rappresentata dal polo della retta M N rispetto alla conica ABCMN.

La coxica T. — Dualmente nel piano I’ la conica 7 di equazione
u==0 & rappresentata dal polo T" della retta M’ N’ rispetto alla conica
A'BC'M' N'. Passando dal piano 1’ al piano IT colla trasformazione qua-
dratica, si ha che la conica T le cui tangenti tagliano armonicamente due
coniche A, N & rappresentata dal quarto punto, in cui si tagliano le due

Annali di Matematica, tomo XVII, 24

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



186 Gerbaldi: Sul sistema di due coniche.

coniche circoscritte ad ABC e tangents alla retta MN Uuna in M e Paltra
in N, le quali coniche del piano IT hanno per equazioni:

A2l42+39281[2+3@;222+A1l2l3=0 )

14
A2 +30, L5+ 30,0+ 4, 0,1,=0. ) (74)
Le coordinate del punto T sono (%T@.’., —1, %)
2 <14

LE CONICHE ARMONICAMENTE ISCRITTE O CIRCOSCRITTE AD UNA CONICA DATA DEL
s1sTEMA. — Se una conica R (I, I, ;) & armonicamente circoscritta ad una co-
nica §(2, X; i), si ha:

Ag l‘(A')\,’ + 2@1 )\.’2 +@2 )\,3) )
4+ L[24.0:%, + (30,0, + A, A))s +24,0,)5] s (151
+A‘l3(®1)k"+2@27\,2+A2)L’3)=0- J

Infatti ponendo per brevitd
Ty = % Azl\axg -+ lzfacg -+ ; Atlabx2

%,2 = )\,1 uas + 27\’2 u¢2 + )\/3 uﬁe,
la condizione perch¢ la conica I2 sia armonicamente circoscritta ad § &:
2 2
0 =7‘,? = é‘ Ag llaqg + lgfq-g + § A1]36g27

donde si deduce la (75), osservando che si ha:
At = )y + 202N, + ag?’s
52 = fugxl + 2f-:27k,2 + fpglla
b¢2 == bmg )\" + 26-;2 ).'g + pr )L,g,
e tenendo presenti le (5), (6), (15).

Se la conica R & variabile, e la conica § & fissa, la equazione (75) rap-
presenta nel piano It una retta, e precisamente la polare del punto S rispetto
al triangolo 4 BC, come si dimostra facilmente sostitwendo a A, 1’y %', le loro
espressioni (34) per mezzo di I, I, I';, e ricordando che I'equazione del trian-
golo ABC & D=0, [denotando per brevitd con D l'espressione (36)].

Dunque le coniche del sistema armonicamente circoscritte ad una conica S

formano un fascio, rappresentato nel piano Il dalla vetta polare di S rispetto
al triangolo fondamentals.
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Se nell’equazione (75) sl sostituiscono invece ad I, I, I; le loro espressioni
(33) per mezzo di %, 2, %, e si osserva che essa rappresenta allora nel piano
I’ la conica polare del punto S’ rispetto al triangolo 4,B,C,, la cui equa-
zione & A =0 [denotando per brevitd con A la espressione (35)], si conchiude
che le coniche del sistema armonicamente circoscritte ad una conica 8 sono
rappresentate in I dai punti della tonica polare di S’ rispetto al triangolo
fondamentale.

Dualmente le coniche del sistema armonicamente iscritte in una conica R
formano una schiera, e sono rappresentate sul piano 11 dai punti della conica
polare di B rispetto al triangolo fondamentale A B C, e sul piano I dai punti
della retta polare di R’ rispetto al triangolo fondamentale A,B,C,.

Data una conica I? del sistema, ve ne sono due involutorie con essa, e
precisamente quelle rappresentate in I1 (o 1) dai punti, ove si tagliano la
retta e la conica polari di B (o R') rispetto al triangolo fondamentale.

Ls cONICA COMBINANTE, E LE DUE CONICHE INVOLUTORIE D’UN FASCIO O D’ UNA
sciEra. — Considerando un fascio di coniche invariantive rappresentato sul
piano I1 da una retta p, il polo P della retta p rispetto al triangolo fonda-
mentale rappresenta la conica combinante del fascio, perché questa, come ab-
biamo visto, & armonicamente iscritta a tutte le coniche del fascio. Il punto P
[in virth della (43)] ha per coordinate (%’;, -1, %) e perd cade sulla retta
I'T. Di qui segue, che se si considerano due coniche qualunque di un fascio,
e le due coniche, Uuna luogo dei punti che le proiettano armonicamente, Ualtra
inwviluppo delle rette che le tagliano armonicamente, il luogo delle quaterne di
punti secondo cui queste due ultime si tagliano & la conica combinante del
Jfascio.

Le due coniche involutorie del fascio sono rappresentate sul piano I dai
due punti @, R di p, che sono gli Hessiani dei tre punti, in cui la retta p
taglia il triangolo fondamentale. Per costruire i punti @, R basta ricordare,
che le coniche involutorie del fascio sono involutorie colla conica combinante,
e quindi si troverd il polo P della retta p rispetto al triangolo A BC, e poi
del punto P si prenderd la conica polare = rispetto allo stesso triangolo; i
punti ove questa conica taglia la retta p saranno i punti domandati. 1l trian-
golo PQR & tale che ogni lato & la retta polare del vertice opposto rispetto
al triangolo fondamentale.

Allo stesso modo si costruiscono nel piano II' i punti che rappresentano la
conica combinante e le due coniche involutorie di una schiera. Volendo re-
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stare sul piano II, osserviamo anzitutto che le coniche della schiera sono rap-
presentate dai punti d’una conica =, circoscritta al triangolo A BC, e poi ri-
cordiamo che la conica combinante & armonicamente circoscritta a tutte le
coniche della schiera, ed & percid rappresentata da un punto, in cui devono
concorrere le rette polari di tutti i punti di » rispetto al triangolo 4 B C; con-
cluderemo che il polo P della conica n rispetto al triangolo A B C corrisponde
alla conica combinante della schiera, rappresentata sul piano 11 dalla conica .
Se pot del punto P si prende la retta polare rispetto ad A B C, questa taglia
la conica = in due punti Q, B, che rappresentano le coniche involuforie della
schiera.

Coxicee BITANGENTI. — La condizione (56) o (57), percheé due coniche del
nostro sistema invariantivo siano bitangenti, fa vedere che a due coniche bi-
tangenti corrispondono sia nel piano I, sia nel piano IU', due punti allineat
con uno dei tre punti fondamentali.

Quindi date due coniche #7, ¥ le 6 coniche invariantive bitangenti ad
entrambe sono rappresentate dai punti in cui i raggi proiettanti 4, B, C da
M tagliano i raggi proiettanti 4, B, C da N.

In generale in un fascio di coniche invariantive ve ne sono tre bitangenti
ad una conica invariantiva 3 qualunque; ed i punti del piano IT che le rap-
presentano si ottengono proiettando i punti A BC dal punto M sulla retta p
che corrisponde al fascio. Se in particolare si prende come centro di proiezione
il polo P della retta p rispetto al triangolo fondamentale, Ja terna di punti
proiezione forma (come & facile a dimostrare) il covariante cubico della terna
di punti, in cui la retta p taglia il triangolo 4 B C, e rappresenta la terna di
coniche bitangenti alla conica combinante del fascio.

ConiceE PoLARI RECIPROCHE. CONICHE coNtugATE. — Avendo visto che quattro
coniche coniugate sono due a due bitangenti, e cosi pure sono due a due bi-
tangenti le quattro coniche, rispetto a cui due coniche del sistema sono polari
reciproche I'una dell’altra, segue che a fals gruppi di quattro coniche corri-
spondono sia nel piano 11, sia nel piano 1I', quadrangoli che hanno per trian-
golo diagonale il triangolo fondamentale. Quindi due coniche coniugate sono
rappresentate da due punti, la cui retta va ad uno dei vertici del triangolo
fondamentale, ed & divisa armonicamente da questo vertice e dal lato opposto (¥).

(¥) Cosi, data una conica M, si trovano facilmente le tre coniche de! sistema N, P, @
coniugate con essa; e si osserva che il quadrangolo M NP Q (ovvero M'N' P’ Q') ha il
triangolo fondamentale per triangolo diagonale. Donde si conchiude che le coniche m, P, @
sono due a due coniugate fra loro,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Gerbaldi: Sul sistema di due coniche. 189

Date due coniche I, .¥ per costruire i quattro punti rappresentativi delle
quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali quelle sono polari reciproche,
basta osservare che questi quattro punti sono quelli comuni alle due coniche
del piano II (o IT) di equazioni (52) [0 (48)], e che queste coniche hanno en-
trambe il triangolo A BC [ovvero 4,B,C,] come triangolo autoconiugato, ¢
toccano inoltre la retta MN (ovvero M'N') Yuna in M (o M’) e Paltra in
N (o N').

Di qui segue pure la costruzione del punto, che rappresenta la conica
polare di M rispetto ad A Si considera il fascio di coniche, che hanno il
triangolo fondamentale come triangolo autoconiugato e passano per N, a quella
che passa per M si tira la tangente in questo punto, questa retta & toccata
da un’altra conica del fascio considerato, ed il punto di contatto & il punto
domandato.

I quattro vertici d’un quadrangolo, che abbia il triangolo fondamentale
per triangolo diagonale, rappresentano un gruppo di quattro coniche del nostro
sistema, rispetto a ciascuna delle quali infinite coppie di coniche sono polari
reciproche; per avere i due punti, che rappresentano una di queste coppie,
basta circoscrivere due coniche qualunque a quel quadrangolo e prendere i due
punti di contatto su d’una loro tangente comune. F di qui si deduce che le
quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali due coniche somo polari reci-
procke fra di loro, formano una qualerna armonica.

IX. Realita delle coniche invariantive.

Ci proponiamo ora di studiare se nel sistema di coniche invariantive ve
ne siano di quelle imaginarie, ed a quali punti del piano rappresentativo (1
o II') esse corrispondano, supposto che le equazioni delle coniche C, e C, ab-
biano coeflicienti reali, e che reali siano i valori dei parametri l, I, l; e 4, %, 2.

Bisognerd distinguere tre casi, secondoché 1'equazione di 3.° grado (26)
ha radici reali e distinte, radici reali ed uguali, o radici imaginarie.

Se I'equazione (26) ha radici immaginarie, il triangolo autoconiugato ri-
spetto a tutte le coniche invariantive ha di reale soltanto un lato ed il vertice
opposto, e perd due coniche qualunque hanno due punti comuni reali, ed esse
sono tutte reali.

Se l'equazione (26) ha radici uguali, e le coniche C, e C, si toccano in
un punto, tutte le coniche invariantive si toccano in quel punto e sono reali;
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se poi le coniche C, e C, sono bitangenti, le coniche invariantive formano un
fascio-schiera di coniche bitangenti.

E sovratutti notevole il caso in cui le radici della equazione di 3.° grado
(26) sono reali e distinte. Qui giova premettere alcune considerazioni.

I punti e le rette fondamentali del piano rappresentativo, essendo reali e
distinti, formano un triangolo. Questo determina nel piano quattro regioni, che
sono: la porzione finita di piano limitata dalle tre rette (superficie del trian-
golo) e le tre porzioni infinite, occupate ciascuna da un angolo del triangolo e
dal suo opposto al vertice toltane la superficie del triangolo. Dal punto di vista
proiettivo, queste quattro regioni hanno la stessa importanza (¥).

Considerando la retta come una linea rientrante (all’infinito), due punti A
¢ B di essa ne limitano due segmenti; fissata una direzione sulla retta, tali
segmenti si possono indicare con 4 B e B 4, intendendo che il primo sia quello
percorso da un punto, il quale muovendosi nel senso prestabilito va da 4 in B;
e che il secondo sia quello percorso da un punto, il quale muovendosi ancora
nello stesso senso va da B in A.

Cid posto, le quattro regioni, in cui un piano & diviso da un triangolo
ABC, si determinano proiettivamente come segue. Si fissa su di un lato, ad
es. A B, una direzione, e si considerano i due segmenti A B, B4 limitati
dai vertici 4 e B; dal terzo vertice C si proietta un punto mobile M che per-
corre uno dei segmenti 4 B o B A; sul raggio proiettante, che rota intorno
a C, si fissa una direzione e si considera costantemente 1'uno o 1'altro dei
due segmenti CM, M C. Allora le quattro regioni in discorso sono: una de-
scritta da CM mentre M percorre A B, un’altra descritta da CM mentre M
percorre B A, una terza descritta da M C mentre M percorre BA, ed una
quarta descritta da M C mentre M percorre A B.

Chiamando conforno d'una regione la spezzata che la limita, e che & for-
mata da segmenti presi sulle tre rette date, & facile vedere che una retta qual-
siass del piano (non passante per un vertice) o non attraversa <l contorno d’una
regione o lo attraversa in due punti.

Si consideri ora una conica circoscritta al triangolo, sopra ogni lato si
hanno due segmenti, I'uno interno e Valtro esterno alla conica. Se si proietta
il segmento interno d’un lato dal vertice opposto, e del raggio proiettante si
considera il segmento che & pure interno alla conica, quest’ultimo segmento
descrivera una delle quattro regioni del triangolo, e i punti di questa saranno
tutti interni alla conica.

(*) Cfr. Staupt, Geometrie der Lage, N, 173,
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Se un triangolo & iscritlo in una conica, una retta qualsiasi (che non
passi per un vertice) ne taglia ¢ lat in tre punti, i quali sono o tutti tre esterni
alla conica, ovvero due interni ed uno esterno. Questa proprietd si dimostra
facilmente, considerando quella delle quattro regioni determinate dal triangolo,
che & tutta interna alla conica, e ricordando che una retta qualsiasi 0 non ne
attraversa il contorno, o lo attraversa in due punti. Vogliamo dimostrare la
stessa proprietd anche analiticamente.

Sia ¢, =0 l'equazione della conica, ed 4 =(aa'a") il suo discriminante.
Siano pol p(p: P Ps), (91 9z qs) *(ri7,75) 1 vertici ' un triangolo iscritto nella
conica, si avra:

ap2=07 2’ =0, a,°=0, (P?Z”)ioy (“)
si prendano poi tre punti , y, 2 sui tre lati

zi=qi+iri,  yi=ritpp, zi=p+vy (=1, 2, 3)
se questi tre punti sono in linea retta, si ha:

(@y2) = (pgr)[1 +2p] =0,
donde:
Apy = — 1.

Si considerino ora le quantitd Aa, Aa,?, Aa® le quali col loro- segni fanno
conoscere, se i punti «, y, 2 siano interni o esterni alla conica; in virth delle
() si ha:

a.t = 2aq0a,- 2, ay) =2a.ap -, at=2dpay-v,
donde: ’
! ’ " ’
Aay-Aayp - Aat=—8A% aga,-a,ap-a 0’y
Ed ora dalla identita
| oay’ apQg  Oply
‘o) N==6| dapdy a a'ya
(ad' @’y (pgr) = p@y Qg ¢@r

a'pa’sr a'ga’s a’s
in virta delle («), si ha:
12040, &'y @'pa’y = A(pqr),
per cui .
Aug - Aayt- At =— 5 A (pgr),

e quindi le tre quantith 4 a.*, Aa’, 4a;’ devono essere o tutte tre negative,
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ovvero una negativa e due positive; e di qui segue che i punti z, ¥, 2 sono
o tutti tre esterni alla conica, ovvero uno esterno e due interni.

Premesse queste cose, ritorniamo allo studio delle coniche invariantive
nel caso in cui le radici della equazione (26) sono reali e distinte. Ad un
faseio di coniche preso in questo sistema corrisponde nel piano II una retta p;
le coniche degeneri del fascio sono rappresentate dai punti ove la retta p
taglia il triangolo fondamentale 4 B C, e perd hanno parametri reali; per con-
seguenza i quattro punti base del fascio sono tutti quattro reali o tutti quattro
imaginarii. Per decidere quale di questi due casi si verifica, si formi il primo
membro dell’equazione tangenziale d’una conica del fascio, poi dati alle coor-
dinate variabili u, u, u; tre valori reali ad arbiirio, si sostituiscano al para-
metro variabile del fascio uno alla volta i parametri delle tre coniche degeneri.
I risultati delle tre sostituzioni, come ho dimostrato in altro luogo (¥), sono
tutti tre negativi, ovvero uno negativo e due positivi, ed i quattro punti base
del fascio sono tutti reali nel 1.° caso, e tutti imaginarii nel 2.° caso. Denotando
con U, U, U, i valori che assumono i polinomii U, U, U, quando si danno
alle variabili #, %, u, tre valori reali fissati ad arbitrio, dovremo dunque so-
stituive in

ol 1,1,) = %(Aglf 430,00y -+ ) + Ta(llo— L) + % (A, 12 +530, L7+ ),

ad I, I, I; le coordinate der punti ove la retta p taglia il triangolo ABC, e
conchiudere che i punti base del fascio sono reali quando i corrispondenti
valori di @ son tutti negativi, e tutti imaginarii, quando i corrispondenti valori
di ® sono uno negativo e due positivi. In altri termini, osservando che I'e-
quazione ®(l, I, I;)=0 rappresenta nel piano IT una conica circoscritta al trian-
golo A BC, possiamo conchiudere, che ¢ punti base del fascio di coniche in-
variantive rappresentato dalla retta p sono tutti reali o tutti imaginarii,
secondo che 1 tre punti, in cui la retta p taglia il triangolo fondamentale,
sono rispettivamente tutts tre esterni, ovvero due interni ed uno esterno alla co-
nica ®(l 1, I)=0 (**). Ancora, considerando nel piano IT quella tra le regioni

(¥) Per quanto fu sopra dimostrato, non possono mai presentarsi i casi, che i tre punti,
in cui la retta p taglia il triangolo fondamentale, siano tutti tre interni, ovvero due esterni
ed uno interno alla conica ®(7 7, 1,)=0.
© o (**) Sulla realitd dei punti e delle tangenti comuni a due coniche. Readiconti del
Circolo Matematico di Palermo, T. I, pag. 327-338.
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determinate dal triangolo 4 B C, che & tutta interna alla conica @(l, 7, 7)) =0
e che noi chiameremo regione ideale del piano I, possiamo conchiudere che:
se la retta p non attraversa la regione ideale del piano II, ¢ punti base del
fascio sono tutti reali, e ¢ punts di p corrispondono tutti a coniche reali; se
poi la retta p attraversa la regione ideale del piano IL ¢ punti base del fascio
sono tutti imaginarii. In questo secondo caso non pilt tutti i punti di p corri-
spondono a coniche reali del sistema. Siano allora D, E i punti, in cui la
retta p attraversa la regione ideale di II, ed F' il terzo punto in cul p seca
il triangolo A BC; le coordinate dei punti D, E sostituite nel polinomio @ lo
rendono positivo, le coordinate del punto F invece lo rendono negativo; i punti
D, E rappresentano le due coppie di rette imaginarie del fascio, ed il punto
F rappresenta la coppia di rette reali. Un punto M di p allora corrispondera
rispettivamente ad una conica imaginaria, ovvero ad una conica reale, secondo
che M ed I separano o non separano i punti D ed E (¥), cio¢ secondoche il
punto M & interno od esterno alla regione ideale. Dunque ¢ punti interni alla
regione ideale del piano T corrispondono a coniche invariantive imaginarie, ed
i punti esterni alla regione ideale corrispondono a coniche reali; 1 punti che
stannoTsui lati del triangolo fondamentale rappresentano coniche degenerate
in coppie di rette imaginarie o reali, secondoché quelli appartengono o no al
contorno della regione ideale.

Analogamente, nel piano IT' il triangolo fondamentale A4, B, C; determina
quattro regioni, una di queste, che chiameremo regione ideale & tutta interna
alla conica

X — X
q’()q)\z)ns) = % (AlllQ + 391 )‘1)\2 + ) + Xz(li )\3 - 7\22) + Z (AZ)‘JZ + 392)\2)‘3 + v )

I punti interni alla regione ideale del piano ' ed i punti del suo con-
torno corrispondono alle coniche imaginarie del sistema, ed ¢ punti esterni
corrispondono alle coniche reali. Se si prende nel sistema una schiera di co-
niche, le quattro tangents comuni sono tutte imaginarie o tutte reali, secondoch?
la retta q che rappresenta la schiera attraversa o no la regione ideale del
piano I

Dalle cose precedenti segue evidentemente che nella trasformazione qua-
dratica tra i piani Il e II' ai punti della regione ideale dell’'uno corrispondono
i punti della regione ideale dell’altro.

(¥) Per la dimostrazione, vedasi la mia Nota citata, pag. 335.
Annali di Matematica, tomo XVIL 25
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Date due coniche del sistema col mezzo dei punti M, N nel piano rap-
presentativo II, non solo si riconosce facilmente la realitd dei punti comuni
coll’osservare se la rctta M N attraversa o no la regione ideale del piano II,
ma si riconosce ancora facilmente la realitd delle tangenti comuni, senza ri-
correre ai punti M’, N’ rappresentativi delle stesse coniche nel piano IT'. Siano
D, E, F i punti, in cui la retta M N taglia i lati del triangolo A BC. I pa-
rametri delle coniche degeneri del fascio determinato dalle coniche M, N sono
le coordinate dei punti D, E, F' della retta M N, quando su questa si pren-
dano come punti fondamentali 1 punti M ed N; e quindi, se quei tre para-
metri hanno lo stesso segno, i punti M N non sono separati dai punti D, K, F,
se pol quel tre parametri non hanno lo stesso segno, i punti M, N sono se-
parati da due dei tre punti D, E, F. Cid posto, ricordando il teorema dimo-
strato nella mia Nota citata, pag. 336, e quanto abbiamo detto sopra, possiamo
formare 1l quadro seguente:

I. M ep N wox soxo sgparaTi DA D, E, F.
1.° La retta M N non attraversa la regione ideale.
Le due coniche sono reali, ed hanno reali tutti i punti e tutte le tan-
genti comuni.
2.° La retta MN attraversa la regione ideale, ed ¢ punti M N sono
entrambi esterni a questa regione.
Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii sia i punti sia le tangenti
comuni.
3.° La retta MN attraversa la regione ideale, ed i punti M N sono
entrambi inferni a questa regione.
Le coniche sono tutte due imaginarie.
II. M &b N sono separami DA D, E, F.
4.° La retta M N non attraversa la regione ideale.
Le due coniche sono reali, ed hanno reali i punti comuni ed imaginarie
le tangenti comuni.
5.° La retta M N attraversa la regione ideale, ed ¢ punti M, N sono
entrambi esterni a questa regione.
Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii i punti comuni, e reali
le tangenti comuni.
6.° La retta M N attraversa la regione ideale, ed 7 punti M, N sono
Puno interno Ualtro esterno a questa regione.
Le due coniche sono ]'una reale e I'altra imaginaria.
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Per mezzo delle considerazioni che precedono riesce facile ogni questione
che riguardi la realita di coniche invariantive.

Noi ci limiteremo qui ad osservare che una retta atiraversa tre delle
quattro regioni determinate da un triangolo, e che il polo di essa rispetto al
triangolo cade nella regione non attraversata, e, distinguendo se una retta del
piano II attraversa o no la regione ideale, ne dedurremo che in un fascio di
coniche, di cut © quatiro punti base sono imaginarii, la conica combinante &
reale; ed in un fascio di coniche, di cui i quattro punti base sono reali, la
conica combinante ¢ imaginaria (¥).

Accenneremo da ultimo ai casi di realitd delle quattro coniche, rispetto
a ciascuna delle quali due coniche date C, e C, sono polari reciproche fra di
loro, e che sono rappresentate nel piano II dai punti comuni alle coniche di
equazioni (52). Gli invarianti 4y, ©'(, ', 4’; di queste sono:

A’|=—6A1A?27 (.),l=—6A‘A2(-)2,
6'2=—6A1A29¢1 A’z"—_-—GAfAz,

per guisa che V'equazione di 3.° grado, da cui dipende la ricerca dei punti
comuni alle coniche (52) si riduce alla (26).

Quindi, se le coniche C, e C; hanno soltanto due punti comuni reali,
anche le coniche (52) del piano IT hanno soltanto due punti comuni reali, i
quali, essendo allora R >0, rappresentano coniche invariantive reali.

Se poi i punti comuni a C, e C, sono tutti quattro reali o tutti quattro
imaginarii (R <0, nel qual caso le radici della (26) sono tutte reali), mediante
le (54) si vede facilmente che i punti comuni alle coniche (52) sono tutti ima-
ginarii, quando le radici della (26) non sono tutte dello stesso segno, e sono
tuttl reali, quando le radici della (26) sono tutte dello stesso segno. In que-
st'ultimo caso ricordiamo che i punti comuni alle coniche (52) formano un
quadrangolo reale, che ha il triangolo fondamentale per triangolo diagonale,
e perd in ognuna delle quattro regioni determinate da questo triangolo cade
uno di quei quattro punti; e cosl sapremo che tre di essi rappresentano co-
niche reali ed uno rappresenta una conica imaginaria.

Finalmente se le coniche C, e C, si toccano (R == (), anche le coniche
(52) si toceano.

(¥) Cfr. G. Srorza, Condizione geometrica per la realitd dei punti e delle tangenti
comuni a due coniche. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. II, pag. 172-175,
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Le quattro coniche rispetto a ciascuna delle quali le due coniche C, e C,
sono polari reciproche fra loro sono dunque:

1.° due reali e due imaginarie (a coefficienti imaginarii), se C, e C,
hanno due soli punti reali in comune;

2.° tutte imaginarie (a coefficienti imaginarii), se C, e C, hanno i quattro
punti comuni reali, e le quattro tangenti comuni imaginarie, ovvero i quattro
punti comuni imaginarii e le quattro tangenti comuni reali, ovvero se le co-
niche C, ¢ C, sono I'una reale e l'altra imaginaria;

3.° tre reali ed una imaginaria (a coefficienti reali), se C, e C, hanno
reall tutti 1 punti e tutte le tangenti comuni, ovvero se C, e C, hanno ima-
ginaril tutti 1 punti e tutte le tangenti comuni, essendo perd C, e C, entrambe
reali, o entrambe imaginarie;

4.° due coincidenti, se le coniche C, e C, si toccano.

Roma, gingno 1889,

ERRATA CORRIGE,
Pag. 162 lin. 4 s’ azt
» 169 » 1 iseritta circoscritia
» 169 » 2 circoscritta iscrilta
» 171 » 17 circoscritta iscritia
» 171 » 22 iscritia circoscritta,
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Sulle formole di ricorrenza
per lo sviluppo delle ¢ abeliane dispari
a tre argomenti.

(Memoria II di Ernesto Pascan, in Gottingen.)

Questo lavoro fa seguito all’altro pubblicato da poco tempo in questo
Giornale. Con esso si chiude la teoria dello sviluppo in serie delle ¢ abeliane
dispari a tre argomenti (¥).

Scopo delle Memorie, che seguiranno a questa, sard la trattazione del
problema analogo per il caso delle o pari.

Dopo avere cosi espletata la teoria dello sviluppo di tutte le funzioni o
di genere 3, mei loro speciali campi di razionalitd, io mi propongo di conti-
nuare questa serie di lavori, da me iniziata, prendendo la seguente altra di-
rezione.

Le funzioni ¢ dispari sono, come si sa, razionali nel campo dei coeflicienti
di una determinata tangente doppia, di una cubica di contatto corrispondente,
e di una certa conica. Tale campo lo chiamiamo il campo di Geser.

Le funzioni ¢ pari sono invece razionall nel cosiddetto campo di Hessk,
ciot nel campo dei coefficienti di una certa rete di quadriche.

Ma sono questi 1 soli campi nei quali sono razionali le o?

E non & possibile per avventura trovare un campo in cui sieno razionali
sia le ¢ pari che le dispari?

Le ricerche di Aronxmorp, di Weser, e le ultime di Frosenmws a questo
riguardo sono note.

(*) Un ristrettissimo riassunto della Mem. I e di questa & comparso alcuni mesi sono,
sotto gli auspicii del mio maestro prof. KLein, negli Atti dell’Accademia di Géttingen. Zur
Theorie der ungeraden Abelschen Sigmafunctionen dreier Argumente. Gotting. Nachrie,
Juli, 89,
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Si pud dimostrare che sia il campo di Geser che quello di Hesse (e quindi
naturalmente sia le ¢ dispari che le pari) sono razionali nel campo dei coef-
ficienti di certe setfe tangenti doppie della curva di 4.° ordine.

Tali sette tangenti non sono prese completamente ad arbitrio ma debbono
comporre un cosiddetto sistema settenario di AronmoLp (Aronhold’sches Siebe-
nersystem), cioe sono sette tangenti doppie formanti una certa configurazione
speciale nel sistema di tutte le 28 tangenti doppie della curva di 4.° ordine,

Nella cosiddetta figura d¢ Hesse, in cui tali 28 tangenti doppie corri-
spondono univocamente alle 28 rette che congiungono a due a due gli 8 punti
fondamentali di una rete di quadriche, un sistema setfenario corrisponde al si-
stema di sette rette che congiungono uno degli 8 punti con tutti gli altri sette.

Ecco dunque verso quali direzioni io mi propongo di drizzare 1 miei studii
posteriori, mi propongo cio¢ di studiare le ¢ nel campo di razionalithd di
un sistema settenario di AroNmoLD.

To confido nel favore costante dei miei amici, e spero che mai mi verra
meno 'incoraggiamento dei miei maestri.

§ I. Galcolo diretto del 2.° termine dello sviluppo
delle ¢ aheliane dispari.

Nel § 11 della Memoria precedente abbiamo trovato una formola che da
in una maniera complicata l'espressione del 2.° termine dello sviluppo di ¢
quando i tre integrali di 1.* specie w si fanno proporzionali alle tre coordi-
nate omogenee = del punto della superficie di Riemanx. Adoperando tale espres-
sione siamo ivi giunti a trovare in una maniera indiretta il 2.° termine. Scopo
di questo paragrafo & di trasformare invece direffamente la espressione di cui
si parla, e cid per poter poi, giovandoci di un altro risultato che troveremo
nel corso di questa Memoria, dimostrare in maniera decisiva una delle pro-
prietd fondamentali delle funzioni o.

Incominciamo col calcolare:

(s ) eze=a.

Ponendo:
N 169 (z2)
S ha (P(ZZ)— ﬁ__ﬁ*(z)fa(z')’
i ha:
(¢, 1) fla= 1‘3[@7{;, oy 2[(fs,f £1].
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Nel § 9 della Mem. I abbiamo calcolato (¢f). Di qui si pud facilmente
calcolare [(¢f), f]. Si trova usando notazioni analoghe a quelle del paragrafo

citato:
(@1 Flo=— 5 (L1} — 3 abasl@f) f1fs— asas(af)af)fs
+ 28O OF )+ 5 81O F1fn,

donde infine;

5 le Dy flo=1¢

—

() ] 1 (afy 3 aasl(af), £ _ asas(af)(af)
1 18 f3 2 f3 fs

2 bz (bF)(bf ) fss | 1 bL[(BF), f]fis
Y5 T omo
(con fy si rappresenta la 2.* derivata di f rispetto ad ).
La espressione (I) del § 11 citato diventa allora:

x 2(f3 2 D .
O =] 5 FUEN, 1= 5 255 =5 2100 N1+ 5 5

3 Dxazas[(af), f] Dxaxds(af)(af’)_?__)iai . )

1 fss 5,
— 3 E2us(on), £1D)

Questa espressione, come abbiamo gid osservato al § 11 della Mem. pre-

cedente, deve potersi ridurre ad una funzione intera in x avente per denomi-
natore f3.

Cominciamo col considerare i termini contenenti per divisore f3.
Usando per f la sua notazione simbolica & facile trovare:

BF)BF ) =4 4(bo) (bd)bicids
[BF), f1¥.=4-3-4(bc)(ca)bicid;
hF)  =4-3-400bb.C
[(Faf), 1 =23 -4(ab)(ac)axasbicl + 3% - 43(ab)(bec)atasbicl.
I termini dunque aventi per denominatore f% si riducono a:
—5.8-4(bc)(ad)blbsciaza,dl — 2 - 4% (be)(bd)bi el dial al
—2.3.4.0bo(cd)bicidialal=
=5.8.4[(bc)(bd)b; c; &} a} a3 — (be)(ad)b; by e 0 a,d3),
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e trasformando il primo di questi due termini colla formola:
(bd)a; = — (da)bs — (ab)ds,
e riducendo, resta solo:

—5.8. 4(bc)(ab)b’cxaxa3 d ds,

che ha appunto per divisore un f;. Questo diventa dunque un termine solo
con un divisore f3. L’assieme dei termini di tale natura & dunque:

—5.8(bc)(ab)biciala,—4-3-2(ab)(be)adasb%ed +
+ 2.3 4(ad)(bc)asas b c3,
cioé semplicemente:
=+ 8(ab)(bc)aias b ¢l = 4(ab)azbici[(be)as — (ac)bs]
= — 4(ab)a’b ey,

e con cid & comparso ancora un altro fattore f;.
La (I) diventa dunque semplicemente:

Sapendo gia (§ 11 della Mem. I) che (DTf)—s & una funzione intera sulla

superficie di Riemany si ha che colle trasformazioni fatte si & ottenuto perfet-
tamente lo scopo che ci eravamo proposto.

Ponendo ora f sotto la sua forma canonica D,®3 — (QZ)* calcoliamo i di-
versi termini di questa espressione.

Si trovano le seguenti formole:

(abya bz—-——— (Drp)(@p)cp 02 -+ 6(@0) (D) 020, Dy + 3(2 DY )20, ', DY
—4(DQ)(<I>Q)Q‘;(D;——S(DQ)((I)Q)QxQ 0 —4(0@Q)02 0, D,
— 8(0Q)(DQ) 0y Q0 ¥ D + (S2”Q) Q' Q)20 Q"
+3@eyaey

‘DDf ® 0(D0) (DY) D0 Dy — 24 (D0) (D) B 2,27 + 16 (D) (D) 20 @ 0
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[(Df), f1=— 6(D®)0,9Dy+9(DD)(DP)020%D, -+ 18(D D) (20,02 D,
—12(D2)(D Q)0:Q,Q"% — 24 (D) (2 Q) Q0,02 Dy +
+ 8(DQ)(DQ) QWY D%+ 4(DQPQL P, — 24(Q0)(DQ) 20 Q', D, 07,
—12(DQ)(@'9) 205D, - 16(DQ)(Q'Q") Q" Q1 Q"%

Si vede che in tutte queste espressioni vi sono termini di tre tipi diversi.
1) Termini non contenenti alcun simbolo Q. 2) Termini contenenti due sim-
boli Q. 3) Termini contenenti quattro simboli Q.

Sostituendo queste espressioni mnella formola (I) e raccogliendo i termini
del 1.° tipo, e riducendoli collag formola:

[— @YD) =[(@2)Ds + (®' D)y + (DD)D ],
(st ricordi che 7, =1) si ha:
— (@0 D)d,0, D, + 4(DO) D, - D,
il cui secondo termine lo possiamo scrivere, per effetto di /'=0:
4Dy, - QLQ%.

Raccogliendo poi i termini del 2.° tipo insieme con questo ultimamente otte-
nuto e adoperando le solite identita si ha:

— g(D QO L 40D YD, 07— g @Q QYDD, 4 -g-(mz Q)(DOWY D,
16 qoypoyy, 2oy 3
+ |5 Q)DL+ 5 (L) D 03D,

i quall due ultimi termini possono, mediante f=0 a cui soddisfanno le z,
rendersi termini del 3.° tipo, coi quali riuniti e riducendo si ha:

S (R0 QYQ D,

Raccogliendo tutti questi tre risultati e ponendo poi per le x le espressioni:

1 1 1
"‘Zwsfs, —1 w?frx, —Zwsfs,

si ha appunto il termine dello sviluppo di ¢ che coincide perfettamente con

quello trovato per via éndiretta nella Mem. precedente.
Annali di Matematica, tomo XVIIL 26
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§ II. Equazione differenziale di Wiltheiss e sua applicazione.

Le funzioni ellittiche, iperellittiche e abeliane considerate come funzioni
dei Joro argomenti e dei moduli soddisfanno a certe equazioni differenziali di
2.° ordine.

Tali equazioni differenziali mutano di forma secondoche si tratti di una
piuttosto che di un’altra delle funzioni © generali.

Per esempio se si tratti delle & Jacobiane tali equazioni sono estrema-
mente semplici e sono le cosiddette equazion: di Riemanx (*).

Piui complicate sono queste equazioni se si tratti di quelle speciali © che
noi chiamiamo o.

E noto che le fanzioni $ differiscono dalle o per due fattori di cui il primo
e un certo esponenziale di 2.° grado e il secondo & una radice ottava di una
certa espressione, dipendente dai moduli.

Ora chiamando s tale radice ottava e ponendo T'h = s-o le equazioni
differenziali per le Tk sono molto pitt semplici di quelle per le ¢ ed il Wir-
theEss ha trovato tali equazioni per il caso iperellittico qualunque e per il caso
abeliano p =3 (**).

La forma generale che allora vengono ad acquistare tali equazioni & la
seguente: in primo punto sono equazioni lineari omogenee di 2.° ordine; inoltre
vi comparisce un certo processo di AroxmoLp composto colle derivate di 1'%
rispetto ai coefficienti della forma fondamentale moltiplicate per i coefficienti
di un certo covariante. Tale processo di Aronmorp ha in generale una rela-
zione assal intima col discriminante della forma fondamentale.

Per il caso abeliano p =3 il covariante che entra nel processo di Aro-

N .

§HoLD ¢ e che dovremo in seguito studiare molto intimamente & il seguente:
F = (abcy[a2bic;+ a%bzbycacy],

(le v si suppongono coordinate di un punto arbitrario del piano).

(*) RiemannN, Werke, pag. 131.

(**) WiLtnetss, Ueber die partiellen Differentialgleichungen zwischen den Ablei-
tungen der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Parametern und nach den Ar-
gumenten. Crelle, Bd, 99. — Partielle Differentialgleichungen der Thetafunct. zweier
Arg. M. A., 20. — Pariielle Differentialgleich. der hyper. Thetaf. etc. M. A,, 31. — Die
Partielle Differentialgleich. etc. M. A., 33. — Die Partielle Differentialgleich. der Abel-
schen Thetafunct. dreier Argumente, Gottinger Nachrich., Juni 1889,
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Questo covariante non & nuovo. Esso ha gia delle relazioni assai caratteri-
stiche colla curva di 4.° ordine e colle trascendenti che hanno questa per base.

Infatti esso, considerato nelle coordinate v, rappresenta una conica-cova-
riante che passa per i punti tangenziali di un punto x della curva (*). Inoltre
¢ appunto tale covariante che costituisce I'integrando dell'integrale normale
di 3.2 specie @ (**). Cid non comparisce perd direttamente dagli sviluppi da
noi dati nel § 1 della Mem. precedente, perd si pud far vedere che se si vuole
fare scomparire la quantitd arbitraria b che ivi comparisce allora 1’integrando
si riduce proprio al covariante di cui & parola tenendo conto che le nostre va-
riabili si muovono sulla superficie di Riemaxx.

L’equazione del WiLtHEmSs @& propriamente:

oTh-{-av,vJa = J—[—LTh 0,

dove:

L= 288(9(abc)2(abe)“cbew+c.,cueve 5(abc)‘eew],

dove le v, come sopra, sono arbitrarie.
Poniamo ora:

Th=s c=sN+ N;-+Ns+..),

dove le N sono i diversi termini dello sviluppo di o, e s & una certa irra-
zionale determinata gia dal Kuew (***), ma che per il nostro scopo non ci
0CCOITE Conoscere.

Applicando V'equazione differenziale a questa forma di T'h e poi egua-
gliando a zero i termini degli stessi ordini in w, dopo aver posto le v (arbi-
trarie) eguali alle w si hanno le equazioni:

S@N)ozw +Ni(@)=w +6N;5=0 (1)
S(SNzl—:)v:.w + Nzk—i (38)1,:,,, + (27\ + 1)2 A 3N2)+| + Lv:w Nﬂ-as = 0, (2)

la seconda delle quali costituird il fondamento per le formole ricorrenti che
noi desideriamo trovare, mentre la prima ci servird a conoscere l'espressione

(¥) 11 problema generale della ricerca di tali curve-covarianti di » —27° ordine si cor-
rela col problema delle tangenti doppie. Vedi: DerscH, Doppeltangenten einer Curve n'”,
Ordnung. Math. Ann,, VIL

(**) Mem., prima, § 1.

(**¥*) KuEN, Gottinger Nachrich., Mai 1889.
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di (98)y—,, € cid senza la conoscenza della forma di s, ma mediante la cono-
scenza che gid abbiamo del secondo termine dello sviluppo di o. Viceversa se
si potesse giungere alla conoscenza diretta di d's si giungerebbe mediante quella
formola alla conoscenza del secondo termine dello sviluppo di ¢. Perd la de-
terminazione diretta di ¢'s tenendo presente il grado elevato che s ha nei coef-
ficienti e mediante altre considerazioni che & facile fare, appare cosa di non
lieve complicazione.

Si sa che le funzioni ¢ non sono funzioni razionali dei coefficienti della
quartica fondamentale, ma dei coefficienti delle curve Q=0 ®=0 D=0
mediante cui nel modo noto si compone la quartica. Da cid segue che le nostre
formole precedenti non sono applicabili senz’altro se prima non si & trasfor-
mato il processo ¢ che in esse comparisce in modo da farvi comparire non
piu le derivate rispetto ai coefficienti della quartica, ma rispetto ai coefficienti
di quelle altre curve. Ciod a dire lo scopo di tutte le considerazioni che se-
guiranno, sard di trasformare ’equazione di WirtnEIss, e per essa il processo d,
nel campo di razionalité delle nostre funzioni o.

§ III. Introduzione alla trasformazione del processo d.

Noi dovremo ridurre il processo ¢ alla forma:

0 = 0 o 0 —
3=23—DD+2%“+29774’=257F’

dove con D @ ¢ si intendono i coefficienti di tre certi covarianti che deno-
teremo nello stesso modo e alla cui ricerca si riduce tutta la nostra quistione.
Che il processo ¢ debba potere trasformarsi in questa maniera, in modo ciod
che D Q @ risultino covarianti delle tre forme D Q @, & cosa che appar chiara
quando si ricordi la proprietd sostanziale della funzione o, la sua proprieta
ciot d’essere un covariante trascendente delle tre curve D Q ®. Noi troveremo
effettivamente nel corso del nostro lavoro questa caratteristica proprietd del
processo ¢ che si riduce poi nel fondo ad una nuova proprieta del covariante F.

Supponendo di applicare il ¢ alla quartica f troviamo senz’altro la se-
guente equazione:

F=0D—200 4 Do.

Questa relazione ci suggerisce 'idea che dobbiamo seguire per trovare i co-
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varianti D @ ®; noi dobbiamo cioé calcolare F' in funzione dei coefficienti
delle tre forme D Q & e poi cercare di raggruppare i termini ottenuti in tal
modo che ciascuno di essi venga a contenere per fattore sempre o D o © o 9.
I chiaro che alla prima calcolazione F' non apparird senz’altro sotto questa
forma, ma essa vl s¢ deve poter ridurre e noi indicheremo in seguito gli ar-
tifizii non facili coi quali vi si riesce.

Qui capita perd ancora un’altra quistione fondamentale.

E solo #n una maniera che si potrd ridurre F alla forma detta?

Poche osservazioni sul risultato che otterremo ci mostreranno che ¢id non
e, e che sono invece possibili énfinite maniere varianti fra certi limiti. D’altra
parte il processo ¢ trasformato nel nostro campo di razionalita deve avere una
forma ben determinata, onde a prima vista parrebbe che dopo trasformato F
alla forma detta st dovesse poi intraprendere una seconda ricerca, il trovare
ciod quale delle infinite forme conviene al nostro caso. Perd noi dimostreremo
a suo luogo (e questo & un punto di essenziale importanza) che per il nostro
scopo, della ricerca ciot delle formole ricorrenti per la ¢, qualunque delle in-
finite forme di F' fa raggiungere la meta.

Incominciamo col trasformare F' in modo da farvi comparire i simboli
di D, Q, 9.

Colle solite regole del calcolo simbolico facciamo in primo luogo scom-
parire in F' due simboli a, b, e per essi introduciamovi i corrispondenti D, @, @

Allora si hanno in primo luogo i seguenti termini che, poiche sono del
tipo che noi desideriamo, cioé contenenti per fattori una di quelle tre forme
ternarie, li poniamo da parte:

13516200 bc, 05 Dy — 4(Qb ) boes- Q5+ 3(20'¢) (D P'€) ¢, ¥, Py Doy
—2((1)90)(D00 Yo 0. Q72— 4(Q® ) (X D)l PpQp Q- Dy +
1 g(Q Q"E)(Q' Q" 6)e2 QY - 2 4 6 (DB )b by oy - Dy —
— 4(Qb e bbycacy- 0 - %((D@'c)(D@’c)cxc,,(Di@',,-Dx—
—2(Q0c)(QPC) ey Py Q- Dy
In secondo luogo si hanno i seguenti termini che non sono del tipo di

quelli che noi desideriamo e che quindi dovremo in seguito occuparci di fra-
sformare.
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1513 (DYDY )DL + 2 (DV ) (0¥ euert s Dy +

+ —2— (DY c)(PDe)eyep V5 020", — 8(0Qc) (DL €) i 0% Q0 0y —
— DY e)(DQ &) ey P20, Q, — 2(D L 6) (P L) e DL, O,
—2(DQ c)(PQc)epe, V20250, — 4(&2Dc)((l’@bc)cwc.,ﬂwil'x(b O, —

— 2(QDe) (Y D) epy VP D (sm” ) (Q Q" €) 52V Q7 u"',,g.

Se in queste espressioni al simbolo ¢ sostituiamo i simboli corrispondenti
di D ® @ abbiamo in tutto quattro specie di termini diversi, ciod:

1) Termini con 3 simboli ¢, 3 simboli D, 0 simboli
2) " n 2 » 2 » 2 »
3 » a1 s 1 4
4) " » 0 ” 0 » 6 »
E naturale che dobbiamo occuparci separatamente di ciascuno di questi

tipi di termini.
§ IV. Trasformazione dei termini del I tipo.

I termini del I tipo che risultano sono (a meno del divisore comune 4. 3):
—16(@Dao"y (D' ¢")0% 00", Dy, + 3(¢¢' D)(Do'¢") @', 0", 220", D,
+ 3(2d'®") (D' @) 05 "5 02 D 4 3(D @’ ") (¢ D d")d", &, 920, D,
+ 3(ea'®") (D' 2")d 0L 0 "y Dy - Dy -+ 3(D(b'<b”)(d>D¢")(b'x<I>§<b',;d>",,-Dw%-
Gli ultimi due hanno gia per fattore D,. Resta a trasformare gli altri
quattro. Il terzo termine si riduce facilmente a
% c3(P0 @Ry ¥ 5 DY Dy

Il secondo si riduce facilmente alla meta del primo col segno mutato e
agl altri due termini

—_ 3(D‘I”‘D”)2 (D’ ”v_D” (1)3 + 3((])1[)' q)“ (D‘I’ CIl”)(p (]) ,v-D'o . -Dx)
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ed infine il quarto si trasforma in »
3D @Yo ", ' @ Dy [(DO" &')b, — (¢" ' ®) Dy + (¢ 0 D)a",],

di cui i due primi sono del genere di quelli che noi vogliamo perché aventi
per fattori rispettivamente @3, D,, e 1'ultimo si distrugge coll’altra meta del

primo.
Si vede dunque che effettivamente i termini superiori si lasciano ridurre
a termini del genere voluto.

§ V. Trasformazione dei termini del II tipo.

Tali termini sono:
— 15 (@D Do'Q)eia'to) — (e D) (D' Q)ol o 0,0
— (22'Q)(D @' ), 92 Dy 20y — (990 )(D ' Q) 0 ', 030 Dy
— (20" QYD d' Q) 9% ', 2 'y Dy — (D' Q) (@ DYDY, 3,0, Q0
— (D' Q) (@DQ)?', 220, Q, 0, — (DVQ) (> DO)D, 020,00,
— 4(20¢)(D Q') 2L Q, Y ;0, D, — 2(2 Q2 D)(D Q' ") 0y 05 0L P/}
— (Q D ‘l’,) (Q' ¢ D) Dy 0, Qe Q' @y d'y — %‘ (Q P (D,) (Q' ¢ d’,) $pd'5 2,0 D}
— 2(QDd)(Q' 20 Q, Q¢ By b, Dy,

e inoltre vengono cinque alfri termini contenenti per fattore D, e che per

brevitd non segniamo qui.
Su questi termini facciamo le seguenti trasformazioni.

Il primo é&:
1 7 ! ’ ’
— — Q ((bDQ )q),i by QZ [(([) o d») Dx' —_ (.Q @ _D) (I)’” + (‘D D‘b’) Q _p],

di cui 'ultimo diventa facilmente:

— %(q» Doy 0l @, 0y [— (@' @' @) Dy 4 (0" 0 D) Q']

Il decimo termine colla identitd (®Q D)9, = ece., si riduce a termini del
nostro genere. Cosl il nono termine colla identita (D¢'®)d, == ecc., si riduce
a termini del genere desiderato e ad un termine come il tredicesimo. Colla
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identitd (¢ DQ")Q, = ecc., il sesto termine, a meno dei soliti termini, si riduce

ad uno simile al settimo.
Il dodicesimo é:

— 5 (@ 0 0)0,¥,0,0, D, [(04' D)0, — 2(+ D)oy,

di cui la seconda parte & simile al tredicesimo, mentre la prima parte colla
identitd (®¢' D), = ecc., diventa un termine che si distrugge col quarto e un
altro col fattore D.. Il quinto colla formola (D®'Q)d, == ecc., si riduce, cid

che fa anche I'ottavo colla formola (#Q.D ¢, = ecc.
Dopo fatte queste riduzioni il tredicesimo & venuto ad acquistare il coef-

ficiente 1 e allora unito coll’undicesimo di:
(D)0’ @y @, Q0 @, [(P V' D) Q' — (0" D) d0p],

di cui Ja 2.% parte é:
= — (D), 0,005 [(DQ" ¢) ', — (@' 0D, + (¢ o' D) ],

la cui 1.* parte si trasforma infine in
— (D 0)0s 0,0} [(D¥' )0, — (0 Q)D, + (X2 D)'],

e con cid si vede che i due termini presi in considerazione si sono ridotti to-

talmente a termini della specie richiesta.

Applicando inoltre al secondo 1'identitd (D®'Q)®, = ecc., si vede infine
che di tutti 1 tredici termini segnati al principio di questo paragrafo solo i
quattro seguenti non sono ancora del genere richiesto, ciod:

) — (@D Q) (P DP)0, 0,0, 0% by,
(2) — (29'Q"Y (D' Q)9 ¢ D, 0, Q,
(3) + (D) (@ @' D) ¥, 0 0y 2 '
(4) —2(DQ ) (@ QD) 0", 020, Q.

I tre primi si possono trasformare cosi:

(l) _ %(Q,Dq)’) 0,0,y ‘I’x ', [-—- (Q' @' <I>)Dx + ((I"tb D) Qrw]
(2) — é. (q) q)'Q') Dv Qp Qp Oy q)’w [(([)'Q’ (I)) D.z' —{- (([)D (I)') Qlw]

(8) = = (20" D)0’y 0 00y &' (D #) 2 — (' 0) Dy].
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L’assieme di questi tre termini, a meno dei due termini contenenti per
fattore D, & semplicemente:

— (@' D)0, 500 50 Q% + (@9 D) (D' Q)25 0 502 Q20w Dy
=—2(00'D)(DQD)D,P 50,0, Q2 Qv
Intanto il (4) lo possiamo scrivere:
— 2[(DQ'D)(QD D) — (DY (D D)] 9,0, 0% Q 10y,
di cui il primo termine colla formola:
(DQ'®)d',, = ece.,
diventa tre termini del nostro genere, e il secondo colla formola (D Q' Q)®, = ece.

si riduce a due termini del nostro genere e ad un altro che si distrugge pre-
cisamente con (a).

Con cid si vede dunque effettuato il nostro assunto, che era quello di
trasformare secondo il nostro punto di vista i termini del IT tipo, i quali, come
appunto si prevede a priori, sono proprio di tale natura (e analogamente quelli
degli altri tre tipi) da potersi trasformare completamente secondo il nostro
intento.

I molteplici artifizii per giungere al risultato non sono cosi facili ad in-
vestigarsi.

Notiamo inoltre che noi per brevita abbiamo quasi sempre tralasciato di
segnare quei termini i quali comparivano immediatamente sotto la forma de-

(@)

siderata.
In un capitolo seguente poi naturalmente li raccoglieremo tutti.

§ VI. Trasformazione dei termini del III tipo.

Essi sono:
_2_ (S)Q”,D) (QI.QV q)) (I)m(D,, Qﬁ‘l,xﬂ’”w Q/I!U + % (ngll (I)) (QI Q” @) @w Dv QwQ/wQ”,wQ/,/v

+ 2 (D Q)@ Q") 2,0 Q" P +3 2 (DQ 2N (2Q' Q") Q,0:Q",Q",
+3 3 (D7) (OQQ) Q20 0 ®2+ DA (2QQ") 0 ,0,0",0", 42
+ (DQ’Q”)(MQ"’)O Q,Q", Q" ®2+ (QDQ")(Q Q") Q, Q' 0, D, Q", 0",

+ g(<1>Q 0")(D £ Q) Q"2 Q, 0, 8 + 5 b @ y(DY Q)00 0,

Annals di Matematica, tomo XVII, 27
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Indicheremo anche qui brevemente il modo con cui bisogna raggruppare
i varii termini, e le identitd simboliche che bisogna adoperare per ottenere
il nostro scopo.

Trasformando il sesto termine colla identitd (PQQ")Q', = ecc., si ha, a
meno di un termine col fattore @} e di un altro con Q%, un termine simile
al quarto. Cosl il settimo con (PQQ")Q", = ecc., d& un termine simile anche
al quarto. L'ottavo con (QDQ")Q', = ecc., si trasforma nella forma desiderata.
Il terzo con (2Q'Q")Q"; ==ecc., di un termine in @2 e due termini simili al
quarto.

1l secondo con (RQ"D)Q', = ece., si riduce al genere desiderato. Il se-
condo colla trasformazione (Q Q" ®)Q", = ecc., dd luogo ad un termine che si
riconosce facilmente eguale a zero, un termine col fattore Q2 e un termine:

‘é (@ QD) (Q" Q)42 Dy 2y V' Q7
- ; (Q7Q Q") 02D, Q' 0, [( DY, + (22 Q") 0,].

II nono con (DQ'Q")Q, = ece., e il primo con (QQ" D)Q', = ecc., si ri-
ducono alla forma desiderata. Restano quindi infine solo i tre termini:

g(D Q'Q") (00 Q") 2, 0, 130", Q"
4+ g (DL (@Q Q") 20, 020", 0",
16 1O Iz " " ' 2
+ 5 (DY Q) (@R, 0", 0 p P,
di cui il primo coll’identitd (#Q'Q")Q, = ecc., e il secondo con (Do’ Q")Q, = ecc.
si riducono a termini di cui alcuni sono della specie desiderata e gli altri si
distruggono- esattamente col terzo.

§ VII. Trasformazione dei termini del IV tipo.

Tale trasformazione non & complicata come le precedenti, ma & estrema-
mente semplice. Non vi & che un solo termine del IV tipo ed &:

_ 59_ Q0" Q™)@' Q" )0, 0,0, 0", O 0.
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Colla formola identica:
@a"”q' )0, = ece.,
tale termine diventa:

. —2§7—(Q Qlllﬂl\‘)gQ/IwQ/lvﬂvaV” . Q,é,

ciod acquista per fattore Q2.

Ora passeremo a raccogliere i varii termini che siamo venuti ad ottenere
durante tutte queste riduzioni, e propriamente riuniremo insieme quelli con-
tenenti per fattore rispettivamente Dy, ©, @z, ciog quelli che vengono a for-
mare ¢, 0, D giusta la formola del § III. Ci occuperemo naturalmente di

ridurre alla forma pilt semplice possibile tutte queste espressioni.

§ VIIL 11 covariante .

In primo punto & facile trovare di quali specie di tipi di termini deve
essere composto il ®. Esso sard ciot composto di termini dei seguenti tre tipi:

1) Termini con 3 simboli ¢, 2 simboli D, 0 simboli
2) ) » 2 » 1 ) 2 »
3) n » 1 " 0 ” 4 »

Di ciascuno di questi tipi si presenta un numero assai grande di termini,
diversi fra loro per la diversitdh dei loro fattori determinanti simbolici. Questo
carattere della diversita dei determinanti contenuti come fattori simbolici dei
termini, non costituisce come I'altro carattere delle diversitd del numero dei
simboli, una differenza sostanziale fra i varii termini, e noi possiamo cercare
di trasformarli, mediante le solite identita simboliche, in maniera che si abbiano
termini i cui fattori determinanti siano di certi pochi e determinati tipi che noi
scegliamo naturalmente fra i pilt semplici e i pilt simmetrici.

I dettagli di queste calcolazioni non li possiamo esporre qui, perché ci
porterebbero troppo lontano. Ci basti di esporre i risultati.

I termini del 1.° dei tipi di cui si & parlato al principio di questo para-
grafo, si riducono a (¥):

(*) Avvertiamo che nell'esposizione di tali risultati ometteremo dappertutto un divisore
numerico 4 -3, che dovra quindi sempre supporsi.
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(vo' cp”)"’i N D3+105¢ @'59"y Dy D, —%%«p - D’I

7 1 * 1 7
+(D¢>¢’)2§—-§q>wcbvq> ;¢”,,+Ed>,,cp,,qm; 196 Dpd pd" <1>”(

Quelli del 2.° tipo si riducono a:

*
(o0’ Q")zi @' 0", D, +—(I)x¢/3(b’xpx+%‘pvq’lg; v+?2—¢>'v e
+(0a' v)(e q))j —¢x '2®s Do ——-21%’ (P tbmd"va-(i‘Diq”ﬁDwi

14 I3 7 ! 5 -*! 3 1
+(Q@’Q)(QDQ)j—ztpwmq);cbv-kz<p?,d>i+§¢§<b$q>,’,g

’ ! ? 19 ! 9
+ (@' o' D)(Q' o <D)1—84);(1)’@-9?,—E—tl’x(bvq)mﬂwﬂo—gfbi‘b’vﬂwﬂv—

ek X, rx
—4q>,,q>wnm_q>wq>,,tb,,n;§

11 9 19, ., *x
+(n®¢)2§-—z¢ '3 Do} — = 00 ®'s Doy — = P 002Dy —

7
- 9 (qu)/,,QwQ,,D,,; *

Finalmente i termini del 3.° tipo si riducono:

»*
(eo'a"y ! 0 0y QU Bp — — 30—~ P, 0202

* ¥ * ¥
+(o0 Q”)gz Q0 —|— D QL0 wn,,—}- S 050,0,Q Qz

I termini che abbiamo contrassegnati con % li toglieremo poi da queste
espressioni perché, per una ragione che svilupperemo in uno dei paragrafi se-
guenti, li possiamo trasportare a far parte di @, D anzichd di @.

L’assieme di questi tre risultati ottenuti forma appunto il richiesto cova-
riante 4-3.®, a meno della riduzione di cui abbiamo ora parlato.

§ IX. Il covariante Q.

Anche qui possono comparire tre diverse specie di termini, cioé:
1) Termini con 2 simboli ®, 2 simboli D, 1 simbolo ¢
9 » s 1 o1 » 3y
3) ” K » 0 " 5 »

(o]
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I termini di ciascuno di tali tre tipi si possono ridurre rispettivamente ai
seguenti:

1) (Doe)(D®)[6PL0'E+ 30s0y0 5D

+ (e Dy [— 30,020, — g D, @’:qﬂw]

+ (2" D) (@' Q) [— 30, ¥y 0y Dy — 3% V', Dy — PP @'y Dy — 20, 0’5 D]
+ (22’ Q) rg &y @'y Dy D, —i Py, 0’y D;]

2) (29 2)(2Q'D)[40s3y 00 + 60505 + 205 07]

ne| 4 4
+ (@00 |20, Dy 000y + 3 04 Dy} + 20, Do 4 5%, Do 02
0
+ (Q Q' Qll)z [__ 20 d, D, — —19— o2 d’me]
3) (Q o Q" 2[_ és_ Q”IwQ”v Q"x Q"v — _lg(i Q”’;Q“:] .

L’assieme di tali espressioni costituisce — 234 -9 (*).

§ X. 1l covariante D

L’espressione di questo covariante & molto pit semplice delle precedenti.
Facilmente si ottiene la seguente espressione per 4.3 .D:

(Do) [ — % D, %Do]

+(@ Day [} #,03+ 300000
+ (Do) [—3d,07]
+(@Da)(ee9)[39; Dy + 20,9, D,]

+(¢QQ’)2[— ?21 d),,DmDv—%%Df,]
+(QQ'Q”)QED.,%O.,-g—Dxnz].

{¥) Per intendere la ragione del fattore — 2 che vi abbiamo segnato, si ricordi la for-
mola del § IIL
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§ XI. Mutamenti che possono effettuarsi nelle espressioni
dei tre covarianti trovati.
Nei paragrafi precedenti noi abbiamo calcolato il covariante F' che ¢
espresso mediante i coefficienti della curva di 4.° ordine, in funzione dei coef-
ficienti delle tre ternarie D @ &, e poiché possiamo porre:

F=oD—200+ Do,

abbiamo chiamato ® o D i fattori che vengono a moltiplicare rispettivamente
D, o} @5. Perd si presenta subito il fatto che con questi soli criterii 1 cova-
rianti ® 0 D non sono individuati; giacehd & chiaro che oltre che comparire
termini contenenti semplicemente per fattore una di quelle tre forme, possono
comparire addirittura termini coi fattori:

D,®} ovvero D,0%,

(I'ipotesi di termini con fattori 02 @ si esclude da sé perchd F' & solo di
4.° grado in #). Di tal natura sono i termini segnati con % nel § VIIIL

In tal caso tali termini, almenoché non si assuma un altro criterio per
individuare D @ @, possono sia far parte di D che di ¢, ovvero di @ che di ;
la prima idea quindi che si affaccia alla mente & quella di cercare a quali
altre condizioni debbono sottostare i tre covarianti D @ @, perché possano
venire a costitnire il nostro processo di AronsoLD. :

Perd noi possiamo dimostrare che per il nostro scopo preciso, ciod per
la ricerca delle formole ricorrenti a cui soddisfanno i termini della funzione
abeliana o, la ricerca ulteriore di cui si parla & inutile; in altri termini, il
risultato & lo stesso qualunque sia la terna di valori (nei limiti della arbitra-

rietd di cui si parla) che si assume per D Q o,

§ XII. Dimostrazione della tesi del paragrafo precedente.

Consideriamo prima i termini contenenti per fattore:
D0z,
L’assieme di tutti questi termini lo possiamo scrivere simbolicamente:
tr+ Dy Q5.
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Noi abbiamo trovato nella Memoria precedente che la funzione abeliana o
soddisfa ad una certa equazione differenziale Ao =0 (¥).

Sebbene non ci occorra sostanzialmente per quello che dovremo dire pure
ci pare utile far vedere in questa occasione che alla stessa equazione soddisfa
anche la funzione T'% introdotta nel § II di questa Memoria e che & formata
moltiplicando o per una certa irrazionale s determinata gid dal Kiemv; in altri
termini che

A(s-0)=8Ac+oAs=0,
ciot As=0.

Ora pel caso delle o dispari il Krvev ha propriamente trovato che s & la
radice ottava del discriminante della superficie di 3.° ordine (**):

3 4 22,02 4 22D, == 0.
Tale discriminante sard un invariante delle tre forme ternarie D @ @, Se per
@ Q poniamo rispettivamente:
0+ 290 % 4 (¢2f Do
Q% + 9o Do,
cid corrisponde a fare sulla superficie di 3.° ordine una trasformazione lineare
del tipo:

(@)

TIE= 2 Lo =10, L, =2, Xy =24+ Q.

Allora il discriminante deve restare inalterato, dunque poiché un invariante
di ® o D che resta inalterato per le sostituzioni (¢) soddisfa all’equazione
A =0 (**¥), si ha che appunto As=0.

Tornando ora al nostro assunto, se il termine ¢, D, ©% lo supponiamo
appartenente a &, esso vi entrerd come termine #, 02, e se lo supponiamo

appartenente a Q esso vi entrerd come ——;—tw D,.

Se supponiamo effettuato ¢N,,_,, che & V'espressione che comparisce nelle
formole di ricorrenza del § II di questa Memoria, si otterrd nell'un caso e
nell’altro a meno di termini comuni, i due termini rispettivamente:

N, ,
Z——aq) by QL

1 ¢ON
~gdgalels

(*) Memoria I, § 13.
(**) Kuei, Gottinger Nachrichten, Juni 1889.
(*##) Memoria I, § 13,
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i quali sono due termini fra loro eguali appunto perch® un termine qualunque
N di o soddisfa a AN == 0.
Consideriamo ora i termini del tipo:

A ¢ .qu-)g;.

Incominciamo coll’osservare che supponendo tale termine come apparte-
nente a & il che lo riduce naturalmente a A4 %, allora quando si va ad ap-
plicare il processo ¢ ad un termine qualunque contenente al grado « i coef-
ficienti di ®, e propriamente si applica quella parte del processo ¢ corrispon-
dente al termine A®}, allora il risultato parziale che si ottiene non & altro
che la stessa espressione su cui si opera moltiplicata per .

E lo stesso analogamente supponendo il termine appartenente a D.

Cid premesso noi ricordiamo inoltre che un termine qualunque dello svi-
luppo di ¢ ha il suo grado nei coefficienti D di un’unith maggiore del grado
nei coefficienti ® (*), cid che del resto appare anche dalla espressione trascen-
dente della funzione ¢ in cui si vede che vi compariscono due fattori di cui
I'uno dipendente solo dai coefficienti di f (che sono sempre di grado eguale
nei coefficienti ® e D) e V'altro di 1.° grado nella D (**).

Vediamo ora nell’applicazione delle formole di ricorrenza del § II quali
differenze porta il supporre il termine di cui si parla come appartenente a
¢ 0a D.

La formola di ricorrenza la possiamo scrivere:

S M
(O No—1)o=w — Nox—y (—N—jv_LNg) + ecc. = 0,
i
o anche:

(aNﬂ-—i)’D:w — Nov D——t\f—m + ece. = 0.

Ora consideriamo in Ny-, un termine B di grado « nei coefficienti ¢ e
a4 1 nei coefficienti D.

Allora andiamo a vedere i risultati che otteniamo da questa formola se-
condoché del termine A - D, ®} ne disponiamo nell’uno o nell’altro modo. Se
lo consideriamo come contenente il fattore ¢3 e quindi poniamo il termine 4 D,

by

“a far parte di D si ha per risultato, oltre altri termini di cui & inutile tener

(¥) Memoria I, § 8.
(¥%*) Id., id.
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conto,

(e+1)AB— AB+ ecc.
Se invece poniamo il termine A®Z a far parte di ¢ si ha:

a A B + ecc.

cioé lo stesso risultato di prima.

§ XIII. Altra dimostrazione.

Possiamo dare un’altra dimostrazione della seconda parte della tesi svolta
nel paragrafo precedente. .

Il fondamento di quest’altra dimostrazione consiste nel dimostrare che
mentre o consiste di un’assieme di termini in cui il grado nei coefficienti di D
supera di un’unitd quello nei coefficienti di @, invece ss = T'h ha sempre
eguale il grado nei coefficienti di D e @. _

In tal caso I'applicazione del processo ¢ alla T'h da sempre lo stesso ri-
sultato qualunque sia il modo con cui abbiamo costituito ¢, cioe in qualunque
modo abbiamo disposto del termine A4 D,®}. Poiché poi le formole di ricor-
renza derivano dall’applicazione di ¢ a T'h che entra nell'equazione primitiva
di WintaEss, si ha appunto il nostro assunto.

Resta dunque solo a dimostrare che T'h & dello stesso grado in D e .
Cid del resto sarebbe chiaro se noi partiamo dalla considerazione che T'% deve
potersi considerare addirittura come funzione (irrazionale) dei coefficienti della
quartica, perche essa infatti soddisfa all’equazione di WirTsEss in cui appunto
non vi compariscono che solo coefficienti di f o quantita da questi diretta-
mente dipendenti.

Del resto possiamo anche dimostrare direttamente I'asserzione superiore,
e propriamente dimostriamo che s® ciog il discriminante della superficie cubica:

o} + 22,03 + 21 D,

e una tale funzione dei coefficienti di D o @, che il suo grado nei coefficienti
® & sempre di otto unith maggiore del grado in D.
Infatti nell’opera di Sarwox-FiepLer (¥) sta calcolato il discriminante della

(*) Raumgeometrie 11, pag. 427,
Annali di Matematica, tomo XVII. 28
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superficie di 3.° ordine in funzione razionale di certi invarianti della cosiddetta

forma pentaedrica.
Uno dei termini di tale discriminante & ivi indicato con A* dove A & sim-
bolicamente espresso da:

A=(1235)(1246)(1347)(2384)(5678),

dove per semplicitdh si son poste le cifre per indicare tufti i simboli fra loro
equivalenti.

Se poniamo la superficie di 3.° ordine sotto la forma «f =0 noi possiamo
serivere wno dei termini di 4 cosi:

af cofag cajog s aiayc alay cafoy c alay - agal.
Fatta di questo termine la 4. potenza e sostituite alle « le loro espressioni

mediante D @ @ si ha che uno dei termini del discriminante & certamente
del tipo:

4 16 12
T=D o o),
dove appunto il grado di o & eguale a quello di D piu 8.

Per dimostrare che la stessa legge si verifica per qualunque altro termine
procediamo cosi: Poniamo un termine qualunque sotto la forma:

2 v v
@D a o).
Nella forma fondamentale facciamo i seguenti cangiamenti:

Moltiplichiamo:
Ty Pper p

i coefficienti di ® per p?
” Q per p.
Allora la forma fondamentale resta inalterata a meno di un fattore, onde il

discriminante deve anche restare inalterato, a meno di un fattore; ma il ter-
mine T' si moltiplica per p**+'¢ = p*, dunque dovra essere:

¢+ 2v = 40. (1)
Facciamo d’altra parte i cangiamenti seguenti: moltiplichiamo:
Ty, Ty, Tz PpEr p
1 coefficienti di D per p?
" Q per p.
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Allora cogli stessi ragionamenti si vede che dovrd sussistere 1'altra relazione:
21+ p = 24. @)

Da (1) & (2) si ricava appunto:
v—A=8.

§ XIV. Osservazioni sulle espressioni dei tre covarianti D @ o,

Giusta 1 risultati dei paragrafi precedenti possiamo dunque semplificare
D'espressione di © ottenuta al § VIII trasportando a far parte di @ e di D ri-
spettivamente quei termini che ivi abbiamo contrassegnati con % ¥ ovvero
con .

Tali termini poi vengono a ridursi con altri a loro simili che esistono
gid in 0 o D.

Ci dispensiamo dallo scrivere di nuovo le espressioni dei tre covarianti
dopo fattevi le leggiere modificazioni indicate.

Facciamo solo notare che esse le abbiamo ridotte combinazioni razionali
intere degli 11 covarianti seguenti e dei termini delle loro polari rispetto a v:

A=(DaQy, B=(@Da)e,, C=(20'D)} 0,0y, G=(200)%0,
E=(a'Q"p?, K=(o00")(DaQ)¢:, H= (92 Q) d,d',, P==(D0d)(D0d)ele?
Q=(ea' )R )%, M=(Q2D)(Q0d)0,9%, N= (220"l o,0',0",,
di cui i primi 6 sono quelli che entrano nella formazione del secondo termine
dello sviluppo di o (¥).

Supponiamo fatto v = x. AHora l'espressione di 4.3 -F da noi calcolata
nei paragrafi precedenti diventa un assieme di 14 termini, ciascuno dei quali
¢ una combinazione degli 11 covarianti detti avanti e delle 3 forme D, Q, o.

Tali 14 combinazioni di cui parliamo sono fra loro linearmente indipen-
denti, come ora vogliamo dimostrare.

Esse sono:
I=NDs II=CoD
IMI=E¢aD, IV=Gao*D, V=Ko
Vi=Eqa?
( VII=Go D, VIII=A®, IX=QUD? X=KvD

XI=MD, XIT=HaD:, XIII = Paq, XIV=Baa.

(*) Memoria I, § 12.
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Di questi termini ne abbiamo distinte quattro categorie diverse secondo il grado
diverso che hanno nei coefficienti delle forme ¢ o D.

I coefficienti numerici coi quali queste quattordici espressioni compariscono
a formare 4.3 . F sono rispettivamente i seguenti:

o= =2 12, 12, —%, 24, —3,

— a1, 6, —36, —18, 9, 0.

Per dimostrare la indipendenza lineare delle 14 espressioni basta natural-
mente esaminare partitamente fra loro tutte quelle comprese in ciascuna delle
quattro categorie.

La terza categoria & inutile considerarla, perche contiene un solo termine.

I due termini della prima categoria (I e II) sono fra loro linearmente in-
dipendenti, perch® se si fa diventare ¢ il prodotto di un quadrato e di una
forma lineare va a zero solo I.

Se 0 acquista per fattore D allora III e V vanno a zero e solo IV resta
diverso da zero. Se 0o diventa poi il prodotto di due forme va a zero solo III
e non V, dunque i tre elementi della seconda categoria sono fra loro linear-
mente indipendenti.

Passiamo finalmente agli elementi dell’ultima categoria.

Se o diventa il quadrato di D, allora solo XII non va a zero.

Se o diventa il prodotto di D per un’altra forma, mentre ¢ diventa il
prodotto del quadrato di D per un’altra forma, degli elementi rimasti, tol-
tone il XII, solo IV non va a zero.

Se @ diventa il quadrato di una forma lineare, mentre ¢ il prodotto del
quadrato di tale forma per un’altra forma, vanno a zero tutti i rimanenti
meno XIII.

Inoltre se @ acquista per fattore D, e & diventa un cubo esatto, vanno
a zero tutti gli ultimi rimasti meno VII. Lo stesso fanno tutti gli altri rimasti
meno XIV se @ diventa il quadrato e & il cubo di una forma lineare.

Se @ diventa un cubo e o il prodotto della base di questo cubo per una
altra forma vanno a zero due dei tre rimanenti, ma non va a zero VIII; e
finalmente se ® diventa un cubo va a zero XI e non X.

Con cid resta dunque completamente dimostrato il nostro assunto.
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§ XV. Altre osservazioni sui tre covarianti D o o.

Nei paragrafi precedenti abbiamo sviluppato il fondamento di una certa
arbitrarietd colla quale possiamo scegliere i tre covarianti che ci occorrono per
la formazione del processo di AroNmoLD.

La base di tale arbitrarietd consisteva nel fatto che nella trasformazione
del covariante F' sotto la forma:

Do —200+ D,
compariscono termini contenenti rispettivamente per fattori o D@ ovvero Do.
Allora & arbitrario per il nostro scopo (e lo abbiamo dimostrato) aggregare
tali termini alle espressioni di @ o di D ovvero di @ o di &, per modo che
da tale punto di vista appare questo, che I’arbitrarietd nella formazione per
es. del covariante D @ limitata solo alla aggiunzione di termini contenenti per
fattore D,, e cosl analogamente per Q e per .

Ma si domanda: Non & possibile supporre che, facendo trasformazioni
diverse da quelle da noi fatte nei §§ IV, V, VI, si giunga a poter costituire
un altro D tale che non differisca dal primo per termini contenenti per fat-
tore D,?

E in tal caso, sarebbe egualmente arbitrario scegliere questo nuovo D
piuttosto che I’antico? Questa sarebbe un’arbitrarieta pii generale di quella
considerata avanti, e d’altra parte la dimostrazione del paragrafo precedente
non regge che per il caso particolare considerato. Perd & facile far vedere che

Vipotesi messa non pud sussistere.
Infatti dalla identita:

Do, —200,+ oD, =D, — 200, + oD,
ne risulta identicamente:
A.D; + B0, 4T, 9 = 0.

Se disponiamo di # in modo da farlo diventare uno dei due punti d’in-
contro di Dy =0 con Q% =0 appare subito che la retta I'» = 0 dovendo pas-
sare per ambedue questi punti d’incontro sard, a meno di un fattore costante,
proprio la retta D, =0. Onde I'y = D, - T dove, essendo I', e D, covarianti
delle forme D @ @, si ricava che I godrd ancora della proprietd invariantiva.
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Essendo allora identicamente:
Ai Dy +BL0% + DeI' 23 =0,
sarh B: eguale al prodotto di D, per un’altra forma invariantiva, B, e to-
gliendo poi il fattore comune D, si ricava infine che A} deve identicamente
risultare del tipo:
B Qf + '@,
Possiamo dunque senz’altro conchiudere che:
1.° La differenza di due D & divisibile per Dy;
2.° La differenza di due Q & divisibile per Dy;
3.° La differenza di due @ risulta identicamente composta di termini
contenenti per fattore QF e di termini col fattore @3.
Come corollario si ricava la seguente proprietd che vogliamo qui porre
in vista, perché ha importanza per le cose che diremo nel paragrafo seguente,
vogliamo cio¢ notare che I'assieme dei tre termini:

S=% BxQ:'l" 3BvaQx— 3A(D“"(D37

che comparisce nell’espressione di D & ivi fisso e inalterabile.

Tale assieme, a meno di un fattore numerico comune a tutti tre i termini,
comparisce esattamente nella espressione del secondo termine della funzione
abeliana o (*).

Prima di chiudere questo paragrafo non voglio tralasciare di esporre una
idea che potrebbe valere come dimostrazione generale, sebbene un po’ vaga,
della nota arbitrarietd, per la ricerca delle formole di ricorrenza, nella scelta
dei covarianti che compongono il processo di Arowsmorp.

Si pud far vedere facilmente che in qualunque modo si scelgano tali co-
varianti purché soddisfacenti a

F=Da—200 +0D,
si avrd sempre identicamente:
N R

Infatti chiamando rispettivamente «;, @i, aijk, @ikt 1 coefficienti delle forme

(¥*) Memoria I, § 15.
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D, o, @, fsi ha:

0 0
doi 121:1 FETT A

0 - . .
e cosi analogamente per — e » donde si ricava facilmente il nostro

Owij — 0cijr
assunto.
Onde, poiché nell’equazione di WirteEss non entra che:
0Th o
0Th=73 7 F,

¢ chiaro che tale equazione dard sempre lo stesso, qualunque sia la indicata
trasformazione del processo &, e poich® le nostre formole di ricorrenza per
la ¢ derivano direttamente dall’equazione di Winraess per Th, & chiaro che
i risultati finali debbono sempre coincidere qualunque sia la via seguita.

§ XVI. Espressione di (ds).—, € dimostrazione
di una proprietd fondamentale delle funzioni abeliane o.

Per rendere applicabile la formola di ricorrenza (2) trovata al § II bisogna
conoscere la espressione di (9's)y—, che si trova mediante la formola (1), e me-

diante la conoscenza che ora abbiamo dell’espressione di D. Sostituendo ivi i
valori di N, e di ON, ossia 3D, ossia D, si trova facilmente che:

8(N)o—yp + 6 Ny,

diventa divisibile per D,, onde dalla formola (1) si ricava (¢s),—, come fun-
zione intera dei coefficienti delle tre ternarie fondamentali. Propriamente:

(@8)ome = § [ (@0’ Dp @, &', — = (@00Q) 3, D, + — (o' Q" 0" 0t
64 3 27
13 r
— —(Daa(ea)yds ).
& Don)(@ean))
L’osservazione fatta nel paragrafo precedente, che cioé quell’ assieme di
termini che ivi abbiamo chiamato S & in D fisso e inalterabile, ci mostra che

in qualunque modo si disponga delle arbitrarietd di cui abbiamo largamente
discorso avanti, sempre il Js risulterd funzione infera.
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Siccome poi dalla formola (2) colla sostituzione del valore trovato per ¢'s,
si pud togliere un fattore comune s, risulta che N,),, viene sempre espresso
con funzione intera, onde, avendo poi d’altra parte, nel § I di questo lavoro,
potuto ritrovare per una via diretta il 2.° termine della funzione ¢ dispari,
risulta il teorema fondamentale, che le o dispari sono funzioni ¢ntere dei coef-
ficienti delle tre forme D, @, @ (¥).

Gottingen, luglio 1889,

(¥*) Correggendo ora (Napoli, ottobre 1889) le bozze di stampa di questa Memoria, prendo
Yoccasione per annunziare ai lettori d’aver compiuto da pochi giorni un esteso lavoro Sulla
teoria delle funzioni iperellittiche pari e dispari di genere 3, che fra poco tempo com-
parird in questo stesso Giornale come Memoria III.
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Sulle superficie di traslazione.

(D2 Geumiano Pironoint, a Parma.)

In una Nota: Sopra la deformazione di una classe di superficie, inserita
nel vol. XVI (anno 1878) del Giornale di Barraermv, il chiar.™ prof. Biaxcm
ha considerato le superficie, da lui chiamate di fraslazione, generate da una
curva piana C invariabile di forma che si muove senza rotazione ed un punto
di essa descrive una curva C' posta in un piano perpendicolare a quello di C.
Queste superficie, come quelle di rivoluzione, si possono deformare in infiniti
modi, conservando il carattere della loro generazione; e anzi la costruzione
dei profili derivati dai profili C, C’ &, per le superficie in discorso, perfetta-
mente analoga a quella dei profili derivati dai meridiani delle superficie di
rivoluzione; di modo che ogni teorema relativo alla deformazione di una su-
perficie di rivoluzione da luogo a un teorema analogo sulla deformazione di
una superficie di traslazione.

Nella presente Nota io chiamo pilt generalmente superficie di traslazione
quelle che sono generate da una linea a doppia curvatura qualunque A (ge-
neratrice) la quale, conservando inalterata la sua forma, si muove senza rota-
zione in modo, che un suo punto qualunque descriva una linea arbitraria L
(direttrice); dopo avere dimostrato alcune proprietd di tali superficie, risolvo
completamente il problema della loro deformazione in altre della stessa specie,
e considero qualche caso particolare notevole.

§ L

Proprieta generali. — Siano: L una linea a doppia curvatura, %, ¥, 2
le coordinate di un suo punto qualunque, rispetto ad un sistema di assi ret-
tangolari O(x, y, 2), s V'arco della linea.

Annali di Matematica, tomo XVII. 29
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226 Pirondini: Sulle superficie di traslazione.

Siano: A un’altra curva arbitraria, &, », ¢ le coordinate di un suo punto
qualunque rispetto ad un altro sistema di assi Q(¢, », &) e o 'arco di A.

Supponendo che A sia invariabilmente collegata al sistema di assi Q, si
immagini che tale triedro si muova in modo, che il suo vertice Q percorra la
linea L e gli spigoli Q&, @y, Q¢ si mantengano rispettivamente paralleli agli
altri fissi Oz, Oy, 0z. In questo movimento la linea A (generatrice) genera
una superficie di traslazione S; ogni punto di A, o pid generalmente ogni
punto invariabilmente collegato col sistema di assi Q, genera, in questo mo-
vimento, una linea eguale a L (direttrice).

Chiamando X, Y, Z le coordinate, rispetto al sistema di assi fissi 0, di
un punto qualunque della superficie S, abbiamo:

X=2()+80), Y=y@+nb), Z=2(s)+¢().

La forma di queste equazioni rende manifesto che in wna superficie di trasla-
zione la direttrice e la generatrice possono essere scambiate fra loro.

Consideriamo la tangente 7' in un determinato punto P della genera-
trice A; nel movimento pel quale A genera la superficie, il punto P descrive
una linea eguale a L e la tangente T, mantenendosi sempre parallela a se
stessa, descrive un cilindro che tocca la superficie lungo la linea descritta da P.
La stessa proprietd avendo luogo quando si consideri una delle linee L come
generatrice e una delle A come direttrice, si pud dire che sopra una super-
ficie di traslazione le direttrici L e le generatrici A sono linee a tangenti
conjugate.

Se dalle precedenti equazioni ricaviamo il quadrato dell’elemento lineare
della superficie, abbiamo:

dS*=ds* 4+ 2@ & +y'n +2¢)dsde + do?,

e quindi, chiamando 7 !'inclinazione delle linee coordinate, sari:

cost =x'¢ 4 yxun +2¢.
Se dunque R, R, sono i raggi di curvatura geodetica delle linee s = cost.,
o = cost., avremo per formole note:

e 1 _ 07

B 95 R, 0s
Percid in una superficie di traslazione le curvature geodetiche delle direttrici
(@ = cost.) e delle generatrici (s = cost.) soddisfano 'equazione:

KA _1_)__3_ _1_).
aS(Rs _aG(Rg
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Se poi indichiamo con K la curvatura totale della superficie, sara:

_ 1 o 181_1&1.

" seni dsds  seni 0s " seni 0o \ R,
Indicando con cosl, cosp, cosv i coseni direttivi della normale principale della
direttrice L e con cos},, cosu, cosy, quelli della normale principale della
generatrice A, abbiamo:

0%c08¢
0s0a

essendo ps, ps i raggi di ‘curvatura assoluta delle s = cost., ¢ = cost. Se quindi
cos(N, N,) & il coseno dell’angolo formato dalle normali prineipali delle L, A
si avrd la relazione:

cos(N, N)_—psp,(cosz 5 +s i 0 )

2C08ACO8A, = pspe

*Fs0s
la quale, col porre cosi = cos(T, T.), diviene:
cos(N, Ny) + cos(T, Tv)
Ps Ps Bs R,

Questa costituisce una notevole relazione che lega la curvatura della superficie
ai raggi di curvatura assoluta e ai raggi di curvatura geodetica delle linee L, A.
Risulta di qui che se una delle linee L, A, per es. la L, & una retta,

+K=0.

sara p_ = F =0 e quindi K = 0; infatti in questo caso la superficie & un

cilindro.

Se una delle linee L, A, per es. L, & geodetica, avremo Lo_oe perecid:

R,
1 01
K=ni 8_6(?)= 0;
dunque se sopra una superficie di traslazione una delle diretirici o una delle
generatrici & geodetica, la curvatura ftotale della superficie lungo quella linea

¢ nulla.
Chiamando P, P. i raggi di curvatura geodetica delle trajettorie orto-
gonali alle linee s = cost., ¢ = cost., si ha:

1 0i _ 1 1 011 .
E—cot 5, = otz, E—cotza—s—ﬁcotz,
e quindi:
1 P;

tangé = L = 7.
B =% T &
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Dunque @ una superficie di traslazione ¢ rapporte dei raggi di curvatura
geodetica delle linee L, A ai ragge di curvatura geodetica corrispondenti delle
loro trajettorie ortogonali sono eguali entrambi alla cotangente dell’ angolo
formato nel punto che si considera dalle linee L, A.

§ II.

Deformazione per flessione delle superficie di traslazione in altre della
stessa specie. — In questo paragrafo si studia in modo completo la deforma-
zione di una superficie di traslazione S in un’altra S, della stessa specie.

Si supponga che L e A siano la direttrice e la generatrice della super-
ficie primitiva S, che L, e A, siano la direttrice e la generatrice della defor-
mata S, e che precisamente la linea L, sia la deformata di L e A, di A. I
quadrati degh elementi lineari delle due superficie S, S, sono:

dS?=ds*+ 2@ +y'n +2'¢)dsde + da?
A8t =ds;+2(@ &+ vy + 2. ¢)dsda, + do?;
e poiche s =s,, ¢ =0, la condizione d’identith delle due espressioni seritte
si riduce alla seguente:
A ?/’N?’i +2 8 =2+ y' n 4 2'¢.
Per pit semplicitd di scrittura sopprimeremo in questa equazione gli accenti,

indicanti derivazioni rapporto alle variabili s, o, salvo a metterli in fine; e
studieremo quindi i casi in cui si pud soddisfare all’identita:

x151+?/m1+zaé’:=x5+?/ﬂ+zé‘, (1)

nella quale z, v, 2, ., 9., 2, sono funzioni della variabile s e &, v, &, £, n, &
sono funzioni dell’altra variabile ¢ indipendente dalla prima.

Ciascuno dei due membri di (1), nel caso pilt generale, & composto di tre
termini, ma pud darsi che I"uno o l’altro o entrambi si riducano a un numero
minore di termini; volendo quindi esaminare tutte le ipotesi possibili, basta
esaminare separatamente 1 sei casi seguenti:

a) il primo membro ha 1 termine e il secondo 1
b) » » 1 » " 2
c) » » 1 ” ” 3
d) ) ) 2 ” » 2
e) » " 2 » » 3
i) » » 3 " ” 3
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Infatti il caso in cui il primo membro ha 2 termini e il secondo 1; I'altro
in cui il primo membro ha 3 termini e il secondo 1; e I'altro in cui il primo
membro ha 3 termini e il secondo 2 si riducono rispettivamente ai casi ),
¢), ¢), supponendo che, invece di essere data la superficie S deformantesi in S,
sia data la S, deformantesi in S.

a)
L’identita (1) da soddisfare si riduce ora alla seguente:
X6 = xE,
la quale da:
n_ £
X - t

Essendo il primo membro funzione di s e il secondo funzione di s, cia-
scuno deve essere una costante; indicandola con a, risulta:

n=—az, h=-f @)

apponendo alle z, x,, £, £ di queste equazioni gli accenti indicanti deriva-
zioni rapporto alle s, ¢ e integrando poi le equazioni ottenute, si ottengono
le stesse (2), qualora si mettano a zero le costanti arbitrarie d’integrazione,
il che non nuoce alla generalita.

Dunque nel caso a), fra le coordinate z,, = e fra le &,, £, hanno luogo
le relazioni (2).

Se ora confrontiamo la relazione z,£, = x£ colla (1), deduciamo che nel
caso presente deve essere altresi verificata la condizione:

Yim + 2.8 = yn 4 2¢;

se questa & soddisfatta senza che si annullino contemporaneamente tutti quattro
i termini che la compongono, allora si entra nel caso d) e percid tale ipotesi
sara considerata in seguito. Se poi la precedente & verificata coll’ annullarsi di
ogni termine, allora avendosi:

?/£m=0, 2,8,=0, yﬂ=0, 2¢=0,

si dovrebbero esaminare 16 casi particolari; lasciando perd da parte quelli nei
quali una delle linee L, A, L, A, o entrambe sono rette (poiché allora una
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delle superficie S, S, o entrambe sono cilindri, casi evidentemente privi d’'im-
portanza) rimangono da considerare i soli quattro casi seguenti:

yo=0, & =0, y=0, ¢=0; 5=0, =0, »=0, 2=0
m=0, 2=0, y=0, ¢=0; nmn=0, 2,=0, =0, 2=0.

In ciascuno di questi 'una e P'altra delle superficie S, S, & generata da una
curva piana, invariabile di forma, che si muove senza rotazione in modo, che
un suo punto qualunque descrive una curva posta in un piano perpendicolare
a quello che contiene la prima. Siamo quindi nel caso delle superficie di tra-
slazione trattate dal prof. Biancar nel citato articolo, al quale rimandiamo il
lettore.

b)

La condizione da soddisfare (1) diviene:
r &=l +Yn;

dividendo ambi i membri per zf e derivando I'equazione ottenuta rapporto
a s, si ha:
o\ & Y '
%) -()
z Y
%)
5)
T

e non pud quindi sussistere se ciascuno dei due membri non & una costante;
indicandola con B, avremo:
’ 7
Z
z ) x

Moltiplicando per ds e integrando, si ha:

’

AN

Ja quale si pud scrivere:

)
= =

€1

%'——'A-+B?/7

essendo A una costante arbitraria; si deduce quindi:

z,= Az -+ By.
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Operando sulle altre coordinate £, »,... come abbiamo operato sulle =, y,...
si ha:

Ei = aE + b’l,
con @ e b costanti; in causa di queste due relazioni Ja condizione da soddi-
sfare diviene:
(Ae — Daé 4+ (Bb—1)yn+4 Abxyn 4 Baky =0,
la quale sard un’identith quando:
Aa—1=0, Bb—1=0, Ab=0, Ba=0.

Queste equazioni sono incompatibili, poiché le due prime richiedono che le
quantith A, B, a, b siano diverse da zero, nel qual caso le altre due non

possono essere soddisfatte.
Dunque nel caso b) non si ha aleuna soluzione.

)
La (1) diviene:
x1£1=x5+yﬂ+357 (3)

e questa, divisa per z& e derivata rapporto a s, da:

FE-E 0

5.

Moltiplicando ambo i membri per ; e pol derivando l'equazione ottenuta rap-

¢ (—%)’ -l

porto a o, si ha:

deve quindi essere:

Si deduce di qui:
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la quale, moltiplicata per ds e integrata, da:
o ¥
~=A+B o
con A costante; e di qui:
z, = Az + By.

Ora & facile vedere che dalla (3) si avrebbe potuto ottenere anche una rela-

zione della forma:
x,= Ay + Bz,

ovvero un’altra della forma:
af, == A.f(f + Bz,

e quindi bastera, per comprendere tutti i casi particolari, considerare la rela-
zione pill generale:

2,=Azx + By + Cz,

dove A, B, C sono costanti. Con un processo analogo al precedente si ricava

pure:
Ev=at 4+ by + ct,

essendo a, b, ¢ tre costanti; ed allora la relazione da soddisfare diviene:
(Aa — Dxé + (Bb—1)yn+ Abzn4- Acxt + Bayé + Beyt +
4- Cazé 4+ Cbzn 4 (Ce — 125 =0.
Questa & identicamente verificata quando i coefficienti soddisfino le equazioni:
Ada—- 1:=0; Bb—1=0; Ce—1=0; Ab=0; Ac=0;
Ba=0; Be = 0; Ca=0; Cb=0;

ma dalle tre prime si ricava che A, B, C, a, b, ¢ devono essere diversi da
zero ed allora le sei condizioni rimanenti non possono essere soddisfatte.
Dunque nel caso ¢) non si ha alcuna soluzione.

d)

Si deve verificare la condizione seguente:
2.6+ Yiny = zE = Yny
la quale, divisa per y», e derivata successivamente rapporto a s e a o, da:

BIGI-CI6)
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Deve percid essere:

e per integrazione:

jmagen
con B costante. Si ha dunque:
x,= Az + By.
Con un processo perfettamente analogo al precedente si pud dedurre:
y1=Cz + Ey,

con C, E costanti; e per rispetto alle altre coordinate &, », si avrd pure:
Ei=at+bn; n=ct+en,

essendo a, b, ¢, d costanti. Ma evidentemente fra i casi possibili vi & pur quello
che le due relazioni che danno z,, ¥, o le altre che danno £, » non siano
indipendenti fra loro (e cid per la sussistenza di una particolare relazione di
1.° grado fra le z,, y, o fra le &, »); si vede quindi che il caso d) si sud-
divide in tre sottocasi, a seconda che ha luogo una sola relazione della 1.? specie
e una sola della 2.*; ovvero due della 1.* e una della 2. (ovvero, inversamente,
una della 1.* e due della 2.*); ovvero due relazioni della 1.* specie e due della 2.%
Sottocaso 1.0 — Avendosi in questo caso:

x1=.Ax+By, 4=a£+bn,
la condizione da soddisfare diviene:
(Ada— 1zt + (Bb— 1)yn+ Abxn+ Bayé 4y = 0.
Questa, per essere soddisfatta identicamente con valori particolari di 4, B,
a, b, richiede cha sia y,y, =0 la qual condizione riduce la (1) alla forma gia
considerata nel caso b); nel sottocaso I.° non si ha quindi nessuna soluzione.
Sottocaso I1.° — Ora essendo:
z,= Ax + By; y, = Cz + Ey, Ei=at 4 bn,
Annali dv Matematica, tomo XVII, 30
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avremo da soddisfare alla condizione:
(Aa — 1)zt 4+ (Bb— Dyn+ Abxn+ Bayt + Cxy, + Eyn =0,
la quale da:
Aa—1=0; Bb—1=0; A4b=0; Ba=0; C=0; E=0.
Ma siccome le prime due equazioni richieggono che 4, B, @, b siano diverse
da zero e cid fa si che non siano soddisfatte le altre due seguenti, cosi si pud

dire che neppure in questo sottocaso si ha alcuna soluzione.
Sottocaso II1.° — Ora avendosi:

x,==Ax+By) 51=a£+by,) @
%=0x+Ey5 m=0ﬂ+m5’ '

la condizione (1) diviene:

(da+Ce—1)xt + (Bb+ Ee—1)yn + (4b + Ce)xn + (Ba+ Ec)yé =0,
la quale, per essere soddisfatta identicamente, richiede:

da+4Ce—1=0; Bb+Ee—1=0; Ab+Ce=0; Ba-+ Ec=0.
Considerando date le costanti A, B, C, E e come incognite le a, b, ¢, ¢, si

deduce da queste equazioni:

— E .
T AE—BC(C’

__c . ___B__
AE—BC? o AE=B(C’

. A
T AE—BC

b=

]

(5)

€

Ora, per quanto & stato osservato al principio di questo paragrafo, alle quantita
€, Y, Ty Yi, £, n, &, nx che entrano nelle (4) bisognerebbe apporre gli accenti
indicanti derivazioni rapporto a s o a @; le (4) ci darebbero cosi delle rela-
zionl fra le derivate delle coordinate e, mediante integrazioni, si avrebbero le
corrispondenti relazioni fra le coordinate. Tali integrazioni introducono delle
costanti arbitrarie additive le quali, senza nuocere alla generalitd, possono essere
supposte nulle; per conseguenza si pud ritenere che fra le coordinate x,, y, e
lex,y efra le coordinate &,, v, e le &, v hanno luogo le relazioni (4), nelle
quali A, B, C, E sono costanti arbitrarie e a, b, ¢, e sono costanti date
dalle (5).

Se confrontiamo la relazione x5, -+¥in =254 ¥» che ha luogo nel pre-
sente caso d) colla generale (1), vediamo che ora & soddisfatta anche 1'altra
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condizione:
Zi 1 = ZC.

Se ambi i membri di questa equazione sono diversi da zero, si avra:

4
Z= L = costante = £,
z C{
da cui:
1
a=kz, Li=1&;
se insieme a queste equazioni consideriamo le (4), si vede che le tre coordinate

Zy, 91, 2, sono legate alle z, 9, 2 e le tre coordinate &, v, & alle &, », ¢ da
relazioni lineari, che sono precisamente dei casi particolari di quelle che tro-

veremo nel caso f). [ Infatti per ricavare le relazioni, di cui ora si tratta, da
quelle del caso f), basta nelle (15) fare: C=G@=H=L=c=¢g=h=1=0,
M=1_ k]

m

Se dunque 2;¢, e 2¢ sono diversi da zero, abbiamo un caso che rientra
nel generale f) che tratteremo in seguito.

Se poi supponiamo che sia 2{ =10 2,5,=0, allora avremo da considerare
le quattro soluzioni seguenti:

2 =0 ;¢ =0) z2=0)
z,=0) (a) 2:1=0> (ﬁ) C1=O/\

«) La condizione 2, =0 mostra che la linea L, & piana e quindi deve

essere:
dz\? d_1/4 2_ s
@)+ (@) -1
calcolando queste derivate dalle (4), tale condizione diviene:

2 o[22 ) dz dy e N
“ +0)(d—s) +24B+CcE)22 Y 1 (B +E)(ds) —1.

Ma essendo L piana, risulta:

e
ds ds)’

e percid la precedente diviene:

¢ =0,

Zi——-"O.)

@) (@)

(4 cz—Bz—Ez)(z_‘;)ﬁr 2(AB+CE)\/1—(§§)Z-?{—§+ B Er—1=0.
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Se quest’eguaglianza non & un’identitd ci offre % = costante, la quale con-

dizione, unita all’altra che L & piana, conduce a una retta; se la linea L &
una retta, la superficie di traslazione si riduce a un cilindro, caso evidente-
mente privo d’importanza.

Se poi quell’eguaglianza & un’identitd, allora sara:

A4 Cr=DB+E*=1, AB+CE =0,
da cui si deduce:
A = cosf B = —sen¥, C ==send, E = cos9,

essendo 6 una costante.

Con questi valori si deduce dalle (4) che le due linee piane L, L, sono
eguali di forma e solamente sono collocate diversamente rapporto ai rispettivi
assi di riferimento; le due superficie S, S, sono quindi identiche, e anche questo
caso non ha evidentemente alcuna importanza.

B) Con un processo perfettamente analogo al precedente, si giunge a
conclusioni analoghe, cioé la superficie di traslazione S, & un cilindro, ovvero
& la stessa S cambiata di posizione; I'un caso e 'altro non ha veruna im-
portanza.

y) La condizione £, = 0 mostra che la generatrice A, & piana e quindi

deve essere: :
dé\? dn\
(@) +(7) =1
la quale in causa delle (4) diviene:

(@ +c)(gi) +2(ab + ce)g—i 4+ ee)(g—ﬂ;)g —1=0.

Facendo uso delle (5), si possono esprimere i coefficienti dei termini di questa
equazione per A, B, C, E ed allora si avrd da soddisfare alle due condizioni
seguenti:

@+ EB9(5:) —204B + B 4 4. (424 09(32) — (4B~ BOy =0

das d
@)+ () + (-

. . dn dl . . . dE - .
queste ci fornisecono —— > —— in funzione di = e, con un’integrazione, potremo

7 7

facilmente ricavare le », ¢ espresse in funzione di £, che resta arbitraria.
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Se poi si esprimono le coordinate £, », ¢ anzi che per 'arco di A per
un parametro indipendente qualunque <, si deve soddisfare solamente alla con-

dizione:
(B4 E®dE —2(AB + CE)dEdn 4 (42 + CHAn? —

—(AE— BOy (@& +dnr +dr) =0,
alla quale si pud dare la forma seguente:
(AE— BCyde=[B*+ E*—(AE — BCY]dé — 2(AB+ CE)didn +
+ [42 4 C* —(AE — BCyldr~

Questa equazione, risolta rapporto a ¢ e integrata previa una moltiplicazione
per dz, da la coordinata ¢ in funzione di = quando si conoscano in funzione

di questa variabile le &,
Operando nell’un modo e nell’altro, si hanno le equazioni:

=E(0) =¢£(v)
e == (e

w~

- 1% I \/ e+ oL — (5| 4B+ 0B) 5 & (4E— BO) e+ o — (%) o= i“‘)

T — N B4 Er—(AE— BC)zg('ﬁ)-—,‘Z(AB—l-CE)dgd“ {dr4Cr—(4B—BoYy 5’( )dr,

che ci esprimono £, », ¢ sia in funzione dell’arco ¢ di A, sia in funzione del

parametro arbitrario r.
La linea L & piana, ed essendo completamente arbitraria, pud rappresen-

tarsi colle equazioni:
* = x(s) == 2(f), Y=y =y, z2=0, (7)

coll’avvertenza che, quando la variabile indipendente & I'arco s, si ha:

=

e quando la variabile indipendente ¢ & qualunque, le funzioni z(f), y(¢) sono

entrambe arbitrarie.
Le coordinate dei punti di A, si ottengono dalle (4) mettendo al posto

dei coefficienti a, b, ¢, e i loro valori (5) e invece di » I'espressione data dalla
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seconda (6); si ha dunque:

A O (o (Y.
€*=m5<°>+mf\/‘4+0*(ﬁ)‘d“

=AE——;BC§ES(T)—-CYI(T)
c NPCE 8)
me= et A2+02 ‘/A"’C (d) rdo =
= 50| BEO+4n()

a seconda che la variabile indipendente & I'arco & ovvero il parametro arbi-
trario .

In quanto alla linea I, la determinazione delle coordinate de’suoi punti
in funzione dell’arco s si fa col mezzo delle (4) unitamente alla condizione:

dz; \/ (dcc;) (dyi)
ds ds
Se poi tale determinazione si fa in funzione del parametro arbitrario ¢, si
osservera che le (4) danno:
de, = Adx + Bdy, dy,= Cdx + Edy
e quindi, dovendo essere:
dat + dyt 4 dz} = da* + dy?,
sl avra:
dz; =dx* - dy* — (Adx + Bdy)* — (Cdx + Edy),
d’onde:
dz,=\(1—A*— C%)dz*—2(AB + CE)dazdy + (1 — B*— E*)dy?,
la quale equazione da dz,, e percid facilmente 2,, tosto che siano date le fun-
zioni z(f), y(¥).
Operando nell’'un modo e neli’altro, si hanno le seguenti equazioni:
— A2(s) + By(s) = Az() + By () |
yi==Cux(s)+ Ey(s) = Cz(t) + Ey(?)

(] dx dy\? dx dy\? _ 9
—fVI—(AES——}—BE;)—(Cﬁ—l—EE)-ds—- 9)

=;J~\/(1—Az_cz)(‘f7’:) —2(B+Cn) 21— B2,
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che ci esprimono le coordinate x,, y,, 2, sia per I'arco s di L,, sia per il
parametro arbitrario 2.

Avremo quindi il teorema: la superficie di traslazione S nella quale la
generatrice A e la direttrice L sono le linee rappresentate dalle equazion: (6),
(7) ¢ applicabile sull’altra superficie di traslazione S, nella quale la genera-
trice A, e la direttrice L, sono le linee rappresentate dalle equazioni (8), (9),
colla condizione che A, sia la deformata di A e L, la deformata di L. Nelle
precedents equazioni A, B, C, E sono costanti arbitrarie; o & Uarco delle
linee A, Ai; s & Parco delle linee L, L,; © e t sono due parametri indipen-
denti qualunque. Quando le variabili indipendenti sono s e o, nelle precedents
equazions sono funzioni arbitrarie le x(s), &(a); quando invece le variabili in-
dipendenti sono © parametri arbitrari t e t, nelle precedenti equaziont sono
funzions arbitrarie le x(t), y(t), £(z), n(z).

Una particolarith della deformazione ora trovata & di trasformare la linea
piana L in una linea a doppia curvatura L, e la linea a doppia curvatura A
in una linea piana A,; inoltre dalle (4) si rileva che la projezione sul piano
coordinato 2z, =0 della linea gobba L, & dello stesso ordine della linea piana L;
e la projezione sul piano coordinato ¢ =0 della linea gobba A & dello stesso
ordine della linea piana A,.

Nella deformazione ora studiata, dico che si possono assumere arbitraria-
mente le linee piane L, A,. Notiamo anzitutto che le seconde.(4), risolte rap-
porto alle Z, », danno:

E=~\461+C7717 U=B£1+Eﬂ1- (10)

Se allora supponiamo che le due linee piane L, A, siano definite rispettiva-
mente nei modi seguenti:

z=0(s); y =y =[[—a%ds; 2=0 (11)

£ = £, (0); m=m(°)=JV1—E'§’-d0; =0, (12)

riesce facile la determinazione delle linee L,, A.
Per la linea L, noi abbiamo due coordinate de’suoi punti nelle (4) e I'altra
coordinata 2, si pud dedurre dalla nota relazione:

B+ B+ -
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s1 ha cosi:

2, = Az(s)+ By(s);  y.= Ca(s)+ Ey(s);

e - l
. [ 48= dy\? dz dy\ ’ (13)

In quanto alle coordinate dei punti della linea A, le (10) ce ne dinno due e
la terza ¢ si pud ricavare dalla relazione:

(@) + (@) + (Z/) =5
abblamo dunque:
E=AL(0)+ Cn(o); = Bl&(ﬂ + Eni(o);
oy

[ I e O

Dunque la superficie di traslazione S in cui la generatrice A e la direttrice L
sono le linee rappresentate dalle equazions (14), (11) é applicabile sull’altra
superficie di traslazione S, in cui la generatrice A, e la direttrice L, sono le
linee rappresentate dalle equazions (12), (13), colla condizione che A, e L, siano
le deformate delle A, L. In queste equazioni A, B, C, E sono costanti ar-
bitrarie, x(s) é una funzione arbitraria di s e E,(c) é una funzione arbi-
traria di o.

Si applicherd il primo dei precedenti teoremi quando, partendo da una
superficie di traslazione data, si voglia deformarla in un’altra della stessa
specie; infatti allora sono note le linee L, A e si tratta di trovare le L,, A,.
Si applichera invece il secondo teorema quando siano fissate a priori le linee
piane L, A,. Cid si vedrd pil particolarmente in alcune applicazioni che se-
guono.

d) Trattando il caso &), si arriva a conseguenze perfettamente analoghe
a quelle ora trovate nella trattazione del caso 7).

€)

La condizione (1) nel caso presente diviene:
&+ Yy =8+ yn 4+ 2¢,

la quale, divisa per z», e derivata successivamente rapporto a s e a o, da:

=) G -GG+
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'
Dividendo ambi i membri per (j/_) e derivando 'equazione che si ottiene rap-

)] ey _[E)] ey
( ' (m) (!/) ('m)

porto ad s, si ha:

SRS

SERS

da cui sl ricava:

G
<
con A costante. Integrando e indicando con B un’alira costante arbitraria,

i ( )’
-2

:l/)’
4

+ B,

da cui:

ed integrando:

2=42+BL+0,

P 2
con C costante. Si deduce finalmente:
z,=Adx+ By 4 Cz.
Con processo perfettamente analogo a quello ora seguito, si pud dedurre:
ti=aé by e,

con a, b, ¢ costanti arbitrarie.

Si pud pure ricavare per le altre coordinate ¥,, »; delle relazioni analoghe
alle precedenti e percid, per contemplare ancora i casi in cui le due relazioni
che danno z,, ¥, o quelle che danno £, », non siano indipendenti fra loro (il
che avverrebbe quando le 2, e y, o0 le & e », fossero legate fra loro da una

Annali di Matematica, tomo XVIIL 3l
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particolare relazione lineare), esamineremo separatamente tre sottocasi, a se-

conda che ha luogo una sola relazione della 1.* specie e una sola della 2.%

ovvero due della 1.* specie e una della 2* (o inversamente una della 1. e

due della 2.* specie), ovvero due relazioni della 1. specie e due della 2.°
Sottocaso 1.0 — Essendo ora:

r,=Az+By+Cz;  &=ai+bnicg,
la condizione da soddisfare diviene:
(Ao — D2zt + (Bb—1Dyn+(Cc—1)2g + Abxy + Acxe +
+ Bayé + Beyt + Cazt 4 Chbey + yyn, = 0.

Qualunque sia il valore delle costanti 4, B, C, a, b, ¢, a volere che tale re-
lazione sia soddisfatta identicamente, si richiede che sia: %7, =0, e quindi
si cade nel caso ¢) gia trattato.

Sottocaso I1.> — Essendo ora:

zy= Az -+ By + Cz; Y=Lz 4+ Fy+ Gz; E,=at-+bn+c,
la condizione da soddisfare diviene:
(da — D& + (Bb— )yn+ (Cc — 1)zt + Abxy + Acat +
+ Bayt 4+ Beyt + Cazé 4+ Cbzy 4 Exn 4+ Fyn + Gan, =0,
e sard un’identitd quando si abbia:
da—1=0; Bb—1=0; Ce—1=0; A4b=0; Ac=0;

Ba=0; Bc=0; Ca=0; Cb=0; E=0; F=0; G=0.
Ora le prime tre equazioni richiedono che 4, B, C, a, b, ¢ siano differenti

da zero ed allora le altre sei seguenti non possono essere soddisfatte.
Sottocaso I11.° — Ora essendo:

2,= Az + By + Cz; y.=FEzx+ Fy+ Gz, Ey=at 4 bn+cgy
n=ef+frn+ g¢,
la condizione da soddisfare diviene:
(da+Ee—12t+(Bb+ Ff—1Dyn+(Cc+ Gg — 1)z¢ +-
+ (4b+ Ef)an+ (Ac + Eg)z¢ + (Ba + Fe)yt + (Be + Fg)ye +
+ (Ca+ Geo)zs 4+ (Cb+ Gf)an =0,
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ed & un’identitd quando:

Aa+Ee—1=0; Bb+Ff—1=0; Cc+Gg—1=0;, Ab+Ef=0;
Ac+FEg=0; Ba+Fe=0; Bc+Fg=0; Ca+Ge=0; Cb+4 Gf=0.
Da queste relazioni si ricava:

A B C e f
b

E-TFTG@T T4

coi quali valori si riconosce I’ impossibilita di soddisfare alle prime tre equazioni.
Riassumendo, si ha che nel caso ¢) non esiste alcuna soluzione.

f)

Nel caso presente la condizione da soddisfare & la stessa (1); dividendone
ambo 1 membri per z¢, e derivando 'equazione ottenuta successivamente rap-

porto a s e g si ha:
(6 + ) - (T8 + ) e

Dividendo ambi i membri di quest’equazione per (7—-) (g) e derivando pol
=i

equazione ottenuta rapporto ad s e o successivamente, si ottiene:
M GIED
2 L (z G
n . - = ] . 7 9
Y l A 1)
2 Ca) 2 . E‘,

dalla quale si deduce:
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con A costante. Integrando e indicando con B un’altra costante, si ha:

da cui:

e con un’altra integrazione:

4% Y0
s=4-+ B4 0,
cid che da:
x,= Az 4 By + C=.
Analogamente si arriverebbe a una relazione della forma:
fr=afTbn+tcg,

con @, b, ¢ costanti; dunque le coordinate dei punti di L, sono legate a quelle
dei punti di L e le coordinate dei punti di A, a quelle dei punti di A da
relazioni lineari; ma siccome le relazioni di una specie e dell’alira possono
essere una, due o tre, si avranno in tutto da considerare i seguenti 6 sottocasi:

Numero delle relazioni

di 1.* specie. . . . . 1)1 21 3122 313
Numero delle relazioni ovvero ovvero ovvero
di 2.* specie. . . . . 112 113 11213 213
Numero dei sottocasi . I.° I1.° II1.° Iv.,e V.. ﬁ“
Sottocaso 1.0 — Avendosi:

x,=Az+ By +Cz; & =af+4by+cg,
la condizione da soddisfare diviene:
(de— 1)zt + (Bb—1yn+ (Ce — Dzg + Aban + Acxt +
+ Bayé 4+ Beyt 4 Cazé + Cban + yin + 2,4, = 0.

Onde questa condizione possa essere identicamente soddisfatta con valori par-
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ticolari delle costanti 4, B, C, a, b, ¢, si richiede che sia y.n + 2.5, =0
ed allora, il 1.° membro di (1) riducendosi a un termine solo, entriamo in un
caso gia considerato.

Sottocaso I1.0 — Ora abbiamo:

z,=Ax+ By+Ce; y=Ez+Fy+Gz; &i=af+brtecg,
e percid dobbiamo soddisfare identicamente alla condizione:
(Ada— Dzt + (Bb—Dyn+ (Cc—1)zg + Abrn+ Acxt+ Bays +
+ Beyt + Cazé 4 Cbzn + Een+ Fyn 4+ Gen+ 2,6,=0,

la quale richiede che sia z,&, = 0; allora il 1. membro di (1) si riduce a due

termini e cadiamo quindi in un caso gia contemplato.
Sottocaso 111> — Si ha:

r,= Az + By + Cgz; y=FExz+ Fy+ Gz; 2v=Hz+ Ly + Mz;
fo=at +bn+cg,

e percid dovrd essere identicamente:

(Ada—1)x& 4+ (Bb—1)yn+(Cce— 1)zt + Abun+ Acat+ Bayé+ Beyt +
+ Cazt+ Cban+ Exn,+ Fyn+ Gz + Hrg, + Lyg 4+ Mz, =0.

Deve quindi essere:

Aa—1=0; Bb—1=0; Cc—1=0; Ab=0; Ac=0;

Ba=0; Be = 0; Ca=0; Cb==0;

E=0; F=0, G =0; H=0; L=0; M=0.

Le prime tre relazioni insegnano c¢he 4, B, C a, b, ¢ sono diverse da zero

ed allora non possono essere soddisfatte le sei seguenti.
Settocaso IV.> — 8i ha:

z,= Az + By -+ Cz; yw=Ez+ Fy+ Gz;
Eb=ak+bntct; m=el+fn+ge,
e percid si dovra verificare identicamente la relazione:
(AdetEe— 1)t +Bb+Ff—Dyn+ (Ce+ Gg—1)zz4-
(4b 4 Ef)en + (A + Eg)at + (Ba+ Fo)y + (Be + Fg)yt +
+ (Ca+ Ge)zE 4 (Cb+ Gf)zn + 2,5, = 0.
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Dando alle costanti arbitrarie dei valori qualunque, questa relazione non pud
essere soddisfatta se non quando 2,4, = 03 in tal caso il 1.° membro della (1)

si riduce a due termini e si rientra quindi in un caso gia studiato.
Sottocaso V.2 — Abbiamo:

yy=Axz 4 By + Cz; yy=Ex+ Fy+ Gz,
af+bndcty;  m=eE-kfrnd gt v=h% 4 In 4+ mg,
e percid la condizione da soddisfare &:
da+Ee—Na:+Bb+Ff—Dyn L (Cc+ Gg—1)25+
+ (4b+ Efyxn +(Ade + Egyxg + (Ba+ Fe)ysz + (Be+ Fg)yg +
+(Ca+ Geyzt +(Cb+ Gf)en+ hz & 4 lzin 4+ me,  =0.
Dovremo dunque avere:
Aa+4-Ee—1=0; Bb+ Ff—1=0; CcH4-Gg—1=0;
Ab+Ef=0; Ac+ Eg=0; Ba+ Fe=0; Be+Fg=0
Ca+ Ge=0; Cb+ Gf=0; h=0; l=0;

Da queste equazioni si deduce:

I

»
G

m = (),

e chiamando - il valore comune di questi rapporti eguali, si ha:

E=md; F=mb, G =m0,

1 1 1
¢=——a; f——%b, g=—_-c

E queste espressioni mostrano I'impossibilita di soddisfare alle prime tre equa-
zioni precedenti.

Sottocaso VI — Si ha ora:
©,=Az+By+Cz; y=Ee+Fy+Gz; 2z=Hz+ Ly+Me,
Eo=af +by ety n=eb Hfr dgl L=hi +1n +my)
e la condizione da soddisfare diviene:
(Aa+ Ee+ Hh—1)zt + (Bb+ Ff4 Ll—1)yn-+(Cc+ Gg+ Mm—1)2t -+
+(Ab+Ef + Hl)xn+(Ac+Eg+ Hm)xt+ (Ba+Fe-- Lhyyé +
+(Be+ Fg+Lm)yt+(Cat Ge+Mh)z5 +(Cb+ Gf+ Mlyzn =0,

(15)
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ed & un'identitd quando si abbia:

Aa+FEe+ Hh—1=0; Bb+Ff+Ll—1=0; Cc+Gg+Mm—1=0;
Ab+Ef+Hl=0; Ac4+Eg+Hm=0; Ba+Fe+ Lh=0;
Be+Fg+Lin=0; Ca+Ge+Mh=0; Cb+Gf-+Mi=0.

Se si pone per semplicitd:

A B C
D=| E F G
H L M

’ (16)

e si suppone che D sia diverso da zero, si ottiene:

a=%(FM—GL); b=—(GH—EM); 0=J%(EL—FH);\

(17)

‘cl'-‘ ’@I

1
=J(CL—BM); = (AM—CI); g=%(BH—AL);

1 1

Le relazioni trovate (15) hanno veramente luogo fra le derivate delle coordi-
nate; ma per quanto & stato osservato anche nei casi @) d), si pud ritenere
che esse abbiano effettivamente luogo fra le coordinate. Le (15), siccome:

dz\? dy\? dai\?
(ds) +(d8) +(ds) 1,
¢l danno:

(et B | 5) 4 (B4 119 22 (00 e (2]

dz dy dx dz

+2(AB+EF+HL)Z L4 2(AC+ B+ HM)F 2+
+2(B(*+FG+HM)0“’@3— —0.
Inoltre & noto che deve essere:
() + (@) + () =
da queste due relazioni si poirebbe ricavare %; % in funzione di z—j e quindi
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si avrebbero, mediante integrazioni, le espressioni di % e di # in funzione di z,
che resterebbe arbitraria. Ma riesce molto pilt semplice esprimere le coordi-
nate, anzi che per I’arco, per un parametro indipendente qualunque #; nella
prima delle precedenti relazioni passando ai differenziali e ponendo per sem-
plicita:

A’+E2+H2—l=a; B2+F2+G2—1=,3; 02+G2+Mz_1=7 (18)
AB+EF-+HL=), AC+EG+HM=p; BC+FG+LM=y,

si ottiene:
adx® + Bdy® +ydz? + 2 dady + 2pdzdz 4 2vdydz = 0.

Risolvendo quest’equazione rapporto a dz, si ha:

do === (udz +viy) = V(e —ap)dat + 2y — ) dndy 1 (F— B)dy'

e percid, se supponiamo che le coordinate =, y siano funzioni note del para-
metro indipendente ¢, avremo che la curva L sard rappresentata dalle equa-
zioni:
1
r=al); y=y@O; s=—krtyy* )
(19)

= %f\/(ﬁ—w)(i—f)z-k 2(;»1/—71)% j—f + 0 —£7) (%"’—t)?- dt. 5

Per la linea A si fa un calcolo perfettamente analogo al precedente e si arriva
a concludere che, ponendo per semplicita:

Gt hF—1l=a; P+f+g—1=08; c+gtm—1=y;)
abtef+hl=; acteg+hm=yp; be+fg+Im=y, 5

tale linea pud rappresentarsi per mezzo delle equazioni:

(20)

E=E(); n=n(?); ¢=—%(H15+”4’i)i
(21)

2 dz\2 de dn 2 dn \?
i'f\/(l’-a_“i)") (j;) + Q(yivi—yxli)d—i d_,.g-l_(yl_ﬁlyl) (d—ﬂ;) . d‘f;

essendo ¢ un parametro indipendente qualunque.
Facendo poi uso delle (15), si trovano pure le equazioni delle altre linee
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L, e A,; la prima di queste sara quindi rappresentata dalle equazioni:

x,=(A—%g x—|—(B—-v—g)yi

= 5 Vo= e () + 20— 0 G = an ] 0
?/4=( V*G) +(F—17£)yi
22)
£ 2 [\ = (5] + 2er— 52 4 60— ) (S
-2 =2
|
* —N(H —w)(dt) + 2(py — %) da; e +(>2—-ﬁ"/)(0%)2-dt./
Invece la linea A, & rappresentata dalle equazioni:
5,_(6,_&)“(,,_ W)
£ 2 (= e (2] + 200 — 70 2 G2+ 61— 8170 (G2) - 0
gy=le— "2 _ug, +
§ (e Y )‘H—(f *{)”+ o

2 [\t — ) (52) + 2un — 72) 5 T2 4 61— ) (3] - ae

cl—(l—t""’)H(z_i;ﬁ',,i

dg dn

P YoaeeE Femmme £ el 9

Abbiamo percid il teorema: la superficie di traslazione S nella quale la di-
rettrice L e la generatrice A sono le linee rappresentate dalle equazioni (19),
(21) ¢ applicabile sull’altra superficie di traslazione S, in cui la direttrice L,
e lo generatrice A, sono le lince rappresentate dalle equazioni (22), (23), colla
condizione che L, sia la deformata di L e A, la deformata di A. In queste
equazioni A, B, C, E, F, G, H, L, M sono costantc arbitrarie; le costant:
Annali di Matematica, tomo XVIIL 32
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a,b,c,e,f, g, b, 1, m sono date dalle (17), (16); le costants (z, By 7, A, £, ¥)
e (ary Biy 71y Aiy g, vi) Sono date dalle (18), (20).

Nella deformazione ora trovata le linee L, A sono a doppia curvatura,
ma nessuna di esse & completamente arbitraria; avvenuta la deformazione, le
linee L,, A, in cui si trasformano le prime sono pure a doppia curvatura e
si ha che L, & dello stesso ordine di L e A, dello stesso ordine di A.

§ II.

Cast particolari delle deformazioni studiate. — Consideriamo il caso par-
ticolare in cui le coordinate ,, y,, 2, sono proporzionali alle corrispondenti
z, ¥, 2 e le coordinate &,, »,, & sono proporzionali alle corrispondenti £, », &;

avremo allora:
1 1
Lo=mx, Y=nY, 2=07p2z; i——-—E, W=, Cl=ZTC)

essendo m, n, p costantl. Essendo per di piu:
dz; d a1 dy; »
T i~
d?:. \/ dé dni) _ 1 (d&y 1 (dn)
() - () =Vl @)

ed inoltre:
das __ dz a4 _1.d(
as ~ P ds  pds’
avremo:
dx dy\? \/ 1 (dEY 1 (dn)
—_— 2 —] —nl=Z _— = — | —
\/1 " (d ) " (ds) . 1 m’( a) n*(dc) _1
id_z- —.p7 d —p
ds ds
Se dunque poniamo
1 1
m’—l_a nz—-l___b me ne 8
1 —p2 2 —_pt =a, ’
v e
p p
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251

risulta;

V1+a, e (1 + a) B +b)
"=Vrae

e quindi necessariamente:

2(148) _ al4D)
P+~ 50+a

Le linee L e A sono allora rappresentate dalle equazioni:

e=x(); y=yl); =2 =Na (”%) + b(%)g-dt

E=E();  n=n(7); —f\/ (m +/3(d7)-dr, )

e le linee L,, A, dalle altre:
x,=¢§_—jx<t>; p=\ELyo;
Vi Vel +o ()
£y = 1—‘;5(7)7 n = lign(f)

o=\ Ve[ +el) oo

al+« Vo@+p’

(24)

(25)

(26)

Dunque onde le lince L, A rappresentate dalle (25) si possano assumere come
direttrice e generatrice di una superficie di traslazione S deformabile in una
superficie di equal natura S,, é necessario e sufficiente che le costanti a, b,
a, B verifichino la condizione (24); in tal caso la deformazione che riduce S
a S, riduce le lince L, A nelle altre L,, A, definite dalle equazioni (26).
Mettiamo la condizione che le due linee L, I, si projettino sui piani coor-
dinati 2=0, 2,=0 in due curve simili; si potranno disporre tali curve in
modo, che risulti m = n ed allora anche le due linee A, A, si projettano sui

piani coordinati ¢ =0, ¢, =0 in due curve simili.
Avendosi poi in questo caso:

='\/7f2:z)1 I\/( ) dt) h
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se sl pone:
x = Rcost{, 4= Rsent,

essendo R una funzione di ¢, risulta:

-V Ve () o

Questa relazione dimostra che I & un’elica segante le generatrici del cilindro
sul quale & descritta sotto 1'angolo ¢ dato come segue:

cotz'—-\/;ﬂ—l
TV 1L —pe

p=\1+4 (1 — m?tang’s,

Da questa si ricava:

e allora per la coordinata 2, dei punti di L, si ha:

=14 (1 —m’)tang® - 2,

la quale mostra che la linea L, & pure un’elica e sega le generatrici del ci-
lindro che la contiene sotto 1'angolo ¢, tale, che:

sen¢, = msend.
Per la linea A abbiamo:

e quindi, se si pone:
E=pCOSz', n = psenr,

essendo p funzione di -, sara:

e=\ | ‘\/P +( ) dz,

1__

la quale dimostra che A & un ehea segante le generatrici del cilindro sotto
’angolo ¢ tale, che:

me V1 — m2sents
1 msens

cott =

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Pirondini: Sulle superficie di traslazione. 253

Avremo dunque:
sent == msen¢ = sent,,
da cui risulta:
= 2'5 .
Per la linea A, deformata di A si ha:

1
CI=?C7

e quindi anche A, & un’elica segante le genecratrici del cilindro che la con-

tiene sotto I'angolo ¢, tale, che:
1 1
COBty = — COSt == _cos:;
p V1 4 (1 — m?) tang?s

e poicheé si & trovato . =1,, sara:

V1 — m*sen®s
V1 4- (1 — m?) tang?:

COSy =

da cul risulta:

(1=i-

Dunque se nella deformazione di una superficie di traslazione S (L, A)
in un'altra della stessa specie S (Ly, A\) le lince L, L, si projettano sui
piani coordinati z2=0, 2,=0 in due curve simili [x==z(f), y=y{)],
[x, =mzx (@), y. =my(t)] anche le linee A, A, si projettano sui pians coor-

dinati ¢ =0, &, =0 in due curve simili [§=E£(7), n= ()], [51 = %E(T)’

o =71n" ’J(T)] ¢ le quattro linee L, A, Ly, A, sono altrettante eliche. La di-

rettrice L della superficie primitiva S e la generatrice A, della deformata
S, seqano le generatrici dei rispettivi cilindri sotto lo stesso angolo ¢; la
generatrice A della superficie primitiva S e la direttrice L, della defor-
mata S, segano le generatrici dei rispettivi cilindri sotto il medesimo an-
golo ¢; e fra le due inclinazioni ¢, « ha luogo la relazione: sen:= msens.

Una curiosa deformazione si ottiene come caso particolare di quella ora
trovata.

Si supponga che le sezioni rette dei cilindri contenenti le eliche I, A
siano eguali; allora £ (z) e » (z) sono di = le stesse funzioni che z () e y (f)
lo sono di ¢ Le due eliche L, A, essendo allora tracciate sopra due cilindri
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simili e segando le loro generatrici sotto il medesimo angolo sono linee si-
mili; lo stesso avviene delle altre due eliche A, L,.

sent

Siccome poi si deduce m = T abbiamo deformando la superficie di
)

traslazione S in cui la direttrice L e la generatrice A sono due eliche de-
scritte sullo stesso cilindro e seganti le genmeratrici sotto gli angoli i, ¢ in
una nuova superficie di traslazione S, la direttrice L, e la generatrice A,
della superficie deformata sono rispettivamente simili alla generatrice A e alla
dz’rettre’ce L della superficie primitiva. Il rapporto di similitudine di L, a A é
= e quello di A, a L ¢ seni
sen sent

Nella deformazione studiata nel caso dj supponiamo che la generatrice A
sia un’elica tracciata sopra un cilindro colle generatrici parallele all’asse delle

¢ e segante queste generatrici sotto I'angolo costante :; avremo allora:

[ e

la quale espressione, confrontata colla terza (6), in cui porremo per semplicita:

m_ B+ E—(4E—BOr _ _ AB+4 CE_
= AE—BCr ' "T T AE—BO)®’ o7
A4 C*— (4E — BO) 27)

p= (AE—BOy ’ )

diviene:
(m — cot*)dE® + 2ndEdy 4 (p — cot®)dxn* = 0.

Si pud soddisfare a questa equazione in due modi, o lasciando arbitrari i
coefficienti e determinando in modo conveniente le variabili &, », ovvero la-
sciando arbitrarie tali variabili e determinando in modo conveniente i coef-
ficienti.

1.° modo. — Risolvendo la precedente equaz1one rapporto a dx e poi
integrando, si ottiene:

—n * \/n*——(p— cot?t) (m — cotet)

p — cot®e § + cost,

n=

la quale mostra che A si riduce a una curva piana, caso che escludiamo:
2.° modo. — Dovendosi avere:

m = cot®t, n=0, p=cot,
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la costante A resta arbitraria e per le altre B, C, E otteniamo:
B=\sent:— A4, C=—\sen®+— A, E=A4.
Le (5) danno allora:

A \sen: — A2 \ sen?. — 42 A
a = 2 b=———“9 C==— —> e—_—'—-’
sen?. sen?: sent: sen?.

e per le coordinate dei punti delle linee L, A e dei punti delle linee L,, A,
abbiamo:

z=2(); y=y@); 2=0 (28)

E=E(D);  me=n(e); ;=cotz.[\/($5)+(d7) de  (29)

a,=Ax()+Vsento— A%-y(f);  yi=—\sen*t—A*-2(t)+ Ay (9);

o sf T 4

Vsenz. — A2 \sent. — 42

A
2 "mg()-{_ sent: n(e);  m=— sen?: E(t)-l-mn(‘f); (31)
=0.

Dunque una superficie di traslazione in cui la direttrice L e la gene-
ratrice A sono rispettivamente la linea piana (28) e Uelica (29) entrambe ar-
bitrarie, si pud deformare in un’altra superficie di traslazione in cui lg di-
retirice L, ¢ la generatrice A, sono rispettivamente U elica (30) e la linea
piana (31).

Se nelle formole (11), (12) supponiamo che la £, (¢) sia dell’arco ¢ la
stessa funzione che la xz(s) & dell’arco s, le due linee piane L, A, sono eguali;
se per di pilt supponiamo che sia B= C, le (13), (14) mostrano che le due
linee a doppia curvatura L,, A sono perfettamente eguali.

Potremo dunque dire la superficie di traslazione S nella quale la diret-
trice L e la generatrice A sono rappresentate dalle equazioni (11), (14) nelle
quali B= C e inoltre £,(s) é di o la stessa funzione che x(s) lo é di s, pud
deformarse in un’altra superficie di traslazione S, in modo, che la direttrice L,
e la generatrice A, della superficie deformata siano rispetiivamenle eguali
alla generatrice A e alla direttrice L della superficie primitiva.

Parma, novembre 1889.
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Sulla teoria
delle funzioni ¢ iperellittiche
pari e dispari di genere 3.

(Memoria III di Ernesto Pascarn, in Napoli.)

Come ho promesso nella mia Memoria II, pubblico ora questo mio lavoro
sulle ¢ iperellittiche di genere 3.

Come Memoria IV sard pubblicato fra breve il lavoro sulle o abeliane
part che ho compito da pochi giorni, e di cul un ristrettissimo riassunto &
comparso (come gia si fece per le abeliane dispard) negli Atti dell’Accademia
di Gottingen (*).

Uno degli argomenti interessantissimi che io mi propongo di trattare in
avvenire & lo studio delle relazioni fra le o iperellittiche di genere 3, e le
abeliane dello stesso genere; ricerca che io credo non dovra riuscire molto
difficile, dopo avere, con questi lavori gid fatti, studiate assai da vicino sia le
une che le altre separatamente.

Nel presente lavoro io mi servo moltissimo dei risultati ottenuti dal
prof. Wirraeiss nello studio delle equazioni differenziali a cui soddisfanno le
funzioni iperellittiche.

Nel corso di questo lavoro mi pare notevole la varietd dei metodi ado-
perati, e tanto piu insisto su questo, inquantoche mi & sempre parso che I'u-
niformitd dei metodi e la mancanza di artifizii rappresenti una matematica
senza risorse.

Fra i risultati ottenuti mi piace di porre in vista il seguente, che ciod
il metodo tenuto dal dott. Burkuarpr per la ricerca del 1.° termine delle o

(*) Zur Th. d. ger. Sigmafunct. Vorgelegt von F. Kreiw. Gott. Nach., Dec. 1889,
Annali di Matematica, tomo XVIIL 33
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perellittiche (*), e che st presterebbe completamente per la ricerca dei termini
seguenti delle ¢ iperellittiche di genere 2, e delle abeliane di genere 3 (**¥),
non pud perd far giungere senz’altro alla conoscenza dei termini seguenti delle
o iperellittiche di un genere superiore al 2.

§ I. Sulla forma principale Q(z ¢).

Se P34, Q3% sono due integrali di 3.* specie (ciod che hanno punti di
infinito logaritmico) nel campo iperellittico di genere p corrispondente alla
forma binaria:
f=ak*,
e (¢, y") (x, y) sono rispettivamente i loro parametri e i loro argomenti, &
noto che P e @ differiscono fra loro per un’espressione razionale ed intera
negli integrali di 1.* specie u, u,... u, estesi sia fra i punti z, y, e sia fra
i punti 2" ¢

In questo modo si pud costruire qualunque integrale di 3.* specie, cono-
sciutone uno.

Se si tien di mira di semplificare al possibile i perdodi di tale integrale,
cioe 1 valori che esso acquista quando si gira colla variabile d’integrazione
lungo un faglio della superficie di Riemaxn, allora si pud costruire quel tale
integrale normale di 3." specie introdotto da Cressce e Gorpax e da essl chia-
mato II. Tale integrale & mormale da un punto di vista, diremo cosi, tra-
scendente.

Il Kueiv ha scoperto che si pud rendere normale I'integrale di 8.* specie
da un altro punto di vista, e propriamente da un punto di vista che diremo
algebrico; fra gli infiniti, ciod, integrali di 3.* specie me esiste uno solo in cui
il numeratore dell’integrando & un covariante razionale ed intero di f(***).
Tale integrale lo chiamiamo @ e la sua forma &:

0r v 2(9: 2 VF@)\NF (@) + Fz2) (2 d2) (2d?) )
7Y 2(22) Vie) Vi@

y ¥

dove F(z 2') & la p 4+ 1™ polare di f fra le variabile z e 2.

(*) Burknarpr, Beitrdge zur Th. der hyp. Sig. Math. Ann,, Bd. 32, pag. 437.
(¥*) Memoria II, § 1.
(¥¥¥) Math. Ann., Bd. 27, pag. 446,
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Per mezzo dell'integrale @ si pud costruire, sulla superficie di Rimmanx
iperellittica, una funzione che bisogna considerarla come il punto cardinale di
tutta la nuova teoria di Kurin sulle trascendenti.

Tale funzione, indicata da Kuein con Q e chiamata da lui Primausdruck
ovvero anche forma principale (*), &:

Qry) =17 (zy) e%Q(xy)
viw-fy

ove con Q(z y) si indica uno speciale dei rami dell’integrale ¢ quando z' %’

diventano precisamente i due cosiddetti punti conjugati di =z y, ciogé i punti

che sulla superficie di Riemany a due falde stanno coincidenti coi punti z ¥

rispettivamente, ma nella falda opposta.

La funzione Q & un covariante trascendente di f colle due serie di va-

)

riabili cogredienti  y: & di grado (— —;—) nei coefficienti di f. Inoltre le sue

proprietd essenziali sono: che non é diramata in alcun punto della superficie
d¢ Riemann; non diventa mai infinita, e inolire si annulla di primo ordine e
solo quando x =y.

Nel caso di p=1 ciot nel caso ellittico, la Q & anche di zero dimen-
sione in = e ¥.

Se indichiamo con w, — », rispettivamente i periodi degli integrali di 1.
e 2.% specie, la funzione Q(z y), quando la variabile & percorra uno dei tagli
canonici della superficie di Riemany, acquista il fattore:

S 1,6 (17 + §%ap)
— e"‘ ,

dove la somma si estende da « =1 ad «=p, e il secondo indice 8, che ab-
biamo segnato ad » e w, si riferisce allo speciale taglio canonico della super-

PN

ficie, che si & percorso colla variabile x.

§ II. Le funzioni ¢ di Klein.
Le funzioni S di Jacosr non si comportano nel modo pil semplice per la
trasformazione lineare dei periodi; esse acquistano cio¢ in generale un fattore
esponenziale di 2.° grado negli integrali di 1.* specie considerati come argo-

menti delle 9.

-
(*) Math. Ann., Bd, 32; Gottingen Nachrich., 1887; Comptes Rendus, 1.° semestre 89.
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Il Kiey per il primo ha dimostrato che si possono sostituire alle fun-
zioni & altre funzioni, le quali per la trasformazione lineare dei periodi si per-
mutano semplicemente fra loro, senza I'introduzione di alcun fattore estraneo (*).

Queste altre funzioni sono appunto le funzioni ¢, che per il solo caso
ellittico p =1 erano gid state per vie diverse costruite da WEIERSTRASS.

Tali funzioni possono definirsi indipendentemente dalle 9.

Sieno gli integrali di 1.* specie:

ul_[l +j +- +[ ]z”\}sz’

si formi allora I'espressione:

M= IR Q(zt ylk)

dove con II;II'x si & voluto indicare che si escludono le combinazioni k = <.
Tutte le funzioni ¢ avranno per fattore la espressione M. L’altro fattore
¢ coordinato univocamente colla scomposizione in due parti della binaria f,

ciog se si pone:
1
f= ?p+1-2/ﬂ1’p+|+2y. ({L= 0, 1,..., Q_g—),

allora ad ognuno di tali scomposizioni di f corrisponde una funzione o.
Propriamente si formi il determinante:

2o (@)... BT ele). BTV P(@)... 2RV Y (2)

y7 V@) BT W) TTEE)- T

colla quale scrittura abbreviata vogliamo intendere che vi sono tante linee colle

variabili # per quante sono ' z”... ), e lo stesso per le .
Tale determinante sard I’altro fattore che insieme ad M costituisce la o.

E facile vedere che di scomposizioni di f della specie detta ve ne sono 2%,
quindi vi sono altrettante o.

(¥) Oltre le opere citate di Kuein vedi un recente lavoro del signor Krazer: Zur
Bildung allgemeiner o-Functionen, Math. Ann., Bd. 33, pag. 591, in cui si stabilisce con
metodo diretto la proposizione enunciata.
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Ora & noto che vi sono appunto 2% funzioni 9 a p argomenti, ad ognuna
delle quali corrisponde una speciale caratteristica. Si sa che cosa si intenda
per caratteristica di una funzione S.

La espressione:

)

lyi Geeer
h‘ hz"‘ hp

ciod I’aggregato di questi 2p numeri interi i cui valori possono essere sem-
plicemente 0 0 0 1, e dai quali numeri dipende la formazione della serie espo-
nenziale che caratterizza la $, & cid che, seguendo Riemawny, si chiama la ca-
ratteristica di 3.

Ad ogni funzione & corrisponde univocamente una o; la scomposizione
di fin due determinati fattori pud rappresentare quindi un’altra caratteri-
stica di una natura diversa, delle funzioni $; potremo chiamare questa ca-
ratteristica algebrica, e Y altra (quella di RieMANN) caratteristica trascendente.
Queste due specie di caratteristiche si corrispondono univocamente fra loro.

Ogni funzione 9 si esprime mediante una speciale ¢ moltiplicata per un
certo fattore; propriamente:

G (ty v Up)

SI% = Uy € To¢)

dove C,y & un fattore algehrico dipendente dai moduli e dai coefficienti di g,
¢, e G & un’espressione di 2.° grado negli argomenti u. Tralasciamo di indi-
care precisamente quali sono queste espressioni (*); vogliamo perd solo notare
che C,y contiene per fattore:

s = {D, Dy,

dove Dy, Dy sono rispettivamente i discriminanti delle binarie ¢ e ¢. La fun-
zione T'h=s-qo & stata quella considerata dal Wirtariss nello studio delle
equazioni differenziali di cui sard parola nei paragrafi seguenti.

§ III. Proprieta delle funzioni o.

Le funzioni ¢ hanno, come le Q, la proprieta di non diventare mai infinite
in qualunque punto della superficie di Riemanw. Inoltre esse si annullano allora
e solo allora che i punti z, y (intendendo con y i conjugati di y), e k' k...

(*) KLeiN, Math. Ann,, Bd. 32, pag. 376.
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klp+1—2) (essendo 1 punti & 1 punti-nulli della binaria ¢) sono tutti punti-nulli
di una medesima funzione della forma (¥):

Gprr—n (@) + 7omp1 @)V F(2).
Se una z percorre un taglio canonico della superficie di Rimmany, allora o

acquista il fattore:
$9,0( e F390)
+ e af\ e T 27aB .

Questa proprietd ci occorrera in un paragrafo seguente.

Il numero intero u che caratterizza la scomposizione di f in due fattori,
ha un significato speciale rispetto alle funzioni o, esso rappresenta ciod che
quella speciale ¢ per argomenti #,=w,=--.=0 si annulla p volte cio¢ di-
venta zero come 0*; inoltre secondo che u & pari o dispari, la ¢ sard funzione
pari o dispari.

Cosl per es. p=3 risulta immediatamente che:

1. vi sono 28 o dispari corrispondenti alle 28 scomposizioni di f (che
& di 8.° ordine) in una quadratica ed in una sestica;

2. vi sono 35 o pari che non si annullano per argomenti zero e che
chiameremo di 1.* specie; esse sono corrispondenti alle 35 scomposizioni di f
in due quartiche;

3. vi & una sola ¢ par: che si annulla per argomenti zero, e che chia-
meremo di 2.* specie. Tale o corrisponde all’unica scomposizione di f in una
forma di 8.° ordine e in una di zero ordine.

Le o definite sinora come funzioni dei punti z y della superficie di Rie-
MANN, sono anche funzioni analitiche monodrome degli integrali w, le quali
per qualunque variabilita, degli argomenti w hanno sempre il carattere di fun-
zioni intere.

Bsse sono inoltre anche funzioni razionali intere dei coefficienti delle due
binarie ¢ e ¢ (**), e inoltre posseggono la propriets invariantiva.

Propriamente se noi poniamo:

x@=uw2l — (p— Du2l 204 - - = yI7,

allora 1 varii termini dello sviluppo in serie di o secondo le potenze ascen-
denti di w sono covarianti simultanei delle tre binarie ¢, ¢, x.
Riguardo ai gradi nei coefficienti di tali tre binarie, si ha che un termine

(*) BurgsarpT, Math. Ann., Bd. 82, pag. 423,
(¥¥) WiLrseiss, Math, Ann,, Bd. 31, pag. 410.
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qualunque dello sviluppo & propriamente del tipo:
v t+2  pte p
(x5 95 9
Il primo termine di tale sviluppo in serie, per il caso generale, & stato trovato
con due metodi diversi dal Kurix e dal Burkmarpr (*).
Finalmente dobbiamo aggiungere ancora un’altra osservazione che ci oc-
correrd in seguito (§ XI e XII).
Se il genere & p =3, e se gli integrali di 1.* specie si pongono sotto la
forma ridotta:

% 22 (2d2)
u{ - prom—
’ Vi(2)

sy = ﬁz.zz(zdz)
f Vi@

2 (zd?)
U = —_—
yj V7@

b

allora le funzioni: . _
Vo.(@)e:(y) 2(z y)
Voo @) 92 (¥) + Vo (0) 9 ()] jg Z; ,

dove rispettivamente ¢, & un fattore quadratico di f, e ¢,, ¢, sono due quar-

tiche il cui prodotto forma f, coincidono colle nostre funzioni ¢ dispari e pari

di 1.* specie definite avanti sino ai termini di ordine iunferiore al quarto negli

argomenti . Cid & 1’analogo di quello che accade per le funzioni abeliane (**).
i

§ IV. Equazione differenziale trovata da Wiltheiss
per le funzioni iperellittiche T'h.

Le funzioni iperellittiche soddlsfanno a certe equazioni differenziali lineari
di 2.° ordine.

Il Wintarss ha trovato le equazioni differenziali per le T'A cioé per le
funzioni ¢ moltiplicate per la irrazionale s (§ II) (***).

(*) KLEIN, Math. Ann,, Bd. 32, pag. 371. — BurgsARDT, Math. Ann,, Bd. 32, pag. 437.

(*¥#) Vedi Memoria I, § 7.

(¥*¥*) Die Partielle Differentialgleich., etc. Math. Ann., Bd. 33. Vedi in nota al § I
della mia Mem, II I’elenco dei lavori del prof. WiLtaEIss tratianti dello stesso argomento,
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Poiche le notazioni di WiLrress sono diverse da quelle usate da Krmin
e da noi, cosl ci & prima di tutto estremamente interessante trasformare i ri-
sultati di WiLrerss secondo il nostro punto di vista.

Dobbiamo, per far ¢id, incominciare coll’indicare per sommi capi il proce-
dimento tenuto da WirLraEss.

Gli integrali normali di 1.* e 2.* specie adoperati dal Wiurseiss sono
(Math. Ann., 33, pag. 269):

[ e, o,  [F2ds 9, a=1,2..7, O
dove y & la radice quadrata della binaria di 2p 4 2™° grado che & il fonda-
mento dell’irrazionale iperellittico, ¥ = \f(x); le espressioni H, G sono delle
funzioni di z fra le quali esiste la relazione:

_ 2yn+-21(z, §) v Héw G@)e do(z, §) J

4(xé)2yn T 9y 2y (dz, x)
2)
_ 3y A G de, @) s
T gy 2% (dé, &) ?

dove ® & una funzione arbitraria di « e £ di gradi convenienti, e f(x, &) &
la p 4+ 1™ polare di f fra le variabili z e &.

I periodi degli integrali normali di 1.* e 2.* specie sono chiamati dal
WirrnEiss rispettivamente:

2(‘),,5, ‘Zw’a‘[;; 2r;.,,g, 2n’ap. (3)

Fra tali periodi esistono notoriamente certe relazioni bilineari che nel nostro
caso sono:

0 per BZy
E(Waﬁ “"«7 - ’7'¢7 Wag) = 74 (4)
o -E- n B ] '/_

Fra le infinite funzioni intere H(x), che si possono scegliere per formare i p
integrali di 1.* specie, scegliamo in particolare:

H(#)s = (— &)~ ap-o ©)
Quindi, secondo le notazioni di WiLTnErss, si ha:
duy:duy .. dupy =t — g 2P ... (6)

Il Wivramss ricerca inoltre, giovandosi delle cosiddette equazioni diffe-
renziali di Riemans per le & jacobiane, la forma che debbono avere le equa-
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zioni differenziali per la © di Wemrstrass, che differisce dalla & jacobiana
per un fattore algebrico indipendente dagli argomenti e per un fattore espo-
nenziale di 2.° grado negli argomenti (ciot negli integrali di 1.* specie che
funzionano da argomenti). Definendo una funzione T'h4 differente dalla © di
‘WeiersTRASS solo per un certo fattore indipendente dai moduli, essa avra la
periodicita
N Zﬂnp(uﬁ Fog)
Thiu+2w)=(— 1) Thu)e” ‘ (7)
Se allora, giovandoci di questa formola, nella equazione differenziale per la
Th (equazione di cui, come abbiamo detto, abbiamo gia determinata in ge-
nerale la forma), aumentiamo gli argomenti « dei periodi 2w, otteniamo lo
stesso primo membro dell’equazione pili un’altra parte, che deve dunque essere
eguale a zero.

I in questa maniera che si ottengono le equazioni (22) (23) della pag. 276
del lavoro citato di Wirtariss. Da tali due equazioni si ottengono poi facil-
mente le (26) (27) della pag. 277 (¥).

da tali equazioni che si ricava il valore dei vari covarianti o parti
di covarianti che funzionano da coefficienti nell’equazione differenziale lineare,
formalmente gia conosciuta.

Per brevitd non riproduciamo qui il risultato finale ottenuto a pag. 286
del lavoro citato, e inseriremo invece fra poco quello stesso risultato, ma mo-
dificato secondo i nostri punti di vista.

§ V. Modificazione dell’equazione di Wiltheiss.

Le notazioni adoperate dal WiLrrEeiss e inserite nel paragrafo precedente
non s’accordano con quelle adoperate dal Krem nei suoi lavori e quindi da
me nei miei lavori precedenti.

E a questo proposito non voglio tralasciare di notare che in generale
questi lavori del Wirrarss, del resto assai pregevoli, non mancano perd d’es-
sere un poco trascurati nelle notazioni e nei procedimenti, per modo che la
loro lettura riesce penosa oltre ogni dire. Io ho sempre pensato che la ele-

(¥) Ci pare completamente inutile riprodurre qui le equazioni citate. Alla lettura di
questo nostro capitolo il lettore dovrd necessariamente tener presente il lavoro del pro-
fessore WILTHEISS.

Annali di Matematica, tomo XVIIL, 34
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ganza della notazione e la precisione dei procedimenti sia un non piccolo fat-
tore del progresso delle matematiche.

In luogo degli integrali di 1.* specie (1) adoperati dal W. (¥), dove le H
hanno i valori dati da (5), consideriamo gli integrali

J‘ zP—t gl (xdx)
U; =

Vf(w)
Queste u soddisfanno anziche alle (6), a
duy:duy:...=2 el 0.. (8)

Si vede inoltre che rispetto alle u del paragrafo precedente queste % hanno
un cambiamento di segno per effetto del determinante (z, dx) che nel para-
grafo precedente & invece (dz, ).

In conclusione in luogo delle #, noi consideriamo:

1
5y (— 1)ty

Quindi uno scambio analogo di indici e di segno si verificherd nei periodi o
degli integrali di 1.* specie. Facendo per un momento astrazione dallo scambio
di indici e di segno esaminiamo la relazione fra i nostri periodi » e quelli di
Wirrsess. Poiché noi chiamiamo » e non 2w i periodi dell’integrale, cosi
ricaviamo che, a meno del segno e degli indici, le nostre  sono il quadruplo
di quelle di Wivrsess. Propriamente la w, di 'W. corrisponde alla nostra

1 o

Z(—' 1) Wp-ati.
Passiamo agli integrali di 2.* specie e ai loro periodi.
Prendiamo per integrali di 2.* specie:

— 1)a— 8P—‘Z(E)
Z (E) 1)| E;p.—m ag;c—l 4

dove:

_ (V@) fE) + F(z, §) (zdo)
7)) = e ST

essendo F'(x, £) la polare p -+ 1™ di f fra le variabili z e £ (**).
I periodi di tali integrali li chiamiamo — .

(*) Spesso in seguito per brevitd seriveremo semplicemente W, in luogo di WirnTHEISS.
(**) Vedi Burkuaror, Hyperelliptische Sigmafunctionen. Math. Ann., Bd. 32, § 1.
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Nella formola (2) del paragrafo precedente prendiamo ® =0 e per le H
le espressioni (5).

Allora si ha per determinare le G 1’espressione:

F 1
— g mY g CO e,

Con opportune derivazioni a primo e secondo membro da questa formola si
ricavano le G.

Si ha:

G 0p—1 yn + F(xl)
— g \! —_— 1= = (— 1) '
(20 “)- (2 —1)! 2 ( 1) agf_uaif_i (z &)

G (2)2
3 4.

Di qui & facile vedere che gli integrali di 2.* specie di WiLtreiss a meno di
uno scambio di indici e di segno sono eguali a quelli che vogliamo noi ado-
perare, ma moltiplicati per 2, onde propriamente riguardo alla relazione fra
le » del W. e le nostre, si ha che 5, di W. corrisponde alla nostra (— 1)*np-a+:.

Questo fatto del resto pud anche verificarsi altrimenti giovandoci della
relazione bilineare esistente fra i periodi degli integrali di 1.* e 2.* specie.

Paragoniamo ciot la relazione (4) del paragrafo precedente coll’ ultima
delle formole (45) di pag. 401 del lavoro citato di Burkmarpr:

‘p .
;“1(0)“13?] ap — waﬁyluﬁ) = —2n1 (*)'

Si ricava, sapendo quello che abbiamo stabilito riguardo alla relazione fra le

nostre e quelle di W. che le nostre » hanno appunto la relazione sopra
stabilita con quella di W.

Abbiamo dunque per risultati:

. . . 1
u, di W. corrisponde alla nostra espressione 5(—- 1)* thp—a+1

We » ” » ” % (— 1)"L Wp-att
Zy v .o » n 2(— 1)“—‘ Zp—¢+1
Na » ” ) ” (— 1) Np—ati-

(*) Ricordiamo che le w' e ', cogli apici, rappresentano i periodi sul secondo sistema
di tagli canonici della superficie di RIEMANN,
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Partiamo ora dalle funzioni iperellittiche T'A definite dalla periodicita:

n(u—l—%)’

Th(s+ o) = + Thiw)e™ )

dove le » » » hanno il significato che loro diamo noi (¥).

Paragonata questa equazione (9) colla (7) si vede che essa non differisce
formalmente dalla (7) se non perché dappertutto in luogo di @, n sta posto
®
272

Se quindi partendo dalla (9) incominciamo ad eseguire il procedimento
che il 'W. applica nel § 3 del suo citato lavoro, noi otterremo in primo luogo
le equazioni (22) (23) di pag. 276 di W. completamente inalterate.

Non cosi perd le equazioni (26) (27) che si ricavano dalle prime. Giacche
siccome per noi le w e » hanno significato diverso che in W., cosi le dette
equazioni verranno diversamente costruite.

Propriamente i due primi termini della (26) vengono moltiplicati per 2
e il 3.° viene diviso per 2.

Cosl nella (27) il 1.° e 3.° vengono divisi per 2, mentre il 2.° termine
viene moltiplicato per 2.

Se quindi in luogo delle espressioni K, L, poniamo rispettivamente 4K,
%L noi otterremo (a meno delle quantitda indeterminate P° °), due equazioni

che sono nella forma perfettamente identiche colle (26) (27) del W.; onde &
chiaro che allora seguendo gli stessi procedimenti del W. otteniamo per i nuovi
K, L introdotti, le stesse espressioni ottenute dal W. Tali espressioni non sono
perd allora quelle che precisamente ci occorrono per costruire la nostra equa-
zione differenziale, ma dobbiamo moltiplicare per 4 la prima e dividere per
4 la seconda.

Onde I'equazione differenziale per la nostra funzione T'h é:

2(p+ 1)3Th +=Th+4=Th+ A Th=0,

dove ¢, =, =, A, hanno gli stessi significati che in W.

(¥) Questa ¢ precisamente la periodicita della ¢ iperellittica di K. Vedi: Ueber
hyperellip. Sigmafunctionen, Math. Ann., Bd. 32, pag. 3567, Vedi anche il nostro § III
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§ VI. Espressioni dei processi =, =, e di A.

Le u introdotte da noi hanno rispetto a quelle adoperate dal W. una.
certa inversione di indici, come risulta dalle formole del paragrafo precedente.

Del cangiamento che subisce l'equazione solo per effetto di questa inver-
sione di indici non ne abbiamo ancora tenuto conto.

Se consideriamo il processo «, ci accorgiamo facilmente che ivi la inver-
sione degli indici delle u corrisponde a sostituire alle variabili v altrettante
serie di variabili contragredienti, ciod corrisponde a supporre poste:

v e v,

per
b i), e 7)2 .

.

Allora il processo = che dobbiamo considerare & propriamente
02

- 1 2
L. 1 s pipe O
i 4 21 Ue 0ua Oug

Consideriamo inoltre A e .
Introduciamo la forma x introdotta da Krem (¥):
X =wd T —(p—Duel o 4 -
per modo che simbolicamente:
U= i

Uy = — 7% x4

La espressione A & formata dal covariante L, che porremo simbolicamente

sotto la forma:
L= Lz Ly,
ponendovi u,, #g, per
(— m)twp—r, (— s)f-*sp-F.

Per losservazione fatta testd che alle variabili x, s, bisogna sostituirne altre
contragredienti, si ha che per formare A bisogna in L porre u, ug per

a—1 ,,p—a —1  p—
xy P, 3':3 sf ﬁ,

(*) Kuewv, Math, Ann., Bd. 32, pag, 364,
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e tenendo presenti le espressioni simboliche delle # si ha che per
xP~* deve porsi  xr!
TP T, n — X8 K
e analogamente per le s. Onde infine:
IL A = (Ly)p=* (L )2
essendo x' un simbolo equivalente a y.

Passiamo ora al processo =.

Poniamo simbolicamente:
kwﬁ =k k;p,

allora in primo luogo = diventa:

w = (= 1 Ratipmars 3(— 1P g s

B Oup—p

Poniamo ora il covariante K simbolicamente sotto la forma:
—1 —1
K=K?'Kr™",

Il = si ottiene da K mutando in primo luogo le z nelle y nel solito modo
come avanti, quindi si ha:

)
— -1 N(__
III. n=(Kx)p* X(— 1Pk 0 up—p+1
0

= (x K)r* XKL F KE T

In conclusione il processo = & un processo di Aronmorp per effetto del quale
ai coefficienti della forma yP-* si sostituiscono quelli di (xK)P—* K7~

§ VIL I covarianti ¥, K, per p=3.

Le espressioni che il Winraess d& per i tre covarianti F, K, L, che
entrano nell’equazione differenziale, sono capaci di grandi semplificazioni. Noi
daremo qui le espressioni di F, K per p==3.

Secondo il W. si ha:

F = (@} a;p, 03P+ : (zv),
dove a@pt* =pp+2 = ... & la forma di 2p + 2™° grado che & il fondamento
dell’ irrazionalitd iperellittica, e la parentesi rappresenta il determinante fun-
zionale, rispetto a x, delle due espressioni che essa racchiude.
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Per p=23 si ha:
F=

(a b) alad bl
(o)
1 (abd)a}b; [0} 05 — a3 li)
2 (@) '

e per effetto della equivalenza dei simboli @ & si ha finaimente:

L F=—(@brabi[2640 + 20  apb2 by + abas b Bi).

L’espressione di K é&:

K = (tv)p-tal™ a?™ — (tx)?~' 0}, 4 — (p — 1) (zv) (x)P* a0, ajf’"i : (zo).

Per p==3 i due primi termini si riducono a
>l g(tv)a,,. — (t:v)a,,g }(iv)aw + (tx)ault
= (zv)a; @, atj(tv)aw + (tx) av;-
Questo termine combinato col 3.° termine di K da infine, per p = 3:
11 K=alalal.

L’equazione differenziale per p =3 possiamo dunque scriverla:
oTh 2 Th
) VIR N —d—j pyiti—2
88 Th+ (ya)a! ey a;a; + 21} Iyt I

Ts—Th-A(u):O.

§ VIIL. Covariante L per p=3.

Abbastanza pilt complicata & I’espressione del covariante L per p==3,
In primo luogo vogliamo esaminare la forma sotto cui deve venire il ri-

sultato finale.
La espressione di L data dal W. &:

L=16E®0 4 2 (ugtpip — gtats)

(2s)? (@) ( ”)”

s (ab)asas byt —

) (abd)aia’ b3bs,

(5”3)2 (w0) (:(:s)2

dove F'(x, s; v) & la polare 4. di F fra le variabili z ed s.
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Questa forma datale dal W. & certamente assai incompleta. La L deve
essere una funzione infera, e il nostro scopo sard appunto di darle tale forma.

La espressione di L deve contenere due simboli @, b, e inoltre deve es-
sere di 4.° grado in v e di 2.° in 2 ¢ s; onde essa dovrd contenere almeno
quattro determinanti (¢b). Cid nel caso in cul non vi comparisca alcuno dei
covarianti identici (zs), (vs), (zv). Nel caso che vi comparisca uno di questi
covarianti, vi comparira corrispondentemente un altro determinante (ab). Allora
colle relazioni d’identita:

(ad)(xs) = azb, — asby, ecc.,

si vede che possiamo sempre ridurci al caso in cui vi sono solo 4 determi-
nanti (ab).
Onde possiamo fissare:

L = (ab)*]catb28} -+ ¢ adbyaz ba b + ¢” @ by a5 bs b,
e et b as b + c"aﬁbzamasbwbsg,

e per la simmetria di L in z e s possiamo anche a prioré stabilire che ¢’ = ¢”".
La quistione sard di ricercare questi coefficienti numerici.
Si ha:

ab)a a3 s bt = 5 (aB) 0% [ bt — ot ] =
2
== %(ab) ;0% Ags [a5 65 — a3 07 ,

indicando con A, la polare di polo x e di variabili s.
L’ ultima espressione & eguale a

%(ab)zaibiAm(vs) [asbt + o asbiby + - - ]
— L @By 3B (0) [4atball + (630abib, + Bata,Biboby) + - - ]

+ g5 (@b a3 b (va) [as Bl 4 - ]
Analogamente:
(ab)a2as B304 = <= (@b a3 b3 (v2) [4atbeb + - - ]

+ T%(M)eazbg(vs) [atd 4]
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Sostituendo questa espressione nella formola di L risultano termini solo
col divisore (zs)® e termini che possiamo ridurre allo stesso denominatore
() () (sv).

I primi sono:

1 4
Gor 5 @r|ats @b+ ] +atds [ad -]

Gli altri Ii possiamo scrivere, tenendo presente la equivalenza dei sim-
boli @, b:

S S

(s)* (wp)(s2)

+ 3 (@B B B: [(0s): a3 by -+ (02) a3 ba) a3 b

|5 @OrbB sy ot + (o) ai] o}

+ 2—54- (ad) azblasb: [(vs) axbs + (v2) asbs] a3b,

T '152 (@) awasb3 b3 [(vs) ai + (va) ai] 6385 | -

Le espressioni comprese in queste quattroj linee possono trasformarsi in
modo da aversi sempre termini o col divisore (xs)® o col divisore (zv) (sv).
Le parentesi quadrate della 1.*, 3., 4.* linea facilmente si trasformano ri-
spettivamente in

(@s)a; + 2(xv)(sv)azas
(8) apby + (X0)(80) (@0 bs + @5b2)
(zs)a; + 2(xv)(sv) azas.

La 2.* linea poi si pud trasformare come segue. Collo scambio di @ con b
nel 2.° termine, e aggiungendo e togliendo opportunamente un certo ter-
mine, si ha:

[(vs) b + (va):b7] @} + (vx)? [a2d% — a2 2] | ad bl ay b .
La prima parte di questa espressione si trasforma in
(xs)2 b} + 2(vs) (vx) ba by,
(vz) (vs) (ba) (vx) a2 b5 ay by (as by + @y bs)

= (v2) (v5) (bp 0 — bz @v) a5 b 4y by (@5 by + A bs).

Calcoliamo ora il 2.° termine di L. Si ha [a meno del fattore (ab)* che per
Annali di Matematica, tomo XVIL 35

e la seconda In
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brevitd tralasceremo] :
20404 [abbs — atbt] = 2(ab) (vs)abbs [asbi + - - ]
= — (ab)? (vs) (vz) [B3 65 + - - -] [2a20% + 20a%a, b3 ba),

onde si vede che [poich® a tali termini bisognava supporre il divisore (vs)® ><
(vx)?] restano solo termini col divisore (vs) (vac)

Con cid dunque tutta V'espressione I si & venuta a scindere in due spe-

cie di termini distinti, cioé termini col divisore (vs)(vz) e termlm col divi-
sore (zs).

Considereremo separatamente gli uni e gli altri.
I primi sono:

(ab)y] —2[a383 + alayb3bs) (0303 + a2 asbiby + apalbs b} + aib)
32 8 24 14 7070 4
+?b§cb§a§+—5b3b3a?ai+?b§ob§buav%as
—|—1—56b§b§b‘,’;a;axa, :

Riducendo e opportunamente raccogliendo i termini, questa espressione si
riduce a

(ab) (v2)(vs) ) £ L 10202 + aoboauby + 257 [a25% 4+ avboasbs + a2bi]

+ 28302 as (bo @z + Aovbz) + 10,000y asbs
4+ 20203 a5 (apbs + asbyp) + 2050240 be a5 bs | -

Pagsiamo ora a raccogliere i termini col divisore (zs). Essi sono:
16 F'(x, s; v)—l— (ab)ea,,awasbz‘ b3

3% (ab)2 (@» by — g v) (as b + v s) a3 b3 a, by
24 2 2 2 .3

+ 5 (@b)? (@ bs + asby) 02 b2 a5 b5 a3 by

+ 22 by aatbibiarl; + 3 (@byababiazb,

+ 3 (@by [204b: + 2a3a,b2b + 0} a2b b3 a3 b

+%(ab)2 [2a48% 4 203 anbib, + aalbsb2] a2b:-
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Per ridurre questi termini consideriamo separatamente i termini in a?,
alby, albi.
1. Termini in e!. Ridueendoli si ha:

— 3% (abybib;- (w5
2. Termini in a3b,. Raccogliendoli e riducendoli si ha:
35 (@B (ba s + beta) bab, - (25,
3. Termini in a2b:. Si ha:
—2% (ab) [a2d: + a5 asbsbs + a3 b2] - (xs)?
— 25 (ab) aptsbab, - (o5}

Raccogliendo finalmente tutte queste espressioni con quelle trovate avanti,
si ha per L:
L=(ab)4[-l7§ ab3B; + 2 abaasbbL + o2 03B alb

20 68
+ _77‘ agbvawbxbfr + gaﬁb?,ds%bsbm]-

§ IX. L’espressione di L per un caso particolare.

Per una ragione che svilupperemo in seguito, ci occorre di conoscere
Pespressione ‘di L quando la forma fondamentale di 8.° grado diventa il pro-
dotto di due quarte potenze esatte di forme lineari, ciot quando

0l = gi¢t,
dove ¢, ¢ non si suppongono coefficienti simbolici ma effettivi.
In tal caso L acquisterd la forma:

L= (p¢)*} h (9} 5 4% + ¢4 65 93) -+ ' (9 bo 0o Y s + 5 00 Y 92 95 -+
+¢$%%q>wi+%%%%%)+
LA VA A e w2 R B Sl S L LB
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11 calcolo diretto dell’ espressione di L sotto questa forma sarebbe molto
lungo. Perd coi seguenti artifizii pud notevolmente semplificarsi la ricerca dei
coefficienti 2. Cominciamo col calcolare in funzione di ¢, ¢ la espressione
(ab)talbl.

Si ha:

1 16
(@b) asbe = (99)* | grgos (Fe ¥o + 9590) — gos (Po b 92 o + b0 9o b ga)

2-33
+53 72 ?”‘Pz (ibi °

Da questo termine possiamo ricavare tutti gli altri che ci occorrono, facendo
opportunamente polari al primo e secondo membro.
Ma possiamo procedere anche piu semplicemente.

Facciamo in primo lnogo  =s=1v. Allora la L diventa:

130\ 1 32 |, 2.3
( + + 35)(2-52.72_52.72+5z.72)((94’)4(?:;4’:;7

onde:

’ " ”,_ 90‘12 33
I 20+ 4H 2k b= 2 2

Con opportune operazioni di polare nella formola ottenuta ultimamente si ri-
cavano le altre formole:

(@) a0 asb2 = o Bl (6t gt 4 648) + 3L (2o b+ 0o dE )
, + 36%%%%1
(Bt thaty = BT 16(gt 48 + o8 ) + 16(s2 00t b + R p2 )
+ 4694545 %E
(@t at b2t = g5 BB A 04+ 94 05D + 8093 g

(@040 By a 0o = 5 51305 4348+ 449%63) + 043 g
Facciamo ora nell’espressione di L, z = s. Allora otteniamo:

—(ab)4[ it + 42 40 26

a3 by aall + 5 0} bga;b;].
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o anche:
L= (p9) [(g5 b + ¢598) + 20 (93 b 9 + 00 d0)
+ @R 4 Byl g ol 42].

Il paragone di queste due formole e Y'uso delle formole stabilite in avanti,
ci da:

1
h=2.7=.5z
r 3%-2
II. 2h=5-_—7-g

p m__ 233
2h "!" k = W .

Inoltre facciamo infine in L, s =w.

Si ha:

L= (o) |2 attivi 4+ athiann],
o anche:

L= (o9 (b + K + B (6 34 + gh gt g2
+ @+ 1")g8 98 gado
E dal paragone si ha:

Y 3
bt W+ =5
IIL.

, ”’___22.32
o+ =3

Le I, II, TII si accordano tutte a dare:

h =5
W =g
W=
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§ X. L’equazione differenziale per le o ellittiche
ricavata da quella generale per le o iperellittiche data al § V.

Ci pare utile a titolo di verifica dell’equazione data al § V di ricavarne
I'equazione differenziale nota a cui soddisfanno le o ellittiche di WEeiErsTRAss.
La equazione di cui si parla & (*):
d?s 1
w—l—&a—l-ﬁgzu’c:(),
dove:
_ 0 2.0
6——1293%—5923@;,
e g ¢s sono i noti invarianti della binaria biquadratica, e # ha precisamente
lo stesso significato da noi datole precedentemente (**).
Incominciamo col ricercare che cosa diventano per p==1 i covarianti
F, K, L.
1 3 1
F=— §(ab)2a;b; =—3 H,
dove H & I'essiano di f.
In quanto a K, & facile vedere che per p=1 esso & zero.
Supponendo la biquadratica f posta sotto la forma canonica:

3 3 4
datw, — g, 2, %, — 9,75,

si trova facilmente che gli invarianti ¢ j della biquadratica nel senso in cui
sono definiti nell’ Opera di Crescr (***) sono rispettivamente:

i=2g, J=06¢s.

1l nostro processo & per il quale ad una serie di coefficienti di f bisogna sup-
porre sostituita una serie di coefficienti del suo essiano H, corrisponde per-

fettamente (sa]vo un fattore —%) al processo ¢ definito e studiato nell’ Opera

citata di CrEscm (¥**¥),

(¥) Havrpuex, Traité des fonctions elliptiques, ete., Vol. I, pag. 300.
(**) Harpuen. Op. cit., pag. 55.

(¥%%) Theorie der bindren alg. Formen.

(*##%) Op. cit., § 41.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



part e dispari di genere 3. 279

Onde profittando dei risultati ivi ottenuti possiamo scrivere:
di=—j d“j=—;i-z‘2,

onde la nostra & &:

0 10
3—.—-‘% T4 05 v
g1
o 359293 -gagsgz

Ci resta a calcolare A.
Dobbiamo perd premettere un’interessante osservazione.

Mentre in generale L risulta un covariante nelle due variabili z, s, mu-
tando le quali poi opportunamente nei simboli x si ha A che & sempre un’e-
spressione di 2.° grado in u, per p =1, invece L risulta di grado zero in
x, s. Perd A deve sempre venire (come si verifica per p qualunque) di 2.° grado
nelle ». Quindi nel caso p =1 in cui vi & una sola u bisogna, per ottenere A,

moltiplicare L per u®.

Calcoliamo dunque L.
La formola generale della pag. 288 del lavoro citato di W. ci da:

L

Il

— % (o) (sv)(ab)[aib; 4+ 20,05 bas bs)

+ 2(xs)* (a%al b; b — aa; bh)
— 4(zv)(sv) [(sv) (ab)aZ aw ba b2 +- (V) ab)aa, bs bi] | (25)2 (xv)2 ()™
Con facili trasformazioni il 2.° di questi termini diventa:
(@s) (@ b) (v8) (@) [a by + @5 Vo] [a0Ds + a5 D).

Quindi da tutta l’espressioﬁe pud togliersi un fattore (vs)(vz).
Ciascuno dei termini dell’ultima riga si pud trasformare come segue (per

es. il primo):
— 2(ab)(sv)axby[ara, b — bz by al]
= —2(ab)(sv)azby Duw a5 b; — a5 b2] dove Ay & la polare fra z e v,
= — (ab)?(s0) by [(v5) (@2 Ds -+ a5 bz) + (X5)(@w bs -+ asby)].
In tal modo i termini della 3.* riga di L diventano:
2(ab)y(vs)aibsbs — 2(ab) (sv)(25) @z bray, b;
+ 2(a b (vx) asa.b; — 2(ad)? (20) (s2) @5 bs Ay b
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Il secondo e quarto si riducono a
2(aby(xs)albybs,
e il primo e terzo sono:
205 bs [(08)aw — (v) as] [(v8) b — (v2) 1]
+ 2a,bs(v8)(vx) [@sbs + asbs),
i Quali ultimi uniti con quelli ad essi simili che compariscono nel 1.° rigo di L
formano esattamente:

5 @) @) (0)(va).

Onde, poiché tutti gli altri termini si distruggono, si ha infine:
1

;2
3'=39

1 Y Q—

Raccogliendo questi risultati si vede subito che I'equazione del § V diventa
precisamente ’equazione da noi stabilita nel principio di questo paragrafo.

§ XI. Introduzione alla ricerca del 2.° termine dello sviluppo
delle o iperellittiche.
Caso delle 28 funzioni dispari

Se f==a% = ¢3¢5 & la scomposizione in due fattori, una quadratica e una
sestica, della forma di 8.° grado, e se gli integrali di 1.* specie si pongono
sotto la forma speciale: A

Ui = f xdu,;,
u

ciod dipendenti solo da due punti z, y della superficie di Rimmany, allora la ¢
dispari corrispondente alla detta scomposizione di f sara:

o=\ 9(%)9(y) 2(zy),

dove Q(xy) & la nota forma principale di Krmm.
Ponendo:

Y=o +¢
!/2=502=1,

sviluppiamo la ¢ in serie secondo le potenze di ¢.
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La Q si esprime colla formola:
: 2Q(avy)
Qry) = _(”_y)i___ ,
Vi@ fy)
essendo Q(zy) I'integrale normale di 3. specie introdotto dal Kum.
Si ha (se H & 'essiano di f):

2O =
|

H{: .
e =1+2f2((';;¢2_|.....(*)

£, 1 Af s
o T o e

1 ¢, ,129"¢—0"
Vo) =Ve@ + 5 He+5 o4
¢’ ¢
onde, essendo (ry) = — ¢ e mutando poi il segno a tutta 1'espressione, il che
lo possiamo fare a causa della doppia significazione del radicale, si ha:

¢ (x) 1 o 1 ¢ff,,
Vf(x) +( ) *

_LES L (2H 145 e
5 o7 sfs+(f2 5 L) G+

Sviluppiamo ora in serie secondo le potenze di ¢ gli integrali di 1.* specie u.
8i ha:

_J‘xz,(zdz) ___J“‘”z.ze(zdz) " wi;(_z@
“T) e V7 () ) V@

Poniamo 2 =2 + &, dove ¢ sia la nuova variabile d’integrazione che vada da
¢=2¢ sino a £ =0, giacché z deve andare da 2=y sino a 2z =u.
Facendo questa trasformazione di variabile d’integrazione, sviluppando

(*) BurgHARDT, Beitrdge 2ur Theorie der hyp. Sigmafunct. Math. Ann., Bd. 32, p. 409.
Si noti che nella serittura d:lla formola riprodotta qui nel testo, vi & in BurkmaRDT un
errore di stampa.
Annali di Matematica, tomo XVII. 36
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I integrando in serie secondo le potenze di ¢, e poi integrando, si ottiene:

a? 1 1 227 |, 2x
T E
2 3 1

Vf(x) f2 f?
+;T[_§ 2_70_1_—??2'_291;3._133‘_{_%];;3,{....
f2r? r* rt

Analoghe espressioni si ottengono per u,, u..
Queste espressioni messe in relazione con quella ottenuta per ¢ mostrano
subito, come del resto gia si sa, che il 1.° fermine dello sviluppo di ¢ & ¢(u) (¥).
Ora vogliamo trovare la parte risultante dal 2.° termine di ¢ quando per
le w pongo semplicemente i loro primi termini in ¢&.
Tale parte si ottiene sottraendo dalla parte in ¢* di ¢ quello che si ottiene
ponendo in ¢(«), in luogo delle u, i loro termini in &%
Bisogna ciod togliere:
2] - ’2 r "
T e
f2rfe f f*

ricordando che:
¢ (@) = 2(¢: %1 + 9102)-
Si ha dunque:

19 Ll 1 ¢f, 2He 179, 1 f%
12 & 8 1724 3 ! 24 : 32 4
f of f fif f rif

Ora la espressione di H mediante le derivate di f & (**):

H= a3 b0 — ala,bib,,
onde essendo anche:

f* == 6447 a,bb,,
si ha:
2Ho+ o f"p = 29120,

ciot & divisibile per f.
3
L’espressione superiore pud dunque scriversi a meno di un divisore f?, come

(*) KLeiN, Math. Ann., Bd, 32, pag. 374, — BurkHARDT, idem, pag. 442.
(**) BurkaarDpT, Opera cit., pag. 386,
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funzione ntera, propriamente:
1 1 " 1 1o 1 ! 4 1 15
;g[ﬁ? f—ged+orel—o1f ?+2?‘b§;bf].

Ricordando che f=¢¢ e colla notazione simbolica si ha:

1(13, .
45 p; Pas— 3%50«%5014/2
9 1
42 % Yoy — 7?3?’¢‘¢2 >
f?
che trasformata colla formola:
9281 — 991 =(9¢9),
(per effetto di x, = 1), diventa:
1(2 , 5 , 1
115 Gere— 2 Gereie] (4)
2

f

con che si vede che il grado in z, che prima era apparentemente 1'8.° ora
si & ridotto semplicemente al 6.°

Ripassando ora dalle z alle u, dalla formola (4) dovremmo passare al
2.° termine richiesto di o.

Le formole colle quali dovremmo operare questo passaggio sono:

xf _ AR x3 .
T =14 T =U — =U;.
fE f_2 fE

Perd & facile vedere che, poiche la (4) & una espressione di 6.° grado nelle z,
questo passaggio in generale potrd farsi in molti modi; anche che volessimo
valerci del teorema che il risultato deve essere una forma invariantiva di ¢ ¢
e della forma:

X =2 — QU 2,2 + U3 2L,

sempre resterebbe una certa ambiguitd, come in seguito svilupperemo piu dif-

fusamente.
Capita dunque qui questo fatto nuovo che non accadeva per le funzioni

abeliane.
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Infatti nella Memoria II con un metodo analogo a quello seguito ora
abbiamo potuto univocamente determinare il 2.° termine dello sviluppo di o (*).
Ci basti intanto per ora d’aver trovato la formola (4); nei paragrafi se-

guenti giovandoci in una maniera assai singolare dell’equazione differenziale
di WiLreEss completeremo questa ricerca,

§ XII. Caso delle 35 o iperellittiche pari di 1. specie.

Le o pari sono definite dalla formola:
0
o = V7@ + V7] 5ol

quando gli integrali di 1.* specie dipendono al solito solo da due punti x, 4
della superficie di Riemany. In questa formola ¢, ¢ sono due forme di 4.° grado
il cui prodotto forma f.

Ponendo:

y=z2+¢,

81 ha:

Ve@ @) + Ve @)@ = 2V2 @) + 5 “”ﬁ“’w

+[1 \/(p(QW” e ‘i‘% V¢(2q><p'§’—<P'”)]g2+.“
V v

onde nello sviluppo di o il coefficiente di ¢* &:

1 o*(29¢" 4% | 1 {*(209" — o)
E—T—_I_I_G'_&?—(P__Tﬁi— 7;( o9 + ¢¢)
VF§? VFe®
+ | 2H— 5 aff =51
fa 32 ?
ed essendo:
1o 1,
He o ff = gt (%)
si ha:

Loy 5 e 5 oy 1
—5lf'+ g lt=—g=+5"

(¥) Memoria II. § 1.
(*¥*) BurxHARDT, Opera cit., pag. 386,
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Inoltre:
=99
f=9¢ +4d¢
'=9¢"+2¢'¢ +¢"¢,
onde, sostituendo e riducendo, si ha come termine in ¢* nello sviluppo di o:

% ey ey =2 5¢)

e, usando le espressioni simboliche:
1 3 2 y2
777 (e e (B)

Da questa espressione dovremmo passare al 2.° termine di o se non avesse
luogo anche qui un ostacolo analogo a quello discusso alla fine del paragrafo
precedente.

§ XIII. Sopra certi invarianti di tre binarie.

I1 2.° termine dello sviluppo di o dispari deve essere un invariante simul-

taneo di
2

o ) Xa+
che sia di 2.° grado nei coefficienti di ¢, di 1.° in quelli di ¢ e di 3.”in quelli di .
Il 2.° termine di ¢ pari deve essere invece un invariante simultaneo delle

tre binarie;

4 4 2
P2y 2y Xz

che sia di 1.° grado nei coefficienti di ¢ e ¢ e di 2.° grado nei coefficienti di .

Ricerchiamo in questo paragrafo tutti i possibili invarianti fra loro linear-
mente indipendent: delle specie indicate.

In primo punto possiamo per semplicita adoperare in luogo dei coeffi-
cienti y x' " fra loro equivalenti, altrettante serie di variabili z, y, 2 che
considereremo fra loro equivalenti.

Ciascuna di tali variabili dovendo stare a 2.° grado, in tutto vi compa-
riranno 6 variabili, e intanto il numero delle lettere ¢, ¢', ¢ di cui disponiamo &:

2+246=10.

Onde, ammesso che non vi sieno covarianti identici (zy), (22), (y2), Vi saranno
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6 fattori lineari e due determinanti. Il caso poi che vi sieno covarianti identici
lo possiamo supporre senz’aliro eliminato, perché allora vi saranno altrettanti
determinanti dippill, e si pud trasformare in fattori lineari colle solite formole, il
prodotto di un covariante identico per un determinante di coefficienti simbolici.
Ora fra 1 simboli ¢, ¢, ¢ 1 determinanti che possiamo supporre, sono:

ee)y  (ee)(ed)y (¥, (eP) ('Y
Quindi i soli casi possibili sono:
(P9 V4o ¢s i
(99) (e 9) b ¥} 4%
@reididss GO 9adydady il
NN adits, (PN gy Yo by b2
E facile dimostrare che di questi 6, solo tre sono fra loro linearmente indi-
pendenti.
Infatti il 2.° colla formola:
(o) 9'» = ece.
si riduce al 1°; il 5.° si riduce al 2.° ¢ 3.° e il 6.° si riduce al 2.° e 4.° colla
formola d’identitd (¢' )¢ = ecc.
Quindi restano solo 11 1.° 3.% 4.°,

Propriamente, ponendv per le x z le ‘¥ si hanno 1 tre soli in-
Y y P ' Yy Xy Xy X
varianti: )

ey Wxr@x )W)
@)@ @x) Wiy \ (4)
G0 @)W W)Wx ™

Considerando invece gli invarianti del secondo caso, si vede che debbono es-
servi sempre due determinanti simbolici, che quindi non potranno essere altro
che (¢¢)? onde i soli invarianti in questo secondo caso sono due, cioé:

9 (2" (41 ) -
@90 X)W Wx) )

Dai risultati di questo paragrafo risulta una prima esplicazione delle cose dette
alla fine dei §§ XI e XII.

Giacche & chiaro che I'espressione (4) del § XTI deve potersi ridurre ad
una combinazione lineare dei tre invarianti (4'). Perd valendosi solo dell’espres-
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sione (A) si vede che solo il coefficiente del primo di essi invarianti & deter-
minato e gli altri due rimangono determinati solo nella loro somma.

Analogamente il risultato (B) del § XII determina solo la somma déi due
coefficienti numerici che debbono moltiplicarsi per ciascuno degli invarianti (B')
per avere il 2.° termine di o pari.

§ XIV. Trasformazione del processo di Aronhold ¢
nel campo di raziona'itad delle o dispari.

Il processo di Aroxnorp d, come abbiamo visto al § V, si compone della
somma delle derivate rispetto ai coefficienti della forma fondamentale f, mol-
tiplicate per i coefficienti di un certo covariante F.

Perd le funzivni ¢ non sono funzioni dei coefficienti di f, ma dei coef-
ficienti di certe due forme di grado inferiore, ¢, ¢, il cui prodotto forma f.

Ci sard necessario quindi, prima di tutto, di trasformare il detto pro-
cesso ¢ in modo che vi compariscano le derivate rispetto ai coefficienti delle
due forme ¢, ¢, che nel caso delle ¢ dispari sono I'una di 2.° e I'altra di
6.° grado.

Ponendo:

0

, 0 , 0 \
=‘—F=.\ua—@’1’+25—¢‘f’;

i coefficienti ®, ¥ formano nel complesso due certi covarianti che chiame-
remo ®, ¥, e che sono stati trovati sotto una jforma non definitiva dal WiL-

THEISS (*).
La forma data loro dal W. & propriamente:

Y= 358(@@, 0+ ;— PP B grda+ sb’:%](=3‘2(xv)

o= [B@d, )= U9 pode + 0l |: B2000)

Noi' trasformeremo queste espressioni in modo da farvi scomparire il divisore
(xv), .giacchd esse in fondo sono funzioni intere.
Cominciamo dall’espressione di ®.

(*) Opera dit., pag. 290,
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8i ha, riducendola tutta in funzione di ¢, ¢,

1 1 3 ' ¢ ’ ’
?= 3500 157 120U NS + 120009)4 0 dagu et

+ 60(s'9)¢z ¢t 9 + 22(¢9) 9% ¢%] 9o
— (9B eode + ¢ a] 9% -
Il termine in (¢'¢), collo scambio dei simboli equivalenti & eguale a
> (o9 (v 4L 8.
Gli altri termini possono scriversi:
GO | 3 4287 0n+ T 419300 — o budoPuots

25 . ., 60 o "
— T 99t T Yeba9 o9 ute — Sdodagrgi-

Gli ultimi tre termini possono scriversi:
25 '
T Y0929 (2o — $o¢'s]

+ 590 da¢'a [¢0 92 — ¢'200],

onde infine, con altre facili riduzioni, possiamo scrivere:

1 45 ., e N e ,
O =g — 5 (' 9 + 204 9) (49) 4% Yo
+5o) (¢ 99l -
Passiamo ora al caleclo di W.

Esso &:

3 1 ! ‘2 173 2 ’ g !
32(xe) 7“6[120(‘1’ ‘p)‘qu’u?v'{"le(‘!’ ‘!’)‘Puq‘m?x?v

+ 6000 0¥ " 30 + 24 (69) 9t ¥ + 1204 Y1
+ 5 [ dago+ 0] 2049

1l primo, secondo e quinto termine sono ciascuno da s¢ divisibili per (xv). In-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



pari e dispari di genere 3. 289

fatti essi possono scriversi rispettivamente:
ORI [ — ¢34]
+ 2 D)Vt gu o [§4 98 — 9244)
+2Zwen -l

e le quantitd in parentesi sono tutte divisibili per
Voo — Vatdo = (L) (07).

Inoltre gli altri termini possono scriversi, aggiungendo e togliendo opportuna-
mente certi termini:

1 1

L o0 {604 daga [Vt 11 — 4121
b oAde, [4500— 050
10454 [ — bagel |

e quindi anche questi termini sono divisibili per (vz). Onde infine I’ espressione
ridotta di ¥ & la seguente:

V= —— (4) ’)2 [— 60: ;Lx US4 %o (V,Z H’Ji ",v #’mjbw HL?) + ‘1/,2 ‘«V)
+ 1 ade 9o (V54a + 0 adode + Vo odatl + 4540
— 12¢; (ads 4 e €CC. €CC. .+ v ¢+ v . . . )]
+ 595t

§ XV. Determinazione di ds =4YD, D,
pel caso delle funzioni dispari.

Abbiamo giad detto in un altro paragrafo che s & la irrazionalita colla
quale la funzione T'h si differenzia dalla funzione o, propriamente Tk =s.0 e

$ =YV Dy Dy,
dove con Dy, Dy sono indicati rispettivamente i discriminanti di ¢ e .
Annali di Matematica, tomo XVII, 37
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Ora ci occorre di determinare ds e per far questo potremmo procedere
col metodo che si presenta pilt naturale, giacché ora conosciamo (dal para-
~grafo precedente) la trasformazione del processo d.

Perd il metodo naturale in questo caso sarebbe molto lungo e faticoso, e
noi quindi useremo un artifizio che ci fard assai semplicemente giungere alla
determinazione richiesta.

Incominciamo coll’osservare che il discriminante di tutta la forma di
8.° grado, pud scriversi:

Df=D,DyD,.
avendo con D,, indicata la risultante di ¢, {.

Ci ricordiamo inoltre che il processo & & caratterizzato dal fatto che ap-

plicato su D da per risultato zero (*).
Applicando quindi il ¢ alla formola precedente e poi dividendo per Dy

st ha:

3 Dy 3Dy 31)?4,
b, Ty T2, =0
e poicheé: .
ds 1(8D, d Dy
=5l
si ha:
ds 1 3Dy
=1 D,

La quistione quindi si riduce a calcolare il secondo membro di questa espres-
3 L3 N LEN . . _DJ
sione, la quale sarebbe gid da s¢, piu facile a calcolarsi che non Ti; ma
Y
in ogni modo noi non faremo neanche direttamente tale determinazione, ma
ci avvarremo di un artifizio.
. ds . D .
Incominciamo col fissare che — deve risultare una funzione intera; cid
S
risulta, per effetto di certe considerazioni che svilupperemo nei paragrafi se-
guenti (vedi § XVI), dalla nota proprietd delle funzioni ¢ di essere funzioni

tntere dei coefficienti di ¢, ¢ (**).
Ora per effetto di facili considerazioni sui gradi in ¢ e ¢ di Dyy e dei

(¥) WiLtueiss, Math. Ann., Bd. 33, pag. 287.
(**) Wivrneiss, Ueber die Potenzreihen der hyper. Thetafunctionen. Math, Ann.,

Bd. 31. — BurxkHarpT, Op. cit., Math. Ann., Bd. 32, pag. 435,
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covarianti del processo ¢, risulta che 311)) ? sard di 1.° grado nei coefficienti di

2
¢ e di 1.° grado nei coefficienti di | e inoltre di 4° grado nelle variabili v.
Onde non potrd essere altro che:

¢ (?4’)2 ¢y

dove ¢ & una costante da determinare.
Supponiamo la quadratica ¢ scissa nei due fattori lineari ¢} = p, - qne
Allora la risultante possiamo scriverla:

Doy = (p9)(gy )"
Per potere applicare il & a questa formola, dobbiamo trasformarlo in modo da
farvi comparire, anziche le derivate rispetto ai coefficienti ¢, quelle rispetto ai
coefficienti p, ¢. Ciod in modo che sia:
2
0

| 4
—e

o 9
P==V_= i
S5 P+ 35 &

dove P @) sono da determinarsi.
Al solito essi soddisfanno a

®=pQ+qP7

e basterd determinare in qualunque modo due covarianti P, @, purché soddi-
sfacenti a quest’'unica equazione. Cid risulta da ragionamenti analoghi a quelli
altrove sviluppati (¥).

Possiamo allora porre:

P= = [ 0P B beto— GO GD) R 4oy

+ 5 UPree T GPGD D]
0= j—f—@q)z Sapo — 2 D) (4043 bt
+ 5GP+ o (DU

dove, fra le infinite coppie che potevamo scegliere per espressioni di P, @,

(*) Vedi Memoria II, § 15.
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abbiamo specialmente scelta quella in cul @ si ricava da P collo scambio di
pingq.
Intanto:

Dpy =6(YpP U PYY Q) + 6 P (' Q) (%10)‘
+ Yoy (¢ er + (py(¥e),

che per p==gq ciod, pel caso in cui ¢ diventi un quadrato, diventa (poiche
allora P = @)

(@ Doylp=g = 12(4p) (4 D) (¥'p)* + 2(¥ ) (¢ p)"-
Intanto per p =g si ha:

P = Q= 53 | 100D dodopo + 5 (4 44pa]

onde:
(9 Doplpmg = 7 (VPP BF {10 BY (40 200 + 3 (4 0Y (42)4"4]
+ 2(¥py (4 p)"-

Facciamo diventare ora anche ¢ una sesta potenza esatta. Cid equivale a sup-
porre come effettivi tutti i simboli ¢ che entrano nelle nostre formole.
Intanto dalle formole del paragrafo precedente risulta allora:

_ _§_ 2,4 6
V= 7_32(?¢) %Ym
onde si has

5
(@Dpy) = o (4P 1,
ma per p=q e per ¢ effettivo si ha:
Dey = (¢p)",

(3 Dy, 5
Gt — s wrrae.

onde:

Il coefficiente ¢ che era ignoto sul principio di questo paragrafo, & dunque

-25_8’ onde infine:

s 5
T =TT,
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§ XVI. Formole di ricorrenza per le ¢ iperellittiche dispari.

Poniamo la T'h dispari sotto la forma:
Th=s(N,+ N+ ...

Sostituendo allora tale espressione di 7' nell’equazione differenziale del § VII
e eguagliando a zero le parti che sono dello stesso grado in %, u, u;, restando
le v arbitrarie, si hanno le equazioni:

reg =0 () (@)

83(sN)) + s(xa)3at Y, E;;A; aia; -+ 8 Rt Py tEe
j

83(61\2)—4) + s(xa)z a al\r.!) .‘ a;a; + S “ —a-ﬁ ,vaz+,3 2 0% Nux+s
043X Ota 0ug B

+ %sNﬂ_sA = 0.

Prima di tutto calcoliamo in funzione dei coefficienti di ¢ e ¢ la espressione:

(o)t ot B oot aiay = (1o (payat,
essendo N, = () (**).
Si ha:
(xa) (pa) ah = o5 | () (¢ 91 ¥4 + 419 () (¢ 9§ 444
+ 8 L)@ 9)* ¢S 90 + () (990 ¢4
+ 80y (99 (' 9490+ B(4) (§'¢) 45 90
Ora il 2.° secondo termine colla identit:

) ¢'9) = () (#'9) + (xe) (o),

si riduce ad un termine eguale a s& stesso, ma col segno contrario, e ad un
termine simile al 4.°
Inoltre il 5.° termine con

(9'¢) s = ecc.,

(*) Conoscendo le proprieté di o, e quindi dei termirni N, da questa equazione si ricava

facilmente ci6 che abbiamo asserito al § XV, che cioe 8—: é funzione intera.
(**) BurkHArDT, Math., Ann,, Bd. 32, pag. 442

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



294 Pascal: Sulla teoria delle funzioni o iperellittiche

si riduce ad un termine eguale alla metd del 4.°; onde infine si ha:
1 ' '
(L) (gt b = o |29 (¢ 944 + TOh) (o' o) 4
+8Ge) (d) (¢ ¢t g0 + 6(d) (¢ 9 ygif-

Vediamo ora che cosa & ¢ N,. Basta applicare I'espressione di @ ottenuta al
§ XIV..

Si ha in primo luogo:

ON, o= s~ 2 (g (4 2004 4 200 9) (U 9) ¥ )9 2) 2 o

+ 509 Ge) e 0
Il 2.° di questi termini si pud facilmente ridurre a

20009 () (920 4390 + 2004 92 (3" 9) (¥ 20) (90) ¥4

di cui il 2.° termine si riduce a
— 10(p9)y (420 ¢5-
Inoltre il 8.° termine dell’espressione precedente di o N, si riduce a
5 9) e ¥t [0 (¢'e) + ¢ ) (g2]
5 ’ Ne 2
=—S (@@ +50e) et e,
onde infine:
1 5w )2 2,4 ' 2
ON =t = 35(¢ 9" (40" 40+ D (¥ ) (920" 45
+ 2097 0 G o] -

Raccogliendo tutti questi risultati si ha dalla prima della equazione (4) stabilite
al principio di questo paragrafo, la formola:

e ' \e 2 14
S Xt PR e = — g |~ 2O () )
+28(W)2(‘1/x)(?x)'%%%+6(x¢)e(?'¢)zq,g?§§3 (4)
- SNiaS.
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§ XVIL ucieruinazione ci Nj.

Colla equazione (A') ottenuta alla fine del paragrafo precedente possiamo
finalmente completare la ricerca del 2.° termine della o iperellittica dispari a
ire argomenti, incominciata al § XI. Perd ci pare utile di mostrare qui, anche
a titolo di verifica dei risultati ottenuti avanti, come da questa unica equa-
zione (A') colla conoscenza delle proprietd fondamentali delle o, si pud ricavare
il ds (che noi gia conosciamo dal § XV) e I'V,.

Incominciamo coll’osservare che le » sono rimaste finora completamente
arbitrarie; esse compariscono al quarto grado, quindi compariscono solo cinque
combinazioni di esse, cioé:

9
vi, V30, vivs, v, 03, vs.

Possiamo naturalmente porre eguali a cinque quantith a nostro arbitrio
queste cinque, perché I'equazione differenziale di WinTneiss non rappresenta
in fondo che cinque equazioni riunite fra loro in quella maniera particolare
per mezzo delle v, per dar loro una forma invariantiva e simmetrica.

Nel caso abeliano noi abbiamo potuto disporre (*) [e anche nel caso ipe-
rellittico p == 2 i1 Wiraess ha potuto fare lo stesso (**)] delle v in modo da
far riuscire precisamente eguale a N,., (a causa del teorema di EuLero) la
parte dell’equazione differenziale contenente le seconde derivate di Ny, Cid
si otteneva supponendo le quantitd arbitrarie v eguali agli integrali di prima
specie u.

Ma nel caso presente non possiamo fare lo stesso, perché le combinazioni
con ripetizione a due a due delle w, u, u; sono sei e non cinque.

Perd noi possiamo usare un artifizio diverso.

Ed invero osserviamo che nell'espressione:

?-)e—a—s v:+p—z

1 ?

sebbene «, B vi compariscono come una sola variabile espressa dalla loro
somma, pure considerando «, 8, come variabili indipendenti che abbiano i
valori 1, 2, 3, si hanno sei combinazioni. Noi possiamo ciascuna di tali com-

binazioni farla eguale a
dua, du‘g.
(*) Memoria II, § II.
(**) Ueber eine partielle Differentialgleich. der Thetafunct. sweier Arg. u, uber die
Reih, derselben. Math., Ann., Bd. 29,
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La sola difficoltd che s’incontrerebbe con questa speciale determinazione delle v,
& che Ja stessa espressione o} pud risultare in due modi diversi, ciod:

oper a=1 =3,
ovvero per o =2 B =2,

e quindi quella stessa espressione viene una volta posta eguale a du,du; e
un’altra volta a du.
Perd queste due quantitd sono fra loro effettivamente eguali. Perche es-
sendo (§ V):
dus:du,: du, = 231 2,7, 73,
si ha appunto:
du,dus = du?.

Con questa determinazione delle v I'espressione:
02 N3

AN vs—m—ﬁ ,vez+p—2
Lk A 2 3%1 auﬁ ’

diventa semplicemente il differenziale secondo di N, cioe d*Ns.

Quindi conoscendo ¢'s, e facendo opportunamente per le v le sostituzioni
indicate, il secondo membro di (4") dovra risultare un differenziale secondo
esatto.

La sua integrazione ci da ;.

- Con un metodo precisamente analogo si farebbe I'applicazione delle for-
mole di ricorrenza (B) per trovare i termini seguenti dello sviluppo di o.

E questa dunque una differenza sostanziale fra questo caso iperellittico
p=23 e quello che si presentava per il caso abeliano p =3, e iperellittico
p = 2. Ivi potevano aversi delle formole di ricorrenza di applicabilita imme-
diate; qui invece ogni volta che si dovessero applicare per trovare un termine
seguente dello sviluppo, occorrerebbe adoperare un procedimento analogo a
quello che qul adoperiamo per trovare Nj.

Ci pare utile mostrare qui con quanta facilith si pud ottenere I'espressione
di os, supposto che non ancora si conosca.

Sappiamo perd in ogni modo che esso deve essere della forma:

35— elpurut.

Ora sostituendo questo valore in (4') e giovandoci poi delle condizioni
di integrabilita e propriamente eguagliando fra loro la derivata rispetto a u,
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del coefficiente di du? e la derivata rispetto a u, di quello di du, du,, si ha
la relazione (scrivendola precisamente come risulta, senza riduzioni):

—28-2(99Y 45 4 2(6 + 8- 28c)($ 9V 9142 ¢}
+ 28 (49 I ps (a0 + de9s) + 12(5' ¢ 4329 =
= — 28 2(p¢')" 43¢z + 2(6 + 8 28¢) (¢ 9) 4}¢. &2
+ 144 ¢) 4P ou($a9e + 3¢20) + 6 (4 P99 (449 + ¢e9),

da cui risulta senz’altro:

come gid sappiamo (§ XV).
L’equazione (4") diventa allora:

0N, = = |28 (99 (9 1) 4 + 490 (020" 94

/ 1
, @)
— 289) () G 0Be — G Uer ], )

dove perd al secondo membro si intenda necessariamente poste opporfunamente
in luogo della v le espressioni di cui si & parlato.

Il risultato dell’integrazione dovrd essere (come sappiamo dalla teoria
generale delle funzioni ¢) omogeneo intero nelle %, di 3.° ordine e inoltre deve
essere di proprietd invariantive.

Giovandoci dei risultati ottenuti al § XIII poniamo:

Ny=s—e e GEF G0 Gy @xy
A (A P (PR (P
" WP E) @)W W)@t

dove giovandoci della (4") & facile ottenere:

¢ =28
¢’ =412
¢ = —42.

Se in luogo delle # poniamo i primi termini del loro sviluppo in serie secondo
le potenze di ¢ (vedi § XI), otteniamo un risultato che s’accorda completa-
mente con quello ottenuto per via affatto diversa nel § XI.

Annali di Matematica, tomo XVII, 38
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§ XVIIL Il processo ¢ nel campo di razionalita
delle 35 o pari di 4.* specie.

Supponiamo f; = ¢,¢, e sia il campo dei coefficienti delle quartiche ¢,, ¢,
quello di una delle 35 ¢ pari. Il processo ¢ trasformato nel campo di tali
coeflicienti diventa:

2 0
d=3g 0+ Sy ¥

dove ® ¥ sono due covarianti la cui forma & trovata dal Wirragiss nel luogo
citato (*¥), ed & propriamente:

— 4@, ¢+ BED [ e + 1939 |8 (),

e la ¥ si ricava evidentemente dalla @ collo scambio di ¢ in ¢.

Tale forma data alle ® e ¥ dal W. non si pud dire che & forma defi-
nitiva, perche le ® e ¥ sono funzioni intere e qui compariscono come frazio-
narie. Con una prima calcolazione analoga a quella fatta nel § XVI per le o
dispari, si ottiene:

_1_ 2 ’ Ry
=iz e [—oavats
— 4“:0 (le Ve ¢ (?x cflv + (}’, %)
_24‘ q’z(?w.v'l'?%'?”o«”? +q’v )]
— W)Y [$0429'= (% ¥a + 925's)
+ 45 Ve 0(3075 + o Fo?e + 4247

+§@@@@E¢mwwz
+ %ot (Yo + %'fm)](

I termini in (¢¢)(¢%) colle regole del calcolo simbolico si rlducono fa-
cilmente a quelli in (¢9)

(*) Math. Ann., Bd. 33, pag. 290.
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Si ba infine per risultato finale:
1 ' 2 23 ’ 1
®=§§(??)’[—7¢:m’i——7—%%mvcpz—7 A
15 .
— 3 it rotateds |
2 n[3 : )
+7(%@)(%)[5%?3%?2—%%%'f%?:]g-

. . : . ds . - .
Determiniamo ora il valore di ~ ber il caso pari. Sisa che in tal caso

irrazionale s & la radice ottava del prodotto dei due discriminanti di ¢ e ¢.
Indicando con D,y la risultante di ¢, ¢ risulta anche qui con ragionamenti

eguali a quelli del § XV che:

= —— s

—? 4 D?\p
e d’altra parte con una facile calcolazione di gradi nei coefficienti di ¢ e ¢ e

: Ss Lo .
sapendo anche qui che Y deve essere funzione intera (*), si ha:

SDN;
—_— == O 2 5 ?},
D,y — Cle¥yeid

Per determinare ¢ supponiamo che ¢ ¢ diventino quarte potenze esatte. Allora
Dgy = (3¢)* dove 9, ¢ non hanno pil significato simbolico, ma effettivo. Inoltre
® diventa:

o= 35 G| S ot + bobosit],

onde:
3 s
0Dy =2 (41415,
e quindi:
b3
=3
onde:
ds 3 s 12
_;_ - '2_§ (?41)!?1:4’0

(¥*) Per ragionamenti analoghi a quelli accennati nella nota del § XVI, Vedi la prima
equazione differenziale del § XIX.
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§ XIX. Formole di ricorrenza e determinazione del 2.° termine
delle 35 ¢ pari di 1.* specie.

Poniamo una T'A pari sotto la forma:
Th=s(1+ N;+N,+--).

Allora sostituendo questo valore di T' nell’equazione differenziale del § VII
si hanno le formole:

- 0N
a—pB ,a+p—2 _
SR L 0ua Oug =0
83(81\7;) + S(X(l)%f Y- R\ - 0; 4 + va —'a—ﬁvtl-f-p—g 0% Nax+2
Ve U d 8 a 1] __Bmaup

+ § SN21_2A= 0.

Dalla prima di queste equazioni, conoscendo il ¢s (paragrafo precedente),

Sl ricava:
02 N2
Bua aM‘B

Sapendo che N, deve risultare della forma (§ XIII)
Ny = (@9 (PP @)+ "G @0 e x) G0 ¢ x),

la equazione scritta sopra non ci pud (come succedeva invece per il caso delle
o dispari) determinare ¢, ¢’, ma ci determina solo la loro somma:

2 vs—-a.—‘s v¢+ﬁ-—2

E 2

=+ 2 (pUr et

' 3
¢ —}-c’——,

risultato che s'accorda con quello ottenuto per vie affatto diverse nel § XII.
Dobbiamo dunque cercare una via diversa per trovare individualmente il

valore dei due coefficienti numerici.
Per far questo ci avvarremo della seconda equazione trovata al principio

di questo paragrafo, per 1 =1.
Si ricava in primo luogo:

(Layasy a‘iN? aia; == (0 b (p9) [ (@) (') + ¢ (') (ba?
+2¢" (50) (b0) (o ) W )]-

Per semplificare ora tutti i calcoli che seguono supponiamo un’ipotesi parti-
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colare. Supponiamo che ¢, ¥ non siano coefficienti simbolici, ma effettivi, ciod
che f si scinda nel prodotto di due quarte potenze esatte. Questa & la stessa
ipotesi, nella quale si & calcolata ) espressione di L nel § IX.
In tale ipotesi 'espressione di dNN, si semplifica molto e si ha propria-
mente:
3 ¢ -4 c’ ,
ON, = o5 (PP o %o Mo + 555 (G0 [ (P G ) do s +

+ (32) @x) 2 90 ¥2]-

Inoltre:
(1 a) (7Y 0 = o [6(3)" (G4 ¢4 4% + 82 0 (420 (9 o
+ (bR o9y ¢e)
(ray (o) at = o= (60 GH 6 + BU D E0EH 1083
+ (e (sdydi)
(1Y (¢0) (b a) b = — = [0 1 (09 70 & -+ (F 2 (4 o]

— S UGS

Sostituendo tutti questi valori nellequazione differenziale, tenendo presente
I'espressione di L del § IX, e riducendo si ha:

B e~ B LI DU SRR
F' GO + GO R E D@0
+ " (P ) BA ) 7oV

4 (WA o) @) )XV ¥e,

dove:

. 1 1,
W =gEm T 7

3¢ 3 4 ,, ]
v _ 9 2 x —_—C
e kot T Chanl
1ot 71 6 !
W=t 5

34 120".

w

Wo=9t5r.7e 85
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Da questa espressione possiamo calcolare:

0* Ni 0* N,
ul’ Qs Ouz
Si hanno cosl due espressioni di 2.° grado nelle u, cio¢ nelle .
Facciamo la derivata della prima rispetto a w,, e quella della seconda
rispetto a u,, ed uguagliamo queste due derivate.
Allora ¢ facile vedere che in tale eguaglianza scompaiono identicamente
le parti che moltiplicano #’, e quelle che moltiplicano «".
Resta solo

n’ [2(? VG0 e dibe + () (@1de + 22 di) o -
+ 2000 det0 + (1) (ke 080 1]
2w [@nren + b et
=3 [Brt+ ) @0 + k0G0 Rb+

+ (34294 + $u0a) [Us (@ 2 + 9u(e ) (b )] ¥ @-]
+ 0" (9o by + @1de) [$1 (4 2)® 4 43 (9 0)] 91 %

Dovendo questa equazione essere identicamente soddisfatta, eguagliamo a zero
il coefficiente di %, il che si riduce a porre:

n'—2n" =0,
donde:
’ 1l 17
2¢ +¢ =20’
e quindi infine:
: 1
= Twsq
" 112
=tws7

§ XX. Sulla o iperellittica pari di genere 3, di 2.* specie.
Sappiamo che mentre nel caso abeliano p =3 le 36 ¢ pari sono tutte fra

loro equivalenti, nel caso iperellittico, invece esse si scindono in due categorie,
di cui I'una composta di 35 di esse, risulta di funzioni ¢ le quali non si an-
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nullano per argomenti zero, mentre 1’altra risulta di una sola funzione ¢ di-
stinta dalle altre, perché per argomenti zero si annulla. Avanti abbiamo stu-
diate quelle della prima categoria; ci pare utile ora, per rendere completo il
nostro lavoro di studiare I'altra indicata funzione o.

La Th corrispondente scriviamola:

T’&=3(N2+N4+"')-

Sappiamo che s & la radice ottava del discriminante della forma f di ottavo
ordine, e inoltre che

No=(zxy (*
3N, =0,

perchd N, non contiene i coefficienti di f. Inoltre per la proprietd caratteri-
stica del processo ¢, si ha:

Si ha quindi:

ds = 0.
Onde infine I'equazione differenziale del paragrafo precedente, per 2= 1 diventa:
\ — Ol e — 82 N ’
Bty T — — 2 (10 () o

donde immediatamente si ha:
1 13 1 i
Ny=—3(ay (ap( a) (" o)

Passiamo ora alla ricerca di N,.

In primo punto richiamiamone in generale la forma. Il termine N, deve
essere di 6.° grado nei coefficienti x, e di 2.° grado nei coefficienti a.

F facile convincersi che non esistono che solo quatéro di siffatti covarianti
fra loro linearmente indipendenti. Il termine N, sard ciod del tipo:

No=m' (aby(ax)(ax’y @x")®x"y@x")CxX")
+m" (ab) (ax) (@xP (bx"y Gx" ) (@x™) by ax) (b))
+m” @by (ax) @x') (@x") G2 ax) b x") @x™) Gx") (@ x") (b))
+ " (@b) (e x) @ x) (ax) (b)Y @x ) b)Y ax™) (0 x")(@x™) 0 x") (@x) B X)-

Tali quattro termini li chiameremo per brevitd rispettivamente: (I), (II),
11, dav.

(*) BurkHARDT, Opera cit., pag. 442.
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Inoltre:
( a)ﬁa‘z-—a—m—a-a-=—?—(ab)2a‘( a)’(b l)g(b l/)g(b m)2
X v aXin iy 3 v X 4 £ XN
e giovandoci della espressione di F da noi trovata al § VII si trova:

N, = (ab) [ at [ @Y G FOLY +6@nGN@)0x)Gx Y 6x"Y]

+ 7 L 43b, [3(a x)2 (@x)YOxHYOX PG+
+ 4@ @) @) ) axyox) XY
+5 aab’ [3 (@) (a2 (b (b "y 24 (@) (ax) B Yax ) B Y B™)

80 G0 @)0)@)bx) ax )62

Usiamo ora I'equazione differenziale del paragrafo precedente per A =2, e
teniamo presente che J's nel nostro caso & eguale a zero.
Si ha:

BIN,— 2 (B at(xal (B Y (Y (0" + Bt Portt o0

Bumaup
+35 <ab>=(xx>2[ @Y GL Y + 5 b )6 ) O

+ 35 aa by () (0x") + 35 S a3 by (ax") b (@x") B )] =0.

Ponendo:
(@b (x Y =2[(@x)@xy — @x)®x)(ax) ),

e chiamando per brevitd coi numeri

0, @ @,

i sefte termini consecutivi di cui si compone I'espressione di ¢.N,, I'equazione
precedente si riduce a

—a— . O° Ns 1 1 o 2
Y )6—a—R a+B—2 = — —_ a
1 1. 1
—3B) =5 ®+5 ).
. . . 0*Ne . . .o
Calcoliamo ora la espressione di i © propriamente in due modi, cioé
i

dalla formola precedente, e direttamente dalla espressione di N,. Riguardo al

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



pari e dispari di genere 3.

305

primo modo non ¢’¢ da fare altro che supporre nelle espressioni di (1) (2)...

gli indici v sostituiti da indici 1. Riguardo al seconde modo si ha:
12m' (1) 4+ 18m' (5) + 4m" (2) + 8m" (6)
4+ 16m” 8)+ 2m” (B) + 2m"'(7) + 16m"' (4)
+ 12m" (6) 4 30m™ (7).

Risultano dunque immediatamente le equazioni:

1
12m' =—=
6
" 1
4m' =—=
2
16m" ——2
/ 2
16m " —
3
18m' 4+ 2m = — ;
8m"” + 12m'" = —-é_
2m" 4 30m" = + % )
le quali si accordano tutte a dare
m' — 1 mlll 1
TR T R
" 1 v 1
m =" m 9%.3.5
Napoli, settembre 1889.
Annali di Matematica, tomo XVIJ, 39
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Considerazioni comparative
intorno a ricerche geometriche recenti.

(D¢ Feuce Kimy [a Gittingen)). (*)

Programma pubblicato in occasione dell’ accoglimento
nella Facolta filosofica e nel Senato dell’ Universits di Erlangen, 1872,

tradotto da GINO FANO.

F ra i risultati ottenuti negli ultimi cinquant’anni nel campo della Geo-
metria occupa il primo posto lo sviluppo della Geometria Proiettiva (v. nota I).
Benche da principio le cosi dette relazioni metriche, non conservandosi in-
variate nelle proiezioni, sembrassero inaccessibili a questa disciplina, tuttavia
recentemente si & riuscitt ad abbracciarle anch’esse sotto il punto di vista
proiettivo, di modo che ora i metodi proiettivi comprendono tutta quanta la
geometria. Solo che le proprietd metriche vi compaiono, non pi come pro-
prietd degli oggetti in s, ma come relazioni fra essi ed una forma fonda-
mentale, il cerchio immaginario all'infinito (delle sfere).

(*) [Alla proposta del sig. Sgere t) di pubblicare negli Annali una traduzione del mio
Programma del 1872 ho accondisceso tanto piu volentieri, in quanto che il primo volume
testé comparso della « Theorie der Transformationsgruppen » di Lie (Leipzig 1888) potrebbe
far si che 1'interesse dei geometri si rivolgesse maggiormente a siffatte discussioni. — La
traduzione & assolutamente letterale; nei due o tre passi in cui si sono mutate alcune parole
si son racchiuse fra parentesi quadre [ — ] le nuove espressioni. Nello stesso modo si sono
contrassegnate una serie di aggiunte sotto il testo, che solo ora vi furono introdotte.

F., KLEIN.]

1) Le ragioni di questa proposta (messa poi ad esecuzione grazie al sig. Fano, studente nell’Universita
di Torino) non consistevano per me soltanto nell’interesse storico che a quest’opuscolo proviene dalla molti-
tudine di ricerche, specialmente del sig. KLein e della sua scuola, che pid o meno direttamente s’ispirarono
da quasi un ventennio alle vaste vedute ed ai profondi concetti in esso contenuti. Questo lavoro non &, a
mio avviso, abbastanza noto ai giovani geometri italiani; ed & specialmente per essi che ho desiderato si
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Confrontando le nozioni della geometria ordinaria (elementare) con questo
metodo, introdottosi gradatamente, di considerare le forme dello spazio, sorge
la questione, se esista un principio generale, secondo cui ambo i metodi po-
trebbero organizzarsi. Tale questione appare tanto piu importante, in quanto
che accanto alla geometria elementare ed alla proiettiva si presenta una serie
di altri metodi ai quali, con tutto che meno sviluppati, convien concedere pari
diritto di esistenza autonoma. Tali sarebbero la geometria dei raggi reciproci,
quella delle trasformazioni razionali, ecc. le quali saranno in seguito menzio-
nate ancora ed esposte.

Coll’ assumerci di stabilire in seguito un si fatto principio noi non veniamo
certo a sviluppare alcuna idea essenzialmente nuova, ma solo delineiamo con
chiarezza e precisione c¢id che fu gid pensato da taluno con pili o meno esat-
tezza. Ma il pubblicare siffatte considerazioni comprensive appariva tanto piu
giustificato, in quanto che la geometria, che pur & unica nella sua sostanza,
nel rapido sviluppo cui andd soggetta negli ultimi tempi si & troppo suddivisa
in discipline quasi separate (v. nota II), che vanno progredendo alquanto in-
dipendentemente le une dalle altre. Aggiungasi a cid I'intenzione particolare
di esporre metodi e punti di vista che vennero svolti in lavori recenti di Lie
e miei. I nostri lavori, per quanto fosser diversi gli oggetti a cui si riferivano,
pure d’accordo sono entrati in questo modo generale di considerazione, sicché
era una specie di necessitd di discutere finalmente anche questo, caratteriz-
zando dal suo punto di vista contenuto e tendenza di quei lavori.

Benche finora siasi parlato di sole ricerche geometriche, pure vi si de-
vono intender comprese quelle relative a varieth comunque estese, le quali si
sono svolte dalla geometria coll’astrarre dalla rappresentazione nello spazio,
rappresentazione non essenziale per le considerazioni puramente matematiche
(v. note III e IV). Nello studio delle varietd vi sono appunto dei tipi differenti

facesse questa ristampa. Tante idee generali ed ingegnose che si trovano in queste pagine, come 1'identit
sostanziale fra varie discipline matematiche (ed in particolare fra discipline analitiche e geometriche!) che si
rappresentano I'una sull’altra quando si tenga conto dei gruppi di ¢rasformazioni che in esse si pongono a
base; le varie considerazioni su questi gruppi; tante giuste osservazioni che mettono sotto la luce pit vera
e precisano nel miglior modo il carattere di vari argomenti e varie dottrine, e specialmente di alcune pia
discusse, come quella delle varieta piu volte estese, e la geometria non euclidea: tutte queste son cose o
non sufficientemente conosciute e studiate dai giovani, o note solo per via indiretta. Su esse mi sia per-
messo richiamare tutta la loro attenzione.

Al prof, Kreix pel consenso dato a questa traduzione, non che per la revisione e per le aggiunte fattevi;
e cosl pure al sig. Direttore degli Annali per I’ ospitalita gentilmente accordatale, i pil vivi ringraziamenti
del Traduttore e miei,

C. SEGRE.
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come in geometria, e si tratta, come in geometria, di mettere in rilievo cid che
v’ha di comune e di diverso in ricerche intraprese indipendentemente le une
dalle altre. In via astratta, basterebbe in seguito parlare semplicemente di
varietd pill volte estese; ma, collegandola alle rappresentazioni geometriche
pit famigliari, I’esplicazione si fa pii semplice e pilt facilmente intelligibile.
Partendo dalla considerazione dei corpi geometrici, e sviluppando sopra di
essi, come esempio, le idee generali, battiamo la stessa via che ha percorsa la
scienza nel suo sviluppo, e che di solito nell’esposizione torna maggior conto
di mettere a base.

Non & possibile far qui un’esposizione preliminare della materia di cui ci
occuperemo in seguito, poiché essa mal si adatta ad una forma pil ristretta (*);
1 titoli dei paragrafi mostreranno il progresso generale del pensiero. Ho ag-
giunto alla fine una serie di note, nelle quali ho maggiormente sviluppati
aleuni punti particolari, quando cid mi sembrava utile all’esplicazione generale
del testo, ovvero sono stato costretto a separare da quelli affini il principio
astrattamente matematico conforme alle considerazioni del testo medesimo.

§ 1.

Gruppo di trasformazioni dello spazio. Gruppo principale.
Si pone un pr-blema generale.

Il concetto pili essenziale fra quelli necessari per quanto esporremo in se-
guito & quello di gruppo di trasformazioni dello spazio.

Componendo assieme quante si vogliano trasformazioni dello spazio (?),
si ha sempre di nuovo una trasformazione. Ora, se una data serie di trasfor-
mazioni gode della proprietd che ogni trasformazione risultante da composi-

(1) Questa concisione di forma é un difetto dell'esposizione che faremo in seguito; difetto
che, temo, renderd piu difficile I’intelligenza. Ma a cid si sarebbe potuto ovviare solo con
una trattazione molto piu estesa, nella quale le singole teorie, qui appena accennate, fossero
ampiamente svolte

(%) Noi supponiamo sempre soggetto simultaneamente alle trasformazioni tutto il com-
plesso delle figure dello spazio, e parliamo percid semplicemente di trasformazioni dello
spazio. Le trasformazioni possono introdurre in luogo dei punti altri elementi, come fanno
per es. quelle reciproche; ma su cid nel testo non si fa distinzione,
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zioni di queste appartenga alla serie medesima, chiameremo quest’ultima un
gruppo di trasformazioni (*) ().

Un esempio di gruppo di trasformazioni ci & dato dal complesso dei mo-
vimenti (considerando ogni movimento come un’operazione eseguita su tutto lo
spazio). Un gruppo contenuto in questo & per es. quello delle rotazioni attorno
ad un punto (*). Al contrario, un gruppo che comprende quello dei movimenti

.

¢ costituito dall’insieme delle collineazioni. Invece il complesso delle trasfor-
mazioni reciproche non forma aleun gruppo, — perché due reciprocita assieme
dan luogo ad una collineazione —; si ha perd un gruppo considerando il com-
plesso di tutte le trasformazioni reciproche e collineari (4.

Ora vi sono nello spazio delle trasformazioni che non alterano affatto le
proprietd geometriche dei corpi. Infatti, per la natura del concetto di proprieta
geometriche, queste sono indipendenti dalla posizione che la figura da studiare
occupa nello spazio, dalla sua grandezza assoluta, e finalmente anche dal
senso (%) in cui sono disposte le sue parti. Le proprietd di una tale figura ri-
mangono dunque inalterate in tutti i movimenti dello spazio, nelle sue trasfor-
mazioni per similitudine, nel processo di riflessione (specchiamento), come pure
in tutte le trasformazioni che risultano da composizioni di queste. Il complesso
di tali trasformazioni lo chiameremo gruppo principale (°) di trasformazioni dello

(1) [Questa definizione vuole ancor essere completata, Vale a dire, nei gruppi del testo
si suppone tacitamente che essi, accanto ad ogni operazione che abbiano a contenere, ne
contengano altresl sempre 1'inversa; ora guesto, nel caso che le operazioni siano in nu-
mero infinito, non & punto una conseguenza del concetto di gruppo come tale; la nostra
supporizione doveva quindi aggiungersi espressamente alla definizione di questo concetto data
nel testo.]

(3) La nozione e la denominazione si sono prese dalla teoria delle sostituzioni, nella
quale perd in luogo delle trasformazioni di un campo continuo compajono gli scambi di un
numero finito di grandezze discrete,

(8) CamiLLE JorpAN ha determinato in generale tutti i grappi contenuti in quello dei
movimenti: Sur les groupes de mouvements. Annali di Matematica, t. IL

(4) Non & punto necessario, come perd si verifichera sempre per i gruppi di cui faremo
menzione nel testo, che le trasformazioni di un groppo formino una successione continua.
Costituisce un gruppo per es. anche la serie finita di movimenti che possono far sovrapporre
un corpo regolare a sé stesso, ovvero la serie infinita ma discreta di quelli che sovrappon-
gono una sinussoide a sé medesima.

(®) Per «senso» intendo qui la proprieta dell’ordinamento, su cui si fonda la differenza
dalla figura simmetrica (immagine riflessa). Quindi ad es. si distinguono riguardo al senso
un’elica destrorsa ed una sinistrorsa.

(6) Che queste trasformazioni formino un gruppo & necessario in causa della loro stessa
definizione. ’
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spazio: le proprieta geometriche non si alterano nelle trasformazions del gruppo
principale. E inversamente possiamo anche dire: le propriets geometriche”sono
caratterizzate dalla loro invariability rispetto alle trasformazioni del gruppo
principale. Invero, se si considera per un istante lo spazio come immobile," ecc.,
come una varietd rigida, allora ogni figura avrd un interesse individuale; or
bene, fra le proprietd ch’essa avrad come individuo, soltanto quelle propriamente
geometriche si conserveranno nelle trasformazioni del gruppo principale. Questa
nozione, formulata qui in modo un po’ indeterminato, apparird pit chiara nel
corso ulteriore delle considerazioni.

Facciamo ora astrazione dall’immagine sensibile, matematicamente non
essenziale, e consideriamo lo spazio semplicemente come una varietd pill volte
estesa, quindi a tre dimensioni se ci atteniamo alla solita rappresentazione del
punto come elemento dello spazio. Per analogia colle trasformazioni dello spazio
parliamo di trasformazioni della varietd; anch’esse formano dei gruppi. Solo
che non ¢’'¢ pill come nello spazio un gruppo distinto dagli altri pel suo signi-
ficato; ogni gruppo & equivalente ad ogni altro. Come generalizzazione della
Geometria sorge cosl il seguente problema comprensivo:

E data una varietd e in questa un gruppo di trasformazioni; studiare
le forme appartenenti alla varietd per quanto concerme quelle proprieta che
non st alterano nelle trasformazioni del gruppo dato.

Secondo I'espressione moderna, la quale perd non si suol riferire che ad
un determinato gruppo, quello di tutte le trasformazioni lineari, possiamo anche
dire cosi:

E data wna varietd e in questa un gruppo di trasformazioni. Si sviluppi
la teoria invariantiva relativa al gruppo medesimo.

Questo & il problema generale che comprende in s&, non solo la geometria
ordinaria, ma anche e in particolare i nuovi metodi geometrici che qui dob-
biamo nominare, e le diverse maniere di trattazione delle variety comunque
estese. Cid che conviene pill specialmente notare si & I'arbitrarieta che sussiste
in quanto alla scelta del gruppo di trasformazioni da fissare; e 1'egual diritto,
che ne segue e che in questo senso va inteso, di tutte le specie di considera-
zioni che si raccolgono sotto quel punto di vista generale.
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§ 2.

I gruppi di trasformazioni di cui I'uno abbraccia I'altro
vengono subordinati fra loro.
Diversi tipi di ricerche geometriche e loro reciproca relazione.

Poiche le proprieth geometriche dei corpi rimangono inalterate in fuiie
le trasformazioni del gruppo principale, cosl, considerato da sé solo, & assurdo
il ricercare quelle loro proprietd per cui cid si verifica soltanto rispetto ad una
parte delle trasformazioni stesse. Ma il porre una tale questione diventa giusti-
ficato, quantunque solo formalmente, se noi studiamo le forme dello spazio in
relazione ad elementi immaginati fissi. Consideriamo ad es., come nella trigo-
nometria sferica, gli enti geometrici con speciale riguardo ad un punto fisso.
Allora la questione & anzitutto questa: Sviluppare le proprietd invariantive,
rispetto al gruppo principale fissato, non pit dei corpi a sé, ma del sistema
formato da essi e dal punto dato. Ma una tale questione possiamo metterla
anche sotto quest’altra forma: Si studino le forme dello spazio in s& per quanto
concerne le proprietd che non si alterano in quelle trasformazioni del gruppo
principale che conservano fisso il punto proposto. In altri termini: E indiffe-
rente di studiare le forme dello spazio in relazione al gruppo principale, e
aggiunger loro il punto dato, ovvero, senza aggiunger loro nulla di dato, di so-
stituire al gruppo principale quell’altro in esso contenuto, le cui trasformazioni
lasciano inalterato il punto medesimo.

B questo un principio del quale spesso si fa uso in seguito, e che percid
enunceremo qui subito in generale, per es. nel modo seguente:

Sia data una varieta e, per la sua trattazione, un gruppo di trasforma-
zioni ad essa relativo. Si ponga il problema di studiare le forme contenute nella
varietd in relazione ad una data forma. Allora noi possiamo o aggiungere al
sistema delle forme quest’ultima data, e allora si richiederanno le proprietd
del sistema cosi esteso in relazione al gruppo proposto; — ovvero non esten-
dere il sistema, ma limitare le trasformazioni che si mettono a base della
trattazione a quelle contenute nel gruppo medesimo che lasciano inalterata la
proposta forma (e che necessariamente costituiscono ancora un gruppo).

Contrariamente alla questione sollevata al principio del paragrafo, occu-
piamoci adesso dell’inversa, che si pud comprendere fin d’ora. Cerchiamo quali
siano le proprietd dei corpi che si conservano in un gruppo di trasformazioni
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comprendente quello principale come parte. Ogni proprieta che troviamo in una
tale ricerca & una proprietd geometrica del corpo a sé, ma la reciproca non
sussiste. In questa entra invece in vigore il principio testé riportato, nel quale
ora il gruppo principale & il meno esteso. Si ha quindi:

Sostituendo al gruppo principale un altro gruppo pit ampio, le proprieti
geometriche si conservano solo in parte. Le rimanenti appaiono come proprietd,
non pi det corpi a sé, ma del sistema che risulta aggiungendo a questi una
forma speciale. Questa forma speciale (per quanto pud essere determinata (*))
¢ definita dal fatto che, supposta fissa, concede allo spazio, fra le trasforn.a-
zioni del gruppo proposto, solo quelle del gruppo principale.

Su questa proposizione riposa ¢id che hanno di particolare i nuovi indi-
rizzi geometrici che qui dobbiamo discutere, e il loro rapporto al metodo ele-
mentare. Il loro carattere & appunto quello di porre a base delle considerazioni,
in luogo del gruppo principale, un altro gruppo pil esteso di trasformazioni
dello spazio. La loro reciproca relazione & determinata da una proposizione
analoga, finché i loro gruppi si comprendono I'un I'altro. Questo vale anche
per i diversi metodi di trattazione di varieth piu volte estese che dobbiamo
considerare. Cid verrd ora mostrato pei singoli metodi, sui quali i teoremi sta-
biliti in generale in questo paragrafo e nel precedente troveranmno spiegazione
in oggetti concreti.

§ 3.

Geometria proiettiva.

Ogni trasformazione dello spazio che non appartenga precisamente al
gruppo principale pud servire a trasportare a figure nuove proprietd di figure
note. Cosl noi usiamo la geometria del piano per quella di superficie rappre-
sentabili sopra il piano; cosl, gia assal prima che nascesse una vera e propria
geometria proiettiva, si arguivano dalle proprietd di una figura data quelle di
altre che se ne deducevano per proiezione. Ma la geometria proiettiva sorse
solamente coll’abitudine di considerare la figura originale come essenzialmente
identica a tutte quelle che ne sono deducibili proiettivamente, e di enunciare

(1) Si genera per es. una tal forma applicando le trasformazioni del gruppo principale
a un elemento originale arbitrario, che non resti invariato in alcuna delle trasformazioni
del gruppo proposto.

Armali di Matematica, tomo XVII. 40
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le proprietd che si trasportano per proiezione in modo da render evidente la
loro indipendenza dalle modificazioni che si hanno proiettando. Con ¢id si venne
a porre a base della trattazione nel senso del § 1 il gruppo di tutte le tras-
formazioni proiettive, creando per tal modo il contrasto fra geometria pro-
tettiva ed elementare.

Un processo di sviluppo simile a quello qui citato pud concepirsi come
possibile in ogni sorta di trasformazioni dello spazio; e noi ci ritorneremo sopra
pitt volte ancora. Nella geometria proiettiva stessa esso si & sviluppato ancora
da due lati. Una delle estensioni del concetto si effettud col comprendere le
trasformazioni reciproche (dualistiche) nel gruppo posto a fondamento. Sotto il
punto di vista attuale due figure duali tra loro non si considerano pil come
diverse, ma come essenzialmente identiche. Un altro passo si fece coll’esten-
sione del gruppo fondamentale di trasformazioni collineari e reciproche me-
diante la considerazione di quelle ¢mmaginarie corrispondenti. Questo passo
esige che siasi dapprima estesa la cerchia degli elementi propriamente detti
dello spazio coll’introduzione degli immaginarii, — in modo affatto analogo a
quello in cui I'introduzione delle trasformazioni reciproche nel gruppo fonda-
mentale porta con s& quella contemporanea del punto e del piano.come elementi
dello spazio. Non & qui il luogo di diffondersi sull’opportunitd dell’introduzione
degli elementi immaginarii, per mezzo dei quali solamente si giunge alla cor-
rispondenza perfetta fra la scienza dello spazio e il campo, qual & stato scelto,
delle operazioni algebriche. Bisogna invece ben notare che la ragione di tale
introduzione sta appunto nella considerazione di operazioni algebriche, e non
gid nel gruppo delle trasformazioni proiettive e reciproche. K come per queste
ultime possiamo limitarei a trasformazioni reali, perché le collineazioni e reci-
procitd reali formano gid di per sé un gruppo; — cosl pure noi possiamo in-
trodurre elementi immaginarii dello spazio, anche se non ci poniamo dal punto
di vista proiettivo, e lo dobbiamo fintanto che studiamo per principio forme
algebriche.

Come si abbiano a concepire le proprietd metriche dal punto di vista pro-
iettivo, lo si determina secondo la proposizione generale del paragrafo prece-
dente. Le proprieth metriche debbono considerarsi come relazioni proiettive
rispetto ad una forma fondamentale, il cerchio immaginario all’infinito (*), forma

(") Questo modo di considerazione va ritenuto come una delle pit belle cose [iella scuola
francese]; solo per mezzo di esso vien precisata la distinzione fra proprietd di posizione e
proprietd metriche, quale si suol dare in principio della geometria proiettiva,
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che ha la proprietd di trasformarsi in sé stessa in quelle sole trasformaziom
proiettive che appartengono altresi al gruppo principale. La proposizione enun-
ciata cosl semplicemente richiede ancora un’aggiunta essenziale, che corri-
sponde alla restrizione delle ordinarie vedute agli elementi (e alle trasforma-
zioni) reali. Per esser d’accordo con questo punto di vista, bisogna ancora
aggiungere espressamente al cerchio immaginario all’infinito il sistema degli
elementi (punti) reali dello spazio; le proprietd nel senso della geometria ele-
mentare sono percid proiettivamente o proprietd dei corpi a s¢, ovvero rela-
zioni fra essi e questo sistema degli elementi reali, fra essi e il cerchio imma-
ginario all’infinito, fra essi ed entrambi.

E qui conviene por mente ancora al modo in cui v. SraupT nella sua
Greometria di posizione istituisce la geometria proieitiva, — e cioé quella geo-
metria proicttiva che si limita a mettere come fondamentale il gruppo di tutte
le trasformazioni proiettivo-reciproche reali (*).

B noto come in quell’opera egli dal materiale d’osservazione ordinario
estragga solo quei fatti che si conservano anche nelle trasformazioni proiettive.
Volendo procedere oltre anche alla considerazione di proprietd metriche, si
dovrebbero introdurre queste ultime appunto come relazioni rispetto al cerchio
immaginario all’infinito. Il processo d’idee cosi completato e di tanta maggior
importanza per le considerazioni qui esposte, in quanto che & possibile di co-
struire un analogo edifizio geometrico secondo lo spirito di ciascuno dei singoli
metodi che ancora tratteremo.

§ 4.
Trasporto mediante rappreseantazione.

Prima di proceder oltre nella discussione dei metodi geometrici che si
presentano accanto alla geometria elementare e alla proiettiva, svilupperemo
in generale alcune considerazioni che occorreranno sempre di nuovo in seguito,
e per cui le cose accennate finora danno gid esempi a sufficienza. A tali di-
scussioni si riferiscono il paragrafo presente e il successivo.

Poniamo di aver esaminata una varieth A con un gruppo B come fon-
damentale. Se allora per mezzo di una qualche trasformazione si cambia A

(1) La cerchia pitt estesa che comprende anche trasformazioni immaginarie fu dallo
STAUDT messa g base solo nei suoi « Beitrige zur Geometrie der Lage»,
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in un’altra varieta A', dal gruppo B di trasformazioni di 4 in sé stessa otter-
remo ora un nuovo gruppo B, le cui trasformazioni si riferiranno ad 4'. E
allora un principio che si comprende da s&, che la frattazione di A con B
come fondamentale ci da quella di A’ con a base B'; ciot ogni proprietd di
una forma contenuta in A relativamente al gruppo B ne da una della forma
eorrispondente in A’ con riferimento al gruppo B'.

Sia per es. A una retta (punteggiata), B il gruppo delle trasformazioni
lineari, in numero tre volte infinito, che la trasformano in s& stessa La ma-
niera di trattare 4 & allora quella appunto che la nuova algebra chiama
« teoria delle forme binarie ». Ora la retta A possiamo riferirla ad una conica
A' del piano, mediante proiezione da un punto di quest’ultima. Le trasforma-
zioni lineari B della retta in sé stessa danno luogo allora, come facilmente si
prova, a quelle B’ della conica in s& medesima; ossia alle trasformazioni di
questa derivanti da quelle lineari del piano, che mutano la conica in sé stessa.

Ma, conforme al principio del secondo paragrafo (*), & indifferente di stu-
diare la geometria sopra una conica, pensandola come fissa e riferendosi a
quelle sole trasformazioni lineari del piano che non la alterano; ovvero di stu-
diare la geometria su quella conica, considerando in generale le trasformazioni
lineari del piano, e lasciando variare assieme ad esse la conica stessa. Le pro-
prietd che scorgevamo nei sistemi di punti sulla conica sono allora proiettive
nel senso ordinario. Annodando quest’ultima considerazione al risultato testd
ottenuto, abbiamo dunque:

La teoria delle forme binarie e la geometria proiettiva dei sistemi di punti
su di una conica sono la stessa cosa; ossia ad ogni proposizione sulle forme
binarie ne corrisponde una sopra questi sistemi di punti, e inversamente (¥).

Un alfro esempio atto a render pilt evidente questo genere di considera-
zioni & il seguente. Mettendo in relazione una quadrica con un piano col mezzo
della proiezione stereografica, otteniamo su quella superficie un punto fonda-
mentale: il centro di proiezione; e nel piano, due: le tracce delle generatrici
passanti per esso centro. Ora, si pud dimostrare senz’altro, che le trasforma-
zioni lineari del piano che lasciano inalterati i suoi due punti fondamentali
danno luogo, per mezzo della rappresentazione, a trasformazioni lineari della
quadrica in sé stessa, ma a quelle solamente che non alterano il centro di pro-

(1) Se vogliamo, il principio & applicato qui sotto una forma un po’ piu generale.
(?) Invece della conica nel piano possiamo introdurre, con egual successo, una cubica
gobha, e in generale, nel caso di # dimensioni, qualcosa di analogo.
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iezione. (Chiamiamo trasformazioni lineari della quadrica in sé stessa quelle
ch’essa subisce quando si operano trasformazioni lineari dello spazio che la
sovrappongono a sé medesima.) Divengono per tal modo identiche la trattazione
proiettiva di un piano nel quale si fissino due punti come fondamentali e quella
di una quadrica in cui se ne fissi uno. La prima — qualora si considerino
anche gli elementi immaginarii — non & altro che la trattazione del piano nel
senso della geometria elementare. Infatti il gruppo principale di trasformazioni
piane si compone appunto di quelle trasformazioni lineari che lasciano inal-
terata una coppia di punti (i punti ciclici). Otteniamo quindi in conclusione:

La geometria elementare del piano e la trattazione proiettiva di una qua-
drica con un suo punto come fondamentale sono la stessa cosa.

Tali esempi si potrebbero moltiplicare a piacere (*); i due qui svolti furono
scelti perché in seguito avremo ancora occasione di tornarvi sopra.

§ 5.

Dell’ arbitrarietd nella scelta dell’elemento dello spazio.
Principio di trasporto di Hesse. Geometria della retta.

Come elemento della retta, del piano, dello spazio, e in generale di una
varietd da esaminare possiamo prendere, in luogo del punto, qualunque forma
contenuta nella varietd stessa: il gruppo di punti, eventualmente la curva, la
superficie, ecc. (v. nota IV). Non essendovi a priori nulla affatto di fisso in-
torno al numero di parametri arbitrarii da cul tali forme si vogliono far di-
pendere, la retta, il piano, lo spazio, ecc. appariranno, a seconda della scelta
dell’elemento, come varietd a quante si vogliano dimensioni. Ma fintanto che
poniamo a base della trattazione geometrica uno stesso gruppo di trasforma-
zioni, il contenuto della Geometria rimane inalterato; ossia ogni teorema ot-
tenuto adottando un certo elemento dello spazio & anche un teorema qualora
se ne adotti un altro qualunque; si cambiano solamente I'ordine e il collega-
mento delle proposizioni.

(1) Per altri esempi, come anche in particolare per le estensioni al caso di piu dimen-
sioni, di cui sono suscettibili quelli qui riportati, rinvio a quanto espongo in una mia Me-
moria: Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math, Annalen, t. V, 2, come
pure ai lavori di Lie che tosto citerdo ancora.
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1.’ essenziale & dunque il gruppo di trasformazioni; il numero di dimen-
sioni che vogliamo attribuire alle varietd appare come qualeosa di secondario.

Collegando quest’ osservazione al principio del paragrafo precedente, si
ottiene una serie di belle applicazioni, alcune delle quali noi svilupperemo,
perche tali esempi sembrano pilt adatti che ogni lunga spiegazione a stabilire
il significato della considerazione generale.

La geometria proiettiva sulla retta (la teoria delle forme binarie) equi-
vale, in forza del paragrafo precedente, alla geometria proiettiva sulla conica.
Su quest’ultima consideriamo ora come elemento, in luogo del punto, la coppia
di punti. Ma il complesso delle coppie di punti di una conica si pud riferire
al sistema delle rette del piano, facendo corrispondere ad ogni retta la coppia di
punti in cui essa taglia la conica stessa. Mediaute questa rappresentazione le
trasformazioni lineari della conica in s¢ stessa danno luogo a quelle del piano
(rigato) che la lasciano inalterata. Secondo il § 2 & poi indifferente di consi-
derare solo il gruppo di queste ultime trasformazioni, oppure il complesso di
tutte quelle lineari del piano, aggiungendo volta per volta la conica data alle
forme del piano che dobbiamo esaminare. Riunendo tutte queste considerazioni,
abbiamo:

La teoria delle forme binarie e la geometria proiettiva del piano con una
conica come fondamentale sono identiche.

E poiche infine, appunto per 1'uguaglianza del gruppo, la geometria pro-
iettiva del piano con una conica come fondamentale coincide colla geowetria
metrico-proiettiva che si pud istituire nel piano sopra una conica (v. nota V),
possiamo anche dire cosi:

La teoria delle forme binarie e la geometria metrico-proiettiva generale
nel piano sono la stessa cosa.

In luogo della conica nel piano potremmo introdurre nella considerazione
precedente una cubica gobba nello spazio, ecc., ma non staremo a sviluppare
questo concetto. Lia connessione qui stabilita fra la geometria del piano e poi
dello spazio o di una varietd comunque estesa non costituisce essenzialmente
altro che il principio di trasporto proposto da Hesse (Borchardt’s Journal,
Vol. 66).

Un esempio molto affine I’abbiamo nella geometria proiettiva dello spa-
zio, ovvero, in altri termini, nella teoria delle forme quaternarie. Assumendo
la retta come elemento dello spazio, e attribuendole, come si fa nella geome-
tria della retta, sei coordinate omogenee, fra cui passa una relazione di con-
dizione quadratica, le collineazioni e reciprocita dello spazio appaiono siccome
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quelle trasformazioni lineari delle sei variabili supposte indipendenti, che tra-
sformano in s& stessa la relazione di condizione. Applicando considerazioni
analoghe a quelle testé sviluppate, otteniamo da cid la proposizione seguente:

La teoria delle forme quaternarie coincide colla determinazione metrica
proiettiva in una varietd rappresentabile con sei variahili omogenee.

Per una pii minuta esposizione di un tale concetto, rinvio ad una me-
moria che comparird fra poco nei Math. Annalen (vol. VI) « Ueber die so-
genannte Nicht-Euklidische Geometrie [Zweite Abhandlung] », come pure ad
una nota al termine di quest’opuscolo (v. nota VI).

Agginngerd alle spiegazioni precedenti altre due osservazioni, delle quali
la prima & bensl gid implicitamente contenuta nelle cose dette finora, ma vuol
essere piu sviluppata, perche I’argomento cui si riferisce va soggetto facilmente
a malintesi

Introducendo forme qualunque come elementi dello spazio, questo pud
acquistare quante si vogliano dimensioni. Ma se ci atteniamo al metodo di
trattazione a noi piu famigliare (quello elementare o quello proiettivo), allora’
il gruppo che dobbiamo assumere come fondamentale per la varietdh a piu
dimensioni ci & dato a priori, ed & appunto rispettivamente il gruppo princi-
pale o quello delle trasformazioni proiettive. Volendone assumere un altro, do-
vremmo uscire risp. dall’intuizione elementare o da quella proiettiva. Adunque,
se & vero che, mediante una scelta conveniente dell’elemento dello spazio, que-
st’ultimo pud rappresentare varietda a quante si vogliano dimensioni, importa
perd anche di aggiungere che con questa rappresentazione o bisogna mettere
fin da prima un determinato gruppo a base della trattazione della varietd,
ovvero, volendo disporre del gruppe, dobbiamo poi conformarvi la nostra in-
tuizione geometrica. — Senza quest’osservaziene si potrebbe per es cercare
una rappresentazione della geometria della retta nel modo seguente. Alla
retta si attribuiscono in quest’ultima sei coordinate; e altrettanti coefficienti
ba la conica nel piano. Immagine della geometria della retta sarebbe dunque
la geometria in un sistema di coniche separato dal complesso delle coniche
di un piano mediante una relazione quadratica tra i coefficienti. Cid sta bene
fincheé poniamo come gruppo fondamentale della geometria piana il complesso
dei mutamenti rappresentati dalle trasformazioni lineari dei coefficienti della
conica, che trasformano in sé stessa la relazione di condizione quadratica. Ma
se ci atteniamo alla trattazione elementare o a quella proiettiva della geome-
tria piana, morn abbiamo immagine veruna.

La seconda osservazione si riferisce alla nozione seguente. Sia dato nello
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spazio un gruppo qualunque, per es. il gruppo principale. Si scelga una qual-
che forma dello spazio, per es. un punto, una retta, o anche un ellissoide, ece.,
e le si applichino tutte le trasformazioni del gruppo principale. Si ottiene cosi
una varietd pid volte estesa, con un numero di dimensionm uguale, in gene-
rale, a quello dei parametri arbitrarii contenuti nel gruppo; inferiore perd in
cast particolari, quando cio¢ la forma scelta in origine abbia la proprieta di
mutarsi in sé stessa mediante un numero infinito di trasformazioni del gruppo.
Ad ogni varieta cost generata diamo, in relazione al gruppo generatore il
nome di corpo (*). Ora se vogliamo considerare lo spazio secondo lo spirito del
gruppo, e nel tempo stesso assumere determinate forme come elementi dello
spazio, senza che cose equivalenti in quel senso vengano rappresentate in modo
diverso, dovremo evideniemente scegliere gli elementi dello spazio in modo che
la loro varieta costituisca essa stessa un corpo, ovvero possa decomporsi in
corpi. (¥). Di quest’osservazione che risulta evidente sard fatta pit avanti (§ 9)
un’ applicazione. La nozione di corpo ricomparird nell’ultimo paragrafo insieme
ad altre affini.

§ 6.
Geometria dei raggi reciproci. Interpretazione di = -+ ¢y.

Con questo paragrafo torniamo alla discussione dei diversi indirizzi d’in-
vestigazioni geometriche, che fu incominciata nei §§ 2 e 3.

Come analoga alle maniere di considerazioni della geometria proiettiva
si pud riguardare sotto molteplici aspetti una categoria di considerazioni geo-
metriche, in cui si fa uso continuo delle trasformazioni per raggi reciproci.
Vi appartengono le ricerche sulle cosi dette ciclidi e superficie anallagmatiche,

(1) Scelgo questo nome segnendo il Depekinp, il quale nella teoria dei numeri clhiama
«Corpo » un campo di numeri che risulti da elementi dati mediante date operazioni. (Seconda
edizione delle Lezioni di DiricuLer.)

(3) [Ne! testo non si fa sufficientemente attenzione al fatto che il gruppo proposto pud
contenere dei cosi detti sottogruppi eccezionali. Se una forma geometric rimane inalierata
nelle operazioni di un sottogruppo eccezionale, lo stesso ha luogo per tutte quelle che se ne
ricavano mediante le operazioni del gruppo intero, ossia per tutte le forme del corpo che
da essa risulta. Ora un corpo cosl costituito sarebbe affatto improprio a rappresentare le
operazioni del gruppo. Non si deve dunque tener conto nel testo che dei corpi risultanti da
clementi dello spazio i quali non si conservino inalterati in alcun sottogruppo eccezionale
del gruppo proposto.]
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sulla teoria generale dei sistemi ortogonali; inoltre ricerche sul potenziale, ece.
Se le considerazioni contenutevi non furono per anco, come le proiettive, riu-
nite in una Geometria speciale, che avrebbe allora per gruppo fondamentale
il complesso dei mutaments che risultano dalla composizione del gruppo prin-
cipale colle trasformazioni per ragge reciproci, questo bisogna certo attribuirlo
al fatto causale, che le dette teorie non vennero finora esposte con connes-
sione; ma i singoli autori che si occuparono di questo ramo non saranno stati
lungi da una tale considerazione metodica.

Il confronto fra questa geometria dei raggi reciproci e la proiettiva si
presenta da s&, appena si domandi un paragone; e percid qui richiameremo
solo I’attenzione affatto in generale sui punti seguenti:

Nella geometria proiettiva 1 concetti elementari sono quelli di punto, di
retta, di piano. Il cerchio e la sfera sono solo casi particolari della conica e
della quadrica. L’infinito della geometria elementare appare siccome un piano;
la forma fondamentale a cui si riferisce la geometria stessa & una conica im-
maginaria all’infinito.

Nella geometria dei raggi reciproci i concetti elementari sono punto, cer-
chio, sfera. Retta e piano sono casi particolari di questi ultimi, caratterizzati
dal fatto di contenere un certo punto -— quello all’infinito — che del resto,
secondo lo spirito di quel metodo, non & ulteriormente distinto dagli altri. La
geometria elementare sorge allorquando ci immaginiamo questo punto come fisso.

La geometria dei raggi reciproci & suscettibile di una rappresentazione
che I’avvicina alla teoria delle forme binarie e alla geometria della retta,
qualora si sviluppi questa nel modo indicato dal paragrafo precedente. A tale
scopo restringeremo la considerazione anzitutto alla geometria piana, e per
conseguenza alla geometria dei raggi reciproci nel piano (*).

Si ¢ gia considerata la connessione che esiste fra la geometria elementare
del piano e la geometria proiettiva su di una quadrica in cui si sia distinto
un punto. Astraendo da quest’ultimo, e studiando quindi la geometria proiet-
tiva sulla superficie a s, si ha un’immagine della geometria dei raggi reci-
proci nel piano. Infatti & facile persuadersi (*) che, in virtd della rappresen-

(1) La geometria dei raggi reciproci sulla retta ¢ equivalente alla trattazione proiettiva
di quest’ultima, essendo le relative trasformazioni le stesse. Anche nella geometria dei raggi
reciproci si pud quindi parlare del doppio rapporto di quattro punti di una retta, e poi di
un cerchio.

(3) V. il lavoro gia citato: « Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie ». Math,
Annalen, Bd. V.

Amnali di Matematica, tomo XVII, 41
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tazione della quadrica, al gruppo di trasformazioni per raggi reciproci nel
piano corrisponde il complesso delle trasformazioni lineari di quella quadrica
in s& medesima. Abbiamo dunque:

La geometria dei ragge reciproct nel piano e la geometria proiettiva su
di una quadrica sono la stessa cosa;
ed in modo affatto analogo:

La geometria dei raggs reciproct nello spazio si identifica colla tratta-
zione proiettiva di una varieta rappresentata da un’equazione omogenea di
secondo grado fra cinque variabili.

La geometria dello spazio & messa dunque, mediante quella dei raggi re-
ciproei, in relazione con una varietd a quattro dimensioni, nello stesso modo
in cui [mediante la geometria projettiva] & messa con altra a cinque dimensioni.

La geometria dei raggi reciproci nel piano — finchd si vogliono consi-
derare solo le trasformazioni reali — permette di fare anche da un altro lato
una rappresentazione ed applicazione interessante. Infatti, distendendo una
variabile complessa z 4 ¢y nel piano al modo solito, alle sue trasformazioni
lineari corrisponde il gruppo dei raggi reciproci, colla detta restrizione alla
realtd (*). Ma lo studio delle funzioni di una variabile complessa, supposta sog-
getta a trasformazioni lineari arbitrarie, non & altro che ¢id che, in un modo
d’esposizione un poco diverso, si chiama teoria delle forme binarie. Dunque:

La teoria delle forme binarie trova la sua rappresentazione nella geo-
metria det raggi reciproci del piano reale, e precisamente in modo che anche
¢ valori complessi delle variabili vi vengono rappresentati.

Dal piano possiamo ora salire alla quadrica, per riescire nell’abituale
cerchia di vedute delle trasformazioni proiettive. Siccome noi consideravamo
soli elementi reali del piano, non sarad pit indifferente la scelta della quadrica,
la quale evidentemente non dovra essere rigata. In particolare possiamo assu-
mere una sfera — come si fa anche del resto per I'interpretazione di una va-
riabile complessa — e otteniamo per tal modo la proposizione seguente:

az+f
Y3+ 0
(in cui 2'= &'+ iy, 2= +1y) corrispondono quelle sole operazioni del gruppo dei raggi
reciproci, nelle quali non ha luogo alcun rovesciamento degli angoli (in cui i due punti ci-
clici del piano non si scambiano tra di loro). Volendo abbracciare il gruppo complessivo dei
raggi reciproci, bisogna considerare, accanto alle trasformazioni menzionate, anche le altre
gz + B

vz +39’

(1) [Il modo di esprimersi del testo non ¢ esatto. Alle trasformazioni iineari 2" =

(non meno importanti) 2’ = in cui di nuovo =o' +1iy, maz =a —iy.]
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La teoria delle forme binarie a variabili complesse trova la sua rappre-
sentazione nella geometria proiettiva della superficie sferica reale.

Non ho potuto rifiutarmi di esporre altresi in una nota (v. nota VII) come
questa rappresentazione dilucidi bene la teoria delle forme binarie cubiche e
biquadratiche.

§ 1.

Estensione delle cose precedenti. Geometria delle sfere di Lik.

La teoria delle forme binarie, la geometria dei raggi reciproci e la geo-
metria della retta, che furono coordinate negli scorsi paragrafi e appaiono
diverse solo pel numero delle variabili, sono suscettibili di talune estensioni
che adesso andremo esponendo. Esse devono contribuire a chiarire con nuovi
esempl il concetto, che il gruppo il quale stabilisce la maniera di trattare
campi dati pud essere esteso a piacimento; aggiungasi poi particolarmente 1’in-
tenzione di stabilire, nel loro rapporto con queste riflessioni, talune considera-
zioni contenute in una recente Memoria del Lie (*). La via per cui noi giun-
geremo alla geometria delle sfere di Lie differisce alquanto da quella battuta
da quest’ultimo, in quanto che egli si appoggia a nozioni di geometria della
retta, mentre noi, per attenerci maggiormente all’intuizione geometrica ordi-
naria e connetterci a quanto precede, assumiamo per la spiegazione relativa
un numero inferiore di variabili. Le considerazioni, come gia lo stesso Lie ha
messo in evidenza (Gottinger Nachrichten, 1871, N. 7, 22), sono indipendenti
dal numero delle variabili. Esse appartengono alla gran cerchia di investiga-
zioni che si occupano dello studio in via proiettiva di equazioni di secondo
grado a quante si vogliano variabili, ricerche a cui gia spesso abbiamo accen-
nato, e che incontreremo ancora pilt volte (v. § 10 ed altri).

Io parto dalla connessione che pud stabilirsi fra il piano reale e la super-
ficie sferica mediante la proiezione stercografica. Gia nel § b abbiamo riferite
fra loro la geometria del piano e quella della conica, facendo corrispondere
ad ogni retta del piano la coppia di punti in cui essa taglia la conica mede-
sima. In modo analogo possiamo stabilire una connessione fra la geometria
dello spazio e quella della sfera, facendo corrispondere ad ogni piano dello
spazio il cerchio in cui esso sega la sfera. Trasportando poi la geometria della

(1) Partielle Differentialgleichungen und Complexe. Math. Annalen, Bd, V.
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sfera da questa al piano mediante la proiezione stereografica, con che ogni
cerchio si trasforma in un cerchio, vengono cosi a corrispondersi:

la geometria dello spazio — che adopera come elemento il piano, come
gruppo quelle trasformazioni lineari che lasciano inalterata una sfera;

la geometria piana — avente per elemento il cerchio e per gruppo
quello dei raggi reciproci.

Vogliamo ora generalizzare da due lati la prima di queste geometrie, so-
stituendo al suo gruppo un altro pit ampio. L’estensione che ne risulterd si
potrd poi senz’altro trasportare alla geometria piana mediante quella rappre-
sentazione.

In luogo delle trasformazioni lineari dello spazio di piani che mutano in
se stessa la sfera, possiamo, senza discostarcene molto, scegliere o I'insieme
delle trasformazioni lineari dello spazio, ovvero il complesso delle trasforma-
zioni di piani che [in un senso che va ancora precisato] lasciano inalterata la
sfera; astraendo con cid, I'una volta dalla sfera, I’altra dal carattere lineare
delle trasformazioni da applicarsi. La prima generalizzazione si comprende
senz’ altro, e per questo la considereremo subito, studiandone il significato per
la geometria piana; sulla seconda ritorneremo dopo, trattandosi allora di de-
terminare anzitutto la trasformazione pilt generale che le corrisponde.

Le trasformazioni lineari dello spazio hanno comune la proprieta di mu-
tare fasci e stelle di piani rispettivamente in fasei e in stelle. Ma, trasportato
sulla sfera, il fascio di piani d& un fascio di cerchi, ossia una serie sempli-
cemente infinita di cerchi che si tagliano negli stessi punti. La stella di piani
dd una stella di cerchi, ossia un sistema di cerchi in numero doppiamente
infinito, che tagliano ortogonalmente un cerchio fisso — quello, il cui piano
ha per polo il centro della stella di piani. Alle trasformazioni lineari dello
spazio corrispondono dunque sulla sfera, e quindi nel piano, trasformazioni di
cerchi aventi la proprieta caratteristica di mutare fasci e stelle di cerchi ri-
spettivamente in sistemi della stessa natura (*). La geometria piana che adopera
il gruppo delle trasformazioni cosi ottenute ¢ I'immagine dell ordinaria geo-
metria proiettiva dello spazio. Come elemento del piano non potremo prendere
in questa geometria il punto, perché i punti, rispetto a quel gruppo di tras-
formazioni, non formano un corpo (§ 5); sceglieremo invece come elementi i
cerchi.

(1) Queste trasformazioni sono considerate occasionalmente nell’ « Ausdehnungsiehre »
del Grassmann (ediz, del 1862, pag. 278).
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Nella seconda estensione che abbiamo detta bisogna anzitutto rispondere
alla domanda sulla natura del corrispondente gruppo di trasformazioni. Si tratta
di trovare trasformazioni di piani tali che ogni [fascio di piani coll’asse tan-
gente alla] sfera dia luogo ad un [altro fascio] similmente posto. Per brevita
d’espressione possiamo dapprima trasformare la questione per dualitd, e inoltre
discendere di un passo nel numero delle dimensioni; cercheremo quindi quali
siano quelle trasformazioni puntuali (ciot di punti) nel piano, che ad ogni tan-
gente di una data conica fanno corrispondere un’altra tangente di questa. A
tale scopo consideriamo il piano colla sua conica come immagine di una qua-
drica proiettata da un punto dello spazio che non si trovi su di essa, per modo
che quella conica rappresenti la curva di passaggio. Alle tangenti della conica
corrisponderanno le generatrici della quadrica, e la questione proposta sara
ridotta a quest’altra:- quale sia il complesso delle trasformazioni puntuali della
quadrica in s& stessa, in cui le generatrici rimangono tali.

Ora di tali trasformazioni ve ne sono tante quante si vuole; infatti basta
considerare il punto della superficie come intersezione delle generatrici dei due
sistemi, e trasformare poi in sé stesso ciascuno di questi in un modo qua-
lunque. Ma fra queste trasformazioni vi sono in particolare quelle lineari, e a
queste solo vogliamo badare. E ¢id perché se non avessimo a che fare con
una superficie, ma con una varietd a pit dimensioni rappresentata da un’e-
quazione di secondo grado, resterebbero le sole trasformazioni lineari, e le
altre scomparirebbero (%).

Queste trasformazioni lineari della superficie in sé stessa trasportate nel
piano per proiezione (non stereografica) danno una trasformazione puntuale
doppia, in forza della qualé ad ogni tangente alla conica di passaggio corri-
sponde bensi di nuovo una tangente a questa, ma ad ogni altra retta corri-
sponde in generale una conica che ha un doppio contatto colla curva di pas-
saggio. Questo gruppo di trasformazioni si pud caratterizzare in modo molto
conveniente, istituendo una determinazione metrica proiettiva basata sulla co-
nica di passaggio. Le trasformazioni hanno allora la proprietd di mutare punti
aventi, nel concetto di quella determinazione metrica, distanza nulla, ovvero
punti aventi distanza costante da un altro punto fisso, in altri per cui si ve-
rifica la stessa propriet.

(1) Proiettando stereograficamente la varieta, si ottiene il noto teorema: In varietd a
pin dimensioni (e gia nello spazio) non vi sono altre trasformazioni conformi di punti, al-
Vinfuori di quelle comprese nel gruppo dei raggi reciproci. Nel piano invece ve ne sono
quante se ne vogliono di altre. Cfr. anche i citati lavori del Lik.
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Tutte queste considerazioni si possono trasportare al caso di quante si
vogliano variabili; valgono quindi in particolare per la questione posta da
principio e relativa alla sfera e al piano come elemento. Al risultato si pud
dare una forma particolarmente intuitiva, perche¢ I'angolo di due piani nella
determinazione metrica proiettiva basata sopra di una sfera & uguale a quello
(nel senso ordinario) dei cerchi secondo cui essi intersecano la sfera medesima.

Otteniamo quindi sulla sfera, e di qua sul piano, un gruppo di trasfor-
mazioni di cerchi aventi la proprieta di ¢rasformare cerchi tangenti (ad angolo
nullo) e cerchi che ne tagliano uno fisso sotto uno stesso angolo rispettiva-
mente in cerchi che si trovano nelle medesime condizioni. Nel gruppo di queste
trasformazioni sono comprese quelle lineari per la sfera e quelle dei raggi re-
ciproci nel piano (*).

Ora la geometria dei cerchi che si pud fondare su questo gruppo & I’a-
naloga della geometria delle sfere, che Lie ha delineata per lo spazio, e che
appare di segnalata importanza per le ricerche sulla curvatura delle superficie.
Essa comprende la geometria dei raggl reciproci nello stesso senso in cui
questa comprende a sua volta la geometria elementare. —

Le trasformazioni circolari (sferiche) ora studiate hanno in particolare la
proprietd di trasformare cerchi (sfere) tangenti in altri pure tangenti. Se con-
sideriamo tutte le curve (superficie) come inviluppi di cerchi (sfere), ne segue
che due curve (superficie) tangenti verranno sempre trasformate in altre che

(1) [Le considerazioni del testo potrebbero rendersi essenzialmente pin chiare aggiun-
gendovi talune formole analitiche. Sia

o+ al Fai+ai=0,
I’equazione, nelle ordinarie coordinate tetraedriche, della sfera che riferiamo stereografica-

mente al nostro piano. Le x soggette a questa relazione di condizione acquistano allora per
noi il significato di coordinate tetracicliche nel piano, e

Uy &) - Ug Xy + Ug Ty + U2y = 0,

diventa l’equazione generale del cerchio nel piano. Calcolando il raggio del cerchio cosi
rappresentato, si viene ad incontrare la radicé quadrata

2 ) ] ]
\/wl-i-uz—rud—i-u“

che indicheremo con iuy. Possiamo ora considerare i cerchi come elementi del piano. Il
gruppo dei raggi reciproci si presenta allora come il complesso delle trasformazioni lineari
omogenee di %; uy uy wy in cui ] + uj + w3 + u; si cambia in un proprio multiplo. Invece
il gruppo pil esteso che corrisponde alla geometria delle sfere di Lie si compone delle tras-
formazioni lineari delle cinque variabili u, uy us u, ug che mutano uf + uf 4 u3 + u§ + % in
un multiplo di sé stesso.]
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si troveranno nelle stesse condizioni. Le trasformazioni in questione apparten-
gono dunque alla categoria, che considereremo pilt innanzi in generale, delle
trasformazioni di contatto, cioé delle trasformazioni tali che il contatto tra
forme costituite da punti & una proprietd invariantiva. Le trasformazioni cir-
colari menzionate per le prime in questo paragrafo, accanto alle quali se ne
possono porre di analoghe per le sfere, non sono trasformazioni di contatto. —

Le due sorta di estensioni che abbiamo collegate soltanto alla geometria
dei raggi reciproci valgono anche in modo analogo per la geometria della
retta, e in generale per lo studio proiettivo di una varietd separata mediante
un’equazione di secondo grado, come gid abbiamo accennato, né qui ne trat-

teremo piu a lungo.

§ 8.

Enumerazione di metodi ulteriori che hanno a fondamento
un gruppo di trasformazioni puntuali.

La geometria elementare, quella dei raggi reciproci, ed anche la geo-
metria proiettiva, astraendo dalle trasformazioni reciproche che portano con sé
un cambio nell’elemento dello spazio, sono tutte comprese come singole parti
nella gran moltitudine immaginabile di maniere di trattazione che pongono a
fondamento in generale gruppi di trasformazioni puntuali. Metteremo qui in
evidenza solo 1 tre metodi seguenti, che in cid coincidono con quelli nominati.
Benché questi metodi siano ancora ben lungi dall’essere sviluppati in disci-
pline indipendenti come la geometria proiettiva, pure essi compaiono, chiara-
mente riconoscibili, nelle ricerche piut recenti (*).

1. Gruppo delle trasformazioni razionali.

Nelle trasformazioni razionali bisogna distinguer bene se queste sono ra-
zionali per fuft/ 1 punti del campo in cui si opera, e quindi dello spazio, del
piano, ecc. oppure solo per i punti di una varieth contenuta nel campo stesso,
ad es. di una superficie, di una curva. Solo le prime sono da applicarsi quando
si tratta di delineare, nel senso inteso finora, una geometria dello spazio o
del piano: le altre acquistano importanza sotto il punto di vista qui dato solo

(1} [Mentre negli esempi dati fin qui si trattava di gruppi con un numero finito di pa-
rametri, ora compajono nelle considerazioni del testo dei cosi detti gruppi infiniti.]
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quando deve essere studiata la geometria su di una data superficie o curva.
La stessa distinzione vale per I'Analysis situs, di cui tosto tratteremo.

Perd le ricerche fatte finora, qui e 13, si sono occupate essenzialmente di
trasformazioni della seconda specie. Tali ricerche escono dal campo di quelle
che qui dobbiamo considerare, la questione I non essendo relativa alla geo-
metria sulla superficie o sulla curva, ma trattandosi piuttosto di trovare criterii
per cui due superficie o curve potessero essere trasformate I'una nell’altra (*).
Lo schema generale che in questo lavoro si stabilisce non abbraccia gia in
massima il complesso di tutte le ricerche matematiche, ma riunisce solamente
certi indirizzi sotto un punto di vista comune.

Per una geometria delle trasformazioni razionali, quale dovrebbe ottenersi

ponendo le trasformazioni della prima specie come fondamentali, esistono finora
solo 1 principii. Nelle forme di prima specie, sulla punteggiata ad es., le tras-
formazioni razionali sono identiche alle lineari, e non danno percid nulla di
nuovo. Nel piano si conosce bensi il complesso delle trasformazioni razionali
(le trasformazioni Cremoniane), e si sa che si ottengono mediante composi-
_zioni di quelle quadratiche. Si conoscono anche caralteri invariantivi delle
curve piane; il loro genere, I'esistenza dei moduli; ma tali considerazioni non
furono ancora svolte propriamente in una geometria del piano nel senso qui
inteso. Nello spazio I'intera teoria & appena al suo sorgere: delle trasforma-
zioni razionali se ne conoscono finora solo poche, e queste si adoperano per
mettere in relazione, mediante la rappresentazione, superficie note con altre
ignote. '

2. Analysis situs.
Nella cosi detta Analysis situs si cerca cid che rimane in seguito a mu-
tamenti risultanti dalla composizione di deformazioni infinitesime. Anche qui,
come gia si & detto, bisogna distinguere se dobbiamo supporre oggetto della

() [Da un altro lato esse trovano posto di nuovo e benissimo fra le considerazioni del
testo, cosa che nel 1872 non mi era ancor nota. Data una forma algebrica qualungue’(curva,
o superficie, ecc.), la si trasporti in uno spazio superiore, introducendo come coordinate i
rapporti

TR S I X
dei relativi integrandi di prima specie. In questo spazio non abbiamo allora che da mettere
semplicemente a base della considerazione ulteriore il gruppo delle trasformazioni lineari
omogenee delle ¢. Vedi diversi lavori dei sig. BriLL, NoTHER ¢ WEBER, come pure la
mia recente Memoria: Zur Theorie der Abel schen Functioren, nel vol, 36 dei Math.
Annalen.]
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trasformazione tutto il campo, quindi ad es. lo spazio, o solo una varieta in
esso contenuta, per es. una superficie. Le trasformazioni della prima specie
sono quelle che si potrebbero mettere a base di una geometria dello spazio.
Il loro gruppo sarebbe costituito in modo essenzialmente diverso da quelli con-
siderati finora. Abbracciando tutte quelle variazioni che si compongono me-
diante trasformazioni puntuali infinitamente piccole supposte reali, il gruppo
stesso porta con sé per principio la restrizione ad elementi reali dello spazio,
e ci conduce nel campo della funzione arbitraria. Si pud estendere in modo
conveniente questo gruppo di trasformazioni, collegandolo ancora alle collinea-
zioni reali che modificano anche gli elementi all’infinito.

3. Gruppo di tutte le trasformazioni puntuali.

Quantunque rispetto a questo gruppo nessuna superficie possegga pil pro-
prietd particolari, potendo una qualunque, con trasformazioni di esso, dar luogo
ad ogni altra, vi sono tuttavia forme pilt elevate, nel cui studio questo gruppo
trova applicazione vantaggiosa. Nella trattazione della geometria che qui &
posta a fondamento pud essere indifferente che queste forme finora siano state
considerate, non tanto come geometriche, ma solo come forme analitiche le
quali trovarono per caso applicazione geometrica, e che nel loro studio si siano
usati processi (come appunto trasformazioni puntuali arbitrarie) che solo negli
ultimi tempi si sono cominciati a considerare come trasformazioni geometriche.
Tra queste forme analitiche vi sono anzitutto le espressioni differenziali omo-
genee, e subito dopo anche le equazioni alle derivate parziali. Nella discussione
generale di queste sembra perd, come verra esposto nel paragrafo seguente,
che il gruppo piu esteso costituito da tutte le trasformazioni di contatto sia
ancora pill vantaggioso.

Il teorema principale che sussiste nella geometria basata sul gruppo di
tutte le trasformazioni puntuali & che una trasformazione puntuale per una
porzione infinitesima dello spazio é sempre equivalente ad una trasformazione
lineare. Le teorie della geometria proiettiva ricevono cosl applicazione all’in-
finitesimo, e ¢n cid riposa — sia pur arbitraria la scelta del gruppo nella trat-
tazione della varieth — wun caratiere distintivo della trattazione proiettiva.

Ed ora, dopo che gid da lungo tempo pit non parlavamo del rapporto
di trattazioni, i cui gruppi fondamentali si comprendono a vicenda, daremo
qui un nuovo esempio della teoria generale del § 2. Proponiamoci la questione,
come debbansi concepire le proprietd proiettive dal punto di vista di « tutte le

Annali di Matematica, tomo XVIL 42
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trasformazioni puntuali », astraendo in cid dalle trasformazioni reciproche, che
veramente appartengono pure al gruppo della geometria proiettiva. La que-
stione coincide allora con quest’altra: con quale condizione dal complesso delle
trasformazioni puntuali si possa separare il gruppo di quelle lineari. Caratte-
ristica di queste si & di far corrispondere ad ogni piano un piano; esse sono
quelle trasformazioni puntuali mediante cui si conserva la varietd dei piani
(ovvero, il che fa lo stesso, delle rette). La geometria proiettiva si ottiene
dunque da quella di tutte le trasformazioni puntuali coll’aggiunta della va-
riete dei piani, nello stesso modo in cui la geometria elementare si ha dalla
proiettiva mediante Uaggiunta del cerchio immaginario all’ infinito. In parti-
colare, dal punto di vista di tutte le trasformazioni puntuali, dobbiamo con-
cepire per es. la designazione di una superficie quale algebrica e di un certo
ordine come una relazione invariantiva rispetto alla varietd dei piani. Questo
diventa ben chiaro quando, seguendo il Grassmawy, si deriva la generazione
delle forme algebriche dalla loro costruzione lineale.

§ 9.

Sul gruppo di tutte le trasformazioni di contatto.

A dir vero le trasformazioni di contatto furono gid da lungo tempo con-
siderate in casi particolari; anche Jacos: fece gid uso di quelle pilt generali
in ricerche analitiche; ma nella vera intuizione geometrica esse furono intro-
dotte soltanto con recenti lavori del Lie (*). Non & percid punto superfluo di
spiegare qui espressamente cosa sia una trasformazione di contatto; e in questo,
come sempre, ci limiteremo allo spazio punteggiato colle sue tre dimensioni.

Per trasformazione di contatto deve intendersi, analiticamente parlando,
qualunque sostituzione capace di esprimere i valori delle variabili z, y, 2z e
le loro derivate parziali Z—; =y, g—; =¢ mediante nuove z', ¥, 2, p/, ¢’. Allora

¢ evidente che superficie tangenti si trasformano in generale di nuovo in su-

(1) Vedi il lavoro gid citato: Ueber particlle Differentialgleichungen und Complexe,
Math. Annalen, Bd. V. — Quanto dico nel testo relativamente alle equazioni alle derivate
parziali I’ho desunto essenzialmente da comunicazioni orali del Lie. Vedi la nota di lui:
Zur Theorie partieller Differentialgleichungen, Gottinger Nachrichten. Oct. 1872,
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perficie tangenti, il che di ragione del nome di trasformazioni di contatto.
Partendo dal punto come elemento dello spazio, le trasformazioni di contatto
si dividono in tre classi; quelle che ai punti, in numero triplicemente infinito,
fanno corrispondere ancora punti, — e queste sono le trasformazioni puntuali
test® considerate —, quelle che li trasformano in curve, e finalmente quelle che
li mutano in superficie. Questa divisione non deve considerarsi come essenziale,
in quanto che, usando per lo spazio altri elementi, pure in numero tre volte
infinito, per es. i piani, si presenta bensi ancora una divisione in tre gruppi,
la quale perd non coincide con quella che aveva luogo in base alla conside-
razione dei punti.

Applicando ad un punto tutte le trasformazioni di contatto, esso da luogo
al complesso di tutti i punti, curve e superficie. Punti, curve, superficie for-
mano dunque tutti assieme un corpo del nostro gruppo. Da cid possiamo de-
sumere la regola generale, che la trattazione formale di un problema in rela-
zione a tutte le trasformazioni di contatto (e quindi per es. la teoria delle
equazioni alle derivate parziali che tosto accenneremo) deve restare incompiuta
finche si opera con sole coordinate di punti (o di piani), poiche gli elementi
dello spazio posti a fondamento non costituiscono punto un corpo.

Non & possibile perd, volendo restare in connessione coi metodi ordinarii,
di introdurre come elementi dello spazio tutti gli individui contenuti nel detto
corpo, essendo il loro numero infinite volte infinito. Da cid la necessitd di in-
trodurre in tali considerazioni come elemento dello spazio, non gid il punto,
la curva o la superficie, ma 1 elemento superficiale, ossia il sistema di valori
di z, y, 2, p, ¢. In qualunque trasformazione di contatto da ogni elemento
superficiale se ne ha un altro; tali elementi, in numero cinque volte infinito,
formano dunque un corpo.

Sotto questo punto di vista bisogna concepire egualmente il punto, la
curva e la superficie come aggregati di elementi superficiali, e precisamente
in numero due volte ‘infinito. Infatti la superficie vien ricoperta da oo di tali
elementl, la curva toccata da altrettanti, e altrettanti ne passano per il punto.
Ma questi aggregati di oo® elementi hanno comune ancora una proprietd ca-
ratteristica. Si chiami posizione unita di due elementi superficiali consecutivi
r,Y,2,p,q9 ¢ x+dx, y+dy, 2+dz, p+dp, ¢+ dq la relazione rap-
presentata da

dz —pdx —qdy = 0.

Allora il punto, la curva e la superficie sono tutti egualmente variets ad o
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elementi, di cui ciascuno giace in posizione unita cogli oo suoi vicini. Per tal
modo punto, curva, superficie sono caratterizzati in una stessa maniera, e cosl
devono anche essere rappresentati analiticamente, se si vuol assumere come
fondamentale il gruppo delle trasformazioni di contatto.

La posizione unita di elementi consecutivi & una relazione invariantiva
per qualunque trasformazione di contatto. Anche reciprocamente perd le tras-
formazioni di contatto possono definirsi siccome quelle sostituzioni delle cinque
variabili x, y, 2, p, q, mediante cui la relazione dz — pdx — qdy = 0 viene
trasformata in sé stessa. In tali ricerche adunque lo spazio deve considerarsi
come una varietd a cinque dimensioni, varietd da trattarsi prendendo per
gruppo fondamentale il complesso di tutte le trasformazioni delle variabili che
lasciano inalterata una relazione determinata fra i differenziali.

Saranno in primo luogo oggetto dello studio quelle varietd che si rappre-
sentano con una o pilt equazioni fra le variabili, ossia le equazioni alle de-
rivate parziali di primo ordine ed ¢ loro sistemi. Una questione capitale si &
quella, in qual modo dalle varietd di elementi che soddisfanno a date equa-
zioni si possano separare serie semplicemente o doppiamente infinite di ele-
menti, di cui ciasecuno sia in posizione unita con un vicino. A una tale que-
stione si riduce per es. il problema della risoluzione di un’equazione alle de-
rivate parziali di primo ordine. Possiamo formularlo cosi: Fra gli oo* elementi
che verificano 1’equazione separare tutte le varietd a due dimensioni della
detta specie. In particolare, il problema della soluzione completa assume ora
questa forma precisa: eseguire una ripartizione degli co* elementi che verificano
I'equazione in un numero doppiamente infinito di siffatte variet.

Qui non pud essere nostra intenzione di proseguire tale considerazione
sulle equazioni alle derivate parziali; a questo proposito rinvio ai citati lavori
del Lie. Metteremo solo ancora in evidenza che, sotto il punto di vista delle
trasformazioni di contatto, un'equazione alle derivate parziali di primo ordine
non ha invarianti, che ciascuna pud essere trasformata in ogni altra, e che
quindi in particolare le equazioni lineari non hanno nulla di speciale. Diffe-
renze si introducono solo quando si ritorna al punto di vista delle trasforma-
zioni puntuali.

I gruppi delle trasformazioni di contatto, di quelle puntuali ed infine delle
trasformazioni proiettive sono caratterizzabili in un modo wunico che qui non
posso omettere (*). Le trasformazioni di contatto si sono definite siccome quelle

(1) Queste definizioni le devo ad un’osservazione di Lig.
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in cui si conserva la posizione unita di elementi superficiali consecutivi. Le
trasformazioni puntuali hanno invece la proprietd caratteristica di mutare ele-
menti lineari consecutivi in posizione unita in altrettali: ¢ finalmente le colli-
neazioni e le reciprocitd conservano la posizione unita di elementi di connesso
consecutivi. Intendiamo per « elemento di connesso » 1’unione di un elemento
superficiale con uno lineare in esso contenuto; ed elementi di connesso conse-
cutivi si diranno in posizione unita quando non solo il punto, ma anche 1’ele-
mento lineare dell’uno & contenuto in quello superficiale dell’altro. La deno-
minazione (del resto provvisoria) di « elemento di connesso » si riferisce alle
forme recentemente introdotte da Cresscm nella Geometria (), che si rappre-
sentano mediante un’equazione contenente nel tempo stesso serie di coordinate
di punti, di piani e di rette, ed i cui analoghi nel piano CrEsscu chiama
« connessi »,

§ 10.
Sulle varietd a quante si vogliano dimensioni.

Gia pid volte abbiamo notato che, nel collegare le spiegazioni date finora
alla concezione dello spazio, noi non avevamo altro scopo che di poter piu
facilmente svolgere i concetti astratti coll’appoggiarci ad esempi visibili. Per
sé, le considerazioni sono indipendenti dalla figura sensibile, e appartengono
al campo generale di ricerche matematiche, che si chiama teoria delle varieta
estese, o brevemente (secondo il Grassmanw) scienza dell’ estensione (Ausdeh-
nungslehreé). B evidente in qual modo si debba riportare quanto precede dallo
spazio al puro concetto di varietd. Ed osserviamo qui ancora una volta che
nella ricerca astratta abbiamo, rispetto alla geometria, il vantaggio di poter
scegliere affatto ad arbitrio il gruppo di trasformazioni che vogliamo assumere
come fondamentale, mentre nella geometria era dato a priori un gruppo assal
ristretto, il gruppo principale.

Accenneremo qui ancora solo, ed anche assai brevemente, ai tre metodi
di trattazione seguenti.

(1) Gott. Abhandlungen, 1872 (Bd. 17): Ueber eine Fundamentalaufgabe der Inva-
riantentheorie, come pure: Gott. Nachrichten, 1872, Nr. 22: Ueber ein neues Grundgebilde
der analytischen Geometrie des Raumes.
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1. Trattazione proiettiva, ovvero algebra moderna. (Teoria degli inva-
rianti.)

Il suo gruppo si compone del complesso delle trasformazioni lineari e reci-
proche delle variabili usate per la rappresentazione dell’elemento nella varieta;
essa & la generalizzazione della geometria proiettiva. Gia si & rilevato come
questa specie di trattazione possa applicarsi alla discussione dellinfinitesimo
in una varieta con una dimensione di pit. Essa comprende le due specie di
trattazione che ancora dobbiamo menzionare, in quanto che il suo gruppo
abbraccia i gruppi fondamentali di queste.

2. Varietd a curvatura costante.

Il concetto di una tale varietd sorse in Riemany, derivando da quello pi
generale di una varietd in cui & data un’espressione differenziale delle varia-
bili. Il gruppo consiste per lui nell’insieme delle trasformazioni delle variabili
che lasciano inalterata 1" espressione proposta. Alla rappresentazione di una
varieth a curvatura costante si giunge da uun altro lato, qualora si istituisca
una determinazione metrica nel senso proiettivo basata su di una data equa-
zione di secondo grado fra le variabili. In questo modo si introduce un’esten-
sione, di fronte al modo del Riemany, in quanto che le variabili si suppon-
gono complesse; perd si pud poi restringere la variabilith al campo reale. A

questo ramo appartiene la gran serie di ricerche che abbiamo accennate nei
§§ 5, 6, 7.

3. Varietd piana.

Varietd piana & chiamata dal Riemany quella a curvatura costante e nulla.
La sua teoria & 'immediata generalizzazione della geometria elementare. Il
suo gruppo, — come il gruppo principale della geometria —, pud esser sepa-
rato da quello della geometria proiettiva col tener fissa una forma rappre-
sentata da due equazioni, una di secondo ed una di primo grado. In cid si
deve poi far distinzione, fra reale e immaginario, qualora si voglia attenersi
alla forma sotto cui la teoria viene di solito esposta. Qui sono da porsi anzi-
tutto la geéometria elementare stessa, poi per es. le generalizzazioni dell’ ordi-
naria teoria della curvatura sviluppate negli ultimi tempi, ecec.
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OSSERVAZIONI FINALL

Per finire, potremo fare ancora due osservazioni, le quali sono in istretta
relazione con quanto si & esposto finora; 1'una si riferisce al formalismo con
cui si debbono rappresentare gli sviluppi relativi alle cose precedenti; !’altra
deve porre in evidenza alcuni problemi, la cui considerazione dopo le spiega-
zionl che qui furon date appare importante e vantaggiosa.

Spesso si & fatto alla geometria analitica il rimprovero di avvantaggiare
elementi arbitrarii coll'introduzione del sistema di coordinate, e questo rim-
provero colpisce parimente tutte le trattazioni di varietd estese che caratte-
rizzano 1'elemento mediante i valori di certe variabili. Se un tale rimprovero
era troppo spesso giustificato dal modo difettoso con cui, specialmente in prin-
cipio, si maneggiava il metodo delle coordinate, esso perd vien meno dinanzi
ad una trattazione razionale del metodo stesso. Le espressioni analitiche che
possono sorgere nello studio di una variethd in relazione ad un certo gruppo,
devono essere, per quel che riguarda il loro significato, indipendenti dal si-
stema di coordinate, in quanto che questo & scelto a caso, e si tratta quindi
di render evidente anche nella forma tale indipendenza. Che cid sia possibile,
e come s’ abbia a fare, lo mostra 1'algebra moderna, in cui la nozione formale
di invariante, di cui qui si tratta, sta impressa in una maniera pit chiara che
mai. Essa possiede una legge di formazione generale e completa delle espres-
sioni invariantive, ed opera per principio con queste sole. La stessa questione
deve porsi nella trattazione formale anche quando si hanno gruppi fondamentali
diversi dal proiettivo (). Poiché il formalismo deve identificarsi colla conce-
zione, sia che si voglia considerarlo solo come espressione precisa e chiara di
quest’ultima, sia che vogliamo servircene per penetrare col suo mezzo in campi
inesplorati.

Per stabilire 1 problemi di cui vogliamo ancora far menzione occorre un
confronto fra le osservazioni esposte e la cosi detta teoria delle equazioni di
Guavors.

Nella teoria di Gavoms, come anche qui, I'importanza si concentra nei
grupps di mutamenti. Gli oggetti a cui si riferiscono i mutamenti sono bensi
differenti; 13 si ha da fare con un numero finito di elementi discreti, qui
invece col numero infinito degli elementi di una varieth continua Ma pos-

(1) [Ad esempio pel gruppo delle rotazioni dello spazio a tre dimensioni intorno ad un
punto fisso i quaternioni forniscono un tale formalismo ]
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siamo tuttavia spinger oltre il confronto, a motivo dell’identita della nozione
di gruppo (*); e qui conviene accennarvi, tanto pill che ne verrd caratterizzata
la posizione da attribuirsi a talune ricerche incominciate da Lie e da me (%)
in relazione alle considerazioni qui svolte.

Nella teoria del Gavors, quale viene esposta per es. nel Traité d’ Algébre
supérieure del Serrer, oppure nel Traité des substitutions di C. Jorpaw, &
oggetto proprio della ricerca la teoria stessa dei gruppi o delle sostituzioni, e
quella delle equazioni ne scaturisce come un’applicazione. Analogamente noi
vogliamo una teoria delle trasformazioni, una dottrina cioé dei gruppi che
possono ottenersi con trasformazioni di data natura. I concetti di permutabilita,
similitudine, ecc., vi troveranno applicazione come nella teoria delle sostitu-
zioni. La trattazione delle varietdh che nasce dal mettere a fondamento i
gruppi di trasformazioni appare dunque come un’applicazione della teoria
delle trasformazioni.

Nella teoria delle equazioni interessano anzitutto le funzioni simmetriche
dei coefficienti, ma subito dopo quelle espressioni che rimangono inalterate, se
non in tutte, almeno in gran parte degli scambi delle radici. Nella tratta-
zione di una varietd con un certo gruppo come fondamentale noi cerchiamo
analogamente anzitutto i corpi (§ 5) e le forme che rimangono inalterate in
tutte le trasformazioni del gruppo. Vi sono perd forme che ammettono non
tutte, ma alcune delle trasformazioni del gruppo stesso, e queste offrono un’in-
teresse speciale relativamente alla trattazione fondata su di esso, hanno ciog
proprietd particolari. Questo equivale a mettere in evidenza per es. nella geo-
metria ordinaria corpl simmetrici e regolari, superficie di rotazione ed elicoidali.
Ponendosi invece dal punto di vista della geometria proiettiva, e richiedendo in
particolare che le trasformazioni per cui le forme si mutano in sé stesse siano
permutabili, si giunge alle forme considerate da Liz e da me nel lavoro citato,
e al problema generale posto al § 6 di esso. La determinazione datavi nei
§§ 1 e 3 di tutti i gruppi di infinite trasformazioni lineari permutabili nel
piano & una parte della teoria generale delle trasformazioni testé menzionata (%).

(1) Ricordo qui che GrassMANN gia nell'introduzione alla prima edizione della sua
« Ausdehnungslehre » (1844) confronta 1'analisi combinatoria colla scienza dell’estensione.

(#) Vedi la Memoria comune: Ueber digjenigen ebenen Curven, welche durch ein ge-
schlossenes System won einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transforma-
tionen in sich iibergehen. Math. Annalen, Bd. IV,

(3) Nel testo debbo astenermi dal mostrare il vantaggio che la considerazione delle
irasformazioni infinitesime ha per la teoria delle equazioni differenziali. Nel § 7 del lavoro
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NOTE.

1. Sul contrasto fra 1indirizzo sintetico e quello analitico nella geo-
metria moderna.

La differenza fra la nuova geometria sintetica e la nuova geometria ana-
litica non deve piut considerarsi oggigiorno come essenziale, poiche i concetti
e le argomentazioni si sono informati a poco a poco dall’'una e dall’altra
parte in”modo affatto simile. Percid noi scegliamo nel testo la denominazione
di « geometria proiettiva » per indicarle entrambe. Se il metodo sintetico pro-
cede di piu per mezzo dell’intuizione dello spazio, accordando cosi alle sue
prime e semplici teorie un’attrattiva non comune, tuttavia il campo di tale
intnizione non & chiuso al metodo analitico, e le formole della geometria ana-
litica si possono concepire come espressione esatta e trasparente delle relazioni
geometriche. D’altra parte non bisogna tenere in poco conto il vantaggio che
un formalismo ben fondato offre al processo dell’investigazione, precedendo in
certa misura il pensiero. Bisogna bensi attenersi sempre al principio di non con-
siderare come esaurito un argomento matematico, finché esso non & divenuto
evidente nel concetto; e I’avanzare col mezzo del formalismo non & appunto
che un primo passo, ma gia molto importante.

II. Distinzione della geometria odierna in discipline.
Quando si osserva per es. come in generale il fisico matematico si priva
dei vantaggi che in molti casi gli potrebbe accordare un’osservazione proiettiva
anche poco sviluppata, e come d’altra parte il proiettivo non pon mano alla

citato Lie ed io abbiamo mostrato che: le equazioni differenziali ordinarie che ammettono
eguali trasformazioni infinitesime presentano uguali difficolta d’integrazione. In qual modo
siano da usarsi tali considerazioni per le equazioni alle derivate parziali lo ha esposto Lie
in luoghi diversi, fra gli altri nella Memoria menzionata dapprima (Math. Annalen, Bd. V)
‘con vari esempi. (Vedi in particolare i Rendiconti dell’Accademia di Cristiania, maggio 1872.)

[Posso oggi accennare al fatto che appunto i due problemi menzionati nel testo han
continunato a dar 1'indirizzo ad una gran parte dei lavori ulteriori di [.iE e miei. Gia prima
ho ricordata la pubblicazione del 1.° volume della Theorie der Transformationsgruppen
del Lie, Quanto alle mie ricerche posteriori al presente scritto si possono qui considerare
quelle sui corpi regolari, sulle funzioni modulari ellittiche ed in generale sulle funzioni uni-
voche con trasformazioni lineari in sé stesse. Ho gid esposte le prime nel 1884 in un’opera
speciale: Vorlesungen uber das ITkosaeder und die Aufiosung der Gleichungen funften
Grades (Leipzig, 1884); un’esposizione rimaneggiata della teoria delle funzioni modulari
ellittiche & appunto] ora in corso di stampa.]

Annali di Matematica, tomo XVII. 43
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ricca fonte di veritdh matematiche che ha dato luogo alla scoperta della teoria
della curvatura delle superficie, bisogna ben ammettere che lo stato attuale

della scienza geometrica & assai imperfetto, e sperare ch’esso abbia in breve
a migliorare.

III. Sull’ importanza dell’ intuizione dello spazio.

Se nel testo noi accenniamo all’intuizione dello spazio come a qualcosa
di secondario, lo facciamo in relazione al contenuto puramente matematico
delle considerazioni da formulare. L’intuizione ha per esso il solo scopo del-
I'evidenza, il quale perd dal lato pedagogico & da stimarsi assai. Un modello
geometrico per es. & sotto questo punto di vista assai istruttivo ed interessante.

Ben diversa perd & la questione sull’importanza dell’intuizione geometrica
in generale. To la considero come una cosa che sta da sé. V'ha una geome-
tria speciale che non vuol esser riguardata, come le ricerche discusse nel
testo, quale forma intuitiva di considerazioni astratte. In essa si tratta di con-
cepire asgolutamente le figure dello spazio colle forme che esse hanno effetti-
vamente, e di intendere (ed & quello il lato matematico) le relazioni che per
esse sussistono come conseguenze evidenti dei postulati sull’ intuizione dello
spazio. Un modello, — sia pur eseguito ed osservato, oppure solo rappresentato
con evidenza, — non & per questa gcometria un mezzo per raggiungere lo
scopo, ma lo scopo medesimo.

Istituendo per tal modo la geometria come qualcosa a s&, accanto alla
matematica pura, ma indipendentemente da essa, non facciamo certo nulla di
nuovo. B desiderabile perd che si metta una buona volta ed espressamente in
evidenza questo punto di vista, poiché I'investigazione recente lo omette quasi
totalmente. EE a questo si collega il fatto che inversamente 'investigazione
stessa venne di rado usata a studiare le proprietd di forma degli enti dello
spazio, benche appaia di gran vantaggio appunto in questo indirizzo.

IV. Sulle varieta a quante si vogliano dimensions.

Che lo spazio, concepito come luogo di punti, abbia solo tre dimensioni,
dal punto di vista matematico non va discusso; ma nello stesso modo dal
punto di vista matematico non possiamo impedire ad alcuno di asserire che
lo spazio abbia invece quattro o un numero illimitato di dimensioni, ma che
noi siamo in grado di percepirne solamente tre. La teoria delle varietd pid
volte estese, che vieppiu si presenta innanzi alle nuove ricerche matematiche,
¢ nella sua essenza del tutto indipendente da una tale asserzione. Si & perd
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naturalizzato in essa un modo di esprimersi che certamente proviene da quella
rappresentazione. Si parla cio¢, invece che degli individui di una varieta, dei
punti di uno spazio superiore, ecc. Per s, una tale espressione ha del buono,
in quanto che, rammentando 1’intuizione geometrica, facilita 1'intelligenza. Ma
essa ha avuta la conseguenza dannosa di far supporre a molti che le ricerche
su varietdh a quante si vogliano dimensioni fossero intimamente legate all’ac-
cennato concetto della natura dello spazio. Nulla & pill privo di fondamento
che una tale supposizione. Certo che le dette ricerche matematiche trovereb-
bero subito applicazione geometrica se la rappresentazione fosse esatta, — ma
il valore e lo scopo di esse riposano, affatto indipendentemente da una tale
rappresentazione, nel loro proprio contenuto matematico.

Ben diverso da cid & quanto insegnd PrickEr, a concepire ciod lo spazio
effettivo come una varieth a quante si vogliano dimensioni, introducendo come
elemento di esso spazio (vedi § 5 del testo) una forma (curva, superficie, ecc.)
dipendente da un numero arbitrario di parametri.

Il modo di rappresentazione che considera I'elemento della varietd co-
munque estesa come analogo al punto dello spazio fu svolto dapprima dal
Grassmany nella sua « Ausdehnungslehre » (1844). In lui il pensiero & del
tutto estraneo all’accennato concetto della natura dello spazio; questo rimonta
ad osservazioni occasionali di Gauss, e divenne maggiormente noto in seguito
alle ricerche di Riemanx sulle varietd pilt volte estese, colle quali esso si &
collegato.

L’uno e 'altro di questi concetti, — quello di Grassmaxwy e quello di

Pricker —, ha i suoi proprii vantaggi; ed essi si applicano alternativamente
con profitto.

V. Sulla cosi detta Geometria non Euclidea.

La geometria metrica proiettiva di cui si parla nel testo coincide nella sua
essenza, come hanno insegnato ricerche recenti, colla geometria metrica che si
puo svolgere col respingere !’ assioma delle parallele, e che oggigiorno & molto
discussa e agitata sotto il nome di « geometria non euclidea ». Se nel testo
non abbiamo mai accennato a questo nome, si fu per un motivo che si avvi-
cina alle spiegazioni date nella nota precedente. Si collegano col nome di geo-
metria non euclidea una quantitd d’idee non matematiche, che da un lato si
curano con tanto zelo quanto dall’altro si disprezzano; ma con esse le nostre
considerazioni puramente matematiche non hanno nulla a che fare. Il desiderio

di apportare qualcosa a questo riguardo per rischiarare le idee da ragione di
quanto ora diremo.
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Le ricerche sulla teoria delle parallele cui noi alludiamo hanno progredito
in modo da raggiungere matematicamente da due lati un valore preciso.

Esse mostrano una buona volta — e questo loro ufficio pud considerarsi
come relativo al passato, ed ora esaurito — che l’assioma delle parallele non
& conseguenza matematica di quelli che generalmente gli si premettono, ma
che vi si manifesta un elemento di intuizione essenzialmente nuovo e non an-
cora toccato nelle ricerche precedenti. Studi consimili si potrebbero e si do-
vrebbero effettuare relativamente a ciascun assioma, e non solo della geo-
metria; ci si guadagnerebbe in intelligenza nella reciproca posizione degli
assiomi.

Inoltre tali ricerche ci hanno fatto dono di un prezioso concetto mate-
matico, quello di una varietd a curvatura costante. Esso & legato pili intima-
mente che mai, come gia accennammo e come & meglio mostrato nel § 10
del testo, alla determinazione metrica proiettiva, sorta indipendentemente da
ogni teoria delle parallele. Al fatto che lo studio di questa determinazione me-
trica offre di per s¢ un alto interesse matematico e permette numerose appli-
cazioni, bisogna aggiungere che essa comprende come caso speciale (limite) la
determinazione metrica data nella geometria, e ci insegna a concepirla da un
punto di vista piu elevato.

Del tutto indipendente da tali considerazioni & la questione, su quali fon-
damenti si appoggi 1'assioma delle parallele; se dobbiamo considerarlo come
dato in via assoluta — come vogliono gli uni — o solo come verificato ap-
prossimativamente dall’ esperienza — come dicono gli altri —. Se vi fossero
ragioni per accettare quest’ultima soluzione, le dette ricerche matematiche ci
mostrerebbero in qual modo si avrebbe a costruire una geometria pil esatta.
Ma la suddetta & evidentemente una questione filosofica, che riguarda i fon-
dament: pit generali delle nostre cognizioni. Il matematico come fale non
g'interessa alla questione cosi posta, e desidera che le sue ricerche siano con-
siderate come indipendenti da cid che dall’una o dall’altra parte si potra
rispondere alla questione medesima.

VI. Geometria della retta come studio di una varietd a curvatura co-
stante.

Nel mettere in relazione la geometria della retta colla determinazione
metrica proiettiva in una varieth a cinque dimensioni, dobbiamo far attenzione
al fatto che nelle rette abbiamo dinanzi a noi (nel senso della determinazione
stessa) i soli elementi all’infinito della varietd. Da cid la necessitd di pensare

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



intorno a ricerche geometricke recenti. 341

quali valori una determinazione metrica proiettiva attribuisca ai suoi elementi
all’infinito, e di questo ci occuperemo ora un po’, per allontanare alcune dif-
ficolta che si oppongono alla concezione della geometria della retta come geo-
metria metrica. Riferiremo queste spiegazioni all’esempio intuitivo offerto da
una determinazione metrica proiettiva basata su di una superficie di secon-
d’ordine.

Una coppia di punti arbitrarii dello spazio ha relativamente alla qua-
drica un invariante assoluto: il doppio rapporto dei due punti e delle inter-
sezioni della quadrica colla loro congiungente. Ma se i due punti si portano
sulle superficie, questo doppio rapporto si annulla indipendentemente dalla loro
posizione, eccettuato il caso in cui essi giacciano su di una generatrice, nel
qual caso & indeterminato. Questa & 1'unica particolaritd che pud presentarsi
nella relazione fra i due punti, a meno che essi non coincidano, e abbiamo
quindi la proposizione:

La determinazione metrica proiettiva che si pud istituire nello spazio
basandosi sopra una superficie di second’ordine non dd ancora alcuna deter-
minazione metrica per la geometria su quest ultima.

A questo si lega il fatto che mediante trasformazioni lineari della qua-
drica in sé stessa si possono far coincidere tre suoi punti arbitrarii con tre
altri ().

Volendo avere una determinazione metrica sulla quadrica stessa, bisogna
limitare il gruppo di trasformazioni, e cid si ottiene tenendo fisso un punto
qualunque dello spazio (ovvero il suo piano polare). Questo punto non sia dap-
prima posto sulla superficie. Allora si proietti la quadrica da esso su di un
piano, sicché comparirad una conica come curva di passaggio. Basandoci su
di questa, istituiamo nel piano una determinazione metrica proiettiva, che poi
riporteremo sulla quadrica (vedi § 7 del testo). Questa & una vera e propria
determinazione metrica a curvatura costante; onde si ha la proposizione:

Sulla quadrica si ha una determinazione metrica siffatta, tenendo fisso
un punto esterno ad essa.

Analogamente si trova (vedi § 4 del testo):

Si ottiene sulla quadrica una determinazione metrica a curvalura nulle
assumendo come punto fisso un punto della superficie medesima,

(1) Questi rapporti »i alterano nella geometria metrica ordinaria; due punti all'infinito
hanno certo di per sé un invariante assoluto. La contraddizione che per tal modo si po-
trebbe trovare nel computo delle trasformazioni lineari della superficie all’infinito in sé
stessa sparisce, in quanto che le fraslazioni e le trasformazioni per similitudine che vi sono
comprese non alterano affatto il luogo dei punti all’infinito.
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Per tutte queste determinazioni metriche sulla quadrica le generatrici di
essa sono linee di lunghezza nulla. L’espressione per I'elemento d’arco sulla
superficie differisce dunque nelle diverse determinazioni solo per un fattore.
Non vi sono sulla superficie elementi lineari assoluti. Perd si pud ben parlare
dell’angolo formato da due direzioni diverse sulla superficie.

Tutte queste proposizioni e considerazioni possono servire senz’altro per
la geometria della retta. Per lo spazio rigato a sé non esiste da principio una
vera e propria determinazione metrica. Ne sorge una solo quando teniamo
fisso un complesso lineare, e precisamente essa ha curvatura costante o nulla
secondo che il complesso & generale o speciale (una retta). Al porre in evi-
denza un complesso & particolarmente legata anche la validitd di un elemento
lineare assoluto. Indipendentemente da cid, le direzioni di passaggio a rette
vicine che tagliano quella data hanno lunghezza nulla, e si pud anche par-
lare dell’angolo formato da due direzioni di passaggio arbitrarie (¥).

VII. Interpretazione delle forme binarie.
Accenneremo qui all’aspetto notevole che, basandosi sull’interpretazione
di 2 + ¢y sulla sfera, si pud dare al sistema invariantivo delle forme binarie
cubiche e biquadratiche.
Una cubica binaria f ha un covariante cubico @, uno quadratico A, e un
invariante B (*). Da f e @ si ricava tutta una serie di covarianti di sesto grado

@ +ARf,
fra cui & compreso anche A% Si pud mostrare (°) che ogni covariante della
forma cubica deve scindersi in gruppi consimili di sei punti. Siccome A pud
assumere valori complessi, si ha un numero doppiamente infinito di tali co-
varianti (*).
Ora tutto il sistema di forme cosi circoscritto pud essere rappresentato

sulla sfera nel modo seguente. Mediante un’acconcia trasformazione lineare
della sfera in s¢ stessa si portino i tre punti che rappresentano f in tre punti

(1) Vedi la Memoria: Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math, An-
nalen, Bd. V, pag. 271.

(%) Vedi a questo proposito i relativi capitoli di CLeBscu: Theorie der biniren Formen.

(3) Considerando le trasformazioni lineari di f in sé stessa. Vedi Math, Annalen, Bd. IV,
pag. 352.

() [Cfr. BeLTrAMI: Ricerche sulla geometria delle forme binarie cubiche. Memorie
Acc., Bologna, 1870.]

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



intorno a ricerche geometriche recenti. 343

equidistanti di una stessa circonferenza massima. Questa possiamo chiamarla
equatore; su di essa i tre punti f abbiano rispettivamente la longitudine 0°, 120°,
240°. Allora @ sard rappresentato dai punti dell’equatore di longitudine 60°,
180° 300°; A dai due poli. Ogni forma @* -4 AR f* sarh rappresentata da sei
punti, le cui latitudini e longitudini saranno contenute nello schema seguente,
in cui « e $3 indicano numeri qualunque:

o P & {—rx

B 120+8|240+8 | —8 |

Tenendo dietro a questi sistemi di punti sulla sfera, & interessante il vedere
in qual modo ne sorgano f e @ contati due volte, e A contato tre volte. —

Una forma biquadratica f ha un covariante H dello stesso suo grado, un
covariante T di sesto grado, due invarianti ¢ e j. E particolarmente da con-
siderarsi la serie di forme biquadratiche ¢H 4 Xjf, che corrispondono tutte
allo stesso T, e fra cui sono compresi i tre fattori di secondo grado in cui si
pud scomporre T', ciascuno contato due volte.

Per il centro della sfera facciamo ora passare tre assi mutuamente orto-
gonali OX, 0Y, 0Z. Le loro sei intersezioni colla sfera rappresentano la
forma T. I punti di una quaderna ¢H + 1jf, essendo z, y, 2 le coordinate
di un punto arbitrario della sfera, sono rappresentati dallo schema:

— ad -_—
120 — l 240 — 6

x Y 2
xr —y —=z
—2 y —=z
—r —y 2.

Essi sono sempre vertici di un tetraedro simmetrico, le cui coppie di
spigoli opposti sono dimezzate dagli assi coordinati; dal che risulta caratte-
rizzato 1'ufficio di 7' nella teoria delle equazioni biquadratiche come risolvente
di ¢H4 251

Erlangen, ottobre 1872.

Five pon Tovo XVIL® (Serie IL%).
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