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Fondamenti 
della teoria dei tipi ordinati. (*) 

(Di GIULIO VIVANTI, a Mantovu.) 

1. Dejnizione. Abbiasi un aggregato d'elementi qualisivogliano (ma- 
teriali O no), e sieno questi ordiriati in n sensi; ciob, presi due elementi qua- 
lunque, sia noto se l'uno abbia rango inferiore, eguale O superiore all'altro in 
ciascuno degli n sensi che si prendono in considerazione. 

Eccone alcuni esempi. 
a) L'insieme di tutte le note d'un pezzo di musica è un aggregato or- 

dinato in 4 sensi, quando si considerino i suoi elementi come ordinati: 1." se- 
condo la successione di tempo; 2.' secondo il valore; 3." secondo l'altezza; 
4." secondo I'intensità. 

b) L'insieme di tutti i punti d'un dipinto ê un aggregato ordinato in 
3 sensi, quando si considerino i suoi elementi come ordinati: 1.' secondo la 
grandezza dell'ascissa; 2." secondo quella dell'ordinata; 3." secondo il colore 
(lunghezza d'onda). 

c) L'insieme dei punti d'un campo ad n dimensioni è un aggregato 
ordinato in rz sensi, quando si considerino i suoi elementi come ordinati rispetto 
alle grandezze delle loro n coordi~iate. 

(*) 1 principi di questa teoria, dovuta all'illustre matematico GIORGIO CANTOR, furono da 
lui esposti nelle Mittheilungen zur Lehre vom Transfiniten (Zeitschrift  für Philosophie und 
philosophische Kritik, T .  91, 92). Da questo lavoro, dalla tesi di laurea di HERMANN SCHWARZ 
(Eh Beitrag sur Th. d .  Orduungst~pen, Halle a. S. 1888)' e da  alcune lettere direttemi 
da1 prof. CANTOR, che gentilmente mi permise di farne libero uso, ho desunta la  presente 
esposizione, la  quale si limita per ora alla teoria dei tipi finiti. Di mio non v' é che l a  di- 
sposizione della materia in ordine sistematico, l'uso costante d'una imagine geometrica dei 
tipi, qualche açgiunta, generalizzazione O mutarnento di forma qua e la, e molta parte del 9 Y. 

Annali d i  Matematica, tom0 XVII.  1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 Viu an t i :  Folzdamenti della teorzà dei tipi urdzizati. 

Se nella considerazioiie d'un insieme ordinato in n sensi si fa astrazione 
dalla natura speciale degli elementi, è chiaro che ad esso pub sostituirsi un 
insieme come quel10 ultimamente descritto [es. c ) ] ,  i cui punti sieno ordinati 
secondo le n direzioni degli assi di riferimento nello stesso modo in cui sono 
ordinati secondo gli n sensi gli elementi dell'insieme considerato. 

Tutti gli aggregati rappresentabili mediante uno stesso aggregato di punti 
ad n dimensioni si dicono simili, oppure appartenenti ad uno stesso tipo OY- 

dinafo (Ordtzmgstypus) ad n dimensioni. Pe r  conseguenza ogni tipo ad n di- 
mensioni pub essere rappresentato da  un insierne di punti posti in uno spazio 
ad n dimensioni. 

Se questi punti sono tutti differenti, il tipo si dice p r o ;  in caso contrario 
si dice misto. Ogniqualvolta non si avverta il contrario, s'intenderà di parlare 
di tipi puri. 

2. Sui nurneri trasfiniti. Non sarà inutile far vedere quale stretto le- 
game esista fra la teoria dei tipi e quella dei numeri trasfiniti, e rammentare 
brevemente i principii di quest'ultima teoria. 

Se si ha  un aggregato lineare, ossia ordinato in un solo senso, e se inoltre 
esso è ben ordinato (*), cioè se possiede un primo elemento e a ciascun suo 
elemento ne succede un altro determinato (**), allora il tipo a cui esso appar- 
tiene prende il nome di numero ordinale. È chiaro che qualunque tipo lineare 
finito è un numero ordinale; ma 10 stesso non pub asserirsi pei tipi infiniti (***). 
1 numeri ordinali infiniti sono identici coi wumeri trasfhiti di CANTOR, di cui 
passiamo a discorrere. 

Se si considera l'insieme di  tutti i punti d'un tratto rettilineo aventi 
ascissa razionale, 6 noto che essi possono ordinarsi in modo che il loro insieme 
corrisponda elemento ad elemento alla serie naturale dei numeri 1, 2, .  ..; iri 
altre parole, i punti considerati possono disporsi in serie senzplice. L a  cosa 
non é pi& po&ibile invece quando si tratti dell'insieme dei punti arenti ascissa 
irrazionale; e 10 stesso fenomeno si verifica per infiniti altri aggregati di punti. 
Ma, come l'impossibilità di certe operazioni in determinati casi ha condotto 

(') 'CANTOR, Grundlayen einer allgemeinen Manniclifultigkeitslehre, § 2. 
(**) Tale earebbe, per esempio, l'insieme dei numeri (O dei punti aventi per ascisse i 

numeri) 1, - 1 ,.. . Inreoe i'insieme dei numeri razionali maggiori di zero considerati 
2' 3' 4 

come disposti in  ordine d i  grandezza non possiede alcuna delle due proprieth caratteristiche 
degli aggregati ben ordinati, 

(***) V. la nota precedente. 
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Vivart  ti: Fondamenti della teoria dei tipi ordinati. 3 

a creare i nutieri negativi, frazionari, irrazionali, imaginari, ideali, cosi anche 
qui l'irnpossibilità accennata ebbe per conseguenza un'estensione considerevole, 
indefinita delle serie dei numeri interi. 

Abbiasi la serie a i ,  a,, ..., a,, d o y ~  v B un numero intero finito; v pub 
considerarsi come il numero ordinale corrispondente a questa serie, cioè come 
espressione del fatto ehe essa è simile alla serie 1, 2,. . ., II. Se si ha invecs 
la serie infinita a,, a,, . . . , si esprime il fatto che essa 13 simile alla serie na- 
turale dei numeri 1,  2 , . .  . presa in tutta la sua estensione dicendo cbe essa 
ha per numero ordinale o; e questo o (che indicherb anche con w,) si definisce 
come il pi& piccolo numero intero trasfinito, ossia come il numero immedia- 
tamente successivo alla serie di tutti i numeri interi finiti. Da  si deducono 
innumerevoli altri numeri trasfiniti; servano d'esempio w + 1 ,  w + u, o. 2, os, 
che sono i numeri ordinali delle serie: 

a i ,  a,, a , . . ,  b,, b,, b , . . ,  b, 
a,, a,, at ,..., bi, h ,  b3,- 

( 4 )  a(D , a , ,  a ,  a:), a , . . ,  a?, a ,  nt) ,.... 
i 9 

Come si vede, il processo di generazione dei nuovi numeri si fonda su 
due principi differenti; l'uno consiste nell'aggiungere un'unità ad un numero 
gih noto (es. w + 1, w + u), l'altro ne1 creare un nuovo numero da ccinside- 
rarsi come immediatamente superiore ad una successione indefinita di numeri 
conosciuti (es. o,  w . 2 ,  we). In  virtù di questo secondo principio noi potremo, 
giunti ad un certo punto, creare un numero del tutto nuovo Q (od o,) (*), che 
serrà definito come il numero immediatamente successivo a tutti quelli già 
ottenuti; indi procedere alla creazione di nuovi numeri cornbinando fra loro 
quelli già noti od introducendone altri affatto nuovi w,, w,,.. .; e cos1 di se- 
guito indefinitamente. Ma qui si presenta spontanea una questione: Qua1 è il 
punto, giunti al quale si verifica la necessith d'introdurre un numero del tutto 
nuovo ai? La risposta ci è fornita d a  un terzo principio, che pub dirsi p i n -  
cipio d i  limitazione; ma Fer  parlare di questo è necessario premettere alcuni 
cenni sui nzlmeri cardifiali O potenze. 

Se in un tipo ordinato in uno O più sensi si fa astrazione dall'ordjne degli 
elementi, potrb ad esso sostituirsi un jnsieme d'unità comunque disposte, tale 

- (&) Dicendo che Q 6 del tutto nilovo, intendo ehe esso non si ottiene mediante opera- 
ziod eaeguib sui ~ u w r i  precedenti. Pella stessa natura & o. 
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4 Viu a sz t i : Fonda~nznt i  delta teoria dei  tipi orditzati. 

che a ciascun elemento del tipo considerato corrisponda un solo elemento del- 
l'insieme e reciprocamente. Tutti i tipi che possono essere sostituiti da un me- 
desimo insieme, ossia che possono, a parte l'ordine degli elementi, riferirsi 
univocamente l'uno all'altro, si dicono eqz~ivalenti; e l'insieme d'uriità che li 
r~ppresenta viene designato come il numero cardinale O la potenxa di cia- 
scuno di essi. & chiaro che v'ha un solo tipo lineare finito avente un dato 
numero cardinale; per es. il numero cardinale 5 appartiene al tipo forniato 
di 5 punti in linea retta, e a nessun altro tipo lineare diverso da questo. In 
altre parole, quando si tratta di numeri finiti, non v'ha luogo a distinzione 
alcuna fra i numeri cardinali e gli ordinali; e di qui segue che una parte 
d'un insieme finito ha sempre potenza inferiore a quella dell'insieme totale. 
A1 contrario v'hanno innumerevoli tipi lineari infiniti aventi una stessa po- 
tenza; e pub avvenire in particolare che abbiano la stessa potenza un a g g r e  
gato infinito ed una parte di ess'o. Se due aggregati Ml N non sono equiva- 
lenti, e pub separarsi da M un a,ggregato parziale equivalente ad N, si dice 
che la potenza di M è m a g g b r e  di quella di N. II pi% piccolo numero car- 
dinale infinito è quel10 che compete all'insieme 1, 2 ,  .. .; esso si designa con 
O,, mentre O,, 0 3 )  ... denotano i numeri c~rdinali successivi. 

$ tempo ora di dire in che consista il principio di limitazione sopra ac- 
cennato. Esso pub enuncisrsi dicendo che la creazione d'un numero affatto 
nuovo oi deve aver luogo soltanto quando l'insieme di tutti i numeri già for- 
mati ha la potenza O;. 

1 numeri ordinali finiti costituiscono la l.a classe di numeri; quelli com- 
presi fra w,  ed a, (w, escl.) la 2."; in generale quelli compresi fra oi-i ed m i  

(ai escl.) costituiscono la iesinza classe. La  serie ben ordinata 0, 1, 2 ,. . ., Y - 1, 
dove Y è uu numero finito, ha per numero ordinale e per numero cardinale v. 

La serie ben ordinata costituita da tutti i numeri ordinali inferiori ad un nu- 
mero a della i e ~ i m a  classe ( 2 )  l) ha per numero ordinale a e per numero c,ar- 
dinale ~ i - ~ .  

11 tipo a cui appartiene un aggregato JI si denota con r, il suo numero 
cardinale con Il numero cardinale d'un tipo a s'indica con z. 

3. Tornando ora all'oggetto principale del presente Iavoro, tratterb an- 
zitutto delle operazioni che possono farsi sui tipi e di alcune classificazioni a 
eui essi dànno luogo. 
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Tiu a n t i :  Fondamenti della teoriu dei tipi ordinati. 5 

Addixione. Sieno M, N due aggregati (*) ad n dimensioni appartenenti 
rispettivamente a i  tipi a e p, e si  riuniscano i loro elementi in un solo aggre- 
gato M 4. N caratterizzato dalle seguenti proprietà: 

a) Gli elementi di M conservano in M+ N la loro disposizione relativa 
rispetto a ciascuna delle tz direzioni, e 10 stesso ha  luogo per gli elementi di N ;  

b) Gli elementi di N hanno in M + N rango superiore a quelli di M 
rispetto a tutte le lz direzioni. 

Il tipo a cui appartiene M + N si definisce come la somma a + B dei 
due tipi a e p ;  sr dicesi l'uugendo, ,4 l'addendo. L'addizione è un'operazione 
univoca, associativa ma non commutativa; il numero cardinale del tipo a +- 
è la somma di quelli dei tipi a e P. 

' Operazioni analoghe al17addixz;îne. Pub concepirsi un'infinità di siffatte 
operazioni, fra le quali accennerb soltanto alla seguente. 

Abbiasi un aggregato P ad n dimensioni, e si imaginjno i suoi elementi 
disposti in una serie ben ordinata e,, e , ,  e,, ... , e l ;  cib è sempre possibile, e 
h è un nurnero finito, se P è un insieme finito, un numero trasfinito dell'ieaiMa 
classe, se P è un insieme di potenza oi-,. Abbiasi inoltre un insieme ben or- 
dinato di aggregati ad n dimensioni M o ,  Mi, M,, ..., Ml. avente il numero 
ordinale h ,  e si riuniscano gli elementi di questi aggregati in un aggregato 
unico N avente le seguenti proprietà: 

.u)'Gli elementi di Mi conservano in N la loro disposizione relativa ri- 
spetto a ciascuna delle n direzioni; 

b) Ciascun elemento di nfi ha relativamente a qualunque elemento di 
Mj ' la stessa disposizione (rispetto a tutte le n direzioni) che h a  ei relativa- 
mente ad ej. 

II tipo N a  cui appartiene N pub dirsi la somma dei tipi Mi rispetto 
alla base P. 

Moltiplicaxione. L'operazione precedente si riduce alla moltiplicaxione 
quando gli aggregati Mi sono tutti fra loro simili. Detto il tipo . cornune -- - 
a cui appartengono, si ha: N= MP; M dicesi moltiplicando, P moltiplica- 
tore. L a  moltiplicazione è un'operazione univoca, associativa e distributiva, 

- - 
ma non commutativa. Si ha poi F= M .  P; 

(*) Poiche ogni tipo pub essere rappresentato d a  un aggregato d i  punti ad n. dimen- 
sioni, s i  potrP eseguire Io studio matematico dei tipi sopra aggregati di questa natura;  
quindi d'ora innanzi, parlando dei tipi ordinati, intender6 sempre di riferirmi agli aggregati 
di punti che li rappresentano. 
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6 V i v a n t  i: Fondamenti detla teoria dei tbi ordinati. 

Tipi primi. Un tipo a si dice primo, quando, in qualunque modo Io 
si scomponga ne1 prodotto di due altri, il moltiplicatore è O I O il tipo unith 
(tipo degli aggregati costituiti da un solo elemento). 

Tiy i  coniugati. Se si ha un tipo a ad n dimensioni, e si costruisce un 
tipo p pure ad n dirnensioni, avente la stesso riumero cardinale, e tale che i 
rapporti di posizione dei suoi elementi rispetto alla ,ursima ed alla p i m a  dire- 
zione sieno identici a quelli degli elementi di a rispetto alla vesima ed alla pesima 

direzione, e che i rapporti di posizione rispetto alle altre n - 2 direzioni sieno 
gli stessi nei due tipi, si dice che B si è ottenuto da  a mediante permutaziona 
delle direzioiii pCsima e uesima. - Da un tipo possono ottenersi mediante ripe- 
tute permutazioni n! - 1 tipi, in generale tutti diversi. 

Dato un tipo a, si pub invertire la disposizione de'suoi elementi rispetto 
ad una determinata direzione, per modo che il rango d'un elemento sia di 
quel10 d'un altro rispetto a quella direzione secondoché era prima g .  Il tipo 
cosi costruito dicesi inverso di a rispetto alla direzione considerata. 1 tipi inversi 
d'un tipo dato sono in numero di 2n - 1. 

Per  I'applicazione simultanea della permutazione e dell'inversione un tipo 
a dà luogo a, 2 n n !  tipi (compreso a), in generale tutti dicersi, che diconsi 
conkgati. 

Tipi ussociati. Se si trasforma un tipo a in maniera che gli elementi 
di esso aventi il pesimO rango rispetto alla Pima direzione assumano il ue"*" 

rango e vioeversa, il tipo cosi ottenuto dicesi associato ad a (*). Tutti i tipi 
tra loro associati cmtituiscono una classe di tipi. 

Ogni tipo inverso d'un tipo finito è ad esso assooiato. Cib non sussiste 
in generale pei tipi infiniti. 

4. Tipi finiti. In  un tipo finito v'ha luogo a distinguere: 
a) Il suo numero cardinale m, ossia il numero d'elementi di cui consta; 
b). II numero n delle sue dimensioni; 
C) L e  grandezze s,, s, ,..., s, delle medesime, iatendendo per grnn- 

dezza d'una dimensione il numero dei ranghi rispetto alla direzione corrispon- 
dente che figurano effettivamente ne1 tipo considerato. 

(*) All'operazione descritta corrisponde, nella rappresentazione geometrica di cui parle- 
rem0 pih avanti (n.' 5), 10 scambio dei piani ad n - 1 dimensioni coridotti normalmente al 
Àesimo asse coordinat0 alle distanze p e v dali'origine. 
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b. Rappreseniam'one geonzetricu. A facilitare 10 studio dei tipi finiti serve 
la  seguente rappresentazione geometrica. Si  assuma nello epazio euclided ad fi  

dimensioni un sistema d'assi ortogonali, e si divida quella porzione dello spazio 
ahe è compresa tra le parti positive dei piani (ad n - 1 dimensioni) coordi- 
nati in infiniti cubi di lato 1 aventi gli spigoli paralleli agli assi. 1 vertici di 
quetlti cubi non giacenti sopra alcuno dei piani coordinati Haranno tutti i punti 
aventi per coordinate numeri interi e positivi. Se  ora si ha un ineieme M, di 
m elementi, ad lz dimensioni, appartenente al tipo a, e se I'elemento ech) di 
esso occupa il (p(h))P"mO rang0 rispetto alla iedma direzi~ne,  noi rappresente- 
rem0 quell'elemento mediante iI punto avente le coordinate 4 9 Fe (h' ~ - - j  Pn rh) > . 
gli m punti cosi ottenuti corne corrispondenti agli m elementi di M costitui- 
ranfio un insieme di punti P simile ad M e che potrà, prendersi corne rap- 
presentante del tipo a (*), 

.Prendiamo ora il più picc010 parallelepipedo composto di cubi elementari 
contenente ne1 suo interno O sulla superficie tutti i punti dell'insieme P, e 
csnduciamo esternamente ad esso dei piani (ad n - 1 dimensioni) paralleli alle 

1 sue facce alla distanza - da esse; otteniamo cos1 un nuovo parallelepipedo le 
2 

cui dimensioni sono le dimensioni stesse del tipo a ,  e ne1 quale questo tipo 
pub dirsi inscritto. 

Diremo che tutti i tipi dello stesso numero d'elementi inscritti in un 
medesimo parallelepipedo appartengono ad uno stesso yenere (classe secondo 
SCHWARZ). fi chiaro che tutti i tipi fra loro associati appartengono ad uno stesso 
genere; quindi un genere si compone d'un certo numero di classi complete. 

21 numero dei tipi associati ad un tipo di dimensioni s,, s,,. . ., s, è 
s,! 821 ... &!. 

6. Tipi cmnessi. Se U, b sono due punti d 'un tipo finito a ,  e si pub 
passare da  a a b seguendo una spezzata i cui lati sieno paralleli a qualcuno 
degli assi e i cui vertici c i ,  c, ,  ..., sieno elementi del tipo, si dice che i punti 
a,  b sono tra loro collegati per mezzo della catena a, c,, c,, ... , b. Se tutti 
gli elementi d'un tipo sono collegati due a due, il tipo dicesi connesso. 

Se un tipo a non è connesso, si vede facilmente che esso pub scomporsi in 
una sola maniera in gruppi connessi t ra  loro separati, cioè tali che due punti 
qualunque appartenenti a gruppi diversi non sieno tra loro collegati. Gli ele- 
menti d'un grhppo continuano a Costituire un gruppo connesso anche quando 

(*) Se a fosse un tipo misto, alciini dei punti di  P sarebbero punti multipll, ci06 cia- 
scuno di essi rappresenterebbe due O piu elementi di M. 
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8 .Viv a lz t i.: Fondamenti delld teoria dei '€+i' ordinati. 

al tipo 'a.-.si faccia siibire x n a  trasformazione qualsiasi, e fra i tipi associati 
ad .  a ve n 'ha uno almeno che è la somma di più tipi connessi. 

Il tipo unità pub considerarsi come un tipo connesso. 
Tipi semplici. Dicesi composto ogni tipo che è la somma di due O più 

altri, sevzplice ogni altro tipo. . . 

Ogni tipo connesso B semplice; ogni tipo sconnesso è O cornposto, o asso- 
ciato d'un tipo composto, sicchè ogni classe di tipi sconnessi contiene almeno 
un tipo composto. 

7. L a  prima questione. che si presenta nello studio de' tipi finiti B la 
seguente: Determinare il numero dei tipi aventi un dato numero cardinale m. 
Esporrb nef presënte paragrafo quanto si riferisce'a questo problema'e ad altre 
questioni che più O meno direttamente ad esso si connettono. 

8. Metodo di Cuntor. A ciascun punto a coordinate intere 1,, A,,. -., A, 
contenuto ne1 parallelepipedo P in cui è inscritto un dato tipo si assegni un 
coefficiente kx,,..,~,, il quale ~ i a  zero se quel punto non rappresenta alcun ele- 
mento del tipo, 1 se ra'ppresenta un elemento di esso (p se è un punto p-uplo, 
quando si tratti ,di tipi misti). Dette si,. .. , s, le dimensioni di P, e indic.ando 
con gi (i - 1 ,  2 , .  .., si) il numero degli elementi del tipo che si trovano su1 
piano (ad rt -- 1 dimensioni) condotto normalmente al primo asse coordinat0 
alla distanza i. dall'origine, dovrà essere: 

Afinchè poi il tipo considerato non sia inscrittibile in alcun parallele- 
pipedo minore di P, devono tutte le gi essere diverse da  zero, e inoltre devono 

va 

sussistere le seguenti 2 sh disuguaglianze: 
h=2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Viv a n t i : Pondamenti delta teoria dei tipi ordina ti. 9 

Indichiamo con y (g, , . . . , g,,; s,, . . . , s,) [O, quando cib non possa gene- 
rare equivoci, con rp (s,, . . . , sa)] il numero di soluzioni del sistema (l), con 
y' (9' , . .., gSi ; s2,. . . , sn) [O con Y' (se,. . . , sn)] il numero di quelle soluzioni del 
sistema (1) che soddisfanno le disuguaglianze ('2). Poichè le k non possono 

prendere che i soli valori O e 1, la equazione 

quindi sarà: 

Corne si vede, q, dipende soltanto da1 prodotto delle 
I n  \ 

(11 avr i  1:) soluzioni, 

s, sicchè pub anche scri- 

versi <p ( Ïl sh). Ors? mentre y' ci dA il numero dei tipi (di m elernenti distri- 
h=8 

buiti secondo i numeri gi) inscritti in Pl rf ci dà il numero dei tipi (della 
natura sopra accen~ata)  inscritti, non solo in P, ma anche in tutti i possibili 
parallelepipedi contenuti entro P e aventi per prima dimensione si. Di qui si 
deduce senza alcuna difficolth che: 

ossia, ponendo p, invece di s h  - ph: 

donde notoriamente (*): 

(*) Ecco corne pud ricavarsi la (5) dalla (4). Si consideri il sistema delle lï ui equazioni 
s'=a 

ottenute dalla (4) dando ad s, i valori 1, 2 ,..., cr,, ad s, i valori 1, 2 ,..., a ,,..., ad 
s, i valori 1, 2,.  . . on. Si rnoltiplichi l'equazione corrispondente ai valori & delle per 

(-Il *t.""s (::). . .(JI) e si sornrnino i prodotti. Il primo mernbro dell'equaziooe riaul- 
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1 O Viv art t i: Fondamedi della teoriu dei tz$i odinati. 

Se quindi s'indica con @ ( m ,  f i )  il numero dei tipi puri a d  rt. dimensioni 
men t i  il numero cardinale m, si ha, scrivendo t'h-,, invece di  sh, ph e 
ponendo t = ( t I 4  - r i ) ( t ' 2  - p2) (tl,-i - vn-i):  

tante sarA: 

8n= 1, ..., on 

ossia, facendo a i  - oi = pi ed osservando ohe (*) = (:) : 

Il secondo membro sarh: 
(- l)a4+.-+ùw 

I ' ' 9 un) + 2 Cp,, ..>PR  pz ) -..? PR) 7 

(4 
dove l'indice (a) significa che si esclude la combinazione di valori: p, = o,, . . . , yn = on. L'e- 
quazione (5) sa& adunque dimostrata, se faremo vedere che i coefficienti c sono tutti nulli. Ora: 

C. ..,.,. = (:). . . ( ' s )  I: (- ~y*.-- (s: 1 r:). . . -F) = Pn ~~=p~,..., vs Sn- 

. . . . . . . .  * 
sn=O ,.u, an-ps 

Ma la somma che figura nell'ultirna espressione di $Cn,...,u, & eguale' a lï (1 - If'd'Pi, 
u' 

dove il prodotto t? esteso a tutti i valori di sl per cui pi< Ci ;  e, poiehé almeno per un valore 
di i tale condizione t? soddisfatta, resta p r o ~ a t o  che ~ , , , . , . , ~ ~ = 0 .  
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Vàv e n t i : Fondawtenti del la  teoria dei tipi ordinati. 11 

Raccogliendo i termini in oui t'h - ph ha uno stesso valore th, e ponendo: 
m-t 

p =O 

&LI, S...., m 

Per la funzione C(m, t )  hanno luogo le seguenti relazioni: 

Anche peq la funzione D(m, t )  v'ha una formola ricorrente. Dall'espres- 

(*) Il calcolo del numero dei tipi puri e misti presi insieme B del tutto analogo a quel10 
del numero dei tipi puri. Qui invece della funzione figura la funzione + che rappresenta 
il numero di soluzioni delle (1) quando alle k possano darsi valori interi non negativi quali- 
sivogliano; ed é facile vedere che: 

Detto Y (m, n) il numero dei tipi puri e midi ad n dimensioni aventi il numero cardi- 
nale m ,  e posto: 

E(w,  t )=  2 + ( % > g s , . . : , g s ; t ) ,  
gl+ ... +g~=m 
s= 1, 9, ..., m 

si trova: 
Y ( m , n ) =  2 C ( m , n , t ) . E ( m , t ) .  

t=1,8,...,mn-1 

Fra le (ml n), W ( m  , n)  sussistono le relazioni: 

m-l 

p ( m ,  n)= . P-9 2 r.;')a(m-p, @(ni, n ) = ~ ~ ~ ~ - i ~ ( ~ ; l ) w ( ~ - ~ ,  P=O %), 
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12 Vi v a n t i : B'ondanzenti della teoria dei tipi ordinati. 

sione di D(m, t) si ha: 

al valore O di s corrisponde ne1 secondo membro l'unico termine cp (m + 1 ; t )  

ossia ( ), quindi: 
m i - 1  

s= 1, 9, ..., m+l-go 
g0=118 ,..., rn 

donde si ha: 

posto D(O, t) = 1. Si ha inoltre per ogni valore di m: 

Le formole precedenti offrono il mezzo di calcolare C(m,  t) e D(m,  t )  
per tutti i valori di m e di t. 

9. Metodo d i  Schwarz. Dalle prime formole di CANTOR avrebbe potuto 
dedursi, invece che p(m, n), il numero Pi:Jp,.,.,,n dei tipi di m elementi ap- 
partenenti ad un dato genere ossia inscritti in un parallelepipedo di dimensioni 
assegnate s i ,  s,, . . ., s,. Questo numero fu determinato da SCHWARZ, 13 da esso 
si deduce immediatamente @(m, PZ) mediante l'equazione: 

Le formole di SCEWARZ possono dividersi in 3 gruppi. 
Primo gruppo. Le considerazioni da cui parte SCHWARZ sono affatto 

analoghe a quelle che formano 1s hase del metodo di CANTOR. 
Sia G un dato genere, rappresentato da1 parallelepipedo P di dimensioni 

s,, ..., s,, e si dica inferiore a G qualunque genere G' tale che nessuna di- 
mensione del parallelepipedo che 10 rappresenta sia superiore, ed una almeno 
sia inferiore, alla dimemione corrispondente di P; se non si pub asserire che 
quest'ultima condizione sia soddisfatta, si dirà che G' non è superiore a G. 
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Si denoti con f (m) ( "'*' su ) il numero dei tipi di m elementi inscritti 
Sv+i . . S n  

in tutti i possibili parallelepipedi contenuti entro P (compreso P stesso) le cui 
.... prime Y dimensioni sono precisamente si, s,. Sarh in particolare: 

(numero delle disposizioni di m elernenti identici fra loro in sis,.,. s, posti): 

I l  ragionamento con cui s'è ottenuto la forrnola (3) conduce pure alla 
seguente: 

da cui si ricava (cfr. il numwo precedente): 

Si... SY+I - 
... S n  

2 (- l ÿ v + i + - . + P v + ) i  S ~ + i  . , . S i , . . . ,  Sv ..... ~ . .+1=o ,~ .+v+~- l  (Pr+<) f ( m )  (s2++< - ~ v + i i i - ,  Sv+) - P+i? sv-+)i+i S n  
............ 
P*+A=O ,.-, *y+l-l l.1 (8) 

Da ciascuna delle (7), (8) possono dedursi tante formole diverse, quante 
sono le coppie di valori possibili di Y, 1,. Per es.: si ha per v = 0 ,  3 = n :  
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14 Vivant i :  Fon&txmenti della teoria dei tipi, ordinatz. 

43 per v = 1 ,  A=n: 
t n  1 

Dalla (9) si ha, ponendo s i  t- pi = pi  e ricordando che (J = 6;): 
Si S I . .  . Sn 
( )= P>. c ~ .  t,., , m 6:). . Gn) P R U . . , ~ ~ ,  

(11) 

dove è indifferente porre m invece di s i  come limite superiore di pi  percha 

per p i>  si (::) è nullo. È chiaro che la (11) continua a sussistere anche se 

tutte od alcune delle si sono maggiori di m, purchè si convenga (come del resto 
è naturale) che 'C,T è nul10 quando qualcuno dei suoi indici è > m .  Ne segue 
che la (11) sussiste per tutti i valori, interi O no, delle s, cioè che è un'iden- 
tità. Questn formola fu trovata per altra via da1 prof. GOLDSCFIEIDEB di Berlino. 

Secondo yruppo. Riflettendo che da un tipo di m + p elementi si pos- 

sono togliere in " + modi diversi p elementi, è facile persuadersi della 
( P l  

verità del eeguente teorema: 
Se a ciascuno dei @ ( m ,  n) tipi di m elementi daggiungono p elementi in , 

tutti i diversi modi possibili rispetto alle varie direzioni, a'ottengono tutti i . 

@(m+p, ra) tipi di m + p  elementi, e ciascuno d i  questi ripetuto ( ~ 4 - t *  ) volte. 

Applichiamo il teorenia' ai caso di p = 1. Sieno s,, . .. , s, ie dimensioni 
d'un tipo di m elementi. Un nuovo elemento che s'aggiunga a questo tipo 
potrà avere rispetto alla W m a  direzione, O rango superiore, '~ rango iuferiore a 
quelli di tutti gli m elementi, O identico ad uno, O intermedio fra due di essi; 
il che ci dà in tiitto 2 s i  + 1 possibilità diverse, Rispetto a tutte le direzioni 

n 

preee insieme avremo quindi n (2s i  + 1) disposizioni possibili; ma fra queste 
i s  1 
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m ~ o  comprese quelle in chi il nuovo elemento coincide con uno dei primitivi, 
disposizioni che devono escludersi, trattandosi qui unicamente di tipi puri. Il 

n 

gumero delle disposizioni possibili si riduce adunque a Ii (2si + 1) - m ,  e 
i= 1 

da1 teorema testè enunciato si ha: 

...... 
an=l,wl m 

ossja, ,tenendo conto .della (6): 

Consideriamo in particolare i P\:+!L,, tipi di m + 1 elementi inscritti ne1 
parallelepipedo P di dimensioni s,, .. . , s,. Essi provengono: 

a) Dai PkrL.,, tipi di na elementi inscritti in P; il nuovo elemento pub 
essere rappresentato da uno qualunque dei si,. . s, - m punti di  P non occu- 
pati dagli elementi primitivi. Si ottengono cos1 (s, s,. . . s, - m) V::!..,, tipi di 
m + 1 elementi; 

6) Dai Fm) tipi di m elementi inscritti in un parallelepipedo di 
(0s;~;8n) 

cui À dimensioni sono minori d'una unità delle dirnensioni corrispondenti di P, 

cib che rai vu01 denotare colla segnatura Il nuovo elernente pub 
- .  

Prendere rispetto a oiascona di gueste i direzioni, o rango auperiore, O rango 
inferiore agli s - 1 ranghi degli elementi primitivi, O intermedio fra due di 
essi, onde si hanno s <ossibilità. Rispetto .a ciascuna delle altre n - À direzioni 
il npovo elemento deve essere 10 stem0 rango d'uno degli elementi già esi- 
stenti, sicchè si hanno anche qui s casi possibili, Adunque s'ottengono in tutto 
si s,.. . s, Fm) tipi di na + 1~ eleinenti. (y<) 

Rammentando che ciascun. tipo di nz + 1 elementi figura m + 1 volte, 
di ka dunque: 

ta 

(m + 1) . V ~ ~ ~ ~ ,  = si s,. . . s, 2 Vrn) + an 
),dl [yp] > P...., s,,, 

ossia, ponendo m - l invece di m: 
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16 Viva n t i: Fondamènti"detta teor.ia dei tipi ordinati. 

dove la somma del secondo membro è estesa a tutti i valori di i, da O ad n 
e a tutte le combinazioni delle s, ,..., s, a A a A. 

Terxo gruppo. Consideriamo ancora i c::$'j,, tipi inscritti ne1 paralle- 
lepipedo P di dimensioni s,, .. ., s,. Projettando questi tipi sopra un piano ad 
n - 1 dimensioni normale all'nesimo asse coordinato, s'ottengono dei tipi, even- 
tualmente misti, ad rz - 1 dimensioni di m elementi inscritti ne1 parallelo- 
grammo di dimensioni s, , s, , . . . , s,+; questi tipi possono considerarsi come 
tipi puri di m - h elementi dando ad h valori convenienti, ed é facile vedere 
che si ottengono cos1 tutti i ~ V ~ ~ , , - ,  tipi corrispondenti ai valori O ,  1,  .;. 
di h. Ciascuno d'essi perb sarà ripetuto pn certo numero di volte. Per deter- 
minare questo numero facciamo il cammino' inverso. Considerando uno qua- 
lunque T dei Vi::h!,,-, tipi corrispondenti ad un determinato valore di h ,  per 
ottenere da esso uno dei PL:!..,,, tipi ad rz dimensioni dobbiamo sulle normali 
al piano II ad n - 1 dimensioni in cui giace T innalzate dagli m - h punti 
di T distribuire m punti i quali abbiano s, ranghi differenti rispetto alla di- 
rezione comune di quelle normali (direzione dell'nesimo asse coordinato). ve -  
diamo in quanti modi cib possa farsi. Conduciamo per l'origine delle coordi- 
nate una retta r giacente ne1 piano ri e soggetta alla condizione che gli m - h 
punti del tipo T si projettino su di essa in punti tutti distinti; ne1 piano (pro- 
priamente detto) determinato da r e dall'nesimo asse coordinato gli m punti 
del tipo ad n dimensioni costruito si proietteranno in rn punti distinti costi- 
tuenti un tipo a 2 dimensioni inscritto ne1 rettangolo di dimensioni s,, m - it. 
E poichè i tipi di questa natura sono in numero di VLz)m-h e nessuno di essi 
pub essere proiezione di due diversi tipi ad rl dimensioni derivanti da T, sarà: 

Il limite superiore di h è determinato dalla aondizione a - hs, - essendo 
il più grande dei numeri si, s ,,..., s,,, 

Con ragionamento analogo s'ottiene la forrnola: 

Se si = na, nelle (13), (14) h prende il solo valore 0, sicchè esse divengono: 
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V i v  an t i :  Fondamenti della teoria dei  tipi ordinati. .17 

Rammentando che V è funzione simmetrica de'suoi indici, si ha dalla (15): 

e applicapdo quest'equazione ripetutamente: 

D'altra parte si ha in virtù della (13): 

qnindi : 

Ponendo in quest'equazione s, = 1, 2 , .  .., m ;  s, = 1, 2 ,  .. . , m;. . .; s, = 1, 
2, ..., m, e sommando le mn equazioni cos? ottenute, si ha: 

. . . . . . . 
brr=l, ..., m 
h=O, 1, ... 

p i n d i  in virtù. della (6) :  

Le formole trovate riducono il calcolo delle funzioni @(tu, fi), Vi:!..,, a 
quel10 della funzione V relativa ai tipi a due dimensioni. 

Se, dopo aver posto nella (13) n + 1 invece di n, si facesse s,+~ = m - 1, 
si otterrebbero facilmente, tenendo conto anche della (14), le seguenti formole: 

Si ha poi dalla (13) sommando per tutti i valori di s,,. .., s, da 1 ad m e 
Annal; di Matematica, tom0 XVII. 3 
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18 Viv an t i : Fondamenti della teor la dei tipi ordinati. 

tenendo conto della (6 ) :  
m 

Formole relative ai tépi a due dimensioni. È importante studiare an- 
zitutto le proprietà della funzione Pi:\, che denoteremo piii semplicemente 
con II(ml s). Nella (12) si faccin n = 2,  si = m ,  s, = s; si avrl: 

e poichè Vg;') = O: 

n ( m ,  S) = s [n(m - 1, S) + n(m - 1, s - I)]. . (W  
Di qui ~i ha:  

Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per s , s2,. .., sm-" ed ag- 
giungendole alla (16) si ottiene: 

m-s+i 
H(m, s)= L, shll(m-hl  s - l ) ,  

h=l 

che & una formola ricorrente per n ( m ,  s). Un'altra formola della stessa natura 
si deduce dalla (16) ne1 modo seguente. Si ha da questa equazione: 

Moltiplicando queste equazioni rispettivamente per s , s (s - 1) ,..., 
s(s -1)... 2 ed aggiuiigendole alla (161, si ottiene: 

R 
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Viv an t i :  Fondamenti della teoria dei tipi ordinati. 19 

Se nella (16) si pone s == m ,  si ha: 

I I (m, m) = mn(m - 1, m - l ) ,  
quindi : 

D(m,  rn)=m!. 

D'altronde la (17) diviene per s - -- m: 
TI(m, m) = m! II(0, 1). 

Ne segue che affinchè la (17) sussista anche per s = rn si deve porre n(O, 1) = 1. 
Scrivendo nella (17) m - s invece di s e m - s + 1 - h' invece di h ,  

essa prende la forma: 
m-8 

ossia : 
m 

Dalla (18) si deduce la seguente formola, che dimostrerb per induzione: 

Anzitutto la (18) ci dà per s = 1: 

sicchè la (20) sussiste per h = 1. Supposto orn che essa sia sera per s - 1, 
scrivendo s - 1 invece di s, e poi h,  invece di m - s + 1, h,,  h3 , .  .., hs in- 
vece di hl,  h e , .  , . , hs-, , essa diviene : 

hi ha h.9-i 
U(hi + s - 1,  h,) = h,! Ij h2 2 h,. . .  2 h,, 

hz=l hs=l hs=l 

e introducendo questo valore nella (18), ove si suppone scritto hi invece di h:  

m-1 hi hs- 1 

= ( m - s ) !  J h ,  ;i;hz... yh,, 
h1=1 hs=l h ~ l  

ehe è identica alla (20). 
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Ponendo per brevità: 
P hl Zn, r, h ,... $h,= T (p ,  y), 

h1=1 hs=l hg=l 
la (20) diviene: 

n ( m ,  na - s) = (m - s)! T(m - s, s), 
ossia: 

II(m, S) = S! T(s, m - s). 

Ricordando il significato di II(rn, s) e dei numeri y,, ..., y,, ed osservando 
che pei tipi inscritti ne1 rettangolo s m  v'ha un solo elemento per ciascun rango 
rjspetto alla seconda direzione, si vede facilmente che: 

Infatti, considerando il lato s come orizzontale e il lato m come verticale, i 

y, elementi della prima colonna possono disporsi su di essa in modi, i y, t 1 
elementi della seconda colonna, dovendo stare su righe diverse da quelle su 

cui giacciono i gi elementi prima considerati, potranno disporsi in 

modi, e cos1 di seguito. - Dalla formola trovata segue: 

Se t denota la seconda dimensione d'un tipo a due dimensioni, (g,, y,, ... , g,) 
il numero dei tipi di m elementi di cui gi hanno il rango i e ~ i m o  rispetto alla 
prima direzione, si ha evidentemente: 

m 

(94, ~ 2 , * - ,  gS) = &%71, - ~ 2 , * * * ,  9s; t ) ,  
k g  

(21) 

dove g è il più grande dei numeri gi. Ne1 rettangolo st (di oui imaginiamo 
il lato s orizzontale, jl lato t verticale) possono inscriversi ?'(y,, y,,.. ., y,; t) 
tipi di m elementi di cui gi sticno sulla iesima verticale. Supponiamo di portare 
a coincidenza le prime due verticali; alcuni dei y, $ y, punti in esse contenuti 
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Vivant  i : Fondamen ta' della teoria dei tipi ordinati. 21 

potranno sovrapporsi, sicchè sulla verticale doppia avremo y, + g, - Y punti di- 
stinti, potendo Y variare da O al più piccolo dei due numeri g,, 9,. Questi punti 
insieme a quelli che stanno sulle altre verticali formeranno p'(g,, g,, ..., y,; t )  
tipi inscritti ne1 rettangolo (s - 1) t aventi rispettivamente gi + gz - Y ,  g3, . . . , gs 
elementi sulla 1.") 2.",..., (s - 1)""'"" verticale; inoltre pub asserirsi, che la 
costruzione eseguita conduce ad ottenere tutti i tipi di questa natura [che sono - - - - 

in numero di 2 <(g, + gz - Y ,  g3, .. . , y$; t ) ] ,  e ciascuno di essi ripetuto tante 
Y 

volte, quante sono le diverse distribuzioni di gi punti d a  prima verticale e 
di g, punti sulla seconda che dànno origine ad una medesima distribuzione di - - 
y, + g, - Y punti sulla verticale doppia. Ora questo numero è evidentemente 
y'(gi, y2; yi + y, - Y), quindi si ha: 

In modo del tutto analogo si dimostra la formola piii generale: 

Sostituendo a ciascun indice il suo complemento rispetto ad s, e poscia m i -  
vendo i invece di s - i- l e mutando l'ordine degli argomenti delle y' (che 

i 

sono funzioni simrnetriche), si ottiene, posto L, gr, = Gi: 
h=1 

Dalla (23) si ha sommando per tutti i valori di t da 1 ad m e tenendo conto 
della (21): 

(Yi, Y z , - * * ,  gJ = 

(*) Se  fosse g,<g,, si dovrebbe propriamente porre a limite superiore g,; ma é indif- 
ferente mettere invece g, O qualunque altro numero piu grande, od anche omettere del tut to  
l'indicazione del limite superiore, giacche ne1 caso considerato y' (gi , gz; g, -tgz - V) 

nulla per v >g, . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



22 V i v a n t  i :  Foondamenti della teoria dei t$.i. o rd imt i .  

L a  funzione ?'(y,, 9,; t) si calcola facilmente. 1 g, elementi che devono stare 

sulla prima verticale possono disporsi in modi; dei g, elementi della se- (;) 
conda verticale t - g, devono trovarsi sulle t - g, orizzontali su cui non v'è 
alcuno dei primi g, elementi, e gli altri g, - (t - 9,) potranno distribuirsi nei 

restanti g, punti della seconda verticale in di +r2 - 1 )  modi. Si ha quindi: 

Dopo cib la (22) ci dh le seguenti formole ricorrenti, che possono servire pel 
calcolo delle funzioni ~ ' ( 9 ,  ,..., g,; t) e (g ,,..., g,): 

alle quali devono aggiungersi le relazioni evidenti: 

O per y, Z t 
1 per g, = t 

(y,) = 1. 
L a  (25) diviene per g, = 1 : 

ossia, rammentando che (y,,.. ., y,) è funzione simmetrica e denotando con 
Xm(r) la funzione di m argomenti ( r ,  1, 1 ,...) : 

M 

Siccome poi evidentemente x,(1) = 2 II(m, s), cos1 la formola precedente ci 
s=l 

dà il modo di calcolare questa somma per tutti j valori di m. 
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gi, -9 Si 

Indichiamo infine con U$ il numero dei tipi a 2 dimensioni di m ele- 
menti inscritti ne1 rettangolo s e  t e tali che sulle prime i verticali si trovino 
rispettivamente gi ,  y ,,..., y; elementi (mentre i numeri gi+ ,,..., g, restano 
arbitrari). Sommando la (24) rispetto a tutti i possibili valori di gi+,,.-., y, 
si ottiene: 

10. Formola di Qoldscheider. Di questa formola, che abbiamo giB tro- 
vata ne1 numero precedente [equaz. (Il)], CANTOR dà la seguente dimostra- 
zione, che in sostanza non differisce da quella di SCHWARZ. Come s'è già notato, 
basta far vedere che l'equazione sussiste per tutti i valori interi e positivi di 
si, ..., .s, perché rimanga stabilito che essa é identicamente vera. 

Mediante i punti del parallelepipedo di dimensioni si,. . . , sn possono for- 

rnarsi (8Ln '") tipi di ln elementi; d'altra parte ne110 stesso parallelepipedo 

sono contenuti (;:) -(") parallelepipedi di dimensioni pi, .. ., p., e in cia- 

scuno di essi sono inscritti TT!..>,, tipi di m elementi. Si ha quindi: 

Siccome per pi> na Vz) ,  ,,,.,, , ,,.,, ,F O e per pi  > sà = O,  cosi tant0 se (3 . . 

si > rn come se si < m si pub prendere m come limite superiore di pi, do- 
podichè l'equazione prende la forma (11). 

Dando ad s,, . .. , s, tutti i valori interi da 1 ad m e risolvendo il sistema 
cos1 ottenuto dalla (Il) ,  si ricava la (10). 

Anche molti altri risultati otteuuti da SCHWARZ possono dedursi dalla for- 
mola di QOLDSCREIDER. 10 mi limiterb a far vedere, a guisa d'esempio, come 
se ne ricavino le relazioni (12) e (14). 

facile verificare per n = 2 la seguente identith: 
n 

xi x2... X n = ~ i ~ 2 . . . S n  + S(Z, c ~ i ) & . . .  s n  f 

+~(x,-si)(x*-s1)s3...s~+...+(xi-si)(x,-s2). . -(%a-sn), 
n 

dom S indioa la somma dell'espressione scritta e di quelle che si ottengono 
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da essa scambiando gl'indici in tutti i modi possibili. Per dimostrarla in ged 
nerale basta supporla vera per rt - 1, cioè porre: 

e moltiplicare membro a membro per xi =s i  + (x, - sJ; é facile vedere ch0 
s'ottiene cos) la (26). 

Si sottragga ora m - 1 da ambi i membri della (26), e poscia si molti- 

plichi per (q) (2) . . . t:) ; osservando che (z - s) (r) - (8 + 1) (s 1), si 
ottiene : 

Noltiplicando per V"_f', e sommando per tutti i valori di si,. . ., Sn da 1 ad 
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quindi : 

da cui, eguagliando i ooefficienti di  (s;<)- . et:): 

v!iE!m.,Ss = 2 v!:!.., v~~+l,-.-, a+, 7 
t 

che coincide colla (14). 
Pinirb cull'indicare una notevole espressione di @ ( m ,  n), che GOLDSCHEIDER 

ha dedotta dalla formola da lui trovata. Moltiplicando ambi i membri di questa 
formols per L;"1 5;a... En. e sommando per tutti i valori interi e positivi di x,, 
x ,,..., xn, si ha: 

Ora : 

quindi : 

-. ET' t: = 2 'gL'l % (1 - t i ) b l + i  (1 - El)s<+< (1 - [np+' 
Xi,. a ,  Xn 81, ..i, Sn 

Poniamo Ei = t4 = . . . = tn = S ; avremo: 

1 
2Xl+X%+ eii +Zn 

= 2n 3 .Par!.., .en = 2n<9 (m,  n), 
81, ..., Ss 

'ossia : 

11. Metodo d i  Wiener. Di questo metodo, noto soltanto per un breve 
cenno che ne fa SCHWARZ in appendice alla sua tesi, dira solo che esso si 
fonda su1 concetto delle reti di tz@i e della periodicità che in queste si ve- 
rifica. Si ottiene da un tipo T una rete di tipi, dividendo 10 spazio indefinito 
ad f i  dimensioni in parallelepipedi tutti corigruenti 'a quel10 in cui è inscritto 
il tipo T. 
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12. Numero dei tipi connessi. Ecco in yual modo si determina secondo 
CANTOR il numero WdrL,,,fi dei tipi connessi di m elementi appartenenti al 
genere rappresentato da1 parallelepipedo di dimensioni 3, , s,, . . . , s,. Per  evi- 
tare una soverchia complicazione nelle formole supporrb n = 2. . 

Siccome (n." 6) ogni tipo O é connesso O pub scornporsi in una sola ma- 
niera in gruppi corinessi fra loro separati, cod si ha  la formola: 

1 s!  t ! VyJ  = P - A 14y1il...  w z  . 
p=l, 2, ... p !  si!...+! t i !  ... t p !  . p ' P  

Moltiplicando ambi i membri per Bm somniando per tutti i valori interi 
e positivi di m, s, t ,  e ponendo: 

1 
Vp) = F (0, 5 ,  r l ) ,  2 - 0 ~ 5 " ~  w:y;=F,(e, 5 ,  a), 

m , s , t  s ! t !  

si ottiene (*): 

w, 
donde : 

Ponendo per F, FI le loro espressioni ed eguagl$ando i coefficienti di P 5' >it, 

si ha: 
1 s! w;yj = 2 (- l)+ - t !  vg$,.. . Pm' 
p si! m . .  se! ti! ... tp! sP9 tp  

p=l, 9,... 

L1espressione di F(0, 5 ,  vi) pub semplificarsi notevolmente. Dalla (IOj si ha 

(*) Trattandosi di relazioni puramente formali, noi possiamo operare sulle serie senza 
punto occuparci della loro convergenza. 
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quindi : 

= (- 1)" 2 5s - 0 s  - 5.1 " ' + " (- 1)s (- I ) . ~ + s  , - v L - .- e-E7 
O , .  . + ! ( 2 1 x ! . . .  s! x !- 

L 

inoltre : 

m d ,  ... 
quindi : 

= - - q  [z  t.1 %Y (1 + e p y  

x! y! -2 SI- 
I l  valore della seconda somma, ove X ,  y prendono i valori 1, 2, ,.. , é 
(ec - l ) ( e ?  - 1). La prima somma pub facilmente ridursi ad una somma sem- 
plice ; infatti : 

e parimenti: 

13. Teoretni sui tipi connessi. Se un tipo T inscritto in un parallele- 
pipedo P pub scomporsi in due somrnandi T,, T,, diremo opposti i due pa- 
rallelepipedi contenuti entro P nei quali T,, T,  sono inscritti. Essi hanno un 
solo vertice comune, posto in un punto interno di P le cui coordinate hanuo 

1 la forma X i  + - essendo le Xi numeri interi, e le somme delle loro dimen- 
2 

sioni corrispondenti dànno le dimensioni di P. Un parallelepipedo P di di- 
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n 

mensioni si dà luogo a TI (si - 1) coppie di parallelepipedi opposti." Ora si 
irl 

domanda: Qua1 è quella coppia i cui componenti presi insieme hanno volume 
massimo? 

Sieno pi, si-pi = pi le dimeneionl di due parnllclepipedi opposti, il vo- 
lume che si vu01 reridere massimo è: 

dove si pub eempre supporre Pf Q, giacchè in caso contrario basterebbe 
scambiare pi cori qi per tutti gli n valori di i. Noi vogliamo far vedere che v 

II n 

B maasima quando Il pi B il più grande possibile e II qi il più piccolo possi- 
i=l i=l 

bile. Supponiamo percib che il teorema, il quale si verifica facilmente per 
n = 2 ,, sussista per n - 1, che cioè, quando sia P) Q, aumentando P e 
diminuendo Q s'aumenti P + Q; ne segue che, diminuendo Q di a, P- Q 
cresce di b ,  essendo b > 2a. Ora, se s, = 1, il teorema resta senz' altro di- 

- 
mostrato anche Fer n; se si 5 2 ,  noi possiamo anzitutto aumentare v accre- 
scendo pi il più possibile, cioè dandogli il valore s, - 1, dopodichè diminuendo 
Q di a v crescerh di (si- 1) b - s , a ,  che è 

> a [2(si - 1) - si] = a(si - 2) 5 0. 

Dunque il massimo valore di v s'avrà quando pi = si - 1 e P è il piii grande 
n 

possibile, cioé è eguale a n (si - 1); e tale valore sarà: 
k e  

Quedo n m e r o  a rappresenta anche il numero massima d'elemehti che pub 
avere un Bipo cornposto inscritto i n  P. Ma se in P pub inscriversi un tipo 
sconnesso di 91 elementi, nello stesso parallelepipedo sarà inscritto quel tipo 
cornposto, avente 10 stesso numero d'elementi, che è associato a P (na0 3); 
quindi dev'essere m < 6 cioè: 
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Dunque : 
A. L a  condizione necessaria e sufficiente affinchè i tipi di m elementi 

- 

inscritti in un parallelepipedo di dimensioni si sieno tutti coniiessi B: 

14. L a  questione correlativa a quella or ora risolta è la seguente: 
Qual è il più grande parallelepipedo in cui pub inscriversi un tipo connesso 
di rn punti (*)? O, cib che è 10 stesso: Qual è il tipo connesso composto del 
minor numero possibile di punti che é inscrittibile in un parallelepipedo. di 
dimensioni assegnate s,, . . . , s,? Evidentemente soddisfa a questa condizione 
un tipo costituito semplicernente da una cateni C (n.O 6) tale che le proie- 
zioni de' suoi lati sopra uno stesso asse coordinat0 non si sovrappongano i n  
tutto nè in parte. considerando di nuovo, come già ne1 n.O 5, il più piccolo 
parallelepipedo A (composto di cuhi elementari) che contiene ne1 suo interno 
O sulla superficie tutti gli elementi del tipo C ,  si vede che le proiezioni dei 
vari tratti della catena dovranno coprire interamente ed una volta sola gli 

n 
spigoli di A, e quindi che la somma di tali proiezioni sarh Z; (si - 1); ma, 

i=l 

poichb i lati della catena sono tutti paralleli all'uno O all'altro degli rz assi 
coordinati, quindi ciascuno di essi si proietta sopra un solo asse e in vera 

ffl 

grandezza, 2 (si - 1) sarà pure la lunghezzn della catena. Ora i lati hanno 
i=l 

n 

tutti, come è facile vedere, la lunghezza 1, quindi C consterà di L; (si - 1) 
a=1 

va 

lati, e per conseguenza di 2 (si  - 1) + 1 punti, cioè sarà: 
i= 1 

Dunque : 
B. L a  condizione necessaria e sufficiente affinchè i tipi di m elementi 

inscritti in un parallelepipedo di dimensioni si sieno tutti sconnessi è: 

(*) Che ci6 costituisca realmente una questione, risulta a priori clal fatto evidente, che 
ne1 cubo ad n dimensioni d i  lato qa non pub inscriversi aloun tipo connesso d i  m elementi. 
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Per  92=2 il teorema pub anche dimostrarsi per induzione. Se s + t -2 7 m- 1, 

ossia se s + t >  m + 1, uno almeno dei due numeri s, t sard > - a  Sia per 
2 

es. t > m ;  allora, se ne1 rettangolo s e  t b inscritto un tipo T di m punti, vi 
2 

sarà certamente una orizzontale contenente un punto solo P, e se T è con- 
nesso, sopprimendo il punto P e la riga che 10 contiene, avremo un tipo 
connesso di m - 1 punti inscritto ne1 rettangolo s ( t  - 1). Ora dalla rela- 
zione : s + t  > m + 1 segue 17altra: s + ( t  - 1) > (m - 1) + 1 ; dunque, se il 
teorema B non è vero pei numeri s, t ,  m ,  non 10 è neppure pei numeri 
s, t - 1 ,  m - 1. Proseguendo nello stesso modo, si concluderà che il teo- 
rema non è vero pei numeri s - a ,  t - p ,  2 ,  dove cc + p  = m - 2 e 
s - u + t - 0 > 3 ,  cioè che esiste un tipo connesso di 2 punti inscritto in 
un rettangolo il cui semiperimetro è > 3. Ora i soli tipi connessi di due ele- 
menti sono i tipi . . e :, inscritti rispettivamente nei rettangoli 2 1 e 1 - 2 ;  
quindi l'ipotesi fatta è assurda. 

15. Nzlmero dei tipi sempiici. CANTOR determina il numero &(m) dei 
tipi semplici di m elementi con metodo del tutto analogo a quel10 che ha  ser- 
vito a trovare il numero dei tipi connessi. Siccome ogni tipo, O 13 semplice, O 

è composto in mado unico e determinato mediante tipi sempIici, cos1 si ha:  

Moltiplicando per Om, sommando per tutti i valori di rn, e ponendo: 

2; ~ i .  (m) em = f (0) Y 6' Q(m)em =  fi(^), 
m=l, .. m=l, ... 

ai ha; 

quindi : 

Xettendo in luogo di f(O), &(O) le loro espressioni ed eguagliando i coefficienti 
di em, si ha: 

,La-fiinzione f(e) pub, pei tipi a 2 dimensioni, esser messa sotto forma di serie 
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  empli ce. Si ha in virth della (28): 

1 1 ossia, essendo L; - = 1, 2 - = 1: 
x=l,,.. 2E y=l, ... 

. - 
Inoltre : 

quindj : - 
1 f (e )=-  1 (1 f 0' --- 
4 g.,. 2 y  12 - (1 + OP] 4 ' 

1 1 1 .  e ponendo invece di - - l'espressione equivalente: - -- 2 - . 
4 4 y=i, ... 2Y 

. 16. Sulla determi~azione del numero delle classi. Il problerna di de- 
terminare il numero delle classi in cui si dividono i tipi di un dato numero 
d'elementi è tuttora insoluto. Come un primo passo verso la risoluzione di 
questo problema espongo la seguente ricerca, che a i  riferjsce unicamente ai 
tipi a due - dimensioni. 

Dira che due tipi di m elementi inscritti ne1 rettangolo S .  t apparten- 
gono alla medesima sottoclasse rispetto alla prima direzione, se essi s'otten= 
gono I'uno dall'altro mediante scambi di colonne, ossia permutando tra loro 
i numeri Yi. Ne segue, che due tipi non possono appartenere alla medesima 
sottoclasse, se i sistemi di numeri g ad essi relativi non sono identici, astrazion 
fatta dall'ordine; ossia cbe, jndicando con T l'insieme dei xp'(g, ,  . . . , 9,; t )  
tipi i cui numeri g hanno, in un ordine qualunque, i valori y,, . .., g,, T 
consta d'un certo numero p (g,, . .. , 9,; t) di sottoclassi complete. Se ora dispo- 
niamo le y i n  un determinato ordine y,, ..., y,, è chiaro che l'insieme U dei 
y' (g,, .. ., y,; t) tipi corrispondenti conterrà uno O piii rappresentanti di cia- 
scuna delle sottoclassi di cui T si compone; dunque p(g,, ..., 9,; t )  rappresenta 
anche il numero delle sottoclassi fra le quali si distribuiscono i tipi dell'in- 
sieme U. Ma il numero delle sottoolassi dei Q(m, 2) tipi di m eleienti  b dato 
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da h; p(gi ,  .. ., y,; t), dove le gi prendono tutti i sisterni di valori dif- 
s d ,  ..., nt 
t = l ,  ..., m 
SI+... +gs=in 

ferenti (*) che hanno per somma rn; tutto si riduce quindi alla determina- 
zione della funzione p(g,, . . .; g, t), cioè del numero delle sottoclassi che hanno 
qualche rappresentante nell' insieme U. 

Coasideriamo dapprima due casi particolari. 
a) Se tutti i numeri y; sono differenti, scambiando tra loro due co- 

lonne d'un tipo dell'insieme U a'otterrà certamente un tipo non appartenente 
ad U ;  quindi tutti i tipi di U appartengono a sottoclassi diverse, e per con- 

b)  Se g, = g, = g, e le y ,  g,, ..., g, sono tutte differenti, scambiando 
in un tipo qualunque a di U le due prime colonne s'otterrà un tipo a' pure 
appartenente ad U. 1 tipi di U possono dividersi in 2 gruppi, composti ri- 
spettivainente di t%, e di k, elementi [essendo k., + k, = y'(gi, . .. , g,; t)] ; il 
primo contiene quei tipi le cui due prime colonne sono eguali (**), ,llaltro i 
tipi rimanenti. 1 tipi del primo gruppo possono imaginarsi ottenuti aggiun- 
gendo una colonna identica alla prima in ciascuno dei {(Y, g3,. .. , g,; t) tipi 
di m - g elementi inscritti ne1 rettangolo (s - 1) t corrispondenti al sistema 
di numeri g ,  g,, ..., g,; e poichh a questo modo si ottengono tutti i tipi 
del primo gruppo e ciascuno d'essi una sola volta, sarà: 

ki = $(g, go,..., g,; t). 

Ora si osservi che, se a è un tipo del primo gruppo, a' ed a sono iden- 
tici, cib che non è se a fa parte del secondo gruppo. Ne segue che i tipi del 
primo gruppo appartengono tutti a classi diverse mentre quelli del secondo 
gruppo appartengono due a due alla stessa classe. Dunque: 

(*) Dicenclo che due sistemi di valori sono differenti, intendo che sono tali anche astrazion 
fatta dall'ordine. 

(%*) Due colonne contenenti egual nurnero d'elementi si dicono eguali, quando i loro 
elementi hanno gli stessi ranghi rispetto alla seconda direzione, e quindi vengono a coincidere 
se si sovrappongono le colonne l'una all'altra. 

Arznicli di Matematica, tom0 XVII. 5 .  
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Le coneiderazioni svolte a proposito dei casi cc, b aprono la via alla trat- 
tazione del caso generale. 

Supponiamo che dei numeri g; i primi si abbiano il valore y,, i succes- 

sivi s, il valore y,, . .., gli ultimi s, il valore g,, essendo Si = S. In un 4 += 

tipo determinato dell'insieme U le prime s, colonne si divideranno in u,  gruppi 
di ai),  of) ,..., op) colonne uguali, le s, successive in U, gruppi di 54), op) ,..., 
a?' colonne eguali, ecc., essendo: 

Pei tipi di U le cui colonne sono tutte differenti le op) avranno tutte il 
81 E~ 

valore 1; il numero di tali tipi verrh designato con X[g,,.. ., fi; t ) .  
P 

L'aggregato U si compone di IIsi aggregati parziali Z,,,,.., ,, corrispon- 
i=l 

denti ai vari sistemi di valori possibili delle ui; ogni aggregato parziale si di- 
vide poi in gruppi XG,,,, , ) O Xc!h, corrispondentemente ai diversi ,..., Gv'l); ... ; o p  ,..., su* . 
sistemi di valori che possono prendere le o(ih) per uno stesso sistema di valori Y;. 

Infine è da osservarsi che, dati i numeri cih', le si colonne contenenti cia- 
scuna punti possono aggrupparsi in un certo numero di modi diversi; e 
precisarnente, se i numeri. of) ,..., op) si dividono in B i  gruppi di nf), np) ,..., 

e i  

nfd  numeri eguali essendo Srik) = , si trova senza alcuna difficoltà: 
k=l 

Di qui segue rhe il gruppo XGp, si divide in un certo numero KR, di sotto- 
i 

Ir 
gruppi, ciascuno dei quali si compone di y = I I y i  tipi che si ottengono l'uno 

i=l  

dall'altro mediante tutti i differenti scambi di colonne possibili, ossia che ap- 
partengono alla medesima sottoclasse. Ma, se per es. = of), e in un deter- 
minato tipo cc. d'un sottogruppo si scambiano le prime aj" colonne colle of) suc- 
cessive (scambio non compreso in quelli testè considerati perchè non rnodifica 
la disposizione dei gruppi di colonne eguali e quindi, rispetto alle colonne, non 
costituisce neppnre uno scambio), s'ottiene un tipo a' che appartiene ad un 
altro sottogruppo, ma che è della stessa sottoclasse di 4.. Nello stesso modo si 
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vede più generalmente che i Np, sottogruppi appartengono a 
Ni) 

P 
rI [ x ? ) ! .  . . 7p!] 
i=l 

sottoclassi. Indicando con S la somma presa rispetto a tutti i differenti sistemi 
di valori possibili a?), si ha  adunque: 

Resta da trovarsi il valore di Np. 
IL 

Consideriamo quei tipi di x u i g i  punti, il cui numero e la cui natura sono 
i-1 

91 Y ,J. 

determinati d d  simbolo (g, ,.. ., Sri t )  . Preso uo sislema di valori ripe- 
tiamo in ognuno di quei tipi la 1." colonna ='," volte, la 2." o:) volte,. .., la 
(Y, + l)esima 4) volte, ... , I'ultima o:.~' volte; s'ottiene cos1 un insierne di tipi 
tutti diversi pi Tn elementi, contenente uno ed un solo rappresentante di cia- 
scun sottogruppo del gruppo XG,,,,, quindi composto di y,!, tipi. Segue di qui: 

8 S 

che dipende dai numeri Y i ,  ma non da1 sistema ojh) scelto. Il gruppo XG,* con- . 
31 P 

terrL per conseguenza (g,, . . . , Qr ; t) tipi, ~ a g g r e g a t o  z,,.,,, ,, ne conterra 

( "  già attribuito, ï infine 1' aggregato U conterrh ?; KYI,..., ,, x g,, . . . , 
Yi,..., Y, 

Si h a  adunque: 

che è una formola ricorrente mediante la quale si determina la funzione X .  

Mantova, 3 ottobre 1888. 
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Sulle equazioni della elasticith. 

(Di C. BOMIGLIARA, a PavzCc.) 

Mi propongo di ùirnostrare corne per le funzioni che rappresentano gli 
integrali delle equazioni della elasticità, ne1 cas0 della isotropia e dell'equi- 
librio, si possa stabilire una teoria analoga sotto molti rapporti alla teoria delle 
funzioni potenziali, e che ne costituisce in certo modo una estensione. Un teo- 
rema fondamentale per la teoria, di cui trattiamo, fu dimostrato da1 signor 
prof. BETTI (Annali di Maternatica, S. II, T. VI); esso fa 10 stesso ufficio che 
il teorema di GREEN per le funzioni potenziali. Ne1 presente lavoro io trovo 
alcune formule che corrispondono a quella di GREEN, e che servono a rappre- 
sentare gli spostamenti nei diversi punti del corpo mediante: 1." le forze che 
agiscono sopra tutta la massa; 2." le forze che agiscono sulla superficie; 3." gli 
spostamenti dei punti della superficie. 

Con queste formule molti dei metodi usati nello studio delle funzioni po- 
tenziali possono essere applicati anche agli integrali delle equazioni della ela- 
sticità. Io me ne servo per trovare: 1." certe relazioni che devono sussistere 
fra i valori che, alla superficie di un corpo in equilibrio, assumono le forze 
esterne e gli spostamenti, e dalla cui risoluzione si pub dire dipenda il pro- 
blema dell'equilibrio; 2." gli sviluppi generali per serie, mediante i quali si 
possono rappresentare gli spostamenti di una deformazione qualsiasi nell'itz- 
torno di un punto interno al corpo, quando si intenda per intorno di un punto 
una sfera che abbia il centro in esso e sia tutta contenuta nell'interno del 
corpo. Questi sviluppi corrispondono agli sviluppi per funzioni arrnoniche (se- 
condo la denominazione usata da THOMSON e TAIT) che si hanno per le fun- 
zioni che soddisfano alla equazione A, = O. Se il corpo è indefinitamente estes~, 
secondo tutte le direzioni, sviluppi analoghi si hanno per 10 spazio esterno ad 
una sfera di raggio arbitrario, che racchiuda le superficie che possono formare 
il contorno del corpo a distanza finita. 
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Infine dimostro che le considerazioni precedenti si possono estendere a 
certi sistemi di rt equazioni differenziali contenenti n funzioni incognite di lz 

variabili, le quali ne1 caso di n = 3 si riducono appunto a quelle della 
elasticità. 

Indicherb: 1." con u,, u,, 24, le componenti secondo tre assi ortogonali 
del10 spostamento di un punto del corpo S, la cui superficie sia a, e supporrb 
sempre, quando non dirb espressamente il contrario, che zl,, u,, 24, siano in tutto 
S funzioni finite, continue e ad un valore, insieme alle loro derivate prime e 

au i  a u z  au3 1 seconde; 2." con O la dilatazione cubica - + - 1 
a x 2  + à5; 9 e con Z R i ,  FR*, a X I  

1 a ~ a  ~ U P  
- R, le componenti della rotazione elementare, Ri = - - - 
2 

ecc.; 3.' con a x 2  ax3  
Xi, X,, Xs le componenti delle forze che agiscono sulla massa del corpo, e 
con II,, L,, L, quelle delle forze che agiscono sulla superficie. 

Le  equazioni che devono essere soddisfatte, perctiè vi sia equilibrio, sono: 

per tutti i punti del corpo, ove d indica la  densità, che supporrerno costante, 
e 1, p sono costanti che dipendono dalla natura del corpo. Sulla superficie a 

poi si deve avere: 

ove n indica la direzione della normale a o diretta verso l'interno; e si è 
ax i  

~ O S ~ O  ./i = - 
a n  

Indicherb infine con Ui, U,, U3 i valori che u,, u,, u, assiimono nei punti 
della superficie O ,  e con (1') le equazioni (1) quaiido Xi = O X, = O X, = O.  

Se in un corpo si considerano due deformazioni diverse, e si segnano 
con uno O due apici le lettere, il cui significato fu ora stabilito, secondo che 
corrispondono all'una O all'altra, il teorema di BETTI, a cui ho accennato, è 
espresso dalla seguente uguaglianza : 
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Siano Fi, F,,  f i  tre funzioni delle variabili xi, x,, x,, le quali soddi- 
sfino alla equazione 

A 2 A , F =  O ,  

dentro un certo campo, e siano in questo monodrome, finite e continue colle 
loro derivate, eccettuati a1 più alcuni punti isolati in numero finito, Poniamo 

e avremo: 

Prendiamo per componenti u,, zc,, u, del10 spostamento di un punto i 
valori 

as as as u , = K - - f  GL u , = K - + G ~  u3=a-+G3,  a a xz a x3 (3) 

ove u è una costante; avremo: 

e quindi le equazioni (l'), saranno soddisfatte, prendendo 

Se le funzioni F,, E', , F, non soddisfano alla equazione A, A, F = O,  gli 
spostamenti (3) soddisfano le equazioni (1)) se 

si ha A, A2r = O, e quindi possiamo prendere per F,, F,, F, i seguenti valori 

avremo : 
1 G i = -  G2= O G 3 =  O, 
1' 
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e gli spostamenti (3) divengono: 

Si abbia ora un corpo che occupi uno spazio S, a cui il punto (x',, x',, x',) 
è esterno, e che in esso avvenga la deformazione (4). Le forze superficiali L',, 
LI2, Lrg che manterranno in questo cas0 l'equilibrio sono: 

1 
e conside- Supponiamo ora  che il punto (xi,, x',, x',) sia interno ad S 

riamo il nuovo corpo, che si ottiene da S ,  escludendo questo punto con una 
superficie chiusa w, che 10 comprenda nell'interno e sia tutta a distanza finita 
da o. Applicando il teorema di BETTI a1 nuovo corpo SI, ed ai  due sistemi 
di spostamenti u,, zc,, u,; uti ,  u',, u', abbiamo: 

Gli spostamenti u',, u',, u', hanno un punto di discontiniiità in (xr,, x',, x',), 

che é anche punto di infinito per u',; perb la  somma 
S' 

Io spazio Sr tende a diventare 10 spazio S, ha un limite determinato 

Xi ui  d 8. Amerno quindi : 
i=l 

S 

quando 

e finito 

(6 )  

Per  calcolare il limite indicato ne1 secondo membro di questa uguaglianza 
prendiamo per w una sfera col centro in (x',, x',, x',) e di raggio piccolissirno; 
introducendo un sistema di coordinate polari r, 8, rp coll'asse polare diretto 
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secondo l'asse xi, dalle (5) abbiamo sopra o 

cos 0 sen 0 cos9 Lld - - 3 a p  
r2 

cos O sen0 sen y 
LI3 = - 3 u p  

r " 
Di qui si ha, poichB d w = rpsen 8d8 drp, 

e quindi per un procedimento noto, e per le ipotesi fatte circa la continuità 
delle u, , u,, u,, 

E i U i d a  = 4 ~ ~ u ~ ( x ' ~ ,  xfn1 xfo). 

I l  primo membro della (6) rappresenta quindi il valore della compo- 
nente u ,  ne1 punto (x', x', x',) moltiplicslto per 4 n p .  In modo analogo si 
possono ottenere altre due formule per rappresentare le componenti u, e u,, 
e si arriva cos1 al seguente teorema: 

u Le componenti u, ,  u,,  21, degli spostamenti in una deformazione qual- 
u siasi si possono rappresentare mediante le forze Xi, X 2 ,  X3 che agiscono 
u sopra tutta la massa, le forze Li, L,, L, che agiscono sulla superficie, e 
u le componenti U,, U,, U, degli spostamenti che avvengono alla superficie, 
u colle seguenti formule: 

u ove si ha 

r 1 
( a  a ;  ) (" a"" L?)=BaEL ---- 
a t t a x s a x i  a ~ ,  + r  G Y S - ~ Y ~  

Annnli di  Matematica, tom0 XVII. 6 
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Le formule (7) nella teoria della elasticità equivalgono alla formula di 
GREEN nella teoria delle funzioni potenziali; il sistema delle tre deforma- 

1 zioni (8) fa l'ufficio del potenziale elementare newtoniano - - 
r 

Se ora immaginiamo che il punto (x',, x',, x'~) sia sulla superficie a ,  il 
teorema di BETTI sarà ancora applicabile al10 spazio che si ottiene da S, esclu- 
dendope questo punto con una superficie w descritta attorno ad esso, la quale 
intercetterà una certa porzione E di o. Sia o' la parte rimanente di o quando 
si toglie E ,  e consideriamo il nuovo corpo Sr  il cui contorno è format0 da 
w e 5' ;  avremo: 

Ora quando 10 spazio 8' tende a diventare 10 spazio S ,  si ha: 

e, se la superficie c ha ne1 punto (x',, x',, x',) un piano tangente ordinario, 
si ha anche: 

lim L tUJ ide=O lim L f i U i d ~ = O  ( i = 1 , 2 , 3 ) ,  S S 
quando E tende a zero. Quindi il primo membro della equazione precedente, 
quando S' tende ad S, ha per limite la espressione che da esso si ottiene, 
estendendo ad S e a gli integrali estesi rispettivamente ad S' e a'. Per cal- 
colare il limite del secondo membro immaginiamo che (x',, x',, x',) sia stato 
escluso da1 corpo con una superficie sferica y di raggio piccolissirno, col centro 
in questo punto; allora w tenderà a diventare quell'emisfero, che si trova dalla 
parte del piano tangente, nella quale giace il corpo, O almeno giacciono i 
punti del corpo in vicinanza di (x',, x',, x',). Prendendo anche in questo caso 
u n  sistema di coordinate polari r, 8,  (p coll'asse diretto secondo la direzione 
positiva dell'asse xi ,  L',, L',, L', avranno ancora i valori precedentemente 
considerati in funzione di r ,  8, p. Sia ora o' quell'emisfero di y che si trova 
dalla parte del piano condotto per (x ' , ,  xt2, xt3) parallelamente al piano 2, xJ, 
nella qiiale giace la direzione positiva della normale; guest'ultimo piano ed 
il piano tangente divideranno y in quattro fusi sferici, di cui uno sarà comurie 
ad w e a', uno non apparterrà né ad w nè ad o' e dei due rimanenti, uguali 
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fra loro, uno apparterrà unicamente ad w ,  l'altro ad o'. Ora per i valori che 
L', , L', , L', hanno sopra y ,  è facile vedere che 

hanno valori uguali nei punti diametralmente opposti di questi due ultimi 
fusi; quindi si avrà: 

X a  integrando si trova: 

Concludiamo percib che le formule (7) stanno anche quando il punto (x',, x',, x',) 
giace sulla superficie, quando ivi esiste un piano tangente ordinario, purchè si 

1 muti la costante - 1 in - a  

4zv. 2zp 

Nelle (7) consid'eriamo tre termini che dipendono dalla componente X,, 

è facile vedere che essi rappresentano le componenti di una deformazione 
speciale, prodotta ne1 corpo S da forze agenti sopra tutta la massa, le cui 
componenti sono Xi, O ,  O. Difatti le tre funzioni precedenti si possono porre 
sotto la forma dei secondi membri delle (3), prendendo: 

S 
e poichè A, G, = - -Xi, le equazioni di equilibrio saranno soddisfatte quando 

t'- 
le forze di massa sono Xi, O ,  O. Analogamente si pub vedere che le altre 
due terne di termini delle (7) dipendenti dalle altre due componenti X 2 ,  X3 
rappresentano altre due deformazioni corrispondenti a forze di massa O ,  X2, 0 
e O ,  O ,  1Y, rispettivamente. 
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Osserviamo ora che essendo: 

i tre sistemi di spostamenti (8) soddisfano le equazioni (1') anche quando si 
considerano come variabili indipendenti le x', , z',, x',, invece delle xi, z,, x,; 
d a  cib segue subito che nelle (7) i termini dipendenti da L,, O da L,, O da 
L, rappresentano gli spostamenti di tre deformazioni speciali che avvengono 
ne1 corpo per forze di masse nulle. 

Consideriamo infine le tre funzioni L:', Li), Ly) che compaiono sotto i 
segni di integrazione nei termini dipendenti da 0,. Esse, considerate come 
fuuzioni delle x',, z',, x',, soddisfano le equazioni (1'); difatti se si pone: 

si ha: 

ove l'operazione A, si intende eseguita rispetto alle variabili x',, x',, x',. 
Posto ora: 

ii a ?  S=P--'  
an a x f ,  

le Li), Lf) ,  Li) si possono scrivere: 

e rientrano quindi nella forma generale clegli spostamenti rappresentati dalle (3). 
Considerazioni analoglie si possono fare sopra le altre due terne di funzioni 

A;) ~ ( 3 )  Lp LI' Lf', 
2 2 9  

Dalle formule (7) risulta quindi il seguente teorema: 
u Qualunque deformazione di un corpo elastico isotropo omogeneo pub 

cr essere decomposta in tre deforniazioni dipendenti rispettivamente dalle forza 
u di massa, dalle forze superficiali e dagli spostamenti superficiali; la prima 
u avviene ne1 corpo per effetto di forze di massa uguali alle date, le altre per 
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u forze di massa nulle. Ciascuna di queste poi è decomponibile alla sua volta 
rc in altre tre, dipendenti analogamente da  una sola delle componenti, secondo 
u tre direzioni ortogonali, delle forze di massa, O delle forze superficiali O 

u degli spostamenti superficiali. n 
È chiaro poi che m a  decornposizione analoga si pub ottenere per gli 

altri elementi, che si considerano in una deformazione, corne la dilatazione 
cubica, le componenti delle tensioni interne, ecc., che sono funzioni lineari 
delle derivate prime degli spostamenti, mediante le formule che per queste 
quantità si deducono dalle (7). 

Formule atte a rappresentare le u,, u,, zl, si possono ottenere anche col 
s e p e n t e  procedimento, che è indipendente da1 teorema di BETTI. 

Integrando per parti si ha:  

di qui ~i ottiene: I 

ed altre due formule analoghe che si deducono da questa con permutazioni 
circolari degli indici. Quindi, se il punto (x', , x',, x',) è interno ad S,  poichè: 
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si hanno le seguenti formule: 

-{(u,A + U A  - u , A , ) ~ ~  
# 

ove per brevità si è posto: 
1 a - 
r A - - a 

Queste formule valgono qualunque siano le funzioni u, , u,, u,,  purchè 
soddisfacenti alle note condizioni circa la continuità che sono necessarie, perchè 
il procedimento seguito sia applicabile. Esse possono essere considerate corne 
una estensione della formula di GREEN, poichè se facciamo u, - 24, == O ,  le 
ultime due si riducono ad identità, e la prima si converte nella formula di 
Gauss, da cui risulta immediatamente quella di GREEN, relativa alla funzione u,. 

Se ora supponiamo che le u,, a,, u3 soddisfino alle equazioni dell'equi- 
librio, possiamo dalle (9) eliminare le RI ,  R,, R,, oppure la O, introducendo 
invece le forze di massa e le superficiali. Difrttti colle solite trasformazioni si ha:  

ma dalle equazioni di equilibrio : 
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- - 

e quindi, sostituendo nella prima delle (9), si ha: 

Ora dalle equazioni (2) si ha, sopra la superficie U, 

e sostituendo nella equazione precedente: 

ma d'altra parte si ha (*): 

sicchè sostituerido si ottiene : 

Altre due formule analoghe si possono avere per zc, (x',, x',, x',) e u,(xl,, x',, x',) 
con sostituzioni circolari degli indici. 

Per eliminare invece dalle (9) la O ,  osserviarno che dalle equazioni di 
equilibrio si ha: 

(*) La dimostrazione di questa formula si pub trovare nei mio lavoro: S v r a  I'equi- 
librio di un coryo elustico isotropo (Nuovo Cimento, 1885), dove viene stabilita la for- 
mula (10) con un procedimento un PO' divcrso da quel10 ora s e p i t o .  
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e sostituendo nelle (9): 

ma come ne1 caso precedente: 

per cui finalmente si ha: 

Le altre due formule analoghe per u,(xr i ,  x',, x',) e u,(xl, ,  x',, x',) si otten- 
gono da questa con sostituzioni circolari degli indici. 

Sia dalle ( I O ) ,  che dalle (11) con derivazioni si ottengono delle formule 
per rappresentare la @ e le R,, R,, R,, le quali furono già trovate da BETTI 
ne1 lavoro citato, e che sono di forma analoga a quella delle (7); per cui 
qualora nelle formule (10) e (11) si volessero esprimere i secondi membri di- 
rettamente in funzivne delle Xi, Li, U,, sostituendo a 0 e R,, R,, R, questi 
valori, si otterrebbero anche integrali sestupli e quintupli, mentre nelle (7) non 
entrano ohe integrali tripli e doppi. In alcuni casi perb le (10) e ( I l )  possono 
essere utili. 

Supponiamo per es. che si tratti di un problema di equilibrio, in cui sono 
date le forze Xi, e sulla superficie alcune delle sei componenti Li, Ui.  Per 
le (10) O (11) il problema si riduce a calcolare quelli fra i dodici integrali 

d 7 Ju,ysr (i, s = l ,  2 ,  3), 

che contengono quelle Li od Ui che non sono date. Volendo usare delle (7) 
bisognerà considerare anche gli integrali 
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Confrontando le (7) colle (10) si ottiene: 

ove C è una costante. Eseguendo l'operazione A, sopra i due membri si ot- 
tiene la formula di BETTI per la dilatazione cubica 

e consideriamo separatamente i termini che, nelle (IO), dipendono dalle forze X i ,  
dalle Li, e dagli spostamenti Ui. Indicando i primi con vy), v i ) ,  US', abbiamo: 

e indicando i secondi con vf), v f ) ,  vf), 

a d s  4npvy) = (21 + -(O(') - 
ô x i  7- 

+ J L $  ( i = 1 , 2 , 3 ) ,  (12") 
S I 

e finalmente per gli ultimi si ha: 
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Questi tre sistemi vl), v l ) ,  vy) rappresentano, corne B facile verificare, tre 
deformazioni speciali del corpo, di cui la prima avviene per forze di massa 
uguali alle date, le altre due per forze di massa nulle; essi dànno qujndi una 
decomposizione di  qudsiasi deformazione, analoga a quella considerata alla 
fine del 8 1. 

Siano ora Mr), Ma), M3) le componenti delle forze superficiali che nian- 
tengono l'equilibrio, quando avviene la deformazione u';7', u',3), vf); e rappre- 
sentiamo vi) mediaiite la (10); si ha: 

e confrontando con (12') 

Altre due relazioni analoghe si ottengono permutando circolarmente gli indioi 
inf'eriori delle M ,  V, A. 

Similmente rappresentando rnediante le (10) gli spostamenti (12") (12"') 
e servendoci di notazioni analoghe alle precedenti per indicare gli sposta- 
menti superficiali corrispondenti, si trovano le seguenti relazioni: 

ed altre quattro analoghe. Queste tre terne di relazioni rappresentano le con- 
dizioni superficiali a cui soddisfano rispettivamente gli spostamenti (1 2'), 
(127, (12"'). 

Nella (15) sostituiamo alle Ui le somme equivalenti Uy) + Ui2' + Ui3 e 
nella (14) ad L, la somma Mi' + MF + M y J ;  avremo: 
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Queste due relazioni a cagione della (13) si riducono ad una sola 

( V : < ) h + V ; 1 A 3 - V y A 3 d o  =. Hl, 
a 

ove Hi è una quantità che dipende unicamente dalle forze X,, X,, X3,  
e si ha: 

= ~ [ ( V ? A  f Vy) A, - V:<)A,)da. 
1 6 li 

Analogamente si trova: 

(v;)r + V:A, - ~ : ~ a , ) a .  = B-~, 
a 

ove H,, H, dipendono parimente dalle forze Xi, X,, X,. Nelle t ïe relazioni 
precedenti le MF', dipendono dalle Ui, e le Vj2) dalle Li, e sarebbe facile 
ottenere dalle (12') (12"') le loro espressioni mediante queste funzioni; si 
hanno cosi tre relazioni che devono essere soddisfatte in qualunqne defornia- 
zione fia le forze superfic,iali, gli spostamenti superficiali e le forze di massa. 
Quando queste ultime sono nulle, si ha  anche Hi = H, = H, = O, e le rela- 
zioni precedenti divengono relazioni fra le forze e gli spostamenti superficiali. 

Anche le (Il)  dànno una decomposizione di qualsiasi deformazione ana- 
loga a quelle date dalle (7) e (10); e confrontando le (11) colle (7) si possono 
fare considerazioni simili alle precedenti. 

Se in un certo spazio S,, contenuto in S, le funzioni u;), LI") del $ 1 
sono s~iluppabili in serie alle quali sia applicabile la integrazione termine a 
termine, dalle (7) noi potremo dedurre degli sviluppi atti a rappresentare in 
modo generale ui ,  u,, u, in 8,. Supponiamo che S, sia limitato da una su- 
perficie sferica w, e proponiamoci di trovaie gli sviluppi di u!), LI"), validi 
nello spazio interno ed esterno ad a, e analoghi agli sviluppi per funzioni 

1 
sferiche, çhe si hanno per la funzione -.  

r 
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Introduciamo un sistema di coordinate polari p ,  8, cp col polo nell'origine 
delle coordinate; si avrà: 

r==\Ipe+p"- ~ P P ' P ~  

ove p è il coseno dell'angolo dei due raggi rettori p ,  Indicando con Pn 
le note funzioni di LEGENDRE, per p'< p si ha: 

Sviluppando col10 stesso procedimento la funzione r,  si ottiene: 

ove le P1(p) sono funzioni razionali intere di p, al pari delle P,(p) ed hanno 
con queste relazioni assai sernplici. 

Osserviamo infatti che facendo p = 1 nella (17), si vede che deve essere: 

P ' , ( l ) = l  P r ( 1 ) = - 1  P 1 ( ) = 0  ( n > l ) ,  

e derivando rispetto a p 

confrontando colla (16) otteniamo : 

Di qui integrando, e per una formula nota della teoria delle funzioni sferiche, 
si ha: 

P',=:l Pri=-p 

Si hanno cosi le espressioni delle Pn in funzione delle PB; sostituendo nella 
(17), si ha per r il seguente sviluppo per funzioni P, 

Se nella equazione 
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1 sostituiamo ad r e ; i loro sviluppi (16) (17)) uguagliando i coefficienti delle 

1 potenze di p' O di - nei due membri otteniamo: 
P 

ove A', indica il parametro differenziale A2 preso rispetto alle vaïiabili p', B', ?'. 
Per ragioni di simmetria poi si ha anche 

P'n Px. 
A2 pn Pfn - 2  , G ~ - ~  Pn-s A ' ~ - =  2-* p 91+1 (19) P "-' 

Di qui si vede subito che le funzioni 
1 

pnP:,, P'n, 
P"-* 

soddisfano alla equazione A, A, = 0. 
Queste proprietà delle fuilzioni Prn possono essere estese ne1 seguente 

modo. Siano Y,, due funzioni sferiche di LAPLACE, contenenti, corne è 
noto, 2n+ 1 e 2n-  3 coefficienti arbitrarii rispettivamente. Mediante le equa- 
zioni, a cui soddisfano Yn e Y,-,, è facile dimostrare le uguaglianze 

da queste seguono le altre 
1 

A2 &pn (Yn-2 YB) = O Az Az (Ya-2 + Yn) = O. 
Pn ' 

Ora osserviamo che la fu~zione razionale intera omogenea più generale 
di grado n nelle xi ,  x,, z,, che soddisfa alla equazione A,A, = O conterrà 
(n + l ) ( n  + 2 )  (n - 3)(.n- 2) - 

2 2 
= 2 ( 2 n  - 1) coeEcienti arbitrari; e che pa- 

rimenti Yn + Y,-, ne contiene 212 + l + Zn - 3 = 2(2 r~ - l). Dunque pos- 
siamo dire: La funzione razionale intera omogenea più generale di grado n che 
soddisfa alla equazione AzA2 = O è pn(Yn 4- Y,-,). La stessa equazione poi è sod- 

1 disfatta anche dalla funzione omogenea, di grado - (n - l), - (Y, + Y,-,). 
pu-' 

Per ottenere ora gli sviluppi degli spostamenti (8) introdurremo le se- 
guenti notazioni : 
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Avremo allora per < p 

L e  U', sono funzioni omogenee di grado - (n - 1) nelle x i ,  x,, x,, e le U, 
invece di grado - ( f i  + 1); jnoltre per le (18) 

Se invece p < p' abbiamo: 

ove V',, V, sono funzioni omogenee, razionali, intere di grado n delle x,, x,, x,, 
e si ha (19) 

A2 J"n = 2 Vn-2 AZ Vn = 0. 

Per  cib che segue è utile di stabilire anche le seguenti relazionj. Si ha 
a r  a --- z- ; quindi: 

ô x'i 

"'R è funzione ornogenea di grado - n, e si pub porre sotto la forma Ora - Ôxi ~. 

F n  ac 
- 2  ove F, è indipendente da p e da  P'; analogamente - si pub porre 
Pn a x n  
sotto la forma p'n-i Gn-,, ove G,-, è indipendente da p e da p'. L'equazione 
precedente allora si pub scrivere: 

quindi FR = - G,, ossja: 

ô U1n 1 ÔV'ntt - - - .  P'" - p'n 8 ~ ' i  i 
Analogamente si trova: 

@ U 1 ,  1 azVrrrtz 
p + i  - = - - - . 

ô x i a ~ s  p 'nax ' iax ' ,  

1 
Per  le funzioni Un, Vn in modo simile, considerando gli sviluppi di si 
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ottengono le relazioni : 

In  queste poi, e nelle precedenti, si possono scambiare le x,, x,, x, nelle - - 
x',, x',, x', ed ottenere altrettante relazioni fra le derivate delle IJ',, Un e l e .  
derivate delle V',, Vn. 

Riprendiamo ora a considerare gli spostamenti (8) del 5 1 ; supposto 
1 dagli sviluppi precedenti di r e - si ricava: 
r 

e questi sviluppi, per le (20) (21), si possono scrivere anche 

Di qui si vede che, se si considerano i tre termini corrispondenti ad un 
dato valore di n negli sviluppi' di ul), ul;L1, uy, essi costituiscono un sistema di 
spostamenti soddisfacenti alle equazioni di equilibrio, quando le forze di massa 
sono nulle, tanto considerati come funzioni delle x i ,  x, , x, , quanto considerati 
come funzioni delle x', ,  x',, x',. 

Cib posto, supponiamo cbe l'origine delle coordinate sia nelI1interno del 
corpo, e p' non sia maggiore della distanza minima dell'origine dalla super- 
ficie; consideriamo i termini che nelle (7) dipendono dalla forza superficiale L I ,  
e indichiamoli con u , , ,  u,,, u,,. Poichè p sulla superficie 5 è sempre maggiore 
di  {, potremo alle u?' in questi termini applicare gli sviluppi (22), e inte- 
grando termine a termine avremo: 
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In  questi sviluppi i termini corrisponclenti ad uno speciale valore di n sono 
funzioni omogenee razionali intere di z',, z',, x', e soddisfano, considerati come 
spostamenti, alle equazioni di equilibrio (1'); difatti essi rientrano nella forma 
generale di spostamenti rappresentati dalle (3). Considerazioiii analoghe si pos- 
sono fa,re circa i termini dipendenti da LI, e da L,. 

Indichiamo ora con vil,  vj2, v,, i termini che nelle (7) djpendono da U,. 
Le espressioni Li', l;?, che moltiplicano Ui sotto i segni di integrazione 

1 si possono sviluppare in serie mediante gli sviluppi di r e -. Si trova cos): 
r 

oesia per le (20) (21) 

Sotto questa forma é facile vedere che anche in questo cas0 i termini dei se- 
condi membri corrispondenti ad  uno stesso valore di n ,  costituiscono un sistema 
di spostamenti, che soddisfano alle equazioni (l'), e sono funzioni omogenee 
razionali inter; di grado n 
termini 

n 

v,, =J Ly U, do  

- 
delle x',, x',, x',. Percib anche negli sviluppi dei 

i gruppi corrispondenti ad uno stesso valore di f i  godono della stegsa proprietà. 
Considerazioni analoghe si possono fare rispetto agli altri termini dipen- 

denti da U,, Us. 
Se ora osserviamo che l'origine pub essere un punto arbitrario del corpo, 

da cib che precede risulta il teorema seguente: 
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u Se attorno ad un punto (a,, a $ ,  a,) interno al corpo descriviamo una 
u sfera, il cui raggio sia minore della distanza minima di questo punto dalla 
u superficie, qualsiasi deformazione, quando le forze di massa sono nulle, è rap- 
u presentabile dentro tale sfera mediante la somma di infinite deformazioni, i 
u cui spostamenti sono funzioni omogenee razionali intere delle differenze 
u x, - a , ,  x, - a,, x, - a,. 1 coefficienti in queste funzioni sono esprimibili 
u mediante i valori delle forze e degli spostamenti alla superficie del corpo. n 

Tre polinomii c r i ) ,  u", 213) omogenei di  grado n nelle variabili xi, x,, as, 

contengono cornplessivamente (n + (n + ') coefficienti; e se scriviamo che, 
2 

considerati come spostamenti, soddisfano alle equazioni (1') dell'equilibrio, otte- 
3%(n - 1) 

niamo 
2 

relazioni fra i coefficienti. Percib la fi-esima delle deforma- 

zioni del teorema precedente si pub rappresentare in generale mediante tre 
polinomii omogenei di gïado n delle differenze x i  - a, ,  xi - a,, xi - a,, fra 

3 n ( n  -- 1) i cui coefficienti sussistono 
2 

relazioni. S e  poi poniamo: 

ove p indica il raggio vettore del punto (xi xo x3), le Xn, Y,, Zn saranno 
funzioni unicamente degli angoli 8 ,  rp che determinano la direzione di p,  e 
inoltre dovendo le uy) soddisfare alla equazione A, A, -0, per quanto abbiamo 
visto, saranno la somma di due funzioni sferiche di ordine n ed n - 2. 

Mediante le equazioni dell'equilibrio in coordinate polari si possono facil- 
mente stabilire le equazioni differenziali, a cui soddisfano le terne di funzioni 
X,, Y,, Zn, considerate come dipendenti dalle variabili 8 ,  y ,  analogamente 
a quanto si fa per le funzioni Y, di  LAPLACE. 

Per Io spazio S' esterno ad una sfera w ,  si pub dimostrare un teorema 
analogo a l  precedente, supponendo: 1.' che il corpo si estenda all'infinito, e 
che occupi tutto Io spazio S r ;  2.' che i valori di U,, U,, U,, LI, L,, L, sopra 
una sfera w' di raggio grandissinio, concentrica ad w ,  siano tali che si annullino 
gli integrali delle (7), in cui compariscono queste quantità, quando si prenda 
per 5 la superficie w'. Gli sviluppi che cos) si ottengono procedono per fun- 
zioni omegenee fratte di ordine negativo. 

Mediante queste due serie infinite di spostamentj, gli uni rappresentati da 
funzioni omogenee razionali intere, gli altri da funzioni omogenee fratte, è pos- 
sibile rappresentare le deformazioni che avvengono in uno spazio limitato da 
due sfere concentriche, ed anche, in certi casi, nello spazio limitato da  un nu- 

Annnli di Matemntico, tomo XVII. 8 
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mero finito di porzioni di superficie sferiche, analogamente a quanto si pub 
fare per le funzioni che soddisfano alla eqiiazione A, = 0 (*). In quest'ultimo 
cas0 gli sviluppi .procedono per somme di funzioni omogenee delle differenze 
(2, - a,, 2, - a,, x, - a,), (2, - b,  , x, - b,, 2, - b,) ,  ecc., se (a,,  a,, a,), 
(b,, b2,  b,), etc., sono le coordinate dei centri delle diverse sfere, a cui appar- 
tengono le regioni del contorno. 

Consideriamo un sistema di n funzioni u,, u ,,... un di n variabili x i ,  x ,,... 
x,, le quali in uno spazio Sn debbano soddisfare le n. equazioni 

-Xs ( s = 1 , 2 ,  ... n), La"- 
z=i ô x i  

ove le Ti, sono funzioni lineari delle derivate prime delle u ,  ossia indicaildo 
con AK ,l , , ,  4 delle costanti, si ha: 

7I  

e le X, sono funzioni date. Inoltre 
essere soddisfatte le equazioni 

nello spazio Sn-,, limite di Sn, debbano 

(S = 1, 2, ... n), (23) 

ove le L, sono funzioni date nello spazio Sn-%, e le y, sono definite dalle 
equazioni 

essendo d n  17elemento della normale ad Sa-, diretta verso l'interna di Sn, e 
d x s  17incremento che x, riceve lungo dn. 

Suyposto euclideo 10 spazio che si considera, si ha la formula (**) 

(*) V. A P P ~ L :  Szcr les fonctions de trois variables réelles satisfaisant ii I'e@iation 
différentielle AF = O (Acta Mathematica 4 : 4). 

(**) V. BELTRAMI: Sulla teorica gene).nle dei paranaetri difiel-enziali, § 4. 
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ammettendo per la funzione U le condizioni analoghe a quelle necessarie per 
la validità di questa formula nello spazio ordinario; e dalle equazioni (22), (23), 
se si considerano due sistemi di funzioni u',, u',, ... u', e u",, u" ,,... u", che 
le soddisfino quando X,, L, hanno rispettivamente i valori X',, L',, e X",, 
Lus, si deduce: 

ove gli indici 1, m,  i, s nei secondi membri debbono percorrere tutti i valori 
di 1 ad n. Quindi se per qualsiasi valore di 1, m,  i, s 

2 I J X ' ~ ~ " , ~ S ~  + ( L . . u ' s d ~  1 = 3 X"sur ,dSn + ~ " ~ < c ' , d ~ ~ - ~ l .  (25) 
8=1 - 1  8=1 

Sn Sn-1 Sn 
5 
Sn- i 

Le condizioni (24) sono soddisfatte se 

sui ove 0 = 2 -, e A, p sono costanti. Le equazioni (22) in questo caso di- 
i=i  3 $2 

Se ora si pone: 
i 

e si introduce un sistema di coordinate polari r, O , ,  e,, . . . O,-, (*) col polo in 

("1 Le relazioni clle legano queste coordinate alle a,, x, ,. .. x* sono: 

~ ~ , - ~ ç ' . = r s e n û ~ s e n 8  ,... ~en0,-~cos0, ( s = l 1 2  ,... n-1) 

x,- 3'- = r s e n 0 ,  sen8 ,... sen0,_,. 
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(x', , d, ,  . . , x',), il secondo parametro differenziale di una funzione V (r) della 
sola r è 

Percib si ha,  per 12 :, 2,  

Di qui segue subito che le equazioni (26) sono soddisfatte, quando Xi = X2 = 
. . = X,  = 0, dai valori 

ove 

Per  le L,, quando si prendano per le u i valori precedenti, dalle equa- 
zioni (27) risultano le seguenti espressioni: 

e per s > l  

Osserviamo ora che, quasdo r tende a zero, si ha  lim rn-luri = O, e colle 
coordinate r, O  ,,... O ,  

d Sn - rn-i (sen B , ) ~ ~  (sen o,)"-~. . . sen On-, dr d B i .  . . d Q n - i ,  

quindi, applicando la formula (25) a i  due sistemi zli ,... un, u' ,,... u', e al10 
spazio che si ottiene da Sn togliendone la porzione definita dalla condizione 
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ove E è una costante piccolissima, si ha: 

n 
indicando con a,-, Io spazio x(x ,  - x'JZ = 2;  colle coordinate r., , O , ,  .. . On 

r=i 
si ha inoltre: 

d -; (sen 8Jn-* (sen . sen O,, d O,. . . den-, , 
e per estendere la integrazione a an-, si deve far variare O,,  e,, ... fra 
O e n ,  e On-, tra O e 2n. 

Ossetviamo ora che in an-, si ha: 

e inoltre, ponendo per brevith- = x, - z',, 

0 1 

Mediante questi valori possiamo avere le espressioni delle L', in an-,, e quindi 
calcolare il limite del secondo membro della (28). Ora per s > 1, si ha: 

- COS 0, (sen 8,)~-1 (sen 02)n-2... (sen B,,)n-s+i COS 0, (sen e,)n-~-l... sen Os-, d 8,. .. d 8 ,.-, 
e quindi: 

- /  

(4 
mm-1 

poichè r ( s e n ~ , ) * - ~  cos e,  de, = O. Si ha poi 
O 

-2 

2 1  - r,, , d on-, = cos26, (~enB,)~-' (sen$,)« . sen en-, doi dB2. . . d 9,-, , 
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si avrà: 

introducendo il numero Zn definito da 

Infine si ha: 

tin-1 

Applicando ora il solito procedimento si ottiene dalle (a), (b), (c) 

lim us r;, d mn-, = O. 5 "' "' 

n - 1  Zn-,[ (sen O)" d O = - n Zn 
O 

e quindi, riassumendo, 

lim JL'sGsdmn-, = L > I T ~ ( ~ ~ - ~ ) Z ~ U ~ ( Z ' ~ ,  d,, ... $4. 
s=i 

(") Questa uguaglianza si dimostra oseervando clle 

1 . 3  . . .( n-1)  
7c quando n é pari 

2.4 ... n 
[z(senOpdO =[ 

2 
2 . 4  . . . ( T L -  1) 

b quando n é dispari. 
3 . 5 . . . n  
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Sostituendo questa espressione nella (28) si ottiene una formula che dà la rap- 
presentazione della fuiizione u, in tutti i punti interni di Sn, mediante i valori 
delle X,, delle L,, ed i valori delle u, in Sn-,. 

Considerazioni simili naturalmente si possono fare per qualunque altra 
delle funzioni us,  e si pub quindi concludere che il sistemn delle funzioni u,, 
u,, ... u, è rappresentabile in tutti i punti interni di S, colle formule: 

Pel numero Z, poi si ha: 

quando n è pari 
2 . 4  . . . ( f i -  2) 

2, = 
n-3 

a 

[ 3.62(:)n-2) quando in è disparj. 

Queste formule sono analoghe a quella di GREEN generalizzata alle funzioui 
di n variabili (v. B E G T R ~ I ,  Memoria citata, 5 5). È poi facile vedere che anche 
quelle trovate ne1 $ 2 possono essere estese ai sistemi di n funzioni di n va- 
rjabili, 

Le considerazioni precedenti non sono applicabili ne1 caso di n= 2; pera 
1 si pub seguire un procedimento identico prendendo la funzioiie Ig ; love 
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4 

r = [(xi - xti)t + (x2 - x ' ~ ) ~ ] ~ ]  invece di r-n+2, e ponendo 

poiche si ha: 

Nelle (29) in questo cas0 la costante 
1 deve essere sostituita 

27ip.(n - 2) Zn 
'I 

Queste formule possono essere utili nello studio delle deformazioni di un 
cilindro indefinito, quando non avvengono spostamenti ne1 senso delle diret- 
trici, od anche di un cilindro di lunghezza finita, quando si suppongono ap- 
plicate alle basi forze normali, che impediscano tali spostamenti. 

Dicembre, 1888. 
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Sul problema di trovare la curva 
di cui è noto 

il luogo de'suoi centri di curvatura, 

(Di GEMINIARO PIRONDINI , a Parma.) 

I l  sig. J. A. SERRET ne1 Journal de Mathh~iatiques pures et nppliqdes 
(1853) h a  trattato i due problemi della rioerca della linea di cui é noto il 
luogo dei centri delle sue sfere osculatrici, ovvero il luogo dei centri de'suoi 
cerchi osculatori. Egli ha ridotto il 1.' problema all'integrazione dell'equa- 
zione : 

e il 2.' all'integrazione dell'equazione : 

nelle quali si, pi, r i  sono l'arco, il raggio d i  curvatura e il raggio di torsione 
della linea data Li e p il raggio di curvatura della linea incognita L; V e U 
Nono due funzioni definite dalle equazioni: 

A n w l i  di Matematica, tomo ST'II 9 
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L a  prima di queste equazioni differenziali, del 2." ordine, è bensi lineare, ma 
non è integrabile sotto la sua forma generale; il problema corrispondente, 
trattato col metodo del sig. SERRET, non è quindi risolvitde completamente. 

A1 $ 4 della Memoria: Sugli invilup~i di piani e di sfere, che io ho avuto 
l'onore di presentare al17Accademia di Bologna (*), ho potuto, con considera- 
zioni geometriche particolari, togliere di mezzo ogni difficoltà, riducendo il 
problema completamente a quadrature. 

In  quanto alla seconda equazione differenziale, essa è del 3." ordine e 
di m a  forma cosi complicata, che non solamente è impossibile, nello stato 
attuale della scienza, la sua generale integrazione, ma tale impossibilità si 
manifesta anche nella maggior parte dei casi particolari; quelli ad esempio 
corisiderati da1 sig. SERRET, rimangono tutti incompletamente risoluti a causa 
dell'impossibilità d'integrare quell'equazione, quantunque ridotta alquanto più 
sem plice. 

Il metodo che ora vado ad esporre, quantunque non risolva il problema 
nella sua generalità, ha perb su quel10 del sig. SERRET il vantaggio di risol- 
ver10 in parecchi casi particolari notevoli; non credo quindi del tutto inutile 
la presente Nota, colla quale si viene a introdurre qualche semplificazione nella 
risoluzione di un si difficile problema. 

Sia L, una linea qualunque e L una curva posta sulla sviluppabile oscu- 
latrice di L,,; per i punti (x, y ,  2) di L conduciamo )(, delle rette situate nei piani ~sculatori di L, e di- 
rette perpendicolarmente alle tangenti di L, , pren- 
diamo su di esse a partire da L dei segmenti T e 
chiamiamo Li (x,, yi ,  x,) il luogo degli estremi. Se Y E ,  E , ,  E, sono gli angoli che i segrnenti T fanno colla 

/ tangente   COS^, cos& cos y), colla normale principale 
(cosh, cosp, cosy) e colla binormale (cosl, cosm, 
cosn) di L, avremo: 

/ xi = x + T(coscccos~ + C O S A C O S E ,  + C O S ~ C O S E ~ ) ,  etc. 

(*) Atti detZ'Accctdemin, 1889. 
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Ricavandosi da queete : 

T + [T'COS r ,  - - COS il + T(COS E,)' cos 1 ,  eco., 
r 1 

dsi si conclude che la condizione 2 - cosa = O,  onde le linee L e L, siano a 
dsi 

tangenti perpendicolari, è: 

La condizione Z (cos cc cos i + cos 1 cos&, f cos 1 cos c2) COSU, = O ,  onde le rette T 
condotte siano ortogonali alla Li ,  è espressa cos?: 

e siccorne: 

la precedente divierle : 

Ma dalla (1) ricavandosi: 

la precedente si riduce a :  
T' + COSE = 0. 

Le condizioni (1) (2) esprimono che le linee L, e L sono a tangenti or- 
togonali e che Li è trajettoria ortogonale delle generatrici della superficie 
rigata luogo delle T: la tangente di L, essendo allora perpendicolare a T e 
alla tangente di L, è perpendicolare al loro piano che è appunto il piano oscu- 
latore di L,; la L, è dunque 10 spigolo di regresso della sviluppabile polare 
di Li e quindi le curve L,, Li hanno le normali principali parallele; ma i 
segmenti T sono paralleli alle normali principali di L,, dunque i segmenti T 
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sono le normali principali di L, e questa condizione, unita all'altra che le 
linee Li e L sono a tangenti ortogonali, dimostra (*) che L B il luogo dei 
centri di curvatura di Li. 

I coseni direttivi della A A, rispetto alle direzioni principali di L, si espri- 
mono per gli elementi di L ne1 modo seguente (Memoria citata, tj 1); 

cosi, senicos9, seniseng, 

dove û è definita dall'equazione differenziale: 

essendo p ,  r i raggi di L e i l'inclinazione di L sulle rette A , d .  
La retta T, posta ne1 piano determinato dalle tangenti alle Lo e L e 

perpendicolare alle A,A, h a  per coseni direttivi rispetto alle direzioni prin- 
cipali di L: 

con che le (1) (2) divengono: 

Siccome facendo uso di quest'ultima la prima (2) si riduce all'altra: 

T($ + y) + cosi = O, 

potremo enunciare il teorema: u per far  s i  che un cerchio mobile si mantenga 
in  tutte le sue posixioni osculatore a utaa lirtea, si faccia percorrere a l  suo 
centro una lifiea arbitraria L, si orienti il suo piano in  modo dze l a  nor- 
male a d  esso inel centro (asse del cerchio) fornzi colla tangente, colla n o m a l e  
principale e colla. binormale d i  L gl i  ungoli i cui coseni sotzo: 

cos i, sen icos0, sen i . sen 9 ,  

e si dia a l  suo raggio Eu lunghexxa T, esseftdo i, 9, T tre funxioni dell'arco 
s d i  L definite da1 seguente sisterna d i  equaxioni differenxiali simultanee: 

d~ cos e 1 dû cota' - + s e n i = O ,  ~ ( $ + ~ ) + c o s i = O ,  -=- + - sen0 n. (4) 
d s r ds  p 

(*) Sugli inviluppi d i  piani e di sfere, V. 
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Dalla terza si deduce: 

ci6 che dà: 

sen û P t - % )  sen i -=: cos i = 

r ds {sen20 + - g). 
sen 0 

Dalla seconda (4) si ricava: 

y=--  COS i clT d COS i 
d i  cos0 r d'onde: - = - - 

d s -+- 
d s  P 

e in c,ausa della prima (4): 

. d cos i 
88112 = - 

d i  Sostituendo in questa al posto d i  seni, cosi, - i valori precedenti, dopo al- 
Cr! s 

cuni calcoli si trova per determinare û la seguente equazione differenziale del 
3.' ordine: 

sen û \ 

Se fosse possihile l'integrazione di tale equazione, non occorrerebbero più ehe 
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quadrature per condurre a termine il problema; infatti dall'essere: 

sene 6 
COS i, = sen i sen 0 = 

\/sen20 + p(t  - gr 
J- sen 0 e ds T =  k - b e n i . d s = k -  de 2 

\ Isentû+i '(S- JI) ' 

si deduce che gli elementi che determinano il movimento e la variazione di 
grandezza del cerchio mobile sono tutti espressi per I'arco s della linea L per- 
corsa da1 centro, tosto che sia determinato 8 per s. 

L'equazione differenziale (5) ,  che dovrebbe servire a tale determinazione, 
è del 3." ordine e quantunque un poco più semplice di quella del SERRET, non 
è tuttavia integrabile ne1 cas0 generale. - Si  noti che quando siano noti gli 
elementi che determinano il modo di spostarsi e di variare del cerchio mobile, 
si pub con tutta facilità determinare la linea inviluppata da1 cerchio osculatore 
mobile; infatti la linea in discorso è il luogo degli estremi dei segmenti eguali 
a T condotti da ogni p u n t ~  della linea L e facenti colle direzioni principali 
di questa linea angoli i cui coseni sono: 

sen i ,  - cosi. COSB, - cos i . sen 6. 

CAS1 PARTICOLARI. 

11 luogo L dei centri di curvatura  di Li sia una geodetica 
sulla superficie polare di L,. 

'x 
Per  essere 8 = - la terza (4) diviene: 

2 

1 c o t i  -=- P d'onde: coti = - , 
r P r 
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e la (3): 

d'onde: 
a - s  T = -  
sen i 

- (a - . ) i l  4- (f)'. 

Non ci resta che da soddisfare alla prima (4); dall'ultima equazione otte- 
dT nuta, calcolando - e sostituendolo nella prima (4), si ha: 
ds 

Ponendo : 

la precedente diviene : 

2' - 1 -- d x  ds xd.8 
- ( a - ) -  d'onde: -=- 

x ds a - - ~  2 2 - 1  

Ili qui, integrando, si deduce: 
?' - = b(s  - a), 
P 

In quale dà una notevole costruzione geometrica della linea L. 
Infatti si stenda sopra un piano la sviluppabile rettificatrice di L; Io spi- 

goIo di regresso di tale sviluppabile si trasforma in una linea A e L in una 
retta; prendendo questa retta per asse delle 5 e la perpendicolare ad essa, 
condotta per l'origine degli archi s, per asse delle v ] ,  evidentemente s diviene 
eguale all'ascissa del punto di tragitto ger I'asse delle E della tangente a A; 
si avrà quindi: 

Siccome poi 7 è eguale, corne si B visto, alla tangente del17angolo sotto il qusle 
P 

t' 
la curva L sega le sue rette rettificatrici, sarà - eguale alla tangente dell'in- 

P 
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7 2 P i r o f i d i n i :  Sul problema di trovltre la curva 

clinazione della tangente a A .sull'asse delle 5 e quindi: 

Sostituendo questi valori nella relazione (6), si ottiene: 

d 71 Se si pone T = p i  seguendo i rnetodi noti d'integrazione, si giunge alla so- 
d: 

luzicine : 

la quale dà luogo ai due  casi: 

a a 6 + 2 p ,  dp=O, j  <= 
2 

I l  primo dà p = costante = c e ad esso corrisponde l'integrale generale: 

il quale, rappresentando una retta, & per noi privo d'importanza; il secondo 
caso dà luogo all'integrale singolare: 

b 
r = (E - a)', 

che si ottiene eliminando p fra le (7) (8); esso rappresenta una parabola di 
4 parametro - tangente all'asse delle 5  ne1 vertice e inviluppata dalle rette rap- 
b 

presentate dall'integrale generale, quando si consideri c come variabile. Sic- 
corne in questo CRSO abbiamo: 

cosi = 
1 - 1 

si pub enunciare il teorema: u per risoluere lzella sua m.assima generalità il 
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di cui è tzoto i l  Euogo de'suoà centri di  curvatura. 73 

problema di  spostare un cerchio nello spaxio à@ modo che esso r h a n g a  co- 
stantemente osculutore a una linea L, a doppia curvatura, e che percorya col 
suo centro una lifiea L che sia geodetica sulla sviluppabile polare di  Li, si 
prenda una parabola e si injetta i l  suo piano successivamente àntorno alle 
sue tangenti i n  un modo qualunpe. Si fuccia percorrere la litaea gob6a L, a 
cui si riduce la tangente alla parabola ne1 vertice, da1 centro di un cerchio 

1 di raggio T = 3 J i + bz ( s  - a)' e s i  orienti i l  piano di esso in modo, che il 

suo asse formi colle direxioni principali d i  L g l i  angoli i, i,, z', tali che: 

1 b ( s  - a) cosi = , cosil == O ,  cosi* = -- 
Y1 + je (s  - a)' d 1 + h9 ( s  - a)2 

4 essendo s l'arco di  L ,  a una costafite e 6 il parametro della parabola n. 

II. 

1 raggi di curvatura di L, si projettino sulle tangenti della linea L, 
luogo de'suoi centri di curvatura, in segmenti di lunghezza costante k. 

In questo cas0 dobbiamo avere: 

T . s e n i = k ,  
cib che ci dà: 

La (3), in causa della (9), diviene: 

T 1 +-cosi.cosQ=O; 
P 

le relazioni (9 )  (10) e la prima delle (4) ci dànno T ,  i, 6 ;  infatti, sostituendo 
nella prima (4)  il valore di T', si ha l'equazione differenziale: 

cosi d i  seni- k - .  - - 
sen2i ds - 0 ,  

Annali di Matematica, toma XVII. 10 
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74 Pirouadini: Sul problema di trovare la curva 

da cui con facile integrazione: 

s en i=  - essendo a una costante arbitraria. 
a - 2 s  

La (9) ci dà allora: 
k: TE-- - \Ik(a - 2s), 

sen i 

e la (10) ci fornisce: 

d'onde : 

Sostituendo questi valori nella terza delle (4), si ha: 

Dunque: u per far in  wzodo che U N  cerchio mobile si mantenga sempe 
osculatore a ana linea L,, colla condizione che i raggi d i  curvaturu di questa 
si projettino in segmenti costanti k. sulle tangenti della linea L, luogo dei 
centri di curvatura di L,, si faccia percorrere al centro del cerchio mobile 
urza linea L per la quale siu verificatu la relaxione (Il), si orienti i l  szco 
piano talmente, che I'asse del cerchio formi colla tangente, colla normale prin- 
cipale e colla binorrrzale di L gli angoli i, i,, is definiti corne segue: 

\la cosi = COSZ, = -. P 
\ 1 ( a - 2 s ) ( a - k - 2 ~ ) '  

k ( a -  k - 2 s ) - f e  
cos i, = \/(a - 2 s ) ( a - 7 ~ - 2 6 ) '  

e si dia al cerchio mobile il raggio T = \ik(a - 2s)  n. 

1 Se L k piana, - = O e (11) diviene: 
r 

2 s + 2 k - a  PPI - P" 2 s l - k - a  Z: k (2s+ k - a ) ,  
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di cui è noto il luogo de'suoi cetztri d i  curvatura. 75 

la quale, col porre y = p" si trasforma in un'equazione differenziale lineare 
del 1.' ordine facilmente integrabile. Essa dà infatti: 

' ,/ 1 (2 s+ +6- p = e 8 . ( 2 s f  k-a)" b b f  2 k  ds ,  

la quale, esprimendo il raggio di curvatura di L in funzione dell'arco, de- 
termina completamente questa linea; il problema è quindi, ne1 caso particolare 
considerato, completamente ridotto alle quadrature. 

III. 

11 luogo dei centri di curvatura della linea Li 
s i a  u n a  t r a j e t t o r i a  i s o g o n a l e  d e l l e  g e n e r a t r i c i  

della sviluppabile polare di Li. 

Dalla prima (4) si deduce, integrando: 

T = a - s e n i - s ,  
e la seconda (4) diviene: 

TCOS e - = - cosi, 
P 

cioè, in causa della precedente: 
pcosi cos0 = s *  seni-a 

Da questa si deduce: 
\I(s - seni - a)z - pz coszi sen0 = 

s - sen i - a  
Y 

dB 
- 7  

[$(s . seni - a)  - p sen i] cos i -- 
d s (S - sen i - a)  j ( s .  sen i - a)> - pscoszi ' 

e sostituendo questi valori nella terza (4), si ha: 

1 -=- [p1 ( s . s en i -a ) -p - sen i l cos i  ~ ~ t i  d ( ~ . s e n i - a ) ~ - p ~ c o s ~ i  
r ( s . ~ e n i - a ) ~ ( s . s e n i - o ) ~ - ~ ~ e o s ~ i '  P s - s en i - a  

Tale è la relazione che l e p  i raggi p ,  r della linea L, quando abbia luogo 
la proprieth detta. 
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76 P i r o n d i n i :  S d  probletna d i  trovare la curva 

1 Se la linea L è piana, - = O ,  a la precedente diviene: 
9" 

P p ' ( ~ - s e n i -  ~ ) + ~ ~ ( c o s ~ i - s e n ~ i )  + (S. seni-a)" O,  

la quale si rende lineare del 1." ordine, e quindi perfettamente integrabile, 
col10 stesso metodo del cas0 precedente; il problema è quindi, in questo caso 
particolare, completamente ridotto a quadrature. 

IV. 

1 piani osculatori di L formino coi piani tangenti 
della sviluppabile polare di L, un angolo 8 costante. 

La terza delle (4) dà in questo caso: 

r sen 0 
sen i = 2 cosi = P 

f pa  + r2 sen2 0 il p2 -+ rv sen* 8 ' 
le quali offrono: 

di -=- \ I p 2  +r2sen28 d -. P 
d s rseno ds v p 2 + r s s e n 2 f j '  

La prima (4) dà: 

e la seconda: 

T=-. cos i -- 
cos0 di 
7% 

Eguagliando i due valori di T, si ottiene: 
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--- .-- - 

Questa é la relazione da aui devon~ essere legati i raggi p ,  r della linea L 
onde abbia luogo la proprietà voluta. 

Se la curva L è un'elica cilindrica, si ha: 

= cot w,  
r 

essendo w 1' inclinazione costante dell'elica sulle generatrici del cilindro ; allora 
risultando : 

r sen 0 sen û ds = 
d 

8 ,  - -  P Si P2 + yP sen2 e = O, 
\/Gn2e $ cot20 ds ip2+r2sen2t) 

la precedente relazione si riduce alla seguente: 

sen 8 
. S = -  

pcoto 
a- 

Vsen2 0 $ cotZw cos0 \Isen20 + cot2w ' 
da cui si riaava: 

Questa relazione dimostra che l'elica L è cilindro-conica. Ora chiamarido p, 
il raggio di curvatura della spirale logaritmica sezione retta del cilindro, w, 

l'inclinazione di questa curva sui raggi vettori che escono da1 polo e so l'arco 
di essa, si ha (poichè p, = cot o,. s,) 

PO cotwo . S B  C O ~ W O  SO cotoo 
P = a =  --.---. - - sen2 w seno senw seno S, 

la quale, confrontata colla precedente, dà: 

cot oo sen 0 cos0 t,ang w = - 2 cotoo cota 
d'onde: sen20 = seno sen o 

Di qui si ottiene: 

- - 

cos8 = - sen2 w + d sen2 w - 4 cot2w0 cot2 6.1 
sen o 2 Y 
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78 P i r  ond i n i :  Sul problema di  trovare la curva 

COS O 
cos i = 

\/:il + cos20- ~ s e n 2 o  - +tcot~oocot2wl 

Si ha dunque il teorema: u fra le eliche che sipossono considerare conze 
i l  luogo L dei cetztri di curvafura di una lima Li del10 spaxio, solamente le 
cilindro-coniche hanno la proprietà che i loro piani osculatori segano la svi- 
Zuppubile polare di L, sotto angolo costante. Se w,, w sono le inclinaxioni 
(costanti) della spirale logaritmica, sexione retta del cilindro contenente l'elica, 
sui raggi liettori uscenti da1 polo e dell'elica sulle generatrici del cilz'ndro, il 
raggio T del cerchio mobile, percorrente col suo centro la c u ~ v a  L, è dato dalla 
quarta (12) e gli un,goli i, i,, i,, che l'asse del cerchio fa colle di~exioni prin- 
cz'pali di L ,  sono dejniti dalle prime tre (12). n 

La linea L sia trajettoria isogonale delle ret te  polari di L, 
e il piano osculatore di L seghi la sviluppabile polare di Li 

sotto angolo 0 costante. 

Le relazioni (4) divengono, se si suppone 8 costante e i costante: 

dT T 1 coti -$seni= 0 ,  - ~ o ~ Q + c o s i = O ,  -=- sen 8 ,  
ds  P r P 

dalle quali si deduce: 
(S. seni- a)cosO (s seni - a) cote tangi 

T = a - s p s e n i ,  p =  2 r =  . cos i cos i 
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Siccome da queste si ricava: 

P - = sen9 cot i + costnnte, 
r 

e i raggi di curvatura e di torsione di L sono funzioni lineari dell'arco s, 
si conclude che la linea L é un'elica cilindro-conica. 

Se si rinnova il calcolo fatto precedentemente, si trova che le formole (12) 
che dànno i valori delle quantità cosi, cosi,, cos&, T rimangono inalterate; 
e percib si potrà enunciare il teorema: u facendo muovere un cerckio nelle 
condizioni espresse dall'enunciato del teorerna del caso particolare I V  prece- 
dente, si ha la solzlxione pi& generale del problemu yuando s i  supponga cAe 
la Einea L, luogo dei centri di  curvutura di  Li, sia una trajettoriu isogonale 
delle rette polari di  L, e i piani osculatori d i  L formino un angolo costante 
colla sviluppabile polare di L, n. 

Gli esempi esposti mostrano a sufficienza corne, nei casi particolari del 
problema che ci occupa, sia spesso più conveniente ricorrere alle equazioni (4) 
anzi che alla (5), perché la sua complicazione non permette, il più delle volte, 
di ridurla integrabile; questo è appurito l'inconveniente che presenta l'equa- 
zione risolvente del signor SERRET. 

Parma, dicembre 1888. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sul10 s v i l u p p o  
delle funzioni G abeliane dispari 

di genere 3. 

(Memoria I di ERNESTO PASCAL, Zn Gotti~gen.) 

Quesio é il primo di una serie di lavori, che mi propongo di pubblicare 
in questo giornale, sulla teoria delle belle funzioni a abeliane, scoperte ulti- 
mamente da1 KLEIN. 

Il conseguimento di un posto di studio all'estero nei semestri d'inverno 
e d'estate 1888-89 avendomi fatto venire qui a lavorare nella scuola del 
prof. KLEIN, mi h a  dato il mezao di iniziarmi in ricerche di p e s t o  genere. 

Io  credo di non ingannarmi affermanclo, che in Italia le ricerche sulle 
trascendenti superiori sono assai poco coltivate, e parmi che non ci sia che 
il BRIOSCIII che se ne occupi assai Iodevolmente; onde, non fosse aItro che per 
la  novità, io nutro la fiducia di destare qualche poco di interesse fra i-miei 
amici e maestri d'Italia. 

Scopo di questa prima Memoria è di trovare la espressione del termine 
di 3." ordine della funzione a abeliana dispari corrispondente ad una curva 
di 4." ordine di genere 3. 

Nella seconda Memoria, che B già compiuta, io p a s o  alla ricerca delle 
formole ricorrenti per i termini seguenti del10 sviluppo, giovandomi delle ultime 
ricerche, sulle equazioni differenziali delle Q abeliane, del mio ~ m i c o  pro- 
fessore WILTHEISS. 

Per la  natura stessa del mio Iavoro io sono naturaimente costretto a sup- 
porre ne1 lettore molte cognizioni, ma non al punto che possa esimernii da1 
dare in breve un cenno delle teorie affatto nuove di KLEIN) O almeno, di quella 
parte che mi occorre. 

Annali di  Mate~nnticn, tom0 XT'II. 11 
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Prima di chiudere questa breve prefazione, io debbo sciogliere un debito 
del cuore. Io sento il bisogno di esprimere qui pubblicamente davanti ai miei 
conoittadini, al mio illustre maestro prof. KLEIN tiitta la rnia gratitudine, e 
sono solo e assai dolente che le mie povere forze non mi bastino ad assicurare 
le espressioni di questa mia riconoscenza ad un più stabile e durevole mo- 
nument~. 

5 1. Integrale normale di 3." specie. 

Supponiamo una curva di 4.' ordine di genere 3, come curva fonda- 
mentale per la trascendente abeliana, ai = 0. 

Prendiamo per integrali di l.a specie: 

f k x  d z )  dove du, = - indipendente da k ,  e i limiti inferiori corrispondono a 
aZ nk 

4 punti in linea retta sulla curva. 
Rigiiardo all'integrale di 3." specie, cioè quel10 che ha luoghi di infinito 

logaritmico, sussiste per il caso della trascendente abeliana la rimarchevole 
proprietà che esiste già per gli integrali iperellittici, e fatta osservare da KLEIN, 
ohe cioè fra gli infiniti integrali di 3." specie che si possono formare Fe n'è 
uno solo di cui il numeratore sia un razionale intero, covariante della forma 
fondamentale (*). 

Riguardo alla forma poi che ha un tale integrale di 3." specie, essa non 
è stata ancora trovata in generale, ma solo nella ipotesi particolare che la curva 
fondamentale sia priva di punti doypii. 

I n  tale ipotesi (che é quella appunto del resto che noi qui dobbiamo ne- 
cessariamente fare per la curva di 4." ordirie, acc,iocchè essa possa essere di 
genere 3) il PICK ha trovato la forma dell'integrale normale di 3." specie (**). 
Si ha propriamente, chiamando Q questo tale integrale di 3.a specie normale 

(*) KLEIN, Math. Ann., Bd. 27, pag. 446. 
(**J PICK,  Ueber Abelschen Functionen, Math. A m . ,  Bd. 29. - Sitsb. der Kais. Altad. 

der Wissenschaft. zu Wien, Bd. 94, 1886. Ne1 Bd. 94, II Ahth., si trova, del10 stesso autore, 
la ricerca dell'iritegrale normale di  3.a specie per il cas0 degli integrali binomii, cioé di 
quelli integrali corrispondenti alla curva x: = f(x, x,). 
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(se f =: a: è la curva fondamentale): 

Le proprietà speciali che caratterizzano univocamente iI Q sono: 
1. cP è un covariante intero razionale di f e di 2." grado nei coeffi- 

cienti di f; 

-2. È di 2.' grado in h;  
3. Di n - lm" grado in x e x ' ;  

@ 4. ---- 
( h  C C ' Y  

è indipendente da h ;  

5. 1 residui di Q corrispondenti ai punti d7infinito logaritmico sono 5 1, 

Questo integrale normale & B la generalizzazione diretta dell'integrale 
normale di 3." specie: 

del caso delle funzioni ellittiche. 
Ne1 caso della curva fondamentale di 4." ordine l'integrando <P ha la forma: 

Si noti infine che l'integrando di Q è simmetrico in ciascuna delle due variabili. 

$ 2. Costruzione delle forme principali Q ( x  y). 

fi gih nota l'importanza caratteristica di queste funsioni dei due punti 
x, y della superficie di RIEMANN, introdotte gih da KLEIN nella teoria delle fun- 
zioni iperelljttiche (*), e chiamate da lui Przinaacsd?.iicke ovvero anche formes 
princz$ales. - Esse hanno sulla superficie di RIEMANN la sola radice sernplice 
x = y  e non sono mai infinite. 

(,*le) Gottinger Nachrichten, 5 Nov. 1887. - Math. Ann., Bd. 32. 
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Per la superficie generale di RIEMANN (cioè per il caso generale aheliano) 
il KLEIN ha ultimamente mostrato che si possoiio costiuire anche di tali forme 
pra'ncipali (*). 

L a  loro forma è (riducendo opportunamente quella data da1 KLEIN ne1 
citato luogo dei Comptes Rendus): 

limitandosi aila curva di 4.' ordioe e intendendo per (x' y')) (z" y") (x"' y"') - -  
rispettivamente i punti d'incontro delle rette k z  k y colla curva, essendo ?c un 
punto arbitrario ne1 piano della curra di 4.' ordine. 

1 
Questa 12 è indipendente da k (**) ed è di - - dimensione in x e y, 

2 
rispettivamente. 

$ 3. L'integrale di 3.9 specie HtY'. 

È molto utile, per i calcoli che dovremo sviluppare in seg?ito, di intra- 
durre in luogo di Q quest'altro integrale di 3." specie, che si forma facilmente 
per mezzo di &. 

Definiamo: 
( h x x i ) ( J ~ y ~ ; )  ,iyi HZ? = log 
( IL  x y i, ( h  y xi) - Q,, 

Si sa che Q ha i punti d'infinito logaritmico: 

e i residui corrispondenti a questi ao sono rispettivamente -t- 1. 
Quindi è ohiaro, per la formazione di H, che esso non ha  più i punti 

d'infinito logiiritmico xi, yi, ma perb h a  acquistato per punti d'infinito loga- 
ritmico i punti in cui le rette Ax, h y  tagliano ancora la curva; tali punti si 
chiamino rispettivamente 5' <" 5' '; ?' ?" ?' '. Supponiamo ora un d t r o  punto k 
e congiungiamolo con x y e si abbiano le altre coppie di punti x' y', x" y", 
x"' y'". Applichiamo all'integrale 11 il teorema di ABEL per i punti corrc- 

(*) Comptes Rendus, 11 Janvier 1889, pag. 136. 
(*%) Vedi PLCK, Op. cit. 
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siduali : 
2 2' x" x"' 

Y Y' Y" Y'", 
(si noti cbe possiamo applicare il teorema di ABEL pcrchè x y non sono punti 
d'infinito di il). 

Si ha allora: 

essendo appunto i punti Si i punti d'infinito di H. 
D a  questa formola si ricava: 

Se ora facciamo coincidere il punto h col punto Ic, i punti [i i7i verranno a 
coincidere coi punti xi yi, e resta solo: 

2~"' -  - H", = H(x y). 

Mediante questa formola la espressione fi diventa semplicemente: 

Si pub anche facilmente trovare la espressione dell'integrando di H. 
Giovandosi della forrnola: 

si ~ u b  ricavare: 
1 

n n-l 
r~-i n-i - p . ,v-L ,;y-v . a an-v a;;:ll 

$, ah a, ah a ,~  .J=I & h z  h .z + r( a:,-v-' . a!-v 
v = l  

h z 
X 

rt (hzx ') t  
Y O' 

( h z d z )  ( h d d d )  (*) Bisogna in primo luogo porre in Q, k = kt = h,  allora viene - - e, 
Uh ut-' Un u d l  

poiclié ciasc~ino di  questi fiittori é indipendente da h ,  pu6 mutarsi a piacere nell'uno h 
in  k e nell'altro ?r iri k'. 
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Ne1 caso della curva di 4." ordine si ha  in particolare facendo hi = hl = O 
h3 = 1 e 10 stesso per le k, Zc': 

dove le x cornprese nei determinanti binarii si riferiscono agli indici 1, 2, e 

a:, a,, a, - 6,  hg, 6 ,  3 a: ai a:,-' . bi-Y 6; 
Q = 2 - 2  - + 2 ai 8 ,  a: a3 . b:! bS 9 

v = l  

espressione che inseriamo qui perchè ce ne dobbiamo servire in seguito. 

$ 4. Fattore M p e r  la formazione delle funzioni o. 

Colle forme pt,incipali si costruisce un'espressione che KLEIN ha chia- 
mata M e che, corne egli ha dimostrato ultimamente nei Comptes Rendus, entra 
corne fattore nella formazione di tutte le funzioni a abeliane pari e dispari (*). 

L'altro fattore è quel10 che fa fra loro differenziare le diverse a, ed esso 
dipende dalle curve di contatto e ne parleremo in seguito. 

Perb prima d'andare avanti ci pare utile una osservazione per il lettore 
che non sia molto adderitro in questo genere di ricerche. 

11 KLEIN nei suoi lavori pubblicati nei Comptes Rendus parla sempre di 
funzioni O e non delle a, Ci pare utile accennare in clle consiste la djfferenza 
secondo i nostri punti di vista. 

Noi formiamo 1' i.2 e quindi 1' 211 giovandoci dell' integrale normale di 
3.a specie Q. 

Se  invece di esso si sceglie un qualunque altro integrale .di 3." specie si 
arriva in fine anzichè alle funzioni a alle O, le quali dunque in questo senso 
vengono ad avere coine caso particolare le a. L'altro fattore poi che insieme 
ad M forma tutta la funzione O O Q B 10 stesso sia per Ia O che per la cor- 
rispondente a. 

Per  la formazione del fattore il &EIN introduce le cosiddette fornze 
nzedie. 

' Limitiamoci per fissare le idee al nostro cas0 delle curve di 4." ordine. 

(*) Comptes Rendus, 12 Febbraio 1SS9. 
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- Consideriamo una retta as = O che taglia la curva nei 4 punti t' t" t"' t'p. 
L a  espressione : 

ni 0 ( x t i )  
m(x) = - 3 

a32 

nun diviene nulla nè infinita in alcun punto della superficie di RIEMANN; essa 
si chiama la forma media (*). 

La espressione M è nllora: 

M =. Il ?n (xi) 
n n n ( ~ i ~ j ) '  

dove xi sono i quattro limiti superiori degli integrali di 1.& specie. 
Naturalménte, potendosi dirnostrare che m(x) è cornposto di un fattore in 

x e di un altro dipendente solo da t arbitrario, la 1Cf sarà determinata a meno 
di un fattore costanie arbitrario, e quindi la stessa indeterminazione vale per 
le funzioni abeliane a cui giungeremo. Di questa indeterminazione non ci oc- 
cuperemo affatto. 

$ 5. Cenno sopra le curve d i  contatto di 3." ordine di una curva di 4." 
Determinante D. 

Passiamo alla considerazione dell'altro fattore D che entra in u e che è 
quel10 che si differenzia da u a o. Esso dipende dalla considerazione delle 
curve di contatto della curva di 4." ordine. Ne1 caso delle funzioni iperellit- 
tiche si sa che esso dipendeva invece dalla considerazione delle diverse scom- 
posizioni in due fattori, che si potevano effettuare, della forma f (x)  di 2 p  + 2"' 
grado. 

Si sa che vi sono 64 sistemi di curve di 3.' ordine che toccano in 6 
punti una data curva di 4." ordine (**); ciascuno di tali sistemi è al nmssimo 
triplamente infinito. Questi 64 sistemi sono fra loro distinti ne1 senso clie non 
si pub passare in un modo continua, e passando sempre per curve di contatto, 
da una curva di un sistema a una di un altro. 

(*) Il KLEIN diniostra che tale forma media a meno di  un fattore dipendente solo 
da  t ,  dipende solo da  x (lezioni, semestre d'inverno, 1889). 

(**) Vedi f r a  le  altre opere CLEBSCH, III, pag. 249 (ediz. francese). P e r  le relazioni fra 
le  funzioni abeliane e la teoria delle corve di contatto vedi WEBER, Abelsche Functionen 
von Geschlecht 3; e NOETHER, Zum Umkeh-robtem in der Theorie der Abelschen Fun- 
ctionen. Math. Ann., Bd. 28. 
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Se 9' pl' y3"' y? sono quattro curve di un sistema, ogni altra del10 
stesso pistema pub sempre porsi sotto la forma irrazionale: 

,/T + dr Jz + fc + \lpyB 
Il determinante D si forma prendendo appunto quattro curve di contatto 

di un sistema e formando: 
--- 1 y p 3  dp31'1(x') Jm 1 

A ciascuno di questi sistemi di curve di contatto di 3." ordine corrisponde 
una delle 64 funzioni 8 O o abeliaoe. È noto ancora che questi sistemi si 
dividono in due classi. 

28 di essi hanno la proprietà che i 6 punti di  contatto di una delle loro 
curve insieme coi due punti di contatto di una delle 28 tangenti doppie 
stanno su di una conica. Ciascuno di questi 28 sistemi corrisponde dunque 
unirocamente ad una delle 28 tangenti doppie. L e  a corrispondenti sono le a 

dispari. 
Gli altri 36 sistemi dànno luogo alle 36 a pari. Esse hanno la proprietà 

che i 12 punti di contatto di due curve del10 stesso sistema sono situati su 
di una curva di 3.' ordine (*). 

Infine dobbiamo ricordare le forme speciali sotto cui è utile porre l'equa- 
zione della curva fondamentale di 4." ordine secondoché si intenda considerare 
un sistema piuttosto che un altro di curve di contatto. 

Per  i 28 sistemi della l.a classe, se chiamiamo D, = O la tangente doppia 
corrispondente, @: = O una delle curve di contatto, e Q J l =  O la conica pas- 
sante per i 6 punti di contatto di QJ: = O e per i due di contatto di Dx = 0, 
l'equazione generale della curva fondamentale avrà la forma: 

Ogni altra curva di contatto del10 stesso sistema è: 

e la conica corrispondente sarà: 

(*) CLEBSCH, III, p ~ g .  3-19. 
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dove #, = O è una retta arbitraria del piano. Da questa espressione si vede 
appunto (poichè in +, entrano tre parametri arbitrarii) che ogni sisterna B 
triplamente infinito, come abbiamo detto avanti. 

Ne1 cas0 di uno dei 36 sistemi della 2,' classe diamo alla curva di 4." or- 
dine la forma datale da HESSE nelle sue ricerche sulle reti di quadriche nello 
spazio (*). 

Consideriamo 5; come le quattro coordinate omogenee spaziali, e le ai 
come le tre coordinate omogenee planari, e consideriamo la rete di quadriche 
espressa sirnbolicamente da: 

la espressione : 
a,b,c,d,(~py = 0 ,  

è una curva di 4.' ordine generale. Le curve di contatto in questo cas0 non 
sono altro che: 

u X ~ X ~ X ( ~ ~ U ) ~  = 0, 

dove u rappresenta 4 parametri omogenei arbitrarii. - La cubica che con- 
tiene i 12 punti di contatto di due curve del10 stesso sistema, 1' una corrispon- 
dente ai parametri u e l'altra ai parametri v, è: 

3 6. Proprietà caratteristiche delle funzioni a. 
Covarianti irrazionali di Klein. 

Le funzioni o definite in funzione dei limiti x( i )  degli integrali di l.a specie 
sono funzioni degli stessi integrali di l.a specie W. 

È noto che, nella teoria delle funzioni a iperellittiche, le o considerate 
come funzioni delle w ,  sono covarianti non propriamente della forma fondn- 
mentale f i  ma delle due forme y # il cui prodotto forma f, proprietà interes- 
santissima trovata per la prima volta da1 KLEIN (**). 

Ora le nostre a abeliane formate appunto con quel tale speciale integrale 
di 3." specie Q, la cui essenza è precisamente quella d'essere un covariante 

(*) HESSE, Crelle's Journal, Bd. 55. 
(**) KLEIN, Math. A m . ,  27, pag. 450. 

Annali d i  Matematica, tomo XVII. 
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(trascendente) della curva di 4." ordine, godono anche della proprietà inva- 
riantiva, cioè i diversi termini del10 sviluppo in serie di q in funzione delle w 

- 

Consideriamo il cas0 delle a dispari. 
Se nella quartica fondamentale 

Ds - il2 = O, 

faccio le sostituzioni in luogo di Q e fi: 

Q - 2 $ z Q  $ ( $ X ) ~ D Z  

12 - $3 Dx , 
si vede che la  curva fondamentale rimane inalterat ;a. Int 

sono covarianti. Ma di quali forme fondamentali ed in che senso? 

;anto queste so no  ap- 
punto le sostituzioni, corne abbiamo visto ne1 paragrafo precedente, colle quali 
d a  una curva di contatto di 3." ordine si passa ad un'altra dello stesso si- 
stema; per tale cangiarsi della curva di contatto ne1 proprio sistema, la a ap- 
partenente a quel sistema di curve di contatto individuato da una speciale 
delle 28 tangenti doppie, deve restare inalterata; i diversi termini dello svi- 
Iuppo della a sono funzioni razionali intere dei coefficienti delle tre forme 
11; D, @: e debbono rimanere inalterati per quelle tali sostituzioni. Essi sono 
covarianti della forma fondamentale ne1 senso che restano inalterati per quelle 
tali sostituzioni per le quali appunto resta inalterata la forma fondamentale; 
in una parola sono covarianti irraxionali della forma fondamentale, perchè 
d'altra parte i l o r ~  coefficienti non sono funzioni razionali dei coefficienti della 
quartica (*). 

Di questa proprietà estremamente interessante noi ci serviremo in seguito 
per trovare il 2." termine dello sviluppo delle o dispari. 

Passando alle a pari si vede analogamente che la forma fondamentale e 
le curve di contatto sono covarianti in x della forma rappresentante la rete di 
quadriche, as a: = 0. 

Dunque con una trasformazione lineare che trasformi in sè stessa questa 
rete di quadriche, la curva di 4." ordine resta inalterata, e una curva di con- 
tatto di 3." ordine si trasforma in uii'altra avente un altro parametro u, cioè 
in un'altra dello stesso sistema. 

(*) Sui  covarianti irrazionali ne1 senso che ci occorre qui di considerare, vedi una breve 
Nota di KLEIN nei Gottinger Nachrichten, Mai 1888. 
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1 termini del10 sviluppo delle a pari stmo covarianti i rraxional i  della 
forma di 4.' ordine ne1 senso che sono covarianti (solo nelle variabili ternarie x) 
delle reti fondamentali di quadrishe (*). 

Accenniatno appena queste proprietà, non potendo su di esse trattenerci. 

5 7. Di un cas0 particolare degli integrali di 1." specie. 

Noi finora abbiamo supposto gli integrali di 1.' specie cotnposti di 4 ter- 
mini ciascuno, corrispondenti a 4 punti x' z" x"' x" della superficie di RIEMANN. 
Questa è la forma generale degli integrali abeliani di 1." specie, e i tre in- 
tegrali sono cosi fra loro indipendenti. 

Ma si pub considerare un caso particolare di estremo interesse per quel10 
che diremo in seguito. 

Consideriamo gli integrali di 1." specie: 
2 2 x 

w i = J  dui w,=/ dw, w , = ( d w , .  

Questi 3 chiaramente sono legati da una relazione, perchè sono tre funzioni di 
due soli punti della superficie di RIEMANN x y. 

Tale relazione ~ ( z u ,  w s  W J  è una serie sviluppata secondo le potenze 
delle W. Di tale relazione si è occupato il PR~BENIUS in un lavoro ancora inedito, 
corne mi ha cornunicato il prof. KLEIN. h facile vedere che il primo termine 
non pub essere che una espressione contenerite per fattore ai; quindi almeno 
di 4." ordine nelle W.  

Infatti se noi facciamo indefinitivamente avvicinare i due -punti y x  po- 
nendo : 

y = X + d x ,  

allora le w si riducono ad una serie espressa nelle x il cui primo termine è: 

Se sostituiamo questi valori nell'espressione X ( w ,  W, w3) = O questa deve na- 
turalmente (perchè dalle w passiamo alle x) restare identicamente soddisfatta, 

(*) Si intenda sempre natiralmente che le tre variabili x, x, x, omogenee, si sosti- 
tuiscano coi tre integrali di l.a specie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



92 Prx s c a 1: Sdlo s v i l q p o  delle fun xkni u abelicctze dispari 

arrestandoci solo al suo primo termine; cioè il suo primo termine deve essere 
zero. Ora le x sono legate solo da aj; = O ,  dunque il suo priino termine deve 
avere per fattore a i .  

Dalle considerazioni precedenti si ricava, che se formiamo le o per il caso 
speciale di quelli integrali di 1.8 specie (e il modo di formazione 10 vedremo 
adesso), allora possiamo dire che sono anche generali i termini di un grado 
minore del 4.'; in altri termini noi possiamo trovare i termini di lin grado 
minore del 4." per il casa speciale, e affermare con sicurezza che essi termini 
rimarigono gli stessi per il cas0 generale. Questa è un'assai notevole sernpli- 
ficazione per quel10 che dovremo fare in seguito. 

8 8. Espressione delle funzioni a per il caso speciale. 

Limitiamoci semplicemente (non occorrendoci altro) al cas0 delle c dispari. 
Allora la CS si definisce: - 

~ ( w i  ~2 ~ 3 )  = VDmDy ' Q(xy), 

dove D è al solito la tangente doppia corrispondente. 
È chiaro che il primo termine del10 sviluppo in funzione delle w è DL,, 

corne si vede facendo avvicinare indefinitivamente y ad a. La iicerca del se- 
condo termine, sarà l'oggetto delle prossime considerazioni. 

Tale secondo termine sarà di 3." ordine nelle W .  Ricerchiamo prima in 
generale di che gradi nei coefficienti delle trc forme (D i2 D debbono essere 
i varii termini. Poniamo: 

ri-" 2p l*' 2;t1 
U(W, Wz ws) = D u  f Ti@, 12, a, W 1, 

dove le lettere poste sopra a D, fi, ecc., rappresentano i gradi a c.ui entrano 
i coefficienti di quelle forme. 

Con due semplici considerazioni possiamo trovare che p p" sono legati 
da due relazioni. Mutiarno: 

D in 

Allora la quartica si moltiplica per pz. Le ro si moltiplicano per '. la D ri- e0 ' 
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1 manendo moltiplicata per p ,  la 'D, sarà moltiplicata per - e la c dovendo 
P 

rimanere inalterata a meno di un fattore si ha che essa verrà a moltiplicarsi 
1 per -. Intanto un termine qualunque verrà moltiplicato per p elevato ad un 
P 

esponente : 
fL '1$p '$ .2p-2(2h+ l), 

onde : 
p"+pr$-  2 p  - 4 1  - 2 = - 1. 

Analogamente mutando: 
@ in p P @  

fi in p Q ,  
si ha: 

2 { + 2 / ~ - 2 ( 2 A + 1 ) = - 2 ,  
onde infine: 

p " = 2 A + 1 - p  

5 9. Sviluppo in serie dell'integrale d i  3.' specie H 
nell'intorno di un punto dato della superficie di Riemann. 

L a  ricerca che ci proponiamo in questo capitolo è di trovare Io sviluppo 
in serie dell'integrale di 3." specie H, quando sia gli argomenti cho i para- 
metri si avvicinano indefinitamente ad un certo punto (x); anzi, poichè non ci 
occorre altro per quel10 cl-ie dovremo dire in seguito, limitiamo la ricerca al10 
sviluppo di  H:; quando x y si accostano nell'intorno di un punto determinato, 
cib che è 10 stesso, quando y = x 3. dx. 

Per  far questo poniamo nell'integrando di H, che è una funzione di  x z', 

perb bisogna tener ben presente che le x e quindi le x e < sono variabili ter- 
narie. 

D a  ora in poi ci farà cornodo di non usare più le tre variabili omogenee, 
ma di porre sempre eguale ad 1 quella coll'indice 2, e inoltre di considerare 
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sempre la variabile coll'indice 3 data in funzione di quella coll'indice 1 per 
mezzo dell'equazione della quartica. Allora una funzione di x z', O in altri ter- 
mini di x, x, x' ,  x', si considererà solo funzione delle due variabili x ,  x ' ,  . 

È facile allora vederc la legge di formazione dei diversi termini dello 
- - 

sviluppo di una funzione di x x', quando ambedue le variabili si suppongono 
nell'intorno di un medesirno punto x. Avendo fissato di considerare una fun- 
zione di x x' solo corne funzione di x ,  x',, gli incrementi < c' saranno corri- 
spondenti dunque solo a queste due variabil'. 

Ponendo in generale: 
a9 a +  a9 a +  ------ 

( y ,  $1 - aZt  a ~ ,  a., a ~ ,  ' 
si ha, se teniamo presente la espressione Q di 5 3 e poniamo (9 = 2 -+ rf(z x'): 

dove con f, ahbiamo indicata la prima derivata risyetto ad x, della funzione 
che è il primo membro della quartica fondamentale f = a$ = O. Inoltre col- 
l'indice x posto a piede delle parentesi, si intende che dopo fatt.e tutte le ope- 
razioni indicate, bisogna porre tutte le variabili eguali ad x. 

Ora è facile verificare, tenendo presente che f(x) = 0, che 2 $ y ( x  x'), = 0. 
Di qui si ricava aiicora che Io sriluppo di cP deve essere tale che ponendo 
c = C' deve ridursi a zero; quindi deve essere divisibile per c - c'. Ma noi 
possiamo dire ancora dippiù. Noi osserviamo che è simmetrico in x x', e 
quindi 10 sviluppo superiore deve essere simmetrico in 5 cf; m a  intanto deve 
già contenere per fattore C- c', dunque deve contenere necessariamente ancora 
un altro di tali fattori, quindi possiamo senz'altro conchiudere che 10 sviluppo 
di (p deve contenere per fattore (5 - (*). CiO porta le seguenti conseguenze. 

(*) Un fatto perfettamente analogo si ricava negli sviluppi in serie dell'integrale Q 
iperellittico. Vedi al proposito BURKHARDT, Ueber hyperell@tische Sigmafunctionen. Math. 
Ann , Bd. 32, pag, 389. 
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1. Che i termini di 1." ordine del10 sviluppo superiore debbono scom- 
parire, cib che del resto possiamo effettivamente verificare. Dimostriamo cioè 
appunto che: 

[ Y ,  f (41 x  = O* 
Ponendo infatti : 

indicando con (af), (b f )  le espressioni: 

Per x r= x' = x si h a  dunque, essendo ut = 6: = O 

Intanto 
1 

+ ( z z O ) x =  - s f : ,  
onde appurito 

( Y ,  f ) x  = 0. 

2. Che basta calcolare solo il coefficiente di Ce, perchè gli altri termini 
di 2." ordine debbono essere tali che tutto l'assieme dei termini di 2.' ordine 
dia un'espressione (che non pub quindi essere altro che il coefficiente di t" rnol- 
tiplicata per (g - G')~, 

Con queste osservazioni 10 sviluppo di @, arrestandoci ai  termini di 2." or- 
dine, Io possiamo scrivere : 
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Questo genere di sviluppo è del resto perfettamente d'accord0 colla for- 
mazione dell'integrale normale di 3.8 specie &, in quanto che si è detto che 
i residui che Q ha nell'intorno dei punti d'infinito sono f- 1 ,  cioh che esso di- 

venta infinito corne , per t = I;'; ora, ricordando la  formazione di H 

per mezzo di &, cioè che esso B format0 da Q togliendone i termini d'irifinito 
e facendone comparire altri, si capisce a priori che deve essere divjsibile 
per (6- t'y, altrimenti H avrebbe un infinito in z = a', cib che non pub essere. 

L' integrale H::' dunque diventa : 

$ 10. Sviluppo in serie di u e degli integrali w 
sec indo  l e  potenze di t. 

Con principii e notazioni perfettamente simili a quelle del paragïafo pre- 
cedente, noi abbiamo i seguenti altri sviluppi (sempre per y = x + c): 

e quindi infine: 
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In simile modo si hanno le altre formole: 

indicando con f ,  la derivata di f rispetto ad x,. 
Intanto gli integrali di 1.8 specie, avendo tolta l'omogeneità delle variahili, 

sono diventati : 

Si hanno dunque, sostituendo e integrando, per gli sviluppi delle w le espres- 
sioni : 

§ 11. Primo termine del10 sviluppo, secondo le  potenze di  c, 
del termine di 3." ordine di r r .  

Supponiamo la u espressa per mezzo delle u7. Se noi in luogo delle w vi 
poniamo le espressioni del paragrafo precedente troviamo uno sviluppo secondo 
le potenze di 6. 

I n  quanto a tale sviluppo è a notarsi: 
1. 1 termini in < vengono solo dai termini di o di 1." ordine nelle w, 

quando per essi pongo i termini in delle zu. 
An~ial i  di ;Matcmatica. tom0 SVII. 13 
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2. 1 termini in Ce vengono solo dai termini di o di 1." ordine nelle w - 
quando per essi pongo i termini in 5' delle w, e non da altri, ricordando che o 
non ha termini di 2." ordine nelle W. 

3. 1 termini in c3 vengono dai termini di 1.0 ordine nelle w ponendo 
per essi la parte in C3, e dai termini di 3.' ordine nelle w ponendo per essi 
la parte in  5. 

Quindi se da1 termine in cS del10 sviluppo di a del paragrafo precedente 
togliamo cib che diventa il primo termine di 0, che sappiamo etlsere D,,, quando 
in luogo delle w poniamo i termini in c3 delle w, cioè togliamo la espressione: 

otteniamo precisamente cib che diventa il termine di 3." ordirie in w7 quando 
in luogo di w, w, w, si pongono rispettivamente: 

Cos1 operando e opportunamente riducendo si ottiene: 

tenendo presente che: 
('P f b  = 07 

come abbiamo avanti osservato ( 5  9). 
Ora è necessaria una osservazione per non far cadere in dubbii il lettore. 

Noi abbiamo detto che questa espressione deve essere il primo termine di cib 
che diventa il termine di 3." ordine di o quando per le w si pongono le espres- 
sioni superiori. Ora poichè la 1." e la 3." per es. di quelle espressioni sono di 
1." grado nelle x a meno di un denominatore f i ,  CO& si deve ottenere un'e- 
epressione di 3." grado nelle x con un denominatore f : .  Ora basta uno sguardo 
all'espressione trovata, per vedere che essa (ponendovi in vista un denomina- 
tore f 3 )  resta di grado 5." nelle x. 

Per spiegare questo fatto si deve ricordare che noi abbiamo sin da1 prin- 
cipio del calcolo soppressa l'omogeneità, il che è la causa della discordanza os- 
servata. Si dovranno poter raggruppare i vari termini in modo che, per effetto 
di f(x)-O che è di 4.0 ordine, scompaiono quelli di 5." e 4." ordine nelle xi 3,. 
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Perb in seguito tutta questa riduzioiie non facile, non ci occorrerà di 
farla. Essa formerà l'argomento di uno dei capitoli della Memoria II, dove 
ci occorrerà per uno scopo diverso. Per ora noi, per giungere al risultato finale, 
devieremo per poco e vi giungeremo per una via meno diretta, ma assai più 
conveniente, massime per la forma definitiva del risultato a cui ci conduce. 

Tornando all'espressione superiore (l), essa deve potersi ridurre ad una 
funzione intera in x contenente per denominatore f3, .  Effettuiamo questa ridu- 
zione solo per il 4 . O  termine 

dove il numeratore deve potersi ridurre divisibile per Dx. Ed infatti cib si ve- 
rifica. 

Essendo : 
f = D$Q; - n:nf:, 

si ricava: 
( D f )  = 3(D(P) Dn@k - 4(Dn)izxn'; ,  

intendendo con (Da) la espressione : 

(Di Q3 - D3(D,), e cos1 per (DQ) ,  ecc., 
quindi : 

( D  f)" 9 ( D  @) (DQ') Di @J: a': - 24 ( D  @) (DQ)  Dx @:!lx n'3, + 
+ 16 (D  n) ( D  n') n, n', nu; nu':, 

ed essendo f - 0, cioè: 
nt': nvl; == D, a:, 

si ha: 
( D f ) e  = Dm 19(D@)(D@')D2~L.@'5 - 24(D@)(Dn)@;izXaf;  + 

Noi osserviamo che nella nostra espressione (1) tutti i termini, meno il 
3.0 e 4.", hanno per fattore il 11,; x rappresenta un punto della curva fonda- 
mentale, ma del resto finora arbitrario; particolareggiamolo in modo da essere 
uno dei due punti di contatto della doppia tangente Da. Allora D, = 0, e 
d'altra parte è facile vedere che per tale determinazione di x, la derivata f, 
non va a zero, perchè 
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e per D, = O e quindi Ri = O resta 

f3 = 0 3  a:, 
essenzialmente diversa da zero. 

D'altra parte nella nostra espressione si~periore (1) tutte le operazioni in- 
dicate (meno quella del 1." termine), sono fra funzioni intere e quindi la loro 
effettuazione non introduce altro denominatore; ne1 primo termine poi 

f ) ,  f l ,  
non essendo cp intera, si introducono effettivamente, facendo le operazioni, 
altri denominatori, ma questi denominatori non sono che sempre f, O sue po- 
tenze come è facile verificare; dunque possiamo dire senz'altro che la nostra 
espressione superiore, ne1 caso che x sia uno dei punti di contatto della tan- 
gente doppia, diventa : 

dove, avendo già calcolato il 2." termine, non resta che a calcolare ancora 
il primo. 

Dalla espressione di (Df) si ricava: 

[(Df), f ]  = 9(D@)(D@')@:@'t. Da + 6(D@)(@D) D,@,@': + 18(D@)(@@')Di@,@'i- 

- 1 2 ( ~ @ ) ( D f i ) @ ~ Q ~ Q ' ~ -  8(D1lf ) (~D)Qr , !2 ,~~-  4(DQ')(Q1D)Ct:@; 

- 24 (D nl)  ( i q  n',na D, a: - 12 (on ' )  (n a) D, n: s: + 
+ 32 (D 52') ((2 il") il'z (2, i l"x !2'"; + 16 (D (2') (il' ilt') (1: 11"':; 

per D, = 0 la espressione di - ' D f  " e queste diventano rispettivamente 
Ds 

16 [(D U) 12,] @C 

8 [(D '2) I!,] ":, 
onde infine tutto il termine di 3." ordine richiesto, diventa nella nostra ipotesi 
particolare (a meno di  un denominatore f:) 

16 
- 3 [(D il) 12,] q;. 

Per i nostri sviluppi non ci occorre altro. Intanto è utile far vedere come 
effettivamente questo termine è solo apparentemente di grado 5.0, ma in realtà 
è di 3.0 grado, 
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Ci dobbiamo servire di un'identità fondamentale. 
Essendo x, = 1 si ha: 

Applicando tale formola fra i simboli D  Il II' e ,  elevando a quadrato 
primo e secondo membro, si ha: 

(D ay IY; + (D n'y 93, + (11 q 2  D; + 4 (D n) (11 12') nt, D, + 
+ 2 (D  11) ( 1 ~  D) n, ntx = (D 62 n y  

In ciascun termine i simboli sono completi. Facendo la solita ipotesi particolare 
per i valori di x si ricava semplicemente ed identicamente 

- 2 [(Dn)n,]z = (~12n')o, 

onde finalmente il nostro termine in questione diventa: 

che, come si vede, è appunto di 3.0 grado nelle x; inoltre si vede pure, come 
deve verificarsi in generale, che è un covariante delle tre terriarie D 11 cP, cib 
che non appariva prima, quando vi comparivano solo determinanti binarii. Ora 
dobbiamo deviare un po' la nostra ricerca. 

§ 12. Ricerca di certi covarianti simultanei di 3.0 ordine. 

Dalle considerazioni sviluppate avanti (§ 8) risulta che il termine di 3-33 
ordine nelle w del10 sriluppo di o deve es&e forrnato linearmente mediante 
termini del tipo 

3-11 2-u $Lx 3 

( D @ 11 w) ,  

dove quindi p pub avere solo i tre valori O ,  1 ,  2. Inoltre sappiamo che tale 
termine deve essere un covariante delle tre ternarie, e non solo un covariante 
ne1 senso ordinario, ma un covariante in un senso ancora più ristretto. 
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Ricerchiamo tutte le combinazioni invariantive che possono formarsi e che 
sieno di 3." ordine e dei gradi indicati. 

h facile vedere che per p = O si trova solo la  combinazione 

per p = 1 si trovano le sette cornbinazioiii 

per p = 2 si trovano le quattro combinazioni: 

Ora è facile vedere che di questi 12 covarianti ne restano solo 6, gli altri 6 
esprimendosi linearmente per i primi. ' 

Infatti il (4) 10 possiamo scrivere: 

Il (7) Io possiamo analogamente scrivere: 
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Il (10) è: 

1 
- 3 (a1 n" n ") D, n, [(a n" a"') n', - (a nr 0"') Q", - (0 fi" fi') = 

1 1 
- (0' n'' nIrl) nk [(D n" a"') n', - (D nr 0"') nuw - (D n" nt) O"',] = - (9). 
3 3 

E finalmente il (12) è evidentemente zero, come si vede scambiando n' con n". 
Dunque restano solamente il (1) (2) (3) (5) (6) (9) i quali sono ne1 fatto sei co- 
varianti fra loro linearmente indipendenti, come è facile dimostrare; perb tutti 
i nostri ragionamenti non si fondano sulla indipendenza lineare di questi co- 
varianti, e sussisterebbero egualmente se essi non fossero indipendenti. 

È utile per altro indicare il modo semplicissimo con cui si pub giungere 
a dimostrare la indipendenza lineare di tali covarianti. 

In primo punto osserviamo che certamente il (1) e il (9) sono fra loro e 
dagli altri 4 linearmente indipendenti, perchè i gradi dei coefficienti di D Q n 
sono diversi. Resta quindi a dimostrare che non è possibile una relazione del tipo 

c(2) + c1(3) + c"(5)  + c'"(ô) = O. - 
Tale relazione dovrebbe sussistere qualunque sieno le tre ternarie. 

Ora supponiamo in primo luogo che diventi il quadrato di una forma 
lineare. Allora (2) (3) (5) vanno a zero e (6) non va a zero. Dunque certa- 
mente deve essere c'" = 0. 

Supponiamo ora daccapo che n diventi il prodotto di D, per un'altra 
forma lineare. Allora (2) e (3) vanno a zero, cib che non fa (5), dunque cer- 
tamente anche c" = 0. 

Infine supponiamo che @ e n diventino l'una il culno di un'espressione 
lineare e l'altra il prodotto di tale espressione lineare per un'altra forma; 
allora (3) va a zero, ma non va a zero (2), dunque anche c' e quindi final- 
mente c debbono essere zero. 
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13. Su di un sistema di equazioni a derivate parziali 
a cui debbono soddisfare i diversi termini dello sviluppo di o. 

Noi abbiamo detto avanti ($ 6) che i diversi termini dello sviluppo di c 
debbono essere tali espressioni nei coefficienti delle tre ternarie che non solo 
rimangono inalterati per una sostituzione lineare (cioè sono covarianti), ma 
ancora che restano inalterati quando da una delle curve di contatto di 3 . O  or- 
dine si passa ad uri'altra dello stesso sistema, e abbiamo indicate le formole 
di tale trasformazione. Cib dà luogo a certe equazioni a derivate parziali che 
qui vogliamo sviluppare. Poniamo: 

dove gli indici si intende che possono avere tutti i valori 1, 2 ,  3. 
Inoltre poniamo : 

9 = Zj Biwi, 

essendo J, quella tale forma lineare che caratterizza la trasformazio~e (vedi 
!j 6) .  Chiamando Q' n' le forme trasformate, cioè la nuova cubica di contatto 
e la nuova conha corrispondente, si ha evidenteniente: 

dove le a' hanno i valori che si ricavano da queste relazioni. 
Sia ora J un termine dello sviluppo di o; espressQ nei nuovi coefficienti 

sia J'. Perché J' non deve contenere che solo apparentemente i coefficienti P, 
facciamo la derivata totale di J' rispetto ad una delle tre 0, e eguagliamola 
a zero. 

Si ha: 

osservando che fra i coefficienti a' con due indici, contengono f ik  solo quelli 
il çiii secondo indice è Tc,  e fra i coefficienti a' con tre indici contengono 
quelli il cui secondo indice O il cui terzo indice è k. 
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Essendo ora: 
au' jk  , -- 
a p k  

- aj 

si ricava: 
a J 1  a J I  a J I  ~ = ~ - U ~ + ~ ~ ( ~ . ~ + Q < P ~ ) + ~ ~  y a x î k  t j  i jk  ij a i p j .  

Facciamo ora f i  = 0 ,  allora J' diventa J ,  le a' diventano le a, e possiamo 
scrivere allora il sistema di tre equazioni a derivate parziali 

Moltiplichiamo riapettivamente :queste tre equazioni per i coefficienti y ,  y ,  y, 
di m a  nuova forma y,, e sommiamole; si ha: 

In generale questa equazione deve sussistere qualunque sia la forma lineare y, 
ed in questo senso essa è tanto generale quanto le tre precedenti. 

Facciamo in particolare y = D, e allora abbiamo l'altra equazione 

la quale insieme colla precedente generale ci sarà utile in seguito. 
Si vede subito la forma rimarchevole che hanno queste equazioni. Esse 

corrispondono ad un processo di ARONHOLB ne1 quale si sostituiscono rispetti- 
vamente le forme y D, y n ,  alle forme degli stessi ordini, n, @. 

Annalé di Matematica, tomo XVII. 14 
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5 14. Applicazione delle equazioni differenziali parziali (B) 
trovate ne1 paragrafo precedente. 

Troviamo i risultati che si hanno applicando i primi memhri delle equa- 
zioni differenziali trovate, a ciascuno dei 6 covarianti del fj 12. Per far questo 
é noto dalla ordinaria teoria del processo di ARONHOLD che si pub operare 
sempre simbolicamente in un modo assai semplice. 

Incominciamo coll'applicare prima la 2." eguazione differenwale, cioè quella 
in cui la y si B fatta eguale a D. 

Per applicare il processo al covariante 

dobbiamo consecxtivamente a ciascuna delle @' sostituire una forma D,,n;, 
e poi moltiplicare per 2 la somma dei risultati. Ora il covariante segnato si 
pub ottenere da 0.; facendo la 2." polare rispetto al polo y e poi mutando in - 
questa i coefficienti y nelle serie di variabili @' D (*) e moltiplicando per Q', D,. - 
Se quindi seguiamo la stessa via considerando in luogo di @ la forma Dwnr0 
giungiamo al risultato del detto processo di ARONHOLD SU quella espressione 
quando si consideri il processo applicato rispetto ai coefficienti di a. Essendo 
poi @a' simboli equivalenti e cornparendo simmetricamente 10 stesso risultato 
si ottiene applkando il processo nello stesso modo rispetto a 0'. Quindi infine 
si ottiene: 

Analogamente si procederebbe per tutti gli altri 5 covarianti. Inseriamo qui 
appresso il quadro dei risultati. Vogliamo perb notare che nell'effettuare il 
processo sulle espressioni (3) e (5 )  capita un termine del tipo: 

(D n' a") (n n' n") n, DL. 

(*) È noto che cosa si intende con questo modo di dire: ciascuna delle variabili y, y, y, 
deve ciod cangiarsi nei determinanti binarii formati colle due serie di coefficienti ternarii  
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Ora questo termine pub scriversi: 

1 
- Di (n n' n") [(D nt nrr) n, - (D n n.) ntw - (D nJ n) n r ï  = 
3 

1 
= - DL (n n' nu) [(a n' nt') D,,] . 

3 

Si ottiene dunque il seguente quadro: 

(9) = D,, nt, (n' n" n'")~ n Dtu (a a' cf"'2 + 3 DtU fi:, (D 0' 

Quel10 che è rimarchevole per il nostro scopo è che questi 6 risultati sono tutti 
funzioni di 3 sole espressioni, cioè di: 

(1) = D,, o.;@ n' n")z 

(II) = D:ti (a D f i )2  

(III) = D;, (n n' nu)'. 

Queste tre espressioni sono fra ioro Zinearmente indipendenti, e questo è un 
punto estremamente interessante per le nostre considerazioni. 

Cib si dimostra ne1 seguente modo. In  primo luogo perchè la (II) con- 
tiene i coefficienti @ non contenuti dalle altre due, è chiaro che essa non 
potrà legarsi linearmente alle altre due. Potrà dunque solo supporsi sussistere 
una relazione del tipo 

c (1) + cf (III) - o. 
Ora supponiamo in particolare che la quadratica n si scinda in due fattori 
n: =p,p,. Allora (1) diventa Dxpaqx(Dpq)2, mentre la (III) va a zero: 
dunque c = c' = 0. 

Se dunque noi vogliamo avere tzitfe le possibili combinazioni lineari dei 
6 covarianti trovati, tali che forniino un covariante che soddisfi all'equazione 
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a derivate parziali (B) dobbiamo trovare tutte le possibili combinazioni lineari 
delle 6 espressioni a destra del quadro precedente, tali che si annullino iden- 
ticamente e indipendentemente da (1) (II) (III), cioè considerando queste corne 
tre quantità arbitrarie; perchè se vi fosse una coinbinazione lineare che si an- 
iîullasse non indipendentemente dai valori di queste tre qua.ntità, cib equivar- 
rebbe ad una relazione lineare fra queste tre quantità, che è impossibile. 

Moltiplicando quindi rispettivamente le 6'dette espressioni per h p r p a t 
e sommando e eguagliando a zero i coefficienti di (1) (II) (III) rispettiprarnente, 
la quistioile si ridurrà a soddisfare alle tre equazioni: 

È: facile trovaïe che i sistemi indipendenti di  soluzioni di queste tre equa- 
zioni sono i seguenti tre: 

È facile vedere che sono sistemi di soluzioni fra loro indipendenti. Infatti il 
primo per es. non potrà certamente esprimersi per gli altri due perchè esso 
h a  un valore finito per ai e le altre due hanno ambedue i valori zero per le 
a, 0,. E cosi d i  seguito. 

Irioltre è facile verificare che ogni altra soluzione è esprimibile per queste 
tre, cioè che ponendo: 

A = p L  + 412 + T A ,  

le equazioni sono identicamente soddisfatte indipendentemente dai valori p q r. 
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Formiamo dunque i seguenti tre covarianti che savnnno gli unici cova- 
rianti d i  quei dati  gradi e ordini che soddisferanno all'equazione differen- 
ziale (B). 

g =  - O~(Dnnr)~+3n~od, (sDn')2-~DwBw~' , (@B'D)8  4 

$ 15. Applicazione della equazione differenziale ( A )  e coilclusione. 

Lo .sviluppo della funzione abeliana 5 non deve solo soddisfare all'equa- 
zione differenziale (B), ma anche a quella generale (A).  Intanto noi adope- 
rando l'equazione (B) abbiamo potuto ne1 paragrafo precedente effettuare una 
prima riduzione del problema, ne1 senso che dalla considerazione di 6 cova- 
rianti siamo passati a doverne eonsiderare solo 3 che sono gli A, B, C del 
paragrafo precedente. Poichè i 6 covarianti da cui siamo partiti sono, corne 
abbiamo dimostrato, fra Ioro linearmente indipendenti, e poichè i tre sistemi 
di soluzioni di cui è parola ne1 paragrafo precedente sono fra Ioro indipen- 
denti si ricava che i tre covarianti A B C sono anche fra loro linearmente 
indipendenti. 

Applichiamo a questi tre covarianti i processi indicati da1 1.0 membro 
dell'equazione differenziale (A). Con opportune riduzioni, otteniamo i seguenti 
risultati : 

A dà 4fi2,n",(yDfi')(Dn'n")-6D,n,@,(y@D)(n@D) 

B n 2 D,@;(Dp)(Dn@) - 6D,nW@&@D)(n@D) 

Si vede che questi tre risultati sono funzioni di tre sole espressioni: 

(1') = nW~",(y D n l ) ( D n ' ~ " )  

( I I ' )  = D,Q,@,(y@D)(n@D) 

( I I I ' )  = D, @;(Dy Q) ( D  .O a), 
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Queste tre quantità sono fra loro linearmente indipendenti. Infatti in primo 
luogo è chiaro che (1') non pub legarsi linearmente colle altre due, perchè 
di grado diverso nei coefficienti delle ternarie. Pub dunque solo supporsi sus. 
sistere una relazione del tipo 

c(1I1) + c1(1[1j  .= o. 
Ma facendo divenire Q il quadrato di 7, si vede che (III') si annulla, cib che 
non fa (II'). 

Come abbiamo fatto avanti nell'altro paragrafo dobbiamo ora trovare tali 
combinazioni lineari delle espressioni a destra del quadro precedente che si an- 
nullino indipendentemente dai valori di (1') (II') (III'), considerando cioè queste 
tre espressioni corne tre indeterminate. 

Moltiplicando quindi le tre dette espressioni per I p u e sommandole e 
eguagliando a zero i coefficienti delle indeterminate ricaviamo le tre equazioni: 

di cui la prima è conseguenza delle due altre. 
Abbiamo dunque un unico sistema di valori per A u tale che ogni altro 

sistema si esprime per esso. 
Tale sistema possiamo prenderlo 

Dunqiie ricaviamo infine un unico covariante soddisfacente all'eqiiazione dif- 
ferenziale generale (A)  ; tale covariante è : 

2 _t - ( f i '~"f i"")~ D, + 2 ((1) n nt) (D n n') o; D,,. 
9 

Questa espressione deve, a meno di un fattore numerico c, essere il 2 . O  termine 
richiesto del10 sviluppo della 5 abeliana, 
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Poniamo ora per le w le espressioni: 

e supponiamo poi che il punto x sia uno dei punti di contatto della tangente 
Y s  

doppia colla curva. Allora, a meno di un fattore 1- si ha: 
f3 

+ 2 .  43 .  c .  (Dan')";. 

Da1 paragone colla formola trovata nella stessa ipotesi al €j 10 risulta: 

Ci pare rimarchevole il notare che noi giungiamo alla conoscenza del 2.0 ter- 
mine di c senza supporre nota la forma dell'integrale norniale di 3.8 specie, 
ma solo conoscendone le proprietà generali. 

Cib si pub verificare riandando tutto il corso di questo lavoro. Tale fatto 
ha relazione con cib, che l'integrale normale di 3.8 specie è univocamente de- 
terminato da tutte le sue proprietà. 

Gottingen, marzo 1889. 
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Le omografie in uno spazio 
ad un numero qualunque di dimensioni (*). 

(Del dott. PILO PREDELLA, a Puvia.) 

Prerneasi ne1 5 i alouni teoremi del 9 ~ o m  sulle ornograi% degeneri, 
dimostro, ne1 5 3 con un metodo che mi pare molto semplice, altri teoremi 
dovuti pure al S E ~ R E  s d e  omografie non degeneri. Nel 3 4 indico una gene- 
razione geometrica delle figure projettive e ritorno sopra i teoremi dei $5 1 e 2 
dimostrandoli con considerazioni geometriche semplicissime. 

Nei paragrafi seguenti investigo la grande varietà di tutte le omografie 
possibili ne110 spazio Sn, degeneri e non degeneri. 

Ne1 § 5, seegliendo oonvenientemente i vertici di riferirnento, trovo che 
la causa essenziale del cornplicarsi del10 studio anditico delle omografie, di- 
pende da1 fatto geometrico semplicissimo che alcuni spazii fondamentali ren- 
gono a sovrapporsi (**)), entrando l'uno nell' altro e confondendosi ne110 spazio 
fondamentale di mnggiori dimensioni; considerando quegli spazii sovrapposti 
corne infinitamente vicini, vengo a ridurre Io studio di  tutte le omografie, al10 
studio delle omografie generali; e mostro corne I'ornografia sia completamente 
caratterizzata dai numeri h esprimenti le dimensioni degli ~ p a z i i  fondnmentali 
distinti O sovrapposti. 

Ne segue una classificazione delle omagrafie degeneri e non degeneri, in 
classi e sottoclassi, che ha un fondamento geometrioo molto semplice. 

Una cla~lsificazione delle omografie non degeneri, f o n d ~ t a  sulla considera- 

(*) Diwertazione presentata per la Iaurea in Matematica nella R. Univer-sith d i  Favia. 
I.iiglio 1888. 

(""1 Dico sovrapposti due  spazii che giacciono l'uno nell'altro. 

Annali di Matematica, tom0 XVII. 16 
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zione dei numeri e (esponenti dei divisori elementari) venne fatta da1 SEORE (*); 
ma i numeri e non hanno uno spiccato significato geometrico, benchè siano 
coi numeri h in una relazione semplice. 

Nei 5s 7 e 8 dimostro dei teoremi tendenti ad analizzare gli eleinenti 
uniti essenziali di una omografia; di questi teoremi sono notevoli specialmente 
quelli del $ 8. 

I l  SEORE ha dimostrato (**) (appoggiandosi al teorema di WEIERSTRASS sulle 
forme bilineari) che date due omografie appartenenti alla stessa sottoclasse, 
l'una in S,,, l'altra in S',, si pub stabilire fra i due spazi Sn ed S', una tale 
corrispondenza omografica, da passare da una omografia all'altra. Ma questa 
corrispondenza fra i due spazi è determinata, O si possono fissare arbitraria- 
mente alcuni elementi corrispondenti? E ad ogni modo, corne si fissano gli 
elementi corrispondenti fra i due spazi per passare da un'omografia all'altra? 
Tale questione è risolta completaniente ne1 5 9, dove dimostro che fissata fra 
i due spazi una coppia di punti corrispondenti, scelti arbitrariamente, e un 
certo numero di coppie di spazi corrispondenti, soelti pure arbitrariamente in 
certe totalità, la corrispondenza fra i due spazi che serve a passare dall'una 
all'altra omografia è determinata. In quel paragrafo db anche la costruzione 
di un'omografia qualunque; la quale, benchè abbia qualche punto di contatto 
colla notevole costruzione del prof. BERTINI (***), è perb molto più semplice. 

Ne1 $ 10 deduco da1 teorema del § 9 il teorema di WEIERSTRASS, sulle 
forme bilineari, indicando quanta arbitrarietà ci sia nella scelta dei coefficienti 
delle sostituzioni per le quali si passa dalla prima coppia di  forme bilineari 
alla seconda. 

Ne1 5 11 mostro che i coefficienti delle relazioni omografiche per le quali 
si passa da una ad altra omografia appartenenti alla stessa sottoclasse, ~oddi- 
sfano ad un sistema di equazioni lineari, e concludo che fra essi se ne possono 
scegliere arbitrariamente n + Z)h(h - 1) dove i numeri h - 1 sono le dimen- 
sioni degli spazi fondamentali, distinti O sovrapposti, dell' una O dell' altra 
omografia. 

(3.) SEGRE, Sulla teoria e sulla classificazione delle ornogrape in uno spazio lineare 
ad u n  numero quulun.que d i  dîrnensioni. Mem. della R. Accnd. dei Lincei. Anno 1883-84. 

(**) SEGRE, Memoria cit. 
(*Y*) BERTINI, Costruzio*ze delle omogra%e d i  wno spazio lineare puab<nque. Rend. 

del R. lstituto Lombardo, Serie II, Vol. XX. 
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Poniamo fra le coordinate Ei  dei piani di uno spazio lineare ad n dimen- 
sioni ,Sn e quelle yi  dei punti di uno spazio lineare ad n dirnensioni S',, la 
relazione bilineare: 

ovvero scrivendola distesamente: 

(a,,  yi + . m .  + an+,, yn+i) 51  $ S .  si- +. .. + an+i n+i yn+i) L+i = O Il]' 

Stabiliamo cos1 una corrispondenza fra i due spazi, che dicesi omografia. Ad 
ogni punto y di S n  corrisponde un punto x di Sn di coordinate: 

e ad ogni piano 5 di S, corrisponde un piano di S', di coordinate: 

Le [il [2] e [3] sono equivalenti. 
Se il determinante 1 aik 1, modulo dell'omografia, è nul10 insieme ai suoi 

minori d'ordine n ,  n - 1, ...' n. - h + 2 senza che siano nulli tutti i minori 
di ordine n - h + 1, cioè se 1 aik 1 è di caratteristica n - h + 1 (h eguale 
almeno ad uno) l'omografia dicesi degenere. Allora delle equazioni: 

n - h + 1 soltanto (per es. u ,  = O. .  . %a-h+i = O )  sono indipendenti; e deter- 
minano un Srh+.  Le altre Un-h+o = 0 %n+i - O sono combinazioni lineari 
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delle prime: 
un-h+z = A1iu, $ ' A1n-h+i~n-h+i 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
- 

ZCi + . . + a:yji u,-h+l.  un+i - 

Ad ogni punto di Srh-i (la relazione [l] essendo soddisfatta identicamente) 
corrisponde un punto qualunque di Sn, ad ogni punto fuori di Sh-, corri- 
sponde un punto x le cui coordinate sono date dalle [2]; ma fra i secondi 
membri delle [2] avendo luogo le relazioni (a), le stesse relazioni avraiino 
luogo fra i primi membri, cioè: 

le quali determinano uri 
Per  trovare il punto corrispondente di un punto qualunque di Sn-h basta 

trovare i valori di y,. .. y,+, ahe soddisfano le [2] che si possono scrivere 
anche cod: 

ma dall'lz - h + l e s i m o  in poi i numeratori e i denominatori di quei rapporti 
sono le stesse combinazioni lineari rispettivamente dei numeratori e denomi- 
natori dei primi n - h + l rapporti, quindi basterà trovare i valori di y ,... 
y,+, che soddisfano le equazioni: 

che sono le equazioni di un SIh passante per S1h-l. 
Ad ogni punto x di Sn-h corrisponde dunque un S'J, passante per S i - , .  
Osservando poi che x,. .. Xn-h+, determinano colle (p)  un punto di Sn-h 

e si possono quindi prendere come coordinate di un punto di Sn-h, ed osser- 

vando che potendosi sempre le equazioni di un Srh qualunque passante per 
\ 

Ui Un-h+i 
S1h+ mettere sotto la forma - = ... le x,... x ~ - ~ + ~  si P O S S O ~ O  

Xi Xn-h+i 

anche prendere comn coordinate di un Srh passante per S ' c i ,  si conclude che 
con questi sistemi di coordinate, le coordinate di un punto qualunque di 8%-h 
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sono identiche a quelle del Srh corrispondente. 1 punti di Sn-h e gli Sth COP- 

rispondenti sono dunque in relazione omografica. 
Per  cui riepilogando: 

( 1 )  Esistono due spazi singolari d i  punti  Srh-, e Sn-h l'un0 in srn 
E'altro i n  Sn; ad ogni punto d i  corrisponde u n  punto quulunque d i  Sn; 
ad ogni punto fuori d i  Sfh-, corrisponde u n  punto d i  Sn-h; e viceversu ad un 
punto d i  Sn+ corrisponde 44n Srh passafite per S'h-,; i punti d i  Sn-h e gli Sth 
corrispondenti sono in relaxione omografica. L o  spazio SA-, è deter?ninato dai  
secondi membri delle [2] eguagliati a xero. 

Correlativamente, ragionando sulla [l]" ed invertendo in conseguenza le 
due figure ricaviarno : 

(1)' Esistono due spazi singolari d i  piani Zh-, e Y',-h Z'uno in Sn 
I'altro in SIn; ad ogni piano d i  &I corrisponde u n  piano qualunque d i  S fn ,  
ad ogni piano fuori d i  zh-, corrisponde u n  piano d i  e viceversa ad 
u n  piano d i  2 n - h  corrisponde cdn Eh contenente xh-,; i piani d i  e i 
& corrispondenti sono in relazione omografica. 

(2) Corne Srh-l è dato da i  secondi membri delle [2] eguagliati a xero 
cos3 &-, è determinato dai  secondi mernbri delle [3] eguagliati a zero. Il so- 
stegn0 d i  &i t? Sn-h e i l  SoStegn0 d i  t? SIh-,. 

Infatti moltiplicando le [2] rispettivamente per le coordinate t l . .  . di 
un piano di &-, e addizionando nei secondi membri per colonne abbiamo: 

xi 5 ,  + . . + xn+i 5n+i = 0. 
Analogamente si dimostra che Sb-, è il sostegno di 2 i - h .  Un'omografia de- 
genere si riduce quindi ad una relazione omografica non degenere fra due 
spazi ad rc - h dimensioni, l'uno di punti, l'altro di Srh passanti per SIh-,. 

Per  scrivere le [2] basta conoscere (n + 1 ) ( n  f 1) - 1 = n(n 3.2)  coef- 
ficienti. Diamo questi teoremi : 

(3) Se fissiamo che ad n $- 2 punti d i  Sn, i qzsali ad ta + 1 ad n + 1 
sono indipendenti (*), corrisponduno rispettivamente n $ 2  punti d i  Sn, i yuali 

(*) Dico che p spazi S', S", ... S ( P )  sono indipendenti quando S" non sega S', S"' non 
sega Io spazio a cui appartengono S' ed S", S"" non sega 10 spazio a cui appartengono 
Sv, Sv', SI" ecc. . 
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pure ad n + 1 ad ra + 1 sono indipendenti, Z'omograja fra i due spaxi resta 
determinata e non è degenere. 

(4) Se jîssiamo che ad n + 2 punti di  Srn,  i quali nd ra + 1 ad lz + 1 
sono indipendentli, corrispondavao: rispettivamente ai primi h ogni punto di Sn 
ed agli altri rispettivumente n - h + 2 punti i qua& ad n - h + 1 ad n - h + 1 
solzo indipendenti, ma che costz'tuiscono un Sn-h di Sn, ~'o?nograJia f a  i due 
spaxi è determinata ed d degenere di caratteristica n - h $. 1. 

Dimostriamo quest'ultimo teorema che comprende l'altro oome cas0 par- 
ticolare quando h = O. Indichiamo con PF)., . fi,$ uno degli ra + 2 punti dati 

... di SIn7 e con a i )  a(,'? il suo corrispondente. Per  determinare i coefficienti 
delle [2] abbiamo il sistema di equazioni: 

dove le p sono arbitrarie. Indichiamo con B il determinante delle P nelle prime 
rz f - 1 equazioni, e con B: il complemento algebrico del termine B,P. Siccorne 
i punti Br ... p(n+') sono indipendenti, B è diverso da zero. Moltiplichiamo la 

B', i 

prima equazione per - e la (n f 1)""'"" per - ed addizioniamo. Si trova: 
B B 

Per determinare a,, restano da  determinare ancora le p ;  per questo si sosti- 
tuisca l'espressione di a,, nella equazione rt + 2esima troviamo: 

ovvero : 
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Poniamo : 

che è il determinante che si ottiene da B sostituendo in luogo della pesima ri g a 
la riga pp+2). . . ,@+i"). 1 determinanti Bp sono tu t t i  diversi da zero, perchè i 
punti f i  sono ad n + 1 indipendenti. 

L'ultima relazione diventa: 

Siccome poi i punti a sono in un Sn-h avremo: 

dove le I sono tutte diverse da zero, perchè gli n - h + 2 punti a sono ad 
n - h + 1 ad n -- h + 1 indipendenti. Confrontando le ultime due relazioni 
scritte troviamo : 

Ap = Bp p ' ~ '  j 

per cui finalmente: 

Si vede subito che il determinante la,,I è di hratteristica rz - h + 1. 
L a  diniostrazione sarebbe riuscita più semplice supponendo che i punti 

6'. . . fossero i vertici della piramide di riferimento, il che non avrebbe 
tolto nulla alla generalità della dimostrazione. 

Se i due spazi Sn ed S', sono indipendenti, il punto pub essere di natura 
tutt'affatto diversa nei due spazi; perchè in sostanza abbiamo relazioni fra 
gruppi di n 3 1 parametri, i qiiali possono rappresentare in Sn un ente geo- 
metrico e in S', un altro ente geometrico; ma quando i due spazi sono so- 
vrapposti, O il punto di Sn è della stessa natura del punto di S',, ovvero è 
della stessa natura del piano di S',; ne1 primo caso gli spazi si dicono più 
particolarmente omografici, ne1 secondo correlativi. 
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- 

Noi 
porremo 

Per  

qui studieremo il caso degli spaz; omografici sovrapposti, che sup- 
riferiti alla stessa piramide fondamentale. 
trovare i punti uniti basterà porre nelle [2] x = y e si avrh: 

(aIi + + a,+ii xn+, = O 
. . . . . . . . . . . . . % . . . . . .  

ai%+, $1 4- . . + (an+, n+i - r )  x,+, = 0. 

Queste relazioni coesistono quando: 

Questa equazione di grado n + 1 fornisce i valori di r che messi successiva- 
mente nelle [4] daiino i punti uniti dell'omografia. 

Sia r' una radice di D(r)  = O ;  r' renderà il determinante di caratteri- 
stica n - h' + 1 (dove h' pub avere anche il valore uno); allora le n + 1 equa- 
zioni [4] si riducono ad n - k' + 1 indipendenti, e corrispondentemente ad 
esse abbiamo uno spazio SW-: di punti uniti che diremo spazio fondamentale. 
Poichè r' rende il determinante di caratteristica n-  h'+ 1, sarà almeno radice 
semplice dei minori di ordine n - h' + 2,  sarà almeno radice doppia dei mi- 
nori di ordine .n - h' + 3 (perchè la derivata rispetto ad r di un minore qua- 
lunque di ordine n - h' + 3 essendo una somma di minori di ordine lz - h' + 2 
si annulla per r = r ' ) ;  e cos: sarà almeno radice tripla dei minori di ordine 
n - h' + 4 ecc., sarà almeno radice h'esima del determinante D(r )  (*). 

Alle altre radici r" ... du) corrisponderanno rispettivamente gli spazi 
Sh IL:... Sh b ) - i ;  e si avrà: 

D ( r )  = 

(5) Ora: Tutti gli spaxi fondamentali sono indipendenti, cioè appar- 
tengono ad un Sh'+h"+ ...+h G -i (**). Infatti se appartenessero ad uno spazio Sm-, 

ail - Y . . .  an+, i 
. . . . . . . . . .  
n i  an+in+i-y 

(*) Se  é proprio radice h'&*, 10 spazio, per le ragioni che dsremo appresso, 10 diremo 
spazio fondamentale semplice. 

("*) Questo teorema é del SEGRE. Veggasi il 3 3 della Nota del prof. BERTINI: Costru- 
zione delle omogralt;e d i  uno spuzio lineare qualuvzque. Rend. R. Istituto Lombardo, 
Serie II, Vol. XX. 
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di dimensioni inferiori e fosse quindi: 

... in Sm-, si avrebbe un'omografia subordinata alla data in cui gli spazi Sh-, 
Sh a - i  sarebbero fondamentali e si dovrehbe avere 

che contraddice l'ipotesi. 
Queste considerazioni immagiriando di ripeterle sulle [3] e considerando 

che il determinante 

è identico a D(r) con uno scambio delle colonne nelle righe, si ricava imme- 
l' diatamente che esistono u spazi fondamentali di piani &f-, , .. Ah a -, , 

tutti indipendenti, cioè appartenenti ad uno spazio ~h~+h"+. . .+h(~~-i ,  e non ad 
uno spazio di dimensioni inferiori. 

Due spazi corne Shl-i e zhr-i corrispondenti alla stessa radice li diremo 
coniugati. 

Vediamo quali altre relazioni legano due spazi coniuqati. 
Le coordinate del punto z = x - r'y, dove x e y sono punti corrispon- 

denti, si possono scrivere per le [2] cos]: 

Fra i punti y e i punti z le [5] mostrano che esiste un'omografia degenere 
rappresentata correlativamente da: 

Gli spazi singolari di quest'omografia si ottengono [veggasi il teoremn (2)] 
eguagliando a zero i secondi membri delle [5] e [6]. Ma eguagliando a zero 
quei secondi membri si ottengono appunto gli spazi fondamentali coniugati 

Annali d i  Matemutica, tomo XVII. 16 
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SrLf-, e (corrispondenti alla radice r')  dell'omografia data; quindi intanto: 
Ad un punto qualunque y corrispopde un punto x nella omografia data ed un 
punto x(x = x - r 'y) allineato con x e y nella omografia degenere rappre- 
sentata dalle [5] e [6];  e gli spazi fondamentali Sh~-i e &-i dell'omografia 
data, sono gli spazii singolari dell'ornografia degenere. Allora siccome ad un 
Srhl di punti y passante per Sh+ corrisponde nell'omografia degenere un punto 
x del sostegno di Lw-, [teorema ( l ) ]  (*), e nell'omografia data un Sh, passante 
per S&(, i punti corrispondenti di S'w e di Sh' sono allineati con z, cioè: 

( 6 )  Ad ogni Srhl passante per SW-~ corrisponde un Shi prospettivo, il 
centro a di prospettiva è situato ne1 sostegno Sn-h' del10 spa.xio &-, coniu- 
gato. Fra gli SIh' passanti per S ~ I - ~  e i punti x d i  Sfl-ht c'è m a  relaxione 
omografica. E ancora : 

(7) La retta che unisce due punti corrispondenti x e y taglia i sostegni 
di  tutti gli spaxii fondamentali di piani nei punti x - r' y ,  x - r" y,. . . x - r(") y. 

Immaginiamo l 'Sv passante per Shi-, e per un punto qualunque x di un 
altro spazio fondame~tale; in q u e s t ~  Shf resta determinata un'omografia subor- 
dinata, che è un'omologia di cui x è il centro. 11 punto a deve giacere quindi 
in Sm-hf cioè: 

( 8 )  I l  sostegno Sn-k di contiene tutti gli spaxii fondamentali di 
punti, meno il coniugato che pzd contenere O fion contenere come vedremo. 

Sono ovvie le considerazioni correlative che si fanno ragionando sopra le 
[3] g le [ 6 ] .  Bisogna perb notare che nelle [3] e [6] sono scambiate le due 
figure. 

Consideriamo la punteggiata : 

X, y, x - r f  y, ... x - r ( r )  Y, 
e il fascio: 

Y ,  b Y -r f5, . . .  -r("' .  

dove x e y sono due punti corrispondenti, e x - r' y.. . x - d5)  y ,  come ab- 
biamo visto, i ~ u n t i  dove la loro congiungente taglia i sostegni degli spazii 
fondamentali di piani '&-i... xh(5-i j e correlativamente yl e E due piani cor- 
rispondenti e q- r't , . . . i piani che proiettano dalla loro intersezione gli spazii 
fondamentali di punti SE-, . . . ; si deduce subito : 

(*) Il teorema (1) dice appunto che ad un S'hi corrisponde nell'omografia degenere un 
punto z di S,+ che B poi per il teorema (2) il sostegno di ZN-1. 
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(9) Le punteggiate formate da due punti corrispondetati e dai punti doue 
la loro conyiungente taglia i sostegni degli spazii fondamentali, sono omogra- 
fiche fra loro e omogrclfiche ai fasci formuti da due piani corrispondenti (scam- 
biate perb le dfie f igu~e)  e dai piani che dalla loro ziztersexione proiettano gli 
spaxii fondamentali di  punti rispettivarnertte coniugati (*). 

Immaginiamo in un Sn+k+i un Sn ed un Sk. Proiettare da Sk i punti 
di Sn significa immaginare tutti gli Sk+, passanti per Sk e rispettivamente per 
i singoli punti di Sn. Sn Io chiameremo la sezione della stella di Sk. Se Sk 
sega Sn in un Sh+ l'operazione del proiettare O segare la diremo degenere. 
Chiameremo proiettivi due sistemi che si ottengono con un numero finito di. 
operazioni; di cui al più una degenere; prospettivi ne1 cas0 particolare che le 
operazioni siano ridotte a due O ad una. 

Supponiamo dapprima che Sk seghi Sn in un Sh-,. Prendiamo in Sh+ 
gli h vertici (1 2... k )  della piramide di riferimento di Sn, e prendiamo per 
elementi di riferimento h + l... n + 1 e per elemento unità della stella di 
sostegno Sk,  rispettivamente quegli Sk+, che proiettano da Sr, i vertici h + 1.. . 
n. + 1 e il punto unità della piramide di riferimento di Sn. La corrispondenza 
proiettiva fra la stella Sk e il sistema punteggiato Sn (indicando con a;, . . . x,+, 
le coordinate degli Sk+i della etella e con y,.. . le coordinate dei punti 
di Sn) potrà essere rappresentata dalle relazioni: 

Le quali relazioni mostrano che fra la stella Sb e il sistema punteggiato Sn 
abbiamo una relazione omografica degenere di caratteristica rt - h + 1. 

Se Sk non sega Sn allora prendendo per elementi di riferimento 1 .. . n + 1 
e per elemento unità della stella Sk, rispettivamente quegli Sk+i che proiettano 
da Sk i vertici 1. .. 12 + 1 e il punto unità della piramide fondamentale di Sn, 
la corrispondenza proiettiva fra la stella e il sistema punteggiato Sn potrà 

(*) 1 teoremi (6) (7) (8) (9) la cui importanza per  10 studia delle omografie B madifesta 
sono dovuti al SEFRE (veggasi SEGRE, Memoria c i t a ta ,  e SEGRE, Gbi spz i f  fonclamentati 
di un'omografia. R. Acc. dei Lincei, Vol. II, Serie IV), che li dimostrb separatamente con 
metodi meno semplici. Qui nascono tu t t i  dalla considerazione dell'omografia degenere [5) [ô]. 
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essere rappresentata dalle relazioni : 

L e  quali mostrano che fra la stella Sk e il sistema punteggiato Sn esiste una 
relazione omografica non degenere. Si deduce subito che: 

(10) Due sistemi proiettivi sono omografici; e se fra le operaxioni d e  
servono a passare dall'uno all'altro, c'& un'operazione degenere, l'omografiu 
è pure degenere. 

Ora passiamo al teorema inverso e premettiamo il lemma: 
Date n + 1 rette indipendenti ci02 appartenenti ad ulî S,,+,, per un 

punto qualunque d i  S,,+,, passa uno ed un solo Sn che le incontra tutte (*). 
Infatti siano a , . . .  an+, le rette ed A il punto. Gli spazii 

hanno un S, in comune che passa per A e incontra tutte le rette a ;  inoltre 
è il solo, perchè un Sn che passa per A e incontra le u deve appartenere ne- 
cessariamente agli spazii Sr,,, S",,, ... S$i), esso è quindi il loro spazio d'in- 
tersezione. 

Ora dimostrerb che: 
(11) Due spazii di pulzti Sn ed S', omograJici ed inclipendenti sono pro- 

spettivi. 
Supponiamo dapprima che l'omografia non sia degenere. 
Assunti 12 + 2 punti di Sn che ad 18 + 1 ad n + 1 siano indipendenti, con- 

duciamo le rette a,... un+l che li uniscono ai punti corrispondenti di Srn. Per 
un punto di a, conduciamo 1'S"; che taglia a , . . .  a,+,; proiettando da S", 
l'Srn sopra S, otteniamo i due spazii omografici dati [teorema (3)] (**). 

Se i due spazii sono omografici degeneri, sia S'h-i 10 spazio singolare di 
Srn e Sn-h quel10 singolare di Sn; ai punti di S'h-, corrisponde un punto qua- 
Iunque di Sn, e ad un punto di Sn-h corr~sponde un Sfh passante per 8 ' ~ ~ .  
Assunti n - IL + 2 punti di Sn che ad n - h + 1 siano indipendenti, oondu- 

(e) Questo lemma é un caeo particolare di un teorema dovuto al prof. BBRTINI, Veggasi 
ii § 1 della Nota citata 

(**) S", non pub tagliare S, e nemmeno S.; perché per esempio con S, determina uno 
spazio che B anche determinato dalle rette a cioe un SI,,+,. 
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ciamo le rette a,. . . Un&+% che li uniscono rispettivamente ad fi - h + 2 punti 
corrispondenti che godono della stessa proprietà, di essere cioé ad n - h + 1 
ad rz - f b  + 1 indipendenti. Pe r  un punto di a, conduciamo che taglia 
a,.. . an-h+s (*). Proiettaudo dallo spazio Sun, determinato da Srh-, e SVn-h, 
10 spazio S', sopra Sn, otteniamo i due spazii omografici dati [teorema (4)]. 

Se Sn ed Srn non sono indipendenti, prendiamo un Su, indipendente dal- 
l'uno e dall'altro e in relazione omografica non degenere con Sn; allora Sn 
ed Sr, essendo omografici ad  Su, sono altresi proiettivi ad  Sun, e quindi pro- 
iettivi fra di loro; anzi sono deducibili con due proiezioni e due sezioni di  cui 
al più una degenere. 

Prendendo in esame i due sistemi in relazione omografica degenere Sn 
ed Srn, sezioni della stessa stella di sostegno Sun poco più sopra considerati, 

l si ricava il teorema (1) già dimostrato analiticamente. Ad ogni punto di Srh-, 
corrisponde un punto qualunque di Sn; ad ogni punto fuori d i  S1h+ corri- 
spande un punto di Sn-h che è la  sezione del10 spazio determinato da  S'ln 
e Sr, col10 spazio Sn; e viceversa ad un punto di Sn-h corrisponde un Srll 
passante per S'h-,; i punti di &-, e gli Srh corrispondenti sono in relazione 
omografica, perchè il sistema dei punti di Sn-h e il sistema degli Srh corri- 
spondenti sono le sezioni della stessa stella di Sun+, passanti per Sun. Cor- 
relativamente, osservando che ad ogni piano di & passante per Sn--h corri- 
sponde un piano qualunque di ,5',, e che ad ogni piano di Sn non passante 
per Sn-/, corrisponde un piano determinato di Sfn passante per si ricava 
il teorema correlativo. Per  completare il teorema (11) enunciamo quest7altro: 

(12) Due spaxiz' omograflci non degelleri che hanno ne1 loro spazio di 
intersexàone Sh-, zlno spaxio di tutti punti unitr' sono prospettivi. 

Intanto due spazii Sh ed SIh omografici che hanno ne1 loro spazio d'in- 
tersezione Sh-i un0 spazio di tutti i punti uniti sono prospettivi; perché una 
retta di Sh e la corrispondente di S1h si tagliano in un punto di SI+-, e fiono 
prospettive; se da1 centro T di prospettiva proiettiamo S ' h  sopra Sh otteniamo 
i due spazii omografici dati. Ora passiamo al  caso generale. Assumiamo in &, 
f i  - h + 1 Sh arbitrarii passanti per Sh+, che saranno prospettivi ai  loro cor- 
rispondenti di Srn. P e r  gli n - h + 1 ceutri di prospettiva coriduciamo un 
Sn-h; proiettiamo da Sn-h, SIn sopra Sn ed otterrem0.i due spazii omografici 
dati (**). 

(*) S",,, non pub tagliare né S, nè SC; perchè per es. con S, determina uno spazio 
che é anche determinato d a  Sn e dalle re t t e  N ;  cioé Lin San-h+i. 

(e*) 1 teoremi (11) e (12) furono comunicati nell'ottobre del 1877 al SEGRE, il quale 
gih li conosceva, non sono s tat i  per6 ch'io sappia ancora pubblicati. 
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(13) A d  ogni Sh passante per corrisponde un Sr), prospettivo; il 
centro T d i  prospettiva giace in  Sn-h; 10 spaxio ad n - h dimensioni dei 
p u n t i  T e 10 spaxio ad ra - h dimensioni degli  S1% passant i  per Sh-, sono 
prospettivi, perchè sono le sezioni d i  una stessa stella d i  Sn-, d i  sostegno Srn, 
l 'uno con Sn-h Z'altro CO% Sn- 

Adesso dimostreremo geometricamente i teoremi fondamentali dell'omo- 

grafia (61, ('71, (8). 
Supponiamo che gli spazii omografici dati Sn ed Sr% siano sovrapposti ed 

abbiano un Shc1 fondamentale; prendiamo ta - h + 2 punti arbitr~i-rii di Sn: 
A ,  R, C,. . . e gli n - h -/- 2 corrispondenti di Srn A', Br, C r , .  . .; e suppo- 
niamo che al variare di un parametro t i punti A', Br, C' ... , determinando 
sempre con Sh-l un0 spazio ad n dimensioni, escano da Sr, descrivendo linee 
arbitrarie in un s2n-h+i passante per S,. Le successive posizioni di questo 
spazio ad lz dimensioni si possono considerare corne successive posizioni del10 
spazio Srn. Tutti gli altri punti di Srn supporremo che si muovano in modo 
che il sistema Srn nelle sue diverse posizioni sia sempre omografico ad Sn, 
essendo Sh-, uno spazio di tutti punti unjti e AA', BB', CC',. .. punti cor- 
rispondenti. Immaginiamo di rimettere a posto il sistema Srn facendo descri- 
vere ai  suoi punti le stesse linee descritte prima; in ogni sua posizione, per 
quanto prossima alla iniziale, Sr, sarà con Sn la sezione di una stessa stella 
che avrà per sostegno uno spazio &-h (12); ad ogni Sh passante per Sh-., 

di Sn corrisponderà in Srn un Srh prospettivo secondo un punto T situttto in 
Sn-h, e fra i punti T e gli Sh passanti per Shli esisterà una relazione omo- 
grafica (13). Al limite Sn-h cadrà ne110 spazio Sn; e poichè fuori del limite 
ogni SZn-h della stella di sostegno Sn-h taglia S, ed Srn in due piani corri- 
spondenti, al limite ogni piano passante per Sn-h sarà un piano unito; tutti 
questi piani costituiscono un &,; onde concludiamo: 

D a t i  due spaxi i  ornografici sovrapposti se esiste zln Sh-i fondamenfale 
d i  punti esiste anche un &, fondamentale d i  p ian i  d i  sostegno SnFh. Ad 
ogni  Sh passante per Sh-, corrisponde un Srh prospettivo; i l  centro T d i  pro- 
spettiva è situato ne1 sostegno d i  3&; g l i  Sh passant i  per Sh-i e i punt i  T 
d i  Sn-h sono in relaxione omografica ecc. E correlativamente. 

Questa dimostrazione dà, mi pare, la ragione geometrica di questi teorerni 
e ravvicina un'omografia qualunque ad un'omologia. 

Diamo di questi teoremi un'altra dinîostrazione geometrica. 
Ahbiansi due spazii omografici sovrapposti Sn ed Srn con un Sh-, fonda- 

melitale. Facciamo passare per SI,-, un Su, arbitrario, determinante quindi 
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con Sn uno spazio S2n-h+i. Prendiamo n - h 3. 2 punti di S, ( A ,  B, C, .  . .) 
fuori di ShLl, che ad n - h $- 1 siano indipendenti, e i loro corrispondenti 
A', B', Cr.. . in s',; e prendiamo ancora n - h + 2 punti di Su, (A", B", 
C", . . .) pure ad n - h + 1 indipendenti. Poniamo fra S", ed 1% una corri- 
spondenza omografica in modo che Sh-i sia uno spazio di tutti punti uniti ed 
AA", BB"... coppie di punti corrispondenti; e cos1 poniamo fra Srn ed SrJn 
una corrispondenza omogïafica in modo che SI,-, sia uno spazio di tutti punti 
uniti ed A' A", B'B", . . . coppie di punti corrispondenti. Allora Sn ed S', sono 
prospettivi secondo un S',-l, (12) ad S', ed Sun prospettivi secondo un S1ln-h. 
Due punti corrispondenti di Sn ed S', si ottengono proiettando rispettivamente 
da ed St',-h uno stesso punto di Sun; owero due punti di Sn ed Stn sono 
corrispondenti quando si possono condurre due rette che si tagliano in S", e 
incontrino rispettivamente ed I n  questo modo i due spazii Omo- 
grafici dati si possono ottenere l'uno dall'altro con due proiezioni e due se- 
zioni. Tenendo presente questa generazione dei due spazii omografici dati, le 
cose che diremo più sotto restano evidenti. 

1 due spazii ed non si segano; ed infatti supponiamo che 
abbiano un Sp in cornune; 10 spazio S1'p+n+i = (SPI S'ln) sega Sn in un S'+h 
passante per Sh-i (perché Sh-3 giace in 8% ed Su, e quindi in Sn ed S"p+n+l); 
questo spazio Sp+h sarebbe uno spazio di tutti punti uniti, contrariamente al- 
l'ipotesi che Sh-i sia fondamentale. 

L O  spazio S2n-eh+i = (SInAh, sega 8% in un Sn-h unit0 che è il 
sostegno di uno spazio & di tutti piani uniti. 

Dall'esame della figura risulta ancora che ad un Sh di Sn passante per 
&- i ,  corrisponde un SIh di Sr, ed un S1'h di S'ln passante per Slt-, . Sh ed S1'h 
sono prospettivi secondo un punto T' di Srn-h; S'h ed Sr', prospettivi secondo 
un punto Tl' di L a  T' T" taglia Sn-/, in un punto T che è il centro 
di prospettiva di 81% ed S'h. Ad ogni Slt passante per SI,-, viene a corrispon- 
dere quindi un punto T di Sn-h. Se si proietta da  Sun il punto T' e poi si 
sega con Sn si ottiene Sh, e se si proietta da srln-h 10 stesso punto T' e si 
sega con Sn-h si ottiene il punto T; quindi 10 spazio degli Sh passanti per 
Sfh-i e 10 spazio SnAh dei rispettivi centri T di prospettiva, sono prospettivi 
al10 spazio 8'n-h dei punti T ' ,  rispettivamente da S", e S"n-,t, Si deducono 
subito i teoremi (6) (7) e (8). 
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128 P r e d e  2 l a  : Le omografie i~ zcrto spazio 

Ora studierb pih da  vicino questi spazii fondamentali di punti. Sia a radice 
Iuirna di D(r);  essa renderà il determinante di caratteristica 1 + 1 e si avrà 
corrispondentemente uno spazio fondamentale di punti Shdi (1 + h = n) a cui 
sarà coniugato un Xh+ di sostegno SE (*). 

Prendiamo i vertici 1 2 . .  . 2 + 1 della piramide fondamentale in Sz; ogni 
piano passante per 4 avrà le coordinate 5 , -  .. tZ+, eguali a zero, ed essendo 
un piano unito (**), le [3] dovranno necessariamente ridursi alla forma: 

Il determinante D(r)  diventa dunque: 

D (r)  = 

i . .  a l+ , ,  aZ+ei.-. Unc i ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
ai Z+i al+i 2+1 - al+, Z+î an+, 1+1 

O... O a - r...  O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

O.:. O O a - r  

dove D'ir) è il determinante format0 dalle prime 1 + 1 righe e colonne. Il 
punto corrispondente di un punto qualunque y di SI è dato dalle relazioni: 

rxi  = a i i y i  + - - . + a l + ~ ~ y z + ~  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
r x ~ + ~  = aîz+( yi + . - + al+, z + ~  yz+,; 

le quali rappresentano l'omografia subordinata in SE.  

(") L'analisi che faremo eta anche se a = 0; l'omografia allora degenere e corrispon- 
dentemente alla radice a =  O abbiamo uno spazio fondamentale singolare Sn-, a cui t3 con- 
iugato un Lbl di sostegno Sr. 

("8) Se l'omografia é degenere, esso é un piano unito perché gli corrisponde un piano 
qualunque e quindi anche sé stesso. 

(***) Questo artificio per semplificare le relazioni omografiche & adoperato da1 SEGRE: 
paç. 16 della Memoria citata: Sulla classificazwne delle ornopufie. 
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Per  cercare gli elementi uniti bisogna ricorrere al determinante D1(r). 
Essendo a radice A"Sima di D(r), sarà radice A - hesin2a di D' ( r )  e renderà 

P ' ( r )  di caratteristica p + 1. Corrispondentemente si avrà uno spazio (singolare 
se l'omografia è degenare) fondamentale di punti Sk-, (p $- k: = Z), al quale 
sarà coniugato uno spazio fondamentale di piani (piani di Sl) &-i di soçtegno 
Sp; scegliendo i vertici 1 . .  . p + 1 della pirarnide di riferirnento in S*, il de- 
terminante P r ( r ) ,  per le ragioni pib snpra esposte riguardr, a D(r)  diventa: 

i l - -  op+;! upto i . - .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
.. .. utg,+,. oPtipti  - r ~ l p + ? ~ + ~ .  a z t i p + ~  

O . . .  O a - r .  .. O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
o... O o . . .  Ib 1 1' 

e I'omogr&i, in sp b data dalle relazio~i:  

r x ,  = u , , y ,  + . - -  + f l p  1 Yp+! 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
rrp+, == IJ, $ - - + ~ P t l p + t  YP+I)  

e il determinante che dà gli elementi uniti di questa omografia i: ~' ' (9.) .  
E cosî continuando, a sarà radice (1 - h - k)es"a di Dr'(r) e renderà il 

determinante Du ( r )  di caratteristica q + 1 ; corrispondentemente vi sarh uno 
spazio fondamentale (singolare se a = 0) Sm-, (m + 4 =p) al quale sarà con- 

. iugato un Lm.-, di sostegno Sq; scegliendo i vertici 1.. q + 1 della piramide 
fondamentale in A'*, D" (r )  diventa : 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O . ? .  O o . . .  O 

Awzcdi di Matemcttica, tomo XTTII. 
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130 Prede 1 l a  : LE o~~?ogr(tfie i n  zuzo spaxio 

dove D"'(r) è il determinante che dà gli elementi uniti della omografia in Sq. 
Cos) proseguiremo finchè A - h - Ic - nz - ecc. si ridurrà a zero. 

Se h - IL = O 10 spazio &-, 10 chiamerelno spazio fondamentale seinplicc. 
Noi supporremo À - IL - E - 9n = O cioè supporremo che a non sia radice di 
D" (v) ; nulla toglieremo per questo alla generali tà del ragionamento. 

Possiamo intanto concludere, se a = O cioè se l'omografia è degenere, che 
abbiamo uno spazio singolare SIE-, a cui è coniugato un Zh-, di sostegno Sl; 
in cui abbiamo un'omografia degenere, con uno spazio singolare S k - ,  (conte- 
nuto in Sh-, come vedremo) a cui è coniugato uno spazio di piani (piani di S1) 
di sostegno SP; ne1 quale abbiamo aacora un'omografia degenere con uno spazio 
singolare Sm-, a cui è coniugato uno spazio di piani (piani di Sp) di sostegno 
Sq; ne1 quale abbiamo un'omografia non degenere i cui spazii fondamentali 
sono dati da D1"(r). 

Tornando al caso generale, vediamo che scelti i vertici della piramide di 
riferimento come abbiamo detto, il determinante D(r) si riduce alla forma: 

... 1 o... 0 0 ... 0 0 0 a - r... 

D (1') = 

1 O... O O... O O ... O O... a - r  1 

O ... O O ... a - r a P t 2 ~ t i  ... ~ z + I ~ + ~  ~ t ~ ~ + ~ . . .  + I  

O... O O ... O a - Y . . .  0 Q ~ + n p - s  ... an+ip+t  

E questo era il nostro scopo, di semplificare cioè le relazioni omografiche. 
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Consideriamo l'omografia il cui D(Y)  è: 

'Ai - 1' aq+r i Uptn i uptl i up+i i al+i i UZ+2 I Q n t ~  i 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
a l q t i  ~ y + i q + i - r  uqtnqti ~ ~ t ~ ~ + ~  ~ r ~ + ~ ~ ~ ~  Q Z + Z ~ + I  a ,+lqti  

O O c d f - 7 '  0 ap+2p+n UZ+I p+z a z + ~ ~ t ~  an+, q c e  
, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O 61.'' - gp+npti al+!p+i u2+npti 

O O O O a - 1- O cr1+,,+, a,+,,+, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O (3 O a' - r al+? l + ,  a,+, Z + I  

O O O O O O a - r  O 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
O O O O O O O a - r  

clie non differisce da1 primo se non in alcune delle a che furono cambiate in 
a" ed a'. 

In questa omografia in luogo del10 spazio fondamentale SI,-, abbiamo tie 
spazii fondamentali semplici Sh-, , S L ~ ,  Sm-& corrispoiidenti rispettivamente 
alle radici a ,  a', a". E d  infa.tti si vede subito che ponendo r = a il determi- 
nnnte si riduce di caratteristica f i  - h + 1, ponendo r - a' di caratteristica 
n - k + 1 e ponendo r = a'' di caratteristica n - m + 1. Facendo tendere a'' 
ad a' ed a' ad a questa seconda omografia tende alla data, e i tre spazii sem- 
plici vengono a sovrapporsi costituendo 10 spazio fondamentale iinico ,!Y;,-, ("1. 

È ovvio che questi spazii semplici Sa-, e Sm-,, i quali vengono a sovrapporsi 

(*) P e r  uno spaeio fondamentale semplice SALI la radice di D(r)  = O a cui esso corri- 
sponde é radice lPma di  D(r),  h' - leima di tut t i  i minori d'ordine n. di D(r) ,  IL' - 2'"'"" di  
tut t i  quelli di ordine 9% - 1 ecc., è radice semplice dei niinori d i  orriine n - h' + 2. Un'o- 
mografia che h a  tu t t i  i suoi spazii fondamentali semplici (omografia generale) si studia assai 
facilmente, per  questa ragione principale che tu t t i  gli spazii fondamentali &-,.. . S,!G)-, 
essendo h' + hW + . . + hb) = n + 1 appartengono e determinano t u t b  Sm (5); e il sostegno 
del10 spazio coniugato di urio spazio fondamentale qualunque Sbt - , ,  oltre contenere tut t i  gli 
altri  spnzii fondamentali (8) &-, . , , S,,V-, , è da essi determinato. 
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ad Sh.-,, si identificano al limite bon quegli spazii Sh-l e dcll'omografin. 
data che furono già trovati analiticanlente (*). 

(14) Ogna spuxio fondanzentale che non é sewqdice si pu6 considerare 
cosne il limite di un grzqpo d i  spazii fondamentali semplici che vengond a 
soorapporsi; 10 chiameremo spazio fondamentale multiple. 

corne abbiamo operato sopra D(r) immaginiamo di operare sopra D1'(r) 
per rispetto successivatnente alle altre radici; $erreho cos1 a considerare u n ' o ~  
mografia in cui tutti gli spazii fondamentali sono semplici. Ricaviamo i rnme~ 
diatamente : 

( 1  5 j Ogni oinografia con spaxiz' fondamentali w~ultipli si pub conside- 
rare conze i l  limite d i  un'ornografia a spaxii fondamentali semnpZicii 

Vale a dire possiamo sernpre scrivere le equazioni di una certa omografia 
a spazii fondamentali semplici, e poi immaginare che i coefficienti di que& 
brhografia variino in modo da dare s~ccessivatnente omografie che, eoserido 
sempre a spazii fondamentali semplici, si accostano perb indefinitamente alllo= 
mngrafia a spazii multipli data. 

In virtù di questo teorèma possiamo ricondurre Io studio delle omografie 
a spazii fondamentali multipli al10 studio delle omografie a spazii semplici, 
potendosi sempre pensare un'omogr~fia a spazii fondamentali multipli come 
iin'omografia a s p a ~ i i  semplici, alcuni dei quali sono infinitamente vicini. 

11 (15) permette di dare ad alcuni teoremi una forma più determinata j 
per es. si pub dire: 

( 1  6 )  I n  un'omogrl<fia qualtinque @sis tono CJ syazii fonduw~entali d.2' punti 
Shl -,... Sltcki, e u spu& fondamentali d i  piani Zr,, -,... Zhi~)-,, reali O iw 
magina~ii ,  tutti distiizti O a yruppi sovrupp~sti singolari O no, ed é 

Altri tedremi diventand e~ident i ,  per es. quel10 dovuto al S E ~ R E  (veggasi nota, 
in fin di pagina) che 10 spazio sega il sos tepo Ici del10 ~paz io  coniugato 
In Sk-, che sega alla sua volta Sp in Sm-i ecc. 

Dipendendo poi due spazii coniugati come SI,--, e &-, dalla stessa radice, 

(*) È h 2 k i m ;  perché se fosse h .=. k la radice a rentlerebbe il  determinante D ( r )  di 
karatteristica n - k + 1, contrariarilente all'ipotesi che a renda i l  determinante di caratte- 
ridtica n - h + 1. Facendo tendere a'' ad a' cade in Sh-1, e poi S#-l insierne ad S,,,Ii 
in  SA-^; cioé nell'omografiil data  Si,-, contiene Sk-,, che contiene Sm-,; e quindi Sn-l sega 
St in &-i, e Si-, sega Sp in teorerna dovato a l  SBGRE: Teoria e clnssificazwne 
delle onzografie. 
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sc alcuni spazii fondamentali di punti QengOnO a ~ovrapporsj,  vengono pure a 
sotrrappoi-si i coniiigati spazii di piani e quindi anche i loro sostegni. 

Ogni rett& che uhiscé due ptinti corrispondenti x e y, taglia i sostegni 
dei a spazii fondamentali di piani in a punti, d i  cui alcuni possono essere 
coincidenti; la  punteggiata! 

formata d a  quedi  punti, è oniografica a tutta le analoghe clie si ottengono 
facendo variare i due punti corrispondenti j percliè è omografica alla serie dei 
parametri 

O, 00, r' ,... dG4 

1 (o - 1) rnpporti anarmonicj, 

che si possono formare con qtlei o + 2 nurrieri (dove r' i: scelto fra le radici 
diverse da  zero) sono invarinnti assoluti dell'omografia. Alcuni di quei rnpporti 
anarnionici possono essere eguali f'ra di loro O all'unità, o anche uguali a zero, 
quando ci sono spazii singolari (*); giora perb considerarli come 5 - 1 inva- 
rianti distinti; cioi. rappresentanti yïoprietà proiettive distinte; perché il fatto 
dell'essere eguali t ra  loro o all'unità rappresenta l'esistcnza degli spazii mul- 
tiplj, e il fatto dell'essere ugùali a i e ro  rappresenta l'esistenza degli sp3zii 
singolari. 

Ma veniamo a d  una classificazione delle omografie. 
Due omografie che hanno 10 stesso numero di s p a k  fondament,ali rispet- 

tivamente collo stesso nümero di dimensioni, siano questi spazii reali O imma- 
ginarii, distinti O a gruppi sovrapposti singolari O no, diremo che appartengono 
alla s t e m  classe. 

Due omografie appartenenti alla steasa classe hanno lo stesso numero di 
invarianti açsoluti i qiiali si corrispondono uno a d  uno. 

Due omografie che appartengvno alla stessa classe diremo clie apparten- - 
gono &nche alla stessa sottoclasse, quando gli inrarianti assoluti corrispondenti 
nelle due omografie sono eguali. 

Se  uno spazio è muitiplo O singolare per l 'uiia, il suo corrispondente é 
multiplo O singolare anche per l'altra. 

("1 Naturalmente se ci sono spazii singolari, non pcsrono essere clle sovrappsti, percli6 
corrispondono alla stessa radicc zero. 
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Corne si vede per la distinzione in sottoclassi non si tien conto della po- 
sizione rispettiva degli spa& fondamentali fra di loro e per riguardo ad una 
coppia di punti corrispondenti; di questo si tien conto per la distinzione in 
sottoclassi. 

F r a  le sottoclassi di una stessa classe sono maggiormente degne di studio 
quelle che haniio spazii multipli; e devono essere studiüte a parte quelle che 
hanno uno spazio singolare multiplo O no. 

Dimostreremo in seguito che due oniografie appartenenti alla stessa sot- 
toclàsse sono identiche a meno di una trasfùrmazione di coordinate, cioè sono 
identiche da1 punto di vista proiettivo. 

Uno spazio fondamentale multiplo format0 dagli spazii fondamentali Sh,-, ... 
clle vengono a sovrapporsi lo indichererrio con ( h ,  - 1, ... h p  - 11, e se 

- -- - 
6 singolare con (A, - 1,. . . hp - 1)) che chiamererno gruppo curatferistico re- 
lativo a quel10 spazio. 

L'unione dei gruppi caratteristici relativi agli spazii di u~i'omografia chia- 
rnererno coratteristici del170molrofia. 

L a  somma dei numeri costituenti la  caratteristica aumentati di uii'unitii 
è eguale ad 13 + 1. 

L7analisi fatta a pag. 130 e 131 dimostra che a qualunque caratteristica 
corrisponde un70niografia. 

Il prof. BERTIN nella Nota citata lia mostrato geomctricamente clie si pub 
sempre costruire uri'ornografia corrispondente a qualunque caratteristica. E noi 
lo mostreremo ne1 5 0. 

Caratteristiche delle oniografie. 

Nella retta: 

Classe unica: 10 O], 01, [(O O)] .  

Ne1 piano: 

Classe 1." [OOO],  [600]; [(00)0], [(00)0], [(00)O], [(OOO)], [(ml; 
Classe 2.8 [ I O ]  , O] , [l O ]  ; [(l O)], [(m)]. 

Nello spazio ordinario: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Classe 3.' [l 11, [i 11, [(l l)], [ (n ) ] ;  

Classe 4." [20], PO], PO], [(2 O)], [@-O)]. 

Queste notazioni mi pare che riescano assai comode, perche dànno subito un8 
idea della natura della omografia; e del come sono disposti gli spazii uniti, 
senza bisogno di calcoli. L a  notazione per es. (0 O)] rappresenta l'omografia 
che ha un raggio fondamentale singolare e una coppia di punti uniti coin- 
cidenti. 

Concependo uno spazio multiplo come il complesso di spazii fondamentali 
semplici infinitamerite vicini e sempre indipendenti si vengono a considerare 
degli spazii fondamentali che ne1 5 3 non si erano ancora presentati. Ed in- 
vero se per esempio ad una radice corrisponde 10 spazio multiplo (h,-  1, 
IL,  - 1.. . h ,  - 1.. . hp - 1) ? t 1 2  h2 1. . - z h p ,  ne1 S 3 non si sarebbe pre- 
sentato che Io spazio Shi-,. Prima di finire questo studio sugli spazii multipli 
vogliamo vedere come si modifica il teorema (6) colla considerazione degli altri 
spazii SI,, ,... Sh,.-i... Siccorne a tutti gli Sh,. passanti per Sll ,.-, e gia- 
centi in uno stesso SI,, passante per Shl-i, corrispo~idono rispettivamente degli 
SIh, prospettivi secondo uno stesso punto T di Sn-h,, sostegno del10 spazio 
coniugato di SI,,-,, e siccorne Sn-hl h contenuto in Sn-k,., sostegno del10 spazio 
coniugato di ShV-{, concludiamo : 

(6)' Ad ogtîi Sh, passante per Sr,,, , corrisponde ?nt SIh, prospettiuo 
secondo un punto T d i  Sn-,,,. L a  stella deyli  Sh, e i pzcnti T sono in corri- 
syondenxa omografica degenere. L o  spaxio singolare della stella d i  Sh, è 10 
spuxio ad 12, - h ,  - 1 dimensioni d i  Sh, giacenti i n  Shl-I; e i l  sostegno dei10 
s p x i o  singolare in S,,-I,,. è 8%-r,,. E correlativamente. 

Corne applicazione del teorema (15) dimostriamo clle duc omografie appar- 
tenenti alla stessa sottoclasse sono proiettive. E cominciamo a bimostrare che: 

(17) Se di un'o~nografia getierale, sono dat i  g t i  spccxii fondavzentali e 
g i i  inoariarcti assolzcti la corrispondenxa è determinata. 

Irifatti siano Shi-, . . . SIt,+ gli spazii fondamentali. 
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136 Prede  l l a :  lie omograjie i n  utao spaxio 

Fissiamo 12 $1 punti in Sn di cui hl in Sh,-, , h2 in Sh2.+ ecc. 11, i n  ShI-i- 
Per  trovare il corrispondente di un punto M, dallo spazio determinato da quegli 
n + 1 punti esclusi due appartenenti a spazii fondamentdi diversi, proiettiamo 
rispettivamente questi due punti e il p r i t o  M; otterremo tre piani; ed a1 pinno 
che proietta il pimto M dovrà corrispondere un piano formante coi tre un rap- 
porto anarmonico dato [che è un invariante dell'omografla (6)], cioè un piano 
determinato. 

Escludendo altri due punti e proiettando dai rimanenti n - 1 rispettivg- 
mente i due punti esclusi e il punto M ecc. e ripetendo l'operazione conve- 
nientemente m +- 1 volte, otterremo n + 1 piani nei quali deve trovarsi il punto 
M', il quale resta cos1 completamente determinato (*). 

11 teorema dimostrato si pub esprimere anche cosi: 
Due omogr.aJie generali aventi gli stessi spaxii fondanzentali, se hanno 

anche gli stessi invarianti assoluti coincidono. Ovvero: Due omografie generali 
uppartenenti alla stessa sottoclasse sono projettive; e in  questu proiettivith 
una copp'a dipunt i  corrisyondeszti resta comqletamente arbitraria; perchè basta 
passare dagli spazii fondamentali dell'una agli spazii fondamentali dell'altra. 

Ora passiamo al cas0 di dut: omografie qualunque non degeneri apparte- 
nenti alla stessa sottoclasse, l'una nello spazio Sn l'altra nello spazio S', cho 
supporremo indipendenti. 

Ripetjarno. nell'una e nell'altra l'analisi fatta a pag. 130 131 mettendo in 
luogo delle a ecc. le stesse a' ed a'' ecc.; otterremo due omografie generali 
appartenenti alla stessa sottoclasse; le quali saranno proiettive, anzi prospettive 
secondo un certo Su,, ed è arbitraria in questa proiettività una coppia di punti 
corrispondenti AA'. Ora immaginiamo che nell'una e nell'altra omografia u' 
tenda ad a ,  allora 10 spazio fondameritale Sk-, (**) corrispondente alla radice 
a' tenderà a cadere con legge determinata nell'una e nell'altra oniografia nello 
spazio SI,-,, corrispondente alla radice a ;  Su,  varie& tendendo a prendere 
una posizione determinata, e le due omografie sono sempre prnspettive e Io 
saranno anche al limite. Cosi immaginando che a" tenda ad u. ecc. conclu- 
diamo che le due omografie date sono prospettive secondo un s",; ed unn 

(%) 11 procedimento si pub abbreviare (quand0 hl - 1. .. ha - 1 non sono tut t i  nuIli) 
osservando che la r e t t a  MM'  deve incontrare tu t t i  i sostegni degli spazii coniugati di S+I .., 

che sono poi gli spazii ... determinati da  tu t t i  gli spazii fondamentali, meno 
rispettivamente .. ShG-, . Ci06 M' deve trovarsi ne1 S+hl+l  deterrninato da  M e &-A,, 

ne1 S,,-n,+I determinato da  M e S+hz ecc., e quindi ne1 loro spazio comune che é un Sc ,. 
("*) Adopero le stesse notazioni adoperate a pg. 130 e 131. 
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ooppia di punti corrispondenti resta fiçsata arbitrariamente. Ma si vede cbe l'aï: 
bitrarietà non è limitata alla coppia di punti AA';  poichè ridotte le due Omo- 
g r d e  date a due omografie generali, basta passare dagli spazii fondamentali 
dall'una agli spazii fondamentnli dell'altra, e quindi fissati nella prima orno- 
grafia h ,  punti in SI, ,-,, ecc., 11, jn S,,,-, dove SI, ,-,. .. SI,,-, sono gli spazii 
fondamentali di q u e s t ~  ornografia, per passare dall'una omografia all'altra basta 
scegliere i corrispondenti in S', in modo ohe h ,  siano in SfFi-,, ecc., II, in 
SI,,-,, dove S'h,-, ecc. sono gli spazii fondamentali della seconda. Pas- 
sando al limite questa arbitrarieth. si deve necessariamente sentire; ma di 
questo faremo un'analisi rigorosa ne1 8 9. 

JI teorema inverso che due omografie dedotte con un numero finito di 
operaziopi appartengono alla stessa sottoclas~e iJ evidente; perchè le due orno- 
gratie avranno Io stesso numero di spazii fondamentali rispettivamente collo 
stesso numero di dimensioni e gli stessi invariaati assoluti, 

1 determinanti D(r )  e P(p), pag. 1'20 e 121,  eçsendo identici con uno 
scambio delle colonne nelle righe, la corrispondenza omografiea fra i punti dellit 
prima figura e i punti della seconda, è identica alla corrispondenza omografica 
fra i piani della seconda figura e i piani della prima, a meno di una trasfor- 
mazione delle x nelle yl e della stessa trasformazione delle y nelle 5 aioè a 
meno di iina oorrelazione, 

Questo teorema è del SECIRE ohe l'ha dedotto d a  quel10 di WEIERSTRMS 
appoggiandosi ad un teorema di SIACCI sui determinanti. 

L' inversa di un'omografia è un'omografia che appartieno alla stessa classe 
ed ha gli invariant; assoluti reciproci della data. ?!Je viene che un'omografia 
ehe h a  gli invarianti assoluti uguali ad 1 O a - 1 (un'omografia per esempio 
con un unico spazio unito multiplo) h omografica alla sga ipversa, correlativa 
di sé s t e m  e della sua inversa. 

Sia l'omografia [ ( A ,  - 1, h, - 1 ,.,. Ilq -. 1 ,... Ilp - 1)'. .] nella qiwle 
sono sovrapposti i p spazii fondamentali di punti SI,,-,.. . SI,-, e quindi sono 
sovrapposti anche i coniugati p spaaii fondamentali di piarii &,-l.. , &-, !. . 
FIh +; cioé L]h,-i contiene zk,-i ecc. Y P 

(18) I n  ogni piano SN-, d i  Lh,-, clie fzotz è perb un piano d i  zIL,,-, 
abbiamo un'omogra$a suOordinata d i  punti, e qui~zdi  di Sa-, (clie sono i piani 

Annali di hfatemnticn, tom0 XVII. 1 S 
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138 P r e d e l l a :  Le onzograje itz uno spaxio 

cli Sn-,), di caratteristica 

[(IL, - 1,  Il2 - 1, ... 11, - 2 ,... h, - l ) . .  .]. 

Se h ,  - 1 = O ,  incece d i  mettere II,. - 2 si sopprime J i p -  1. 
E correlativamente : 

( 1 9 )  lntorno ad ogni punto di Sh,-, che nofi è perh un punto di SIL~+,-, 
abbiamo un'omogru$a suOordinata di Sn-, e quindi anche d i  SI di carattr- 
ristica 

[(hl -1, h 2 - 2  ,... 11,-2 ,... hp-1) ...]. 

Dimostrerb il (18). Concependo l'omografia data come il limite di un'ornografia 
generale, in un piano qualunque passante per 10 spazio Sn-h,, deterniinato da 

/ 

tutti gli spazii fondamentali semplici dell'omografia generale nieno Sh,-,, col 
tendere dell'omografia generale all' omografia data, avremo sempre un'omo- 
grafia generale di caratteristica 

perchè quel piano passando per contiene tutti gli spazii fondamentali 
meno Sh,-, che sega in un Sr,,-,. 

Al limite Sn-h, (che è sempre fuori del limite nell'omografia generale il 
sostegno dello spazio coniugato di  Shq-,) diventa il sostegno dello spazio fon- 
damentale di piani &,,-,, e ne1 limite di Sn-, avremo un70mografia subordi- 
dinata di caratteristica 

Il teorema (18) permette di determinare la caratteristica dell'omografia subor- 
dinata in uno spazio Sn-, unito qualunque; come si vede basta diminuire d i  
un'unità riella caratteristica le dimensioni di un certo spazio fondamentale O 

sopprimerle addiritura se è un punto. Applicando ad un Sn-, unito qualunque 
di Sa-, 10 stesso teorema ecc. concludiamo facilmente: 

(20) In uno spuxio lineare unito qualunyue abbiamo un'omogrcrfia su- 
bordinata la cui caratteristica si pu8 ottenere dalla carafteristica dell'ortzo- 
grafia data, O sopprimendo alcuni spaxii fondamentali, O diminuendone le 
di~nensioni di un certo numero di unità. Restu senyre cke la somma dei ~zu- 
nzeri della caratterhtica di peste omog~afie subordinde, aunzentati di un'u- 
nità, deve essere uguale alle dimensioni deilo spazio piib un'unità. 

(") Questo teorema si verifica facilmente sulle forme ridotte, che si ottengono colla 
regola (33). 
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ad un wnzero pz~uiu~aqtce di dimensioni. 139 

Ne1 sostegno dello spazio &,-, avendosi sempre fuori del limite un'omo- 
p a E a  generale subordinata d i  caratteristica 

[h , -  1, h 2 -  1 ,... hq-,-1, Ilq+,- l ... I l p -  l...], 

al limite si avrà un'omografia la cui caratteristica si potrà ottenere dalla Ca- 
ratteristica dell'omografia data sopprimeiido il numero h ,  -- l. 

In uii'omografia generale tutti i raggi uniti dell'omografia sono quelli che 
appartengono ad uno spazio fondamentale o che si appoggiano a due spazii 
fondamentali; quando l'oniografia non è generale allora alcuni spazii fonda- 
mentali vengono a sovrapporsi, e possono anche sovrapporsi alcuni spazii di 
raggi iiniti. II teorema (19) ci permette di determinare gli spaeii di raggi uniti 
d i  un70mogra6a, useenti da  un punto unito qualunque, e di  trovare gli spazii 
di raggi uniti che vengono a sovrapporsi. Applica~ido all'omografia dei raggi 
uniti iiscenti da  un punto iinito Io stesso teorema (19) (poichè gli spazii ad 
unn dimensione di quest'ultirna omografia sono spazii a due dimensioni per la 
data) potremo determinare gli spazii di S, uniti passanti per una retta unita 
qiialunque ecc.; il teorema (19) ci permette dunque di determinare gli spazii 
di S,, S,, S, ecc. uniti d i  un'omografia qualunque. 

Continuiamo 10 studio dello spazio multiplo ( h ,  - 1, h, - 1,. . . hp - 1) 
dove h, 2 h, . . . %  h p .  Abbiamo visto che considerando l'omografia data 
come il limite di un'omografia generale i p spazii semplici S+, , Sh,-,,.. . 
SlZp-, che tengono luogo in questa dello spazio multiplo (hi - 1, .  .. h, - 1), 
~l limite entrano l'uno nell'altro, gli spazii di dimensioni inferiori in quelli 
di dimensioni superiori, di modo che S1t,-i contiene Sh,-i ecc. Sh,-i-i contiene 
fi'/,-,. Ora vogliamo vedere come si sovrappongono al  limite, gli spazii deter- 
minati fuori del limite da gruppi di quei p spazii fondamentali. Intanto ricor- 
diamo che nello spazio Ski+...++, (determinato da  q di essi . Sk,-,) 
sempre unito ed unito anche al limite, avremo un'omografia che fuori del limite 
avrà q spazii fondamentali semplici, ma che a l  limite avrà un unico spazio 
fondamentale multiplo (Tc,  - 1,. . . , kq - 1). 

I l  teorema seguente risolve completamente la questione che ci siamo 
proposti. 

Siano Ski-, , Sk9-I,. .. Skq-l  (ki 2 2. . .?  kq) q dei p spazii hndrimentali 
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ifh,-i& .. &,,-, bhe vengdno a sovrapporsi j e siano Sl,-,, St ,-,, , . , Si,.-, ( I I  i 
1? > - 2 7,) r degli stessi p spazii Shi-,) .. . Sh#-i. Supponiamo q 2 r. India 
thiamo con Sa,,-, ed Sn,-, rispettivamente della coppia dei due spazii Ski-,  
ed a,-, queho di dimensioni sliperiori e qdello di dimensioni inferiori O indifa 
ferenterfiente l'ilrio a l 'altro se sono d i  dimensioni eguali. E cos1 indichiamo 
con Sm,-, e Sn,-, della coppia Shi-, ,yl,-, ecc., ecc., ed indichiam0 finalmente 
(se q 3 r )  don 8fi)n,,.+,-,.. . Sih,-, gli spah i  Sh,.+,-1. A. Sb,-., I 

(21 )  1 dzie spasii Skl+...+RT-, ed &,+.. +t,.-,, che passano rispetthamente 
P r  g l i  spaSii infifiitamefite viciai Sh,-, j .  A. 8fi,-r, ed S1,-, . . . Sir-,j apprtert~ 
gono al10 spazio Sm,+...+m,-, c h  passa per g l i  spazii S,,t,-1 ... SM,-,, t: si ses 
guno nello spu2io Sfi,+...+,+, chi? passa pdr g l i  spa2ii Sn,-,.&. AS,.-, a 

Iri particolare se q = P e k, - I I , .  .. kq 3 &,: 
(22) Lo spaxio Sk,+ ...+krl codene 70 spuxio Sl,+...+t,-, A 

Cominciamo a dimostrare qdest'ultimo teorema: 
P e r  y = 1 il teorema è dimostrato; dimostriamalo per p = 2. 
Nell'omografia subordinata nello spazio Sk,+k,+~,-~ fuori del limite abbiamo 

i t re  spazii fondamentali distifiti Skl-i,  81,-, di punti e quelli fonda- 
V tnentali di piani (piani di Skl+k,+l,-i) l)kl-rj kk,-ij &-1 di aostegni Sk,+l,-lj 

fik,+l,- i Skl+ka-i ' 
I tre spazii fondamehtali di piinti al limite venendo a sovrapporsi, Iren= 

gono pure a sovrapporsi i cioniugati spazii di piani e quihdi anche i loro SOS 

stegni; cioè Sk,+l,-, giace in Skltk+; analogarfiente considerando 10 spazio 
Sk2+ll+l,-, ~dncludiamo che Sl,+t,-i giace in ~Sk,+t,-~ e quihdi in Sk,+ii,-1. 

La dimnstrazione è idolitica per q = 3. 
Si trova, considerando Io 6pazi0 Sk,+k,+k,+z,-r che ~fltt,+k,+lt,-I contient! 

SkL+kJ+I,-i, il quale contiene Sk,+t,+r,-i che contiene ~S~,+I+I,-~ eCC; 
(23) In yarticolure in un'omografin con .un unico pzcnto unito n + le1" ab 

abbianzo urt'ztnica retta unita ni passante per a,, lintite d i  tutte le rette che 
ur~iscono a due a due gli ta + 1 punti zlniti infinitamente vicini; e cos1 ab= 
tiianzo u?z unico spxio a due dinzensioni unito a, passante per a,, Eilnite d i  
tu t t i  yli spuxii a dete dimensioni che uniscono a tre a tvs g l i  n + 1 p m t i  
wtiti infirtithzenle cicini ecc. 

Passiamo a dimostrare il teorenia (21). 
P e r  il ( 1 2 )  10 spazio S,,l+...+,,-i è contenuto nei due spazii  SA,+...+-^ ed 

Sl,+...q,-, e Io spazio S211,+...+nil-l li contiene tutti e duc; 
Basterh dimostrare che 10 spazio in cui si segano non é di diinensimi 

s l ipriori  ad 1 2 ,  + . . . -f n,. - 1 e ne ~ ie r rh  clie 10 spazio a cui apputengono 
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sath d i  dimensioni m, + + mq - 1 (*). Nellu spazio ja cui i duc spazii 
Sh,+...+h,-i t>d Si,+...+l,-i si segano avremo un'omografia, subordinata all'omo- 
grafia, di e all'omografia di  Sl,+...+l,i, che sarh di  caratteristica (20) 
(x i - ]  ,... xS-1) clove s f r  e x , e Z  ,... x , i / ,  e c o s i x , ~ k , . . ~  x , s k s ,  
e quindi x , s n  ,... z , r n , d a c u i  z , + . . - + z , - l ~ v z , + . - - + n , - 1 ;  nia 
Io spazio in cui si segano &,+...+hl-, ed SE,+ ...+lV è ad un  numcro di dimen- 
sioni rc, + . . . 4- z, - 1, quindi il teorema E dimostrato, 

Non è inutile forse osservare che gli spazii Sn,+. .  cflTi ab- 
biamo ornografie subordiriate di caratteristica rispettivamerite (ni - 1, 12, - 1,. . . 
n+, - 1), (b2, - 1 ,  .. . ngq - 1). 

Per esempio nell'omografia [(l O O)]; la retta fondamentale è tagliata d d l a  
retta che unisce i due punti uniti infinitamente vicini in un punto, e i n  qiie- 
st'ultimrt retta ahbiamo un'ornogrufia subordinata [(O O)]. L e  due rette deter- 
minano un piauo in cui si ha lJornografia [(l O)]. Eell'otnografia in uno spazio 
S, con un unico spazio multiplo [ (Z  11 O)], Io spazio F3 (che passa per  i due 
spazii fondamentali iiifinitameiite vicini S2 ed S,,) e 10 spaeio S', (che prtssn 
per i due spazii fondanientali infinitamente ~ i c i n i  Si ed S' , )  si segano in  un 
s', in  hiii si ha l'omografia [(IO 1, ed appartengono a d  un Sb in c,ui si h a  
190mografia [(2 1 O)]. Sopra uno spazio mult~plo qualunque 

dimostriamo quest'altro teorenla: 
(24)  l'gr ogni putlto a, di ,Ch,-, , ma 92012 d i  passa eula totalitd 

12, 2 1 volte i~z jn i ta  d i  SI uniti con 202 solo pzivzto unitu, m a  totalità h i  - 1 
+ h ,  - 1 oolta inJinita d i  S, uniti cou un su20 punto unitu ecc. trna totulitlà 
h,  - 1 f- . . . + hq-, - 1 volte infinita d i  Sq-, ?mita' con un solo pzcdo unito. 
Gli Sq-! uniti con zcn solo pzrnto unito, sono gli spazii di massi~jze dimensioni 
iassunti per a,; cioè per a, lion pussu alcun SB undu con un e~nico pzinto mito.  

(a) Sia dapprima a, un punto di Sh,-i rna non di  S h h , - l .  Intorno a d  a ,  

abbiamo (19) un'omografia subordinatn di SI di caratteristica (hi - 2 ,  h,  - 1 ,  
k, - 1, ...). Siano S'hi-n, S'li-i, SIIt ,.-, ... gli spazii fondamentdi (di raggi) 
di questa omografia; Gli Si della totalità lineare S'n,-2 [totalità che contiene 
tutte le a1tt.e S1t,,-,, S'ha-, ,. . . (**)] c.ostituisciono tutti gli Si uniti passrinti per 

(8)  Perche se due spazii Sa ed Sp si scgeno in  un S7 ed appartengono ad uii Sa si lia; 
a + P = y + G .  

(**) Perchè avendo s ipposto  che a, sia un punto di FA,-, ma non di  SA,-, ne viene che 
h, - 1 > L9 - 1 e quindi h, - 2 2 h2 - 1. 
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142 Pre d e l l a :  Ls omograje in uno syaxio 

a, e sono gli S, che passano per a, e giacciono in Shi-,; perche questi S, co- 
stituiscono appunto uria totalità lineare h ,  - 2 volta infinita. Per a, non passa 
adunque alcun Si unito con un solo punto unito. 

(b )  Sia a, un punto di Sh,-i ma non di SI,,-i. Intorno ad a, abbiamo 
un'omografia subordinata d i  Si di caratteristica (h ,  - 1 ,  h, - 2 ,  h, - 1.. .). 
Siano Srh,-, , S'h,-e, Srh3-,.. . gli ~pazi i  fondamentdi (di raggi) di questa omo- 
grafia. Gli S, della totalità lineare Srh,-, (totalità che cont,iene tutte le altre 
SIli,-., S'h,-z, .. .) costitui~cono tutti gli S, uniti passanti per a,, e sono S, 
uniti con un solo punto unito (se si eccettuano quelli che passano per a, e 
giacciono in Slz,-,, i quali costituiscono una totalità h, - 2 volte infinita). Ap- 
plicando il teorema (a) a quest,a omografia di raggi, siccome gli S, di questa 
omografia di raggi sono S, per l'omografia data, si conclude che per ciascun 
S,  di non passa alcun S, unito c,on un solo punto unito. Ora o p i  S2 
unito con un solo punto unito passante per a, conterrebbe una retta imita pas- 
sante per a,, quindi concludiamo che per a, non passa alcun S, unito con un 
unico punto unito. 

(c). Supponiamo che a, sia un punto di SI,,-, ma non di  SI,,-^. Intorno 
ad a ,  abbiamo un'omografia subordinata di S, di caratteristica (hi - 1, k,- 1 ,  ... 
11, - 2 ,... ). Siano S'A,-,, Sfh,-,, .. . gli spazii fondamentali di raggi di 
questa omografia. Gli Si della totalità lineare S1lLi-i sono Si uniti con un solo 
punto unito se si eccettuano quelli che giacciono in SI,,-,. Per ogni S, della 
totalità Srhl-, che non è un S, della totalità S1n.-, non passa [teorema (a)] 
alcun S, unito con un unico punto unito; per ogni S, della totalità 
passa [per il teorema (b) applicato a questa omografia di raggi] una totalità 
h,  - 1 volte infinita di S, unjti con quel solo S ,  unito e quindi con un solo 
punto unito. Gli S, passanti per a, costituiscono quinai uns totalith h, - 1 + 
h, - 1 volte infinita, Per gli Si di S'l,,-.i non passa alcun S, unito, ancoi;a 
per il teorema (b), con un solo Si unito; per a, non passa quindi alcun S3 
iinito con un solo punto unito, perché quel S, avrebbe una retta unita con un 
solo punto unito che dovrebbe essere una retta di Srk,-, ecc. 

Il ragionamento si pub continuare senza difficoltà e ammesso il teorema 
ver0 per q = 1, q = 2,  .. . q = r per tutte le omografie, si dimostra col ragio- 
namento ( c )  che è vero per q = r + 1. 

A complemento del teorema (24) diarno il seguente: 
(25 )  Se da ciascun punto d i  un certo wumero di pulzti indiyendefzti 

fissati itz SI,,-, i?rt?naginiamo condotto rcno syaxio unito con un solo punto unito, 
tutti questi spaxii sono pure ind@endenti. 
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Infatti siano a o ,  p,, 7,. .. punti indipendsnti fissati in S+, e siano a ,  ,6, 
y , . . .  degli spazii uniti con uu solo punto unito passanti rispettivamente per 
a,, Po. yo - - .  

Dico che a ,  B,  7 sono indipendenti. Infatti se a e 0 si segassero, avrebbero 
almeno un punto unito in comune, ed allora 3, dovrehbe coincidere con a,. 

Nello spazio a cui a e 0 appartengono, i soli punti uniti sono i punti della retta 
a, P o ;  se quindi 7 segasse questo spazio, allora y avrebhe con questo spazio 
almeno un punto unito in comune e y, dovrebbe giacere nella retta a ,  0, con- 
trariamente all' ipotesi ecc. 

A i  teoremi (24) e (25) aggiungo questa osservazione di cui farb uso ne1 
paragrafo seguente. Essa è relativa ancora al10 spazio multiplo ( h ,  - 1 , . . . 
hp - 1). Fissiamo arbitrariamente in Sh,+ hi punti indipendenti 

1 a,... a:', 

dei quali i primi hp in Sh,-, i primi hp-i in eco. i prirni 21 ,  in SI , , - , .  

Sia a ,  uno qualunque di quei punti ed a, appartenga ad SI,,-, ma non 
ad  SI^,+,-,. Sia ay-!  uno spazio a q - 1 dimensioni passante per a ,  unito e 
con l'unico punto unito a,. Allora cc,-, (24) è uno degli spazii di massime di- 
mensioni (unito e con un unico punto unito a,) passante per a , ;  è un punto 
cioè a, stesso, se a0 è uno degli ultimi W ,  - J i ,  punti a ;  è una retta se a, ecc.; 
è uno spazio a p - 1 dimensioni se a, è uno dei primi hp punti a. Si pub 
scegliere aq-, in una totalità hi - 1 + h ,  - 1 + . + lt4-i - 1 volte infinita (24) 
quando è fissato a,; ma il punto a, è scelto in cioè in una totalith h q -  1 
volte infinita; introducendo dunque l'arbitrarietà della scelta di a, in quella 
di a,-,,  10 spazio q-, è scelto in una totalità 16, - 1 + + k q  - 1 volte 
infinita. Scelto Io spazio ay-, resta determinato il punto a, che è il punto unito 
nell'omografia subordinata in aq- , .  

Per ciascuno dei punti a' ,... a01 immaginiamo uno spazio a di massime . 

dimensioni unito e con un unico punto unito, aiialogo ad ap-.,; tutti gli spazii a 

sono indipendenti (25), e di questi h, -- li, sono punti, h,  - h, sono rette, ecc., 
h, sono spazii a p - 1 dimensioni; introducendo l'arbitrarietà della scelta dei 
puilti a in  quella de@ spazii a ,  possiamo dire che il gruppo degli h ,  spazii a 

si pub scegliere in una totalità 

- . '  + hp(hi - 1 + 11, - 1 + . . . + hp - 1) volte infinita, 
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cioè in una totalità: 

h,(ll, - 1) + h2(1t, - 1) + - - . + ltp(l~p - 1) rolte infinita. 

Concludiamo : 
(26)  In  uno spanzk Sl,,+h,+...+h,-i In cui abbiamo un'onzografin ( I L ,  - 1 ,  

h, - 1,. . . hp - 1) possiamo sempve imnzaginare un grzcppo d i  I L ,  spaxii a 

uîziti e con un zitaico punto unito, che s i  possono ottenere Jissando i pz~nti 
cr', ... a? e poi irnmaginunclo per ciasczwo d i  essi u ~ o  spnzio zinito con u ~ t  

unico punto unit0 di  nznssirne dimerzsioni. Qziesti spaxii a ,  dei yziali IL ,  - 11, 

sono punti IL, - A,  rette, ecc. ed hp sono spaxii a p - 1 ditnensioizi, sona tutti 
indipendenti e quindi determinano tutto Shl+h,+...+h,-i. Il 101'0 C O I ~ I P ~ ~ S S O  si 
pub scegliere ifi m a  totalità h,(h, - 1) + . . - + (ilp - 1). 

Immaginiamo ora un'ornografia qualunque di caratteristica: 

Indico con S' = S,L~l+i,~,+...+~l;-, Io spazio che passa per gli spazii fondamentali 
infinitamente vicini SIL~,-,, . . ., ASjLP.-i costituenti 10 spazio multiplo (IL' ,  - 1 , . . . 
h i !  - 1 ) ;  cosi indico con S" lo spazio ...+l,*h, -, , . . . e con ,!dq) Io spazio 
S p  +hc,) 

. Gli spazii S', B'. . . A'(') sono spazii uniti indiyendenti (*) e de- 
' +.-. P ( 5 i - i  

terminano ,C, (**). 
In  ciascuno di essi immaginiamo il gruppo degli spazii o.; questi spazii 

determinano tutto Sn e in ciascuno di essi abbiamo omografie subordinate con 
un unico punto unito. La considerazione degli spazii uniti S', S", ... S(") e dei 
gruppi degli spazii cr in essi contenuti, ê una guida sicura nello studio delle 
omografie; le quali cosi analizzate nei loro elementi uniti, presentano in modo 
cbiaro le loro notevoli proprieth. 

Jnsieme agli spazii S', Su,. ,. Sce) è degno di nota 10 spazio S determi- 
nato dagli spazii B~,-19 S,L..l-,,. . . , S,?-,; in S abbianio un'omografia n spazii 

fondamentali semplici di casatteristica [ IL ' ,  - 1, IL", - 1 ,.. . IL:' - 11. Lo spazio 
S taglia gli spazii S', Sv, ... S(") rispettivamente in Sl,f ,-,, S ~ l ~ ~ l - i  ,... S (,, , 

hi -1 

(*) Sono indipendenti perclié se due di essi per es. S' ed S" si s e p s s e r o  in uii pnnto, 
quel punto sarebbe uriito, e quindi serebbe un  punto d i  SI,.,-, e d i  &nql-;; e allora rCh,,-L ed 

arrebbero un punto in cornurie; il che non pub essere (5); e cos1 se S"' segasse Io 
spazio a cui appartengono S' ed S" ecc. 

("*, Se p'= 1,  S '  si riduce alIo spazio fondamentale seml~lice SJ,,~,.,-I e il griippo dcgli 
spazii a si riduce ad h ,  ptinti fissati in &,-i. 
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(27) Gli spaxii Sr ,  S", ... Su) solzo deternzinati dai rispettivi gruppi 
d i  spaxiz' a ;  e 10 spaxio S è determinato dai punti zcniti degli s jax i i  a costi- 
tuenti quei gruppi. 

E d  infatti gli spazii costituenti il gruppo che si trova in S' escono da h', 
punti indipendenti di Shi-, (26) che sono i loro punti uniti; questi punti uniti 
determinano dunque S'W,-~; analogamente i punti uniti degli spazii a costi- 

tuenti i gruppi che si trovano in Su,.  . . SG) determinano  SI^^^,-, . . . hcr)-,; il 
che dimostra la seconda parte del teorema; quanto alla prima è inclusa ne1 
teorema (26). 

(28)  Date le omografie subordinate i n  Sr. Su ... Su) e gl i  hvariant i  
assolzlti l7ornog~aJ;a in S, è deterrninata. 

Infatti l'omografia è determinata in S (17) e quindi anche in 8%; perchb 
per trovare il piano corrispondente di un piano qualunque Sn-, , basta trovare 
i corrispondenti degli spazii dove Sn-, taglia S' 8" ... Su) ed S, che costitui- 
scono appunto un SI,-,. 

Date due omografie in Sn ed s', appartenenti alla stessa sottoclasse ab- 
biamo visto che sono proiettive ed una coppia di punti corrispondenti in questa 
proiettività si pub fissare arbitrariamente. 

Proponiamoci questo problema: 
Fissata fra i due spazii Sm ed S', una coppia arbitraria di punti corri- 

spondenti trovare altre n +- 1 coppie in modo da passare dall'omografia in Sn 
a quella in s',. 

Considereremo dapprima due omografie con un unico punto unito ut + 1 plo. 
Premetterb la costruzione di  un'omografia con un unico punto unito multiplo. 

Abbiamo già visto (23) che in un'ornografia con un unico punto unito 
n + 1 p l o  a,, esiste una sola retta unita a ,  che passa per a,, un solo spazio a 
due dimensioni unito a, che passa per a,  un solo spazio a tre dimensioni 
unito a, che passa per a, ecc. un solo spazio a n - 1 dimensioni unito a,-L 
che passa per an-,. 

Siano bo b', una coppia qualunque di punti corrispondenti di a,, co cfo 
una coppia qualunque di punti corrispondenti di a,, do d', una coppia di a, ecc. 
1, Z r o  una coppia qualunque di punti corrispondenti di Sn. 

Annali d i  Maternutica, tom0 XVII. 19 
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(29) Queste coppie determinano Pomogra$a telzendo presente clze a, deve 
essere un punto unito n + 1plo. 

Per f i =  1 il teorema è subito dimostrato perché il corrispondente di b, 
(considerando b, come appartenente all'altra figura) è un punto che deve for- 
mare coi tre a, b', bo un rapport0 armonico. 

Supponiamo il teorema dimostrato per uno spazio ad n - 1 dimensioni 
an-, e dimostriamolo per 10 spazio Sn. Intorno ad an-, abbiamo due fasci 
proiettivi sovrapposti di piani col solo piano an-, unito. A1 piano a,, ?no 
corrisponde il piano a,-, m', per cui la corrispondenza fra i piani di questi 
due fasci è determinata. Per trovare il punto corrispondente di un punto M 
basta trovare il piano corrispondente di a,, M e la retta corrispondente 
di m, M che è una retta che passa per m', e per il punto corrispotidente del 
punto dove m, M taglia a,, che è per l'ipotesi determinato. 

Da cib si ricava una costruzione semplicissima di un'omografia con un 
unico punto unito ao. Basterh condurre arbitrariamente per a, una retta a i ,  
per a, uno spazio a due dimensioni a, ecc. e poi fissare arbitrariamente in a, 
una coppia di punti corrispondenti 6 ,  b',, in a, una cûppia c, c', ecc. in 8, 
una coppia m, m', . Queste coppie determinano 1' omografia. 

Abbiansi ora due omografie rispettivamente in Sn ed S', con un unico 
punto unito n + 1plo. 

Siano al solito a,, a ,,.. . an-, il punto, la retta. .. 10 spazio ad n - 1 di- 
mensioni uniti della prima omografia. Fissiamo in S, arbitrariamente il punto 
m',, a questo punto corrisponde un certo punto m,; la retta m', m0 taglia an-, 
in un punto E', al quale corrisponde 1,; la retta Z', 1, taglia an-, in un punto ecc. 
verremo cosi a determinare in a, un punto d', al quale corrisponde do,  la 
retta do dio taglia a, in un punto c, al quale corrisponde cf,; la retta CO do 
taglia a, in un punto b', al quale corrisponde b,. 11 punto a, unit0 w + l p 1 °  

e le coppie 6, b',, c, cio, do d',.. . 1, Z',, m, rua', determinano l'omografia (26). 
In S n  ripetiamo le stesse costruzioni indicando i punti ottenuti al10 stesso 

modo colle stesse lettere; cioè fissiamo in S', arhitrarial-rtente un punto nz', ecc. 
Ponendo fra i due spazii Sn ed Sn la corrispondenza 

(a0 a,) , @O bo), ( 0  0 )  , . . ( ) (m, mo) (m',, 

passeremo da1 punto Z', al punto Z',,... da1 punto c', al punto c',, da1 punto 
b', al punto b', e quindi dalla prima omografia alla seconda. 

Nella corriapondenza fra i due spazii la coppia m', m', è fissata arbitra- 
riamente, ma le altre ne sono in conseguenza determinate; poichb fissata la 
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coppia m', tn', per passare da un'omografia all'altra bisogna necessariamente 
passare da m, ad m,, e quindi da I', ad lfO, da 1, ad 1, ecc. 

Ora consideriamo un'omografia qualunque di caratteristica [l] (pag. 144). 
Immaginiamo gli spazii S', Su, ... Sc"), (pag. 144) e in ciascuno di essi il 

gruppo degli spazii a. Sia aq-, uno di questi spazii; indichiamo con a,, a,, .. . 
aq-*, il punto, la retta, . . . 10 spazio a q - 2 dimensioni uniti di aq-1. Sia Bo P fO 
uria coppia qualunque di punti corrispondenti di a,, y, jo una coppia di a, eco. 
A, A', una coppia di u,-, e p, p', una coppia di a,-,. Scelti i punti a,, O,, 
yo, ... A,, po in modo che siano indipendenti, essi determinano aq-i. 

Ripetiamo queste costruzioni in tutti gli spazii aq-,. 

(30) Le coppie (a, a,), (Bo Bro ) ,  (yo . . , (ho Ato) (po  pro) ,  relative a tutti 
gli spaxii a a*), insi~me alla condixione che gli spaxii a siano uniti con un 
solo punto unito e insieme agli invarknti assoluti determinano l'omogrnfia. 

E infatti queste coppie determinano l'omografia in tutti gli spazii a (29) 
ed anche in tutti gli spazi S', Su, ... S("); perchè per trovare il piano cor- 
rispondente di un piano qualunque di S '  basta trovare Io spazio corrispon- 
dente del10 spazio dove quel piano taglia e gli spazii corrispondenti 
degli spazii dove quel piano taglia gli spazii a del gruppo che si trova in S. 
Essendo determinata la corrispondenza negli Si, S u , .  , . S("), gli invarianti as- 
soluti finiscono col determinare la corrispondenza in tutto Sn (28). 

Si ricava una costruzione semplicissima di un'omografia qualunque di 
caratteristica [l] pag. 144: 

(31) Conduciumo arbitrariamente i a spazii indipendenti S' ... S(a) fis- 
siamo rispettivomente in essi gli spazii &,-, Shp)-i; conduciamo i gruppi 

degli spazii a corne è stato indicato (26), fissz'amo in  ciascuno d i  essi (aq-,) 
arbitrariamerzte la retta al passante per a,, 10 spaxio a, passaltte per a,.. . 
10 spazio aq -~  passante per ar, e scegliamo Jinalmente ha a ,  arbitrariamente 
una coppia di punti ,O, ,ûro2 212 cc2 una coppia y, y'o... in u q - ~  una coppia 1, Ato 
e ziz u ~ - ~  una coppia ;ao p',. Queste coppie relative a tzctti gli spazii a in- 
sieme agli i~~varianti assoluti, scetti pure arbitrariamente determinano l'omo- 
grafia (30). 

Abbiansi ora due omografie qualunque, l 'ma  in Sn l'altra in S',, di ca- 
ratteristica [l] e cogli stessi invarianti assoluti; due omografie quindi appar- 
tenenti alla stessa sottoclasse. 

(*) Indic0 con Po Pl,, y, y', le coppie fissate in a,-, e le coppie analoghe fissate negli 
altri spazii a. fi chiaro che se 10 spazio a è un punto queste coppie non ci sono; se 6 una 
retta bisogna fermarsi a Bo B'o ecce 
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Immaginiamo in Sn gli spazii Sr, SIr, ... S(" e in ciascuno di essi il 
gruppo degli spazii a; scegliamo arbitrariamente in Sn un punto U. Da tutti 
gli a meno uno (meno per es. a,-,) projettiamo 77 sopra ar,; otterremo un 
punto perchè gli a sono indipendenti e determinano Sn. A1 punto p', cor- 
risponde un certo punto p,; la retta pf, p0 taglia n,-~ in un punto A',, al 
quale corrisponde un certo punto A, ecc. verremo cos1 a determinare in a, 

un purito yfo,  al quale corrisponde y,; la retta y'o y, taglia ai in fif, al quale 
corrisponde Po. Ripeto queste costruzioni in tutti gli spazii a; i punti a,, Bo, 
7,. .. A,, p,, relativi agli a (*), sono ta + 1 perchè determinano i singoli spazii 
a e quindi tutto IS,. 

Le coppie (a, a,), (Po fi',), (y, y',). . . (ho A',), plo) relative a tutti gli 
spazii a insieme alla condizione che questi spazii siano uniti con un unico 
punto unito e insieme agli invarianti assoluti determinano l'omografia in Sn (30). 

Ripetiamo nello spazio Srn le s t e m  costruzioni, indicando colle stesse 
lettere gli spazii e i punti ottenuti al10 stesso modo (punti e spazii omologhi); 
cioé fissiamo arbitrariamente in Srn un punto U ,  e fissiamo gli spazii S r ,  
S", . . . S(") ; scegliamo in S r  nella totalità h', (h', - 1.) + . . + hfp.(h;l - 1) (26) 
il gruppo degli spazii cc, e CO& in S" ecc. Proiettiamo da tutti gli spazii a 

meno a,-,, sopra a,-L il punto U ecc. Ponendo fra i due spazii la corrispon- 
denza data dalle n + 2 coppie: 

relativi a tutti gli spazii analoghi ad aq-,, passeremo da1 punto U e dagli 
spazii a della omografia in Sn al punto U e agli spazii a omologhi dell'omo- 
grafia in Srn, e quindi da1 punto p'O di 8% (proiezione di U fatta da tutti 
gli a meno uno sopra il mancante) al punto di Sn; da1 punto hr, di ,% 
(intersezione della retta po pro con uq-J al punto A', di S', ecc. da y', a y'o, 
da Fi, a fi1,; e quindi passeremo dall'una all'altra omografia perchè l'omo- 
grafia in Sn e quella in Srn sono determiriate dalle coppie (a, a,), (Po P r , ) . . ,  

relative a tutti gli spazii a ;  e dagli invarianti assoluti che sono gli 
stessi. 

(32) Nella corrispondenxu fra i due spaxii ed Srn che serve a pas- 
sare dall'una all'abtru ornografia il punto U di  SIn corrispondente del pudo 
U di Sn, è scelto arbitrariamente i n  SI,, e i l  gruppo deyli spazii a d i  8' 

(*) Quando parlo degli spazii a intendo gli spazii analoghi ad indicati ne1 teo- 
rema (26); e non intendo quiridi di comprendervi gli spazii E,-~ .. . a, uniti di a,-,. 
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in Sn corrisrondenti degli spaxii a d i  S' ?iz Sfi è scelto in ufia totalità 

h', (h', - 1) + . * + h'$ (h',~ - 1) , 
volte in jn i ta ;  e cos1 i l  gruppo degli spaxii a di S" in Sn corrispolzdenti 
degli s p ~ i i  a d i  S" in Sn è scelto avbitrariamente i n  utau totalità 

h", (h", - 1) + . . + lb'p,, (h'p.1- 1)  (*) ecc., 

1 V o ~  solo; tua fissati nello spaxio S' ,  i l  punto U e gli spaxii o: corrispon- 
denti del punto U e deglz' spaxii a omologhi in &,, la corrispondenza che 
serve a passare dall'una all'altra omogruja è determinatu (**). 

(*) Se  h', - 1 = h', - 1 = . . . = hi t  - 1 allora gli spazii fondamentali in 5" sono p' punti 
coincidenti, cas0 gih considerato. Allora abbiamo un unico spazio a che è S' stesso. 

(**) Osservazione 1. - Date due omografie appartenenti alla stessa sottoclasse esiste, 
dunque, una varieth n -t- 2 h(h - 1)  volte infinita di corrispondenze proiettive (dove h - 1 
sono le  dimensioni degli spazii fondamentali distinti O a gruppi sovrapposti) colle quali si 
passa da  un'omografia all'altra. Siano D* = 8 crciyk le  relazioni che rappresentano queste 

k 

corrispondenze proiettive. Siccome fissata una corrispondenza le c sono determinate meno 
una, che è arbitraria; le corrispondenze essendo n i- 2 h ( h  - 1) volte infinite si conclude 
che f ra  le c ve ne devono essere n + 1 + L h ( h  - 1) arbitrarie. Vedremo ne1 § 11 che le  
altre sono determinate e sono combinazioni !ineari delle prime. Essendo C h  = n -!- 1, sarh 
n + l + ~ h ( h - 1 ) = Z h s .  

Osservazione II. - Il minimo valore di n -+ 2 h ( h  - 1)  è n;  quando gli spazii fon- 
danientali sono tu t t i  punti;  il massimo valore é n2 qqundo le  due omografie sono omologie 
cioè quando vi sono due soli spazii fondamerkali, un piano ed un punto. Osserviamo che in 
questo caso, se nelle corrispondenze proiettive colle quali si  passa dalla 1." omologia alla 2.a, 
n coppie di punti corrjspondenti fossero arbitrarie, quelle corrispondenze costituirebbero ap- 
punto una totalitA n 2  volte infinita. E ci6 accade infatti cioè: 

Nella corrispondenza che serce a passure da un'omologia ad un'altra apparte- 
nente alla stessa sottoclasse, n coppie d i  punti corrispondenti sono arbitrarie, le altre 
due sono in comeguenza determinate. 

Ed infatti, siano ( A ,  A',). . . ( A ,  A',) n coppie arbitrarie di punti corrispondenti della 
1." omologia in Sn, ed A,+, il centro; e analogamente ( A ,  A' , ) .  .. (A ,  A'*) n coppie arbi- 
trarie di punti corrispondenti della 2.a omologia in Se,, ed A,+, il centro. Fissiamo in Sn 
ed S i  un punto U in  modo, che passando dai punti A ,  ... A,, A,,+, , U di S ,  ai punti 
A , . . .  A ,  A+1 U di Sn si passi da1 piano (A', ... A',) di Sn al piano (A', ... A',) di  S',. 
Questo si pub sernpre fare. F e r  esemyio in S, ed S',, si pub fissare il  punto U, con quelle 
costruzioni armoniche colle quali si determina il punto unith dati i vertici della piramide 
fondamentale e il piano unitario, prendendo in luogo dei vertici di riferimento i piinti 
A , ,  . . A,  e in luogo del piano unitario il piano (A', . . . A',,). Allora colla corrispondenza 
( A ,  A , )  ... ( A ,  A,) (A,+, A,+,) (UU) ptisseremo da1 piano (A', . .. A',) al piano (A' ,... A',) e 
quindi dai punti A', ... A', rispettivamente a i  punti A', ... A n  e da1 piano d'omologia della 
1." a l  piano d'omologia della 2.a 

Perche il piano d'omologia nell'una e nell'altra omologia passa per l'intersezione dei 
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Perchè bisogna allora passare necessariamente da1 punto al punto p', 
e quindi da p0 a p, da A', a ecc. cioè da1 punto U e dai punti a,, JO, .  .. 
po relativi a tutti gli spazii a di 8, ai punti a,, fio,. .. po di SIn; e questa é 
appunto la corrispondenza [2]. 

Prendendo in Sn per vertici di riferimento 1.. . ri + 1, rispettivamente i 
punti cc, degli spazii a contenuti in S r  (dagli spazii a di maggiori dimensioni a 
quelli di minori dimensioni) poi i punti Po ne110 stesso ordine poi i punti y, ecc. 
poi i punti a, degli spazii a contenuti in S" ecc. le relazioni omografiche 

prendono una forma semplicissima. Interpretando i punti Bo 7, ... come ap- 
partenenti alla figura y e i punti Br, y',,... come appartenenti alla figura x; 
il corrispondente del vertice 1 è il vertlce 1, quindi le a,, .. . eono tutte 
nulle t r ame  a, , ;  il corrispondente del vertice 2 è il punto 2 stesso, quindi 
le a,,. .. sono tutte nulle tranne a,,; ecc. fino a l  vertice h',; perchè i 
punti a, sono hl,. Il corrispondente del vertice h', + 1 cioè il corrispondente 
di Bo è il punto fi', che trovasi sulla retta a, Po, cioè sulla retta (1, h', + 1); 
quindi le ah',+,, ,. . . ah;+,, ,+, sono tutte nulle tranne ah;+,, , e ahfi+,, u1+, ecc.; 
avendo poi presente che il' determinante D(r)  = O corrispondentemente al10 
spazio multiplo (hf i  - 1 ,... h',' - 1) deve avere h', $ hrs + . . + h k  - 1 radici 
eguali ad r', si conclude che a,, = a,? = ecc., fino al h', + h', + + h'+fsima= r'. 

(33) Cod cancellando i termini che sono nulli e ponendo a,, - a?2 = 
. = r' [corrispondentenzente al10 spaxio rnultiplo (Ar ,  - 1 , .  , . hrpr - 1)  con- 

tenuto in S r ]  si velzgono a trovare lungo la diagonale p' gruppi 

composti i l  prirno gruppo di  hri termirv.i, i l  secondo di  h', termini,.. 2'uZtimo 

piani ( A ,  ... A,), (.4', .. . A',) e tagl ia  l a  re t t a  A ,  A', in un punto clie forma coi t r e  A,,+, 
A ,  A', un rapporto anarmonico (invariante assoluto) che é Io stesso nelle due omologie. Se 
I'omologia è speciale ci06 se il  rapporto anarmonico é uguale ad uno, allora il piano d'o- 
mologia passa per A,+,. Con quella corrispondenza si passa adunque da un'omologia all'altra, 
e il  teorema é dimostrato. Corne si vede in alcuni casi particolari in  luogo degli spazii a 
si poseono scegliere arbitrariamente delle coppie di punti corrispondenti; e questa scelta 
é sempre subordinata alla condizione che le  corrispondenze costituiscano una totalita 
n + X h (h - 1) volte infinita. 
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d i  h'p termhi, e fuori della diagonale altri termini cke si ottengono facendo 
scorrere da1 basso all'alfo il secondo gruppo di Jz', posti, i l  terxo gruppo d i  h', 
posti, I'ultimo gruppo di h',.-, posti ed applicando dei coeficienti h arbitrarii 
diversi da xero; e cos% in  seguito [corrisponde~ztemente al10 spaxio rnultiplo 
(h", - 1 ,. . . h'P01- 1 )  contenuto in Sr ] avremo lungo la diagonale p" gruppi; 
il primo gruppo d i  h", termini ecc., I'ultimo di hop" termini portanti tutti il 
coeficiente ru, e i termini fuori della diagonale si otterranno facendo scorrere 
daZ basso all'alto il secondo gruppo d i  h", posti ecc., l'ultimo di h f ' p ,  posti 
ed applicando dei coeflcienti i\ arbitrarii (*) diversi da xero ecc. 

Con questa regola di facile applicazione possiamo scrivere nella loro forma 
più semplice le relazioni omografiche di un'omografia qualunque, il che deve 
riuscire molto utile nello studio delle omografie particolari (**). 

Forme ridotte delle omografie. 

Nella retta. 

Classe unica [O01 == a y, 

Ne1 piano. 

1 .a classe [O 001 

(*) 1 coefficienti A dipendono dalla scelta del punto unith corne si dimostra facilmente. 
(**) Le formole che cosi si ottengono le credevo nuove; poi ho sapilto che il JORDAN 

(Sur la rt!solution des épat ions  difldrentielles l indai~es.  Tomo LXXIIl des Comptes 
rendus) in sostanza le ha trovate analiticamente traltando un argomento tutt'affatto diverso; 
esso non dB perb la repola (33) che serve per ottenerle. 
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2." classe [l O ]  x , = a y ,  

Xo = u y ,  

X3 = b y 3  

[(l 011 X i  = u y i  + 11 y3 
Xz = a  y 2  

x3 = a y3 

Nello spazio. 

1 .a classe [O O O O ]  xi = a  yi 

X2 -- 
X3 = C Y 3  

X* = ~ Y A  

[(O0)00] x i = a y i + h l y l  

Xz - aY2 

X3 = by3 

X 4  = C Y 4  

[(OO)(OO)] xi=ayi+Aiy* 

x* = "Ys 

X3 = lJ y 3  + 1 2  y1 

X4 = 6 ~ 4  

[(OO0)0] x i = a y i + L 2 j 2  

X2 = " y2 + y3 

x3 = a Y3 
X4 = ~ Y A  
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X i  = ayl  + Aiy, 
x2 = Q Y e  + 12~3 
x3 = ay3 + A3y4 
2, = a94 
x i = a y i  

x2 = a yz 
X 3  = b y3 

x, = CY4 
xi = a yi + A, y, 
x2= a y ,  
x3 = aY3 
x4 = by4 

xi = a y i  
xZ = a y, 

x3 = y3 + li y4 
x, = by4 

x t = a y i +  Aiy3 

X* = aY, 

X 3  = a y3 + A, y, 
X4 = " Y4 
xi = a y i  

x2-. a y 2  

X 3  = bys 

x4 = by4 

x i=ay i  +Aiy3 
xz .= aY2 + by4 

$3 = @Y3 

2, = a 94 
Anaali di Matematica, tom0 XVII. 30 
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4." classe [2 01 

K2 011 

sono quantità arbitrarie e orne è noto diverse da  zero. 

Ora dedurremo da1 teorema (32) quel10 di WEIERSTRASS sulle forme bili- 
neari. Due omografie non degeneri fra due spazii 8, ed Srn 

determinano un'omografia ( A )  di S:, in sè stesso, assumendo per punti corri- 
spondenti in Sn due punti che corrispondono alIo stesso punto di S',. Que- 
st'ornografia è rappresentata dalle relazioni: 

S a i k x i =  y "  F b . k ~ i  ( k =  l . . .  n +  1). 

Analogamente due altre omografie fra i due spazii Sn ed S', 

determinano un'omografia (A') di Sn in sè stesso data dalle relazioni: 

S i  vede subito che se i due determinanti 

1 a i k  - 'ï bikI 1 a f i k  - r b'ikl 
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hanno gli stessi divisori elementari le due omografie (A)  ed (A') appartengono 
alla stessa sottoclasse (*). 

Il teorema di WEIERSTRASEI è questo: 
Se con unsi. trasformazione delle x nelle X e con una trasformazione 

delle 5 '  nelle 5' con moduli diversi da zero si passa dalle funzioni bilineari 

rispettivamente alle funzioni bilineari 

i due determinanti 

hanno gli stessi divisori elementari; e viceversa. 
Il teorema diretto è subito dimostrato; la dimostrazione del teorema in- 

verso fu data da WEIERSTRASS ricorrendo a sviluppi in serie; qui dedurremo 
questo teorema inverso, completandolo, da1 teorema (32). 

(*) Le relazioni che legano gli esponenti dei divisori elementari e le dimeiisioni dcgli 
spazii fondamentali si trovano facilmente col teorema (15). 

Alla radice r' del determinante D ( r )  = O di un'omografia quaiunque corrisponda un0 
spazio fondamentale multiplo (hl - 1, .  . . hp - 1). L'omografia si puo considerare come il 
limite di un'omografia generale nella quale iri luogo del10 spazio multiplo (hl - 1,. . . hp - 1) 
si hanno p spazii fondamentali semplici rispettivamente ad hl - 1,. . . h, - 1 dimensioni, 
corrispondenti a certe radici a,. . . a,. Sarh a, radice ?rlesimo del determinante che tien luogo 
nell'omografia generale di D(r) ,  sarà radice hl  - lenim"" dei minori di ordine n,  hl - 2""'qei 
minori di ordine .n - 1 ecc.; e cosi a,  sarà radice h,"ima ecc. Qiiando l'omografia generale 
tende alla data,  le radici a , .  .. a, tendon0 ad Y ' ;  per cui nell'omografia data, r' Sarh 
radice hl + . . . + hpe"n"a di D(r )  = O, h,  - 1 -t . . + hp - lWima dei minori di ordine n ,  
h, - 2 + . . -I- h, - Pima dei minori di ordine n - 1 ecc. 

Pacendo le differeiize successive per trovare gli esponenti e dei divisori elementari, 
otteniamo p gruppi di numeri e: 

I l  1.' gruppo è composto di h i  numeri = p ,  il 2.O di hp-l - hp numeri = p  - 1, il 3.' di 
A,-, - hp-, numeri = p - 2 . .  . , l'ultimo di hl - h, numeri = 1 ;  come é indicato, Dato 
dunque i numeri h possiamo trovare i niimeri e ;  e viceversa dati i numeri e,  hl é il nu- 
mero di tutti i numeri e, h2 B il numero di tutti i numeri e meno quelli dell'ultimo 
gruppo, ecc. hp é il numero di tutti i numeri e del 1.' gruppo. 

È stato implicitamente dimostsato che gli esponenti dei divisori elementari non sono 
crescenti. 
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Passiamo con una trasformazione di Sn in sè stesso 

dall'omografia (A)  all'omografia (A');  allora con quella trasformazione le [l] 
diventeranno : 

aUik Xi Srk  = 0 y bitik Xi 5'k = 0. 
ik $ i31 

Le  [2] e le [3] rappresentano in Sn la stessa omografia (A'). Assumendo 
per punti corrispondenti in Srn due punti che corrispondono l'uno per le [2] 
l'altro per le [3] alla stessa coppia di pimti corrispondenti dell'omografia (A')  
avremo in S', un'omografia non degenere rappresentata da certe relazioni; 

dove le Ba sono determinate a meno di un fattore di proporzionalità. Con 
queste trasformazioni passeremo dalle [3] alle 

Ora assunto un punto di S r n ,  

V Xi Ztk = 0 e V a"'ik Xi Crk = O ,  
5 % 

dànno 10 stesso punto corrispondente di Sn; 

potranno differire quindi al più per un fattore p. Analogamente 

potranno differire al più per uii fattore che sarà 10 stesso p ;  dovendo i due 
determinanti 

1 alik - r brik 1 e 1 atrf;k - r h"'ik (, 
avere gli stessi divisori elementari. Determiniarno il fattore di proporzionalità 
contenuto nelie P i k  in modo cbe 

2 Xi Erk e 2 btik Xi Srk, 

siano rispettivamente identiche a 

2 at"ik Xi Erk e 2 Vrik Xi 
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Cosi colle trasformazioni (a) e (p) passeremo delle [1] alle 121; ma fra le aik 

ve ne sono n + 1 +- L;h(h - 1) (*) arbitrarie, dunque: 
(34) Norl solo colle sostituxioni (a.) ( P )  passiamo dalle funxioni bilineari 

y a .k x; E r k  2 bik zi Etk alle- funxioni bilineari 2 afik Xi Elk 2 bfik Xi Sfk quand0 Y 

i due determinanti ( a ik  - r bikl e Iafik - rb'ik 1 hanfio gli stessi divisori ele- 
me.lttari, ma nell'una o nell'altru di peste sostituxioni sono completamente 
arbitrarii n + 1 + 2 h(h - 1) = 2 h2 coeflcienti, gli altri sono in conseguelzxa 
determinati. 

E questo è il completamento del teorema di WEIERSTRASS. 

Abbiamo visto che date due omografie, appartenenti alla stessa sottoclasse, 
possiamo passare geometricamente dall'una dl'altra; ora vediamo come si pos- 
sono determinare i coefficienti di questa omografia. Siano 

X i  = Z a k i y i  
k [il 

xfi = 2 bki yrk (i E: 1 n + 1)) 
k 

le omografie date appartenenti alla stessa sottoclasse; e 

l'omografia per cui si passa dall'una all'altra. Sostituendo la [1] diventerà: 

Moltiplichiamo per % (dove Cqi è il complemento algebrioo del determinante 

C= IckiJ) e addizioniamo rispetto ad i 

ovvero : 

(*) Le h - 1 sono le dimensioni degli spazii f6ndameiitali distinti O a gruppi sovrapposti 
dell'omografia ( A )  od (A'). Veggasi l'osservazione 1." della nota a pag. 149. 
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poichè le [3] trasformano le Cl] nelle [2] sarà: 

Moltiplicando per Cqr ed addizionando rispetto a q :  

e mettendo.la sommatoria rispetto a g anche ne1 2.' membro: 

Dando a p e ad r. tutti i valori possibili otte~iiarno (f i  f 1)" equazioni fra 
le c. Cioè: 

Se le ornografie [l] e [2] sipartengono alla stessa sottoclasse i coefficienti 
delle sostituzioni per le quali si passa dalla prima alla seconda soddisfano alle 
(n -+ 1)' equazioni [4]. Viceversa; se 

soddisfano alle [4] e il loro determinante' è diverso da zero, colle sostitu- 
zioni [3] si passa dall'omografia [l] alla omogratia [2]. lnfatti per mezzo 
delle [3] le [l] diventano 

V V Cqi x r q =  2 ) y r p u t a k i ~ p k - s  
2 k i .  C 

ovvero: 

v Cgi vC ah i ,  x ; = z y l i > r  C y p 
P 1' 

e per le 141: 
Cqi 

' xrq= 29; 2, Z b p k c k i l  
4' k 

da cui: 
Cqi 

= 2 9; Z b p k  Z c k i ~  9 

P 1 
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e finalmente 

$'il = Z4W Y\, 
P 

c. d. d. 
Esistendo (32) una varietà n + 1 + y h ( h  - 1)  volte infinita di sostitu- 

zioni [3] per le quali si passa dall'omografia [l] alla [2]; fra le [4] vi de- 
vono essere la -+ 1 + 2 h (h  - l) equazioni che sono conseguenza delle altre; 
dei coefficienti c ,  la $- 1 + 2 h  (TL - 1) sono arbitrarii, gli altri sono combina- 
zioni lineari dei primi. 

(35) Se due onzograJie appartengono alla stessa sottoclasse, nelle sosti- 
tuxioni per le quali s i  passa dull'una all'altra v i  sono n + 1 $ 2  h  (h - 1) 
coefiienti arbitrarii; gli altri sono combinaxioni lineari dei p r k i .  

Le equazioni [4] dànno anche quest'altro teorenria: 
(36) Se dzce determinanti Ibpnl ed la,,J hanlzo la stessa caratteristica 

esiste u n  determinante Icq,l [ne1 p a l e  f i  + 1 + 2 h(h - 1)  eiementi sono ar- 
bitrarii e gli altri ecc.] tule che moltiplkando 1 b,, 1 per Ic& 1 colonne per righe, 
e Icq,J per [aq,( colonne per riglze si ottetzgono due determinuntti identici ele- 
mento per elemento. E viceversa. 
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Sul sistema di due coniche. 

(Del doit. FRANCESCO GERBALDI, Ronaa.) 

-- - 

1. Formole fondamentali. 

S iano  due forme ternarie qusdratiche in notazione simbolica 

, arme = . . . = (a, 2, $ a ,  x, 4 a, 34) = 2 aik xi xk 
b "bb',P= ... = x (bizi $b,xo f b 3 ~ 3 y  = Z b i k x i x k .  

Se ne considerino le seguenti forme invariantive fondamentali 
uo,e = u,,S = . . . = (a  nrzc)9 

uTP , = . . . = (ab  u)t 

up? = ~ ~ ' 2  = - . . = ( b  b'u)z 

fxe = f f Z 2  = . . . = (a 0 $IO 

e si ricordino inoltre le relazioni: 

4 - 
= - A l a x e = a s "  

3 (1) 

4 
(a a'a")' = - Ai' = A7 

3 (3) 
4 - 

( a c r ' @ ) ~ - A i @ ~ = f ~ 2 = 0 1  3 (5)  

Si introduca ora l'operazione 

A, = (a  a' a")2 = ab2 

Oi = (a.alb)$ = ba2 = aT2 

O2 = (ab  b')2 = aP2 = br2 

A,  = (b b' b")' = bP9, 

a $ = 2 - b i k ,  a Qik 

per la quale si ha: 

8 axg = bSg 8 b x L  0 

duPo= 2uTe $uT2 = U  P $u$ = O 

d'Al = 3 0 i  =202  dez = A2 d A 2  = O ?  
Anncdi d i  Matematica, tom0 XVII. 21 
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e la si applichi successivamente ai due membri della (l), si deduce: 
1 

( a rx ) .  = Qiux2  + , 1, bn2 (7) 

Si applichi ancora l'operazione d' successivamente ai due membri della (3), 
e fii avrà: 

4 
( u a ' ~ y  = 5 Ai Qi (10) 

1 
(a r 7')" - ( A ,  Q, + 3 Oi2) (a r r')" tEe = (a  a' t)' (1 1) 3 

4 ( B  P' r)2 = - A2 O z .  
3 

Dalla- (8) ponendo xi = ri si ha: 

e da questa combinata colla (12) si ricava: 

1 ( U B ~ ) ~  = s ( A , A , + 3 @ , 0 $  (aor)' =f,'=(abf)' (1 5 )  

1 r I I  ( r r ' ~ " ) ~ = , ( 9 @ ~ 0 , - A , A , )  ( r r r ) = t T 2 = ( a h t ) ' .  (16) 

Le formole che corrispondono per dualità alle (7) (8) (9) sono: 

1 - (afu)' = &u2 +-  A,ua2 
3 
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e da queste, in virtù delle relazioni (l),  (2), . . . , (6), si deduce: 

Nella (18) si ponga successivamente 

U i  = ai, h i ,  t i ,  f i ,  

e si tengano presenti le formole (5),  (6), ( I l ) ,  (13), j15), (16), si avrh: 

II. Fascio e schiera di coniche. 

Le equazioni as2= 0 ,  Osz= O rappresentano due coniche Ci e C, in coor- 
dinate di punti, e le equazioni ua2 = 0 ,  up2 = O rappresentano le stesse in 
coordinate di rette. L'equazione uT2 = O rappresenta una conica le c,ui tangenti 
tagliano armonicamente Ci e C,: e l'equazione fS2.= O rappresenta una conica 
i cui punti proiettano armonican~ente CI e C,. 

Le coniche C, e C, determinano un fascio ed una schiera di coniche. Le  
equazioni : 

ax2+ebxz  = O  (24) 

rappresentano una conica qualunque del fascio, la  prima in coordinate di punti, 
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la seconda in coordinate di rette. Cosi pure le equazioni: 

u , ~  + qup2 = O 
- 

(25) 

a5 $ 2v f2  $ v2bm2 = 0 ,  (23') 
rappresentano una conica qualunque della schiera; la prima in coordinate di 
rette, la seconda in coordinate di punti. 

Ne1 fascio vi sono tre coniche degenerate in coppie di rette; i valori cor- 
rispondenti del parametro 8 sono le radici dell'equazione 

A, + 30,s + 30,e2 + = O ,  (26) 

e li denoteremo con O', O", 8"'; per questi valori di e la (24') rappresenta i 
vertici del triangolo autoconiugato comune a Ci e C, contati ciascuno due volte. 

Nella schiera vi sono tre coniche degenerate in coppie di punti; i valori 
corrispondenti del parametro 0 sono le radici dell'equazione 

- 
A,  4- 3&3 -j- 3&$ +&3 = 0, 

e li denotererno con q', a", rl"r; per questi valori di v la (25') rappresenta i 
lati del triangolo autoconiugato comune a C, e C2,  contati ciascuno due volte. 

In virtù delle formole (3 ) ,  (4), (5), (6) si 

In cib chc segue, quando le coniche C, e 
e quindi A,  ed A, diversi da zero, porremo 
simmetria 

4 
Xi=-A2amz X 2 = 2 f S 2  3 

U, = Uz = 2u,2 

hanno le relazioni 

Al 
' ' I  - - . V - A0 O"' 

Ce si suppongono non degeneri 
per ragioni di semplicità e di 

Allora le equazioni dei lati del triangolo autoconiugato (contati ciascuno due 
volte) si scrivono: 

PX, $ BXz + X3 - O [Q = O., b", (28) 
e le equazioni dei vertici (contati ciascuno due volte) si scrivono: 

UI $ 0 U, + o2 U3 = O [O = 8') O", el"]. (29) 

Il discriminante dell'equazione di 3.' grado (26) è 

R = Aig A,' - 30,' 02 - 6 AI A, Oi 0 2  + 4 A ,  @i3 + 4 Ai Ch3, (30) 

e quando esso si annulla l~ due coniche Ci e C, si toccano. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Gerbntdi :  Sut sistema di due caniche. 165 
- 

III. Le coniche invariantive. 

Siccome il sistema di  due forme ternarie quadratiche ha  soltanto tre co- 
varianti di second'ordine, cosi tutte le coniche che hanno relazioni invariantive 
colle coniche date C, e C, formano una rete, di cui l'equazione B 

la," 2mff , e+  nbm8 = 0. (31) 

Siccome poi il sistema di tre forme ternarie quadratiche ha soltanto tre 
contravarjanti di 2.a classe, cos1 tutte le coniche che hanno relazioni inva- 
riantive colle Ci e Ce formano un tessuto, di cui l'equazione è 

Le coniche invariantive di Ci e C2 formano adunque una serie che è ad 
ün tempo rete e tessuto; cioè ve ne è semprc una ed una sola che passa per 
due punti dati, e cosi pure ve ne è sempre una ed una sola che tocca due 
rette date; le conic.he d'un siffatto sistema hanno tutte, corne è noto, uno stesso 
triangolo autoconiugato. 

Una conica di equazione tangenziale (32), che chiameremo conica (A, p, v), 
ha per equazione locale 

Az(aa'z)e 3. 4 p a ( r r ' ~ ) 2  $ ~ ~ ( p p ' x ) ~  

+ 4 p v ( @ r ~ ) z +  2 À ~ ( a B a ) ~  + 4 A p ( a r ~ ) 2  = 0 ,  
r 

t3 questa, in virtù delle formole (l), (2), (7), (8), (9), si riduce precisarnente alla 
forma (31), avendosi : 

Analogamente una conica di equaziorie h a l e  (31), che chiameremo conicn 
(Z, m, a) ,  ha per equazione tangenziale 

2' (a a' u)e + 4 m2 (f f ' 21)" +: (b b'u)e 

+ 4 m n ( b f ~ ) ~  $2lfi(abu)" + 4Zm(afu)2= O,  

e questa, in virtù delle formole (17), (18)) (19) si riduce precisarnente alla 
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forma (32), avendosi 

In cib che segue, fino a tanto che le coniche C, e C2 si suppongono non 
degeneri, scriveremo le equazioni locale e tangenziale d'una conica invariantiva 
sotto la forma: 

l i x i $  ~zx2+!3x3=o (3 1') 

AiUi + hUz $- LUS= 0, (32') 

e allora le relazioni precedenti tra i purumetri locali 1, 1, l3 ed i parametri 
tangenxiali A, 1, 1, acquistano maggior simmetria e diventano: 

Dalle (33') si passa alle (34') e viceversa dalle (34') si ritorna alle (33') cogli 
scstmbi di 1, con A,, di I ,  con A,, e di l3 con A, .  

11 discriminante di  una conica di equazione (32) è: 

donde, tenendo presenti le formole (3), (41, (51, (6) ,  (10) ... ( 1 6 )  si ha che il 
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I n  modo analogo si potrebbe ottenere il discriminante della conica (1, 2, z3) ;  
ma esso si deduce immediatarnente dalla formola precedente scarnbiando ?.,, 
12, A3 rispettivamente con I , ,  l,, Z , ;  ed è: 

AZgli3 + ( 9 @ , @ , - A i A 2 ) ~ 2 V  AA,PE33 + 3(AiA2 + 3@1@2)1i1223 

$6A,0,Z,PZ2 + 6A10iZ,1,2+ 3Az0:Z1213f 3Ai0,Zils2 (36) 
+ 2(A201 + 3O,e)lilz2 + 3(AiO2 + 3012)lp213. 

Tnfine, se della conica si conoscono ad un tempo i parametri locali ed i 
tangenziali, il suo discriminante è: 

ua2ZA+ 4fT2mI*+OaPn.u+ ap"v + ba2nA 

+ 2argtIL + 2fa2m.A + 2b,2rtI* + 2fp%m, 
ossia : 

A,A2(1,], + 1313) + 2A,@,(Ji).2 + 1213) + 2A1@2(LAi + 1312) j 
+ (3@,@,$, AiA2)12A2+ A,O,Z,A, + A,O,IiA,. 

j (37) 

A due terne proporzionali A, : ?,, : A, : : A', : A', : A', di parametri tangenziali 
corrisponde evidentemente una stessa conica. L a  proposizione inversa non B 
evidente, ed infatti vi è un caso in cui essa non è vera, e questo cas0 avviene 
quando le due coniche Ci e 'C, hanno doppio contatto. 

Se la conica ( A ,  1, 1,) coincide colla conica (A ' ,  A', At3), denotando con k 
un incognito fattore, deve essere identicamente Fer tutti i valori di u,, u,, u, 

( A ,  - k: A',) ua4 + 2 (A2 - IC A ' J u , ~  + ( A ~  - k: A ~ ~ ) u ~ ~  = O ,  (4 
donde, ponendo successivamente uà = ai, hi, fi e tenendo presenti le formole 
(5) e (lj), si deduce: 

* 

A,  (A, - k A',) + 2 0 ,  (A2 - k A',) + 0, (1, - k A',) = O 

@,(A ,  - k i r , )  + 20,(Ap - kn',) + A2(A3 - kA1,) = O 

2A,@,(X, - ki f , )  + (3@,@,  + AiA2)(A2 - kh',) + 2A20,(h3 - hl',) = 0. 

Il determinante di queste tre equazioni omogenee di 1." grado rispetto ai bi- 
nomii Ai - kA'i è - R. Dunque se II non è zero, cioè se le coniche C, e C2 
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non si toccano, le coniche (A, 1, A,) e (A', A', A',) coincideranno soltanto qiiando 
si abbia: - 

1, - EAt1 = O 1, - kh', = O  A,- kh', = 0, 

quando cioè le due terne di parametri sono proporzionali. 
Se  poi si h a  R = O, la terza delle precedenti equazioni è conseguenza 

delle prime due, le quali, denotando con h un fattore incognito, dànno: 

A, - k A'i = 2 h(OS2 - A, O,), A2 - kl ln  == h(Ai  A2 - OiOs), 

A3 - kA13 = 2 h(Oi' - A l  0,)) 

e mercè qucste la identità (a) diventa: 

h [(O: - A,O,)U,' + (A, A, - 0,0,)~,2 + (Ol2 - A , @ , ) U ~ ~ ]  = 0; 

dunque: o è h nullo, e allora dalle (38) segue nuovamente la proporzionalità 
fra le due terne di parametri; oppure dere annullarsi identicamente la forma: 

uo2 = (O2' - A' O i ) ~ a '  + (Ai A, - 01 Oe)uTZ $ (012 - Ai 0 2 ) ~ ~ "  ((39) 

In quest'ultimo cas0 le coniche C, e C, (come è noto) hanno doppio contatto, 
ed in questo solo caso possono due coniche (A, 1, 1,) e (A', A', 1',) coincidere, 
senza che si abbia A, : A, : A, : : A', : A', : Ar3; bastando allora per la coincidenza le 
relazioni (38), qualunque siano i valori delle costanti h e k ,  con k diverso da O. 

Analogamente si dimostra che due coniche (Z, 1, 1,) ed (E ' ,  If2 E',) coinci- 
dono allora soltanto, quando si abbia 1, : 1, : 1, : : l ' ,  : 2', : E',; eccettuato il caso, 
in cui si ha per identità: 

ne1 qua1 caso si annulla identicamente la forma: 

e le coniche C, e C, hanno doppio contatto. 

IV. Alcune notevoli coniche invariantive. 

L'annullarsi dell'invariante 0, significa (come é noto) che esistono infiniti 
triangoli iscritti in Ci ed autoconiugati rispetto a Co, ed infiniti triangoli cir- 
coscritti a C', ed autoconiugati rispetto a Ci; in questo caso diremo per bre- 
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ujtà che la conica Ci è armonicamente iscritta rispetto a C,, ovvero che la 
conica Cs è arrmonicamente circoscritta rispetto a Ci. Analogo significato ha 
l'annullarsi dell'invariante @,, basta scambiare le veci delle due coniche C, e 
C2. Quando son nulli tutti e due gli invarianti 0 ,  e O, è scambievole l'ufficio 
dell'una conica rispetto all'altra, e noi diremo involutorie due coniche siffatte. 

LE DUE CONICHE INVOLUTORIE DI UN FASCIO O D'UNA SCHIERA (*). - In un fascio 
di coniche ve ne sono sempre due involutorie. Infatti si considerino ne1 fascio 
determinato da Ci e C2 due coniche di parametri 8 = r 8 = s ;  i loro inva- 
rianti simultanei sono : 

Se le due coniche sono involutorie, essi si annullano, e se ne deducono le 
eqiiazioni: 

(r - S) [A,  + (r + s)@, + rs  O,] = O 
( Y - s ) [ @  + ( r + ~ ) @ ~ + r s A , ] = O .  

Escludendo quindi le soluzioni che corrispondono ad r = s, per cui si otter- 
rebbero le coniche degeneri del fascio, si ha che i parametri r s delle due 
coniche involutorie del fascio sono le radici dell'equazione di 2.' grado 

la quale è 1'Hessiana dell'equazione di 3." grado (26) da cui dipendono le 
coniche degeneri del fascio, ed ha R per discriminante. Se R>O, la (41) ha 
radici reali, e quindi le coniche involutorie del fascio sono reali, perché ne1 
caso di R>O tutte le coniche del fascio, che corrispondono a valori reali del 
parametro, sono reali. Se R<O, le coniche involutorie sono imaginarie, perche 
le radici della (41) sono imaginarie. Se R = O ,  le coniche C, e C, si toccano; 
in questo cas0 la (41) ha una radice doppia, e questa è radice doppia della 
(26); quindi le due coniche involutorie coincidono in unta conica degenere co- 
stituita dalla retta tangente a C, e Ce ne1 loro punto di contatto e dalla corda 
per gli altri due punti comuni. 

(") Cf,.. BATTAGLIKI, Sulle forme fernarie quadratiche. Giornale di Matematiclic, 
vol. VIII, pcig. 134. 

Annali di Matematicn, tom0 XVII. 22 
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r l r '  

~na la~a rnen tè ,  h e h  sohierà 'detêrminata da 6, e C, vi 'sono 'dbe coniLhe 
involutorie, i prametri  delle qoali sino gli inversi delle radici della (41) mol- 

Ai tiplicati per - 
A a 

'LA CONICA- COMBIBANTE DEL r a u u I O  O DELLA SCHIERA (*j. - Osserviarno ches 
quando si .scambia bS2 con ax2 + r bx2 bisogna scambiare 

aa2 con ua2 + ru,, \ 

up2 con ua2 + 2 r  uTi + r2 ugi 1 
fxe con ( a u ' ~ ) ~ $ 2 r ( a r x ) ~ + r ~ ( a ~ x ) ~  

2 = ( : - 4 , + 2 v @ ,  u ~ + r ~ f > + - A , r b T  3 

O ,  con A, + r @ ,  l 
0, con A , + 2 r @ l + r 2 @ 2 .  

Qui~idi  se 
?ka" +y z u~' ,  

è un carnbinante del fascio, si deve avere identicamente per tut'tii valori di r  
e di u, u, u, 

le quali devono essere soddisfkte per valori fissi di y e z qualunque sia il 
valore di r ;  tali equazioni si possono scrivere: 

donde si ricava: 

e, dovendo questa essere verificaia per tutti i valori di r ,  si deduce: 

(*j Cfr. B~TTAGLINT,  1. c., pap. 143. - MERTESS, ueber einen Keyelschnilt, ncelcher- 
die Combinanteneigensclrnft in  Rerug auf ein hhegelschnittbüscheE hnt. Sitzungsberichte 
der Mat. Classe der K. Akademie. Wien, Bd. 01; S. 637-640. 
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Dunque, se vi B una conica combinante del fascio, questit non pub essere 
altro che ua2 = 0, essendo- uU2 la forma definita' d a l h  (39). 

Volendo l'equazione di questa conica in coordinate di punti, basta far 
capo alle relazioni (33), e sostituire in esse 

fatti i calc,oli si ha: 

dunque, se R O, l'equaxione locale della conica a," O è 

2 @ , ~ r , ~  - 3fs2 + 2@16m2 = O. (43) 

Tenendo presenti le formole (42) è facile verificare che auesta equazione 
non si altera quando si scambia bne con ase $ r bs2; dunque la conica uU2 = O 
B effettivarnente un combiytante del fuscio. 

In modo analogo si dimostra che per la schiera d i  coniche determinata 
da Ci e C, v i  è una sola conica combinante, ed è Qa2 = O ,  essendo QsO la 
forma definita dalla (40). L'equazione tangenziale di questa conica, è (se R50) 

La conica uU2 = O è armonicanzente circoscrittu a tutte le coniche del 
fascio; infatti si calcoli a," rb,"i ha: 

au2 = (Oze - A2@1)Ai + (AiA2 - ~ ~ @ g ) @ ,  f (O:- Ai@e)@e = O  
bu& ( @ e" - A , @ 3 @ ,  + ( A , A 2 - @ , @ , ) @ . + ( @ : - ~ ; @ ~ ~ , = 0 ,  

e quindi au2 + r bd2 = 0. 
Analogamente la conica ils% O è armonicanzente ..iscritta rz'spetto a tutte 

le coniclze della schiera. Di qui segue facilmente ~ h e  la conica !.ln8= O è la 
conica dei 14 punti rispetto al quadrilatero in cui sono-iscritte le coniche della 
schiera, se si tien presente che il triangolo diagonale di questo quadrilatero 
S il triangolo autoconiugato rispetto a. tutte le coniche invariantive, e che una 
coppia di vertici opposti de! quadrilatero costituisce una conica degenere della 
schiera. 

Le tangenti di uUe = O tagliuno armonicametzte le due coniche involutorie 
del fascio, ed i punti di ?cUZ = O proiettano armonicamente peste stesse. Tn- 
fatti, se hSP = as2 + r bs2 = O e k m  = an2 + s ba2 = O sono le coniché' involu- 
torie del fascio, la conica 'vviluppata dalle rette che le tagliano armonica- 
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mente 4 :  
(hku)e = Z C , ~  $ (r +s)uT2 +rsupe=O, 

e questa coincide con ed,2 = 0 ,  perchè r ed s sono radici della (41). Inoltre, 
se per due coniche gli invarianti @, e @, sono nulli, le loro coniche invarian- 
tive uC8 = 0 e fx8 = O, in virth delle formole (8)  e (18), coincidono in una sola. 

Analogamente i punti di na2 = O proiettan~ armonicamente le due co- 
niche involutorie della schiera, e le tangenti di n," O iagliano armonica- 
mente le medesime. 

Ciascuna delle due coniche involutorie del fascio B involutoria colla conica 
combirzante del fascio. Infatti, assumendo corne date le due coniche involutorie 
del fascio, si ha @, = O 0, = 0 ,  ed u," O si riduce a u,' = O ; inoltre per 
le (11) e (13) si ha teZ = 0 ,  tp2 = O. Quindi 2e due coniche involutorie e la 
conica combinante di un fascio formano una rzotevole terna d i  coniche (terna 
coniugatu), che kanno uno stesso tr.iangolo nutoconiugato, e sono due a due 
Znuolutorie. Lo stesso dicasi per le due coniche involutorie e per la conica 
combinante di una schiera, 

V. Coniche polari reciproche. 

Sia ï' la polare reciproca di Ci rispetto a C,; se la retta u (a, u, u,) è 
tangente a r, il polo di zc rispetto a C2 sta su Ci; ma quel polo ha per coor- 
dinate q Bi, dunque sarà a@ a@, up up = 0. 

Se .il punto x sta su r, la polare di x rispetto a C, è tangente a C,; 
m a  quella polare ha per coordinate O, bi, dunque si avrà: b, bra b, b', = 0. 

Pertanto la conica r avrà per equazioni locale e dangeneiale 
b,br,hxb',=O n~apupup~=O. 

Osserviamo, che si ha: 

fa2 = (a 0 2)" = (b b', a ~ ) 1  = (b ,  b', - bx br=)' = 2 ba2 bfD2 - 2 b, b'a bx b'rn 

donde le equazioni locale e tangenziale di r si possono scrivere: 

Analogamente la polare reciproca r' di Ce rispetto a Ci ha per equazioni: 
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Vogliamo ora trovare una conica, rispetto a cui le due coniche date sono 
polari reciproche l'una dell'altra (*). L'equazione della conica domandata ha 
la forma: 

l ' ~ ~ l I , X ~ + l g X ~ + l ~ X ~ = O ,  ec,"=liU,+AoUg+hsU3=0. 

Scrivasi l'equazione tangenziale della polare reciproca di'ua2== O rispetto 
ad = O; essa b :  

2 a % u ' - -  , . , , rg(t8ruy = 0.  

Si osservi che si ha: 
u ; = À , A l + 2 A , ~ ,  +X3@2 

per cui l'equazione precedente diventa: 

Restano ora a determinare l., i., l ,  in modo che questa equazione coin- 
cida con upe = 0; bisognerà percib risolvere le equazioni: 

1") Cfr. BATTAGLINT, Nota intorno a l l a  conica rispetto a l l a  quale due conichc dntc 
sono polari reciproche ira d i  loro. htti della R. Acc. dei Lincei, 1872; pag. 195202. 
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di qui si ricavano, con una facile eliminazione, due equazioni di 4.' grad0 
l'una in 1, e l'altra in 1,: 

Ponendo : 

queste equazioni diventano: 

Calcolandone la risolvente di LAGRANGE, si trova i e r  la prima 

A,  i + 3o,ez + ~~6~ = O, 
e per la seconda 

A z  + 30zC + 3@,C2 $ AirS=  0; 

le radici della prima risolvente sono 8', O", e"', e quelle della seconda sono 

e cos1 si hanno per ?., e per A, i valoïi seguenti: 
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In  queste formole bisogna scegliere il segno +, se A, A ,  é positivo, ed 
il segno -, se A,  A,  è negativn; perchè il prodotto dei tre radicali deve 
avere il segno contrario al coefficiente della prima potenza dell'incognita nelle 
equazioni di 4." grado (48). Inoltre i valori di A ,  devono essere accoppiat,i 
coi valori di A, in  modo che siano verifica,te le (47'), e precisamente I f ,  con 
if3, A", con A"', con A"'a, l", c o i  AIv,. Alla condizione dei segni si sod- - 
disfs. scrivendo \/- 2 Be 

Ai 
in luogo di + \l- 8; nelle formole che dànno l,, 

e scrivendo in luogo di i \I- 4; nelle formole che dànno 1,. 
A2 

Dunque vi sono 4 coniche rispetto a cui le coniche date sono polari recipro- 
che, e le loro equazioni tangenziali sono: 

Volendo ora l'equazione tangenziale complessiva delle 4 coniche in di- 
scorso, osserviamo che basta eliminare 1, >,, 1, fra le equazioni (47) e 

U1.h, $ U2& f U3& = 0. 

A questo ficopo si considerino A, A, 1, come coordinate di un punto; allora le 
equazioni (47) rappresentano due coniche, e l'equazione ultima scritta rappre- 
sents una retta. Eliminare >., h, A, fra queste tre equazioui significa trovare 
l'equazioiie complessiva dei quattri, punti comuni alle coniche (47); ora, come 
è noto, se use = O ed up2 = O sono le equazioni tangenziali di due coniche, 

-2 
l'equazione complessiva dei 4 punti comuni è use upe - uT2 = O. Ne1 nostro 
caso calcolando i contravarianti ua2, -up2, uTS si t r o ~ a  : 
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e questa é l'equazione cornplessiva tangenziale delle 4 coniche, rispetto a cia- 
scuna delle quali le due coniche date sono polari reciproche l'una dell'altra. 

Volendo le equazioni locali separate, e l'equazione locale complessiva di 
queste quattro coniche, si parte dal17equazione locale della polare reciproca 
di asP = O rispetto ad una conica invariantiva 

la quale equazione O si forma direttamente con un procedimento analogo a 
quel10 eon cui si B formata 1' equazione (46), o si deduce senz7 altro dalla (46) 
cogli scambi di 

4 4 u,"n -Aiuse, d i  q"n -A,b,) di uTP in f2, 
3 3 

- - - -  
di A , ,  @,, 0 2 ,  Ae rispettivamente in A,, @,, @ 2 1  P2, di h l ,  ii2, A3 rispettiva- 

4 4 
mente in Asl,, Z,, àA,ls .  

Bisogna poi determinare Il 1, t, in modo che la (51) coincida con b,e = 0, 
ed a questo scopo si hanno da risolvere le equazioni: 

Confrontando queste colle (47) si osserva subito, che dalle (47) si passa 
alle (52) collo scambio di A,, l e ,  1, rispettivamente in 1, ,  le ,  II. Dunque per 
le coniche rispetto a cui le coniche date sono polari reciproche tra i para- 
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metri locali ed i parametri tangenziali si ha la semplicissima relazione 
- . .  2,: 1 2 :  13:: L 3 :  1 . 2 :  (53) 

e quindi dalle (49) si deducono immediatamente le equazioni locali delle 4 
coniche in discorao 

ecc. 
L'equazione locale complessiva si ottiene eliminnndo 1, l2 l3 trn le (52) c 

2,xi + 12x2 + 13x3 = 0; 

ora, siccome le (52) possono anche imrnaginarsi dedotte dalle (47) sostituendo 
ordinatamente 1, 12 l3  a L i  l2 It3 e scambiando Ai con Az e ei con 0 2 ,  cos\ 
l'equazione cornplessiva domandata si deduce dalle (50) sostituendo ad U ,  I;TL U, 
rispettivamente X, X; Xr, e scambi~ndo incltre A, con AI e w,  con (-h, e 
perb è 

VI. Coniche bitaiqenti. Coniche coniugate. 

Se due coniche (A, i , e  l.,) e (A', j,'2 l.',) del sistema invariantivo coiiside- 
rato sono bitangenti, chiamando y il polo di contatto, esiste un vnlore di p  
pef cui si ha: 

(?., $- pl',) U,  $ (12 $ ? ~ ' o )  U2 $- (),, $ ph',) U3 = 2 1 ~ 2 ~  

donde si vede clle y é uno dei pnnti doppi del tessuto di coniclie determinato 
ih U,,  U?, U3, e perb dev'essere: 

ety" Ui f 6 g2 $ Q 2  0 = O' ,  61r7 0"'- > 

pcr consegucnza denotando con o un coefficiente incognito si deve a-vere: 

11 $ ph', = c l  h t $ p À ' p = ~ Q ,  h 3 + F ' h ' 3 = ~ 6 ? 7  

e quindi se le due cotziche Aamo doppio contaf to  si ha 

(as) 

23 
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Dunque data una conica del sistema vi sono tre serie di coniche bitangenti 
ad essa ed appartenenti al sistema; i tre lati del triangolo autoconiugato sono 
le corde di contatto, ed i tre vertici del medesirno sono i poli di contatto. 

Similmente la condizione perché due conàciche (1, le 13) e (Zr, l'? l',) siano 
bitnngenti è: 

1,  12  1, 

, ln3  = O  per 8.=8', 6",  6"'. (57) 

6 2 8 1  1 
In  pafticolaie le equazioni 

qualunque sia 1 O 1 rappresentano coniche bitnngenti a CI; e le equazioni 

qualunque sia Z O i\ rappresentano coniche bitnngenti a Cz. Per  conseguenzn 
cle Bi e Oj sono diie qunlunque dei t re  valoïi 6', O " ,  6"' le equazioni: 

rnppresentano G coniche bitangenti ad entrambe le coniche CI e C,. 
L e  qziaitro caniche, lispetto a ciasczma delle quaii le due coniclle date 

sono polori reciproche, sofzo due a due bitanyelzti. Infatti, ponendo per sem- 
plicith - 

+vT=p, + d G l " = q ,  +\iti"'=r, 

i pnrametri tangenziali delle 4 coniche suddette sono: 

1 1 1 
-+,+-7 Q 1' PZ - 1 ,  q r + 1 . p . C p q  

ecc. 

Ora, per dimostrare ad esempio c h  la 1." conica è bitangente alla 2.", basta 
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verificare che il determinante 

l 1 P' 
è nullo, il che si fa facilmente. 

Si consideri ora una conica C di equazione a," = O ed una retta v di 
equaziorie v, = O. Ne1 sistema invariantivo di nx2 e di vx2 si ha: 

ua2 = (a a f  u)* ~,~=(avzc)\,2=O f x P = O  

,4, = (a  a' a")z O ,  = va2 Oz = O A2 = O.  

Una conica jnvariantiva qualsiasi ha per equazioni locale e tangenziale 

a,'+Icv,2=0 u a 2 + 2 k u 2 = 0 ,  

e tutte queste eoniche invariantive formano un fascio-schiera di coniche bi- 
tangenti a C, essendo v la corda di contatto. 

La  polare reciproca di C rispetto ad una di queste coniche è 

volendo clie coincida colla stessa conica C, bisognerà prendere E in modo 
che sia: 

2 
- A1k$-@ik2=Oj 
3 

donde (trascurapdo la soluzione k = O per cui si avrebbe la stessa conica C) 
2 AI si ha k = - - - . Dutique Z'epuaxione i j a  coor.dinate d i  p w t i  
3 01 

cm2 = 3va2aS2 - 2  AlvX2 = 0 ,  (61) 
c d  i n  coordinate d i   ett te 

1-aypresenta unu conica r tale, che la  polare d i  C rispetto ad essa è Zn stessa C. 
Inversamente preiidiamo la polare reciproca di I' rispetto a C, essa è 

1 ayEa,-2 - - ( a r ~ j ?  = 0 ,  
2 
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e siccome si ha: 

cos1 l'equazione precedente coincide colla (61). Dunque la relazione tra le co- 
niche C e r i: scambievole; ciascuna di esse è polare reciproca di sè stess:i 
iispetto all'altra: due coniche siffatte furono dette conizigcde rispetto alla retta t-. 

Dualmente si abbia una conica C di equazione u,' = O ed un punto y di 
equazione u, = O. Hel sistema invariantivo di u," di aY2 si ha: 

~appresentario una conica r'; la conica C e la conica r' sono ciascuna polarc 
reciproca di sè stessa rispetto all'altra, e si dicono conizcyate rispetto al punto y. 

L'eqiiazione (63) ,  se si osserva che si lia: 

f i 2 = ( a y x ) ? = ( a b ,  xy)" 2aa2b,"2axny. b,b,, 

si pub anche scrivere: 

u,' b,' - 2 a, u ,  a b ,  by = O ; (6 3) 

ora se il punto y e la retta v sono polo e polare rispetto a C si ha v, = cly a, 
1 donde ve2 = a ,  b, u ,  by = A, aYS e perb la (6 1) coincide colla (63 )  ; dunque 
3 

1' e r' coincidono; ossia, se due coniche sorzo coniugute teispetto ad urza  ett ta, 
esse sono anche coniugute vispetto al  polo d i  qziesta. 

Il contravariantc ur2 per le coniche C c r' é 

ed il covariante fxz per le coniche .C e r è 

dalle quali espressioni segue che se due coniche sono coniugate, le veite colt- 

dotte per i l  polo d i  contatto le tagliano armonicamente, ed i punti  della r e t t i i  

d i  cantatto le proiettatzo armonicawenle, 
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Se si calcolano gli invarianti di C e r si trova: 

dalle qiiali espressioni si vede che se due caniche a," 0 e b,' = O  soizo cou- 
iugate, tra i loro invarianti passano le relaxioni 

3e12 + A,@,  = O, A,,4,  - 9QiQ,  = 0 ,  3OZ2+ A,@, = 0,  (66) 

di cui una è conseguenza delle altre due; a queste si possono sostituire le 

R = O ,  A , A , - 9 @ , @ , = 0 ,  (66') 

pcrchè, potendosi scrivere : 

dalle (66) ai deducono le (66') e viceversa. 
Cerchiarno ora se ne1 sistema invariantivo di coniche, clie stiamo studiando, 

r e  ne siano di quelle coniugate con una di esse, ad es. con CI. 
Si consideri la polare reciproca di Cl rispetto alla conica (A, À, ÀJ, essa 

ha per equazione la (46); le condizioni perchè questa polare reciproca coin- 
cida colla stessa Cl sono: 

2 A l  + 3@i?b22 - do 1,' = O 

Ai (211A3$-122)+68~A2A3+3@2A32=0.  ) ('57) 

Queste equazioni sono verificate da À, = O,  A, = O ;  cioè la polare reciprocn 
di Ci rispetto a C, è la stessa Ci, cosa evidente. Escludendo questa soluzione, 
e ponendo Az = 1, dalle (67) si ha: 

clunque peï ?,, si hanno tre valori, e precisamente O', O", 6'"; dalla prima delle 
(67) si ricavano i corrispondenti valori di L,, e si conchiude che ne1 sisteina 
iiivariantivo di due coniche ve ne sono tre coniugate con una di esse, e che 
le equazioni tangenziali di quelle tre che sono coniugate con Cl sono: 

( A , 6 z - 3 @ , ) U i + 2 A , U , + 2 A , 6 U 3 = 0 ,  6-6', O", 6"'. (68) 

Analogamente si trova che i parametri locali I ,  1, 1, delle coniche con- 
iugate di C, verificano le equazioni: 

2 A 2 E , l , + 3 @ , Z , ~ A l E 3 5 = 0  ) 
A , ( 2 1 , 1 , + 1 ~ 2 ) $ 6 ~ z 1 2 ~ + 3 Q i Z 3 2 = 0 ,  ) (69) 
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le quali differiscono dalle (67) per 10 scambio di A ,  con A,  e di 0, con 0,; 
le equazioni locali delle coniche coniiigate di Ci sono dunque: 

2 A8 ( t i - 3 @ , ) ~ , + 2 ~ , ~ , + ~ ~ = 0 ,  0=8' ,8" ,6 '" .  (70) 

Le tre coniche coniugate col6 Ci fzon solo sotlo bitangenti a Ci [il che si 
accorda coll'essere le (68) e (70) casi particolari della (58)], ma solzo inoltre 
due a dzte bitangenti fra loro. Se si comidera infatti il determinante 

e si tengono presenti le relazioni 

si vede che questo determinante è identicamente nullo. 
Dimostreremo in seguito che le tre coniche coniugate con Ci sono anche 

coniugate due a due fra loro, e perb prese insieme con C, formano una no- 
tevole quaterna d i  coniche, detta armonicct; e che le quattro coniclie rispetto 
a ciascuna, delle quali due coniche date ~0120 polari reciprocke formano appunto 
unn quaterna armonica. 

VII. Rappresentazione delle coniche invariantive 
coi punti di un piano. 

Se i parametri locali (1, 1, 2,) d'una conica invariantiva L si prendono 
corne coordinate di un punto L in un piano II, ad ogni conica della rete 

l,xi + 1,& + l3X3 = O ,  

corrisponde un punto del piano, e viceversa; in particolare ai  vertici del trian- 
go10 coordinat0 corrispondono le due coniche date e la conica fS2= 0. 

Cod pure se i parametri tangenziali A, À, À3 di una conica L si consi- 
derapo come le coordinate di un punto L' in un piano H', ad ogni conica del 
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tessuto 
il 77, -+ n2 -Crg $1.3 U3 = O, 

corrisponde un punto del piano e viceversa; in particolare ai vertici del trian- 
go10 coordinat0 corrispondono le due coniche date e la conica zc2 = 0. 

Se i punti del piaiio II e i punti del piano lit si mettono in corrispon- 
clenza per modo che due punti corrispondenti rappresentino una s t e m  conicn 
del sistema, si viene a stabilire una trasformazione quadratica tra i piani 
e ri', che è determinata dalle formole (33') e (34'). 1 punti fondamentali di 
questa trasformazione ne1 piano II sono: 

A (P, 1) B(6r'2, O", 1) C ( P ,  Q", 1), (71) 

e ne1 piano II' sono: 

Tenendo presenti le equazioni (28) e (29) si vede che i punti fondamentali del 
piano Il corrispondono alle t,re rette doppie del sistema di coniche invariantire, 
e che i punti fondamentali del piano nt corrispondono ai punti doppii del10 
stesso sistema. 

Alle coniche d'un fascio contenuto nella rete corrispondono ne1 piano iI 
i punti d'una retta e ne1 piano II' i punti d'una conka circoscritta al trian- 
go10 A, Bi CI; se 

p i I i + p e & + p 3 & = O 7  

i! la retta ne1 piano n, la conica corrispondente ne1 piano n' è 

Analogamente alle coniclie di una schiera contenuta ne1 tessuto, corrispondono 
ne1 piano II' i punti d'una retta, e ne1 piano Il i punti d'un,z conica circo- 
scritta al triangolo A B C; se 

è la retta ne1 piaiio n', la conica corrispondente ne1 piarlo II è 

L e  coppie di rette, in cui degenerano le coniche della rete invariantiva, 
costituiscono (corne è noto) tre fasci in involuzione coi centri nei vertici del 
triangolo a~toconiugato~ essendo raggi doppii i lati di questo; e dualmente le 
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coppie di punti, in cui degenerano le coniche del tessuto invariantivo, costi- 
tuiscono tre punteggiate in involuzione sui lati del triangolo autoconiugat'o, 
essendo punti doppii i vertici di questo. Di qui si capisce che i discriminanti 
(35) e (36) di 3." grado l'uno in Z, 1, E ,  l'altro in 1, 1, h, devono potersi spez- 
zwre ne1 prodotto di tre fattori di 1.' grado. 

Osserviamo, che se r, - O ed s ,  = O sono le equazioni di due lati dcl 
tiiangolo autoconiugato, l'equazione 

rnppresenta unn coppia di rette che formano con quelli un fascio nrmonico, P 

p r o  costituiscono una conica degcnere della rete. Donde, ricordando le (2i3), 
i tre fasci di coniche degeneri sono: 

( G U 2  + k k.6"I2) Xi + (5" $ 1c Q'") X, + (1 + I c )  X3 - O 

(9"" + Ii G") Xi + (5"' + k 6') Xe + (1 + Ia.) X3 = O 

Diinquc, se (1, 1, 7,) è un8 conica, degenere, si avrà: 

Di qui, coll'eliminriziuno di h e T c ,  si deducono le equazioni: 

Yertanto p e s t e  e p a x i o n i  r q y e s e n t a n o  fiel piano II tre rette, i pzinti delle 
quali cowispondo~to a coniche deyetteri della w t e  inva~.ialzfiva, esse sono p e -  
cisawente i lati del triango20 A B C ;  noi le chiamereino vette fondamentali 
a,  b ,  c del piano iI; a tutti i punti di ciascilna di esse corrisponrle ne1 piano II' 
uno stesso punto, che è un vertice del trimgolo A1 B, Cl. 

Analogamente . 

el1 glf 1, - (6" + 01")12 + h3 = O 

4"' 8' 1, - (O"' + 6 ' )  l2 + = O i 
\ (73') 

8' 6" IL, - (8' f 6") A, f )\y = O, 1 
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sono tre rette del piano n', i punti delle yuali corrispondono a coniche de- 
generi del tessuto invariantivo; esse sono precisamente i lati del triangolu 
A, B, C,, e noi le chiameremo rette fondarnentali a, b, c, del piano II'; R tutti 
i punti di ciascuna di esse corrisponde ne1 piano ï I  un solo punto che è un 
vertice del triangolo A B C. 

Se si moltiplicano insieme i primi membri delle equazioni (73), e si espri- 
mono per mezzo dei coefficienti delle (26) le funzioni simmetriche di  8' e" 8'" 
che cornpaiono ne1 prodotto, si trova (a meno di un fattore) il discriminante 
(36); cos1 pure moltiplicando i primi membri delle (73') si giunge al discri- 
minante (35). 

VIII. Rappresentazione di alcune f ra  le piu notevoli coniche 
invariantive. 

Dati ne1 piano ïI due punti M ,  N rappresentativi di due coniche del si- 
stema 31, A', vogliamo vedere come si costruiscano i punti clie rappresentano 
le più notevoli tra le loro coniche invariantive. Per  le costruzioni che vogliam 
fare siIpub supporre, senza ledere la generalità, che 31 ed 3 siano le due 
coniche di date equazioni ane = 0, bme = 0; perché cib equivale a prendere 
ne1 piano il come triangolo coordinato, quel10 di cui due vertici sono i punti 
Ji!, AT ed il terzo vertice è il punto F rappresentativo della conica 3, i cui 
punti proiettano armonicamente le due coniche 11.1 ed 2\-; ed a prendere ne1 
piano II' come~triangolo coordinato, quel10 di cui due vertici sono i punti N' 
N' ed il terzo vertice è il punto T' rappresentativo della conica T, le cui tan- 
genti tagliano armonicamente le coniche ltI ed N: 

L A  CONICA p. - L7equazione li l3 - l a s  = O è verificata dalle coordinate 
(il) dei punti A ,  B, C e perb rappresenta ne1 piano I1 una conica circoscritta 
al triangolo fondamentale A B C; questa conica tocca inoltre i lati M T ,  N F  
del triangolo coordinato rispettivamente nei punti M, N. Di qui segue che lu 
conica F i cui punti proiettano armonicamente due colziche N, N del sistenzn 
è rappresentata da1 polo della  ett ta MN rispetto allu conica A B  C M N .  

LA CONICA T. - Dualmente ne1 piano n' la conica T di equazione 
24: = O è rappresentata da1 polo T' della retta M'NI rispetto alla conica 
A' B' C' M' NI. Passando da1 piano n' al piano 11 colla trasformazione qua- 
dratica, si ha  che la colzica T le cui tangelzti tugliano armonicamente due 
conicche ni, N è rappresentata dal quarto pzcnto, in czci si tagliano le d ~ e  

Anriali di Matematica, tom0 XVII. 24 
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corziche circoscritte ~ c l  A B C  e tangent; alla retta MN l'unn in M e l'a2t1.u 
in N ,  le quali coniche del piano II hanno per equazioni: 

A ~ l ~ L + 3 Q ~ 6 i E ~ + 3 @ i t ~ ~ A ~ 1 ~ 1 3 = 0  ) 
Ail3" $.30,&1, + 3Q,12Z+ Agli13 = 0. (74) 

3 0 1  Le coordinate del punto T sono 

LE CONICHE ARMONICAUENTE ISCRITTE O CIRCOSCRITTE AD UNA CONICA DATA DEL 

SISTEMA. - Se una conics f i ( 2 ,  1, 1,) B armonicamente circoscrittn ad uns co- 
nicn $(if, l', I f3) ,  si ha: 

A,l,(A,A', $ 20,A1, +@,At3) 

+ 1, [2 A ,  O, A', $ (3 0, O2 + A, A,) À', + 2 A? ei lf3] I (75 1 

+ A , 1, (0, A', + 2 02 h'e + A2 1'3) = 0. i 

Infatti ponendo per brevità 

242 = Ati u a  + 2 A', uTe + At3 uP2, 

ln  oondizione perché la conica Tt sia armonicamente circoscritta ad 6: 8: 

donde si deduce la (75), osservando che si ha: 

a," = aa2A', + 2ut2X', + as21', 

e tenendo presenti le (5),  (6), (15). 
Se la conica R è variabile, e la conica s è fissa, la equazione (75) rap- 

presenta ne1 piano il una retta, e precisamente la polare del punto S rispetto 
al triangolo A B C ,  come si dimostra facilmente sostitnendo a A',  A', i,', le loro 
espressioni (34') per mezzo di $', 2', Z',, e ricordando che l'equazione del trian- 
go10 A B C  è D = O, [denotando per brevità con D l'espressione (36)]. 

Dunque le coniche del sistema arnzot@cumente circosc~itte ud una coîzica 8 
formaszo un fascio, rappesentato ne1 pinno II dalla rettn polare di S rispefto 
al triangolo fondamentale. 
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Se nell'equazione (75) si sostituiscono iiivece ad 1, 1, l, le loro espkessioni 
(33') per mezzo di A ,  È., A,, e si osserva cho essa rappresenta allora ne1 piano 
n' la conica polare del punto S' rispetto :il triangolo A,  BI C,, la cui equa- 
zione è A - 0  [denotando per b re~ i t à  con A la espressione (35)], si konchiude 
che le coniche del sistemn nrmo&amente ciwoscritte ad utzu conica 8 solao 
rappresentate in Il' dai punti della conica polars d i  S' rispetto al triangolo 
fondamentale. 

Diialmente le coniche del sistema armonicamente iscritte in una conica R 
fortnuno una schiera, e sono rappresentate sut piano ll dai punti della conka 
polare d i  R rispetto al triangolo fondumentale ,4 B C ,  e su1 piano n' dai punti 
della retta polare di R' rispetto al triangolo fondamentale A,B,  CI. 

Data una conica R del sistema, ve ne sono due involutorie con essa, e 
precisamente quelle rappresentate in n (O n') dai punti, ove si tagliano la 
retta e la conica polari di R (O R') rispetto al triangolo fondamentale. 

LA CONICA COMBINANTE, E LE DUE CONICHE INVOLUTORIE D'UN FASCIO O I)'UNA 

SCHIERA. - Consideranda un fascio di coniche invariantive rappresentato su1 
piano ïï da una retta p ,  il polo P della retta p rispetto a l  triangolo fonda- 
mentale rappresenta la conica combinante del. fascio) perché questa, corne ab- 
biamo visto, è armonicamente iscritta a tutte le coniche del fascio. Il punto P 

0 2  0 1  [in virtù della (43)] ha per coordinate (8; i - 1, Tq;)  e perb cade sulla retta 

PT. Di qui segue, che se si consideralzo due coniche pualunque d i  un fascio, 
e le due caniche, l'una luogo dei punti che le proiettano armonicarnente, l'altra 
inviluppo delle rette che le tagliano armonicarnente, il luogo delle quaterlae d i  
punti secondo cui peste due ultime si tagliano è la conica combinante clel 
fuscio. 

Le due coniche involutorie del fascio sono rapp~eserrctate sut piano Ii dai 
dzre punti Q ,  R di p, che sono yli Hessiani dei tre pzsnti, in  cui En retta p 
taglia il triangolo forcdamentale. Per costruire i punti Q,  R basta ricordare, 
che le coniche involutorie del fascio sono involutorie colla coniea combinante, 
e quindi si troverà il polo P della retta p rispetto al triangolo d B  C, e poi 
del punto P si prenderà la conica polare 7~ rispetto al10 stesso triangolo; i 
punti ove questa conica taglia la retta p saranno i punti domandati. Il trian- 
go10 PQR è tale che ogni lato è la retta polare del vertice opposto rispetto 
al triangolo fondamentale. 

Al10 stesso modo si costruiscono ne1 piano II' i punti che rappresentano la 
conica combinante e le due coniche involutorie di una schiera. Volendo re- 
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stare su1 piano ï ~ ,  osserviamo anzitutto che le coniche della schiera sono rap- 
presentate dai punti d'una conica .x, circosoritta al triangolo ABC, e poi ri- 
cordiamo che la conica cornbinante è armonicamente circoscritta a tutte le 
coniche della schiera, ed è percib rappresentata da un punto, in cui devono 
concorrere le rette polari di tutti i punti di n rispetto al triangolo A B C ;  con- 
cluderemo che i l  polo P della conica n rispetto al  triangolo A B C corrisponde 
alla conica combinante della schiera, rappresentata su1 piano ïi dalla conica .x. 

Se poi del pzanto P s i  prende la retta polare rispetto ad A B C, p e s t a  taglia 
lu  conica n i n  due punti Q, R, che rappresentano le coniche involutorie della 
schiera. 

CONICHE BITANGENTI. - La  condizione (56) O (57), perchè due coniche del 
nostro sistema invariantivo siano bitangenti, fa vedere che a due coniche bi- 
tangenti corrispondono siu ne2 piano ri, sia ne1 piatzo II', due pzcnti allifteati 
con idno dei tre pzcnti fondamentali. 

Quindi date due coniche A?ï, le 6 coniche invariantive bitangenti ad 
entrambe sono rappresentate dai punti in cui i raggi proiettanti A ,  B, C da 
M tagliano i raggi proiettanti A ,  B, C da N. 

In  generale in un fascio di coniche invariantive ve ne sono tre bitangenti 
ad una conica invariantiva 111 qualunque; ed i punti del piano n che le rap- 
presentano si ottengono proiettando i punti A B C  da1 punto III sulla retta 23 

che corrisponde al fascio. Se in particolare si prende come centro di proiezione 
il polo Y della retta p rispetto al triangolo fondamentale, la terna di punti 
proiezione forma (come é facile a dimostrare) il covariante cubico della terna 
di punti, in cui la retta p taglia il triangolo ABC, e rappresenta la terna di 
coniche bitangenti alla conica combinante del fascio. 

CONICHE POLAR1 RECIPROCHE. CONICHE CONIUGATE. - Avendo V ~ S ~ O  che q~at t r0  
coniche coniugate sono due a due bitangenti, e cosi pure sono due a due bi- 
tangenti le quattro coniche, rispetto a cui due coniche del sistema sono polari 
reciproche l'una dell'altra, segue che a ta l i  gruppi d i  qziattro coniche c o w i -  
spondono sia fiel piano iï, sia fiel piano Il', quadrnngoli che Aanno per triatz- 
go10 diagonale i l  t~iawgolo fondamentale. Quindi due coniche coniugate sono 
rappresentate da due punti, la cui retta va ad uno dei vertici del triangolo 
fondamentale, ed è divisa armonicamente da questo vertice e da1 lato opposto (*). 

(*) Cosi, data una conica M ,  si trovano facilmente le tre coniche de! sistema N, P, 9 
coniugate con essa; e si osserva che il quadrangolo M N P  Q (ovvero M'N'P '  Q') ha il 
triangolo fondamentale per triangolo diagonale. Donde ei conchiude che le coniche N, P, Q 
sono due a due coniugate fra loro. 
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Date due coniche X,  ,,v per costruire i quattro punti rappresentativi delle 
quattro coniche, rispetto a ciascuna delle quali quelle sono polari reciproche, 
basta osservare che questi quattro punti sono quelli comuni alle due coniche 
del piano ïi (O II') di equazioni (52) [O (48)], e che queste coniche hanno en- 
trambe il triangolo A B C  [ovvero A ,  B, Ci] corne triangolo autoconiugato, c 
toccano inoltre la  retta MN (ovvero M'N') l'una in 21.1 (O M') e l'altra in 
N (O N i ) .  

Di qui segue pure la costruzione del punto, che rappïesenta la conica 
polaïe di  ,ir rispetto ad A: Si considera il fascio di coniche, che hanno il 
triangolo fondamentale corne triangolo autoconiugato e passano per N, a quella 
cho passa per M si tira, la tangente in queirto punto, questa retta è toccata 
da un7altra conica del fascio considerato, ed il punto di contatto è il punto 
domandato. 

1 quattro vertici d'un quadrangolo, che abbia il triangolo fondamentale 
per triangolo diagonale, rappresentano un grupyo di quattro coniche del nostro 
sistema, rispetto a ciascuna delle quali infinite coppie di coniche sono polari 
reciproche; per avere i due punti, che rappresentano una di queste coppie, 
basta circoscrivere due coniche qualunque a quel quadrangolo e prendere i due 
punti di contatto su d'una loro tangente cornune. E di qui si deduce che le 
quattro coniche, rispetto a cicxscu?za delle p a 7 i  due coniche sono polari reci- 
proche fisa d i  hro,  formano una quaterna arrnonica. 

IX, Realità delle coniche invariantive. 

Ci proponiamo ora di studiare se ne1 sistema di coniche invariantive ve 
ne siano di quelle imaginarie, ed a quali punti del piano rappresentativo ( 1  I 
O ll') esse corrispondano, supposto che le equazioni delle coniche C, e C, ab- 
biano coefficienti reali, e che reali siano i valori dei parametri 1, 1, 2, e ?,, ?,, 1,. 

Bisognerà distinguere tre casi, secondochè l'equazione di 3.' grado (26) 
ha  radici reali e distinte, radici reali ed uguali, o radici imaginarie. 

Se l'equazioiie (26) ha radici imrnaginarie, il triangolo autoconiugato ri- 
spetto a tutte le coniche invariantive ha  di reale soltanto un lato ed il vertice 
opposto, e perb due coniche qualunque hanno due punti comuni reali, ed esse 
sono tutte reali. 

Se 17equazione (26) ha radici uguali, e le coniche C, e C, si toccano in 
un punto, tutte le coniche invariantive si toccano in quel punto e sono reali; 
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se poi le coniche C, e C, sono bitangenti, le coniclie invariantive formano un 
fascio-schiera di coniche bitangenti. 

È sovratutti notevole il caso in ciii le radici della equazione di 3.' grado 
(26) sono reali e distinte. Qui giova premettere alcune considerazioni. 

1 punti e le rette foiidamentali del piano rappresentativo, essendo reali e 
distinti, formano un triangolo. Questo determina ne1 piano quattro regioni, che 
sono: la porzione finita di piano lirnitata dalle tre rette (superficie del trian- 
golo) e le tre porzioni infinite, occupate ciascuna da un angolo del triangolo e 
da1 suo opposto al vertice toltane la superficie del triangolo. Da1 punto di vista 
proiettivo, queste quattro regioni hanno la stessa importanza (*). 

Considerando la retta come una linea rientrante (all'infinito), due punti A 
c B di essa ne limitano due seginenti; fissata una direzione sulla retta, tali 
segmenti si possono indicare con AB e B A ,  intendendo che il primo sia quello 
percorso da un punto, il quale muovendosi ne1 senso prestabilito va da A in B ;  
a che il secondo sia quello percorso da un punto, il quale muovendosi ancora 
nello stesso senso va da B in A. 

Cib posto, le quattro regioni, in cui un piano è diviso da un triangolo 
A B C ,  si determinano proiettivamente come segue. Si fissa su di un lato, ad 
es. A B ,  una direzione, e si considerano i due segmenti A B ,  B A  limitati 
dai vertici A e B ;  da1 terzo vertioe C si proietta un punto mobile Al che per- 
corre uno dei segmenti A B  O B A ;  su1 raggio proiettante, che rota intorno 
a C, si fissa una direzione e si considera costantemente l'uno O l'altro dei 
due segmenti CM,  MC. Allora le quattro regioni in discorso sono: una de- 
scritta da CM mentre ïlf percorre AB,  un'altra descritta da C M  mentre d l  
percorre B A ,  una terza descritta da MC mentre M percorre B A ,  ed una 
quarta descritta da MC mentre M percorre AB.  

Chiamando contorno d'una regione la spezzata che la limita, e che è for- 
mata da segmenti presi sulle tre rette date, è facile vedere che una retta qual- 
siasi del piano (non passante per un vertice) O non attraversa il contomo d'una 
regione o 10 attraversa ir, due punti. 

Si consideri ora una conica circoscritta al triangolo, sopra ogni lato si 
hanno due segmenti, l'uno interno e l'altro esterno alla conica. Se si proietta 
il segmento interno d'un lato da1 vertice opposto, e del raggio proiettante si 
considera il segmento che è pure interno alla conica, quest'ultimo segmento 
descriverà una delle quattro regioni del triangolo, e i punti di questa saranno 
tutti interni alla conica. 

(3e) Cfr. STAUDT, Geometrie d e r  Laye, N. 173, 
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Se un triungo10 è iscritio in unu conîca, zcRa retta pzcnlsiasi (che non 
passi per un vertice) ne taglia i luti in tre punti, i qunli sono o tutti tre esterni 
alla conica, ovvero due interni ed uno esterno. Questa proprietà si dimostrn 
facilmente, considerando quella delle quattro regioni determinate da1 triangolo, 
che é tutta interna alla conica, e ricordando che una, retta qualsiasi o non ne 
attraversa il contorno, O 10 attraversa in due punti. Vogliamo dimostrare la 
stessa proprietà a.nche analiticamente. 

Sia us2= 0 l'equazione della conica, ed ,4 =(a, a'a")" il suo discriminante. 
Siano poi p ( p ,  p, p,), q ( q ,  q ,  q,) r ( r ,  r, Y,) i vertici d'un triangolo iscritto nella 
conica, si avrà: 

si preiidano poi tre punti x ,  y ,  x sui tre lati 

se questi tre punti sono in linea rett.a, si ha: 

(xyx) = (pqr )  [l + . l P ~ l  = 0, 
donde: 

?,pv = - 1. 

Si considerino osa le quantità AU$, Aay2, Aaz2 le quali coi loro segni fanno 
conoscere, se i punti x ,  y, x siano interni o esterni alla conica; in virtù delle 
(a) si ha: 

ax2=2a,a,..;>., ay2=2a, .a , .p ,  a,2=2cipa,.v, 

e quiudi le tre quantith A a g ,  AaY2, AaZz devono essere O tutte tre negative, 

Ed  ora dalla identità 
I ~ $ 2  

I upaq a ia ,  

(a a' al')"(p q r)2 = 6 

in  virtù delle (a), si ha: 

12  aq a, . a', a\ a'> auq = A ( p  q 
per cui 

4 
AaxP . Aa,*- Au,'= - 3 A4 (P 4 y)?, 

a> a', a'; afÿa', 
a''p a", a", a", a" 2 

. 
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ovvero una negativa e due positive; e di qui segue che i punti x ,  y, x sono 
o tutti tre esterni alla conica, ovvero uno esterno e due interni. 

Premesse queste cose, ritorniamo al10 studio delle coniche invariantive 
ne1 caso in cui le radici della equazione (26) sono reali e distinte. Ad un 
fascio di coniche preso in questo sistema corrisponde ne1 piano Il una retta p; 
le coniche degeneri del fascio sono rappresentate dai punti ove la retta p 
taglia il triangolo fondamentale A B C, e perb hanno parametri reali; per con- 
seguenza i quattro punti hase del fascio sono tutti quattro reali O tutti quattro 
imaginarii. Per  decidere quale di questi due casi si verifica, si formi il primo 
membro dell'equazione tangenzide d 'uns conica del fascio, poi dati alle coor- 
dinate variabili u, u, u, tre valori reali ad arbiirio, si sostituiscano al para- 
metro variabile del fascio uno alla volta i parametri delle tre coniche degeneri. 
1 risultati delle tre sostituzioni, come ho djmostrato in altro luogo (*), sono 
tutti tre negativi, ovvero uno negativo e due positivi, ed i quattro punti base 
del fascio sono tutti reali ne1 1.' caso, e tutti imaginarii ne1 2.' caso. Denotsndo 

- -- 
con U, U, U, i valori che assumono i polinoinii U, U, U,, q u a n d ~  si dànno 
alle variabili u1 u? zt, tre valori reali fissati ad arbitrio, dovremo dunque so- 
stituiïe in 

ad 1, 1, 1, le cooidinate dei punti ove la  retta p taglia il triangolo A B  Cl e 
conchiudere che i punti base del fascio sono reali quando i corrispondénti 
valori di 4 son tutti negativi, e tutti imaginarii, quando i corrispondenti valori 
di @ sono uno negativo e due positivi. In altri termini, osservando che l'e- 
quazione 9(1, l ,  l,) = O  rappresenta ne1 piano II una conica circoscritta al trian- 
go10 A B C ,  possiamo conchiudere, che i punti base del fascio di  conicl~e in- 
ca~iantive rappresedato dalla  ett ta p sofzo tutti reali O tutti imay inal%, 
secondo che i tre punti, in  cui la retta p taglia il triangolo fondamefztale, 
sono rispettivamente tutti tre esterni, oovero due interni ed uno esterno alln co- 
&a @ ( l ,  l ,  l,) = O (**). Ancora, considerando ne1 piano quella tra le regioni 

(9 IJer quanto f u  sopra dimostrato, non possono mai presentarsi i casi, che i tre punti, 
in cui la retta p taglia il triangolo fondamentale, siano tutti tre interni, ovvero due esterni 
eci uno interno allu conica @(1, 7, 13) = 0. 

(**) Szclln realità dei  punti e delle tangenti conmni n due coniche. Rewliconti del 
Circolo hlatematico d i  Palermo, T. 1, pag. 327-338. 
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determinate da1 triangolo A B Cl  che è tutta interna alla conica ( l , l ,  Z,) - O 
e che noi chiameremo regione ideale del piano n ,  possiamo conchiudere che: 
se la retta p non attraversa lu regione ideale del piano II, i punti base del 
fnscio sono tutti reali, e i pzozti di p corrispondono tutti a coniche reali; se 
poi la retta p attraversa la regione ideale del piano II  i punti base del fuscio 
sono tutti imagi~zarii. I n  questo secondo cas0 non più tutti i punti di p corri- 
spondono a coniche reali del sistema. Siano allora Dl E i punti, in cui ln 
retta p attraversa la regione ideale di II, ed F il terzo punto in cui p seca 
il triangolo ABC; le coordinate dei punti D, E sostituite ne1 polinomio Q, 10 
rendono positivo, le coordinnte del punto F invece 10 rendono negativo; i punti 
D l  E rappresentano le due coppie di rette imaginarie del fascio, ed il punto 
F rappresenta la coppia di rette reali. Un  punto M di p allora corrisponderà 
rispettivamente ad una conica imaginaria, ovvero ad una conica reale, secondo 
che M ed F separano O non separano i punti D ed E (*), cioè secondochè il 
punto M è interno od esterno alla regione ideale. Dunque i punti interni alla 
regione ideale del piuno corrispondono a coniche irwariantive ifizaginarie, ed 
i punti esterni alla regione z'deale corrispondono a coniche ~ e a l i ;  i punti che 
stannolsui lati del triangolo fondamentale rappresentano coniche degeneratc 
in coppie di rette imaginarie O reali, secondochè quelli appartengono O no al 
contorno della regione ideale. 

Analogamente, ne1 piano D' il triangolo fondamentale A, B, CI determina 
quattro regioni, una di queste, che chiameremo regione ideale E tutta interna 
alla conica 

- - 
xi x2 ~ ( ? . ~ i , ? . J = ~ ( A ~ l , ' + 3 8 , 1 i l ~  + ---)+xa<lii3-~)+z(A,~:+ 3@zl,L+...). 

I punti interni alla regione ideale del piano II' ed i punti del suo con- 
torno corrispondono alTe coniche imaginarie del sistema, ed i punti estemi 
corrispondono alle coniche reali. Se si prefzde ne1 sistema zrna schiera di co- 
niche, le quattro tangenti comuni sono tutte imaginarie O tzltte reuli, secondochè 
la retta q che rappresenta la schiera attraversa O no la regione ideale del 
piano II'. 

Dalle cose precedenti segue evidentemente che nella trasformazione qua- 
dratica t ra  i piani Il e T[' a i  punti della regione ideale dell'uno corrispondono 
i punti della regione ideale dell'altro. 

(*) Per  l a  dimostrazione, vedasi la mia Nota citnta, pag. 335. 

Anncdi di Ailatematica, tomo XVII. 
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Date due coniche del sistema col mezzo dei punti M, N ne1 piano rap- 
presentativo II, non solo si riconosce facilmente la realitla dei punti comüni 
coll'osservare se la rctta MN attraversa O no la regione ideale del piano n ,  
ma si riconosce ancora facilmente la realità delle tangenti comuni, senza ri- 
corrgre ai  punti M', N' rappresentativi delle stesse coniche ne1 piano II'. Siano 
D, E, F i punti, in cui la retta MN taglia i lati del triangolo A B  C. 1 pa- 
rametri delle coniche degeneri del fascio determinato dalle coniche ,VI, sono 
le coordinate dei punti D, E, F della retta MN, quando su questa si pren- 
dano come punti fondamentali i punti M ed N ;  e quindi, se quei tre para- 
xnetri hanno 10 stesso segno, i punti M N  non sono separati dai punti D, E, F, 
se poi quei tre parametri non hanno 10 stesso segno, i punti 31, N sono se- 
parati da due dei tre punti D, E, 3'. Cib posto, ricordando il teorema dimo- 
strato nella mia Nota citata, pag. 336, e quanto abbiamo detto sopra, possiamo 
formare il quadro seguente : 

1. M ED N NON SONO SEPARATI DA D, E, p. 
1." L a  retta MN non attraversa la regione ideale. 

Le due coniche sono reali, ed haiino reali tutt.i i punti e tutte le tau- 
genti comuni. 

2." L a  retta M N  attraversu la ~ e g i o n e  ideale, ed i punti  MN sol10 
e w h m b i  es temi  a questa regione. 

Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii sia i punti sia le tangenti 
comuni. 

3." La retta M X  attraversa la regione ideale, ed i punti  MN sono 
entrambi interni a questa regione. 

Le coniche sono tutte due imaginarie. 
I L  M ED N SONO SEPARATI DA D, E ,  F. 

4." L a  retta M N  non attraversa la regione ideale. 
Le due coniche sono reali, ed hanno reali i punti comuni ed imaginarie 

le tangenti comuni. 
5." L a  retta M N  uttraversa la regione ideale, ed i punti  M ,  N sono 

entraritbi es temi  a yuesta regioue. 
Le due coniche sono reali, ed hanno imaginarii i punti comuni, e reali 

le tangenti comuni. 
6." L a  retta M N  attraversa la  regione ideale, ed i punti  M, N sono 

I'zlno interno l'altro esterno a questa regione. 
Le due coniche sono yuna  reale e l'altra imaginaria. 
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Per mezzo delle considerazioni che precedono riesce facile ogni questione 
che riguardi la realità di coniche invariantive. 

Noi ci limiteremo qui ad osservare che una retta attraversa tre delle 
quattro regioni determinate da un triangolo, e che il polo di essa rispetto al 
triangolo cade nella regione non attraversata, e, distinguendo se una retta del 
piano Ii attraversa O no la regione ideale, ne dedurremo che i n  un fascio di 
coniche, di  cui i quattro punti base sono itnaginarii, la conica cornbinarzie è 
?.eule; ed in un fuscio d i  coniche, di  cui i quattro putzti buse sono reali, ln 
conica conztinante è imaginaria (*). 

Accenneremo da ultimo ai casi di realità delle quattro coniche, rispetto 
a ciascunn. delle quali due coniche date Ci e C, sono polari reciproche fra di 
10~0 ,  e che sono rappresentate ne1 piano il dai punti coniuni alle coniclie di 
cqiinzioni (52). Ûli invarianti Ari ,  @',, @ l n 7  Ato di queste sono: 

per guisa che l'equazione di 3." grado, da cui dipende la ricerca dei punti 
comuni alle coniche (52) si riduce alla (26). 

Quindi, se le coniche C, e C, hanno soltanto due punti comuni reali, 
anche le coniche (52) del piano Il hanno soltanto due punti comuni reali, i 
quali, essendo allora R > O ,  rappresentano coniche invariantive reali. 

Se poi i punti comuni a Ci e C, sono tutti quattro reali O tutti quattro 
imaginarii (R < O, ne1 qua1 caso le radici della ('26) sono tutte reali), mediante 
le (54) si vede facilmente clie i punti comuni alle coniche (52) sono tutti ima- 
ginarii, quando le radici della (26) non sono tutte dello stesso segno, e sono 
tutti reali, quando le radici della (26) sono tutte dello stesso segno. In que- 
st'ultimo caso ri~~ordiamo che i punti comuni alle coniche (52) forrnano un 
quadrangolo reale, che lia il. triangolo fondanientale per triangolo diagonale, 
e perb in ognuna delle quattro regioni determinate da questo triangolo cndc 
uiio di quei quattro punti; e cos1 saprerno che tre di essi rappresentano co- 
niche reali ed uno rappresenta una conica imaginaria. 

Pinalmente se le coniche C, e C, si tocoano (R == O), anche le coniche 
(52) si toccano. 

(Jk) Cfr. G. SFORZA, Condixione geometrica per la realitd clei punti e delle t a n g e d  
ccimuni a due coniche. Rendiconti del Circolo hlatematico di Palermo, T. II,  pag. 172-175. 
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Le quattro coniche rispetto a ciascuna delle quali le due couiche C, e C, 
sono polari reciproche fra loro sono dunque: 

1." due reali e due irnaginarie (a coefficienti imaginarii), se Cf, e C, 
hanno due soli punti reali in comune; 

2." tutte imaginarie (a coefficienti imaginarii), se Ci e C, haano i quattro 
punti comuni reali, e le quattro tangenti coinuni irnaginarie, ovvero i quattro 
piinti comuni imaginarii e le quattro tangenti comuni reali, ovvero se le co- 
niche C, e C, sono l'una reale e l'altra imaginaria; 

3." tre reali ed una imaginaria (a coefficienti reali), se C, e C, hanno 
reali tutti i punti e tutte le tangenti comuni, ovvero se Ci e C, hanno ima- 
ginarii tutti i punti e tutte le tangenti comuni, essendo perb Ci e C, entrambe 
reali, O entrambe imaginarie ; 

4." due coincidenti, se le conicbe Ci e Co si toccano. 

ERRATA 

Pag. 162 l in .  4 chz 

P 109 3 1 iscriftn 

P 169 P 2 circoscritta 
» 171 B 17 circoscritta 
» 171 ~ 3 2  Êscritla 

CORRIGE. 

aE2 
circoscrit fa 

iscrilta 

iscritta 

circoscritfa. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle formole di ricorrenza 
per 10 sviluppo delle a abeliane dispari 

a tre argomenti. 

(Mernoria II di ERNESTO PASCAL, i?z Gottingen.) 

Questo lavoro fa seguito alraliro pubblicato da poco tempo in questo 
Giornale. Con esso si chiude la teoria dello sviluppo in serie delle a abeliane 
dispari a tre argomenti (*). 

Scopo delle Mernorie, che seguiranno a questa, sarà la trattazione del 
problema analogo per il caso delle 5 pari. 

Dopo avere cos1 espletata la teoria dello sviluppo di tutte le funzioni CI 

di genere 3, nei loro speciali campi di razionalità, io mi propongo di conti- 
nuare questa serie di lavori, da me iniziata, prendendo la seguente altra di- 
rezione. 

Le funzioni cr dispari sono, come si sa, razionali ne1 campo dei coefficienti 
di una determinata tangente doppia, di una cubica di contatto coirispondente, 
e di una ceïta conica. Tale campo Io chiamiamo il campo di GEISER. 

Le funzioni a pari sono invece razionali ne1 cosiddetto campo di HESSE: 
cioè ne1 campo dei coefficienti di una certa rete di quadriche. 

Ma sono questi i soli campi nei quali sono razionali le o? 
E non è possibile per avventura trovare un campo in cui sieno razionali 

sia le a pari che le dispari? 
L e  ricerche di XRONHOLD, di WEBER, e le ultime di FROBENIU~ a questo 

riguardo sono note. 

(*) Un ristrettissimo riassunto della Mem. 1 e di questa é comparso alcuni mesi sono, 
sotto gli auspicii del mio maestro prof. KLEIN, negli Atti dell'bccademia di Gottingen. Zur 
Theorie der ungeraden Aberschen Sigmafunctionen dreier Argumente. Gotting. Nachric, 
Juli, 89. 
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Si pub dimostrare che sia il campo di GEISER che quel10 di HESSE (e quindi 
naturalmente sia le a dispari che le pari) sono razionali ne1 campo dei coef- 
ficienti di cer té  sette tangenti dojpie della curva di 4." ordine. 

Tali sette tangenti non sono prese completamente ad arbitrio ma debbono 
comporre un cosiddetto sistema settenario di ARONHOLD (Aronhold'sches Siebe- 
nersysfern), cioè sono sette tangenti doppie formanti una certa configurazione 
speciale ne1 sistema di totte le 28 tangenti doppie della curva di 4." ordine. 

Nella cosiddetta figura d i  HESSE, in cui tali 28 tangenti doppie corri- 
spondono univocamente alle 28 rette che congiungono a due a due gli 8 punti 
fondamentali di una rete di quadriche, un sistema settenario corrisponde al ei- 
stema di sette rette che congiungono uno degli 8 punti con tutti gli altri aette. 

Ecco dunque verso quali direzioni io mi propongo di drizzare i miei studii 
posteriori, mi propongo cioè di studiare le o ne1 campo di razionalith di 
un sis temu settenario di ARONHOLD. 

Io confido ne1 favore costante dei miei amici, e spero che mai mi verrà 
meno l'incoraggiamento dei miei maestri. 

$ 1. Calcolo diretto del  2." termine del10 sviluppo 
delle 0 abeliane dispari. 

Ne1 $ 11 della Memoria precederite abbiamo t,rovato una formola che dh 
in una maniera complicata l'espressione del 2." termine del10 sviluppo di a 

quando i tre integrali di l.a specie w si fanno proporzionali alle tre coordi- 
nate omogenee x del punto della superficie di RIEMANN. Adoperando tale espres- 
sione siamo ivi giunti a trovare in una maniera indiretta il 2." termine. Scopo 
di questo paragrafo è di trasformare invece di~ettamente la  espressione di cui 
si parla, e cib per poter poi, giovandoci di un altro risultato che troveremo 
ne1 corso di questa Memoria, dimostrare in maniera decisiva una delle pro- 
prietà fondamentali delle funzioni o. 

Incominciamo col calcolare: 

Ponendo : 

si ha: 
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Ne1 $ 9 della Mem. 1 abbiamo calcolato (tf). Di qui si pub facilmente 
calcolare [(q f ) ,  f 1. Si trova usando notazioni analoghe a quelle del paragrafo 
citato: 

(con f,, si rappresenta la 2." derivata di f rispetto a d  3,). 
L a  espressione (1) del €j 11 citato diventa allora: 

Questa espressione, corne abbiamo già osservato al €j 11 della Mem. pre- 
cedente, deve potersi ridurre ad una funzione intera in x avente per denomi- 
natore f ; .  

. Cominciamo col considerare i termini contenenti per divisore f z .  
Usando per f la sua notazione simbolica è facile trovare: 

( b f ) ( b f 1 ) b ;  = 4 4(bc)(bd)bic:d: 

[ ( b f ) ,  f ]  bi = 4 - 3.4(bc)(cd)b+c3,d; 

( A f )  , =4.3 -4 (bc )b3:b3c ;  

[ ( f 3 f ) ,  f ]  = 1 . 2 . 3 ~ 4 3 ( a b ) ( a c ) a x a 3 b ~ c J , + 3 8 ~ 4 3 ( a b ) ( b c ) a ~ a , B ~ c f .  

1 termini dunque aventi per denominatore f J  si riducono a :  

- 5 .  8 .  4(bc)(ad)hdb,cBaJ,a,dX - 2 .  43 - (bc)(bd)bXcZ,dZ,al:a: 

- 2 .  3 2 .  4 2 . ( b c ) ( ~ d ) b ) , c ~ d : a C a ~  = 

= 5 .  8 4 [(bc)(bd)bic:d2a3:~2, - ( b c ) ( a d ) b ~ b 3 c X a 2 a , d ~ ] ,  
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e trasformando il primo di  questi due termini colla formola: 

(6 d) a, = - (da)  6, - (a  b) 4,  
e riducendo, resta solo: 

- 5 .  8 .  4(bc)(ab)b~c3,a3,a3. d id , ,  

che ha  appunto per divisore un f,. Questo diventa dunque un termine solo 
con un divisore f t .  L'assieme dei termini di tale natura è dunque: 

- 5 8(bc)(ab)b;cZ.uBa3- 4 .  3 .  2(a6)(bc)aaaab:c: + 
+ 2 .  3° 4(ab)(bc)aLa,bJ:cX, 

cioè semplicemente: 

= $ 8 ( a b ) ( b c ) a ~ a 3 b ~ c " ,  4(ab)aib2,ci[(bc)a, - (ac)b,] 

= - 4 ( a b ) 2 a i b i .  &c, ,  

e con cib è comparso ancora un altro fattore f,. 
L a  (1) diventa dunque semplicemente: 

( D f ) '  è una funzione intera sulla Sapendo già (3 11 della Mem. 1) che 

superficie di RIEMANN si ha  che colle trasformazioni fatte si è ottenuto perfet- 
taniente Io scûpo che ci eravamo proposto. 

Ponendo ora f sotto la sua forma canonica DXo: - (fQ2 calcoliamo i di- 
versi termini di questa espressione. 

Si trovano le seguenti formole: 
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Si vede clle in tutte queste espressioni vi sono termini di tre tipi diversi. 
1) Termini non contenenti alcun sirnbolo 0. 2) Termini contenenti due sim- 
boli fi. 3) Termini contenenti quattro simboli fi. 

Sostituendo queste espressioni nella formola (1) e raccogliendo i termini 
del 1." tipo, e riducendoli coll@ formola: 

[- (O CP' D)I2 = [(@a1) Dm $. (@' D) CDcc + (D9)(D13S1 ?, 

(si ricordi che Y, = 1) si ha:  

- (Q a' D)' am (Ptfl Dm + 4 (D Qx ' Dm @': 

il cui secondo termine 10 possiamo scrivere, per effetto di f =  O :  

4 (D q2 @, - n: nl: . 

Raccogliendo poi i termini del 2." tipo insieme con questo ultimamente otte- 
nuto e adoperando le solite identità si ha:  

i quali due ultimi termini possono, mediante f = O a cui soddisfanno le z, 
rendersi termini del 3." tipo, coi quali riuniti e riducendo si ha: 

Raccogliendo tutti questi tre risultati e ponendo poi per le x le espressioni: 

si ha  appunto il termine del10 sviluppo di o che coincide perfettamente con 
quel10 trovato per via indiretta nella, Mem. precedente. 

Amzaii di Matemnticn, ton10 XVII. 2G 
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5 II. Equazione differenziale di  Wiltheiss e sua applicazione. 

Le  funzioni ellittiche, iperellittiche e abeliane considerate corne funzioni 
dei loro argomenti e dei moduli soddisfanno a certe equazioni differenziali di 
2." ordine. 

Tali equazioni differenziali mutano di forma secondocliè si tratti di una 
pinttosto che di un'altra delle funzioni O generali. 

Per esempio se si tratti delle 9 Jacobiane tali equazioni sono estrema- 
mente semplici e sono le cosiddette eyuaxioni di RIEMANN (*). 

Più cornplicate sono queste equaziorii se si tratti di quelle speciali @ che 
noi chiamiamo a. 

È noto che le funzioni 9 differiscono dalle CT per due fattori di cui il primo 
è un certo esponenziale di 2." grado e il secondo è una radice ottava di una 
certa espressione, dipendente dai moduli. 

Ora chiamando s tale radice ottava e ponendo Th = s e  a le equazioni 
differenziali per le T h  sono molto più semplici di quelle per le o ed il WIL- 
THEISS ha trovato tali equazioni per il caso iperellittico qualunque e per il caso 
abeliano p = 3 (**). 

L a  forma generale che allora vengono ad acquistare tali equnzioni é la 
seguente: in primo punto sono equazioni lineari omogenee di 2." ordine; inoltre 
vi comparisce un certo processo di A R ~ R H O L D  composto colle derivate di TI1 
rispetto ai  coefficienti della forma fondamentale moltiplicate per i coefficienti 
di un certo covariante. Tale processo di ARONHOLD ha in generale una reln- 
zione assai intima col discriminante della forma fondamentale. 

Per il cas0 abeliano p = 3 il covariante che entra ne1 processo di ARO- 
NHOLD 8 e che dovremo in seguito studiare molto intimamente è il seguente: 

(le v si suppongono coordinate di un punto a h h m k  del piano). 

(*) RIEMANN, Werke, pag. 131. 
(**) WILTHEISS, Ueber die partielbn Differentialgleichungen zwischen den Ablei- 

tungen der hyperelliptischen Thetafunctionen nach den Parametern u n d  nnch den Ar- 
gumenten. Crelle, Bd. 99. - Partielle Differentialgleichungen der Thetafunct. zzoeier 
Arg. M.  A., 29. - Parléelle Differentialgleich. der hyper. Thetaf. etc. M .  A., 31. - Die 
Partielle Differentialgleich. etc. M .  A., 33. - Die Partielle Differentinlgleich. der Abel- 
schen Thetafunct. dreier Argumente, Gottinger Nachrich., Juni  1889. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per 10 sviluppo delle o ubeliane clispuri a tm argomejzti. 203 

Questo covariante non è nuovo. Esso ha  già delle relazioiii assai caratteri- 
stiche colla curva di 4.' ordine e colle trascendenti che hanno questa per base. 

Infatti esso, considerato nelle coordinate v, rappresenta una conica-cova- 
riante che passa per i punti tangenziali di un punto x della curva (*). Inoltre 
è appunto tale covariante che costituisce llintegrando delllintegrale normale 
di 3.a specie Q (**). Cib non comparisce perb direttamente dagli sviluppi da 
noi dati ne1 5 1 della Mem. precedente, perà si pub far vedere che se si ruole 
fare scomparire la quantita arbitraria h che ivi comparisce allora l'integrando 
si riduce proprio al covariante di cui è parola tenendo conto che le nostre va- 
riabili si muovono sulla superficie di RIEMANN. 

L'equazione del WILTHEISS è propriamente: 

dove : 

dove le v ,  come sopra, sono arbitrarie. 
Poniamo ora: 

T h  = s . g  = s(N,  + N, + N5 + a m . ) ,  

dove le N sono i diversi termini del10 sviluppo di a ,  e s è una certa irra- 
zionale determinata già da1 KLEIN (***), ma che per il nostro scopo non ci 
occorre conosceie. 

Applicando l'equazione differenziale a questa forma di  Th e poi egua- 
gliando a zero i termini degli stessi ordini in tu, dopo aver posto le v (arbi- 
trariej eguali alle w si hanno le equazioni: 

la çeconda delle quali costituirà il fondamento per le formole ricorrenti che 
iioi desideriamo trovare, mentre la prima ci servirà a conoscere I'espressione 

(a) Il problema generale della ricerca di tali curve-covarianti di n - 2m0 ordine si cor- 
rela col problema delle tangenti doppie. Vedi: DERSCH, Doppeltangenten einer Curve n'", 
Ordnung. Math. hnn., VII. 

(*a) Mem. prima, § 1. 
(***) KLEIN, Gottinger Nachrich., Mai 1889. 
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di ($s),=, e cib senza la conoscenza della forma di s ,  ma mediante la cono- 
scenza che già abbiamo del secondo termine del10 sviluppo di a. Viceversa se 
si potesse giungere alla conoscenza diretta di 8s si giungerebbe mediante quella 
formola alla conoscenza del secondo termine del10 sviluppo di a. Perh la de- 
terminazione diretta di d s  tenendo presente il grado elevato che s ha  nei coef- 
ficienti e mediante altre considerazioni che B facile fare, appare cosa di non 
lieve complicazione. 

Si sa che le funzioni c non sono funzioni razionali dei coefficienti della 
quartica fondamentale, ma dei coefficienti delle curve 11 = O @ = O D = 0 
mediante cui ne1 modo noto si compone la quartica. Da cib segue che le nostre 
formole precedenti non sono applicabili senz'altro se prima non si è trasfor- 
mat0 il processo 8 che in esse comparisce in modo da farvi comparire non 
più le derivate rispetto ai  coefficienti della quartica, ma rispetto ai  coefficienti 
di quelle altre curve. Cioè a dire Io scopo di tutte le considerazioni che se- 
guiranno, sarà di trasformare I'equazione di WILTHEISS, e per essa il processo 8, 
ne1 campo d i  ruxional i tà  delle nostre funzioni o. 

5 III. Introduzione alla trasformazione del processo 6. 

Noi dovremo ridurre il processo d alla forma: 

--- 
dove con D 13 cD si intendono i coefficienti di tre certi covarianti  che deno- 
teremo nelli stesso modo e alla oui ricerca si riduee tutta la nostra quistione. 
Che il processo 6 debba potere trasformarsi in questa maniera, in modo cioè 

- - A  

che D 12 Q risultino covarianti  delle tre forme D (1 CI>, è cosa che appar chiara 
quando si ricordi la proprietà sostanziale della funzione 0, la sua proprietA 
cioB d'essere un covar.iante trascendente delle tre curve D !Z @. Noi troveremo 
effettivamente ne1 corso del nostro lavoro questa caratteristica proprietà del 
processo o' che si riduce poi ne1 fondo ad una nuova proprietà del covariante F. 

Supponendo di applicare il d alla quartica f troviamo senz'altro la se- 
guente equazione : 

F = Q D - ~ ~ J G +  DG. 

Questa relazione ci suggerisce I'idea che dobbiamo seguire per trovare i co- 
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- - - 
varianti D 11 (1); noi dobbiamo cioè calcolare F in funzione dei coefficienti 
delle tre forme D I! cD e poi cercare di raggruppare i termini ottenuti in ta1 
modo che ciascuno di essi venga a contenere per fattore seinpre O D O I! O Q. 

È chiaro ehe alla prima calcolasione F non apparirà aenz'altro sotto @esta 
forma, ma essa vi si deve poter ridurre e noi indicheremo in seguito gli ar- 
tifizii non facili coi quali vi si riesce. 

Qui capita perb ancora un'altra quistione fondamentale. 
È solo in  una maniera che si potrà ridurre F alla forma detta? 
Poche osservazioni su1 risultato che otterremo ci mostreranno che cib non 

è, e cbe sono inrece possibili in$&te maniere varianti fra certi limiti. D'altra 
parte il processo d trasformato ne1 nostro campo di razionalità deve avere una 
forma ben determinata, onde a prima vista parrebbe che dopo trasformato F 
alla forma detta si dovesse poi intra,prendere una seconda ricerca, il trovare 
cioè quale delle infinite forme conviene al nostro caso. Perb noi dimostreremo 
a suo luogo (e questo è un punto di  essenziale importanza) che per il nostro 
scopo, della ricerca cioè delle formole ricorrenti per la O ,  qualunque delle in- 
finite forme di F fa raggiungere la meta. 

Incominciamo col trasformare F in modo da farvi comparire i simboli 
di D, Q ,  Q. 

Colle solite regole del calcolo simbolico facciamo in primo luogo scom- 
parire in F due simboli a, b, e per essi introduciamovi i corïispondenti D, 14 Q. 

Allora si hanno in primo luogo i seguenti termini che, poichè sono del 
tipo che noi desideriamo, cioè contenenti per fattori una di quelle trc forme 
ternarie, li poniamo da parte: 

I n  secondo luogo si hanno i seguenti termini che non sono del tipo di 
quelli che noi desideriamo e che quindi dovremo in seguito occuparci di tra- 
sformare. 
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2) n n 2 

3) 1) n 1 

4) a O 

È naturale che dobbiamo 
tipi di termini. 

Il  

n 

n 

occup 

Se in queste espressioni al simbolo c sostituiamo i simboli corrispondenti 
di D @ 0 abbiamo in tutto quattro specie di termini diversi, cioé: 

1) Termini con 3 simboli @, 3 simboli D, O simboli 0 

2 n 2 n 

1 n 4 n 

0 17 6 il 

arci separatamente di ciascuno di questi 

$ IV. Trasformazione dei termini del 1 tipo. 

I termini del 1 tipo che risultano sono (a, meno del divisore comune 4 3): 

6 (a D (D") (D ID' a") 9; a)': 9", Du + 3 ((b <f>' D) (D CD' a") cf)',: dls a: a", Du 
8 '1 
+ 3 (9 a' a'') (D (bf O") afX @ l t m  9; DU + 3 (D @' 9") (<P D a") a"x a',, Do 

Gli ultimi due hanno già per fattore Dx. Resta a trasformare gli altri 
quattro. Il terzo termine si riduce facilmente a 

Il secondo si riduce facilmente alla metà del primo col segno ~nutato e 
agli altri due terniini 

- 3 (D @' @")2 <plx Du . @; + 3 (<p ID' dl) (D 9' dl) @lx #; arrV Dv Ds, 
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di cui i due primi sono del genere di quelli che noi vogliamo pcrchè: aventi 
per fattori rispettivamente CD:, D,, e l'iiltimo si distrugge coll'altra meth del 
primo. 

Si vede dunque che effettivamente i termini superiori si lasciano ridiirre 
a termini del genere voluto. 

5 V. Trasformazione dei termini del II tipo. 

Tali termini sono: 

e inoltre vengono cinque altri termini coiitcnenti per fattore D, e clle per 
brevith non segniamo qui. 

Su questi termini facciamo le seguenti trasformszioni. 
Il primo è: 

Il decimo termiiie colla ideiltità (@a D)o', = ecc,., si riduce a termini del 
nostro genere. Cod il nono termine colla identità ( D ~ l 1 @ ' ) s x  = ecc., si riduce 
a termini del genere desiderato e ad un termine corne il tredicesimo. Colla 
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identità ( ~ D n ' ) n ,  = ecc., il sesto termine, a meno dei soliti termini, si riduce 
ad uno simile al settimo. 

II dodicesimo è: 

1 - , (n', & il)') O. a, n, !L', D, [(a +'D) n, - 2 (op D O) a,], 

di cui la seconda parte è simile al tredicesimo, mentre la prima parte colla 
identità (@(b lD)Q,  = ecc., diventa un termine che si distrugge col quarto e un 
altro col fattore D,. I l  quinto colla formola (Darn)(r), = ecc., si riduce, cib 
che fa anche l'ottavo colla forrnola (anDa', = ecc. 

Dopo fatte queste riduzioni il tredicesimo è venuto ad acquistare il coef- 
ficiente 1 e allora unito coll'undicesimo dB: 

(O D (b') d, cDv 0, [(a) [b' D) ntv - CI)' D nt) CD,], 

di cui la 2." parte è: 

la cui 1." parte si trasforma infine in 

- (D n'o) a': n,a; [(D @'O1) 0, - (dn 'n )  D, + (n'n Dj a',], 

e con cib si vede clie i due termini presi in considerazione si sono ridotti to- 
talmente a termini delln specie richiesta, 

Apphando inoltre al secondo I'identità (Dg>'Q)d>, = ecc., si vede infilie 
che di tutti i tredici termini segnati al principio di questo paragrafo solo i 
quattro seguenti non sono ancora del genere richiesto, cioè: 

(1) - (a D n'j (s D (1,') n, n, nt, (I,'; a, 

(2) - (11) <i)'n1) (D 4>'nf) a', D, n, O, 

(3) + (n D CI)') ((r, *r D) (fi1, a, G, 12, nl, nl, 

(4) - 2 (D a' CI)') ($1 a D) (D', (I)'v (1); n', 0, . 
1 tre primi si possono trasformare cosif 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



per 10 sviluppo delle u abeliafie dispari a tre argome~ti. 209 

L'assieme di questi tre termini, a meno dei due termini contenenti per 
fattore D, è semplicemente : 

- (QQ' D)W&',Q,n', no ntv $ (Q s' D) ((a a' n) (ax (D', nz 81xn'v Du 
- - - 2 (<a @ID) (Da CJ') @, <ar, Q, n, n', ntv. 

Intanto il (4) 10 possiamo scrivere: 

- 2 [(Dn'e) (12 D a') - (D il1 n) (D @' Q)] (ar,@', Q). n',nu, 
di cui il primo termine colla formola: 

(Dar@) a', = ecc., 

diventa tre termini del nostro genere, e il secondo colla formola (DQIQ)@,= ecc. 
si riduce a due termini del nostro genere e ad un altro che si distrugge pre- 
cisamente con (a). 

Con cib si vede dunque effettuato il nostro assunto, che era quel10 di 
trasformare secondo il nosiro punto di vista i terrnini del II tipo, i quali, corne 
appunto si prevede a priorg sono proprio di tale natura (e analogamente quelli 
degli altri tre tipi) da potersi trasformare completamente secondo il nostro 
intento. 

1 molteplici artifizii per giungere al risultato non sono cos: facili ad in- 
vestigarsi. 

Notiamo inoltre che noi per brevità abbiamo quasi sempre tralasciato di 
segnare quei termini i quali cornparivano immediatamente sotto la forma de- 
siderata. 

In un capitolo seguente poi naturalmente li raccoglieremo tutti. 

5 TI. Trasformazione dei termini del III tipo. 

8 16 + a (m w) (D nr nt') nr"; nx nfX@; + - ((m fi Qt?(D fi' !Yt) W, ilr". n, nfx a;. 
3 

Annali di Matematica, tomo XVII. 27 
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Indicheremo anche qui brevemente il modo con cui bisogna raggruppare 
i varii termini, e le identità simboliche che bisogna adoperare per ottenere 
il nostro scopo. 

Trasformando il sesto termine colla identità (@QQ'")fi', = ecc., si ha ,  a 
meno di un termine col fattore e di un altro con a;, un termine simile 
al quarto. Cosi il settimo con (@nnUr)n",= ecc., dà un termine simile anche 
al quarto. L'ottavo con (Q DQ")Q1, = ecc., si trasforrna nella forma desiderata. 
11 terzo con (@~'R")fi"', == ecc., dà un termine in (Pi e due termini simili al 
quarto. 

Tl secondo con (!2fY"'D)R1, = ecc., si riduce al genere desiderato. I l  se- 
condo colla trasformazione (R d"' $) fi", = ecc., dà luogo ad un termine che si 
riconosce facilmente eguale a zero, un termine col fattore (1; e un termine: 

. % Il nono con (D Q' il") a, = ecc., e il primo con (Q n"' D) il', = ecc., si ri- 
ducono alla forma desiderata. Restano quindi infine solo i tre termini: 

di cui il primo coll'identità (@Q1n"')n, = ecc., e il secondo con (Dn' Qr')n,= ecc. 
si riducono a termini di cui alcuni sono della specie desiderata e gli altri si 
distruggono. esattamente col terzo. 

§ VIL Trasformazione dei termini del IV tipo. 

Tale trasformazione non è complicata corne le precedenti, ma è estrema- 
mente semplice. Non vi è che un solo termine del IV tipo ed è: 
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Colla formola, identica: 
(ntn"'nl ) n, = ecc., 

tale termine diventa: 

cioè acquista per fattore 0;. 

Ora passeremo a raccogliere i varii termini che siamo venuti ad ottenere 
durante tutte queste riduzioni, e propriamente riuniremo insieme quelli con- 
tenenti per fattore rispettivamente D,, ni ,  @:, cioè quelli che vengono a for- - - - 
mare a, n ,  D giusta la  formola del 5 III. Ci occuperemo naturalmente di 
ridurre alla forma più semplice possibile tutte queste espressioni. 

$ VIII. Il covariante G.  

I n  primo punto è facile trovare di quali specie di  tipi di termini deve 
essere cornposto il G.  Esso s a r i  cioè cornposto di termini dei seguenti tre tipi: 

1) Termini con 3 simboli Q ,  2 simboli D, O simboli n 

2) n 2 n 1 n 2 n 

Di ciascuno di questi tipi si presenta un numero assai grande di termini, 
diversi fra loro per la diversità dei loro fattori determinanti simbolici. Questo 
carattere della diversità dei determinanti contenuti come fattori simbolici dei 
termini, non costituisce come l'altro carattere delle diversità del numero dei 
simboli, una differenza sostanziale fra i varii termini, e noi possiamo cercare 
di trasformarli, mediante le solite identità simboliche, in maniera che si abbiano 
termini i cui fattori determinanti siano di certi pochi e determinati tipi che noi 
scegliarno naturalmente fra i più sernplici e i più simmetrici. 

1 dettagli di queste calcolazioni non li possiamo esporre qui, perché ci 
porterebbero troppo lontano. Ci basti di esporre i risultati. 

1 termini del 1." dei tipi di cui si è parlato al principio di questo para- 
grafo, si riducono a (*): 

(le) Avvertiamo che nell'esposizione di tali  risultati ometteremo dappertutto un divisore 
numerico 4 -  3, che dovrii quindi sempre supporsi. 
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3 * 9 + (D m m'y 1 - o, @',, m": dl, + & @,dV o": - - o, @', c", or': 1 
16 

7 5 SC* 3 
+(no'n')(n~n~)[-~~,*'~m;~~+-~,~;+-o~:m,o: 4 2 1 

7 - - m c ~ f V ~ , ~ ,  D, 
2 

Finalmente i termini del 3." tipo si riducono: 
1 

17 * * * 
(R nf ~i')~ - a: mv n, 0, - - [9 . 9 e:n~-l@,o:n:1 9 ) 

1 termini che abbiamo contrassegnati con -w li toglieremo poi da queste 
espressioni perchè, per una ragione che svilupperemo in uno dei paragrafi se- - - 
guenti, li possiamo trasportare a far parte di n, D anzichè di %. 

L'assieme di questi tre risultati ottenuti forma appunto il richiesto cova- 
riante 4 3 G, a meno della riduzione di  cui abbiamo ora parlato. 

$ IX. Il covariante c. 
Anche qui possono comparire tre diverse specie di termini, cioè: 

1) Termini con 2 simboli @, 2 simboli D, 1 simbolo n 

2) n 1 n 1 n 3 n 

3) n n O n O n 5 n 
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1 termini di ciascuno di tali tre tipi si possono ridurre rispettivamente ai 
seguenti : 

1) (D na) (D n a') [6 @; @': + 3 a, @, of, du] 

L'assieme di tali espressioni costituisce - 2 . 3  . 4  5 (*). 

X. 11 covariante D 

L'espressione di questo covariante é molto più semplice delle precedenti. 
Facilmente si ottiene la seguente espreçsione per 4 3 .D: 

i*) P e r  intendere la ragione del fattore - 2 che vi abbiamo segnato, si ricordi la  for- 
mola del § III. 
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8 XI. Mutamenti che possono effettuarsi nelle espressioni 
dei tre covarianti trovati. 

Nei paragrafi precedenti noi abbiamo calcolato il covariante F che è 
espresso mediante i coefficienti della curva di 4." ordine, in funzione dei coef- 
ficienti delle tre ternarie D 0 a, e poichè possianio porre: 

- - A  

abbiamo chiamato Q n 1) i fattori che vengono a moltiplicare rispettivarnente 
D, ni a:. Perb si presenta subito il fatto che con questi soli criterii i cova- 
rianti Fi D non sono individuati; giacchè è chiaro c.he oltre che comparire 
termini contenenti semplicemente per fattore una di quelle tre forme, possono 
cornparire addirittura termini coi fattori: 

D ovvero D, Or, 

(l'ipotesi di termini con fattori 0: Q: si esclude da sè perchè F è solo di 
4." grado in x). Di ta1 natura sono i termini segnati con * ne1 8 VIII. 

In ta1 cas0 tali termini, almenochè non si assuma un altro criterio per - - -  
individuare D n Q,  possono sia far parte di 3 che di z, ovvero di n che di G; 
la prima idea quindi che si affaccia alla mente è quella di cercare a quali 

- - -  
altre condizioni debbono sottostare i tre covarianti D n a, perchè possano 
venire a costituire il nostro processo di ARONHOLD. 

Perb noi possiamo dimostrare che per il nostro scopo preciso, cioè per 
la ricerca delle formole ricorrenti a cui soddisfanno i termini della funzione 
abeliana o, la ricerca ukeriore di cui si parla è inutile; in altri termini, il 
risultato è 10 stesso qualunque sia la terna di valori (nei limiti della arbitra- 

-- - 
rietà di cui si parla) che si assume per D n Q. 

5 XII. Dimostrgzione della tesi del paragrafo precedente. 

Consideriamo prima i termini contenenti per fattore: 

D, cl;. 

L'assieme di tutti questi termini 10 possiamo scrivere simbolicamente: 

t, Dxn;. 
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Noi abbiamo trovato nella Memoria precedente che la funzione abeliana a 
soddisfa ad una certa equazione differenziale d a  = O (*). 

Sebbene non ci occorra sostanzialmente per quel10 che dovremo dire pure 
ci pare utile far vedere in questa occ,asione che alla stessa equazione soddisfa 
anche la funzione Th introdotta ne1 5 I I  di questa Mernoria e che è formata 
moltiplicando cr per una certa irrazionale s determinata già da1 KLEIN; in altri 
termini che 

A ( s . o ) = s A ~ + u A s = O ,  
cioè As = 0. 

Ora pel cas0 delle dispari il KLEIN ha propriamente trovato che s è la 
radice ottava del discriminante della superficie di 3." ordine (**): 

(a; + 2 xa 0: + x; Dx - 0. 
Tale discriminante sarà un invariante delle tre forme ternarie D n a. Se per 

fi poniamo rispettivamente : 

cib corrisponde a fare sulla superficie di 3.' ordine una trasformazione lineare 
del tipo: 

$ , = X i  X z E X 2  X 3 E X i  X 4 E X 4 $ q l x .  

Allora il discriminante deve restare inalterato, dunque poichè un invariante 
di st D che resta inalt,erato per le sostituzioni (a) soddisfa alllequazione 
A = O  (***), si ha che appunto As = 0. 

Tornando ora al nostro assunto, se il termine t, D, n; 10 supponiamo 
appartenente a G ,  esso vi entrerà come termine t, fi:, e se 10 supponiamo 

1 appartenente a fi esso vi entrerà come - - t, Dx. 
2 

Se supponiamo effettuato , che è l'espressione che cornparisce nelle 
formole di ricorrenza del $ II di questa Memoria, si otterrà nell'un cas0 e 
nell'altro a meno di  termini comuni, i due termini rispettivamente: 

(*) Memoria 1 ,  3 13. 
(a*) KLEIN, Gottinger Nachrichten, Juni 1889. 
(a**) Memoria 1, Ej 13. 
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i quali sono due termini fra loro eguali appunto perchè un termine qualunque 
N di a soddisfa a AN L- O. 

Consideriamo ora i termini del tipo: 

Incominciamo coll'osservare che supponendo tale termine come apparte- 
nente a il che 10 riduce naturalmente a A@:, allora quando si va ad ap- 
plicare il processo 8 ad un termine qualunque contenente al grado u i coef- 
ficienti di a, e propriamente si applica quella parte del processo d' corrispon- 
dente al termine A@:, allora il risultato parziale che si ottiene non è altro 
che la stessa espressione su cui si opera moltiplicata per u. 

E 10 stesso analogamente supponendo il termine appartenente a D. 
Cib premesso noi ricordiamo inoltre che un termine qualunque del10 svi- 

luppo di o ha il suo gra.do nei coefficienti D di un'unità maggiore del grado 
nei coefficienti @ (*), cib che del resto appare anche dalla espressione trascen- 
dente della funzione u in cui si vede che vi compariscono due fnttori di cui 
l'uno dipendente solo dai coefficienti di f (che sono sempre di grado eguale 
nei coefficienti e D) e l'altro di 1.' grado nella D (**).' 

Vediamo ora nell'applicazione delle formole di ricorrenza del § II quali 
differenze porta il supporre il termine di cui si parla come appartenente a 
@ o a E  

L a  formola di ricorrenza la possiamo scrivere: 

(8~~1-J,. - ~,i- ,  N, N3) + ecc. = O, 

O anche: 

Ora consideriamo in  N21-I un termine B di grado a nei coefficienti 4 e 
u + 1 nei coefficienti D. 

Allora andiamo a vedere i risultati che otteniamo da questa formola se- 
condochè del termine A .  Da*: ne disponiamo nell'uno O nell'altro modo. Se 
IO consideriamo come contenente il fattore e quindi poniamo il termine AD, 

'a far parte di si h a  per risultato, oltre altri termini di cui è inutile tener 

(*) Memoria 1, 5 8. 
(**) Id., id. 
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conto, 
( a + l ) A B -  AB+ecc .  

Se invece poniamo il termine A@: a far parte di a si ha: 

cioè 10 stesso risultato di prima. 

5 XIII. Altra dimostrazione. 

Possiamo dare un'altra dimostrazione della seconda parte della tesi svolta 
ne1 paragrafo precedente. 

II fondamento di quest'altra dimostrazione consiste ne1 dimostrare che 
mentre u consiste di un'assieme di termini in cui il grado nei coefficienti di D 
supera di un'unità quel10 nei coefficienti di 5, invece SCJ = Th ha sempre 
eguale il grado nei coefficienti di D e @. 

In ta1 caso l'applicazione del prooesso 6 alla Th dà sempre 10 stesso ri- 
sultato qualunque sia il modo con cui abbiamo costituito 8, cioi in qualunque 
modo abbiamo disposto del termine A D, @Z. Poichè poi le formole di ricor- 
renza derivano dall'applicazione di 8 a Th che entra nell'equazione primitiva 
di WILTHEISS, si ha appunto il nostro assunto. 

Resta dunque solo a dimostrare che Th B del10 stesso grado in D e o. 
Cib del resto sarebbe chiaro se noi partiamo dalla considera,zione che Th deve 
potersi considerare addirittura come funzione (irrazionale) dei coefficienti della 
quartica, perchè essa infatti soddisfa all'equazione di WILTHEISS in cui appunto 
non vi compariscono che solo coefficienti di f O quantità da questi diretta- 
mente dipendenti. 

Del resto possiamo anche dimostrare direttamente l'asserzione superiore, 
e propriamente dimostriamo che s8 cioè il discriminante della superficie cubica: 

è una tale funzione dei coefficienti di D n @, che il suo grado nei coefficienti 
è sempre di otto unità maggiore del grado in D. 

Infatti nell'opera di SALMON-FIEDLER (*) sta calcolato il discriminante della 

(") Raumgeowaetrie II, pag. 427. 
Annali di Matematica, tomo XVII. 
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superficie di 3." ordine in funzione razionale di certi invarianti della cosiddetta 
forma pen taedricu. 

Uno dei termini di tale discriminante è ivi indicato con Ad dove A é sim- 
bolicamente espresso da: 

dove per sernplicità si son poste le cifre per indicare tutti i simboli fra loro 
equivalenti. 

Se poniamo la superficie di 3." ordine sotto la forma a: = 0 noi possiamo 
scrivere uno dei termini di A cosi: 

Fatta di questo termine la 4.' potenza e sostituite alle a le loro espressioni 
mediante D 0 @ si ha che uno dei termini del discriminante è certamente 
del tipo: 

dove appunto il grado di a é eguale a quel10 di D più 8. 
Per dimostrare che la stessa legge si verifica per qualunque altro termine 

procediamo cosi: Poniamo un termine qualunque sotto la forma: 
l u v  

(W n a). 

Nella forma fondamentale facciamo i seguenti cangiamenti: 
Moltiplichiamo : 

X4 per p 

i coefficienti di per pZ 

n a per p. 

Allora la forma fondamentale resta inalterata a meno di un fattore, onde il 
discriminante deve anche restare inalterato, a meno di un fattore; ma il ter- 
mine T si moltiplica per pz'+'= = p40, dunque dovrà essere: 

Facciamo d'altra parte i cangiamenti seguenti: moltiplichiamo: 

xi, XZ 1 Xa per 
i coefficienti di D per pz 

n per p. 
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Allora cogli stessi ragionamenti si vede che dovrà sussistere l'altra relazione: 

2À+p=24.  

Da (1) e (2) si ricava appunto: 
v - A = 8 .  

- - -  5 XIV. Osservazioni sulle espressioni dei tre covarianti D n a. 

Giusta i risultati dei paragrafi precedenti possiamo diinque semplificare 
l'espressione di < ottenuta a1 § VI11 trasporfando a far parte di e di ri- 
spettivamente quei termini che ivi abbiamo contrassegnati con * * ovvero 
con je. 

Tali termini poi vengono a ridursi con altri a loro simili che esistono 
giA in 6 O D. 

Ci dispensiamo da110 scrivere di nuovo le espressioni dei tre covarianti 
dopo fattevi le leggiere modificazioni indicate. 

Facciamo solo notare che esse le abbiamo ridotte combinazioni razionali 
intere degli 11 covarianti seguenti e dei termini delle loro polari rispetto a u :  

A = ( D ~ ' ) ~ ,  B = ( @ D ~ @ , ,  C=(@@'D)2~3C@'s, G=(@nnl)z@, 

E = ( ~ n ' n " ) ~ ,  E= (mn ' )  (Don') ai , H= (@@'fi)" @,@', , P - (Dm) (Dm') a: a'1, 

Q=(nn1@)(nn'@')@3,@';, b1.i(~@D)(n@@')@,@'3,, N= ( @ @ ' ~ ' ~ y  @x dx [D''~, 

di cui i primi 6 sono quelli che entrano neIla formazione del seoondo termine 
del10 sviluppo di o (*). 

Supponiamo fatto v = x. Allora l'espressione di 4 . 3 . F da noi calcolata 
riei paragrafi 'precedenti diventa un assieme di 14 termini, ciascuno dei quali 
& una combinazione degli 11 covarianti detti avanti e delle 3 forme D, n, @. 

Tali 14 combinazioni di cui parliamo sono fra loro Einearmente indipen- 
d e ~ t i ,  corne ora vogliamo dimostrare. . 

Esse sono: 
I   ND^, II== C@ D 

(a) Memoria 1, § 12. 
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Di questi termini ne abbiamo distinte quattro categorie diverse secondo il grado 
diverso che hanno nei coefficienti delle forme a n D. 

1 coe5cienti numerici coi quali queste quattordici espressioni compariscono 
a formare 4 - 3  F sono rispettivamente i seguenti: 

Pe r  dimostrare la indipendenza lineare delle 14 espressioni basta natural- 
mente esaminare partitamente fra loro tutte quelle comprese in ciascuna delle 
quattro categorie. 

La terza categoria è inutile considerarla, perchè contiene un solo termine. 
1 due termini della prima categoria (1 e II) sono fra loro linearmente in- 

dipendenti, perchè se si fa diventare CJ il prodotto di un quadrato e di una 
forma lineare va a zero solo 1. 

Se n acquista per fattore D allora III e V vanno a zero e solo IV resta 
diverso da zero. Se n diventa poi il prodotto di due forme va a zero solo III 
e non Y, dunque i tre elementi della seconda categoria sono fra loro linear- 
mente indipendenti. 

Passiamo finalmente agli elementi dell'ultima categoria. 
Se s2 diventa il quadrato di D, allora solo XII non va a zero. 
Se n diventa il prodotto di D per un'altra forma, mentre diventa il 

prodotto del quadrato di D per un' altra forma, degli elementi rimasti, tol- 
tone il X I I ,  solo IV non va a zero. 

Se n diventa il quadrato di una forma lineare, mentre a il prodotto del 
quadrato di tale forma per un'altra forma, vanno a zero tutti i rimanenti 
meno XIII. 

Inoltre se n acquista per fattore D, e a diventa un cubo esatto, vanno 
a zero tutti gli ultimi rimasti meno VII. Lo  stesso fanno tutti gli altri rimasti 
meno XIV se n diventa il quadrato e Q il cubo di una forma lineare. 

Se  diventa un cubo e n il prodotto della base di questo cubo per una 
altra forma vanno a zero due dei tre rimanenti, ma non va  a zero 'VIII; e 
finalmente se @ diventa un cubo va a zero XI e non X. 

Con cib resta dunque completamente dimostrato il nostro assunto. 
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- - -  5 XV. Altre osservazioni sui tre covarianti D n Q 

Nei paragrafi precedenti abbiamo sviluppato il fondamento di una certa 
arbitrarietà colla quale possiamo scegliere i tre covarianti che ci occorrono per 
la formazione del processo di ARONHOLD. 

La  base di tale arbitrarietà consisteva ne1 fatto che nella trasformazjone 
del covariante F sotto la forma: 

compariscono termini contenenti rispettivamente per fattori O D@ ovvero Dn. 
Allora è arbitrario per il nostro scopo (e 10 abbiamo dimostrato) aggregare 
tali termini alle espressioni di O di D ovvero di % O di i;, per modo che 
da tale punto di vista appare questo, che l'arbitrarietà nella formazione per 
es. del covariante è limitata solo alla aggiunzione di termini contenenti per 
fattore D,, e cos) analogamente per i?i e per s. 

Ma si domanda: Non è possibile supporre che, facendo trasformazioni 
diverse da quelle da noi fatte nei $5 IV, Y, VI, si giunga a poter costituire 
un altro 3 tale che non differisca da1 primo per termini contenenti per fat- 
tore D,? 

E in ta1 caso, sarebbe egualmente arbitrario scegliere questo nuovo 
piuttosto che I'antico? Questa sarebbe un'arbitrarietà più generale di quella 
considerata avanti, e d'altra parte la dimostrazione del paragrafo precedente 
non regge che per il caso particolare considerato. Perh è facile far vedere che 
l'ipotesi messa non pub sussistere. 

Infatti dalla identità: 

ne risulta identicamente : 

Se disponiamo di x in modo da farlo diventare uno dei due punti d'in- 
contro di D, = O con ni = O appare subito che la retta r, = O dovendo pas- 
sare per ambedue questi punti d'incontro sarh, a meno di un fattore costante, 
proprio la retta D, = O. Onde rX = D, . r" dove, essendo r, e Dx covarianti 
delle forme D n a, si ricava che r' godrà ancora della proprietà invariantiva. 
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Essendo allora identicamente : 

A ~ D ,  + B S C ~ ~  + D,F'@: = 0 ,  

sarà B i  eguale al prodotto di Dx per un'altra forma invariantha, B',, e to- 
gliendo poi il fattore comune D, si ricava infine che A: deve identicamente 
risultare del tipo: 

B ' ~ R ;  + rra:. 
Possiamo dunque senz' altro conchiudere che : 

1." La differenza di due D è divisibile per Dx; 
2." La differenza di due ii è divi'sibile per Dx; 
3." La differenza di due G risulta identicamente composta di termini 

contenenti per fattore 0; e di terniini col fattore a:. 
Corne corollario si ricava la seguente proprietà che vogliamo qui porre 

in vista, perchè ha importanza per le oose che diremo ne1 paragrafo seguente, 
vogliamo cioè notare che l'assieme dei tre termini: 

che comparisce nell'espressione di è ivi fisso e inalterabile. 
Tale assieme, a meno di un fattore numerico comune a tutti tre i termini, 

cornparisce esattamente nella espressione del secondo termine della funzione 
abeliana CT (*). 

Prima di chiudere questo paragrafo non voglio tralasciare di esporre una 
idea che potrebbe valere corne dimostrazione generale, sebbene un po' vaga, 
della nota arbiharietà, per la ricerca delle formole di ricorrenza, nella scelta 
dei covarianti che compongono il processo di ARONHOLD. 

Si pub far vedere facilmente che in qualunque modo si scelgano tali co- 
varianti purchè soddisfacenti a 

si avrà sempre identicamente: 

Infatti chiamando rispetthamente up, aij, G j k ,  U i jk l  i coefficienti delle forme 
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D, 0,  a,  f si ha: 

a e cod analogamente per - a e -  p donde si ricava facilmente il nostro a aij a aijk 

assunto. 
Onde, poichè nell'equazione di WILTHEISS non entra che; 

è chiaro che tale equazione darà sempre 10 stesso, qualunque sia la indicata 
trasformazione del processo d ,  e poichè le nostre formole di ricorrenza per 
la o derivano direttamente dall'equazione di WILTHEISS per T h ,  è chiaro che 
i risultati finali debbono sempre c~incidere qualunque sia la via seguita. 

5 XVI. Espressione di (as),,, e dimostrazione 
di  una proprietà fondamentale delle funzioni abeliane B. 

Per rendere applicabile la formola di ricorrenza (2) trovata al 8 II bisogna 
conoscere la espressione di (d's),,, che si trova mediante la formola (l), e me- 
diaute la conoscenza che ora abbiamo dell'espressione di B. Sostituendo ivi i 
valori di N, e di 8 3 ,  ossia 8D, ossia D, si trova facilmente che: 

8 (8 Ni)v=, + 6 N3 s , 
diventa divisibile per D,, onde dalla formola (1) si ricava (d's),=, come fun- 
zione interu dei coefficienti delle tre ternarie foudamentali. Propriamente: 

L'osservazione fatta ne1 paragrafo precedente, che cioè quell'assieme di 
termini che ivi abbiamo chiamato S B in DJisso e inalterubile, ci mostra che 
in qualunque modo si disponga delle arbitrarietà di cui abbiamo largamente 
discorso avanti, sempre il 6s risulterh funzione intera. 
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Siccome poi dalla formola (2) colla sostituzione del valore trovato per Bs, 
si pub togliere un fattore comune s, risulta che IVzx+, viene sempre espresso 
con funzione intera, onde, avendo poi d'altra parte, ne1 5 1 di questo lavoro, 
potuto ritrovare per zlna via diretta il 2.' termine della funzione u dispari, 
risulta il teorema fondamentale, che le u dispari sono funzioni intere dei coef- 
ficienti delle tre forme D, @, fi (*). 

Gottingen, luglio 1889. 

(*) Correggendo ora  (Napoli, ottobre 1889) le  bozze di stampa di questa Memoria, prendo 
l'occasione per annunziare a i  lettori d 'aver  compiuto da  pochi giorni un esteso lavoro Sulla 
teoria delle funzioni iperellittiche pari e dispari di  genere 3, che f ra  poco tempo com- 
parirh in questo stesso Giornale corne Memoria III. 
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Sulle superficie di traslazione. 

I n  una Nota: Sopra la defournazioione d i  una classe d i  superjkie, inserita 
ne1 vol. XVI (anno 188) del Giornale di BATTA~LINI, il chiarlmO prof. Brmm 
ha considerato le superficie, d a  lui chiamate di trlcslazione, generate da una 
curva piana C invariabile di forma che si muove senza rotazione ed un punto 
di essa descrive una curva Cr posta in un piano perpendicolare a quel10 di C. 
Queste superficie, corne quelle di rivoluzione, si possono deformare in infiniti 
modi, conservando il carattere della loro generazione; e anzi la costruzione 
dei profili derivati dai profili C ,  C' è, per le superficie in discorso, perfetta- 
mente analoga a quella dei profili derivati dai meridiani delle superficie di 
rivoluzione; di modo che ogni teorema relativo alla deformazione di una su- 
perficie di rivoluzione dà luogo a un teorema analogo sulla deformazione di 
una superficie di traslazione. 

Nella presente Nota io chiamo più generalmente superficie di traslazione 
quelle che sono generate da una linea a doppia curvatura qualunque A (ge- 
neratrice) la  quale, conservando inalterata la sua forma, si muove senza rota- 
zione in mudo, che un suo punto qualunque descriva una linea arbitraria L 
(direttrice); dopo avere dimostrato alcune proprietà di tali superficie, risolvo 
completamente il problema della loro deformazione in altre della stessa specie, 
e coneidero qualche caso particolare notevole. 

Propietà gene~a22. - Siano: L una linea a doppia curvatura, X ,  Y, x 
le coordinate di  un suo punto qualunque, rispetto ad un sistema di assi ret- 
tangolari O ( x ,  y, x), s l'arco della linea. 

Annali di Matematica, tom0 XVII. 29 
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Siano: A un'altrn curva arbitraria, 5, 7, le coordinate di un suo punto 
qyalunque rispetto ad un altro sistema di assi R(5, 7 ,  c) e O l'arco di A. 

Supponendo che A sia invariabilmente collegata al sistema di assi fi, si 
immagini che tale triedro si muova in modo, che il suo vertice fi percorrn la 
linea L e gli spjgoli Q5, Rv, Q si mantengano rispettivamente paralleli agli 
altri fissi Ox, Oy, Oz. In questo movimento la linea A (generatrice) genera 
una superficie di traslazione 8; ogni punto di A ,  O più generalmente ogni 
punto invariabilmente collegato col sistema di assi Q ,  genera, in questo mo- 
vimento, una linea eguale a L (direttrice). 

Chiamando X, Y, 2 le coordinate, rispetto al sistema di assi fissi O ,  di 
un punto qualunque della superficie S, abbiamo: 

L a  forma di queste equazioni rende manifesto che i n  tzrna superjicie d i  trasla- 
zione la direttrice e la  generatrice possono essere scambiate fra loro. 

Consideriamo la tangente T in un determinato punto P della genera- 
trice A; ne1 movimento pel quale A genera la  superficie, il punto P descrive 
una linea eguale a L e la  tangente Tl rnantenendosi sempre parallela a sè 
stessa, descrive un cilindro che tocca la  superficie lungo la linea descritta da P. 
L a  stessa proprietà avendo luogo quando si consideri una delle linee L come 
generatrice e una delle A come direttrice, si pub dire che sopra tlna super- 
ficie d i  traslaxione le direttrici L e le generatrici A sono linee a tangenti 
conjuga te. 

Se dalle precedenti equazioni ricaviamo il quadrato dell'elemento lineare 
della superficie, abbiamo: 

d S z = d s '  + 2(x15' +- y'ri'$ ~ ' ~ ' ) d ~ d o  +da2,  

e quindi, chiamando i l'inclinazione delle linee coordinate, sarà: 

cosi = x'i' + yty' + z ' r ' .  

Se diinque R,, R, sono i raggi di curvatura geodetica delle linee s = cost., 
a = cost., avremo per formole note : 

Percib i n  rcna. superficie d i  traslazione le c u r v a t u ~ e  geczdetiche delle direttrici 
(a = cost.) e delle generatrici ( s  = cost.) soddisfano l'equazione: 
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Se poi indichiamo con K la curvatura totale della superficie, sarà: 

Indicando con cosh, cosp, cosv i coseni direttivi della normale principale della 
direttrice L e con cosh,, cosp,, cosv, quelli della normale principale della 
generatrice A, abbiamo : 

essendo p,, p, i raggi di 'curvatura assoluta delle s = cost., a = c,ost. Se quindi 
cos(N, Ni) B il coseno dell'angolo formato dalle normali principali delle L, A 
si avrà la relazione: 

. ai ai COS(N, N,) = - p.(cos z a; + sen z - as  a o  )> 
la quale, col porre cosi = cos(T, T,), diviene: 

Questa costituisce una notevole relazione che lega la curvatura della superficie 
ai raggi di curvatura assoluta e ai raggi di curvatura geodetica delle linee L, A. 

Risulta di qui che se una delle linee L ,  A ,  per es. la L, è una retta, 
1 sarà - = - l - - O  e quindi K= O ;  infatti in questo caso la supedcie è un 
pc Ro 

1 Se una delle linee L,  A,  per es. L, è geodetica, avreino - - O e percib: 
R, 

dunque se sopra una superficie di t~uslnxione una delle direttrici o unn delle 
generatrici è geodetica, la curvatura totale della superficie lunyo quella Iinea 
è nulla. 

Chiamando Ps, P, i raggi di curvatura geodetica delle trajettorie orto- 
gonali alle linee s = cost., o = cost., si ha: 

e quindi: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



228 P i r o n  d i n i :  Sulle superficie d i  traslaxione. 

Dunque irt una superjkie d i  tmslaxione i rapporti  dei raggi  d i  curvatura 
geodetica delle linee L, A a i  raggi  d i  curvatura geodetica corrispondenti delle 
loro trajettorie ortogonnli sono eguali entrambi alla cotangente dell'angolo 
format0 ne1 pzlnto che s i  considera dalle linee L,  A. 

Defo~rnaxione per jlessione delle sqer f ic ie  d i  traslaxione in altre della 
stessa specie. - In questo paragrafo si studia in modo completo la deforma- 
zione di una superficie di traslazione S in un'altra Si della stessa specie. 

Si  supponga che L e A siano la direttrice e la  generatrice della super- 
ficie primitiva S, che LI e A, siano la  direttrice e la generatrice della defor- 
mata Si e che precisarnente la linea Li sia la  deformata di L e A, di A. 1 
quadrati degli elementi lineari delle due superficie S, Si sono: 

d S 2  = d s Z +  2 ( x ' t 1 +  y'; + x t t ' ) d s d o  + do2; 
d S f  = ds i  + 2 (x ' ,  s", + yti >II, + x', f , ) d s ,  d o ,  + d o : ;  

e poichè s = S I ,  o = o l ,  la condizione d'identità delle due espressioni scritte 
si riduce alla seguente: 

X'I t'l + 9'1 > I r ,  + ~ ' 1  clI = X' 5' + 9' 0' + X' 

Per  più semplicità di scrittura sopprimeremo in questa equazione gli accenti, 
indicanti derivazioni rapport0 alle variabili s ,  o ,  salvo a metterli in fine; e 
studieremo quindi i casi in cui si pub soddisfare all'identità: 

~ 1 t i - t  y i i l i + x i C i = ~ E I y > ~ + x t ,  (1) 

nella quale x ,  y ,  x ,  x, ,  y , ,  xi sono funzioni della variabile s e 5 ' ,  r i ,  t ,  E 1 ,  V I ,  t ,  
sono funzioni dell'altra variabile a indipendente dalla prima. 

Ciascuno dei due membri di (1), ne1 caso più generale, è composto di tre 
termini, ma pub darsi che l'uno o l'altro O entrambi si riducano a un nurnero 
minore di termini; volendo quindi esaminare tutte le ipotesi possibili, basta 
esaminare separatamente i sei casi seguenti: 

a )  il primo membro ha 1 termine e il secondo 1 

b) n 1 n n 2 
c) l? n 1 ?? n 3 

4 n 2 n n 2 

e> n 2 n .  n 3 

f>  n 3 77 n 3. 
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Infatti il caso in cui il primo membro ha 2 termini e il secondo 1 ;  l'altro 
in cui il primo membro ha 3 termini e il secondo 1; e l'altro in cui il primo 
membro ha 3 termini e il secondo 2 si riducono rispettivamente ai casi b), 
c), e), supponeiido che, invece di essere data la superficie S deformantesi in Si, 
sia data la S, deformantesi in S. 

L'identità (1) da soddisfare si riduce ora alla seguente: 

la quale dà: 

Essendo il primo membro funzione di s e il secondo funzione di a,  cia- 
scuno deve essere una costante; indicandola con a ,  risulta: 

apponendo alle x, x,, 5, 5, di queste equazioni gli accenti indicanti deriva- 
zioni rapport0 alle s, o e integrando poi le equazioni ottenute, si ottengono 
le stesse (2), qualora si mettano a zero le costanti arbitrarie d'integrazione, 
il che non nuoce alla generalith. 

Dunque ne1 caso a), fra le coordinate x i ,  x e fra le ti, 5 ,  hanno luogo 
le relazioni (2). 

Se ora confrontiamo la relazione xi 5, = x t  colla (l), deduciamo che ne1 
caao presente deve essere altresi verificata la condizione: 

se questa b soddiefatta sema che si annullino contemporaneamente tutti quattro 
i termini che la compongono, allora si entra ne1 caso d )  e percib tale ipotesi 
sarà considerata in seguito. Se poi la precedente é verificata coll'annullarsi di 
ogni termine, allora avendosi: 

~i dovrebbero esaminare 16 casi particolari; lasciando perb da parte quelli nei 
quali una delle linee L,  A, Li, A, O entrambe sono rette (poichè allora una 
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delle superficie S, S, O entrambe sono cilindri, casi evidentetuente privi d'im- 
portanza) rimangono da considerare i soli quattro casi seguenti: 

I n  ciascuno di questi l 'una e l'altra delle superficie S, S, é generata da una 
curva piana, invariabile di forma, che si muove senza rotazione in modo, che 
un suo punto qualurque descrive una curva posta in un piano perpendicolare 
a quel10 che contiene la prima. Siamo quindi ne1 caso delle superficie di tra- 
slazione trattate da1 prof. BIANCHI ne1 citato articolo, al quale rimandiamo il 
lettore. 

L a  condizione da soddisfare (1) diviene: 

dividendo ambi i membri per xt e derivando l'equazione ottenuta rapport0 
a s, si ha: 

(2)' 5 (Y)' 5 -4 Y 

4 -  G 

la quale si pub scrivere: 

e non pub quindi sussistere se ciascuno dei due membri non è una costante; 
indicandola con B, avremo: 

Moltiplicando per ds e integrando, si ha:  

21 - - A. + B y ,  x 

essendo A una costante arbitraria; si deduce quindi: 

x i =  A x + B y .  
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Operando sulle altre coordinate 5 ,  q,... corne abbiamo operato sulle x ,  y ,  .. . 
si ha: 

5 ,  = aE + bv ,  

con a  e b costanti; in causa di queste due relazioni la condizione da soddi- 
sfare diviene : 

(Aa  - l ) x 5  + (Bb - l ) y v  + A b x v +  BuEy = 0 ,  

la quale sarà un'identità quando: 

A a - 1 = O ,  B b - 1 = 0 ,  A b = O ,  B a = 0 .  

Queste equazioni sono incompatibili, poichè le due prime richiedono che le 
quantità A,  B, a ,  b siano diverse da zero, ne1 qua1 cas0 le altre due non 
possono essere s~ddisfat~te. 

Dunque ne1 caso b) non si ha  alcuna soluzione. 

4 
L a  (1) diviene: 

x , 5 1 = x 5 + y v + z t ,  

e questa, divisa per X E  e derivata rapport0 a s, dà: 

i, Moltiplicando ambo i membri per e poi derivando l'equazione ottenuta rap- 
3 

porto a O ,  si ha:  

deve quindi essere: 

Si deduce di qui: 
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la quale, rnoltiplicata per d s  e integrata, dà: 

xi Y - = A + B - ,  
x x 

con A costante; e di qui:  
x, = A % +  By. 

Ora è facile vedere che dalla (3) si avrebbe potuto ottenere anche una rela- 
zione della forma: 

xi = Ay + Bz, 
ovvero un' altra della forma : 

x, = Ax: + Bx, 

e quindi basterà, per comprendere tutti i casi particolari, coiisiderare la rela- - 

zione più generale: 
x , = A x + B y + C x ,  

dove A,  B, C sono costanti. Con un processo analogo al precedente si ricava 
pure: 

E i  - aS + ba $ c c ,  

essendo a ,  6, c tre costanti; ed allora la relazione da soddisfare diviene: 

(Aa - l)xE + (Bb - 1)yq + Abxq $- A C X C  $ Bay5 $ B c y t  + 
$- Caxt + Cbx? $ (Cc - l ) zg  = 0. 

Questa è identicamente verificata quando i coefficienti soddisfino le equazioni : 

A a -  l :=O;  B b - 1 = O ;  C e - 1 = O ;  Ab=O; A c = ( ) ;  

Ba=O; Bc=O; Ca=O;  C b = 0 ;  

ma dalle tre prime si ricava che A; B, C, a., b ,  c devono essere diversi da 
zero ed allora le sei condizioni rimanenti non possono essere soddisfatte. 

Dunque ne1 caso c )  non si ha alcuna soluzione. 

Si deve verificare la condizione seguente: 

la quale, divisa per y?, e 

x i t i  + yiri = x," = y?, 

derivata successivamente rapport0 a s e a a ,  dà: 
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Deve percib essere: 

con A costante; da questa relazione si deduce: 

e per integrazione: 

con B costante. Si ha dunque: 

xi = Ax + By. 
Con un processo perfettamente analogo al precedente si pub dedurre: 

con C, E costanti; e per rispetto alle altre coordinate F i ,  si avrà pure: 

essendo a, 6, c, d oostanti. Ma evidentemente fra i casi possibili vi è pur quel10 
che le due relazioni che dànno x i ,  y, O le altre che dànno S i ,  q, non siano 
indipendenti fra loro (e cib per la sussistenza di una particolare relazione di 
1." grado fra le xi, y, O fra le E , ,  r l , ) ;  si vede quindi che il cas0 d) si sud- 
divide in tre sottocasi, a seconda che ha luogo una sola relazione della 1." specie 
e una sola della 2."; ovvero due della 13 e una della 2." (ovvero, inversamente, 
una della 1." e due della 2."); ovvero due relazioni della 1." specie e due della 2.". 

Sottocaso I.0 - Avendosi in questo caso: 

la condizione da soddisfare diviene: 

( A a  - l)xE + (Bb - 1)yq + Abxq +Bay: + y,?, = 0. 

Questa , per essere soddisfatta identicamente con valori particolari di .4, B , 
a, b, richiede cha sia yiqi = O la qua1 condizione riduce la (1) alla forma già 
considerata ne1 caso b ) ;  ne1 sottocaso 1.' non si ha quindi nessuna soluzione. 

Sot tocaso II.0 - Ora essendo : 

x,=Ax+By; y , = C x + E y ;  t , = a E + b ~ ,  
AnnaB d i  Matematica, tom0 XVII. 30 
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avremo da soddisfare alla condizione : 

In qiiale dà: 

A a  - 1 = O ;  Bb - 1 =O; A b  = O ;  Ba = O; C = O; E-= 0. 

Ma siccome le prime due equazioni richieggono che A,  B, a ,  b siano diverse 
da zero e cib fa si che non siano soddisfatte le altre due seguenti, co6i si pub 
dire che neppure in questo sottocaso si ha alcuna soliizione. 

Sottocaso 1 1 7 . O  - Ora avendosi: 

la  condizione (1) diviene: 

(Ba + Cc - 1 ) x i  + (Bb + Ee - l)yu $ (Ab + C e ) % ?  + (Ba + E c ) y t I  = O ,  

la quale, per essere soddisfatta identicamente, richiede: 

Considerando date le costanti A ,  B, C ,  E e corne incognite le a ,  O ,  c ,  e ,  si 
deduce da queste equazioni : 

Ora, per quanto è stato osservato al principio di questo paragrafo, alle quantità 
2 ,  y ,  x , ,  y , ,  E ,  q ,  E , ,  8 ,  che entrano nelle (4) bisognerebbe apporre gli accenti 
indicanti derivazioni rapporto a s O a a ;  le (4) ci darebbero cosi delle rela- 
zioni fra le derivate delle coordinate e, mediante integrazioni, si avrebbero le 
corrispondenti relazioni fra le coordinate. Tali integrazioiii introducono delle 
costanti arbitrarie additive le quali, senza nuocere alla generalità, possono essere 
supposte nulle; per conseguenza si pub ritenere che fra le coordinate x,, y,  e 
le  x ,  y e fra le coordinate t,, q ,  e le 5 ,  Y,  hanno Euogo le relaxioni (4), nelle 
qztali A ,  B,  C ,  E sono costanti  arbi trar ie  e a ,  b ,  c ,  e sono costunti  date 
dul le  (5). 

Se  confrontiamo la relnzione 2, 5 ,  -f y, i l ,  = xi + Y Y I  che ha  luogo ne1 pre- 
sente cas0 d) colla generale (l), vediamo che ora è soddisfatta anche I'altra 
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condizione: 
xi ci = gc. 

Se ambi i membri di questa equazione sono diversi da zero, si avrà: 

xi C ---- 
/ - c i -  

costante = k ,  

da cui: 
1 

z, = k z ,  cl 
se insieme a queste equazioni consideriamo le (4)) si vede che le tre coordinate 
x,, yi,  xi sono Iegate alle x, y, x e le tre coordinate 5,, v , ,  ci alle 5 ,  q ,  < da 
relazioni lineari, che sono precisamente dei casi particolari di quelle che tro- 

verorno ne1 csso f ) .  [~nfatti per Ncavare le relazioni, di cui ora si tratta, da 
1. 

quelle del caso f ) ,  basta nelle (15) fare : C= G = H= L = c = g = lz. = l= 0, 

M = -  = f i .  
?fi 1 

Se dunque xi <, e z <  sono diversi da zero, abbiarno un cas0 che. rientra 
ne1 generale f )  clie tratteremo in seguito. 

Se poi supponiamo che sia x l; = O xi ci = O ,  allora avremo da considerare 
le quattro soluzioni seguenti : 

U )  L a  condizione x, = O mostra che la linea L, è piana e quindi deve 
essere : 

d x 1 2  d y i 2  
(z) + (dg) = li 

calcolaiido queste derivate dalle (4), tale condizione diviene: 

Ma essendo L piana, risulta: 

e peroib la precedente diviene: 
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Se quest'eguaglianza non B un'identità ci offre b- = costante, la quale con- 
d s 

dizione, unita all'altra che L è piana, conduce a una retta; se la linea L è 
una retta, la superficie di traslazione si riduce a un cilindro, caso evidente- 
mente privo d'importanza. 

Se poi quell'eguaglianza è un'identità, allora sarà: 

da cui si deduce: 

A=cosû B = -  sen8, C=senO, E = cosû, 

essendo û nna costante. 
Con questi valori si deduce dalle (4) che le due linee piane 3,  Li sono 

eguali di forma e solamente sono collocate diversamente rapport0 ai rispettivi 
assi di riferimento; le due superficie S, Si sono quindi identiche, e anche questo 
cas0 non ha evidentemente alcuna importanza. 

,6) Con un processo perfettamente analogo al precedente, si giunge a 
conclusioni analoghe, cioè la superficie di traslazione S, è un cilindro, ovvero 
è la stessa S carnbiata di posizione; l'un cas0 e l'altro non ha veruna im- 
portanza. 

y) L a  condizione ti = 0 mostra che la generatrice A, è piana e quindi 
deve essere: 

la quale in causa delle (4) diviene: 

(d5 )' dF d-ri 
(ae+c2) -- + 2 ( a b  + c e ) z  d;+(b2+e2)($r- J l = O .  

Facendo uso delle (5 ) ,  si possono esprimere i coefficienti dei termini di questa 
equazione per A ,  B, C, E ed allora si avrà da soddisfare alle due condizioni 
seguenti : 

dïi d 7  d i  queste ci forniscono - , 2 in funzione di - e, con un'integrazione, potremo 
d i  d i  d 3 

facilmente ricavare le q ,  < espresse in funzione di [, che resta arbitraris. 
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Se poi si esprimono le coordinate 5 ,  q ,  t anzi che per l ' a r c ~  di A per 
un parametro indipendente qualunque T ,  si deve soddisfare solamente alla con- 
dizione: 

( B 2  + E2)d( '  - 2(AB + C E ) d [ d q  + (A2 + C 2 ) d y e  - 
- ( A E -  B C ) " d 5 2 + d y 2 + d c 2 ) =  O ,  

alla quale si pub dare la forma seguente: 

( A E -  B C ) ' d r z =  [ B I +  E e - ( A E -  BC)']dE2 - 2 ( A B +  C E ) d $ d q  + 
$ [A" CC" - ( A E  - BC)'] du'. 

Questa equazione, risolta rapport0 a C e integrata previa una moltiplicazione 
per dr ,  dà la coordinata < in funzione di r quando si conoscano in funzione 
di questn variabile le 5 ,  7. 

Operando nell'un modo e nell'altro, si hanno le equazioni: 

:=((QI = ( ( 7 )  

che ci esprimono 5, y ,  C sia in funzione dell'arco u di A,  sia in funzione del 
parametro arbitrario r. 

L a  linea L é piana, ed essendo completamente arbitraria, pub rappresen- 
tarsi colle equazioni : 

x = z ( s ) ( t )  y = y ( s ) = y ( t ) ,  x = o ,  (7) 

coll'avvertenza che, quando la variabile indipendente è l'arco s, si ha: 

=/\/1-($r- d s ,  

e quando la  variabile indipendente t è qualunque, le funzioni x( t ) ,  y( t )  sono 
entrambe arbitrarie. 

L e  coordinate dei punti di A, si ottengono dalle (4) mettendo al posto 
dei coefficienti a ,  b ,  c ,  e i 101-0 valori (5) e invece di g l'espressione data dalla 
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seconda (6); si ha dunque: 

- - 1 
A E - B C  

a seconda che l a  variabile indipendente è l'arco G ovvero il parametro arbi- 
trario t. 

In  quanto alla linea L,, la  determinazione delle coordinate de'suoi punti 
in funzione dell'arco s si fa col mezzo delle (4) unitaniente alla condizione: 

Se poi tale deterniinazione si fa in funzione del pararnetro arbitrario t ,  si 
osscrverà che le (4) dbnno: 

d x , = A d x +  Bdy, d y , =  C d x +  E d y  

e quindi, dovendo essere: 

d x l  $ d y :  + d z ; =  d x 2  + dy2, 
si avrà: 

dz i  = dx' f d y 2  - ( A d x  + B d y ) '  - ( C d x  + Edy)%, 
d'onde: 

- --- 

d z , = \ 1 ( 1 - A ' - ~ ~ d x ~ 2 ( ~ ~ + C E ) d x d y $ ( l - B ~ - E ~ ) d y ~ ,  

la quale equazione dà dx,, e percib facilmente x , ,  tosto che siano date le fun- 
zioni x (t), y  (t). 

Operando nel17un modo e neli7nltro, si hanno le seguenti equazioni: 

x, = A x ( s )  + By (s) = A x ( t )  + B y ( t )  

y l==Cx(s )+Ey(s )= C x ( t )  + Ey(t)  

d x  d y  2 
= = [ ~ ( I - A ~ - C ~ )  - ~ ( / ~ B + C E ) - - - - + ( I - B ~ - E ~ ) ( $ )  d t  t l t  .di, 
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the ci esprimono le coordinate xi, y,, xi sia per l'arco s di Li, sia per il 
parametro arbitrario t. 

Avremo quindi il teorema: la superJicie di traslaxione S ne2la quale la 
generatrice A e la direttrice L sono le linee rappresentate dalle equazioni (6) ,  
(7) è applicabile sull'altra superficie di traslaxiofie Si nelia quale lu genera- 
trice A, e la direttrice LI sono le linee rappresentate dalle equaxioni (B), (9), 
colla condixione che A, sia la deformata di A e L,, la deformata di L. Nelle 
precedenti equazioni A ,  B, C ,  E sono costanti arbitrarie; u è l'arco delle 
linte A, Ai; s è 17arco delle linee L, Li; r e t sono due para.mett.i àndipen- 
denti qualunque. Quando le variabili indipendenti sono s e a ,  nelle precedenti 
equaxioni sono funxioni arbitrarie le x(s) ,  4 (a ) ;  quando invece le variabili in- 
dipendenii softo i parametri arbitrari t e r ,  nelle precedenti eyuaxioni sono 
funxiofii arbitrarie le x ( t ) ,  y ( t ) ,  5 (r), q (7). 

Una particolarità della deformazione ora trovata è di trasformare la  linea 
piana L in una linea a doppia curvatura Li e la linea a doppia curvatura A 
in una linea piana A,; inoltre dalle (4) si rileva che la projezione su1 piano 
coordinats xi = 0 della linea gobba L, è del10 stesso ordine della linea piana L; 
e la projezione su1 piano coordinato = 0 della linea gobba A è dello stesso 
ordine della linea piana A , .  

Nella deformazione ora studiaia, dico che si possono assumere arbitraria- 
mente le linee piane L ,  A , .  Notiarno anzitutto che le seconde. (4), risolte rap- 
porto alle 5 ,  q ,  dànno: 

Se allora suppo~iiamo che le due linee piane L,  A,  siano definite rispettiva- 
mente nei modi seguenti: 

riesce facile la determinazione delle linee L,, A. 
Per la linea Li noi abbiamo due coordiiiate de'suoi punti nelle (4) e l'altra 

coordinata z, si pub dedurre dalla nota relazione: 
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In quanto alle coordinate dei punti della linea A,  le (10) ce ne dànno due e 
la terza 6 si pub ricavare dalla relazione: 

Dnnque lu superJicie d i  traslaxione S i n  cui lu generatrice A e la direttrice L 
sono le linee rappresentate dalle equaxioni ( l4) ,  ( 1  1) è upplicabile sull'altra 
superjicie d i  traslaxione Si i n  cui la generutrice A, e la direttrice Li sono le 
linee rappresentate dalle cpuaxioni (12), (13), collu condisiorze che A, e L, siano 
2e deforrnate delle A ,  L. I n  queste eqzcaxioni A ,  B, C ,  E sono costanti ar- 
bitrarie, x ( s )  è una funxione arbitraria d i  s e t , ( ~ )  è una funxione arbi- 
t ~ a r i a  d i  o. 

Si applicherà il primo dei precedenti teoremi quando, partendo da una 
superficie di traslazione data, si voglia deformarla in un'altra della stessa 
specie; infatti allora sono note le linee L, h e si tratta di trovare le Li, A,.  
Si applicherà invece il secondo teorema quando siano fissate a priori le linee 
piane L, A,. Cib si vedrà più particolarmente in alcune applicazioni che se- 
guono. 

8) Trattando il caso a), si arriva a conseguenze perfettamente analoghe 
a quelle ora trovate nella trattazione del caso y). 

La condizione (1) ne1 caso presente diviene: 

xi51 + y , v i  = X E  + yrl + x l ,  

la quale, divisa per zv, e derivata successivamente rapport0 a s e a 0, dà: 
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porto ad s ,  si ha: 

da cui si ricava: 

Dividende smbi i membri per (:)' e derirando l'equazione ehe si ottiene rap- 

con A costante. Integrando e indicando con B un'altra, costante arbitraria, 
si ottiene: 

da cui: 

ed integrando : 

con C costante. Si deduce finalmente: 

x,= A x + B y  +Cz. 

Con processo perfettamente anslogo a quel10 ora seguito, si pub dedurre: 

t l=aE+bi?+cC,  

con a, 6 ,  c costanti arbitrarie. 
Si pub pure ricavare per le altre coordinate y,, v ,  delle relazioni analoghe 

alle precedenti e percib, per contemplare ancora i casi in cui le due relazioni 
che dànno x,, y, O quelle che dànno t,, r l ,  non siano indipendenti fra loro (il 
che avverrebbe quando le xi e y, O le 5 ,  e q ,  fossero Iegate fra loro da una 

Annali di Matemntica, tom0 XVII. 31 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



242 P i r  O la d i n i :  SdZe superficie di  traslaxione. 

particolare relazione lineare), esamineremo separatamente tre sottocasi, a se- 
conda che ha luogo una sola relazione della l.R specie e una sola della 2.", 
ovvero due della 1." specie e una della 2.a (O inversamente una della 1." e 
due della 2.a specie), ovvero due relazioni della l.a specie e due della 2.a. 

Sottocaso I.O - Essendo ora: 

x, = Ax + By + C z ;  5 ,  = a5 + bq f- c c ,  

la condizione da soddisfare diviene: 

( A a - l ) x 5 + ( B b - I ) y v + ( C c - l ) ~ C + ~ b x i l + A c x C f  

+ B a y E +  B c y ~  $- CaxS 4- Cbxq+ y,y,=O. 

Qualunque sia il valore delle costanti A ,  B, C, a ,  b, c ,  a volere che tale re- 
lazione sia soddisfatta identicamente, si richiede che sia: yivi  = 0: e quindi 
si cade ne1 cas0 c) già trattato. 

Sottocaso II.0 - Essendo ora: 

xi = A x  + B y  + Cx; y, = Ex + FIJ $ Gx; 5 ,  = a5 -t bv + cc, 
la condizione da soddisfare diviene : 

e sarà un'identità quando si abbia: 

A a - 1 = O ;  B b - 1 = O ;  C c - 1 = O ;  A b = O ;  A c = O ;  

Ba=O; Bc=O;  Ca=O;  Cb=O; E=O; P=O; G = o .  

Ora le prime tre equazioni richiedono che A, B ,  C,  a ,  b ,  c siano differenti 
da zero ed allora le altre sei seguenti non possono essere soddisfatte. 

Sottocaso 111.0 - Ora essendo: 

x , = A x + B y + C x ;  y , = E x + F y + G x ;  t i = a t + b q + c c ;  

VI  = e t  + fv  + gr, 
la condizione da soddisfare diviene: 

( A a  + Ee - 1 ) x t  + (Bb $. li'f - 1) yy + ( C C  -k Gg - l)zC + 
+ ( A ~ + E ~ ) ~ v + ( A ~ T E ~ ) ~ c + ( B ~ + F ~ ) ~ ~ + ( B ~ + ~ ~ ) Y C +  

+ (Ca + Ge)%< + (Cb + G f ) m  = 0 ,  
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ed è un'identità quando: 

Au+Ee-1=O; B b t F f - ï = O ;  Cc+Gg-1=O; Ab$Ef=O; 

Ac+Eg=O; Ba+Fe-=O; Bc+Fg=O; Ca+Ge=O; C b + G f = O .  

D a  queste relazioni si ricava: 

A B C  e f a 

1 chiamando - il valore comune di questi rapporti eguali, si i icava: 
m 

coi quali valori si riconosce llimpossibilit,à di soddisfare alle prime tre equazioni. 
Riassumendc, si h a  che ne1 caso e) non esiste alcuna soluzione. 

Ne1 caso presente la condizione d a  s0ddisfcir.e è la stessa (1); dividendone 
ambo i membri per 24, e derivando l'equazione ottenuta successivamente rap- 
porto a s e a, si. ha :  

I r  / 

Dividendo ambi i membri di quest7equazione per (t) (:) e derivando poi 

l'equazione ottenuta rapport0 ad s e o successivamente, si ottiene: 

dalla quale si deduce: 
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-- - A- - 

con A costante. Integrando e indicando con B un'altra costante, si ha: 

da cui: 

e con un' sltra integrazione : 

cib che dà: 
x , = A x + B y $ C r ~ .  

Analogamente si arriverebbe a una relazione della forma: 

S i = a 5 - i - b ~ + c c ,  

Numero delle relazioni 
di 1.8 specie. . . . . 

Numero delle relazioni 
di 2." specie. . . . . 

con a ,  b ,  c costanti; dunque le coordinate dei punti di Li sono legate a quelle 
dei punti di L e le coordinate dei punti di A, a quelle dei punti di A da 
relazioni lineari; ma siccome le relazioni di una specie e dell'altra possono 
essere una, due O tre, si avrailno in tutto da considerare i segueiiti 6 sottocasi: 

Sottocaso I . O  - Avendosi : 

x , = A x + B y $ C x ;  5 , = a 5 $ b ~ + - ~ G ,  

la condizione da soddisfare diviene: 

( A a  - 1)xE + (Bb  - 1)yq + (Cc  - l)xC + Abxq f Acxr + 
+ BayS + BcyC + CaxS + Cbxq + y , v ,  + & L  = 0. 

Onde questa condizione possa essere identicamente soddisfatta con valori par- 

1 

-- 
Numero dei sottocasi . 1.' II.' III." IV." V." VI." 

2 3 
ovvero 

2 

I 2 
ovvero 

1 2  

3 

3 
'M 

1 3 
ovvero 

1 3  

2 

1 2 3  
.rn 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ticolari delle costanti A ,  B, C, a ,  b , c ,  si richiede che sia y ,  v, + 31 Ci = O 
ed allora, il 1." rnembro di (1) riducendosi a un termine sole, entriamo in un 
caso già considerato. 

Sottocaso II.0 - Ora abbiamo: 

2,- A x + B y +  Cz; y i = E x + F y +  Gz;  5 ,=a5+Eiq$ .c< ,  

e percih dobbiamo soddisfare identicamente alla condizione; 

( A  a - 1)xt + (Bb - 1)yq f (Cc - 1)sT + A b x s  + AcxT + B a y i  + 
+ Bc y + CaxS + Cbxq $- Ezvi + Fyv i  + Gxvi f Ci  = 0, 

la quale richiede che sia zigi = 0; allora il 1." membro di (1) si riduce a due 
termini e cadiamo quindi in un cas0 già conterriplato. 

Sottocaso III.0 - Si ha : 

e percib dovrà essere identicamente: 

(Aa- l ) x t + ( B b - l ) y s + ( C ~  - 1 ) x t f  A b m  + A c x < + B a y S + B c z j t f  
+ Ca25 t Cbxv + Ex? ,  + Fyu ,  t GzvI $- H X C ,  + L y< ,  + MzCi = 0. 

Deve quindi essere: 

Le prime tre relazioni insegnano che A ,  B, C a ,  b, c sono diverse da zero 
ed allora non possono essere soddisfatte le sei seguenti. 

Sottocaso IV.0 - Si ha: 

x , = A x + B y + C z ;  y , = E x + F y + G x ;  

5, - a5 + bv + cc; rli = e t  + fs + g t ,  

e percib si dovrà verificare identicamente la relazione: 
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Dando allc costanti arbitrarie dei valori qualunque, qnesta relazione non pub 
cssere soddisfatta se non quando x ,  ci  = O ;  in ta1 caso il 1." meinbro della (1) 
si riduce a due terrnini e si rientra quindi in un easo già studiato. 

Sottocaso V.0 - Abbiamo: 

~ , = ~ 4 x +  B y +  C z ;  y , = E z  + F y +  Gx; 

e percib la, condizione da soddisfare è: 

(Au + Ee - 1)xF + (Bb f F f  - 1)yrl I (CC f Gg - l ) x t  + 
+(Ab + Ef)x:q + ( A ( :  f Eg)xi: + (Ba  + F e ) y 5  4- ( B c  +Fg)2 / t  + 

+ (Ca + Ge)xS + ( C b  + Gf)x . / i  $- l iait  + z ~ , a  + mxi t = 0. 

Dovremo dunque avere: 

Ba$-Ee-1=O;  B b $ P f - 1 = O ;  C c $ - G y - 1 = 0 ;  

Ab-+Ef=O; A c $ E g = O ;  Bn+Pe=O; Bc+Fg=O 

Ca+Ge=O; Cb+Gf=O; h = 0 ;  1=0; m=0.  

Da queste equazioni si deduce: 

1 e chiamando - il valore comune di questi rapporti eguali, si ha: 
Tn 

E queste espressioni inostrano 
zioni precedenti. 

F = m B ;  G = = m C ;  

1 f - - -  6 ;  g = -  - c .  1 
m 9% 

l'impossibilità di soddisfare alle prime tre equa- 

- 

Sottocaso VI.0 - Si ha ora: 

e la eondizione da soddisfare diviene: .. 
( A a f E e - l - H h - l ) x E $ ( B b f  F f t  L l - l )yq+(Cc+ G g + M m - l ) x t +  
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ed è un'identità quando si abbia: 

A a + E e + ~ h - 1 = 0 ;  Bb$Ff+LZ-1=O; Cc$Gg$Mm-1=0;  

e si suppone che D sia diverso da zero, si ottiene: 

Se si pone per semplicità: 

1 a=- 1 ( F M - G L ) ;  b=U(GH-EM);  1 \ 
1) 

- - (EL-PH);  1 
C - ~  

D =  

1 1 
U 

-'-(CL- BM,); f - - ( A H - C H ) ;  Y ; = ~ ( B H -  A L ) ;  e - ~  

A B C  

E F G ,  

H L M  

Le relazioni trovate (15) hanno veramente luogo fra le derivate delle coordi- 
nate; ma per quanto è stato osservato anche nei casi a) d), si pub ritenere 
che esse abbiano effettivamente luogo fra le coordinate. L e  (15), siccome: 

ci dànno: 

Inoltre è noto che deve essere: 

dz/ do dx da queste due relazioni si poirebbe ricavare -, - in funzione di - e quindi 
ds ds d s 
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si avrebbero, mediante integrazioni, le espressioni di y e di z in funzione d i  x, 
che resterebbe arbitraria. Ma riesce molto più semplice esprimere le coordi- 
nate, anzi che per l'arco, per un parametro indipendente qualunque t ;  nella 
prima delle precedenti relazioni passando ai  differenziali e ponendo per sem- 
plicita : 

si ottiene: 

adx" B a y 2  + ydze + 2Xdxdy + 2 1 r d x d z  + 2 u d y d x  = 0. 

Risolvendo quest'equazione rapport0 a d x ,  si ha: 

e percib, se supponiamo che le coordinate x, y siano funzioni note del para- 
metro indipendente t ,  avremo che la curva L sarà rappresentata dalle equa- 
zioni : 

1 x = x ( t ) ;  y = y ( t ) ;  x = - -  , ( ? X + ~ Y )  f I 

Pe r  la  linea A si fa un calcolo perfettamente analogo al precedente e si  arriva 
a concludere che, ponendo per semplicità: 

tale linea pub rappresentarsi per mezzo delle equazioni: 

essendo r un parametro indipendente qualunque. 
Facendo poi uso delle (15), si trovano pure le equazioni delle altre linee 
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L, e A,; la prima di queste sarà quindi rappresentata dalle equazioni: 

Invece la linea A, è rappresentata dalle equazioni: 

Abbiamo percib il teorema: la sqmyîcie d i  traslaxione S nella quale la di- 
rettrice L e ta yeneratrice A sono le linee rappresentate dalle equaxioni (19), 
(21) è tzpplicabile sull'altra superficie d i  traslaxione S, in cui lu direttrice Li 
e la generatrice A, sono le l ime rappresentate dalle equaxioni (22), (23), colla 
condixione che L, sia la deformata d i  L e A, lu deformata d i  A. In queste 
epuaxioni A, B, C, E, F, G, H, L,  M sono costanti arbitrwie; le costanti 
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a, b, C, e, f ,  y, h, 1, m sono date dalle (17), (16);  le costanti ( a ,  0, y ,  A ,  p ,  v) 
e (cri, A, y,, A,, pi,  v,) sono date dalle (18), (20). 

Nella deformazione ora trovata le linee L, A sono a doppia curvatura, 
ma nessuna di esse è completamente arbitraria; avvenuta la deformazione, le 
linee Li, A, in cui si trasformano le prime sono pure a doppia ourvatura e 
si ha che L, è dello stesso ordine di L e Ai dello stesso ordine di A. 

Cusi purticolari deZle deformaxioni studiatc. - Consideriamo il caso par- 
ticolare in cui le coordinate x,, y,,  xi sono proporzionali alle corrispondenti 
X, y ,  x e le coordinate 5,, q,, ci sono proporzionali d e  corrispondenti 5 ,  q ,  <; 
avremo allora : 

1 1 1 
% = m x ,  y,=ny, x 4 = p x ;  5 , = - 5 ,  ? , = - v ,  Ci=-<, m n 23 

essendo m ,  ta, p costanti. Essendo per di più: 

ed inoltre: 

Se dunque poniarno: 
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risulta : 

e quindi necessariamente : 

Le linee L e A sono allora rappresentate dalle equazioni: 

e le l ime LI,, dalle altre: 

Dunque onde le linee L, A rapp~esentate dalle (25) s i  possarlo assurnere corrze 
direttrice e generatrice d i  una superficie d i  trasiazione S deformabile in unu 
superficie d i  egual natura S,, è necessario e suficiente che le costafzti a ,  b ,  
sr, ,5 verijchino la condizione (24); in tal  caso lu deformaxione che ~ i d u c e  S 
a Si riduce le linee L ,  A nelle altre Li, A, definite dalle equazioni (26). 

Mettiamo la condizione che le due linee L ,  I d ,  si prqjettino sui piani coor- 
dinati x = O, xi - O in due curve simili; si potranno disporre tali curve in 
modo, che risulti m = n ed allora anche le due linee A ,  A, si projettano sui 
piani coordinati < = 0, <, = O  in due curve simili. 

Avendosi poi in questo caso: 
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se si pone: 
x = R c o s t ,  y=Rsen t ,  

essendo R una funzione di 2, risulta: 

r n z  - 1 
x = f t . 2  + (%)' dt. 

Questa relazione dimostra che L è un'elica segante le generatrici del cilindro 
su1 quale è descritta sot,to l'angolo i dato corne segue: 

Da questa si ricava: 
p = y1 + (1 - ?ng) ta~ig", 

e allora per la ooordinata x ,  dei punti di Li si ha: 

la quale mostra che la linea L, è pure un'elica e sega le generatrici del ci- 
lindro che la contiene sotto l'angolo i, tale, che: 

seni, = mseni. 
Per la linea A abbiamo: 

1-- 
P ? 

e quindi, se si pone: 

essendo p funzione di r ,  sarh: 

-- l 1  

c =  /5[ip2+(2J.dr, 1 - -  

P' 

la quale dimostra che A é un'elica segante le generatrici del cilindro sotto 
l'angolo t tale, che: 
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Avremo dunque: 
sel11 = m s e n i =  seni , ,  

da cui risulta: 
1 = 2, .  

Per la linea A, deformata di A si ha: 

e quindi anche Ai é un'elica segante le germatrici del cilindro che la con- 
tiene sotto l'angolo 1 ,  tale, che:  

1 
C 0 8 i l  = - COS1 = 

1 
COS ! ; 

P \Il + (1 - mg) tangzi 

e poichè si è trovato 1 = i , ,  sarli: 

da cui risulta: 

Dunque se %ella deformaxione d i  una  superficie d i  traslazione S (L, A) 
in un'ultra della stessa specie S, (L,,  A,) le linee L, L, s i  projettano su i  
piani coordinati x = O ,  xi = O irc due c w u e  simili  [x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ]  , 
[xi = m x ( t ) ,  y ,  = m y ( t ) ]  anche le 1hee A, hi s i  projettano sui  piani coor- 

n i  = - q ( r )  e le quattro 1i.nee L,  A . ,  L,, A, sono altrettante eliche. L a  di- 
m 1 

rettrice L dellui superficie priniitiva S e la yencratrice A, della' deformata 
S, segano le g e r z e r a t d  dei rispettici cilindri sotto 10 stesso angolo i; la 
generatrice A della superJicie primitiua S e la  direttrice Li della defor- 
mata Si segano Ze generatrici dei rispettivi cilifidri sotto i l  medesimo an- 
y010 L ;  e fra le due inclinaaioni i ,  1 ha luogo ta  relaxione: sent = msen i .  

U n a  curiosa deformazione si ottiene corne caso particolare di quella ora 
trovata. 

S i  supponga che le  fiezioni rette dei cilindri contenenti le eliche L, A 
siano eguali; allora 5 ( r )  e r]  (7) gono di r le stesse funzioni che x ( t )  e y ( t )  
10 sono di t. Le due eliche L, A, essendo auora tracciate sopra due cilindri 
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simili e segando le loro generatrici sotto il medesirno angolo sono linee si- 
mili; lo stesso avviene delle altre due eliche A, LI.  

sen L 
Siccome poi si deduce m = - abbiamo deformando la superficie di seni 

traslaxhne S .i;n cui la direttrz'ce L e la generatrice A sono due eliche de- 
scritte su110 stesso cilindro e seganti le generatrici sotto g l i  angoli i, r in  
una nuova superficie d i  traslazione S,, la direttrice Li e la generatrice A i  
della superficie deformata sono rispettivamente si~nili alla generatrice A B alla 
dirittrice L della superficie priwitiva. Il rapporto d i  similitudine di Li a A è 
sen L sen i 
- e quel10 d i  A, a L è - sen i sen L 

Nella deformazione studiata ne1 cas0 d)  supponiamo che la generatrice A 
sia un'elica tracciata sopra un cilindro colle generatrici parallele all'asse delle 

e segante queste generatrici sotto l'angolo costante 1 ;  avreino allora: 

la quale espressione, confrontata colla terza (6), in cui porremo per semplicità: 

Be+ Ee-(AE-BC) ' .  
m =  

( A E  - B C)2 
, n = -  

diviene : 
(m - cot2t)d~'  -+ 2ndEdq  + (p - ~ot ' t)d$ = 0. 

Si pub soddisfare a p e s t a  equazione in due modi, O lasciando arbitrari i 
coefficient; e determinando in modo conveniente le variabili 5,  q, oyrero la- 
sciando arbitrarie tali variabili e determinando in modo conveniente i coef- 
ficienti. 

1." m d o .  - Risolvendo la precedente equazione rapporto a d ?  e poi 
integrando, si ottiene : 

- n  * \ I ~ z ~ - - ( ~ - c o t ~ r ) ( r n - c o t ~ ~ )  
u l =  5 + cost., p - cotgr 

la quale mostra che A si riduce a una curva piana, caso che escludiamo: 
2.' modo. - Dovendosi avere: 
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la costante A resta arbitraria e per le altre B, Cl E otteniamo: 

Le (5) dànno allora: 

e per le coordinate dei punti delle linee L, A e dei punti delle linee Li, A, 
abbiamo : 

x = x ( t ) ;  y = y ( t ) ;  z=O 

Dunque una superficie di traslaxiorze ira czci la direttrice L e la gelzc- 
ratrice A sono rispettiz;umente la linea piana (28) e l'elica (29) entrambe ar- 
bitrarie, si pu6 deformare in  un'altra superficie d i  traslazione in  ccui la di- 
rettrice Li e la generatrice Ai sono rispettivamente l'elicu (30) e ka lzlzea 
piana (31). 

Se nelle formole ( I l ) ,  (12) supponiamo che la 5, (0) sia dell'arco a la 
stessa funzione che la x (s) è dell'arco s, le due linee piane L, A, sono eguali; 
se per di piii supponiamo che sia B = C, le (131, (14) mostrano che le due 
linee a doppia curvaturn Li, A sono perfettamente eguali. 

l'otremo dunque dire la superficie di traslazione S nella quale la diret- 
trice L e la generatrice A sono ~appresentate dalle equazioni ( I l ) ,  (14) nelle 
quali B = C e inottre ;5,(0) è di c la stessa funxione che x(s) lo è di s, pu6 
deforrnarsi i n  tcn'altra superJicie di  traslaxione Si in modo, che la direttrice L, 
e Ja generatrice A, della superficie defornlata siano rispettivamertte eguali 
alla generatrice A e alla direftrice L della superficie primitiva. 
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Sulla teoria 
delle funzioni o iperellittiche 

pari e dispari di genere 3, 

(Memoria III di ERNESTO PASCAL, i n  Napoli,) 

C o m e  ho promesso nella mia Memoria II, pubblico ora questo mio lavoro 
sulle o iperellittiche di genere 3. 

Come Memoria IV sarh pubblicato fra breve il lavoro sulle o abeliane 
pari che ho compito da pochi giorni, e di cui un ristrettissimo riassunto è 
comparso (corne già si fece per le abeliane dispari) negli Atti dell'Accadernia 
di Gottingen (*). 

Uno degli argomlenti interessantissimi che io mi propongo di trattare in  
avvenire é Io studio delle relazioni fra le 5 iperellittiche di genere 3, e le 
abeliane del10 stesso genere; ricerca che io credo non dovrà riuscire molto 
diEcile, dopo avere, con questi lavori già fatti, studiate assai da vicino sia le 
une che le altre separatamente. 

Ne1 presente lavoro io mi servo moltissimo dei risultati ottenuti da1 
prof. WILTHEISB ne110 studio delle equazioni differenziali a cui soddisfanno le 
funzioiii iperellittiche. 

Ne1 corso di questo lavoro mi pare notevole la varietà dei metodi ado- 
perati, e tanto più insisto su questo, inquantochè mi è sempre parso ohe l'u- 
niformità dei metodi e la mancanza di artifizii rappresenti una n~atematica 
senza risorse. 

F r a  i risultati ottenuti mi piace di porre in vista. il seguente, che cioè 
il metodo tenuto da1 dott. BURKHARDT per la ricerca del 1." termine delle o 

(*) Zur Th. à. ger. Sigmafunct. Vorgelcgt von F .  KLEIN. Gott.  Nach., Dec. 1869. 
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perellittiche (*), e che si presterebbe completamente per la ricerca dei termini 
seguenti delle a iperellittiche di genere 2 ,  e delle abeliane di genere 3 (**), 
non pub perb far giungere senz'altro alla conoscenza dei termini seguenti delle 
a iperellittiche di un genere superiore al 2. 

5 1. Sulla forma principale Q(z y). 

Se Pzrtl, &dl';,, sono due integrali di 3.a specie (cioè che hanno punti di 
infinito logaritmico) ne1 campo iperellittico di genere p corrispondente alla 
forma binaria : 

f = 

e (x', y') (x, y) sono rispettivamente i loro parametri e i loro argomenti, è 
noto che P e & differiscono fra loro per un'espressione razionale ed intera 
negli integrali di 1." specie u, u, ... u,, estesi sia fra i punti x ,  y ,  e sia fra 
i punti x' y'. 

In  questo modo si pub costruire qualunque integrale di 3.a specie, cono- 
sciutone uno. 

Se  si tien di mira di semplificare al possibile i periodi di tale integrale, 
cioè i valori che esso acquista quando si gira colla variabile d'integrazione 
lungo un taglio della superficie di RIEMANN, allora si pub costruire quel tale 
integrale normule di 3." specie introdotto da CLEBSCH e GORDAX e da essi chia- 
niato IT. Tale integrale è nor~nale da un piinto di vista, diremo cosi, t ~ a -  
scendente. 

II KLEIN h a  scoperto che si pub rendere normale l'integrale di 3.a specie 
da un altro punto di vista, e propriamente da un punto di vista che diremo 
algebrico; fra gli infiniti, cioè, integrali di 3." specie f i e  esiste %no solo in  cui 
i l  fiurneratore dell'integrando è un covariante raxionale ed intero di f (***). 
Tale integrale Io chiamisrno Q e la sua forma 15: 

dove F(x 2') è la p + lma polare di f fra le variabile x e x'. 

(*) BURKHARDT, Beilrüge ZUT Th. der hyp. Sig. Matli. Ann., Bd. 32, ppag. 437. 
(**) Memçria II, § 1. 
(***) Math. Ann., Bd. 27, pag. 446. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



par i  e dispari d i  genere 3. 259 

Per mezzo dell'integrale & si pub costruire, sulla superficie di RIEMANN 
iperellittica, una funzione che bisogna considerarla come il punto cardinale di 
tutta la nuova teoria di KLEIN sulle trascendenti. 

Tale funzione, indicata da KLEIN con fi e chiamata da lui P?imausdruck 
ovvero anche forma principale (*), è: 

ove con &(x y) si indica uno speciale dei rami dell'integrale & quando x' y' 
diventano precisamente i due cosiddetti punti conjugati di x y ,  cioè i punti 
che sulla superficie di RIEMANN a due falde stanno coincidedi coi punti x y 
rispettivamente, ma nella faldu opposta. 

La  funzione Q è un covarinnte trascende~te di f colle due serie di va- 

riabili cogredienti x y: è di grado ( - - :) nei coefficieoti di f. Inoltre le sue 

proprietà essenziali sono: che non è dirarnata in alcun punto dellu szqerficie 
d i  RIEMANN; non diventa ma i  inJinita, e inoltre s i  annulla d i  primo ordine e 
solo quando x = y. 

Ne1 caso di p = 1 cioè ne1 cas0 ellittico, la !1 è anche di zero dimen- 
sione in x e y. 

Se indichiarno con w ,  - q ,  rispettivamente i periodi degli integrali di 1." 
e 2.a specie, la funzione Q ( x  y), quando la variabile x percorra uno dei t ~ g l i  
canonici della superficie di RIEMANN, acquista il fattore: 

dove la somma si estende da a = 1 ad a = p ,  e il secondo indice B ,  che ab- 
biamo segnato ad ÏI e o, si riferisce al10 speciale taglio canonico della super- 
ficie, che si è percorso colla variabile x. 

5 II. Le funzioni a di Klein. 

Le funzioni 9 di JACOBI non si comportano ne1 modo più semplice per la 
trasformazione lineare dei periodi; esse acquistano cioé in generale un fattore 
esponenziale di 2." grado negli integrali di 1." specie considerati come argo- 
menti delle 4. 

-., 
(*) Math. Ann., Bd. 32; Gottingen Nachrich., 1587; Comptes Rendus, 1.' semestre 89. 
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I l  KLEIN per il primo ha dimostrato che si possono sostituire alle fun- 
zioni 3 altre funzioni, le quali per la trasformazione lineare dei periodi si per- 
mutano semplicemente fra loro, senza l'introduzione di alcun fattore estraneo (*). 

Queste altre funzioni sono appunto le funzioni a ,  che per il solo caso 
ellittico p = 1 erano già state per vie diverse costruite da WEIERSTRASS. 

Tali funzioni possono definirsi indipendentemente dalle 9. 
Sieno gli integrali di 1." specie: 

si formi i~llora l'espressione : 

dove con I I ~ I I ' ~  si è voluto indicare che si escludono le combinazioni k = i. 
Tutte le funzioni o avranno per fattore la espressione M. L'altro fattore 

è coordinat0 univocamente colla scomposizione in due parti della binaria f ,  
cioè se si pone: 

2 

allora ad ognuno di tali scomposizioni di f corrisponde una funzione o. 

Propriamente si formi il determinante: 

colla quale scrittura abbreviata vogliamo intendere che vi sono tante linee colle 
variabdi x per quante sono x' x" ... x(", e 10 stesso per le y. 

Tale determinante sarà l'altro fattore che insieme ad M costituisce la a. 

È facile vedere che di scomposizioni di f della specie detta ve ne sono 2 1 ,  
quindi vi sono altrettante a. 

(*) Oltre le opere citate di KLEIN vedi un recente lavoro del signor KRAZER: Ztir 
Bildung alkemeiner v-Functio~zen, Math. Am., Bd. 33, pag. 591, in  cui si stabilisce con 
metodo diretto la proposizione ennnciata. 
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Ora è noto che vi sono appunto 2?p funzioni 9 a p argomenti, ad ognuna 
delle quali corrisponde una speciale caratteristica. Si sa che cosa si intenda 
per caratteristica di una funzione 3. 

L a  espressione : 

cioè l'aggregato di questi 2 p  numeri interi i oui valori possono essere sem- 
plicemente O O O 1, e dai quali numeri dipende la formazione della serie espo- 
nenziale che caratterizza la 9, è cib che, seguendo RIEMANN, si chiama la ca- 
ratteristica di 3. 

Ad ogni funzione 4 corrisponde univocamente una a ;  la scomposizione 
di f in due determinati fattori pub rappresentare quindi un'altra carattermi- 
stica di una natura diversa, delle funzioni 3; potremo chiamare questa cu- 
ratteristica algebrica, e l'altra (quella di RIEMANN) caratte~istica trascendente. 
Queste due specie di caratteristiche si corrispondono univocamente fra loro. 

Ogni funzione 3 si esprime mediante una speciale a moltiplicata per un 
certo fattore; propriamente: 

= CP' 
G ( 2 1 ~  . . . t h p )  

=y+ 9 

dove C,+ è un fattore algebrico dipendente dai moduli e dai coefficienti di y ,  
+, e G è un'espressione di 2." grado negli argomenti u. Tralasciamo di indi- 
care precisamente quali sorio queste espressioni (*); vogliamo perb solo notare 
che (=,+ contiene per fattore: 

'4- 
s = vD,D+,  

dove D,, D+ sono rispettivamente i discriminanti delle binarie rp e +. L a  fun- 
zione T h  = s . a è stata quella considerata da1 WILTHEISS ne110 studio delle 
equazioni differenziali di cui sarà parola nei paragrafi seguenti. 

f j  III. Proprietà delle funzioni C. 

L e  funzioni a hanno, come l e  a ,  la proprietà di non diventare mai infinite 
in qualunque punto della superficie di RIEMANN. Inoltre esse si annullano allora 
e solo allora che i punti x ,  (intendendo con i coy'ugati di y), e Ic' k" ... 

(*) KLEIN, Math. Ann., Bd. 32, pag. 376. 
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~ ( P + ~ - z P )  (e ssendo i punti k i pun.ti-nulli della binaria y) sono tutti punti-xulli 
di una medesima funzione della forma (*): 

Se una x percorre un taglio canonico della superficie di RIEMANN, allora o 

acquista il fattore : 
1 

_+ e x v a B  ("6 + iuap) 

Questa proprietà ci occorrerà in un paragrafo seguente. 
Il numero intero ,p che caratterizza la s~ornposizione di f in due fattori, 

ha  un significato speciale rispetto alle funzioni a ,  esso rappresenta cioè che 
quella speciale a per argomenti u, - u, = . . = O si annulla p volte ciob di- 
venta zero come O p ;  inoltre secondo che p è pari O dispari, la G sarà funzione 
pari O dispari. 

Cosi per es. p = 3 risulta immediatamente che : 
1. vi sono 28 u dispari corrispondenti alle 28 scomposizioni di f (che 

è di 8." ordine) in  una quadratica ed in una sestica; 
2. vi sono 35 u pari che non si annullano per argonienti zero e che 

chiameremo di 1." specie; esse sono corrispondenti alle 35 scomposizioni di f 
in due quartiche; 

3. vi è una sola O pari che si aniiulla per argomenti zero, e che chia- 
mererno di 2." specie. Tale o corrisponde all'unica sco~nposizione di f in una 
forma di 8." ordine e in una di zero ordine. 

L e  a definite sinora come funzioni dei punti x y della superficie di RIE- 
MANN, sono anche funzioni analitiche monodrome clegli integrali u ,  le guali 
per qualunqzce variabilità degli orgomenti u hanno sempre i l  earattere di fun- 
xioni intere. 

Esse sono inoltre anche funxioni razionali intere dei coeficiendi delle due 
binarie cp e + (**), e inoltve posseggono la propietà invariantiva. 

Propriamente se noi poniamo : 

X(X) = ui a%-' - ( p  - 1)u, ~ q - ~  xi + . = X;-l, 

d o r a  i varii termini del10 sviluppo in serie di G secondo le potenze ascen- 
denti di u sono covarianti simultanei delle tre binarie y, $J, X. 

Riguardo ai gradi nei coefficienti di tali tre binarie, si ha che un termine 

(3) BURKHARDT, Math. Ann., Bd. 32, pag. 42.3. 
(**) WILVIEISS, Math. Ann., Bd. 31, pag. 410. 
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qualunque dello sviluppo é propriamente del tipo: 

Il primo termine di tale sviluppo in serie, per il cas0 generale, è stato trovato 
con due rrietodi diversi da1 KLEIN e da1 BURKHARDT (*). 

Finalmente dobbiamo aggiungere ancora un'altra osservazione che ci oc- 
correrà in seguito (§ XI e XII). 

Se il genere è p = 3, e se gli integrali di 1.' specie si pongono sotto la 
forma ridotta: 

.x x: (Z d x )  
24, =\ - dm 

?f 

allorn le funzioni: 
fI(x)Ifl(Q(x Y) 

dove rispettivamente y ,  è un fattore quadratico di f ,  e y ,  S2 sono due quar- 
tiche il cui prodotto forma f ,  coincidono colle nostre funzioni CT dispari e pari 
di l.a specie definite avanti sino ai termini di ordine inferiore al quarto negli 
argornenti u. Cib è l'analogo di quel10 che accade per le funzioni abeliane (**). 

1 

8 IV. Equazione differenziale trovata da Wiltheiss 
per  le funzioni iperellittiche Th. 

Le funzioni iperellittiche soddisfanno a certe equnzioni differenziali lineari 
di 2." ordine. 

Il WILTHEISS ha trovato le equazioni differeuziali per le T h  cioz per le 
funzioni GT moltiplicate per la irrazionale s (3 II) (***). 

(*) KLEIN, Math. Am. ,  Bd. 33, pag. 371. - BURKHARDT, Math. Ann., 135. 33, pag. 437. 
(**) Vedi Memoria 1, 3 7. 
(*ce) Die Partielle Di~erentiaZgleich.. etc. Math. Aiin., Bd. 33. Vedi in  nota al 5 II 

della mis Mem. II l'elenco dei lavori del prof. W~LTHEISS trattanti dello stesso argomento. 
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Poichè le notazioni di WILTHEISS sono diverse d a  quelle usate da KLEIN 
e da noi, cos1 ci è prima di tutto estremamente interessante trasformare i ri- 
sultati di WILTHEISS secondo il nostro punto di vista. 

Dobbiamo, per far cib, incominciare coll'indicare per sommi capi il proce- 
dimento tenuto da WILTHEISS. 

Gli integrali normali di l.a e 2.a specie adoperati da1 WILTHEISS sono 
(Math. Ann., 33, pag. 269): 

dove y B la radice quadrata della binaria di 2 p  + 2m0 grado che è il fonda- 
mento dell'irrazionale iperellittico, y = i*); le espressioni Hl G sono delle 
funzioni di x fra le quali esiste la relazione: 

dove @ è una funzione arbitraria di .7: e 5 di gradi convenienti, e f ( x ,  5)  è 
la p + lm" polare di f fra le variabili x e E .  

1 periodi degli integrali normali di l.a e 2.a specie sono chiamati da1 
WILTHEISS rispettivameute : 

F r a  tali perindi esistono notoriainente certe relazioni bilineari che ne1 nostro 
cas0 sono: 

F r a  le infinite funzioni intere H(x), che si possono scegliere per formare i p 
integrali di l .a specie, scegliamo in particolare: 

Quindi, secondo le notazioni di WILTHEISS, si ha: 

Il WILTHEISS ricerca inoltre, giovandosi delle cosiddette equazioni diffe- 
renziali di RIEMANN per le 9 jacobiane, la forma che debbono avere le equa- 
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zioni differenziali per la O di WEIERSTRASS, che differisce dalla 4 jacobiana 
per un fattore algebrico indipendente dagli argomenti e per un fattore espo- 
nenziale di 2." grado negli argomenti (ci08 negli integrali di laa specie che 
funzionano da argomenti). Definendo una funzione Th differente dalla O di 
WEIERSTRASS solo per un certo fattore indipendente dai moduli, essa avrà la 
periodicità 

N C2np(y3 t OP)  

Th(% + 2 0) = (- 1) T'h(u)ea (7) 

Se allora, giovandoci di p e s t a  formola, nella equazione differenziale per la 
Th (equazione di cui, come abbiamo cletto, abbiainn già determinata in ge- 
nerale la forma), aumentiamo gli argomenti tc dei periodi 20, otteniamo 10 
stesso primo membro dell'eguazione più un'altra parte, che deve dunque essere 
eguale a zero. 

È in questa maniera ehe si ottengono le equazioni (22) (23) della pag. 276 
del lavoro citato di WILTHEISS. Da tali due equazioni si ottengono poi facil- 
mente le (26) (27) della pag. 277 (9. 

ÈI da tali equazioni che si ricava il valore dei vari covarianti O parti 
di covarianti che funzionano da coefficienti nell'equazione differenziale lineare, 
formalmente già conosciuta. 

Per brevità non riproduciamo qui il risultato finale ottenuto a pag. 286 
del lavoro citato, e inseriremo invece €sa poco quel10 stesso risultato, ma mo- 
dificato secondo i nostri punti di vista. 

5 V. Modificazione dell'equazione di Wiltheiss. 

Le notazioni adoperate da1 WILTHEISS e inserite ne1 paragrafo precedente 
non s'accordano con quelle adoperate da1 KLEIN nei suoi lavori e quindi da 
me nei miei lavori precedenti. 

E a questo proposito non voglio tralasciare di notare che in generale 
questi lavori del WILTHEISS, del resto assai pregevoli, non mancano perb d'es- 
sere un poco trascurati nelle notazioni e nei procedimenti, per modo che la 
loro lettura riesce penosa oltre ogni dire. Io ho sempre pensato che la ele- 

(*) Ci pare completamente inutile riprodurre q u i  le equazioni citate. Alla lettura di 
questo nostro capitolo il lettore dovrti necessariamente tener presente il lavoro del pro- 
fessore WILTHEISS. 

Annali d i  Matematica, tom0 XVII. 34 
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ganza della notazione e la precisione dei procedimenti sia un non piccolo fat- 
tore del progresso delle matematiche. 

I n  luogo degli integrali di 1." specje (1) adoperati da1 W. (*), dove le H 
hanno i valori dati da (5) ,  consideriamo gli integrali 

Queste u soddisfanno anzichè alle (6), a 

Si vede inoltre che rispetto alle u del paragrafo precedente queste u hanno 
un cambiamento di segno per effetto del determinante (x, dx) che ne1 para- 
grafo precedente è invece (dx, x). 

In conclusione in luogo delle ua noi consideriamo: 

Qiiindi uno scambio analogo di indici e di segno si verificherà nei periodi GI 

degli integrali di 1." specie. Pacendo per un moment0 astrazione dallo scambio 
di indici e di segno esaminiamo la relazione fra i nostri periodi o e quelli di 
WILTHEISS. Poichè noi chiamiamo w e non 2 1 ~  i periodi dell'integrale, cosi 
ricaviamo che, a meno del segno e degli indici, le nostre o sono il quadruplo 
di quelle di WILTHEISS. Propriamente la w a  di  W. corrisponde alla nostra 
1 
- (- qa wp-a+î. 4 

Passiamo agli integrali di La specie e ai loro periodi. 
Prendiamo per integrali di 2." specie: 

dove : 

essendo F(x ,  5 )  la polare p + lma di f fra le variabili x e t: (**). 
1 periodi di tali integrali li chiamiamo - q. 

(*) Spesso in  seguito per brevita scriveremo semplicemente W. in l11ogo di  WILTHEISS. 
(**) Vedi BURI~HARDT, Hyperellt$tische Sigmafunctionen. Math. Ann., Bd. 33, § 1. 
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Nella formola (2) del paragrafo precedente prendiamo 0 = 0 e per le H 
le espressioni (5). 

Allora si ha per determinare le G l'espressione: 

Con opportune derivazioni a primo e secondo membro da 
ricavano le G. 

Si ha: 

... 

questa formola si 

Di qui è facile vedere che gli integrali di 2.a specie di WILTHEISS a meno di 
uno scambio di indici e di segno sono eguali a quelli che vogliamo noi ado- 
perare, ma moltiplicati per 2,  onde propriamente riguardo alla relazione fra 
le q del W. e le nostre, si ha che q, di W. corrisponde alla nostra (- l ) d ~ l ~ - ~ + ~ .  

Questo fatto del resto pub anche verificarsi altrimenti giovandoci della 
relazione bilineare 

P~ragoniamo 
delle formole (45) 

esistente fra i periodi degli integrali di 1." e 2.a specie. 
cioè la relazione (4) del paragrafo precedente coll'ultima 
di pag. 401 del lavoro citato di BURKRARDT: 

P 
2 ( aup  )l'ap - ~ q )  = - 2 ni (*). 

u = l  

Si ricava, sapendo quel10 che abbiamo stabilito riguardo alla relazione fra le 
nostre o e quelle di W. che le nostre hanno ~ppunto la relazione sopra 
stabilita con quella di W. 

Abbiamo dunque per risultati: 
1 

u, di W. corrisponde alla nostra espresaione - (- l)"zl,-,+, 
2 

(*) Ricordiamo che le w' e ?', cogli apici, rappresentano i periodi su1 secondo sistema 
di taçli  canonici della superficie di RIEMANN. 
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Partiamo ora dalle funzioni iperellittiche T h  definite dalla periodicità: 

dove le zc o hauno il significato che loro diamo noi (*). 
Paragonata p e s t a  equazioiie (9) colla (7) si vede che essa non differisce 

formalmente dalla (7) se non perchè dappertutto in luogo di a ,  ? sta posto 
0 ri 
- 9  - .  
2 2 

Se quindi partendo dalla (9) incorninciamo ad eseguire il procedimento 
che il W. applica ne1 § 3 del suo citato lavoro, noi otterremo in primo luogo 
le equazioni (22) (23) di pag. 276 di W. completamente inalterate. 

Non CO& perb le equazioni (26) (27) c,he si ricavano dalle prime. Giacchè 
siccome per noi le o e hanno significato diverso che in W., cosi le dette 
equazioni verranno diversamente costruite. 

Propriamente i due primi termini della (26) vengono moltiplicati per 2 
e il 3.' viene diviso per 2. 

Cos1 nella (27) il 1." e 3." vengono divisi per 2 ,  mentre il 2.' termine 
viene moltiplicato per 2. 

Se quindi in luogo delle espressioni F, L, poniamo rispettivamente 4K, 
1 
- L noi otterrerno (a meno delle quantità indeterminate PO &O), due equazioni 
4 
che sono nella forma perfettamente identiche colle (26) (27) del W.; onde è 
chiaro che allora seguendo gli stessi procedimenti del W. otteniamo per i niiovi 
K, L introdotti, le stesse espressioni ottenute da1 W. Tali espressioni non sono 
perb a.llora quelle che precisamente ci occorrono per costruire la nostra equa- 
zione differenziale, ma dobbiamo moltiplicare pei 4 la prima e dividere per 
4 la  seconda. 

Onde l'equazione differenziale per la nostra fiinzione Th è: 

dove à, i ~ ,  n, A, hanno gli stessi significati Che in W. 

(*) Questa è precisamente la periodicitii. della a iperellittica di KLEIN. Vedi: Ueber 
hyperellip. Sigmafunctionen. Math. Ann., Bd. 32, pag. 357. Vedi anche il nostro § III. 
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- 
5 VI. Espressioni dei processi  x ,  Z, e di A. 

L e  u introdotte da noi hanno rispetto a quelle adoperaie da1 W. una 
certa inversione di indici, come risulta dalle f'ormole del paragrafo precedente. 

Del cangiamento che subisce l'equazione solo per effetto di questa inver- 
sione di indici non ne abbiamo ancora tenuto conto. 

Se  consideriarno il processo r, ci accorgiamo facilmente che ivi la inver- 
sione degli indici delle u corrisponde a sostituire alle variabili v altrettante 
serie di variabili contragredienti, cioè corrisponde a siipporre poste: 

v 2  e V I  

v e v,. 

Allora il processo n che dobbiamo considerare è propriamente 

Consideriamo inoltre A e n. 
Introduciamo la forma x introdotta da KLEIN (*): 

per modo che simbolicamente: 

La espressione A è formata da1 covariante L, che porremo sirnbolicameiite 
sotto la forma: 

L = L p  LE-', 
ponendovi u,, up, per 

(- %,yi x;-=, (- sl)P-J s p ?  

Per l'osserv&ione fatta testè che alle variabili x, s, bisogna sostituirne altre 
contragredienti, si ha che per f0rmare.A bisogna in L porre u, US per 

("1 KLEIN, Math. Ann., Bd. 32, pag, 364. 
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e tenendo presenti le espressioni simboliche delle u si ha che per 

xf-' deve porsi ~ , p - - ~  
X , P - ~  x2 1) - xo-"1 

e analogamente per le S. Onde infine: 

II. A = (L  $-l (Li X ' p - 1 ,  

essendo un simbolo equivalente a X. 
Passiamo ora al processo .x. 

Poniamo simbolicamente : 
hap = k a  klg j 

allora in primo luogo .x diventa: 
a = 2 (- 1)" ka u ~ - ~ + ,  2 (- 1)P k A p  - . a up-p+l 

Poniamo ora il covariante K simbolicamente sotto la fornia: 
K = KP-4 KP-1. 

s it 

I l  7~ si ottiene da  K mutando in primo luogo le x nelle x ne1 solito modo 
corne avanti, quindi si ha:  

III. T = ( E x ) p - '  2 (- l ) b  kip a 
a up-p+î 

In  conclusione il processo n è un proceaso di ARONHOLD per effetto del quale 
a i  coefficienti della forma ~ , p - '  si S O S ~ ~ ~ U ~ S C O ~ O  quelli di  ( X  E ) p - '  Ks -~ .  

§ VII. 1 covarianti F, K,  per p = 3. 

L e  espressioni che il WILTHEISS dà per i tre covarianti F, K, L, che 
entrano ne117equazione differenziale, sono capaci di grandi semplificazioni. Noi 
daremo qui le espressioni di F, K per p - 3. 

Secondo il W. si ha:  

F = (al, a?--', b:$'+z) : (X v)  , 
dove = b ; ~ + ~  = . . è la forma di 2p + 2m0 grado che è il fondamento 
dell7 irrazionalità iperellittica, e la  parentesi rappresenta il determinante fun- 
zionale, rispetto a z, delle due espressioni che essa racchiude. 
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, y _ _ - . -  - 

Per D =  3 si ha: 

e per effetto della equivalenza dei simboli a O si ha finalmente: 

1 1. F=-- (ab)2a:b* , [2a" ,bC+2a~a ,b~b ,+a~a~b~b~] .  
2 

L'espressione di E è: 

Per p 1.: 3 i due primi termini si riducono a 

Questo termine combinat0 col 3." termine di K dà infine, per p = 3:  

II. K= a:aSaZ,. 

L'equazione differenziale per p = 3 possiamo dunque soriverla: 

5 VIII. Covariante L per p = 3. 

Abbastanza più complicata è l'espressione del covariante L per p - 3. 
I n  primo luogo vogliamo esaminare la forma sotto cui deve venire il ri- 

sultato finale. 
La espressione di L data da1 W. è: 

- 8 2 5 3 4  8 
(ab)a,ao b d ,  - 2 5 3 4  

(xsY(x 8 )  (SV) 
(ab) a, a ,  b8 L, 

dove F(x, s; u) é la poIare 4.a di F fra le variabili x ed S. 
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Questa forma datale da1 W. è certamente assai incompleta. L a  L deve 
essere nna funzione intera, e il nostro scopo sa.rà appunto di darle tale forma. 

La espressione di L deve contenere due simboli a ,  b, e inoltre deve es- 
sere di 4." grado in v e di 2.' in x e s; onde essa dovrà contenere almeno 
quattro determinanti (ab) .  Cib ne1 caso in cui non vi comparisca alciino dei 
covarianti identici (xs), (us), (xv). Ne1 caso che vi comparisca uno di questi 
covarianti, vi comparirà corrispondentemente un alt,ro determinante (ab). Allora 
colle relazioni d' identità: 

si vede ohe possiamo sempre ridurci al caso in cui vi sono solo 4 determi- 
nanti (ah). 

Onde possiamo fissare : 

e per la siminetria di L in x e s possiamo anche a priori  stabilire che cr  = c". 
L a  quistione sarà di ricercare questi coefficienti numerici. 
Si ha: 

1 - - (ab) ai b i  A,, [a: h5, - a: b:] , 
2 

indicando con A,, la polare di polo z e di variabili S. 
L'ultima espressione è eguale a 

Analogamente : 
1 ( a b ) a ~ a ~ b ~ b $ = - ( a b ) e a 8 b ~ ( v x )  [4a:b,bZ + . .] 

10 
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Sostituendo questa espressione nella formola di L risultano termini solo 
col divisore (XS)~ e termini che possiamo ridurre al10 stesso denominatore 
( x  s ) ~  (x v )  ( s  O). 

1 primi sono: 

Gli altri li possiamo scrivere, tenendo presente la equivalenza dei sim- 
boli a, b: 

, [$(a~ph:b:[(vs) ' rc t ,+(vx)~a3a<.  
(x:v) ( ~ $ 1  

8 + 5 (ab)' b: b: [(v s)' a: b, + (v  r)' a: b,] a: bu 

1 

Le espressioni comprese in queste quattro linee possono trasformarsi in 
modo da aversi sempre termini O col divisore ( X S ) ~  O col divisore ( x v )  (su). 
Le parentesi quadrate della. l.", 3.", linea facilmente si trasformano ri- 
spettivamente in 

( X  s)L aZ, + 2 ( x  v )  (s  v )  a, a, 

La 2." linea poi si pub trasformare corne segue. Collo scambio di a con b 
ne1 2." termine, e aggiungendo e togliendo opportunamente un certo ter- 
mine, si ha: 

La prima parte di questa espressione si traaforma in 

( X S ) " ~ ;  + ~ ( v s ) ( v x )  Lb, ,  
e la seconda in 

(v X )  (v S )  (ba) (v x )  a3, b," au b, (a, b, + a, 6s) 

= (v X )  (v S )  (b, a, - b, a,) a: bb a, b, (a, b, + a, b,). 

Calcoliamo ora il 2." termine di L. Si ha [a meno del fattore (ab)" che per 
Annali di Matematica, tom0 XVII. 35 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



274 P a  s c a l : Sulla teoria delle funziolzi a iperellittiche 

brevith tralasceremo] : 

2a$b4,[atb8-aJb$] = 2(ab)(vs)akb$[a:b:+. S . ]  

= - (a6)2(vs) (vx)  [aUbs + - - -1 [2aZ.b", 2a;aabb2,b.]) 

onde si vede che [poichè a tali termini bisognava supporre il divisore (vs)" x 
( v x ) ~ ]  restano solo termini col divisore (vs)(vx) .  

Con oib d u q u e  tutta l'espressione L si è venuta. scindere in due spe- 
cie di termini distinti, cioè termini col divisore ( V S ) ( V X )  e termini col divi- 
sore ( x s ) ~ .  

Considereremo separatamente gli uni e gli altri. 
1 primi sono: 

Riducendo e opportunamente raccogliendo i termini, questa espressione si 
riduce a 

(ah)< (v x) ( v  s) [a'. bt + a ,  bv a, b, + a', b:] [a".: + a,  bv a ,  6, + 4 b a  

+ 2 b(,& a, (b, a,  + a, b,) + aZ bU a,  b, a, b, 

+ 2a:b:as(~,b.+ asbJ + 2a:b~a. , i ,a,b,~- 

Passiamo ora a raccogliere i termini col divisore (xs)". Essi sono: 

24 + 5 ( a  6)' (a, bs + a. bs) aa, h i  a. a: b, 

32 2 2 , 2 2 2 2  16 4- (ab) a,a.bxb,a,b, + (ahyaJ,b,L:a;b, 
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Per ridurre questi terrnini consideriamo separatamente i termini in a f ,  
a3,b,, atb;. 

1. Termini in a:,. Riducendoli si ha: 

-- 64 (a b)'b: b: . (x s)'. 
3 5 

2. Termini in a: b,. Raccogliendoli e riducendoli si ha: 

16 
- (ab)' (b, a, + b. a,) b, b, . (x s)'. 35 

3. Termini in atb t .  Si ha: 

24 
- (a b)l [a: b: + a, as 6, b, + ai b:] . (xs)= 
3 5 

68 - - (ab)" a, a, b, b, (x s)Z. 
35 

Raccogliendo finalmente tutte queste espressioni con quelle trovate avanti, 
si ha per L: 

5 IX. L'espressione di L per un cas0 particolare. 

Per una ragione che svilupperemo in seguito, ci occorre di conoscere 
llespressione.di L quando la forma fondamentale di 8." grado diventa il pro- 
dotto di due quarte potenze esatte di forme lineari, cioè quando 

dove y, + non si suppongono coefficienti simbolici ma effettivi. 
In  ta1 caso L acquisterà la forma: 
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Il calcolo diretto dell'espressione di L sotto questa forma sarebbe molto 
lungo. Perb coi seguenti artifizii pub notevolmente semplificarsi la ricerca dei 
coefficienti h. Cominciamo col calcolare in funzione di p ,  + la espressione 

4 4 b4 (ab) a ,  x .  

Si ha: 

Da questo termine possiamo ricavare tutti gli altri che ci occorrono, facendo 
opportunamente polari al primo e secondo membro. 

Ma possiamo procedere anche pih semplicemente. 
Facciamo in primo luogo x = s = v. Allora la L diventa: 

onde : 

Con opportune operazioni di polare nella formols ottenuta ultimamente si ri- 
cavano le altre formole: 

Facciamo ora nell'espressione di L , z S. Allora otteniamo : 
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Il paragone di queste due formole e l'us0 delle formole stabilite in avanti, 
ci da: 

II. 

Inoltre faccjamo infine in L, s = v. 
Si ha: 

3 6 24 
~ = ( a b ) < [ ~ a < . b : b : +  6 Q ~ b : a x b  1 9 

O anche: 

E da1 paragone si ha: 

Le 1, II, III si accordano tutte a dare: 
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3 X. L'equazione differenziale per  le t~ ellittiche 
ricavata da quella generale per  le  a iperellittiche data al 8 V. 

Ci pare utile a titolo di verifics dell'equazione data al § V di ricavarne 
l'equazione differenziale nota a cui soddisfanno le a ellittiche di WEIERSTRASS. 

La  equazione di cui si parla è (*): 

dove : 

e g, g3 sono i noti invarianti della binaria biquadratica, e zc ha precisamente 
Io stesso significato da noi datole precedentemente (**). 

Incominciamo col ricercare che cosa diventano per p - 1 i covarianti 
F, K ,  5. 

1 F = - -  1 , (ab)2adb: = - - a =7 

dove H B 1' essiano di f. 
In quanto a E, è facile vedere che per p = 1 esso è zero. 
Supponendo la biquadratica f posta sotto la forma canonica: 

si trova facilmente che gli invarianti i j della biquadratica ne1 sengo in cui 
sono definiti ne1170pera di CLEBSCH (***) sono rispettivamente: 

I l  nostro processo 8 per il quale ad una serie di coefficienti di f bisogna sup- 
porre sostituita una serie di coeffioienti del suo essiano H, corrisponde per- 

salvo un fattore - - l )  al processo 6 definito e studiato ne1170pera 
2 

citata di CLEBSCH (****), 

(*) HALPHEN, Trait6 des fonctions elliptiques, etc., Vol. 1, pag. 300. 
(*a) HALPHEN. Op. cit., pag. 55. 
(**O) Theorie der binaren alg. Formen. 
(***a) Op. cit., rj 41. 
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Onde profittando dei risultati ivi ottenuti possiamo scrivere: 

onde la nostra 8 è: 

-- - a 1 a 
3 a s ; s 3 - 7 j  

Ci resta a calcolare A. 
Dobbiamo perb premettere un' interessante osservazione. 
Mentre in generale L risulta un covariante nelle due variabili x ,  s ,  mu- 

tando le quali poi opportunamente nei simboli x si ha  A che è sempre un'e- 
spressione di 2." grado in u ,  per p - 1, invece L risulta di grado zero in 
x ,  S. Perb A deve sempre venire (come si verifica pei p qualunque) di 2." grado 
nelle u. Quindi ne1 cas0 p = 1 in cui vi è una sola u bisogna, per ottenere A ,  
moltiplicare L per zlP. 

Calcoliamo dunque L. 
L a  formola generale della pag. 288 del lavoro citato di W. ci dà: 

+ 2 (x s)$ (ai aib,' b2, - a: ai b t )  

- 4 ( x  v)  (s  v )  [(s v)  (a  b) a: a, A b: $- (xv)  a b) a: a, b, b:] 1 (xs)< (z v)' (s v)'. 

Con facili trasformazioni il 2." di questi termini diventa: 

( x s ) ~  (a b)e (v 8 )  ( x  v) [ax bu f au f i f l ]  [a, bs -4- a, fi,]. 

Quindi da tutta l'espessione pub togliersi un fattore (vs)(vx).  
Ciascuno dei termini dell'ultima riga si pub trasformare come segue (per 

es. il primo): 

- 2 (a fi) (su) a, b, [a, u, 6: - 6,  b, ai] 
- -- 2(a 6) (sv)aXbs Axe [a: bt - ad O z ]  dove A,, è la polare fra x e u,  

= - (a b>2 ( S V )  a, 6,  [(us) (ax bs + a, b,) + (x  s) (a, b, -+ a, O,)]. 

In  ta1 modo i termini della 3." riga di L diventano: 

2 (a b)P (v s)' a: bx b, - 2 (a b)g (s  v) ( x  s) a, 6,  a, b, 

+ 2(ab )3 (v~ )~a~a ,b :  - 2(ab)"(xv)(sx)a,b,a,b,. 
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Il secondo e quarto si riducono a 

2 ( ~ b ) ~ ( x s ) e a ;  b,b,, 
e il primo e terzo sono: 

2 a, bs [(v s) a, - (v x )  a,] [(v s )  bz - ( v x )  b,] 

+ 2a,bs(os)(vx)[aEbs + ad,], 

i quali ultimi uniti con quelli ad essi simili che compariscono ne1 1." rigo di L 
formano esattamente : 

Onde, poichè tutti gli altri terrnini si distruggono, si h a  infine: 

Raccogliendo questi risultati si vede subito che l'equazione del $ V diventa 
precisamente l'equazione da  noi stabilita ne1 principio di questo paragrafo. 

$ XI. lntroduzione alla ricerca del 2.' termine del10 sviluppo 
delle o iperellittiche. 

Caso delle 28 funzioni dispari 

S e  f = afC = B la scomposizione in due fattori, una quadratica e una 
sestica, della forma di 8.' grado, e se gli integrali di 1." specie si pongono 

cioè dipendenti solo da  due punti x,  y della superficie di RIEMANN, allora la 0 
dispari corrispondente alla detta scornposizione di f sarà: 

dove R ( x y )  é la pota forma princz$ale di KLEIN. 
Ponendo: 

y ,  = 3, $ r 
y 2 = x 2 = 1 ,  

sviluppiamo la o in serie secondo le potenze di c. 
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L a  Q si esprime colla formola: 

essendo q ( x  y) 
Si ha (se 

l'integrale normale di 3.a specie introdotto da1 KLEIN. 
H è 1' essiano di f ) :  

onde, essendo ($9) = - < e mutando poi il segno a tutta l'espressione, il che 
10 possiamo fare a causa della doppia significazione del radicale, si ha: 

Sviluppiamo ora in serie secondo le potenze di gli integrali di 1.B specie ec. 
Si ha: 

Poniamo z = x + C, dove t sia la nuova variabile d'integrazione che vada da 
t = sino a t = 0, giacchè z deve aridare da x = y sino a x = x. 

Facendo questa trasformazione di variabile d'integrazione, sviluppando 

(") BURKHARDT, Beitrage zur Theol-ie der hyp. Sigmnfunct. Math. Ann., Bd. 32, p. 409. 
Si noli che nella scrittura d 4 l a  formola riprodotta qui ne1 testa, vi é in BURKHARDT un 
errore di stampa. 

Awzali d i  Matewaatica, tom0 XVII. 36 
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l'integrando in serie secondo le potenze di t, e poi integrando, si ottiene: 

Analoghe espressioni si ottengono per .u,, u,. 
Queste espressioni messe in relazione con quells ottenuta per a m,ostrano 

subito, corne del resto già si sa, che il 1." termine dello svjluppo di CJ è y(u) (*). 
Ora vogliamo trovare la parte risultante da1 2.' termine di o quando per 

le zl pongo semylicemente i loro primi termini in c. 
Tale parte si ottiene sottraendo dalla parte in c3 di c quel10 che si ottiene 

ponendo in p(u), in luogo delle u ,  i loro termini in c3. 
Bisogna cioè togliere : 

ricordando che : 
y' (4 = 2 (y:  2, + yi (fz). 

Si ha dunque: 

Ora la espressione di H mediante le derivate di f è (**): 

H== aLtTbi -aOa,b?,b,; 
onde essendo anche: 

f" = 64aza,b?,b,, 
si ha:  

1 2 H p  + - f'" * 2 ~ c p ~ b ~ b ~ ,  
32 

cioè è divisibile per f i  
3 

L'espressione superiore pub dunque scriversi a meno di un divisore f i ,  corne 

(*) KLEIN, Math. Ann., Bd. 32, pag. 374, - BURKHARDT, idem., pag. 442. 
(**) BURKHARDT, Opera cit., pag. 386, 
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funzione intera, propriamente : 

Ricordando che f = y +  e colla notazione simbolica si ha: 

che trasfarmata colla formola: 

9'1 - rf'm yi  = ( y  9') 

(per effetto di x, = l), diventa: 

con che si vede che il grado in xi che prima era apparentemente l ' & O ,  ora 
si è ridotto semplicemente al 6.". 

Ripassando ora dalle z alle u ,  dalla formola ( A )  dovremmo passare al 
2." termine richiesto di 0. 

Le formole colle quali dovremmo operare questo passaggio sono: 

Perb è facile vedere che, poichè la (A) è una espressione di 6." grado nelle x, 
questo passaggio in generale potrà farsi in rnolti modi; anche che volessirno 
valerci del teorerna che il risultato deve essere una forma invariantiva di q, 9 
e della forma: 

~ = = 2 6 1 ~ ; - 2 2 4 , ~ , ~ i f  U ~ X ; ,  

sempre resterebbe una certa ambiguità, corne in seguito svilupperemo più dif- 
fusamente. 

Capita dunque qui questo fatto nuovo che non accadeva per le funzioni 
abelinne. 
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Infatti nella Memoria II con un metodo analogo a quel10 seguito ora 
abbiamo potuto univocamente determinare il 2." termine del10 sviluppo di u (*). 

Ci basti intanto per ora d'aver trovato la formola (,4); nei paragrafi se- 
guenti giovandoci in una maniera assai singolare dell'equazione differenziale 
di WILTHEISS completeremo questa ricerca. 

XII. Caso delle 35 u iperellittiche pari di 1." specie. 

quando gli integrali di lna specie dipendono al solito solo da due punti x ,  zj 

della superficie di RIEHANN. In questa formola y ,  + sono due forme di 4." grado 
il cui prodottû forma f. 

onde ne110 sviluppo di a il coefficiente di rZ è; 

ed essendo: 
1 l ff" - - f y**), H =  - 

8 7 64 
si ha: 

1 5 5 
2H--ff"+aaf"=-- 8 

8.7 

(*) Mernoria II. § 1. 
(**) BURKHARDT, Opera cit., pag. 386. 
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onde, sostituendo e riducendo, si ha corne termine in ce ne110 sviluppo di O :  

e, usando le espressioni simboliche: 

Da questa espressione dovremmo passare al 2." termine di c se non avesse 
luogo anche qui un ostacolo analogo a quello discusso alla fine del paragrafo 
precedente. 

5 XIII. Sopra certi invarianti di tre binarie. 

Il  2.' termine del10 sviluppo di u dispari deve essere un invariante simul- 
taneo di 

y ; ,  + Z ,  xi. 
che sia di 2." grado nei coefficienti di p, di 1.' in quelli di rjr e di 3." in quelli di X. 

Il 2." termine di a pari deve essere invece un invariante simultaneo delle 
tre binarie: 

1 + xB,  
che sia di 1." grado nei coefficienti di rg e e di 2." grado nei coefficienti di X. 

Ricerchiamo in questo paragrafo tutti i possibili invarianti fra loro Einear- 
mente indipendenti delle specie indicate. 

In  primo punto possiamo per semplicità adoperare in luogo dei coeffi- 
cienti x fra 10'0 equivalenti, altrettante serie di variabili x, y, x che 
considereremo fra loro equivalenti. 

Ciascuna di tali variabili dovendo stare a 2." grado, in tutto vi compa- 
riranno 6 variabili, e intanto il numero delle lettere g, y', + di cui disponiamo è: 

Onde, ammeseo che non vi sieno covarianti identici (xy), (xz), (yz), vi saranno 
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6 fattori lineari e due deterrninanti. Il caso poi che vi sieno covarianti identici 
10 possiamo supporre senz'alcro eliminato, perchè allora vi saranno altrettanti 
determinanti dippiù, e si piib trasformare in fattori lineari colle solite formole, il 
prodotto di un covariante identico per un determinante di coefficienti simbolici. 

Ora fra i sirnboli y ,  y', + i determinanti che possiamo supporre, sono: 

8 facile dimostrare che di questi 6, solo tre sono fra loro linearmente indi- 
pendenti. 

Infatti il 2." colla formola: 
(Y $1 rp', = ecc. 

si riduce al 1 O ;  il 5." si riduce al 2." e 3.", e il 6." si riduce al 2." e 4." colla 
formola d'identità ( y J + ) y X  = ecc. 

Quindi restano solo il l.", 3.", 4.", 
Propriamente, ponendu per le x, y,  x le X ,  i, X" si hanno i tre soli in- 

varianti : 
(Y Y')"+ xx ((S i l e  (+ x'?" 
(+ 00 xI2 (JI x'Y (+ ;c'O2 1 

\ (A.')  

(+ ( y  X) (Y  x ' )  (+ X) (S XI) (SI ~ 7 ~ .  i 

Considerando invece gli invarianti del secondo caso, si vede che debbono es- 
servi sempre due determinanti simholici, che quindi non potranno essere altro 
che (y+)e ,  onde i soli invarianti in questo secondo caso sono due, cioè: 

Dai risultati di questo paragrafo risulta una prima esplicazione delle cose dette 
alla fine dei $5 XI e XII. 

Giaccbè è chiaro che l'espressione ( A )  del 5 XI deve potersi ridurre ad 
una cornbinaziorie lineare dei tre invarianti (A ' ) .  Perb valendosi solo dell'espres- 
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sione (A) si vede che solo il coefficiente del primo di essi invarianti è deter- 
minato e gli altri due rimangono determinati solo nella loro somma. 

Analogamente il risultato (B) del $ XII determina solo lit somma déi due 
coefficienti numerici che debbono moltiplicarsi per ciascuno degli invarianti (B') 
per avere il 2." termine di g pari. 

§ XIV. Trasformazione del processo di Aronhold d 
ne1 campo di raziona'ita delle 0 dispari. 

Il processo di ARONHOLD d', come abbiamo visto al § V, si comporle della 
somma delle derivate rispetto ai coeficienti della forma fondamentale f, mol- 
tiplicate per i coefficienti di un certo covariante F. 

Perb le funzioni CI non sono funzioni dei coefficienti di f ,  ma dei coef- 
ficienti di certe due forme di grado inferiore, y ,  4 ,  il cui prodotto forma f i  

Ci sarà necessario qiiindi, prima di tutto, di trasformare il detto pro- 
cesso d in modo che vi cornpariscano le derivate rispetto' ai coefficienti delle 
due fornie y ,  +, che ne1 caso delle c dispari sono l ' m a  di 2.' e I'altra di 
6." grado. 

Ponendo : 

i coefficienti cP, Y formano ne1 complesso due certi covarianti che chiame- 
rem0 9, Y.', e che sono stati trovati sotto uru  forma non definitiva da1 WIL- 
THEISS (*). 

L a  forma data loro da1 W. è propriamente: 

Noi, trasformeremo queste espressioni in modo da farvi scomparire il divisore 
(xu), .giacchè esse in fondo sono funzioni idere.  

Cominciamo dalllespi.essione di Q. 
- 

(") Opera 4t l l  pag, 290. 
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Si ha, riducendola tutta in funzione di rp, $, 

- ( + y ) ) [ 5 + : ~ V $ d -  ~. .yxl)~: l  - 

Il termine in ($cf), col10 scambio dei simboli equivalenti è eguale a 

Gli ultimi tre termini possono scriversi: 

2 5 7 )v px $x  [+x $9 - +v 9 ' 4  

+ 5+,qJxfg1x [ ( f lvyx  - y'xyv], 

onde infine, con altre facili riduzioni, possiamo scrivere: 

Passiamo ora al ca lc~ lo  di Y. 
Esso è: 

Il primo, secondo e quinto termine sono ciascuno da sè divisibili per (xv). In- 
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e le quantita in parentesi sono tutte divisibili per 

+ ' u + x  - = (+'+)(vx). 

Inoltre gli altri termini possono scriversi, aggiungendo e togliendo opportuiia- 
mente certi termini : 

e quindi anche questi termini sono divisibili per (vx).  Onde infine I'espressione 
ridotta di \V è la seguente: 

9 XV. Determinazione di 8 s  = d'y DD, D+ 
pel cas0 delle funzioni dispaïi. 

Abbiamo già detto in un altro paragrafo che s è la irrazionalità colla 
quale la funzione Th si differenzia dalla funzione o, propriamente Th  = s . o e 

s = :I D,D+, 

dove con D,, D,+ sono indicati rispettivnmente i discriminanti di p e S. 
Altnali di Matematica, tomo XVII. 37 
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Ora ci occorre di determinare 8 s  e per far questo potremmo procedere 
col metodo che si presenta più naturale, giacchè ora conosciarno (da1 para- 
grafo precedente) la trasformazione del processo 8. 

Perb il metodo naturale in questo cavo sarebbe molto lungo e faticoso, e 
noi quindi useremo un artifizio che ci farà assai semplicemente giungere alla 
determinazione richiesta. 

Incominciamo coll'osservare che il discriminante di tutta la forma di 
8." grado, pub scriversi: 

.Df = D, D, Di,. 

avendo con Dy+ indicata la risultante di  y ,  $. 
Ci ricordiamo inoltre che il processo d è caratterizzato da1 fatto che ap- 

plicato su Df dà per riaultato zero ("). 
Applicando quindi il d alla formola precedente e poi dividendo per Df 

si ha: 

e poichb: 

si ha:  

L a  quistione quindi si riduce a, calcolare il secondo mernbro di questa espres- 
$DU ; ma sione, la quale sarebbe già da sè, più facile a calcolarsi che non - D!, 

in ogni modo noi non faremo neanche direttamente tale determinazione, ma 
ci avvarremo di un artifizio. 

8 s Incominciamo col fissare che - deve risultare una funzione intera; cib 
S 

risulta, per effetto di certe considerazioni che svilupperemo nei parrigrafi se- 
guenti (vedi § XVI), dalla nota proprietà delle funzioni c di essere funzioni 
intere dei coeflicienti di y ,  + (**). 

Ora per effetto di facili considerazioni sui gradi in 4, e 4 di Dy+ e dei 

(*) WILTHEISS, Math. Ann.,  Bd. 33, pag. 287. 
(**) WILTHEISS, Ueber die Potenzreihen der hyper. Thetafitnctzbnen. ?&th. Ann.,  

Bd. 31. - BURKHARDT, Op. cit., Math. Ann,, Bd. 32, pag. 435. 
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covarianti del processo 8 ,  risulta che - sarà di 1." grado nei coefficienti di 
D? !J 

q, e di 1." grado nei coefficienti di + e inoltre di 4," grado nelle variabili v. 
Onde non potrh essere altro che: 

c .  (y+)": ,  

dove c è una costante da deterniinare. 
Supponiamo la quadratica y scissa nei due fattori lineari y: = p x  . qx* 

Allora la risultante possiamo scriverla: 

Fer potere applicare il d a questa fortnola, dobbiamo trasformarlo in modo da 
farvi cornparire, anzichè le derivate rispetto ai coefficienti y ,  quelle rispetto ai 
coefficienti p,  q. Cioé in modo che sia: 

dove P Q sono da deteïminarsi. 
Al solito essi soddisfanno a 

e basterà determinare in qualunqiie modo due covnrianti P, Q, purchè soddi- 
sfacenti a quest'unica equazione. Cib risulta da ragionamenti analoghi a quelli 
altrove sviluppati (*). 

Possiamo allora porre : 

dove, fra le infinite coppie che potevamo scegliere per espressioni di P, Q, 
- - -- 

(*I Vedi Rlemoria II,  g 15. 
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abbiamo specialmente scelta quella in oui & si ricava da P collo scambio di 
p in p. 

Intanto: 

aD,+ = 6 (+pl5 (4 P) ($'dB 4- 6 (+'4)5 (#' Q) (4p)b 

+ P P Y  ( S d 6  + (+pYP!I)a, 

Che per p - q oioè, pel caso in cui g, diventi un quadrato, diventa (poichè 
allora P = &) 

(8 D,+)p=, = 12 (rjl PY (S P) (+'P)" + 2 (YP)~ (+ PF 
Intanto per p = q si ha: 

Facciamo diventare ora anche una sesta potenza eswtta. Cib equivale a sup- 
porre corne efettivi tutti i simboli $ che entrano nelle nostre formole. 

Intanto dalle formole del paragrafo precedente risulta allora: 

ma per p = q e per + effettivo si ha: 

onde : 

Il coefficiente c che era ignoto su1 principio di questo paragrafo, é dunque 
5 - , onde infine : 
2 8 
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-- 

3 XVI. Formole di ricorrenza per  le  a iperellittiche dispari. 

Poniamo la T h  dispari sotto la forma: 

T h = s ( N i + ~ Y T , + . - . ) .  

Sostituendo allora tale espressione di Th nell'equazione differenziale del €j VI1 
e eguagliando a zero le parti che sono del10 stesso grado in u, u, u,, restando 
le v arbitrarie, si hanno le equazioni: 

Prima di tutto calcoliamo in funzione dei coefficienti di g, e + la espressione: 

si riduce ad un termine eguale a sè stesso, ma col segno contrario, e ad un 
termine simile al 4.". 

Inoltre il 5.' termine con 

(*) Conoscendo le proprieté di a, e quindi dei terrnini N ,  da questa equazione si ricava 
6 s 

facilmente ci6 che abbiamo asserito al § XV, che cioe - è funzione intera. 
S 

(*') BURKHARDT, Math. Ann., Bd. 32, pag. 412. 
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€j XVII. u ~ ~ e r i i  i n a ~ i o i ~ e  ci N,. 

Colla equazione (A ' )  ottenuta alla fine del paragrafo precedente possiamo 
finalmente completare la ricerca del 2.' termine della t~ iperellittica dispari a 
tre argomenti, incominciata al $ XI. Perb ci pare utile di mostrare qui, anche 
a titolo di verifica dei risultati ottenuti avant;, come da qunsta mica  equa- 
zione (A')  colla conoscenza delle proprietà fondamentali delle a, si pub ricavare 
il 8s (che noi già conoscianio da1 § XV) e l'N,. 

Incominciamo coll'osservare che le v sono rimaste finora completamente 
arbitrarie; esse compariscono al quarto grado, quindi compariscono solo cinque 
combinazioni di esse, cioè: 

Possiamo naturalmente porre eguali a cinque quantità a nostro arbitrio 
p e s t e  cinque , perchè 1' equazione differenziale di WILTHEISS non rappresenta 
in fondo che cinque equazioni riunite fra loro in quella maniera particolare 
per mezzo delle v, per dar loro una forma invariantiva e simmetrica. 

Ne1 caso abeliano noi abhiamo potuto disporre (*) [e anche ne1 cas0 ipe- 
rellittico p = 2 il WILTHEISB ha potuto fare 10 stesso (**)] delle v in modo da 
far riuscire precisarnente eguale a Xi+, (a causa del teorema di EULERO) la 
parte dell'equazione differenziale contenente le seconde derivate di X,x+,. Ci6 
si otteneva supponendo le quantità arbitrarie u eguali agli integrali di prima 
speoie u. 

Ma ne1 caso presente non possiamo fare Io stesso, perchè le combinazioni 
con ripetizione a due a due delle u, u, u, sono sei e non cinque. 

Perb rioi possiamo usare un artifizio diverso. 
Ed invero osserviamo che nell'espressione: 

sebhene a ,  13 pi compariscono come una sola variabile espressa dalla loro 
somma, pure considerando a, P ,  come variabili indipendenti che abbiano i 
valori 1,  2 ,  3 ,  si hanno sei oombinazioni. Noi possiamo ciascuna d i  tali com- 
binazioni farla eguale a 

du,  du,. 

(") Memoria II, 3 I I .  
(**) Ueher eine partielle Diffcrentialyleich. der Thetafinct. zz6eier Arg. U. über die 

Aeih. derselben. Math. Ann., Bd. 39. 
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L a  sola difficoltà che s'incontrerebbe con questa speciale deternlinazione delle v, 
è che la stessa espressione v;v', pub risult,are in due modi diversi, cioè: 

O per a = l  B = 3 ,  

ovvero per K = 2 ,3 = 2, 

e quindi quella stessa espressione viene una volta posta eguale a d u ,  du3 e 
un'altra volta a dzl:. 

Perb p e s t e  due quantità sono fra loro effettivarnente eguali. Perchè es- 
sendo (§ V): 

d ~ i  : due : duB = X: : x4 x4 : x:, 
si ha appunto: 

du,  du, = du:. 

Con questa determinazione delle v l'espressione: 

diventa semplicemente il diferenxiale secondo di IV3, cioè d2N3.  
Quindi conoscendo ds ,  e facendo opportunumente per le v le sostjtuzioni 

indicate, il secondo memhro di (A') dovrà risultnre un dtferenziale secondo 
esatto. 

L a  sua integrazione ci dà N,.  
Con un metodo precisamente analogo si farebbe l'applicazione delle fur- 

mole di ricorrenza (B) per trovare i termini seguenti del10 sviluppo di o. 
È questa dunque una differenza sostanziale fra questo cas0 iperellittico 

p = 3 e quello che si presentava per il caso abeliano p = 3, e iperellittico 
p = 2. Ivi potevano aversi delle formole di ricorrenza di applicabilità imme- 
diatu; qui invece ogni volta che si dovessero applicare per trovare un termine 
seguente del10 sviluppo, occorrerebbe adoperare un procedimento analogo a 
quello che qui adoperjamo per trovare N, .  

Ci pare utile mostrare qui con quanta facilità si pub ottenere l'espressione 
di ds ,  supposto che non anoora si eonoscn. 

Sappiamo perb in ogni modo che esso deve essere della forma: 

Ora sostituendo questo valore in (A') e giovandoci poi delle condizioni 
di integrabilith e propriamente eguagliando fra loro la derivata rispetto a u, 
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del coefficiente di 7th: e la derivata rispetto a ul di quel10 di du, du,, si ha 
la relazione (scrivendola precisamente corne risulta, senza'"riduzioni) -- : 

da cui risulta senz'altro: 
5 c=--  

4 . 2 8 '  
come già sappiamo (5 XV). 

L'equazione (A') diventa allora : 
> 

dove perb al secondo membro si intenda necessariamente poste opportunamente 
in luogo della v le espressioni di cui si è parlato. 

Il risultato dell'integrazione dovrà essere (come sappiamo dalla teoria 
generale delle funzioni O )  omogeneo intero nelle zc, di 3." ordine e inoltre deve 
essere di proprieth invariantive. 

Giovandoci dei risultati ottenuti al XII1 poniamo: 

Se in luogo delle u poniamo i prirni termini del loro sviluppo in serie secondo 
le potenze di 6 (vedi €j XI),  otteniamo un risultato che s'accorda completa- 
mente con que110 ottenuto per via affatto diversa ne1 5 XI. 

Annali di Matematica, tomo XVII. 3s 
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§ XVIII. Il processo 6 ne1 campo di razionalitd 
delle 35 a pari di 1." specie. 

Supponiamo f, = $4 e sia il campo dei coefficienti delle quartiche y,, Sa, 
quel10 di uiia delle 35 u pari. Il processo CI trasformato ne1 campo di tali 
coeficienti diventa : 

dove <P \V sono due covarianti la cui forma è trovata da1 WILTHEISS ne1 luogo 
citato (*), ed è propriamente: 

e la \Y si ricava evidentemente dalla <P col10 scambio di p in #. 
Tale forma data alle @ e \Y da1 W. non si pub dire che è forma defi- 

nitiva, perchè le e \V sono funzioni intere e qui compariscono corne frazio- 
narie. Con una prima calcolazione analoga a quella fatta ne1 5 XVI per le u 
dispari, si ottiene : 

1 termini in ( $ J ~ ( T ? ' )  colle regole del calcolo simbolico si riducono fa- 
cilmente a quelli in (?Y')'. 

(*) Math. Ann.,  Bd. 33, Pag. 290. 
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Si ha infine per risidtato finale: 

8 s 
Determiniamo ora il valore di - per il caso pari. Si  sa che in ta1 caso 

S 

l'irrazionale s é la radice ottava del prodotto dei due discriminanti di p e #. 
Indicando con Dy+ la risultante di y ,  ' +  risulta anche qui con ragionamenti 
eguali a quelli del § XV che: 

e d'altra parte con una facile calcolazione di gradi nei coefficienti di rf e + e 
S s sapendo anche qui che - deve essere funzione intera ("), si ha: 

S 

- "Do:; -- - cO+Y Y:+:. 

Per  determinare c supponiamo che o, + diventino quarte potenze esatte. Allora 
Dy+ = (?+)'6 dove y, + non hanno pih significato simbolico, ma effettivo. Inoltre 
Q diventa: 

onde : 

e quindi: 

onde : 

("1 Per ragionamenti 
equazione differenziale del 

analoghi a quelli accennati nella nota del 9 XVI. Vedi la prima 
g xrx. 
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5 XIX. Formole di ricorrenza e determinazione del 2.' termine 
delle 35 u pari di 1." specie. 

Poniamo una Th pari sotto la forma: 

T h = s ( l  +N2+hT,+. . . ) .  

Allora sostituendo questo valore di Th  nell'equazione differenziale del $ VI1 
si hanno le formole : 

Dalla prima di queste equazioni, conoscendo il ds (paragrafo precedente), 
si ricava: 

la equazione scritta sopra non ci pub (corne succedeva invece per il caso delle 
u dispari) determinare c', c", ma ci determina solo la loro somma: 

risultato che s'accorda con quel10 ottenuto per vie affatto diverse ne1 $ XII. 
Dobbiamo dunque cercare una via diversa per trovare individualmente il 

valore dei due coefficienti numerici. 
Pe r  far questo ci avvarrerno della seconda equazione trovata al principio 

di questo paragrafo, per I = 1. 
Si ricava in primo luogo: 

Per  semplificare ora tutti i calcoli che seguono supponiamo un'ipotesi parti- 
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colare. Supponiamo che y ,  $ non siano coefficienti simbolici, ma effettivj, cjoè 
che f si scinda ne1 prodotto di due quarte potenze esatte. Questa è la s t e m  
ipotesi, nella quale si è calcolata l'espressione di L ne1 § IX. 

In tale ipotesi ,l'espressiorre di dN, si semplifica molto e si ha propria- 
mente: 

Sostitaendo tutti questi valori nell'equazione differenziale, tenendo presente 
I'espressione di L del 3 IX, e riducendo si ha: 

N4 
' . ( Y  4JI4 mJ x)' (+ x'Y Y: + (Y XY (Y x'Y $3 

+ fi" ' (y+)* [($ XI)' Y: + (I X? %] (Y X) ($ X )  Y V  #Q 

dove : 
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Da questa espressione possiamo calcolare : 

Si hanno cos1 due espressioni di 2." grado nelle u ,  cioè nelle x. 
Facciamo la derivata della prima rispetto a u,, e quella della seconda 

rispetto a u,, ed uguagliamo queste due derivate. 
Allora è facile vedere che in tale eguaglianza scompaiono identicamente 

le parti che moltiplicano rt', e quelle che moltiplicano fi". 

Resta solo 

Dovendo questa equazione essere identicamente soddisfatta, eguagliamo a zero 
il coefficiente di z ~ # ,  il che si riduce a porre: 

e quindi infine: 

5 XX. Sulla u iperellittica pari  di genere 3, di 2." specie. 

Sappiamo che mentre ne1 caso abeliano p = 3 le 36 o pari sono tutte fra 
loro equivalenti, ne1 cas0 iperellittico, invece esse si scindono in due categorie, 
di cui l'una composta di 35 di esse, risulta di funzioni a le quali non si an- 
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nullano per argomenti zero, mentre l'altra risulta di una sola funzione o di- 
stinta dalle altre, perchè per argomenti zero si aniiulla. Avanti abbiamo stu- 
diate quelle della prima categoria; ci pare utile ora, per rendere completo il 
nostro lavoro di studiare l'altra indicata funzione a. 

La T h  corrispondente scriviamola : 

Th = s (IV2 + NA + . . a). 

Sappiamo che s è la radice ottava del discriminante delln forma f d i  ottavo 
ordine, e inoltre che 

= (X xl)e (*)- 
Si ha quindi: 

8N2 = O ,  

perchè N, non contiene i coefficienti di f. Inoltre per la proprieth caratteri- 
stica del prooesso 6, si ha:  

8s = o. 
Onde infine l'equazione differenziale del paragrafo precedente, per A = 1 diventa: 

8 N4 5' v6-a-B v;+B-t - 
Y i aud aug 2 (X alz ( ~ ' a ) "  4, 

donde immediatamente si ha:  

1 
NA = - - (x a)" ( x r  a)e (x" ay a)t. 6 

Passiamo ora alla ricerca di N,. 
In primo punto richiamiamone in  generale la  forma. Il termine N, deve 

essere di 6." grado nei coefficienti X, e di 2." grado nei coefficienti a. 
È facile convincersi che non esistono che solo quattro di siffatti covarianti 

fra loro linearmente indipendenti. I l  termine N, sarà cioè del tipo: 

Nd = m' (a b)2 (a  x ) ~  (a  x')O (a xl')e (b ~ " ' y  (b x")e (b xY)% 
+ m" (a b)g (a  x ) ~  (a  x ' ) ~  (b f)" (b x"')' (a x13 ( b ~ ' ' )  ( a  xv) (b zV) 
+ m'"(a b)P (a  x ) ~  (6 xl)e (a X I ' )  (b y.") (a x"') (b x"') (a f )  (b x") (a x") (b xv) 
+ mm (a  b)" (a  X )  (b  x) (ax') ( b  x') (a x") (b x") (ax"') (b x"') (ax") (bx") (a X? (b x'). 

Tali quattro termini li chiameremo per brevità rispettivamente: (1) , (II), 
W, (IV). 

(*) BURKHAKDT, Opera cit., pag. 442 
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Inoltre : 

e giovandoci della espressione di F da noi trovata a1 €j VI1 si trova: 

+ 4 (a x)  (6 X )  (a x') (O x') (a x") (6 x") (6 x")el 
+ & a:b: [ 3 ( ~ ~ ) ~ a ~ ' ~ ( b ~ ~ ~ > " ( b ~ ~ ~ ' ) ~ +  24(ax)2(ax')(b~')(ax1')(b~'1)(bxf1r~ 

+ 8 ( a x )  (b x )  (a XI) (b x') (a x') (b x 7  (ax"') (6 x"')l] - 
Usiamo ora 1'equazione:diffwenziale del paragrafo precedente per 1 = 2 ,  e 
teniamo presente che 6s ne1 nostro caso è eguale a zero. 

Si ha: 

e chiamando per brevità coi numeri 

( 1  (2) ,........ (71, 

i sette termini consecutivi di cui si compone I'espressione di dN4, l'equazione 
precedente si riduce a 

a 2  Calooliamo ora la espressione di e propriamente in due modi, cioh 
8% 

dalla formola precedente, e direttamente dalla espressione di Ne. Riguardo al 
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primo modo non c'è da fare altro che supporre nelle espressioni di (1) (2 )  ... (7) 
gli indici u sostituiti da indici 1. Riguardo al secondo modo si ha: 

12m1 ( 1 )  + 18m' ( 5 )  + 4m" (2) + 8m" ( 6 )  

+ 16m" (3)$ 2 m t ' ( 5 ) +  2mU'(7)  + 16m"'(4) 

$ 12 m"'(6) + 30 m" (7). 

Risultano dunque immediatamente le equazioni: 

le quali si accordano tutte a dare 

1 = - 
2 3 . 3  

Napoli, settembre 1889. 

AnnaEi di Matematica, tomo XWI. 
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Considerazioni comparative 
intorno a ricerche geometriche recenti. 

(Di FELICE KLEIN [a G8tthyen]). (*) 

Programma pubbiicato in occasione dell'accoglimento 
thella Facoltà filosofica e ne1 Senato dell' Università di Erlangen, 1872, 

tradotto da GIN0 FANO. 

F r a  i risnltati ottenuti negli ultimi cinquant'anni ne1 campo della Geo- 
metria occupa il primo posto 10 sviluppo della Geometria Proiettiva (v. nota 1). 
Benchè d a  principio le cosi dette relazioni metriche, non conservandosi in- 
variate nelle proiezioni, sembrassero inaccessibili a questa disciplina, tuttavia 
recenteinente si è riusciti ad abbracciarle anch'esse sotto il ~ u n t o  di vista 

I 

proiettivo, di modo che ora i metodi proiettivi comprendono tutta quanta la 
geometria. Solo che le proprietà metriche vi compaiono, non più come pro- 
prietà degli oggetti in &, ma come relazioni fra essi ed una forma fonda- 
mentale, il cercbio imrnaginario all'infinito (delle sfere). 

(*) [Alla proposta del sig. SEGRE t) di pubblicare negli Annali una traduzione del mio 
Programma del 1872 ho accondisceso tanto piii volentieri, in quanto che il primo volume 
testé comparso della a Theorie der Transformationsgruppen P di LIE (Leipzig 1885) potrebbe 
fiir si che l'iiiteresse dei geometri si rivolgesse maggiormente a siffatte disciissioni. - L a  
traduzione é assolutamente letterale; nei due O t r e  passi in  cui si sono matate  alcune parole 
si son racchiuse f ra  parentesi quadre [ - ] le  nuove espressioni. Nello stesso modo s i  sono 
contrassegnate una serie di aggiunte sotto il testo, che solo ora vi furono introdotte. 

F. KLEIN.] 

t) Le ragioni di questa proposta (messa poi ad esecuzione grazie al sig. FANO, studente nell'Università 
di Torino) non consistevano per me soltanto neli'interesse storieo che a quest'opuscolo proviene dalla molti- 
tudine di ricerche, specialmente del sig. KLEIN e della sua scuola, che più O meno direttamente s'ispirarono 
da quasi un ventennio alle vaste vedute ed ai profondi concetti in esso contenuti. Questo lavoro non B ,  a 
mio avviso, abbastanza noto ai giouccni geometri italiani; ed B specialmente pcr eçsi che ho desiderato si 
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Confrontando le nozioni della geometria ordinaria (elementare) con questo 
metodo, introdottosi gradatamente, di considerare le forme del10 spazio, sorge 
la questione, se esista un principio generale, secondo cui ambo i metodi po- 
trebbero organizzarsi. Tale questione appare tanto più importante, in q u a n t ~  
che accanto alla geometria elementare ed alla proiettiva si presenta una serie 
di altri metodi ai  quali, con tutto che meno sviluppati, convien concedere pari 
diritto di esistenza autonoma. Tali sarebbero la geometrin dei raggi reciproci, 
quella delle trasformazioni razionali, ecc. le quali saranno in seguito menzio- 
nate ancora ed esposte. 

Coll'assumerci di stabilire in segiiito un si fatto principio noi non veniamo 
certo a sviluppare alcuna idea esserizialmente nuova, ma solo delineiamo con 
chiarezza e preoisione cib che fu già pensato da taluno con più O meno esat- 
tezza. Ma il pubblicare siffatte considerazioni comprensive appariva tanto pih 
giustificato, in quanto che la geometria, che pur è unica nella sua sustanza, 
ne1 rapido sviluppo c,ui andb soggetta negli ultimi tempi si è troppo suddivisa 
in discipline quasi separate (v. nota II), che vanno progredendo alquanto in- 
dipendentemente le une dalle altre. Aggiungasi a cib l'intenzione particolare 
di esporre metodi e punti di vista che vennero svolti in lavori recenti di LIE 
e miei. 1 nostri lavori, per quanto fosser diversi gli oggetti a cui ~i riferivano, 
pure d'accord0 sono entrati in questo modo gerierale di considerazione, sicchè 
era una specie di necessità di discutere finalmente anche questo, caratteriz- 
zando da1 suo punto di vista contenuto e tendenza di quei lavori. 

Benchè finora siasi parlato di sole ricerche geometriche, pure vi si de- 
vono intender comprese quelle relative a varietà comunque estese, le quali si 
sono svolte dalla geometria coll'astrarre dalla rappresentazione nello spazio, 
rappresentazione non essenziale per le considerazioni puramente matematiche 
(v. note III e IV). Nello studio delle varietà vi sono appunto dei tipi differenti 

facesse questa ristampa. Tante idee generali ed ingegnose che si trovûno in queste pagine, come l'identitd 
sostanziale fra varie discipline matematiche (ed in particolare fra discipline analitiche e geometriche!) che si 
rappresentano l'una sull'altra quando si tenga conto dei gruppi d i  trasformazioni che in esse si pongono a 
base; le varie eonsiderazioni su questi gruppi; tante giuste osservazioni che mettono sotto la luce più vera 
e precisano ne1 miglior modo il carattere di vari argomenti e varie dottrine, e specialmente di alcune più 
discusse, come quella delle varietà più volte estese, e la geometria non euclidea: tutte queste son cose O 

non sufficientemente conosciute e studiate dai giovani, O note solo per via indiretta. Su esse mi sia per- 
messo richiamare tutta la loro attenzione. 

Al prof. Kmrx pel consenso dato a questa traduzione, non che per la revisione e per le aggiunte fattevi: 
e cosi pure al sig. Direttore degli Annali per l'ospitalità gentilmente accordatale, i piQ vivi ringraziamenti 
del Traduttore e miei. 

C. SEGRE. 
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come in geornetria, e si tratta, come in geometria, di mettere in rilievo cib che 
v'ha di comune e di diver~o in ricerche intraprese indipendentemente le une 
dalle altre. In  via astratta, basterebbe in seguito parlare semplicemente di 
varietà più volte estese; ma, collegandola alle rappresentazioni geometriche 
più famigliari, l'esplicazione si fa più semplice e più facilmente intelligibile. 
Partendo dalla considerazione dei corpi geometrici, e sviluppando sopra di 
essi, come esempio, le idee generali, battiamo la stessa via che ha  percorsa la 
scienza ne1 suo sviluppo, e che di solito nell'esposizione torna maggior conto 
di mettere a base. 

Non è possibile far qui un'esposizione preliminare della materia di cui ci 
occuperemo in seguito, poichè essa mal si adatta ad una forma più ristretta ('); 
i titoli dei paragrizfi mostreranno il progresso generale del pensiero. Ho ag- 
giunto alla fine una serie di note, nelle quali ho maggiormente sviluppati 
alcuni punti particolari, quando cib mi sembrava utile all'esplicazione generale 
del testo, ovvero sono stato costretto a separare da quelli affini il principio 
astrattamente matematico conforme alle considerazioni del testo medesimo. 

Gruppo di trasformazioni dello spazio. Gruppo principale. 
Si pone un pp'blerna generale. 

11 concetto più essenziale fra quelli necessari per quanto esporremo in se- 
guito è quel10 di gruppo di trasformazioni dello spazio. 

Componendo assieme quante si vogliano trasformazioni dello spazio ("), 
si ha sempre di nuovo una trasformazione. Ora, se una data serie di trasfor- 
mazioni gode della proprietà che ogni trasformazione risultante da composi- 

(1) Questa concisiorie di forma è un difetto rlell'esposizioiie che faremo in seguito; difetto 
che, temo, renderk più difficile l'intelligenza. Ma a ci8 si sarebbe potuto ovviare solo con 
una trattazione molto piu estesa, nella quale le singole teorie, qui appena accennate, fossero 
ampiamente svolte 

(2) Noi supponiamo sempre soggetto sirnultaneamente alle trasformazioni tntto il com- 
plesso delle figure dello spazio, e parliamo percib semplicemente di trasformazioni dello 
spazio. Le trasformazioni possono introdurre in luogo dei punti altri  elementi, come fanno 
per es. quelle reciproche; ma su ci6 ne1 testo non si fa distinzione. 
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zioni di queste appartenga alla serie medesima, chiameremo quest'ultima un 
gruppo di trasformazioni (') (0). 

Un esempio di gruppo di  trasformazioni ci è dato da1 complesso dei mo- 
virnenti (considerando ogni movimento come un'operazione eseguita su tutto Io 
spazio). Un gruppo contenuto in q w t o  è per es. quello delle rotazioni attorno 
ad un punto (9. A1 contrario, un gruppo che comprende quello dei movimenti 
è costituito dall'insieme delle collineazioni. Invece il complesso delle trasfor- 
mazioni reciproche non forma alcun gruppo, - perchè due reciprocità assieme 
dan luogo ad una collineazione -; si ha perb un gruppo considerando il com- 
plesso d i  tutte le trasformazioni reciproche e collineari (9. 

Ora vi sono nello spazio delle trasformazioni che non alterano affatto le 
proprietà geometriche dei corpi. Infatti, per la natura del concetto di proprietà 
geometriche, queste sono indipendenti dalla posizione che la figura da studiare 
occupa nello spazio, dalla sua grandezza assoluta, e finalmente anche da1 
senso (9 in cui sono disposte le sue parti. Le proprieth di una tale figura ri- 
mangono dunque inalterate in tutti i movimenti dello spazio, nelle sue trasfoï- 
mazioni per similitudine, ne1 processo di rifiessione (specchiamento), come pure 
in tutte le trasformazioni c,he risultano da composizioiii di queste. Il complesso 
di tali trasformazioni Io chiameremo gruppo primipale (") di trasformazioni dello 

(1) [Queda drfinizione v~iole aricor rssere corrip1etat;i. Vale a dire, nei gruppi del testo 
si s i ipp~ne  tacitamenie che essi, accaiito ad ogrii operazione che abbiaiio a coiiteriere, no 
cuntengano altresi sempre l'iriversa; ora  qiiesto, ne1 caso che le operazioni siano in nu- 
mero infinito, non 0 purito una coriseguenza del concrtto di grupllo corne tale; la nostra 
sii~~posiizione doveva quindi aggiungersi esliressamente alla düfiriiziune di questo cuncetto data  
ne1 testo.] 

(9 L a  nozione e l a  denominazione si sono prese dalla teoria delle sostituzioni, nella 
quale pero in luogo delle trasformazioni di un cnrnpo continuo coinpajono gli scambi di  un 
numero finito di grandtlzze discrete. 

(3) CAMII.LE JORDAN ha determinato in generde tutti  i groppi contenuti in quel10 dei 
movimeriti: Sur les groupes de mouvements. Anndi  d i  Rlateinitica, t. II. 

(4) Non e puiito necessario, come pero si veiifiçharà sempre yer i gruppi di cili faremo 
menzione ~ i e l  testo, clie le trasformnoioni di un gruppo formino una siiccessjone continua. 
Costituisce u n  grulipo per es. anche la  serie finita di movimenti che possono far sovrapporre 
un corpo regoltwe a se stesso, ovvero la  serie infiaita rm discreta di quelli clie sovrappon- 
gono una sinussoide a sè triedesima. 

(5) P e r  a senso > intendo qui l a  proprietà dell'ordiriarnento, su cui si fonda la differenza 
dalla figura simmetrica (immagine riflessa). Quindi ad es. si discinguono riguardo al senso 
(in' elica destrorsa cd una siriistrorsa. 

* (6) Che queste trasformazioni formino un gruppo b necessario in causa della loro steesa 
Jefinizione. 
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spazio: le proprietà cqeometriche non si alterano nelle trasformazioni del gruppo 
prirtcipale. E inversamente possiamo anche dire: le proprietà geometrichewsono 
caratterixxnte dalla loro invariabilità rispetto a l k  trasformaxioni del gruppo 
principale. Invero, se si considera per un istante 10 spazio come immobile,'ecc., 
come una varietà rigida, allora ogni figura avrà un interesse individuale; or 
bene, fra le proprietà ch'essa avrà come individuo, soltanto quelle propriamente 
geometriche si conserveranno nelle trasformazioni del gruppo principale. Questa 
nozione, formulata qui in modo un po' indeterminato, apparirà più chiara ne1 
corso ulteriore delle considerazioni. 

Facciamo ora astrazione dall'immagine sensibile, matematicamente non 
essenziale, e consideriamo Io spazio semplicemente come una varietà più ~ o l t e  
estesa, quindi a tre dimensioni se ci atteniamo alla solita rappresentazione del 
punto come elemento dello spazio. Per  analogia colle trasformazioni dello spazio 
parliamo di trasformazioni della varietà; anch'esse formano dei gruppi. Solo 
che non ~ ' è  più come nello spazio un gruppo distinto dagli altri pel suo signi- 
ficato; ogni gruppo è equivalente ad ogni altko. Come generalizzazione della 
Geometria sorge cos1 il seguente problema comprensivo: 

È data una varietà e in questa un gruppo di  trasformazio.ni; studiare 
le forme appartenenti alla varietù per puanto concerne quelle proprietà che 
?ton si alterano lzelle trasformazioni del gruppo dato. 

Secondo l'espressione moderna, la quale perb non si su01 riferire che ad 
un determinato gruppo, quel10 di tutte le trasformazioni lineari, possiamo anche 
dire cosi: 

È data una varietà e in  questa un gruppo di trasforrnazioni. Si sviluppi 
lu teoria invariantiva relativa al gruppo medesimo. 

Questo è il problema generale che comprende in sè, non solo la geometria 
ordinaria, ma anche e in particolare i nuovi metodi geometrici che qui dob- 
biamo nominare, e le diverse maniere di trattazione delle varietà csmunque 
estese. Ci6 che conviene più specialmente notare si è l'arbitrarietà che sussiste 
in quanto alla scelta del gruppo di trasformazioni da fissare; e l'egual diritto, 
che ne segue e che in questo senso va inteso, di tutte le specie di considera- 
zioni che si raccolgono sotto quel punto di vista generale. 
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1 gruppi d i  trasforniazioni di cui l 'uno abbraccia l 'al tro 
vengono subordinati f ra  loro. 

Diversi tipi di  r icerche geometriche e loro reciproca relazione. 

Poichè le proprietà geometriche dei corpi rimangono inalterate in tutte 
le trasformazioni del gruppo principale, cosi, considerato da sè solo, è assurdo 
il ricercare quelle loro proprietà per cui cib si verifica soltanto rispetto ad unit 
parte delle trasformazioni stesse. Ma il porre una tale questione diventa giusti- 
ficato, quantunque solo formalmente, se noi studiamo le forme dello spazio in 
relazione ad elementi immaginati fissi. Consideriamo ad es., conle nella trigo- 
nometria sferica, gli enti geometrici con speciale riguardo ad un punto fisso. 
Allora la questione è anzitutto questa: Sviluppare le proprietà invariantive, 
rispetto al gruppo principale fissato, non piia dei corpi a sè, ma del sistema 
format0 da  essi e da1 punto dato. Ma m a  tale questione possiamo metterla 
anche sot.to quest'altra forma: Si studino le forme dello spazio in sè per quanto 
concerne le proprietà che non si alterano in quelle trasformazioni del gruppo 
principale che conservano fisso il punto proposto. I n  altri termini: h indiffe- 
rente di studiare le forme del10 spazio in relazione al gruppo principale, e 
aggiunger loro il punto dato, ovvero, senza aggiunger loro nulla di dato, di so- 
stituire al gruppo principale quell'altro in esso contenuto, le cui trasformazioni 
lasciano inalterato il punto medesimo. 

h questo un prinoipio del quale spesso si fa uso in seguito, e che percib 
enunceremo qui subito in generale, per es. ne1 modo seguente: 

Sia data una varietà e, per la sua trattazione, un gruppo di trasforma- 
zioni ad essa relativo. Si ponga il problema di studiare le forme contenute nella 
varietà in relazione ad una data forma. Alloru noi possiarno O aygiungere al 
sistema delle forme quest'ultima data, e allora si richiederanno le proprieià 
del sistema cosi esteso in rdazione al gruppo proposto; - ovvero fion esten- 
dere i l  sistema, ma limitare le trasformazioni che si mettono a base dellu 
trattaxione a quelle contenute ne1 gruppo medesimo che Easciano inalterata la 
proposta forma (e che ~zecessariamente costituiscono ancora zm gruppo). 

Contrariamente alla questione sollevata al principio del paragrafo, occu- 
piamoci adesso de117inversa, che si pub comprendere fin d'ora. Cerchiamo quali 
siano le proprieth dei corpi che si conservano in un gruppo di trasformazioni 
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comprendente quello principale come parte. Ogni proprietà che troviarno in una 
tale ricerca è iina proprietà geometrica del corpo a sè, m a  la reciproca non 
sussiste. In questa entra invece in vigore il principio testé riportato, ne1 quale 
ora il gruppo principale è il meno esteso. Si ha  quindi: 

Sostituendo al yruppo principale un altl-O gruppo pi& ampio, le proprietà 
yeometriche s i  conservano solo i n  parte. L e  7-imunenti trppaiono colne p q w i e t i c ,  
n o n  più dei corpi a sè, mu del sistema che ~ i s u l t a  nggiunyrndo u qziesti zoza 

f o ~ m a  speciale. Questa forma speciale (per quanto pub essere detemlinata (')) 
d defiriita da l  fa t to  clze, supposta fissu, concede al10 spaxio, f ra  le trasfol-n~n-  
xioni del yl-uppo proposto, solo quelle del gruppo principale. 

Su questa proposizione riposa cià che hanno di particolare i nuovi indi- 
rizzi geometrici che qui dobbiamo discutere, e il loro rapport0 al inetodo ele- 
mentare. 11 loro carattere è appunto quello di porre a base delle considerazioni, 
in luogo del gruppo principale, un altro gruppo più esteso di trasformazioni 
dello spazio. L a  loro reciproca relazione è determinata da una proposizione 
analoga, finchè i loro gruppi si comprendono l'un l'altro. Qiiesto vale anche 
per i diversi metodi di trattazione di varietk più volte estese che dobbiamo 
conaiderare. Cib verrà ora mostrato pei singoli metodi, sui quali i teoremi sta- 
biliti jn generale in questo paragrafo e ne1 precedente troveranno spiegazioiie 
in oggetti concreti. 

Geometria proiettiva 

Ogni trasformazione dello spazio che non appartenga precisamente al  
gruppo principale pub servire a trasportare a figure nuove proprietà di figure 
note. Cos1 noi usiamo la geometria del piano per quella di superficie rappre- 
sentabili sopra il piano; cosi, già assai prima che nascesse una vera e propiia 
geometria proiettiva, si arguivario dalle proprietà di una figura data quelle di 
altre che se ne deducevano per proiezione. Ma la geornetria proiettiva sorse 
solamente coll'abitudine di considerare la figura originale come essenzialmente 
identica a tutte quelle che ne sono deducibili proiettivamente, e di enunciare 

(1) Si genera per es. una ta1 forma applicando le trasformazioni del gruppo principale 
a un ,elernento originale arbitrario, che non resti invariato in  alcuna delle trasformazioni 
del gruppo proposto. 

Amuli di Matematica, tomo XVII. 40 
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le proprietà che si trasportano per proiezione in modo d a  render evidente la 
loro indipendenza dalle modificazioni che si hanno proiettando. Con cib si venne 
a porre a base della trattazione ne1 senso del €j 1 i l  grzrppo di  tutte le tras- 
formaxioni proiet tive, creando per ta1 modo i l  con trns to f i a  gepmetria pro- 
iettiva ed elemenfa~e. 

U n  processo di sviluppo simile a quello qui citato pub concepirsi come 
possibile in ogni sorta di trasformazioni dello spazio; e noi ci ritorneremo sopra 
più volte ancora. Nella geometria proiettiva stessa esso si è sviluppato ancora 
da  due lati. Una  delle estensioni del concetto si effettub col comprendere le 
trasforrnazioni reciproche (dualistiche) ne1 gruppo posto a fondamento. Sotto il 
punto di vista attuale due figure duali tra loro non si considerano più come 
diverse, ma come essenzialmente identiche. Un altro passo si fece coll'esten- 
sione del gruppo fondamentale di trasformazioni collineari e reciproche me- 
diante la  corisiderazione di quelle irnrnaginarle corrispondenti. Questo passo 
esige che siasi dapprima estesa la  cerchia degli elementi propriamente detti 
dello spazio coll'introduzione degli immaginarii, - in modo affatto analogo a 
quello in cui 17introduzione delle trasformazioni reciproche ne1 gruppo fonda- 
mentale porta con sè quella contemporanea del punto e del piano. come elernenti 
dello spazio. Non è qui il luogo di diffondersi sull'opportunità dell'introduzione 
rlegli elementi imniaginarii, per mezzo dei quali solamente si giunge alla cor- 
iispondenza perfetta fra la scienza dello spazio e il campo, qua1 è stato scelto, 
delle operazioni algebriche. Bisogna irivece ben notare che la  ragione di tale 
introdiizione sta appunto nalla considerazione di operazioni algebriche, e non 
già ne1 gruppo delle trasformazioni proiettive e reciproche. E come per queste 
ultime possiamo limitarci a trasformazioni reali, perchè le collineazioni e reci- 
procità reali formano gi8 di per sè un griippo; - cod pure noi possiamo in- 
trodurre elementi immaginarii del10 spazio, anche se non ci poniamo da1 punto 
di  vista proiettivo, e Io dobbinrno fi ri tant,^ che studiamo per principio forme 
algebriche. 

Corne si abbiano a concepire le proprietà metriche da1 punto di vista pro- 
iettivo, lo si determina secondo la  proposizione generale del paragrafo prece- 
dente. L e  proprietà metriche clebbono considerarsi come relazioni proiettive 
rispetto ad una forma fondamentale, il cerchio immaginario all'infinito ('), forma 

(') Questo modo di considerazione v a  ritenuto corne una delle più belle cose [lella sccola 
francesel; solo per mezzo di  esso vien preoisata l a  distinzione f ra  proprieth di posizione e 
proprieta metriche, quale si su01 dare i n  principio della geometria proitttiva. 
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che ha la  proprietà di trasformarsi in sé stessa in quelle sole trasformazioni 
proiettive che appartengono altresi al gruppo principale. L a  proposizione enun- 
ciata cosi semplicemente richiede ancora un'aggiunta essenziale, che corri- 
sponde alla restrizione delle ordinarie vedute agli elementi (e alle trasforma- 
zioni) reali. Per  esser d'accordo con questo punto di vista, bisogna ancora 
aggiungere espressamente al cerchio immaginario all'infinito il sistema degli 
elementi (punti) reali del10 spazio; le proprietà, ne1 senso della geometria ele- 
rnentare sono percib proiettivamente O proprietà dei corpi a sè, ovvero rela- 
zioni fra m i  e questo sistema degli elementi reali, fra essi e il cerchio imma- 
ginario all'infinito, fra essi ed entrambi. 

E qui conviene por mente ancora al modo in cui v. STAUDT nella sua 
Geometria di posizione istituisce la geometria proiettiva, - e cioè quella geo- 
metsia proicttiva si limita a mettere come fondamentale il gruppo di tutte 
le trasforrnazioni proiettivo-reciproche reali (j). 

È noto come in quell'opera egli da1 materiale d'osservazione ordinario 
estragga solo quei f d t i  che si conservano anche nelle trasformazioni proiettive. 
Volendo procedere oltre anche alla considerazioiie di proprietà metriche, si 
dovrebbero introdurre queste ultime appunto come relazioni rispetto al cerchio 
immaginario all'infinito. I l  processo d'idee cosi completato è di tanta maggior 
importanza per le considerazioni qui esposte, in quanto che è possibile di co- 
struire un analogo edifizio geometrico secondo 10 spirit0 di ciascuno dei singoli 
inetodi che ancora tratteremo. 

Trasporto mediante rappreseiitazione. 

Prima di proceder oltre nella discussione dei metodi geometrici che si 
presentano accanto alla geometria elementare e alla proiettiva, svilupperemo 
in generale alcune considerazioni che occorreranno sempre di nuovo in seguito, 
e per cui le cose accennate finora dànno già esempi a sufficienza. A tali di- 
ec~ussioni si riferiscono il paragrafo presente e il successivo. 

Ponianlo di aver esaminata una varietà A con un gruppo B come fon- 
damentale. Se allora per mezzo di una qualche trasforrnazione si cambia A 

(1) La cerchia piii estess che comprende anche trasformszioni immaginarie fil da110 
STAUDT messa a base solo nei sqoi 4c Beitrzge z w  Geomefrie der Laye,, 
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in un'altra varietà A', da1 gruppo B di trasformazioni di A in sè stessa otter- 
rem0 ora un nuovo gruppo B', le cui trasformazioni si riferiranno ad A'. È 
allora un principio che si comprende da sè, che la trattaxione di  A con B 
come fondamentale c i  dà quella d i  A' con a base B r ;  cioè ogni proprietà di 
una forma contenuta in A relativamente al gruppo B ne dà una della forma 
 orr ris pond ente in A' con riferimento al gruppo B'. 

Sia per es. A una retta (punteggiata), B il gruppo delle trasforrnazioni 
lineari, in numero tre volte infinito, che la trasformano in sè stessa L a  ma- 
niera di trattare A è allora quella appunto che la nuova algebra chiama 
ir  teoria delle forme binarie n. Ora la retta A posfiiarno riferirla ad  uns  conicn 
A' del piano, mediante proiezione da un punto di quest'ultima. Le trauf orma- 
zioni lineari B della retta iii sè stessa dànno luogo allora, come facilmente si 
prova, a quelle B' della conica in sè medesima; ossia alle trasformazioni di 
questa derivanti da quelle lineari del piano, che mutano la conica in sè stessa. 

Ma, conforme al  principio del secondo paragrafo ('), è jndifferente di stu- 
diare la geometria sopra una conica, pensandola come fissa e riferendosi a 
quelle sole trasformazioni lineari del piano che non la alterano; ovvero di stu- 
diase la geometria su quella conica, considerando in generale le trasformazioni 
lineari del piaiio, e lasciando variare assieme ad esse la conica stessa. L e  pro- 
p i e t à  che scorgevamo nei sistemi di punti sulla conica sono d o r a  proiettive 
ne1 senso ordinario. Annodando quest'ultima considerazione al risnltato testa 
otteuuto, abbiamo dunque : 

La teoria delle forme hirznrie e la geotnetriu proiettiva dei sistemi d i  ptinti 
SZG d i  una corzicu sono la stessa cosa; ossia ad oyni proposizione sulle forme 
binarie ne corrisponde una s o p a  yuesti sistemi d i  punti, e inversamente (2). 

Un al&o esempio atto a render più evidente questo genere di considera- 
zioni è il segiiente. Mettendo in relazione una quadrica con un piano col mezzo 
della proiezione stereografica, otteniamo su quella superficie un punto fonda- 
mentale: il centro di proiezione; e ne1 piano, due: le tracce delle generat,rici 
passanti per esso centro. Ora, si pub dimostrare senz'altro, che le trasforma- 
zioni lineari del piano che lasciano inalterati i suoi due punti fondamentali 
dànrio luogo, per mezzo della rappresentazione, a trasformazioni lineari della 
quadric,i, in sè stessa, ma a quelle solamente che non alterano il centro di pro- 

(') Se vogliamo, il principio e applicato qui sotto una forma un po' piu generale. 
(2) Invece della conica ne1 piano possiümo introd~irre ,  con egual successo, una cubica 

gobbs, e in generale, ne1 Caro di ?G dimensioni, qualcosa di analogo. 
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iezione. (Chiamiamo trasformazioni lineari della quadrica in sè stessa quelle 
ch'essa subiwe quando si operano trasformazioni lineari dello spazio che la 
sovrappongono a sè medesima.) Divengono per ta1 modo identiche la trattazione 
proiettiva di un piano ne1 quale si fissino dile punti come fondamentali e quella 
di una quadrica in cui se ne fissi uno. L a  prima - qualora si considerino 
anche gli elementi immaginarii - non è altro che la trattazione del piano ne1 
senso della geometria elementare. Infatti il gruppo principale di trasformazioni 
piane si compone appiinto di quelle trasformazioni lineari che lasciano inal- 
terata una coppia di punti (i punti cidici). Otteniamo quindi in conclusione: 

L a  geometria elementnre del piano e la  t rat taz ione pvoiettiva d i  u n a  qua- 
drica con s z ~ o  punto come fondamentale sono la stessa cosa. 

Tali esernpi si potrebbero moltiplicare a piacere ( l );  i due qui svolti furono 
scelti perchè in seguito avremo ancora occasione di tornarvi sopra. 

Dell' arbitrarieta nella scelta dell'elemento dello spazio. 
Principio di trasporto di HESSE. Geometria della retta. 

Corne elernento della retta, del piano, del10 spazio, e i n  generale di una 
varietà da  esaminare possiarno prendere, in liogo del punto, qualunque forma 
contenuta nella varietà stessa: il gruppo di punti, eventualmente la curva, la  
superficie, ecc. (v. nota IV). Non essendovi a priori nulla affatto di fisso in- 
torno al numero di parametri arbitrarii da cui tali forme si voglioho far di- 
pendere, la retta, il piano, Io spazio, ecc. appariranno, a seconda della scelta 
dell'elemento, come varietà a quante si vogliano dimensioni. M a  fintanto che 
poniamo a base della trattaaione geometricu uno  stesso g w p p o  d i  trasforrna- 
xioni, i l  contenuto della Geometria ri tnane inal terato;  ossia ogni teorema ot- 
tenuto adottando un certo elemento del10 spazio è anche un teorema qualora 
se ne adotti un altro qualunque; si cambiano solamente l'ordine e il collega- 
mento delle prciposizioni. 

(1) Per  al t r i  esempi, come anche in particolare per le estensioni al caso di più dinien- 
sioni, d i  cui sono suscettibili quelli qni riportati, rinvio a quanto espongo in una mia Me- 
moria: Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie. Math. Annalen, t. V, 2 ,  corne 
pure a i  lavori di LIE che tosto citerb ancora. 
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L'essenziale è dunque jl gruppo di trasformazioni; il numero di dimen- 
sioni c,he vogliamo attribuire allt! varieth appare come qurilcosa di secondario. 

Collegando qiiest'oss~rvazioiie R I  principio del peragrafo precedente, si 
ottiene uria fierie di belle applicazioni, alcune delle quali noi svilupperemo, 
perchè tali esempi sembrano più adatti che ogni lunga spiegazione a stabdire 
il significato della considerazione generale. 

L a  geometria proiettiva sulla retta (la teoria delle forme binarie) equi- 
vale, in forza del paragrafo precederite, alla geonietiia proiettiva sulla conicsa. 
S u  quest'ultiina consideriamo ora come elemento, in luogo del punto, l a  coppia 
di punti. Ma il complesso delle coppie di punti di una conica si pub riferire 
al sistenia delle rette del piano, facendo corrispondere ad ogni retta la  coppia di 
punti in cui essa taglia la conica stessa. Mediante questa rappresmt'azione le 
trasformazioni lineari della conica in sé stessa dànno luogo a quelle del piano 
(rigato) che la laacjano inalterata. Secondo il 5 2 è poi indifferente di consi- 
derare solo il gruppo di queste ultime trasformazioni, oppure il complesso di 
tutte quelle lineari del piano, aggiungendo volta per volta la conica data  alle 
forme del piano che dobbiamo esaminare. Riunendo tutte queste considerazioni, 
abbiaino : 

L a  teoria delle forme binarie e la geometriu yroiettiva del piano con utza 
conica come fondamentale so/ro iderzticlls. 

E poichè infine, appunto per l'uguaglianza del gruppo, la  geometria pro- 
iettiva del piano con una coiiica come fondamentale coincide colla geometria 
metrico-proiettiva che si pub istituire ne1 piano sopra una conica (v. nota V), 
possiamo anche dire cosi: 

La teoriu delle forme b.ilzarie e la geometria rnetrico-proiettiva. gerzerale 
vael piano sono la stessa cosa. 

I n  luogo della conica ne1 piano potremmo introdurre nella considerazione 
precedente una cubicit gobba nello spazio, ecc., ma non staremo a sviluppare 
questo concetto. L a  connessiorie qui stahilita fra la geometria del piano e poi 
dello spazio O di una varietà cornunque estesa non costituisce essenzialrnente 
altro che il principio di  trasporto proposto d a  HESSE (Borchardt's Journal,  
Vol. 66). 

Un esempio molto affine l'abbiamo nella geometria proiettiva dello spa- 
zio, ovvero, in altri termini, nella teoria delle forme quaternarie. Assumendo 
la retta come elemento del10 spazio, e attribuendole, come si f a  nella geome- 
tria della retta, sei coordinate omogenee, fra cui passa una  relazione di con- 
dizione quadratica, le collineaziorii e reciprocità dello spazio appniono siccome 
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quelle trasformazioni lineari delle sei variahili supyioate indipendenti, che tra- 
sforniano in sè stessa la relazione di condizione. Applicando considerazioni 
analoghe a quelle testè sviluppate, otteniarno da cib la pi,oposizione segueiite: 

L a  teoria delle forme quutrrnar.ie coinride rolltr drterrnir~azione rnetrica 
proiettiva zn una varietà rappresentabile con spi zwiahi l i  omogPtlee. 

P e r  una più minuta esposizione di un tale concetto, rinvio ad una me- 
moria che compi-irirà fra poco nei Math. Airnaleri (vol. VI)  u Ueber die so- 
genannte Nich t-Euklidisrhe Geornetrie [ Z ~ e i t e  Ahhandlurry] n, come pure ad 
una  nota al termine di quest'opuscolo (v. nuta Vi). 

Aggiungerb alle spiegazioni precedeiiti altre due osservazioni, delle quali 
l a  prima è bensi già iinplicitamente contenuta nelle cose dette finora, ma vu01 
essere più sviluppata, perchè I'argomento cui si riferisce va soggetto facilmente 
a malintesi 

Introducendo forme qualunque come elementi dello spazio, questo pub 
acquistare quante si vogliano dimensioni. Ma se ci atteniamo a l  m ~ t o d o  di 
trattazione a noi più famigliare (quello elementare O quello proiettivo), allora 
il gruppo che dobbiamo assumere corne fondamentale per la varietà a più 
dimensioni ci è dato a priori, ed è appunto rispettivamente il gruppo princi- 
pale O quel10 delle trasforniazioni proiettive. Volendone assuniere un altro, do- 
vremmo iiscire risp. dall'irituizione elementare O da  quella proiettiva. Adunque, 
se é ver0 che, mediante una scelta conveniente dell'elemento dello spazio, que- 
st'ultimo pub rappresentare varietà a quante si vogliano dimensioni, importa 
perb anche di aggiurigere che con questa rapp~esentaxione O bisogna rnet t~rc 
fin da prima un deterrninato gmppo a hase della trattazione della vavietà, 
ovvero, volendo disporre del gruppo, dohbiarrio poi conformurvi la nostra in- 
tuixione yeometricu. - Senza quest'osservazione si potrebbe per es cercare 
uria rappresentazione della geometria della retta ne1 modo wguente. Alla 
retta si attrjbuimmo in quest' ultima sei coordinate ; e altrettanti coefficienti 
ha  la  conica ne1 piano. Immapine della geometria della retta sarebbe dunque 
la geometria in un sistema di coniche separato da1 complesso delle coniclie 
di un piano mediante una relazione quadratica t ra  i coefficienti. Cib s ta  bene 
fiiichè poniamo come gruppo fondamentale della geometria piana il complesso 
dei mutamenti rappresentati dalle trasformazioni lineari dei coefficienti della. 
conica, clle trasformano in sè stessa la  relazione di condizione quadratica. Ma 
se ci atteniamo alla trattazione elernentare O a quella proiettiva della geome- 
tria piana, non abbiamo immagine oerunu. 

L a  seconda osservazione si riferisce alla nozione seguente. S ia  dato nello 
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spazio un gruppo qualunque, per es. il gruppo principale. Si scelga uns  qual- 
che forma dello spazio, per es. un purito, iina retta, O anche un ellissoide, ecc., 
e le si applichino tutte le trasformazioni del gruppo principale. Si ottiene cosi 
m a  varietà più volte estesa, con un numero di dimension1 uguale, in gene- 
rale, a quel10 dei parametri arhitrarii contenuti ne1 gruppo; inferiore perb in 
cas] particolari, quando cioè la forma scelta in origine abbia la proprietà di 
mutarsi in sè stessa mediante un numero infinito di trasformazioni del gruppo. 
Ad ogiii varietà cosi generata diamo, in relazione al gruppo generatore il 
nome di corpo ('). Ora se vogliamo considerare 10 spazio secondo Io spirito del 
gruppo, e ne1 tempo stesso assumere determinate forme come elementi dello 
spazio, senza che cose equivalenti in quel senso vengano rappresentate in modo 
diverso, dovrenzo euideniemente sceglieve g l i  elementi  dello spaxio in  modo che 
la  loro varieth costituisca essa stessa u n  corpo, ovveyo possu decomporsi i n  
corpl, ("). Di quest'osservazioce che risulta evidente sara fatta più avanti ( 5  9) 
un'applicaziorie. L a  nozione di corpo ricomparirà nell'ultimo paragrafo insieme 
ad altre affini. 

Geometria dei r agg i  reciproci. Interpretazione di x + iy. 
Con questo paragrafo torniamo alla discussione dei diversi indirizzi d'in- 

vestigazioni geometriche, che fu incominciata nei $5 2 e 3. 
Corne analoga alle maniere di considerazioni della geometria proiettiva 

si pub riguardare sotto molteplici aspetti una categoria di considerazioni geo- 
metriche, in  cui si fa uso continu0 delle trasformazioni per mggi reciproci. 
Vi appartengono le ricerche sulle cosi dette ciclidi e superficie anallagmatiche, 

(1) Scelgo questo nome segi~endo il ~ D E K I Y D ,  il quale nella teoria dei nurneri cliiama 
u (Jorpo B un carn,,o di numeri che r is~i l t i  da elenîenti dati mediante date operaziuni. (Seconda 
ediziorie delle Lezioni di DIRICHLET.) 

( 2 )  [Xe! testo non si fa sufficientemente attenzione a l  fat,to che il grU[Jpo proliosto pub 
coiitrntw dei cosi dptti sottogruppi eccezionali. Se  una forma geometric rimane inallerata 
nellr oper:iziorii di lin sottogruliyo ecC.ezionale, 10 stesso ha Iiiogo p r  tutta qoelle che se ne 
i*icavano mediante le operazioiii del grupgo interci, ossia per tnt te  le fornie del curpo che 
da essa risiilta. Ora un corpo cobi costituito sarebbe affatto irnpro~prio a rappresentare le 
opzrazioni del gruppo. Pjon si deve ilunque tener conto ne1 testo che dei corpi risultanti da 
elementi dello spazio i quali non si conservino inalterati in  alcun sottogruppo eccezionale 
del gruppo proposto.] 
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sulla teoria generale dei sistemi ortogonali; inoltre ricerche su1 potenziale, ecc. 
Se le considerazioni contenutevi non furono per anco, come le proiettive, rju- 
nite in una Geometria speciale, che avrebbe allora per gruppo fondamentale 
il complesso dei rnutawtenti che t-isultano dalla composizione del gruppo prin- 
cipale colle t~asformaxioni per ragyi recipoci, questo bisogna certo attribuirlo 
al fatto causale, che le dette teorie non vennero finora esposte con connes- 
sione; ma i singoli autori che si occuparono di questo ramo non saranno stati 
lungi da una tale considerazione metodica. 

Il confronto fra questa geometria dei raggi reciproci e la proiettiva si 
presenta da sè, appena si domandi un paragone; e percib qui richiameremo 
solo I'attenzione affatto in generale sui punti segueiiti: 

Nella geometria proiettiva i concetti elementari sono quelli di punto, di 
retta, di piano. Il cerchio e la sfera sono solo casi particolari della conica e 
della quadrica. L'infinito della geometria elementare appare siccome un piano; 
la forma fondamentale a eui si riferisce la geometria stessa è una conica im- 
maginaria all' infinito. 

Nella geometria dei raggi reciproci i concetti elementari sono punto, cer- 
chio, sfera. Retta e piano sono casi particolari di questi ultimi, caratterizzati 
dalifatto di contenere un certo punto - quel10 all'infinito - che del resto, 
secondo Io spirito di quel metodo, non è ulteriormente distinto dagli altri. La  
geometria elementare sorge allorquando ci immaginiamo questo punto come fisso. 

L a  geometria dei raggi reciproci è suscettibile di una rappresentazione 
che l'avvicina alla teoria delle forme binarie e alla geometria della retta, 
qualora si sviluppi questa ne1 modo indicato da1 paragrafo precedente. A tale 
scopo restringeremo la considerazione anzitutto alla geometria piana, e per 
conseguenza alla geometria dei raggi reciproci ne1 piano ('). 

Si è già considerata la connessione che esiste fra la geometria elementare 
del piano e la geometria proiettiva su di una quadrica in cui si sia distinto 
un punto. Astraendo da quest'ultimo, e studiando quindi la geometria proiet- 
tiva sulla superficie a sè, si ha un'immagine della geometria dei raggi reci- 
proci ne1 piano. Infatti è facile persuadersi (2) che, in virtù della rappresen- 

(1) La geometria dei raggi reciproci sulla retta è equivalente alla trattazione proiettiva 
di quest'ultima, essendo le relative trasformazioni le stesse. Anche nella geometria dei raggi 
reciproci si pub quindi parlare del doppio rapporto d i  quattro punti di una retta, e poi di  
un cerchio. 

(2) V. il lavoro gih citato: a Ueber Liniengeometrie und metrische Gcometrie P. Math. 
Annalen, Bd. V. 

Annali di Mafematicn, tom0 XVII. 4 1 
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tazione della quadrica, al gruppo di trasformazioni per raggi reciproci ne1 
piano corrisponde il complesso delle trasformazioni lineari di quella quadrica 

sè medesirna. ~ b b i a m o  dunque: 
L a  geometria dei raggi  reciproci ne1 piano e l a  geornetria proiettiva su 

una  yuudricu sono la stessa cosu; 
in modo affatto analogo: 

La geometria dei raggi  reciproci fiel10 spazio s i  ident i jca  colla tratta- 
zione proiettiva d i  una vorietà ;appmsenta& da  un'epuuzione owtogenea d i  
secondo g ~ a d o  fra cinque variabili. 

L a  geometria del10 spazio è messa dunque, mediante quella dei raggi re- 
ciproci, in relazione con una varietà a quattro dimensioni, nello stesso modo 
in cui [mediante la geometria projettiva] è messa con altra a ciiique dimensioni. 

L a  geometria dei raggi reciproci ne1 piano - finchè si vogliono corisi- 
derare solo le .trasformazioni reuli - permette di fare anche da un altro lato 
una rappresentazione ed applicazione interessante. Infatti, distendendo una 
variabile complessa x $ i y  ne1 piano al modo solito, alle sue trasformazioni 
lineari corrisponde il gruppo dei raggi reciproci , colla detta restrizione alla 
realtà ( l ) .  Ma Io studio delle funzioni di una variabile complessa, supposta sog- 
getta a trasformazioni lineari arbitrarie, non è altro che cib che, in un modo 
d'esposizione un poco diverso, si chiama teoria delle forme binarie. Dunque: 

La teoria delle forme binarie trova lu  sua rappresentaxione nella geo- 
metria dei raggi  reciproci del piuno ~ e a l e ,  e precisamente in modo che anrite 
i vaiori cornplessi delle va,ria.biZi vi ven,yom rappresentati. 

Da1 piano possiamo ora salire alla quadrica , per riescire nell' abituale 
cerchia di vedute delle trasformazioni yroiettive. Siccorne, noi consideravamo 
soli elementi reali del piano, non sarà più indifferente la scelta della quadrica, 
la guale evidentemente non dovrà essere rigata. In  particolare possiamo assu- 
mere una sfera - come si Ça anche del resto per l'interpretazione di una va- 
riabile complessa - e otteniamo per ta1 modo la proposizione seguente: 

a z + P  
( l )  [[l modo di esprimersi del testo non è esatto. Alle trasforriiazioni iineari u' = - 

y z + ô  
(in cui z' = cc' + i y', z = m 4 iy) corrispondono quelle sole operazioni del gruppo dei raggi 
reciproci, nelle quali non ha  luogo alcun rovesciamento degli angoli (in cui i due punti ci- 
clici del piano non si ecarnhiano t r a  di loroj. Volendo abbrscciare il  pruppo complessivo dei 
raggi  reciproci, bisogna considerare, accanto alle trasformazioni menzionste, anche le al t re  

CLTA p 
(non meno importanti) z' = , in cui di nuovo z' = z' + iy', m a 7  = x - i y.] 

y z  -tS 
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La teoria delle forme binarie a variabi l i  cornplesse trova l a  sua  rapprr -  
ser~taxione nel la  geometria proiettiva del la  superficie sferica reale. 

Non ho potuto rifiutarmi di esporre altresi in una nota (v. nota VII) come 
questa rappresentazione dilucidi bene la teoria delle forme binarie cubiche e 
biquadratiche. 

Estensione delle cose precedenti. Geometria delle sfere di LIE. 

La teoria delle forme biuarie, la geometria dei raggi reciproci e la geo- 
metria della retta, che furono coordinate negli scorsi paragrafi e appaiono 
diverse solo pel numero delle variabili, sono suscettibili di talune estensioni 
che adesso andremo eaponendo. Esse devono contribuire a chiarire con nuovi 
esempi il concetto, che il gruppo il quale stabilisce la maniera di trattare 
camyi dati pub essere esteso a piacimento; aggiungasi pni particolarrnente l'in- 
tenzione di stabilire, ne1 loro rapport0 con queste riflessioni, talune considera- 
zioni contenute in una recente Memoria del LIE (I). L a  via per cui noi giun- 
geremo alla geometria delle sfere di LIE differisce alquanto da quella battutn 
da qiiest'ultimo, in quanto che egli si appoggia a nozioni di geometria della 
retta, mentre noi, per attenerci maggiormente all' intuizione geometrica ordi- 
naria e connetterci a quanto precede, assumiarno per la spiegazioiie relativa 
un numero inferiore di variabili. Le considerazioni, come già 10 stesso LIE ha 
rnesso in evidenza (Gottinger Nachrichten, 1871, N. 7, 22), sono indipendenti 
da1 numero delle variabili. Esse appartengono alla gran cerchia di investiga- 
zioni che si occupano dello studio in via proiettiva di equazioni di secondo 
grado a quante si vogliano variabili, ricerche a cui gi& spesso abbiamo accen- 
ilato, e che incontreremo ancora più volte (v. $ 10 ed altri). 

Io parto dalla connessione che pub stabilirsi fra il piano reale e la super- 
ficie sferica mediante la proiezione stereografica. Già ne1 $ 5 abbiamo riferite 
fra loro la geometria del piano e quelln della conica, facendo corrispondere 
ad ogni retta del piano la coppia di punti in cui essa taglia la conica mede- 
sinia. In modo analogo possiamo stabilire una connessione fra la geometria 
dello spazio e quella della sfera, facendo corrispondere ad ogni piano dello 
spazio il cerchio in cui esso sega la sfera. Trasportando poi la geometria della 

(i) Partielle Diferentialgleichungen und Complexe. hlath. Annalen, Bd. Y. 
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sfera da questa al piano mediante la proiezione stereografica, con che ogni 
cerchio si trasforma in un cerchio, vengono cosi a corrispondersi: 

la geometria dello spazio - che adopera come elemento il piano, come 
gruppo quelle trasformazioni lineari che lasciano inalterata una sfera; 

la geometria piana - avente per elemento il cerchio e per gruppo 
quello dei raggi reciproci. 

Vogliamo ora generalizzare da due lati la prima di queste geometrie, so- 
stituendo al suo gruppo un altro più ampio. L'estensione che ne risulterà si 
potrà poi senz'altro trasportare alla geometria piana mediante quella rappre- 
sentazione. 

I n  luogo delle trasformazioni lineari del10 spazio di piani che rnutano in 
sè stessa la sfera , possiamo, senza discostarcene molto, scegliere O 1' insieme 
delle trasformazioni lineari del10 spazio, ovvero il complesso delle trasforrna- 
zioni di piani che [in un senso che va azicora precisato] lasciano inalterata la 
sfera; astraendo con cib, l'una volta dalla sfera, l'altra da1 carattere lineare 
delle trasformazioni da applicarsj. La  prima generalizzazione si comprende 
senz'altro, e per questo la considereremo subito, studiandone il significato per 
la geometria piana; sulla seconda ritorneremo dopo, trattandosi allora di de- 
terminare anzitutto la trasformazione più generale che le corrisponde. 

Le trasformazioni lineari dello spazio hanno comune la proprietà di mu- 
tare fasci e stelle di piani rispettivamente in fasci e in stelle. MA, trasportato 
sulla sfera, il fascio di piani dà un fascio.di cerchi, ossia una serie sempli- 
cemente infinita di cerchi che si tagliano negli stessi punti. L a  stella di piani 
dà una stella di cerchi, ossia un sistema di cerchi in numero doppiamente 
infinito, che tagliano ortogonalmente un cerchio fisso - quello, il cui piano 
ha per polo il centro della stella di piani. Alle trasformazioni lineari dello 
spazio corrispondono dunque sulla sfera, e quindi ne1 piano, trasformazioni di 
cerchi aventi la proprietà caratteristica di mutare fasci e stelle di cerchi ri- 
spettivamente in sistemi della stessa natura ('). La geometria piaaza che adope~a 
il gruppo delle trasformazioni cosi ottenute è E'immagine dell'ordinariu geo- 
metria proiettiva dei10 spaxio. Come elemento del piano non potremo prendere 
in questa geometria il punto, perché i punti, rispetto n quel gruppo di tras- 
formazioni, non formano un corpo ($ 5); sceglieremo invece come elementi i 
cerchi. 

(') Queste trasformazioni sono considerate occasionalmente nell'a Ausdehnz~nyslehre >) 
del GRASSMANN (ediz. del 1862, pag. 278). 
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Nella seconda estensione che abbiamo detta bisogna anzitutto rispondere 
alla domanda sulla natura del corrispondente gruppo di trasformazioni. Si tratta 
di trovare trasformazioni di piani tali che ogni [fascio di piani coll'asse tan- 
gente alla] sfera dia luogo ad un [altro fascio] similmente posto. Per brevità 
d'espressione possiamo dapprirna trasformare la questione per dualità, e inoltre 
discendere di un passo ne1 numero delle dimensioni; cercheremo quindi quali 
siano quelle trasformazioni puntuali (cioè di punti) ne1 piano, che ad ogni tan- 
gente di una data conica fanno corrispondere un'altra tangente di questa. A 
tale scopo consideriamo il piano colla sua conica come imrnagine di una qua- 
drica proiettata da un punto dello spazio che non si trovi su di essa, per modo 
che quella conica rappresenti la curva di passaggio. Alle tangenti della conica 
corrisponderanno le generatrici della quadrica, e la questione proposta sarà 
ridotta a quest' altra :. quale sia il complesso delle trasformazioni puntuali della 
quadrica in sè stessa, in cui le generatrici rimangono tali. 

Ora di tali trasformazioni ve ne sono tante quante si vuole; infatti basta 
considerare il punto della superficie come intersezione delle generatrici dei due 
sistemi, e trasformare poi in sè stesso ciascuno di questi in un modo qua- 
lunque. Ma fra queste trasformazioni vi sono in particolare quelle lineari, e a 
queste solo vogliamo badare. E cib perchè se non avessimo a che fare con 
una superficie, ma con una varietà a più dimensioni rappresentata da un'e- 
quazione di secondo grado, resterebbero le sole trasformazioni lineari, e le 
altre scomparirebbero (i). 

Queste trasformazioni lineari della superficie in sè stessa trasportate ne1 
piano per proiezione (non stereografica) dànno una trasformazione puntuale 
doppia, in forza della quale ad ogni tangente alla conica di passaggio corri- 
sponde bensi di nuovo una tangente a questa, ma ad ogni altra retta corri- 
sponde in generale una conica che ha un doppio contatto colla curva di pas- 
saggio. Questo gruppo di trasformazioni si pub caratterizzare in modo molto 
conveniente, istituendo una determinazione metrica proiettiva basata sulla co- 
nica di passaggio. Le trasformazioni hanno allora la proprietà di mutare punti 
aventi, ne1 concetto di quella determinazione metrica, distanza nulla, ovvero 
punti aventi distanza costante da un altro punto fisso, in altri per cui si ve- 
rifica la steasa proprietà. 

(1) Proiettando stereograficainente la varieth, si ottiene il noto teorema: In  varieth a 
piu dimensioni (e gih ne110 spazio) non vi sono altre trasforrnazioni conformi di punti, al- 
l'infuori di quelle comprese ne1 gruppo dei raggi reciproci. Ne1 piano invece ve ne sono 
quante se ne vogliono di altre. Cfr. anche i citati lavori del LIE. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



326 Klein : Consideraxioni comparative 

Tutte queste considerazioni si possono trasportare al caso di quante si 
vogliano variabili; valgono quindi in particolare per la questione posta da 
principio e relativa alla sfera e al piano come elemento. A1 risultato si pub 
dare una forma particolarmente intuitiva, perchè l'angolo di due piani nella 
determinazione metrica proiettiva basata sopra di una sfera è uguale a quel10 
(ne1 senso ordinario) dei cerchi secondo cui essi intersecano la sfera medesima. 

Otteniamo quindi sulla sfera, e di qua su1 piano, un gruppo di trasfor- 
mazioni di cerchi aventi la proprietà di trasfornzar.e cerchi tangenti  (ad angolo 
nullo) e cerchi che ne tagliano m o  fisso sotto uîzo stesso angolo rispettiva- 
mente in cerchi che si trova~zo rzelle medesime condixioni. Ne1 gruppo di queste 
trasformazioni sono comprese quelle lineari per la sfera e quelle dei raggi re- 
ciproci ne1 piano ('). * 

Ora la geometria dei cerchi che si pub fondare su questo gruppo è l'a- 
naloga della geometria delle sfere, che LIE ha delineata per 10 spazio, e che 
appare di segnalata importanza per le ricerche sulla curvatura delle superficie. 
Essa comprende la geometria dei raggi reciproci nello stesso senso in c,ui 
questa comprende a sua volta la geometria elementare. - 

Le trasformazioni circolari (sferiche) ora studiate hanno in particolare la 
proprietà di trasformare cerchi (sfere) tangenti in altri pure tangenti. Se con- 
sideriamo tutte le curve (superficie) come inviluppi di cerchi (sfere), ne segue 
che due curvc (superficie) tangenti verranno sernpre trasformate in altre che 

(1) [Le considerazioni del teeto potrebbero rendersi essenzialrnente piu chiare aggiun- 
gendovi talune formole analitiche. Sia  

x;+ x;+x;+x:=o, 

l'equazione, nelle ordinarie coordinate tetraedriclie, della sfera clie riferjarno stereografica- 
mente a l  nostro piano. Le x soggette a questa relazione di condizione acquistano allora per 
noi il significato di coordi~inte tetracicliche ne1 piano, e 

diventa l'equazione generale del cerchio nsl piano. Calcolando il raçgio del cerchio cosi 
rappresentato, si l iene ad incontrare la radice quadrata 

che indicheremo con iu5.  Pussiamo ora  considerare i eerclii come elementi del piano. Il 
gruppo dei raggi reciproci si presenta ailora come il complesso delle trasformazioni lineari 
omagenee di ul u2 u3 Z C ~  in cui u: + ul +u3 + tl: si cambia in un proprio multiplo. Invece 
il gruppo più esteso che corrisponde alla geometria delle sfere di LIE si compone delle tras- 
formazioni lineari delle Cinque rariabili ui zc2 us u4 u, clie mutano ui + ui -i- ui + U: -+ U: in 
un multiplo di sé stesso.] 
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si troveranno nelle stesse condizioni. Le trasformazioni in questione apparten- 
gono dunque alla categoria, che considereremo più innanzi in generale, delle 
trasformlrxioni di cotzfatto, cioè delle trasformazioni tali che il contatto tra 
forme costituite da punti è m a  proprietà invariantiva. Le  trasformazioni cir- 
colari menzionate per le prime in questo paragrafo, accanto alle quali se ne 
possono porre di analoghe per le sfere, non sono trasformazioni di contatto. - 

Le due sorta di estensioni che abbiamo collegate soltanto alla geometria 
dei raggi reciproci valgono anche in modo analogo per la geometria della 
retta, e in generale per 10 studio proiettivo di una varietà separata mediante 
un'equazione di secondo grado, come già abbiamo accennato, né qui ne trat- 
teremo più a lungo. 

Enumerazione di metodi ulteriori che hanno a fondamento 
un gruppo di trasformazioni puntuali. 

La geometria elementare, quella dei raggi reciproci, ed anche la geo- 
metria proiettiva, astraendo dalle trasformazioni reciproche che portano con sè 
un cambio nell'elemento dello spazio, sono tutte comprese corne singole parti 
nella gran rnoltitudine immaginabile di mnniere di trattazione che pongono a 
fondamento in generale gruppi di trasformazioni piintuali. Metteremo qui in 
evidenza solo i tre metodi seguenti, che in cib coincidono con quelli nominati. 
Benchè questi metodi siano ancora ben lungi dall'essere sviluppati in disci- 
pline indipendenti come la geometria proiettiva, pure essi compaiono, chiara- 
mente riconoscibili, nelle rieerche piii recenti ('). 

1. Gruppo delle trasformaxioni razionali. 
Nelle trasformazioni razionali bisogna distinguer bene se queste sono ra- 

zionali per tutti i punti del campo in cui si opera, e quindi dello spazio, del 
piano, ecc. oppure solo per i punti di una varietà contenuta ne1 campo atesso, 
ad  es. di  una superficie, di una curva. Solo le prime sono da  applicarsi quando 
si tratta di delineare, ne1 senso inteso finora, una geometria dello spazio O 

del piano: le nltre ncqiiistano importanza sotto il punto di vista qui dato solo 

(1) [Mentre negli esempi dati fin qui si t ra t t ava  di gruppi con un niimero finito di pa- 
rametri,  o ra  compajono nelle considerazioni del testo dei cosi detti gruppi infiniti.] 
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quando deve essere studiata la geometria su di una data superficie O curva. 
La  stessa distinzione vale per 1'Analysis situs, di cui tosto tratteremo. 

Perb le ricerche fatte finora, qui e là, si sono occupate essenzialmente di 
trasformazioni della seconda specie. Tali ricerche escono da1 campo di quelle 
che qui dobbiarno considerare, la questione 11 non essendo relativa alla geo- 
metria sulla superficie O sulla curva, ma trattandosi piuttosto di trovare criterii 
per cui due superficie O curve potessero essere trasformate l'una nell'altra ('). 
Lo schema generale che in questo lavoro si stabilisce non abbraccia già in 
massima il complesso di tutte le ricerche matematiche, ma riunisce solamente 
certi indirizzi sotto un punto di vista comune. 

Per una geometria delle trasformazioni razionali, quale dovrebbe ottenersi 
ponendo le trasformazioni della prima specie conle fondamentali, esistono finora 
solo i principii. Nelle forme di prima specie, sulla punteggiata ad es., le tras- 
formazioni razionali sono identiche alle lineari, e non dànno percib niilla di 
nuovo. Ne1 piano si conosce bensi il complesso delle trasformazioni razionali 
(le trasformazioni Cremoniatze), e si sa che si ottengono mediante composi- 
zioni di quelle quadratiche. Si conoscono anche caralteri invariantivi delle 
curve piane; il loro genere, l'esistenza dei moduli; ma tali considerazioni non 
furono ancora svolte propriamente in una geometria del piano ne1 senso qui 
inteso. Nello spazio l'intera teoria è appena al suo sorgere: delle trasforma- 
zioni razionali se ne conoscono finera solo poche, e queste si adoperano per 
mettere in relazione, mediante la rappresentazione, superficie note con altre 
ignote. 

2. Analysis situs. 
Nella cos1 detta Analysis situs si cerca cib che rimane in seguito a mu- 

tamenti risultanti dalla composizione di deformazioni infinitesime. Anche qui, 
come già si è detto, bisogna distinguere se dobbiamo supporre oggetto della 

(1) [Da un altro lato esse trovano posto di nuovo e benissimo fra  le considerazioni del 
testo, cosa che ne1 1872 non mi e r a  ancor nota. Data una forma algebrica qualunque:(curva, 
O superficie, ecc.), la si trasporti  in uno spazio superiore, introducendo come coordinate i 
rayporti 

9, : y2: . . . . . , . . . ' % t  

dei relativi integrandi di prima specie. I n  questo spazio non ahbiamo allora che da mettere 
semplicemente a base della considerazione ulteriore il  gruppo delle trasformazioni lineari 
omogenee delle y. Vedi diversi lavori dei sig.i BRILL, NOTHER e WEBER, come pure la 
mia recente Mernoria: Zur Theorie der Abel'schen Functio?sen, ne1 vol. 36 dei Math. 
Annalen.] 
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trasformazione tutto il campo, quiridi ad es. Io spazio, O solo una varietà in 
esso contenuta, per es. una superficie. Le trasformazioiii della prima specie 
sono quelle che si potrebbero rnettere a base di una geometria dello spazio. 
Il loro gruppo sarebbe costituito in modo essenzialmente diverso da quelli con- 
siderati finora. Abhracciando tutte quelle variazioni che si compongono me- 
diante trasformazioni puntuali infinitamente piccole supposte reali, il gruppo 
stesso porta con sè per principio la restrizione ad elementi reali del10 spazio, 
e ci conduce ne1 campo della funzione arbitraria. Si pub estendere in modo 
conveniente questo gruppo di trasformazioni, collegandolo ancora alle collinea- 
zioni reali che modificano anche gli elementi all'infinito. 

3. Gruppo di tutte le trasformaxioni puntuali. 
Quantunque rispetto a questo gruppo nessuna superficie possegga più pro- 

prietà particolari, potendo una qualunque, con trasformazioni di esso, dar luogo 
ad ogni altra, vi sono tuttavia forme più elevate, ne1 cui studio questo gruppo 
trova applicazione vantaggiosa. Nella trattazione della geometria che qui B 
posta a fondarnento pub esserc indifferente che queste forme finora siano state 
considerate, non tanto corne geometriche, ma solo come forme analitiche le 
quali trovarono per caso applicazione geometrica, e che ne1 loro studio si siano 
usati processi (come appunto trasformazioni puntuali arbitrarie) che solo negli 
ultimi tempi si sono cominciati a considerare corne trasformazioni geometriche. 
Tra queste forrne analitiche vi sono anzitutto le espressioni differenziali omo- 
genee, e fiubito dopo anche le equazioni alle derivate parziali. Nella discussione 
generale di queste sembra perb, corne verrà esposto ne1 paragrafo seguente, 
che il gruppo più esteso costituito da tutte le trasformazioni di contatto sia 
ancora più vantaggioso. 

Il teorema principale che sussiste nella geometria basata su1 gruppo di 
tutte le trasformazioni puntuali B che u?za trasformaxione puntuale per utza 
porxione injnitesinaa dello spaxz'o è seilzpre equivnle~zte ad una trasformaxio~ze 
litzeare. Le teorie della geometria proiettiva ricevono cos) applicazione all'in- 
finitesirno, e i l z  ci6 riposu - sia pur arbitraria la scelta del gruppo nella trat- 
tazione della varietà - upz carattere distintivo della trattaxione prozéttiva. 

Ed ora, dopo che già da lungo tempo più non parlavarno del rapport0 
di trattazioni, i cui gruppi fondarnentali si comprendono a vicenda, daremo 
qui un nuovo esempio della teoria generale del 5 2. Proponiamoci la questione, 
come debbansi concepire le proprietà proiettire da1 punto di vista di u tutte le 

Annali di nfatematica, tom0 XVII. 43 
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trasformazioni puntuali n, astraendo in cib dalle trasformazioni reciproche, che 
veramente appartengono pure al gruppo della geometria proiettiva. La  que- 
stione coincide allora con quest'altra: con quale condizione da1 complesso delle 
trasformazioni puntuali si possa separare il gruppo di quelle lineari. Caratte- 
ristica di queste si è di far corrispondere ad ogni piano un piano; esse sono 
quelle trasformazioni puntuali mediante cui si conserva la varietà dei piani 
(ovvero, il che fa 10 stesso, delle rette). La  geometria p~oz'ettiva si ottiene 
dunque da quella d i  tzhtte le trasformazioni puntuali coll'aggiunta della va- 
rieth dei piani, ne110 stesso modo in cui la yeolnetria elementare si ha dalla 
proiettiva mediante l'agcjizmta del cerchio imntaginat.io aii'injnito. In parti- 
colare, da1 punto di vista di tutte le trasformazioni puntuali, dohbiamo con- 
cepire per es. la designazione di una superficie quale algebrica e di un certo 
ordine corne una relazione invariantjva rispetto alla varietà dei piani. Questo 
diventn ben chiaro quando, seguendo il GRASSMANN, si deriva la generazione 
delle forme algebriche dalla loro costruzione lineale. 

Sul gruppo di tutte le trasformazioni di contatto. 

A dir vero le trasformazioni di contatto furono già da lungo tempo con- 
siderate in casi particolari; anche JACOBI fece già uso di quelle più generali 
in ricerche analitiche; ma nella vera intuizione geometrica esse furono intro- 
dotte soltanto con recenti lavori del LIE (I) .  Non é percib punto superflu0 di 
spiegare qui espressamente cosa sia una trasformazione di ccntatto; e in questo, 
come sempre, ci limiteremo al10 spazio punteggiato colle sue tre dimensioni. 

Per trasformazione di contatto deve intendersi, analiticamente parlando, 
qualiinque sostituzione capace di esprimere i valori delle variabili x ,  y ,  z e 

d z  d z  le loro derivate parziali - = p  - = y  mediante nuove x', y', x', p', q'. Allora 
da ' d y  

è evidente che superficie tangenti si trasformano in generale di iiuovo in su- 

(') Tfedi il lavoro gib citato: Ueber partielle Differentialgleichungen und Complexe, 
Math. Annalen, Bd. V. - Qqanto dico ne1 testo relativameiite alle equazioni alla derivate 
parziali l'ho desunto essenzialmente da comunicazioni orsli del LIE. Vedi 1s nota di lui: 
Zul. Theorie partieller DifferetttinIgleichwfige~z, Gottinger Naclirichten. Oct. 182 .  
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perficie tangenti, il che dà ragione del nome di trasformazioni di contatto. 
Partendo da1 punto come elemento dello spazio, le trasformazioni di contatto 
si dividono in tre classi; quelle che ai punti, in numero tripliceinente infinito, 
fanno corrispondere ancora punti, - e queste sono le trasformazioni puntuali 
testè considerate -, quelle che li trasformano in curve, e finalmente quelle che 
li mutano in superficie. Questa divisione non deve considerarsi come essenziale, 
in quanto che, usando per 10 spazio altri elcrnenti, pure in numero tre volte 
infinito, per es. i piani, si presenta bensi ancora una divisione in 'tre gruppi, 
la quale perb non coincide con quella che aveva luogo in base alla conside- 
razione dei punti. 

Applicando ad un punto tutte le trasforniazioni di contatto, esso dà luogo 
al complesso di tutti i punti, curve e superficie. Punti, curve, superficie for- 
inano dunque tutti assieme un corpo del nostro gruppo. Da cib possiamo de- 
sumere la regola generale, che la trattazione formale di un problema in rela- 
zione a tutte le trasformazioni di contatto (e quindi per es. la teoria delle 
equa,zioni alle derivate parziali che tosto accenneremo) deve restare incompiui;a 
finchè si opera con sole coordinate di  punti (O di piani), poichè gli elementi 
del10 spazio posti a fondamento non costituiscono punto un coïpo. 

Non è possibile perb, volendo restare in connessione coi metodi ordinarii, 
di introdurre come elementi dello spazio tutti gli individui contenuti ne1 detto 
corpo, essendo il loro nurnero infinite volte infinito. Da  cib la necessità di in- 
trodiirre in tali considerazioni come elemento dello spuxio, non già il punto, 
la curva O la superficie, ma 1'elemen.to superficiale, ossia il sistema di valori 
di x, y,  x ,  p ,  q. In qualunque trasformazione di contatto da  ogni elemento 
superficiale se ne ha un altro; tali elementi, in nurnero cinque volte infinito, 
formano dunque un corpo. 

Sotto questo punto di vista bisogna concepire egualmente il punto, la 
curva e la superficie corne aggregati di elemeriti superficiali, e precisarnente 
in nuinero due volte .infinito. Infatti la superficie vien ricoperta da oo2 di tali 
elementi, la curva toccata da altrettanti, e altrettanti ne passano per il punto. 
Ma questi aggregati di odelement i  hanno comune ancora una proprietà ca- 
ratteristica. Si chiami posizione m i t a  di due elementi superficiali consecutivi 
X ,  y, z , p ,  q e x + d x ,  y + d y ,  x + d x ,  p + d p ,  q + d q  la relazione rap- 
presentata da 

Allora il punto, la curva e la superficie sono tutti egualmente varietà ad od 
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elementi, d i  cui ciascuno giace i n  posi.zione unita coyli aol suoi vicini, Per  ta1 
modo punto, curva, superficie sono caratterizzati in una s t e m  maniera, e cosi 
devono anche essere rappresentati analiticamente, se si vu01 assumere come 
fondamentale il gruppo delle trasforrnazioni di contatto. 

L a  posizione unita di elementi consecutivi è una relazione invariantiva 
per qualunque trasformazione di contatto. Anche reciprocamente perb le tras- 
formazioni di contatto possono definirsi siccome pe l le  sostituxioni delle cinque 
variabili r ,  y, x ,  p, g, mediante cui la velaxione d z  - p d x  - q d y  = O viene 
trasformatn in sè stessa. In tali ricerche adunque 10 spazio deve considerarsi 
come una varietà a cinque dimensioni, varietà da trattarsi prendendo per 
gruppo fondamentale il complesso di tutte le trasformazioni delle variabili che 
lasciano inalterata una relazione determinata fra i differenziali. 

Sararino in primo luogo oggetto del10 studio quelle varietà che si rappïe- 
sentano con una O più equazioni fra le variabili, ossia le eyuaxioni alle de- 
vivate pamiali d i  primo ordim ed i loro sistemi. Una questione capitale si & 
quella, in qua1 modo dalle Variet& di elementi che soddisfanno s date equa- 
zioni si possano separare serie semplicemente O doppiamente infinite di ele- 
menti, di cui ciascuno sia in posizione unita con un vicino. A una tale que- 
stione si riduce per es. il problenia della risoluzione di un'equazione alle de- 
rivate parziali di primo ordine. Possiamo formularlo cos): F r a  gli m4 elementi 
che verificano l'equazione separare tutte le varietà a due dimensioni della 
detta specie. In particolare, il problema della soluzione completa assume ora 
questa forma precisa: eseguire una ripartizione degli w4 elementi che verificano 
l'equazione in un numero doppiamente infinito di siffatte varietà. 

Qui non pub essere nostra intenzione di proseguire tale considerazione 
sulle equazioni alle derivate parziali; a questo proposito rinvio ai citati lavori 
del LIE. Metteremo solo ancora in evidenza che, sotto il punto di vista delle 
trasformazioni di contatto, un'equazione alle derivate parziali di primo ordirie 
non ha invarinnti, che ciascuna pub essere trasformata in ogni altra, e che 
quindi in particolare le equazioni lineari non hanno nulla di speciale. Diffe- 
renze si introducono solo quando si ritorna al punto di vista delle trasforma- 
zioni puntuali. 

1 gruppi delle trasformazioni di contatto, di quelle puntuali ed infine delle 
trasformazioni proiettive sono caratterizzabili in un modo unico che qui non 
posso omettere ('). L e  trasformazioni di contatto si sono definite siccome quelle 

(') Queste definiaioni le devo ad un'osservazione di LIE. 
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in cui si conserva la posizione unita di elementi superficiali consecutivi. L e  
trasformazioni puntuali hanno invece la proprietà caratteristica di mutare ele- 
menti lineari consecutivi in posizione unita in altrettali: finalmente le colli- 
neazioni e le reciprocità conservano la posizione unita di elementi di connesso 
consecutivi. Intendiamo per u elemento di connesso n l'unione di  un elemento 
superficiale con uno lineare in esso contenuto; ed elementi d i  connesso conse- 
cutivi si diranno in posizione unita quando non solo il punto, ma anche l'ele- 
mento lineare dell'uno è contenuto in quel10 superficiale dell'altro. L a  deno- 
minazione (del resto provvisoria) di u elemento di connesso n si riferisce alle 
forme recentemente introdotte da CLEBSCH nella Geometria ( l ) ,  che si rappre- 
sentano mediante un'equazione contenente ne1 tempo stesso serie di coordinate 
di punti, di piani e di rette, ed i cui analoghi ne1 piano CLEBSCH chiama 
u connessi V .  

Sulle varietà a quante si vogliano dimensioni. 

Già più volte abbiamo notato che, ne1 collegare le spiegazioni date finora 
alla concezione del10 spazio, noi non avevamo altro scopo che di poter più 
facilmente svolgere i concetti astratti coll'appoggiarci ad esempi visibili. P e r  
sè, le considerazioni sono indipendenti dalla figura sensibile, e appartengono 
al campo generale di ricerche matematiche, che si chiama teoria delle varietà 
estese, O brevemente (secondo il GRASSMANN) scienza dell' estensione (Ausdeh- 
nungslehre). È evidente in qua1 modo si debba riportare quanto precede dallo 
spazio al pur0 concet.to di varietà. E d  osserviamo qui ancora una volta che 
nella ricerca astrntta abhiamo, rispetto alla geometria, i l  vantaggio di poter 
scegliere affatto ad arbitrio il gruppo di trasforrnazioni che vogliamo assiimere 
come fondamentale, mentre nella geometria era dato a priori un gruppo assai 
ristretto, il gruppo principale. 

Accenneremo qui ancora solo, ed anche assai brevemente, ai tre metodi 
di trattazione seguenti. 

(1) Gott. Abhandlungen, 1872 (Bd. 17): Ueber eine Fundamentalaufgabe der Inva- 
riantentheorie, come pure: Gtitt. Pr'achrichten, 1872, Nr. 22: Ueber ein neues Grundgebilde 
der analytischen Geometrie des Raumes. 
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1. Trattuxione proiett,iva, ovvero algehra modwrna. (Teoria degli inva- 
rianti.) 

Il suo gruppo si compone del complesso delle trasformazioni lineari e rec,i- 
proche delle variabili usate per la rappresentazione dell'elemento nella varietà; 
essa è la generalizzazione della geometria proiettiva. Già si B rilevato come 
questa specie di trattazione possa applicarsi alla discussione dell'infinitesimo 
in una varietà con una dimensione di più. Essa comprende le due specie di 
trattazione che ancora dobbiamo menzionare, in quanto che il suo gruppo 
abbraccia i gruppi fondamentali di queste. 

2. Varietà a curvatura costante. 
Il concetto di una tale varietà sorse in RIEMANN, derivando da quello pih 

generale di una varietà in cui è data un'espressione differenziale delle varia- 
bili. Il gruppo consiste per lui nell'insieme delle trasformazioni delle variabili 
che lasciano inalterata 1' espressione proposta. Alla rappresentazione di una 
varietà a curvatura costante si giunge da un altro lato, qualora si istituisca 
una determinazione nietrica ne1 senso proiettivo basata su di una data equa- 
zione di secondo grado fra le variabili. In questo modo si introduce un'esten- 
sione, di fronte al modo del RIEMANN, in quanto che le variabili si suppon- 
gono complesse; perb si pub poi restringere la variabilità al campo reale. A 
questo ramo appartiene la gran serie di ricerche che abbiamo accennate nei 

$5 5 ,  6 ,  7. 

3. Varietà piana. 
Varietà piana è chiamata da1 RIENANN quella a curvatura costante e nulla. 

L a  sua teoria è l'immediata generalizzazione della geometria elementare. Il 
suo gruppo, - come il gruppo principale della geometria -, pub esser sepa- 
rato da quello della geometria proiettiva col tener fissa una forma rappre- 
sentata da due equazioni, una di secondo ed una di primo grado. In  cib si 
deve poi far distinzione, fra reale e immiiginario, qnalora si voglia attenersi 
alla forma sotto cui la teoria viene di solito esposta. Qui sono da porsi anzi- 
tutto la gëometria elementare stessa, poi per es. le generalizzazioni dell'ordi- 
naria teoria della curvatura sviluppate negli ultimi tempi, ecc. 
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Per finire, potremo fare ancora due osservazioni, le quali sono in istretta 
relazione con quanto si è esposto finora; l'una si riferisce al formalismo con 
cui si debbono rappresentare gli sviluppi relativi alle cose precedenti; l'altrn 
deve porre in evidenza alcuni problemi, la cui considerazione dopo le spiega- 
zioni che qui furon date appare importa~te e vantaggiosa. 

Spesso si è fatto alla geometria analitica il rimprovero di avvantaggiare 
elementi arbitrarii coll'introduzione del sistema di courdinate, e questo rim- 
provero colpisce parimente tutte le trattazioni di varietà estese che caratte- 
rizzano l'elemento mediante i valori di certe variahili. Se un tale rimprovero 
era troppo spesso giustificato da1 modo difettoso con cui, specialmente in prin- 
cipio, si maneggiava il metodo delle coordinate, esso perb vien meno dinanzi 
ad una trattazione razionale del metodo stesso. Le espressioni analitiche che 
possono sorgere nello studio di una varietà in relazione ad un certo gruppo, 
devono essere, per quel che riguarda il loro significato, indipendenti da1 si- 
stema di coordinate, in quanto che questo è scelto a caso, e si tratta quindi 
di render evidente anche nella forma tale indipendenza. Che cib sia possibile, 
e come s'abbia a fare, 10 mostra l'algebra moderna, in cui la nozione forrnde 
d i  invariante, di cui qui si tratta, sta impressa in una maniera più chiara che 
mai. Essa possiede una legge di formazione generale e completa delle espres- 
sioni invariantive, ed opera per principio con queste sole. La stessa questione 
deve porsi nella trattazione formale anche quando si hanno gïuppi fondamentali 
diversi da1 proiettivo ('). Poichè il formalisrno deve identificarsi colla conce- 
zione, sia che si voglia considerarlo solo come espressione precisa e chiara di 
quest'ultima, sia che vogliamo servircene per penetrare col suo mezzo in campi 
inesplorati. 

Per stabilire i prohlemi di cui vogliamo ancora far menzione occorre un 
confronto fra le osservazioni esposte e la cos1 detta teoria delle equazioni di 
GALOIS. 

Nella teoria di GALOIS, come anche qui, l'importanza si concentra nei 
gruppi di mutamenti. Gli oggetti a cui si riferiscono i mutamenti sono bensf 
differenti; là si ha da fare con un numero finito di elementi discreti, qui 
invece col numero infinito degli elementi di una varietà continua Ma pos- 

(1) [Ad esempio pel gruppo delle robazioni del10 spazio a t r e  dimeneioni intorno ad lin 
punto fisso i qnaternioni fornir;cono un ta le  formalismo] 
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siamo tuttavia spinger oltre il confronto, a motivo dell'identità della nozione 
di gruppo ('); e qui conviene accennarvi, tanto più ohe ne verrà caratterizzata 
la posizione da  attribuirsi a talune ricerche incominciate da LIE e da me (') 
in relazione alle considerazioni qui svolte. 

Nella teoria del GALOIS, quale viene esposta per es. ne1 Traité d'Algèbre 
sqériewe del SERRET, oppure ne1 Traité des substitutions di C. JORDAN, è 
oggetto proprio della ricerca la teoria stessa dei gruppi O delle sostituzioni, e 
quella delle equazioni no scaturisce come un'applicazione. Analogamente noi 
vogliamo una teoria delle trasfornzaxioni, una dottrina cioè dei gruppi che 
possono ottenersi con trasformazioni di data natura. 1 coricetti di permutabilità, 
similitudine, ecc., vi troveranno applicazioiie come nella teorja delle sostitu- 
zioni. La trattazione delle varietà che nasce da1 mettere a fondamento i 
gruppi di trasformazioni appare dunque come un'applicazione della teoria 
delle trasformazioni. 

Nella teoria delle equazioni interessano anzitutto le funzioni simmetriche 
dei coefficient;, ma  subito dopo quelle espressioni che ïimangono inalterate, se 
non in tutte, almeno in gran parte degli scambi delle radici. Nella tratta- 
zione di una varietà con un certo gruppo come fondamentale noi cerchiamo 
analogamente anzitutto i corpi ($ 5) e le forme che rimangono inalterate in 
tutte le trasformazioni del gruppo. V i  sono perb forme che ammettono non 
tutte, ma alcune delle trasformazioni del gruppo stesso, e queste offrono un'in- 
teresse speciale relativamente alla trattazione fondata su di esso, hanno cioè 
proprieta particolari. Questo equivale a mettere in evidenza per es. nella geo- 
metria ordinaria corpi simmetrici e regolari, superficie di rotazione ed elicoidali. 
Ponendosi invece da1 punto di vista della geometria proiettiva, e richiedendo in 
particolare che le trasformazioni per cui le forme si n~utano in sè stesse siano 
permutabili, si giunge alle forme considerate da LIE e d a  m e n e l  lavoro citato, 
e al problema generale posto al 5 6 di esso. L a  determinazione datavi nei 
$3 1 e 3 di tutti i gruppi di infinite trasformazioni lineari permutabili ne1 
piano è una parte della teoria generale delle trasformazioni test& menzionata (9). 

(1) Ricordo qui che GRASSMANN gijl nell'introduzione alla prima edizione della sna 
« Ausdehnunyslehre > (1844) confronta i'analisi combinatoria colla scienza dell'estensione. 

(2) Vedi la Memoria cornune: Ueber d i d e n k e n  ebenelt Curven, welche durcil ein ye- 
schlosscnes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transforma- 
tionelz in sich übergehen. Math. Annalen, Bd. IV. 

(3) Ne1 testo debbo astenermi da1 mostrare il vantaggio clie la considerazione delle 
trasformazioni infinitesime ha per la teoria delle equazioni differenziali. Ne1 § 7 del lavoro 
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1. S u l  contrcrsto fra Z'indirixxo sintetico e quel10 a m l i t i c o  nel lu  geo- 
me t r ia  moderna. 

L a  differenza fra la nuova geometria sintetica e la nuova geometria ana- 
litica non deve più considerarsi oggigiorno come essenziale, poichè i concetti 
e le argomentazioni si sono informati a poco a poco dall'una e dall'altra 
parte in'modo - affatto simile. Percib noi scegliamo ne1 testo la denominazione 
di u geometria proiettiva n per indicarle entrarnbe. Se il metodo sintetico pro- 
cede di pjù per mezzo dell'intuizione dello spazio, accordando cosi alle sue 
prime e semplici teorie un'attrattiva non comune, tiittavia il campo di tale 
intuizione non è chiuso al inetodo analitico, e le formole della geometria ana- 
litjca si pornono concepire come espressione esatta e trasparente delle relazioni 
geometriche. D'altrs parte non bisognn tenere in poco conto il vantaggio che 
un formalismo ben fondato offre a1 processo dell'jnvestigazione, precedendo in 
certa misura il pensiero. Bisogna bensi attenersi senlpre al principio di non con- 
siderare come esaurito un argomento matematico, finchè esso non è divenuto 
evidente ne1 concetto; e l'avanzare col mezzo del formalismo non è appunto 
clie un primo passo, ma già molto importante. 

I I .  Distinzione del l a  geomehia  odierna in discipline. 
Quando si osserva per es. come in generale il fisjco matematico si priva 

dei vantaggi che in molti casi gli potsebbe accordare un'osservazione proiettivn 
anche poco sviluppata, e come d ' a h  parte il proiettivo non pon mano alla 

citato LIE ed io abbiamo niostrato clie: le  equazioni differenziirli ordinarie che ammettono 
eguali trasformazioni infinitesirne presentano uguali difficoltà d'integrazione. In qua1 modo 
siano d a  usarsi tali  considerazioni per le equazioni alle derivate parziali 10 h a  esposto LIE 
in luoghi diversi, f r a  gli altri  nella Memoria menzionata dapprima (Math. Annalen, Bd. V) 
'con var i  esernpi. (Vedi in particolare i Rendicbnti dell'Accsdemia di Cristiania, maggio 1872.) 

[Posso oggi accennare a l  fa t to  che appunto i d ~ i e  problemi menzionati ne1 testo han 
continuato a dar  l'indirizzo ad  una gran parte  dei lavori ulteriori di IAE e miei. Già prima 
ho ricordata l a  pubblicazione del 1.' volume della Theorie d e r  Transformationsgruppe~z 
del LIE. Quanto alle mie ricerche posteriori a l  presente scritto si possono qui considerare 
quelle sui corpi regolari, snlle funzioni modulrtri ellittiche ed in generale sulle funzioni uni- 
voche con trasformazioni lineapi in sé stesse. Ho gih esposte le prime rie1 1884 in un'opera 
speciale: Vorlesungen &ber dns Ikosaeder und  die Auflosung der  Gleichungen fiinften 
Grades (Leipzig, 1884); un'esposizione rimaneggiata della teoria clelle funzioni modulari 
ellittiche è appunto:ora in corso di stampa.] 

Annnl i  d i  Mcctematica, tom0 XVII. 4 1 
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ricca fonte di verità matematiche che h a  dato luogo alla ~coper ta  della teoria 
della curvatura delle superficie, bisogna ben ammettere che 10 stato attuale 
della scienza geometrica è assai imperfètto, e sperare ch'esso abbia in breve 
a migliorare. 

I I I .  Sul2'importanxa dell'intuizione dello spazio. 
Se ne1 testo nai accenniamo all'intuizione dello spazio come a qualcosa 

di secondario, 10 facciamo in relazione al contenuto puramente matematico 
delle considerazioni da formulare. L'intuizione ha per esso il solo scopo del- 
17evidenza, il quale perb da1 lato pedagogico è da stimarsi assai. Un rnodello 
geometrico per es. è sotto questo punto di vista assai istruttivo ed interessante. 

Ben diversa perb è la questione sul17importa11za dell'intuizione geometrica 
in generale. Io la considero come una cosa che sta da sè. V'ha una geome- 
tria speciale che non vu01 esser riguardata, come le ricerche discusse ne1 
testo, quale forma intuitiva di considerazioni astratte. I n  essa si tratta di con- 
cepire assolutamente lc figure del10 spazio colle forme che esse hanno effetti- 
vamente, e di intendere (ed è quel10 il lato matematico) le relazioni che per 
esse sussistono come conseguenze evidenti dei postulati sull' intuizione dello 
spazio. Un rnodello, - sia pur eseguito ed osservato, oppure solo rappresentato 
con evidenza, - non è yer questa gcometria un mezzo per raggiungere 10 
scopo, ma 10 scopo medesirno. 

Istituendo per ta1 modo la geometria conle qualcosa a sè, accanto alla 
matematica pura, ma indipendentemente da essa, non facciamo certo nulla di 
nuovo. h desiderabile perb che si metta una buona volta ed espressamente in 
evidenza questo punto di vista, poichè l'investigazione recente 10 omette quasi 
totalmente. E a questo si collega il fatto che inversamente l'investigazione 
stessa venne di rad0 usata a studiare le proprietà di forma degli enti dello 
spazio, benchè appaia di gran vantaggio appunto in questo indirizzo. 

IV. Sulie va~ietà a quante si vogliano dimensioni. 
Che Io spazio, concepito come luogo di punti, abbia solo tre dimensioni, 

da1 punto di vista matematico non va discusso; ma ne110 stesso modo da1 
punto di vista matematico non possiamo jmpedire ad alcuno di asserire che 
10 spazio abbia invece quattro O un numero illimitato di dimension;, m a  che 
noi siamo in grado di percepirne solamente tre. L a  teoria delle varietà più 
volte estese, che vieppiii si presenta innanzi alle nuove ricerche matematiche, 
è nella sua essenza del tutto indipendente da una tale asserzione. Si è perb 
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naturalizzato in essa un modo di esprimersi che certamente proviene d s  quella 
rappresentazione. Si parla cioè, invece che degli individui di una varietà, dei 
punti di uno spazio superiore, ecc. Per  sè, una tale espressione h a  del buono, 
in quanto che, rammentando l'intuizione geometrica, facilita l'intelligenza. Ma 
essa ha avuta la conseguenza dannosa di far supporre a molti che le ricerche 
su varietà a quante si vogliano dirnensioni fossero intimamente legate all'ac- 
cennato concetto della natura del10 spazio. Nulla è più privo di fondamento 
che una tale supposizione. Certo che le dette ricerche matematiche trovereb- 
bero subito applicazione geometrica se la rappresentazione fosse esatta, - ma 
il valore e 10 scopo di esse riposano, affatto indipendentemente da una tale 
rappresentazione, ne1 loro proprio contenuto matematico. 

Ben diverso da cib è quanto insegnb PL~CKER, a concepire cioè 10 spazio 
effettivo corne una varietà a quante si vogliano dimensioni, introducendo come 
elemento di esso spazio (vedi 5 5 del testo) una forma (curva, superficie, ecc.) 
dipendente da un numero arbitrario di pasametri. 

I l  modo di rappresentazione che considera 1' elemento della varietà co- 
inunque estesa corne analogo al punto dello spazio fu svolto dapprima da1 
GRASSMANN nella sua u Ausdehnungslehre n (1844). I n  lui il pensiero i: del 
tutto estraneo all'accennato concetto della natura dello spazio; questo rimonta 
ad osservazioni occasionali di GAUSS, e divenne maggiormente noto in seguito 
alle ricerche di RIEMANN sulle varietà più volte estese, colle quali esso si è 
collegato. 

L'uno e 1' altro di questi concetti, - quello di GRASSMANN e quello di 
PL~CKER -, h a  i S U O ~  proprii vantaggi; ed essi si applicano alternativainente 
con profitto. 

V. Sulla cosi detta Geometria non Euclidea. 
L a  geometria metrica proiettiva di cui si parla ne1 testo coincide nella sua 

essenza, come hanno insegriato ricerche recenti, colla geornetria metrica che si 
pub svolgere col respingere l'assioma delle parallele, e che oggigiorno è molto 
discussa e agitata sotto il nome di u geometria non euclidea n. Se ne1 testo 
non abbiamo mai accennato a questo nome, si fu per un motivo che si avvi- 
cina alle spiegazioni date nella nota precedente. Si collegano col nome di geo- 
inetria non euclidea una quantità d'idec non matematiche, che da un lato si 
curano con tanto zelo quanto dall'altro si disprezzano; ma con esse le nostre 
considerazioni puramente matematiche non hanno nulla a che fare. Il desiderio 
di apportare qualcosa a questo riguardo per rischiarare le idee dà ragione di 
quanto ora diremo. 
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L e  ricerche sulla teoria delle parallele cui noi alludiamo hanno progredito 
in modo da raggiungere matematicamente da  due lati un valore preciso. 

Esse mostrano una buona volta - e questo loro ufficio pub considerarsi 
come relativo al passato, ed ora esaurito - che l'assioma delle parallele non 
è conseguenza matematica di quelli che generalmente gli si premettono, nia 
che vi si manifesta un elemento di intuizione essenzialmente nuovo e non an- 
cora toccato nelle ricerche precedenti. Studi consimili si potrebbero e si do- 
vrebbero effettuare relativamente a ciascun assiorna, e non solo della geo- 
metria; ci si guadagnerebbe in intelligenza nella reciproca pvsizione degli 
assiomi. 

Inoltre tali ricerche ci hanno fatto dono di un prezioso concetto mate- 
matico, quel10 di una varietà a curvatura costante. Esso è legato più intima- 
mente che niai, come già accennarnmo e corne è meglio mostrato ne1 § 10 
del testo, alla determinazione metrica proiettiva, sorta indipendentemente d n  
ogni teoïia delle parallele. Al fatto che 10 studio di questa determinazione ine- 
trica offre di per sè un alto interesse matematico e permette nuinerose appli- 
cazioni, bisogna aggiungere che essa cornpende come cas0 speciale (limite) la 
determinazione metrica data nella geometria, e ci insegna a concepirla da un 
punto di vista più elevato. 

Del tutto indipendente da tali considerazioni è la questione, su quali fon- 
damenti si appoggi l'assioma delle parallele; se dobbiamo considerarlo come 
dato in via assoluta - come vogliono gli uni - O solo come verificato ap- 
prossimativamente dall'esperienza - come dicono gli altri -. Se vi fossero 
ragioni per accettare quest'ultima soluzione, le dette ricerche matematiche ci 
mostrerebbero in qua1 modo si avrebbe a costruire una geometria più esatta. 
Ma la suddetta è evidentemente una questione filosofica, che riguarda i fon- 
damenti più generali delle nostre cognizioni. 11 rnatematico come tale non 
s'interessa alla questione cos? posta, e desidera che le sue ricerche siano con- 
siderate corne indipendenti da cib che dall'una O dall'altra parte si potrà 
rispondere alla quest,ione medesima. 

VI. Geonzetria della  ett ta come studio d i  m a  va~zétà a curvatu~a co- 
stante. 

Ne1 mettere in relazione la geometria della, retta colla determinazione 
metrica proiettiva in una varietà a cinque dimensioni, dobbiamo far attenzione 
al fatto che nelle rette abbiamo dinanzi a noi (ne1 senso della determinazione 
stessa) i soli elementi al17infinito della varietà. Da cib la necessith di pensare 
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attribuisca ai suoi elementi 
Der allontanare alcune dif- 

quali valori una determinazione metrica proiettiva 
ill'infinito, e di questo ci occuperemo ora un po', 
ficoltà che si oppongono alla concezione della geometria della retta come geo- 
inetria metrica. Riferiremo queste spiegazioni all'esempio intixitivo offert0 da 
una determinazione metrica proiettiva basata su di una superficie di secon- 
d' ordine. 

Una coppia di punti arbitrarii dello spazio ha relativainente alla qua- 
drica un invariante assoluto: il doppio rapporto dei due punti e delle inter- 
sezioni della quadrica colla loro congiungente. Ma se i due punti si portano 
sulle superficie, questo doppio rapporto si annulla iudipendentemente dalla loro 
posizione, eccettuato il caso in cui essi giacciano su di una generatrice, ne1 
qua1 cas0 è indeterminato. Questa E l'unica particolarità che pub presentarsi 
nella relazione fra i due punti, a meno che essi non coincidano, e abbiamo 
quindi la proposizione : 

La  determinazione metrica proiettiva che si pub istituire ne120 spazio 
basandosi S y r a  unu suyerficie di  second'ordine no?& dà ancom alcuna deter- 
minazione fi~etrica per la geornetria su quest'ultima. 

A questo si lega il fatto che mediante trasformazioni lineari della qua- 
drica in sè stessa si possono far coincidere tre suoi punti arbitrarii con tre 
tiltri (l). 

Volendo avere una determinazione metrica sulla quadrica stessa, bisogna 
limitare il gruppo di trasformazioni, e cib si ottiene tenendo fisso un punto 
qualunque dello spazio (ovvero il suo piano polare). Questo punto non sia dap- 
prima posto si~lla superficie. Allora si proietti la quadrica da esso su di un 
piano, sicchè comparirà una conica come curva di passaggio. Basandoci su 
di questa, istituiamo ne1 piano una determinazione metïica proiettiva, che poi 
riporteremo sulla quadrica (vedi 5 7 del testo). Questa è una vera e propria 
detcrminazione metrica a curvatura costante; onde si lia la proposizione: 

Sulla quadrica si ha umc deter?ninaxione metrica siffatta, te9tendo fisso 
un pzozto esterno ad essa. 

Analogamente si trova (vedi 5 4 del testo): 
S i  ottiene sulla quudrica una determinaxione naetrica u czwva(zwa aulkr: 

asszune~zdo coine pzuzto fisso zcn punto dellu slrpe~:ficie nzedesiwza. 

( l )  Questi rapporti  ai alterano nella geometria metrica ordinaria; due pnnti all'iiifiiiito 
Iianno certo di per SB un invariante assoluto. L a  contraddiaione che per ta1 modo si po- 
trebbe t rovare ne1 computù delle trasformazioni lineari della superficie all'infinito in se  
stessa sparisce, i n  quanto che le  traslazioni e le trasformazioni per similitudine che vi sono 
comprese non alterano affatto il luogo dei punti all'infinito. 
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Per  tutte queste determinazioni metriche sulla quadrica le generatrici di 
essa sono linee di lunghezza iiulla. L'espressione per l'elemento d'arco sulla 
superficie differisce dunque nelle diverse determinazioni solo per un fattore. 
Non vi sono sulla superficie elementi lineari assoluti. Perb si pub ben parlare 
dell'angolo formato da due direzioni diverse sulla superficie. 

Tutte queste proposizioni e considerazioni possono servire senz'altro per 
la geometria della retta. Per Io spazio rigato a sè non esiste da principio una 
vera e propria determinazione metrica. Ne sorge una solo quando teniamo 
fisso un complesso lineare, e precisamente essa h a  curvatura costante O nulla 
secondo che il complesso è generale O speciale (una retta). Al porre in evi- 
denza un complesso è particolarmente legata anche la validith di un elernento 
lineare assoluto. Indipendentemente da cib, le direzioni di passaggio a rette 
vjcine che tagliano quella data hanno lunghezza nulla, e si pub anche par- 
lare dell'angolo formato da due direzioni di passaggio arbitrarie (4). 

VII. Interpretaxione delle f o ~ m e  binarie. 
Accenneremo qui all'aspetto notevole che , basandosi sull'interpretazione 

di x + iy sulla sfera, si pub dare al sistema invariantivo delle forme binarie 
Eubiche e biquadratiehe. 

Una cubica binaria f ha un covariante cubico Q, uno quadratico A, e un 
invariante R ("). D a  f e Q si ricava tutta una serie di covarianti di sesto grado 

fra cui è compreso anche A3. Si pub mostrare (3) che ogni covariante della 
forma cubica deve scindersi in gruppi consimili di sei punti. Siccome h pub 
assumere valori complessi, si ha  un numero doppiamente infinito di tali co- 
varianti ('). 

Ora tutto il sistema di forme cosi circoscritto pub essere rappresentato 
sulla sfera ne1 modo seguente. Mediante un'acconcia trasformazione lineare 
della sfera in sè stessa si portino i tre punti che rappresentano f i n  tre punti 

(1) Vedi la Mernoria: Ueber Linienyeornetrie and metrische Geometrie. Math. An- 
d e n ,  Bd. V, pag. 271. 

(2) Vedi a qiresto proposito i relativi capitoli di CLEBSCH: Theorie der binüren Forrnen. 
(3) Considerando le trasformazioni lineari di f in sé stessa. Vedi Math. Annalen, Bd. IV, 

pag. 352. 
(4) [Cfr. BELTRAMI: Ricerche sutla geometria delle forme binarie cubiche. Memorie 

Acc. Bologua. 1870.1 
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equidistanti di una stessa circonferenza massima. Questa possiamo chiamarla 
equatore; su di essa i tre punti f abbiano rispettivamente la longitudine O", 120°, 
240". Allora & sarà rappresentato dai punti dell'equatore di longitudine 60°, 
180°, 300"; A dai due poli. Ogni forma Q2 $ À Rf2 sarà rappresentata da sei 
punti, le cui latitudini e longitudini saranno contenute nello schema seguente, 
in cui cc e indicano nurneri qualunque: 

Tenendo dietro a questi sistemi di punti sulla sfera, B interessante il vedere 
in qua1 modo ne sorgano f e & contati due volte, e h contato tre volte. - 

Una forma biquadratica f ha  un covariante H dello stesso suo grado, un 
covariante T di sesto grado, due invarianti i e j. È particolarmenie da con- 
siderarsi la serie di forme biquadratiche i H +  Ajf, che corrispondono tutte 
al10 stesso T, e fra cui sono comyresi i tre fattori di secondo grado in cui si  
pub scomporre T, ciascuno contato due volte. 

Fe r  il centro della sfera facciamo ora passare tre assi mutuamente orto- 
gonali OX, OY, OZ. Le loro sei intersezioni colla sfera rappresentano la 
forma T. 1 punti di una quaderna iH+ A j f ,  essendo x,  y,  x le coordinate 
di un punto arbitrario della sfera, sono rappresentati da110 schema: 

Essi sono sempre vertici di un tetraedro simmetrico, le cui coppie di 
spigoli opposti sono dimezzate dagli assi coordinati; da1 che risulta caratte- 
rizzato l'ufficio di T nella teoria delle equazioni biquadratiche come risolvente 
di i H +  À j f .  

Erlangen, ottobre 1872. 
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