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Die charakteristischen Parabeln des einfachen 
gleichmassig belasteten Balkens. 

Von 

STASISLAITS JOLLES 
in Rorlin. 

JIit lithogr. Safcl 1. 
- - 

1. In  den folgenden Untersuchungen liegen die den einfachen 
Balken angreifenden Lasten und Auflagerdrucke in  einer vertikalen 
Ebene, sie dient als Zeichenebene für alle zu den Beweisen not- 
wendigen geometrischen Konstruktionen. Bcwept sich nun über einen 
einfaühen, gleichmassig belasteten horizontalen Balken A B  von A auf 
B zu eine konzentrierte Einzellast - P, so finden sich bekanntlich die 
vertikalen Querschnitte 1, in denen hierbei die Maximalmomente auf- 
treten, nur innerhalb der durch die Querschnitte X,, 1, bestimmten 
Strecke 11 V (s. Taf. 1 Fig. 1) der gefihrlichen Querschnitte des Balkens. 
Wahrend niimlich die Last -P vori A nach U rückt, rückt der 
zugehorige Querschnitt 1, von der Mitte des Ralkens aus ebenfalls 
auf U zu, und f d l t  mit tu zusammen, sobald - P  über U steht. 
Innerhalb der Strecke L W  bleiht der Angriffspunkt X von - P stets 
iiber derri ihrn entspreühenden gefihrliühen Querschnitte, hinter V tri t t  
aber von neuem eine Trennung ein, da t sich nunmehr wiederum 
nach der Mitte des Balkens bewegt, wenn - P den weg V B  zurück- 
1~g.t. Entsprechend den von - P  durchlaufenen Strecken Ali, U V ,  
VU uiiterscheidet man drei verschiedene Kategorien von Quer- 
schnitten t, denen auch fiir einen Polabstand h drei verschiedene 
Kurven der Rlaximalmomente zukommen. Der Strecke der gefahr- 
lichen Querschnitte entspricht niimlich, fiir ein beliebiges IL bezogen 
auf eine Horizontale, als Kurve der Naximalmomente eine haufig be- 
nutzte von - P abhangige Farabel, den Strecken A 71, Vi l  hingegen, 
wie sich in (2) zeigt, je eine von - P vollig unabhangige Parabel. 
Diese durch den gleichformig belasteten einfachen Balken allein be- 
stimmten Kurven werden seine charakteristischen Parabeln fiir den 
Polabstand h genannt; sie treten auch als Kurven der Maximal- 

%aitechrift f Nathematik u. I'hysik. 45. Baxîd 1900. 1 Hcft. 1 
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2 Die charakteristischen Parabeln d. einfachen gleichmassig belasteten Belkens. 

momente auf, wenn bei gleicher Polhohe h über den vorliegenden 
gleichformig belasteten einfachen Halken sich eine stetige, insbcsondere 
eine gleichformige Belastung vorschiebt. 

2. Die über den einfachen gleichmassig belasteten Balken von A 
nach B zu vorrückcndc bewegliche Last P ruft in seinen vertilialen 
Querschnitten Maximal- und Minimal-Schubkriifte 71 und 77' hervor, 
die in Fig. 1 (S. Taf. 1) in  üblicher Weise unter der Voraussetzung er- 
mittelt sind, dass die bewegliche Last - P P k g ,  die standige gleich- 
messige Relastung f. d. 1. M. g kg, und die Lange des einfachen 
Balkens 1 m betriigt. q und q' konnen sowohl positive wie negative 
Vorzeichen haben. 

Steht - P über einem Querschnitte a, (S. Taf. 1 Fig. l), so liefert 
das zugehorige Wertepaar ri,, $, die dieser Lage von - P ent- 
sprechende Schubkraftflache, und folglich aauh denjenigen Querschnitt 
1, des einfachen Balkens, in dem nunmehr das Maximalmornerit ein- 
tri t t .  Seine auf den Polabstand k bezogene Grasse 

m, - r n J g  + mZP 

kann mit Hilfe der Parabeln n,, n, ermittelt werden, von denen die 
erstere eine zur Polhohe 7~ gehorige Seilkurve der stindigen gleich- 
formigen Belastung, die letztere eine der gleichen Polhohe ent- 
sprechende Kurve der Maximalmomente der Einzellast - P darstellt. 
np ist niirnlicli der Ort der Eeken aller zu der beweglichen Last - 1' 
und der Polhohe lz gehorigeii Seilpolygone, deren Schlusslinien hei 
ihrem Vorrücken von A auf B zu mit A'B' zusammenfallen, m, also 
gleich der Strecke ïlfgïlkp. 

Der Endpunkt My von J{,Mp bleibt für jede Lagc von - P auf 
der Parabel F,, welche Kurven beschreibt aber JII., wenn -P die 
Strecken AU, U V ,  V B  durchliiuft? Solange -P innerhalb der Strecke 
A ?7 weilt, bestimmt der Schnittpunkt X" der Seite s des jeweiligen 
Schubkraftpolygons den Qiierschnitt X, und XqJfp. Hierbei bleibt s 
parallel zu Hl1 J I 1 ,  der Schùbkraftlinie der gleichmiissigen Belastung, 
und somit Sind x und m entsprechende Strahlen zweier projektiven 
Büschel paralleler Strahlen. Nun ist der Büschel paralleler Strahlen x 
auch projektiv zuin Strahlenbüschel Br, da beide perspektiv zur Parabel n,>, 
folglich ist auch der Büschel paralleler Strahlen m projcktiv zum BüschelZi', 
und beide erzeugen, da sie nicht perspektiv liegen, eineu Kegelschnitt 
und zwar eine Parabel n ,  mit vertikaler Axenrichtung. Sie geht durch 
XI', den Mittelpunkten C' von A'B'  und Cp, und diese Punkte samt der 
vertikalen Axenrichtung bestimmen sie eindeutig. nu heisst die auf die 
Polhohe 7~ bezogene l'arabe1 der Maximalmomente für die Strecke AL' 
des einfachen Balkens A B  unter der standigen gleichmiissigen Last 
von g kg f. d. 1. M. und unter der beweglichen P kg schweren Last 
-P. Was mu fiir die Strecke AU, ist die zu ihr kongrueute durch 
die Punkte A', C' Vp und vertikalc Axenrichtung best'immtc Parabel np 
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Von STANISLAES JOLIAS. 3 

für T B .  Für  die Strecke U V  der gefihrliühen Querschnitte fàllt be- 
kanntlich die Kurve der auf h bezogenen Maximalmomente mit der 
Parabel nl, zusammen. 

Durchlauft der Angriffspunkt X von - P die Strecke Ali ,  so 
überstreicht m, das durch die Pambeln n,, nu und die Vertikalen 
rn,, mu begrenzte Fl%chenstück, und zwar sind hierbei die von X und 
den Endpunkten ik&i'i' von m, auf a,, nu beschriebenen Punktreihen 
pojektiv. Ein analoger Satz gilt, wenn - P von V nach B zu fort- 
schrei tet. 

3. Den beweglichen Einzellasten - P und -Po (P> Po) entsprechen 
aiif dem gleichmiissig belasteten Balken AB je die Strecken UV und 
74 VO gefihrlicher Querschnitte (S. Taf. 1 E'ig. 2a), und zwar ist ti, Vo 
ein Teil von UV. Geh6rt nun der vertikale Querschnitt 1, sowohl zu 
l/'V, als auch zu L\TO, so ktinnen auf A B  die Angriffspunkte X und 
X,  der Lasteil - Y  und -Pu derart bestimmt werden, dass jede von 
ihnen, wenn sie allein auf dem gleichmDssig belasteten Balken steht, 
das zugehorige Maximalmoment im Querschnitte T, liervorruft. Kach 
(2) gehen niimlich dann die Vertikalen x und x,, auf denen X und Xo 
liegen, durch die Punkte X" und X",, in denen die durch M" gehende 
Parallele zu Hf'J" die Beraden H"Kr' und HVK" ,  schneidet. 

E'ür eine solche ausgezeichnete Lage der Angriffspunkte X und 
Xo ist XrlY"= X",Y",, oder da diese Strecken die durch - P  und 
- l', hervorgerufenen Auflagerwiderstiinde PB und P& messen, 

PU = r;;. 
Nun ist ein - P für den Angriffspunkt X entsprechendes Seilpolygon 

AIE'B'. Zu seiner Schlusslinie A'B' liiuft im zugehorigen Krafte- 
plan ( S .  Taf. 1 Pig. 2b) durch den Pol O eine Parallele, welche die in 
A und B hervorgerufenen Auflagerdrucke P: und PG bestimmt. Für  
Pi gilt hierbei die Beziehung: 

S'A' : YB = 1 : IL, 
nach der sich h u," = S'A1. - 

z 
ergiebt. In gleicher Weise folgt: 

h Po";, = SAA'. -i ' 
wenn das der Lask --Po fiir den Angriffspunkt X ,  entsprechende Seil- 
polygon A'EOB' ist. Da aber PB und Po";l einander gleich sind, so 
müssen nach den ehen gefundenen Ausdrücken S'A' und S',A1, zu- 
sammenfallen, d. h. die Einzellasten - Y  und - Po im Querschnitte 1, 
des gleichmiissig belasteten Balkens A B  Maximalmomente von gleicher 
Grosse herrorrufen. Die Parabeln z, und no,, sowie a, und no, fallen 
also zusarnmen. Für  den Polabstand h liegen hier~iach die den be- 
weglichen Kinzellasten - P, - PO,. . . entsprechenden Punkte Tb, 

1 * 
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4 Die charakteristischen Parabeln ci. einfachen gleichmiissig belastetcn Balkens. 

Upo, .  . ., Vp, Vp,,, . . . auf zwei kongruenten Parabeln z,, a,, welche die 
auf h bezogenen charakteristischen T'arabeln des einfachen gleichmiissig 
belasteten Balkens genannt werden. 

4. Wachst die bewegliühe Einzellast -Y, so vergrossert sich der 
zugehorige gefahrliche Querschnitt UT, hierbei niher t  sich U p  (S. Taf. 1 
Fig.2a) auf der Parabel nu ihrem Schnittpunkte 7, mit der durch A 
gehenden Vertikalen. Die Strecke A'Tu kann demnach als Lim nz, 
oder auch als Limm, berechnet werden. Nun ist: -P=-m 

u=O 

Lim mu = Lim (nzU $ mz) = Lim m:' 
,=O u=O ,:O 

1 
=- -Limu-P:, 

h ,=O 

wenn PA den Auflagerwiderstand darstellt, den - P in A hervorruft, 
P(I - u), sobald es über U steht. P;" hat  aber den Wert folglich er- 

giebt sich, da im Grenzausdruük u2 gcgen zc vernachlissigt werden kanri: 
1 Limm, = - - L i m u - P .  

u=o h , = O  

Aus der ~ h n l i c h k e i t  der Dreiecke A" U'H" und Br' U1'K" folgt 
ferner die Beziehung: 

Also wird endlich: 
1 

L i m n z u = h L i r n ( ~  u = O  - y ~ u  
u-O 

gze 
oder, da gleich der Pfeilhohe f, von z, ist: 

d. h.: 
Die charakteristischen Parabeln n u ,  n, schneiden die durch ArBr 

gehenden Vertikalen noch in  zwei Punkten Tu, Tg, die von A' und B' 
um das Vierfache der Pfeilhohe f, abstehen. Sie berühren in A' be- 
ziohungsweise R' dic Seilparabel zg der standigen glcichmassigen Be- 
lestung, und ihre Scheitel stehen von der Horizontalen A'&' un1 
1 f, ab. Die Seilparabel n, bestimmt die charakteristisühen Parabelri 

a,, n,, und urngekehrt bestimmt eine von ihnen jene. Werden A'U' 
und A'A" als positive z-  und y-Axen eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systemes mit dem Anfangspunkte A' aufgefasst, so lauten die Gleichungcn 
von a, und n,: 9 

Y = - ( ~ - ~ X ) ( ~ - C C ) ,  2h  
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Von STANI~LALX JOLLES. 5 

5. Bewegt sich eine kontinuierliche Belastung über den gleich- 
massig belasteten Balken von A nach R, bis sie ihn vijllig bedeckt, 
so entspricht jeder Lage ihres Anfangspunktes X ein vertikaler Quer- 
schnitt X,, in dem das zugehorige Maximalmoment eintritt. Der 
Querschnitt 1, rückt hierbei zuvorderst von der Mitte C des Balkens 
aus dem Punkte X entgegen, bis er für  einen Punkt W durch ihn 
hindurchgeht. Sowie X aber W überschreitet, iindert sich die Be- 
wegungsrichtung von t,, es folgt nunmehr dem Anfangspunkte X, bis 
er über B anlangt. Die Querschnitte X, zeigen hiernach zu den An- 
fangspunkten X ein zwiefaches Verhalten. So lange X zwischen A 
und W bleibt, ist 1, ein Vertikalschnitt des von der heweglichen 
Last noch nicht bedeckten Balkenteils WB, tri t t  hingegen 2? beim 
Vorrücken der Last von A auf B zu über W hinaus, rückt Z, unter sie. 

Im ersteren Falle bleibt nun Ort und Grosse der Maximal- 
momente, die den Punkten X entsprechen, ungeandert, wenn die je 
zwischen A und dem vorwartsrückenden X gelegene bewegliche Last 
ersetzt wird durch eine gleich schwere durch ihren Schwerpunkt 
gehende Einzellast. Zu al1 diesen Einzellasten gehort aber beim gleich- 
mlssig belasteten einfachen Balken, sobald nur ihr Angriffspunkt 
zwischcn A und dom zugehorigen 1, liegt, die auf die gegcbene Pol- 
h6he TA bezogene çharakteristische Parabel z, als Kurve der Maximal- 
momente. Also gilt: 

Bewegt sich über einen einfachen gleichmiissig belasteten Balken 
AR von A auf R zu irgend eine kontinuierliche Belastung, die stets 
von A bis zu ihrem Anfangspunkte X den Balken bedeckt, so hat sie 
bis zum Punkte W, für den X in die Ebene des zugehorigen MaximaI- 
momentes 1, f i l l t ,  die auf die Polhohe h bezogene charakteristische 
Parabel m, als Kurve der Maximalmomente. Analoges gilt für die 
charakteristische Parabel a,, wenn die bewegliche kontinuierliche Last 
in gleicher Weise sich über den gleichmassig belasteten Balken von 
B nach A zu vorwiirts schiebt. 

6. Sobald die von A nach H zu sich vorschieb~nde stetige Re- 
lastung selbst gleichformig ist, also etwa p kg £ d. 1. M. wiegt, lasst 
sich die Kurve der Maximalmomente auch für den Teil WB des 
gleichmiissig belasteten Balkens AB, bei dem 1, unter der beweglichen 
gleichformigen Belastung liegt, recht anschaulich ermitteln. Die Seite 
A5X" (S. Taf. 1 Fig. Sa) der durch den Anfjngspunkt X der beweg- 
lichen Belastung bestimmten Schubkraftflache schneidet d a m  stets die 
Horizontale A"B" in einem Punkte Mir, der in der Ebene des X zu- 
geordneten Querschnittes E, enthalten ist, und das in X, auftretende zu X 
gehtirige Xaximalmoment h - nt,= h (mZ + m;) liefern die auf die Polhohe 
7z bezogenen MomentenKichen der standigen und gerade in Frage kommen- 
den beweglichen Belastung. In  A ruft nun die von A bis X sich er- 
streckende bewegliche Last einen Auflagcrdruck P,1 hervor, dessen Grosse 
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6 Die charakteristischen Perabeln des einfachen gleichmassig belasteten Balkens. 

im Krafteplane (S. Taf. 1 Fig. 3b) die Strecke R T misst, wenn durch 
den Pol O des Krafteplanes, O T  parallel zur Tangente AIT;, 
OB parallel zur Schlusslinie A'n; gezogen wird. Da aber auch RT  
parallel R: TP ist, sind die beiden Ureiecke OR 1; AIR: iP Lhnlich, 
sie liefern sornit die Beziehung: 

RzTp:RT-1:h .  
Aus ihr ergiebt sich mit Rücksicht darauf, dass T"RZf ebenfalls 

PA darstellt, endlich die Gleichung: 
h 

ff > Tmrf RL1 = Ri Ti . -. 
2 

Rückt also der Anfanppunkt X der beweglichen gleichformigen 
Last von A auf B zu vor, so beschreiben R$ und RL auf den 
Vertikalen a ,  b ahnliche Pnnktreihen. Zur Punktreihe b (3:. . .) ist 
der Strahlenbüschel A' perspektiv, zur Punktreihe a (RL' . . .) hingegen 
die Punktreihe A1'B"(M:' . . .), und zu dieser wiederum der Büschel 
paralleler Strahlen s,. E r  erzeugt also mit dem zu ihm projektiven 
Strahlenbüschel A' einen Kegelschnitt. Riickt X" auf der Parabel df 
ins Unendliche, so fallt das zugehorige s, mit der unendlich fernen 
Geraden zuuammen, und der ihm entsprechende Strahl des Büschels 
A' mit a. Die unendlich ferne Gerade ist demnach eine Tangente des 
erzeugten Kegelschnittes und letzterer selbst eine durch A' und die 
Mitte Cl' von A' R' gehende Parabel z, +, mit vertikaler Axenrichtung. 
Eine dritter leicht zu bestimmender Punkt dieser Parabel ist ihr 
Schnittpunkt 8' mit b ,  er ist identisch mit demjenigen Punkte R:, der 
einem mit b zusammenfallenden Strahle s, entspricht. Pür ihn ist:  

Y TffRAf + - 2 - 7  

also nach a): pze g P  S'Ti = -+  --= 8 f p  + 4 f ,  h 2 h  

oder, da TL sich um 4fp  unterhalb B' befindet, 

s 'Br= 4 ( f ,  + fiJ). 
Der Scheitel der gefundenen Parabel z,+, steht hiernach um 

1 
(f;, + f,) von der Horizontalen d'Br  ab. 

Bus dem für S'Br gefundenen Ausdmcke lasst sich übrigens der 
Schluss ziehen, dass die Parabel n,+, für einfache, gleich lange, 
gleichmassig belastete Balken unveriindert bleibt, wenn nur bei 
gleichem Polabstande h zwischen den Yfeilhohen f, und fp von ng und 
np die Beziehung f, + fi, = const. besteht, g + p  also den niimlicheil 
Wert beibehalt. 

Bus der Parabel ng+, geht die gesuchte Kurve der Maximal- 
momente &+, (S. Taf.1 Fig.4a) hervor, sobald die rn; (S. Taf. 1 Pig. 3a)  
soweit auf ihren Vertikalen verschoben werden, bis ihre auf z,+, ge- 
legenen Endpunkte 111,+, su€ die Horizontale A'B' fallen. ab+, ist 
also eine Parabel mit vertikaler Axenrichtung, bestimmt durch die 
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Von STANISLAUS JOT.T.KS. 7 

Punkte A', C,, und denjenigen Punkt Ti+,, der auf b urn 4(fg $ f,) 
unterhalb Br liegt. 

Mit Rücksicht auf (5) l iss t  sich das nunmehr erlangte Ergebnis 
folgendermassen aussprechen. miahrend der Anfangspunkt X der be- 
weglichen gleichfdrmigen Belastung hintereinander die Strecken A W  
und WB(s.Taf.1 Fig.4a) auf dem einfachen gleichmassig belasteten Balken 
AB durchlauft, überstreicht das zugehorige m, gleichzeitig erst das 
von den Parabeln 7cg, nu  und den Strecken f,, m, und dann das von 
den Parabeln n,, ni+, und den Strecken m,, fg + f, begrenzte 
Eliichenstüek. 

7. In  (6) wird die Parabel der Maximalmomente ni-, , ermittelt, 
indem man die Parabel x,+, bestimmt und in ni+, iiberführt. 
ni+, lasst sich jedoch auch herleiten, ohne n,+, zu Hilfe zu nehmen, 
wenn nur der leicht zu beweisende Batz als bekannt vorausgesetzt 
wird, dass zu gleicher Polhohe gehorige Seilkurven eines einfachen 
gleichm%sig belasteten Balkens Teile ein und derselben Parabel sind. 

Zu den aufeinander folgenden Lagen des von A auf U vorrüclien- 
den Anfangspunktes X der beweglichen Last gehoren hiernach auf die 
Polhohe h bezogene kongruente Seilparabeln als Teil der Begrenzung 
der jeder einzelnen Lage entsprechenden Momentenfiache. Liegen nun 
diese Momentenflachen auf derselben Seite ihrer Schlusslinicn, und 
fallen diese luit A'B' zusammen, so bilden ihre Grerizparabeln 
, , . . . , , . , einen Büschel kongruenter gleichgerichteter 
Parabeln mit dem Grundpunkte A'. Zu ihm ist der Strahlenbüschel 
seiner Tangenten im Punkte A' perspektiv, er schneidet folglich b in 
einer zum Parabelbüsühel (n,, n2, . . . st,, . . .) projektiven Punktreihe 
b(S1, S,, . . . S,, . . .). Durch die entsprechenden Elemente a, und 
X, dieser beiden projektiven Gebilde sind zwei ahnliche Dreiecke 
ORT, und A'B'S, bestimnit, wenn beriicksichtigt wird, dass im 
Krafteplane (S. Taf. 1 Fig. 4 b) OR und 0 T, parallel zu A' B' und A' 5, 
laufen, d. h. R den zugehorigen Auflagerdruck P' in  A misst. E s  
verhiilt sich demnach: 

A'B': B' 5, = OR : ET, 
d e r  Z : B'X,  = h : T''B;,  
woraus sich h 

TUB:  = BfS,-- 
1 

ergiebt. Nach dieser Gleichung zwischen den Strecken T"RZf und 
R ' 5 ,  beschreiben beim Vorrücken der beweglichen Last von ,4 auf 
B zu, E, auf b und 3: auf a ahnliçhe Punktreihen. Zur Punktreihe 

a(R:', Ki', . . . RZ, . . .) 
isf der Rüschel paralleler Strahlen 

(fi: l", RA' 2", . . . R$ XI', , . .) 
perspektiv, zu dicsem wiederum die Punktreihe 

A " B ' ' ( M ~ ' 7  JI;', . . . Xi'> . . .)7 
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8 Dit: charakteristischen Parabeln des einfachen gleichmkssig belasteten Balkens. 

und zu ihr der Büschel paralleler Strahlen (s,, s,, . . . s,, . . .). Letzterer ist 
somit projektiv zum Büschel kongruenter Parabeln (z,, n, . . . zz, . . .) 
und erzeugt mit ihm, da sein unendlich ferner Triiger in den un- 
endlich fernen Punkt der Parabel fallt, eine Parabel mit vertikaler 
Axenrichtung, die Parnbel z;+~. 

Hat g den Wert  h'ull, schiebt sich also die bewegliche gleich- 
f6rmige Belastung über einen einfachen unbelasteten Balken A B  von A 
nach B zu FOP,  so fallen die parallelen Strahlen s,, s,, . . . s,, . . . mit 
den Axen q, , y,, . . . p,, . . . der ihpen cntsprechenden Parabeln 
n,, n,, . . . n,, . . . zusammen, und der Strahlenbüschel (s,, s,, . . . s,, . . .) 
erzeugt mit dem zu ihm projektiven Büschel kongruenter Parabeln 
(z,, z17 . . . z,, . . .) als Ort der auf h bezogenen momentanen Maximal- 
momente eine Parabel zp, die zugleich der Ort der Scheitelpunktc 
der Parabeln des Büschels ist. hat vertikale Axe und enthiilt 
die Punkte A', Cp und Ti, es ist folglich kongruent zu den Parabeln 
des Büschels, insbesondere also zu n,. 

Die Büschel der Parabelaxen pl, % . . . q,, . . . und der parallelen 
Strahlen s,, s,, . . . s,, . . . sind nicht mehr identisçh, sondern nur noch 
projektiv, sobald y > O wird. Entsprechende Strahlen beider Gebilde 
schneiden dann die Geraden TvC"  und A"Brr  in zwei projektiven zu 
dem Büschel paralleler Strahlen (Rl'l", Rlr2", . . . R9 XI1, . . .) per- 
spektiven Punktreihen (Q;', Qi', . . . Q:', . . .j und (Mi', M i , .  . . N d r , .  . .). 

8. ni+, trifft die Horizontale A 'B '  ausser in A' noch in einem 
Purikte D' ,  durch den die Parabel z , ~  des Büschels ( 7 5 ,  a,, . . . n,, . . .) 
geht. Ihr  Scheitelpunkt liegt auf der Symmetrieaxe des Punktepaares 
ArD' ,  und diese geht als Axe von n, nach (7) in1 Punkte Y:' von 
Tf 'C" durch die Mitte der zu X"'" parallelen Strecke IZ~U" und 
demnach in Y durch die Mitte von A1'U''. Nun folgt aus der Ahn- 
lichkeit der Dreiecke A" Y;' Y und Cr 'Xf '  A": 

1 1  r y ; l : A f f Y = ( g + p ) , :  

und aus der der Dreiecke YC" Yir und Af'C"T": 

Somit hat, wenn Y Y a ' a u s  diesen Gleichungen eliminiert wird, 
Y von A" den Abstand: 

9 1 A " Y =  -- 
zgf  p 2, 

und endlich das gesuchte A'D' den Wert: 

Ein beliebiger Punkt der Parabel nLtp, z .B  der Scheitelpunkt lij'+,, 
kann aus ihrer Axenrichtung und den drei h n k t e n  Ar, D', C, durch 
das Pascal'sche Sechseck (00 pi+, A'B' C p )  ermittelt werden, in 
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Von STANISLA~~S JOLLES. 9 

dem ao w den doppelt ziihlenden Berührungspunkt der unendlicli 
fernen Geraden darstellt; seine drei Paar Gegenseiten: 

mm, A'Df -  c\sFi+p, DfCp-  Fi+pA', Cp 00 

schneiden sich auf der parallel zu A'Br laufenden Pascal'schen Geraden p .  
Nun ist: A Y ' @ D r m  ACfC,D',  

also verhült sich: yi DI : 8 yr = CI DI . . C, Cf, 

oder mit Rücksicht auf den soeben 'gefundenen MTert von A'D': 

d. h. es ist: Q YI = f j .  

Die Pascal'sche Gerade P ist hiernach die Bcheiteltangente von n,, 
und der Schnittpunkt (Fi+, A', C, m) der zugehorige Scheitelpunkt; 
nj und haben also in A' die niimliche Tangente. 

Als Pfcilhohe fi+, von &+, ergiebt sich aus der Beziehung: 

und endlich aus dem Verhaltnis: 

wiederum der schon in (6) gefundene Wert:  
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Lineare Losung der Aufgaben über das Verbinden 

und Schneiden irnaginarer Punkte, Geraden und 
Ebenen. 

Von 

Dr. JOSEF GRCNWALD 
in Prag. 

Durch v. S t a u d t  sind bekanntlich die inmgingren Elemente als 
vollberechtigt in die synthetische Geometrie eingeführt worden.* Das 
Konstruieren mit imaginaren Elementen aber ist, wenn man sich an 
die übliche Darstellungsweise halt, wic sic in den cinschlagigcn Lehr- 
büchern sich Bndet, eine zieuilich verwickelte Sache. 

Um zwei imaginiire Gerade oder Punkte in der Ebene, welche 
in  der von S t a u  d t eingeführten Bezeichnungsweise durch harmonische 
Würfe in ihrcn rcellen Tragern und den zugehorigen Durchlaufungs- 
sinn gegeben sind, zu schneiden bezw. verbinden, niuss man sie nach 
dem üblichen Verfahren erst durch zwei harmonische Würfe darstellen, 
welche das gemeinsame Element der beiden gegebenen reellen Triiger 
enthalten. 

E s  muss also bei diesem Verfahren mit den gegebenen Würfen, 
bevor die eigentliche Konstruktion beginnt, eine Umformung For- 
genommen werden; und man erkennt, dass - beim gegenwiirtigen Stande 
unserer Xenntnis - diese Umformiing sich nicht mit Hilfe des Lineals 
allein, sondern nur mit Zuhilfenahme eines Kreises bewerkstelligen 
Iiisst.** E s  werden daher nach der üblichen Methode die linearen 
Fundamentalkonstruktionen im imaginiiren Gebiet zurückgefiihrt auf 
lineare u n d  q u a d r a t i s c h e  Konstruktionen mit rcellen Elementen. 
Hiernach ist klar, dass das übliche Verfahren weder in systematischcr, 
noch auch in praktischer Beziehurig befriedigen kanri. 

Eine recht naheliegende Bemerkung, die man indes in den ein- 
schliigigen Lehrbüchern vergebens sucht, führt zu einer Losung der 
gcnannten beiden Pundamcntalaufgaben, welche wohl allen billigcn 
Anforderungen genügt. 

* Beitrage zur Geometrie der Lage. Yürnberg 1856, 5 7. 
** Der Verfasser behalt sich vor, in einer weiteren Abhandlung zu zeigen, 

wie - auf Grund der hier entwickelten Methoden - die erwihnte Cmforruung 
deunoch ohrie Zuhilfenahme eines Kreises, mit dem L i n e a l  e a l l e i n ,  durch- 
gefiihrt werden kann. 
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Lineare Losung der Aufgebcn iiber das Verbinden etc. VonDr . Jos~s  G R ~ N W A L D .  11 

Seien zwei imaginare Gerade SI und S, in S taudtscher  Weise 
durch harmonische TVürfe in ihren reellen Tragern, den Punkten s, 
und s,, und den ziigehorigen Durchlaufungssinn, der in der Figur 1 
durch beigesetzte Pfeile angegeben ist ,  gegeben. 

Wir  bezeichnen die zwei sich trennenden Paare des Wurfes SI 
beziehungsweise S, mit A,91,, BI BI beziehungsweise mit A,&, B2 B,; 

und zwar so, dass die Aufeinanderfolge A, SIl BI:,, beziehungsweise A, SI, B,, 
dem gegebenen Durchlaufungssinn des betreffenden Wurfes entspricht. 

Schnciden sich dann die Geraden: A,A, in a ,  BIR, in 6,  YI,%, 
in a, 8,B, in  6; ferner die Gegenseiten: ab ,  a b  des Viereckes abab 
im Punkte p ,  die Gegenseiten ab, ab im Punkte P ,  so ist die 

V e r b i n d u n g s l i n i e  pp  = P d e r  r e e l l e  Tr i ige r  des  ge-  
s u c h t e n  S c h n i t t p u n k t e s  der imaginiiren Geraden SI 
und 8,. D i e s e r  S c h n i t t p u n k t  s e l b s t  wird einschliesslich 
des Durchlaufungssinns durch d e n j e n i g e n  h a r m o n i s c h e n  
W u r f ,  den SI (dlQl B, BI), oder auch durch denjenigen, 
den der Wurf S,(A,SI,U,B,) auf  P a u s s c h n e i d e t ,  g e -  
geben .  

Beweis :  Offenbar liegen die Punkte s1, s,, a, a, b,  6 auf einem 
Kegclschnitte. Die Punktcpaare au und hb bcstimmcn auf diesem 
eine krumme Involution zweiten Grades, deren Polaraxe, -wie ohne 
weiteres ersichtlich, die Gerade P = p p  ist. 
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12 Lineare L6sung der Aufgaben iilrier das Verbinden etc. 

Nun hat man den bekarinten Satz: ,,Werden aus einem beliebigen 
Punkte eines Kegelschnitts die Paare einer auf demselben befindlichen 
krummen Involution auf die Polaraxe dieser Involution projiziert, so 
erhiilt man auf der Polaraxe die Involution konjugierter Pole des 
Kegelschnitts." 

Hieraus ergiebt sich sofort, dass aus den Punkten s, und s, die 
Paare aa, b b  auf P in Punktepaare projiziert werden, welche alle der 

Fig. 2 1 

namlichen Involution - namlich der Involution konjugierter Pole des 
Kegelschnitts (s, s, u a b b) - angeharen. Die Würfe (A, ST, B, 23,) 
und (4 IZr, BB Be) induzieren also auf P dieselbe Involution. Man über- 
zeugt sich auch, dass beide Würfe auf P denselben Durchlaufungs- 
sinn bestimmen. Und darnit ist in der That gezeigt, dass die iinagi- 
naren Geraden SI und S, sich in einem Punkte der reellen Geraden P 
schneiden; der gesuchte Schnittpunkt von SI und S, wird daher er- 
haltcn, indem man SI oder S, mit der reellen Gcraden Y schneidet, 
was zu beweisen war. 

Das Prinzip der Dualitat gestattet, sofort die L6sung der zweiten 
Fundamentalaufgabe zu geben, welche natürlich auch selbstandig in 
ganz analoger Wcise a i e  die der crstcn begründct werden konnte. 
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die Eckpunkte 
[ A g ]  und [%BI durch die Geradc y, 

so s c h n e i d e n  s i c h  d i e  G e r a d e n  P u n d  i n  e i n e m  P u n k t e  p, 
welcher der r e e l l e  Tr i ige r  der V e r b i n d u n g s g e r a d e n  d e r  b e i d e n  
i m a g i n a r e n  P u n k t e  s, u n d  s, i s t .  

Die g e s u c h t e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  s e l b s t  wird erhalten, indem 
man eritweder den W u  r f  s, (cc, a, b, b,) oder den W u  rf s, (a, a2 b, bg) u i t  
dem jeweilig zugehorigen L)urchlaufungssinne a u s  p p r O j i z i  e r  t. 

Zu den beiden Losungen der linearen Fundamentalaufgaben in der 
Ebene ist noch eine wichtige Rernerkiing nachzutragen. 

[ 
Figur 1 die Schnittpunkte 

Bezeichnet man in Figur 2 die Verbindungsgeraden ] der beiden 

1 Geraden [an] und [bb] ) mit { der Geraden P 
\ Punkte [ A  a] und [BB] dem Punkte p ) durch die Buchstnbsn 

( ",":& 1, so kann 1 der Schnittpunkt 
die Verbindungsgerade } der imaginiiren 

Geraden S, und S, } auch durch den h a r m o n i s o h e n  W u r f  ( ( ~ h q )  } Punkte s, und s, (pp&a 

Seien zwei imaginiire Punkte s, und s, in S t a u d  t'scher Weise 
durch harmonische Würfe auf ihren reellen Triigern, den Geraden 8, 
und &,, und den zugehorigen Durchlaufungssinn, der in dcr Pigur 2 
durch beigesetzte Pfeile gekennzeichnet ist, gegeben. 

Wir bezeichnen die zwei sich trennenden Paare des Wurfes s, be- 
ziehungsweise s, mit  'a, a,, b, 6, beziehungsweise mit a, a,, b, b,, und 
zwar so, dass die Aufeinanderfolge a, a, 6, beziehungsweise a, a, b, dem 
gegebenen Durchlaufungssinne des betrcffcnden Wurfes entspricht. 

Verbinaen wir ' a, a,  durch die Gerade A ' 

(mit dom durch die Reihenfolge {P&YQ\ angegebenen Durchlaufungs- 

sinne) d a r g e s t e l l t  werden .  

< 

Dass namlich die beiden Würfe harmonisch sind, ist ohne weiteres 
Mar; ebenso, dass die Purikte p p  in Figur 1 konjugierte Polo 
des durch die Punkte s,, s,, a, a, b, 6 bestimmten Kegelschnitts sind. 
Aber auch die Punkte q q  sind konjugierte Pole des Kegelschnitts, was 
daraus hervorgeht, dass die Punkte aabb  aiif diesem ein harmonisches 
Quadrupcl bildcn; Die Geraden u a  und b6 sind namlich aus dem 
soeben angeführten Grunde konjugierte Polaren des Kegelschnitts, 
wiihrend anderseits klar ist, dass jede der beiden Geraden die Gerade 

ferner die gegenüberliegenden Eckpunkte 

[AB] und [U%] des Vierseits AB%B durch die Gerade P, 

hl b2 ,, ,, ,, B 
8 a1 a2 ,, ,, ,, 

, , 

b162 > i  7, 9, 2 3 ,  
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14 Tineare Tjosiing der hufgaben über das TTerbinden etc. 

P zur konjugierten Polare hat; daher wird P von den Geraden [au] 
und [bb] in konjugierten Polen geschnitten. 

Die Punktepaare p p  und q q  gehoren also der niimlichen Involution 
an, wie jene Punktcpaare, welche von den sich trcnnenden Paaren des 
Wurfes SI : (A, SI, B, 53,) oder 8, : (A, 'U, B, 23,) auf P ausgeschnitten 
werden - niimlich der Involution konjugierter Pole des Kegelschnitts. 
Auch der Sinn des Wurfes ( t l p q q ) ,  der dureh die Aufeinanderfolge 
p p q  gegeben ist, stimmt - mie man sich sofort überzeugt - mit dem 
Sinne überein, den die Würfe S, ( A ,  'U, Ul 8,) oder S2 (4 (VL, B, '8,) 
auf induzieren. 

Damit ist in der That gezeigt, dass der Schnittpunkt der irnagi- 
niiren Geraden SI und S, in Figur 1 durch den harmonischen Wurf 
(JJ p q 9) dargcstellt werden kann. 

Arialog, oder mit Hilfe des P r i n z i p  der Dualitat wird bewiesen, 
dass in Figur 2 die Verbindunçsgerade der irnaginiiren Punkte S, und 
S, durch den harmonischen Wurf (PVQD)  dargestellt werden kann. 

Die gemachte Bemerkung ist deshalh von M7ichtigkeit, weil sie 

lehrt, dam, a e n n  man einmal ( :: Fia%: 8 ) die vier 

{Punkte a, a ,  b,  6 
Geraden A, 91, R,  23 , , ,  

der { Schnittpunkt [SIS,] 
verzeichnet hat,  ( die } gesuehte i m a g i n k  Verbindungegerade s,l 

Punkte s, und s, 
ohne Zuhilfenahme der b l o s s  a u s  d e n  g e -  Geraden S, und S2 

n a n n t e n  v i e r  E l e m e n t e n  sofort in e i n f a c h s t e r  R i s e  { ABBB 1 
l i n e a r  k o n s t r u i e r t  w e r d e n  k a n n .  

E s  l e g t  d i e s  d e n  G e d a n k e n  n a h e ,  die vier 

als eine n e u e  A r t  d e r  D a r s t e l l u n g  
des imaginiiren Punktes [SIS,] 
der imaginiiren Geraden [s, s,] 

Punkte au06 1 
Geraden ASIBB J 

anzusehen und diese der g e w o h n l i ü h e n  S t a u d t s c h e n  D a r s t e l l u n g  
ergi inzend z u r  S e i t e  z u  s t e l l e n .  

In  Figur 1 ist der Durchlaufungssinn des Wurfes (A, SIl BI BI), 
welcher die imaginiirc Gcrade SI bestimmt, durch eincn Pfcil an- 
gegeben; die Reihenfolge, in der die vier Geraden des Wurfes in deni 
angegebenen Sinn aufeinander folgen, lautet: (A, 23, SI, 4). Wir  wollen 
nun festsetzen, dass von jetzt ab überall die Elemente eines har- 
monischen Wurfes , welcher mit dem zugehorigen Durchlaufungssiiin 
ein imaginares Element definiert, in der durch den Durchlaufungs- 
sinn bestimmten Reihenfolge angeordnet werden sollen." Die Würfe 

* Die so geordneten Würfe sind dann ,,ordentlicheiL im Sinne S t a u  d t s .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. J o s x ~  G R ~ S W A L D .  15 

SI : (A, 23, SL,B,) und S, : (4 23, SL,B,) 
bestimmen danil eine Reihenfolge der Punkte a ,  a, 6 ,  6, nkmlich 
(abab) .  

Wir konnen nun mit voller Berechtigung das V i  c re  c k (ab  a b j  
mit dem d u r c h  d i e  A u f e i n a n d e r f o l g e  d e r  P u n k t e  b e s t i m m t e n  
D u r c h l a u f u n g s s i n n e  als eine n e u e  D a r s t e l l u n g  des  imagin i i ren  
P u n  k t  es  [SIS,] ansehen, welche wir zur Unterscheidung von der 
gewohnlichen Staudt ' schen als die , ,krumme" D a r s t e l l u n g  des- 
selben bezeichnen wollen. Die Verbindungsgerade der Schnittpunkte 
der Gegenseiten dieses Viereckes, der Punkte y und P ,  giebt den 
reellen Triiger Y des imaginaren Punktes; eben diese Punkte mit den 
beiden Punkten q und q, welche von den Diagonalen des Viereckes 
auf [ p p ]  = P ausgeschnitten werdcn, bilden den harmonischcn Wurf, 
welcher in gewohrilicher S taud t ' scher  Weise den imaginaren Purikt 
darstellt. Der Durchlaufungssinn dieses Wurfes ist  durch den Durch- 
laufungssinn des Viereckes bestimmt; am einfachsten findet man ihn 
wohl nach folgcnder Regel: man d e n k e  sich aus a die Punkte b, a ,  7) 
auf P projiziert, BO erhiilt man auf P drei Punkte, deren Aufeinander- 
folge den gesuchten Durchlaufungssinn angiebt. 

Durch das Gesagte ist der Ü b e r g a n g  von der , , k r u m m e n U  zur 
g e w o h n l i c h e n  D a r s t e l l u n g  in einfachster Weise l i n e a r  b e w e r k -  
s te l l ig t .  

Das Analoge kann in  Figur 2 geltend gemacht werden. Dort 
kann das V i e r s e i t  (ABeTB) mit dem d u r c h  d i e  R ,e ihenfo lge  d e r  
Geraden  b e s t i m m t e n  I > u r c h l a u f u n g s s i n n e  J s  , ,krumme['  D a r -  
s t e l lu r ig  d e r  imagin i i re i i  G e r a d e n  [s,s,] aufgefasst werderi. Der 
C b e r p n g  von der ,,krumrnenU zur gewohnlichen Darstellung vollzieht 
sich hier in nachstehender Weise: Der Schnittpunkt p der beiden 
Diagonalcn des Vierseits giebt den reellen Tragcr der imaginiiren 
Geraden. Die beiden Diagonalen P und 513 bilden zugleich mit 
den zmei Geraden Q und 52, welche die Schnittpunkte der Gegen- 
seiten aus p projizieren, den harmonischen Wurf, welcher in gewohn- 
licher S t a u  d t  'scher Weise die imaginiire Gcrade darstellt. Der Durch- 
laufungssinn des letzteren Wurfes ist durch den Durühlaufurigsinn des 
Vierseits bestimmt; am einfachsten findet man ihn wohl nach folgen- 
der Hegel: man denke sich aus dem Punkte p die Schnittpunkte der 
Geraden A mit den Geraden $3, a, 3 projiziert, so e r h d t  man in p 
drei Strahlen, deren Aufeinanderfolge den gesuchten Durchlauhngs- 
sinn angiebt. 

Die Zwe~kmiissigkeit der hier dargelegten Auffassuilg wird ins 
volle Licht gesetzt durch den folgenden Abschnitt', welcher zum 
Gegenstand haben soll: 
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Die linearen Konstruktionen mit imaginaren Elementen 
in R a u m e .  

Durch Centralprojektion der Figuren 1 und 2 aus eineni be- 
liebigen reellen Punkte O des Raumes ergiebt sich sofort, 

1. wie man die zwei imaginaren Ebenen 
SIX : (AiX Blx !XIX BIX) und SzX : (AZX gZX BZX), 

welche die Geraden S, und iS2 aus O projizieren, zum Schnitte 
bringt, und 

2. wie man die zwei imaginaren Strahlen slx : (a,x hlx alx b,x) und 
"x : (nzx b,x %x b,%), welche die Punkte s, und s, aus O projizieren, 
durch eine Ebene verbindet. 

I n  ,,krummer" Darstellung erhilt  man für die gesuchte 
Schnittgerade, beziehungsweise die gesuchte verbindende Ebene: 
das V i e r k a n t  (mxbxaxbx), beziehungsweise das V i e r f l a c h  

(Ax 2lxiBXBx). 
einer Geraden 

(Durch Beisetzung eines Sternchens zu dem Namen eines Punktes 1 
Ebene 

wird hier wie auch im folgenden stetti jene { Gcrade ) bezeichnet, 
die betreffende Gerado 

welche { den betrefl'enderi Punkt } aus einem reellen Punkte O des 

Raumes projiziert.) 
E s  ist hieraus ohne weiteres klar, wie man ü b e r h a u p t  z w e i  

i m a g i n i i r e  'benen , welche eineu r e e l l e n  P u n k t  o g e m e i n  { G e r a d e  1 
h a b e n ,  1 z u m  S c h n i t t e  b r i n g t  

d u r c h  e i n e  E b e n e  v e r b i n d e t  
Ein wesentlich neuer Begriff in der Theorie der imaginaren Ge- 

bilde des Reumes gegeriüber jcnen der Ebene ist die sogenannte 
i m a g i n a r e  G e r a d e  z w e i t e r  A r t ,  welche keiuen reellen Punkt ent- 
halt, und durch welche keine reelle Ebene geht. Bezüglich der 
Theorie der imaginiiren Geraden zweiter Art sei verwiesen auf die 
,,Beitrage zur Geomctrie der Lage" von S t a u d t ,  5 7, und insbesondere 
auf die klere Darstellung von L ü r o t h  im achten Bande der mathe- 
matischen Annalen in der Abhandlung: ,,Dm Imaginare in der Geo- 
metrie . . .l' 5 5. (Jahrgang 1875.) 

Dureh die oben auseinandergesetzte Auffassung gewinnt nun, wie 
sich zeigen wird, der Hegriff der imaginaren Geraden zweiter Ar t  sehr 
an Anschaulichheit. 

Es seien in S t a u d t  scher Weise zwei imaginiire Ebenen SI 
und S2, deren reelle Tragergeraden zu einander windschief sind, durch 
herrnonische Würfe (A, %, 8, BI) und (4 B,%, B2)  in den reellen 
Tragergeraden o, und G ,  (mit dem durch die Aufeinanderfolge der 
vier Ebenen angedeuteten Durchlaufungssinne) gegeben. Diese beiden 
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Ebenen SI und S, schneiden sich in einer imaginaren Geraden zweiter 
Art y. 

Wir  stellen uns nun die Aufgabe: 
1. Die imaginiire Gerade y mit einer reellen Ebene E zu schneiden. 
2. Dieselbe aus einem reellen Piinkte O zu projizieren. 
Als g e l k t  sehen wir eine solühe Aufgabe nur d a m  an, w e m  es 

gelungen ist, sie auf l i n e a r e  K o n s t r u k t i o n e n  m i t  r e e l l e n  E l e -  
m e u t  e n  zurückzuführen. 

Wir  bezeichnen die Schnittgeraden der Ebenen: 

A,A, mit a ,  B mit , PI,%, mit a, Bl B, mit b. 

Die Geraden a ,  6 ,  a, il liegen of-feribar auf eiueru einschaligen 
Hyperboloid, auf dem auch die Triigergeraden a, und G2 sich befinden; 
und zwar so, dass al und G, der einen, a ,  '6, a ,  b der andern 
Geradenschar des Hyperboloids mgchoren. Der Wurf (ab ah) auf dem 
Hyperboloid ist natürlich harmoniüch. 

A 

Es m6geu im folgenden die Punkte , welche dureh den Schnitt ( Geraden ] 
beliebiger { Ebe,?) mit der Çhene E entstehen, einfach durch Bei- 

Geraden 
setzung eines Accentes zu dem Namen der betreffenden ( Ehene ] 
Eiezeichnet werden. 

Dann schneidet die imaginare Ebene Sl beziehungsweise S, die 
reelle Ebene E in der imaginaren Geraden 

SI' : (A,' B,' a,' 3,') beziehungsweise 8,' : (A,' a,' B,' B,'). 

Die imaginiiren Geraden 8,' und S,' schneiden sich in eine~n ima- 
ginsren Punkte, dessen ,,krumme" Darstellung offenbar die folgende 
ist: (a'b'a'b'). Letzterer Punkt liegt sowohl in der Ebene SI als auch 
in der Ebene R,, und ist daher nichts anderes als der gesuchte Schnitt- 
punkt der Ebene E mit der imaginiiren Geraden zweiter Art 

y = [SI -  SJ. 

Man erhalt also den S c h n i t t p u n k t  e i n e r  r e e l l e n  E b e n e  E 
mit der G e r a d e n  y in  , ,k rummer t '  D a r s t e l l u n g  einfach dadurch, 
dass man den h a r m o n i s c h e n  W u r f  (ubab)  m i t  E s c h n e i d e t .  

W i r  gehen nun an die Behandlung der zweiten Aufgabe, die 
Gerade y aus einem reellen Punkte O zu projizieren. 

Bezeichnen wir die vier Punkte, in denen die Gerade 

den Ebenen ( A2qB,B2)  geschnitten wird, der Reihe nach mit 
Al Bl a1 B, 

so liegen die imaginken Punkte 
ZeitechNt f. Mathomatikn. Physik. 45. Band. 1900. 1 .  Heft. 
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18 Lineare Losung der Aufgaben über da3 Verbinden etc. 

f (alfJla1h) ] 
1 Sn : (a2 b2 a, oz) 

offenbar zugleich in den beiden Ebenen SI und S,, gehoren datier 
unserer imaginaren Geraden y = [S,S,] an. Die letztere kann daher 
als Verbindungsgerade der beiden imaginiiren Punkte s, und s, an- 
gesehen werden. Die Verbindungslinien a, a,, 6, b,, a, a,, 6, O, homo- 
loger Punkte der beiden Würfe (a, b, a, b,) und (a, 6, % b,) sind - wie 
ohne weiteres klar - identisch mit den oben eingeführten Gerüden 
a ,  6, a ,  6. 

Um nun den reellen Punkt O mit y durch eine Ebene zu ver- 
binden, verbinden wir O mit dem auf y licgenden Punkte s, : (a, 6, a, b,) 
durch die imaginiire Gerade erster Art : slX : (alxb,xalxb,x), ebenso mit 
dem auf y liegenden Punkte: s, : (a, 6, a, b,) durch die imaginare 
Gerade erster Art: s,x:(a,x'b,xa,xb,x). Die v e r b i n d e n d e  E b e n e  der 
beiden letzteren Geraden - die ,,krumme" Darstellung dieser Ebene 
ist nach dcm am Eingange dicses Abschnittes Gesagten offcnbar das 
Vierflach (axbxaxbx) - ist die g e s u c h t e  E b e n e ,  w e l c h e  o m i t  y 
v e r b i n d e t .  Man findet also die E b e n e ,  w e l c h e  y a u s  O p r o -  
j i z i e r t ,  in k r u m m e r  D a r s t e l l u n g  einfach dadurch, dass man den 
W u r f  (abab) a u s  O p r o j i z i e r t .  

Der W u r f  (ab ah) der hyperboloidisch liegenden, harmonischen 
Geraden u, 6, a, b b e s t i m m t  sonach in einfachster Weise die s a m t -  
l i c h e n  a u f  y l i e g e n d e n  P u n k t e ,  sowie die s a m t l i c h e n  d u r c h  y 
g e h e n d e n  E b e n e n ;  er giebt demnach eine v o l l k o m m e n  a d i i q u a t e  
D a r s t e l l u n g  unserer i m a g i n a r e n  G e r a d e n  z w e i t e r  A r t  y. 

Die reellen Trggergeraden der auf y liegenden Punkte und der 
durch y gehenden Ebenen bilden e i n  u n d  d a s s e l b e  S t r a h l e n s y s t e m  
e r s  t e r  O r d n u n g  u n d  K l a s s e  B. Die obigen Auseinandersetzungen 
setzen uns in den Stand, in  der denkbar einfachsten Weise den durch 
einen beliebigen Punkt o gehendcn, oder den in einer beliebigen 
Ebene h' liegenden Strahl dieses Systemv linear zu finden: den S t r a h l  
v o n  R d u r c h  O findet man als den D u r c h s c h n i t t  der b e i d e n  
D i a g o n a l e b e n e n  d e s  V i e r f l a c h s  (axbxaxbx); den i n  E l i e g e n d e n  
S t r a h l  v o n  R als die V e r b i n d u n g s g e r a d e  d e r  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
G e g e n s e i t e n  d e s  V i e r e c k e s  (af6'a'b'). 

Die L e i t l i n i e n  d e s  S t r a h l e n s y s t e m s  R sind offenbar die G e -  
r a d e  y: (abab) und ihre k o n j u g i e r t - i m a g i n a r e :  7 : (abab);  in der 
That enthiilt jeder Strahl des Systems einen Punkt von y und des- 
gleichen einen von y. 

Die hier angcstelltcn Betrachtungen sind von grosser Wichtigkeit 
für diejenigen Strahlensysteme erster Ordnung und Klasse überliaupt, 
welche keine reellen Leitlinien besitzen. Sei ein solches Strahlen- 
system durch vier seiner Strahlen (welche natürlich nicht ein und der- 
selben hyperboloidischen Schar angehoren dürfen) gegeben: <il, ri,, ri3, 6,. 

Die beiden - als konjugiert-imaginiir vorausgesetzten - Schnitt- 
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punkte der Geraden 6, mit dem durch dio Gcraden G ~ ,  a,, G, be- 
stimmten Hyperboloid seieri durch die harmonischen Würfe: (a, ri, a, 6 , )  
und (n,b,a, 6,) dargestellt. Wir  legen aus den Punkten a,, b,, a,, b, 
die Transversalen a ,  b, a, b über die Geraden a, und 6,: dieselben 
bilden ein harmonisches Quadrupel auf einem neuen Hyperboloid. n i e  
Würfe: (ab a 6 )  und (aha b) stellen zwei konjugiert-inlaginare Gerade 
zweiter Art  y und 7 dar, welche nicht nur G,, a,, u,, sondern auch, 
da sie ja auf der andern Schar des durch die Geraden O,, a,, a, be- 
stimmten Hyperboloids liegen, die Gerade G, schneiden. Das durch 
die vier Strahlen o,, (i,, a,, a, bestimmte Strahlensystom hat daher 
die beiden konjugiert-imaginiiren Geraden y: (ab ab) und y : (u bab) zu 
Leitlinien, und ist also identisch mit demjenigen Strahlensystem, 

auf y liegenden Punkte 
welches von den Triigergeraden der ( in y liegenden Ebenen ] ge- 
bildet wird. 

Haben wir einmal die beiden Leitlinien gefunden (was natürlich 
die Losung einer quadratischen Aufgabe erfordert, namlich: die beiden 
Schnittpunkte einer Qcraden mit cinem Hyperboloid zu finden), so 
konnen wir uns mit Hilfe des w ~ r f e s  (ubalr) nach der oben an- 
gegebenen Methode in der einfachsten Weise - und zwar l i n e a r  - 
beliebig viele Strahlen des durch 6,, a,, a,, G ,  bestimmten Systems kon- 
struieren. Eine anschaulichere Erzeugungsweise als die angegebene 
mit Hilfe des Wurfes (abab) giebt es wohl nicht. Dieselbe verdient 
besondere Beachtung deswegen, weil - wie bekannt - das allgemeine 
Strahlensystem erster Ordnung und Klasse in  der Mechanik starrer 
Korper eine wichtige Rolle spielt. 1st der Freiheitsgrad der Beweg- 
ung eines starren Korpers 2, so kann ein beliebiger Punkt w desselben 
sich nur in einer gewissen Ebene M verschieben, wenn der K6rper 
eine unendlich kleine Bewegung ausführt. Errichtet man in den 
Punkten nz des Korpers auf den zugehorigen Ebenen X die Normalen y, 
so bilden diese ein Strahlensystem erster Ordnung und Klasse. Die 
Geraden diesev Systems zeichnen sich dadurch aus, dass eine beliebige 
langs einer von ihnen wirkende Kraft keinerlei Wirkung auf den 
Korper auszuüben vermag, vielmehr durch die Verbindungen, welche 
die Beweglichkeit des Korpers einschranken, aufgehoben wird. - 
Sind die Leitlinien des Systems reell, so übersieht man die Gesamt- 
heit dieser ausgezeichneten Geraden ohne weiteres; fiir den Pal1 von 
imaginiiren Leitlinien hat es aber bisher an einer so anschaulichen 
ÏJbersicht dieser ausgezeichneten Geraden, wie sie durch unsere Methodc 
geliefert wird, gefehlt. 

Nunmehr kehren wir wieder zu unserer imaginaren Geraden 
zweiter Ar t  y zurück, indem wir die Frage aufwerfen, wie viele Würfe 
hyperboloidisch liegender, harmonischer Geraden es giebt, welche ein 
und dieselbe iniaginiire Gerade zweiter Art darstellen. 

Es liisst sich zeigen, dass das e r s t e  Gl ied  c eines Wurfes, 
welcher die Gerade y : (ubab) darstellen soll, mit einer gewissen Be- 

8 * 
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schrankung w i l l k ü r l i c h  gewahlt werden kann; die weiteren Glieder 
b, c, d des Wurfes sind dann schon vollstindig bestimmt. Die an- 
gedeutete B e s c h r i i n k u n g  besteht darin, dass die angenommene Ge- 
rade c dem S t r a h l e n s y  s t e m e  R der zur Geraden y gehorigen reellen 
Triiger n i c h t  a n g e h o r e n  darf. Der Grund hiervon ist klar: Würde 
eine der Geraden c, b, C,  d dem Strahlensysteme K angehoren, so hatte 
man das Absurde, dass diese Gerade des Systems R von jenen cm' Ge- 
raden des niimlichen Systerns, welche die andere Schar des durch 
c, b, C, d bestimmten Hyperboloids ausmachen, geschnitten mürde, 
wahrend wir doch wissen, dass zwei Gerade des Systems sieh nicht 

durch jeden Punkt 
schneiden kiinnen, da , in jeder Ebene 1 nur  eine Gerade des 

geht 

Sei also das erste Glicd c des Wurfcs mit der oben angegebenen 
Einschriinkung willkürlich gewahlt. Die Gesamtheit jener Geraden z 
des Strahlensystems II ,  welche die c schneiden, erfüllt eine hyper- 
boloidische Schar. Wiiren die zu suchenden Geraden b, C, d des 
TVurfes (cbcd) bekannt, so würden die Geraden der andern Schar des 
durch die Geraden c, b, C,  d bestimmten Hyperboloids dem Strahlen- 
system R angehoren und ausserdem c schneiden, also mit der von den 
Geraden z gebildeten Schar identisch sein. Sol1 also ein Wurf (ccbd), 
dessen erstes Glied vorgegeben ist, die Gerade y darstellen, so sind 
die Geraden b, c, d nur unter den Geraden der andorn Schar des 
durch die Geraden z bestimmten Hpperboloids zu suchen. 

Sei nun z, irgend eine der Geraden z, cl der Punkt, in welchem 
sie die Gerade c trifft. Man kann dann den auf unserer imaginiiren 
Geraden y liegenden Punkt der z, nur in ganz bestimmter Weise 
durch einen harmonischen Wurf (c, b, 5 dl) darstellen, dessen erstes 
Glied cl ist. Dementspreühend kann die Gerade y auch nur in  ganz 
bestimmter Weise durch einen harmonischen Wurf dargestellt merden, 
dessen erstes Glied c ist: niimlich durch jene vier Geraden (cbcd) der 
andern Regelschar des durch die Geraden t bestimmten Hyperboloids, 
welche auf z, den Wurf (q b, dl) ausschneiden. 

Damit ist in der That gezeigt, wie man einen harmonischen 
Wurf findet, der die Gerade y : (abab)  darstelit, wenn das erste Glied c 
dieses Wurfes - mit der oben angegebenen Einschriinkung - 
willkürlich angenommen wird, und dass es nur einen solchen Wurf 
giebt. 

Der Übergang von der ursprünglichen Darstelliing: (a'bah) unserer 
imaginiiren Geraden zweiter Art  y zu einer neuen: (cbcd) scheint nun 
freiliçh - wie aus der obigen Entwickelung hervorgeht - nicht 
mehr in linearer Weise durchführbar zu sein, sondern rielmehr 
die Ausführung einer wesentlich quadratischen Konstruktion zu 
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fordcrn." Anderseits tritt aber auch, so lange es sich nur um lineare 
Aufgaben mit imagiriiiren Elementeri handelt, niemals die Notwendigkeit 
ein, einen solchen Ubeqang  zu machen. 

Ii'achdem wir uns so über die verschiedenen Darstellungsmoglich- 
keiten einer imaginaren Geraden zweiter Art durch harmonische Würfe 
hinreichend orientiert haben - es giebt wie man sieht a4 solcher 
Darstellungen einer und derselben Geraden -, wenden wir uns wieder 
unserem eigentlichen Gegenstande zu. 

Die linearen Konstruktionen mit imaginiiren Elementen im Raume 
wcrdcn siimtlich auf lineare Konstruktionen mit reellen Elementen eurück- 
geführt sein, w-enn dies bei den folgenden zwei Aufgaben allgemeinster 
Natur gelungen sein wird: 

1. Eine imaginare Gerade zweiter Art  y : (abab)  mit einer imagi- 
niiren Ebene S3 : (A, %, YISI?,) , deren reclle Trageraxe die Gerade G, 

ist, zum Schnitt zu bringen. 
II. Dieselbe aus einem imaginiiren Punkte s, : (a,b,a,b,) der auf 

der reellen Triigergeraden G, liegt', zu projizieren. 
Wir  l6sen diese Aufgaben dadurch, dass wir sie auf einfachere 

Aufgaben, die in diesem Abschnitte bereits gelost worden sind, 
zurückführen. 

1. Um die erste Aufgabe zu losen, projiziere man aus einem be- 
liebigen (reellen) Piinkte O der Trageraxe ci, die Gerade y durch die 
imaginüe Ebene [ o y ] ;  und zwar stclle man die letztere in der ge- 
wohnlichen S t a u  d t schen Weise durüh einen harmonischen M7urf in 
der ihr zugehorigen Triigergeraden, welche mit G~ den Punkt O gemein 
hat, dar. Da die reellen Tragergeraden der beiden Ebenen S, und 
[oy] sich im Punkte O schneiden, kann man nach dem am Eingange 
dieses Abschnitts Gesagten die reelle Tragerebene B der Schnittgeraden 
dieser beiden Ebenen einfach dadurch finden, dass man die Schnitt- 
geraden der gegenüberliegenden Flachen eines gewissen Vierkants mit 
einander verbindet. Die Ebene E enthiilt alles, was den Ebenen ~'5'~ 
und [oy] gcmcinsam ist, da sic ja durch den Schnitt dieser Ebenen 
hindurchgeht. Daher enthilt sie auch den gesuchteri Schnittpunkt 
von S, mit der Geraden y. Der letztere kann daher als Schnittpunkt 
der reellen Ebene E mit der Geraden y aufgefasst und nach unserer 
frühcr angcgebenen Methode konstruiert wcrdcn. 

II. Analog gestaltet sich die Losung der zweiten Aufgabe: 
Man schneide die Gerade y mit einer beliebig durch die reelle 

Tragergerade 6, hindurchgelegten (reellen) Ebene E im Punkte [Ey] ,  
und stelle diesen in gewohnlicher S taiidt'scher Weise durch einen 
harmonischen Wurf auf der zugehorigen Tragergeraden, welche natür- 
lich mit G, in  der Ebene E liegt, dar. Den reellen Trager O der Ver- 

* Der Verfasser getienkt in einer folgenden Abhandlung zu zeigen, wie man 
dennoch diesen Übergang i n  rein linearer Weise beGerkstelligen kann. 
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bindungsgeraden der beiden Punkte s, und [Ey] findet man nach dem 
früheren als den Sühnittpunkt der Diagonden eines gewissen Vierseits. 
Da die genannte Verbindungsgerade offenbar in der gesuchten proji- 
zierenden Ebene [s,y] liegt, so gilt das nimliche von dem Punkte o. 
Die gesuchte projizierende Ebene kann daher als verbindende Ebene 
?es reellen Punktes O mit der imaginiiren Geraden y aufgefasst und 
nach unserer früheren Methode konstruiert werden. 

Alle linearen Konstruktionen mit imaginaren Elementen im Raume 
lassen sich auf die bisher behandelten zurückführen. Zunachst erkennt 
man, dass die Aufgabe, eine imaginiire Gerade erster Art mit eincr 
imaginzren Ebene zu schneiden, oder aus einem imaginiiren Punkt'e 
zu projizieren, nach derselben Nethode, nur noch etwas einfacher ge- 
lost werden kann, wie wir sie bei der imaginaren Geraden zweiter Art 
angewendet haben. 

Die allgemeine Aufgabe, drei imaginare 

Punkte s,s,s, durch eine Ebene zu rerbinden 
Ebenen S,S,S3 zum Schnitt zu bringen 

wird gelost, indem man die Gerade 

[s, s,] aus dem Punkte s, projiziert 
mit der Ebene S3 schneidet 

E s  konnte vielleicht verwunderlich erscheinen, dass die Forderung, 
die linearen Konstruktionen mit imaginiiren Elementen auch auf nur 
lineare Konstruktionen mit reellen Elementen zurückzuführen, wie sie in 
dieser Arbeit vollstkdig gelost kt, nicht schon früher erhohen und 
erfüllt worden ist. Die Ursaühe hiervon dürfte wohl darin zu suühen 
sein, dass man infolge des stets gleichzeitigen Auftretens von zwei 
konjugiert-imaginiiren Elementen sich daran gewohnt hatte, beim 
Konstruieren mit  imaginaren Elementen das Vorkommen von qua- 
dratischen Aufgaben als etwas nicht weiter Befremdendes und niüht 
wohl zu Umgehendes hinzunehmen. Seit aber von S t a u d t  die Trenn- 
ung der zwei konjugiert imaginiiren Elemente durchgeführt wurde, 
wodurch das einzelne imaginiire Element für sich Selbstandigkeit ge- 
wann, ist die oben ausgesprochene und erfiillte Porderung dringend 
geworden. 
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Neue Methode zur approximativen Integration 
der Differentialgleichungen einer unabhangigen 

Veranderlichen. 

Von 

KARL HEIJN 
in Berlin. 

Die Theorie der sogenannten mechanischen Quadraturen hat nach 
dem Erscheinen der Methodus nova integralium valores per approxi- 
mationem inveniendi von G a u s s  so vielseitig das Interesse der 
Mathematiker und Astronomen erregt, dass sowohl die funktionen- 
theoretische Seite des Problems* als auch die formalen Busgestalt- 
ungen derselhen fiir die Zwecke der praktischen Storungsrechnungen 
erhebliche Erweiterungen erfahren haben. Dennoch ist gerade das 
spezielle G a u s s  sche Verfahren und seine Verallgemeinerung durch 
M e h l e r  und H e i n e  nicht inimer deutlich genug aus demjenigen Ge- 
sichtspunkt betrachtet worden, der in diesen Ideen den hohen p r a k -  
t i s c h e n  Wert  fiir die explizite L6sung vieler Probleme der an- 
gewandten Mathematik erkennen lasst. Der Gebrauch der G au  sssühen 
Bormeln bei numerischen Rechnungen wird durch das Auftreten 
irrationaler. Zahlen an Stelle der gleichmassig fortschreitenden ratio- 
nalen Argumente so erschwert, dass gerade auf diesem Gebiete der 
etwe halb so genauen Methode des Co t e s i u s  fast ausnahmelos 
der Vorzug gegeben wurde. Zuweilen besitzt auch die zu integrierende 
Funktion innerhalb des Integrationsintervalles Unstetigkeitsstellen, wo- 
durch die von G a u s s  so rnühsam berechneten Quadraturkoeffizienten 
nicht mehr benutzt werden kiinnen. Der wesentliche Vorzug der re- 
lativ stiirksten Niherungsfihigkeit der G a u s s  schen Methode tri t t  erst 
dann hervor, wenn es nicht u n m i t  t e l b  a r  darauf ankommt, spezielle 
Quadraturen numerisch auszuführen, sondern wenn die Aufstellung 

* Man vergleiche die Ubersichtliche Daratellung der Quadraturmethoden von 
A. V o s s  in der Ency'klopidie der math.Wissensch. Rd. II, A. 2. Leipzig 1X99. 
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a l l g e  m e i n e r  Formeln,* welche variable Parameter (Amplitude beim 
einfachen Pendel, relative Eritfernung der Faden und Oscillations- 
amplitude beim 13ifilarpendel) enthalten, das niichste Ziel bildet. Das 
Verfahren liefert dann in vielen Fallen zweigliedrige allgerneine 
Formeln, welche innerhalb der Anwendungsgrenzen der Parameter den 
Bedürfnissen der Praxis vollkomrnen genügen, oft sogar den strengen 
Losungen vorzuziehen sind, weil ihre numerische Auswertung eine 
einfachere ist. 

Dieselbe Auffassung I%st sich auf die im folgenden mitgeteilte 
Integrationsmethode für Diflerentialgleichungen übertragen. Man muss 
jedoch hierbei beachten, dass die Analogie dieses Problems mit dem 
der Gaussschen Quadratur keine vollstandige ist. 

Vor einigen Jahren hat Herr l t u n g e  auf einem eigentümlichen 
indiiktiven Wege eine dreigliedrige Niiheriingsformel** xur approxi- 
mativen Integration von 1)ifierentialgleichungen gefunden, welche sich 
der S i m p s o n  sche~i  Qusdraturformel so eng als m6glic2-i anschliesst. Es 
erschien naheliegend, den umfassenderen Ga  us s schen Gedanken auf das 
Gebiet der Differentialgleichungen zu übertragen, und es gslang mir, die 
Aufgabe unter diesem allgemeinen Gesichtspunkt mit Verwendung der 
einfaühsten analytisühen Hilfsmittel zu lijsen. Das R u n  g e sche Re- 
sultat tritt natiirlich bei dieser Behandlung als ein besonderer Fa11 
auf. In dieser Weise lasst sich die Gesamtheit der Approximations- 
formeln einer beliebigen Naherungsordnung gewinnen und man kann 
ohne jede Schwierigkeit die einfachsten Formeln für den praktischen 
Gebrauch aussondeni. 

Da die Integration der Differentialgleichungen naturgernass ein 
graphisches oder analytisches Fortsetzungsproblem ist, so erscheint es 
nicht Iiefremdend, dass eine vorgeschriebene Annaherung hier nicht 
mehr - wie bei den Quadraturen - durch willkürliche Vermehrung 
der Gliederzahl der Formel, sondern im wesentlichen durch successive 
Substitutionen erreicht wird. Für  jede Anschlussordnung giebt es eine 
Gruppe von Losungen, welche die geringste Gliederzahl aufweisen. 
Bei den Anwendungen ist namentlich die Existenz zweigliedriger 
Formeln dritter Ordnung von Bedeutung, für welche auch im folgen- 
den ein Zahlenbeispiel mitgeteilt ist. 

Punktionentheoretische Betrachtungen habe ich in der vorliegenden 
Darstellung nur andeutungsweise heriihrt, weil durch ein n a h ~ r e s  
Eingehen auf dieselben den praktischen Zweüken nur in geringem 
MaBe gedient ware. Der Mathematiker weiss sich ohnedies beim 
Auftreten von singularen Stellen gegebenenfalls leicht zu helfen, 

* Ein Reispicl ist, in meiner Programmabhandliing ,,Un ter s u c  hiinge n 
iiber die Gai i s s~che  Qi~adrat ,urmethode '~,  Berlin1892, mitgeteilt. 

** R u  n ge, ,,Über die numerische Auflosung von Differentialgleichu~~gen". 
Math. Ann. Rd.4f;, 1 6 7 1 7 8 .  Leipzig 189.5. 
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mahrend dem Mindergeübten allgemeine Vorschriften wenig nützen. 
Die Durchführung von Problemen aus der theoretischen Physik und 
technischen Mechanik, bei welchen die allgemeinen Integrations- 
methoden versagen, ist in Bezug auf das Verhalten der Integral- 
funktionen, falls die Fortsetzung derselben nach den hier gegebenen 
Prinzipien bis in die Nahe einer singularen Stelle verlangt wird, wohl 
immer mit Benutzung der Riemannschen Methoden moglich. 

Aus demselben Grunde ist auch die Frage der Fehlerschktzung 
der - bei den Qu ad  r a t  urrn e t h  O d e n  nicht ouftretenden - Fehler- 
haufung nur kurz behandelt. 

Die Losung eines umfangreichen Problems aus der technischen 
Mechanik (Zugbewegung auf einem Cxeleise mit doppelt gekrümmter 
Hahnaxe) durch Anwendung der hier gegebenen Integrationsmethoden 
werde ich demnschst in einer besonderen Arbeit mitteilen. 

1. D i e  D e r i v i r t e n  d e r  a b h a n g i g e n  V e r a n d e r l i c h e n .  Die 
Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung von der Fornl 

ist gleichbedeutend mit der ilufgabe, die Funktion y = F ( x )  von 
eirier beliebigen Anfangsstelle z, für welche der wert von y gegeben 
ist, bis zu einer beliebigen anderen Stelle x + A x  - der Gleichung 1) 
gemass - graphisch oder analytisch fortzusetzen. Wir  benutzen zur 
analytischen Behandlung das niichstliegende Hilfsmittel, die T a y l o r -  
sche Entwickelung in der Porm 

wo Rn das Ergiinzungsglied bedeutet, dem wir an dieser Stelle keine 
bestimmte Form vorzuschreiben brauchen. 

Die successiven Derivirten y', y". . . sind aus der Gleichung 1) zu 
cntnehmen. Um die definitive Darstellung derselben ohne unnütze 
Weitliiufigkeiten zu gewinnen, m6gen zur Abkürzung der Schreibweise 
die folgenden gebrauchlichen Symbole benutzt werden. qTir setzen 

und 

al -t a a 
?,A &#f (5, y) = f 2 1 ~ l  D f  = (F + f -,7) fi  x G y  

Dementsprechend ist 

D Y =  ff, + -tfff,, + f"02, etc. 

Hiernach ergiebt sich durch direkte Ausführung der Differentiation 
Elimination mit Hilfe der Gleichung 1): 

( Y" = m 
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Nun ist aber 
fil + f fos = DfOl , 

und d 
- D 2 f =  D 3 f +  2DfOlDf.  
ci x 

Folglich hat man endgiltig 

4) yZY = D 3 f  + fOlD2f + t p f  + 3DfOlDf. 
Die explicite Darstellung von y V  ist naturgemass etwas mühsamer. 

Mit Benutzung der Formel 

Durch direkte Differentiation findet mari 
d 
,j ,z no, = 2 f o ,  4- foz D f. 

Hierdurch nimmt y V  die folgende Form an 

Hatte man das Symbol D nicht eingeführt, so würde die Dar- 
stelliing dieser Derivirten bereits 34 Glieder ergeben haben. 

Aus den bisherigen Entwickelungcn kann man erkcnnen, wie die 
weiteren Derivirten besühaffen sind und dass, mit Beiziehung der 
kombinatorischen Zahlen, das allgemeine Gesetz der Anordnung der 
Glieder in der gewiihlten symbolischen Form ausdrückbar ist. E s  er- 
scheint jedoch Tir den vorliegenden Zweek nicht angebracht, hierauf 
weiter einzugehen, da bei der Ableitung der Integralformeln, soweit 
sie praktisch anwendbar sind, keine hoheren Derivirten als die ent- 
wickelten berücksichtigt zu werden hrauchen. 

2. D i e  P r o h l e m s t e l l u n g .  Der Gaussschen Quadraturmethode 
kann man die folgende ~ a s s u n ~  geben. Wenn die Funktion y durch 
die Gleiehung 

-f ($1 
d x 

charakterisicrt ist, so sollen die Zahlen a und E so bestimmt werden, 
dass 

A y  =Z;aVf (z + r.~x). A X  
,, -= 1 

eine moglichst genaue Anschlussdarstellung für y innerhalb des Inter- 
valls A x  herstellt. Dieser Forderung entsprechen eine geaisse Anzahl 
von Restimmungsgleichui-igen für die gesuchten Grossen a: und E. Die 
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hier zu entwickelnde Integrationsmethode fiir Differentialgleichungen, 
die wir zuniichst in der einfachsten Form voraussetzen, beruht auf der 
folgenden Erweiterung des G a u s s  schen Grundgedankens. 

mTir wollen ein Gr6ssensystem 

so zu bestimmen suchen, dass der Ausdruck 

(m - 1) 
A " ) ~  =zf (x, y). A s  

v 

bedeutet, die Fortsetzung der durch die Differentialgleichung 

charakterisierten E'unktion y = 11'(x) für das Intervall As mit der 
,gr.Gssten auf diesem Wege erreichbaren Approximation darstellt. 
Hierzu sol1 vorliufig die beschrankende Annahme treten, P ( x )  sei in 
dem gewiihlten Intervall als konvergente Potenzreihe des Argumentes 
nach dem T a  y Io rschen Satze darstellbar. Bei der definitivcn Auf- 
stellung der Formeln gehen wir nur bis zur vierten Naherungsurdnung, 
da àiese für  praktische Anwendungen vollkommen ausreichen. 

3. A p p r o x i m a t i o n e n  z w e i t e r  O r d n u n g .  Für  m = 1 haben 
wir die Darstellungsform 

oder mit Weglassung des Index v und Substitution von A f y  

Die Entwickelung von A y  . nach dem T a  y 10 r schen Satze giebt 

Nun ist aber anderseits 

Sollen beide Werte von Ay bis zur zweiten Ordnung (cinschliess- 
lich) übereinstirnmen, so niüssen die CL und E den Gleiühungeri 
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genügen. Eine vollstandige Cbere i r i s t imm~n~ bis zur dritten Ordnung 
ist auf diesem Wege nicht erreichbar. Die Gleichungen (a) enthalten 
2 ~  'Cinbekannte. Folglich n < 1. Piir n > 1 müssen willkürliche Re- 
dingungen hinxutreten. In &m einfachsten Falle n = 1 erhalten wir 

1 
a = 1, E = - und die entsprechende Approximationsformel 

2 

Setzen wir n = 2, sa miissen die Gleichungen 
1 

al+ ct ,=l ,  U ~ E ~ +  r r 2 ~ 2 = Z  

erfiillt sein. 
Die willkürliche Annahme g = a, liefert die Formel: 

1 2 
F ü r  z l=  3 7  E~ = g> also fur eine gleichmiissige Teilung des Argument- 

intervalls folgt: 

Bei Benutzung eines rückwiirtsliegenden Funktionalwertes em- 
pfiehlt es sich, E ,  = - 1 ,  E ,  = + 1 zu setzen. M m  erhd t  dann 

Der vorw%rtslicgcnde Integrationswert hat also hier das dreifache 
Gewicht des rtiükwiirtsliegenden. 

Will  man fiir n = 2 den engsten Anschluss an die analoge 
G a u  s s  sche Quadraturformel erreichen , so nehme man zu den Gleich- 
ungen (a) noch die folgenden 

1 
2 . E ' - f ,  -p= 7 

hinzu. Dann wird 
1. cri = Crz - q, 

und man erhalt die symmetrische Formel 
1 Ay = { f ( x  -1- F ~ A X ,  y f- E ~ ~ . A x )  

+ f(x + FZAX) y + F Z ~ . A X ) ) A $ ,  

worin ~ , = 0 . 2 1 1 3  ..., r,=0.7887 . .  . zu nehmen ist. 
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Die Zahlwerte der E sind dieselben, welche G a u s s  (Wcrke 3,193) 

bei der entsprechenden ~uadraturformel giebt. Der Fehler in dritter 
Ordnung (correctio proxima) ist bestimmt durch den Ausdruck 

1st f(x, y) von y unabhangig, so wird fol = f,, = O und die 
Gleichung V) geht dirckt in die Bausssche Formel über, womit 
aber auch mgleich das Gebiet der Differentialgleichungeri verlassen ist. 

Bei der Anwendung wird man sich am bequemsten der Gleich- 
ung 1) bedienen, wenn man es nicht vorzieht, eine scharfer kon- 
vergierende Darstellung zu benutzen oder bei diesem geringen Genauig- 
keitsgrad xu der fast gleichwertigen graphischen Integration greift. 

4. A p p r o x i m a t i o n c n  d r i t t e r  O r d n u n g .  Die hierher gehorenden 
Formeln kommen am meisten für die Anwendungen in Betracht, da 
ihr Bau noch ein einfacher und doch hereits eine in vielen Fiillen 
geniigende Konvergenz vorhanden ist. Ihre allgemeine Porm ist 
durch die Ausdrücke 

Ary = é f  (x + erAx,  y + e'f Ax) . Ax 
charakterisiert. 

Die Entwickelung nach dem T a y  lorschen Satz giebt 

+ 2 ( r 3 & , , ~ s s +  ~ E ~ ~ ~ , A X ~ A ' ~  
+ ~ E - ~ ~ ~ A x A ~ Y ' + ~ ~ ~ A ~ ~ ~ } - A x + - . -  

und 
8' A1y = &.(f + ~Inf- A X  + -,DY. ax2+. . . ) .ax. 

Folglich 
A'y2 = é 2 { f 2  + 2fDf.  Ax + . ..}A$; 

Hiermit nimmt Ay die Form an 
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Da das Glied f&Df in dem Faktor von Ax4  nicht vorkommen 
kann, so ist auf diesem Wege keine vollstandige Naherung bis zum 
Gliede vierter Ordnung mogliüh. R'ehmen wir also zunachst auf das 
vierte Glied keine Rücksiüht, so erhalten wir die folgenden vier Be- 
dingungsgleichungen fiir die a, e und & ' :  

1 1 1 7) 1 ,  z f f E = - ~  2 2.~"- 8 '  ~ U E E ' - ~ .  

Fiir n - 2 hat man sechs Unbekannte, so dass man zu diesen 
Gleichungen noch Bedingungen hinzufügen kann. Setzt man z. B. 
E~ = O, so sind die übrigen Koeffizienten aus den Gleichungen 

zu bestimmen. E s  ergiebt sich 

und hieraus resultiert die für die Anaendungen sehr bequeme Formel 

Als Beispiel m6ge die Integration der Gleichung 

dienen. Die Resultate sind in der nachfolgenden Tabelle zusarlinien- 
gestellt. 

Die Rechnung ist mit y = 0 fiir x= 0 begonnen und mit vier- 
stelligen Logarithmen durchgeführt. Der Fehler nach vier Fort- 
setzungen ist verschwindend klein. 

Die Annahme a, = az führt zu einer anderen zwei liedrigen 8 
Formel, welche den Vorzug der ;ollst%ndigen Symmetrie besitzt. 

Aus den Gleichungen 
2 1 

q + ~ ~ = l ,  E ~ ~ + E ~ ~ = ~ ~ ~  E ~ E ' ~ + E ~ E ' ~ =  

folgt dann für E ' ,  - E', 
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und man erhiilt 
1 

A y = z { f ( ~ + ~ l A ~ ,  y + A f l y ) + f ( ~ + ~ Z A x ,  ~ + A ' a y ) } A l t :  

Für n = 3 hat man neun unbekannte Grossen. Wir  fügen des- 
halb willkiirlich die Bestimmungen 

1 
El- 0, E 2 = =  21 E 3 =  1, € I l  = O, &12 = O 

hinzu und erhalten 

Die entsprechende Formel für  Ay ist die von IIerrn R u n g e  ge- 
fundene, namlich 

Der mittlere Interpolationswert hat also das rierfache Gewicht 
der andern. 

n i e  Annahme 
1 1 

E1=y> E 2 = 0 ,  E 3 - i ,  a 1 = a 3  

giebt 
2 1 

=-> a 5 -- 
1 3 ?  

2 1 1  3~ E = - E  
3 2 3  

und die symmetrische Formel 

Ebenso einfach erhiilt man für 

aus den Bedingungsgleichungen die Werte der übrigen Koeffizienten, 
niimlich 1 2 5 1 

a - - --, a - -9 a - - - )  E',  = = 
l -  12 1 3  3 - 1 2  

und die Integrationsgleichung 
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E s  erscheint unnotig, die Zahl der dreigliedrigen Formeln zu ver- 
mehren, da man doch nur die einfachsten zur Anwendung bringen wird. 

5. A p p r o x i m a t i o n e n  v i e r t e r  O r d n u n g .  Obwohl die Re- 
sultate, die diesem Niiherungsgrad entsprechen, teilweise noch eine 
übersichtliche und verhaltnismiissig einfache Form zeigen, so werden 
doch die Entwickelungen, welche mi denselben führen, zicmlich un- 
beyuem. Deshalb sollen auch die n~twendigen Entwickelungen m8g- 
lichst verkürzt wiedergegeben werden. 

E s  handelt sich hier um die Potenzentwickelung des Ausdrucks: 

1 A"y - r l ( f  + r r l D f .  A s  + z r 1 ' 2 D P f - A ~ 3 + i  - 1  A X  

und hieraus 
~ 1 1  y a -  - 2 ~ ~ ~ f - I ) f - A x  -1 ~ " ~ ( 7 l f "  ffU2f)Ax"+ - . } A x 2  
AI! y 3 -  - & I 3 { f 3 +  3 & " f a U f . A x  +-  - . )Ax3.  

E'erner ist 

Durch Einsetzen der Werte von Airy gewinnt dieser Ausdruck 
die geordnete Form: 

1 
A'y = { f  + 6 ' D f - A x  +2i [ E ' ~ D ~ ~  + 2 e ' ~ ' ~ f , , D f l A x ~  

+ 6rreerrf , , f -  f i f ] A x 3 +  . - - } A x .  

Hieraus fol& sofort 
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Die Einsetzung in  Gleichung (b) ergiebt d a m  

Man überzeugt sich leicht, dass der vollstiindige wert von y Y 

auf diesem Wege nicht zu erreichen ist. Die Vergleichung des vor- 
stehenden Ausdrucks mit  der direkten Tay lo r schen  Entwickelung 
liefert die acht Bedingungsglcichungen 

Uni eine einfache numerische L6sung dieser Gleichung zu ge- 
minnen, setzen wir rz = 3 (9% = 2 is t  nicht zuliissig, da die e' drei 
Gleichungen genügen müssen) und nehmen die Gleichungen 

1 1 
Y a r 4 -  5 7  Z ~ E ~ = =  
L' 

x i i  den vier ersten hinzu. Hierdurch wird die Ordnung der Annaher- 
ung nicht beeinflusst, weil die notwendigon Bedingungen erfüllt sind. 
Aus der Gaussschen Arbeit (Werke 3, 193) folgt darin sofort 

Die E' bestimmen sich aus den Gleichungen 

1 
a 1 E i  - f l f 2 +  U 2 E g  €?'3+ 'Yg Fg fgf 2= - 

12 

Die Auflosung derselbeu ergiebt: 

E,' = 1,2268, F ~ '  = - 0,0798, - 0,5921. 

Xeitacùrift f .  Lllathc~iiotik u I'hj-sik. 45. Uniid. 19UO 1 Hoft 3 
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Endlich folgt aus der Gleichung: 

wenn wir &,"= O setzen, e,"= - 2,3495. 

Die entsprechende Approxirnationsformel v i e r t e r Ordnung 
heisst also: 

Die Aufstellungen anderer Formeln derselben Ordnung wollen 
wir unterlassen, weil man sich dieselben gegebenen Falls, den speziellen 
Anforderungen entsprechend, ohne Schwierigkeit entwickeln kanii. 

6. I n t e g r a t i o n  d e r  S i m u l t a n s y s t e m e  v o n  D i f f e r e n t i a l -  
g l e i c h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g .  Die Gesamtheit der bisherigen Be- 
trachtungen, welche sich unmittelbar auf eine Differentialgleichung 
erster Ordnung bezogen, lzsst sich ohne weiteres auf ein System von 
der Form 

übertragen. Was zuniichst die Bildung der Derivirten anlangt, so 
hat man 

wo also a a a u = n  + f r + g - -  o z  d y  2s  
gesetzt ist. 

Hieraus folgt durch nochmaliges Differentiiereri: 

und 
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Für die Naherungsformeln d r i t t e r  Ordnung hat man nun den 
allgemeinen Ansatz: 

Die Entwickelung von A y  und A z  ergiebt dann 

+ 2f0,, A'y A'z + fo,,Afap}Ax + . . 
und einen analogen Ausdruck für As. 

Nach Einsetzung der Werte von A'y und A'z folgt unmittelbar 

Die G b e r e i n ~ t i m m u n ~  dritter Ordnung wird ganz ebenso wie 
früher erreicht, wenn man 

setzt, und die früher entwickelten Formeln lassen sich demnach ohne 
Andermg der Eoeffizienten auf ein beliebiges Simultansgstem von 
Differentialgleichungen erster Ordnung übertragen. 

7. I n t e g r a t i o n  d e r  g e w o h n l i c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  
zw e i t e r  u n d  h o h e r  e r  0 r d n u n g .  Die Differentialgleichung zweiter 

schreiben wir in der Form 

und erhalten die Naherungsformeln dritter Ordnung: 

A'g = €f(:c+ E'Az, y +  E ' B . A x ,  Z+ ~ ' s ~ . A x ) A x .  
3 * 
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Ganz analog verfiihrt man bei Gleiühungen, welche hohere Deri- 
virten enthalten. E s  ist hierbei natürlich immer vorausgesetzl, dass 
die allgemeinen Integrationsmethoden versagen. Wendet man das hier 
gegebene Verfahren z. B. auf lineare Differentialgleichungen mit 
rationalen oder algebraischen Koeffizienten an, so ergeben sich 
Formeln, welche in einfachcrer Weise aus den Reiheneritwickelungen 
folgen. I n  der technischen Mechanik sind diese Naherungsformeln 
jedoch von grossem Wert.  

S. U e r ü c k s i c h t i g u n g  d e r  U n s t e t i g k e i t s s t e l l e n .  Bei der 
niilieruugsweisen Integration der einfachen Gleichung y'= f(x, y) tritt 
bci fortgesetzter Anwendung der Formcln haufig der Fa11 ein, dass y '  
grosser als die Einheit wird. Herr R u n g e  empfiehlt in der an- 
geführten Arbeit, alsdann die Variablen zu vertauschen. Bei Differential- 
gleichungen hoherer Ordnung verlangt dieses Hilfsmittel natiirlich 
eine Transformation, die gelegentlich unbequeme Rechnungen im Ge- 
folge haben kann. Nahert man sich einer Unstetigkeits- oder Ver- 
zweigungsstelle (u), was mir bisher praktisch nur bei einer Aufgabe 
aus der Induktionslehre vorgekomnlen ist, bei welcher hypothetisch 
punktuelle magnetische Pole vorausgesetzt waren, so wird man sich 
ohne Schwierigkeit durch Einfiihrung einer neuen abhiingigen Ver- 
gnderliühen x durch die bekannte Substitution y = (z - a)" z helfen 
konnen. Der Index ,& ist dann aus der Natur der Aufgabe bekannt 
oder muss versuchsweise passend angenommen werden. Bei dy- 
namischen Problemen aus der technischen Mechanik, wo die Kraft- 
feldor graphisch gegeben sind, scheinen derartige Schwierigkeiten - - 
auch bei Berücksichtiguug der Iteibungen - niüht aufzutreten. E s  
ist deshalb verfrüht, jetzt sühon Untersuchungen iiber diesen Punkt 
anzustellen. 

9. F e h l e r s c h a t z u n g  u n d  F e h l e r h i i u f u n g .  Um eine obere 
Grenze für den Fehler einer Approximation mter Ordnung zu erhalten, 
würde - unter den hier gemachten Voraussetzungen - die Bennt- 
nis von im Falle einer abhangigen Veranderlichen, ausreichen. 
Diese Derivirte ist aber hier nur mit eincr gewissen Anniiherung zu 
erhalten. Denken wir uns durch successive E'ortsetzungen eine Dar- 
stellung der Punktion y in der Form 

berechnet, so erscheint es am naheliegendsten, zunachst die Differenzen 
A y, A2y etc. für das Ende (oder den ganzen Verlauf der Funktion) 
zu bilderi und daraus die Werte der ( r r ~  + 1)ten Derivirten naçh der1 
bekannten Interpolationsformeln herzuleiten. Der so erhaltene Wert 
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ist aber wegep der Fehler, die den y anhaften, durch einen Fehler 
gleicher Ordnung getrilbt. Immerhin gewinnt man auf diese Weise 
Resultate, welche eine gewisse Fehlcrschiitzung erlauben. In pralr- 
tischen Fsllen, auf die es hier nur ankommt, scheint mir ein eiri- 
facheres Verfahren genügende Sicherheit gegen übermassig stark an- 
wachsende Fehler, die hier gar nicht unmittelbar zu bemerken sind, 
zu gewahren. Man bestimmt namlich durch Interpolation nur die 
fbrtlaufende Reihe der y '  für die verschiedenen Intervalle und vergleicht 
die so erhaltenen Werte mit den entsprechenden, bereits bekannten 
Werten von f(z, y). 1st diese U b e r e i n ~ t i m m u n ~  eine gute, so hat 
man sicher keinen betrachtlichen Fehler und kann ohne Bedenken 
weiter integrieren. Wachsen jedoch die Abweichungen über die zu- 
lassigen Grenzen, dann muss man sich dazu bequemen, das Argument- 
intervall A x  von einer bestimmten (leicht erkennbaren) Stelle ab zu 
verkleinern und die Bechnung von hier an zu wiederholen. Alle 
diese Schwierigkeiten liegen natürlich im Begriff der Differential- 
gleichung, welche eine allgemeine Integration nicht zulasst. Bei 
Quadraturen treten sie nicht auf, weil man hier die zur Verwendung 
kommenden Ordinaten stets als exakte Werte annimmt. 

10. G r a p h i s c h e  I n t e g r a t i o n s m e t h o d e .  Anhangsweise moge 
noch ein ganz elementares, geometrisches Verfahren angeführt werden, 
welches mit dem vorstehend entwickcltcn in keinem Zusammenhang 
steht, aber zuweilen in Verbindung mit den analytischen Methoden 
bei der Durchfihrung technischer Aufgaben recht brauchbar ist. 
Nehmen wir niimlich in der Differentialgleichung 

für p eine in gleichen Intervallen fortlaufende Wertreihe 21, (den An- 
fangswerten von s und y entsprechend) p , ,  Pe etc. an, dann stellen 
die Gleichungen 

24, ; f(x,  Y), 

ein Kurvensystem vor, welches den Niveaulinien einer Landkarte ver- 
gleichbar ist. Die Integrallinie y = F(y)  durchsetzt diese Kurven 
unter Winkeln, deren Tangenten p,, pl. . . , sind. 

1st A der Ausgangspunkt der Integration, so ziehen wir von 
A aus einen Strahl unter dem Winkel, dessen Tangente p, ist 
und zwar geschieht dies am bequemsten mit Hilfe eines Blittchens 
Pauspapier, auf welchem die Tangenten graphisch von 0- 1 gehend 
auf einer Ordinaten am rechten ilande aufgetragen sind. Von der 
pl = f(x, y) entsprechenden Niveaukurve brauchen wir nur ein ganz 
kleines Stückchen YQ zu kennen. Bei einiger Übung trifft man 
leicht zwei nahe zusamnienliegende Punkte P&, so dass mari die 
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geradlinige Verbindung dieser Punkte al8 Elernent der Niveau- 
kurve betrachten kann. Der S ~ h n i t t ~ u n k t  B desselben mit dem 
Strahl ist der zweite Puukt der Integralkurve. So fiihrt man fort 
und gelangt zu einer oft recht gut brauchbaren graphischen Dar- 
stellung des Integralverlaufs. Dieses primitive Verfshren kann natür- 
lich in der vorliegenden Porm auf Keuheit keinen Anspruch machen, 
rasst sich aber mit Benutzung der graphischen Methoden von La l anne ,  
La l l emand  und D 'Ocagn e ohne S ~ h w i e r i ~ k e i t  auf Simultansystcme 
von Differentialgleichungen ausdehnen und zur L6sung von dgnami- 
schen Problemen aus der technischen Mechanik verwerten, namentlich 
wenn die Zahlwerte, welche die Praxis an die Rand giebt, innerhalb 
weiterer Grenzen unsicher sind. 
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Synthetische Betrachtung eines in sich bewegten Fadens. 

Von 

Dass ein vollkommen biegsamer, unausdehnbarer, homogener Faden 
entlang der Kurve sich bewegt, mit welcher er ursprünglich zusammen- 
fiel, sobald ihm ein Antrieb d a m  gegeben wird, vorausgesetzt, dass 
jene Kurvenform eine Gleichgcwichtslage für ihn ist mit Eücksicht 
auf die von aussen her wirkenden Fernkriifte und die etwa stützenden 
vollig glatten Fliichen, und dass an seinen freien Enden gewisse 
Tangentialkrafte wirken, falls er ungeschlossen ist, wird auf analytischem 
Wege abgeleitet beispielsweise im aweiten Bande von Hoi i ths  ,,Dyna- 
mik der Systeme starrer K6rperi' (autorisierte deutsche Übersetzung 
von A. S c h e p p ,  Leipzig 1898, Teubner) auf Seite 447 flg. Bei der 
daselbst gegebenen IIerleitung des Satzes aus den allgemeinen Differential- 
gleichungen für die Fadenbewegung unter Einfluss irgend welcher 
Krafte kann die grosse Einfachheit des Problems einer solchen statio- 
niiren Bewegung nicht in dem MaI3e zutage treten, wie h i  der fdgenden 
geometrischen Behandlung einer zuniichst etwas anders gestellten Frage, 
niimlich der Frage nach demjenigen System von unendlich kleinen 
Kraften, welche in den Elementen eines Fadens von b e l i e b i g e r  
Kurvenform n o r m a l  angreifend vermogc der Verbindung ihrer AngriKs- 
punkte durch den Faden einander stets das G l e i c h g e w i c h t  halten, 
sobald im Falle von f i i ckungen  gewisse endliche Krzfte an den Stellen 
der letzteren angebracht werden ebenso wie an den etwa freien Faden- 
enden. 

Als Antwort ergiebt sich sofort, dass das fragliche Kriiftesystem 
kein anderes ist als dasjenige der F l iehkr i i f t e ,  die bei gleich rascher 
Bewegung aller Elemente des h o m o g e ~ i e n  Fadens, also Verschiebung 
des Fadens in sich selbst, wirklich auftreten müssen. Sind dann noch 
andere Kriifte von aussen her angenommen, so wird allerdings das Be- 
harren des in Bewegung gesetzten Fadens l ings  der anfangs schon 
mit ihm zusammenfallenden Raumkurve nur dann moglich sein, wenn 
für sich die ausseren Kriifte an dieser Form des Fadens im Gleich- 
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gewicht sind, da ja die von der Bewegung allein herrührenden Flieh- 
krifte in  ihrer Wirkung auf den Faden einander aufheben, wie dessen 
Form auch sei." 

Der Faden kann als Grenzfall einer Kette aus starren, gerad- 
linigen Gliedern gelten, und so sei zunachst festgcstellt, wann eine 
solche bei beliebiger Lage und Form im Gleichgewicht ist, falls in 
ihren Eckpunkten allein gewisse Krafte angreifen, deren jede sym- 
metrisch zu den beiden in ihrem Angriffspunkte aneinander stossenden 
Gliedern gerichtet sein 3011. Jedenfalls muss die in der Ecke ,7M, 
(li'ig. 1) angreifende Kraft in die Ebene der anstossenden Glieder 
JfA-iJ&, MJl,+, fitllen, da sie der Resultierenden p; der mit diesen 
Gliedern zusammenfallenden Spannungen s entgegengesetzt und gleich 

sein muss. Sie muss also die Richtung der (iusseren**) Winkel- 
halbierenden haben. Die Kraft Pn+l in  der folgenden Ecke Mk,l 
steht in derselben symmetrischen Lagenbeziehung zu den in an- 
greifenderi Spannungen der dort zusammenstossenden Glieder, und da 
die Spannung in 11&2CfL+l eben die eine Grosse s hat, so folgt, dass 
auch die Spannung in  I&&+~ J l k + a  davon nicht verschieden srin kann. 
Alle Gliederspannungen sind mithin gleich gross. Die Grosse der 
Kriifte p aber hiingt nur von den W i n k e l n  zwischen den Richtungen 
je zweier auf einander folgenden Glieder ab; falls man einen Durch- 
laufungssinn der Kette einmal angenommen hat, kann man offenbar 
sagen: die Kraft p im gemeinsam~n Punkte zweier Gliedcr ist parallrl 
utid der Liinge nach gleich der Verbindungslinie der Endpunkte 
zweier von einem Punkte O aus parallel den Itichtungen jener Glieder 
gezogenen Strecken von der Linge S. (Fig. 2.) Alle Kriifte p sind 
diirch die Annahme einer einzigen bestimmt. 1st die Kette nicht ge- 
schlossen, so müssen noch Züge s an den Enden in der Richtung der 
dortigen Glieder wirken. 

* Diese einfaclie Bedeutung der F l i e  h k r k  f t e  insbesondere tritt hier im 
Gègensatze zur erwiihnten analytischen Behandluug hervor. 

** Wegen der zuniiehst nnwesentliehen Bcschrankiing auf Zugspannungen. 
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J e  kürzer die Cilieder nun sind und je zahlreicher, um so mehr 
wird die Kette einer, von einzelnen Knickungen etwa abgesehen, 
stetig gekrümmten, irgendwie geformten n a u m  k u r  ve gleichen. Das 
Zusammenfallen der Richtungen der p mit den Ebenen der anstossen- 
den Glieder bedeutet nunmehr, da die letzteren zu Fadenelementen 
werden, das Parallellaufen der Kriifte mit den S c h m i e g u n g s e b e n e n  
ihrer Arigriffspunkte. Bei der schliesslich unendlichen Kleinheit der 
Winkel G zwischen aufeinander folgenden Gliederrichtungen (Fig. 2) 
werden die Krafte p der Grosse nach d iesen  W i n k e l n  p r o p o r t i o n a l ,  
und hei g le ich~r  Tiknge aller Fadenelemente folgt hieraiis offenbar die 
Proportionalitit zwischen den jetzt parallel den H a u p  t n o r  malen  
auswiirts wirkenden Kraften und den r e z i p r o k e n  W e r t e n  d e r  
K r ü m m u n g s r  a d i e n  an den zugehorigen Stellen. IIaben alle Faden- 
elemente gleiche MaBe, wie dies bei einem homogenen Faden zutrifft, 
so liegt also thatsachlich das eingangs erwiihnte Fliehkriiftesÿstem vor. 

E s  sei nun 7r2, die Masse der Langeneinheit, v die Fadengescliwindig- 
keit, A die Lange eines E l~ments ,  p der Krümmungsradius der be- 
trachteten Stelle. Die von dem dortigen Element ausgeübte E'liehkraft 

v S  betriigt dann m l  a,  und mit Rücksicht ouf die Beziehung zwischcn p 

und den Spannungsstrecken s (Fig. 2) muss dies gleich sein dem 
Produkte se. Daher ist 

Dies ist also der Betrag der itn ganzen Faden konstanten Zugspannung 
infolge seiner Bewegung, und tangentiale Zugkrafte von dieser Grosse 
müsste man an den etwa freien Enden anbringen, damit keine Bahn- 
abweichung erfolge. Ebenso wiiren für den Fa11 von Richtungs- 
unstetigkeiten die unendlich kleinen Rollen, üher die daselbst der 
Faden gelegt zu denken ist, durch eridliche Briifte festzuhalten, die 
aus je zwei Kornponenten von der Grosse nzvz, parallel den Tangenten 
beiderseits von der Richtungsunstetigkeit, sich zusammensetzen. - 
Sind Zugspannungen in dem von iiiisseren Kraften zu einer ,,Kctten- 
1iiiien"-E'orm (im allgemeinsten Sinne) gezwungenen Faden bereits im 
Ruhezustand vorhanden, so komrrit zu denselben infolge der betrachteten 
Bewegung der konstante Betrag mv2 als Summand hinzu. - 

Zu dern Satze, dass jede beliebige Raumkurve für das zugehorige 
Fliehkriiftesystem eine Gleichgewichtsform darstellt, gelangt man un- 
mittelbar auüh durch folgendes graphostatische Verfahren, das für 
eine gegebene Fadenform überhaupt jedes System in den Badenelernenten 
angreifender, im allgemeinen unendlich kleiner Krafte finden liisst, 
welche einander das Gleichgewicht halten. Man legt diirch einen festen 
Raumpunkt gerade Linien parnllel den siimtlichen Fadenelementen und 
zieht auf der hierdurch entstandenen Kcgelfliche alle moglichen Kurven; 
jede derselben erscheint dann durch die Kegelerzeugenden in unendlich 
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riele Elemerite zerlegt, welche der Grosse und Riçhtung nach die 
Kriifte darstellen, die mari in den den Erzeugenden entsprechenden Ele- 
menten des Fadens angreifen lisst, um derart ein Kraftesystem der 
verlangten Art zu erhalten. Schneidet die Kurve auf dem Kegel a& 
Erzeugendcn s e  n k r  e c h t, wie dies einem Normalkriiftcsystem eut- 
spriiche, geh6rt sie also zugleich einer Kugelfliiche mit dem Kegel- 
scheitel als Mittelpunkt an, so ist das dadurch bestimmte Kraftesystem 
offenbar das der Fliehkrafte; denn seine einxelnen Kriifte sind pro- 
portional den Winkeln zwischen benachbarten Kegelerzeugenden, d. h. 
also, bei Einteilung des E'adens in gleich lange Elemente, proportional 
den reziproken Werten der zugehorigen Krümrnungsradien. Die Lagen- 
beziehung der Krafte zu den Fadensçhmiegungsebenen und die sich 
einstellende Zugspannung mue findet man ebenso ohne weiteres durch 
Betrachtung der nun vorliegenden riiumlichen Konstruktion. 
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Zur Darstellung des Bernoullischen Theorems 
in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Von 

Dr. J. EGGENBERGER 
in Miinchen. 

Sind p und q die einfaüheu und konstanten Wahrscheinliühkeiten 
zweier entgegengesetzter Ereignisse E und E ' ,  so ist die Wahrscheinlich- 
keit P dafür, dass das Ereignis e in einer sehr grossen Anzahl von 
p = m + n Vcrsuchcn eiiic Anzahl a von Malen, die zwischen 

m * L  
liegt, eintrifft, gegeben durch 

i - - 2  

IL' wobei noch vorausgesetzt sein moge, dass i p n t q n  der grosste Terni 
m !  n !  

der binomischen Entwickelung (p $ y)~ ,  also p : y = i»z : n sei. 
Diese Summe wurde schon von J a k o b  B e r n o u l l i  1. (1654-1695), 

dem Begründer der Theorie von der Wahrscheinlichkeit a posteriori, 
in seinem genialen Werke ars conjectandi (Base1 1713)* gegeben. 
Ohne einen numerischen Wert  für diesc Summe zu suchen, mies 
B e r n o u l l i  mittels einer ihm eigentümlichen Analyse, die sich auf das 
Verhiiltnis der Summe der um das grosste Glied der binomischen 
Entwickelung gruppierten Terme zur Summe aller übrigen stiitzt, zur 
Evidenz nach, dass bei fortgesetzter Reobachtung nicht nur P immcr 
grosser und grosser wird, sondern nuch die Grenzen der Abweichung 
m Â. immer enger gezogen werden konnen und schliesslich für 
p = c a  mit Gewissheit angenommen werden darf?, dass I! = O und a = m 
wird, dass also das Verhiiltnis der Anzahl des Eintreffens des Ereig- 
nisses E zur Gesamtzahl der Beobachtungcn der wahren Wahrschein- 
lichkeit des Eintreffens von E gleichkommt, d. h. 

nt n = p  und = q  
gesetzt werden kann. IL P 

* Neuerdings in deiitscher cbersetzung von R. Hau~sner herausgegeben 
(Ostwalds Klassiker Kr. 107 und 108). 
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In  seiner ,,Doctrine of, chances" suchte A b r a h a m  de  Moivre  
(1667-1754) zuerst einen numerischen Wert  für P und fand, wie 

1 
ich an anderem Orte* gezeigt habe, für den Spezialfall p = p = 

die Reihe: 
2 1' 4 L6 S I 7  p z  A---+ +- L( ~ ' ~ Z C L  I 3 p  2 Sp' 6 1 p '  

d. h. wenn man y = l - setzt: v: 
O 

( e  = Basis der natürlichen Logarithmen). 
nz 1 Als Grenze der Abweichung - - - ergiebt sich für diesen Fa11 
P 2 

M o i v r e  deutet mgleich an, dass für den Fall, wo p und q ver- 
schieden sind, 

I 

wird, worin y = Â. v& gesetzt ist und die Grenzen der Abweichung 

m 
- - p zwischen + y 
IL v2F gelegen sind. 

S. P. Laplaoe (1749-1827) gab dem Moivreschen lntegral- 
ausdruck grossere Genauigkeit, indem er fand: 

worin y dieselbe Bedeutung und die Abweichung - p si& innerhalb 
r- 

der namlichen Grenzen bewegt wie im Moivreschen Ausdruck. 
Dieser Ausdruck für Y hat seit Laplace allgemeine Anwendung 

gefunden. Für  das Integral sind Tafeln** berechnet worden, welche 
für aufeinander folgende (bei Meyer nach der zweiten Dezimale) Werte 
von y (die nur zwischen O und 3 liegen konnen) die zugehiirigen 
Werte des Tntegrals gehen. 

* Siehe meine Abhandlung: Beitrlige zur Darstellung des Bernoullischen 
Theorems, der Gammafunktion und des Laplaceschen Integrals (Mitteilungen der 
Knturf. Ces., Bern 1893). 

*' Meyer8 Vorlesiingen iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsehe Ausgabe 
von Czuber (Teiibner, Tjeipzig 1879) geben cine solche Tafel Seite 525 flgg. 
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e- Y' VLe- Y 2  Y e- Y Z  
Der Restterm , für den auch - oder - geset,zt 

V z n i ~ q  1/znrnn " Vn 
werden darf, muss jeweilen separat berechnet werden. Die Restfunktion 
wird freilich in Theorie und Praxis oft vernachlassigt, da dieselbe für 
grosse y nur sehr kleine Werte liefert. 

Im Folgendcn soll gezcigt werden, dass die Restfunktion mit dem 
Integral vereinigt werden kann, so dass 

wird und demnach direkt aus der Tafel der Integrationswerte gefunden 
werden kann. 

Die Bernoullische Summe sei in folgender Weise dargestellt: 

LL ! worin y, = - der grosste Term der binomischon Entwickelung 
m n !  P 

sei. Dann wird: T-.? 

Es soll nun die Funktion rp(x), die wir in diesem Zusammen- 
hange füglich al3 M o i v r e  sche bezeichnen konnen, niiher bestimmt 
werden. 

Mit Hilfe der Stirlingschcn Formel, welche die Fakultiit als Funk- 
tion ihrer Endzahl darstellt, 

fintiet man für des allgemeine Glied unserer binomischen Entwickelung 
nach dem Vorgarige von L a p l a c e :  

woraus sich für das Maximalglied y,, ergiebt: 
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Nun hat schon J a k o b  B e r n o u l l i  1. gezeigt, dass diejenige Kom- 
biriation der Zahlen nz und n für das Eintreffen der Ereignisse E und E' 

ein Maximum von Wahrscheinlichkeit aufweist, worin ,up = m und 
pq = n gesetzt werden kann (wahrscheinlichste Hypothese). Daher 
wird das Maximalglied 

1 1 und bei Vernachl5ssigung der Glieder mit und in erster Niiherung: 
n 

oder 

ebenso wird . 

oder X? 

Dies ist der Niiherungswert der M o i v r e  schen Funktion. 
Die Summen in 1) und 2) sollen nun in Integrale übergeführt 

werden. Dazu dient die Eule r - ' i l ac laur insche  Summenformel für 
Reihen mit endlichen Differenzen. Da in unserem Falle das Inkrement - 1 kt, nimmt diese Formel folgende Gestalt an: 

t in inf., 

worin BI, B,, . . . die Bernoullischen Zahlen bedeuten. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. J. EO~ENREROER. 47 

Vernachlissigt man darin die Glieder mit den Derivationen von 
1 

cp(x), weil schon q~'(x) von der Ordnung , (,fi = sehr gross) ist, so 
bekommt man : 

1 C 1 
P O  

und 

Mit Hilfe dieser Ausdriicke wird aus 1) und 2): 

ebenso 

Somit liegt der Wert  von P zwischen 

2; A + 1  

/<~(x)ds und J<~(x )d r .  
n O 

Man setze: 

wo 6 eine kleine Grosse, zwischen O und 1 gelegen, bedeutet, die nun 
bestimmt werden soll. 

Zu diesem Zwecke soll 
I+a 

nach T a y l o r  eutwickelt werden. 
Setzt man 

a> 

d a m  wird 
R C O 
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Weil aber nach a) 

Weil 6 < 1, ist die Entwickelung konvergent, und bei V e r n a c h k s s i g ~ n ~  
der Glieder mit gi"(Â), . . ., weil schon cpf (A)  von der Ordnung 
1 

-s ist, erhilt  man in erster Kiiherung: 
- 

P" 

Analog folgt aus (4): 
A+l-S 

1 
und durch Entwickeliing des Integrals links ergiebt sich ebenso 6 = 

Mit Berücksichtigung von Gleichung 3) folgt 

wo k2 = (lx2, 
1 " Tpn 

i d ,  so ergiebt sich riach eirifacher Substitution: 
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Dies ist  die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Anzahl der Wieder- 
holungen des Ereignisses E innerhalb der Grenzen 

gelegen ist, oder die Wahrscheinlichkeit, dass die Grenzen der Ab- 
- 

m - 

neichung - - p gleich + y v2:- sind, y = il/@ genommen. 
P 

Im Integral der Gleichu~ig 6) sind die beiden Terme des Laplace- 
schen Integralausdrucks 

vereinigt. Dabei hat  sich die obere Grenze des Integrals 

vernndert. Bei Anwendungen des Theorems hat man somit y '  zu be- 
rechnen und findet den Wert P unmittelbar aus der oben erwahnten 
Tafel der Werte dieses Integrals. 

An zwei Beispielen sol1 nun noch gezeigt merden, dass die beiden 
dusdrücke Werte liefern, die nur  ganz unerheblich von einander ab- 
meichen. 

In Meyer ,  Vorlesungen über Wahrschoinlichlieitsrechnung*, wird 
folgende Aufgabe behandelt. 

Die günstigen Falle für Knaben- und Mgdchengeburten stehen im 
Verhaltnis von 18 : 1 7 ;  wenn nun wiihrend eines Jahres 14000 Kinder 
geboren werden, welches ist die Wahrscheinlichkeit Y, dass die Zahl m' 
der Knabengeburten 7363 nicht überschreitet und nicht kleiner ist 
als 70371 

Gegeben sind: na den Knabengeburten, n den Mgdchengeburten 
günstige FLlle 

m + n = p = 1 4 0 0 0  

m : n = 1 8 : 3 7  

p:111=35: 18 

m = 7200 

TZ - 6800 

W. + A. = 7363 
A. = 163. 

Es wird die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass nt' die Anzahl der zu 
erwartenden Knabengeburten zwischen 7200 f 163 gelegen ist. 

* Deutsche Ausgabe von Czuber , Seite 107  flg. 
Zeitschrift f .  Yathemntik n. Pbpik. 45. Band. 1900. 1. Heft. 4 
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Nach dem Laplaceschen Ausdruck wird die Aufgabe wie folgt 
gelEst (Meyer) :  

nTeil y = A. -- = '"Y< , wird 1/z V 2 < > i ~  

logp-( log2 f l o g m t l o g n )  
logy = l o g 1  + - 

2 
und y = 1.94912. 

Für  dielles y folgt aus der Tafel der Integralwerte 

CD = 0.99415. 

Fiir die Berechnung von Y hat man 

log ?IJ - log y - log e y 2  - logl/;, 
2. 

und 

Mit Hilfe des Ausdrucks 
YI 

niacht sich die numerische Eechnung einfacher wie folgt. E s  ist 

log Y' = log (1 + 1,) + log p - (log 2 )log nl. Jr log 1%) 

2 
und y'= 1.95497, 
wofür die Tafel giebt: 

P = 0.994305. 

Die beiden Resultate differieren somit erst in der sechsten Dezimale. 
Als zweites Beispiel wiililen wir folgende Aufgabe: Eine 

Krankenkasse zahle 1000 Mitglieder. Hat nun die Erfahrung gezeigt, 
dass wahrend einer Reihe von Jahren die Zahl der Krankheitsfalle 
zur Zahl der Mitglieder im Verhiiltnis von 3 : 10 steht, welches ist 
dann die Wahrscheinlichkeit P dafür, dass die Zahl der Erkrankungen 
im nichsten Jahre m' zwischeri 260 und 340 liege? 
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Hier ist 

A = 40. 

E s  wird die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass die Zahl der zu 
erwartendcn Krankheitsfi.lle zwischen 300 + 40 gelegen sei. Nach 
dem Laplaceschen Ausdruck hat man wie vorhiii 

P = 0 + Y. 

Für den Wert  @ berechnet sich y wieder aus 

und ergiebt 

wofür die Integraltafel den Wert 

CD = 0.99422 

liefert. Der Wert ?P ergiebt sich aus 

und ergiebt ?P = 0.00061. 
Daher wird P = CD + 'F = 0,99483. 

Mit Hilfe unseres vereinfachten Ausdrucks berechnet sich y' aus 

und es wird y'= 1.976197, 

welchem Wert  nach der Tafel ein Integrationswert von 

P - 0,99481" 
entspricht. 

Weil beim zweiten Beispiel y erheblich kleiner kt als beim 
ersten, zeigen die beiden R,esultate desselben schon in der fünften 
Dezimele eine Abweichung, die aber ebenfalls belanglos ist. 

E s  steht demnach nichts im We.ge, dem Laplaceschen Integral- 
ausdruck fortan die neue bequemere Form zu geben. 
- 

* Bei der Uestimmung von P nach der Tafel des Integrals wurde die be- 
kannte N e w  t O nsche Interpolationsformel 

verwendet. 
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Kleinere Mitteilungen 

Sur la formule de Taplnr pour les l'nrmes géométriques. 
Par C .  B u r a l i - F o r t i  à Turin.  

M. K o n r a d  Z i n d l e r *  dans la récension de mon livre I n t r o d u c t i o n  
à l a  G é o m e t r i e  d i f f é r e n t i e l l e  s u i v a n t  l a  m é t h o d e  d e  H. G r a s s -  
m a n n  (Paris Gauthier-Villars 18 97), fait ,  & propos de la démonstration 
de la  formule de T a y l o r  pour les formes géométriques, l'observation 
suivante: ,,J3ei der Ableitung der T a y l o r s c h e n  Reihe nach derselben Me- 
thode is t  freilich der Reweis nicht als vollstindig zu betrachten, indem er 
i m  wesentlichen auf der Division durch eine geometrische Grosse beruht, 
die bekanntlich im allgemeinen nicht gestattet ist  (vergl. G r  a s s m  a n n ,  A,, 
ci5 6 2 ,  63). 

Dans la dAmonstration à laquelle l 'A. fait  allusion (mon livre No. 39 
Théor. 1) des passages rélatifs aux définitions précédentes sont sous-enten- 
dus,  niais n'est point sous-entendue l'opération division dont j'ai fait 
usage dans le  seul cas où elle donne un résultat unique, résultat qui est 
un  nombre (rapport de deux segments ou vecteurs d'une m?me droite, de 
deux triangles ou bivecteurs d'un même plan, de deux tétraèdres ou tri- 
vecteurs). 

J e  trouve convenable de reporter ici l a  démonstration en forme com- 
de la formule de T a y l o r ,  tandis que je saisis l'occasion pour ré- 

mercier M. K O n r  a d Z i  n d 1 e r des appr&iations favorables faites p a r  rapport 
à mon livre. 

ThéorbmeI (mon livre No.39). Si [(t) e s t  u n e  f o r m e  g é o m é t r i q u e  
q u i ,  p o u r  u n e  v a l e u r  d e  t a i t  l e s  d é r i r é e s  j u s q u 7 à  l a  nihw, on 
a u r a  p o u r  c e t t e  v a l e u r  

o ù  F e s t  u n e  f o r m e  d e  m ê m e  o r d r e  q u e  f, f o n c t i o n  d e  72 ( e t  de 
l a  v a l e u r  c o n s i d e r é e  de t ) ,  s a t i s f a i s a n t  e n  a u t r e  à lim F =  O.  

h = O  

Dem. :  É tan t ,  par  hypothèse f"(t), . . . f ( " ) ( t )  des formes géométriques 
bien déterminées, l a  forme F, fonction de  h e t  de t, qui satisfait à la  
condition l), est univoquement déterminée et  est du  m6me ordre que f 

f (n) ( t ) ] ]  . 
n ! 

Soit,  par  exemple f d u  prémier ordre: étant lu un triangle (indé- 
pendant de t e t  de 11) quelconque, posons 

* Zeitschrift für Mathematik und Phgsik Bd. 44. 
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cp(t) est une fonction numérique de t ayant les dérivées jusqu'h l a  nihe 
car rp(")(t)  = f (") ( t )u .  Multipliant les deux membres de la 1) pour cu on 

a par la 2)  
h  = 

c p ( t  t h )  = ~ ( t )  -k h<p'\t) + ; ! - r p " ( t )  + ... 

mais cp est fonction numérique e t  donc en vertu de l a  formule de T a y l o r  

pour les fonctions numériques* nous avons 

* Je reporte ici une démonstration très simple du Théorème de T a  y 1 o r  
pour les fonctions num6riques (analogue à celle donn6e par M. P e a n O dans les 
Appendic i  a l l e  l e z i o n i  d i  a n a l i s i  i n f i n i t e s i m a l e ,  1898). 

Théorème.  - Si  f(t) e s t  u n e  f o n c t i o n  n u m é r i q u e  q u i ,  p o u r  u n e  
va leur  d e  t a i t  l e s  d é r i v é e s  j u s q u ' à  l a  ni~nie, on  a u r a  p o u r  c e t t e  va-  
leur  d e  t 

où E e s t  u n e  f o n c t i o n  de  h ( e t  de  l a  v a l e u r  c o n s i d 6 r é e  d e  t )  t e l l e  q u e  

l l e m  : - On an,  par les hypothèses, que la fonction a! de h satisfaisante 
à la condition 

h7,-1 
Il f ( t f  h ) = f ( t ) + h f l ( t ) + .  . . + - - - f b - l ) ( t ) + h n u  

(?a - 1) ! 
est bien déterminée, et on a 

hn-1 
f ( t + h ) - f ( t ) -  h f J ( t ) - .  . . f ( r ~ - l ) ( t )  

- -- --  
(n-i)! 

2:  D! = h 11 

Le rapport des (n - 1 ) i h e s  dérivées, par respect à h ,  du numérateur et 
denominateur du second membre de la 2) est 

pour un.théorèine bien connu sur la limite d'une fraction dont le numérateur et 
le dénominateur s'annulle; on a 

1 f(n-11 ( t  t h) - f (n- 1)(tj 1 
lim cc =- lim -- 

h 
- f (ni (t).  

?,=O "! n - 0  TL! 

On a donc 

ou 

que, par la l), démontre le Théorème. 
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car F a  est un nombre fonction de /L (dans mon livre F u  est i n d i q d  
par  FI). Mais cette formule subsiste quelque ce soit le  triangle ct e t  donc, 
en vertu de la  définition de limite d'une forme variable (mon livre No. 34): 

l i m F = O  
h = O  

ce qui démontre le théorème." 

Über eiiiige konforme Abbildnngen. 
(Zusatz zu dem Aufsatze S. 320 des vorigen Bandes.**) 

Von Dr. H. E. Timerding in S t rassburg  LE. 

Die M e r c a t o r s c h e  Projektion einer Kugel auf eine Ebene wird 60 

hergestellt, dass die Abscisse 6 eines Punktes i n  der Bildebene der geo- 
graphischen Lange des entsprechenden Punktes auf der Kugel gleichgemacht 
und die Ordinate 71 aus der geographischen Breite d mit  Hilfe der Gleichung 
berechnet wird: 

7 = log tang (; + :). 
Wir konnen nun fragen, welche konforme Abbildung einer Ebene auf 

eine andere durch diese Filnktion vermittelt wird, indem wir dem und 0 
komplexe Werte gcbcn. Setzen wir also: 

1) v + i U = l o g t a n g  

wo 77, B und u, v rechtwinklige Koordinaten i n  z a e i  verschiedenen Ebenen 
bezeichnen. Dann 18sst sich aber leicht einsehen, dass wir genau diese 
Beziehung erhalten, indem wir fü r  eine zweito M e r c a t  or-Projektion den 
Aquator durch einen Meridiankreis ersetzen und die Verwandtschaft er- 
mitteln, i n  die so durch die Kugel die Ebenen der beiden M e r c a t o r  
Projektionen gebracht sind. Diese Beziehung m u s  eine durchaus wechsel- 
seitige sein und aus der obigen Gleichung 1) folgt demnach auch:' 

u + iu = log tang  
U + i V  

(1; + O) 
Diese Abbildung is t  die quere Abbildung zweier Streifen aufeinander. 

Zwei Streifen von der gleichen Ureite TC werden n i i d i e h  d,irch sie derart 

* Que cette démonstration est identique à celle que je donne dans mon 
livre resulte bien aisément aussi par la démonstration du Théor. II (So. 39 de mon 
livre) en considérant les fonctions a, f ( n ) ( t )  a. 

** S. 320 Zeile 6 von unten, lies das erstemal Gitr statt Qof. 
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aufeinander abgebildet, dass beidemale die unendlich fernen Teile des einen 
im Bilde auf zwci gegentiber liegende Randpunkte des anderen zusammen- 
schrumpfen und die Stücke, die links und rechts von der Verbindungslinie 
dieser Randpunkte liegen, den beiden kongmenten Teilstreifen entsprechen, 
in die der andere Streifen durch die Mittellinie seiner Randlinien zerfhllt. 

Allgemeiner is t  die Abbildung : 
u + iv P+ iU- k l o g t a n g  

72 
die einen Streifen von der Breite - auf einem solchen von der Breite a 

k 
abbildet. 

Kombiniert man die Abbildung 1) mit  der folgenden: 

durch die ein Streifen von der Breite 2n au€ der ganzen Ebene abgebildet 
wird; so erhiilt man,  indem man noch 

7c 
u fiir u + 

schreibt , die Abbildung 

4) 
u f iv X+ iY - tang---Y 

2 .  

durch die ein Streifen von der Breite a auf dem Inneren eines Kreises vom 
Radius 1 abgebildet wird, indem er auf einen solchen gleichsam der Lange 
nach zusammengedrückt wird. Den Itandlinien des Streifens entsprechen 
die beiden Hiilften der Kreisperipherie. 

Kombiniert man aber die Abbildung 3) mit derjenigen, die für k = 2 
aus i*) hervorgeht, so erhiilt man die neue Beziehung: 

7c 
durch die ein Streifen von der Breite - auf dem Inneren eines Kreises 

2 

vom Radius 1 abgebildet wird, indem er  in  denselben gleichsam umgebogen 
wird. Der einen Randlinie des Streifens entspricht die ganze Peripherie, 
der anderen Randlinie ein Radius des Kreises i n  zwejdeutiger Weise. 

Fügt  man zu der Gleichung 5) noch die Relation:. 

durch die der Streifen von der Breite auf dem Inneren der Parabel 

y2 = 4 (1 - z) 

abgebildet wird, so ergiebt sich 

7) 
7 2 -  

1 / ~ + i ~  = t a n g l / z  + i y .  
4 

Diese Gleichung is t  schon von S c h w a r z ,  i n  Crelles Journal Bd. 70, 
fur die konforme Abbildung des Inneren einer Parabel auf dem Inneren 
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eines Kreises gegeben worden. Man vergleiche C a y l e y ,  Quarterly Journal, 
Bd. 20, S. 213,  Gesammelte Werke, Bd. 12 ,  S. 328. 

Bei der queren Abbildung zweier Streifen aufeinander gehen die 
Langs- und Querlinien auf dem einen in M e r c a t o r - K u r r e n  der ersten Ord- 
nung auf dem anderen über, und zwar sind den Liingslinicn M e r c a t o r -  
Kurven des zweiten Typus zugeordnet, die alle durch die beiden den un- 
endlich fernen Gebieten des anderen Streifens entsprechenden Randpunkte 
gehen. Die den Querlinien zugewiesenen M e r  c a t O r -Kurven sind hierzu 
orthogonal und also vom ersten Typus. 

Es  mag bei dieser Gelegenheit erwiihnt werden, dass diese Linien in 
der Physik, als Strornlinien und Kraftlinien, niclit selten auftreten. So 
ist die zugehorige Figur ,  auf experimenteller oder rechnerischer Grundlage, 
schon harifiger gegeben worden. Man findet sie u. a. bereits in einem Auf- 
satze von A u e r b  a c h ,  Wiedemanns Annalen Bd. 3 ,  1878, als Darstellung 
der elektrischen Stromlinien auf tiinem Cylinder oder einem ebenen, unend- 
lich langen Streifen. Auch in der Kartographie kam man gelegentlich auf 
diese Kurven. Man sehe: B r e u s i n g ,  Das Verebnen der Kugeloberfiiiche etc., 
Tafel 4 Fig. 2. Die Figur 4 unseres Aufsatzes giebt M a x w e l l  fiir die 
Kraftlinien i n  der Nahe des Bandes einer Plat te  (Treatise on electricity 
and magnetism, 1, Fig. 11). Kerr  H o l z m ü l l e r  bringt in  Fig. 1 4 1  seiner 
Potentialtheorie (Le ip ig i  B. G. Teubner) dieselbe Figur. 

Es k6nnte scheinen, als ob die M e r c a t o r - K u r v e n  der ersten Ordnung 
noch eine weitere eminentc praktische Bcdeutung hiitten. Dio von Herrn 
G r e e n h i l l  gebrauchte Bezeichnung als S u m n e r s c h e  Linien stützt sich 
n a d i c h  auf die von dem Bostoner Kapitan S u m n e r  angegebene Methode, 
die Position eines Schiffes auf See durch die Beobachtung der H6he zweier 
Gestirne zu eincr genau bekannten Zcit zu bestimmen, eine Mcthode, die 
immer weitereverbreitung erlangt. Dann is t  auf der Seekarte allerdings der zu 
ermittelnde Ort als der eine Schnittpunkt zweier X e r c a t o r - K r e i s e  bestimmt. 
I n  der Praxis handelt es sich immer um die moglichst angenzherte Be- 
rechnung dieser Kurven innerhalb des Bereiches, in  dem der Or t  unbestimmt 
ist,  und hierzu sind bosondere Methoden erforderlich, die von T h o m s o n  
und anderen angegeben wurden. 
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Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Von 

Prof. Dr. HANS LORENZ 
in Halle a.  S.  

Kapitel II. 

Die Eiiergieaustausch. 
9. Die  k i n e t i s c h e  E n e r g i e  i m  K u r b e l g e t r i e b e .  Die absolute 

Bestimmung der Massendrücke setzt, wie wir schon früher hervor- 
gehoben haben, die Kenntnis der Winkelgeschwindigkeit der Kurbcl 
und damit der Geschwindigkeit aller anderen Teile des Systems in 
jeder Lage desselben voraus. Biese Geschwinciigkeiten werden nun 
ihrerseits bedingt durch den gesamten Energieaustausch, welchen das 
Kurbelgctriebe vermittelt. Trit t  die in einem Zeitelement in das System 
eingelcitcte Energie nicht sofort durch nbcrwindung von iiusseren 
Widerstznden wieder ails deniselben heraus, so ruft der R.est einer- 
seits eine Veranderung der potentiellen Energie (d. i. Veranderung der 
Hohenlage des Gesamtschwerpunktes), andererseits eine ~ n d e r u q  der 
totalen kinetischen Energie hervor. 1st endlich die Maschine nach 
Schlickscher Methode ausgeglichen, so fallt die Andermg der 
potentiellen Energie hinweg und es bleibt nur diejenige der kinetischen 
Energie zu berücksichtigen. 

Diese k i n e t i s c h e  E n e r g i e  wollen wir zuniichst als Funktion des 
Kurbelwinkels beutimmen. Für  das c i n f a c h c  S c h u b k u r b c l g e t r i e b e  
korrimen wieder die drei Beütnndteile, das Gleitstück, die Schubstange 
und die Kurbel mit allen lediglicli rotierenden RTassen in Retracht. 
1st E die momentane TVinkelgeschwindigkeit, dK ein Gewichtselement 
der Ki l rbe l  im Abstande 9 von der Drehaxe, so haben wir die 
kiiietische Energie dieses Elementes 

mithin, wenn 76" den Tragheitsradius der gesamten rotierenden Masse 
bezogen auf die Drehaxe bedeutet, die kinetische Energie derselben 
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Ebenso einfach gestaltet sich die Berechnung der kinetischen 
Energie des G l e i t s t ü c k e s ,  dessen Gemicht wir wie früher mit P be- 
zcichnan wollen. Wir erhalten mit Rücksic,ht auf Gleichung 3b) 

P dx 
138) J 0 = 2g - (-) d t  = 2 g  (sin rp + 

oder, wenn wir das mit re:  lqehaf te te  Qlied vernachlassigen dürfen (S.$ 1) 
2 r 

138a) J - $ r2r2sin2cp (1 + cos rp). 
O -  2.q 

Etwas verw-ickelter gestaltet sieh schon die Herleitung der 
kinetischen Energie der S c h u  b s t a n g e ,  zu der wir gelangen, indeni 
wir die Quadrate der beiden Geschwindigkeitskomponenten, Gleichung 8) 

Y 

O 
x 

x1 5 

und 9), für jedes Element d G  addieren und schliesslich integrieren. 
W i r  wollen indessen hier einen etwas andern Weg einschlagen und 
bctr:tchtcn wie in $ 8 die ebene Hcwegung eines Ktirpers, der i n  zwei 
PuLkten A und B auP Leitkurven gelührt wird (Fig. 26). Die Ent- 
fernung der beiden Punkte sei 1, ihre momentanen Koordinaten $,yl 
bezw. x, y,, diejenigen eines beliebigen Punktes xy. W i r  wollen nun 
die Tlage dieser belirhigen Piirikte P auf einen der beiden geführten 
z. B. A beziehen und wiihlen dazu die Linie A B  als Abscissenaxe. 
Dann seien 6 und 7 die relabiven Koordiriatan, welche mit der En t -  
fernung i lP  = Q ein reehtwinkliges Dreieck bilclen. Nennen wir 
schliesslich die rnomentane. Neigung der Linie A B  gegen die' x- Axe @, 
so bestchen die beidcn Gleichungen 

{ 
x - 2,- [cos @ - risini, 

139) y - y, = 6 sin ii, + 7j COS qb. 

Die G e ~ c h w i n d i g k e i t s k o m ~ o n e n t e n  des Punktes P sind danil 
d x  dx, - -  du, dx, d Q 
- (Esin+ + TCOS@) = d t  (Y - Y') d t  

140) ( a- . dui d% d ILJ - d ~ - b - + ( ~ s i n ~ . - ~ ~ ~ ~ ~ ) . + ( ~ - ~ ) - ~  
d t  d t  d t  d t  1 d t  
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Man erkennt, dass infolge der Einführung des Winkels I/J die 
Koordinaten s, y, iiberhaiipt nicht in den Formeln erscheinen, was 
nichts anderes hesagt, als dass d i e  B e w e g u n g  des  K o r p e r s  auf  
eine T r a n s l a t i o n  d e s  P u n k t e s  A u n d  e i n e  g l e i c h z e i t i g e  D r e h -  
u n g  (gepben durch den Winkel u i )  i n  d e r  B e w e g u n g s e b e n e  r e -  
duzier t  werden kann. Durch Addition der Quadrate der beiden 
Geschwindigkeitskomponenten erhalten wir weiter 

oder, i d e m  wir das Wegelement des Punktes Y mit ds ,  dasjenige 
von A mit ds, bezeichnen und die Entfernung A P = Q einführen 

Daraus aber folgt für die kinetische Energie des ganzen Korpers, 
wenn wir mit k '  dessen Triigheitsradius bezogen auf den I'unkt A be- 
zeichncn, 

oder wegen Gleichung 139): 

1st der ins Auge gefasste EiSrper symmetrisch in Bezug auf die 
Liriie A B ,  so verschwinden die Integrale von q d G  und wi r  konnen, 
wenn mir seinen Schwerpunktsabstand von A mit s '  bezeichnen, schreiben 
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Kehren wir nun zu unserer Schuhstange zurück, deren Kreuzkopf- 
zapfen mit A ziisammenfallen mage. Da, dieser Punkt sich niir gerad- 
linig in der x-Richtung bewegt, so ist fur denselben 

ds, d.zl -- -- und -?ll = O. 
d t  d l  d t 

Weiter aber ist der Winkel identisch mit dem früher mit f i  
bezeichnetcn Aussclilagwinkel der Stange gegen deren Mittellage, mit- 
hin haben wir, wenn y den Kurbelwirikel und r den Kurbelradius 
bedeutet 

i sin @ = r sin rp, 

Iiîfolge der Kleinheit des Ausschlagwinkels @ dürfen wir statt 
dessen auch schreiben: 

und erhalten nach Einführung dieser Werte in Gleichung 143): 

Dieser Ausdruck ist mit demjenigen identisch, den man durch 
Addition der Quadrate von 8) und 9) sowie darauffolgende Integration 
erhalten wiirdc, wenn man einerseits im letzten Gliede die kleine Grosse 

vernachl%ssigt und weiterhin beachtet, dass das Vorzeichen von dx, 
hier notwendig das entgegengesetzte von dx' in  8) infolge der um- 
gekehrten Richtung der Strecken x, und z' in  den Figuren 26 und 
4 sein muss. Da man mit deniselben Rechte auch die Grosse 

im zweiten Gliedc ohne erheblichen Fehler vernachlassigen darf, so 
kann die kinetische Energie der Schubstange hinreichend genau durch 

ausgedrückt werden. Daraus folgt aber, d a s s  f ü r  d i e  k i n e t i s c h e  
E n e r g i e  d i e  M o g l i c h k e i t  e i n e r  T e i l u n g  d e r  S c l i u b s t a n g e n -  
m a s s e  i n  e i n e n  l e d i g l i c h  r o t i e r e n d e n  u n d  e i n e n  g e r a d l i n i g  
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bewegten  D e t r a g ,  w i e  w i r  s i e  f ü r  d i e  M a s s e n d r ü c k e  a l s  
r i c h t i g  e r k a n n t e n ,  n i c h t  e x i s t i e r t .  Da trotzdem eine solche 
Massenrerteilung für die Berechnung der kinetischen Energie nicht 
nur hMîg in der Praxis vorgenommen wird und sogar in die Vor- 
lesungen über Nechanik und Maschinenlchre übergegangen ist, so 
miiçl-te içh nicht unterlassen, den dubei üblichen Gedaxikengarig zu 
skizzieren. Derselbe beruht zunachst auf der riçhtigen aus 8) hervor- 
gehenden Thatsache, dass die Vertikalgeschwindigkeit der einzelnen 
Schiibstangenpunkte proportional ihrrm Kr~iizkopfabstande z ist. 
FVeiterhin aber wird die ganz unzuliissige Annahme geniaçht, dass 
die Verschiedenheiten der Horizontalgeschwindigkeit der einzelnen 
Stangeripunkte vernachlissigt und dieselbe durchgehends 

gesetzt werden dürfe, wobei man wohl übersehen hat, dass damit der 
Einfluss der Stangenliinge aiif das Bewegiingsgesetz des ganzen 
Systcrns üb~rhaupt  climiniert wird. Jedenfalls verschwinden infolge 
dieser AnriZherung alle mit sin 2 cp belüstaten Glieder und unsere 
l e t~ te  Formel geht über in 

Hierin* bezeichnete man den Betrag 

G (1 -7) 
Ir' e 

als den hin- und hergehenden, G+? dagegen als den rotierenden 

Teil der ganzen Schubstange. Noch bedenklicher wird dieses Ver- 
fahren dadurch, dass man mit den so erhaltenen mgeneueri Werten 
auch noch die damit in gar keinem Zusammenhang stehenden Masseil- 
drücke berechnete. 

Wir kehren nunmehr zu uuserer Aufgabe zurück und erhalten 
aus  den einzelnen Bestandteilen JO, J' und J "  die g e s a m t e  k i n e -  
t i sche  E n e r g i e  d e s  e i n f a c h e n  S c h u b k u r b c l g e t r i e b e s  untcr Bc- - 
nutzung von ~ l e i c h u n g  5b) zu 

i 
2 

J = ~  i i r  (a7+ (P+ + 
1-14 b) + G kL:2  COS^^ 

* Man erkennt,  dass die obige Pi%hemngsforud auu 144a) auch mit Ver- 
nacfilassigung der 1)iti'erenz k' 5 1 1"-  s': 1 abgeleitet werden kann. Die Grosse 
riieser L>iff'erenz bildet mithin ein Kriteriom fiir die Ziil%issigkeit des o h m  ge- 
nannten Xiilierungsverfahrens. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



62 Dynamik der Kurbelgetiiebc. 

Y =  
oder, da wir wieder nach erfolgter Quadrierung die mit behafteten 1 
Glieder innerhalb der Klammer vernachliissigen dürfen, 

Für  das Kurbelschleifengetriebe wird r : 1 = 0, ausserdem ver- 
schwindet G und es bleibt nur 

Aus diesen Formeln geht deutlich der Anteil der einzelnen be- 
wegten Teile an der gesamten kinetischen Energie hervor. Auch 
bietet es keine Schwierigkeit, sie anf mehrkurblige Maschinen aus- 
zudehnen, worauf wir spiiter zurückkommcn werdcn. Dagegen dürften 
an dieser Stelle einige Benierkungen über den Einfluss ausserhalb der 
Maschine befindlicher, aber mit ihr rotierender oder in anderweitig 
zwangliiufigem Verband mit dem betrachteten Getriebe bewegter 
Massen angebraclit sein. Am einfachsten liegt der Fa11 zweifellos bei 
einer Maschine, aus der überhaupt keine kinetische Energie heraustrit't, 
z .  B. einer direkt mit eineri Dynamoanker, einem TTentilator oder einer 
Centrifugalpumpe gekuppelten Dampfmaschine. Ein solcher Korper 
ist lediglich als fest mit der Maschinenwelle verbundener Bestand- 
teil des ganzen Systems aufzufassen und mit seinem Tragheitsradius 
in unsere Formel einzuführen. ahnlich einfach gestalten sich die 
Verhiiltnisse bei Xolbenpunipen und Kompressoren, welche mit der An- 
triebsmaschine entnreder durch eine gemeinsame Welle oder aucli durch 
eine gemeinsanie Kolbenstange verbunden sind. Hicr bilden Tlielle 
mit Kurbeln und Schwungrad das rotierende System. 

Verwickelter liegen die Verhaltnisse indessen schon bei den 
sogenannten T r a n s m i s s i o n s d a m p f m a s c h i n e n  für Fabrikbetriebe. 
K6nnte man die zur Energieübertragung benutzten, selbst in meist 
rascher Rcwegung befindlichen Seile oder Riemen als unausdehnbar be- 
trachten und von einern Gleiten derselben auf den Seil- und Rienien- 
scheiben ahsehen, so wire auch hier die Rechnung eine sehr einfache, 
da die Winkelgeschaindigkeit jeder einzelnen welle in jedem Nomente 
derjenigen der Antriebsmaschine proportional mare. Wiire also TV das 
Gewicht einer solchen MTelle iriit allen auf ihr fest sitzenden Teilen 
(Riemscheiben, Kupplungen), k der Triigheitsradius der gesamten 
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Xasse und E'  ihre momentane Winkelgeschwindigkeit, so hatte man 
W hierfür nur den Retrag 7ce E ' '  nnd fiir eine Reihe solchcr VITellrn 

1 2s 
die Surnme Z W k % ' Q e n i  ersten Gliede unserer Energiegleichurig 

29 
hinzuzufiigen. Jede solche Winkelgeschwindigkeit E' wird d a m  zu 
dcrjenigcn 8 der Antriebsmaschino in eincm fcsten, durch die Durch- 
messer der beiderseitigen und etwa zwisçhengeschalteten Riemen- oder 
Seilscheiben gegebenen Verhaltnisse stehen, welches wir mit 7 be- 
zeichnen wollen. Damit kennen wir aber auch die Geschwindigkeit'en u 
der Seile und Riemen vom Einzelgewichte S, so dass der von diesen 

1 
lierrührende Beitrag zur kinetisçhen Energie sich z u  ZSuVerechrie t .  

2 9 
Inz ganzen tri t t  mithin zu unserer obigen Formel die Surnme 

hinzu. Infolge des Gleitens und der Elastizitat der Seile und Rierneri 
wird natürlich dieser Wert ziemlich ungenau, sodass uns kaum etwas 
anderes als die Einführung eines Koeffizienten [ < 1 übrig bleiben 
dürfte, der angiebt, welcher Anteil der kinetischen Energie der Trans- 
miesiori als mit derjenigen der Antriebsmaschine schwankend an- 
zusehen ist. Damit erhalten wir endlich als Zusatz zu unserer Formel: 

Ganz besonders klar tritt der Einfluss andcrwoitiger filassen in 
der B e w e g u n g  e i n e s  E i s e n b a h n z u g e s  d u r c h  d ie  L o k o m o t i v e  
hervor, wenn wir auch hier von der Elastizitiit der Kupplungen und 
der Puffer zwischen den einzelnen Fahrzeugen sowie von dem gering- 
fügigen Gleiten der Lokoniotivtreibradcr absehen. Die kinetische 
Energie des ganzen Zuges (abgesehen von der Dampfmaschine auf der 
Lokomotive) besteht hier aus zwei Teilen, von denen einer auf die fort- 
schreitende Geschwindigkeit des Zuges in der Bahn, der andere von 
der Rotation der Riider herriihrt. Die Berechnung hietet ebenso wenig 
Schwierigkeiten, wie beim vorigen Beispiele und führt in diesem Fali 
auf einen so grossen Zusatzbetrag, dass dagegen die Bewegungs- 
energie der eigentlichen Dampfmaschine ganz zurücktritt. Ob damit 
noch die Rltiglichkeit grosserer Schwankungen in der Winkelgeschwin- 
digkcit der Treibriider bestehen blcibt, h k g t  allerdings von deren 
Belastung, welche das Gleiten verhindert, ab und dürfte bei lei& ge- 
bauten Lokomotiven, sowie bei feuchten Schienen noch immer zu 
befürchten sein. 

Einc praktische Probe dieser ~ b c r l o ~ u n g  ergiebt die Betrachtung 
eines eine leiclit geneigte Strecke unter abgestelltem Darnpf und zu- 
nachst noch nicht anliegenden Bremsklotzen fahrenden Eisenbahnzuges. 
Man erkennt sofort, dass die Tre ih rad~r  der Lokomotive sich hierbei 
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mit der Zuggeschwindigkeit selbst drehen, ebenso wic auch alle Rlder 
der einzelnen Wagen. Daraus ergiebt sich, dass der Vorgang der 
Energieübertragung von der Lokomotivmaschine auf den ganzen Zug 
ein nahezu vollkommen umkehrbarer ist und dass jedenfalls, wenn 
wir auch fiir diesen Fa11 die Gleichung 14.5) (worin niininehr I V  das 
Gewicht einer Badaxe, lc sein Tragheitshalbmesser, S das Wagen- 
gewicht und u. die fortschreitende Geschwindigkeit bedeuteri) benutzen, 
der Koeffizieut 5 sehr nahe = 1 sein dürfte. Dann wird aber bei 
der grossen Masse insbesondere der .YS die Winkelgeschwindigkeit E 

wiihrend ciner Umdrchung nur sehr geringe Schwankungen erleiden 
uritl dürfte prakt'isüh in dieseni Falle als konstarit arizusehen sein. 

Dieselbe Uberlegung giebt uns auch Aufschluss über die Wirkung 
der Schi  f f s k o r p  e r  auf die Winkelgeschwindigkeit der Antriebsmaschine. 
Hier ist der Zusammenhang zwischen dem Wasser und Propeller - 
sei derselbe nun ein Schaiifelrad oder eine Schrauhe - bei weitem 
nicht so innig, wie der durch das Fahrzeuggewicht vermehrte 
zwischen liad und Schiene auf der Eisenbahn. Schleppt man dalier 
ein Schiff, so wird erst nach Uberschreiten einer bestirnmten Ge- 
schwindigkeit der Propeller und mit ihm die Maschine sich zu 
drehen beginnen, niemals aber eine der Schiffsgeschwindigkeit ent- 
sprechende Umdrehungszahl erreichen. Bekanntlich tri t t  dieser Cm- 
stand boi dem von der eigenen Maschine getriebenen Schifl' in einer 
Geschwindigkeitsdifferenz zwischen Propellerumfang und Schiff, dem 
sog. Slip zu Tage. Der Energieaustaiisch zwischen der Maschine und 
den1 Schiff kann darum nicht als ein umkehrbarer bezeichnet, also 
auch nicht erwartet werden, dass die Veriinderungen in der Winkel- 
geschwindigkeit sich auf das ganze Schiff übertragen, bezw. dass die 
kinetische Energie das letxteren diese Schwankungen merklich ver- 
mindert. Diesclben dürften darum auch lcdiglich Veriinderungen der 
treibenden Kraft und mit dieseri z. B. bei Schraubenschiffen Lorigitudinal- 
und Transversalschwingungen des ganzen Schiffsk6rpers zur E'olge 
haben. 

Nach diesen Bemerkungen wollen wir noch die k i n e t i s c h e  
E n e r g i e  f ü r  eiri Sys ten i  von  lz p a r a l l e n  G e t r i e b e n  berechnen, 
derrn Kurbeln gegen die erste un1 die Winkel a, cc, . . . u, geschriiilkt 
sind. %il diesem Zwecke wollen wir zuniichst unsere letzte Gleich- 
ung 144c) dadurch umformen, dass wir 

setzen und erhalten 
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1 + $  f ( ~ +  G -  G ~ ) ( ~ ~ ~ ~  1 -  COS^^)}' 
Der Einfachheit halber sei hierin 

womit die obige Formel übergeht in 

Setzen wir hierin überall rp + cc stat t  q?, und summieren, so er- 
halten wir f ü r  die kinetische Energie eirieu Systems von n Getrieben 
mit demselben Kurbelradius r 

1st unser System nach S c h l i c k s c h e r  M e t h o d e  a u s g e g l i c h e n ,  
so verschwinden zuniichst wegen Gleiçhung 29a) die Sunimen 

r P f a  

Weiter aber haben wir  

151) 

1 
Z'î~z'sin 2cr = - Z'rnlf sin 2cr + Zm"'sin 2 u. 

Z J =  No f Zrn - cos2y  Zm'cos2a -  

+ s in2  < p Z ~ n r s i n  ?a: 

+ cos y Znzffcoan - sin cp Z m f f s i n  a: 

Erstreckt sich nun der Ausgleich auch auf die Wirkung der 
Schubstange, so fallen nach Gleichung 30e) noch die Suiiimen 

- c o ~ 3 ~ Z ' r n " c o s 3 u  + s i n 3 r p ~ r r ~ f f s i n 3 a } .  
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Z' înfrcos 2 a und Zml'siii 2 a 
fort und so bleibt 

2rnfcos2 o: = Zm'"cos2 a,  
153) 

Znzfsin 2 a = Z d l ' s i n  2 cc, 

TVir konnen demilach fur ein a i i sgeg l ichenes  S y s t e m  statt 151) 
schreiben 

und, wenn noch alle S ~ h u b s t a n ~ e r i  gleich dimensioniert sind, 

Hierin würden, wenn die oben erwiihnte Vernaehliissigung der 
nifferenz s : - 7;'" 1 2  

zuliissig erscheint, die mit cos 2 rp und sin 2 rp behaftetan Glieder ver- 
schwinden und nur die mit cos 3 rp und sin 3 rp behafteten Verkderungen 
der kinetischen Energie bedingen. Jedenfalls ergiebt sich aus den 
obigen Entwickelungen deutlich der Einfluss der hin- und hergehenden 
Massen auf diese Energiegrkse, welcher bisher nicht immer richtig 
beurteilt worden k t .  

10. Die  p o t e n t i e l l e  E n e r g i e  i m  K u r b e l g e t r i e b e .  Lhe Beweg- 
ungen im Kurbelgetriebe haben naturgemiiss Verinderungen in der 
Hohenlage der Schmerpunkte der einzelnen Getriebeteile somie des 
Gesamtschwerpunktcs zur Folge, die sich in der Aufnahme bezw. Ab- 
gabe von Energie durch das Getriebe geltend machen. C m  diese 
Thatsache in unseren Berechnungeii zum Ausdruck zu bringen, be- 
notigen wir nur die Kenntnis der p o t e n t i e l l e n  E n e r  g i e  des Systems 
in ihrer Bbhiingigkeit von der Kwbelstellung. Wir  bezeichnen die- 
selbe in irgend ciner Lage mit V und k6nnen ihren Wert sofort 
errnitteln, ilidem wir das Gewicht jedes Eirizelteiles luit seiner '3 i c h wer- 
punktshtihe über einem beliebigen, aber festen Horizont multiplizierm 
und alle diese Produkte addieren. Durch Hinzutreten einer Konstante 
C werden wir alsdann der Willkürlichkeit des gewahlten Horizontes 
gerecht. 

Wir  betrachten zunachst mie in 5 3 ein Getriehe, dessen Be- 
wegungsebene vertikal stehen mage, wiihrend die Bewegungsrichtung 
des Gleitstiickes mit dem Horizont den QTinkel y bildet (Fig. 27). Be- 
nutzen wir ferner die früher gebrauchten Bezeichnungen, d. i. h fur die 
augenblickliche H6he des Schwerpunktes des Gleitstückes (Kreuzkopfes) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Ur. HANS LORENZ. 67 

mit Kolbenstarige und Kolben, zusammcn von1 Gewichte P über dem 
Horizont durch die Drehaxe, h' fiir die eiltsprechende der Schubstange G 
und hl' für die der Kurbel K ,  weiter mit s, sr ,  s" die Schwerpunkts- 
ahstgnde dieser Teile vom Gleitstück beza. der Drehaxe, so haben,wir 

I IL = ( s + r c o s y + l c o s p ) s i n y ,  

1 5 5) 7~' = ( r  cos y + 1 cos p) sin y - s' siil ( y  - p) 
IL"= s''sin (y $- y) 

uiid damit die potentielle Energie des ganzeri Systcms: 

1 r e  1 T' = 1 -  - -,+ -7 c o s 2 9 ,  
4 1  4 1  

so wird 

Ir= C + PS niny + (1'1 + G1- G ~ ' )  (1- 4 y:) 1 -  sjny 

i ( P r  + G r  + K s r r ) c o s q  sin y + ( l i s f ' +  C s f  

1 + z ( ~ r  + ~r - 

und schliesslich bleibt, wenn wir die Konstante C so bestimmen, dass 
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Für  ein System von n an derselben Welle angreifenden Getrieben 
mit den SchrZnkungswinkeln a,a, . . . a,, gegen die erste Kurbel haben 
wir zu berücksichtigen, dass den1 R e g e  von O bis <p der ersten Kurbcl 
ein Weg von u, bei 9 + CI, der itcu Kurbel entspriçht. Setzen wir 
nach der Summierung der so gebildeten Ausdrücke wieder die Surume 
aller konstanten Glieder = O, so bleibt als Ausdruck für die potentielle 
Energie unseres Systems 

I zP=  cos~p.s iny Z(Yr -1 G r  + Ks") cosu 

+ sin q. siny 2 (Pr + G r  + Ks")  sin cr 

Wiire die Maschine nach S c h l i c k  ausgeglichen, so würden alle 
die einzelnen Z verschwinden, d. h. die potentielle Energie erleidet 
alsdann keine Verjind~rungen und tritt in die Energiagleichung iiber- 
heupt riicht eiri. Xs liegt auf der Hand, dass wir auch auf diese 
Weise, d. h. aus der Unveriinderlichkeit der potentiellen Energie die 
Schl ickschen Redingungsgleichungen hatten ableiten konnen. 

Aus der allgrmeinen Formel für das einzclne Gctriebe konnen 
wir nunmehr sofort die potentielle Energie für zwei wichtige Spezial- 
fille gewiunen. Für h o r i z o n t a l e  oder l i e g e n d e  M a s c h i n e n  wird 
namlich y = O und 1,?6) geht über in 

156a) V =  Ks" + Gs' ( 
F ü r  v e r t i k a l e  oder s t e h e n d e  Maschir ien,  \vie sie auf SchiEen 

vorwiegend verwendet werden, haben wir dagegen mit y = 90' 

( V = (PT _t Gr + Ks") cos p 

+ + ( P I +  G r -  G -  3 c o s 2 g - .  ; 
1 1 .  D i e  A r b e i t  d e r  t r e i b e n d e n  K r a f t .  Wahrerid wir die 

bisher gewonnenen Ausdrücke für die kinetische und potentielle 
E n e ~ g i e  eines oder mehrer Kurbelgetriebe umnittelbar und mit be- 
liebigcr Genauigkeit aus der augenblicklichen Konfiguration des 
Systems ableiteri konnten, ist dieses Verfahreu auf die Arbeit der 
treibenden Kraft wenigstens im allgemeinen nicht mehr anwendbar. 
Es liegt dies einfach daran, dass diese Krafte aueh im Beharrungs- 
zustande sich nach Gesctzen iindern, welche mathematisch nicht de- 
finiert, sondern nur  graphisch darstellbar sind. Beispielsweise in der 
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Dampfrnaschine hlcibt dcr Druck wihrend der sogenannten Adrnissions- 
periode nahezu konstant und niinmt in der darauffolgenden Ex- 
pausionsperiode nach einem Gesetze ab, welches fast genau mit dem 
nach M a r i o t t e  benannten, für vollkommene Case streng giltigen über- 
einstimmt. Kurz Tor Reendigung eines Hubes a i r d  das Auslassorgan 
geoffnet und der Druck nicht bis zum Huhende des Kolbens bis anf 
die Austrittsspannung, die bei Auspiifhaschinen wenig über deni 
Atrnosph%rendrueke, bei Kondensationsmasehinen etwas über der im 
Kondensator herrschenden nleist niedrigen Spannung liegt. Wahrend 
des Kolbenrückganges bleibt diese Austrittsspannung unverandert, 
bis das Auslassorgan wieder gcschlosscn und dcr noch im Cylinder 
befindliche Darnpf in1 sog. schadlichen Xaum kompriiiliert wird. Auch 
diese Zustandsanderung befolgt angenahert das M a r i o  t t esche Gesetz; 
nach ihrer Vollendung wird schliesslich durch 0ffnen des Einlass- 
organs die Verbindiing des Cylinderinnern mit der Dampfziiflussleitung 
wieder hergestellt und damit der anflngliche Druck wieder errcicht. 
Kennt man nun diesen sogenannten Adnlissionsdruck sowie die Aus- 
schubspanilung, sind weiterhin diejenigen Stellen des Hubes genau 
festgelegt, an deneil das Einlassorgan sowie das Auslassorgan geoffnet 
und geschlosscn wird, so bietet die Konstruktion des t1ieort:tischen 
Verlauf'w des Druckes mit der Xolberistellung keine Schwierigkeiten. 
Leider hat dies Verfahren fiir die Praxis wenig Wert,  da die frag- 
lichen 0fYnungen und Abschlüsse naturgemiiss niemals momentan er- 
folgen kiinnen, mithin die Schnittpunkte der einzelnen Linien des so 
erhaltenen L)ingraimns nicht scharf, sondern als ssnfte Übergiinge er- 
scheinen. JIan ist darum auf solche iliagramme angewiesen, welche 
dnrch ein am Maschinencylinder angehrachtes Instrument, den sog. 
Indikator selbstthitig aufgezeiclinet werden und ein ziemlich genaues 
Bild von den inderungen des Druckes mit dem Kolhcnwegc geben. 
Da die Ordiriateri in diesen I r id ika  t o r d i a g r a m r n e n  den Pressungen 
im Cylinder, die Abscissen dagegen den Kolbenwegen proport'ional 
sind, so ergiebt die voii der Druckkurve umschlossene Fliche ein 
MaM fiir die geleistete Arbeit. 

Handelt es sich, a i e  normal, urn doppelt wirkende Maschinen, 
so stelit dem besprochenen Diagramme ein meist gleichgestaltetes, 
aher in umgekehrter Lage befindliches, der anderen Cylinderseite ent- 
nommenes Diagmmm gegeniiber, dessen Ausschiih- und Kompressions- 
linie zugleich den Gegendruck wnhrend der Admission und Expansion 
im ersten Diagramme darstellen. Dementsprechend müssen wir, um 
das wirkliche Kraftespiel in der Maschine zu verfolgen, diesen Gegen- 
druck aiich mit der eben erwiihnteri Drucklinic vereinigen und er- 
halten so aus zwei Indikatordiagrammen (Fig.28, siehe S. 70) das 
K o l b e n d r u c k d i a g r a m m  (Fig. 29, siehe S. 70), welches wie ersicht- 
lich einen positiven und einen negativen Arbeitsbetrag f ü r  den Ge- 
samthub enthült. Rexeichnet man nun den momentanen Kolbendruck 
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pro 1 qcm der Fliiche F mit p ,  so ist die auf dem Wege - dx ge- 
leistete Arbeit - Fpdlç, mithin die vorn Totpunkte bis zur Kolben- 
stellung x, welche, wie friiher, von der Mittcllage aus gerechnet 
werderl mag, geleistete Arbeit 

Hierin konnte man 
für jecie Kolbenstellung 

den Wert  des Integrales durch Planimetrieren 
bestimmen und h i t t e  nur für den Holben- 

rig. 28. rückgang zu beachten, 
dass dort sich die Rich- 
tung der Kraft J 'p um- 
kehrt, also p das Vor- 
zeichen wechselt. Gerade 
dieserumstand erschwert 
nun die weitere Behand- 
lung des Energieaus- 
tausches, da er uns 
zwingt, jeden Einzelhub 
für sich zu untcrsuchen. 

Ganz beso~lders 13stig wird dies Verfahren bei mehrcylindrigen 
Maschinen, sodass wir, um der mit dem Vorzeichenmechsel verbun- 

denen Unstetigkeit ent- 
hohen zu sein, statt 
der Kolbenkraft den 
durch dieselbe hervor- 
gerufenen sogenannten 
T a n g e n t i a l d r u c k  l'am 
Kurbelzapfen einführen 
wollen. Da die vom 
Tangentialdruck auf dem 
Wege rdg! geleistete Ele- 
mentararbejt mit der von 

der Kolbenkraft geleisteten Arbeit übereinstimmen muss, so haben wir 

iri Figur 30: T ~ d g , - -  Fp.dx 
oder, da laut Gleichung 1): 

Verlangert man nun die Axe der Schubstange iiber den Kiirbel- 
zapfen hinaus, bis sic die Normale auf der Bewegungsrichtung O C in A 
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schneidet, so ist in dem rechtwinkligen Dreieck OAC der Winkel 
+ OAC = 90 - /3, also 

cos ,d = sin OÂC - sin 0ÂM 

und weiter 0 % ~  - cp + /3, also 

sin (cp + f i )  = sin O MA. 

Dies fiihrt aber in A O A N  auf die Beziehung: 

Fig. 30. 

d.h. d e r  T a n g e n t i a l d r u c k  verh i i l t  s i c h  z u m  B o l b e n d r u c k  w i e  
das v o n  d e r  S c h u b s t a n g e  a b g e s c h n i t t e n e  S t ü c k  d e s  L o t e s  
durch d e s  W e l l e n m i t t e l  z u m  K u r b e l r a d i u s .  

Dieser iibrigens schon liingst bekannte und in der Technik be- 
nutzte Satz erlaubt uns nun eine Zusserst bequeme Konstruktion des 

Pig. 31. 

Tangentieldruckdiagramms aus dem Kolbenkraftdiagramm (Fig. 29), 
wobei naturgeiliiiss als Abscisse die Kurbelwcge rcp und fiir den 
Kolbenrückgang das der Figur 29 entsprechende Gegendiagraruru be- 
nutzt werden müssen. 

Es  erscheint übrigens zweckmZssjg, vor Ausfiihrung dieser Kon- 
struktion das Verhiiltnis Gleichung 158a) zunkhst  als Punktion der 
Kurbelstelluug zu verzeichnen, was in Fig. 31 geschehen ist, und zwar 
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fur einen Wert  r : i = 1 : 4. Man erkennt aus diesem Diagramni, dam 
sich der Verlauf des Verhnltnisses T: F . p  anch mit grosser Anniiher- 
iing diirch T 

-- 
1 T 

158b) E'p = s i n c p +  2 1 s i n 2 q  

in ~bereinstimrnung mit unserer f'rüheren Nsherungsgleichung 311) 
darstellen liisst. Aus diesem Grunde habe ich auch die beiden Kurven 

1 r 
sin y und sin 2~ 

in das Diagramm (E'ig. 31) eingctragen. Warc der Kolbendruck E ' p  
koristant, wie es eirier sog. Volldruckdanipfniaschine ohne Kompresuion 
oder auch einer Wasserpumpe entspricht, so würde unsere Fig.31, 
nachdem a i r  nach den dem Kolbenrückgang (von nr bis 2zr) ent- 
sprechenden Teil iimgekehrt hiittcn, sofort deren Tangentialdruck- 
diagramrn darstellen. Diese Urrikehrurig vollzieht sich in Wirk- 
lichkeit durch den Vorzeicbenwechsel von F . p ,  sodass wir für unser 

Fig. 32. 

Kolbendruckdiagramm (Fig. 29) ein Tangentialdruckdiagramm nachBig. 32 
erbalten würden. Dasselbe kt, wie ohne weiteres ersichtlich, infolge 
der Wirkung der endlichen Schubstangenlxnge, fiir die heiden Hzlften 
der Umdrehung nicht gleich gestaltet. 

Im Beharrungszustande der Maschine wiederholt sich alsdann der 
durch Fig. 31  dargestellte Verlauf des Tangentialdruckes mit jeder Um- 
drehung, sodass wir es offenbar mit einer periodischen Funktion vom 
Kurbelwinkel gp zu thun haben. Als solche k6nnen wir aber den 
Tangentialdruck 7 durch eine Reihe von der Form 

ganz allgemein darstellen, worin die Eoeffizientcn A und B bekannt- 
lich als Integrale von der Form 
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erscheinen. Das konstante Glied A, ergiebt sich ebenfalls sofort durch 
Integration von P über die ganze Periode zu 

d. h. als m i t t l e r e r  T a n g e n  t i a l d r u c k .  Da das Indikatordiagramm 
in seiner praktischen Gestalt nicht mathematisch exakt definiert ist, so 
gilt dies lalut Gleichi~ng 158) auch vom Tangentialdruckdiagramm. 
Deshalb ist es notwendig, die für die Hestimmung der Koeffizienten 
A und B notwendigen Integrationen graphisch auszuführen, was im 
allgemeinen keine Schwierigkeiten bietet, sondern nur etwas Sorgfalt 
und einen nicht unerheblichen Zeitaufwand erfordert. 

B ei  sp ie l .  Wie weit man im einzelnen Falle mit der grephischen Ermittel- 
ung der Koeffizienten A und B gehen muss, Iiisst sich ohne weiterea nicht sagen. 
Ich habe daher dieses Verfahren fiir das durch Fig. 32 vorgelegte Diagramm bis 
zii den Koeffizienten von cos 4 9  und sin 4<p durçhgefiihrt und zwar einfach durch 
die jeweils zu einer Figur vereinigten Kurven der sin <p und cos cp ,  sin 2 cp und 
cos 2 q~ u. S. W. und darauffolgender Planimetrierung derselben (Fig. 33 bis 36). 
Das Ergebnis ist die penodische Reihe 

T 
= 1-1- 0,12 cos 9 0 , 8 0  cos 2 <p -0,lO cos 3 9- 0,17 cos4 (p 

Tm 
- 0,14 sin rp + 0,66 sin 2 cp + 0,16 sin 3 <p f 0,02 sin4 9. 

Eine l'robe auf die Lul%ngliçhkeit dieser Entwickelung ergiebt die Berech- 
nung der Werte von ï' fiir die Sotlagen und die Mittellagen 

Man erhiilt für rp = 0 :  T, - 0,05 T,,, statt  O ,  

für cp =z: Tn=O,O1 T,,, ,, 0 ,  

Der grosste Fehlcr betriigt also rund 6 O/, , was bei der nur auf zwei Stellen 
durchgcfiihrten Berechnung der Xoeffizienten und der in der Kleinheit der Figuren 
hcgriindeten Ungenauigkeit um so eher als befricdigend angesehen werden kann, 
als wir bei unseren s&mtlichen Rechnungen bisher die mit r e  : ZP beliafteten 
Glieder verriachl%ssigt haben, dieses Ver&lt,uis aber für r : 1 - 1 : 4 eberifallu ca. 
0,06 betragt. 

Ze i t a ï h r i f t  f. Xatheriiatik u. PIiysik. 45 Band. 1900. 2. u. 3 Heft. 6 
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7.1 Dynamik der Kurbelgetrieb~: 

In unsere Energiegleichungen tri t t  indessen nicht der Tangential- 
druük, sondern die auf dem Kurbelwege vom Totpunkte bis zum 
Winkel <p g e l e i s t e t e  A r b e i t  ein, welche wir durch Integration von 
Gleichung 159) mit Rücksicht auf 160a) erhalten zu: 

yig. 33. 

Greift ausser dem betrachteten Kurbelgetriebe noch ein anderes 
an derselben Welle an, so zwar, dass seine Kurbel der ersten um den 
Winkel a voraneilt, so hat diese wiihrend des Weges der ersteren von 
O bis cp den Weg a bis rp + a durçhlaufen. 
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Von Prof. Dr. HANS LVHENZ. 7 5 

Befolgt weiterhin der Tangentialdruck dieses neueii Kurbel- 
niechanismus ebenfalls ein periodisches Gesetz, also : 

Ta= A,'$ A , ' c o s ( p + o r ) + A 2 ' c o s 2 ( ~ + u ) + ~ . ~  
159a) ( 

$ BI1sin (9 + a )  $ Bersin  2 (5F + a) + - . : 

so ist auch hier die Integration von O bis cp zu erstreckcn. 

Big. 36. 

Für  n soleher Getriebe erhiilt man alsdann einen resultierenden 
Tangentialausdruck von 

ZT = ,ZAO+ c o s ( ~ ~ ( A ~ c o s u  + &sinci) 

- sin q Z(A, sin LX - Hl cos ci) 

161) + cos2yZ(i i ,cos2ci  + B 2 s i n 2 a )  

- s i n 2 q Z ( A  sin2a:- B,cos:!u) 
+ .  . .  . . . . . - .  . . . . . . . . . 

6 * 
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'i 6 nynamik der Kurbelgetriebe. 

und damit, wcnn wir mit 2 Tm = Zd, den resultiercnden Mitteldriick 
bezeichnen, die Gesamtarbeit dieser Getriebe 

= rg,.ZTrrL+ (cosq-l)Z'(A,sinû:-Blcosc<) 

+ sin rp Z'(Alcos a + Blsinu) 

+ (cos2r~-1)2Z'(A,sin2cr-l&cou2u) 

oder kürzer 
E L  = <pZT7,r - (D,+D,+D,)+. . . 

362a) - D , c o ~ r p + D , c o s 2 ~  +D3cos3rp+ ... 
+ ~ l s i n ~ + Z 3 2 ~ i n 2 < p +  E 3 s i n 3 r p + . - - ,  

wobei die Bedeutung der Abkürzungen U und E sich aus dem Ver- 
gleich mit 162) ohne weiteres ergiebt. Die graphische Darstellung 
dieser Fuiiktion ergiebt eine aufsteigende Kurve mit Schwankungen 
um eine Gerade, welche den gleichm%ssigen Zuwachs der Arbeit 
charaktcrisiert, also mit dem konstanten Mitteldruck als Grundlage 
zu zeichnen ist. 

Bei Kurbe l s ch l e i f enge t r i eben  würde übrigens das Tangential- 
druckdiagramm für beide Hdften der IJmdrchung dcnsclben Verlaiif 
annehmen, wenn auch die Indikatordiagramme auf beiden Kolbenseiten 
gleich gestaltet sind. 

Dies führt aber auf die Bedingung, dass 

TV= 7:p+, 
oder auch, da die entsprechenden Glieder der Reihe (159) für beide 
Werte identisch sein müssen, auf 

und 

was nur moglich ist ,  wenn 
cos 7c ;t - + 1 

d.h. 7; e i n e  g a n z e  g e r a d e  Z a h l  ist. Nithin vereinfacht sich fiir 
diesen FaIl die Reihe für den Tangentialdruck in  

Daraus geht aber hervor, d a s s  d ie  G l i e d e r  m i t  u n g e r a d e n  
Vie l fachen  i n  d e r  F o r m e l  159) des  W i n k e l s  cp l e d i g l i c h  vom 
E i i i f l u s s e  d e r  S c h u b s t a n g e  h e r r ü h r e n ,  und ihre Koeffizienten 
deshalh irn Vergleich zu denjenigen mit geraden Vielfachen kleinere 
TVerte annehmen dürften. Cnser obiges Zalilenbeispiel bestiitigt aucli 
diese Forderung hinreichend. 
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Von Prof. Dr. HANS L ~ H E S Z .  7 7 

Schliesslich dürfte noch die Bemerkung von Interesse sein, dass 
rnan ein ganz gleichforniiges Drehkraftdiab~amrn bei einer mehr- 
kurbligen Maschine erhiilt, wenn es gelingt, die Koeffizienten 1) und 
I:' einzeln zum Verschwinden zu bringen, bezw. die Bedingungen 

zii erfüllen. Dies bietet dann keine besonderen Schwierigkeiten, werin 
die einzelnen Tangentialdruckdiagramme einander iihnlich, die ihnen 
zugehorigen ~ o e f f k e n t e n  A u n d  also samtlich den entspechenden 
Nitteldrucken Tm proportional sind. Alsdann reduzieren sich die Be- 
dingiingen auf 

ZT,,,cosa: = O ,  ETn', ,sina = O ,  
163a) 

Z X , , c o s 2 a =  O, 2Yn,s in2a== 0, 

 omit nur gesagt ist, d a s s  d i e  A r b e i t e n  a u f  d ie  e i n z e l n e n  
Cyl inder  d e r  M a s c h i n e  z u  e i n a n d e r  i n  d e m s e l b e n  V e r h i i l t n i s  
s t ehen  miissen,  w i e  d i e  hin- und  h e r g e h e n d e n  G e w i c h t e  f ü r  
rien Fa11 des  A u s g l e i c h s  d e r  Massendrucl ie .  
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 ber die Vergleichung empirischer Formeln. 

Von 

l n  den1 42. Jahrgang dieser Zeitschrift 1897 (Seite 327 flg.) hat 
IL M e h m k e  verschiedene empirische Formeln mit einander verglichen, 
durch die man die Beziehung zwischen der elastischen Dehnung eines 
Materials und der dehnenden Kraft darstellt. R. M e h m k e  vergleicht 
die Formeln, indem er  ihre Konstanten nach der Methode der 
kleinsten Quadrate aus den Beobachtungen bestimmt und jedes Mal 
den mittleren Fehler bildet. 

Man kann aber auch, wie ich zeigen will, in allgemeiner Weise 
verfahren, um au untersuchen, wie weit zwei verschiedene Pormeln 
gee ign~t  sind, dasselbe Gesetx darzustellen, ohne dass man es notig 
hat, für jede besondere Eeihe von Beobachtungen die Konstanten der 
Formeln zu ermitteln. 

Sol1 z. B. die Formel 
= a6b, 

wo 6 die elastische Dehnung, G die Kraft darstellt und a und b positive 
Konstante bedeuten, mit der Formel 

in dem lntervall G = O bis G = s verglichen werden, so denke man 
sich die Konstanten a und b gegeben und suche die Konstanten a 
und 0 so zu bestimmen, dass das Integral 

moglichst klein wird. Die Quadratwurzel aus dem Minimalwert konnen 
wir den mittleren Fehler der Formel a6 + p c i q e i  der Darstellung 
von a d i n  dom Jntervall G = O bis s nennen. 
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Glier die Vergleichurig enipirischer Formeln. Von C. ~ ~ U N G E .  79 

Die Differentiation nach a und ergiebt die Minimumbedingungen 

oder, wenn man die Integrale ausführt: 

oder 

asb-1 
5 a  + 4ps  - 20--- 

b + 3  
woraus sich ergiobt: 

12 (2 - b) 
= . asb-1 

( b f  Z ) ( b f  3) 

p = -  20 ( b  - 1) 

( b  t 2: ( b  t 3) 
. a ~ ~ - ~ .  

Nun ist 

und mithin ist wegen der Minimumbedingungen 

Setzt man hier die gofundonen Werte v h  a und P ein, so er- 
giebt sich 

oder 
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80 p b e r  die Vergleichung empirischer E'ormeln 

1 n  
- drückt den mittleren Fehler in Bruchteilen der grossten 
u S b  

elastischen Dehnung am.  
E s  zeigt sich aus der Formel, dass der mittlere Fehler für b = 1 

und fur b = 2 verschwindet. Das hiitte man in der That vorhersehen 
konnen. Denn für b = 1 und b = 2  ist die Porm ari5 in der Form 

enthalteri. Mari braucht nur für b = 1, a = a und /3 = O zu  setzen 
und fur b = 2 ,  LY = O und /3 = a. Zugleich zeigt die Formel, dass 
der mittlere Fehler sehr klein wird, wenn b sehr nahe gleich 1 oder 
sehr nahe gleich 2 wird. In  diesen Fiillen macht es daher sehr wenig 
Unterschied, ob man die eine Formol nimmt oder die andere. R. Mehm ke 
führt für die Dehnung des Gus~eisens die aus den Beobachtungen von 
C. Bach  berechnete Formel . 

7 5 '  600 61,0863 E -- ---- 

1381700 
an. Hier ergiebt sich 

( 
1 

Die grosste beobachtete Dehnung ist 51,3 1 E ist in oo cm ausgedrückt 

und bezieht sich auf 75 cm Lange . Daher wird rn in diesem Fa11 

glelch 0,14. Wenn also Betrage von dieser Grossenordnung keine 
Rolle spielen, so kann man die Potenzformel durch die parabolische 
Formel ersetzen, die fiir msnche Zmccke bequemer sein mag. 

In  ahnlicher Weise mage die hyperboliuche Forrnel 

a G -= -- 
1- t ) ~  

mit der parabolischen 
E = C L G  + P o 2  

in dem Intervall G = O bis G = s verglichen werden. 
Das Quadrat des mittleren Fehlcrs m wird durch das Integral 

gegeben : 

Durch .Differentiation nach u und /3 erhalten wir die beiden 
Minimumbedingungen : 

welche auf die Gleichungen führen: 
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Von C. RUNGE. 

4or + 3/3s - 12A = 0, 

5u + 4/3s - 20B = 0. 

Dabei sind der Kürze halber die Bezeichnungen gebraucht 

2 0  
,t?=,(4~- 3 4 )  

und 

Schreibt mari ' ~ioch:  

so ist 
m2=sz[C2- 8 ( 6 A 2  15 AB -1- 10B$)]. 

Für  kleine Werte von b s  ist es am zweckmiissigsten, die Aus- 
drücke nach Potenzen von Ds zu entwickeln. 

Schreibt man bs = u, so ist 

Bei der Entwickelurig von m+erschwinden dann die ersten vier 
Glieder und es ergiebt sich: 
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82 cher die Vergleichiing empirischer Formeln 

"' . . . ]  
und daher 

b e s e  3 . 5  
llz = a . s .  [I + + D P + - -  . 

3 . 5 . 6  1 
I n  deni von M e h m k e  gegebenen Beispiele ist z. B. die Langen- 

veriinderung E von Ousseisen unter dem Druck ri diirch die hyper- 
bolische Formel darge~tell t  

0,04685 ci 
€ = 

1 0 , 0 0 0 0 9 1 8 ~ - '  

Der grosste bei den Beobachtungen vorkommende Wert von G ist 
998 Wir  haben also rund 

a s  = 47, 

bs = 0,092 
und folglich rurid 

m = 0,Ol. 

Da die Pehler der von M e h m k e  angeführten Beobachtungen 
diesen Wert von nz erheblich übersteigen, so ist demnach zwischen 
der hyperbolischen und parabolischen Formel kein wesentlicher Unter- 
schied in der Genauigkeit der Darstellung dieser Beobachtungen vor- 
handen. 

M e  beiden behandelten Vergleichiingen 

und 
a G 

1 b u  
mit ati -j- P o 2  

hiingen mit der Entwickelung nach Kugelfunktionen zusammen. 
Da wir es hier aber nur mit zwei Cnbekanntcn cc und P zu thun 
haben, so lohnt es nicht, die Theorie der Kugelfunktionen ins Treffen 
zu führeri, wenn man die Bekarintschaft mit der Theorie nicht voraus- 
setzen will. 

E s  m6ge indessen auf den Zusammenhaug der vorliegenden Bragen 
mit der Entwickelung nach Kugclfunktionen kurz hingewiesen werden. 

Werin eirie ernpirische Forniel 

mit einer anderil empirischen Formel 

in dem Intervall xl bis x, verglichen werdcn soll, wo g(z) eine be- 
liebige ganze rationale Funktion nten Grades bedeutet, so werde zu- 
nichst statt x die Veranderliche u durch die Gleichung 
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Von C. RGAGR. 8 3 . = -%t5 + t-":% . u 
'1. 2 

eingeführt. Die Veranderliche u liegt dann zwischen den Grerizen 
- 1 und + 1. Die Funktionen f(x) und g (x) mogen, nachdem die 
neue Veranderliche u eingeführt ist, mit F(u) und G(u) bezeichnet 
werden. 

E s  sei nun E'(u,) nach Kugelfiinktioneii entwickelt: 

Daraus folgt, dass der mittlere Fehler m 

+ cn X . ) ] ~ ~ U  

ist als für alle für die betreffenden Werte von c o q  . . . c, kleiner 
deren Werte. Denn die Minimurubedingurigeri werden eben 

. Sol1 also die ganze Funktion nten Grades G(u), das Quadrat 
mittlercn Pehlers q&) 2 - G(u)lPdu 

- 1 

mm Minimum machen, sci muss sein 

G(u) - c,)+ cixi+ c,x2+ . . .+ C n X w  

Der Minimummert von m2 liisst sich in die Form bringen 

an- 

des 

In  den oben behandelteri beiden fi l leri  tr i t t  noch eine Korripli- 
kation hinzu. Die ganze rationale Funktion soll dort niimlich kein 
von a unabhiingiges Glied haben oder, wie wir hier besser sagen 
würden, sic soll an der untcren Grcnzc des Intervalles also für u - - 3  
verschwinden. Nun nehmen die Kugelfunktionen xi, x,, x3 . . . für 

- 

* Heine ,  Handbuch der Kugelfunktionen 5 14 Gleichung ga) ,  gb), 9c).  
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8 4 Über die Vergleichung empirischer Formeln. 

u = - 1 bekanntlich* die Werte - 1, + 1, - 1, $ 1, . . . an. Folglich 
hat G(u) ausser der Minimumbedingung noch die weitere Redinguq 
eu erfüllen, dass, wenn es nach Kugelfunktionen entwickclt wird, 

G(u)  = c,' + clrxl + carx2 -t . . . + c , , ' ~ , ,  

die Koeffizienteri die Gleiühurig erfüllen 

O 1 9  

\Yir haben es also mit einem relativen Minimum zu thun. Es sol1 

T;F(u) - G(u)12du 
C 
- 1 

rnoglichst klein werden, fur solche JTTerte c,'clf. . . c,', welche die Be- 
dingung c,;- Cl' + . . . f en1 = O 

erfüllen. Das führt naeh Einführung einer Korrelate k auf die Losungen: 

oder, wenn wieder c,,, c,, C, . . . die Koeffizienten der Entwickelung 
von F(u) nach Kugelfunktionen bezeichnen: 

2 ~ ,  = 2c,' + li, 

wobei 7c sich niir, durch die Redingungsgleichung crgiebt: 

* Folgt sofort &us der Definition von 1, als Boeffizient von CP i n  der Ent- 
1 

wickeliing von ---p. H e i n e ,  IIandEiuch der Kugelfunktionen 5 4 Gleich- 
ung 1). il- 2 a u + a e  
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Der Minimumwert von n z v s t :  

Die erforderliche Rechnung beschrankt sich demnach darauf, die 
Koeffizienten der Entwickelung von F(u) nach Kugelfunktionen c,c,. . . c, 
und den Wert  von + 1 

j r ~ w w u  
-1 

zu erruitteln. Dabei ist 

Hat man diese Werte  ermittelt, so zeigt der W e r t  von nt, mit 
welcher Genauigkeit die empirische Formel F ( w )  durüh eine ganze 
rationale Funktion rite. Grades G(u) ersetzt werden kanii. 
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Uber den spharischen Kegelschnitt und seine 

abwickelbare Tangentenfiache. 

Von 

Prof Ur. G. HUUER 
in Bem. 

Einleitung. 

Die Definition des spliiirischen Kegelschnittes wurde zuerst von 
Nic. P u s s  aufgestellt, durch die konstante Summe der Radien vectoren 
nach zwei festen Punkten. (Nova acta petropolitana t. 3, 1781.) 
Weitere Eigenschaften desselben sind durch S c h u b c r t ,  M a g n u s  und 
G e r g o n n e  am Ende des 18. Jahrh. aufgefunden worden. Eine voll- 
stiindige Bearbeitung der spharischen Kegelschnitte nach synthetischer 
Methode hat erst Chas les  im Jahre l i i 3 O  geliefert. (Noiiv. rném. de 
l'A4cadcmie roy. de Bruxelles t .  VI.) Fast aus der gleichen Zeit datieren 
die synthetischen C~-ritersuchu~igeri S t e i n e r s  in seiner ,,Systeniatischen 
Entwickelung der Abhiingigkeit geometrischer Gestalten von einander." 

Ebenfalls ausführlich sind die Arbeiten von M o b i u s  und G u d e r -  
m a n n  über ,,Analytische Spharik". Reide beziehen die Punkte des 
sphiirischen Kegelschittes auf ein sphiirisches Dreieck auf der Kugel 
als Koordinatendreieck. Die zugehorigen Koordinaten heissen sphirische 
Koordinaten und durch deren Einführung wird der Grad der Gleich- 
ung der Kurven auf den zweiten Grad reduziert. I n  der analytischen 
Geometrie des Raumes von S a l m  o n - F  i e d l e r  befindet sich irn -4nhang 
eine Zusammenstellung der Hauptsiitze über sphiirisçhe Kegelschnitte. 
Ferner zu erwahnen sind zwei Dissertationen über spharische Hegel- 
schnitte von G e i s e n h e i m e r  (Jena 1869) und H. V o g t  (Breslau 1873), 
in welchen Gu d e r  mannsche Koordinaten zu Grunde gelegt sirid. Im 
14. Bd. von Crelles Journal hat G u d e r m a n n  Inhalt und Bogen der 
spharischen Ellipse durch zwei komplizierte Integrale dritter Art dar- 
gestellt. Eine Quadratur dieser Kurve wurde auch von C a t a l a n  aus- 
geführt (Liouvilles Journ. tom 6). Eine elegante Rektifikation der 
sphiirischen Ellipse hat T o r t o l i n i  geliefert (Sopra la Rettificationa 
dell' Ellissi sferica etc. Roma 1846)) wobei der Kurveribogen diirch ein 
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Glier den syh%risçhen Kegelschnitt etc. Von Prof. Dr. G. IIIJBER. 87 

Legeii dresches Integral dritter Art  und der ganze limfang der Kiirve 
durch elliptische integrale erster und zweiter Art dargestellt wird. 

Neuere, mir bekannte Untersuçhungen über  spharische Begel- 
schnitte sind eingesçhlossen in  den allgemeineren Arbeiten über Raum- 
kurven vierter Ordnung von E b e r h a r d ,   b ber S t e i n  ersehe Sekanten 
und Punktsysteme auf Raumkurven vierter Ordnung" (Schkmilchs 
Zeitschrift, Bd. 32); , ,Harnack ,  Über die Darstellung der Ltaumkurveri 
vierter Ordnung 'erster Spezies durch doppelt periodische Funktionen". 
(Mathem. Annal. Rd. 12.) 

In der vorliegenden Arbeit sind die Koordinaten eines Punktes 
des spharischen Kegelschnittcs durch elliptische Funktionen eines 
veranderlichen Paratueters 26 dargestellt. Die Herleitung der bekannteri 
Eigenschaften der Kurve, die sich verniittelst dieser Gleichungen 
leicht bewerkstelligen liisst, ist zum groseten Teil weggelassen, da- 
gegen ist die Krümrnung heriicksichtigt worden. Ferner ist haupt- 
sichlich die Quadratur und Hektifikation der spharischen Ellipse aus- 
geführt; besoritlers die erstere führt auf eirien sehr einfaçhcn Aus- 
druck. 

Ferner ist es mir gelungeri, die Gleiçhungen der abwickelbaren 
Sarigentenfliclie des spharischen Kegelsçhnittes vermittelst xweier ver- 
inderlicher Parameter zc, v in sehr einfacher Forrn durch elliptische 
Funktionen darz~st~ellen. Die Parameterkiirveii u = konst. sind die Er-  
seugendsn der Tangentenflkhe, wiihrend die Iiurven v = konst. ein 
System von Kurven achter Ordnuilg auf der Fliiühe reprLsentiere11, die 
sich als Kurven vierter Ordnung auf die drei Xoordinatenebenen pro- 
jizieren. Die Doppelkurven der Fliche in den drei Koordinatenebenen 
und in der uuendlich fernen Ebene ergeben sich fiir vier speziclle 
Werte von û, niinilich u = O, K ,  X + i R' und iX'; sic lassen sich 
durch einfache Gleichungen vierten Grades in rechtwinkligen Koordi- 
naten darstelleri und leicht konstruieren (Fig. 2 u. 3). 

Hieran schliessen sich noch einige andere Untersuchungen der 
Flkhe, Aufstellung der Fundamentalgriissen erster und zweiter O n -  
nung, Krümrnung u. S. W. Ich hofe  damit einen kleineri Heitrag zur 
genaueren Kenntnis dieser Flache geliefert zu haben. 

1. Der splili~ische Regalschriitt. 
Der spharische Kegelschnitt sei dargestellt als Schnittlinie der 

Eiiiheitskugel: 

1) x2 + y2 + z2 = 1 
mit dem konzentrischen elliptischeu Kegel: 

wo a > b. Die Koordinatenebenen sind die Hauptebenen des Kegels. 
Der Kegelschnitt besteht ails zwei kongruenten spharischcn Ellipsen, 
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88 Über den spharischen Kegelschnitt etc. 

oberhalb 
punkten 
p u n k t e n  

Die 

und unterhalb der (xy)-Ebene, mit den elliptischen Mittel- 
Z und 2' auf der #-Axe und den hyperbolischen Mittel- 
X, X' un8 Y, Y' auf den beiden anderen Axen (E'ig. 1). 
Gleichung des Kegels liisst sich auch schreiben: 

- - - 
a h e  c  +---- a e +  C s  a? + c e  a 3 + C e  - o. 

Weil a ' c  
c 2  < ' 7  c e  < 1 

E'ig 1 

PZ 

und ihre Summe = 1 kt,  so kann man setzen: 

a Y c9  
3) y .- sin2a, - - - -  

ae+ c ae+ cf  
- cou2a, also tang a -a, 

wo O < a < 90° ist. Ferner setze man: 

b 
-- 
a'+ c" 

= sin2a -- sin2&, 

wobei cr: > E sein muss. Nun wird nach 

a 'p  b2 O3 f ce 
4) sina€ = a'+C" -- cos2& = -- a2 1 cf '  

Die Gleichung des Kegels lasst sich 

a*- be 
tang r = l/-- 

nun schreiben: 
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Für a = O reduziert sich der Kegel auf die (yz)-Ebene, fur a = E 

auf die (xz)-Ebene und für n = 90° auf die (%y)-Ebene. 
Für E = O wird a = b ,  der Kegel wird ein Kreiskegel und der 

sph%rische Kegelschnitt reduziert sich auf zwei Kleinkreise der Kugel. 
Durch Elimination von y aus 1) und 5) ergiebt sich die Pro- 

jektion des sphiirischen Kegelsçhnittes auf die (xz)-Ebene als die 
Ellipse: 

6) 

Weil E < <y und x stets < 1 ist, so kann man 
sin E x = sin cp 
sin cr 

setzen, wo gp ein veranderlicher Winkel bedeutet, dann folgt aus 6): 
COS E -. z - cos cp, 
COS rr 

also wird: 

als Koordinaten eines Punktes der Projektionsellipse. Die zugehorige 
Koordinate y des entsprechenden Punktes des sphiirischen Regels~hnit~tes 
ergiebt sich aus der Kugelgleichung als 

Damit y reell werde, muss stets sin2rp < sin2& sein. 
Die riiunilichen Koordinaten eines Punktes des sphirischen Kegel- 

schnittes, als Punktionen von gp betrachtet, merden nun: 

sin u 1/"neu - sins;. 1/S;n3c - sin5<p 
sin sin p, y = - -7 sin E COS E 

c o s  l~ 
z = - coscp. 

COB E 

E'ür c p =  * E  und rp = z  T s  wird: 

es sind dies die Scheitel A, A' B, U' der grossen Axen der beiden 
sphiirischen Ellipsen; hieraus folgt, dass die Hauptbogen der Kugel 

sind, d. h. u ist die h a l b e  g r o s s e  A x e  der sphiirischen Ellipse. 
Für Q - O wird 

es sind dies die in der (YB)-Ebene liegenden Scheitel C ,  C' bez. D, Il' 
der k l e i n  en  A x e n  der beiden spharischen Ellipsen. 

Zsitschrift f. Matlioinatik u.Plij-sik 45 Xand. 1900. 2 . u . S .  Heft. 7 
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Die Gleichiingen der reellen, in der ($2)  -Ebene liegenden E' o k a l -  
l i n i e n  des Kegels sind: 

-- 

us- O =  
a==-+'totoi=k t u n g r i ,  

sie sçhneiden die Einheitskugel in den vier Brennpunkten des spharischen 
Kegelschnittes, ihre Koordinaten werden: 

Bezeichnet man die Brennpunkte der oherhalb der (zy)-Ebene 
liegenden sphiirischen Ellipse mit FI und F,, die der unterhalb der 
(zy)-Ebene liegenden mit 23 und F,, so folgt, dass ihre Abstande von 
den Mittelpunkten Z und Z' gleich dem Bogen E sind: 

23'; = ZF4 = ZIF3 = ZIF 4 -  - E ) 

d. h. E ist  die E x z e n  t r i z i t a  t des spliirischeii Kegelschnittes. 
Pür  jeden Punkt  P der obern spharischen Ellipse gilt nun die 

Reziehung: arcI;;Y + a r c F 2 P =  2a .  

Um in den Gleichungen 7) für y die Quadratwurzel zu vermeiden, 
führen wir e l l i p t i s c h e  F u n k t i o n e n  ein. 

Als algebraischen Modul wiihlen wir: 
-- - -- 

x = s i  r - X I  = cos 6 - v$$$ 
gleich komplementiirer Modul und setzen bei Benützung 
rnannschen Zeichen: 

s i n < p L x s n u ,  c o s p = t l - x 2 s n 2 u = d n u ,  

fS;SF- sin2<p = x cnu. 

der Guder- 

Für  rp = O ist dann auch u - 0. Bei demselben Modul setzen wir: 

sin <Y - - = x s n t ,  also cos u = d n t ,  l /iV 
-- y&'~  - s i n ' ~  = i x c n t ,  

wo t zuiiüchst eine Konstante bedeutet, von welcher die Axen des 
sphiirischen Kegelschnitts abhangen. Aus obigern folgt: 

Wie gesehen ist  u ein Winkel zwischen E und ;. Für die untere 

Grenze ct = E, also s i n u  = s in& = it, wird xsfit  = x ,  also s n t  = 1 und 
7c 

t = K .  Für  die obere Grenze u = -  wird s i n a = I ,  also x s n t = l  
1 

2 
sn,t = , somit t = K + i Kt. Bezeichnen wir im folgenden immer 
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die imaginare Periode der elliptisrhen Funktionen 2 i K '  h r z  mit 
2L, so finden wir, dass das konstantc Argument t zwischen K und 
K -  I; liegt, es ist also korriplex, t - K +  v i ,  und icnt i d  ree l l .  

Die  G l e i c h u n g e n  des  sph i i r i schen  K e g e l s c h n i t t e s ,  als 
Funktionen der Variablen u betrachtet, werden nun: 

Pür die Konstanten führen wir folgende Abkürzungen ein: 

snt  = Â, i c n t  = p ,  d n t  = v ,  
es ist daim 

1<1<_', o < ~ < -  und O < ' v < x f .  

Die Gleichungen des spharischen Kegelschnittes werden nun: 

Geht .u von O bis 4h; so erhttlt man die oberhalb der ("y)-Ebene 
liegende spharische Ellipse, geht u von 2L bis 2L + 4K,  so erhiilt 
man die unterhalb liegende vom Mittelpunkt 2'. 

Die Parameter u, von vier Punkten der Kurve, welche in irgend 
einer Ebene liegen, geniigen der Gleiühung: 

u, + zc, + zc, + tt,= O (mod 4 K, 4L).* 
Für u = O und 2 K  wird 

es sind dies die Scheitel C und C' der kleirien Axe. 
Far u = und 3 K wird 

x = f  scÂ, y = O ,  z = v ,  

es sind dies die Scheitel A und A' der grossen Axe. 
Die Koordinaten der Brennpunkte sind 

Aus den Gleichungen 13) der Kurve folgt: 

Die Gleichungen der T a n g e n t e  im Punkte x, y,  z, Tom Argu- 
ment u, des spharischen Kegelschnittes werden: 

* A. H a r n a c k ,  b e r  die Darstellung der Raumkurven vierter Ordnung 
1. Spezies durch doppelt periodische Funktionen. Math. Anu. Bd. XII S.47 .  

7 * 
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Die Gleichung der N o r m a l e b e n e  in diesem Punkte wird: 

d. h. alle Normalebenen der Kiirve gehen durch den Kugelmittelpunkt, 
wie dies auch geometrisüh klar, da der Kugelradius eine R'ormale 
der Kurve kt. 

Die Gleichung der S c h m i e g u n g s -  oder O s c u l a t i o n s e b e n e  wird: 

16) pvr.x'sn3u. - Â - v x c n k - 7  + rZÂddlZSu. ( = LPvx1. 

Die acht Scheitel des spharischen Kegelschnittes sind Osculations- 
punkte der Kurve, die Schmiegungsebenen in denselben sind statio- 
n a r e  Osc i i l a t i  o n s e b e n e n ;  diejenigén in den Scheiteln C, C' dcr 
kleinen Axe treten auf für tt = O und 2K, i~amlich 

sie sind senkrecht zur (y$)-Ebene. Diejenigen in den Scheiteln A ,  A' 
der grossen Axe werden für u = K und 3K erhalten: 

Projiziert man den sphirischen Kcgelschnitt von einem dieser 
Scheitel aus auf die Koordiriatenebencn, so ist die Bildkurve von der 
d r i t t e n  O r d n u n g .  Ninimt man z. B. den vordern Scheitel C der 
kleinen Axe als Projektionscentrum und die (%y)-Ebene als Rildebene, 
so sind die Koordinaten des Bildpunktes, welcher dem Piinkte vom 
Parameter zc der liaurnkurve cntspricht: 

kic s n u  x=- p x j c n u - d n u )  
y = 

1 - d n u '  ? r l ( l - d n u )  

womit die Bildkurve eindeutig auf den spharischen Kegelschnitt be- 
zogen ist. Durch Elimination von u ergiebt sich die Glcichung der 
B i l d k u r v e :  

17 )  p x l ( ~ y  + p ~ 1 ) x 2 +  (x'y - p~)A.2y  = O. 

Sie hat die Asymptote g ='- $ 9  ihr unendlich ferner Berührungs- 

punkt ist Wendepunkt. Die Kurve besteht aus einem geschlossen~n 
Blatt, welches die x-Axe im Nullpunkt berührt, und zwei kongruenten 
unendlichen hyperbolisch-parabolischen ~ s t e n ,  symmetrisch zur y-Axe 
mit obiger Asymptote. Die Gleichungen der übrigcn Projektionen sind 
von 5hrdicher Form. 

D e r  R a d i u s  d e r  e r s t e n  K r ü m m u n g  im Punkte (x, y, x )  des 
spharischen Kegelschnittes wird aus der Formel erhaltcn: 

ds" 
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a 2 s  
- 

x ç n u c n u d n u  
- - - 

du' v2-3; 
Setzt man alle diese Werte eiri, und reduziert, so ergiebt sich 

der K r ü m m u n g s r a d i u s  im Punkte zt: 
2 

Im Scheitel der kleinen Axe, für .u = O, wird 

Im Scheitel der grossen Axe, für u = R, wird der Krümmungs- 
radius: 

?P. - - Ei - .  
Q = * i i s x ~ y p  ,,,qq= 

Der K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  eines Kurvenpunktes zc liegt im 
Schnittpunkt der Oskulationsebene mit der Durchschnittslinie zweier 
unendlich benachbarter Normalebenen; diese Schnittlinie steht senk- 
recht auf der Oskulationsebene, und weil alle Normalebenen durüh 
den Kugelmittelpunkt laufen, so thut  es auch diese Schnittlinie. 
Man findet also den Krümmungsmittelpunkt in einem Punkte des 
spharischen Kegelschnittes, indem man vom Kugelmittelpunkt ein Lot 
auf dio zugehorige Oskulationsebene fsllt, der Fusspunkt ist der 
Eriirriniurigsmittelpunkt. 

Aus der Gleiehung 16j der Oskulationsebene und den Gleichungen 
des TAotes vom Mittelpunkt aus, ergeben sich die K o o r d i n a t e n  d e s  
K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e s :  

mobei AT = 1v2,u2u2 + X % ( Â ~  ~ 1 2 ~ ~ ) ~  ist. Eliminiert man sus  dicsen 
drei Gleichungen den variablen Parameter cc, so ergiebt sich die 
Gleichung eines K e g e l s  s e c h s  t e n  G r a d e s  mit Scheitel im Ii'ugel- 
mittelpiinkt: 

20) (12xr4ccq +y - ~ 3 2 ~ ~ ) ~  + 27 i ~ 2 u 2 u B ~ 2 ~ 1 2 ~ 2 y 2 t 2  - o. 
Die Erzeugenden dieses Kegels stehen auf den Oskulationsebenen 

des sphiirischen Kegelschnittes senkrecht, d. h. dieser Kegel durch- 
schneidet die developpable Tangentenflache des sphirischen Kegel- 
schnittes überall rechtwinklig, und ihre Schnittlinie ist der O r t  d e r  
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K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  desselben. Weil die Tangentenfiache, wie 
wir spiiter schen werden, von der achten Ordnung ist, so ist die 
Krümmurigsmittelpuriktkurve von der Ordnung 8 . 6  = 48. 

Der Kegel hat die zwei Paar Erzeugenden, die in der ( ~ 2 ) -  bez. 
(9s)-Ebene liegen zu R ü c k k e h r k a n t e n  und die 
ordinatenebenen sind die Rückkehrtangentialebenen. -. 

D i e  z w e i t e  K r ü m m u n g  o d e r  T o r s i o n  wird 
die Formel 1 - - .- 

E 
7 X ~ + Y ? + Z ~ '  

betreffendén Ko- 

dargestellt durch 

dabei ist: 

Also wiïd die Torsiori: 
1 3 l . p ~  sn u c n  u d n  u 
- 

1' Â P p o v 9 + % = ( l s -  S ~ L ~ U . ) ~  

Für  u = O, R, 21<, 3 T i ,  d.h. in den Sch~i t~eln 
des sphiirisçhen Kegelschnittes ist die Torsion Null. 

der beiden k e n  

II. Qiiadratnr der sphitrischen Ellipse. 

Denken wir uns in den Gleichungen 12) des spharischen Kegel- 
schnittes die Grosse t als cinen zwischen I< und K + i1 liegenden 
veranderlichen Parameter, wiihrend die Variable u jedesmal von 0 bis 
4 K ,  bez. von 2L bis SL + 4 K geht, so entspricht jedem Wert  von t 
ein bestimmter sphiirischer Kegelschnitt, oder zwei kongruente spharische 
Ellipsen oberhalb und unterhalb der (xy)-Ebene. W i r  erhalten also 
eine Schar spharischer Kogelschnitte, oder eine doppeltc Schar sphgrischer 
Ellipseri, welche alle dieselben Brennpunkte haben, denn ihre Ko- 
ordinaten 

x = + X ,  y = O ,  Z -- * 3?' 

sind von t uiiabhangig, d. h das System der sphiirischen Kegelschnitte 
t = konstant ist konfoka l .  

Die oherhalb der (%y)-Ebcne liegende Schar sphiirischer Rllipseu 
hat die gemeinschaftlichen Brennpunkte ZI;, fi', und den Mittelpunkt % 
die uriterhalb liegende Schar die Brennpunkte &, Li4 und den Mittel- 
punkt %'. 
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Bür die obere Grenze t = K +  L reduziert sich der spharische 
Kegelschnitt auf den doppelt gelegten Hauptkreis x2 + y2 = 1 in dur 
(z!j)-Ebene, welcher die Doppelschar sphiirischer Eilipsen trennt. Pür 
die untere Grenze t = K reduzieren sich die beiden sphirischen 
Ellipsen auf die beiden Hauptkreisbogen FI lr; , bez. F, 3, zwischen 
den Brennpunkten in der (xz)-Ebene. 

Wir denken uns nun in den Glcichungen 12) des spharischen 
Kegeluchnitteu umgekehrt ti = kori~tant zwischen O und K liegcnd und 
t als Variable, dann ist ,  weil 

s i n r p = x s n u  und s i n a = x s n t  

Fig. 2 

kt ,  cp = konstant und a variabel. Man e rhd t  die Gleiçhung des Kegels, 
welcher diese Kurve auf der Einheitskugel ausschncidet, indem man 
in der Kegelgleichung 5) a mit vertausçht, also: 

Nun ist a > e dagegen cp < E,  somit ist s in2q - sin2& n e g a t i r .  
Damit der Nenncr des zweiten Gliedes positiv wird, schreiben wir: 
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~ l e i c h u i ~ e n  der beiden Kegel 5 )  und 22) in 

z 5 

- 
y= z e  

= O  und z + B ' + F = O ,  

B- sin2u -sin%, C--coseu,  

B'- sinPq - sine€, Cl- - cos", 

Dieser Kegel hat also die $-Axe als Kegelaxe und der von ihm 
ausgeschnittene spharische Kegelschnitt hat die elliptischen Mittel- 
punkte X und XI und besteht aus zwei spharischen Ellipsen, die 
symmetrisch zur (ya)-Ebene liegen. 

Schreibt man die 
der F'orm: ,% Y" -*-tu+ 
so ist: 

A - sin2u, 

Ar- sin", , , 
folgt: 

A - ,4' - B - B' = C - C' = sin2cx - sin", 

d.h.  die beiden Kegel sind k o n f o k a l ;  sie haben dieselben Fnkallinicii 

CG = i t a n g ~ . ~  

und durchschneiden sich langs ihrer vier gemeinschaftlichen Er- 
zeugenden r e c h t w i n k l i g .  

Die beiden zugehijrigen sphiirischcn Kegclschnitte t = konst. und 
u =  konst. sind also ebenfalls k o n f o k a l  und durchschneiden sich 
r e c h t w i n k l i g .  

Nimmt der Parameter 14 der Reihe nach alle Werte an von O bis 
K> wiihrend die Variable t jetlesmal alle Werte von K bis K +  L 
und von 3K bis 3&1- L durchl'iuft, so erhilt  man eine zweitc 
%bar konfokaler sphirischer Kegelschnitte, oder eine Doppelschar von 
spharischen Ellipseil, die zu verschiedenen Seiten der (yz)-Ebene liegen. 
Die rechts dieser Ebene liegende Schar hat die gemeinschaftlichen 
Brennpunkte E;,  F3 und Mittelpunkt X, die links liegendc Schar die 
Brennpunkte F2, & und Mittelpunkt XI. Für  u = O erhi l t  man den 
Hauptkreis in der (y$)-Ebene, für die obere Grenze u = K, die in der 
(zzj-E bene liegenden Hauptbogen FI&, bez. F2 &', zaischen den Brenn- 
punkten. 

Wir finden also: 
E s  stellen die Gleichungen 12: - 

2 n 1 
x = x s n l s n a c ,  y - 7 c n t c n u ,  z = 7 d r z t d n , ~ ( ,  

1. wenn t = konutant, zwischen K und K + L liegt und u 
variabel, ein System konfokaler spharischer Ellipsen dar, die 
paarweise sÿmmetrisch zur (xy)-Ebene liegen; Brennpunkte 
Ji, E; bez. PR, F,; 

2. menn u = koristarit, zwiuchen O und K liegt und 2 variabel, 
ein System konfokaler spharischer Ellipsen dar, die paar- 
weise symmetrisch zur (ys)-Ebene liegen, Brennpunkte FI, Ijj 
bez. F2, F' 

Beide Systeme sind zu einander konfokal und durchschneiden sich 
überall rechtwinklig, sie teilen daher die Kugeloberfliiche in unendlich 
kleine Rechtecke ein und diese Einteilung benützen a i r ,  um den 
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Flicheninhalt der spharischen Ellipse zu finden, d. h. die Flliche des 
kleineren Kiigelsegnientes, welches die Xllipse auf der Kugel abgrenzt. 

Beide Systeme konfokaler Kegelschnitte werden auch erhalten, 
wenn t veranderlicher Parameter zwieçhen O und K +  L und zc die 
unabhiingige Variable ist, und zwar das eine System für O < t < K, 
das andere für komplexe Werte K < t < K + Tl. 

E s  seien nun e und e '  zwei unendlich benachbartc sphirischo 
Ellipsen des ersteri Systerns, den Pararrieterwerten t = korist. und 
t + dt = konst. entsprechend, ebenso seien f und f '  zwei spharisciie 
Ellipsen des zweiten Systems, den Parameterwerten zc = konst. und 
,tt -1 du = konst. entsprechend. Dicsc vier Kurven bestimmen ein un- 
cndlich kleines liechteck PQRS (Fig. 1) auf der Kugel, von den Seiten 
P& = ds auf e und PA = ds'  auf f: Das F l i i c h e n e l e m e n t  auf der 
Kugel ist d a m  

Nun ist: 

Das Bogenelenierit ds' auf f' wird aus d s  erbalten, weiin Para- 
meter t und Variable zc mit einander vertauscht werden, also: 

Das Fliiçhenelement auf der Kugel wird &O: 

Der Parameter t der spharischen Ellipse e liegt nun, wie früher 
gesehen, zwischen K und K +  L, wir konnén daher setzen: 

Dann wird, a e n n  das positive Zeichen gewiihlt wird: 

Für t - E, also v - O, und u variabel, ergiebt sich der in der 
( x z )  -8bene lirgende Haiiptkreis; fiir u = O und t und v variabel, der 
in der (y#)-Ebene liegende Hauptkreis. lritegriert mari daher obigen 
Ausdruck nach t von K bis t ,  nach v von O bis v und nach u von O 
bis zc, so erhilt  man den Flacheninhalt des krummlinigen R e c h t -  
ecks ZCYA, (Fia. l ) ,  begrcnzt von den Hauptkreisbogeii Z C  und 
ZA,  und von den Bogen Y(,' und PA1 der sphiirisçheri Ellipseri e 
und f' Der Fliicheninhalt dieses Ztechtecks wird: 
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bei Anwendung der Jacobischen Zeichen, und wenn K und E die 
vollstiindigen eliiptisühen Integrale erster und zweiter Art bedeuten. 
Ersetzt man im vorletzten Glied t durch IL+ vi, so fallen die drei 
letzten Glieder weg und es bleibt: 

24) Rechteck ZCPA,  = F = .z;Z(u) + iuZ( t ) .  

Dabei . sind t = K + ?ji und .II die Parameter der Begrenzungs- 
ellipsen e und f. Wird 7c - h; so fi l l t  die sphiirische Ellipse f mit 
dem in der ( x ~ ) - E b e n e  liegenden Hauptkreis zusammen, A, Fillt 
in den Scheitel A von e und das betrachtete Kugelrechteck mird zu 
dem von der spli%rischen Ellipse e abgegrenzten S e g m e n t  q u a d r a n t e n  
211 C. Der Inhalt desselben ergiebt sich aus Gleicliung 24) für 

somit der F l i i c l i en inha l t  d e r  g a n z e n  s p h a r i s c h e n  E l l i p s e  e: 

2 5)  J =  4iKZ(t), 
a wo t aus der Gleichung s n  t - ---- - - bestimmt ist. 

C b "  
Für t -- K + L fallt die spliiirische Ellipse mit dem Hauptkreis 

in der (zy)-Ebene zusammen, ihr Inhalt J wird gleich der halben 
Einheitskugel, gleich 2 n  und die Gleichung 25) wird: 

4 i K Z ( K + L ) =  2z, 
sornit 

wie bekannt. 

III. Rektifikation der spliiirischen Ellipse. 

Setzt man im Bogendifferential der sphiirisclîen Ellipse: 

ds = x f ~ n ~ t - s r z % ~  d u ,  

Also die Lange des von1 Scheitel C der kleinen Axe aus ge- 
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Die Berechnung dieses elliptischen Integrals ist aber weitliiufig, 
wir schlagen daher einen anderen Weg ein. 

Die Gleichung des Kegels, melcher auf der konzentrischen Ein- 
heitskugel die spharische Ellipse e auuschneidet, ist: 

wo a > b. l m  Mittelpunkt crrichtcn wir auf jedcr Tangentialebene 
desselben eine Normale, alle diese Normalen bilden einen zweiten 
konzentrischen Kegel zweiten Grades, welcher der P o l a r  k e g e l  des 
gegebenen heisst. Dieser schneidet die Einheitskugel in einer zweiten 
sphiirischen Ellipse p ,  welche die P o l a r e l l i p s e  der gegebenen, e, heisst. 

E s  sei (x', y', 2 ' )  der Sçhnittpurikt der Normalen mit der Xinheits- 
kugel, also ein Punkt der Polarellipse p, dann sind die Eichtungs- 
kosinusse der Normalen 

COS a: = z', cos /3 = y', cos y = z ' ,  

also, wenn nz eirierl Proportio~iali t~tsfaktor bedeutet: 

1st der Punkt Z, y, a auf dem gegebenen Kegel zugleiüh ein 
Punkt der ersten Ellipse e7 so gilt für ihn die Gleichung: 

2" y2+ z2= 1) 

setzt mari die Werte 28) hier ein, so ergiebt sich der Proportionalit%ts- 
faktor: 

29) rn = il4& a-+ b4?j' " + c4zr2. 

Die Gleichungen 27) rerbinden nun zwei ciitsprechende Punkte 
X, y ,  z und x', y', z' der beiden sphiriuchen Ellipsen e und p. 

Setzt man die Werte 23) in der Gleichung des gegebenen Kegels 
ein, so ergiebt sich die Gleichuiig des P o l a r k e g e l s :  

oder : 
30) 

Die Halbaxen dieses Kegels sind 

1 1 1 A : - ,  ---, ce--- ,  
b a c 

weil a > b ,  so ist A >  R, d. h. die zur (zy)-Ebene parallelen Schnitt- 
ellipsen des Polarkegels haben ihre grosse Axe parallel zur y-Axe. 
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Wir führren nun analog wie früher in den Glcichuiigen Il a) 
elliptische Funktionen ein und setzen: 

Der Parameter z  ist komplex und liegt zwischen K und K +  L, 
wie der frühere Parameter t ,  nur haben K und L hier andere Werte. 

Dic G l e i c h u n g e n  der P o l a r e l l i p s e  p sind nun auf dieselbe 
Weise gebildet, wie die Gleiçhung 12) der Ellipse e, nur dass jetzt y' 
an die Stelle von IL. und z'  an die Stelle des früheren y tri t t ,  also: 

32) 
, . k  1 

y'= 7csfz.zsn lu, x = L 7 c ~ z ~ n  W, 6'- d n z d n w ,  
li k' 

wo k' der komplementare Modul und w die Variable bedeutet. 
Aus den Gleiçhungen 31) bilden wir den Ausdruck: 

und üus diesem urid den zwei ersten Gleichungen 31) folgt die Proportion: 
kzsn" ccwy a 

11.2: 6 2 :  C? = S ? 1 2 2  : - C n 2 Z  : - --. 
dn2z 

Bedeutet 1 einen Proportionalitiitsfaktor, so k t :  

lk2sn'c cne t  a" Lsn2.t, b 2 =  - Zcn2t,  c2- 
d nzz 

Setzt man im Proyortionalilitsfahtor m ,  Gleichung 29), diese Werte 
und für x', y', z' die Werte 32) ein, so ergiebt sich: - 

k . snVrcner 
k r s  d n z r  

{ -  sn% t l l a ' ~  cn2w + k'%n2z d n 2 z  s n 2 w  + 7e2sn2t cnez dnew] 

wenn zur Abkürzung - -- y;;;~ .t - s ,29 Uj = 1' 
gesetzt wird. 

Setzt man nun diesen Wert für m, die gefundenen Werte für 
a2, b" c2 und die Werte 32) für x', y', z' in den Gleichungen 28) ein, 
so erhiilt man die Koordinaten x, y, s des Punktes der gegebenen 
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sphiirischen Ellipse e,  elc cher dem Punkt x', y', z', Gleichung 32), 
der Polarellipse p entspricht: 

s n z d n r c n u :  i c n z d n r s n w  k i c n , t . s n t d n w  
33) 1ç - k f  7' ' Y -  --7- , 2- 

k' 7' 

Bei variablem zu sind dies die Gleichungen der gegebenen 
sphiiriscben Ellipse e ,  sie sind nicht so eirifach, wie die früheren 
Gleichungen 12) ,  dagegen sind sie bequemer zur Rektifikation der 
Kurve. 

Für ?A: = O und 2x wird 
d n  z  k i  

x=$- k ,  7 ?/ -07 k'Cnz7 

es sind dies die Scheitel A und A' der grossen Axe, welche den 
Scheiteln der kleinen Axe der Polarellipse entsprcchen. 

Für w - K und 3K wird 

x = 0 ,  X = f  d % z ,  z = k s n z ,  

welches die Scheitel C und Cf der kleinen Axe sind. 
Die Variable geht also mit dem Nallwert vom Scheitel .4 der 

grossen Axe sus, wiihrend sic in der ersten L)arstellung 11) vom 
Scheitel C der kleinen Axe ausgirig. 

Aus den Gleichungen 33) folgt: 
d z  - s n z c n 5 t . d n r s n z c ; d n u ;  d y  - i s n 2 z c n r d n z c n u ~ d n u ~  
- F;' Y ' Y  7 --- -- 

d u  9' 
- 7  

dw 

d z  i k s n  s  c n  s d n ' s  sn  zc cn u 
-=  A --. 

d  w  1 T S  

Das Bogendifferential der gegebenen sphirischen Ellipse wird: 
.s?tez cm2r dn ,Pz  ds? = -------------- - 

T6 
k sngwdn2w - sn2r  rngwdn'w - F d n P r s n 2 w  c n 2 w )  dwe 

i s n r c n r d n z  as-?- d w .  
sn'z  - sm3tc 

Der vom Scheitel A der grossen Axe ails gerechnete Bogen der 
sphiirischen Ellipse wird nun: 

9,; 711 

Nuri ist bei Gebrauüh von Jacobischen Zeichen: 
H ( z + w ) H ( z - w )  H e ( o )  

s n 2 r  - sn2w = - .- 
O (s) 64 "w) k 
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Partiel1 nach .G differenziert und mit 2 dividiert: 

1 a 1 2  1 a 
- -Log(sn2z - sw2zu) = -;-LogH(z + w) + - L o g + Z ( i  - w) 
2 U T  2 Gr 2 2z  

1 O 1 a 
= , L o g  H(z  + w) - - - LogBir - w) 2 ;w 2 ow 

- Z(Z> 

somit 

3 4) 

Doppelkurve in  der (yz)-Ehene. 

Man erhilt den ersten Quadranten der sphiirischen Ellipse für 

Xun liegt aber der Parameter z zwischen K und d+ L, so dass 
z = E + iv ,  d a m  wird: 
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Weil aber H(2 K + ui) = - If(vi), so a i r d  

also 

H ( i < K + i v )  
fi (zv; 

- Log (- 1) = - i TC, L o g -  --- - 

Die ganze Lange der sphiirischen Ellipse e wird 

3 3) U =  2a - 4iKZ(t).* 

Nun bedeutet aber 4iK.Z(c)  nach Gleichung 23) den Inhalt der 
Polarellipse p ,  bezeichnen mir diesen mit J', s n  wird obige Gleichung: 

U + JI= 272 = Oberfliiche der Halhkugel. 

Es ist dies der bekannte Satz, dass der Umfang einer geschlossenen 
E'igur auf der Kugel und der Inhalt der Polarfigur und umgckehrt, 
sich zu 2 n  ergiinzen. Dabei ist der Parameter z aus der Gleichung 

IV. Die develoypable Tarigentenflkhe des sphiir~ischen Kegelsch~iittes. 

Die skntlichen Tarigenteri eines sphirischeri Kegelschriittes bilden 
in ihrer Aufeinanderfolge eine a b  w i c ke  1 b a r  e F l a c  h e ,  welche sym- 
metrisch ist zu jeder der drei Koordinatenebenen. Die Erzeugenden 
der Friche durchschneiden sich daher paarweise in  den Xoordinaten- 
ebenen und die E'liiche besitzt in diesen drei Ebenen, sowie in der 
unendlich fernen Ebene je eine e b e n e  D o p p e l k u r v e  v i e r t e r  O r d -  
nung. 

Redeuten u und v zwei veriinderliche Pitrameter, so k s s t  sich die 
abwickelbare Tangentenflache darstellen durch die drei Gleichungcn: 

Lx sn2v 
3 6) Iç =- 

p x  c m ' ~  v dn2v 
' Y== , g=--- 

s'nu. st'dnu ' 
.wo A ,  p, 1 . 1 ,  x ,  .A' die frühere Bedeutung haben, niimlich: 

rrobei a, b ,  c die Halbaxen des Kegels sind, der der1 betrachteten 
sphiirischen Kegelschnitt aus der konzentrischen Einheitskugel aus- 
schneidet. 

* S o r t o l i n i  hat den 13ogen iirid den Qiiadranten der sphiirischen Ellipse 
durch ein Legendresches Integral dritter Art dargestellt. Vergl. S o r t o l i n i ,  
Sopra, la Rettificszione dell'ellissi sferics etc. Roma 1846. 
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Eliminiert man niimlich aus je zwei der Gleichungen 36) den 
Parameter v, so erhiilt man die Gleichungen 14) der Tangente des 
sphiirischen Kegelschnittes im Punkte x, y, z, vom Parniîleter zc. 

Hieraus fol&: 
Die P a r a m e t e r k u r v e n  u = k o n s t a n t  s i n d  d ie  E r z e u g e n d e n  

der developpabeln Tangentenfliche. 
Der Parameter 14 di1rchl5ift, wie beim sphiirischen Kegelschnitt, 

einerseits die reellen Werte von O bis 4K, anderseits alle komplexen 
Werte von 2L bis 211 + 4K. 

Eliniiniert man aus den Tangentengleichungen 14) auch den Para- 
meter u, a a s  ohne grosse Schwierigkeiten moglich kt, so ergiebt sich 
die B l e i c h u n g  d e r  T a n g e n t e n f l i i c h e  des  s p h i i r i s c h e n  Kegel 
s chrii t t e s in rechtwirikligen Koordinaten: 

x; + r ' 4 n 2 2 j 2 a 2  X 2 v 2 z 2 y 2  p 2 v - ( 1  + î 1 , 2 ) 2 2  1 2 y 2 Y 2 +  A 2 C C - X C X S ] x  

3 i )  I ï p P  = 4 X ~ z ~ ( v ~ ~ p ~ B 2 p ~ y 2 ) ( p ~ v 2 Z 2 + ~ 2 v 2 y ~ X ~ ~ ~ p ~ ~ ~ ) ,  

Die Fliiche ist vom achten Grade, der Nullpunkt und die uriend- 
lich fernen Punkte der drei Koordinatenaxen sind v i e r f a c h e  Punkte  
der Fliiche, die wir spater noch betrachten werden. 

Wir  untersuchen nun die P a r a m e t e r k u r v e n  v = konstant auf 
der Fliiclie. In den Gleichungen 36)  nehmen sn3u,  ctz% und d n 2 z :  alle 
miiglichen reellen Werte en zwisçhen -- oo und + oo, wenn der Parn- 
nieter v die Seiten eines Rechtecks durchlauft, von den Ecken O, Ir; 
K + L und 1,. Jedem Werte von v auf einer Seite dieses Rechtecks 
entspricht eine bestimmte Kurve auf der Fliiche, diese Kurve ist von 
der achten Ordniing und besteht ans acht gleichrn, getrennten, uiicnd- 
lichen Zwcigeri, die synmetrisch zu den drei Koordinatenebenen in den 
acht Oktanten liegen. Die Projektion dieser Parameterkurve auf jeder 
dei- Koordinatenebenen wird daher eine ebene Kurve vierter Ordnung. 

Den Ecken jenes Rechtecks, v - O, K, K + L und L entsprechen 
bez. die in der (yz), (xz), (zy) und in der uncndlich fernen Ebene 
liegendeii D o p p  e l k u r v  en  der F lkhe .  

Für  v = ,u gehen die Gleichungen 36) der Tangentenfiache in die 
Gleichungen 13) des spharischen Kegelschnittes über. Da nun IG von 
O bis 4 K  und von 2L bis 2L + 4K Iauft, so kann v nur zwischen 
O und K gleich zc werden, d. h. alle Parameterkurven v = konst. be- 
r ü h r e ~ i  d e n  s y h a r i s c h e n  K e g e l s c h n i t t ,  wenri v zwischen O uiid I l  
liegt, also thun dies auch die Doppelkurven z: = O in der (y.2)-Ebene 
und ?; = K in der (xz)-Ebene. Die erstere berührt den spharischen 
Kegelschnitt in dcn Schciteln der kleinen, die andcre in den Scheiteln 
der grosseri Axeri. 

Eliminiert man unter der Annahme 2: = konst., aus je zwei der 
Gleichungen 36) die Variable ZG, so erhiilt man die Gleiehung der 
Orthogonalprojektion dieser Parameterkiirve auf eine der Roordinaten- 
ebencn. Wir  wollcn diesc drei Prajektionen der Reihe nach betrachten. 
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1. P r o j e k t i o n  auf  d ie  (xy)-Ebene. 
Gleichungen: 

l x  snev x------- p  x cnev 
> y = >  

,712 u x ' c n  u 
oder : 

Diese K u r ~ e  vierter Ordnung hat den Kullpunkt und die unend- 
liçh ferneri Punkte d a  x und der y-Axe zu d o p p e l t e n  I n f l e x i o n s -  
knoten und Taar ist der erstere ein konjugierter Punkt;  die Kurve 
ist somit r a t i o n a l .  Sie besitzt je zwei zu den Koordinatenaxen 
parallele Asymp toten: 

P x  x - t x A sn2v und y = cn2v,  

Diese sind die Inflexionstangenten in den uncndlich fernen In- 
ilexionsknoten. Die L r v e  besteht aus vier horigrueriten hyporbolischen 
~ s t e n  in den vier iiusseren Winkelr5umen dieser vier Asymptoten. 

Die Kurve entsteht durch Inversion vermittelst der quadratischen 
1 .  1 

Trarisforniation x = - 7  y = - aus der E l l i p s e :  
E rl 

Den vier Sçheiteln der Ellipse entspreçhen die unendlich ferrien 
Punkte und jedem Ellipsenquadranten entspricht ein hyperbolischer 
Ast der Parameterkurve, sie liegt ganz ausserhalb der Ellipse. 

Weil slzzc und cnzc innerhalb des für ?,I, giltigen Intervalls be- 
stnndig < 1 bleiben, so kann man trigonometrische Funktionen ein- 
führen, Sn u - sin (P, cn = y ,  

daim werden die Gleichungen der projizierten Parameterkurve v - konst.: 
,î x sn2c x=- p x cn2v  

sin tF ? Y = 7-. x cos <p 

Aus diesen Gleichungen liisst sich die Kurve einfach konstruieren. 
Man zieht die beiden Asymptoten 

x=Axs.n2v und y=?cn2v ,  

legt durch den Nullpunkt O einen Stralil iinter dem Winkel (P, welcher 
die beiden Asymptoten bez. in den Punkten Y und & schneidet, dünn 
sind O P  = z und 0 & y die Koordinateri Ton vier sgmmetrisch zu 
den Axen liegenden Kurvenpunkten. 

Wir  erteilen dem Parameter v einige spezielle Werte: 

a)  Für v = O reduziort sich die Kurve auf x" O,  die doppeIt gelegte 

y-Axe und y = f 5, es sind das die Projektionen der Tan- 

genten in den Scheiteln der kleinen Axen des sphiirischen 
Kegelschnitts. 

Zei txhr i f t  f Matharnatik u Piij sik 45 Rlirid 1900 2 u 3. Eeft. 8 
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b) Far 1; = K reduziert sich die Kurve auf y2= 0 ,  die doppelt gelegte 
z A x e  und z = Lx, es sind dies die Projelitionen der Tan- 
genteri in den Sçheiteln der grossen Axen. 

y )  Für ,u = K +  L eihalt ruan die in der ($y)-Ebene liegende 
D o p p e l k u r v e  der Tangentenfiache: 

39) % 2 5 2 y ~  = X1 Z X %  + Â2yZ 
1 LL X 

Asymptoten z  - 2 -, y - 77 ihre Gleichungen in trigono- 

metrischer Form sind : 

Die Doppelkurve besteht, wie die allgerueine Kurve dieser 
Schar, aus vier koi~gruenten hyperbolischen Qsten. 

i)) Für  v - L fi l l t  die Parameterkurve auf der Plache und auch 
ihre Pro j~k t ion  auf die (zy)-Ebene sarnt dcn Asymptoten 
ganz ins Unendliche. 

Bei veriinderlichem Parameter v stellt die Gleichung 35) unendlich 
viele aiif die (zy) -Ehenc projizierte Pnrametrrkurven d m ,  alle besitxrii 
d i e s e l  b en  drei doppelten Inflexionsknoten , niimlich die unendlich 
ferneri Punkte der z- und y-Axe und den Nullpunkt als konjugiertzri 
I'unkt. Alle Kurven dieser Schar, für welche O < v < K, umhüllen 
die Ellipse pex2+ 12x1"2- a27Px2, welche die Projektion des spliarisclien 
Kegclsohnitts ouf die (zy) -Ebene kt ,  d. h. die Projcktion der Eiick- 
k e h r k a u t e  der Tarigentenfliiche, deun für diese Werte vori ,u be- 
rühren die l'arameterkurven selbst die Rückkehrkante. Die Doppel- 
kurve beriihrt jene Ellipse niçht. 

2. P r o j e k t i o n  a u f  d i e  (xa j -Eber ie .  

Gleichungen : 
7" x sn2v  

I ç = -  
v dm% -, f j -  

oder: sn .u x r d n u 7  

40) 
y.' Z X Z a 2  , 1 2 . 4 ,  X X 12 sn12 ; . 2+  v ~ L ~ ~ L ~ ' u . x ~ .  

Die unendlich fernen Punkte x und z Axe und der Nullpunkt 
sind doppelte Inflexionsknoten, der letztere ist konjiigierter Piinht. 
Die Infiexionstangenten in den ersteren sirid die vier Asymptoteri 

Die Kurve ist rational und besteht wie die vorhergehende aus vier 
kongruenten, unendlichen hyperbolischen &tien in den iiusseren Winkel- 
raumen der vier Asymptoten. 

Schreibt man die Kurvenglcicliung in der Form: 

X ~ ( X ' ~ Z ~ -  z+'dr~~v) - î " 2 ~ 4 ~ 1 2 ~ n b v  . zà 
und setzt 
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so erhalt man die Kurvengleichungeii iu trigoriouietrischer Forru: 

v d n S e  Â z2snYn 
Z--------- x's inrp 7 x - - - ? 

cos rç 

aiis welchen sich die Kurve vermittelst ihrer Asymptot~n auf annloge 
Weise konstruieren lzsst, wie die vorhergehende in  der (&y)-Ebene. 
Sie entsteht durch Inversion aus der Ellipse 

Für z. = 0 reduziert sich die Kurve auf x" O, die doppelte 
- I I  

2-Axe und z = t, die Projektionen der Tangenten in den 

Süheiteln der kleinen Axen des sphlirischeri Kegelschnitts. 

Für v = K erscheint die in  der (xP)-Ebene liegende D o p p e l k u r v e :  

41) $2,$ = j.2.1Jzz + v 2 x 1 = x 2 .  

Asymptoten x = + l x 2 ,  z = + vx'. Die Kurve hat dieselben drei 
doppelten Inflexionsknoten und besteht aiis vier kongruenten, hyper- 
bolischen bsten, wie die allg~meinc Kurve. Sie geht durch die vier 
in der (zx) -Ebene liegenden Süheitel 

A, A', H, Br (X = * l x ,  z = + v )  

der grossen d x e n  des spharischen Kegelschnitts, welche auf dern Ein- 
heitskreis in der ($2)-Ebene liegen (Fig. 2). 

Für die Koordinaten x = _f x ,  x = f x' der vier Brennpunkte des 
sphZrisclirn Kegelschnitts ist die Gleichung 41) erfiillt, uriabhiingig 
von A und v ,  d. h. die in der ($8)-Ebene liegenden Doppelkurven aller 
abwickelbaren Tangentenflachen, deren erzeugende sphiirische Kegel- 
schnitte (Rückkehrkanten) mit deru gegebenen konfokal sind, gehen 
alle durçh die vier gemeinschaftlichen Brennpunkte. 

Xur diejenigen Punkte der Doppelkurve, welche ausserhalb des 
Einh~itskreises auf deri Kurven~weigeri liegen, die sich langs der 
Asymptoten s = x'v ins Unendliche erstrecken, sind reelle Schnitt- 
punkte der Erzsugenden der Tangentenfiache mit der (xz)-Ebene. 

Durchlauft der Parameter v die Seiten des angegebenen Bechtecks, 
so stellt die Gleichuug 40) uneudlich viele auf die (as)-Ebeue pro- 
jizierte Parameterkurven dar, welche alle die unendlich fernen Punkte 
der x- und z-Axe und den Kullpunkt zu gemeinschaftlichen doppelten 
Inflexionsknoten haben. Alle diese Kurven urnhüllen die Ellipse 

welche die Projektion des sphiirischen Kegelschnittes auf die ($2)-Ebene 
ist. Die Berührungspunkte sind aber nur für die Kurven reell, fiir 
welche v zwischen O und K oder zwischen K und E + L liegt. Das 

8 * 
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erste Intervall entspricht den Berührungspunkten auf den Ellipseri- 
bogen AA' bez. RB', welche die eigentliche Projektion des spharischen 
Kegulschnittes sind, das zweite Intervall den beiden übrigen Bogen. 
Die Doppelkurve, welche in den Scheiteln A, Ar,  B, B' der grossen 
Axen berührt, bildet die Grenze. 

Für v = E+ L reduziert sich die Projektion auf die Geraden 

z2-0 und x -  1- A. 

Für v = L füllt sie ganz ins Unendliche. 

3. P r o j e k t i o n  a u f  d i e  ( y s ) - E b e n e .  
Gleichungen: 

p x c'ne v Y d?b9v 
y-- 7 2= -  

x cnu x '  d n  zb ' 
oder: 

42) xr4y%z = vzdn4v . y 2  - p2x4cn4v . z2 .  

Der Xullpunkt ist doppelter Inflexionsknoten mit den Tangente11 

ebenso sind die unendlich fernen Punkte der z -  und y-Axe doppelte 
Inflexionsknoten, der erste konjugiertcr Punkt,  der zweite mit den 
Asymptoten 

z - dn2v. 
xr 

Die Kurve besteht aus zwei zwischen diesen Asymptoten liegen- 
den korigruenten unendliühen Zweigen, die sich im Nullpunkt durch- 
schneiden. 

Die Kurve entsteht durch Inversion aus der Hyperbel 

der eine Hyperbelast ontsprieht dem einen, der andore dem andern 
Kurvenzweig. Die Bsymptoten der Hyperbel sind 

sie fallen mit den Inflexionstangenten im Nullpunkt 
kurve zusarnmen. 

Die Gleichung 42) lasst sieh schreiben: 
y 2 ( ~ ' 4 z 2  - v2dn4v)  = - p 2 ~ 4 ~ n 4 ~ ~ .  z2. 

Setzt man 
x t 4 a 2  v3dn4v = - v2dn4v cos2cp, 

der Pararneter- 

Kas erlaubt ist, da die Kurve zwischeii den Asymptoten 

z = + Y d n 2 v  
x'  

liegt, so erhalt man die Gleichungen der Parameterkurve in trigono- 
metrischer Form: 
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43) 
Y d n Y v  . 

a=-. x , ,  sin y ,  y = EL x Y  c n 2 v .  tang p 

Hieraus ergiebt sich eine einfache Konstruktion der Kurve. Man zieht 
um den Nullpunkt der (yz)-Ebene einen Kreis vom Radius 

r - $ dn2w, 

welcher die zur y-Axe parallelen Asymptoten der gesuchten Kurve 
berührt, und legt zur z-Axe eine Parallele im Abstand 

x 2 u  y = o s = -  n ,  y c1z2v. 

Legt man nun durch O einen Strahl  unter dem Winkel (F zur 
y-Axe, welcher den Kreis und die Parallele in Y und & sçhrieidet, 

Fig. 4. 

Schnitt der Tangentenflache mit Ebene s = v ,  durch die Scheitel A ,  A' 

so sind die Lote von P und & zur ?/-Axe die Koordinaten y und s 
von vier symmetrisüh zu den Axen liegenden Kurvenpunkten. 

Für  v = O erhi l t  man die in der (yz)-Ebene liegende D o p p e l -  
k u r v e :  

44) 
x14 2/ 2 2 2 = v2+ ît4p2~8, 

oder 

Inflexionstangenten im Nullpunkt: 

- e - - + 4, Asymptoten z = + 5. 
Y P X  

Die Kurve geht durch die vier Scheitel 
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der kleinen Axen des sphiirischen Kegelschnittes, welche in der ( ya ) -  
Ebene auf dem Einheitskreis liegen. Nur die l'unkte der Doppelkurve 
ausserhalb dieses Einheitskreises sirid reelle Durchstosspunkte der Er- 
zeugenden der Pliche mit der (yx)-Ebene (Fig. 3). 

Für  u = K reduziert sich die Kurve auf die s-Axe, y2 = O und 
e = f v, dio Projektionen der Tangenten in den Scheiteln 
der grosseri Axen. 

Für  v = K + L reduziert sich die Kurve auf s2= O und die ima- 
giniiren Geraden y - p i. 

Die garize Sçhar von projizierten Parameterkurven, die dem ver- 
anderlichen Parameter v entsprechen, umhüllen in der (yz)-Ebene die 
Hyperbel z 2  yS 

- -  - 

v Y  = 1: 

welche die Projektiori des splik-ischen Kegelsçhittes auf die (ys)-Ebene 
ist. Von v = O bis x = K liegen die Berührungspunkte auf den 
Hyperbelbogen C Cr bez. D Dr ,  innerhalb des Einheitskreises, in den 
Scheiteln C, Cr, T l ,  D r  der kleinen Axen des sphiirischen Kegelschnittes 
selbst berührt die Doppelkurve die Hyperbel. Ton  v = O bis 1; - L 
liegen die Rerührungspurikte ausserhalb dieser vier Punkte auf der 
IIyperbel bis ins Unendliche. 

Bür v = L (unendlich ferne Doppelkurve) schreiben wir die Kurven- 
gleichung 42) in der Form: 

Nun ist der wahre Wert  

also wird obige Gleicliung für  v - L zu 
1 z 

O -- v2$ - x ~ ~ ~ .  - . z2 oder - y, 
x4 Y P 

es sind dies die Asymptoten der obigen Hyperbel. Die beiden Asgmp- 
toten der projizierteli Paranieterkurve fallerl iris Uneridliclie. Die Pro- 
jektion der unendlich fernen Doppelkurve auf die (yz)-Ebene besteht 
also aus den beiden Hyperbelasymptoten 

z --f" 
Y P 

und der doppelt gelegten unendlich ferrieu Geraden. 

4. D i e  D o p p e l k u r v e  i n  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  v =  L. 

Die Fliichengleichungen 36) lassen sich schreiben: 
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Von Prof. Dr. G .  HI-RER 

Nun ist 
s n a  2 

lim (-1 - - 1 
,,=L c ' ra  

somit werden die Gleichungen der unendlich fernen Doppelkurve: 

Durch Elimination von .u ergiebt sich die Gleichung des R i c h -  
t u n g s k e g e l s  derselben rom Scheitel O aus: 

welche Gleichung auch aus der FlLichengleichung 37) nach hckannter 
mTeise erhalten wird. Die drei Koordinatenaxen sind D o p p  e l k a n t  en 
des Kegels, die Tangentenebenen langs der z- und y-Axe sind bez. 

diejenigen langs der z-Axe sind iruaginLir. Die unendich ferne Doppel- 
kurre besitzt also in den unendlich fernen Punkten der drei Eoordi- 
natenaxen drei doppelte Inflexionsknoten, und zwar ist derjenige auf 
der s-Axe e i n  k o n j u g i c r t e r  P u n k t .  

Alle vier Doppelkurven haben zu Asymptoten die Schnittlinien 
der Oskulationsebenen in den Scheiteln des spharischen Kegelschnittes 
mit den betreffenden Koordinatenebenen; in jeder Asymptote schneiden 
sich zwei Oskiilationsebenen. 

Bus dem Vorhergehenden folgt: 
1. Die Parameterkurve v = 0 besteht aus der in der (ye)-Ebcne 

liegenden Doppelkurve vierter Ordnung und den vier Tangenteu 
in den Scheiteln der kleinen Axen des spharischen Kegel- 
schnitts. 

2. Die Parameterkurve v = K besteht aus der Doppelkurve in 
der (zs)-Ebene und den vier Tangenten in den Scheiteln der 
grossen Axen. 

3. n i e  Paramderkurre v = K + L hesteht ails der Dnppelkiirve in 
der ($y)-Ebene und aus vier zur s-Axe parallelen inmginsren 
Geraden. 

4. Die developpable TangentenflLiche besitzt im Nullpunkt und in 
den unendlich fernen Punkten der drei Koordinatenaxen je 
einen v i c r f a c h e n  P u n k t ,  diejenigen der x- und y-Axe sind 
K n o t e n p u n k t e ,  die beiden andern k o n j i i g i e r t e  P u n k t e .  

Der K n n t e n k e g e l  d e s  N u l l p u n k t e s ,  dessen Erzeugende die 
Friche in sechs zusammenfallendcn Punkten berühren, hat zur Gleich- 
ung die gleich Nul1 gesetzten Glieder niedrigster Ordnung der Flachen- 
gleichung 37), niimlich: 
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c b e r  den ephiirischen Kegelschnitt etc. 

- 4 ~ " ~ ( p ~ u ~ 1 ç ~  + a2v2y2 - ~ ~ 1 1 ~ ~ ~ 3 ~ )  u2u2 = O,  
ausgerechnet: 

x 1 z p z u a x 2 +  L3(vy x ~ L ~ ~ ~ ) ~  = O, 

d. h. der Knotenkegel vierten Grades zeriàllt in zwei konjugiert ima- 
ginare Ebenenpaare, welche sich bez. in den beiden reellen Geraden 

durchschneiden, es sind dies die Inflesionstangenten im Knoten O der 
in der (yz)-Ebene liegenden Doppelkurve. 0 ist a180 konjugierter 
vierfacher Punkt  der Blache. 

Un1 die Gleichung des Knotenkegels im unendlich fernen vier- 
fachen Puiikt der x-Axe zu erbl te i l ,  transformiert man diesen Purikt 
vermittelst der Substitut.ion 

auf den Nullpunkt, verfiihrt wie vorhin und transformiert nachher 
wieder zurück. Der Kegel zerfiillt in die vier Ebenen: 

welche paarweise parallel und samtlich parallel der x-Axe sind; sie 
schneiden die (xz)- und (xy)-Ebene in den zur x-axe parallelen 
Asymptoten der in diesen Ebenen liegendcn L)oppelhmen. 

Der Knotenkegel des unendlich fernen I'unktes der y-Axe zerfillt 
in die vier Ebenen: 

v x x  + I x f 2 z  - 2 Au, 

die parallel zur y-Axe sind, welche durch die zur !/-Axe parallelen 
Asymptoten der in der (yz)- und (%y)-Ebene liegenden Doppelkurven 
geheli. 

Der Knotenkegel irn unendlich fernen Punkt der P-Axe reduziert - 
sich auf ( p x  i 1 . p ~ ~ ) ~  + Â2x'4y2.= O,  

er  zerfdlt in zwei konjugiert iriiaginiire Ebenenpanre, welche sich in 
den zwei reellen Geraden y = 0, x = j jVx2 durchselmeiden, es sind 
dies die zur x-Axe parallelen Asymptoten der in der (zz)-Ebene liegenden 
Doppelkurve. 

Schneidet man die Tangentenfliiche durch eine zur (xy)-Ebeiie 
parallele Ebene z = u, welche durch die Scheitel A, A' der giossen 
Axe der oberhalb der (xy)-Ebene liegenden spharischen Ellipse geht, 
so enthiilt diese die Tangenten des spharischen Kegelschnittes in diesen 
Punkten als Erzeugende der Tangentenfliiche und die iihrig bleibende 
Sçhnittliurve ist von der s e c h s t e n  O r d n u n g .  
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Von Prof. Dr. G. HEBER. 113 

Ihre Gleichungen ergeben sich aus den Bl~chengleichungen 36) 
für z = v: 

Iç - 
d(1- x ' d n  u) p ( c l n 7 : - x ' )  

x s,n u , y== x c ' n u  , hieraus: 
45) x ~ { x ~ ( ~ ~ +  4 , ~ ~ ~ ~ )  = A 2 { ( 1  + x")y2- p2x2}2. 

Schnittpunkte mit der x-  Are: y2 = O, z - -i-: Lx = Scheitel A, A', 

>: ,, ,, y-Axe: x2-  0, ((1 + ltf2)y2 - p2x2)2 = O, 
also: 

Diese beiden Doppelpunkte sirid k o  n j  u g i e r t e  P u n k  te. Die 
Kurve besitzt die sechs Asymptoten: 

Der unendlich ferne Piinkt der x-Axe ist v i e r f a c h e r  I n f l e x i o n s -  
knoten, derjenige der y-Axe d o p p e l t e r .  

Diese Schnittkurve besteht aus rier kongruenten hyperbolischen 
dsten in den iiusseren Winkeli.iiumen der vier Asymptoten 

E. 
z - f ;(l+ x f 2 )  und y = + - - , (1 + x') 

und aus zwei unendlichen ~ s t e n ,  die rechts und links der Scheitel- 
tangenten x = f Lx zwischen den Asymptoten 

y = + k(1- -  x') 
verlaufen (Fig. 4). 

Die zu den Koordinatenebenen parallelen Schnitte der Tangenten- 
fiache dui-ch irgend zwei andere Scheitel des spharischen Kegel- 
schnittes findet man ebenso einfach, ihre Gleichungen sind von ahn- 
licher Form, aber die Pormen der LIurven sind verschieden. 

S p h a r i s c h e  A b b i l d u n g  d e r  T a n g e n t e n f l a c h e  

Fallt man vom Mittelpunkt der Kugel Lote auf samtliclle 
Schmiegungsebenen der Tangentenflache des spharischen Kegelschnitts, 
so bilden diese einen Kegel, der die Einheitskugel in einer Kurve 
schneidet, welche das s p h i i r i s c h e  B i l d  der Tar igen tenf lache  ist. 

Die Kurve besteht aus  zwei gleichen, geschlosseaen Zweigen, 
oberhalb und unterhalb der (%y)-Ebene, sie ist symmetrisch zu allen 
drei Koordinatenehenen. 

Sind a, p,  y die Richtungswinkel eines Lotes, X, Y, 5I die Ko- 
ordinaten seines Schnittpunktes mit der Einheitskugel, so folgt aus 
der Gleichung 16) der Schmiegungsebene, wenn man hemerkt, dass 

ÂZp2dlz% + L2.yP2cn6u + p 2 ~ 2 ~ 2 ~ 1 2 ~ n 6 ~  

ist: 
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Über den sph?irischen Kegelschnitt etc. 

I L p du% Z -  cosy - 
x r  I/L'~'U~+ x4(LP- sn2u)" 

Es sind dies, bei variablem zc, die Gleichungen des sphlirischen 
Rildes. 

Projiziert man die Kiirve auf eine Koordinatenebene, so fallen 
jedesmal zwei l i i lftcn aufeinander, so dass die Ordnung der Projektions- 
liurve nur die Hilfte ist von derjeriigeri der Raumkurre. Die Gleich- 
ung der Projektionen erhiilt man durch Elirnination des Parameters u 
aus je zwei der Gleichungen 4G), niimlich 

Diese Kurre sechster Ordnung bat auf jeder der Koordinatenaxen 
je zwei Rückkehrpunkte: 

und 

die betreffenden Axen sind die Rückkehrtangenten. 

In der (~2 ) -Ebane :  
{ ( ) w 2 X ? x f 2  - ,,,?) XZ + (12 - V3) X I  EzL p2I3 

- - 27A3F%2xX"12(X2+ 2'- 1) X2ZB. 
Riickkehrpunkte: 

Die X- und 2-Axen sind Riickkehrtangenten. 

In  der (y#)-Ebene: 
{(112 - ;12X2y,12)  Y $  + (j.?x'" p 2 x 2 ) z 2  - A S  ' 2  3 

X I  

- - - 2 ï ~ ? y " v ' 2 2 r . 1 4 ( y "  + 2 -  1) y 2 z 2 ,  

Rückkehruunkte: 

Die spharisühe Bildkurve selbst ist von der zwGlfteri Ordnung. 
Benützt man zur Elimination von zc alle drei Gleichungen 4G), so er- 
halt man den Kegel sechsten Grades vom Scheitel O: 
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Von l'rof. Dr. G. HCBEK. 115 

(j,2,'4X2+ y2- y2X2Z2)3+ 27,12,u22,2X2X14X2Y2Z3= 0 
1 

welcher die Einheitskugel in einer Kurve schneidet, welche das 
spharische Rild der Tangentenfiache ist. Die in der (XZ)-Ebene 
lienenden Erzeugendcn deisclhcn 

î x f 9  
i i = + l X  

?J x  

und ebenso die in der (YZ)-Ebene liegenden 

P z = * - Y  
'lx 

sind I t ü c k k e h r k a n t e n  des Kegels. Dieser Kegel stimmt überein 
mit dem durch Gleichung 20) darg~stell ten Kegel, welcher die Tangenten- 
flache in der Kurve der Kriimn~iingsniittelpunktc schneidet. Reidc 
Kurren haben also in ihren Schnittpunkten mit der (zz)- und (yz) -1i;bene 
je vier Rückkehrpunkte. 

F u n d a m c n t a l g r 6 s s e n  e r s t e r  O r d n u n g .  

Die Gleichungen der tieveloppablen Tangentenflzche sind: 

Xun werden die Differe~itial~uotienten nach q*. und v: 

Die Fundamentalgrtissen erster Ordnung, m6glichst reduziert, 
werden: 

s n c c n o  dnv 
49) G = 2 (':)'= 4x2  ( saucnur inu /  -)'(II- s n 2 U ) ,  
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116 Eber den spharischcn Kegclschnitt etc. 

Der Winkel w, unter welchem die Erzeugende u = konst. die 
Pararneterkiirve v = konst. schneidet, wird erhalten ails: 

6 
tang lu - 

- 
il' u 0 7 ,  t~ dntc  (sn" - s s n % ~ ) ~ ~ ~ u % ~ $  i12(A"  ~ s n ~ z ~ ) ~  

A%' 'sw% cn'u d ) ~ ~ ~ $ u ~ c n % . s n ~ u  dn4u$ v S x 2 d n %  5 ~ 1 1 ~ ~  cn4u 

F ü r  die Werte 

u= O ,  K, 2K, 3K, 2L, 2L + R  etc. 

wird w - 0, u n a b h a q i g  von v, d. h. alle Pararneterkurven v = korist. 
berühren die Tangenten in den acht Scheiteln des spharischen Kegel- 
schnitts im Unendlichen. 

F ü r  v - u wird ebenfalls 10 - O, d. h. alle rarameteikurven v = konst, 
berühren den sphirischen Kegelschnitt, dle Eerührurigspunkte sind 
aber, wie schon erwiihnt, nur reell f ü r  

O < v < K .  - - 

1st irn Ausdruck für t3ng tc der Nellner 

so wird zu = 90'. Iliese Gleiçhuug bestirrimt eine Kurve auf der 
Flache, langs welcher die Erzeugenden der Flache u - konst., die 
Parameterku rve v - konst. r e c h t  win kl  i g durchschneiden. Berechnet 
man ails ohigcr Gleichung s+z2v und daiaus cn21; und d d v ,  und setzt 
diese Werte in  den Fllichengleichungen ein, so werden die Gleichungen 
dieser Raumkurve: 

A x snJu 
( 2 ~ 1 ~ 4 ~ .  + V ~ X ~ C ~ ~ U ) .  

W O N = p 2 ~ ~ t 4 u  d9z4u + u2x4sn4u cn4u - A2~'2cn4u  dn4u 
ist. 

F u n d a m e n t a l g r t i s s e n  z w e i t c r  O r d n u n g .  

Bildet man aus den Fliichengleichungen die nach u und v ge- 
nommenen zmeiten Differentialquotienten, so erhalten die Fundamental- 
grossen zweiter Ordnung folgende Werte: 

P x  c y  Cz n =z2( 
dt6 %V 226 021 

s .nvcnv  d n a  4 .  '2--- 
s n % c n 2 u d n S u  (snZt4 - S ~ ~ U ) ~ ,  
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Von Prof. Dr. G. H u s s ~ .  

Weil die Erzeugcndcii der dcveloppabeln Tangentenfliche die 
eine Sçhar von Krümmungslinien sind, so ist der eine H a u p t -  
k r ü m m u n g s  r a d i u s  in jedeni Punkt der Flache unendlich gross, der 
andere ergiebt sich als 

E'ür v = u, d.h. für die Punkte des spharischen Xegelschnitts, die 
Riickkehrkante, ist stets g = 0. 

Für 
u =  O, K, 2 K ,  3 K ,  2 L ,  2 L  + K, 2L + BK und 2L + 3 K  

wird p = oo für jeden Mrert v, d. h. in den Punkten der Friche liings der 
Tangenten in den acht Scheiteln des spharischen Kegelschnitts sind beide 
Hauptkrürnmungsradien unendlich gross. Die Tangentialebenen der 
Tangentenfiache durch diese açht Erzeugenden derselben sind s t a t  i oiliir e 
T a n g e n t e n e b e n e n ,  alle ebenen Schnitte senkrecht zu ibnen sind EIaupt- 
schnitte der Fliclie, ihre Gleichungen murden früher aufgestellt. 

Für s n u = i l = s n t ,  also u = t = R + v i ,  

wird p ebenfalls unendlich, aber die zugehorige Erzeugende der Fliiche 
ist imaginiir. 

Für v = O, K, K +  L, erhd t  man den Krümmungsradius der 
Doppellrurren in den Koordinatencbcnen. 

Die Parameterkurven v = Lorist. sind k o n j  u g i e r t  zu den Er- 
zeugenden der Fliiche. Die A s  y nlp t o t e n l i n  i e n  fallen in jedem 
Punkt mit der diirch diesen Punkt gehenden Erzeugenden der Flache 
zusammen. 

D i e  K r ü r u m u n g s l i n i e n .  

Die eiue Schar der Brü.mmurigslinien der developpabeln  tangente^^- 
fliiche des spharischen Kegelschnitts besteht aus ihren E r z e u  g e n d e  n, 
die zweite Schar enthalt man nach dem Satz ( J o a c h i m s t h a l ,  An- 
wendung der Differential- und Iiitegralrechilung auf die Theorie der 
Flachen) : 

Wenn sich eine Tangente lailgs einer Ilaumkurve hin bewegt, so 
bcschreiht sie ihre developpable Tangentenflaclie, nnd j e d e r  Punkt 
derselben beschreibt eine Krümmungslinie auf der Fliiche. 

Als Gleichung der spliirischen Ellipse legen wir die zweite Form 
(33) zu Grunde, die wir bei der Rektifikation der Kurven beniitzten, 
niimlich: 
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118 ber den sph2rischen Kegelschnitt etc. Von Prof. Dr. G. H u n m  

ist. Die Richtungskosinusse der Tangente im Punkte (x, y, f i )  der 
spharischen Ellipse sind: 

d x icltssnw d a w  s n s  cn  w dn w cos cc = -- = - 
d s  , 7 COUP= T ' 

X: d r ~ r  s?z w c n  i ~ :  
cos y - -- --. 

1c' Y' 
Redeiitet [Gleichung 34)] 

i 
s = - Log- - - 

3 H ( r - t u )  

deri vom Scheitel A dcr grossen Axe aus gemessenen Rogen der 
sph%rischen Ellipse und Z eine beliebige konstante Strecke, welche von 
A aus auf der sich abwickelnden Tangente abgetragen wird, so sirid 
die Koordinatcn des erzeugenden Punktes: 

Setzt man für x, y, z, cosa, cosp, cosy ihre Werte, so wird 
die Gleichung einer Krümmungslinie 1 = konst.: 

wo w die Variable bezeiühriet. 
P ü r  20 = O, Seheitel A der grossen Axe wird T = S H  z, s = 0: 

d l z t  E Z 7  k 
7 q = Z ,  { = - '  k ,  z cn z. 

Für w = Zi, Scheitel C der kleinen Axe wird 

7c 2' = i c n  z, s - Ellipsenquadrant = - i KB(z)  = q: 
2 

- (  ?7=U"YLz, ( = ~ S ? % Z .  

Bei variablem 1 erhilt  man die ganze Schar von Kriimmungs- 
linien, es sind transcendente Linien, welche auf je einem der zwei 
Miintel, aus welchen die Tangentenflache besteht, spiralfirmig ins 
Unendliche gehen. 
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Die Bewegung der Ionen beim Zeemannschen 
Phanomen.* 

Von 

Acceptieren wir für das Zeemannsche Phiinomen die von Zee-  
marin vorgeschlagene Erkliirung,** welche, ausgehend von der Helrri- 
holtzschen Dispersionstheorie, die Schwingungen der elektrisch ge- 
ladenen Ionen eines glühenden Dampfes und ihre Veriinderung durch 
ein Magnotfeld betraehtet, so bestirnrnt sich die Bewegung eines solchen 
Ions bei geeigrieter Wahl des Koordiriateusystems nach deru Biot- 
Savartsçhen Gesetz durch die Differentialgleichungen: 

wo A, B, C die Kornponenten der magnetischen Kraft, u, v, w die 
Komponenten der Geschwindiglreit des Ions, p seine Nasse, E seine 
wahre elektrische Ladung, w die Lichtgeschwindigkeit bezeichnen. Irn 
Palle eines homogencn Magnetfelds haben wir insbesondere 

* Auszug eus der Uearbeitung einer von Herm Gehcimrat Kie c k e  in 
Gottingen geetellten Staatsexamcnsaufgabc. 

** Verslagen van de gewone Yergaderingen d. Acadcmic te Amsterdam, 
Wis-en natuurkundige afdeeling, deel V, 1897, p. 242 flg. 
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120 Die Bewegung der Ionen beim Zeernannschen PhLnornen 

A E  D E C E hr 
wo a = - -9 /î = - - 7  y = - - Konstanten sind, und - = h ge- 

W IL O P  ' - " I L  f' 
setzt ist. 

W i r  wollen in dieser Note die Bahnkurven der Ionen bei Zugrunde- 
legung eines homogenen Xagnetfeldes untersuchen, woilen aber dabei 
der grijssercn Allg~~neinhei t  halber die Kraft in  der Bichtung der 
2- und y-Axe verschieden arinehmen, also von den Gleichungen 

d Y z  
( c )  ,=pu-.. 

ausgehen. Wir  konnen diese Erweiterung dahin deuten, dass wir die 
Veriinderung einer Lissn j O u s  schen Figur, nicht mehr einer ein- 
fachen elliptischen Schwingung, durch ein homogenes Magnetfeld 
untcrsuchen. Dass die Ve~dlgcmeiilerung auch für unser spezielles 
Problem riützlich ist, eigiebt sich aus 5 4. 

Der einfachste Fa11 ist der, dass die magnetischen Kraftlinien der 
z-Axe parallel laufen, und dieser m6ge vorangestellt werden. Der all- 
gemeine Pal1 lnsst sich dann ohne Schwierigkeit auf diesen speziellcii 
zurückiihren. 

1. Integration der Gleichnngen, wenn die Kraftlinien der x-Axe 
pnal lel  sind. 

Die Gleichungen Ir' nehmen die einfachere Form an: 

Wir  bctrachten ziiniichst niir die Prnjektion der Bewegung auf 
die (xy)-Ebene. Aus a) und b)  bilden wir eine Differentialglcichung 
fur x allein. Wir  differerizieren dam a) nach t ,  bereührien aus der 

d 2 y  n. differenzierten Gleichung d F  und setzen in b) ein; dann kommt: 

Die Gleichung wird abermals differenziert, 2 hcrcchnct und in a) 

eingesetzt. E s  folgt dann die gesuchte Gleichung für z: 

II. 

und der niimlichen Gleichung genügt auch y. W i r  erhalten daraus: 
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Von OTTO BLUMENTEAL. 121 

x = Alcosqlt + Blsinq,t  + A2cosqzt + B,sinq,t ,  

y = C,cosq,t + Dlsinp,t + C,cosq,t + D,sinq,t, 

wo pl2, qz2 Wurzeln der quadratischen Gleichung 

2) gL (y2+ I L +  k)q2+ hk = O 
sind, also 

1 1 
412= 2yz(k- tk )  + (h -k)2+3(y2+ h +  k), 

1 pp s2 = + + YY4 + B y Ï ( h  + k )  + (h - q2 + ; (ys + h + k). 

Zur Bestimmung der Konstanten A, B, C, D setzen wir die An- 
fangsbedingungen 

4 0 )  =xi,, ~ ( 0 ) = Y o ,  x ' (O)=u, ,  9 ' (0)=vo 
fest, was die Glcichungen 

' A , +  A,=%,, Cl+ C2=?%, 

&Y, + B2g2 = %, Dl91 + nzq2 = VO 

liefert. Heriicksichtigen wir ausserdem die aus I1"a) und I1"b) folgen- 
den Gleichungssysteme 

1 
- q l 2 ) A 1 =  Y ~ ~ D ~ ~  (k-q l2)C1=-  

1 
Y ¶1B1, 

(h-41")B,=-~! i " ,~ : ,  (k-q1"D1= ~ 4 i A i r  

4) (h-%')As;= ~ 4 2 D 2 ,  ( k ~ z ' ) C e = - ? ! h & ,  

(h ~ 2 ' ) ~ 2 = -  79zG 7 (k-Ch?Bz= ~ 4 2 8 2 ,  

welche vcrmoge der aus 2) folgenden Relationen 

5) q12 + qzz = y2 + k + k ,  q12pa2 = hk 
identisch sind, so ergiebt sich 

Zeitsahrift f. Msthsmatik ri. Phyeik. 45. Band. 1000. 2. u. S. Heft. 9 
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122 Die Bewesung der Ioneri beim Zeernai:nsclien Phinomen. 

Urn the erhaltenen analytischen Resultate geometrisüh zu inter- 
pretieren, haben wi r  zuerst die Grossen q zu betrachten. Diese konnen 
reell, rein imaginar und konjugiert komplex sein. Von physikalischer 
Wichtigkeit ist nur  der Fa11 positiver h und k ,  welcher reelle q liefert. 
Dieser ist  namlich beim Zeemannschen Phiinomen immer realisiert. 
Wir werden uns daher im E'olgeriden auf diesen Fa11 beschriinlien. Die 
übrigen Falle bieten übrigens keine besonderen Schwierigkeiten. 

2. Die Bahnkurveii iin Palle positiirr h nrid 76. 

Die dopprlelliptifch~ Bewrgiirig. 

Wir behandeln vnrweg den Fall, dass eine der Grossen IL, k ver- 
schwindet. 

h = k = O liefert die bekannte Kreisbewegung eines elektrischen 
Teilchens unter dem Einflusse eines homogenen Magnetfclds.* 

Den Pal1 7c = O erl-ialten wir aus unseren allgemeinen Pormeln 
durch Grenzübergang, indem wir X; = ~ k ,  setzen und 
von E vernachlassigen. TVir finden so zunaclist 

h 
qL2=tklnh,  q ' 2 = ; i ? + h  

Setzen mir dann diese Werte  in die Gl~ichungen 
so ergiebt sich in der Grenze F = 0: 

x = x l + " Y >  

XI - 4, 
x, =A,cosq?t  + B 2 s i n q , t :  

?J = YI + Y2 , 
y, = Cl + D,'t 

h o h e ~ e  Potenzen 

1) und (i) ein, 

A, sin g,t). 

Das Wertepaar (zl, yl) stellt eine gleichformige Bewegung rings 
einer Parallelen ziir y-Axe dar, das Wertrpaar (x,, y-) eine Bemegung 
auf einer auf die Koordinatenaxen als Hauptaxcn bezogeneu Ellipse 

D i e  B e w e g u r i g  s t e l l t  s i ç h  d a h e r  iui  g a n z e n  d a r  a l s  B e -  
w e g u n g  a u f  e i n e r  a u f  d i e  K o o r d i n a t e n a x e n  a l s  I I a u p t a x e n  be- 
z o g e n e n  E l l i p s e ,  d e r e n  M i t t e l p u n k t  g l e i c h z e i t i g  a u f  e i n e r  
P a r a l l e l e n  z u r  y - A x e  g l e i c l i f t i r r n i ~  f o r t s c h r e i t e t .  

* Siche R i e c k c :  ,,Cbcr die Bewegung eines elektrischen Teilchens in 
einem honiogenen msgnetischen Felde und dm clektrisçlie Glimmlicht". Wied. 
Ann. 1881, Bd. XIII, S. 191. 
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Die m e r t e  A, B, C, Dr hcrechnen sich lcicht aus 6). Von 1n- 
teresse ist nur der TVert 

h D I 5 .  ( 
i ",, 5 + h VU -1 Y x,J  

Er neigt, dass wir fiir v, + yx, = 0 einfach Bewegung auf einer 
Ellipse erhalten. 

Der Fa11 h = O ergiebt sich aus dem vorhergehenden durch Ver- 
tauschung der Axen. 

Sind h und k beide von O verschieden, sa ist das Gleiche fur 
q, und q, der Fall. Die Beweguug verliiufl inrierhalb eines endlichen 
Flichenstücks und ist periodisch, wenn p, und q, in rationalem Ver- 
hdltnis stehen. 

[Tm zu einer allgemeinen Darstellung der durch die Glcich- 
urigen 1) definierteri Bewegung zu gelangen, setzen wir analog wie 
unter 7):  

x l = A , c o s p l t + B ~ s i n p , t ,  x ; ,=A,cosqz t+B9s inp , t ,  

{ % = C l  cosp,t + D,sinq,t, y,= C,cosq,t + D,siriq,t, 
so dass 

" C = x 1 + x 2 ,  y=y1+y2. 

Wir konnen dann (x,, y,) und (x,, y,) je als Punkt einer Ellipse deuten, 
welche den Koordinaten-Anfangspunkt zum Mittelpunkt hat. Bezeichnen 
wir die bejden Ellipsen mit und E,, die konstanten Sektorcn- 
Gesçhwindigkeiteri, mit welçhen g e m k  8) die Punkte (x,, y,), (x2, y,) 
auf ihnen entlang geführt werden, mit u, und v,, schliesslich die Anfangs- 
lagen für t = O mit Pl und Pz, so lasst sich die Bewegung 1) folgender- 
massen kinematisch beschrciben: 

W i r  e r h a l t e n  d ie  g e s u c h t e  R a h n k u r v e ,  i n d e m  w i r  a u f  
der E l l i p s e  E,, b e i  Y, b e g i n n e n d ,  m i t  d e r  k o n s t a n t e n  S e k -  
t o r e n - G e s c h w i n d i g k e i t  v, e i n e n  P u n k t  w a n d e r n  l assen ,  w a h -  
rend g l e i c h z e i t i g  d e r  M i t t e l p u n k t  d e r  E l l i p s e  E, a u f  E,, b e i  
F,  beginnend ,  m i t  d e r  k o n s t a n t e n  S e k t a r e n - G e s c h w i n d i g k e i t  
el gleitet." 

Dieses allgemeine Schema wird in wesentlicher Weise vereinfacht 
durch den weiteren Satz: 

D i e  E l l i p s e n  Z1 u n d  1i, h a b e n  d i e  K o o r d i n a t e n a x e n  z u  
H a u p  taxen.  

" Die Ellipsen BI und d2 sind natürlich mit einander vertauschbar, B O  dass 
wir zvrei kinematische Darstelliingen unserer Bewegung haben. Da jedoch die 
Vcrtauschbarkeit der Rllipsen für das folgende belanglos ist ,  so genügt es ,  die 
eino Daretellung ins Auge su fassen. 

9 * 
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124 Die Bewegung der Ionen beim Zeemannschen Phinomen. 

und die Gleichungen 4) ergeben 

tg81 - t g @ , ,  
tg 8, - tg @, . 

W i r  erhalten daher die beiden Ellipsen in der Form 

womit unser Satz bewiesen ist. 
Die Winkel Q sind nur bis auf Vielfaehe von n liestinimt. Ver- 

gleichung der Vorzeichen von A, und D,, BI und Cl liefert die voll- 
stiindige Bestimmung: 

Rei positiveni y ist 

Io> Q I = ~ I $ - ~ ,  @ z = 8 2 ,  

die Ellipse El wird von dem Punkte (a, s ina , ,  - b,cos4,) aus in 
positivem, die Ellipse E2 von (a,sin4,, b,cos8,) aus in negativem Sinne 
durchlaufen. Bei ncgativem y erhalten wir umgekehrten Umlaufungssinn. 

Wir  haben soniit ein kinematisçhes Mode11 für unsere Bewegung 
konstruiert: Das Mode11 besteht aus zwei Ellipsen mit den Koordinaten- 
axen als Hauptaxen, deren eine mit ihrem Mittelpunkt auf der an- 
deren gleitet, wiihrend sich der betrachtete Punkt mit umgekehrtem 
L)urchlaufungssinn auf ihr  bewegt. Jede mittelst dieses Modelles 
realisierbare Dewegung sol1 kurz als , , d o p p e l e l l i p t i s c h e  Bewegung"  
bezeichnet werden. Wir  fragen nun: , , Is t  d i e  B e w e g u n g  unseres  
I o n s  d i e  a l l g e n l e i n s t e  d o p p e l e l l i p t i s c h e  B e w e g u n g ,  o d e r  i s t  
s i e  n u r  e i n e  spez ie l l e?"  

Bin rorliufiges Urteil verschaffen wir uns durch eine Konstanten- 
Abziihlung: unser physikalisches Problem enthiilt die 7 willkürlichen Kon- 
stanten x,, y,, PL,,,  vO, y, h ,  k ;  in die doppelelliptische Bewegung gehen 
8 Konstanten ein: a,, b , ,  a,, b,, pl, p,, al, 8,. Wir  k6nncn daraus 
schliesseri, dass die Bewegung unseres Ions nur eine spezielle doppel- 
elliptische Bewegung ist. Zum Zweck genauerer Untersuchung aber 
stellen wir die Differentialgleichiingen der allgenleinen doppelelliptischen 
Bewegiing auf. Wir  haben naüh 9): 

d5x 
-=- 
d t 5  1 2 1 - q 9 2 z 2 ,  U-i=- d t z  ~ 1 ~ ~ 1  - P ~ ~ Y P  

Zur Elimination der x,, y,, x,, y, haben wir ausser den Definitions- 
gleichungen 

2 = z, 4- z2, y - y, + y, 
noch das Gleichungspaar: 

wo bei positirer Cmlaufung der Ellipse Al das obere, bei negativer 
das uritere Vorzeichen zu wiihlen k t .  Die Xlimination ergiebt: 
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Bei der Bewegung der Ionen ist aber nach 1"' 

Yz = - Y v ,  
und somit besteht zmischen den Konstanten der doppelelliptischen 
Bewegung in  unserem Falle die Beziehung: 

Die  B e w e g u n g  d e r  I o n e n  i s t  e i n e  s p e z i e l l e  d o p p e l e l l i p -  
t i sche  B e w e g u n g ,  zwischen  d e r e n  K o n s t a n t e n  d i e  B e z i e h u n g  
12) bes teh t .  

Besonders übersichtlich wird die doppelelliptische Bewegung, wenn 
beide Ellipsen i n  Kreise übergehen. V i r  wollen danil von , ,Doppel-  
k re i sbewegung"  sprechen. Die notwendige und hinreichende Re- 
dingung für ihr Eintreten iüt h = k ,  wie wir sogleich beweisen werden. 
Sie ist also auch physikalisch besonders wichtig und insbesondere 
beim Zeemannschen I'hiinomen realisiert. Die Notwendigkeit der Ue- 
dingung h = 76 erkennt man sofort ails den Gleichi~iîgen 11). Urn zu 
sehen, dass sie auch hinreicht, setze man in die Ausdriicke 

n , = f ~ , 9 + ~ ~ ,  w , = f m ,  

ein, welche sich für gleiçhes h und 3; aus 5) ergeben. Wir  finden 
dann a, = b,, a, = b,. 

Die Kreise werden mit konütanten Winkelgeschwindigkeiten durch- 
laufen, die sich wie q, zu y, verhalten. 

Wir  erwiihnen schliesslich, dass die Kurven der Doppelkreis- 
bewegung in eine seit langem bekannte Kurvengattung eingehen. Jede 
Bahrikurve eirier Doppelkreisbewegung lasst siüh niimliüh darstellen 
als Bahnkurve eines mit einem Kreise k' fest verbundenen Punktes, 
wenn k' auf einem grosseren Kreise k von innen abrollt." Die 

* Einfacher Beu-eis bei S c h i l l i n g :  ,,I;'ber rieue kiriematische Moc\elle etc.lL 
~iiese Zeitsührift, Bcl. 44. 
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126 Die Bewegiing der Ionen beim Zeemannechen Phiinomeii. 

Kurven der Doppelkreisbewegung sind somit c ~ k l i s c h e  Kurreil* 
und zwar Hy p O t r o  cho i d  en. Die Kurven der allgemeinen doppel- 
elliptischen Bewegung dagegen sind keine cyklischen Kurven. 

3. Die Gestalt der Ilahiikn~ven der doppelelliptiselien Remegniig. 
Tndem mir die Bewegung eines lons geometrisch als doppel- 

elliptische Bewegung gedeutet haben, habcn mir unsere Aufgabe noch 
nicht vollstiindig gel6st. Die doppelelliptische Bewegung ist vielrrielir 

Fig 1 F i p  2 

so formenreicll, dass eine systematische Ableitung des Formenschatzes 
natwendig erscheint. UTir gehen zu diesem Zwecke aus von dem Falle 
der Doppelkreisbewegung. Der geomctrisch-anscha~lichcn Rctrachtung 
schicken wir zur Verifikation zwei analytische Resultate über das Auf- 
treten von Spitzen undJTTendepunkten bei der Doppelkreisbewegung voraus. 

1. In  welchen Fiillen haben die Kurven der Doppelkreisbewegung 
S p i t z  e n ?  Die Rcdingungsglcichungen dafür lauten : 

d y  +- - a,q,sin(q,t + 8,) - a2q,sin(p,t + a2) = 0. - d t  
Hieraus folgt: 

sin"(gt $- 8,) = sin"q,t + 8,); 
daher haben wir als Bedingung für das Auftreten von Spitzen: 

+ Ausführlich dmgestellt von B u  r m e  s t e r ,  Lehrbuch der Kinematik , Rd. 1, 
S 134flg., wo jedoch die Erzeugung der Kurven durch T)oppelkreisbewegniig 
nicht heriicksicht,igt ist. Die Figiiren 167, 1 6 8 ,  170: 177, 180 des Atlas etellan 
Kurven der Doppclkreisbewegiing dar. 
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13) alq, - a,q2 - 0. 
Mail erkennt, dass die Bedingung auch hinreicliend ist, und findet 
als zu den Spitzeu gehorige Parameterwerte t :  

2. In  welchen Fiillen treten 
bewegung W e n d e p u n k t e  auf? 

Fig. S 

in den Kurren der Doppellireis- 

Fig. 4. 

die Werte 9) der x und y ein, so ergiebt sich, dass an den Wende- 
punkten die Gleichunç erfiillt sein muss: 

IVenn also Wendepunkte vorkommen sollen, muss 

sein, und andererseits ist diese Bedingung auch hinreichend. Wir 
betrachten qi, qa und ai als feste Grossen und suchen a, so zu be- 
stimmen, dass 14) erfiillt ist. Haben wir zunachst 

so hat der Bruch den Wert + 1 ,  er nimmt ab mit abnehmendem a, 
und erreicht den Wert - 1, wenn 

14') a, qIe  - a2q," O. 

Für kleinere Werte von a, konnen keine Wendepunkte mehr be- 
stehen. 

Die Parameter t der Wcndepunkte finden sich, wenn 
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128 Die Bewegung der Ionen der Zeemannschen Phanomen. 

Für  a, q, - a, q, = O fallen daher die Wcndepunkte mit den Spitzen 
zusammen. Dann treten an Stelle jeder Spitze zwei Wendepunkte auf, 
welche sich mit abnehmendem a, von einander entfernen und für 

mit den von den benachbarten Spitzen herrührenden Wendepunkten 
verschmelzen. - 

W i r  gehen hiernach zur anschaulich-geometrischen Untersuchung 
der Doppelkreisbewegung über. Die Bahnkurven der Doppelkreis- 
bewegung oscillieren zwischen zwei Kreisen vom Radius a, + a, und 
1 a, - a, /. Diese Grenzkreise werden berührt, wenn (xl, y,) und (x,, y,) 

Fig. 5 Fig. 9. 

dassclbe bez. urn w verschiedene AzimutTi haben. Wir wollen iris- 
besondere den FaIl geschlossener Bahnkurven betrachten, also den 

nz Fau, dass q, und q, in einem rationalen Verhaltnis - stehen (.m und 
n. 

n relativ prime ganze Zahlen) und wollen fragen: I n  wieriel Punkten 
berührt die geschlossene Kurve den ausseren und den inneren Kreis? 
Die Kurve schliesst sich nach rn Umliiufen des Punktes (x,, y,) und 
n Umlaufen des Yunktes (x,, y,). Uenken wir uns (x,, L/,) und (z2, 1 ~ e )  auf 
dem gleichen Kreise laufend, so lautet unsere Frage: Wieviel Begeg- 
nungen und diametrale Stellungen finden im Verlaufe der m bez. n 
Umlaufe statt? 1st (x,, y,) fest und durchliiiift nur (x2, y,) seinen Kreis 
n mal, so erhalten wir n Bcgegnungen und n diamctrale Stellungcn; 
nun durchliuft aber ( x ~ ,  y,) nz mal seinen Kreis und zwar in entgegen- 
gesetzter Richtung. Daher durchlauft (z2, y2) relativ zu (x,, y,) den 
Kwis rn + n mal. Wir haben also m + n Begegnungeii und diametrale 
Stellungen. Also: 

1st Vi = m 7  so werden die Grenzkreise 1 a, + a, 1 und 1 ai- a, ( 
V, n. 
-A 

m + n mal von der geschlossenen Bahnkurve berührt. 
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Gehen a i r  jetzt von dem einfachsten Palle aus, dass a,  = a, ist. 
Der innere Kreis reduziert sich auf den Nullpunkt. Ein zwischen 
zwei aufeinander folgenden Durchgiingen durch den Nullpunkt ge- 
legeiier Kurventeil muss eiri eirifaches Oval sein, denn Wendepunkte 
und Spitzen konnen iiaeh dem Früheren nicht auftreten, und eine leichte 
geometrische Betrachtung ergiebt die Cnm6glichkeit von Doppel- 
punkten. dl le  diese Ovale miisscn ferner nach Symmetrie einander 
kongruent sein. Die ganee Bahnkurve ist also eine H o s e t  t e  um den 

nz 
Nullpunkt, welche, wcnn " = - ist, aus nz + n kongrucnten Ovalen 

Pe n 
beçteht (siehe Fig 1). Stehen q, und g, in irrationalem Verhaltnis, so 

4 nt approximieren m i r  2 durch eine Reihe von Bruchen 2. Die Bahn- 
22 TL' 

Eig 7. 
I 

5 
b,=S b,. 

kurven für diese rationalen Verhaltnisse nahern die Kurve für das 
irrationale Verhaltnis in Bezug auf die rn, + m, ersten Ovale imrnel 
genauer an, je grosser i ist. 

Die iihrigcn Formen der L)oppelkreisbewegung leiten sich aus 
dieser einfaçhsten folgenderruassen ab. 1st zuerst a, > a,, so erweitert 
sich der Nullpunkt zu einem Kreis, um welchen die eiiizelnen Ovale 
der Bahnkurve herumgreifen, so dass sie ihn mit der k o n k a v e n  
Seite berühren (siehe Fig. 2). AIS Grenzfall ergiebt sich für a, = O 
eine Kreisbewegurig mit Winkelgeschwindigkeit ys 1st a, < a,, so 
erhalten wir zuniichst S ch le i fen  k u r  ven,  welche einen inneren Kreis 
mit der k o n v e x e n  Seite berühren. Die Schleifen merden mit ab- 

a nehmendem kleirier, i d e m  die Grenzkrei~e a, + ap 1 und 1 a, - ua 1 
a1 

sich niiher rücken, schliesslich gehen sie in S p i t x e n  über (sieheFig 3). 

Mit weiter abnehmendem werden die Spitzen in bekannter n'eise 
--L 

in W e n d e p u n k t e  aufgelast, so dass an Stelle jeder Spitze zwei ,,zu- 
sarnmengehorige" Wendepunkte tretcn (siehe Fig. 4). Der weitere 
Yortgang ist dann der, dass die zusarnmerigeh6rigen Wendepunkte sich 
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130 Die Rewegiing der Ionen dm Zeemannschen Phiinamen 

von einander entfernen, bis sie mit den von den benachbarten Spitzeri 
herrührenden Wendepunkten zusammenfallen. In  den Kurven wird 
demgemsss der gegen den inneren Grenzkreis konvexe Teil immer 
kleiner und verschwindet zuletzt vollstandig. Die Bahnkiirve wird 
eine ü b e r  al1 k o n v e x e  K u r v e  ohne Singularitiiten, welche zwischen 
den Grenzkreisen (a, 4- a,) und (a, - a,) oscilliert (siehe Fig. 5). Als 
Grenzfall ergiebt sich für a, = O eine einfache Kreisbewegung mit 
Winkelgeschwindigkeit q, ." 

%ur Rehandlung der allgemeinen d~~pelel l ip t ischen Bewegung 
gehen wir aberrnals von unserer R'osettenkurve (siehe Fig. 1) aus. 
Deformieren wir die beiden gleicheii Kreise a, 1 und ) a, zu zwei 
kontinuierlichen Serien von Ellipsen El und X2, so konnen wir hin- 
sichtlich der entsprecheilden Verandermgen unserer Kurven den Satz 
aufstellen: Die einzelnen Ovale der Rosette erleiden qualitativ die 
gleichen Veranderur~gen wie bei der L)oppelkreisbewegung: sie ver- 
grossern sich entweder analog Fig. 2 oder sie ziehen sich zusamnien 
und gehen schliesslich in Spitzen über, welche ihrerseits sich wieder 
in  Wendepunkte auflosen. Der wesediche Unterschied zwiachen 
der allgemeinen und dcr speeiellen Rewegung aber hesteht in Folgen- 
dem: wahrend bei der Doppelkreisbewegung aile Ovale gleich- 
zeitig und in gleicher Weise sich mit den Kreisen .El und E2 
veranderten, besteht diese Gleichberechtigung aller Ovale bei der all- 
gemeinen doppelelliptischen Bewegung nicht mehr. Die einzelnen 
Ovale verandern sich mit variierondem El und f:, in verschiedener 
Weise; es konnen insbesondere die Fille eintreten, dass einzelne Orale 
sich nach Fig. 2 versndern, wiihrend andere sich in Spitzen- und 
Wendepunktskurven transformieren, und dass einzelne Ovale diesen 
Prozess bereits durchgemacht haben, wiihrend andere noch im Über- 
gangmustand der Schleifenkurven sind. 

Wir fragen insbesondere naüh den Bedingungen für das Auftreten 
von Sp i tzen .  Setzen wir zur Abkürzung: 

so erhalten wir die Hedingungsgleichungen 

u cos(p,t + 8,) + qcos(p,t + 8,) = 0, 
1 5 )  

Psin(g,t + 8,) - qsin(q,t + 8,) = 0. 

Bei festgehaltenen p, a,, 8, sind hierdurch a und /'3 als Funk- 
tionen eines Parameters t dargestellt. Deuten wir also u und 0 als 
rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so bilden die Wertepaare 

* Die Kiirvenserie 1-6 xeigt auffallende Ahnlichkeit mit  den Rahnkiirven, 
welche die Rpitze eines symmetrischen schweren Kreisels bcschreibt (siehe Kle in-  
S o m m  e r f e l r l ,  Theoiie dea Kreisels, 2. Heft, 1898). Der Gnind lie@ dar in ,  dass 
sich bei Daratellung in Pola,rkoordinat,en r, (F beide I la le  r als periodische Funktion 
von <p mit  einer reellen Periode ~rgiebt. 
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(u ,  Dj, welche Spitzen liefern, eine Kurve S, welche irisbesondere bei 
rationalem q algebraisch ist. Jede kontinuierliche Folge Ton Ellipsen 
El und EJ, wird in dieser Ebene gleichfalls dureh eine Kurve,  II, re- 
prasentiert Sehen wir von den1 Falle ab,  dass II und S ein endliehes 
Stiick gemein haben, so k6nnen wir sagen: Jeder Schnitt der Kurven 
E und S bedeutet das Terschwinden einer Schleife unserer Ausgangs- 
kurve oder die Aufnahme einer neuen Schleife. - Genauere allgemeine 
Resultate lassen sich über die Kurve S nicht aufstellen: es lasst sieh 
nur ein Qcbiet dcr ( a p )  Ebene angeben, innerhalb dessen die Kurve 
rollst%ndig verlnufen ruuss. Aus den Gleichungen 15) fol@ namlich 
durch Quadrieren und Substituieren 

daher 

Diese Bedingung is t  erfüllt, wenn entweder 

ist. Diese beiden Engleichungen definieren zwei unendliche, langs 
eines Teiles der Geraden a = /3 zusamrnenhiingende Gebiete der (ap ) -  
Ebenc, innerhalh deren die Kurve S vol1st:ndig lirgen miiss. Ana- 
lytisüh gesproclien, sind die Ungleichungen l (?) notwendige, aber nicht 
hinreicheilde Bedingungen für  das Auftreten von Spitzen. 

W i r  botrachten nun ein Kurvenstück E mit ruonotoner Tangente, 
wclches von einem Piinkte der die Doppellireisbewegung repr:' dsen- 
tiereilcien Geraden u = P ausgeht und eine der beiden Axen, beispiels- 
weise die a-Axe, zur Asymptoteii hat. Deru uneridlich fernen Punkt  
des Burvenstücks entspricht augenscheinlich die L i s s a j o u s s c h e  Figur 

x = a, sin ('rit + a,), y = b2 cos (y,t + 8,), 

denn wir hahen an dein unendlich fernen Punkt  cr = m, /3 = O. Den? Ans- 
gangspunkt entspreche die Doppelkreisbewegung mit den Konstanten a,, h,. 
Die Kurve reprasentiert dariil Bewegungen mit den Konstanten a,, a,', 
bit, b,, wo a,> b,', a,'< b, ist, d. h. Bewegungen, bei welchen von den 
beiden Ellipsen die eine verliingert, die andere abgeplattet kt. Diese 
Bewcgungen sind von besonderer Wichtigkeit, wcil nach 12) die Be- 
\regurigen der Ionen slimtlicli diesen Sypus aufweiseri. Jede Ioneri- 
bewegung lasst sich daher als Übergangsfigur zwischen einer Doppel- 
kreisbewegung und einer L i s  s a j  o u s selien Figur mit  den gleichen 
Werten der p,, y,, a,, 8, auffassen. 1st uns umgekehrt eine Kiirve 
des Übergarigstypus mit den IIonstariten u , ,  a,, O,, b,(a,> b,, a,< b,) 
vorçelegt, so haben wir eine einfache Methode, uni uns über ihren 
geometrischen Charakter zu orientieren: wii- verbinden den Punkt  (a, f i )  
durch ein Eurvenstiick 6 mit monotoner Tangente. welches dip n-Axe 
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132 Die Bcmegung der Ioncn beim Zeernannschen Phihomen. 

zur Asymptoten hat,  mit dem Punkte r~ = B - 3 und betrachten die 
6, 

4. Die riumliche Anordnuiig der Fignreii. Pal1 beliebig 
gericliteter Kraftliiiieri. 

Schnittpunkte von E mit S. Beachten wir, dass an jedem dieser 

Fig .  9 
Schnittpunkte Verlust 

a = O  oder Aufnahme einer 
Schleife eintritt, und ~ 1 

Wir haben im Vorhergehenden nur die in der (xy'l-Ebeue eut- 
stehenden Figuren betrachtet. Die riiumliche Anordnung der Be- 
wegung erhalten wir wegen s - tu, t + z, einfach dadurch, dass wir die 
ebenen Figuren auf einem senkrechton Cylinder sich in die EIiihe 
schrauben lassen. 

Wir  gehen nunmehr zu einem homogenen Magnetfeld mit be- 
liebig gerichteten TZraftlinien über, haben also die Gleichungen 1" zu 
integrieren. Diirch Differentiation der beiden ersten Gleichungen 
nach t und Substitution aus dor lctzten eliminieren wir die z-Koordi- 
nate und erhalten: 

' / 
l t 

a,= P behalten mir die Gestalt 
S ,' der resultierenden Lissa- 

, jousschen E'igur im 
Auge, so sind wir iin 
Stande, die Kurve der 
doppelellip tischen Be- 
wegung mit ziemlicher 
Genauigkeit qualitativ 

B=o festziilegcn. 
Die Figuren 6, 7, H dienen zur lllustration des Gesagten. Es sind 

doppelelliptische Beweguiigen, welche charakterisiert sind durch y = 2, 
8, - a,, daher Cbergangskurven zwischen Fig. 1 und L i s s a j  O usschen 
Figuren. Letztere sind der Reihe nach: eine Doppelschwingurig 
liings der 2-Axe, eine einfache Schwingung rings der x- Axe ucd 
eine Lemniskate, deren Brennpunkte auf der y-Axe liegen. Ihe  
obenstehende Zeiühnurig der (cr/3)-Ebene, in welclier die Kurven h' 
die Nummer der entsprechenden Figur als Indices tragen, zeigen 
den Verlauf des  berg gangs an: in Fig. 6 bleiben die Schleifen 
stets erhalten und werden mit abnehmendem c~ breiter und flacher, in 
Fig. 7 l6scn sich die beiden noch restierenden Schleifen gleichzeitig in 
Wendepunkte auf, in Fig. 8 bleibt die Schleife der oberen Halbebene 
erhalten und geht in das obere Oval der Lemniskate über, wiihrrnd 
die Spitzenkurve der unteren Halbebene zur Wendepunktskurve und 
schliesslich zum unteren Oval der Lemniskate wird. Die Kurve S he- 
steht aus einer Hyperbel, B(cc  + p )  = 8 ,  und der Geraden a = 2. 
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Diese Gleichungen unterscheiden sich von den Gleichungen IU'a), b) 
nur durch die Zusatzglieder upv, uPu. Durch eine Drehung des Ko- 
ordinaten-Systems konnen wir ihnen vollstiindig die alte Form ver- 
leihen: 

III'. da d5v,  L E S U , = y ~ - h  - =-  d zr 
cite d t  ' " d t e  

y 2  - kIvl, 
d t  

wo h, und 74 positive Grossen sind. Der Drehungswinkel gi ist dabei 
gegeben durch 

z u p  
t g 2 9 = -  

\ P t  hl- (u2+ k!  

Wir k6nnen also den Satz aussprechen: ,,Die F i g u r e n  i n  d e r  
(xy) -Ebene  Sind a u c h  b e i  b e l i e b i g e r  R , ich tung  d e r  K r a f t l i n i e n  
doppe le l l ip t i sche  B e w e g u n g e n ,  w e l c h e  d e r  B e d i n g u n g  12)  
un te rw or fen  sind." Hervorzuheben ist, dass auch bei gleichen h 
und k die hl und kl verschieden sind, also auch in diesem Falle 
allgemeine doppelelliptische Bewegungen, nicht mehr Doppelkreis- 
hewegungen auftreten. Hierdurch erweist sich unsere Einführiing der 
doppelelliptischen Bewegung physikalisch als berechtigt. 

Ein wesentlicher Unterschied gegen früher dagegen besteht hin- 
sichtlich der z-Koordinate. V i r  finden 8 nach Bestimmung von u 
u n d  c diirch zweimalige Qiiadratur: es hat sonach dieselben Periodi- 
zititseigenschaftcn wie x und y, nur tri t t  infolge der Integration ein 
Translatiorisglied a l  hinzu. 

5. Die numerischen Verhaltnisse bei der Zeemaiinschen 
Versnchsanordnnng. 

Von beyonderem Interesse werden diejenigen Bahrikurven sein, 
welche bei der Z eem a n n  schen Versuchsanordnung thatsachlich von 
den Ionen durchlaufen werden. 

Zeemann  (1. c.) beschreibt diese als , ,E l l ipscn ,  d i e  s i c h  l a n g -  
sanî  drehen." Wir haben die Uerechtigung diese Ausdrucksweise zu 
uiitersuchen. Unserer Diskussion legen wir die urspriingliche Zee- 
mannsche Anordnung zu Grunde: wir beobachten glühende NU- 
Diimpfe, welche einem homogenen, der Strahlen - Richtung ~aral le len 
l\iIagnetfeld von 22400 absoluten Einheiten ausgesetzt werden. Die 
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134 Die Rewegung der Ionen beim Zeemannschen Phanomen 

Bewegungsgleichungen sind die Gleichungen 1"' mit h = 7c, es handelt 
sich um die numerischen Werte der Grossen h und y. 

W i r  haben zuerst 4n" 
h = -  

r 2  

wo z die Schwirigungsdauer der D-Linie, bez. einer der beiden D-Li- 
nien, bezeichnet. Indem wir uns hier wie im Folgenden auf einstellige 
Genaiiigkeit beschranken, nchmen wir fiir die wellenliingen beider 
D-Linien den übereiristirurnenden Wert 

I. = 6 .  10p5 
an und berechnen daraus 

Fiir ergiebt sich nach Itechriuugen voii Herrii Geheimrat Riecke 
P 

ails der Verschiebung der D-Linien der \Vert 5 .1017. Dies liefert 

nie bei d e r  p r a k t i s c h e n  A u s f ü h r u n g  des  Zeemannschen  
V e r s u ç h e s  a u f t r e t e n d e n  K u r v e n  s i n d  t lusgeze ichne t  durch 
n a h e z u  g le iche  W e r t e  d e r  P a r a m e t e r  q, u n d  q,. Die Werte der 
beiden Parameter selbst finden a i r  aus 

I L =  y1.qn= P . Y i 2 = l e d :  
4 

Um die Werte der a, und a, zu erhalten, habcn wir uns zun$clist 
über die Arifüngsbedirigungen des Problems klar zu werdeli. Das 
Ion schwingt vor Einführung des Magnetfeldes in einer Ellipse, von 
der a i r ,  ohne die Allgemeinheit der Besultate zu beeintrachtigen, 
voraussetzen konneri, dass sie die Koordinatenaxen zii FTauptaxcn 
hat. Wir haben also vor Einführung des Magnetfelds je nach dem 
Drehungssinn 

2 = u s i n f i t ,  y =  T P c o s f i t .  

Ferner ist augenscheinlich gleichgiltig, an welchem Piinkte der 
Ellipse bei heginnender Wirkiing des Magnetfeldes sich das Ion be- 

* Znr genaueren Bestimmung von 9 reicht unsere Genauigkeit nicht &us. 
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findet. Wir nehmen zur Bequemlichkeit diese Anfangslage auf der  
x-Axe a,n und erhalten daher die Anfangsbedingungen: 

xo- a : ,  y o L O ,  
u, = O ,  vo = + Jfzg. 

Dem oberen Vorzeichen entspricht eine Anfangsbewegung von d e n  
Drehsinn der durch das Magnetfeld bei positivem y hervorgerufenen 
Kreisbewegung, dem unteren Vorzcichen cine Anfangsbewegung von 
entgegengesetztem Urehsinn. W i r  haben die beiden F a l k  getrennt 
zu behandeln, wobei wir y als positiv voraussetzen wollen. 

Im Felle des oberen Vorzeiclieris erhalten wir 
2a, = 10 - (1 + 9 -  l W 4 ) a  1, 
2a,= p + (1-  8. 10-4ja. 

und haben demnaüh a, = a, einnial für a! = O, d. h im Falle linear 
liings der y-Axe polarisierten Lichtes, und dann nochmals für 

4 = 8 .  ~ O - ~ C ~ ,  
d. h. im Falle einer ausserordentlich stark abgeplatteten Ellipse. 
Zwischen beideri Werteri ist a, < a2,  die Eurven der Doppelkreis- 
bewegung sind also vom Typus der Fin. 2. Wir  ersehen aus Big. IO,* 

dass sie für mittlere Werte des Verhaltnisses 2 die Zeemannsühe 
B 

Bezeichnung ,,Ellipsen die sich langsam drehen" zulassen. 
Dagegcn sehm wir auch sofort, dass diese Rezeichnung nicht 

immer giltig ist. In der That erhalten wir ja für P = 8. 1 0  4 a  
Rosettenkurven, für noch kleineres /3 Spitzen- und Wendepunktskurven. 

hhnlich liegen die Verhiiltnisse im Falle des unteren Vorzeichens. 
Hier ist S a , =  p + ( l+ 8 - i O V 4 ) a ,  

2a,= p - ( 1 - 4 - 1 0 - 4 ) u 1 .  

* In den Figuren 10 und 11 ist  q =  1,05. 
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136 Die Bemegung d. Ionen b. Zeemannschen Phinomen. Von OTTO BLCXENTHAL. 

Für  ct = O erhalten wir die Rosetten, welche d a m  in Schleifen-, 
Spitzen-, Wendepunkts- und überall konvexe Kurven übergehen, bis für 

einfache Kreisbewegung eintritt. Von da bis 0 = O erhalten wir wieder 
überall konvexe Kurven und Wendepunktskurven. Die Fig. 11 stellt 

eine solche überall konvexe Kurve für mittlere Werte von - dm-; auch 
sie rechtfertigt die Zeem annsche Bezeichnung. P 

Wir konnen daher irn garizen die Z eemannsche Bezeichnung da- 
hin kritisieren, d a s ~  wir sagen: Sie ist richtig für alle Ellipsen mit 
mittleren Exzentrizitaten, sie ist falsch fiir Ellipsen, deren Axen- 

verhiiltnisse a mit oder mit I O 4  vergleichbar sind. 
P 

Da im natürlichen Lichte alle Polarisationszustande realisiert sind, 
so werden bei Ausführung des Z e em annschen Versuches thatsiichlich 
alle unsere Kurventypen als Bewegungskurven der Ionen auftreten. 
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Uber eine Verallgemeinerung de r  Rosselsprungaufgabe. 

Von 

Dr. F. FITTIYG 
in M. - Gladbach 

Auf einem n - feldigen Schachbrette giebt es : 

!a! 

verschiedene Wege von Feld zu Feld, auf welchen in ganz willkür- 
licher Rcihenfolge jedes Feld, aber jedes nur einmal berührt wird. 
Kan kann nun das Fortschreitcn von bestimmten Pcldern zu gewissen 
anderen als unerlaubt ausschliessen und fragen, wie viele solcher 
Wege d a m  noch übrig bleiben. Da eine erschopfende Beantwortung 
dieser Frage auch eine Entscheidung über die Anzahl der Bossel- 
sprünge, der Konigsziige auf beliebig gestalteten Schachbrcttern und 
überhaupt die LGsurig aller iihnlichen Aufgaben vorbereitet, 80 schien 
sie, abgesehen von dem ihr an sich innewohnenden Interesse, schon 
aus diesem Grunde eine Bearbeitung wohl zu verdienen. 

Da es bei iinscrer Aufgabe auf die gcgcnseitige Lage der 
n Felder ganz und gar nicht ankornmt, so empfiehlt es sich, ihnen 
behufs handlicherer Darstellung lz willkürlich Fig. 1. 
liegende Punkte beliebig zuzuordnen. Die 
weitere dieser Arbeit zu Grundc gclegte Ver- 
arisçhaulicliung der Data des Problems wird 
aus Pig. 1 ersichtlich: 

Die Punkte 1 nnd 2, 2 und 6 etc. sind 
nicht durch gerade Linien verbunden. Damit 
werde dargestellt, dass ein Sprung von Punkt 
1 nach Punkt 2, von Punkt  2 nach Punkt 6, 

.& 
oder umgekehrt, erlaubt ist. Derartige Be- 5 

wegungsfreiheiten, durch die Zeichen 12,  2 1 ,  26 ,  6 2  angedeutet, sollen 
W W V W  

W e g e l e m e n t e  heissen, weil sie Teile der zu ziihlendcn Wege sein 
konnen, und die Elemente 1 2  und 2 1  ausserdem noch durch das 

w V 

Zeitscbrift f. Xathsmatik u. Physik. 46 Band. 1900. 2 u. 3 Heft 10 
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138 tber eine Verallgemeinerung der R~sselsprungaufgabe. 
A 

Zeichen 12 und die Benennung E l e m e n t e n p a a r  zusammengefasvt 
w 

werden. Dagegen sind z.B. die Punkte 1 und 6, 2 und 4 je durch 
eine Gerade verbunden: ein direkter Sprung zwischen diesen Punkten 
sol1 dadurch als unerlaubt ausgeschlossen werden. 

Man kann danach die Vorstellung des Schachbrettes ganz fallen 
lassen und der Aufgabe folgendo Fassung geben: 

n(n- 1) ,,Zeichnet man n Punkte und scheidet von den zwischen 

ihnen vorhandenen Wegelementen eine pwisse Ansahl dadurch aus, dass 
man eim &h.e von, Punkten su je sweien geradlinig verhindet, azlf wie 
vielfuche Weise Iüsst skh unter alleiniger Bentctzung der resliermden 
Wegelemente von Punkt zu Punkt fmtschreiten, so dass jeder Punkt, 
aber jeder nnur einmat berührt wird?" 

Unter einem W e g e  wird jede Aneinanderreihung der n Punkte 
verstanden, welche der Aufgabe entspricht. 

Die in jedem besonderen Falle vorliegende Anordnung von Punkten 
und Geraden mag im Hinblick auf die dadurch gegebenen Wege ein 
W e g k o m p l e x  genannt werden. 

Die Summe samtlicher Wege eines gegebenen Komplexes heisse 
die W e g e z a h l  d e s  K o m p l e x e s .  

Kapitel 1. 
Einfachere Fiille. 

1. Es werde ein einziges Paar von Wegelementen ausgeschieden 
n 

(in Big. 2: 12). 
w 

Von den anfangs gezahlten n!  Wegen kommen alle in Wegfall, 
A A 

die die Elemente 1 2  und 2 1 enthalten. Diese Wege werden, wenn 
man die Gerade 12 als Punkt betrachtet, geziihlt durch die doppelte 

Big. 2. Big. S. 

I 2 \ - 
.5 - 3  

4 ' 6  . 5  

Anzahl der zwischen dem neuen Punkte 1 2  und den ( n  - 2) übri@n 
bestehenden Wege; d. h. unter den n!  Wegen giebt es 

2(n  - l)! 
n 

die das Elementenpaar 12 enthalten. Fallen diese fort, so bleiben 

1) va! - 2(n  - l ) !  
Wege übrig. 
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Von Dr. F. FITTIXG. 139 

2. E s  m6gen mehrere von demselben Punkte ausçehende Elementen- 
A n  

p a r e  wegfallen (in Fig. 3: 1 2 ,  1 3 ,  14) .  
W V W  

Sei die ~ n z a k  der wegfillen&n ~ l e m e n t e n p a r e  allgemein a,  so 
sind fïir jedes einzelne unter ihnen nach 1) von den ursprünglichen 
n!Wegen: 2 ( n  - l ) !  Wege in Abzug zu bringen, im ganzen also: 

2a(12 - l ) !  
Wollte man jedoch 

rz!  - 2a(n  - l)! 

bilden, so w5re zu vie1 weggenornmen: namlich alle Wege, die z. B. 
t+ t, 

die Wegstücke 2 14 und 4 12 in sich schliessen würden d o p p e l t ,  
n 

ei~lmal unter denen, die das Element 2 1 enthielten und d a m  noch 
n 

einmal unter denen, die das Element 41  enthielten, abgezogen sein, 
müssen also e i n m a l  wieder addiert werden. Die Anzahl dieser wieder 
zu addierenden Wege wird analog dem bei 1 )  angewendeten Verfahren 
ermittelt, indem man die Wegteile 2 1 3 ,  3 1 2 ,  2 1 4 ,  412  etc. als 
Punkte nimmt. Da mit den a wegfallenden Elementenpaaren sich 

2(;) solcher Wegteile bilden lassen, und znischen jedern einzelnen 

dieser als Punkte betrachteten Wegteile und den (n - 3) übrigen 
Punkten (rz - 2)! Wege moglich sind, hat man wieder zu addieren: 

2 (;) (" - 2)!  
Wege. Danach das Resultat: 

n - a  
2 = ( )(fi - 2)! 

Vielleicht tragt die hier eingestreute Be- Fig. 4. 

trachtung eines einzelnen Falles dazu bei, über 
die Zielpunkte dieser Arbeit Licht zu verbreiten: 
Pür in - 5 ,  a = 3 liefert I I )  die Zahl von 
1 2  Wegen. Fig. 4 stellt den dazugehorigen Kom- -5 

plex dar, und thatsiichlich lassen sich an ihm 
nur folgende 12 Wege herstellen: 

21345 34512 
21435 43512 

21453 45312 
21354 35412 
21534 53412 
21543 54312 

Übrigens I'isst dies Beispiel auch erkennen, dass die Wegezahl 
immer eine g e r a d e  Zahl sein muas. 

IO* 
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Kapitel II. 

Formeln für die Anzalil von Wegen, die Elemente 
bestirnmter Elementenpaare enthalten sollen. 

Richtet man die Aufmerksamkeit auf ein bestimmtes Elementen- 
paar irgend eines Komplexes, so beobachtet man bei Rildung der Wege, 
dasfi es im allgemeinen unter ihnen solche giebt, die eines der Ele- 
mente des Paares enthalten und andere, wo dies nicht der Fa11 ist 
(z.E3. kommt in dem Wege 1 4 5 2 3  des Komplexes von Fig. 2 das 

A 

Elementenpaar 1 5  nicht vor, wohingegen in  dem Wege 15234 des- 
w 

selben ~ o m ~ l e x e i  das Element 15 auftritt). 
Nach dieser orientierenden Vorbemerkung bezeichne W die Wege- 

zahl eines gegebenen Homplexes. Andert man die Gerade a desselben 
in ein Elementenpaar iim (indem man sie aus der Figur tilgt, welche 
den Komplex darstellt), so werde mit Wu die Wegezahl des neuen 
Komplexes bezeichnet ; entsprechend sei 

Wab, TVab, etc. die Wegezahl dcr Komplexe, in denen auch die 
Geraden b,  resp. c noch in Eleuenteripaare verwandelt sind. 

Unter Wu, TV' etc. werde ferner die Zahl der Wege verstanden, 
bei denen in den gexnderten Wegkomplexen jedesmal Elemente siimt- 
l i c h e r  ncu hinzutretenden Elementepaare als Wegteile vorkommen 
müssen .  

Die folgenden Formeln sind dann nur die mathematischen Ein- 
kleidungen einfacher logischer Disjunktionen: 

Mittels derselben lassen sich die Grossen 

W u ,  wab U.S.W. durch W, W,, Wb U.S.W. 

ausdrücken, wodurçh ein Hilfsmittel geschaif'en wird, mathematische 
Beziehungen zwischen Wegezahlen verschiedener Komplexe zu gewinnen. 

Aus 1) und analogen Gleichungen folgen die Gleichungen: 
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Aus II) und analogen Glcichungen nach Einführung der Wcrte 
aus la):  

wu" w ~ ~ - ( w ~ +  T%) f 

II a) Wac=  w a , - ( ~ +  w,) + W 

w""- wbC-(wb+ i ~ ï )  + w 
U. S. W. 

Aus III) ergiebt sich: 

Die GesetzmEssigkeit in der Bildung der Gleichungen Ia), I Ia)  und 
IIIa) tritt so klar zu Tage, dass danach 

~ v ~ ~ ~ ~ ,  wabclte u. S. W. 

leicht gebildet werden kann. 

Rapitel III. 

A. A b l e i t u n g  d e r  e r s t e n  Formel .  

Tilgt man zwischen n Punkten a Elementenpaare in bclicbiger 
Anordliung durch Zeichnung von Geraden, hierauf zwischen denselben 
n Punkten statt jener a andere Elementenpaare, so ist im  allgemeinen 
die Anzahl der Wege in beiden Fiillen verschieden. Demnach hiingt 
diese zwar von a und n ab, ist aber n i c h t  eine Funktion jener beiden 
Grossen a l l e in .  
* E s  liisst sich jedoch, wie das Folgende zeigen wird, eine recht 
brauchbare, ganz allgemeine Rekursionsformel gewinnen, wenn man 
davon ausgeht, die Abhangigkeit von a und n a l l e i n  ins Auge zu 
fassen, und, obwohl man ein Punktionszeichen sonst in anderem Sinne 
verwendet und es hier eine Vieldeutigkeit in sich schliesst, mit 

,,die A n z a h l  a l l e r  z w i s c h e n  n P u n k t e n  m o g l i c h e n  W e g e  z u  
beze ichnen ,  w e n n  z w i s c h e n  i h n e n  a E l e m e n t e n p a a r e  w e g -  
fallen.(' 

3 1. Man gehe von irgend einem Wegkomplexe aus und fasse 
zwei seiner Punkte ins Auge, deren Elementenpaar, kurz A genannt, 
nicht durch eine Gerade aufgehoben ist. ( A  und B in Fig. 5.) Zum 
Verstgndnis der Fig.5 ist zu sagen, dass sie n i c h t  einen ganzen Komplex, 
sondern nur die Endpunkte A und B des wegzulassenden Elamenten- 
paares A und die v o n  i h n e n  a u s  nach anderen Punkten - von A 
nach 1 ,  2 . . . <il, von B nach 1, II . . . G, und von A und B gleich- 
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142 Über eine Verallgemeinerung der Rosselsprungaufgabe. 

zeitig nach Q anderen Punkten - bereits fehlenden Elementenpaare 
vollziihlig zur Darstellung bringen soll. Weitere Punkte und sonstige 
Geraden k6nnen als für das Folgende belanglos in beliebiger Zahl und 
Anordnung zur Figur hinzugedacht werden. (Durch einige punktierte 
Geraden an der Figur angedeutet.) 

Unter den W ( ,  ,, Wegen werden solche vorhanden sein, in 
denen die Elemente des Paares als Teile vorkommen und solche, wo 

Fig. 5. 

dies niclit der Fa11 ist (indem zwischen A und B andere Punkte 
berührt werden). Pür die Gesamtheit der ersteren werde ein passen- 

d 
des Zeichen, etwa <p(,, ,, eingeführt; die anderen fassen alle Wege 
zusammen, die zwischen den in Punkten existieren, wenn ausser den 
früheren a Elernentenpaaren auch das Paar d noch wegfallt. Be- 
zeichnet man deren Summe durch 

so gewinnt man die Gleichung (siehe Kap. II): 

d 
5 2. E s  werde eine andere Darstellung gesucht für qqn, ,,. Zu 

dem Zwecke ziehe man wiederum [siehe S. 138, 1.1 A und B in einen 
einzigon Punkt [AB] zusammen (siehe Fig. Ga und b). Dann ver- 
schmelzen auch die von den Punkten 1: i i ,  i i i  . . . g nach A und B ge- 
zogenen Geraden je zu einer einzigen. 

Man betraehte zuerst die Wege, die das Element A% enthalten 
(Fig. 6a deutet dies durch den Pfeil über [AB] an); um deren Anzahl 
an Fig. Ga, die einen Punkt weniger hat als Fig. 5, zu zahlen, hat 
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man zunachst zu überlegen, wie dic Verh'iltnisse der früheren 
Pigur sich auf die neue übertragcn lassen. Die Zahl und Anordnung 
der n i c h t  von A oder B ausgehenden Geraden hat sich nach der 
Vereinigung dieser Punkte natürlich nicht geandert und ist ganz aus 
der Zeichnung weggelassen. Dagegen sind in Pig. 6 a  ausser den bereits 

n n n 
erwihnten Q G eraden auch die Elementenpaare lB,  2 R .  . . oU und 

w 

ÂI. .  . A;~ der Fig.5  bezüglich mit den Geraden A l , .  . . AU, und - V 

Fig. 6s. 

BI . .  . Bo, derselben Figur verschmolzen. In Fig. 5 darf aber auf 
die Punkte 1, 2 . . . G, das Wegelement A B  nicht unmittelbar folgen, 
wohl aber dürfen auf dieses TITegelement jene Punkte folgen. Ahnliches 
gilt für II . . . oz Dies musste auch in Big. 6 a  angedeutet wcrdcn: 
es geschah dureh die eingezeichneten Pfeile, deren Richtung aneeigt, 

7 

dass von den Elementenpaaren [AUI l ,  u.s.w. nur die Elemente - 1 

[ABIl,  u. S. W. zur Bildung ,von Wegen benutzt werden dürfen. 

n 
Fasst man jetzt unter den v(,, ,, Wegen auch die mit dem Ele - 

mente B A  eu bildenden iris Auge, so ergiebt die Wiederholung der 
vorigen Überlepng hier ohne weiteres, dass zu deren Aufstellung 
siimtliche Pfeilrichtungen der Fig. 6 a  gerade umzukehren sind (E'ig. 6 b). 

5 3. Samtliche in y(,, ,) einbegriffene Wege k6nnen allgemein in  
drei Gruypen zerfallen: 
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1. G r u p p e :  Solche Wege, bei welchen k e i n e s  der durch Pfeile 
gekennzeichneten Wegelemente beschritten wird (etwa dadurch eut- 
stehend, dass immer abwechselnd von einem der in Fig. 6 dargestellten 
Punkte auf einen der hinzuzudenkenden übergegangen wird). Zur 
Zahlung dieser Wege denke man die Pfeilrichtungen der Figuren 6 durch 
Gerade (d. h. wegfallende Wegelemente) ersetzt und bestimme die 
Menge aller an der so veranderten Fig. 6 zu bildenden Wege. Die 
Menge ist dann genau die RiIfte der verlangten, da nach Wcgfa11 der 

Pfeilrichtungen in  dem Punkte [AB] diewegelemente A% und BÂ ver- 
einigt gedacht werden konnen; für jedes dieser Wegelemente ist jene 
Menge einmal zu zahlen. 

Nun verwandelt sich aber die Ausgangsfigur 5 unmittelbar in die 
veranderte Fig. 6, wenn man nach Verschmelzung der Punkte A  und B 
und dadurch bedingte Vereinigung der g Geraden an ihren übrigen 
Punkten und Geraden n i c h t s  a n d e r t .  Diese Bigur, auf deren Grund- 
lage die Wege der verschiedenen Gruppen gezahlt werden sollen, 
heisse die Verschmekungsfigur von Yig.5. Die Wegezahl ihres Komplcxcs 
werde durch das Zeichen 

wr ;A; a - .) 

fixiert, in dem das unter der 1 stehende [A] an das Zusammenziehen des 
Elementenpaares A, in einen Punkt, a -  p an das Verschwinden von p 
Geraden erinnern solL Das  Z e i c h e n  W s o l l  n a t ü r l i c h  n i c h t  be- 
s a g e n ,  d a s s  

d i e s e l b e  F u n k t i o n  v o n  ~n - 1 u n d  cr - p i s t ,  w e l c h e  W(,,,, v o n  
A 

LI 

r. u n d  a i s t ,  s o n d e r n  s o l l  w i e d e r  i m  S i n n e  d e r  D e f i n i t i o n  auf 
S. 141 v e r s t a n d e n  werden .  

Mit Benutzung des neuen Zeichens werden d a m  die Wege der 
Gruppe 1 gezahlt durch 

II. 

2. G r u p p e :  Solche Wege, bei deren Bildung nur e i n e  der Pfeil- 
richtungen der Figuren Ga und Gb benutzt wird. 

Werden die Wege, bei deren Bildung in Fig. 6 a  von [AB] z. B. 
nach 1 geschritten werden muss ,  und die aus Fig. 6 b  ebenso für die 
Pfeilrichtung von 1 nach [AB] sich ergcbenden zusammengefasst, - 
so sind dies die Wege, in  denen die Elemente des Paares l [AB]  vor- 

L -- 
kommen müssen ,  die Elementenpaare 2 [AB], 3 [AB] u. S. m. aber -- 
von der Wegbildung ausgeschlossen sind. Mit Benutzung der eingefiihrten 
Zeichen lasst sich auf Grund von Formel 1 (S. 142) ihre Anzahl 
folgenderm&en scus der Verschmelzungsfigur - von 5 gewinnen; 
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n 
Das Zeichen a - Q - [AB] 1 sol1 besagen, dass auch die Geradô - 

[ABJl  aus der Verschmelzungsfigur zu tilgen ist. 
Durch Summierung aber siimtliche an Stelle von Pfeilrichtungen 

der Figuren 6 zu setzende Elementenpaare findet man als Summe aller 
Wege der Gruppe II: 

III. n 2 ( G 1 + 4 ) ~ ~ î - - ; j a - P ) -  
( = l ,  ... q, 1. . , a 3  

3. Gruppe :  Die Wege, zu deren Bildung zwei von den Pfeil- 
richtungen der Figuren 6 herangezogen werden; weil ja ,  [AB] nur ein- 
mal berührt werden darf, k6nnen dies in jeder der beiden Figuren 
nur je eine nach [AB] hinweisende und eine von [AB] wegweisende 
Pfeilrichtung sein. 

Durch -&ne Betrachtung, welche der eben für Gruppe 2 an- 
gestellten analog ist, wird leicht ersichtlich, dass hier alle Wege zu - 
zkihlen sind, bei denen je ein Elementenpuar [ A B ] i  der Gruppe - 

n n 
[ A B ]  1 , .  . . [ABlu, - - 

n 
und je eines [AR]x  sus der Gruppe 

w 

beschritten werden m u s s ,  die übrigen Paare beider Gruppen aber oron 
der Wegbildung ausgeschlossen sin'cl. Formel I Ia  S. 141 liefert da£ür 
den Ausdruck: 

Die successive Sumniierung über simtliche i und siimtliche x er- 
giebt: - "p -1. a - , - r . a ~ i t - m X )  

1 , 2  ,... O,, 1 . . . u 2  [dl - w 

+ G1.GZ.W n-1 ,  a-, . 
( Col ) 
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Es erübrigt noch, die Wegezahlen der drei Gruppen zu addieren. 
Dies ergiebt nach S ~ a l t u n g  der Summe in LI1 und der Vereinigung 
der zusammengehijrigen Glieder: 

d 
- n  

(n-l, a - ? - [ A B ]  i -  [ A B ]  x 
1, .  . . oi 1 . .  . u2 i [dl - -1 

+ (1 - 1 .z)w(nTii a - 9 )  

Durch Zurackgreifen auf Formel 1) S. 142 erhalt man schliesslich 
folgende Rekursionsformel : 

F ü r  den Fall, dass 6, 0 (oder G,= O), prisentiert sich die 
Formel in  folgender vereinfachten Gestalt: 

(,z,a+f)=w(a,a]-2w ( TAI 1 , a - Q -  @) 
Va. I . . . ~ ~  

Die Formel lehrf Wegezahlen von Komplexen auf solche zurilck- 
führen, in  denen weniger Elementezipaare von der Wegbilduilg aus- 
geschlossen sind, gestattet also eine successive Losung des gesamten 
Problems. 

E s  crscheint xweckmassig, den Sinn, die Anwendungsweise und 
die Richtigkeit dieser Formel zuniichst an einem Beispiel ausführlicher 
zu erlautern. 

E s  sei beispielsweise W A die Zahl der Wege des Komplexes 
(n, a + J  

von Figur 7 ,  die bestimmt werden son, und 12 die hinzugefügte Ge- 
rade A. Dann stellt Figur 8 den zu W(,, ., gehorigen Komplex dar, 
Punkt  3 reprasentiert die Punktschar 1 . . . G,, 5 und 6 die Punkt- 
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schu 1.. . O, und 4 entspricht den Punkten I i i . . . der Figur 5, d. h. 
VA-1  es ist O, = 1, 6, = 2, p = 1. Die Wegezahlen mit dem Argument 

L A 

werden siimtlich aus der Verschmelzungsfigur von F'igur 7 gewonnen, 
die in Figur 9 dargestellt ist. Die Doppelsumme der Formel V wird 

durch ZZhlung der Wege der beiden durch E'igur 10 dargestellten Eom- 
plexe erhalten. Formel II (S. 139) liefert dafiir: 

Das Glied (6,- l)z reduziert sieh auf die Wegezahl des Kom- 
1 . . . a 1  

plexes Bigur 11 und ist nach derselben Formel: 

Kennt man also die Wegezahl W(,, .) des durch Figur 8 repriisen- 
tierten Komplexcs, welcher e i n e  G e r a d e  w e n i g e r  en th i i l t  a l s  d e r  

Fig. 10. Fig. 11. 

von F i g u r 7 ,  so ist auch W (%, a +$ @funde= E s  ist  ersichtlich, dass 

sich dieses Rekursionsverfahren auf Grund von Formel V auch zur 
Zurückfilhrung von W(,, a) auf Komplexe mit noch meniger Geraden 
anwenden làsst. Auf diese Weise wurde gefunden: 

W(n, a,= 76 ,  
woraus sich ergiebt: 

W(,, .+<) - 76 - 72 + 12 =16,  

und thatsiichlich giebt es nur folgende Wege an Figur 7: 
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154632 451632 
156432 461532 
164532 516432 
16 54 32 61 54 32 

und ihre Umkehrungen: 23 64 51 u. S. W. 

B. Z w e i t e  R e k u r s i o n s f o r m e l .  
d 
v(,, liisst sich noch auf andere Weise darstellen: Ersetzt man in 

den Figuren 6 alle Pfeilrichtungen durch Elementen~aare,  so hat der 
dadurch entstehende Komplex q + O, + G, Gerade weniger sls Figur 5. 
Seine Wegezahl kann devhalb mit 

W(a - g - o, - al) 
bezeichnet werden (wobei das immer wieder auftretende Argument n - 1 
von jetzt ab fortgelassen ist). 

d 
[dl 

Wie weit stimmt diese Zahl mit qq,,,) überein? 
Zur Entscheidung hierüber teilt man alle unter W(a - e -  - ,,J 

begriffenen Wege den vorhin unterschiedenen drei Gruppen entsprechend 
ein in: 

1. solche, bei denen kein Wegelement der neu hinzutretenden 
Elementepaare vorkommt, 

2. solche, bei denen e i n  solches, 
3. solche, bci dcnen zwei  derselben vorkommcn. 

Die Wege unter 1. werden durch 

w[n - e )  
gezahlt; da nun f ü r  die entsprechende Gruppe in A (S. 144) 2 W(, - ,) 
Wege gezahlt wurden, so müssen, um L'berein~t immun~ zwischen den 
Wegezahlen xu erzielen, TV(, - Wege zu W[, - -, - ,, addiert werden. 

Die unter 2. zusammengefasstcn Wege sfimmen mit denen der 
2. Gruppe in A genau überein. 

I n  3. dagegen sind ausser den als 3. Gruppe unter A geziihlten 
Wegen auch noch alle diejenigen enthalten, in welchen von einem der 
Punkte 1 . . . 6, (resp. 1. . . G,)  über [ A R ]  nach einem anderen Punkte 
d e r s e l b e n  Schar weiter geschritten wird. Diese sind also von 

wca - e - ai - 
abzuziehen. 

Bedeuten il und 2, zwei beliebige Punkte der Schar 1 . . . a,, so 
zahlt man nach Formel I I a  (Kap. II, S. 141) die Wege, in denen die 
Wegetücke il [AB] i2 oder i, [AB] il enthalten sind, durch: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. F. F I T T ~ G .  149 

Deute ferner il;, an, dam die Summe über alle Kambinationen 2 
l...Ul 

zu zweien der Zahlen 1 . . . 6, ohne Wiederholung zu erstrecken ist, 
80 ist, wie einfache Überlegung zcigt, das Besultat dieser Summierung 
über VI erstreckt: 

Bezeichnet man mit x ,  und x, zwei beliebige Punkte der Schar 
1.. . ci, ,  so ergiebt sich der analoge Ausdruck: 

Die Zusammenfassung der vorstehenden Ausführungen liefert die 
d 

gesuchte neue Darstellung für  q(a,p) und sonach mittels Formel 1 
(S. 142) folgende neue Rekursionsformel, bei deren Aufstellung das 
Argument n - 1 übernll wieder eingesetzt wurde: 

Id1 

C. D r i t t e  Formel .  

Setzt man G~ - O J  so wird in  A: 

(das Argument n - 1 kann wieder wegbleiben). 
[dl 
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Aus B erhiilt man ebenso: 

Nach Gleiclisetzung der rechten Seiten ergiebt sich leicht: 

VIII. 1 - 

Da zu jedem W das Argument H - 1 hinzuzudenken ist, bezieht 
[dl 

sich diese Formel auf K o m p l e x e  m i t  g l e i c h e r  P u n k t z a h l .  
Sie ist auch auf direktem Wege zu gewinnen: 
Sieht mari irgend einen Punkt eines beliebigen Komplexes in Be- 

zug auf die von ihm ausgehenden Elementepaare an und fasst eine 
Anzahl G ,  von ihnen noch besonders ins Auge, wiihrend g die Zahl 
der von dcm Punkte ausstrahlendcn Gcraden ist, so setzt sich die 
Anzahl siimtliüher Wege des Komplexes nur aus solühen Wegen zu- 
sammen, zu deren Bildung entweder k e i n e s ,  oder e i n s ,  oder zwei 
Elemente der G ,  Paare benutzt werden. Die Berechnung dieser Zahlen 
mit  Hilfe der Formeln des Kapitels II fuhrt auf Formel TTTTI. 

Kapitel 1V. 

Formeln f ir  Koni~ilexgr~nppen, gewonnen mittels Formel V. 
(Kapitel III, S. 146.) 

Die aufgestellten Rekursionsformeln losen zwar, da sie die 
successive Zurückführung der Wegezahl von Komplexen auf Wegezahlen 
von Komplexen mit einer geringeren Zahl von Geraden gestatten, 
theoretisch das G e ~ a m t ~ r o b l e m ,  versagen aber praktisch wegen allzu- 
grosser Umstiindlichkeit, sobald der Komplex sehr viele Gerade e n t  
hiilt. Deshalb ist der Besitz von Formeln erwünscht, durch welche 
die Zühlung der Wege eines Komplexes d i r e k t  auf die von Wegen 
zurückgeführt werden kann, deren Komplexe e i n e  R e i h e  v o n  G e -  
r a d e n  weniger enthiilt als der betrachtcte. 

E s  folgt eine Verwirklichung dieses Gedankens durch Weiter- 
führung der Rekursion V in einigen Spezialfillen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. F. FITTINQ. 151 

Die n Punkte des zuerst zu betrachtenden Komplexes sollen in zwei 
Gruppen zerfallen, von denen die erste einen beliebigen Unterkoniplex 
bilde, wahrend die zweite Gruppe von a Purikten weder mit der 
ersteren noch unter sich durch Geraden verbunden sei. Die Anzahl der 
hier moglichen Wege steht natürlich in funk- 

Fi& 12. 
tinneller Reziehung aur Zahl a. Zieht man nun 
von einem der a Punkte naüh rl anderen unter m . .  I J  - 

,t\., , - \  -:. 
, f  1 *,: > - ihnen die Geraden, so ist die Wegezahl des , Y 

. , A  , , ,  r-.', 
neuentstandenen Komplexes ausser einer Funk- ,, , r ., 

',; tion von a auch noch eine solche von 1, etwa 

Für letztere Funktion geht die Rekursioiis- 
formel Va (S. 146) über in: 

mittels deren die Berechuug  der Funktion @(:) leicht von der Kennt- 

nis von O (:) abhikgig gemaoht werden kaon. 

Dazu setze man: 

RO fl(q, f 2 ( ~ ) , .  . . noch zu bestirumende Funktionen von A sind, und 
substituiere dies in 1. 

Die rechto Seite von 1. wird dann gleich: 

Die Gleichsetzuq der beiden recbten Seiten und Koeffizienten- 
vergleichung ergiebt fiir die Funktionen f,, fi u. S.W. die Bestimmungs- 
gleichungen : 

fl(1) = fl(1-1) - 2, 

fs(q = ~ S ( I - I ) + ( ~ - S ) ~ Z ( A - I ) - ( A - I ) ~ ~ ( R - ~ )  

u. S. W. 

aus denen mit Berücksichtigung von 
f l ( O ) = f 2 ( O ) = f 3 ( 0 )  = " . = O  

(Folgerung aus Gleichung II) sich ergiebt: 
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Als Spezialfall l isst  sich aus dieser Formel leicht Formel II 
(Kapitel 1, S. 139) ableiten. 

II. 
Zu dem Kompler, für welchen 0 ( z )  Wege existierten, füge man 

von einem Punktc des Unterkotnplexes nach einem der a unverbun- 

denen Punkte eine Gerade hinzu und führe das Zeichen 0 für 

die Wegezahl des neuen Eornpleaos ein, ebenso O  ( ' ) für die TVoge- 
a, 1 

zahl des Eomplexes, der entsteht, wenn man den eben verbundenen 

Punkt mit A. der (a  -1) übrigen Punkte verbindet. Für diese Funktion 
verwandelt sich die allgemeine Formel Va (S. 146) in: 

Um die Rekursionen auf E'unktionen auszuführen, die statt des 
Argume~rtes A das Argument O haberi, seize man: 

O 0 +... 
111. [ ' ( a î 1 )  = O ( a P , )  + al,)' 1) + ~ ( 4 '  (,-2, O) 

+ + P W  0 + - . .  
V e r f h r t  man zur Bestimmung der Punktionen cc,c~, und P,i l l  wie 

vorhin, so ,ergeben sich der Reihe nach dafür die Differenzengleich- 
,un gen : a = a - 1, daraus: al{q = - Â., 

.u%(A) = a2 (1-1) 2 7, "2 (1) = 0 j 
ebenso = a4(~ )  = - . . = 0;  

PI (2). = /%(11) - 1 , daraus: Pi ( i l  = - A, 

P Z ~  = P ~ ( A - ~ ) + Z ( L - ~ ) ,  ,, pz(a)  = l(n-l), 
P q 4  = P ~ n - i )  , Ijs(a)=OJ 

ebenso P4(;1) = &,(a) = . . . - O. 
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Also ergiebt sich: 

Man fuge diesmal zu dern Komplexe mit 0 (:) Wegen von r Punkten 
des Unterkomplexes nach einem der a unverbundenen Punkte die Geraden 
hinzu, die aber g l e i c h e r t i g  sein müssen (siehe Kapitel V, S. 157) und be- 

1 zeiehne mit 0 (,y.) die Wegezahl des neuen Kamplexes, mit O(,, .) 
aber die des Komplexes, der entsteht, wenn man den eben verbundenen 
Punkt weiter mit A. der (a-1) übrigen Punkte verbindet. Pür O 
ergiebt sich dann die Rekursionsformel: ( a  

Um auch hier die Hekursion auf Funktionen durchzuführen, die 
statt 1. das Argument O aufweisen, setze man: 

Uiirch Einsetzen der aus V für 

erh'iltlichen Werte in  IV. wird der Teil der rechten Seite von IV, der 
Glieder mit dem Argumente x bekommt: 
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DurchVergleichung der Koeffizienten dieser Entwickelung mit denen 
1 2  

der rechten Seite von V. ergeben sich für die Funktionen a ,  a u.5.m. 
die Differenzengleichungen : 

deren Losungen (unter Berücksichtigung von 

Hieraus folgt, dass: 

eine spater zu verwendende Beziehung. 

Der Teil der rechten Seite von IV, der beim Einsetzen Glieder 
mit dcm Argumente x - 1 erhiilt, ist weiter: 

VII. 
woraus: 
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Die allgemeine Punktionalgleichung fiir die Funktionen P ist: 
v - 1  v-  1 

i* ( & . , x )  - & A - i , ~ )  = (A- + x - 3 ) / 3 ( ~ - 1 , ~ )  

v - 1  v - 1  

- (A- - I ) P ( A - ~ , . ) - X . ~ ( A - ~ , ~ - ~ ) .  
Die Bestimmung der genannten Punktionen kann auf folgende 

v 

Weise durch Zurückführung auf die Funktionen cr geschehen: 
Nach VIb ist: 

v - 1  v -  1 v - 8  

a ( A - 1 ,  x -1 )  = f f ( 1 -1 ,  x )  - (A - 1) a ( l - 2 ,  x ) .  

Dies in VIII. substituiert und gleichzeitig 'gesetzt: 

wo q ( A - * )  eine noch niiher zu bestimmende Funktion bedeutet, 
führt auf: 

v - 1  v - 1  

Diese Gleichung wird auf VI (S. 164) zurückgeführt, also identisch 
erfüllt, wenn: 

qq.2-v) = Ip(L-*-1) - 1, 
woraus im Hinblick auf VII. folgt: 

V ( A - v )  = - (A - v -  l), 
80 dass also ist: v V -  1 

X. . k z ,  X I  = - x - a (A ,  .)(A - v + 1). 
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Für  die Funktionen y folgt wie vorhin die Gleiçhung: 

Durch Einsetzen in XI. fol@ daraus: 

so  f'illt der Faktor x(x -1) tiberall meg, und man findet: 
v - 2  v - 2  

\Vieder beobachtet man, dass bei Weglassung der Faktoren 

die Qleichuiig VI übrig bleibt, und daraus folgt, dass XII. identisch 
wird für: 

fi2-1) - f i & V + l )  + A- - v + 1, 

Ganz analog ergiebt sich für die folgenden Funktionen: 

% V V  

uiid es zeigt sich, dass die aufeinanderfolgenden Funktionen cc, 0, y . . .  
nac.h den1 Gesetz gebildet sind: 

weriri man ci den M'ert i = O, p den Wert i = 1 ,  u. s. W. beiordnet. 
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Fiihrt man dies in Gleichung V (8. 153) ein, so erhiilt man 
folgendes Resultat für die ausgeführte R,ekiirsion: 

o .  . .  o . . .  
Y-, 

oder, wenn man den Wert  für n ( l , , ,  ans Gleichung VIa  einsetzt: 

p(m;x)=F y(-~f(~?J ( % + v - i -  3 ) !  

O... o . .  . 
" !  (a-:+i) (x - 3; !  (x -i)! 

was sich noch folgendermaBen oereinfachen lisst:  

A !  x ~ - : < + ~ - i  @( a ,  x ) = ~ Z : ( ' i  x - 3  )c$(~-,,, x - i  
o . . .  O... 

O J 
N u r  kurz erwihnt soll werden, dass diese Formel dam dienen 

kann, Funktionen, die Wegezahlen von Konlplexen ausdrücken, z. B. 
n-a' 

2 ( ) (PZ- 2)! (S. 139) in merkwürdige Doppelsumnien zu verwandeln. 

Kapitel V. 

Studium 'der Formel VIII (S. 150). 

Samtliche von einem Punkte irgend eines Komplexes ausgehende 
Geraden konnen das G e r a d e n b ü s c h e l  d i e s e s  P u n k t e s  genannt 
werden. Sind nun die Geraden eines Büschels so beschaffen, dass alle 
Komplexe, in denen man eine beliebige von diesen Geradcn in ein 
Elementenpaar verwandelt, dieselbe Wegezahl besitzen, so sollen sie 
g l e i c h a r t i g  heissen. Die Wegezahl eines Komplexes ist offenbar 
eine Funktion jeder Anzahl gleichartiger Geraden in ihm. 

E s  werde jctzt die Formel VIII (Kapitel III, S. 160) nahcr be- 
trachtet: Zuniehst zeigt sich, dass die verscliiedenen Verinderungen i o n  
W in dieser Formel sich immer nur auf das Geradenbüschel nach den 
Punkten 1, . . . a, beziehen. Man schreibt daher W besser als Funk- 
tion von a,; deutet man durch Bcibelialten TOU g im Argument an, 
dass g Geraden, die von deniselben Purikte ausstrahlen, unveriudert 
erhalten bleiben sollen, so kann die Formel folgendermafien ge- 
schrieben werden: 

In der voranstehenden Formel dürfen die Geraden nach den 
Punkten i . . . o, nuch u n g l e i ç h a r t i g  sein; ersetzt man sie durch 
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B g le i cha r t i ge ,  so werden die Funktionen unter den beiden Summen- 
zeichen unter sich gleich, und es entsteht die Formel: 

1. ( 0 l W ( , ~ ) ( ~ ~ ) ~ ( o ' - 2 ) W ( ~ , o - l ) + ( ; ) W ~ p , a - z ) .  

Aus ihr wird ersichtlich, dass W(,. U )  sich durch W ( r , ~ ) ,  W ( e , i )  und 
W ( c , z )  ausdrücken liisst; setzt man zu dem Ende unter Weglassung 
von Q: 

II. NT(") = f l  (O) W ( 2 j  - f2 (4 J V ( 1 j  + f3  ( 0 )  W ( 0 )  7 

WU f 2 ( ~ ) ,  f3 ( 0 )  noch zu bestimmende Funktionen von G sind, so 
findet man durch Einfiihrung iu 1 : 

w ( o )  = W ( q  [f~i.)  ("y1) - G ( G  - 2) f i ( a - i )  + ci) f i i n - 2 1 1  

Setzt man in IIIa: 
fi(.) = 6 . Wd, 

so hebt sich dm Produkt a (G - 1) (G  - 2) aus der Gleichung, und es 
ergiebt sich: 2 9 ( n - i )  = T ( n )  + (P (o -%) ,  

eine Gleichung, deren allgemeine L6sung kt: 

= Ci 0 $. Cz , 
wo cl und cg zwei beliebige Konstanten sind. 

Die Glcichungen IIIa  und IIIb haben also zur allgemeinen Losung: 

fi (O) - fi ( a )  = (ci G  + cz). 
Kun muss aber vermoge Gleichung II sein: 

fi ( 8 )  = 1 , fi (1 )  =- 0 p 

f 2 ( i i = - 1 ,  f 2 ( 2 ) = = 0 .  

Bestimmt man danach c, und c,, so findet man: 

f l ( " )  = ($) , f2 ( a )  = G (6 - 2). 

Die L6sung von Gleichung I I Ic  gelingt auf folgendem Wege: 

Da das in Kapitel 1, 2. (S. 139) behandelte Büschel aus gleich- 
artigen Geraden besteht, so muss die dort gefundene Funktion 
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der Formel 1 (S. 158) geniigen, wodurch, wenn a = cr gesetzt wird, 
die identische Gleichung entsteht: 

Diese geht fiir n - 2 über in: 

Durch Vergleichung von IV. mit I I I c  zeigt sich, dass 

eine partikuliire L6sung der Gleichnng LUC ist, und zwar gerade die 
hier gesuchte, weil, wie es Gleichung II verlangt, 

f 3 ( 1 )  - f 9 ( 8 )  = 0. 

Das gesuchte Resultat ist  demnach: 

E s  l k t  sich in  den merkwürdigen Satz formulieren: 

D i e  W e g e z a h l e n  d e r  K o m p l e x e ,  d i e  e i n  B ü s c h e l  
g l e i c h a r t i g e r  G e r a d e n  e n t h a l t e n ,  l a s s e n  s i c h  s a m t l i c h  
a l s  ein und dieselbe F u n k t i o n  d e r  W e g e z a h l e n  d e r j e n i g e n  
d r e i  K o m p l e x e  d a r s t e l l e n ,  i n  w e l c h e n  1 )  a l l e  G e r a d e n  
des  B ü s c h e l s  feh len ,  das  B ü s c h e l  2) a u f  e i n e  Gerade ,  
3) a u f  zwei  G e r a d e n  r e d u z i e r t  i s t .  

Da bei der Frage nach den Rosselsprüngen eines Schachbretts 
die sogenannten g e s c h l o s s e n e n  R o s s e l s p r ü n g e  besonders in- 
teressieren, so hatte man auch die vorstehenden Untersuchungen von 
Anfang an auf die Zahl der an jedem Komplexe existierenden ge-  
sch lo  s s e n e n  W e g e  abzielen konnen. Dabei würde sich gezeigt 
haben, dass die vorstehenden cberlegungen auch auf diese Form der 
Aufgabe Anwendung finden. 

Auch lassen sich die Rekursionsformeln des Kapitel III leicht so 
abandern, dass sie auf die ,,Hamiltonschen Rundreisen" (Math. MuBe- 
stunden von H. Schubert, 5 23) übertragen werden konnen. 
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Kapitel VI. 

Angabe eines Weges znr allgemeinen Losnng der in Kapitel IV 
gestellt'en Aufgabe. 

Bus der Endformel des vorigen Kapitels ergiebt sich leicht die 
folgende: 

W,i) = w, - [ W(0) - W(vr,) 1 + (:) [ TV(0] - 2 JY,) + nT[r) 1 , 
wofür man nach Kapitel II unter Anwcndiing der dort eingeführten 
Bezeichnungsweise schreiben darf: 

w(P14=lq',)-iW1+ (2)~: 
Nun lisst  sich aber W (welches besagt, dass samtliche 1 Ge- 

raden des Bündels,aus dem Komplex getilgt werden sollen, die Weg- 
elemente aber, die an Stelle irgend e i n e r  dieser Geraden treten, in 
j d e m  Wege vorkommen müssen) durch Wiederholung des in Kapitel 1LI 

Ll 
zur Bestimmung von y(,, .) angewendeten Verfahrens durch Wegezahlen 
von Komplexen aiisdrückcn, in denen keine der Geraden des Ründels 
vorkommt. Ganz analog lasst sich TV2 behandeln (welches aus- 
drticken soll, dass nach Tilgung der n fieraden die Wegelementa 
von irgend z w e i  dieser Geraden in jedem Wege vorhanden sein 
müssen). 

Dadurch wird Wp) auf Wp) zurückgeführt und damit die in Kapitel IV 
gestellte und f ü r  einige Spezialfdle dort durchgeführte wichtige Aufgabe 
allgemein gelost. 
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Normale und Krümmungsmittelpunkt 

der polytropischen Kurven. 

Von 

F. K o s c ~ ,  
Oùsrlc?lirer an der Kiiiiiyl O l i n r r e i ~ l ~ ï l i u l e  zu Rrta1;lu 

Die polytropischen Kurven besitzen die charakteristische Eigen- 
schaft, dass auf ihren Norrnalen durch zwei feste Inestinimte Gerade 
ein Stück abgcschnitten wird, dass allemal durch die Kurve selbst 
halbiert wird. Da dieser Satz noch nicht bekannt zu sein scheint, so 
lasse ich seinen Beweis hier folgen und knüpfe zugleich eine einfache 
Konstruktion fiir den Kriimmungsmittelpunkt daran an, die mit ihm 
im Zusammenhange steht. 

In Bozug auf ihre Asymptoten lautet bekanntlich die Gleichung 
der poly tropischen Kurve 

x,y = xX y, ; 
sie l k t  sich leicht anf die Form bringen 

1) XIyp = a ,  
und man kann die Konstanten A, p, a so wiihlen, dass 

n + p = i  

wird, wobei Â. und p positiv sein sollen. 

Die Richtungskonstante der Tangente ist 

und die Gleichung der Tangente im Kurvenpunkte P(xy) lautet 

y - y L - ' " (  1 g - x). 
P 32 

E s  seien A, und A, die Schnittpunkte der Tangente mit den 
Koordinatenaxen (vergl. die urusteheride Figur). Unter Berücksichtig- 
ung, dass d + p = 1 ist, findet man dann 
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Wir setzen nun I IL tang2a = -, 
1 

cos2u = A ,  
und haben auch 

Bezeichnen wir mit t die Lange A, A, der Tangente zwischen den 
Asymptoten, so haben wir 
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Die Abschnitte ml und 'PZ auf der Tangente finden sich aus 

- x P A , = - - - >  
COR t 

daher - 

PA2 - - x i" 
- - t g z  = - 
PA,  Y P 

Dies giebt den bereits bekannten Satz: 

D a s  z w i s c h e n  d e n  A s y r n p t o t e n  l i e g e n d e  S t ü c k  d e r  T a n -  
g e n t e  w i r d  i m  B e r ü h r u n g s p u n k t  i m  V e r h a l t n i s  d e r  Ex- 
ponenten  g e t e i l t .  

Da A x  = t gesetzt war, so ist auch 

Wir zeichnen den Umkreis des Dreiecks O A , 4 ,  errichten in P 
die Normale, die den Umkreis in B, nnd B2 schneidet, und finden, 
de A,A, ~ h k h m e s s e r  dieses Kreises ist, dass 

yT1 = pm2 . 
Wir haben dann ferner 

-- 

P-B: = P T :  = P A I P A  = Apt2,  
oder 

8) PB, = m2 = t f i .  

Denkt man sich nun die beiden Punkte 33, und B, mit  A, ver- 
bunden, dann sieht man, dass 

Zieht man endlich vom Koordinatenanfangspunkte O aus die 
beiden Geraden IL, und L, nach den Punkten BI und B,, so hat man 
als Peripheriewinkel über gleichen Bogen 

< B , O P = Q C U , O P = a ,  

d. h. dic beiden Geraden L, und L, haben eine feste Lage. W i r  
wollen aie analog ihrer Beziehung zur gleichseitigen Hyperbel die 
Axen d e r  - p o l y t r o p i s c h e n  K u r v e  nennen. 

Wir  haben nun die beiden Satze gewonnen: 

1. D a s  z w i s c h e n  d e n  A x e n  l i e g e n d e  S t a c k  d e r  N o r m a l e  
w i r d  d u r c h  d i e  p o l y t r o p i s c h e  K u r v e  h a l b i e r t .  

2. D a s  von d e r  T a n g e n t e  u n d  d e n  b e i d e n  A s y m p t o t e n  
u n d  d a s  v o n  d e r  N o r m a l e  u n d  d e n  be iden  A x e n  g e -  
b i l d e t e  D r e i e c k  h a b e n  e i n  u n d  d e n s e l b e n  U m k r e i s .  
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Der Schnittpunkt S der Kurve mit der Axe L, heisse der 
Scheitel. Für  ihn ist 

Y - = t a n g a  
n: 

und daher auch a 
t a n g z - -  - tangu = - cotu,  

P 

d.h. die K u r v e  s c h n e i d e t  d ie  Axe  r e c h t w i n k l i g .  

Zieht man von P die Senkrechten auf die Asymptoten und bringt 
aie zurn Schnitt mit den Axen in den Punkten Dl und Da, errichtet 
man endlich in D, und D, Lote auf den Axen, so gehen diese, mie 
aus den Gleichungen 5 folgt, durch die Punkte A, und 4. 

Versteht man unter S und q- die Koardinaten von R,, so ist 

und mit Hilfe der Gleichung der Normale 

und analog 

Nun ist x -- 
cos u - OD, und - sin Y- u = OB,, 

daher gewinnen wir noch die einfachen Beziehungen 

Wir gehen jetzt zur Berechnung des Krümmungsradius über. 
Es  war 

9 =- Â Y. 
d x 

daher CL x' 
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Kun ist 

und unter Berücksichtigung von Gleichung 6) 

Benutzt man ferner die Gleichungcn 3) und 7), so hat man 

PA,=-t  
8 = -----' OA, . OA, 

Fil l t  man nun vom Punkte O auf die Normale das Lot OH, 
so ist der Inhalt Tom Dreieck OA,d, sowohl 

1 - -- 1 -  
- OA,. O A ,  als auch ,t. PH. 
2 

Daher gewinnt man - -- 
PA,  PA, " I 

und dieser Ausdruck fiihrt zu folgender einfachen Konstruktion: 

Man l e g e  d u r c h  d ie  d r e i  P u n k t e  H A , 4  d e n  K r e i s ,  s o  
geh t  d i e s e r  a u c h  d u r c h  d e n  K r i i m m u n g s m i t t e l p u n k t .  

Pür  den Scheitelpunkt S Eillt dieser Hilfskreis mit dem Cmkreis 
des Dreiecks OA,A, zusammen; daher ist für ihn der Krümmungs- 
uit telpu~ikt der Spiegelpurikt des Punktes O in  Bezug auf die Scheitel- 
tangente. 

Um zii beweisen, dass die ermittelten Eigenschaften der Sormale 
nur den polytropischen Kurven zukommen, gehen wir von dor Be- 
dingung aus, es se i  -- - 

PBl= PB2= Z. 

Nennen wir ~p den Winkel, den BlB2 mit der $-Axe bildet, 
so ist 

und 

oder auch 

a sin rp + y 
tang a = 

s c o s I p + z  

a sin <p - y  
tang a - 

X - Z C D B C S  ' 
z (sin rp - tang a cos 9) = x tang a - y, 

a(sin ~p + tang û! cos y) == x tang a + y, 

woraus durch Division folgt': 
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tang rp - tang u x tang u - y  - 

bang <p $- tang a x tang ~ + y  ' 
oder x 

t a n g  g, = - t ang2a .  
Y 

N u n  ist dx 
tangg, ;  - c o t t  = - - 3  

d y  
und wenn m a n  setzt  

. talig2a = -7  
A 

so hat man d i = - Y ? ,  
dx P 

u n d  dieser Differentialgleichung genügt  n u r  die  Gleichung der poly- 
t ropischen K u r v e  xzyr = a. 

Eiii Satz über hyperboloidisch gelegene Tetraeder. 
Von Dr. Karl Doehlemann in München. 

1. E i n  bekannter Satz von C h a s l e s *  leutet:  Wenn die Verbindungs- 
linien entsprechender Ecken zweier Tetraeder die Erzeugenden eines 
Hyperboloids sind, so liegen auch die Schnittlinien entsprechender Ebenen 
auf einem Hyperboloid. H e r m e  s"* und S Churx** haben darauf bezùg- 
liche allgemoinere Theorcme angcgeben. In  neuester Zeit hdt Kohnt  
den Begriff der schiefperspektiven Lage zweier Tetraeder aufgestellt. Er 
bezeichnet zwei Tetraeder als schiefperspektiv, wenn das eine in  das andere 
durch eine gescharte Kollineation des Raumes übergeführt werden kann. 
Es giebt dann zwei Gerade, die Axen dieser Kollineation, welche sowohl 
die vier Verbindungslinien dor Ecken, als auch die vier Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen der Tetraeder treffen und es zeigt sich weiter, dass 
die Existenz zweier solchen Geraden auch die hinreichende Bedingung fur 
die schiefperspektive Lage abgiebt. 

Es entsteht nun die Frage:  Kann es auch vorkommen, dass bei zwei 
hyperboloidisch gelegenen Tetraedern das Hyperboloid der Verbindungs- 
linien der Ecken identisch wird mit  dern Hyperboloid der Schnittgeraden 
entsprechender Ebenen? In diesem Falle giebt es dann unendlich viele 
Gerade, welche gleichyeitig diesen acht Geraden begegnen. 

2. Das cine der beiden Tetraeder, ABCD, sei als Fundamental- 
tetraeder gewahlt. Die Elemenle irgend einer symmetrischen Determinante 

a 1 1  a 1 2  a 1 3  a14 

' 2 1  '22 ' 2 5  a24 

a 3 1  ' 3 2  a 3 3  a 3 4  

* Ch a 8 1 es : Aperçu historique, Note XXXII. 
** Hermes :  Crcllcs Journal Bd. 56, 1858. 

*** Schur :  Msthematische Annalen Bd. 19 .  1852. 
t K a h n :  Sitzungsberichte der Wiener Akademie 1898. 
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benutzen wir,  u m  vier Punkte A', RI, Cr, D '  zu definieren in  der Art,  
dass die vier Elemente der e r s t e n  Zeile die homogencn Koordinaten des 
Punktes A', die der zweiten Zeile die des Punktes B' u. S. f. Dann bilden 
die vier Verbindungsgeraden A B ' ,  BB', CC', D B '  die Erzeugenden eines 
Hyperboloids ( H e r m e s  1. c.) und die Gleichungen dieser vier hyper- 
boloidischen Geraden a ,  6 ,  c, d werden also: 

4 .xs 
zl --=- - 1 ., a.. a43 

Es  ist jetzt das Hyberboloid H der vier Geraden a ,  b, c l  d zu be- 
stimmen. Wir  benutzen dazu eine Form der Darstellung, welche Pro- 
fesser G. B a u e r  i n  seinen VortrBgen anwendet. Sind niimlich 

die homogenen Koordinaten von drei Gcraden, so is t  dos durch dieselbe 
bestimrute Hyperboloid gegeben durch: 

Wendet man dies auf die Geraden a ,  b, c an ,  so erhiilt man das 
Hyperboloid 

- a3L(a13 ' 2 4  - a < 4 a 2 3 ) x 1 x 2  + a%4(a14aP3 - ai2 a 3 4 ) x 1 x 3  

+ ~ 2 3 ( % 2 ~ 3 4  - a 1 3 a 2 4 ) x 1 x 4 +  '12 (a13a24-  a14'23)x3 ' 4  

+ a13(a14a23 - '12  a 9 4 ) x 2 x 4  + a14(a12a34-  a13aZ4)x2x3 = 

Pl2 xz $ P l 9  ICg + P 1 4 ~ 4  P z 1  z1 + p29 ' 3  + p 3 l  x1 f P 3 2  ' 2  + p 3 4  ' 4  

pi2 zg + pi3 z9 + pi4x4 pi1 2 1  f P ~ ~ X J  + ~ A 4 2 4  P Q I X I  + $2 + d 4  ~4 

& z, + p:' 2, + p::~,  p;: z, + P;; ' 3  + p;: x 4  P ;  2 1  + P&? s + P L  2 4  

Die in den Klammern stehenden Determinanten geben durch ihr Ver- 
schwindan die Bedingungen, dass sich zwei der Geraden a ,  h ,  c, d schnei- 
den. Da wir voraussetzen, dass die Verbindungslinien u,  b ,  c l  d hyper- 
boloidisch liegen, so müssen wir also diese Klammerausdrücke als von Nul1 
verschieden annehmen. 

3. Andererseits bestimmen wir jetzt das Hyperboloid Hl, auf dem die 
vier Schnittlinien a,, b,, cl, d, der Ebenen B C D  und B ' C ' D '  ACD und 
A'C'D', A B D  und A'B'D' ,  endlich A B C  und A ' B ' C '  Liegen. Die vier 
Ebenen II'C'.D1, A'C'D' ,  A 'B 'D ' ,  A ' B ' C '  sind der Reihe nach: 

= O- 
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wobei cuik die zu aik gehijrige Unterdeterminante. Bringen wir diese Ebenen 
m m  Schnitt mit  den entsprechenden Seitenfiiichen des ersten Tetraeders, so 
sind die vier Geraden a l ,  .O1, cl, dl bezw. 

X I =  O ,  ( r 1 2 x 2 + u 1 3 x 3 f u 1 4 x 4 = 0 i  

X 2 = o i  u21x1 ff23x3 + ffZ4x4 = 0, 

x 3 = 0 ,  f f 3 1 x 1 + u 3 2 x 2  U 3 * x 4  = O ,  
x 4 -  0 ,  a41x1+ U & T 2  + nax3 . = 0. 

F ü r  das durch diese vier Geraden bestimmte Hyperboloid II' erhilt 
man darin unter Anwendung der gleichen Determinante und nach einigen 
leichten Umformungen 

lR '=  u l 3  f f 1 4 2 1 2  + 021(Y23  ~ 8 4 ~ 2 '  + ugl ff3s ~ 3 4 ~ 3 '  + f f d 1 0 ( 4 2  ~ 4 3 ~ :  

4) 
-t u 1 2 ( a 1 4 U 2 3  + a 2 4 a I . S ) x 1 x 2  + f f 1 3 ( % 4 U 3 2  + u 1 2 a 3 4 ) x 1 2 3  

+ u14(a19  O 2 4  + U12 ~ 3 4 1  Z ~ 2 4  + O23 ( ~ 2 4 ~ 3 1  + U M u 2 1  )'2'3 

\ + ~ 2 4 ( ~ ( 2 3 ~ 4 L  + u l e ~ 3 4 ) 2 2 ~ 4  + a 3 4 ( ~ 3 2  + "13  ~ 2 4 ) ~ 3 2 4  = 0 .  

4. Stellen wir jetsf; die Redinpingen dafiir auf ,  dass das Hyperboloid H' 
der Schnittgeraden mit  dem Hyperboloid H der Verbindungsgeraden zu- 
sammenfalle. Dann müssen zunachst in  der Gleichung 4) die Glieder mit 
xSl x i 1  x ; ,  x f  verschwinden. Dies ktinnen wir auf zweierlei Weise erreichen: 
e n  t w e d e r  setzen wir zwei cu mit verschiedenen Zeigern = O z. B. a,, = O 
und a 3 & -  0 ,  o d e r  wir nehinen an ,  dass drei rr mit einem gemeinsarnen 
Zeiger verschwinden, z. B. : 

ui2 = O ,  U 1 3  = O ,  U14 = 0. 

Priifen wir zunachst die letztere Annahme, so ha t  sie, vermtige der 
Gloichungen 3) sofort zur Folge, dass die Ebene B'C'D' mit dor Ebece 
LZCB und A' mit A zusammenftillt. Überdies verschwindet dann überhaupt 
die ganze Gleichung 4). Dadurch verliert diese Annahme, sofern sie ebeu 
nur einen Spezialfall vorstellt, ihr  Interesse. 

Blciben wir also bei der ersten Voraussetzung, wonach 

5 )  cul? = O und î r S 4  = 0. 

n ies  ha t  zur Folge, dass in Gleichung 4) auch die Glieder mit x , ~ ,  
und x3x4  wegfallen. Das Gleiche muss demnach auch in der Gleichung 2) 
eintreten und da die Klammerausdrüeke nicht verschwiuden dürfen, so muss 
also sein 

6 ,  a,, = O und a12 = O. 

Die geornetrische Bedeutung der Bedinpngen  5) und 6) ist sofort an- 
zugeben: culz = O bedeutet nach 3),  dass die Ebene B'CrB'  durch H und 
die Ebene A'C'B' durch A hindurchgeht. Vermoge aS4= O gehen die 
Ebenen A'B'U' und A'B'C '  bezw. durch D und C. Eudlich liegeri ver- 
nitige der Bedingungen 6 )  A' i n  A C D ,  B' in B C D ,  Cr in  ABC, D' in 
ABD. Dann sind aber die beiden Tetraeder A B C D  und A'B'C'I) '  ein- 
ander gleichzeitig ein- und umschrieben und zwar nach der von Mobius 
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gefundenen Art.* Die den Ecken einer Fliiche entsprechcnden Ebenen 
schneiden sich immer in  einem Punkte d i e s e r  F l i i che .  E s  t r i t t  dann 
auch eine Zuweisung der Ecken der beiden Tetraeder ein. Schreibt man 
die d a r n a c h  einander zugeordneten Ecken der beiden Tetraeder unter 
einander, so ergiebt sich für die heiden Tetraeder das Schema 

A B C D  
B ' A ~ U ~ C ~ .  

5. Pührt  man in die Gleichungen von II und V' die Bedingungen 5) 
und 6) ein, so reduzieren sich dieselben auf die folgendcn: 

f f 1 3 " 1 4 f f 3 2 x 1 x 3  + f f 1 4 a l ~ f f ~ x ~  ' 4  + f f 2 4 f f 2 3 f f 4 1 x 2 2 x 4  + f f 2 3  " 2 4 f f . U x 2 x 3  O' 

Die gleichen Bedingungen reichen aber schon aus, um 7) und 8) 
i d e n t i s c h  werden zu lassen. Dies ist ja  der Pal l ,  wenn 

XI = 0 ,  + u1454 = 

x2 = 0 ,  "23 x3 + r124x4 - 
' 3 - ' 1  ( r 3 1 x ~ $ C r 3 2 x 2 = o ,  

x,= O ,  u ~ x , + o i , x i = o ,  

und mit Bezug auf die Relationen 9) ergiebt sich, dass dies die Geraden 
11, u, d ,  c sind. E s  sind a l s o  n i c h t  n u r  d i e  I I y p e r b o l o i d e  I l  u n d  H'  
i d e n t i s c h ,  sondern e s  f a l l e n  i i b e r d i e s  ul, h l ,  c l ,  (Il  hezw. mit h ,  a ,  tl ,  c 
zusammen. Dies is t  geometrisch ohne weiteres einzusehen , denu die 
Ebenen ABC und A'B'C' z.B. müssen sich in  der Linie CC'  schneideri, 
da A B C  durch 6' und A'B'C' durch C geht. 

a14a1, a ,  %?4a,,a,, = a e l a i s a 2 4 = ~ l , a 1 4 a ~ s  = -  -- 

a i ~  a 1 4 a ~ ~  C ( 1 4 u 1 3 C ( 4 4  a 1 4 U ~ 3 a 4 1  a~~ %4 %l 

und diese Beaiehungen sind erfüllt, da mit Rücksicht auf 5) und 6) und 
uach bekannten Determiuantensiiteen 

a13u23 4- %4%4 = 0 ,  

6. Zwei M 6 b i u s  sche Tetraeder liegen bekanntlich auf dreifache Weise 
hyp~rboloidisch. Dementsprechend erhalten wir noch folgendr? zwoi hyper- 
boloidische Quadrupel: A III, lj (JI, cBr, I j  

9 > 

sowie A Cf, HD', CA', DU'.  

a23u19 + a24u14c '1 

a,, f f 4 ,  + a,, a42 = 01 

Der Ueweis ergiebt sich leicht unter Beriutzung der Gleichungen .5), 
welche übrigens folgeride Form aunehmen: 
-- ~ - 

* Zwei Tetracder konnen aueh noch auf drei verscliietlerie audure Weisen 
einander glcichzeitig ein- und uuiscliriuberi seiri, wie G. Uauer  gezeigt Lat: 
Sit,zurigsbericlit der bayer. Akitdemie , 1897. 

Zsithclirift  f. Matli~rnatik ii.Pligsik 45. Baud 19DO. Y.u.3.IIeft 12 

a, f fs i+  = 0. 

Die Geraden (A, ,  hl ,  cl ,  dl werden d a m  aber der Reihe nach: 
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Aus der ersten dorselben ist das Verhiiltnis BUS der zweiten das 
a4 1 

Verhiiltnis 5 bestimmt, wenn man die übrigen a,k mit Beachtung von 6) 
a* 2 

beliebig wiihlt. 
E s  ha t  sich also gezeigt: 

,,Die notwendige und hinreichende Bedingimg dafür, dass in 
zwei byperboloidisch gelegenen Tetraedern das Hyperboloid der 
Verbindungslinien zusamrnenfalle mit dem Hyperboloid der Schnitt- 
geraden, i s t  die, dass die beiden Tetraeder einander nach der 
Mobius'schen Ar t  gleichzeitig ein- und umschrieben sind. Es 
fallen dann und nur dann die ersten vier Geraden mit den 18 th  
genannten je einzeln zusammen." 

München, Marz 1899. 

ïber eine Eigenschaft der Byperùel. 
Von W. Fr. Meyer in Konigsberg in l'reussen. 

Die aus den Elementen der Integralrechnung bekannte Formel 

erlaubt eine einfache ge'onietrische Ueutuug und führt so zu einer eleganten 
Eigenschaft der Hyperbel. 

E s  sei (vergl. die Figur) 

1 )  
x y= 
-- - -- 
a* b B = 1  

die Mittelpunktsgleichung der ITyperbel, P ( z ,  y) ein beliebiger Punkt von 
ih r  (etwa im ersten Quadranten); P X ,  PY seine rechtwinkligen Koordinaten. 
Der  Hyperbelbogen YS begrenzt, einmal zusammen mit den Strecken PX, XS 
eine Fliiche J,, andererseits mit den Strecken Y Y, 1'0, OS eine Fliiche J,. 
Zwischen beiden Fliichen besteht offenbar die Relation:* 

2> J ,  + J , = x y .  
Die Formel 1. geht daher über in 

3) 

Um die geornetrische Bedeutung der rechten Seite von 3) zu erkennen, 
lege man durch P eine Parallele zur nicht anliegenden Asymptote, bis sie 
die  anliegende i n  T', trifft; PPl werde mit r i ,  OP, mit k bezeichnet. 

Die Gleichung der Hyperbel in den schiefwinkligen Asymptoten- 
koordinaten 6, q is t  bekanntlich: 

* Diese Relation ist %quivalerit mit der Fonnel d ( z y j  = z d y t  
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a b  
wo - z -  der Inhalt des fü r  die Hyperbcl konstanten Parallelogramms ist, 

und wird, i n  den rechtwinkligen Koordinaten 5 ,  y ausgedrückt: 

5 )  t - 
" y 1'a"tte =(;+&-- 

Legt man also auch durch den Scheitel S eine Parallele SL$ zu PPL, 
und bezeichnet die durch den Hyperbelbogen PS nebst den Strecken SEl, 

SI Pl, l',P begrenzte Fliiche als , , A s y m p t o  t e ~ E l L c h e ' ~  A,* so zeigt sich 
nach Einsetzung der Crenzen, dass 

irird, somit wegen 3) ,  a l s  g e o r n e t r i s c h e r  I n h a l t  v o n  1.: 

IJ. ,TV - J, = 2 A. 

Um diesc Thatsachc noch cinfachor zu Eormuliorcn, ziehe man den 
Radiusvektor OP = r, so begrenzt dieser, xusarrimen mit O S  und dem 

* A ist ubrigens inhdtsgleich mit der andern Asymptotenfliiçhe, die man 
erhiilt, wenn man durch P und S Parallelen T'Pz>,, SA$ zur andcrn Asymptote lcgt. 
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Hyperbelbogen S P  eine Sektorflachc 2, die , , M i t t  e l p  u n  k t  s s e k  t o r n  des 
Bogens 81' heisse. Die Figur* zeigt, dass 

dadurch nimmt aber II. die GestaltY-* an: 

Setzt man diese Relation für zwei, auf derselben Seite von S ge- 
legene Punkte Pl Q der IIyperbel an und subtrahiert,  so kommt: 

IV. , , F u r  e i n e n ,  deri S c h e i t e l  nicht*"* e n t h a l t e r i d e u  H y p e r b e l -  
b o g e n  i s t  d e r  M i t t e l p u n k t s s e k t o r  i n h a l t s g l e i c h  m i t  der 
A s y m p t o t e n f l i i c h e . "  

Nunmehr zeigen wir die Urnkehrung, d. h. dass die Eigenschaft II (oder 
III oder IV) für die Hyperbel, genauer, für  die Hyperheln von gegebenen 
Axen- und Asptotenrichtungen c h  a r a k  t e r i s  ti s c h  f' ist. 

Wir  suchen alle Kurven, die der Forderung I I  genügen, d. h. die 

erfüllen. Rechts führe man k(5) als Zwischenvariable ein, setze demnach: 

Um hier die bniden Faktoren rechts bequem darzustellen, führe man 
die Asymptotenrichtung explizite ein, i. e. die Grosse: 

* Die Formel 7) ist $quivalent mit der Integralfonnel 

r V q  =xy - 2 ydx. J S 
** Die Formel l i s s t  sich auch (weriu man noch die Paralleleri SSZ,, PI', 

-ailderri Asyiuptote zieht) elerneu t a r g e o m e t r i  sch  ableiteri, damit aber aucli 
die IntegralSorrriel I., falls man uur noch 

zu Hilfe riimint. In den Lehrbiichern wird die Formel 1. in der Regel nur 
verifiziert. 

*** Uin auch den E'all mit zu umfassen, dnss der J1yl)crbelbogen den Scheitel- 
p u k t  enthalt, bedarf die E'ormulierurig von 1V. ciner geringen Modifikation. 

t Inhaltliçh muss sich daher die ~iflerentialgleichung V. mit 

d(Ls)=" 
d e  

decken. l n  der That ergiebt eirie einfache Hechnung, dass 
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Dann geht 1 )  über i n  

1') % Z x Z  - y2= agxe, 

wahrend sin 2 a den Wer t  
2 x 

sin 2 or = - 
1 4 % "  

annimmt. Dann wird 

a-, i/itx" 
- - =  (% + y') - --, 
dx 2 % 

somit 

13)  
d A  1 ,, -.,, (10% - Y)(% + Y'), 

1 4 )  
d A  1 

2 - = - ( zx2 -  tJtJf) + (xyl -  Y) .  
d x  x 

Damit reduziert sich aber die Differentialgleichung V. auf: 

15)  xx" tJYf- O 
d . i .  die Differentialgleichung der Hyperbeln 1') bei festem x .  

Das liefert den Satz: 

VI. , , D u r c h  d i e  S p i t z e  O e i n e s  r e c h t w i n k l i g e n  A x e n s y s t e m s  
O z ,  Oy  l e g e  m a n  z w e i ,  g e g e n  d i e  X - A x e  g l e i c h g e n e i g t e  
G e r a d e  a , ,  a2, d e r e n  e r s t e r e  d e n  e r s t e n  Q u a d r a n t e n  
p a s s i e r e n  rnoge. P s e i  e i n  f e s t e r  P u n k t  i m  e r s t e n  Q u a -  
d r a n t e n ,  & e b e n d a s e l b s t  u n d  au f  d e r  n a m l i c h e n  S e i t e  
v o n  a, e i n  v a r i a b l e r  P u n k t .  So l1  d a n n  f ü r  e i n e n  B o g e n  
1'Q ~ t e t s  d e r  M i t t e l p u n k t s s e k t o r  g l e i c h  d e r  , ,a , -Fl i ichekk* 
s e i n ,  s o  i s t  PQ B o g e n  d e r  H y p e r b e l ,  d i e  O z ,  Oy z u  A x e n ,  
a,, a2 m A s y m p t o t e n  h a t  u n d  d u r c h  P geht.lL 

Es ist unschwer, den Satz auf eine beliebige lineare Relation 

if? nJ, - w d ,  - 2 x g A  = O 

mit konstanten Koeffizienten n, m, Q auszudehnen. Denn eine analoge Rech- 
nung Liefert die entsprechende Differentialgleichung in der Gestalt: 

die nach bekaririter Methode sofort integrierbar ist ,  uud umgekehrt geh6rt 
zu jeder Differentialgleichung 

18) 
I ..+PY 

Y = 
Y X + J Y  

(bei geeigneter EinschrBnkung der irorzeichen der Koeffizienten rc ,  P ,  y, ô) 
eine lirieare Relation IG) mit reell-geometrischer Hedeuturig. 
-- - 

* Die Bezeichnung ,.a,-Flirhe" ist  das Analogon zu , ,4syrnptoteiiili~lie" 
-- -- - -  
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Zur Konstruktiou der ko 

einer unendlich fernen Geraden der Schnittebene, sobald die Basisebene 
als  Bildebene gedacht wird. Denmach werden zwei in der Schnitt~bene 
gezogene parallele Gcrade ihren TTcrschwiridung~punkt in dieser Gegenaxe 
haben müssen und dieser wird erhalten, wenn man dureh das Centrum, 
also die Kegelspitze eintrn Parallelstrabl zu diesen Geraderi zieht, bis der- 
selbe die Gegenaxe im gesuchteri Verschwindungspunkte trifft. Da sich 
die einander entsprechendon Geraden auf  der Kollineationsaxe schneiden 
müsseri, so erhalt, m m  auch sofort, irn Schnitte der gezogenen Ceraden mi t  
der Kollineationsaxe je einen weitoron Punkt der diescn Geraden entsprechenden 
Bildcr in der Basisebenti. Einarider zugêhorige Punkte auf diesen Geraden 
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werden leicht mittels der durch das Centrum gezogenen Kollineationsstrahlen 
(in unserem Falle Kegelerzeugende) erhalten. Die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers einer Ellipse sind parallel. Demnach kann man nach dem 
Vorigen sofort irgend einen hel i~higen Durchmesser eines Kegelschnittes 
konstruieren. 

Mari zieht von einem beliebigen Punkte 1 der Gegenaxe G1 (siehe 
Fig. 1) die zwei Tangenten an die Basiskurve, in  den Berührungspunkten 

Fig 2 

a, und b, zieht man die zugehorigen Erzeugenden des Kegels, sowie durch 
die Schni t tpnkte  dieser Tangenten mit der S p r  der Schnittebene (Kolli- 
neationsaxe) die zu slI parallelen Geraden ( 1 ) ~ ~  und (2),3. - Letztere ent- 
sprechen den Tangenten in den Endpunkten des Durchmcssers û.,/3,. 

Uni einen zweiten konjugierten Uurchniesser zu erhalten, ha t  man 
nach durchgeführter obiger Konstruktion (siehe Fig. 2) nur slII parallel 
m m  erhaltenen Durchrnesser a, p,  zu ziehen, iim im Punkte T l  der Gegen- 
axe jenen Piinkt zu finden, von welchem aus die Tangentcn an die Basis- 
kurve IIc, und IId, zu ziehen sind, worairf man auf gleiche Weise wie 
vorher den korljugierten Durchmesser yl 8, erhiilt, da die Tangenten in yl 
und dl eben ~ a r a l l e l  zu u,P, erhalten werden. 
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Im allgemeinen wird es immerhin am zweckmassigsten sein, durch 
Ziehen der zur Spur der Schnittebene parallelen Tangenten a n  die Basiskurre 
(siehe Fig. 3) jene Punkte a, und b, zu erhalten, welche einei-seits den htichsten 
Punkt  al und andererseits den tiefsten Punkt  der Schnittkurve ergebon, f i b  
welche also die Vertikalprojektionen der Tangenten horizontal erscheinen; man 
reicht dann auch bei dieser Konstruktionsmethode mit  einern einzigeu Hilfs- 

Fig. 3 

punkte 1 der Gegenaxe aus. Dabei wird aber, wie sich jedermann leicht über- 
zeugen kann, die Konstruktion des Parallelograrnms der Schnittkurve mit vie1 
grosserer Sichcrhcit und Genauigkeit erhalten, als wenn man den in allen 
Lchrbüchern beschriebcncn Vorgang einhalt, nach Erhal t  des Durchmessers 
qP, ,  diesen in wl zu halbieren, damit den zugehorigen Punkt  zo, und aus 
diesem erst die Punkte cL und cll der Hasis zu bestirnrneri. Dies führt bei einiger- 
maBen ungünstigen Annahmen überhaupt nicht zu entsprechenden Re- 
siiltaten, da die Konstnlktionsfehler das Resultat entstellen. Die Drehung 
dcr Tangcntcn i n  der Kihe der Punkte y, und d, erfolgt so rasch, dass 
ein Parallelismus der Tangenten (2)71 und (3)6, mit dem Durchmesser u 1 ~ ,  
nach letxterer Methode wenigstens nicht so lciüht zu erzielen ist,  mie 
durch den hier beschriebenen, gewiss auch einfachereri Vorgang. 
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Dynamik der Kurbelgetriebe. 

Von 

Prof. Dr. HANS LORENZ 
in Halle a. S. 

Dieser Satz ist iibrigens als Vermutung bereits einmal aus- 
gesprochen worden und zwar von dem schon genannten Ingenieur 
F r a n e e l  am Schlusse einer Arbeit," welche Versuche über die 
Schwankungen der Winkelgeschwindigkeit von Sühiffsmaschirien be- 
handelte. Es entsteht nun die Frage, ob der Satz praktisch ver- 
wendbar ist. Bei der Beantwortung derselben dürfen wir nicht den 
Unistand aus den Augen verlieren, dass von den Bedingungsgleich- 
ungen 163a) nur eine beschrhkte  Zahl verwendbar sind, wahrend die 
übrigen unberücksichtigt bleiben müssen. Man wird darum niemals 
ein ~oukommen gleichformig, d. h. geradlinig verlaufendes resultierendes 
Tangcntialdruckdiagramm erwarten d ü r f ~ n ,  sondern gewissc Schwank- 
urigen desselben i n  den Eau1 nehmen müssen. Würden z. B. alle 
Einzeldiagramme den Verlauf von Fig. 32 haben, so lehrt unser Bei- 
spiel, dass nach der Beseitigung aller Glieder, welche mit Funk- 
tionen von ~ p ,  2 9  und 3rp bohaftot sind und schon die Erfüllung von 
sechs Bedingungsgleichungen erfordern, irnmer noch erhebliche Schaànk- 
ungen durch die Funktionen mit 4cp unausgeglichen bleiben. Ausser- 
dem darf nicht vergessen werden, dass fiir den Massenausgleich auch 
die Bedingungen für das Verschwinden der Momente der Rlassendrücke 
eine Rolle spielen, wahrend entsprechende Gleichungen für den 
Tangentialdruck nicht bestehen. 

Dies zeigt sich besonders deutlich bci der D r c i k u r b e l m a s c h i n e ,  
welche gewohdich mit den Winkeln a, = 12G0, IY, = 240° ausgeführt 
wird. Sind die hin- und hergehenden Massen aller drei Getriebe ein- 
ander gleich, so verschwinden hierbei bis einschliesslich der Glieder 
von zweiter Ordnung die Massendrücke, aber die Massendruckmomente 
bleilien sogar in  der ersten Ordnung noçh unausgeglichen. 

* Umdrehungsgeschmindigkeiten der Schiffsmaschinen , Marine - Rundschau 
November 1897. 

Zeitschrift f. Mathamatik n. Phgsik. 46. Band. 1900. 4. Heft. 13 
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Bei gleicher Verteilung der h-beiten auf alle drei Getriebe ver- 
schwinden ebenfalls die Schwankungen im Drehkraftdiagramm, soweit 
aie von Punktionen von rp und 2~ abhiingen, dagegen verschwindet 
nicht, wie es Gleichung 163a) fordert, 

ZIj,cos3cY - 3T , ,  
obwohl 

Z T m s i n 3 a  = O  
wird. Trotzdem darf man unter diesen Verhiiltnissen einen sehr gleich- 
ftrmigen Verlauf des resultierenden Drehkraftdiagramms erwarten, WO- 
gegen nicht zu übersehen ist, dass man bei der praktischen Unrn6g- 
lichkeit, die hin- und hergehenden Massen der Getriebe einander gleich 
zu machen, auf den Massenausgleich bei diesen Maschinen verzichten 
mUS8. 

Bür die V i e r k u r b e l m a s c h i n e  bildet naturgemass der Ausgleich 
der Momente der Massendrucke, auch wenn derselbe, wie wir sahen, 
nur  in Rezug auf diejenigen erster Ordnung erreichbar ist, eiiie 
weitere Einschrhkung. Ausserdem erscheint es fraglich, ob die 
beiden Gleichungen 

ZTmcos3a:  = O, Z T m s i n 3 a  = O 
oder, was nach der Folgerung au8 163a) auf dasselbe hinausliuft, 

Z q c o s S a = O ,  E q c o s 3 a = 0 ,  

worin q das Verhaltnis irgend einer der hin- und hergehenden Ge- 
wichtc zu demjcnigcn des erstcn Gctriebes bedeutet, mit den beiden 
andern Gleichungen 

Zqcosa:  = O ,  E p s i n a  = O ,  

iiberhaupt vertriiglich sind, ganz abgesehen von den Gliedern mit 
hohercn Vielfachcn der Winkel, die wir gar nicht erst berücksichtigcn 
wollen. 

Zur Untersuchung dieser Frage wollen wir zuniichst einmal die 
Grossen q aus den Glcichungen 

1 + q, cos a, + q, cos a, + q,cos a,= O, 
q, sin a, + B sin a, + p, sin (Y, = 0, 

1+  % C O S ~ U , +  q,cos3cr,+ q,cos3cf4= O,  
q2sin3u,+ q,sin3a, + q,sin3(~,= O 

in  derselben Weise eliminieren, wie friiher aus den Cfleichungen 55) 
bis 58). 

W i r  erhalten alsdann entsprechend Gleichung 62) 
sin a, sin 3 ((Y, - %) + sin 3 a, sin (cr, - a,) 

+ sin a, sin 3 (a ,  - as) + sin 3 a, sin (a, - a,) 

+ sin a, sin 3 (a, - cc,) + sin 3 u, sin (ap - [ Y ~ )  
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Zerlegen wir nunmehr die Produkte mit Hilfe der Transformation 
1 1 

sin W .  sin v = -cos (zt - v) - -cos (u + v), 
2 2 

so wird z. B. aus der ersten Reihe unserer Eliminationsformel: 

cos 2(a, - as + e,) cos (na + as - a,) 

- COS 2(a2 + ag - ad) COS (aZ + as - a3  
oder 

2cos2(a2- .Y,+ a,)cos(n,+ a8- a$ - cos(a,- a,+ a 3  
-Scos2(a,- as+ a$cos(a,- a,+a,J+ cos(rr2-as+ aJ. 

Verfahren wir ebenso mit den beiden letzten Reihen und setzen 
noch wie früher Gleichung 63): 

a  - c Y  t u ,  
C O S ( ~ Y , - ~ , + ~ , )   COS^ = ; - 1 = 2 p - i ,  

% t a 3 - " 4 -  1 = 26'- 1, cos (- n, + n, + a,) = 2 cos\ 

so geht unsere Gleiühung über in 
E2r1"E2- q" ) f252(92- Sa) + S2E2(S2- E2) = 07 

oder auch (E" 7j2)('>12 - -S")(s'2 - E P )  = o. 
Diese Gleichung kann also nur bestehen, wenn entweder 

E = f 7 oder 7 = f S bezw. [ = & .$ 
wird, d. h. also, wenn wir uns der Bedeutung der Grossen g, 7, 6 nach 
Glcichung 63) erinncm, dass 

a t r  a-Y 
COS-- = f COS-, 

2 
oder 

P-8 P - 8  fft Y COSE = F cos? bezw. cos -- = cos-- 
2 2 2 

wird. Da alle dicse Ergebnisse mit Gleichung 64), welche auch aus der 
Vercinigung der ersten vier Formeln 163a) hergeleitet werden konnte, 
unvereinbar sind, so erkennen wir, dass die Berücksichtigung der Be- 
dingungen ZTmcos30r = O, Z:Tmsin3a = O  
für die Vierkurbelmaschine unzul%sig ist. D a m i  t fiil1 t a b e r ,  
wenigstens fiir diese Maschinengattung wie für die Dreikurbelmaschine 
der o b e n  a b g e l e i t e t e  S a t z  ü b e r h a u p t ,  da, wie unser Beispiel 
(Pig. 32) lehrte, die Koeffixienten der Glieder mit 3y  ungefàhr von 
dcmselben Gewichte sind wie diejenigcn von q ~ ,  und es unxuliissig 
erscheint, unter solchen Gliedern willkürlich einzelne auszugleichen, 
wiihrend die Wirkung der andern bestehen bleibt. 

Alle diese Schwierigkeiten fallen dagegen fort, wenn man sich 
angesichts der überwiegenden Bedeutung der mit Funktionen von 2 9  
behafteten Glieder im Tangentialdruckdiagramm damit begnitgt, nur 

13. 
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diese im resultierenden Diagramm zum Verschwinden zu bringen, d. h. 
also ohne Rücksicht auf den nebenhergehenden Massenausgleich und 
die beiden Bedingungen 

164) lrTmcos201 = 0, E T m s i n 2 a  = O  

zu erfüllen. Im Grunde genommen heisst dies nichts anderes, als dass 
man im resultierenden nrehkraftdiagramm auf die Beseitigung der 
Wirkung der endlichen Schubstangenlange und der untergeordneten 
Verschiedenheiten in der F o r a  der Einzeldiagramme verzichtet. 

Die Bedingungen 164) besagen dann, d a s s  m a n  e i n e n  m6g- 
l i c h s t  g l e i c h f o r m i g e n  V e r l a u f  d e s  r e s u l t i e r e n d e n  D r e h k r a f t -  
d i a g r a m m s  d a n n  e r w a r t e n  dar f ,  w e n n  d i e  a u f  d i e  einzelnen 
K u r b e l n  e n t f a l l e n d e n  A r b e i t e n  (oder bei gleichen Kurbelradien 
die mittleren Tangentialdrucke) s i c h  d u r c h  A n e i n a n d e r r e i h e n  mi t  

d e n  d o p p e l t e n  K u r b e l w i n k e l n  z u  e i n e m  g e s c h l o s s e n e n  Polygon 
( V i e l e c k )  v e r e i n i g e n  lassen.* 

Die Konstruktion dieses Polygons der mittleren Tangentialdrucke 
bezw. Arbeiten ist nun für alle praktischen Fi l le  sehr einfach und 
lasst, unbeschadet des Massenausgleichs, dem Konstrukteur einen weiten 
Spielraum für die Wahl  einer passenden Arbeitsverteilung auf die ein- 
eelnen Getriebe und für die Kurbelwinkel. Es dürfte zweckm%isig sein, 
die Anwendung des Polygons sogleich au eiriigen Beispielen zu er- 
liutern. Für  die Z w e i k u r b e l m a s c h i n e  giebt es nui- eine Lijsung, 
niimlich die gleiche Verteilung der Arbeiten auf beide Kurbeln, welche 
miteinander einen Winkel von 90° bilden miissen. &nn ist  der Doppel- 
winkel 180° und das Polygon geht in eine in sich zurücklaufende 
Gerade über. 

Für  die D r e i k u r b e l m a s c h i n e  mit Winkeln von 120°, welche 
Anwendung allein von praktischer Bedeutung ist  (Kg. 37), ergiebt die 

* Diesen Satz mit seinen praktischen Konsequenzen habe ich zuerst durch 
einen Vortrag: ,,On the uniformity of tuining moments of marine engines" ror der 
Institution of Naval Architects im ilpril 1900 veroffentlicht. Der Vortrag k t  in 
den Transactions dieser Gesellschaft Kir das Jahr 1900 abgedriickt nnd auch in 
die englischen Zeitschnften ,,Engineering" und ,,Engineerii übergegangen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. E h s  LOIIENZ. 181 

Aneinanderreihung ein gleichseitiges Dreieck (Fig. 38), sodass man 
hierbei an die gleiche Arbeitsverteilung gebunden ist. Dass man 
damit günstige Tangentiddruckdiagranime erhalt, ist hinlinglich be- 
kannt, ebenso dass durch jede Abweichung von der gleichen Arbeits- 
verteilung das Tangentialdruckdiagramm eine Verschlechterung erfjhrt, 
wenn man nicht gleichzeitig eine entsprechende Anderung der Kurhel- 
winkel eintreten liisst. 

Bei der V i e r k u r b e l m a s c h i n e ,  welche ja infolge des hier m6g- 
lichen Massenausgleiches ein hoheres Interesse beansprucht, verfügt 
man über eine beliebig grosse Auswahl von Kurbelstellungen bezw. 
Arbeitsverteilungen. Ich will voraussetzen, Fie. 39. 

dass die Kurbelwinkel vollstandig - etwa 
durch die Bedingungen des Nassenausgleiches 
- gegeben sind (siehe Fig.39). Alsdann erh'ilt 
man in Fig. 40 mit den Doppelwinkeln einm 
Viereck, welches zweckmassig so gezeich- 
net wird, dass die zwei im Kurbel- 
kreise aufeinander folgenden Kurbeln ent- 
sprechenden Arbeiten als Polygonseiten sich 
gegenüber steheri. Von den Seiten dieses 

@ 
Vierecks sind alsdann zwei vollkommen will- IV 

kürlich und man erhiilt durch die L:Ltngen von 1, II, III und IF bezw. 
durch die Verhiltnisse derselben zu einander, auf die es ja allein an- 

Fig. 40. 

kommen kann, schon eine brauchbare Arbeitsverteilung, welche die 
Bedingungen 164) erfüllt und ohne weiteres neben dem Massenaus- 
gleich bestehen kann. Jede Parallele zu einer dieser vier Seiten er- 
giebt natnrgemass ebenfalls eine brauchbare Arbeitsverteilung, woraus 
wir schliessen konnen, d a s s  b e i  e i n e r  V i e r k u r b e l m a s c h i n e  m i t  
g e g e b e n e n  K u r b e l w i n k e l n  d u r c h  d i e  W a h l  d e s  V e r h i i l t -  
n isses  z w e i e r  A r b e i t e n  z u  e i n a n d c r  d i e  g a n z e  A r b e i t s -  
v e r t e i l u n g  m i t  R ü c k s i c h t  a u f  d e n  g ü n s t i g e r i  V e r l a u f  des  
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D r e h k r a f t d i a g r a m m s  b e s t i m m t  i s t ,  ohno  das s  d e r  Massen- 
a u s g l e i c h  dadu rch  g e s t o r t  wi rd .  

Durch die in der Praxis allein übliche symmetrische Anordnung 
der Kurbeln (und damit nach S ch l i cks  Bedingungen auch der Ge- 
triebeebenen unter einander) ist nun dieses Verhzltnis gegeben. Das 
Polygon der Tangentialdrucke bezw. Arbeiten kann alsdann durch eine 
Diagonale in zwei gleichschenklige Dreiecke zerlegt werden, wie es in 
Fig.41 geschehen ist. Da in diesen Dreiecken die beiden Winkel an 
den Spitzen 180- 2n: und 2 y - I B O 0  sind, so ergiebt sich mit = 6 

1 

fiir die Verteilung der Arbeiten, welche wir der Kürze halber mit I, 
II, III und IV bezeichnen wollen, die Regel 

165) 
I II sin (y - 90") --- - cos y 

=-- 
I I I  - IV - sin 190'- a) cos 6 

und 
166) 1- II, III= I E  

Dieser Fa11 ist besonders wiuhtig für Dre i f achexp  ansions- 
m a s  ch inen ,  deren Niederdruckcylinder, um nicht zu grosse Dimen- 
eionen anzunehmen, geteilt werden muss, wodurch eine Vierkurbel- 
maschine entsteht. Man erkennt übrigens aiich, dass, wenn das Ver- 
haltnis 1: III= II:  IF 
gegeben ist, durch Gleichung 165) und die Schlicksche Formel 65): 

M Y 1 
C O S - .  C O S =  - 

2 2 2 
die beiden Winkel a und y selbst berechnet werden konnen. Pür die 

Praxis wird man es indessen vorziehen, die Winkel aus dem Abstands- 
verhiiltnis der Getriebeebcnen zu bostimnicn und daraus erst mit 1%) 
die Arbeitsverteilung bereçhnen. Jederifalls ist dieses Verfahren hochst 
einfach und zur Vermeidung grosser Baulingen der Maschinen auch 
zweckm5ssig. Als Beispiel hierfür erwiihne ich das Diagramm* der 

* In der Figur sind die Linien, an denen die Arbeiten verzeichnet sind, mit 
den Abstanden (in I3ogcnnial3, wenn die ganze T2iiig-e der Figur 2 x  betrigt,) der 
Kurbeln im Kurbelkreise von einander eingetragen, wobei, wie der Pfeil an- 
deutet, die Hochdrucliskurbel 1 vorausliiuft.. 
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Maschine des Dampfers ,,Medjerdaa (Pig. 42)) bei welchem der Hoch- 
und Mitteldruckcylinder je 905 P s i  (indizierte Pferdestarken), die 
beiden Niedercylinder dagegen 660 bezw. 630 Psi  leisteten, wahrend 
die Kurbelwinkel 

a - 64,5O, 8 = d - 94,26O und y - 107' 

betrugen. Die Bedingung 165) ist hier, wenn man für jeden der 
Niederdru~kc~linder den Mittelwert 645 PS, einfiihrt, fast genau er- 

fullt und der Verlauf des Drehkraftdiagramms in  der That ein sehr 
günstiger, obwohl die Erbauer, die Firma Wigham, Richardson & Co. 
in Newcastle upon Tyne (England) dam nur durch Probieren, ohne 
Kenntnis unserer Formel 165) gelangten. 

Bei Maschinen mit v i e r f a c h e r  E x p a n s i o n  ist es nun mit Riick- 
sicht auf ein gleiches Temperaturgefalle des arbeitenden Dampfes in 

Fig. 49. Fig. 44. 

den einzeluen Cylindern hiuGg erwünscht, die Arbeiten auf aUe Eurbeln 
gleichm%sig zu verteilen, wodurch das Polygon der mittleren Tangential- 
drucke in einen Rhombus übergeht (siehe Fig. 43). Da hierin je zwei 
Sciton einander parallel sind, so müssen die entsprechenden Kurbeln 
im Eurbelkreis nach 165) mit einander rechte Winkel bilden, wie dies 
in Fig. 44 angedeutet ist, d. h.: S o l l e n  in  e i n e r  V i e r k u r b e l -  
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masch ine  d i e  A r b e i t e n  au f  a l l e  v i e r  K u r b e l n  g l e i ch  vertei l t  
s e in ,  s o  f o r d e r t  d e r  g ü n s t i g s t e  V e r l a u f  des  resu l t ie renden  
D r e h k r a f t d i a g r a m m s  zwei  e i n a n d e r  i m  K u r b e l k r e i s  gegen- 
ü b e r s t e h e n d e  r e c h t e  W i n k e l ,  wahrend die Wahl eines der beiden 
andern Winkel, welche sich riatürlich zu I B O 0  erganzen müssen, frei- 
steht. Sind zwei rechte Winkel im Kurbelkreis gegcben, so kann man 
auch durch eine Parallele zu einer der Seiten in Fig.43 eine andere 
Arbeitsverteilung erzielen, sorlaps also der letzte Sata in seincr Um- 
kehrung nicht allgemein gilt. lndessen müsste alsdann immer I = 1 V 
und II = III sein, was infolge der Dimensionierung der Cylinder nur 
selten mit anderweitigen Porderungen (z.B. derjenigen des Verschwindans 
der Massendruckmornente) vereinbar erscheint, so dass es einfacher ist, 

Fig 45. 

ein für allemal die beiden Winkcl - 6 - 90° als an die gleiche 
Arbeitsverteilung geknüpft festzuhalten. Als Beispicl füge ich das 
Diagramm der aus den Werkstatten der schon oben geriannten erig- 
lischen Firma stammenden Maschine des Dampfers ,,Pannonia'' an, 
welche im Hochdruckcylinder 220 PS,, im ersten Mitteldruckcylinder 
242 PS, im zweiten 232 F S ,  und im Niederdruckcylinder 246 PS,, 
leistete, also eine nahezu gleiche Arbeitsverteilung besass, wahrend 
die Eurbelwinkel or = 70°, P = à = 90° und y = 110° betrugen. Auch 
hier wurde der, wie Fig. 45 zeigt, sehr gleichmiissige Verlauf des reaul- 
tierenden Drehkraftdiagramms nur durch mühsames Probieren go- 
wonnen, wahrend man naçh der obigen Regel unmittelbar dazu ge- 
langt wiire. 

Der gleichen Arbeitsverteilung auf alle vier Cylinder haftet in- 
dessen wegen der heiden rechten Winkel im Kurbelkreise ein Nachteil 
an, der nicht unterschitzt werden darf. Die aus 165) mit 

I = I I =  I I I= IV 
folgende Bedingungsgleichung 

cos y = - cos or 
fiihrt niimlich mit der für den Massenausgleich zweiter Ordnung 
geltenden Formel 
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a: Y 1 
COB- - C O S - = r  

2 2 2 

auf cc = fi = y - 6 = 90°, cine Anordnung, welche, wie wir schon früher 
sahen, die Bedingungen für das Verschwinden der Massendruck- 
momente ebensowenig erfüllen kann wie 2. B. die Dreikurbelmaschine 
mit Winkeln von 120°. Daraus geht hervor, d a s s  m a n  b e i  g l e i c h e r  
A r b e i t s v e r t e i l u n g  e n t w e d e r  aiif d e n  M a s s e n a u s g l e i c h  z w e i t e r  
Ordnung (nicht aber auf den viel wichtigeren erster Ordnung) o d e r  
aber  auf  d i e  g i i n s t i g s t e  F o r m  d e r  r e s u l t i e r e n d e n  T a n g e n t i a l -  
k r a f t  v e r z i c h t e n  muss .  Welcher von diesen beiden Gesichtspunkten 
die grossere Beachtung erheischt, kann natürlich nur  von Fa11 zu 
Fa11 entschieden werden, wenn man es nicht vorzieht, bei Vierkurbel- 
maschinen überhaupt die gleiche Arbeitsverteilung fallen zu lassen und 
mit der Erfüllung von 165), also zwei Paaren gleich starker Getriebe 
auch dem Massenausgleich gerecht zu werden. 

Sind diese Bedingungen oder auch allgemeiner die Gleichung 164) 
erfüllt, so bleiben doüh noch, wie die Fig. 42 und 45 zeigen, Schwank- 
ungen im Verlaufe der Drehkraftkur-ve bestehen, welche von dem Ein- 
flusse der Schubstangenlange und den Abweichungen der Form der 
Einzeldiapamme von der einfachsten Gestalt herrühren, die wir durch 
die zwei Sçhwingungen wiihrend jeder Umdrehung darstellende E'unktion 
(vergl. die allgemeine Form 159) 

159 h) 7 = Tm(l - cos2q)  

definieren konnen. Bei der unberechenbaren Grosse und Form dieser 
Abweichungen erscheint es ganz nutzlos, aber die durch unsere Vor- 
schrift 164) nicht ausgegliehenen Schwankungen von vorn herein etwas 
auszusagcn, so erwünscht dies auch vorn praktischen Gesichtspunkte 
aus* ware. So viel ist  natürlich einleuchtend, dass dieselben relativ um 
so geringer ausfallen, je mehr Kurbeln die Maschine enthalt. Dagegen 
ist es moglich, diese Schwankungen in ihrer ungecihren Grosse 
voraus zu bestimmen, wenn die Gleichung 164) nicht erfüllt wird. Für  
mehrere Kurbeln erhalt man namlich aus 159b) für den resultierenden 
Tangentialdruck die Gleichung: 

159c) ZT= ET,,,- cos2rpZTmcos2cc + s i n 2 q Z T m s i n 2 a  

und daraus für das Maximum oder Minimum der Schwankungen von 
ET um die durch 2 Tm bestimmte Gerade 

- . - - - -- --- 

167) E(Y' - T,,Jm?n?' = + f l 7 , c o s  2 C L ) ~  + (2<TTn sin2a)'. 

Wenn auch die so erhaltenen Werte infolge der Unberechenbarkeit 
der oben crwiihnten Nebeneinflüsse auf keine grosse Genauigkeit 
Anspruch erheben dürferi, so erkennt man doch aus 159b), dass die 
Maxima und Minima je zweimal wahrend jeder Umdrehung auftreten 
müssen. Dass diese Folgerung sich mit der Erfahrung deckt, geht 
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aus dem in Pig. 56 dargestellten Diagamm der Maschinen des Dampfers 
,,Friedrich der Grosse" hervor, bei denen eine angeniihert gleiche 
Arbeitsverteilung vorlag, ohne dass im Kurbelkreis, wie unsere Be- 
dingung 64) forderte, rechte Winkel enthalten sind. Die Eurbelwinkel 

vielmehr = 51,454 P = y = 6 = 102,850, 

womit sich der wenig günstige Verlauf der Drehkraftkurve hin- 
reichend erklgrt. 

1 2 . D i e  W i d e r s t a n d s a r b e i t .  Die in  einer Maschine vom so- 
genannten motorischen Mittel, z.  B. dem Dampfe aufgewendete (indizierte) 

Fig. 46. 
i 

! I '. i '. '. I' 
\.. i 

'. 
\ 

', 
*.- @. M. -  

Dampfer ,,Friedrich der Grosse" 

Arbeit, welche wir mit L, bezeichnen wollen, dient nun einerseits zur 
Überwindung der R e i b u n g  und andererseits zur Leistung effektiver 
oder N u  t z  a r b  e i  t Le. Das Verhiiltnis der Nutzarbait zur indizierten 
bezeichnet man als den m e c h a n i s c h e n  W i r k u n g s g r a d  der Maschine. 
Wahrend nun der Franzose P a m b o u r ,  welcher sich wohl zuerst mit 
diesen Fragen beschaftigte, den Zusammenhang zwischen den beiden 
Arbeitsbetragen, wenigstens für eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit 
der Welle, als linear voraussetzte, ihm also etwa die Form 

L, = a: + P L "  
gab, findet man neuerdings haufig die Ansicht verbreitet, dass ent- 
weder die Keibungsarbeit der Maschine konstant, d. h. die Grosse 

L, - Le = L, = const. 

unahhangig von dem Werte der heiden Einxelbetr~ge L, und L, sei, 
oder auoh dass der mechanische Wirkungsgrad der Maschine 

L 
rj - - = const. L; 
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eich nicht mit der Belastung kdere .  Wenn man auch die Giltigkeit 
der letztgenannten Annahme an enge Belastungsgrenzen luiiipfte, so 
ist sie doch schon angesichts des Umstandes nicht aufrecht zu er- 
halten, dass eine Maschine, ohne überhaupt naeh aussen Arbeit ab- 
zugeben, doch zum Leergange indizierte Arbeit braucht, also hierbei mit 
einem Wirkungsgrad 7 = O lauft. Auch die zweite Voraussetzung der 
Unabhiingigkeit der Reibungsarbeit von der Maschinenbelastung liisst 
sich mit der Erfahrung nur in solchen FBllen in  Einklang bringen, in 
denen für cine ganz ausgczcichncte Schmierung aller bewegten Organe 
gesorgt id. Alsdann ist namlich die Reibung als ein Widerstand auf- 
zufassen, welchen die Teilchen der an den bewegten Organen haftenden 
Schrnierflüssigkeit der Trennung von einander entgegensetzen. Dieser 
Widerstand ist aber bekanntlich unabhangig von dem durch die Be- 
lastung der Maschine ausgeilbten Drucke (in den GleitKichen), wiihrend 
andererseits eine Veranderlichkeit mit der Geschwindigkeit der Beweg- 
ung nicht erheblich ins Gewicht fiillt. 

Da nun auch die Pambour'sche FormeI, welche aus der Zeit 
stammt, in der man nur mit geringer Expansion und fast ohne jede 
Kompression in  den Maschinen arbeitete, der Form des Indikator- 
diagramms nicht gerecht wird und deshalb mit neueren Erfahrungen 
haufig im Widerspruche steht, so habe ich dieselbe durch die folgendo 
Betrachtung crweitert, wobei ich ebenso wie Pambour von einer Einzel- 
untersuchung der verschiedenen Bestandteile des Reibungswiderstandes 
(in den Stopfùüchsen, der Gleitbahn, den Zapfen am Kreuzkopf und 
der Kurbel sowie dem mTellenlager und schliesslich der Steuerungs- 
organe) absehen zu konnen glaubte. 

Bus Fig. 29, welche das sogenannte Kolbenkraftdiagramm dar- 
stellt, erkennt man narnlich, d a s ~  nicht wiihrend des ganzen Hubes 
des Kolbens positive Arbeit im Cylinder g~leis te t  wird, sondern dass 
die Maschine gegen Ende des Hubes als Kompressor Arbeit verzehrt. 
Diese Arbeit muss die Maschine rückwarts dem Vorrate von kinetischer 
Energie in den Getriebeteilen, bezw. bei Vorhandensein mehrerer Gy- 
linder von diesen und zwar stets erst dureh Vermittelung der Getriebe- 
teile entnchmen. Ausser einem konstanten Reibungswiderstande, welcher 
vorwiegend am Eolben und in  der Stopfbüühse auftritt, wird demnach erst 
wiihrend der ersten Periode des IIubes von der positiven Arbeit ein Betrag 
abzuziehen sein, welcher zu dieser i n  einem bestimmtenVerhaltnisse steht 
und schliesslich zu der im zwciten Teilc des Hubcs aufzuwendenden nega- 
tiven Arbeit ein entsprecherider Betrag hirizutreten. Wenden wir auf diese 
Betriige die fiir die Reibung giltige Proportionalitat mit der Belastung an, 
so brauchen wir nur wahrend der ersten Hubperiode von den Ordinaten des 
positiven l)iagrammteiles einen ihnen proportionalen Betrag abzuziehen, 
wahrend der zweiten Periode dagegen den negativen Ordinaten einen 
entsprechenden Betrag hinzuzufügen. Auf diese Weise erhiilt man aus 
dern in Fig. 47 dargestellten Kolhenkraftdiagramm XBXABC (hei 
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dem im Gegensatz zu Fig. 29 nur die Kompression der Deutlichkeit 
halber etwas stiirker angenommen und ausserdem siimtliche Ordinaten 
von der Basis XX entweder positiv oder negativ aus aufgezeichnet 
wurden) zunachst das Diagramm XBXA'BC'. Durch den konstanten 
Betrag des Reibungswiderstandes rückt schliesslich die Diagramm- 
basis einfach nach X'X' und man erhalt nunmehr die Figur 

X f  B ' X ' A ' B ' C f  
als D i a g r a m m  d e r  t r e i b e n d e n  K r a f t  
B e i b u n g s w i d e r s t i i n d e .  

Fig. 47. 

m i t  R ü c k s i c h t  auf  die 

Aus demselben ergiebt 
sich das um die Reibung 
verminderte Tangential- 
druckdiagramm wieder 
durch die in Fig. 30 ange- 
deutete Konstruktion. Man 
erkennt übrigens, dass un- 
ser Verfahren im wcscnt- 
lichen auf eine getrenrite 
Anwendung der Pambour- 
schen linearen Beziehung 
einmal auf den positiven, 
dann auf den negativen 
Bestandteil des Eolben- 
kraftdiagramms hinaus- 
liiuft. Der analytische 
Zusammenhang zwischen 
der effektiven und indi- 
zierten Arbeit bezw. der 

Wirkungsgrad làsst sich ebenfalls sofort angeben. Bezeichnet man 
den mittleren positiven Druck auf dem ersten Teile s' des Hubes mit 
p', den negativen auf dem zweiten Teile s" mit p" geruessen in kg qcm, 
die Holbenfliiche mit P und den konstanten Reibungswiderstand mit 
f, ebenfalls gemessen in  kglqcm, so ist zunachst die indizierte drbeit 

168) Li = $ ' ( J I S '  - p " s ' l )  

und die effektive, wenn 6 einen kleinen Bruch bedeutet 

oder aegen der Kleinhcit von 6 genügend genau 

169a) Le = F ( p ' s f  -p"s")  - E'(p'sf+gfrs")G - Ff (sr+ s"). 

Der mechauische Wirkungsgrad wird alsdann 
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Die boiden Konstmten dieser Formel f und 6 müssen natürlich 
durch zwei Versuche, am besten durch einen Leerlaufs- und einen 
Bremsversuch ermittelt werden. 

Beispiel. Die beiden Konstanten seien bei einer vorgelegten Maschine 
f = 0 , 1  kg 1 qcm und 6 = 0,06.  

Arbeitet die Maschine ohne jede Kompression, d. h. ohne negative Arbeit im 
Inclikatordiagramm, so ist 

plr= O ,  S ' '=O.  

1st weiterhin der mittlere Druck pl= 2,5 kg 1 qcm, wihrend des Kolbenweges sr= 1, 
so ergiebt siçh ein mechaniuçher Wirkungsgrad von 

Lkst man dagegen dieselbe Maschine mit kleiner Füllung und hoher 
Kompression laufen , so dass pl= 4,5 kg 1 qcm auf dom Kolbonwege 

sr= O,6 und pu= 3,5 kg] qcm 
auf dem Wege su; 0 , 4  (d. h. s r + s " = l )  wird, so erh&lt man zunachst einen 
mittleren Dampfdruck von 

p m = p r ~ ' - p ' r ~ " =  1,3 kglqcm 

also bei derselbcn Umdrehungszahl wie im ersten Falle nur 

1 , 3  : 2,5 = 0,52 

der früheren indizierten Leistung. Der mechanische mTirkungsgrad aber wird 

so da,ss die effektive Leistung sogar aiif 0,424 derjenigen im ersten Falle herab- 
sinkt. 

Das wichtigste Ergebnis der vorstehenden Theorie der Reibungs- 
arbcit für die Dynamik des Kurbelmechanismus ist der Umstand, 
düss sie, wenigstens für jede gegebene mittlere Winkelgeschwindigkeit 
unmittelbar durch die Form und den Inhalt des Indikatordiagramms be- 
stirnmt ist  und daher durch die obige Konstruktion sofort im Tan- 
gentialdruckdiagramm, deren Ordinato dadurch die Werte Y" annehmen, 
berüüksichtigt werden karin. Dies gilt naturgemiiss auch für mehr- 
kurbelige Maschinen, so dass sich eizie besondere Untersuchung der- 
selben in Bezug auf die Reibungsverluste eriibrigt. Wir werden dem- 
nach in der Folge bei eincm vorgelegten Drehkraftdiagramm immer 
voraussetzeri, dass in demselben die Reibung schon durch entsprechende 
Abzüge in  Rechnung gezogen ist. Da hierdurch der allgemeine Ver- 
lauf der Tangentidkraft keine nennenswerte h d e r u n g  erfihrt, so war 
es nicht notig, die Reibung bei der Beseitigung der Schwankungen der 
Drehkraft besonders zu behandeln. Dieselbe ist  vielmehr hierfür un- 
bedenklich zu denjenigen Betriigen zu rechnen, deren Schwankungen 
ohnehin in  Kauf genommen werden müssen. 

Was schliesslieh die N u t z a r b e i t  betrifft, so ist dieselbe dann 
vollstandig bestimmt, wenn das Gesetz des Nutzwiderstandes W am 
Kolben bezw. am Kurbelzapfen als Funktion der Kurbelstellung ana- 
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lytisch oder graphisch gegeben ist. In  der Praxis wird meist das 
letztere der Fa11 sein, so dass man neben der Kurve des Tangential- 
druckes eine solche des Nutzwiderstandes erhàlt. 1st in der ersteren 
schon die Reibung berücksichtigt, so muss der durch Planimetrieren 
festzustellende Inhalt beider Eurven über der ganzen Abscissenaxe 
( d i .  = 2z), welcher, wie wir gesehen haben, ein Mai3 für die Arbeit 
bildet, im Beharrungszustande übereinstimmen, oder auch, es muss 
der mittlere Nutzwiderstand W, gleirh dem mittlcren wirksamen Tan- 
gentialdruck bezw. bei mehrkurbligen Maschinen 2x sein. Wir 
werden sehen, dass in diesem Pall  die Ermittelung der Winkel- 
geschwindigkeit für jede Kurbelstellung keine Schwierigkeiten bietet. 

Solche treten erst auf, wenn der Nutzwiderstand selbst von der 
Winkclgcschwindigkcit abhàngig ist. Dieser Fa11 tri t t  z. B. ain bci 
Darupfmaschinen, welche direkt mit dem Anker einer Dynamo- 
maschine gekuppelt sind. Der Zusammenhang zwischen dem Nutz- 
widerstand und der Winkelgeschwindigkeit ist hierbei ein recht ver- 
wickelter, weil durch die Schwankungen der letzteren auch die Feld- 
stirke beriihrt wird. Glücklicherweise kann man sich in diesem Falle 
immer durçh Anwendung so schwerer Schwungrnassen hclfen, dass im 
Beharrungszustande die Schwankungen der Winkelgeschwindigkeit auf 
ein beliebig kleines MaB zurückgeführt werden und der Nutzwider- 
stand praktisch als konstant erscheint. Hat  man es dagegen mit 
Schiffsmaschinen zu thun, welche vermittelst ihrer Kurbelwelle einen 
Schraubenpropeller bethiitigen, so ist es unmoglich von den rotieren- 
den Massen, deren Triigheitsmoment niemals auch nur annahernd so 
gross gemacht werden kann, wie dasjenige von Schwungradern ent- 
sprechend starker stationarer Maschinen, einen hinreichenden Ausgleich 
der Schwankungen der Winkelgewindigkcit xu erwarten. I n  diesem Falle 
bleibt nichts weiter übrig als dm Widerstandgesetz selbst einzuführen 
und danach die Dilferentialgleichung zu integrieren. Streng genommen 
sollte man dieses Gesetz auf theoretischemmege aus der Schraubenbeweg- 
ung im Wasser mit Rücksicht auf die Ortsverlnderung des Schiffskorpers, 
welche, wie wir obcn gesehen hahen, d m  Schwankungen der Umdrehungs- 
geschwindigkeit des Propellors gar nicht oder doch nur ganz unwesent- 
lich beeinflusst wird, ableiten. Hierzu reicht indessen der augenblick- 
liche Stand der technischen Eydrodynamik nicht aus, so dass man auf 
rein empirische Formeln angewiesen ist. Von allen derartigen Vor- 
schliigen, welche mehr odcr wenigcr theorctisch begründet sind, deckt 
sich am besten mit der Erfahrung der einfache Ausdruck 

171)  W - Ce: 

welcher, wie wir sehen werden, den Vorteil gewiihrt, dass sich die 
DiEerentialgleichung der Bcwegung leicht integrieren lasst. Damit ist 
natürlich nicht zesagt, dass nicht unter Umstanden verwickeltere 
Gesetze in Prage zu ziehen waren, etwa von der Form: 
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Sind die Schwankungen von E nicht sehr gross, HO kihnen wir, 
unter E ,  den Mittelwert verstanden, mit 

E =  E,+ A s  

nach dem Taylor'schen Lehrsatze auch angenihert schreiben 

Wir werden sehen, dass auch mit diesem Widerstandsgesetz die 
Differentialgleichung der Bewegung integrabel wird bezw. sich analytisch 
auf dieselbe Form zurückführen làsst, welche aus Gleichung 171) her- 
vorgeht. Andere Widerstandsgesetze, z. B. solche, in welche auch die 
Beschleunigung d e  : d t  eintritt, hier zu behandeln, dürfte sich er- 
iibrigen, da für dieselben zunachst kein praktisches Bedürfnis vorliegt. 

13. D i e  A n d e r u n g e n  d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  b e i  ge -  
gebener W i d e r s t a n d s k u r v e .  Wir  setzen eine Maschine voraus, 
deren Dimensionen und samtliche bewegte Massen ihrem Gewichte 
nach gegebcn sind. Ebenso sei da8 resultierende Tangentialkraft- 
diagramm mit Rücksicht auf die Reibungsverluste bekannt, so dass es 
mit der Widerstandskurve vereinigt werden kann. Tragen wir dann 
noch in  das Diagramm die Linie der Anderungen der potentiellen 
Energie ein, also die Werte von d 7 :  dSp als Ordinaten an die zu- 
gehorigen Abscissen q und addieren dieselben algebraisch zu den 
Differenzen Y" W, so ist der Zuwachs der kinetischen Energie J 
von einer Anfangslage ab, z. B. der inneren Totlage der Anfangskurbel, 
volistiindig bestimmt durch die Energiegleichung 

Da unter den Integralzeichen lediglich Winkelfunktionen stehen, 
so bietet die Integration wenigstens auf graphischem Wege keine 
Schwierigkeiten und man erhiilt, wenn man das Integral der rechten 
Seite mit AL bezeichnet, 

173 a) J- JO = AL, 
womit die Aufgabe vom theoretischen Standpunkte aus erledigt ist. 

Führt man dann für die kinetische Energie die friiher entwickelten 
Ausdrücke 150), 151) bezw. 154) ein, welche sich kürzer in der Form 
schreiben lassen 

174) J = sZ U bezw. JO = ~ , 2  U,, 
worin U eine Winkelfunktion bedeutet, die für rp = O in  U, übergeht, 
wahrend hierfür die Winkelgeschwindigkcit E - E, wird, so geht die 
Gleichung 173a) über in 

173b) E ~ U -  =dl;. 
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Handelt es sich um die Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit E 

filr jede Kurbelstellung, so tritt sofort eine Schwierigkeit insofern auf, 
als in der Praxis niemals die Totpunktsgeschwindigkeit E,, sondern 
stets die mittlere Winkelgeschwindigkeit E,, definiert durch die mitt- 
lere Umdrehungsdauer t ,  

175) 
2 1  

E, - - 
tm 

gegeben bezw. vorgeschrieben ist. Wenn auch fiir zahlreiche Aufgaben 
der Unterschied von E, und E ,  nicht schwer ins Gewicht fi l l t ,  so er- 
scheint es doch angebracht, prinzipiell oin etwas strengeres Verfahren 
an die Stelle der haufig zu findenden Gleichstellung beider Werte zu 
setzen, wobei wir die praktische Erfahrung benützen wollen, dass die 
Schwankungen von E nur relativ kleine Betriige erreichen. Wir 
schreiben demnach 

176) E = E , +  d~ 
a 

und erhalten filr die Umdrchungsdauer wegen E = dT 

1st nun d~ sehr klein gegen E,! so haben wir statt dessen an- 
genahert 

2 n 2 n 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit 175), so erkennt man, dass 
auf Grund unserer Annaherung 

177) 
O  

mird. Diese Eigenschaft der Winkelgeschwindigkeit, d a s  s m a n  das 
I n t e g r a l  i h r e r  S c h w a n k u n g e n  e r s t r e c k t  ü b e r  d e n  g a n z e n  Um- 
f a n g  des  K u r b e l k r e i s e s  i m  B e h a r r u n g s z u s t a n d e  vernaeh-  
l i i s s igen  dar f ,  erlaubt uns nun, auf einfache Weise die oben er- 
wiihnte Schwierigkeit zu umgehen. Wir  erhalten niimlich aus 173b) 

173c) 

und daraus 

worin sich die Integrationen der rechten Seite, wie schon oben in 173) 
auf graphischem Wege leicht durchführen lassen. Führen wir auf der 
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linken Seite wieder unseren Ausdruck 176) ein, so erhalten wir unter 
Vernachlassigung des Quotienten d Z &  : sm2 angenahert 

oder wegen 177) 

Dies giebt aber in 178) eingeführt den gewünschten Zusammen- 
hang 

2 n % '12 

178a) 2 n ~ ~ '  = E,' OoJg + / d $ d y  
O O 

zwischen der mittleren und der Totpunktsgeschwindigkeit. Für  stationare 
Mnschinen, bei denen die kinetische Energie der schweren Schwung- 
masse gegenüber derjenigen der hin- und hergeheriden Teile dets  weit- 
aus überwiegt, kann man die letzte Gleichung noch wesentlich ver- 
einfachen, indem man [siehe Gleichung ljl)] 

setzt. Mit der Abkürzung 
2 n 
n 

J d L d y  = 2 n d L ,  

O 

erhilt man alsdann statt 178a) 

178b) d Lm 
i m P =  soP+  T. 

In derselben Weiso kann man natürlich auch die zur Berechnung 
beliebiger Werte von 6 dienende Formel l73c) vereinfachen und er- 
hait so angenahert 

179) 
AL 

& 2  = 7. 
O 

Danach wird die Winkelgeschwindigkeit e h  Maximum, wenn der 
Arbeitsüberschuss AL, dargestellt durch den über die Widerstandskurve 
hinausragenden Teil der Tangentialdrucklinie, einen Maximalwert er- 
erreicht hat, wiihrend ein Minimum eintritt, wenn der Flichenüber- 
schuss der Widerstandskurve über die Tangentialkraftkurve am grossten 
geworden ist. Bezeichnen wir diese beiden Werte mit E,, und E,,, 

sowie die entsprechenden E'lichenüberschüsse mit AL, und AL,, so er- 
halten wir aus 179): 

Zsitschrift f Eiathematik u. Physik. 46. Band. 1900. 4. Heft. 14 
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179 a) AL,- d L ,  
2 6a.=pp-, E m z  - nun 

UO 
oder, wcnn wir angenahert setzen 

Emaz $ Emin = 2 Ern 

180) E m s  - €min d Til - O L, a =  - - --. 
cm 2 €m"o 

Diese Grosse bezeichnet man wohl auch als den Unglcich-  
formigkei t sgrad  oder kurz als d i eung le i ch fo r rn igke i t  derMaschirie. 
Wird der Wert derselben ebenso vorgeschrieben, wie die mittlere 

Fig.  48. 

4 
Winkelgeschwindigkeit, so ist man durch Gleichung 180) in den Stand 
gesetzt, die Crosse Co, in welcher die Schwungradmasse die lIaupt- 
roue spielt, zu berechnen. In der Praxis ist es üblich, die aus der 
so ermittelten Grosse 77, bei gegebenem Eurbelradius folgende Masse 
(reduziert auf den Kurbelzapfen) vollritZlidig im Schwungrad unter- 
aubringen, BO dam der von den hin- und hergehenden Teilen, deren 
Massen erst nach ihrer Konstruktion festgestellt werden konnen, 
stammende Einfluss den schliessliehen Ungleichf6rmigkeitsgrad nur 
verrnindern, d. h. aber verbeclsern kann. 
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Das hier durchgeführte Rechnungsverfahren l k f t  nun, da die 
Arbeitskurve T' immer, die Widerstandskurve dagegen in vielen Fd len  
lediglich durch Linienzüge gegeben sind, auf die graphische Aus- 
mertung der Integrale AL hinaus. Dieselbe crfolgt am einfachsten 
durch Planimetrieren der einzelnen Streifen der schraffierten Fliiche 
in Fig.48 und Auftragen dieser Ergebnisse in einem besonderen Dia- 
grarum E'ig.49, welches dann in einexn zunachst willkürlichen MaB- 
stabe sogleich nach Formel 179) den Verlauf der Schwankungen von 2 
angiebt. Der wiederum durch lllanimetrieren bestimmten mittleren 
Hohe dieser Irltegralkurve entspriçht sodann der Wert  von €2. Um 
nun die absolute Grosse z. B. der Differenz 

E~ - e02 oder 9 -  2 m 

zu findcn, braucht man nur das Verhnltnis der entsprechcnden Ordi- 
natendifI'erenz in Fig. 49 durch die Sumrrie der Ordinaten des Recht- 
ecks OTmTTnO in Pig. 48, welches die Gesamtarbeit L wiihrend einer 
Cmdrehung darstellt, zu dividieren und dann dieses Verhaltnis mit 
dem Quodienten L : LTo, worin L und Co in mkg gegeben sein miissen, 
zu multiplizieren. 

1st umgekehrt die Ungleichftirmigkeit 

E m z  - êmin 

und ausserdcm E, mwio die cffcktive Leistung L der Maschine ge- 
geben, so erhi l t  man mit der vorstehend geschilderten Methode aus 
dem Tangentialkraftdiagramm die für die Schwungradxnasse grund- 
legende Grosse LT,. 

Beisp ie l .  Das in Fig. 48 dargestellte Tangentialkraftdiagramm geh6re 
einer doppeltwirkenden Eincylindermasühine von Ne = 100 elrektiven Pferdestirken 
an,  welche in der Minute n = 75 Unidrehungen voll~ieht; der Kurbelradius der 
Maschine sei T = 0,5 m. 

Ans der Umdrehungazahl folgt zunachst 

und die Arheit wa,hrend einer Umdrehiing 

L="- . 60 - 6000 mkg. 
IZ 

Weiter ergiebt sich aus Fig. 41  das Maximum AL, entspr. EL und dae 
Minimum d L ,  entspr. sLin und ebenso ALm entspr. F : ~ ,  80 dass wir, indem wir 
die der Figur entuornrueneu Verhaltniswerte einsetzen, die Formeln erlialteri 

L 1080 
- €ka,, = 0,180 - -- 

'JO g o  
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In derselben Weise kann man die Winkelgeschwindigkeit für jede belielsige 
Stelle nunmehr aus dem bis zur entsprechenden Kurbelstellung erzielten Arbeits- 
überschuss d L im Verhaltnis zur Gesamtarbeit L ermitteln, so dass die Aufgabe 
gelost ist, wenn man 

rP 
U , - - M ,  

2 

kennt. Hat z. B. daa Schwungrad ein Gewicht von Go= 4000 kg, und einen 
Triigheitsradius von k,  = 2,5 m,  so ist 

oder 

und wir erhalten au3 unseren obigen Ausdrücken: 
e8 = 61,686 - 0,251 = 61.434; F, = 0,998 - 

EL = 61,685 f 0,368 = 62,053; Ems= 1,003. E, 

= 61,685 - 0,462 = 61,223; Emin =0,996 €m. 

Die Ungleichfijrmigkeit der Mafichine wird demnach 

Sol1 dagegen umgekehrt aus der Ungleichf6rmigkeit und dern 
Drehkraftdiagramm die Schwungmasse ermittelt aerden,  so kann man 
~ i c h  natiirlich wipder der hier benutzten Formeln bedienen; man er- 
Kilt durch Mimination von E,,,, und F,,, cine quadratische Gleichung 
für 1 : bezw. &. Einfacher und bei hinreichender Genauigkeit auoh 
zweckm%ssiger erscheint indessen hierfür die Gleichung IBO), welche 
allerdings auf der Annahme beruht, dass die mittlere Winkelgeschwindig- 
keit gleich dem Mittelwerte des Maximums und des Minimums gesetzt 
werden darf. Die Zulissigkeit dieser Annahrne geht übrigcns aus 
Fig. 49 hinreichend hervor. 

Unsere in vorstehendem Beispiel praktisch rorgeführte Methode 
der Bestimmung der Winkelgeschwindigkeit fiir jede Kurbelstellung 
unterscheidet sich nun insofern von dem üblichen Eadingerschen Ver- 
fahren, alu wir die Verariderlichkeit der kinetischen Energie mit der 
Kurbelstellung cp giinzlich vernachliissigten, wiihrend man dieselbe sonst 
durch Vereinigung der Massendrücke mit dem wirksamen Eolbendruck 
im Tndikatordiagramm berücksichtigt. Da nun die Massendrücke selbst 
wiederum nur unter der vorlaufigen Annahme konstanter Winkel- 
geschwindigkeit berechnet und aufgezeichnet werden konnen, so dürfte, 
wenigstens im Palle schwerer Schwungmassen oder was auf dasselbe 
hinaiisliiuft, geringer Ungleichformigkeit, das hier entwickelte ein- 
fachere Verfahren vorzuziehen sein. 

Anders liegt die Sache natürlich, wenn die hin- und hergehenden 
Massen im Vergleich zu der auf den Kurbelradius bezogenen rotieren- 
den nicht mehr vernachlassigt oder doch als klein bezeichnet werden 
k6nnen. Alsdann bleiht nichts weiter iibrig, als zunachst die Tot- 
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punktsgeschwindigkeit durch graphische Integration nach Gleich- 
ung 178a) aus E ,  zu ermitteln und dieses Verfahren auch auf Gleich- 
ung 173 c) anzuwenden. 

Bei stehenden Maschinen, welche zum Antriebe von Schiffen vor- 
wiegend benutzt werden und bei ihrem geringeren Raumbedürfnis in 
neuerer Zeit auch für stationare Zwecke eine grosse Verbreitung 
erlangten, spielen übrigens die ~ n d e r u n g e n  der ~ o t e n t i e l l ~ n  Energie, 
d. h. die Wirkungen der auf- und niedergehenden Gewichte eine grosse 
Rolle. Diese Gewichte unterstützen Fig. 50. 
beim Niedergange des Kolbens den 
Dampfdruck, wiihrend sie beim 
Aufgdnge Arbeit verzehren. Kom- L2LLcL  
biniert man demnach, wie in a 
Formel 173) angedeutet, das a K 

Diagramm der effelitiven Dampf- Pig.51. 

drücke 1" (Fig. 00) mit demjenigen d~ - 
/ - - - . , .dg,  

der -dv(F'ig.51), so ergiebt sich -- . - 
O 

. aa \ /I 

- - - - -dO  ' 4~ ein Diagamm (Fig. 52), auf wel- 
ches unsere frühere einfache Dar- ~ i g .  52. 

.-. stellung der Tangentialdrüüke etwa 
1' 
' '. 

durch I \. \T' 
! I = T w , + A c o s 2 q + B s i n 2 c p  I' f. /-\. 

I' '. I '. 
nicht mehr passt. E r s t r e b t  m a n  d \ M.' \ ,  

demnachbe i  e i n e r  m e h r k u r b e l -  
-.- - 

igen N a s c h i n e  e i n e n  m o g l i c h s t  g l e i c h f o r m i g e n  G a n g ,  s o  er-  
scheint  d i e  B e f o l g u n g  d e r  f r ü h e r  a n g e g e b e n e n  R e g e l n  f ü r  
die A r b c i t s v e r t e i l u n g  a l l e i n  n o c h  n i c h t  h i n r e i c h e n d ,  v i e l -  
nielir i s t  d i e  B e s e i t i g u n g  d e r  S c h w a n k u n g e n  d e r  p o t e n t i e l l e n  
Energie ,  d.h. d i e  E r f ü l l u n g  d e s  M a s s e n a u s g l e i c h e s  h i e r f ü r  
unbeding t e r f o r d e r l i c h .  Erstreckt sich dieser Ausgleich ausserdem 
noch auf die Schwankungen zweitcr Ordnung, so konncn auch die 
hauptsiiehlichsten Veranderungen der kinetischen Energie J mit der 
Kurbelstellung cp als beseitigt gelten und man ist, ohne dass die 
rotierenden Massen gegenüber den hin- und hergehenden gross zu sein 
brauchen, berechtigt, angenihert die Grosse U =  LL EU setzcn. Inwie- 
fern diese einzelnen Forderungen mit einander vertraglich sind, haben 
wir übrigens schon oben in § 11 diskutiert, so dass ich mich rin dieser 
Stelle mit dem Hinweise auf die dortigen Ausführungen begnügen 
darf. Jedenfalls erkcnnt man, dass eine speziclle Behandlung der Mehr- 
kurbelruaschine nunmehr nichts Neues bieten kann. 

14. D i e  ~ n d e r u n g e n  d e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  b e i  einern 
von i h r  a b h a n g i g e n  N u t z w i d e r s t a n d e .  Wie schon früher erwiihnt 
wurde, konnen wir in  diesem Palle marigels der Kenntnis des von der 
gesuchten Winkelgeschwindigkeit selbst abhiingigen Verlaufes der 
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Widerstandskurve W die in Gleichung 173) angedeutete Integration 
auf der rechten Seite nicht ausführen und massen demnach auf die 
Differentialgleichung 

181) 
d J  d V - = 'p.- .pj7- - 
d 9  d qi 

selbst zurückgreifen. Diese Gleichung gilt ilbrigens auch für den 
Fall, dass im Getriebe elastische Pormiinderungen auftreten, deren 
Schwingungsenergie alsdann in J mit enthalten ist, wghrend die 
elastischen Spannungen zu d V :  d y  hinzutretcn. Wir wollen indessen 
von diesen Yormiinderungen und Schwingungen, welche die Behand- 
lung des Problems ganz bedeutend erschweren, an dieser Stelle ab- 
sehen bezw. die elastischen Formanderungen als verschwindend klein 
vemachliissigen. Setzen wir nunmehr, wie schon im vorigen Para- 
graphen, J - EW und führen als Widerstandsgesetz das durch Glcich- 
ung 171) gegebene ein, so erhalten wir statt  181) 

Hierin sind die Ausdrücke 
CE u CET' 6: - + C und Tl1= Tf-  - 
d 9  d <p 

lediglich Funktionen des Kurbelwinkels y. Hiitten wir ein allgemeinere~ 
Widerstandsgesetz, z.R. 172), so konnten wir dasselbe, wie schon früher 
bemerkt, in der Erwartung geringer Schwankungen d~ von E auf die 
Porm 172a) bringen. Ausserdem aber hiitten wir dann unter Vernach- 
lassigung von ( A E ) ~  

J =  &'a= E?,U+ 2&,Ud&, 

und die Gleichung 181) würde übergehen in 

Auch hierin sind der Klammerausdruck der linken Seite, sowie 
7; und die ganzc rechtc Seite lediglich Funktionen von rp, so dass, 
wenn wir uns LIE noch durch 9 ersetzt denken konnen, die Integration 
von 182a) auf diejenige von 182) zurückgeführt ist. Wir wollen UnB 

daher in der Folge nur mehr mit der einfacheren Gleichung 182) be- 
schiiftigen. Multiplizieren mir dieselbe mit einer zunachst noch un- 
bekannten Funktion !P von cp als integrierendem Faktor, so geht sie 
über in 

182 b) 

deren linke Seite als Differentialquotient von e 2 U T  aufgefasst werden 
kann, wenn die Bedingungsgleichung 
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oder 

erfüllt ist. Daraus ergiebt sich aber der Wert des integrierenden Paktors zu 

wenn y. der Anfangsstellung q = O entspricht. Bus Gleichung 182b) 
folgt nunmehr durch Integration nach ~p 

Wenn es gestattet ist, U =  O, zu setzen, was fiir ausgeglichene 
Mehrkurbeluiaschinen beilauGg zutrifft, so darf man statt 184a) auch 
schreiben c <p 

Crp 

184b) Co (2."- e:) =Ji %rdv. 

O 

Wihrend nun im Falle einer vorgelegten Widerstandskurve die 
mi t t l e r e  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t  E, willkürlich gegeben, bezw. der 
Maschine vorgeschrieben werden konnte, richtet sich dieselbe hier 
nach dem Werte der Konstanten C des Widerstandsgesetzes. Pür den 
mittleren effektiven Tangentialdruck, melcher mit dem mittleren Nutz- 
widerstmd identisch sein muss, haben wir daher 

oder wenn die Schwankungen d~ von e nur klein ausfallen, was 
praktisch immer angenommen werden darf', so folgt aus den Gleich- 
ungen 177) und 177a), welche alsdann auch hierfür giltig sind, 

Diese Formel kann man auch dazu benutzen, um bei vorgeschriebener 
Leistung und mittlerer Winkelgeschwindigkeit die Ronstante C zu er- 
mitteln, welche z. B. bei SchiEsschrauben mit deren Steigung eng zu- 
sammenhangt. Für die Berechnung der Totpunktsgeschwindigkeit F, 

ist übrigens, wenn C gegeben ist, die Kenntnis von e, hier nicht 
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notwendig, man erhalt vielmehr schon aus 184) durch Integration 
zwischen O und 2z  für den Beharrungszuil.tand, melcher durch 

Eg n = Po 

gekennzeichnet ist, 

oder auch B P 

186a) 

worauf dann die Bestimmung beliebiger Werte von E aus 184) 
~ E W .  184a) ohne weiteres moglich ist. 

Bei der praktischen Anwendung der vorstehenden Formeln ist 
man natürlich, da Y"' nur empirisch in Gestalt einer Kurve vorliegt, 
auf graphische Integrationen angewiesen. IIierbei verfihrt man, wie 
es in Fig. 53 geschehen ist, so, dass zunachst das Produkt T" !f? ge- 
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bildet wird, wobei man übrigens unbedenklich To-1 setzen darf, da 
diese Konstante sich ja doch aus der Gleichung 184) bezw. 186) weg- 
hebt. Dieses Produkt giebt dann die in Fig. 63 gestrichelte ansteigcnde 
Linie an, deren über der Abscisse gelegenen Flaclienstreifen ein MaB für  
das Integral der rechten Seite von 184) bildet. Dividiert man nunmehr 
die Gesamtfliiche dieser Kurve mit 7 ~ 2 ,  - 1, so erhalt man in  einem 
willkürlichen MaBstabe die Grijsse €2 U, und dann aus den einzelnen 
Fliiühenutreifen mit Hilfe von 184) alle andern Werte von 2 U. Diese 
Werte sind in Fig. 53 zu einer Kurve vereinigt worden, welche ober- 
halb derjenigen von T" verlauft. Dividiert man nun diese Ordinaten 
derselben mit den zugehorigen Werten von U, s n  erhalt man einc 
weitere Kurve der 2, welche mit C multipliziert sofort die Wider- 
standskurve W =  CE= ergiebt. Im vorliegenden Falle wurde der Ein- 
fachheit halber O = U, = const. angenommen, wodurch erreicht wird, 
dass man mit dem Verhkltnis der Mittelwerte (2 Ujm und Tk sofort 
die Widerstandskurve ableiten kann. 

B c i s p i e l .  Wir setzcn cinc ausgcglichcne Schiffsmaschine voraiis, welche 
mit n =  100 minutlichen Umdrehungen N=4000 PXe lcistcn moge. Alsdann ist 
die mittlere Winkelgeschwindigkeit F, =10,5 und bei einem Kiirbelradius von 
r = 0,7 m der auf den Kurbelzapfen rcdueierte mittlere Tangentialdruck 

75 . Ni 
W n ,  - TVn - Tm?- - - 40750 kg 

E m . T  

und damit die Konstante des Propellerwiderstandes 

Die auf den Kurbelzapfen reduzierte rotierende Xasse sei X =  1800, die 
hin- und hergehenden Massen seien so weit ausgeglichen, dass wir 

W u  haben nun in Fig. 6 3  absichtlich ein willkürliches Diagramm mit sehr 
starken Schwankurigen des Tangentialdruçkes gewiihlt, so ewar, tlass 

c , = 1 , 6 8 ~ :  und T ~ : ~ ~ ~ = O , ~ ~ T :  

wird. Der Mittelwert der K u ~ e  der T" F ist ebenfalls in Fig. 53 eingetragen 
und ergiebt :zfilr .ciT = 

O 

Weiter findet sich '4% z -6,166, also Yf2'2,=1=5,166, also nach Gleiçhung 186 a) 

und daraus sofort 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



202 Dynamik der Kurbelgetriebe. Von Prof. Dr. UANS LORENZ. 

Für  die Ermittelung der Werte von 8 %  wurde die ganxe Figur in Streifen 
7z 

von - = 30° zerlegt und deren mittlere Ordinaten in Gleichung 184 a) eingeführt. 
6 

Das Ergebnis bildet die ausgezogene Kurve der se U, aus der danu diejenige der 
Ce2 sofort folgt. Zdan erkennt iibngens schon aus dem Yerlaufe von E~ U, dass 
die Schwankungen des Quadrates der Winkelgeschwindigkeit sich in den Grenzen 

ELZ = 1,12 Pm, . ~ : ~ i ~  - 0,94 ~m 

entsprechend den Werten 
€mas = 1,06 Em, Emin = 0,98 ~m 

halten. Im Vergleich zu den grossen Schwankungen der Drehkreft sind die- 
jcnigcn der Widerstandskurve dcmnach schr unbedeutcnd. 

Die geringen Abweichungen der erhaltenen Widerstandskurve vom 
Mittelwerte Wm = lm führen auf die Vermutung, dass es praktisch 
zuliissig sein dürfte, die Winkelgeschwindigkeit E auch nach den 
Formeln des vorigen Paragraphen, also durch 

E ~ U - E , , ~ U ~ =  (TI1-Wm)da,-dL f 
O 

ctuf graphischem Wege zu ermitteln. I n  der That zeigt die auf diese 
Weise erhaltene über der Linie 2 U gestrichelt eingetragene und mit 
[2Uj bezeichnete Linie, für welche noch dazu vorerst s, ru E, an- 
genommen wurde, einen nur wenig abweichenden Verlauf. Dieses 
überaus oinfache Verfahren ist also praktisch sehr wohl zuliissig, voraus- 
gesetzt, dass man nachtriiglich die ganze Linie um die Differenz 

U - (2 Qrn 
verschiebt bezw. diese Verschiebung in der Widerstandskurve selbst 
nachholt. Jedenfalls also sollt-e man nicht veruZumen, bei Anwendung 
dieser Niihrungsmethode dieselbe durch eine nochmalige Probe mit der 
durch sie erhaltenen Widerstandskurve zu kontrollieren, wenn man es 
nicht vorzieht, überhaupt das oben geschilderte exakte Verfahren 
durchzuführen. 
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Uber die Derivierte eines Vektors. 

Von 

M. FR. DANIËLS 
in Freibnrg (Schweiz). 

-- 

In der Kinematik von J. S o m o f f  findet sich (S. 51-55) eine 
Methode zur Bestimmung der Projektionen auf drei b e w e g l i c h e  
rektanguliire Koordinatenaxen O ' k ,  OfT ,  O'f  von der geometrischen 
Dcrivicrtcn eines Vektors ii. 

W i r  werden hier in einfacher Weise und auf anderem Wege die 
von Somoff  gefundenen Formeln ableiten, und einige für die Mechanik 
wichtige Anwendungen davon machen. Wir  bedienen uns dabei der 
Vektormethode, welche aus den Untersuchungen von H a m i l t o n ,  
G r a s s m a n n ,  de  S a i n t  -Venant1), R c s a l ~ ,  Somoffs),  Massau4),  
Gibbs5), Heav is ide6) ,  F6pp17),  Demoulin8)  u. a. hervorgegangen, 
nach dem Ausdruck H e  a v i s i  de's9) als eine Art Quaternionenrechnung 
ohne Quaternionen betrachtet werden kann, die auf dem systema- 
tischen Gehrauch zweier Vektorenkombinationen heruht. 

Die erste wird von G r a s s m a n n  das innere Produkt, von Resa l ,  
Massau,  D e m o u l i n  u.A. le produit géometrique, von H e a v i s i d e  
und P o p p l  das skalare Produkt genannt; wir schreiben es mit P o p p l ,  
dem wir in der Notation gefolgt sind, 

%B = ABcos(%B),  

wo % und 9 die Vektoren, A und B ihre Tensoren sind. 

1) Comptes Rendus 1845. 
2) Trait6 de Cinematique Purc 1862. 
3) Kinematik, überaetzt von A. Z i a e t  1878. 
4) Cours de Mécanique de  l'UniversiL6 de Gand. '1879. 
5) On V 'ek t~rana l~s i s ,  Newhaven 1881. 
6) Electrical Papers 1892. 
7) Einführung in die Maxwellsche Theorie der Elektnzitat 1884. Geometne 

der Wirbelbewegung 1897. 
8) Mdm. s. l'application d'une mEthode vectorielle à l'étude de divers sysikmes 

de droites 1894. 
9) Electrical Papers Vol. II p. 621. 
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Die zweite Eombination wird von Ya s s a u  LA. moment géometrique, 
von H e a v i s i d e  und P o p  p l  das Vektorprodukt genannt und geschrieben 
V%B. 

E s  ist V%% ein neuer Vektor, senkrecht zu '% und zu '13 mit 
einem Tensor gleich AUsin(SI8)  und so geriühtet, dass SI, a und 

V%!B im Raume ein Rechtssystem bilden. Sind A,, A,, A,, BI, B,, B, 
die Projektionen von SI und 9 aiif die drei rechtwinkligen Axen, 
welche die Einheitsvektorcn i, i, E tragen, so ist 

Va23 = ( A B 3 -  A,B2)i 4- (A,& - AIU,)i + (A,B, - A,U,)f. 

Offenbar stellt naüh der ."bigeri Detinition Vut. die Gesehwindig- 
keit eines Funktes vor, dessen Radius Vektor t: ist, und der mit einer 
Winkelgeschwindigkeit, gleich dem Tensor von II, sich dreht uni eine 
durch O gehende Axe, welche dem Vektor II parallel ist. 

1. Für den Vektor SI -A, i + A,i + A,f, wo i, j, f drei unverander- 
liche Einheitsvektoren sind, ist bekanntlich die Derivierte in Eezug 
auf eine TTariabele t 

dix d A ,  . d A  - 
d t  - d t  t + - , t j + ~ $ t  

E s  kommt aber oft vor, besonders in der Mechanik, dass die 
Einheitsvektoren 1, nt, n in den drei s u  einander s e n k r e c h t  stehenden 
Axen, in Beaug auf welche ein Vektor 

zerlegt worden ist, selbst, sowie ihre skalaren Eoeffizieriten BI, B,, 
B3 Funktionen der unabhiingigen Variabelen t (gewohnlich die Zeit) 

sind. Was r i r d  in dieiem Falle 2 oder %3 soin'? 

Da die Axen zu einander senkrecht sind, so bcstehen die Relationen: 

welche differenziert noch die reiteren Beziehungen: 

. . 
4) - l i t r t=-mit ,  r i - n i ,  Tm=-lrii ,  

liefern. 
Aus der Gleichung 1) folgt durch Differenzierung: 

Im zweiten Teil des rechtsstehenden Ausdrucks Sind n u r  d ie  
s k a l a r e n  K o e f f i z i e n t e n  BI, B2, 23, differenziert; wir wollen das 

aa dureh [MI oder - andeuten. 
à t 
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Der erste Teil aber kann umgeformt werden. Durch Anwendung 
der fiir jeden Vektor giltigen Identitiit 

B = (51.1 + & m . m  + Qn.n  
auf ihn geht er über in 

(B1i1 +R,rirI + B,t i l ) l+  (B1inr + B2tirm + B,rim)m 
+ @,in + B,mn + B,nn)n, 

oder durch Hinzuziehung der Relationen 3) und 4) in 

(B3til - ~ ~ i m ) l +  ( ~ , i m  - B,titn)m + (B,ritn - B,itl)n. 

Es ist dies aber V l t ~ ,  wenn 

1st die Zeit t die unabhangigc Variabcle, so ist u ein nur von 
Stand und Geschwindigkeit der beweglichen Axen abhüngiger Vektor. 

Es geht also JI) iiber in 

was symbolisch auch geschrieben werden kann 

Differenzieren wir den Vektor u selbst nach Gleichung III), so 
bekommen wir it = V U U  + [u]; es ist also 

il = [u]. 
2. Um den zweiten Differentialquotienten. von 8 in Bezug auf 

t zu finden, differenzieren wir 8 noch einmal in der durch Gleichung III) 
gegebenen Weise. W i r  bekomrnen d a m :  

welche Gleichung symbolisch auch geschrieben werden kann: 

falls man nur bedenkt, dass 
a a Vu,23=Vu[a] und z V ~ ~ = V ~ S + V u [ b ]  

nicht dieselbe Bedeutung haben und deshalb die beiden Symbole 
a V u  und 

nicht commutativ sind. ' 
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Mit diescr Einschrankung ist, wie man jetzt leicht einsieht, die 

dritte Derivierte (VU + &)(')B und die nt8 Derisierte 

Wir  gehen jetzt dazu über, von der entwickelten Differentiations- 
formel einige für die Mechanik wichtige Anwendungeri eu machen. 

3. Mit einem sich bewegenden, f e s t e n  ICGrper ist ein rech t -  
w i n k l i g e s  Axensystem (Or E T  5 )  verbunden, dessen Ursprung O' in 
Bezug auf drei feste Axen (Oxyz), welche die Einheitsvektoren i j £  
tragen, die Koordinaten x,y,xo hat. Die Lage eines Punktes P des 
Kirpers, dem im bewegliclien System die Koordinaten g ,  7, 4' zukommen, 
wird dann bestimmt ,durch den Vektor 

!JI= (xoi + yoi + zOt) + (51 +Tm -I- Ca) 
oder 

% = % , + r ,  
wenn l m n  Einheitsvektoren in den Richtungen der drei beweglichen 
Axen O'E, Or7, 0't sind. 

Für  die Geschwindigkeit finden wir dann, wenn wir bedenken 
erstens, dass die auftretenden 8, 8, und r Funktionen der Zeit t sind, 
zweitens, dass [il = O .und deshalb u = Vur ist 

= 9, + Vur. 

Der erste Teil 8, ist  für alle Punkte des Korpers derselbe, und 
stellt deshalb eine Translationsgeschwindigkeit vor; der zweite Teil 
Vuz: ist die Geschwindigkeit, welche der Punkt haben würde, wenn 
der Korper mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich dem Tensor von u 
sich drehte um eine durch Or gehende und mit ü zusammenfallende 
Axe. 

4. Die B e s c h l e u n i g u n g  des Punktes P wird gefunden, wenn 8 
von neuem in Bezug auf t nach Gleichung III) differenziert wird. 
Dabei k k n e n  wir denVektor !% nach den drei beweglichen Axen ( 0 1 5 ~ [ )  
zerlegt denken, es wird d a m  

- ( V u  + A) (%,+ v u  r), 
oder, da [FI = O ist, 

%=Vu%, + Lj'iol +VuVur +Vùr. 
5. Sind nicht nur 1, nt, n, sondern auch die Koordinaten 6, ri ,  f 

Funktionen der Zeit, m.a.W. bewegt sich der Punkt P in Beeug auf 
die beweglichen Axen, so ist der Vektor 

[f1 = il + 'm + i i t ,  

der offenbar die Geschwindigkeit in der relativen Bewegung vorstellt, 
nicht mehr gleich Null, und 8 wird in dem Palle: 
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% = (%,+ Vur) + [il, 
ist also die Summe der Geschwindigkeit, welche ein momentan mit P 
zusammenfallender Systempunkt haben würde, %, +Vur und der Ge- 
schwindigkeit in der relativen Bewegung Li]. 

6. Wollen wir wissen, wie die B e s c h l e u n i g u n g  d e r  a b s o l u t e n  
G e s c h w i n d i g k e i t  zusamrneiîh%@ mit der R e s c h l e u n i g u n g  d e r  
re la t iven  G e s c h w i n d i g k e i t ,  so hrauchen wir den Ausdruck für die 
absolute Geschwindigkeit des Punktes Y 

f t=$I ,+Vur+[i]  

nur noch einmal nach der Differentiationsformel III) zu differenzieren. 
Wir  finden dann für die Beschleunigung der absoluten Ge- 

schwindigkeit : 

oder 8 =(vu + ; t j  + +;)(y 

Der erste in Klammern stehende Ausdruck ist die Beschleunigung 
des Systempunktes p ,  mit welchem der Punkt P nioxnentan zusammen- 
trifi ;  der Vektor [ri]], wo die doppelten Klanimern stehen, um an- 
zugeben, dass in r = 5 1 + q m + S n .  

nur  zweimal in  Bezug auf t differenziert werden sollen - stellt 
die Bcschleunigung der relativcn Geschwindigkeit vor. - Der Vektor 

2 Vu [il 
endlich, der offenbar senkrecht steht zu u und [El, bildet die kom- 
plementire oder zusammengesetzte Centrifugalbeschleunigung (Coriolis). 

7. E s  ist jetzt auch moglich, in einfacher Porm die Beziehung 
xmischen den relativen und absoluten Beschleunigungen h o h e r e r  
Or d n u n g  anzugeben. 

So ist z.B. die Beschleunigung zweiter Ordnung der absoluten 
Geschwindigkeit 

... a (2) 
8 = ( V u  + ,) ilIo + ( V u  + ;)r3ir. 

E s  enthiilt die rechte Seite einen Teil, 
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der nur von r, nicht von fi] und [fi]] a b h k g t ,  der also allein übrig 
bleibt, wenn [il und [f;]] gleich Nul1 gesetzt, m. a.W. der Punkt P 
als fest mit den beweglichen Axen verbunden gedacht wird. E s  ist 
das die Beschleunigung zweiter Ordnung des Systempunktes p,  mit 
welchem P momentan zusammen trifft. Ausserdern kommt vor 

und dieser Vektor ist offenbar die Deschleunigung zweiter Ordnung 
der relativen Geschmindigkeit. W a s  d a m  noch übrig bleibt 

ist die komplementiirc Beschleunigung zweiter Ordnung. 
Allgemein gilt für die Beschleunigung (rc-l)ter Ordnung ?JI(.) 

der absoluten Geschwindigkeit 9 
( V u  tg)"-'%. + ( V u  + 

wo der von [;J, [1 y]] . . . u. S. w. unabhüngige Teil die Beschleunigung 
derstilben Ordnung des Systempunktes ist, der augenblicklich mit 1' 

zusammenfallt; Iltn die Beschleunigung n. - lEter Ordnung der relativen 
. . 

Geschwindigkeit und der übrig bleibende Teil die komplementare 
Beschleuriigung (n - l)t" Ordnung vorstellt. 

8. Sind v,, v,, v, die Komponenten der absoluten Geschwindigkeit 
eines Punktes P in Bezug auf die beweglichen Axcn - i s t  also 

' 

jS = vxl  + vym + van,  
so bestehen nach B o u r  (Journal de Liouville, 2me Série t .VI I I  1863) 
die Beziehungen dnz 

Joz = ~ V Z  - yvy+ -- d t 

wo J,,, J,, ,  J, ,, die Projektionen der Beschleunigung von der ab- 
soluten Geschwindigkeit auf die beweglichen Axen sind. 

E s  k6nnen dieselben lcicht durch die Diffcrcntiation nach Gleich- 
ung III) aus 

! k = v x l + v y m + v , n  
gefunden werden. W i r  bekommen namlich 

9 -vu's + [a], 
und wenn wir bedenken, dass allgemein 
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und deshalb, sobald p, 4, r die Projektionen von u auf OfE, Ofv, 0'6 
sind, 

V u % = = ( q ~  - r v Y ) l +  (rv2-pv,)m+ (pu, +pv,)n 
ist auch noch 

E s  ist aber 
% = Ja , l  + J,,m + Ja,n,  

und deshalb 
d ?;z Jazz P V l +  T V Z  f -- U. 8. W. d t  

9. E s  ist klar, dass die Differentiation nach der Formel 

auch noch angewandt werden kann, wenn die Bewegung in einer 
Ebene oder parallel zu derselben stattfindet. In dem Palle lassen wir 
mit derselhen die Ebenen xy und 6 7 1  zusamrnenfallcn. E s  ist  dann 

B 0 = 5 ' = O ,  

und weil wohl die Richtung von 1 und m, nicht aber die von n sich 
iiiidern kann - von einer ;<nderung dcs Tensors von n kann über- 
haupt keine Rede sein -, so ist n = O, deshalb auch mit = - m n  = O 
und u = 1 m . n  
d.h. die Rotationsaxe fallt mit der Riçhtung n zusammen, steht also 
zur Ebene senkrecht. D a s  s k a l a r e  P r o d u k t  e ines  b e l i e b i g e n  i n  
der E b e n e  l i e g e n d e n  V e k t o r s  m i t  II i s t  d e s h a l b  Nul l .  

E'ür einen Punkt P der beweglichen Figur, der bestirnmt ist durch 
den Vektor 

% = ( x o i + y o i ) + ( ~ l + r j m )  oder %=%,+t: 

wird, da [il = O ist, die Geschwindigkeit 

sein. Für den Punkt C, bestirnmt durch den Vektor r,, welcher der 
Gleichung 

1 
6) $ tO+Vurc=0 oder r , = ; i . V ~ ~ o  

genügt, ist die Geschwindigkcit Null. Subtrahieren wir die Gleichung 6) 
von 5), so bekommen wir 

% =Vu@ - x,). 
Die Gesühwindigkeiten der versühiedenen Punkte der beweglicheu 

Figur sind deshalb so, als ob dieselbe augenblicklich sich um eine 
Zeitschrift f .  Mathematik a. Physik. 45. Band. 1900. 4. Heft. 15 
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durch den Punkt C a %d&hkbthf ; l r i tn i i  + ,gcLdnde- und kedcrecht 
zur Ebene stehende Axe mit einer Winkelgeschwindigkeit gleich. d m  
Tensor von u drehte) 

Da u, und 9, von der Zeit abhkigige Vektoren &id', ~so bd- 

schreibt das Momentancentry ilq d e r  b e w e g l i c h e n  F i g u r  eine 
gewisse Kurva c,  deren Gl~idbung 1st 

- . = $ V u %  

Es beschreibt aber auch eine Kurve (c) i n  d e r  f e s t e n  Ebene,  
und die Gleichung dieser Karve ist 

8,- m, + $ VU%. 

10. 1st der Punkt P nicht, wie wir bisher voraussetzten, fest mit 
der beweglichen F i p r  und mit den Axen O'Ey verbunden, also [El 
nicht Null, so wird die Geschwindigkeit desselben sein 

9 - 3, + V u r  + [FI, 
oder auch nach Gleichung 6) 

(I 
I n  .dieser Lage ware z.B. ein Punkt, welcher dem Nomentan- 

cen t rud  hi seiner Brwegung auf den Kurven c und (c) folgeh würde 
und da für denselben die von O und 0' aus gerechneten Vectoren %, 
und r, sind, so ist 
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d. h. es sind die Geschwindigkeiten, womit sich der genannte Punkt 
auf den Kurven (c) und c bcwegt, gleioh grosu, adcr: die Kurve c 
rollt ohne Gleitung auf der Eurve (c). 

11. Ein Purikt P der Figur beschreibt bei ihrer Bewegung in der 
Ebene eine Kurve, von der es leicht ist, den Hrümrnungsradius zu 
bestimmen. 

Da niimlich die Geschwindigkeit des Punktes 

!t? = vu (r - rc) 
ist, wird seine Beschleunigung 

sein. Wollen wir die n o  r ni a l  e Komponente dieser Beschleunigung 
haben, so müssen wir skalar mit einein Einheitsvektor in der Richtung 

t c  - r PC ,  d. i. mit - - multiplizieren; wir bekommen dann: 
PC 

O 

7 )  Cr, - r) - (rc - r) V u  V u  (r - rc) ('c - ') - Vu - 'c) 
- - - + 8 t -. - 

P C  Y C  1' C 

Für  die normale Besahleunigung, welche links steht, kann be- 
kanntlich geschrieeb werden: 

ai 2 a {Vu <r - r,)] T e  . $7 
- oder oder -ci 
F M  P 3f P M  

wenn r der Tensor von u und ll1 das Hrümmungscentrum ist. 
Fiir den ersten Term rechts k6nnen a i r ,  da u und r - l, zu ein- 

ander senkrecht sind, schreiben: 

ue(r - rc)% Ta.p-ce - 

- oder oder r e -  P C ,  
1' C PC 

und für den zweiten, wenn wir bedenken, dass 

(rc - ~ ) V U ( T  - G) 
und [il Nul1 sind, und dass die Vectoren U, [i,] und (r - Y,) ein 
Linkssystem bildcn: 

(r - - rc) V ü  [&] 
--- 

u V [il (r - rc) 
- oder - -~ - oder - r u  sin O ,  
PC P C  

wenn v der Tensor der Geschwi~idigkeit [r,] und 8 der Winkel zwischen 
[r,] und CT' ist. E s  geht dadurch, wenn wir noch 

pyy = p z  - arc 
setzen, die Gleichung 7 )  über in: 
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v 
welche nach einer einfachen Reduktion, bei welcher wir = 71 setzen, 
die bekannte Formel von E u l e r - S a v a r y  

liefert. 

12. 1st mit den beweglicben Axen O1Eri eine Kurve d fest ver- 
bunden (siehe Figur), so wird diese bei der Bewegung fortwiihrend 
eine andere Kurve (d), ihre Enveloppe, berühren. Der Kontaktpunkt D 
ist kein fester Punkt der beweglichen Figur; er bewegt sich im Gegen- 
teil auf der Kurve d mit der relativen Geschwindigkeit [id], wic er 
auf der Enveloppe (4 mit der absoluten Geschwindigkeit 3, fortschreitet. 

Beide Geschwindigkeiten haben dieselbe Richtung, namlich die 
der gemeinschaftlichen Tangente. Nun ist 

! R d = =  %,,+rd 

und deshalb nach Gleichung III): 

jz, = 3, + Vür,  + [id] 

%d - Vit ( r d  - rc) + [ i d ] .  

Da '$ld und [&] die Richtung der gemeinschaftlichen Tangente 
haben, so hat aiich ihre Differenz 

vu(ra! - TC) 

diese Richtung; die genannte Tangente steht also senkrecht zur Ver- 
bindungsgeraden rd - r,, d. i. senkrecht zu CD. 

Offenbar ist die Differenz 

die Geschwindigkeit, womit die Kurve d auf der Kurve (4 gleitet. 
Sic wird Null, wenn rd = r, ist, d. h. dio Kurve der Momentancentra c 
ist die einzige, welche 'uei der Bewegurig der Figur auf ihrer Erive- 
loppe (c)  rollt ohne Gleitung. 

Da, [id] dieselbe Richtung hat wie 

setzen, wo m ein skalarer Faktor ist; es wird dadurch 

9, - (1 + m)Vu(rd - r,) 
und wcnn wir noch einmal nach Gleichung III) differenzieren: 
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Projizieren wir diese Beschleunigung auf die Normale ~7, indern 

wir mit einem Einheitsvektor in dieser Richtung also mit 
DC 

skalar multiplizieren, so bekommen wir links die n o r m a l e  Kom- 
ponente der Beschleunigung, fiir welche auch 

oder (1 + { (  - c d z  (,der ( ~ t r n ) ~ . r ~ . ~ ~ ~  
D >qd) ~ T Z ( ~ ~ )  D M ( ~ )  

geschrieben werden kann, wo M(d) der Krümmungsxnittelpunkt der 
Enveloppe (d) ist. Der erste Term rechts wird 

(1 + m ) - @ . T C ,  

der zweite und rierte werden Null, und der dritte wird: 

oder 

oder endlich noch 
(1 + m ) ( m r a - m -  rr sin 8) 

wo v, r und ô wieder die oben angegebene Bedeutung haben. Die 
ganze Gleichung 8) wird dadurch: 

Vereinfachen wir diese Gleichung, indem wir wieder 
v 
- = 7c und = - 3&,, C 

setzen, so bekommen wir 

9) 
1 1 .  1 t r n  -- 

c k sin Q 
Wird auf 

[ r d ]  = ?%VU ( r d  :à rt,) 
a nur die Operation st, nicht  di^: Operation Vu angewandt, so hekommt 

man: 

lCi11 =  vil (rd - rc) + mVu ([id] - + I ~ Z  VU (rd - TJ , 
Tc - rd und wenn dieselbe wieder mit dem Einheitsvektor - skalar mu1 ti- 
D C  

pliziert wird, so wird die linke Seite gleich der normalen Beschleunig- 
ung in der relativen Bewegung, also gleich 

10) 
[;dlZ m2/Vn(rd - rc))' r n z .  r a .  DCA -- = -- - - 

n M d  
- 

1) 1% U J f d  

wenn Md Krümmungscentrum der relativen Bahn des Punktes D, d.i. 
dcr Kurve d ist. 
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1 Der 'erstb uncl' dritte Term gechts werden wieder Null,, und fiir 
deh zweiteq findet man4 + ganz ahnlicber Weise verfahrend wie oben 

-- 
m z ; r z 9 D C -  m ~ v ~ i n e .  

Die Gleichung 10) geht dadurch über in; 1 

oder, wenn wir wieder , 

7 -  l i '  flïlPd = Dc - MdC und - = k 

setzen. in 

Subtrahieren wir endlich 11) von 9), so bekommen wir: 

was mit der oben gegebenen E u l e r  - S ava r  y schen Gleichung den be- 
kannten Satz liefert: Wenn eine Kurve d sich in ihrer Ebene bewegt, 
so Fillt da8 Krümmungscentrum ihrer Enveloppe (d) zusammen mit 
dem Krümmungscentrum der Trajektorie vom Krümmungsmittelpunkt 
der Kurve d. 

13. Es  lasst sich mit Hilfe der Gleichung III) auch in direkter 
einfacher Weise die bekanntc Relation 

beweisen, wo R, und R(,) die Krümmungsmittelpunkte sind von den 
Kurven c und (c) der Momentancentra. 

Aus der früher gefundenen Gleichung 

folgt nimlich durch Anwendung der Gleichung ILI): 

und wenn wir diese mit einem Einheitsvektor in der Richtung der 

multiplizieren, so wird die linke Seite die normale Beschleunigung der 

('c)' rorstellen; der erste Term rechti absoluten Geschwindigkeit also -- 
wird 

'JiK 
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oder 

oder 

und der zweite stellt die normale Beschleunigung der rclativen Ge- 

vor. Dividieren wir die ganze Gleichung durch [t,]', so bekommen 
wir also 

1 1 1 _ - - - - .  
Bc q c )  k 
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Bemerkungen zu Bernhard Riemanns Vorlesungen 

über elliptische Funktionen. 

Bei der Herausgabe dieser Vorlesungen (Leipzig 1899) habe ich eine 
Reihe von Erlauterungen u i d  Erganzungen hirizugefagt, die mit dern 
Text in engerverbindung stehen. An dieser Stelle mochte ich noch ein 
paar Zusiitze geben, die in erweitertem Sinne eine Ergiinzung zu den 
Riemannschen Ausführiingen bilden. E s  sind dies Siitxe über algehraische 
E'unktionen und Anwendungen derselben auf das Abelsche Theorem 
und das Additionstheorem der elliptischen Funktionen in der Anord- 
nung, wie sie auch in  der Einleitung meiner ,,Theorie der Abelschen 
Funktionen': Leipzig 1896, S. 2-5 kurz zusammengestollt sind, um 
das Verstiindnis der dort entwickclten analogen Tcile in der Theorie 
der Abelschen FunkLionen (Abschnitt II und III) zu erleichtern. Die 
Satze an  sich sind bekannt, es handelt sich nur urn die Form, die 
ilinen hier gegeben wird* 

Die Betrachtung schliesst unmittelbar an Abschnitt A $5 a und b 
in Riernanns Vorlesungen (citiert R) an und setzt nur die Kenntnis 
dieser beiden Paragraphen voraus. 

5 1. Allgemeine Eigenschaften der Pnnktion R(x, y). 

Im R. A 5 a wurde 

l> y =m) = f z . l -  x.1-k2z 
als Funktion von z untersucht und gezeigt, dass diese Funktion in der 
zweiblüttrigen Verzweigungsflache 1 einwertig ist.** Unsere Aufgabe 
soll die Untersuchung gewisser algebraischer Funktionen sein, namlich 

* Eine andereFassimg und Regriindimg derselben Sat,ze findet sich in Thornae, 
Abriss einer Theorie der Funktionen etc (3.hufl. Halle 1890, $5 81- 84 u. 107, 108). 

** Benutzt man noch die ~\bbildiing der Plache T mittels des elliptischen 
I n t ~ g r a l ~  Gattung u (1) 5 6 auf da8 Periodenparallelogramm, diirch welche die 
Identitiit der rationalen Funktionen R ( x 7  y) mit den doppelt periodischen Funk- 
tioncn F(u) von u bcgründet wird, so erkennt man leicht die Analogie zmischen 
den Satzen in $5 1-3  mit den Satzen von Liouville iiber doppelt periodische 
FunMionen (vergl. R. Abschnitt 1 5  1). 
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der r a t i o n a l e n  F u n k t i o n e n  R(x,  y) der beiden Variabeln (x, y) ,  die 
durch die Glcichung 1) verbunden sind. E s  gelten hier mit charak- 
teristischen Abweichungen Lhnliche Satze, wie für eine ratiogale Funk- 
tion einer einzigen Variabeln. 

Eine rationale Funktion R(x, y) l i ss t  sich mit IIilfe von 1) leicht 
auf die Borm bringen 

2) 
Mt NY, 

R(x, Y) = 7 
wo H, N ,  P g a n z e  rationale Funktionen von x sind, die keinen 
Paktor mehr gemein haben. Es gelten nun folgende Satze. 

1. E i n e  F u n k t i o n  R(x, y) is t  e i n e  e i n d e u t i g e  F u n k t i o n  
d e s  O r t e s  i n  d e r  V e r z w e i g u n g s f l a c h e  T von  y. 

Da niimlich in der E'liichc 7 sowohl x wie y  eindeutige Funk- 
tionen des Ortes sind, so gilt dasselbe für den Ausdruck 2). Die 
Funktion R(x,  y) hat demnach auch in der Umgebung eines jeden 
Punktes von Y' eine Entwickelung von demselben Charakter wie y, 
also eine Entwickelung nach .Potenzen von (x - a)  oder (x - a); oder 

1 
x>, je nachdem der Punkt (x, y) ein regularer Punkt (a, 6) oder ein 
Verzweigungspunkt (a, O) oder der Verzweigungspunkt (x = y = oo) 
ist. Die Funktion 2) wird forner unendlich nur in einer e n d l i c h e n  
Zahl von Punkten und in dieseri riur in e n d l i c h e r  Ordnung, 
wie leicht zu sehen (vergl. auch Satz II). Die Entwickelungen in 
diesen Punkten enthalten daher auch nur eine endliche Zahl von un- 
endlich werdenden Gliedern. Jede Entwickelung von R gilt innerhalb 
eines Konvergenzkreises, der durch den niichsten Unstetigkeitspunkt 
der Bunktion R oder aber durch den nichsten Verzweigungspunkt von 
T geht. Wegen der Eindeutigkeit in  T nennt man die Gesamtheit der 
rationalen Funktionen von (x, y) ein System von g l e i c h v e r z w e  i g t  e n  
oder wie  T v e r z w e i g t e n  Funktionen. 

Die beiden werte von R(x,  y), die demselben Wert von x ent- 
sprechen, fallen immer und nur dann zusammen, wenn die beiden 
Werte von y zusammenfallen, d. h. also in den Verzweigungspunkten 
der Flache T. Eine rationale E'unktion M :  P von x allcin hat die 
Eigentümlichkeit, dsss ihre Werte und Entwickelungen dieselben sind 
in zwei regularen, über einander liegenden Punkten von 7, d. h. in zwei 
Punkten, die gleiches x, aber entgegengesetztes y haben. Eine Funktion 
der Form Ny : P hat die Eigentümlichkeit, tlass ihrc Werte und Ent- 
wickelungen in zwei solchen Punkten von ï' von entgegengesetztem Vor- 
zeichen sind. 

II. D i e  Z a h l  d e r  0' und no1 P u n k t e  e i n e r  F u n k t i o n  R ( Z ,  y) 
in  d e r  F l ü c h e  T i s t  d i e  g l e i c h e  u n d  h e i s s t  d i e  O r d -  
n u n g  d e r  F u n k t i o n  R(x, y). 

Bei dieser Ausdrucksweise ist festzuhalten, dass in einem Punkte 
(a, b) von T, der kein Vcrzweigungspunkt ist, die Grosse 2 - a ,  in 
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1 
einem Verzweigungsphnkt x = a: die Grosse (x 1 a)* und in dern Ver- 

zweigungspunkt x - o;, die Grosse x- : als unendlich klein von der 
ersten Ordnung gilt; ferner dass ein Punkt,  in dem die Funktion = Op 

oder - N Y  wirtl, bez. fiir p O1 oder g no1 Punkte gilt. Wir  setzen in- 
des i n  d e n  folgei idei i  P a r a g r n p h e n  d e r  E i n f a c h h e i t  ha lber  
v o r a u s ,  dass die O und cc Punkte von R(x ,  y) nur von der ersten Ord- 
nung sind und nicht in Verzweigungspunkte oder ins Unendliche fallen. 
Zum Beweise von II) braucht man nur die Zahl der 0' und no1 Punkte 
von Rb, y) wirklich zu bestimmen. 

Wir  betrachten zuersC eine g a n z e  r a t i o n a l e  F u n k t i o n  G(x, y) 
von der Form 

G ( x ,  y) - JI+ A7y = (n,+a,rx:+ . . . + n,zn) 
3) + y(B,+ 0,x +..- + 7 1 , , - ~ x ~ - ~ ) .  

Dies0 Funktion wird für z - oo gleich men  (da x = cc2 und 
y = mS ist). Die Nullpunkte der Funktion ergeben siçh aus den 
beiden Gleichungen 

J f + N y = O  und y 2 = @ , k ) ,  

oder, wenn man y eliminiert, aus 

Diese Gleichung ist vom Grade 2t2 in x oder sie hat 2r2 Wurzeln 
x = xl, x2, . . . x z n .  Zu jedem dieser 2.72 Werte xi geh6rt ein be- 
stimmter Wert  yi - - ( N  : N),, , so dass die Funktion G (x, y) 2% 0' 
Punkte (xi,yi) hat. Daher ist die Zahl der 0' und ciol Punkte der 
Funktion dieselbe = 2% oder die Funktion G(x, y) ist von der geraden 
O r d n u n g  2%. 

Betrachtet man dagegen eine ganze rationale Funktion von der 
Form 

~ , y ) = 1 7 1 + A ~ y = ( a , + a , z + - . . + a , - ~ z ~ - ~ )  

+ y @ , +  B,x+- .  .+ b , - z ~ " - ~ ) ,  

so ist die'ordnung eine anclere. Die Funktion 3a) wird fur x = ao 
gleich w Z n - l .  Die Nullpunkte von 3a)  ergeben sich wieder aus der 
Gleichung $1' - N" (x, k )  = 0,  die jetzt vom Grade 2% - 1 in x ist. 
Zu jeder der 2% - 1 Wurzeln x, gehort wieder ein bestimmtes y,. 
Daher ist  die Zahl der 0' und ool Punkte der Funktion 3a) dieselbe 
= 2% - 1 oder die Funktion 3s )  ist von der u n g e r a d e n  O r d n u n g  
2% - 1. 

Die beiden Funktionen 3) und 3a)  sind die allgemeinsten, ganzen 
rationalen Funktionon (x, y) der genannten Ordnung oder diejenigen, 
welche im Vergleich zu ihrer Ordnung die meisten willkürlichen 
Koeffizienten oder willkürlichen Nullpunkte haben. Pür jeden anderen 
Grad von H und N hat die Funktion ebenfalls eine bestimmte Ord- 
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nung, iudes ist die Zahl der willkürlichen Koeffidienten der Funktion 
dann nicht mehr die griisste im Vergleich zu dieser Ordnung. 

Geht man zur g e b r o c h e n e n ,  r a t i o n a l e n  F u n k t i o n  R ( x , y >  
über, so ist die allgemeinste Porm derselben 

Sind x',, x r2 ,  . . ., z', die Wurzeln von P = O ,  so wird die Funk- 
tion 4) = cw' in jedeni der Punkte 

( + ) und (x'ip - y',), 
also im ganzen in 2112 Punkten von P. Sie wird - O1 in den durch 
die Gleichungen 

Ma-  N2.(x, 7;) = 0 und J I +  N y  = O 
bestimmten Punkten, also ebenfalls in 2 7 ~  Punkten 

(X Oh, y O,,) (h = 1, . . ., 2 712). 
Die Funktion 4) ist also im allgemeinen Ton der O r d n u n g  2m. 

Fallen einzelne der cm' Punkte mit 0' Punkt zusammen, so erniedrigt 
sieh die Ordnung um die Zahl dieser Punkte. 1st der Grad von 
JI, AT,,Y in x ein anderer als der in 4) angegcbene, so ist die Ordnung 
ebenfalls leicht zu bestiuiirien. Die Funktion hat aber d a n  nicht 
mehr die p6ss te  Zahl von willkürlichen Koeffizienten im Vergleich zu 
ihrer Ordnung. 

5 2. Bildnng von R(x ,  y) ans den 0' und oo' Pnnkten. 
An diese Satze schliesst sich die Aufgabe, eine Funktion R(x,  y) 

aus gegebenen Elcmenten zu bilden. Für  eine rationale Funktion R(z) 
einer einzigen Variabeln a geltcn bekanntlich die zwei eng verbundenen 
Sztze: 

Eine Funktion R(z) von der Ordnung m ist durch ihre m m 1  und 
mO1 Punkte bis auf einen konstanten Faktor bestimmt; diese 2m Ele- 
mente sind unabhiingig von einandcr. 

Eine Funktion R(z) von der Ordnung m ist durch ihre m cm1 Punkte 
und die zugehorigen Residuen bis auf eine additive Konstante be- 
stirnmt; auch diese 2 m  Elemente sind unabhangig von einander. 

Entsprechend hat man hier die heiden Aiifgabm, eine rationale 
Funktion Ii(x, y) zu bilden, wenn entweder ihre cm1 und 0' Punkte 
oder ihre cm' Punkte und die zugehorigen Residuen gegeben sind. E s  
zeigt sich aber dabei, dass jedesmal nur ein Teil dieser Elemente will- 
kürlich wahlbar ist und es handelt sich daher weiter um eine u'nter- 
suchung der Abhlngigkeit dieser Elemente von einander. 

Die e r s t e  der beiden Aufgaben lautet: 
E i n e  F u n k t i o n  R:2, y) vuri d e r  Ordnur ig  ?n a u s  d e n  m m 1  

u n d  d e n  m O I P u n k t e n  zu b i l d e n  u n d  d i e  B e d i n g u n g s -  
g l e i c h u n g e n  z w i s c h e n  d i e s e n  2 n z P u n k t e n  a n z u g e b e n .  
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mTir losen die Aufgabe zuerst wieder für eine g a n z e  r a t i o n a l e  
Funktion G(x,  y), deren ml Punkte samtlich in den Verzweigungs- 
punkt x - oo, y = ao fallen. Die gesuchte Funktion hat die grosste 
Anzahl von willkürlichen Koeffizienten im Vergleich zu ihrer Ordnung, 
wenn sie von der Form 3)  oder 3a) 5 1 ist. E s  sind daher wieder 
zwei Palle zu unterscheiden. 

E r s t e n s  sei m = 2 n ,  a190 m gerade .  Die O1 Punkte der Funktion 
seien 

("coi, yoi) (i= 1, 2, . . . 2%). 

Dann ist  für die gesuchte Funktion die Forru 3) 5 1 zu wiihlen, welche 
in + 1 + f i  - 1 = 2 n  homogene Koeffizienten a, b hat. Nun sind die 
2% -1Verhàltnisse dieser Koeffizienten bereits bestimmt durch die 2%-1 
ersten O' Punkte 

("coi, y ? ) ( i = l ,  . . . 2 n - l ) ,  

die beliebig gewahlt werden konnen. Die so bestimmte Funktion G(x,y) 
enthiilt dann noch einen unbestimmten F a k t o r  sie ist aber, abgesehen 
von diesem Faktor, auch die einzige Funktion, die den gestellten Be- 
dingungen genügt; denn gabe es eine zweite solche Funktion, so 
hiitte man in dem Quotienten beider eine Funktion, die in T ein- 
deutig und nirgerids mehr unendlich ware. Eirie solche Funktion ist 
aber nach bekannten Siitzen eine Konstante. 

Nach dieser Betrachtung ist  der letzte oder 2nt" O' Punkt (xo2 ,, ? j 0 Z n )  

der Punktinn durch die iibrigen bestimmt und es muss zwischen dcn 
Koordinaten (xO,, yui) der Bn O' Punkte e i n e  Relation bestehen. Um 
diese aufzustellen, hat man nur den Ausdruck 3) 5 1, gebildet für die 
2% O1 Punkte ( x o i ,  yoi)  gleich O zu setzen. Dies giebt 2 n  Gleichungen, 
aus denen die Koeffizienten a ,  b zu eliminieren sind. Man erhalt so 
die gesuchte Bedingung in Determinantenform, niimlich 

1) 1 x?. . . z ? ~ ,  y: yLOxtO..  . y i0x?n-8= O ( i = l , . .  . Zn), 

wenn man zur Abkürzung für eine 2% Reihen von der Form 1) ent- 
haltende Determinante nur die ite Eeihe anschreibt. 

Ersetzt man in dieser Determinante (xo2,, y0Zn) durch die Koordi- 
naten (x, y) eines variabeln Punktes, so stellt sie bis auf einen un- 
bestimmt bleibenden, konstanten Faktor die gesuchte Funktion G ( x ,  y) 
dar, gebildet ails den 212- 1 ersten, willkürlichen 0' Punkten. 

Z w e i t e n s  sei m = 2% - 1, also m u n g e r a d e .  Die O' Punkte 
seien 

(xi yLO) (z = 1, . . . , 2 n - 1). 

Dann ist für die gesuchte Funktion die Form 3 a) 5 1 zu wahlen. 
Auch hier zeigt sich, dass die Funktion schon durch die 

qn - 1 = 2 n - 2  

ersten OIPunkte bis auf eincn konstanten Faktor bestimmt ist und 
dass zwischen den 2.12 - 1 O' Punkten die Ilelation besteht: 

2 )  1 xiO . . .  x?n-l yio y , 0 ~ , 0 . . . y , O x , ~ ~ - ~ = O  (i=1, . . .  2m-1). 
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Zugleich folgt, dass eine ganze rationale Funktion G ( x ,  y) nicht 
von der Ordnung m = 1 sein kann; dann ware niimlich '>û - 1 und die 
Funktion 3a) 5 1 eine Eonstante. 

Wir kommen zur Losung der Aufgabe fùr  die a l lgemeine  r a -  
t ionale  F u n k t i o n ,  d .h .  zur Bildung einer Funktion R(x, y) von der 
Ordnung m aus den 9n O1 Punkten und den m ciolPunkten 

(xi0, y?) und (x li, y ',) (i = 1, . . ., wz). 

Der Einfachheit halber iiehmen wir wieder an, die gegebenen Punkte haben 
eine allgemeine Lage, sie sollen also nicht in Verzweigungspunkte von 
I fallen und ausserdem sollen nicht zwei von ihnen übereinander- 
liegende Punkte in den beiden Bliittern von 1 sein. 

Die gesuehte Funktion R(x ,  y) hat die grosste Zahl von will- 
kürlichen Koeffizienten im Vergleich zu ihrer Ordnung, wenn sie von 
der Form 4) 5 1 ist. Der Nenner P ist offenbar 

3) P = x - x ' l . x - x ' 2 .  . . x - x ' , .  
Dieser Ausdruck wird aber = O' in den 2 m  Punkten (x,', y,') und 

(x,', - y,') von 1. I n  den letzten m Punkten (x,', - y,') muss daher 
auch der Zahler verschwinden. Dieser hat 2 m  homogene Koeffizienten, 
von denen nur die 2m - 1 Verhiiltnisse in Betracht kommen. Liss t  
man nun den Zahler in 4) 5 1 zunachst f ü r  die m Punkte (x,', -y,') 
und dnnn noch fur die m - 1 ersten O' Punkte 

(x& y,O) (i = 1, . . ., w z  - 1) 

verschwinden, so ist er  bis auf einen unbestimmt bleibenden, kon- 
stanten Faktor vollkommen bestimmt und damit ist auch der letzte 
O1 Punkt bestimmt. E s  muss also zwischen den m ml Punkten und 
den m O' Punkten e i n e  ltelation bestehen. Auch. hier kt die so be- 
stimmte Furiktion (abgesehen von dem konstanten Faktor) die ein- 
zige, die den gestellten Dedingungen geniigt. 

Die Relation zwischen den 2 m  0' und ool Punkten 

($10, yLO) und (x,', y,') (i = 1, . . ., m) 
wird erhalten, indem man den Ausdruck M + N y  im Zahler von 4) 5 1, 
gebildet für die 2m Punkte (x,', -y:) und (z& y,') gleich O setzt und 
aus diesen 2m Gleichungen die 2m Koeffizienten a ,  b eliminiert. Man 
erhilt in iihnlicher Abkürzung wie bei 1) oder 2): 

(i = 1, . . ., nt) (k  = 1, . . ., m)- 

Ersetzt man in  der Determinante 4) (xm, y:) durch die variabeln 
Koordinaten (x, y), so stellt sie den Zahler der gesuchten Funktion 
R ( x ,  y) dar bis auf einen konstanten Faktor. Zugleich ergiebt riich 
die Folgerung, dass eine rationale Funktion in (z, y) von der e r s t e n  
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822 Bemerkungen au Bernhara Ridmanns Vorlesungen. 

Chdilung u n h g l i d h  isk. i Deniî rfir m -i 1 wzre P 4 h l- k,'; 2V kürde  
wegfallen, ICf toIare ; BO&' Grade' 1 lin th und da eei fiir (dl'j - CÎ,') Tel- 
schwinden miisste, ware JI - x - x,', also JM & P,l d. Ir.( die Funktion 
w h e  einé Konstanke. W i i  fwsen den Jnhalt dieilos Yaragraphen zu- 
kdmmen ih den Satd: 1 L L 

1. E i n e  ~ a t i o n e l e  F u n k t i o n  R(x,  9 )  v o n  d e r  4 n  Ordnung  
k a n n  Dur b e s t e h e n ,  w e n n  m> 2 ist .  D i e  F u n k t i o n  
ist b i s  auf  e i n e n  k o n s t a n t e n  F a k t o r  bes t immt ,  
w c n n  v o n  i h r e n  m 0' u n d  sn ool P u n k t e n  al10 bel iebig 
g e g e b e n  s i n d  m i t  A u s n a h m e  v o n  e inem.  D e r  Ie tz te  
d e r  2m P u n k t e  i s t  e i n d e u t i g  d u r c h  d i e  ü b r i g e n  be- 
s t i m m t .  D i e  z w i s c h e n  d e n  2m 0' u n d  ool P u n k t e n  
b e s t e h e n d e  R e l a t i o n  i s t  d i e  G I e i c h u n g  4). 

5 3. Bildnng von R(x ,  y) ans den ml Pnnkten und Residnen. 
Die z m e i t e  Aufgabe lautet: 
E i n e  F u n k t i o n  R(x, y) v o n  d e r  O r d n u n g  m a u s  d e n  maal  

P u n k t e n  u n d  d e n  m z u g e h o r i g e n  R e s i d u e n  z u  bi lden 
u n d  d i e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g e n  z w i s c h e n  diesen 
2m E l e m e n t e n  a u f z u s t e l l e n .  

Die m ool Punkte seien (x,', y,'), . . ., (x,,', y:) und die zugehôrigen 
Residuen BI, . . ., B,, . Es soll also im Punkte (xi', y;) der Ausdruck 

R(x, y) - Bi : (x - xi') 
endlich sein oder, wie wir sagen, es sol1 im Punkte (x,', y/) R(x, y) 
unendLich werden wie B, : (x - xi'). 

Zur Losung der Aufgabe benutzen mir dio bosondere rationalc 
Funktion (y + y,') : (x - xi'). Diese ist von der zweiten Ordnung; sie 
wird - w1 im Punkte (xi', y;) und imVerzweigungspunkt (x = y = cm), 
da für diesen der Zahler y + y: = m3, der Nenner x - x,' = wB ist. 
Dagegen bleibt die Funktion endlich im Punkt (x,', - y!). Bildet man 
nun den Ausdruck 

so hat man eine rationale Funktion von (x, y), die in den Punkten 

(XI', YI') - . (xkr Y;) 
ool wird und zwar in (x), y:) wie Bi : (Z - xi). Damit dieselbe end- 
lich bleibt im Punkt (x = y = CO), muss die Gleichung bestehen 

1st diese Gleichung erfüllt, so stellt der Ausdruck 1) gerade 'die 
gesuchte Funktion R(x ,  y) dar,  wobei die additive Konstante C ,  un- 
bestimmt bleibt. Bringt man 1) auf gleichen Nenner, so erhiilt man 
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f ü i  R(z, 9). di& frühére F O ~  4J51.1 Zttiischen den 2~ g6gebknttn 
~lemented (cc;', y!) u~id Bi besteht auch hier h i n e  Relation 21, $01 dase 
eines der gegebeaen Elemente, etwa Dm, diirch die übrigen 2~ -1 will- 
kürlich k z h l b a r ~ n  Elenlente bestimint ist. Auch hi& mi@ eiich, dnds 
na 7 2 sein ~uuss ,  weil far m d l  naoh 2) Ill O, also dit! Funkeion 1) 
oine Eonstante ware. 

Die Darstellung 1) giebt zugleich pochrnals und in etwas ein- 
facherer Form als früher die Bedingung, die zwischen dem w z  O1 und 
m ml Punkten einer Funktion B(x, y) besteht. Denn bezeichnet man 
wie im vorigcn Psragraphcn die ?il O' Punkte durch (x,9 y:), setzt den 
Ausdruck 1) gebildet für diese m Punkte - O und elimiriiert mit 
Hilfe von 2) die Grossen B,, so erhalt man die gesuchte Dedingung 
in der Form: 

? / i U t Y I 1  .. 
X , ~ - X ~ '  XI0-xfm 

1 1  ... 1 0 1  
Diese Betrachtungen geben den Satz: 
1. E i n e  F u n k t i o n  R(x, y) v o n  d e r  O r d n u n g  nz i s t  b i s  a u f  

e i n e  a d d i t i v e  E o n s t a n t e  bes t imrn t ,  w e n n  i h r e  m m 1  
P u n k t e  u n d  v o n  d e n  m z u g e h t i r i g e n  R e s i d u e n  a l l e  b i s  
auf  e i n e s  g e g e b e n  s ind.  D a s  l e t z t e  R e s i d u u m  i s t  a l s -  
d a n n  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  D i e  z w i s c h e n  d e n  2 m  
E l e m e n t e n  b e s t e h e n d e  R e l a t i o n  i s t  d i e  G l e i c h u n g  2); 
d i e  B e l a t i o n  z w i s c h e n  d e n  ml u n d  0' P u n k t e n  d e r  
F u n k t i o n  d i e  G l e i c h u n g  3).* 

Die letzte Untersuchung liist zugleich die Aufgabe :  
Eine g e g e b e n e  Funktion R(x,  y) in Partialbrüche zu zerlegen 

oder von ihr  die ml Punkte und die zugehtirigen Residuen zu be- 
stimmen. 

Die L o s u n g  ist folgende. Man bringe die Funktion R(x, y) auf 
die Form M + Ny : P, wo ,M, AT, P rationale Funktionen von x allein 

* Die Gleichung 2) ist im weueutlichen identisch mit dern Satze II in R. A§ c. 
Denn bildet man die Integralfunktion 

R(%2/) &, w=JT 
so wird dieselbe logarithmisch unendlich in den m Pnnkten 

(~1' YI'), - - ., (xm' ~m') 
und swar in  (xi ' yi ') wie 

log (x - &l). 
Yi 

Die Gleichung 2) sagt daher aus: Die Summe der Koeffizieriten, die zu den lo- 
garithmischen U~stet igkei ts~unkten (xi1, yil) des eliiptischen Iutegrals W ge- 
horen, ist gleiüh Null. 
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224 Bemerkungen zu Bernhard Riemanns Vorlesiingen. 

sind. Alsdann bestimme man die Wurzeln x/ des Nenners P = O und 
sondere von den zu xi' gehorigen beiden Wertepaaren (x:, y!) und (xi1, - y/) 
dasjenige (etwa das letzte) ab, für das auch der Zahler 22 + $y = O wird. 
Das zu dem übrig bleibenden ml Punkt (xi', y:) gehorige Besiduum 8, ist 
bestimmt durch Bi = lim (s - xi') R(x, y). Der Ausdruck 1) stellt alsdann 

5ifr y' 
die Partialbruchzerlegung der Funktion R(x,  y) dar. 

Die Gleichung 4) 5 2 oder 3) 5 3 bezieht sich' auf die O' und col 
Punkte einer Funktion R(x, y) und giebt eine r a t i o n a l e  Relat ion 
zwischen ihren Koordinaten an. Wir  werden im 5 4 zeigeli, dass die 
Gleichung 2) zu einer zweiten, t r a n s c e n d e n t e n  F o r m  dieser Ab- 
hiingigkeit zmischen den O1 und w1 Punkten führt. 

5 4. n;is Ahelsche Theorem fur das Integral erster Battniig. 
Am Schluss von $ 3 wurde erwiihnt, dass die Redingungsglcichung 

4) 5 2 oder 3) 5 3, die zwischen den Koordinaten der 0' und cm' Punkte 

(xi", yio) und (x:, y<') (i = 1, . . ., m) a 

einer rationalen Funktion R ( x ,  y) besteht, sich noch in  einer zweiten, 
t r a n s c e n d e n t  e n  Form darstellen lasse. Um diese hereuleiten, führen 
a i r  statt R ( x ,  y) eine andere rationale Funktion r = r ( x ,  y) von der- 
selben Ordnung m ein durch die Gleichung R = (r - a) : (Y - 0). r ist 
also eine rationale E'unktion, die in den m Punkten (x,4 y:) denselben 
Wert cc, in  den m Punkten (x,', y,') denselben Wert  S annimmt. Man 
bezeichne nun die m Punkte, in denen r denselben Wert  p annimmt, 
durch (x,, y,) und wende auf die Funktion P = (Y - a)  : (r - p) die 
Gleichung 2) 5 3 an. Da die c d  Punkte von P die rn Punkte (x,, y,) sind, 

so erhiilt man A, : y, = O, wenn A, das Residuum von P für  den Punkt 2 
(x,, y,) ist. Das Besiduum liisst sich leicht bestimmen; es ist niimlich 

x - xi 
A = i - a) r = ( 9  - a) lim - = ( Q  - a) ( 2 ~ ) ~ ~  

z = zi z z z i  T - e  
II 

Lisst  man den gemeinsamen Faktor (Q - a) : d p  weg, so folgt 
die Gleichung (i = 1, . . . m): 

Wenn also eine ratioriale Funktion Y(%, y) von der Ordnung nz 
denselben Wer t  p annimmt in den m Punkten (xi, yi), so besteht 
zmischen den Koordinaten dieser m Punkte und den m Differentialen 
dxi (die eine gewisse Fortschrittsrichtung der Punkte (xi, yi) in der 
Flache i angeloen) eine Itelation von der Yorm 11, unabhiingig von 
dem jedesmaligen Wert  von p. 
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d s Das Differential d u  = 221 ist nach R. II. 5 4(2) das e l l i p t i s c h e  

Di f fe ren t ia l  e r s t e r  ~ a t t i n g .  Die Gleichung 1) hcisst daher das 
Abelsche T h e o r e m  f ü r  d a s  D i f f e r e n t i a l  e r s t e r  G a t t u n g .  Das- 
selbe lautet: 

1. F ü r  d a s  D i f f e r e n t i a l  e r s t e r  G a t t u n g  i s t  d ie  Su,mme 
d e r  D i f f e r e n t i a l e ,  g e b i l d e t  m i t  d e n  m P u n k t e n  (xi, yi), 
i n  w e l c h e n  e i n e  r a t i o n a l e  F u n k t i o n  r v o n  d e r  O r d -  
n u n g  m d e n s e l b e n  W e r t  p a n n i m m t ,  g l e i c h  O. 

Man kann noch weiter gehen. DemWert r = Q entsprechen die m 
Punkte (x,, y;)) dem Wer t  r = a die Punkte (x,4 yLo), dem Wert  r = B die 
Punkte (z;, y,'). L k t  man nun p eine kontinuierliclie Reihe von Werten 
zwischen den Grenzen /3 und ai durchlaufen, so durchliuft jeder der Punkte 
(xi, yi) in der Fliche T eine bestimmte Hurve Ci zwischen den zu- 
gehorigen Punkten (xi', Y;') und (xi0, y:). Wir  setzen voraus, dass die 
m Kurven Ci sich unter einandcr und mit den Querschnitton a ,  b der 
Flache ï nicht schrieiden. Summiert man alsdanu die für alle Werte von 
g zwischen p und a gebildeten Gleichungen 1) oder mit anderenworten, 
integriert man 1) langs der Kurven Ci zwischen den Punktsystemen (xi', y/) 
und (xi0, y:), sa erhiilt man 

xi0, YbU s i0 ,  yi0 

Dies ist die gesuchte t r a n s c e n d e n t e  Gleichung zwischen den 
?n 0' und no1 Piinkten der rationalen Funktion R(x ,  y). Man nennt 
diese Gleichung 2) das Abelsçhe T h e o r e m  f ü r  das  I n t e g r a l  e r s t e r  
Ga t tung .  Dasselbe lautet: 

II. F ü r  da3 e l l i p t i s c h e I n t e g r a l  e r s t e r  G a t t u n g i s t  d ie  S u m m e  
d e r  m I n t e g r a l e ,  g c n o m m e n  z w i s c h e n  z w e i  P u n k t -  
s y s t e m e n  (x,',~,') u n d  (x,0,y,"), f ü r  we lche  e i n e  r a t i o n a l e  
F u n k t i o n  R(x, y) bez. d i e  I V e r t e  ml u n d  0' o d e r  e i n e  
r a t i o n a l e  F u n k t i o n  r ( x ,  y) bez. d i e  W e r t e  B u n d  
CL a n n i m m t ,  g l e i c h  O. 

Wih l t  man statt  der m unteren Grenzpnkte  (z,', y,'), die dcm 
Wert r = /1 entsprechen, m beliebige Anfangswerte, e twi  (x, y) = (O, O) 
und für die m oberen Grempunkte die Punkte (x,, Y,), die dem Wert 
r = p entsprechen, so nimmt die Gleichung 2) die Form an 

z: 

die wir auch schreiben 
O 

3) 21, + u, +.  . .+th", = C) 
wo C eine von O verschiedene Konstante ist. Dies giebt den Zusatz: 

Zeitirchrift f. Nathematik u. Physik. 45. Band. 1900. 4. Heft. 1 6  
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226 Bemerkungen zu Bernhard Riemanns Vorlesungen. 

I Ia)  F ü r  d a s  T n t e g r a l  e r s t e r  G a t t u n g  i s t  d i e  S u m m e  der 
m I n t e g r a l e ,  e r s t r e c k t  v o n  e inem b e l i e b i g e n  d n -  
f a n g s p u n k t  (O, 0) b i s  z u  e i n e m  S y s t e m  von  m P u n k t e n  
(xi, yi), i n  w e l c h e m  e i n e  r a t i o n a l e  F u n k t i o n  r(x, y )  
e i n e n  b e s t i m m t e n  W e r t  p a n n i m m t ,  k o n s t a n t  d.h. 
u n a b h i i n g i g  v o n  d i e s e m  W e r t  g. 

Die Hauptbedeutung des Abelschen Theorems für das Integral 
erster Gattung liegt in  seiner Umkehrbarkeit oder i n  dem Satze: 

III. S i n d  Znz P u n k t e  (x,', y,') u n d  (x,4 y,O) i n  1' so bc-  
s c h a f f e n ,  d a s s  s i e  d e r  G l e i c h u n g  2) geni igen,  s o  exi- 
s t i e r t  i m m e r  e i n e  (und  a b g e s e h e n  v o n  e i n e m  kon- 
s t a n t e n  F a k t o r  n u r  e i n e )  r a t i o n a l e  F u n k t i o n  R(x,T/) 
v o n  d e r  O r d n u n g  m, f ü r  w e l c h e  d i e  m P u n k t e  ($,',y,') 
die  ool u n d  d ie  nz P u n k t e  (x:, ytO) d i e  0' P u n k t e  sirid. 

Wir unterdrücken den Beweis dieses $atzes,* geben aber im 
folgenden Paragraph noch eine wichtige Anwendung desselben. 

5 5. Das Additionstheorem der elliptischen Fnnktionen.** 
Betrachtet man in dem Integral erster Gattung 

dessen Periodizit5tsmoduln 2K und 2iK' sind (R. II 5 5), x und y als 
Funktionen von u und setzt 

2) x = f ( u ) ,  2y =Zflx,Fc)= f f (u ) ,  
so zeigt sich (vergl. R. II 5 8), dass diese Funktioneri eirideutige und 
doppeltperiodische Funktionen der Variabeln u sind mit den Perioden 
2 E urid 2 i  Kr. Solche Funktionen heissen e l l i p  t i s c h e  F u n k t i o n e n  
v o n  u. Ebenso sind die Wurzelfunktionen 

fi, t z ,  
elliptische Funktionen von u mit etwas andercn Periodcn. Man be- 
zeichnet aie nach Jacobi durçh 

3, f i=s%z( . ,  f i - x = c l z t c  fm= d n u .  
Die erste ist cine u n g e r a d e ,  die beiden anderen sind gcrade  

Funktionen vori %(B. II 5 8). 
E s  gilt nun der Satz: 

II. D i e  e l l i p t i s c h e  F u n k t i o n  x = f(u) b e s i t z t  e i n  a lge-  
b r a i s c h e s  A d d i t i o n s t h e o r e m ,  d. h. f(u, + u,) l i i ss t  sich 

" Vergl. hierzu meine Theorie der Abelschen Funktionen S. 151 

** Riemann giebt in  R. IV 5 14 eine anderer IIerleitung dieses Theorems 
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r a t i o n a l  d u r c h  d i e  P u n k t i o n e n  f(u,), f(u,), ff(zl1), 
ff(u,) o d e r  a l g e b r a i s c h  d u r c h  d i e  F u n k t i o n e n  f ( ~ , )  
f(u2) a l l e i n  d a r s t e l l e n .  

Ein gleiches Additionstheorem gilt für  die Funktion 2y = fl(zc), 
für die drei Funktionen 3) und allgemoin für jede doppeltperiodische 
Funktion. Wir geben den Beweis für die Funktion fi = s n u .  

Im einfachsten Fa11 ist R(x,  y) eine ganze Funktion der dritten 
Ordnung, niimlich 

R ( x ,  y) = Ax + B y  -k C ,  
wo A, B, C Konstanten sind. 

Die drei O1 Punkte derselben (x,, y,), (x,, y,), (x,, y,) sind nach dem 
dbelschen Theorem e i n e r s e i t e  durch eine a l g e b r a i s c h e  Gle ichung ,  
niindich (8 2 Glcichung 2): 

-- 

4) 11 xi y~ 1 = O ~ d e r  Il, zi y ( ~ ~ ,  k) 1 = O (i = O, 1, 2), 

a n d e r e r s e i t s  durch e i n e  t r a n s c e n d e n t e  G l e i c h u n g ,  namlich 
( Q  4 Gleichung 3) 

verbunden. Die Acpivalenz dieser beiden Bedingungsgleichungen 4) 
und 5) führt nun zum Reweis des Additionstheorems von snu. Aus 
der Gleichung 4) folgt 

($1 - $2) + (2, - %WGX) + (xo - ~ , ~ ~ )  = 0, 

Setzt man hierin a statt  x,, so hat man eine Gleichung dritten 
Grades in a, deren Wurzeln a = x,, x,, x, sind. Daher besteht die 
iden t i sche  Gleichung in z :  

Setzt man hierin a - O, so folgt 

JC (x, - x2) . l x o  2, x2 = x1 {m) - x, {m), 
oder durch Aufl6siing nach x, 

Da nach 5)  fio = s lz u, - slz (c - ul - u,), also eine Funktion 
von u, + u, ist, so kann man den Ausdruck 7) = g; (u, + u,) setzen. Um 
die Funktion rp zu bestimmen, mache man, nachdem der Faktor iG 
weggehoben ist, u, = O also x, - 0, (x,, k) = O. Dann erhiilt man 

- 
'p(zc1) =fx,  = snu, ,  

also für 7) den Wert SVL(U, 4- u,). 
16 * 
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Hiernach folgt aus '7)) wenn man die Funktionen 3) einführt, 

d a s  A d d i t i o n s t h e o r e m  d e r  F u n k t i o n  s w u  

8) 
m u ,  cn u, dm u, I s n u ,  cn u, dnu, 

sn (ur $' u,) - . 1-k5sneu,~m2ue 

Die unteren Zeichen ergeben sich, wenn man berücksichtigt, dass 
snu eine ungerade, cnu und dnu gerade Funktionen von u sind. 

1 Ebenso ertiilt man aus Gleichung 6), wenn man z = 1 und z = -, 
k 

setzt, das Additionstheorem der Funktionen cn u und d n  u, niimlich: 

9) 
en.tc,cnu,+smuIsnuL dnu, dnu, 

m(ui f u2) = 
1- kesneul sneue 

7 

10) 
dnu, dnup + kesnu, snu, cnu, cnu, 

dn (u, 2 u,) = ----- 
-. 

1-kesneu, s n h 2  

--- 

Druckfehler in  B. Riemann) Elliptische Funktionen. 

S. ID z. 6 u. 7 v. u. lies Sommer 1861 und Winter 1861/62 s ta t t  Winter 1861i62 
und Sommer 1862 (entsprechend S . I V  und V und an splteren Stelleu). 

S. 54 Z. 18 v. o. lies Teil s ta t t  Teiler. 
S. 64 Z. 3 v. u. am Rand zuzufügen: (15). 

S. 81 Z. 7 V.O. lies = ZY(Z)~-) statt  = @ (x) m). 
S. 88 Z. 10 Y. u. in der zweiten Gleichung 9) lies g, s ta t t  g,. 
S. 8RZ.  3 v . u . l i e s g Z f S  statt  gZre.  
S. 111 8.16 v. u. lies Gleichung 10) statt  Gleichung 35). 

S. 113 Z. 16 v. o. lies Z(u iK') statt  Z (u K r ) .  
S. 117 Z. 8 v. o. lies F:(u f 2iK') statt  X(u f 2 KI). 
S. 136 Z. 4 v .  o. l iesp(u)  statt  pr(u) .  
S. 143 Z .  7 v. u. lies v = statt  u =. 

4 (u) S .  !43 Z. 4 v. u. lies -(ul s ta t t  +. 
8, ' 3, 
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Synthetische Behandlung der gemeinen Xettenlinie. 

Von 

J. JUNG 
in Pilsen. 

Der Ruhelage eines homogenen, an den Enden aufgehangten 
E'adens (Fig. 1) , der ,,Kettenlinie", entspricht folgende Hilfskonstruktion 
(Fig. 2): Denkt man den Faden in der Geraden a vertikal ausgespannt, 
wnbei etwa dem linken Aufhiingepunkte nfl das untere Ende M r l ,  dem 
rechten JI4 das obere Ende Nfz des Faden- Fig 1. 
bildes auf a entspricht, so schneiden sich  die^, 
Geraden g r  durch die Badenbildpunkte M' 
parallel den Tangenten in den zugehorigen 
Fadenpunkten J f  siimtlich in  einem Punkte O, 
dessen Abstande von den ,W' die bezüglichen 
Fadenspannungen der Grosse und Bichtung 
nach darstellen, falls das Gewicht der Langen- 
einheit als Gewiühtseinheit gewiihlt wird. E s  
ibt ja die Spannung OM' für den Faden- 
purikt M (mit dem Richtungssinn entsprechend 1 
der Rewegiing von A!, nach M2) notwendiger- MZ 

weise die llesultierende aus der Spannung in M ,  und dem Gewiüht 
des Padenstückes MM,. 

Überdies haben aber die Langen O x '  eine hochst einfache geo- 
nlctrische Redeutung: sie Sind die Ordinaten der Fadenpunkte M be- 
zügliüh einer bestirnmten Horizontalen unterhalb des Hurvenpunktes 
Bo mit wagerechter Tangente. An der Ruhelage des beliebigen 
Fadenstückes Mu3io (Fig. 3) wird offenbar nichts geandert, wenn man 
in 31r. statt des Stückes MIMU ein Stück J fUXu  aus demselben Faden- - 
stoffe und von der Lange 171 O vertikal herabhangend anknüpft, und 
ebenso in JIb statt  des folgenden MbM. ein vertikal hiingendes MbNb 
von der Lange JI; O, weil eben die Gewiehte dieser (über unendlich 
kleine Rollen etwa) in  Jfu und b& ziehenden Stücke den dortigen 
Spannungen gleich sind. Nun müssen aber die unteren Enden Nu, Nb 

in gleicher Hohe liegen; denn würde man ein geradliniges, gleich- 
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artiges Fadenstück NuNb zwischen sie einschalten und, um Gestalts- 
anderung zu verhüten, den ganzen nun geschlossenen Faden 

Jfa N u  -K 
durch eine innen reibungslose, kongruente R6hre ziehen, so würde im 
Falle ungleich hoher Na, Nb der Faden als Perpetuum mobile fortwahrend 
im einen Sinne in sich selbst sich verschieben, weil eben der Fadenteil 

Na *fa M* ATb 

für sich im Gleichgewicht, daher ohne Kraftaufwand verschiebbar kt, 
so dass dern bestandigen Abwartsgleiten des Stückes auf der schiefen 

Fig. 2. 

Ebene NaNb nichts entgegenwirkte. Vergl. Stevins ijberlegung bei der 
schiefen Ebene behufs Ermittelung ihrer Gleichgewichtsgesetze.* 

Die dergestalt sich bietende Abscissenaxe verlauft also im Abstande 
OlPi:, d. i. der Abstand zwischen O und a ,  unterhalb des tiefsten Kurven- 
punktes Mo. Sie ist aber noch in anderer Hinsicht bedeutsam fiir die Ketten- 
h i e .  Wie erwahnt, laufen die Strecken von O zu den Bildpunkten auf a 
parallel den Tangenten der Fadenpunkte, und es schliessen dalier zwei 
benachbarte derartige Strecken O N ' ,  O N '  (Fig. 2) einen Winkel ein 
gleich dem Koptingenzwinkel, der zu dem Kurvenelemente H N  (Fig. 1) 

- 
gehort. Dieses Eloment aber ist lingengleich mit dem Element M'A" 
auf a zwischen den Strecken parallel den Tangentenriühtungen. Man 
braucht daher bloss deren Durchschnittspunkt von O in einen Punkt O' 

* Z. B. M a c h ,  Die Mechanik in ihrer Entviiçkelurig u .  B .  W. 
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bei Festhaltung des eingeschlossenen Winkels zu verlegen derart, dass 
JI'Nr senkrecht steht auf den einschliessenden Streeken O ' M ' ,  O'N', 
urn sofort den Krü~nmungshalbmesser für LW in Gestalt der Sbrecke 
- 
O ' M '  zu erhalten. E s  wird also O auf dem Kreise durch O, welcher 
a in 171' berührt, zu verschieben sein, bis der erreichte Punkt O' das 
andere Ende des Durchmessers mit M' als dem einen Ende bildet. 
Die erhaltene Strecke wird aber ohne weiteres auch von der Plornialen 
n '  durch M' zu 0171' auf der Geraden 03fr, (senkrecht zu a)  ah- 
geschnitten, in Gestalt der Strecke OC', wo C' der Schnittpunkt von 
OH', und PZ' ist (Pig. 2). 

Fig. 3 

Somit ist der Krümmungshalbmesser für den beliebigen Kurven- 
punkt M gleich dem Durchmesser des Kreises durch Mt,  welcher in  
O die Parallele a '  zu a berührt. 

Klappt man nun das Dreieçk 021!trC' (Fig. 2) urn und legt O auf 
M (Fig. 3), M' auf den Ordinatenfusspunkt Jfz von M ,  so fiillt 
M'Cr  mit der Abscissenaxe zusammen und OC' mit der auswiirts ge- 
zogenen Kurvennormale in 171; ursprünglich stehen ja die Schenkel des 
Winkels M' O Cr senkreeht auf je einem Schenkel von Jfz;llC, wo C 
den Schnittpunkt der Kurvennorrnale mit der Abscissenaxe bedeutet. 

Also ist die letztere erfüllt von den Spiegelbildern aller Krümmungs- 
mittelpunkte der Kettenlinie bezüglich der ihnen einzeln zugehorigen 
Kurventangenten. Oder: Das Stück jeder Kurvennormale zwischen 
Kurve und Abscissenaxe ist gleich dem Krümmungshalbmesser auf 
dieser Normalen. 

Die Abscissenaxe ist also als ,,Leitliniet' der Kettenlinie zu be- 
zeichnen. Sie ist  des weitern noch ausgezeichnet dadurch, dass sie 
im Vcrcin mit der Ordinatenaxe (durch JI,), dcr Ordinatc des Kurven- 
punktes Jl und dem Bogen JI,,Jf ein dem Bogen proportionales Flichen- 
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stück begrenzt; d.h.: ist die Ordinate des tiefsten Punktes Mo, oder - Ras 
dasselbe ist - dessen Krümmungshalbmesser Liingeneinheit, so ist der 
NaBzahl nach der Bogen J4M gleich der Flache zwischen Ordinaten- 
axe, Abscissenaxe, Kurve und Ordinate des Kurvenpunktes a% Es ist 
ja jedes unendlich schmale Dreieck III,&IN (Pig. l), wo MN benach- 
barte Kurvenpunkte sind, symmetriscli kongruent dem entsprechen- 
den Dreieck O H'N' (Fig. 2), da ja  die Winkel M, JIN und O M ' F  
übereinstimmen, und gleich dem halben Fliichenzuwachs beim Uber- 
gang von M zu N. 

Projiziert man (Fig. 3) den Ordinatenfusspurikt M, von M nach D 
auf die Tangente von M ,  so ist das Dreieck M Z M D  symmetrisch 
kongruent dem Dreiecke 0M'3lf, (Pig. 2), da ja 

Jm= 0-JI' und + DMSI ,  - % Mo M'O. 

Folglich haben die Projektionen J I ,  aller Kurvenpunkte von den 
zugehorigen Tangenten einen glcichen Abstand von der Grosse des 
Krümmungshalbmeusers im tiefsten Punkt der Kettenlinie. Dagegen 
ist die Projektion der Ordinate eines Punktes auf dessen Tangente 
stets gleich dem Bogen von diesem Punkte bis zum tiefsten Punkt. 

Die Kurve der D erhiilt man also auch diirch Abwickeln eincs 
E'adens von der Kettenlinie mit dem freien Ende in No, sie ist da- 
her eine Evolvente der Kettenlinie. Ni t  Riicksicht auf die Konstanz 
von l)MZ, der ,,Tangenteu der D-Kurve, kann man sagen: Bei der 
Kettenlinienevolvente durch den tiefsten Punkt der Kettenlinie sind 
die Tangentenstücke bis zur Leitlinie der Kettenlinie samtlich glcich 
dem Krümrriungshalbrnesser irn tiefsten Punkte der letztern, sie ist 
eine ,,TractorieL(. 

Der blosse Anblick der Hilfszeichnung (Fig. 2) zeigt die Bezieh- 
ungen zwischen der Ordinate y, der RogenlHnge s, dem Tangenten- 
neigungswinkel rc, dem Krümmungshalbmesser Q und der Fliiche f bei 
der gewahlten Liingeneinheit: 

f - tgac ~ s ,  s e c a -  y, Q =  y 2 ; = 1 + ~ 2 - ~ ~ ~ Z a - 1 + f 2 .  

Um die Beziehung zwischen y und der Abscisse x zu finden, seien 
folgendermaBen zwei sehr einfache Hilfskurven (E'ig.4) eingefihrt.* Die 
eine ist der Ort des in JT, anfangs beîindlicheii Fade~leudes, falls das 
Fadenstück Jl0M vom jeweiligen Kettenlinienpunkte il$ aus vertikal auf- 
v\-arts gespannt wird, die andere der Ort desselben bei Abwiirtsspann- 
ung des Stückes M,lCf. Von den drei Punkten mit glcicher Abscisse, 
deren einer ein Punkt ill ist, wiihrend die andern, Pl, P2, den be- 
schriebenen Kurven angehoren, liegt also Jl immer in der Xitte von 

Pli',. Man frage nun nach der Tangentenrichtung in P,(P,). Rückt 
p~ -- 

* TTergl. die rechnende Ableitung von Gretschel, Elcru. Alileit. d .  Haupteigen- 
schaften der Kettenlinie, Gruneits Archiv, 43. S. 
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M nach dem benachbarten N auf der Kettenlinie, so gelangt das auf- 
wirts geführte Fadenende von Pl nach QI, dessen Ordinatenzuwachs 
gegenüber PI augenscheinlich gleich ist dem von AT gegenüber M, 
jedoch vergrossert um die Verlingerung des Fadenstückes Jf,H, also 
vergrossert um das Element Mx. Oder: Man kommt von Y, eu Q, 
durch Fortflchreiten parallel der Tangente in M um das Element 

MN und hierauf um ebensoviel vertikal aufwiirts, und von P, zu Q, 
ebenso durch schlicssliches Abwiirtsschreiten um MT Natürlich dürfen 
dic Fortschritte bei gehoriger Richtung auch endlich lang bei gleicher 
Grosse untereinander sein, wenn man nur in  Punkte auf den Tan- 
genten in P,(P,) gelangen will, und man braucht a190 in der Hilfs- 

zeichnung (Fig. 2) nur von M' auf- und abwiirts die Strecke auf- 
zutragen auf a bis Y',, Y',, uni Strcckcn O P ' , ,  O P', von den ver- 

- 

Iangten Tangentenrichtungen zu erhalten. Bei OM', = 1 ist aber 
-- 

i?l',P', zugleich Hichtungskoeffizient der Tangente in Y,, ICiT',P', der 
absolute Wert  des offenbar negativen 
llichtungokoeffizienten für Y, bei Fig. 4. 

positiver Abscisse, und da auch l 

so sind M', P', , M',Pr, anderer- 
seits die Ordinaten von Pl und P, 
selbst, und man kann sagen: Liings der 
Kurven Pl, P, sind die Richtungskocffi- 
zie~iten der Tarigenten gleich den zu- M, 
gehtirigen Ordinaten und zwar bei Pl 
mit demselben, bei P, mit dem ent- 
gegengcsetzten Vorzeichen. 

Dasselbe ergiebt siüh auch so: die 
P,-Kurve z. B. erhalt man durch 
Summieren der Kettenlinienordinaten und der entsprechenden einer 
Kurve, deren Ordinaten die Bogenstücke, also, nach dem frühern, die 
Fliichenstücke liings der Kettenlinie sind. Summiert man nun zu- 
eammengehorige Richtungskoeffizienten der Kettenlinie und der neuen 
Kurve, also die Rogen der erstern und deren Ordinaten (der Richtungs- 
koeffizient der Fliicheninhaltskurve ist ja Endordinate der Hauptkurve), 
so erhalt man wieder die Ordinaten der Pl, aber diese sind zugleich 
IEichtungskoeffizienten der Summenkurve, d. i. Pl. Gleiches gilt bei P,. 

Somit nimmt die Ordinatengrfissc sowohl hei Pl als bei P, bei 
konstantem, unendlich kleinem Absüissenzuwachs je einen konstanten 
Paktor an und daher auch bloss vom Abscissenzuwachs abhangige Faktoren 
bei endlicher Grosse des letztern. Der Logarithmus (in irgend einem 
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System) der Ordinate, wclcher für x = O verschwindet, wiichst (nimnit 
ab) bei ein und demselben Absüissenfortschritt uni ein und denselben 
Betrag, ist also der Abscisse proportional, so dass man für Pl jeden- 
falls hat  

y - b h Z =  m", 
für Y, aber 

y = 6 - k . 5  = W -  

wo b die Basis der Logarithmen bedeutet und 7c,, k,, nt, f i  positive 
Zahlen sind. E s  kommt nur auf die Bestimmung von m und n an. 
E s  ist ja der Richtungskoeffizient gleieh bez. entgegengesetzt gleich der 
Ordinate, welche beim Wachsen der Abscisse um & einen Zuwachs 

rn"+C- mZ= y(mc,- 1) bez. f i - 2 - c -  n-x = y(%-(- 1) 

erfihrt. Also muss bestehen 
1 - 

M C -  1 - &, m = lim [(1+ f ) k ] ; = o ,  
1 -- 

n - C - l - i j ,  n = l i m [ ( l -  E) ' ] < = o .  

Bei Beschriinkung auf bloss elementare Xittel würde man die 
Gleichheit von m und n zeigen durch den Nachweis für 

und dieser ist  ja geliefert durch die Entwickelung 

worin der Bestandteil ausser 1 

k +  k 2 +  

augenscheinlich kleiner ist a18 

6 5 3 +  . . .  = ----- 
1-6' 

was für 5 = O verschwindet. Mit der Bezeichnung e für m und n er- 
giebt sich somit die Ket tenl inienglei~hun~ 

bei Annahme der Liingeneinheit glcich dem Krümmungshalbmesser in1 
tiefsten Punkte. Hat dieser aber die Linge r, so hat man 

als Gleichung der Kettenlinie bci Wahl  der Lcitlinie zur Abscissenaxe. 
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Berichtignngrn zn Steiner's Gesammelten Werken. 
Von R. Sturm in Breslau. 

In  S t e i n e r ' s  Gesammelten Werken, für  deren Herai~sgabe wir Geo- 
meter der Akademie der Wissenschaften i n  Berlin nicht dankbar genug 
sein konnen, besitzen wir eine ausserst wertvolle Fundgrube für  Aufgaben 
aus der synthetischen Geometrie. Ich habe schon vielfach Themen für  Disser- 
tationen und Prüfungsarbeiten aus ihnen entnommen. 

Bei der Herausgabe war es natürlich unmoglich, die grosse Fülle ohne 
Beweis mitgeteilter Siitze auf ihre Richtigkeit zu prufen; und so sind denn 
eine Zahl vgn nicht richtigen Behauptungen stehen geblieben. Ich glaube, 
dass eine Liste von derartigen Irrtümern oder Versehen allen Geometern 
willkommen sein wird; auf Vollstandigkeit kann sie selbstverst%ndlich keinen 
Anspruch machen; sie veranlasst aber vielleicht Andere zu Ergiinzungen. 

Bd. 1.: S. 9  Z. 1 9  u. v. is t  hinzuzufügen: oder in  oiner Geraden (brief- 
liche Nitteilung von R e  y e). 

S. 1 1  is t  VIII so zu verbessern: Der Ort  des Scheitels . . . besteht aus 
drei Kurven zweiten Grades, von denen jedoch nur  zwei reell sind. Von 
diesen reellen Kurven liegt freilich beim Ellipsoid und zweimanteligen Hyper- 
boloid die eine, eine Ellipse bezw. Hyperbel, im Innern, so ùass von ihren 
Punkten nicht reelle Berührungskegel kommen; beim einmanteligen Hyper- 
boloide aber kommen von allen Punkten beider reellen Kurven reelle 
Tangentialkegel. Vergl. auch Bd. 11 S. 724 Aufgabe erster Absatz, wo ,,eine 
LinieLL ein sehr unbestimmter Ausdruck is t  (Xttei lung von R e  y e). 

S. 1 2 8  Z. 10, 9  v. u. 1.: so schneiden sich auch die beiden übrigen und 
zwar i m  allgemeinen in einem andern Punkte;  vergl. Nr. 7 8  S. 454 des- 
selben Bandes, wo der richtige S a t ~  steht. 

S. 151  Anm. Satz I I I  is t  nur  richtig, wenn A ,  R selbst zu zwei Kanten 
des Kegels parallel sind, und ebenso is t  Satz IV nur  richtig, wenn beide 
Kegelschnitte den unendlich fernen Kegelschnitt des Kegels zweimal treffen 
(Mitteilung von R e  y e). 

6. 159 Lehrsatz 4. E s  ist  iihersehen aorden ,  dass bei Vielecken von 
gerader Seitenzahl es stets zwei Arten giebt; gerade die einfachere Art 
fehlt. Ferner fehlt beim Dreiecke das Doppelzeichen + Tor 2 Rr, und 
ahnliches gilt beim Fünfeck. Die Formeln sind daher so zu vervollstandigen 
bezw. umxuindern: 

1. für ein Dreieck: (R" - 4 R e v 2 =  0; 

II. fiir ein Viereck erster Art: R = a, 
f ü r  oin Viereck zweiter Ar t :  ( R a  - a2)' - 2r"(l~' + a2) = 0, wie 

bei Steiner; 
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III. für  ein Fünfeck: 

(R2- a2)6- 12(R2- a2)'1ier" 1 6 ( R z -  U ~ ) % ~ Y ~ ( A ! +  2az )  
- 64 R%-'a4 = 0 ;  

1V. fi ein Sechseck erster &4rt: ( B q -  a2)2 - 4 r S a 2  = O ,  
für ein Secbseck zweiter Ar t  wie bei Steiner: 

V. fü.r ein Achteck erster Art: ( J i a  - a"- 16Ji2r4a2 = 0, 

fïir ein Achteck zweiter Art  wie bei Steiner. 

Vergl. meine Tliniengeometrie Bd. 1 S. 35 erste Anmerkung. 

S. 4 4 5  71. 2 v. o. streiche : gleichseitiges (Mitteilung von R e  y e) 

S. 5 2 7  Anm. 25). Im Originale stand: ,,Wenn vier beliebige feste 
Ebcncn gegebon sind, von welchcr krummen Flache werden dann alle 
Geraden berührt,  die von denselben i n  einem und demselben gegebenen 
Doppelverh%ltoisse geschnitteii werdeu? Dieser Aufgabe steht 'eine andere 
zur Seite, welche? '' 

Damit ist  natürlich die duale gemeint, in welcher vier Punkte gr- 
gcgebcn sind und es sich um den Ort  der Geraden handelt, von denen 
nach ihuen vier Ebenen von dern gegebenen Doppelverhiiltnisse gehen. 
Steiner ha t  sich insofern geirrt ,  dass der Ort  nicht der Komplex der Tan- 
genten einer Flache is t ;  aber er ha t  doch wenigstens richtig einen Komplex, 
einen dreifach unendlichen Strahlcnort, vermutct. Dcr Ort  der fraglichen 
Geraden ist bekanntlich der sogenannte tetraedrale oder Reye'sche Komplex 
und zwar, wenn die Punkte des dualen Problenis die Ecken des Tetraeders 
der Ebenen des ursprünglichen Problems sind, in  beiden Frillen der niimliche. 

Die Verbesserung in Anm. 25) ist weniger richtig, als was Steiner 
vermutete; denn erstens wird als Ort  eine Kongruenz bezeichnet, also ein 
Ort  von niediigerer Nannigfaltigkeit, und d a m  findet noch eine Verwechselung 
der beiden dualen Probleme statt. Das Sekantensystem (oder bosser die 
Kongnlenz der Doppelsekanten)  einer kubischen Raumkurve, welches 
filschlich in der Anm. als Ort bezeichnet wird, ergiebt sich, wenn f ü n f  
F u n  k t e  gegeben sind, durch alle Geraden, von denen Ebenen nach ihnen 
gehen, deren Büschel einem gegebenen Grundgebilde von fünf Elementen 
projektiv ist. Ersetzt man im ursprunglichen Steinerschen Probleme die 
vier Ebenen durch fünf, so ergicbt sich die Kongrucnz dcr 8chmiegungs 
axen (Schnittlinien von Schmiegungsebenen) einer kubischen Raumkurve. 

Vergl. hierzu: Reye, Geometrie der Lage, 1. Auii. Abt. II 15. Vortrag, 
3. Aufl. Abt. III 1. Vortrag, H. Ui l le r ,  Math. Annalen Bd 1 S. 4 1 3 ,  R Sturm, 
ebenda Bd 6 S. 513, sowie meine Liniengeometrie Ba.  1 S 9 und S. 3 3 3  flg 

Das in Anm. 25) gemachte Versehen ist leider übergegangen in den 
dritten Abdruck von Steiners Systematischer Entwickelung (Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften Kr. 82, 83). Und in Schroters Buch 
über die Flachen zweiter Ordnung und die Raumkurven dritter Ordnung 
S. 2.33 steht auch als Ort  der Geraden bei v i e r  gcgebonen Punkten die 
Kongruenz der Uoppelsekanten einer kubischen Raumkurve; es werden da 
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hintereinander ein richtiger und ein falscher Satz (durch ,,oder" verbunden) 
als zwei verschiedene Fassungen der u%mlicheu Eigenschaft ausgesprochen.* 

Bd. II: S. 1 0 3  Z.  14  v. u. streiche ,,positivenLL. 

S. 114. Die i n  den letzten drei Zeilen behauptete Konstanz is t  nur 
richtig, wenn überdies irgend zwei aus den Ecken gebildete Gruppen den- 
selben Punkt  mittlerer Entf'ernung haben. Findet bloss 2 sin 2 A = O statt ,  
so treten an Stelle der Kreise gerade Linien, welche senkrecht sind zu 
den Verbindungslinien der Punkte mittlerer Entfernungen irgend zweier 
aus den Ecken gebildeten Gruppen von Punkten; vergl. Journal f. Xath.  
Bd. 97 S. 61. 

S. 163 Z. 2, 1 v. u. streiche: sie ist  eine kürzeste Linie für die letztere. 

S. l f i5  Z. 15, 16 v. O. 1.: sind beide gleich gewunden (Mitteilung von 
Reye). 

S. 176  Z.  12 v. u. lies 1 s ta t t  h. 
S. 199.  In Lehrsatz 2 3  is t  die Umkehrung, nach welcher unter allen 

Figuren von gleichem Inhal t ,  deren Grenzlinie . . . besteht, das Kreisstiick 
die kleinste Summe L jener Regrenzungslinien ha t ,  vorsichtiger zu fassen, da 
nicht immer ein Kreisstück rnoglich is t ;  es i s t  die Bedingung hinzuzufügen: 
wenn aus jenen Begrenzungslinien und dem Inhalte ein Kreisstück mog- 
lich ist. 

S. 2 0 1  Nr.  30, S. 254 Nr. 8 1 und S. 261 Nr. 20, 21, sowie S. 734 
Anm. 16) bis 18). Dem Lehrsatz: ,,Von allen Linien beliebiger Form, aber 
gegebener Lange L, welche zwei beliebige Punkte A, B auf den Schenkeln 
einej gegebenen Winkels verbinden, schliesst der Kreisbogen von dieser 
Lange um den Scheitel C des Winkels als Centrum die grosste Flache einiL, 
(Sektorsatz) is t  die Reschriinkung hinzuzufügeil, dass der Winkel ein konkaver 
sei; im Falle eines konvexen Winkels liefert eine andere Figur das Maximum 
(vergl. Journal f. Math. Bd. 96 S. 43). 

S. 238 Nr. 6 4  1 is t  zu erwiihnen, dass die Ergebnisso nur fü r  ein 
solches einem Kreise eingeschriebenes Viereck gelten, das den Mittelpunkt 
des Kreises einschliesst. Ilinsichtlich des anderen Falls, sowie auch des 

stumpfwirikligeri Ilreiecks (da in Il der Satz auf das spitzwinklige beschriinkt 
wird) vergl. a. eben a. Orte S. 64  - 66. 

* Es mijge hier gestattet sein, auf zwei andere Nannigfaltigkeitsversehen in 
diesem sonst so wertvollen Buche aufinerksam zu machen: 

Auf S. 240-241 wird eine Eigenschaft für 7 Punkte einer Raumkurve dritter 
Ordniing hesprochen. Damit  aber 7 Punkte derselhen kuhischen Raumhrve an- 
gehoren, muss diese Eigenschaft in zwei  verschiedenen Weisen (fiir zwei der 
7 Punkte je als siebenten) erfüllt werden; denn dass 7 Punkte auf der niimlichen 
Raumkurve liegen, ist  eine dop  p e l  t e Bedingung. 

Und S. 702 (nnd iihnlich S. 40 des Schrtit,erschen Buches iiber die Raumkurven 
vierter Ordnung erster Spezies) steht: Der Büs e h e l  von Raumkumen rierter Ord- 
niing in einem Flitchennetze oder -biindel zweiter Ordnung ist cin Gebilde von 
einfach-unendlicher Mannigfaltigkeit; es muss natürlich: B ü n d e l  und d o p p  e l t  - 
unendlich heissen. 
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S. 289 Z. 6 v. o. 1. fi stat t  6. 
S. 306  Nr. IV. Dei diesem Satze, dem Analogon zum Sektorsatz, ist 

wohl auch eine Einschriinkung notmendig. 
1 

S. 3 3 1  Z. 1 4  v. o. 1. -- * (Dorholt, f i e r  h e m  Drei- 
s 1/2 3 7 5  Statt - 

ecke ein - und ~ m ~ e s c h r i e b e n e  Kegelschnitte, Dissertation Münster 1884). 
S. 3 4 7  Z. 1 6  v. u. 1. nur r st. nur s und r (vergl. Rathke: Über zwei 

Konfigurationen von Punkten? Dissertation Marburg 1885). 
S. 452. Vor Anfang der 4. Zeile Y. o. i s t  entsprechend dem Original 

einzuschalten: Danach berührt die &' nur noch den Kreis A 5 e e l l  doppelt 
bis 1 = u wird, wo sie ihn i n  t7 vierpunktig berührt und zum Krümmungs- 
kreise hat. 

S. 4 6 0  Z. 16 v. o. 1. > st. < (wie i m  Original). 
S. 461.  Die Formeln in den drei letzten Zeilen sind auf S. 790 falsch 

verbessert; sic lauten richtig: 

(Hinsichtlich der letzteri drei Verbesserungen vergl. Fiedler, Acta mathematica 
Bd. 5 S. 331.) 

S. 526  Z. 4 v. 0.1. 2 0  st. 25 -- Z. 1 7  v. 0.1. zwolften st. sechsten. 
1 1 

S.573  Z. 2 v.o.1. -cm - 2)(m - 3) st. -(m -l)(m - 2).  
2 6 

S. 5 9 1 Z. 1 3  v. o. 1. Die beiden Zahlen x und y sind: 
1 

x=,m(m- 2j (nz-  3)(m$ 4), y = m ( m 2 ) ( m  - 4)(m+ 2). 
2 

(Wegcn dieser Verbesserungen vergl. man B. Sporer, Zeitschr. f. Math. 
Bd. 37 S. 67, 358, Bd. 40 S. 168,  1 6 9 ;  ebenso Ud. 3 7  S. 346  eine Be- 
merkung zu der Anm. auf S. 586.) 

Auf S. 495, 605 (Plückersche Formein) hiitte doch Plücker erwiihnt 
werden müssen. 

S. 659  i s t  der letzte Absatz der Abhandlung über die F'lichen drittcr 
Ordnung folgendermassen zu verandern: E s  giebt doppelt unendlich viele 
Geraden B, deren zweite Polare sich auf eine Gerade d reduziert; die von 
Steiner erwiihnten 1 0 0  Geraden, denen allein er diese Eigenschaft zu- 
~ c h r e i b t ,  zeichnen sich uuter jenen durch die - freilich von ihm auch er- 
wiihnte - Eigenschaft aus,  dass je vieren dieselbe Gerade d zugehort 
(vergl. Salmon, Analytische Geometrie des Raums 1. Aufl. der Fiedler'schen 
deutschen Bearbeitung Bd. II S. 412;  Çremona, Mémoire sur  les surfaces 
d u  troisième ordre, Journal f. Math. Bd. 6 8  S. 53, 6 2 ;  R. Sturm, Synthetische 
Untersuchungeu über die Flachen 3. Ordnung S. 1 1 0 ,  168). 
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S. 6 6 3  Nr. 2 ist  so zu verbessern: Nirnrnt man i n  jeder durch den 
Punkt p gehenden Geraden A einen solchen Punkt  9 ,  dessen Abstand von 
p der ,,mittlere Faktor" zwischen den Abschnitten der Geraden ist,  SO dass: 

pqn= + p  a i - p a , . . . p a ,  

ist, so besteht der Ort dieses Punktes q aus zwei Kurven ntRr Ordnung: 
Qn, QIn. Dieselben haben die durch p  parallel zu den Asymptoten der 
Cn gezogenen Geraden zu n-punktig bertihrcnden Asymptoten, berühren 
~ i c h  also auch untereinander i n  ihren unendlich fernen Punkten n-punktig. 
Im Falle eines geraden ist p fiir beide K w e n  3'littelpunkt, wiihrend 
wenn n ungerade is t ,  sie symmetrisch zueinander liegen in Bezug auf p. 
Jede der beiden Kurven ha t  mit  Cn noch n(n - 1) Punkte gemein. Auf 
den Geraden von p  nach diesen 2 n(n - 1) Punkten Y gilt, wenn al ,  a2 ,  . . an-1 
die übrigen Schnitte mit CA sind: 

prn-l= pai .paz  . - - pu,,-1. 

Dass durch die 2 n(n - 1) Punkte r Kurven (2 n - 2)ter Ordnung gehen, 
ist zu streichen, weil es selbstverstandlich ist. 

Der letzte Absatz von Nr. 2 lautet richtiger so: 
Unter den Geraden durch p giebt es n solche, bei denen das Produkt 

pal . p  a, . . . p  a,  einen extremen Wert  annimmt. Sind diese Geraden 
samtlich reell, so handelt es sich um lauter Minima, wenn alle Asymptoten 
von Cn reell sind; jedes P a a r  irnaginiirer Asymptoten von Cn bewirkt, dass 
an die Stelle eines Minimums ein Maximum tritt .  

Diese n ausgezeichneten Geraden sind Normalen von Q" und QIn, und 
zwar jede eine n-fache für  jede dor beiden Kurven derartig, dass, wofern 
die Gerade reell ist ,  bei ungeradem n auf jeder Kurve ein reeller Fuss- 
punkt vorhanden ist,  bei geradem n aber entweder nur  zwei und dann 
au€ derselben Kurve befindliche Fusspu>kte reell sind oder kein einziger. 

Der Punkt  p is t  nicht ein vielfacher singrilber Punkt ,  wie Steiner be- 
hauptet; er gehort keiner der beiden Kurven Qn an. 

S. 665  Z. 6, 7 v. o. ist  die Frage nach der Enveloppe der Kreise 
keine richtige; denn es entsteht - i n  gleicher Weise bei der Hyperbel wie 
bei der Ellipse - ein Büschel von Kreisen. 

S. 667 Z. 9 v. o. 1.: so durchliiuft der Punkt  g eine Gerade. 
(Vergl. hierzu: R. Molke, Über diejenigen Satze Steiner's, welche sich 

auf die durch einen Punkt  gehenden Transversalen einer Kurve niEr Ordnung 
beziehen, Dissertation Breslau 1897.) 

S . 6 7 1  Z.15,  1 6  v . o . 1 . r  st. t~ - Z . 2 5 v . o . l .  A,B,C'st. ARC. 

S. 6 7 3  Z. 3 v. u.1. (#-yr") st. ( rS -  a: - d2). 

S. 6 76 Z. 11 v. o. 1. sarntlich Ellipsen oder siimtlich Hyperbeln. 

1 
S . 6 7 7 Z . l 7 v . o . l . ~ ~ t . 4 ~ .  V 

(Man vergl. hierzu die oben erwihnte Dissertation von Dorholt.) 
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S. 6 8 0  Z. 11, 1 2  v. o. 1. auch dem Vorzeichen nach gleiche Produkte 
der Halbaxenquadrate st. gleiches Axenprodukt - Z. 1 5  v. o. 1. absolute Werte 
der genannten Produkte st. Axenprodukte. 

S. 682 Z. 1 4  v. u. Die Umkehrung ist nicht richtig - Z. 1 v. u. 
,,geometrisch konstruierbarLL kann nicht fiir alle Falle gelten. 

S. 683. Die zu den Fallen 1 6  bis 21  gehorigen Werte von I; werden 
von Wiman (Zeitschr. f. Math. Bd. 40 S. 296)  auf 22,  19 ,  26, 42, 33, 51 
reduziert. 

S. 6 9 0  Z. 1 3  V.O. 1. a p y  st. 

S. 7 1 0  Z. 1 9  Y. o. 1. S?',Sl,B,Q, st. K,ST,%,~, - Z. 8 v. u. 1. Hy- 
perbel p. 

S. 713  2 . 7 ,  9 v. o. sind Xaximum und Xinimum zu vertauschen. 

(Vergl. R. Pyrkosch, Über Pooceletsche Dreiecke, insbesondere solche, 
welche konfokalen Kegelschnitten ein- und umgeschrieben sind. Dissertation 
Breslau 1 8 9  7.) 

S. 728 letzter Absatz: Der dort geführte - aber nur  für das spitz- 
winklige Dreieck geltende - Beweis rühr t  nicht von Steiner, sondern von 
H. A Schwarz her. I n  ihrn 1. a a  und a4ug st. a u  + a4aq 

S. 739  Anm. 2 5 )  erster A b s a t ~ .  Zur Feststellurig der richtigen Zahl 
3264 der fünf gegebene Kegelschnitte berührenden Kegelschnitte ist auch 
Schubert, Kalkül der abziihlenden Geometrie S. 338 zn nennen. 

Die in derselben Snmerkung auf Grund einer Notiz aus dem Nachlasse 
S te iner '~  besprochene Aufgabe: ,,Einem gegebenen Dreiecke ein anderes 
von kleinstem Umfange umzuschreihenL' ha t  doch wohl nicht die dort er- 
wahnte Losung; vielmehr bildet das gegebene Dreieck selbst die Losung, 
und verliert damit das Problem alles Interesse. 

x n + p  (Zx 
Die Kedingungen nnter denen algebraisch ist. 

l + f l  x X : ~  . . - + E ~ x "  

Von Oberlehrer P. K o k o t t  in Gr. Strehl i tz .  

~ c n + r d z  

~ e n n / ^ ~ ~ ~  
- - (n und p positiv) algebraisch ist, so kann 

Pl xt.. . + € % Z n  
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Durch Vergleichung der Koeffizienten erhiilt man:  

+a{- ( k + l ) ~ + l +  h p 1 . r + . - . + ( k - ) < ) p r + i ~ r - p ]  = 0, 

oder ( k + l ) ~ k + ~  = p i ( k + 2 ) ~ k f  p 2 ( k f  3) + -. .  
+ p l + 1 ( k $  p +  2 ) ~ k - t ~  ( k = o , l ~ - - . , n - l ) .  

Ausserdem is t  : 

~ ~ ( n + 2 ) ~ ~ + p ~ ( n + 3 ) ~ , - 1 + .  . . + P I ~ + ~ ( ~ + P + ~ ) E ~ - P = O ,  

Im ganzen erhiilt man n + p + 1 Gleichuwgen mit n + + 2 Unbekannten. 
Es sei noch bemerkt,  dass die letzten Gleichungen bis auf die Gleichung 
für C in dem allgemeinen Ausdruck für  ~ k + l  enthalten sind, wenn man 
E . . + ~  E,+ 2 ,  . . . gleich Nul1 sctzt. Für die einzelnen €-Grossen er- 
giebt sich : 

Eo = 1 

€1 = 2 ~ 1  

Ez = 3p12+ 2p2 

= =plS + 6p2p1 + 2p3 

E~ = 5pI4 + 12pl2pZ + 6plp3 t- 2 ~ 4  + 3pz2 

Um den allgemeinen Ausdnick für ek als Funktion der p -  Grossen zu 
finden, is t  es zweckmassig pe als eine Grosse gter lliniension aufzuhssen; 
es ist dann klar ,  dass ~k nur aus Gliedern von der Dimension k bestehen 
kann. Man h a t  also 

' r + :  
Ek =2CQplA1p2'. - -p i f  1 

wobei A, + 2A2+ ( p  + l ) A , + l . =  k ist. Um Cy zu finden, behaupten wir, 
dass man zur Summe der  I-Grossen 1 hinauziihlen m u s ,  dann die Fakultat  
zu bilden ha t  und dieselbe durch das Produkt der Fakultaten der ein- 
zelnen l-Grossen dividieren muss. Gesetzt, diese Regel gelte für  alle In- 
dices, welche gleich odcr kleiner als k sind, dann gilt  sie auch für  k + 1. 
3Ian ha t  niimlich: 

"+l - ECQpl"p2%. . p r+ i  . 

Hierbei muss A,+ 21, + - . . + ( p  + l ) I p + i  - k 4- 1 sein. 
Zeitechrift f. Mathematik u Physik. 45. Bazd.  1900. 4.Heft. 1 7  
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Fassen wir einen beçtimmten Term p,nlpz% . . P>+i,l ins Auge, so ist 
drrselbe entstanden aus dem Term 

plnl- Ippoz . . - + aus der Entwickelung von c k  

231 *' 

plo1 

Der Koeffizient 
Voraussetzurig 

die anderu entsprechend Z'o! 
u. S. f. 

Gl! ( ~ ~ - l ) ! . . .  G P + 1 !  

Der Koeffizierit von pl"p20z . . . . p;?l1 i n  ~ k +  1 heisst also: 
X G !  

G ~ !  O ? !  , . G , + I !  { ( k $ 2 ) c i , + ( k +  3 ) ( i , + - . . + ( k + p +  2 ) ~ ~ i + i }  

- -- - 
2 r i !  

- { k 2 ' ~  f Z ~ + k + i }  
Gl! G2! . . . G @ + l !  

- - ( k  + 1 )  (2'6 f l)! 
- 

G l !  G 2 !  . . . O , + l !  

(Sollten in dern Term ein oder mehrere Grossen p nicht vorkommen, 
oder nur  in der ersten Potenz enthalten sein, so i s t  der Beweis derselbe.) 

k + 1 fàllt auf beiden Seiten weg; das Gesetz gilt für k  = 0, 1, 2; folg- 
lich ist es allgemein giltig. D a  n und p von eiuauder vollig uuabhingig 
sind, gilt die Formel für ~k aueh für n + 1, n + 2 bis n + p. Nachdem 
wir so E K  als Funktion von pi, p2 . . . pp + 1 bestimmt hahen, müssen wir 
jetzt diese Grossen selbst berechnen. Bazu dienen die Glcichungen: 

'P i ( ' ) '+2)h+pe["  + 3 ) ~ n - 1 - t . . . + 2 7 ~ + 1 ( n +  p f  2)€ntP=01  

pp(n + 2 p ) & + p p + 1 ( n  + 2 p  + 1 ) & - 1 = O .  

Dieselben sinù nyuivalent mit 

E n + i  = o1 E , + g  - O . .  . En+/ ,  = 0 ;  

da nur p Gleichungen zur Verfügung stehen, aber p + 1 Unbekannte zu 
berechnen sind, hleibt eine p-Grosse willkürlich; wir wiihlen dazu p, .  

C ist  endlich bestimmt durch die Gleichung: 

Wir erhalten also folgenden Satz: 

Damit 
z n + r d z  

algebraisch sein kann, müssen die 
1 + E 1 3 :  f - . . +  E " X ~  

Koeffizienten des Radikals ganze ganzzahlige Funktionen von p Grossen 
sein, welche sclbst wieder die Wurzeln von ,u nach dern Gesetze ~t gebil- 
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deten Gleichungen sind. Diese Wurzeln sind die Xoeffizienten desjenigen 
ganzen Polynoms, welches als Faktor vur das Badikal tritt. Der Koefhient 
der ersten Potenz des Polynoms bleibt willkürlich. 

Anwendungen. 

1st p = 0 ,  so ha t  man: 

Da p,, p,  etc. gleich Nul1 sind, so sind gar keine Bedingungsgleich- 
ungen vorhanden; pl is t  willkürlich; 

(n; + l)! 
Ek = -- k !  PI" (k  + ~ ) P I ~ ;  

liisst man noch pl mit a i n  eine Grosse aufgehen, so erhalt man: 

1st p = 1 , so ha t  man: 

1 -- -. 
- ( p , a 2 + p l x  - 1) J I + E ~ ~ + . . . + E , S ~  

En 6 + 2 ) u ,  

Die Gleichung fiir p, heisst dann 

Dividiert man beide Seiten durch pln+'  und setzt man für  

so erhiilt, man fiir gerade n von der Forrn 2y, also ungerade n + 1 von 
der Forrn 2 p  + 1: 

Für ungerade n. der Form 221 - 1 also n 4- 1 = 2 p  heisst die Be- 
stimmungsgleiehung für z: 
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Es sei hier nur flüchtig angedeutet, dass diese Gleichungen mit den 

Kreisteilungsgleichungen i m  Zusammenhange stehen. Sei z1 eine Wurzel 

der Gleichung, so ist: 

f 2 = =  3 + 2z1, z3 = 4 + 6 ~ ,  z4=  5  + 12g1 $ 3.2,' 

u. S. f.; p, kann mit x in  eine Grosse verschmolzen werden. 

E~ = O bedeutet: 
1 

1 2 n P + 2 U o + 6 = 0 ,  a - - z ( 5 k f i ) .  

b 
ço ist pl = 5. Die übrigen Koefiizienten bestimirien sich linear hinter- 

einander aus : 
3 p I 2 +  2l?g= 0 ,  
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 ber Gebiete von Schraubengeschwindigkeiten 
eines starren Korpers bei verschiedener Zahl 

von Stützflachen. 

Von 

P. SOMO~F 
in Warnchau. 

1. In meiner früheren Arbeit: ,,Über Schraubengeschwindigkeiten 
eines festen Korpers bei verschiedener Zahl von Stützfl%chen"* wurde 
eine Methode angedeutet, um mogliche Schraubenaxen und die Grenzen 
fur die Parameterwerte der Schraubengeschwindigkeiten zu bestimmen, 
wenn cin starrer K6rper sich auf feste Fliichen stützt. Aber die 
Untersuchurig von Gebieten aller moglichen Sühraubenaxeri, wie der 
Richtung so auch der Lage nach, bei verschiedener Zahl von Stütz- 
fichen, die Bestimmung der Bedingungen, bei welchen diese Gebiete 
sich mtiglichst zusammenziehen und endlich die Restimmiing der 
kleinsten Zahl von Stützfliichen, welche den Korper fcstlegen konnen, 
und der dam notigen und hinreichenden Bedingungen wurde ausser 
Retracht gelassen. In  der vorliegenden Arbeit werden diese Fragen in 
moglichst allgemeiner Weise beantwortet. 

2. Es seien g ,  7, 5 die Eomponenten der Winkelgeschwindigkeit w 
und Â-, p, v ibre Momente auf geradlinige rechtwinkelige Koordinaten- 
axen (x, y, z )  bezogen, so dass 

1) Â . = = y S - z ~ ,  p = ~ g - x S ,  v = x q - y 5  
ist. Da die absolute Grosse der Winkelgeschwindigkeit keine Rolle 
apielt, so wollen wir dieselbe der Bequemlichkeit wegen gleich Eins  
setzen. E s  mogen ebcnso Si, rji, S,, Ai, pi, vi die Koordinaten der 
Normale ni einer Stützflkhe ,Yi in  ihrelu Berührurigspurikte zur K6rper- 
fliiche Si bedeuten. Die positiven Richtungen von w und .ni werden 
wir so annehmen, wie es in dem oben citierten Aufsatze [§ 2]** ge- 
than wurde. Im Falle e i n e r  Stützfliiche gcnügen die moglichen 
Schraubengescliwindigkeiten einer der Bedingungen [g 31: 
- - - - - - - 

* Zeitschrift für Mathematik und Physik, 42.Band, 1897, S. 133 ,  161. 
** Der Kürze wegen werden wir weiter durch die Klammer [ 1 die Citate 

aus der obengcnannten Arbeit in der Zeitschnft für Mathernatik und Physik, 1897, 
bezeichnen, ohne jedesmal den Tite1 anzuführen. 

Zeitschrift f. Mathematik a. Phpsik. 45. Band. 1900. 5. n. 6 .  Heft. 18 
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2) P > 4 tg  931, 
oder 

3) P _< 4 t g v 1 ,  
wo p den Parameter der Schraubengeschwindigkeit, SI den kürzesten 
Abstand zwischen der Normale ni und der Schraubenaxe und gp, den 
Winkel zwischen diesen Beraden bezcichnet, wobei dieser Winkcl nach 
der im 18 31 gegebeneri Regel bestiiumt werderi muus. Die Bedingung 2) 
entspricht dem Falle, dass w mit der positiven Richtung der Stiitz- 
normale einen spitzen RTinkel bildet und die Bedingung 3) dem Falle, 
dass dieser Winkel stumpf ist. Die bekannte Formel fur das relative 
Moment zweier Tektoreri benutzend, finden wir: 

4) & t f T ~ l = =  - 
E l ~ t ~ i ~ t ~ ~ ~ t ~ i t t ~ i ~ t ~ i b .  

L E t ~ i ~ t 5 1 6  
Da im Falle 2'1 

815 + rjiV + !&[>O 
und im Falle 3) 

E l 5  + 717 + LS < O  

ist, so kann man beide Balle in einer Ungleichheit 

5 )  ( ~ , + P ~ J E +  (~l+~îll)ri +(v,+ptdS+ L L + 7 ~ ~ ~ L + S ; v 2 0  
vereinigen. 

3. Bei Betrachtung von zwei oder mehreren Stützfkchen spielt 
eine wichtige Rolle die Ehene 

W i r  werden sehen, dass solche Ebenen, wenn ein System parallcler 
Schraubenaxen gegeben ist, entweder mogliche Schraubenaxen mit 
verschiedener Richtung der Winkelgeschwindigkeit von einander trennen 
oder aiich überhaiipt mogliche Schraubenaxen begrenzen. I n  beiden 
Fiillen werden wir diese Mbenen e c h t e  ~ r e n z e b e n e n  e r s t e r  A r t  
nennen und mit dem Symbole Srik  bezeichnen. Im Falle von rn Stütz- 

m (m -- 1) 
fliichen giebt es - 

1 . 2  
Ebenen, welche durch die Gleichungen 6) be- 

stirnmt werden; nicht alle diese Ebe~ien sirid aber eühte Grenzebenen, 
wie wir es spiter sehen werden. Sind sie es nicht, so werden wir 
dieselben u n e c h t e  G r e n z e b e n e n  e r s t e r  A r t  nennen und mit dem 
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Symbole Srrik bezeichnen. Die Bezeichnung S L k  wollen wir für den 
Fa11 behalten, dass kein Unterschied zwischen den echten und un- 
echten Grenzebenen gemacht wird. 

P.  Sind z w e i  S t ü t z f l a c h e n  Tl und .FZ gegeben, so werden alle 
müglichen Schraubengeschwindigkeiten ausser der Ungleichheit 5) 
noch durch die folgende bestimmt: 

11) (1, + p5,)k + (pz + pli2)17 + ( ~ ' 2  + P S ' , ) C  t - 2 1  + q,p + C9v)O. 

Stellen wir uns die Parameterkugel [s 51 mit dem Mittelpunkte 
im Anfangspunkte der Koordinateri vor. Durch zwei zu den Stütz- 
normalen senkrechte Diametralebenen wird die OberfEache derselben in 
vier sphiirische Zweiseite geteilt, welchen vier verschiedene Zeichen- 
verhindungen der Cosinusc 

12) 515+ Tl7 + GE,  f,E + 721, &:,f 

entsprechen. Jeder Punkt der Eugelfliche bestimmt eine Richtung 
der Winkelgeschwindigkeit auf den Schraubenaxen eines Parallelen- 
bsndels. Den Punkten der beiden Zweiseite, für welche beide 
Grossen 12) p o i t i v  oder negativ sind, entsprecben Parallelenbündel 
solcher Schraubenaxen, auf welchen die Winkelgeschwindigkeit die 
eine oder auch die andere Richtung haben kann, je nachdem der 
Paramctcr grosser oder kleiner als jede der beiden Grossen 

l3 )  81 t g  VI, 82 tg Vz 
ist [s 51. Den Punkten der zwei anderen Zweiseite entsprechen solche 
miigliche Schraubenaxen, deren Parameterwerte in den Grenzen 13) 
eingesühlossen Sind und bei denen die Winkelgeschwindigkeit nur die 
eine von den beiden Richtungen haben kann. 

Unter den Schraubenaxen eines Parallelenbündels, welche dem 
ersten und zweiten Gebiete auf der Parameterkugel entsprechen, gieht 
cs solche, für welche die beiden Grenzen 13) der Parameterwerte zu- 
sarrimenfalleri, so dass p alle m6glicheri MTerte bekommen kann; diese 
Axen genügen der Bedingung 

j4) 6, tgq,  - à',tgq, = 0. 
Wenri Irian die Forniel 4) benutzt und die Ausdrücke 1) eiriführt, 

bekommt man: 

1 5) SI, = A,,z + &y + C12z + Dl, = 0, 

wo die Koeffizienten nach dem Schema des 9 3 gebildet sind. 1)iesc 
Ebene ist, nach dem oben Gesagten, eine unechte Grenzebene SlZrr, da 
jetzt auf jeder Axe die Winkelgeschwindigkeit beide Richtungen haben 
kann. Die Ebene trennt nur die Axen, fiir welche 

4tgcp1> S z t g ~ ,  
ist, von den Axen, die der entgegengesetzten Ungleichheit genügen. 

Wenden wir uns zu den zwei anderen Gebieten auf der Parameter- 
kugel. Den Schraubenaxen, welche durch die Punkte dieses Gebietes be- 

18 * 
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stimmt werden, entprechen entgegengesetzte Zeichen der Grossen 12); und 
man kann leicht einsehen, dass jetzt parallele Schraubenaxen durch die 
Ebene 15) in der Weise getrennt werden, dass auf der einen Seite derselben 
Schraubenaxen mit der einen, auf der anderen Seite mit der entgegen- 
gesetzten Richtung der Winkelgesehwindigkeit liegen, (+ w) und (- a). 
Diese Ebene ist jetzt also eine echte Grenzehene S',,. Auf jeder der 
Schraubenaxen des gegebenen Paralleleribündels, welche dieser Ebene 
selbst angehoren, kann der Parameter nur einen bestimmten Wert 
annehmen, wobei aber beide Richtungen der Winkelgeschwindigkeit 
moglich werden. 

5. Für  das Folgende ist es wichtig zu bestixnrnen, auf welcher 
Seite der echten Grenzebene die Schraubenaxen mit der einen oder 
anderen R i c h t u n g  d e r  w i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t ,  (+ a )  oder (- w), 
liegen. I m  Falle einer echten Grenzebene haben die Grossen 12) ver- 
schicdene Zeichen; und wenn w so gerichtet ist, dass 

16) f15 + 77117 -k hg> 0 )  f,f + ' i s ~  + Lc < 07 
so haben wir 

17) a l tg  T I  =< 4 t g  v, 
und dem entsprechend 

18) Al,x + Bl,y t C,,a + Dl, 2 O. 
Bei entgegengesetzter Richtung von w finden wir ebenso: 

19) & t g < ~ 1 2  4 t g %  
und folglich 

20) 4 , x  + U,, y + Cl,a + Dl, 5 0. 
Das erste Gebiet der Schraubenaxen wollen wir das Gebiet (+ w), 

das andere das Gebiet (-- o) nennen. 
E s  seien a,,, fi,,, ylz die Winkel, welche die Normale zur Ebene 

Srla mit den Koordinatenaxen bildct, und Pl, die Lange des auf diese 
Ebene Tom Anfangspunkte gefallten Perpendikels; dann ist 

ist. nTas das Vorzeichen von x,, betrifft, so ist zu beachten, dass dem 
p o s i t i v e n  W e r t e  v o n  xi, i m m e r  d i e  R i c h t u n g  d e r  N o r m a l e  
von  d e r  E b e n e  in d a s  G e b i e t  (+ w) entspricht. Uenn im Palle 
Dl, > O, lie@ 19) der Snfangspunkt der Koordinateri im Gebiete (+ w), 
es ist aber zugleich 22) x,, < O  für die Richtung des Perpendikels 
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aus dem Anfangspunkte der Koordinaten auf die Ebene S'iz, a1s0 
x,, > O für die Richtung von der Ebene in das Gebiet (+ w). 

E s  ist noch zu bemerken, dass für eine Schraubenaxe (k, 9, t, A, 
p, v) eiries Parallelenbündels ( t ; ,  11, c) wir folgendes Kriterium haben: 

gehort dem Gebiete (+ w) oder (- w) an, je nachdem 

[ [241- f i42)~+ ( ' % ~ I - % Y ~ ) P  f (c24i- 
27 j  1 + ( A - z ! h  - Ai!h)k + (cLz!~!-PI!~)T + (vi!4i-v1~2)c 

positiv oder negativ ist. E s  ist dabei zu beachten, dass bei Existenz 
einer echten Grenzebene pl und q, entgegengesetzte Zeichen haben ($4). 

6. Im folgenden Paragraphen werden wir die Gehiete aller der- 
jenigen Schrauhenaxen betrachten, deren Parameterworte innerhalb ge- 
gebener Grenzen eingeschlossen sind. Zu diesem Zwecke sind noch 
einige vorlaufige Bemerkungen notwendig, die solche z u  d e n  S c h r  a u b e n -  
f l i c h e n  n o r m a l e  E b e n e n  betreffen, welche die Stütznormalen ent- 
halten und einer gegcbenen Richtung parallel sind [§ 81. Es sei 

2 8) A i x + I Z , y + C , s + D i - O  
die Gleichung einer solchen Ebene f i .  Da jede in dieser Ebene 
liegende Gerade der Bedingung 

aitgI&= O 
genügt, so sind nach der Formel 4): 

A = q i f - f i q ,  Bi- C i E -  E i f ,  C i = f i q - ~ i E >  

29) [ Di- - (LiE+pi> i+viS) -  

' Durch diese Ebene werden die Axen mit verschiedenen Zeichen 
8, tg  y i  von einander getrennt. Setzen wir 

30) xi cos ai = Ai? xi COS Pi = Bi, xi COS yi = C;. , xi Pi = - DL,  
so k h n e n  wir für das Vorzeichen von 

31) xi = +1/=, 
iihnlich wie im 5 5, folgende Regel bemerken: wenn qi > O ist, so ent- 
spricht der Richtung der Normale zur Ebene 28) in das Gebiet, wo 

Qi t g  Ti > O 
ist, der positive Wert  von xi. 

Um denjenigen Winkel r,, zwischen zwei Normalebenen NI und N,  
zu bestimmen, welcher die Grenzebene S',, einschliesst, müssen wir 
in Acht nehmen, dass die Ebene S',, die Durchschnittsgerade von NI 
und N2 enthiilt und in  demjenigen Gebiete liegt, wo beide Grossen 13) 
gleiche Zeiühen haben, d. h. in den Gebieten (+ +) und (- -), [§ 71. 
Da im Falle einer echten Grenzebene qL und q, entgegengesetzte Zeichen 
haben, so giebt uns die oben für xi angeführte Regel die Formel: 
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Endlich müssen wir noüh die Formeln für die Winkel E, und E,, 

welche die Ebenen ATl und N, mit Sr, ,  bilden, hinschreiben. Mit Be- 
achtung der notigen Vorzeichen finden wir leicht: 

7. Zu unserer Aufgabe zurückkehrend, wollen wir zuerst solche 
Schraubenaxen eines Parallelenbündels bestimmen, für welche der 
P a r a m e t e r  z w i s c h e n  g e g e b e n e n  G r e n z e n  

34) pi IP 
liegt und die Winkelgeschwindigkeit dabei b e i  de  R i c  h t u n g e n  haben 
kann. Solche Axen konnen nur  der echten Grenzebene Sr,, angehoren, 
da für  dieselben die Grossen 13) zusammenfallen müssen. Die gc- 
suchten Axen bilden in  dieser Ebene einen Streifen von einer Breite, 
welche auf folgende Weise bestimmt werden kann. E s  bezeichne h 
den Abstand einer dieser Axen von der ihnen parallelen Durchschnitts- 
geraden der Ebenen Xi und f i ,  positiv gerechnet, wenn die Axe in 
dem Gebiete (+ +) liegt. W i r  haben dann [§ 61: 

à' - h = & -  -- 8 2  . 
sin t, sin E~ 

Für die am Rande des Streifens liegenden Axen kann man aber 
schreiben : 

4 t g  SPI = & t g  T, = P I ,  

wobei qri= rpl) y' ,  = rp2, wenn pl und p, dasselbe Zeichen haben, und 

~ ~ ' ~ = z - r p , ,  T ' ~ = ~ c - T , ,  

wenn die eine von den Grossen pl, $3, positiv, die andere negativ ist 
1521. Da aber h und p immer dasselbe Zeichen haben, so ist: 

wo cotg rp,, cotg y,, sin el, sin E~ positiv gerechnet sind. Die Breite 
des Streifens ist also: 

oder nach den Formeln 33): 

Auf jeder Axe dieses Streifens kann der Parameter nur einen be- 
stimmten in den Grenzen 34) eingcschlnssenen Wert annehmen. 
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8. Nach einer Bemerkung in [$ 71 liegen alle Axen, für welche 
die D i f f e r e n z  z w i s c h e n  den G r e n z w e r t e n  r i logl icher  F a r a -  
meter  d i e s e l b e  ist, die Grenzwerte selbst aber beliebig bleiben, in 
einer der Grenzebene parallelen Xbene. Dabei ist die Entfernung 
zwischen den beiden Ebenen der gegebenen Differenz proportional. Das 
ist jetzt auch aus den Formeln der Paragraplien 3 und 4 ersichtlich. 
Indem mir niimlich die Bedingung 

36) ~,tgrp, - cî , tgpBL a 
entwickeln, finden mir die Gleichung der genannteri Ebene in der Form: 

(LA-+ lilaP+ tv+A-PE + ~127 tv2S)(Ei5 + $17 +-SIC) 
371 1 - ( E ~ ~ + ~ i ~ + t ~ ~ + A - ~ E + , ~ i ~ f v ~ g ) ( k ~ E + ~ ~ r +  1 2 5 )  

= a ( f i 6  + T l V  + [ I t ) ( k Z k  + 'lîzr] + & C ) ,  
wo die laufenden Koordinaten in A,  p, v enthalten sind. W i r  finden 
leicht, dass die Entfernung dieser Ehene von der Ebene S',, 

38) " - 
q2 !l2 A - - a  

V'q le  + 42' - 2419 ql 9 2  

ist. Diese Formel zeigt zugleiüh, dass d i e j e n i g e n  R i c h t u n g e n  d e r  
S ç h r a u b e n a x e n ,  f ü r  w e l c h e  d i e  E n t f e r n u n g  A, b e i  g e g e b e n e r  
P a r a m e t e r d i f f e r e n z  d i e s e l b e  i s t ,  d u r c h  e i n e n  K e g e l  v i e r t e n  
Grades  b e s t i m m t  werden .  

9. W i r  wollen jetzt voraussetzen, dass nicht nur die Difkreriz, 
sondern auch d i e  G r e n z w e r t e  Fig 1. 

pl ,  p, s e l b s t  g e g e b e n  s ind ,  
und alle die<jenigen Schraiiben- 
axen aufsuchen, für welche die 
moglichen Parameterwerte in 
diese oder noch engere Grenzen 

P, <P,'<P < P I ,  <Pa 
eingeschlossen sind. Im Falle 
nur einer Stützflache mit der 
Normale n, würden alle Axen 
eincs Parallelenbiindels , fiir 
welche p >_pl ist, auf einer 
Seite der ~ q e n e  liegen, die der 
gegebenen Axenrichtung und der 
Normale N, parallel ist und ,, 
von der letzteren die Entfern- 
ung pl cotg q ,  hat; alle Axen, 
welche der Bedingung 34) ge- 
nügen, würden daher zwischen 
zwei solche Ebenen einge- 
schlossen sein, deren gegen- 
seitigc Entfernung + 03, - pl) cotg (P, warc. Ebenso m ü s ~ t e n  im Falle 
einer anderen Stützflache mit der Normale n, alle solche Schrnuben- 
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axen zmischen zwei anderen, der Normale n, parallelen Rheiie liegen, 
deren Entfernung f (pz -pl) cotg y, gleich wiire. Sind also beide 
Stützflichen gegeben, so liegeu alle gesuchten Schraubenaxen im 
Innern eines vierkantigen Prismas (Fig. 1), dessen Blachen von den 
genannten vier Ebenen gebildet werden. Eine von den Diagonalebenen 
dieses Prismas fallt mit der Grenzehene Sr,, zusammen, wie daraus 
ersichtlich ist, dass zwei entgegengesetze Kanten desselben den Gleiüh- 
heiten 4 t g ~ ~ i =  82 ~ ~ T % - - P I ,  

8'1tg TI= 8 ' z t g ~ ~ = ~ z ,  

genügen, welche nur fiir die in der Grcnzebene liegenden Axen m6g- 
lich sind. Zwei andere Kanten des Prismav stellen solche Schrauben- 
axen dar, auf denen der Parameter alle Werte zwischen pl und p, an- 
nehmen kann. Auf allen anderen dem Prisma angeliorenden Axen 
sind Parameterwerte moglich, welche zwischen engeren Grenzen pl1, p,' 
liegen, die in die gegebenen Grenzen pl, p2 eingeschlossen sind. 

10. Jetzt kann man sich d a s  g a n z e  S y s t e m  d e r  S c h r a u b e n a x e n  
vorstellen, f ü  r w e l c h e  bei allen moglichen Richtungen derselben die 
P a r a m e t e r w e r t e  i n n e r h a l h  g e g e b e n e r  G r e n z e n  l iogen .  Wenn 
ein fcster Kh-per sich nicht nur auf zwei feste Flachen stützt, sondern 
dieselben b es t ii n d i g  b e r ü h  r t, so bildet bekanntlich das ganze m6g- 
liche Schraubenaxensystem einen Komplex zweiten Grades. E r  wird 
von solchen Eongrurnzen ersten Grades gebildet, welche Schraiiben- 
axen mit cinern und demselben Parameterwerte tragen. Stellen wir 
uns uun zwei dieser Kongruenzen vor: die Kongruenz (yl) und die 
Konguenz (pz). In  einem jeden Parallelenbiindel giebt es eine Axe, 
welche der einen, und eine Axe, die der anderen Kongrucnz angehort. 
Wenn der feste Korper sich nur auf zwei Pliichen s t ü t z  t ,  so bilden 
diese zwei Axen zwei entgegengesetzte Kanten des oben besprochenen 
Prismas, welches somit bestimmt wird, wenn man durch diese Kanten 
zwei den Normalen der Stützflkhen parallele Ebenen zieht. Indem 
wir uns allo Paare parallelcr Geraden der beiden Kongruenzen denken, 
bekommen wir eine Vorstellung von dem ganzen Systeme mogliçher 
Schraubenaxen, deren Parameter nicht aus gegebenen Grenzen heraus- 
treten. 

11. Zum Schlusse wollen wir die H i i l l f l i c h e n  d e r  Grenzebenen  
u n d  d e r  i h n e n  p a r a l l e l e n  E h e n e n  k o n s t a n t e r  P a r a m e t e r -  
d i f f e r e n z  bestimmen. Da die Lage der Grenzebene von der Richtung 
der entsprechenden parallelen Schraubenaxen abhiingt, so umhüllen 
die Grenzebenen eine Friche. Diese Fliiche kann ohne weiteres an- 
gegeben werden, wenn man in Hetracht zieht, dass alle in der Grenz- 
ebene liegenden Axen der Bedingung 14) genügen, also dem be- 
kannten Komplexe eweiten Grades angehoren, dessen Singularitaten- 
flache in eine Linienflache dritten Grades und in eine Ebene zerfdlt. 
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Diese Blàche ist ein Cylindroid, welches alle Schrauben enthiilt, die 
zu allen mtiglichen Geschwindigkeitsschrauben des starren Korpers 
reziprok sind, wenn deroelbe zwei feste Fliichen bestazidig berührt. 

Das kann auch unmittelbar gefunden werden, wenn man nur be- 
achtet, dass jede Grenzebene, da sie untereinander parallele mogliche 
Schrauben des genannten Komplexes enthiilt, eine s in  gul i i r  e Ebene 
sein muss. Xirnmt man den Anfangspunkt der Koordinaten in der 
Xitte des kürzesten Abstandes zwischen den Kormalen fi, und n, und 
die Koordinatenaxen nach den Ealbierungsgeraden der Winkel zwischen 
denselben, so ist die Gleichung des Komplexes: 

39) ( I V  - pE) sin 24,,+ 2r12Eq = O,  
wo 24,, den Winkel zwischen den positiven [§ 21 Richtungen der 
beiden Kormalen und 2r12 den kürzesten Abstand derselben bezeichnen. 
Wenn wir hier 

40) A = y ~ - z v ,  U = Z E - X C  
setzen und 6, q ,  c als konstant, X, y,  z aber als laufende Koordinaten 
betrachten, so ist die Gleichung der Grenzebene: 

Und wenn man jetzt : 7 : S als veriinderlich betrachtet, bekomrnt 
man die Gleichung der Hüllflaühe in der Form: 

Wir  führen dieses bekannte Resultat an zum Vergleich mit einer 
anderen Hüllfliiche, welche für d n Pall, dass ein fester K6rper sich 
auf zwei Fliichen mir stüzt, charaktcristisch ist. Wir  haben gefunden 
(9 7), dass die Schraubenaxen einer gegebenen Richtung, für welche 
die Differenz zwischen den extremm Werten ihrer Parameter konstant 
k t ,  in einer der Grenzebene parallelen Ebene liegen. Alle solche 
Ebenen, welche derselben Parameterdiiferenz entsprechen, umhüllen 
eine Flache, die in einer einfachen Beziehung zur Elache 41.) steht. 
Bei der eben angenommenen Lage der Koordinatenaxen nimmt die 
Bedingung 36) folgende Form an: 

oder mit Ausschluss der Schraubenaxen, welche der Gleichung 
g2 cos2 - 77' sin a,, = O 

genügen, d.h. zu einer oder der anderen von den Normalen n,, fi, senk- 
recht sind: 

43) (AT - p f )  sin al, + 2 ~ 1 2  f '5' f t2a  cos2 9.,, - qza sinZ al, = 0. 
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Dieser Komplex ist von derselben Art  wie der Eomplex 39); und aus 
demselben Grunde sind die Ebcnen gleicher Parameterdifferenz seine 
singularen Ebenen. Die Gleichung einer solchen Ebene bekommt man, 
wenn man wieder die Ausdrücke 40) einführt und 5 ,  7, t als konstant 
betrachtet. Die Gleichung ihrer Hüllflache finden wir wicder in der 
Form der Determinante: 

oder 
sin29., , .(x%+y2)z+ 2r,,xy + acos28 , , . z2-  asin28,,.y"-O. 

2(a ~ 0 s ~ 8 ~ ~  - sin 2alq.0), 2 r 1 2 ,  sin28,,.x 
2 ~ 1 2 ,  - 2 ( u ~ i r i ~ 9 ~ ~ + s i n 2 9 ~ , . ~ ) ,  s in26, , .y  

sin 28,, . x, sin 28,, .  y, O 

Durch eine Koordinatentransformation 

- O 

x = X'COS LY - y '  sin EL, y = z ' s in  a + y'  COS a,  z = 2' + h,  
W O 

ist, nimmt die Gleichung der Pliche die Porm 

45) ~ i n 2 8 , , . ( r c ' ~ +  y ' 2 ) z 1 + 1 / ~ ~ x ' Y '  - 0 
an. Sie ist also auch ein Cylindroid. Da alle C~lindroide ahnlich siiid 

-- 

und der Koeffizient f i r , , 2  + aysin 2aI2  die H6he (die reelle Lange 
der Doppelgeraden) desselben bestimmt, so finden wir leicht, dass alle 
F lkhen  45) aus der Fliche 42) durch eine Dilatation im Verhiltnis 
f4rI2" aa2/2r,, und durch eine Schraubcnverschiebung, welche durch 
die Formeln 44) bestirnmt wird, erhalten werden konnen. 

Alles Gesagte zusammenfassend, bekommen wir eine volle und 
ziemlich anschauliche Vorstellung von dem ganzen Systeme moglicher 
Schraubcngeschwindigkeitcn eincs festen Kiirpers, welcher sich auf zwei 
Fliichexi stützt, von denselben siçh aber auch entferïien kann. 

II. Das System dreier Grenzebenen erster Art. 
12. Bei einem festen Korpcr, welcher sich auf drei Flachen 

stützt, muss man zwei  v e r s c h i e d e n e  G r u p p e n  v o n  mogl ichen  
S c h r a u b e n a x e n  un te rsche iden* ,  je nach den Richtungen der- 
selben. Die Axen der ersten Gruppen bilden nur stumpfe oder nur 
spitze Winkcl mit den positiven Richtungen der Stiit)znorrnalcn; 
jede Gerade einer solchen Richtung erscheint dann als eirie m6g- 
liche Schraubenaxe. Der anderen Gruppe gehoren alle übrigen 
Geraden an, von welchen aber schon nicht alle die moglichen 
Schraubenaxen darstellen [ W §  11, 12 und 131. 

Die drei Grenzebcnen erster Art S237 S,,, SI,, welche im Falle von 
drei Stützflachen bei jedem gegebenen Parallelenbündel von Geraden 
-- 

* In rneiner im 5 1 zitierten Arbeit werden diese Schraubenaxen in vier Gruppen 
geteilt, was jetzt aber unnotig ist. 
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denkbar sind, k6nnen als echte oder als unechte Grenzebenen er- 
scheinen. Da für eine echte Grcnzchene niitig ist, dass die gegebene 
dxenrichtung mit der einen von zwei Stütznormalen einen spitzen und 
mit der anderen einen stumpfen Winkel bildet, so haben wir bei den 
Schraubenaxen erster Gruppe nur unechte Grenzebenen; bei den Axen 
der zweiten Gruppe aber sind zwei von den Grenzebenen echtc und 
die dritte eine unechte. 

Unabhingig von der Richtung, welche die drei Grenzebenen be- 
stirnmt, haben dieselben folgcnde Haupteigenschaften. 

1. Drei Grenzebenen Ski, Sli, Sik, welche von drei Stützflachen Si, 
&, Z, abhangen, schneiden sich immer in eincr Geraden f i i k 1 ,  die der 
gegebenen Richtung der Schraubenaxen parallel ist; denn die Gerade, 
welche der Bedingung 

46) 8, t g  qi Sktg q k  = t g  q i  

genügt, geh6rt allen drei Grenzebenen an. 
2. Wenn man einc Stützflache l; und die entsprcchende Pliche 

des festen Iiorpers so abiridert, dass die Stütznorniale lz, sich selbst 
parallel bleibt, so bleibt auch jede der beiden Grenzebenen SLi7 Stk, 
welche von der Lage dieser Normale abhingen, sich selbst parallel; 
dcnn die Richtungcn der Grenzebenen hzngen niIr von den Richtungen, 
nicht aber von den Lagen der Stütznormalen ab. 

3. Da jede Grenzebene ein Cylindroid berührt (3 I l ) ,  so schneiden 
sich die einer gegebenen Richtung parallelen Tangentialebenen dreier 
Cylindroide, welche diirch die drei paarweise genommcnen Stütznormalen 
bestimmt werden, in einer Geraden ci,*[. 

4. Die Gerade G , ~ ,  stellt die Schraubenaxe eines gegebenen 
Parallelenbündels dar, welche allein rnoglich ware, wenn der feste 
Korper sich von den drei Stützflachen nicht entfernen konnte. 

Um die Lage der Gcraden G , ~ ,  zu bestimmen, wenn ihre Richtung 
( gr  71, f) gegeben ist, wollen wir ihre Momente Â-i t~,  p,kl, v , t l  berechnen. 
Der Bedingung 46) gemass und die Formeln 4), 10) und 24) zur 
Hilfe nehmend, kann man schreiben: 

1 'ji Sr I 
ist. Hieraus, die Beziehung 
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6Likl-k 7 [ l i k l  + Cvikl = O 
beachtend, 6nden wir: 

Kkz a i k l =  q ( S i n k l  + S k D l i  + C l D i k )  - k(qlu,l + 7kDli + ~ t f i i k ) ,  
P , , ~ p i k ~ =  [ ( E i D k l  $ k k D i i  + ElDili) - E ( S i D k l  + S k D l i  + $Dik), 
'Vik1vikle E (7iDkt + 7 j k D l i  + 71Dik) -9 (k iDk~ + E k D i i  + ElDii.). 

13. W i r  wollen weiter fiir den Fa11 von drei Stiitzflachen nur 
die Schraubenaxen der zweiten Gruppe im Auge behalten und daher 
von den drei Grenzebenen S,,, S,,, X,, zwei als echte voraussetzen. 
Ein Paar von Scheitelwinkeln, welche durch diese zwei Ebenen ge- 
bildet werden, schliesst alle moglichen Schraubenaxen der gegebenen 
Richtung ein, wobei der eine Winkel da? Gebict (+ w), der andere 
das Gebiet (- w) bestimrut [$ 131. E s  ist leicht einzuseheri, dass 
dann d i e  d r i t t e ,  u n e c h t e  G r e n z e b e n e  i m m e r  i n n e r h a l b  d iese r  
b e i d e n  G e b i e t e  l i e g t .  Um das zu zeigen, wollcn wir für die 
Richtung des Parallelenbündels von Schraubenaxen einen von den drei 
hier moglichen F'allen [Q Il] anriehmen: 

49) 4 1 2 0 ,  4s>_o,  4 3 2 0 .  
Dann sind SI,, und Sr,, echte Grenzebenen. Den ~ngleichheiten 

49) entsprechend haben wir jetzt für die moglichen Schraubenaxen 
des Bebietes (+ a) :  

50) %.tg% 5 P I 83tg<P3, 

5 1) c4tg<P, S P  < 4tg<Ps, 
und für das Gebiet (- w) ent,gegengesetzte Ungleichheitszeichen. In 
beiden Fiillen gehort die Schraubenaxe, für welche 

% t R %  = % t R ( ~ 2  
ist, die also in der unechten Grenzebene h"',, liegt, zur Zahl der 
moglichen Schraubenaxen; die Ebene S",, geht also durch die Gebiete 
(+ w) und (- w) hindurch. 

14. Die relative Grosse des Bereiches moglicher Schraubenaxen 
gegebener Richtung hangt von der Grosse  d e r  S c h e i t e l w i n k e l  ab, 
welche v o n  d e n  zwei  e c h t e n  G r e n z e b e n e n  g e b i l d e t  werden und 
die miiglichen Schraubenaxen einschliessen. Um die Grosse eines 
solchen Winkels E , , ,  welcher bei Voraussetzung von 49) von den 
Ebenen S',, und S',, gebildet wird, zu finden, beachten wir das im 
a 5 über das Vorzeichen von x,, Gesagte. Den Eichtungen der Nor- 
malen zu den Ebenen fi',,, S",,, in dem Gebiet (+ o), eritsprechen den 
Ungleichheiten 60) und 51) gemiiss: 

da aber der Winkel zwisehen diesen Normalen und der Winkel E , ,  zu- 
sammen zwei Rechte bilden, so hahen wir: 
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A,!, 4 1  t R2- 4, t Cs, C1- COS C I 2  = -- 
/:ez ka, 

nach den Formeln von $5 3 und 5: 
Y? ( % s %  t % l  ! l2-%2 Gd -!f1 Y% 38) Cos = + - - - - - - . 

l / !frefys9- 2 ! f n u ' l a q n ) i Y s B i - ~ 1 " 2 ~ , , q ~  Y,) 

Dieser Formel analog, finden wir für  die Riclitungen der 
Schraubenauen, welche dcn Bedingiingen 

4 2 2 0 ,  4 3 2 0 ,  h < O ,  
oder 

4 3 2 0 ,  9120, q 2  < O  
genügen : 

53j CDS F~~ = - 
% k d 2  l ~ l 2  Y 3 1  %:,&l --*q:3 

- - -  m ; Ï q l ~ - q q , , ~ z : ( ~ ~ t  T p e - ~ ~ 1 2 q l q 2 )  ' 

54) 
% (YG T 3 2  : %1&- T3 q1 . C O S  E31 = - - - -p -- - . 

~ ' ( i 1 1 ~ t  ( ~ S ~ - < q i n  z ~ T ? ) ( P ~ '  t ~ s ~ - % q y s  ~y YS) 

15. Die I l i ch tunger i  der Schrauhenaxerr, f ü r  w e l c h e  e i i i e r  
von den  R[inli-eln r,,, E,,, E,- k o n s t a n t e  Grosse  h a t ,  wcrdcn auf 
der Parameterkugel (9 4) Fig 2. 
durch Kurven (F,,), (E:, , ) ,  

( F , ~ )  bestimnit, welche 
Schnittlinicn von &gel- 
fllichcn vierten Grades mit  
der ParameLerliugel sind; 
denn die Koordinaten 6, 
7 ,  [ sind in y,, q z ,  q3 
liilear enthalten. Uin einen 
Bcgrilf von der Lage 
dieser Kurveri. zu be- 
kommen, wollen wir den 
FaIl 49) im d u g e  he- 
halten. Ihm eritspricht 
auf der Kugelflikhe ein 
sphk-isches Lheicck 13 CD 
(Fig.2), in welchem die 
Kurve ( F , ~ )  die geuamhe 
Rolle spielt. i luf den 
%ten diexes Dreiecks wird eine von den Grossen q,, q2, 9, gleich 
EuIl, da diese Seiten in den zu den Nornialen Y I , ,  9z2, 92, senkrechten 
Ebcnen liegen. Fur die Punkte dieser Seiten finden wir:  

55) (CD)   CO SE^^]^,=^==---=-- PQ+'~-% -qsp -- 7 

v'q, " 2s" 2 :!.s,u (r, 4 3  
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258 Über Gebiete \,on Schraiibengeschwindigkeiten etc 

In  den ersten zwei Ausdrücken ist das negative Zeichen gesetzt, 
weil nach der oben angewandten Regel des 3 5 der positive Wert der 
Wurzel genommen werden muss, die Grosse p, aber, durch w~lche 
G h l e r  und Xenner dividicrt sind, negativ 49) vorausgesetzt wird. 

Für den Punkt D ergiabt sich 

Lcos &121q,:0, 9%-0 = - % P ,  

i:nd in den Punkten B und C wird cose,, unbestimmt. Der wirk- 
liche Wert  von cos E,, hangt hier von dem Wege ab, auf welchem wir 
zu den Punkten B und C gelangen. A l l e  L i n i e n  (E,,) g e h e n  also 
d u r c h  d i e  P u n k t e  B u n d  C h i n d u r c h .  Indem wir auf dem Wege 
D C  von D nach C gehen, finden wir für diesen letzteren Punkt: 

C O S  El, = - qg,; 

auf dem Wege DB, von D nach B gehend, bekommen wir für den 
Punkt B : cos E,, - - q,,. 

Aus den Formeln 52), 53) und 54) sieht man, dass auf den 
Grenzen eines Gebietes der Parameterkugel zwei von den Grenzebenen 
zusammenfallen. So z.B. sind im Gebiete BDC, welches den Be- 
dingungen 49) entspricht, die Ebenen SI, und S,, echte Grenzehenen, 
und der winkel zwischen ihnen wird durch die Formel 52) bestimmt. 
Aiif der Seite DC dieses Dreiecks, für deren Purikte pl = O ist, 
finden mir: 

[COS %e]qi-O = [COS &31]g,=0~ [COS ~ ~ ~ ] ~ ~ ~ o  = 1. 

Somit sehen wir, dass, obgleich die Kurve (E , , ) ,  für welche 

CO0 Eli: = u 

ist, beim Übergange aus dern Gebiete BDC in das Kachbargebiet 
B E D  auf der Grenze D C  ihre Bedeutung verliert, da die Ebene S,, 
eine echtc Grenzebene zu sein aufhort, - ihre Rolle dic Kurve (E,,) 
übernimmt, für welche cos E,, = a ist und die im Gebiete BDC keine 
entsprechende Rolle spielte. ~ h n l i c h e  Wechselwirkung findet zwischen 
den Kurven ( E J  und (eZ3) beim Ubergange über die Grenze BD statt. 
Beim Übergange iiber die Grenze B C  gelangen wir aber schon in 
das Gebiet der Schraubenaxen erster Gruppe, und dort verlieren alle 
drei Kumen (~,,j, (E,,), (E, , )  ihre Dedeutung, da alle drei Ebenen S;,,, 
S,,, S,, unechte Grenzebenen werden. 

16. Um Platz zu sparen wollen wir nur  kurz, ohne Beweise, noch 
e i n i g e  E i g e n s c h a f t e n  d c r  W i n k e l  E,,, E,,, E,, angebcn. 

Wenn die positiven Richtungen [§ 21 der drei Stütznormalen 
untereinander nur spitze VTinkel bilden, so sind alle drei Winkel E,,, 

E,,, E , ,  in den entsprechenden Cebieten der Pararneterkugel stumpf. 
Rei keiner Richtung der Stütxnormalen kann ein solcher Winkel 

in dem ganzen ihm entsprechenden Gebiete spitz sein. 
Keiner dieser winkel kann im Innern eines der Gebiete der 

Parameterkugel gleich O oder n werden. 
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Von P. SOIOFF. 239 

Maxima und Minima der Werte von E~~~ EJ1, E~~ konnen nur auf 
den Greneen der Gebiete der Parameterkugel existieren. Das Vor- 
kommen derselben hiingt von den Zeichen der Grossen p,,, g , , ,  q,,  
cineraeits und der Grossen 

4 ~ 1  412 - 4 2 3 7  412 4 2 3  - 431 > q 2 3  431 - Y1à 
anderseits ab. 

III. Die Grenzebene zweiter Art. 

17 .  Die Greuebenen zweiter Art haben in der Frage der moglichst 
grossen Beschriinkung der Verschiebungen eines starren Korpers und 
der Bestlegung desselben eine sehr wesentliche Bedeutung. Da sie, 
wie wir gloich sehen werdcn, von vier Stütznormalen abhiingen, so 
müssen wir uns zu dern Falle von vier Stützflachen wenden, wo diese 
Grenzebenen zum ersten Male auftreten. 

Wir  wollen d i e  m o g l i e h e n  S c h r a u b e n a x e n  eines festen K6r- 
pers, welcher sich auf vier Flachen stützt, i n  d r e i  G r u p p e n  teilen." 

Es m6gcn eu der e r s t e n  Cfruppe solchc Schraubenaxen ge- 
boren, cieren Richtungen mit allen vier Stütznormalen nur spitze oder 
nui- stumpfe Winkel bilden. Auf jeder dieser Axen kann der Para- 
meter p alle Werte bekommen, welche a u s s e r h a l  b des Intervalles 
zwisclien dem kleinsten und dem grossten von den vier Produkten 

5 8) S ~ t g % ,  8ztgg>z, S3tVP37 S 4 t f 3 ~ 4  

liegen, wobei auf jeder diescr Axen, je nach der Grosse des Para- 
meterwertes, die eine und die andere R'ichturig der Winkelgeschwin- 
digkeit ruoglich ist [§ 191. I n  diesem Palle ist keine von den sechs 
überhaupt denkbaren Grenzebenen erster Art  eine echte. 

Zur zwei  t e n  G r u p p  e sollen solche Schraubenaxen gehoren, 
welche mit der eincn Stütznormale einen spitzen und mit den anderen 
drei einen stumpfen Winkel bilden, oder urngekehrt. Jeder Pararneter- 
wert liegt z w i s c h e n  gewissen, im allgemeinen endlichen Grenzen 
[S 201. -411e Axen einer gegebenen Richtung werden durch drei 
echtte Grenzebenen bestimmt und bilden ein geschlossenes oder nicht 
geschlossenes Prisma. 

Die Axen der d r i t t e n  G r u p p e  werden dadurch bestirnmt, dass 
sie mit zwei Normalen einen spitzen und mit zwei anderen einen 
stiimpfen Winkel bilden und bei gegebener Richtung durch vier echte 
Grenzebenen bestimmt werden, wobei die moglichcn Parameterwerte 
wieder zw i Y ch  en  gewiüsen, im allgemeinen endichen Grenzen liegen 
[S 2 11. 

18. Die Richtiingen der Stütznormalen konnen so gewahlt werden, 
dass alle Schraubenaxen der erston Gruppe ausbleiben [§ 191. Für  das 
-- - pp 

* Siehe die Anmerkung zum 1 12. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 0 nber Gebiete von Schraiibengeschwindigkeiten etc. 

Folgende ist dieser Umstand sehr wesentlich; a i r  wolIen daher das 
analytische Merkmal des Verschwindens dieser Axen aufstellen. Die 
geometrische Bedingung dafür besteht darin [§ 18, S. 1651, dass auf 
der Parametei-kugel der negative Endpunkt einer jeden Stiitznormalen- 
richtung innerhalb des sphsrischen Dreiecks liegen muss, dessen Ecken 
durch die positiven Endpunkte anderer drei Normalenriclttungen ge- 
bildet werden. Offenbar ist es genügend, wenn diese Bedingung für 
eine der Normalen erfiillt wird. Solche Bichtnngen von vier Stütz- 
n o r n d e n  werden wir die O pp O s i  t i o n  dérselben nennen. Es seien 
f i i ,  nk, nl, n, die vier Stütznorrrialen und 

59) Vilni, K i m ,  Vikrn) K k i  

Determinanten, welche nach dem Schenia 47) gebildet sind; wobei die 
lleihenfolge der Indices i ,  k ,  1, m immer der Reihenfolge der Zeilen 

Fig. 3. Fig. 4. 

in den Determinanten entsprechend genommen werden soll. Den Nor- 
malen ni, nk, n, entspricht auf der Parameterkugel ein spharisclies 
Dreieck (%;szkni). Wenn man auf den Seiten dieses Dreiecks in der 
Itichtung der Uhrzeiger herumgeht und dabei von ni nach nk und von 
nk nach n, gelangt, so ist Vikl > O. Fallt nun der positive Endpunkt 
der Riüliturig von n, in das Gebiet des Dreieüku (n,tzknl), so haben 
alle vier Grossen 59) dasselbe Zeichen (Fig. 3), wenn aher der negative 
Endpunkt von t z ,  in diesem Dreiecke liegt, so haben Kirn und 
Ti*, das entgegengeaetzte Zeichen von Vik, (Fig. 4). Da bei ciner 
Permutation von zwei nebeneinander liegenden Indices einer der 
Grossen 69) das Zeichen derselben geindert wird, so kann man, anstatt 
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Von P. SOMOFF. 261 

die Determinante - q k i  nehmend, sagen, dass i m  P a l l e  d e r  
O p p o s i t i o n  d e r  v i e r  S t ü t z n o r m a l e n  a l l e  v i e r  G r o s s e n  

Sol Vklm, K i m 7  Vikrn? h k i  

dasselbe Z e i c h e n  haben .  
Wenn weder der positive noch der negative Endpunkt von n, ins 

Dreieck (n,nkn,) fi l l t ,  so werden weder die Grossen 59) noch die 
Grossen 60) dasselbe Zeichen haben; das über diese Grossen Gesagte 
ist also die not,wendige und hinreichende Bedingung der Opposition 
der Kormale nm gegen die drei anderen. Wenn sie erfüllt ist, so ist 
sie auch für die anderen Normalen erfüllt; denn es werden dann die 
in einer Zcile stehenden Grossen 

61) KIrAi, Vmki, VkzLi % l k ,  (ni) 
6 2) K m k ,  Vrnik, K L ~ ,  Vm~i , (nk) 

63) 7lkrnz) Vmli , V i k l  , Vmki, (w) 
auch gleiche Zeichen haben. 

19. Einem Systeme von vier Stütznormalen ni, nk,  n L ,  n, ent- 
spricht eine Ebene Pi,,,, welche wir die G r e n z e h e n e  z w e i t e r  A r t  
riennen werden. Sie sol1 durch das Zentrum der I'arameterkugel ge- 
legt werden und hat zu ihrer Gleichung 

sind. Unten werden wir seheri, dass diese Ebene eine besonders 
wichtige Rolle im Falle der Opposition von vier Normalen spielt; wir  
merden sie dann die e c h t e  G r e n z e b e n e  z w e i t e r  A r t  nennen und 
für sie das Symbol Pfikrm gebrauchen. Wenn die vier Stütznormalen 
sich nicht in Opposition hefinden, so werden wir diese Ebene eine 
unech te  G r e n z e b e n e  z w e i t e r  A r t  nennen und sie mit den1 Syrri- 
bole P f f i k l n L  bezeichnen. 

IJnabhKngig von der Rolle, welche die Ebene Piklm im weiteren 
spielen wird, het sie folgende kincmatische Bedeutung. Wenn der 
feste K6rper sich von den Stützfliichen Xi, &, &, &, nicht entfer~len 
kann, so besitzt er zwei I - re ihe i t~~rade ,  so dass alle seine moglichen 
Schraubenaxen ein C~lindroid bilden. Es seien 5 ,  17, f, 1, p ,  v die Ko- 

Zeituclirift f .  Mirthsmatik u. P h y a k  43. Band 19W. 5 .  u. 6. E e f t .  19  
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262 Über Gebiete von Schraubeiigeschwiri~gkeiten etc 

Durch Elimination von 1, p, u  erhalten wir hieraus eine Gleichung 
Eür E, 17, S in Form eincr Deterniinante, wclche nach einigen einfachen 
Transformationen die Form des ersten Teiles der Gleichung 64) be- 
kommt. Somit ist die Grenzebene z-xeiter Art  allen Geraden des 
Cylindroids parallel, welcher die moglichen Schraubenaxen enthielte, 
wenn die Rerührung des festen Korpers mit den vier Stützflachen 
obligatorisch wsre. 

W i r  wollen jetzt wieder annehmen, dass der feste Korper sich 
auf vier Fliichen nur stützt. Wenn wir aus den paarweise ge- 
nommenen Gleichungen 66) p eliminieren und die Ausdrücke für 
1, y, v nach den Pormeln 1) einführen, so bckommen wir die 
Gleichungen der sechs Grenzebenen erster Art, welche der gegebenen 
Axenrichtung (E,  r i ,  t;) entsprechen. Wenn diese Richtung der Be- 
dingung 64) genügt, so existiert eine Scliraubenaxe ( p ) ,  welche zugleich 
in allen diesen sechs Ebenen enthalten ist. Hieraus sehen wir, dass 
bei e i n e r  R i c h t u n g  von  S c h r a u b e n a x e n ,  w e l c h e  d e r  Grenz-  
e b e n e  z w e i t e r  A r t  p a r a l l e l  i s t ,  a l l e  s e c h s  d i e s e r  n i c h t u n g  
e n t s p r e c h e n d e n  G r e n z e b e n e n  e r s t e r  A r t  s i c h  i n  e i n e r  Ge- 
r a d e n  s c h n e i d e n .  Unten (§ 22) werden wir zu den~selben Resultate 
auf einem anderen Wcge gclangen. 

20. Die G e b i e t e  m o g l i c h e r  S c h r a u b e n a x e n  v o n  g e g e b e n e r  
R i c h  t u n g  haben im Falle von vier Stützflachen folgende Eigenschaften. 
Wenn die Stütznormalen sich nicht in Opposition befinden, so ist das 
Gebiet der miiglichen Schrauhenaxcn eines gcgebencn Parallelcnhündels 
bei keiner flichtung desselben geschlossen; sind aber die Stütznorrnalen 
in Opposition, so bilden alle solche Gebiete geschlossene Prismen. Um 
das zu zeigen, bemerken wir, dass diese oder jene Form des Gebietes 
nicht von der gegenseitigen L a g e  der Stütznormalen, sondern nur 
von ihrcn R i c h t u n g e n  abhangt. Das folgt aus der geometrischen 
Definition der Grenzebenen erster Art, nach welcher ihre li,ichtung 
nur von den Winkeln abhiingt, welche zwei Stütznormalen mit der 
gegebenen Schraubenaxenrichtung bilden. Wenn nun die Stützflachen 

ordinaten und p der Parameter einer seincr Schrauben. Da diese Schraube 
zu denjenigen Schrauben reziprok ist, welche auf den Kormalen ni, n,, 
nl, rz, liegen und den Parameterwert Kull haben, so kann man schreiben: 

'(Ai + ~ k i ) k + ( P i  + P " î i ) ' i + ( v i  $ P S i ) S  

66) 

+ E ;  A + q i  p + t ; i  v = O ,  

( 1 ,  + p E k ) E  + ( ~ k  + r ) q k ) r ]  + ( ~ k  $ . p C k ) c  
+ e k  j - + q k  p + c k  v = O ,  

(11 + p k i ) E + ( ~  + P T J L ) V + ( V L  + / ~ t r ) t  
+ E l  Â - + ~ L  p + S r  v = 0 ,  

(lm + P k m ) E  + (P, + p ~ r n ) ~  + ( vm  + ~ S m ) t  
L + k r n l + r l r n p + G n u - - O .  
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und die entsprechenden Flachen des festen Korpers so abgeiindert 
werden, dass die Stütznormalen sich selbst parallel bleiben, so bleibt 
ein nicht geschlosscncs prismatisches Gebiet moglicher Schrauben- 
axen immer nicht geschlossen. Dagegen bleibt ein geschlossenes Ge- 
biet immer geschlossen; es kann bei paralleler Verschiebung der 
Grenzebenen erster Art in eine Gerade zusammenschrumpfen und dann 
aus einem Bebiete (+ w) sich in ein Gebiet (- cl)  verwandeln oder 
umgekehrt, wird aber immer ein geschlossenes Prisma bilden. 

Um also zu sehen, ob ein Gebiet geschlossen ist oder nicht, kann 
man dieses bei einer speziellen Lage der sich parallel bleibenden 
Stiitznormalen betrachten. Die Antwort findet man aber leicht, wenn 
die Stütznormalen siüh in einem Punkte schneiden. Wenn diese 
Normalen sich nicht in  Opposition befinden, so kann man durch den 
Schnittpunkt der Normalen eine solche Ebene ziehen, dass die positiven 
Endpunkte aller Normalen auf einer Seite derselben sein werden. Um 
al le  dxen,  welche in dieser Ebene liegen, sind offenbar Drehungen 
moglich; es sind um dieselben natürlich auch andere Schrauben- 
verschiebungen moglich, wenn die entsprechenden Parameter gewisse Be- 
dingungen erfüllen. Jedenfalls sehen wir, dass dann auch unendlich 
entfernte Schraubenaxen moglich sind. Wenn aber die sich schneiden- 
den Stütznorrnalen in Opposition sind, so sind für den festen Korper 
nur Drehungen moglich und zwar nur um solche Axen, welche durch 
den Schnittpunkt der Normalen gehen; d. h. für jede Axenrichtung 
zieht sich das prismatische Gebiet in eine Berade zusammen. Daraus 
kann man schliesüen, dass bei irgend einer anderen Lage der Stütz- 
normalen, wenn nur dieselben in Opposition liegen, die prismatischen 
Gebiete geschlossen bleiben. 

D a m i t  i n  e i n e m  j e d e n  P a r a l l e l e n b ü n d e l  d i e  mogl ichen  
S c h r a u b e n a x e n  e i n  g e s c h l o s s e n e s  P r i s m e  b i lden ,  i s t  e s  n o t -  
wendig  u n d  h i n r e i c h e n d ,  d a s s  d i e  v i e r  S t ü t z n o r m a l e n  in  
O p p o s i t i o n  l i e g e n .  

Da wir haiiptsiichlich die Frage über miiglichst grosse Re- 
schrankungen der Verschiebungen eines festen Korpers im Auge behalten, 
90 wollen wir weiter die Opposition der vier Stütznormalen voraussetzen. 

21. Bei dieser Voraussetzung werden keine Schraubenaxen erster 
Ordnung existieren; die zweite und die dritte Gruppe derselben müssen 
mir aber genauer betrachten, um die Bedeutung der Grenzebene zweiter 
Art für dieselben klar zu machen. D i e  S c h r a u b e n a x e n  d e r  zwei ten  
G r  u p p e, die einem Parallelenbündel arigehoren, werden, wie wir oben 
gesehen haben, von drei Grenzebenen erster Art  in ein dreikantiges 
Prisma eingeschlossen, wobei die Winkelgeschwindigkeit der Schrauben- 
verschiebung nur e i n e  Bichtung, (+ w) oder (- w), haben kann. Wir 
wollen zeigen, dass das Erscheinen dieser oder jener von diesen Riüh- 
tungen von der Lage des die gegebene Axenrichtung bestimmenden 
Punktes auf der Parameterkugel auf solche Weise abhiingt, dass den 

19 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



264 Cber  Gebiete von Schraubengeschwindigkeiten etc. 

Punkten, welche auf der einen Seite der Grenzebene zweiter Art  liegen, 
die Drehung (+ w), denen auf der andereri Seite dieser Ebene die 
Drehung (- o) entspricht. - Von den vier Rombinationen der Un- 
$eichheitszeichen für y,, y,, g,, q4 [$ 181, ist es genügend, nur eine 
zu betrachten; wir nehmcn: 

Dann sind 8',,, Sr,,, Sr,, echte Grenzebenen erster Art,  welche 
sich paarweise in den Geraden a,,,, G,,,, G,,, schneiden ( 5  12). Im  
Falle, dass die moglichen Schrauben das Gebiet (+ w) bilden, muss 
jede dieser Geraden auch in Bezug aiif die nicht durch dieselbe hin- 
durchgehende eçhte Grenzebene erster Art im Gebiete (+ w) ( 5  4) 
liegen, z.B. muss die Gerade O,,, sich auf derjeriigen Seite von S',, 
befinden, welcher das Gebiet (+ w) entspricht, wenn nur  die zwei 
Stützfliichen Z, und &, in Betracht genommen werden. Ebeilso, wenn 
das drcikantige Prisma das Gebiet ( w) enthiilt, so muas jede der 
drei Geraden o,,,, O,,,, G,, ,  in Bezug auf eine der Grenzebenen erster 
Art, welche diese Gerade nicht enthalt, im Gebiete (- w) liegen. 
Somit besteht die Aufgabe in der Bestimmung des Zeichens für den 
ersten Teil der Gleichungen jedcr der E b e n ~ n  Sf14, S',,, SI,,, wenn 
dariu die Koordinaten entsprechender Geraden G ~ ~ ~ ,  oa14, G~~~ eingesetzt 
merden. Für  diese Koordinaten haben wir, ausser den die Richturig 
der Schraubenaxen bestimmenden Koordinaten [, 7 ,  [, Ausdrücke, 
welcbe dem Schema 48) nachgebildet werden miissen. Der erste Teil 
der Gleichung f ü r  Sr,, kann nach den E'ormeln des 5 3 so geschrieben 
werden: 

"14 = (Lal  - 5, q4) Â. + (74% - TI P ~ )  P + (t4qL - Sl(r.J v +  
lndem man hier die Momente der Geraden G,,,, welche aus den 

Formeln 
V2341234= ( ~ S 2 - t ~ 2 ) ~ 3 4 $  ( ? i b  - ~ 3 ) ~ 4 2  + ( ~ k  c ~ 4 ) ~ 2 3 ,  

E ,34pg34= (cfS - EC,)B34 + ((83 - 5 & ) D 4 2  + (gk4 - 8&)D2S, 

7 2 3 4 ~ , 3 4 =  ( k ~ Z - r j E 2 ) ~ 3 4 +  ( E ~ 3 - r / & ) ~ 4 8  ( 5 ~ 4 - ? j 5 4 ) ~ 2 3 >  

bcstimmt werden, einsetzt und das Resultat mit (S',,),,, bezeichnet, 
bekommt man: 

bedeutet. Weiter haben wir die Identitat: 
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Es ist namlich 

1 41 61 71 h 1 
was durch einfache Determinantentransformation auf den Ausdruck 
Ji , ,  zurackgefiihrt werden kann. Die Formel 69) benutzend, kann 
niari schreiben : 

41 T7402-  4 4 q 0 2 =  v1;le4- 98 q 4 l l  

4' - q 4 V i 0 3  - ' 1 3 4  q 3  q 4 i .  

Wenn man dieses in 68) einsetzt und den Zeichenwer'nsel, welcher 
von der Fermutation der Indices abhangt (5 18), beachtet, so erhiilt man 

also 

71) 

Die Formel 10) wieder benutzend, kann man schreiben: 

- ( 1 * 4 5 + ~ 4 r j + ~ 4 C  

Indem wir die erste dieser Determinaden der Determinante 70) 
iihnlich transformieren, finden wir, dass sie q,V,,, gleich ist. Also 

I 1 4 f  + P 4 7 7 + ~ 4 f  5 4  7 4  G4 i 
Daher erhalten wir schliesslich: 

q 4  
72) ( S 1 1 4 ) 2 3 4  = p - v284 ( L 1 2 3 4 E  + M 1 2 3 4 ?  + f i 2 3 4 5 )  + - k p 1 1 2 3 4 J  

wo L18347 .ML234,  N,234 nach dem Schema 65) gebildet sind. Um die 
analogen Ausdriicke fiir G , , ,  und G ~ , ,  zu bekommen, muss man 
nur beachten, dass der lndex ( ,) seinen Platz nicht Endert, die ersten 
drei Indices aber eine cirkuliire Permutation erleiden. Die Hoeffizienten 
von P'1e34  bleiben dabei ungeiindert; somit bekommen wir: 
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cberhaupt ist es nützlich, folgende allgemeine Formel sich. zu 
merken: 

und darauf zu achten, dass die Vertauschung der Indices (i) und (1;) 
die Anderimg des Zeichens nach sich zieht, d. h. 

7 6) ( S f t k ) k l r n  = - (S1kl)klm7 
weil dabei die Zeichen aller Glieder in Friklm wechseln; wahrend die 
Vertauschung der Indices ( k ) ,  ( 1 )  und (nz) keinen Einfluss auf das 
Vorneichen von ausübt, da dabei die Zeichen der heiden 
Grossen VkErn und Pliklm wechseln. Das ist übrigens auch selbst- 
verstiindlich, da die genannten Indices nur die Gerade G k l ,  angeben, 
deren Lage von der Reihenfolge dieser Indices nicht abhangt. 

Zu unserer Aufgabe zurückkehrend, konnen wir jetzt das Merkmal 
60) für dic Opposition der Stütznormalen benutzen; danach haben die 

dasselbe Zeichen; es hangt daher nur von dem Zeichen von Y',,,, ab, 
ob das Gebiet (+ a) oder (- w) erscheirit, was zu beweisen war. 

Man kann aich jetzt leicht überzeugen, dass die Ebene 

78) P11234= O 
dieselbe Rolle auch in  anderen E'Sllen der Schraubenaxen zweiter Gruppe 
spielt, d. h., wenn ihre Richtungen einem der drei Systeme von Un- 
gleichheiten: 

7 9) a l > o ,  a22% 4 4 > 0 7  
80) !Zlko, Y 3 2 0 7  Y , ~ O J  ~ 2 1 0 ,  
81) 4 2 1 0 ,  % ) O ,  q .4207  q i s o ,  

oder den ihnen entgegengesetzten genügen. D a m  braucht man nur 
das am Schlusse des 5 18 Gesagte zu beachten. S.  LI. bei den Schrauben- 
axen, welche den Bedingungen 79) entsprecheri, tr i t t  die Normale n, 
an Stelle von fi,; in den Formeln 72), 73) und 74) wird daher statt p, 
der Cosinus q, stehen, und statt P'1234 muss jetzt p'lp43 geschrieben 
werden, was nur zu einem Seichenwechsel führt. Die Nenner dieser 

welche wegen der Opposition der Normalen ein und dasselbe, aber 
dem friiheren entgegengesetzte Zeichen haben. 

;ihnliches finden wir in den beiden übrigen B'iillen, wo snstatt 
der ursprünglichen die Grossen: 
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Somit sehen wir, dass iri a l l e n  Fi i l len d e r  A x e n  z w e i t e r  
G r u p p e  d a s  E r s c h e i n e n  d e r  G e b i e t e  (+ w) o d e r  (- w) aus-  
s c h l i e s s l i c h  d u r c h  d a s  Z e i c h e n  v o n  P r i z s a  b e d i n g t  w i r d .  Und 
zwar müssen, der Formel 27) gemiiss, z u m  E r s c h e i n e n  des  Gc- 
b ie tes  (+ w) die Grossen 72), 7 3 ,  74) yositiv sein; dazu m ü s s e n  

p l 1 2 3 4 7  7 2 3 4 1  v914, v1847 7 9 2 1  

dasse lbe  Z e i c h e n  haben .  Da aber, wegen der Opposition der 
Stütznormalen die letzteren vier von diesen Grossen schon dasselbe 
Zeichen haben, so kanri man die genannte Bedingung in allgemeiner 
Borm so aussprechen : 

f ü r  d a s  G e b i e t  (+ o): 
82) K k l P 1 i k l r n  < 0, 

f ü r  d a s  G e b i e t  (-a): 

83) KkLYrikim > 0- 
22. W i r  wissen, dass im Falle von d r e i  Stützfiachen die drei 

Grenzebenen erster Art sich in einer Geraden schneiden. Im Falle 
von v i e r  Stützfliichen haben wir für die Axen der zweiten Gruppe 
drei echte Grenzebenen erster Art,  S I i m  Srki SIC, und d r e i  u n e c h t e  
G r e n z e b e n e n  Sriki, Srrlt, Srrik. Wir  wollen sehen, welche L a g e  d iese  
d re i  letzteren E b e n e n  haben .  Zu diesem Zwecke machen wir auf 
einer zu dem gegebenen Parallelenbündel von Schraubenaxen senkrechten 
Ebene die Abbildung des moglichen Axengebietes nach den Rcgeln 
von [$ 71. Im betrachteten Falle stellt sich dieses Gebiet als eiu 
Dreieck dar, dessen Seiten von den Spuren sri,, s'km, s'lm dreier 
echten Grenzebenen erster Art gebildet werden. Die Ecken dieses 
Dreiecks sind die Spuren der Geraden fikl,, G l i m ,  riik, ( 5  12). Durch 
diese Ecken gclien auch die Spuren ~ " k l ,   ri, s"ik (Fig. 5) der drei 
unechten Grenzebenen Kach dem im 5 12 Gezeigten schneiden sich 
diese Geraden in e i n e m  P u n k t e  di,,, w e l c h e r  n o t w e n d i g  i m  
I n n e r n  des  D r e i e c k s  l i e g t ;  denn die unechte Grenzebene liegt 
( 5  13) immer in demjcnigen Paare der von zwei echten Grenzebenen 
gebildeten Scheitelwinkel, welches das Gebiet moglicher Schrauben- 
axen enthalt. E s  sol1 die Gerade fiikl d i e  C e n t r a l a x e  d e r  g e -  
g e b e n e n  R i c h t u n g  genannt werden. Sie hat folgende Eigenschaft. 
Wenn man die Normale mm, d. h. diejenige, welche auf die Lage aller 
drei echten Grenzebenen Einfiuss hat, parallel verschiebt, so rücken 
auch die Ebenen Sri,, Srkin, SIzm, sich selbst parallel bleibend fort 
( 5  20). Das Dreieck, welches das mogliche Axengebiet bestimmt, 
bleibt also sich selbst ahnlich; es kann dobci in einen Punkt zu- 
samrnensçhrumpfen; und wenn das geschieht, so fallen die Ecken des 
Dreiecks mit der Spur der Geraden r i i k i  zusammen. W e n n  also a l l e  
s e c h s  G r e n z e b e n e n  e r s t e r  A r t  s i c h  i n  e i n e r  G e r a d e n  s c h n e i -  
den ,  s o  h a b e n  s i c  z u r  S c h n i t t l i n i e  d i e  C e n t r a l a x e  d e r  g e -  
g e b e n e n  R i c h t u n g .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



268 fiber Gebiete von Schraubengeschwindigkeiten etc 

Wenn die Lagen der Stütznormalen willkürlich gegeben sind, so 
schneiden sich alle sechs Ebenen in einer Geraden nur bei solchen 
Richtungen der Schraubenaxen, für welche die Grossen 72), 73), 74) 
und die ihnen ahnlichen den anderen FaIlen der Schraubenaxen zweiter 

Fig 5. 

Gruppe entsprechenden und statt q, die Faktoren q,, qz, q3 enthalten- 
den Griissen gleich Null werden. Wcnn kcine der Grosseri q,, y,, y,, 
q, gleich Null ist, so muss die Bedingung 78) erfüllt werden, d. h. die 
Axenrichtungen miissen der Grenzebene zweiter Art parallel sein. 
Anderseits werden für  die Schnittgerade der sechs Grenzebenen erster 
Art alle vier Grossen 58) einander gleich; diese Gerade stellt also eine 
Schraubenaxe dar, welche für den festen K6rper moglich wzre, wenn 
er sich von vier Stützfliichen niçht eiitfernen konnte. Daraus schliessen 
a i r :  A l l e  A x e n r i c h t u n g e n ,  f ü r  w e l c h e  d ie  s e c h s  Grenzebenen  
e r s t e r  A r t  s i c h  i n  e i n e r  G e r a d e n  s c h n e i d e n ,  s i n d  d e r  Grenz-  
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ebene z w e i t e r  A r t  p a r a l l e l ,  u n d  d i e  S c h n i t t g e r a d e n  g e h o r e n  
einem C y l i n d r o i d  an. 

Offenbar ist  dieser Schluss auch für die Schraubenaxen der dritten 
Gruppe richtig, zu deren Betrachtung wir jetzt übergehen. 

23. D i e  S c h r a u b e n a x e i i  d e r  d r i t t e n  G r i ~ p p e  werden durch 
vier echte Grenzebenen bestimmt (5  17). Die Opposition der Stütz- 
normalen voraussetzend, k6nnen wir von Anfang an annehmen, dass 
jedes Gebiet moglicher Schraubenaxen einer gegebenen Richtung ein 
geschlossenes Prisma hildet. Von den Fiillen, welche jetzt die Zeichen 
von q , ,  q2, q5, q4 betreffen, werden wir den Fa11 betraühten, welcher 
den Urigleichheiten 

4 1 2 0 ,  ~ 2 2 0 1  4 3 5 0 ,  4 4 < 0 ,  
oder den umgekehrten entspricht. D a m  sind Srj3, SIs3> Srl4, SIz4 
echte Grenzebenen erster Art. Im allgemeinen kann man sieh 
hier folgende drei FLUe Fig. B. 

vorstellen: 1. das Er- 
scheinen eines geschlos- 
senen Gebietes (f w) [Fig. 
401, oder 2. eines ge- 
xhlovsenen Gebietes (- w) 
[Pig. 411 oder 3. voll- 
kommenes Verschwinden 
moglichcr Axen gegebener 
Richturlg [Fig. 421. In 
Wirklichkeit aber, wegen 
einiger Eigenschaften der 
Grenzebenen erster Art, ist 
die letztere Voraussetzung 
unzuliissig*. Um das zu 
zeigen, wollen wir die 
chcne Darstellung der 
Axengebiete zu Hilfe 
nehmen. Jedes Paar der 

'puren (~'13, "2 3)l (s'l,i - .  . - -  

s i , )  dei  echten Grcnz- * *, 
ebenen teilt die garize Eberie (Fig. 6) in vier Gebiete, welche wir so  
bezeichnen werden: (+ +),, (- -)3, (+ -)3, (- +)3 und (+ +),, 
(- -)4, (+ -)4, (- +)4. Hier bedeutet z.B. (+ +), dasjenige Gebiet 
zwischen den Geraden s ' , ,  und s',,, welches iii Bezug auf die Grenz- 
ebenen Sr,,, S',, das Gebiet (+) ist; ebenso bezeichnet 2.73. (- +), 
dasjenige Gebiet zwischen den Geraden sr,, und sr,,, deren Punkten in 
Bezug auf die Ebene S',, das Gebiet (- w) und in Bexiig auf die 

* Die entsprechende Stelle in  meiner in Q 1 zitierten Arbeit [§ 21, S. 169  
und 1701, wo die Moglichkeit dieses Falles zugelassen wurde, muas @ndert werden. 
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Ebene S',, das Gebiet (+ w) entspricht. Ausserdem ist in Bezug auf 
jedes Paar der Geraden s',,, sr2,), (s',,, s',,) das Gebiet (+ w) horizon- 
tal  und das Gebiet (- w) vertikal schraffiert. Da das wirklich mog- 
liche Schraubenaxengebiet nur dureh solchc Punkte bestimmt wird, 
welche den beiden Gebieten (+ w) oder den beiden Gebieteri (- w) 
gemein sind, so ware fiir das vollkommene Verschwinden moglicher 
Schraubenaxen notwendig und hinreichend, dass die Schenkel der 
Winkel (+ $1, und (+ +), sich nicht schneiden; und dasselhe miiss 
auch für die Winkel (- -), und (- -), erfüllt werden. Llann wird 
jede der Geraden 6 ,,,, ci,,,, O,,,, G ~ , ,  in Beziehung zu den beideri 
sie nicht enthaltenden Grenzebenen folgenden Bedingungen genügen: 
sie wird in Bezug auf eine dieser Grenzebenen irn Gebiete (+ w) und 
in  Rezug aiif die andere Ebene im Gebiete (- w) liegen müssen. 
Umgekehrt, wenn diese Bedingungen erfüllt wiren, so konnten die 
beiden Gebiete (+ w )  und (- w )  keine gemeinschaftlichen Punkte 
haben. Man kann aber zeigen, dass die Erfüllung dieser Redingungen 
nicht erreichbar ist. Dazu kann man die beiden uncchtcn Grenzebenen 
S",, und Sv,, benutzen. Sie haben nzmlich die Eigenschaft, dass die 
erstere von ihnen die Geraden G , , ,  und a,,, als Schnittlinie der Ebenen 
(Sr,,, Sr,,) und (Sr,,, S,,), und die andere die Geraden G , , ,  und G , , ,  

als Schnittlinien der Ebenen (S',,, Sr,,) und (Sr2,, S',,) enthiilt. 
Dadurch ist die Lage der Ebenen S",, und Sr',, voilkommen bestimmt; 
und man bekommt ihre Spuren s",, und sr',, (Fig. 6) ,  wenn man die 
Geraden durch G ,,,, G , , ,  und ci,,,, G , , ,  zieht. kennen aber die 
Eigenschaft der unechten Grenzebene, dass sie in denjenigen von zwei 
echten* Grenzebenen gebildeten Scheitelwinkeln liegt, welche die m6g- 
lichen Gebiete (+ w) und (- w) darstellen; das kann aber nicht erfüllt 
werden, wenn die echten Grenzebenen eine für das ~ollkommene Ver- 
schwinden moglicher Schraubenaxen notwendige Lage haben. Dieses 
V e r s c h w i n d e n  i s t  a l so  u n m o g l i c h .  

Aiif dieselhe Weise kann man leicht einsehen, dass d a s  mog 
l i c h e  G e b i e t  von  S c h r a u b e n a x e n  d r i t t e r  G r u p p e  b e i  jeder 
R i c h t u n g  d e r s e l b e n  i n  e i n  v i e r k a n t i g e s  P r i s m a  e ingesch lossen  
i s t ,  d. h. es konnen z. B. die Grenzebenen keine solchen Lagen haben, 
wie es in Pig. 7 gezeiehnct ist; denn dann konnten wieder die un- 
echten Grenzebenen nicht die erforderliche Lage haben. 

24. E s  bleibt uns noch übrig, das Merkmal zu bestimmen, nacli 
welchem man auch f ü r  d ie  S c h r a u b e n a x e n  d e r  d r i t t e n  G r u p p e  
d i e  G e b i e t e  (+w) u n d  (- w) u n t e r s c h e i d e n  konnte. Die Be- 
zeichnungen van $ 21 benutzend, kann man sagen, dass das Gebiet 
(+ w) den Bediugunge~i 

(S'14)123 > O ,  (Sr24)123 > O 
genügen rnuss; und das ist nicht nur notwendig, sondern auch hin- 
reichend, da die anderen zwei Bedingungen 
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und wenn ql und q, positiv vorausgesetzt werden, finden wir fiir das 
Gebiet (+ w) 

V123' P11234 < O, 

und überhaupt fiir alle Schraubenaxen der dritten Gruppe: 

und für das Gebiet (- w) das entgegengesetzte Ungleichheitszeiühen. 
Somit sehen wir, dass d a s  M e r k m a l ,  w e l c h e s  d i e  F o r m e l n  

82) u n d  83) a u s s p r e c h e n ,  a u f  a l l e  S c h r a u b e n a x e n  a n w e n d b a r  
i s t ,  w e n n  d e r  f e s t e  K o r p c r  s i c h  a u f  v i e r  F l achen  s t ü t z t  u n d  
d ie  S t ü t z n o r m a l e n  s i c h  i n  O p p o s i t i o n  bef inden .  
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26. A l l e s  in diesein Rapitel z u s a m m e n f a s s e n d ,  hahen wir f ü r  
d e n  E'all v o n  v i e r  S t ü t z f l g c h e n  folgende Ilesultate. 

Den vier Stützriorrrialen kann man solche Richtungen geberi 
(Opposition), dass in jedem Parallelenbündel von Geraden die m6g- 
lichen Schraubenaxen ein geschlossenes prismatisches Gebiet bilden, 
welches durch drei oder durch vier Grenzebenen erster Art um 
geberi ist. 

In jedem solchen Gebiete hat die Winkelgeschwindigkeit der 
Schrauàenverschiebiing nur e i n e  Richtung und die Parametermerte 
sind in gewisse im allgcmeinen endliche, für verschiedene Axen übrigens 
verschiedene Grenzen eingeschlossen. 

Auf der Pararneterkugel sind die Richtungen (+ w) von deri 
Richtungen (- w) durch die Grenzebene zweiter Art getrennt. 

Die Richtung der Grenzehene zweiter Art  han$ nicht niIr von 
den ftichtungeil, sondern aueh von den gegenseitigen Lagen der vier 
Stütznormalen ab. 

Im Falle von vier Stützflachen giebt es keine aolchen Parallelen- 
bündel, in welchen keine Gerade eine mogliche Schraubenaxe dar- 
stellen konnte. 

E s  giebt solche Eichtungen, nach welchen nur eine Schraubenaxe 
mit eiriern bestirnrriten Paranieterwerte moglich ist. Alle solche 
Schraubenaxen sind der Grenzebene zweiter Art parallel und gehoren 
einem Cylindroid an, das durch zwei solche Schrauben bestimmt wird, 
welche die zwri Transversalen der vier Stütznormalen sind und den 
Parameterwert Nul1 haben. 

W w n  die Stütznormalen nicht in Opposition sind, so kann man 
sich eine u n e c h t e  G r e n z e b e n e  z m e i t e r  A r t  als solche Ebene vor- 
s t~ l l en ,  dass fiir alle ihr parallele Richtungen der Schraubenaxen die 
sechs Grenzebenen erster Ar t  sich in einer Geraden schneiden. Diese 
Ebene wird spater auch eine wichtige Rolle spielen. 

IV. Grenzebenen xweiter Art bei fünf Stützflachen. 
26. Die kleinste Zahl von Stützfliichen, bei welcher die miiglichen 

Schrauberiaxen nicht jede beliebige Richtung haben komen,  ist fiirif. 
Dieser Pal1 ist daher für das Endziel der ganzen Untersuchung wichtig. 

Wir  werden wieder drei Gruppen von Schraubenaxen, je nach 
den Zeichen von 

84) ' Yi, 8 ,  q 3 ,  q 4 >  q 5 ,  
unterscheiden. Für  die A x e n  d e r  c r s t e n  G r u p p e  haben alle diesc 
Grossen gleiche Zeichen; für die A x e n  d e r  zw e i t e n  G r u p p e  haben 
vier und für die A x e n  d e r  d r i t t e n  G r u p p e  drei von denselben 
gleiche Zeichen. 

Wir werden weiter voraussetxen, dass vier von den Stütznormalen 
in Opposition sind, so dass alle Schraubenaxen der ersten Gruppe ver- 
schwinden (8 18). 
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Im ganzen kann man sich f ü n f  Grenzebenen zweiter Art vor- 
stellen, iridem man jedesmal vier von den fünf Stütznormalen mit- 
einander verbindet; es sind aber nur zwei von diesen Ebenen e c h t e  
Grenzebenen. Sind namlich die Normalen n,, n,, n,, n, in  Opposition 
und Pl,,,, die ihnen entsprechende Grenzcbene zweiter Art, so wird 
die fünfte Normale, PZ,, nur mit bestimmten drei von den ersteren 
Normale11 in Opposition sein und eine zweite Greuebene zweiter Art 
bestimmen. Um die entsprechenden Normalen auszusuchen, muss man 
beachten, dass auf der Parameterkugel die positiven Endpunkte der 
den vier sich in Opposition befindenden Normnlen parallelen Z)urcli- 
messer dieser Kugel die Ecken vori vier spharischen Dreiecken sind, 
welche die ganze Kugelfliiche bedecken. Daher wird der negative 
Endpunkt des der fünften Normale parallelen Durchmessers notwendig 
im Innern cines dieser Dreieckc liegcn; dann sind die den Ecken 
desselben entspreühenden Stütznormalen die gesuchten (3 18). 
werden weiter annehmen, dass a2, n,, n, diese Kormalen sind, und 
dem entsprechend die zweite Grenzebene zweiter Art mit be- 
zcichnen. Die übrigen drei Grenzebenen konnen schon der Hedingurig 
der Opposition nicht genügen, sind also u n e c h t e  Grenzebenen zweiter 
Art und müssen so bezeichnet werden: P" 1 2 3 5 ,  P'11S4j, P'11345. 

Um unter den fünf Grenzebenen zweiter Art  die zwei eçhten 
aiifziisuchen, wenn die Stütznormalen durch ihre Koordinaten g~gcben  
sind, kann man das irn 3 18 über die Grossen 60) Gesagte benutzen. 
Jetzt haben wir niirrilich zehn solcher Gr6ssen. Wir  stellen dieselben 
in fünf Gruppen zu vier Elementen nach dem Schema 60) zusammen 
und wiihlen solçhe Gruppen, in welchen die Rlemente dasselbe Zeichen 
haben. Kehnien wir z. B. an, dass die Normalen %, n,' n,, n, in 
Opposition sind; dann müssen wir die Kombiriationen der Normalen 

( n 9 7  n41 725), ( n 3 ?  "87 % >  %5)7  (n47 n ~ ,  % 7  " 5 )  und (%7 "2, n 3 ,  " 5 )  

untersuchen, wobei wir finden werden, dass fiir die eine derselben 
die Grossen Vki5, qi5, K.AS, K h i  dasselbe Zeichen haben werden. Uie 
dern entsprechende Ebene Ptki5 wird die gesuchte echte Grenzebene 
zweiter Art sein. 

27. Im Kapitel III haben wir gesehen, dass eine Grenzehene 
zweiter Art  die Flache der Parametcrkugel in zwei Gebiete, (+ w) 
und ( a), teilt. Die beiden Ebenen P',,,, und P',,,, schneiden sich 
auf der Parameterkugel in einem Durchmesser desselben und teilen 
die Kugelfliiche in vier Gebiete, welche je nach dem Vorzeichen von m 

so bezeichnet werden konnen: (+ +) (- ) ,  (+ -) und ( +). 
Jederi vier in Opposition liegenden Stütznormalen entspricht in einer 
zur gegebenen Axenrichtung senkrechten Ebene ein geschlossenes 
drei- oder viereckiges Gebiet, welches die moglichen Schraubenaxen 
hestimrnt und welchem das eine oder das andcrc Zeichcn der Winkcl- 
geschwindigkeit eritspricht. I m  Falle von fürif Stützfliichen erscheint 
also das mogliche Axengebiet als gemeinsamer Teil von zwei solchen 
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Drei- oder Vierecken, welchen dasselbe Zeichen von w entspricht. 
Dieses Gebiet kann also jetzt nur bei solchen Axenrichtungen existieren, 
welche auf der Parameterkugel durch die Punkte der Gebiete (+ +) 
oder (-  -) bestimmt werden. W i r  brauchen also nur das Merkmal 
von 5 24 auf jede der Ebenen Pr,,,,, Pra945 anzuwenden, um die 
moglichen Axenrichtungen zu finden. 

Wir  sehen zugleich, dass m i n d e s t e n s  f ü n f  S tü tz f l i i chen  n 6 t i g  
s i n d ,  d a m i t  d i e  m o g l i c h e n  S c h r a u b e n a x e n  n i c h t  a l l e  Rich-  
t u n g e n  h a b e n  k o n n e n .  

28. Die Bezeichnung P',,,, und P',,,, fiir die echten Grenz- 
ebenen beibehaltend, wollen wir jetzt die Schraubenaxen der z w ei t en  

Fig. 8. 

G r u p p e  naher betrachten und die Frage beantworten, ob für jede 
gegebene m o g l i c h e  Axenrichtung die beiden in  ebener Darstellung 
jetzt dreieckigen ( 5  21) Gebiete auch wirklich immer einen gemein- 
schaftlichen Teil haben. Eine von den Grossen 84) hat jetzt das 
entgegengesetzte Zcichen von den vier anderen; diese Grosse kann aber 
weder q, noch q5 sein, denn d a m  würden die Normalen ni, n2, n,, 12, 

oder die Normalen n,, n,, u,, n5 nicht in Opposition sein, was der 
Voraussetzung, dass die Ebenen Pr, ,,, und Pr2 3 4 5  e c h  t e Grenzebenen 
sind, widerspricht. ES moge die gegebene Axenrichtung den Ue- 
dingungen 
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oder den ihneri entgegengesetzten genügen. Die Grenzebencn e r s t e r  
Art, welche dann die beiden moglichen Axerigebiete begrerizen, sind 
entsprechend: Sr,,, Sr,,, Sr3, und Sr,,, Sr,,, Sr5,. Wir  sehen, dass die 
beiden Dreiecke zwei gemeinscliaftliche Seiten s',,, sr,, (die Spuren 
der Ebencn Sr,,, Sr,,) besitzen. Und da in den beiden ücbieten die 
Winkelgeschwindigkeit, bei gegebener Axenrichtung, welühe auf der 
Parameterkugel den Gebieten (+ +) und (- -) angehort, dieselbe 
Richtung hat,  so sind auch die von den Seiten sr,,, sr3, eingeschlossenen 
Winkd der beidcn Dreiecke gemeinsam. Daraus folgt die natwendige 
Existenz eiries gemeinsarnen Teiles der beideri Dreicke (Pig. 8). 

29. Bei den Schraubenaxen der d r i t t e n  G r u p p e  kann man, 
nach der Zahl der Kombinationen von Cngleichheiten 

q i > O ,  4 ~ 1 0 ,  ~ L Z O ,  
a,,<(), 4 r 5 0 ,  

zehn Fiille unterscheiden. Und in Abhangigkeit davon, in welcher 
Bezichung diese Kombinationen zu den beiden Kombinationen von vier 
die Opposition bilderiden Stütziiormalen stehen, kaiin das mogliche 
Axengebiet auf dreierlei Weise gebildet werden: es kann in ebener 
Darstellung als gemeinsamer Teil 1. von zwei Vierecken, 2. von einem 
Viereck und einem Dreieck und 3. von zwei Dreiecken erscheinen. 
Der Unterschied in der Uildung des mijgliçhen Axengebietes hiin@ 
davon ab, welche von den zehn Grenzebenen erster Art jetzt echte 
sein werden. Die frühere Voraussetzung, dass Pr,,,, und Pr,,,, echte 
Grenxitbenen zweiter Art sind, beibehaltend, finden wir leiüht, dass 
positiven Mrerten von y, und y5 zwei Vierecke, verschiedenen Zeichen 
dieser Grossen ein Viereck und ein Dreieck und negativen Werten der- 
selben zwei Dreiecke ents~rechen. In der folgenden Tabelle sind alle 
hier m6gliclien Fille zusammengestellt, wobei die echtcn Grenzebenen 
erster Art und die Zahlen (111) und (IV) der ihnen entsprechenden 
Seiten moglicher Axengebiete eingeschrieben sind: 
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+ - + 1 SA SI 8.A III 
s&, 84'3 s;5 Si5 IV 

30. E s  soll, ahnlich wie im 5 28, gexeigt werden, dass auch 
bei den Schraubenaxen der dritten Gruppe die beiden Gebiete, welche 
zur Bestimmung der m6glichen Axen diencn, auch wirklich immer 
eirien gemeinsarrien Teil haben. Wenn diese Gebiete beide viereckig 
sind oder das eine ein Viereck und das andere ein Dreieck darstellt, 
so ist das Cesagte auf dieselbe Weise ersichtlich wie in 5 28: beide 
Figiiren haben namlich zwei gemeinschaftliche Sei t rn  und einen und 
denseltien vori diesen Seiten eiugesclilossenen inneren Wiukel, da heide 
Figuren wieder einer solchen Richtung der Axen entsprechen, welche 
auf der Parameterkugel durch einen Punkt des Gebietes (+ +) oder 
(- -) hestimnit wird. In der Fig. 9 ist dor Pal1 von zwei Vierecken 
und in der Fig. 10 der F'all von einem Viereük und einem Ureieck 
dargestellt. 

Wenn aber beide Gebiete durch Dreieçke bestimmt werden, muss eine 
andere Betrachtung zu Hilfe genommen werden. Man kann dazu die in 
5 22 angeführten Eigenschaften der unechten Grenzebenen erster A r t  be- 
nutzen. Wir haben jetzt vier solche Ebenen: S",, , S1',,, SI1,, , S",,; die 
Spuren der drei ersteren von denselben schneiden sich in einem Punkte,  
der Spur der Geraden G,,,, melcher im lnnern jedes der beiden von den 
Spuren der ersten Grenzebenen erster Art, S',,, SI,,, S',, und Sf2,, Sf35, 

gebildeten Dreieck liegt (die letete Zeile der Tabelle in 8 29). 
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Daraus sieht man, dass diese Dreiecke notwendig einen gemeinsamen 
Teil haben müssen. Dieser Fa11 ist in Pig. 11 dargestellt. 

Fig. 11 

31. In  5 26 wurde schon bemwkt, dass im E'nlle von fïinf Stiitz- 
flachen ausser den zmei echten Grenzebenen zweiter Art noch drei 
unechte existieren. F ü r  das Bolgende werden einige Eigenschaften 
dieser letzteren Ebenen notig sein. 

D i e  d r e i  u n e c h t e n  G r e n z e b e n e n  z w e i t e r  A r t  schneideri  
s i c h  m i t  d e n  zwei  e c h t e n  G r e n z e b e n e n  z w e i t e r  A r t  i n  e iner  
Geraden .  W i r  wolien für die l e t ~ t r r e n  wieder die Bezeichnung 
P',,,,, I>',,,, benutzen. Bei einer der Ebene Pr,,,, parallelen Awn- 
richtung schneicien sich die sechs Grenzebenen e r s t ~ r  Art L C ; ~ ~ ,  SI3, fil4, 

S2,, S,, in e i n e r  Gernden O,, ,, ( 5  22), welche den Bedingurigen 

85) SI tg pl = d2 t g  9, = a, t g  <p, = 6, t g  q4 

genügt. Ebenso bei einer der Ebene Pl,, ,, parallelen Axenrichturig 
haben wir eine Gera& a,,,,, welche den sechs Ebenen SZ3, S247 SZji 
S,,, S35, Sa anaehGrt den Gleiühheiteri 
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a, t g  gi2 - 8, t g  gi, - 64 t g  gi4 = 65 tg  (Fi 
genügt. Daher hat die Durchschnittsgerade der Ebenen Pr1254 und p1234f, 
die Eigenschaft, dass unter den ihr paraIlelen Geraden eine solche 
Gerade 612345 existiert, für welche 

8 6) o ~ t g % =  % t g %  = % t g % =  f34tg(F,= 6 5 t g ~ 5  

sind, und welche allen zehn echten d e r  unechten Grenzebenen erster 
Art angehort. Dieses zeigt aber, dass die genornIIiene Axenrichtung 
auch den Ebenen P r r 1 3 4 5 ,  und paralle1 ist ,  so dass alle 
fünf Grenzebenen zweiter Art,  welche zudem durch den Mittelpunkt 
der Parameterkugel gehen, sich in einer G e r a d ~ n  schneiden. 

Die durch die Bedingungen 86) bestirnmte Gerade r i , , , , ,  ist 
offenbar diejenige Schrauhenaxe, welche dem festen K6rper allein 
moglich bliebe, wenn derselbe sich nicht von den fünf Stützflachen 
entfernen korintc. 

E i n e  a n d e r e  E i g e n s c h a f t  d e r  d r e i  u n e c h t e n  G r e n z e b e n e n  
zwei t  e r  B r t ,  welche irn Falle von sieben Stützflachen (5 45) eine 
wichtige Redeutung haben wird, b e s t e h t  d a r i n ,  d a s s  a l l e  d i e s e  
E b e n e n  in  d e m j e n i g e n  P a a r e  d e r  v o n  den b e i d e n  e c h t e n  
Grenzebenen  z w e i t e r  A r t  g e b i l d e t e n  S c h e i t e l w i n k e l  l iegeri ,  
welches  auf  d e r  P a r a m e t e r k u g e l  d i e  m o g l i c h e n  A x e n r i c h t -  
ungen  b e s t i m m  t. Wiihlen wir z. R. eine der Ebcne Y",,,, parallele 
Itichtung von Schraubenaxen. Man kann zeigen, dam dieselbe zu den 
ruoglichen Richturigen gehort. Unter den Geraden des gegebenen 
Parallelenbündels giebt es eine Gerade G~ ,, für welche 

87) 8, t g  Tl - 3, t g  q, = 3 9  tg  Ys = 3.5 tg (Fs 
ist und welche den sechs Ebenen Si,, SI,, SI,, fi,,, S,,, S,, angeliort. 
Wir wollen zeigen, dass sie eine m o g l i c h e  S c h r a u b e n a x e  ist. Die 
genommene Axenrichtung kann verschieclenen Gebieten aiif der Para- 
meterkugel p h o r e n ,  je nach der Zeichenkombination der Grossen 84). 
Nehmen wir zuerst an, dass sie zu demjenigen Gebiete gehort, welches 
den Iledingungen 85) genügt und dass für die Gerade G , , , ~  8, t g  g;, 
die anderen Grossen 87) übertrifft. Der Ebene P11?34 entsprieht d a m  
auf e i n ~ r  zur gegebcncn Richtung senlrrechten Ebene die Abbildung 
des moglichen Axengebietes in Forni eines Dreieüks, welches von den 
Spuren der Ebenen Srl,, Sr,,, Sr,, begrenzt wird und das Gebiet 
(+ w) enthiilt. Die Spur der Geraden al,,5 liegt dann irn lnnern 
dieses Dreiecks, da sic mit der Spur der Geraden G , ~ , ,  welche dieve 
Eigensohaft Lat, zusamrnenfillt. Wenn wir das andere Gebiet, welches 
der Ebcne Pr,,,, entspricht, betrüchten, kommen mir zu demselben 
Schlusse: die Gerade G,,,, fillt mit der Geraden G235 zusammen und 
liegt daher im lnnern des von den Ebenen SIz4, SIy4, Sr5, begrenzten 
Gebietes. Somit ist die Gerade G , , , ~  e i~ ie  rnogliche Schraubenaxe; 
die angenommene Axenrichtung gehort also auch zu den m6glicheii 
Richtungen. Zu einem iihnlichen Schlusse gelangen mir auch, wenn 

20 * 
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wir voraussetzen, dass S,tgrp, kleiner als die Grossen 87) sei; der 
Unterschied kann nur  darin bestehen, dass jetzt für die moglichen 
Schraubenaxen die entgrgcngesetzte Drehung (- w) moglich ist (5  4 
und 5 22). Wir  haben bis jetzt solche Axenrichtungen betrachtet, 
welche den Bedingungen 85) genügen, d.h.  für welche der Winkel 
(ni w) mit derjenigen Normale, n,, stumpf ist, die auf die Ebene Pflizjs 
keinen Einfluss aiisübt. Wenn eine andere, z. B. den Ungleichheiten 

a l > o l  q 2 0 ,  q 4 2 0 ,  %>O1 
(r3 i 0 

eritspreclirnde Richtung genommen wird, so besteht der Unterschied 
nur darin, dass jetzt auf der zu dieser Bichtung senkrechten Ebene 
die Spur von riicht iru Innern, sondern auf der Grenze des mog- 
lichen Axengebietes liegen wird. In der That wird jetzt das der Ebene 
Pr,, , , entsprechende Gebiet durch die Spuren der Ebenen Sr,, , i S ' I z s ,  Sr4, 
begienzt; und die Spur der Geraden G~~~~~ welche wieder mit der Ge- 
raden ci,,, zusammenfüllt, wird in deijenigen Ecke des Dreiecks liegen, 
in melcher sich die Spureii von Sr,, und Sr,, schneiden Dieser Punkt ist 
aber auch die Ecke des anderen Dreiecks, welches der Ebene Pr,,,, ent- 
spricht und von den Spuren der Ebenen Sr,,, Sr,,, Sr,,  bcgrenzt wird; 
denn die Ebenen SI,, und Sr,, schneiden sich in einer und derselbeu Ge- 
raderi mit der Ebene S',,, wie es aus den Gleichheiten 87) ersichtlich kt .  

;%hilliche Resultate hekommt man, wenn das mogliche Axengebiet 
durch zwei Vierecke oder ein Viereck und ein Dreieck bestimmt wird, 
und sic konnen nicht nur für die Ebene PrrIzs5, sondern auch auf die- 
selbe Weise für die Ebenen P",,45 und gezeigt werden. 

32. Die Hauptresultate für den Fa11 von fünf Stützfliichen kUnnen 
folgendermal3en ausgesprochen werden. 

Die Richtungen der fünf Stütznormalen konnen so genommen 
werden, dass die moglichen Schraubenaxeri bei jeder Richtung derselben 
geschlossene Prismen bilden. 

Nicht alle Richtungen sind aber moglich; die moglichen Rich- 
tungen sind auf der Parameterkiigel in ein Paar von Scheitelwinkeln 
eingeschlossen, welche durch zwei auf bestimmte Weise aus den fiinf 
überliaupt uioglichen Grenzebenen zweiter Art ausgewiihlten Ebenen 
gebildet werden. 

Die drei übrigen Grenzebenen zweiter Àrt schneiden sich in einer 
Geraden mit den zwei ersteren und liegen in dem genannten Paare 
von Scheitelwinkeln. 

Für jede m o g l i c h e  Axenrichtung giebt es auch wirklich mog- 
l i  c h e  Schraubenaxen. 

V. Grenzebenen zweiter Art bei sechs Stiitzflachen. 

33. Wir  werden weiter keinen Unterschied zwischen den ver- 
schiedenen Gruppen der Schraubenaxen machen, da die Redeutung 
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jeder Grenzebene zweiter Art  für alle Griippen dieselbe ist, wie es schon 
im vorhergehenden Kapitel klar gemacht wurde. Wir  werden nur 
voraussetzen, dass unter den s e c h s  S t ü t z n o r r n a l e n  solche vier ge- 
funden werden kiinnen, welche gegenseitig eine Opposition bildeii. 
Danach ktinnen bei keiner Axenrichtung die Grossen 

as) Y i ,  !&, P:l> q47 Y57 

alle positiv oder alle negativ sein. 
Die Zahl der e c h t e n  G r e n z e b e n e n  e r s t e r  A r t  wird davon 

a'bhiingen, wieviele von den Grossen 88) das den anderen entgegen- 
geaetzte Zeiühen haben werden; es kGnne11 somit uiiter deri 15 über- 
haupt denkbaren Grenzebenen erster Art  5, 8 oder 9 echte sein. 

Die Zahl der ü b e r h a u ~ t  denkbaren Grenzebenen z w e i t e r  A r t 
ist, nach der Zahl von Koiiibinationen dor zu vier genommenen Stütz- 
normalen, auch 15. Für das Folgende ist es sehr aesentlich, die 
Zahl der echten Grenzebenen unter denselben zu bestimmen. Diese 
Zahl kann d r  e i  oder vi e r  sein. Um das zu zeigen , wollen wir an- 
nehmen, dass die Normalen ni, nk, n:, n, in Opposition sind, so davs 
ihnen die echte Grenzebene zweiter Art Pritl,, eritspriüht. Wenn wir 
eine fünfte Normale lz, hinzufügen, so konnen wir unter den vier 
neuen Grenzebenen zweiter Art die zweite echte Ebene nach den 
Regeln von 5 26 aufsuchen; es moge dieselbe Prk,,, sein. Wenn die 
sechste Normale, n,, eingeführt wird, so kann man auf dieselbe LVeise 
bestirnmen: 1. diejenige Grenzebene zweiter Art,  welche von den 
ISormalen 

89) ni, , %, fi,, 12, 

und 2. diejenige, welche von den Kormalen 

90) nk, ni, n,, a,, 18, 

abhangt. Hier ktinnen zwei Fiille eintreten. E s  konnen bei der 
dritten Grenzebene ausser der Normale n, diejenigen drei Normalen 
nk, ni,  n,,, Teil nehmen, welche auf die Lage der beiden ersten Grenz- 
ebenen, P r i k l n l  und Fkl,,, Einfluss haben; wir bekoiumen dann die 
Ebene PlkLTn,, und es ist klar, dass die vierte gesuchte Rbene mit ihr 
zusamrnenfallen wird, da unter den Kormalen 90) wieder dieselben Bor- 
malen nk, n(, n, mit n, in Opposition sein werden, wiihrend die S o r -  
male n, dabei nicht mitwirken kann; denn aie selbst ist mit den 
Normden ni, n i ,  n, in Opposition. Wir hekomnien also nur drei 
versühiedene echte Grenzebenen zweiter Art:  

9 i >  p r i k l n i ,  y r k l r n r 7  y r k l n r s  - 
Der zweite Fa11 wird dann auftreten, wenn bei der Bestimmung 

der dritten Rbene aiidcre drei von den vier ersten Normalen, als h i  
der Bestimmung von Prklmr, mitwirken. E s  niogen z.B. n,, ni, n, 
diese Normalen sein; sie geben die Ebene Pri,,,, und dann wird die 
vierte Ebene notwendig von dieser Ebene verschieden sein, da untcr 
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den Normalen go), welche zu ihrer Bestimmung dienen, die Normale l z j  

nicht vorkommt. Es sei diese Ebene P'i,,,,; dann besteht das ganze 
System der echten Grenzebenen zweiter A r t  aus den Ebenen: 

92) p r l k l m ,  p ' k i m r ,  p l i l m a ,  p f L m r s  

Keine andere von den Grenzebenen zweiter Art kann echt sein, 
da alle anderen zu vier genommenen Normalen nicht in  Opposition 
scin ktinnen. 

34. Die s e c h s  S t ü t z n o r n i a l e n  k o m b i n i e r e n  s i c h  bei der Be- 
stimmung der echten Grenzebenen zweiter Art  a u f  e i n e  b e s t i m m t e  
W e i s e ,  wie es schon aus den Bezeichnungen 91) und 92) ersichtlich 
ist, jetzt aber noch hesnnders hervorgchohen wcrden soll, da dieser 
Umstand in der Frage über die Festlegung des starren Korpers durch 
Stiitznormalen eine wichtige Rolle spielt. 

Im Palle von d r e i  echten Grenzebenen zweiter Art  91) kommen 
drei Normalen (nk, nl, n,) in der Bezeichniing aller dreier Fbenen 
Tor, was dadurch bedingt wird, dass dort jede der drei ührigen Nor- 
malen mit den drei ersteren in Opposition steht. 

I m  Palle von v i e r  echten Grenzebenen zweiter A r t  92), nehmen 
zwei Normalen ( l z l ,  mm) an der Bestimmung aller vier Ebenen Teil, 
wi ihr~nd jetle von den übrigcn vjer Normalen nur zwcimal vorkommt. 
Um die UnnGglichkeit anderer Kombinationen der Normalen zu zeigen, 
~ o l l e n  wir alle Fiille niher betrachten, welche bei der Einführung der 
fünften und sechsten Normale vorkommen konnen, nachdern die erste 
echk  Grenzebene Priklm schon bestimmt ist. Bei der Einführung der 
fünften Normale, rz,, bekommen wir eine zweite echte Grenzebene, 
welche eine der folgencleri Bezeichriungeri haben kann: 

p f k l r n r ,  p ' t l m r ,  p f i k r n r ,  p ' i k l r ;  

es sei Prkl,, diesc Ebcnc. Wenn wir die sechste Normale, n,,, ein- 
führen, müsuen wir mit ihr drei von den vier ersten und drei von 
den vier die zweite Grenzebene bestimmenden Normalen kombinieren. 
Dabei muss man den Fall, dass diese drei Normalen in  den beiden 
FRllen dieselben sind, ausschliessen, da wir die Existenz von vier und 
nicht von drei echten Grenzebenen voraussetzen. Daher kann nur 
eine von den Ebenen 

p l i l m a ,  Priknrv> P r i k l s  

als die dritte echte Greiizebene betraclitet werden. Da die vierte 
Grenzebene von m8 und von dreien der die zweite Grenzebene be- 
stimmenden Normalen abhingt, so kann sie eine der folgenden drei 
Rezeichnungen annehmen: 

p r l m r s 7  p r k n z r s ,  p f k L r s l  

welche alle notwendig den Index (r)  enthalten müssen, da die Ebene 
Pkims a ~ ~ ~ g e ~ ~ h l o s s e n  i d .  Somit erhalten wir vorkufig neiin Falk fiir 
die Kombinationen der Indices in der Bezeichnung der echten Grenz- 
ebenen zweiter Art:  
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(i k lm) 

(ilî 1 m) 
(i k l m) 
(i k lm) 
( i k  lm) 

(iklm) 
(i 7; 1 m) 

(iklm) 
( i k l m )  

(7c Zmr) 

(klmr) 
(7c 1 m r) 
(76 1 m r )  
(7c Zn& r )  

(16 1 m r )  
( k  1 7n r) 
(klmr) 
(k lmr )  

(i Z m s )  

(ilms) 
(iims) 
(i k nz s) 
(i k rrh S) 

(i k m s) 
(ikls) 
(i 7; l s) 
(ikZs) 

(Zmr 8) 

(kmrs) 
(Iclrs) 
(Zmrs) 
(k r r ~  T s) 
(klrs) 
(Zmrs) 
(kmrs) 
(7c Zr.9). 

Von ihnen sind aber in Wirklichkeit nur drei Falle moglich. 
Die Wahl  der echten Grenzebenen kann namlich nicht von der Reihen- 
fnlge ahhangen, in welcher die dieselhen bestimmenden Stütznormalen 
auftreten; und es wird die Unmoglichkeit der seühs übrigen Fiille klar, 
wenn wir dieselben Grenzebenen, aber in anderer Reihenfolge als es 
oben gethan wurde, aufsuchen. Wenn wir 2.B. den zweiten in der 
Tabclle gegebenen Fa11 94) betrachten und mit den vier Normalen 
nk, 'YZ,, nr, n, anfangen, so müssen wir bei der Einführung der fünften 
Normale ni für die zweite Grenzebene eine der vier Bezeichnungen 

(imrs), (ikrs), (iknzs), (ikmr) 
annehmen, wiihrend keine von diesen Kombinationen in der Reihe 
94) vorkommt. ~ h n l i c h e s  kann auch in den Pd len  3, 4, 6, 7 und 8 
gezeigt werden. I n  den Fallen 1, 5 und 9 aber hiingt die Bestimmung 
der echten Grenzebene nicht von der Reihenfolge, in  welcher wir die 
Kormalen heranziehen, ab. Diese Fzlle 931, 95) und 96) sind die 
einzig mogliühen. Die Indices haben aber in ilinen die oben angegebene 
Eigenschaft. 

30. C m  d i e  e c h t e n  G r e n z e b e n e n  zweiter Art aufzusuchen, 
wenn d i e  S t ü t z n o r m a l e n  d u r c h  i h r e  E o o r d i n a t e n  g e g e b e n  
s ind ,  k6nnen wir dasselbe Verfahren, welches in 5 26 angegeben 
wurde, gebrauchen. Wenn P , k r m  eine echte Grenzebene sein soll, 80 

miissen 
97) %Lm, K i m ,  r i k m 2  K.ki 

dasselbe Zeichen haben. Sehmen wir zuerst an, dass nur drei echte 
(Irenzebenon 91) existieren. Statt der Bezeichnung Priklm wollen wir 
P'l lmi  schreibtin; dann müssen die zw6lf Determinanten, unter welchen 
übrigens nur zehn verschieden sind, 

T m l k  7 K i k  7 K m k  7 V~rnir 

98) (Frnlk)) K m r i  v m k r 7  r k l r ,  

( E n l k ) ,  F m s >  Trnka, T k i s  7 

dasselbe Zeichen haben. 
Im E'alle von vier echten Grenzebenen 92) existieren Lhnliche 

Bedingungen für 1 6  Determinanten, von welchen übrigens nur 12 ver- 
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schieden sind. Wenn man in den Bezeichnungen 92) die Indices 
folgendermden umstellt : 

99) p ' i k l m ,  p ' r k l r n ~  p l i s r n i ,  P ' r s i m ,  
so kann man sagen, dass nicht nur vier in einer Reihe stehende 
Grossen, sondern alle 16 Grossen: 

dasselbe Zeichen haben müssen. 
In Wirklichkeit ist es notwendig, die Zeichen aller 20 Grossen 

von der Art K k l  zu bestimmen, die Bezeichnung aller 15 Grenzebenen 

Fig. 1% 

C l  

zweiter Art aufiuschreiben und von ihnen diejenigen drei oder vier aus- 
zuwahlen, für welche vier jeder Grenzebene entsprechende Grossen 97) 
dasselbe Zeichen haben. Dann kann man noch die Indices in der Be- 
zeichnung der gefundenen echten Grenzebenen so umstellen, dass 10 oder 
resp. 12 Grossen, 98) oder 100), alle positiv oder alle negativ werderi. 

Das folgende typische Beispiel wird nicht nur zur Beleuchtung 
des Gesagten dienen, sondern auch für das Weitere Bedeutung haben. 
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Es nGgen die Normalen n,, n2, n, in den sich nicht schneidenden 
Kanten OA, E G ,  IZD eines Würfels OAFBDCE'G liegen (Fig. 12); 
den Anfangspunkt der Koordinaten nehmeii wir in einer Ecke des- 
selben und die Koordinatenaxen den Koruialen n,, ng, 123 parallel und 
gleichgerichtet an. Es soll jetzt der Würfel mit den Koordinatenaxen 
um den Anfangspunkt derselbcn so gedreht werden, dass die neue 
Lage der Koordinatenaxen gegen die frühere durch die Eulersrher i  

bestimmt wird. Wir  nehmen dann die drei anderen Normalen n, ,  n5, 
n6 in den Kanten G'D' ,  B ' O ' ,  E'A' des Wiirfels und der neuen Lage 
der Koordinatenaxen entgegengerichtet an. Die Kanten des Wiirfels 
gleich der Liingeneinheit voraussetzend, bekommen wir fiir die Ko- 
ordinaten der sechs Stütznormalen folgende Werte: 

1 
I 

wo a =  6 Nachdcm wir dic Werte dor 20 Dotcrminant,en VL aus- 

gerechnet haben, stellen wir die Zeichen derselben in folgender Tabelle 
den 15 Grenzebenen zweiter Art  entsprechend zusammen: 
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Hieraus finden wir, dass 

101) p f 1 2 3 1 >  p1Z,?15> p fY456> p11946  

echte Grenzebenen sind. 
E s  ist wesentlich zu beachtcn, dass bei einer Permutation der 

Indices in der Bezeichnung einer e c h t  en Grenzebene zweiter Art die 
Zeiclien der ihr entsprechenden Grossen 97) nur alle auf einmal 
wechseln konnen; bei einer u n e  c h t  e n Grenzebene aber k h n e n  ent- 
weder alle oder nur zwei von den Briissen 97) ihre Zeichen wechseln 
und jedenfalls nur so, dass niemals die Zeichen aller vicr Grossen 
gleich werden; denn die Wahl  der echten Greiizeberieri zweiter Art 
kann nicht davon abhangen, in welcher Reihenfolge die Indices der 
sechs Stütznormalen genommen werden. 14% konnen diese Bemerkung 
hcnutzen, um für alle Grossen 100) dassclbc Zeichcn zu erhalten. 
Dazu ist  es nur niitig, zwei Indices, 3) und 4), in Yf2,,, umzustellen. 
Weiter werden wir im Falle von vier echten Grenzebenen zweiter Art 
die Ebenen 

102) p 1 1 2 3 4 >  p12435> p r 3 4 5 6 >  p11546  

betrachten und dabei im Auge behalten, dass alle Grossen 100) 
ncgativ sind. 

36. Wenii die Stiitznormalen solche Richtungen haben, dass nur 
d r e i  e c h t e  G r e n z e b e n e n  zweiter Art existieren, so wird das  Gebiet 
111 6 g l i c h e r  Axer i r i ch tur igen  auf der Pararneterkugel durch ein 
sphiirisches Dreieck bestimmt. Dieses Dreieck zieht sich in einen Punkt 
zusammen, wenn alle drei Ebenen 

103) I ' l k l m i ,  p l i l m r ,  p f i l m a  

sich in  einer Gcraden schneiden. In 8 31 wurde es bemerkt, dass, 
wenn die Ilichtung der Schraubenaxen zweien Grenzebenen zweiter 
Art,  z. B. Pklmi und P k l n i r ,  parallel ist, alle zehn den fünf Normalen, 
fi,, fii, n,, rai und n,, entsprechenden Grenzebenen erster Art sich in 
einer G eradeil ckllnir schneiden, die den Gleichheiten 
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104) 6; tg rpk = 6,  t g  r p ~  = 6, t g  rp, = 6, t g  9, = 8, tg  rp, 
genügt und diejenige Schraubenaxe darstellt, welche dem festen Korper 
allein moglich wiire, wenn er sich von den fünf Stützfliichen nicht 
entfernen konnte. Daraus folgt, dass bei einer solchen Axenrichtung, 
welche allen drei Ebenen 103) parallel ist, alle 15 Grenyebenen erster 
Art sich in einer Geraden ~k~~~~~ schneiden, die den Bedingungen 

105) tg rpk = al tg y1 = 8, t g  y ,  = S, tg yz  = &tg rp, = 8. tg y, 
geniigt und dem festen Korper allein moglich bliebe, wenn er sieh 
von den sechs Stützfkchen nicht entfernen kiknte. Anderseits ist 
es aber bekannt, dass dem festen Horper, welcher sechs Fliichen be- 
rührt, nur dann eine Verschiebung moglich bleibt, wenn die Normalen 
in den Berühriingspiinkten einem Komplex ersten Grades angehorem 
Der analytische Ausdruck dieser Forderung besteht bekanntlich darin, 
dass die aus den Koordinaten der Normalen gebildete Determinante 

1 $i 70 55 l 5  P 5  

$6 7 6  c6 '6 p6 "6 

gleich Nul1 ist. Dio Gleichung 
107) D = O  

kann alsn als die Bedingung dafür, dass die drei Ebenen 103) sich in 
einer Geraden O,, , , ,6  schrieiden, betrachtet werden. 

W e n n  d i e s e  D e t e r m i n a n t e  n i c h t  g le ich  N u l 1  i s t ,  was wir 
weiter voraussetzen werden, s o  k a n n  d a s  Ze ichen  d e r s e l b e n  dazn  
dienen, u m  d i e s e  o d e r  j e n e  D r e h u n g s r i c h t u n g  urn d ie  mGg- 
l i chen  S c h r a u b e n l t x e n  z u  b e s t i m m e n .  Erinnern wir uns des 
Rlerkmals, nach welchem auf der 

Fig. 13 
Parameterkugel die Gebiete (+ w) 
und (- a) unterschi~den werden 
(5 21 und 5 25), und wenden es 
auf solche Axenrichtungen, welche 
durch die Ecken des von den drei 
Ebenen 103) aiif der Parameter- 
kugel gebildeten Ureiecks bestimmt 
werden, an. Irn Falle des Gebieteti 
(+ o) liegt jede Ecke dieses Drei- 
ecks in Bezug auf die die gegen- 
überliegcnde Scite desselben ent- 
haltende Grenzebene zweiter Art auch im Gebiete (+ W) (Fig. 13). 
Z.B. für die Koordinaten (E,, q,, ft) des Punktes JIz haben wir die 
Gleichungen : 
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und wenn diese Koordinaten in  P r k l m ,  eingesetzt werden, so müssen 
dieselben, der Formel 82) geuiiass, der Bedingung 

und dessen ISenner die Quadratw-urzel aus der Quadratsumme der aus 
den Koeffizienten der Gleichungen 108) gebildeten Deterrninanten 
zaeiten Grades ist. Die unten angegebene Ausrechnung der Deter- 
minante 109) wird uns zeigen 113), dass dieselbe sich nur durch 
einen Faktor von der Determinante D unterscheidet. Man bekommt 
dieselbe Determinante log),  wenn man statt Mi die Punkte 1% und 
LW8 betrachtet. Wenn eine der Normalen ni, n r l  n,, z. B. ni, sich selbst. 
parallel weiterrückt, so dreht sich die Ebene Ptklmi7 deren Lage nicht 
nur von den Koordinaten Si, qi, f i ,  sondern auch von den Koordinaten Li, 
,ut, vi abhiingt, um den Mittelpunkt der P a r a i n e t e r k ~ ~ e l ,  wiihrend die 
zwei anderen Grenzebenen ihre Lage behalten; dabei kann das  Ge- 
b i e t  (+ o) s ich  i n  d a s  G e b i e t  (- w) v e r w a n d e l n .  D i e  D e t e r -  
m i n a n t e  D w e c h s e l t  d a b e i  i h r  Zeichen.  Die folgende Rcchnung, 
welche auch zu anderem Zwecke n6tig ist, wird uns zeigen, dass in 
der That diese Verwandlung durch den Zeichenwechsel von D bedingt 
wird. Nach den Formeln 95) kann man schreiben: 

genügen. Für  die entgegerigesetzte Richtung der Winkelgeschwindigkeit, 
welche auf der Parameterkugel zu dem Gebiete (- w )  gehort, be- 
kommt man die entgegengesetzte Ungleichheit. Die Substitution der 
genannten Koordinaten in Prklmi giebt einen Ausdruck, dessen Xiihler 
die Determinante 

109) ~ 5 : :  

zerlegt, wobei als Faktoren die Produkte der zu drei genommenen 
Grossen Km;, Vmki7 . . . oder Summen von solchen Produkten stehen 
werden, und wenn man die so erhaltenen Glieder mit Hilfe der 
Beduktionsformcl 

L k l r n i  M k i r n i  N k l m i  

L k l r n r  M k l r n r  N k l m r  

L k l n i r  d f k l m a  N ~ l m s  

und auf ahnliche Weise die sechs übrigen Elemente der Determinante 
109) darstellen. Wenii man dann diese Determinante in 20 Deter- 
minanten von der Form 

111) B ~ J ~  
A.k Ai  Am 

p k  PI ~ n r  

u k  7'1 V m  
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* Zum Vergleich: 15 181 und 5 18. 

112) K k l  v i m r  - x l m  V k l r =  Vklrn'cir 
vereinfacht, findet man 

113) B176= V:23D. 
37. Wenden wir uns jetzt zur Betrachtung d e s  G e b i e t e s  m 6 g -  

l i c h e r  A x e n r i c h t u n g e n  i m  F a l l e  von v i e r  e c h t e n  G r e n z e b e n e n  
z a e i t e r  A r t .  E s  ist augenscheinlich, dass im Falle von d r e i  echt,en 
Grenzebenen zweiter Art das vollkommene Verschwinden auf dcr 
Paranieterkugel deu Gebietes mogliüher Axenrichtungen riicht erreich- 
bar ist. Bei v i e r  echten Grenzebenen kann dasselbe von Anfang an 
nicht behauptet werden; die Untersuchung wird aber zeigen, dass 
a u c h  i n  d i e s e m  F a l l e  das  G e b i e t  m o g l i c h e r  A x e n r i c h t u n g c n  
n i ü h t  v o l l k o m m e n  v e r s c h w i n d e n  kann .  Zu diesern Zwecke karin 
man eine Uberlegung benutzen, welche der im 5 18 angewandten 
und die zu den Stütznormalen senkrechten Ebenen betreffenden 
analog ist. 

Vier Grenzebenen zweiter Art teilen die Oberfliiche der Parameter- 
kugel im allgemeinen in 14  Gebiete, so dass von den 16 iiberhaupt 
moglichen Zeichenverbindungen, von welchen die Moglichkeit oder 
Unmoglichkeit der Axenrichtungen abbangt, zwei Konibinationen 
felilen." Wir wollen der Kürze wegen mit 

1 Pi = a; f + b i  q + ~ i  [ = O ,  

114) P k  = a k f + h v + ~ k S = O ,  

Pt = a l  f + b l  q + c l  [ = O ,  
Pr, = a,f + b,q + c,S = 0, 

die vier Grenzebenen zweiter Art bezeichnen, und es seien: 

115) Pi>O, & > O ,  P , > O ,  l ' ,>O, 
oder auch die ihnen entgegengesetzten Ungleichheiten die Bedingungen, 
welchen das Gebiet moglicher Axenrichtungen auf der Parameterkugel 
genügt. Damit ein solches Gebiet nicht vorhanden sei, ist es not- 
wendig und hinreichend, dass die N o p a l e n  zu den Ebenen 114)) 
wenn diese Normalen den Cngleichheiten 115) entsprechend gerichtet 
sind, sich in O p p o s i t i o n  befinden. Das in 5 18 angegebene Merk- 
mal kann jetzt in  folgender Weise ausgesprochen werden. Setzen wir 

ak al am 

b k  br b, 
Ck CL Cm 

= hrklnr, 

so müssen die vier Grossen 

Ukim, U l i m ,  {Jikrn, u l k i  

dasselbe Zeichen haben. E s  bleibt jetzt nur iibrig zu untersuchen, 
ob diese Forderung für die Koeffizienten der vier e c h t e n  Grenzebenen 
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R e n n  man die Elemente dieser Deterrninanten nach dem Schema 
110) darstellt, jede Determinante in 20 Glieder, welche als E'aktorcn 
die Ausdrücke 111) enthalteri, zerlegt und endlich die Reduktions- 
formel 112) benutzt, so bekommt man: 

zweiter Art erfüllbar ist. Der Anschaulichkeit wegen konnen mir, 
ohne die Giltigkeit der Resultate zu vermindern, die Bezeichriungen 
102) für die Grenzebenen annehmen, wie es schon in 5 36 auseinander 
gesetzt wurde. Dann haben wir: 

Wir  haben aber nach dem Schema 100) folgende Ungleichheiten 

[;k/'k17i<= 

T435 '346 > O, 
' K I 4 6  77L34 < O ,  

v , 3 4  K t 4 3  > O, 
J'2437435 < O, 

welche der Voraussetzung, daus 

ckiklrn, a i m ,  u i k m >  Ulk~ 
alle positiv oder alle negativ sind, widersprechen. Daher ist das Ver- 
schwinden der Gebiete (+ w) und (- o) auf der Parameterkugel un- 
mGglich.* 

Eirien ührilicheri Schluss kariri man auch in  den übrigeri Fiillen 95) 
und 96) machen, wo an Stelle der Ebenen 102) die Ebenen 

'2435 '3456 '1346 

M ? 4 3 5  &I345#j jf1346 

x 2 4 3 5  N3.156 AT1316 

* Was die Reihenfolge der Indices betrifft, siehe 5 35. 

, 
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38. In 5 36 haben wir schon gesehen, dass wenn D = O ist, die 
drei Ebenen 103), deren Existenz dort vorausgesetzt wurde, sich in 
einer Geraden schneiden, und dass danu bei der dieser Geraden 
parallelen Axerlrichtung alle 15 Grenzebenen erster Art sich in e i n e r  
G e r a d e n  G, , , , , ,  schneiden. Dasselbe finden wir auch für den in 
$ 37 betrachteten Fa11 von vier Ebenen 102). Die Gerade hat 
ausser der in 5 36 gezeigten Bcdeutung noch die folgende. L)a jetzt 
die Gebiete (+ w) und (- w) auf der Parameterkugel sich in zwei 
Punkte zusammengezogen haben, so ist nur e i n e  bestimmte Richtung 
moglicher Schraubenaxen übrig geblieben. Pür  diese Richtung giebt 
es jetzt auch nur  c i n e  mogliche Schraubenaxe, weil einerseits wegen 
der Opposition der Stütznornialen alle Axengebiete geschlossene Pris- 
men bilden, anderseits aber die Grenzebenen erster Art sich in 
einer Geraden G , , , , , ,  schneiden, so dass diese Gerade die einzige 
miigliche Schraiibcnaxe darstcllt. Der Eigenschaft der echten Grenz- 
ebencn crster Br t  gemiiss (5  4) hat der Parameter der Schrauberi- 
geschwiildigkeit auf dieser Axe einen bestimmten Wert,  und die Dreh- 
ung ist nach beiden Richtungen moglich. D a m i t  a l so  dem f e s t e n  
K o r p e r  e i n e  b e s t i m m t e  S c h r a u b e n v e r s c h i e h i i n g  i i b r i g  h l e i b e ,  
i s t  e s  n o t w e n d i g  u n d  h i n r e i c h e n d ,  1. d a s s  d i e  Z a h l  d e r  
S t ü t z f l a c h e r i  g l e i c h  s e c h s  se i ,  2. d a s s  d i e  S t ü t z n o r m a l e n  
e i n e m  K o m p l e x e  e r s t e n  G r a d e s  a n g e h o r e n  u n d  3. dass  w e n i g -  
s t e n s  v i e r  von  d e n  S t i i t z n o r m a l e n  i n  O p p o s i t i o n  seien.  

39. E s  blcibt jctzt übrig die l'rage zu bcantmorten, ob f ü r  j c d e  
ri iogliche A x e n r i c h t u n g  a u c h  e i n  m o g l i c h e s  A x e n g e b i o t  
existiert. Dazu muss man, wie es in 9 28 und r j  30 für den Fall  von 
fünf StützflRchen gethan wurde, in den moglichen Axengebieten, welche 
jeder der echtcn Grmzebenen zweitcr Art cinzcln entsprcchen, den 
gerneirisarrieri Sei1 aufsuchcn. In  ebeuer Darstellung wird derselbe, 
je nach der Zahl der genannten Ebenen, zu drei oder vier Eiguren 
gehoren. Diese Figuren sind Dreiecke oder Vierecke, je nach der 
ZaEi1 der Grenzebenen e r s t r r  Art ;  die Zahl der letzteren hiingt aber 
von den Zeiühen der vier Grosse11 y,, yr, ql, yrn ab, da jede solche 
Ebene nur dann erscheint, wenn das ihr entsprechende Paar dieser 
Grossen entgegengesctzte Zeichen hat. 

A11e in dieser Reziehimg moglichen Fiille sind in dcr unten 
folgenden Tabelle (S. S.292), in welcher, um Eaum zu sparen, die Benennung 
der Grenzebenen erster Art ausgelassen ist, zusarnmengestellt. Für  
die echten Creuzebenen zweiter Art sind der Anschaulichkeit wegen 
im Falle von vier Ebenpn die Brzcichnungcn Pr1,,,, Pl, ,,,, 
und im Falle von vier Ebenen die Bezeichnungen 102) genommen. 
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Durch romische Ziffern ist die Zahl der Seiten der diesen Ebenen 
entsprechenden Gebiete moglicher Schra.ubenaxen angegeben. Von den 
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64 moglichen Zeichenkombinationen der Grossen q ist nur die Hiilfte 
genommen, da die andere den entgegengesetzten Zeichen von q ent- 
sprechende Halfte die entgegengesetzte Richtung derselben Schrauben- 
axen betrifft. Ausserdem sind die beiden Falle, in welchen alle 
Grossen q positiv oder negatir sind und also keirie Opposition der 
Sormalen moglich ist, von der Betrachtung ausgeschlossen. 

In  Wirklichkeit werden einige der hier stehenden Falle fehlen, da 
bei sechs Stütefliichen die Parameterkugd durch die zu den Stütz- 
normalen senkrechten Ebenen in 32 Gebiete geteilt wird, so dass 
nicht alle 64 Zeichenkombinationen für die Grossen q wirklich auf- 
treten. 

40. Wir wollen jetzt d i e  m o g l i c h e n  G e b i e t e  d e r  S e h r a u b e n -  
a x e n  irn F a l l e  v o n  d r e i  e c h t e n  G r e n z e b e n e n  z w e i t e r  A r t  n5her 
untersuchen. 

a) Die in der Tabelle unter Nr. 4, 5, 6, 19, 20 und 21 stehenden 
Falle sind u n m o g l i c h ,  da dort für einige der zu vier gcnommenen 
Stütznorrnalen, (ml TZ, n,nJ, (ml n2 n, m,), (n, TZ, n3n6), die Grossen p 
gleiche Zeichen haben (z.B. in Nr. 4 die Grossen q,, p,, q,, q, und 
qi ,  qn, q3> 96); das widerspricht aber der Voraussetzung, dass die be- 
trachteten zu vier genommenen Stiitznormalen sich in Oppsi t ion be- 
iinden. 

b) I n  den Fiillen 1, 2, 3 und 22 wird das Gebiet moglicher Axen 
durch den gemeinsamen Teil von d r e i  D r  ei  e ck en  bestimmt. E r  kann 
hier auf zweierlei Weise gebildet aerden. In den FZllen 1, 2 und 3 
haben alle drei Dreiecke zwei Seiten s',,, sr,, gemein; z.B. in Kr. 1 sind 
sie durch die Geraden 

( ~ ' 2 1  ~ ' 3 1  ~ ' 4 1 ) 7  ( ~ ' 2 1  "51)) (~'21 ~ ' 3 1  "61) 

begrenzt. Da aber alle Dreiecke auf einer und derselben Seite von 
den Gcraden sr,, und s',, liegen, - denn die gegebene Axenrichtung 
ist eine mogliühe, das Zeichen von w in allen Dreiecken also dasselbe 
- so haben die Dreiecke notwendig einen gemeinsamen Teil. Dieser 
Fa11 ist dem in 5 28 betrachteten analog. In Kr.  22 haben die Drei- 
ecke keine gemeinsamen Seiton; i m  I n n e r n  aller derselben giebt es 
aber einen Purikt, die Spur der Geraden o,,,, in welcheni sich die 
unechten Grenzebenen Sf'56, schneiden, woraus die Existenz 
nioglieher Sehraubenaxen auch in diesem Falle ersichtlich ist. Man 
vcrgleiche 5 30 und Fig. 11. 

c) Z w e i  D r e i e c k e  u n d  e i n  V i e r e c k  treten in den Fallen 9, 10, 
11, 13, 14, 15, 16, 17 und 18 auf. In allen diesen Fallen, welche 
d m  in den Figuren 9 und 10 von 5 30 dargestellten analog sind, 
haben alle drei Gebiete zwei gemeinsame Seiten, woraus wieder die 
Existenz eines moglichen Axengebietes foIgt. Z.B. für den Pal1 9 sind 
die drei Gebiete durch folgende Seiten begrenzt: 

("21 "31 ~ ~ 5 1 ) )  (s'21s'31s'G1), ("21 "31 ~ ' 2 4 ~ ~ 3 4 ) .  
Zeitaïbrif tf  Na themat iku  Physik. 45. Band 1900. 5 u 6 Heft .  2 1 
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d) In  den Fallen 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30 und 31 geh6rt 
das mogliche Axengebiet z w e i  V i e r e c k e n  u n d  e i n e m  D r e i e c k  an. 
Die Existcnz dicses Gebietes f i lg t  daraus, dass alle drei E'ipren zwei 
gemeinsame Seiten haben; z.B. irrr Palle 31 finden wir: 

s'31 s ' ~ I ) >  (s 'Zls '81s 'Z5 ~'35)1 ( ~ ' 2 1  S'SI ~ ' 2 0  ''36)' 

e) Das Gebiet moglicher Axen wird in den Fiillen 7, 8 und 12 
durch d r  e i  V i  e r e c  k e  bestimmt, welche auch wirklich einen gemein- 
samen Teil haben, da bei ihnen wieder zwei Seiten gemein sind, z. R. im 
Falle 12: 

(sra1s113sf32 ( ~ ~ l a ~ ~ 1 s ~ ~ 5 % ~ ~ 5 3 ) ,  ~ s ~ ~ ~ s ~ ~ ~ s ~ ~ ~ s ~ ~ ~ ) .  

41. Wenn v o n  d e n  G r e n z e b e n e n  z w e i t e r  A r t  v i e r  Eberien 
e c h t e  sind, finden wir folgendes: 

a) Die unter Nr. 1, 2, 5, 6, 7, 11, 14 und 2 1  angegebenen Palle 
sind aus demselben Grunde u n m o g l i c h ,  wie die Falle a) in 5 40. 

b) Wegen der in 5 34 gezeigten Eigentümlichkeit, mit welcher 
die vier Kombinationen der die vier echten Grenzebenen bestimmenden 
Normalen auftreten, konnen keine solchen Fille vorkommen, dass das 
mogliche Axengebiet durch d r e i  D r e i e c k e  u n d  e i n  V i e r e c k  oder 
d r e i  V i e r e c k e  u n d  e i n  D r e i e c k  bestimmt wird. 

c) In  den Fillen 3, 4, 10 und 1 5  gehort das mogliche Axen- 
gebiet v i e r  D r e i  e c k e n  an, wird aber in den zwei ersteren Fillen auf 
andere Weise gebildet als in den zwei übrigen: in den Fallen 3 und 4 
existiert niimlich cine allen vier Dreieckcn gemeinsame Seite s',, was 
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in den Fallen 10 und 15 nicht der Fa11 ist. W i r  wollen den Pal1 3 
naher betrachten; die Seiten der vier Dreiecke sind dort (Fig. 14): 

( ~ ' 1 3 ~ ~ 2 3  s143), (sr23 sr43~'53)i (~'43~'5943),  ( ~ ~ 1 9 ~ ~ 6 3 ~ ~ 4 3 ) ;  

wobei wir zum voraus wissen, dass allen diesen Gebieten dasselbe 
Zeichen von o, z. B. (+ w) entspricht, da wir ja nur m o g l i c h e  Rich- 
tungen von Schraubenaxen betrachten. Nachdem wir das Dreieck 
OBC konvtruiert haben, bemerken wir, dass die Gerade sr,, eine 
solche Lage haben muss, bei welcher sie mit den Seiten si, und sr, 
ein geschlossenes Dreieck bilden kann. Dabei wird der Winkel ABC 
zu den beiden Dreiecken gehoren; denn sonst würde das Zeichen von w 

Fig. 15. 

in diesen Dreiecken verschieden sein. Sonlit stellt das Gebiet ABCD das 
den beiden Dreiecken gemeinsame Gebiet dar. Weiter bemerken wir, dasv 
die Gerade sr,, sowohl mit den Seiten sr,, und sr,, als auch mit den Seiten 
s',, und sr, geschlossene Dreiecke bilden und wieder ein Gebiet (+a) be- 
geneen muus. Dazu ist aber notwendig, dass die Ecken O und A sich auf 
derselben Seite von sr6, befinden; dannwird aber offenbar das ganze Gebiet 
A B C D  oder ein Teil davon (ABFD in  Fig.14) zu allen vier Dreiecken 
gehoren. Eine iihnliche Betraehtung ist auch im Palle 4 anwendbar. 

I n  den Fiillcn 10 und 1 5  kann die vorige Überlegung nicht ge- 
braucht werden; wir korinen aber die Eigenschaften der unechten 
Grenzebenen erster Art benutzen. Betraehten wir den Fa11 10, in 
welchem die Seiten der vier Dreiecke die Geraden 

21 * 
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sind. W i r  konstruieren (Pig. 15) die ersten zwei Dreiecke, wobei wir 
beachten, dass (# 30) die Ecken derselben auf den Geraden s",,, s",, s",,, 
den Spuren der unechten Grenzebenen, liegen müssen, und dass inner- 
halb der beiden Dreiecke der Punkt a,,,, die Spiir der Di~rchschnitts- 
geraden der drei genannten unechten Grenzebenen, enthalten ist. 
Weiter bemerken wir, dass die zwei anderen Dreiecke 120) den Punkt 
G,,,, welcher die Spur der Durchschnittsgeraden der drei Ebenen 

Sr',,, S",, kt,  einschliessen. Endlich sehen wir noch, davs 

diese Dreieeke mit den zwei ersteren entsprechend die Geraden srZ5, 
und s',,, sr,, gemein haben, und dass den zwischcn ihnen eiii- 
gesühlossenen Winkeln der Dreiecke, wegen der vorausgesetzten Illog- 
lichkeit der genommenen hxenrichtung, dasselbe Zeichen von w ent- 
spricht. Daraus folgt, dass der Punkt 6,,, innerhalb aller vier 
Dreiecke liegt, so dass dieselben notwendig einen gemeinsamen Teil 
besitzen. 

Auf Shnliche Weise kann auch der Pal1 15 untersucht werden. 
d) Die Betrachtung der vorhergehenden Fiille zeigt in genügender 

Weise, mie die Existenz des moglichen Axengebietes auch in den- 
jcnigen PLllcn bcwicsen werden kann, wo z w e i  U r e i e c k c  u n d  zwei 
V i e r  e c k e  auftreten. Es wird daher genügen darauf aufmerkoa~n zu 
machen, dass diese Fiille auch in zwei Gruppen zerfallen. Zu der 
ersten Gruppe gehoren die Fiille 8, 9, 12, 13, 17, 18, 19, 20, 22, 28 
und 30, in welchen alle vier Figuren eine gemeinsame Scitc haben, 
was davon abhangt, dass jetzt den Normalen n, und n,, welche in 
jeder der vier echten Grenzebenen zweiter ,4rt auftreten, verschiedene 
Zeichen von q, und q4 entsprechen. Diese Fiille konnen also auf 
dieselbe Weise wie die in der Abteilung c) dieses Paragraphen be- 
trachteten und in Fig. 1 4  dargestellten untersucht werden. Zur zweiten 
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Gruppe gehoren die Fiille 24, 25, 26 und 31, in welchen keine ge- 
meinsame Seite der vier Figuren existiert. Jetzt haben diese Figuren, 
paarweise genommcn, zwei zusammenfallende Seiten, was dem an- 
dereri, in Figur 15 dargestellten Fülle der Abteilung c) dieses Para- 
graphen analog ist. Der Umstand, dass jetzt an Stelle zweier Dreiecke 
zwei Vierecke stehen, ist nicht wesentlich. 

e) Die Falle 16, 27 iind 29, in welchen das mogliche Axengebiet 
vi e r  V i e r e  c k e n  angehort, sind den oben betrachteten teilweise analog. 

Irn Falle 16, wo die Seiten der Vierecke durch die Geraden 

gebildet werden, giebt es keine allen Figuren gemeinsame Seite, aber 
dafiir ist die Gerade sr',,, die Spur der unechten Greneebenc erstcr 
Art S",,, ihrer Tlage nach die gemeinsame Diagonale aller vier Vierecke; 
denn sie enthalt die Ecken dieser Viereçke: G ~ , ,  und G,,,, 6231 und G ~ , , ,  

(1534 und G~~~~ <ifiS4 und G~~~ ( 5  22). Dieses im Auge behaltend, 
wollen wir die Ronstruktion der Vierecke der Reihe nach aus- 
führen (Fig. 16) und dahei beachten, dass in alleu diesen vier Ge- 
bieten w dasselbe Zeichen hat,  da die genommene Axenrichtung als 
eine mogliche vnrausgesetzt wird. Die ersten zwei von den Vierecken 
121) haben offenbar einen gemeinsamen Teil, da zwei Paare ihrer 
Seiten gemeinsam sind. Das dritte Viereck hat mit dem zwciten zwei 
andare Seiten gemein, ausserdem konnen aber seirie zwei andereri 
Seiten nur eine solche Lage haben, bei welcher sie mit zwei Seiten, 
sr,, und srl,, des ersten Vierecks das vierte Viereck bilden, welchem 
dabei dasselbe Zeichen von o entsprechen muss. Dann werden alle 
Vicrecke notwendig einen gemeinsamen Teil haben, welcher das m6g- 
liche Axengebiet bestimmt. 

In den Fiillen 27 und 29 liegt eine Seite eines jeden Vierecks 
aiif einer und derselben Geraden sr3,. Im Falle 27, welchen wir niiher 
betrachten wollen, haben die Seiten der Vierecke folgendc Bezeichnung: 

der unechten Grenzebenen erster Art. Da in  allen vier Vierecken w 
dasselbe Zeichen hat,  so liegen sie alle auf einer und derselben Seite 
der Geraden dasselbe gilt aiich von den Durchschnittspiinkten der 
Diagonalen 123). Dieses beachtend, ziehen wir jetzt die Geraden 

s ~ ~ ~ ~ ,  s~~~~~ SIr& 

und bilden die Vierecke 122). E s  sei ABCD (Fig. 17) das erste der- 
selben; des zlveite Viereck, A G E F ,  hat mit ihm die Seiten sr,, und 
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s', und die Diagonale s",, der Lage nach gemein; daher werden die 
beiden Figuren notwendig einen gemeinsamen Teil haben. Das dritte 
Viereck K H J F  hat wieder mit dem vorhergehenden zwei Seiten s',, 
und sr,, und eine Diagonale sr',, gcmein. Ausserdem muss der 
Punkt H dieser Diagonale mit dem Punkte G au£ derselben Seite der 
Geraden sr, liegen; denn die Geraden s',, und sr, müssen mit der 
Geraden s', und mit der neuen Geraden s',, das vierte Viereck bilden, 
welchem wieder dassolbe Zeichen von w entsprechen muss. Des 
Viereck KHJF hat alvo notweridig einen gemeinsamen Teil mit den 
zwei ersten. L)as vierte Viereck, ELMF, ist jetzt von selbst be- 

Fig 17. 

A K Sk3  D F 
stimmt, da wir von demselben die Lagen dreier Seiten und zweier 
Diagonalen kennen. Offenbar wird es ein gemeinsames Gebiet mit 
den übrigeri Vierecken besitzen, weil seine Hcke L auf derselben Seite 
von s', wie .El und G liegt. Würden die Punkte A, K ,  D und F 
der Geraden s',, in anderer Reihenfolge stehen, z.B. K, A, F, D, so 
k6nnte man auf dieselbe Weise die Existenz des gemeinsamen Gebietes 
zcigen; dasselbe hat immer zu einer von seinen Seiten die Strecke 
zwischen den zwei mittleren dieser Punkte. 

42. Die H a u p t r e s u l t a t e  d i e s c s  K a p i t e l s  sind folgende: 
1. Wenn irgend welche vier von den sechs Stütznormalen in 

Opposition sind, so werden d r e i  oder v i e r  verschiedene Oppositionen 
der Stütznormalen sich vorfinden. 
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2. Dcmcntsprechend wird d a s  G e b i e t  m o g l i c h e r  A x e n r i c h -  
t u n g e n  auf der Parameterkugel durch ein sphiirisches Dreieck oder 
ein Viereck bestimmt und kann nicht nur in dem ersten, sondern auch 
im zweiten Palle niemals vollkommen verschwinden. Somit k a n n  d ie  
v o l l k o m m e n e  F e s t l e g u n g  des  s t a r r e n  K o r p e r s  d u r c h  s e c h s  
S tü tz f l i i chen  n i c h t  e r r e i c h t  werden .  

3. Bei jeder l u o g l i c h e n  A x e n r i c h t u n g  giebt es auch not- 
wendig ein Gebiet m og l ich  e r  S c h r  a u b e n a x e n ;  dasselbe ist in einem 
vielkantigen Prisma, dessen Kanten der gegebenen Axenrichtung 
parallel sind, eingeschloasen. Dabei ist die Drehung urn dkse Axen 
nur in e i n  e r  Richtung moglich. 

4. hlit IZilfe von sechs StützEiichen kann man den festen Korper 
zwingen, nur e i n e  Schraubenverschiebung um eine bestimmte Axe mit 
einem bestimmten Paramctcrwerte zu haben; dazu müssen die Stütz- 
norrnalen eiriem und dernselben Komplexe ersten Grades angehoren 
und ihre Richtungen müssen so genommen werden, dass wenigstens 
vier von denselben eine Opposition bilden. Die Drehung um diese Axe 
ist dann nach bciden Richtungcn moglich. 

VI. Die F'estlegniig des starren Kürpers dnrch Stützfliichen. 
43. Wir werden jetzt s i e b e n  S t ü t z f l i i c h e n  betrachten und 

solchc Richtungcn der Stütznormalen voraussetzcn, dass wenigstens 
vier von denselben eine Opposition bilden. Dann ist d ie  Z a h l  d e r  
e c h t e n  G r e n z e b e n e n  z w e i t e r  A r t  g l e i c h  v i e r  o d e r  s e c h s  o d e r  
ach t .  E'ür das Polgende müssen air uns klar machen, unter welchen 
Bedingungen diese Falle eiiltreten konnen und auf welche Weise in 
diesen Fiillen die Stütznormalen sich kombinieren. 

E r s t e r  P a l l .  Die Zahl der echten Grenzebenen zweiter Art ist  
v i e r  bei folgender Lage der Stütznormalen. E s  seien ni, rrz,, n,, rrz, 
vier sich in Opposition befindende Normalcn und Y',,,, die ihnen 
entsprechcnden echten Grenzebenen zweiter Art; fügen wir die Nor- 
male n5 hinzu und bestimmeri nach bekannten llegeln (§ 26) diejenigen 
drei von den vier ersten Normalen, welche mit der fiinften Normale 
eine Opposition bilden. Wenn n,, n2, n, diese Normalen sind, so bc- 
kommcn wir die Qrenzebene Die sechste ir'orrriale n6 e h -  
führend, müssen wir selien, mit welchen drei Normalen aus der ersten 
und ebenso aus der zweiten Kombination derselben sie eine Opposition 
bildct. Wenn a i r  voraussetzen, dass die Normale n, wieder mit n,, 
t h , ,  m, in Opposition ist, so erscheint die dritte Grenzebene Y ',,,,. 
Es ist klar, dass in Bezug auf die zweite Kombination der Normalen 
(n,, tk ,  n,, n,) die Normale n, ebenfalls mit den drei ersteren eine Oppo- 
sition bildet, so dass dadurch kcine ncue Grenzebene erhalten wird. Wenn 
enriliüh die siebente Norulale n, dieselbe Eigenschaft in Bezug auf die vier 
ersteren Sormalen besitzt, so bekompen wir die Grenzebene Pr, , , , ;  
die Verbindung von n, mit der zweiten und dritten Gruppe der 
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Stütznormalen, (n,, n,, nj, nJ und (n,, n2, n,, n,), giebt d a m  keiile 
neue Grenzebene, so daas das ganze System derselben aus vier Ebenen 

124) p11231>  P '12351 p '12367 p 7 1 2 3 7  

besteht. 
Z w e i t e r  F a l l .  Von den ersten sechs Stütznormalen wollen wir 

voraussetzen, dass sie früheren Bedingungen genügen, d.h.  die Grenz- 
ebenen Pr,,,,, Pl,,,, und Y',,,, bestimmen. Wenn aber die Nor- 
male n, mit der ersten Gruppe von vier Normalen auf eine andere 
Weise als früher die Opposition bildet, z. B. die Ebene P1,,,, giebt, 
so wird sie auch mit den anderen zwei Gruppen von vier Kormalen 
zwei neue Grenzebenen bestimmen. Dieselben müssen notwendig so 
bezeichnet werden: Pr,,,, und Pl,,,,; denn die sechs Normalen w,, 
n,, n,, n4, n,, n, entsprechen jetzt demjenigen Falle des vorhergehenden 
I i a~ i te l s ,  wo nicht drei Grenzebenen, wie es im ersten Falle war, 
sondern vier solche Ebenen auftreten. Von denselben haben wir aber 
schon drei Ebenen Pr,,,,, und Y',,,, gefiinden; da die vierte 
Ebene nach unserer Voraussetzung niüht die Ebene Prl,,, sein kanu, 
so rriuss ihre Bestimmung notwendig von der Normale n5 abhiingeri, 
anderseits muss sie aber ( Q  34) von denjenigen zwei Normalen ab- 
hiingen, welche in jeder der drei ersteren Grenzebenen auftreten, in 
unserem Falle also von den Sormalen n, und n,. Somit ist die ge- 
suchte Ebene Y',,,,. Eine ahnliche Cberlegung zeigt uns, dass die 
dritte Gruppe der vier Kormalen (n,, n,, n,, n,) mit der Kormale Y+ 

die Ebene P',,,, bestimmt. Das gesuchte System echter Grenzebenen 
zm-eiter Art besteht also aus den Ebenen: 

125) p 1 1 2 3 4 >  p ' 1 2 3 5 >  p ' 1 2 3 6 >  "23477 p12957> P '2367.  

D r i t t e r  Fal l .  E r  erscheint dann, wenn die ersten sechs Stütz- 
nornlalen nicht drei, sondern vier echte Grenzebenen zweiter Art be- 
stimmen. Wenn dieselben, wie im Beispiel des vorhergehenden Kapitels, 

Pr,,,,, 1 > ' , 4 3 5 ,  P'3456, Pr,,,, 
sind, dann wird die Verbintliing der Normale n,, mit jcdcr Gruppe 
der diese Ebenen bestimmenden Norrrialen entweder zwei oder vier 
neue echte Grenzebenen geben. Wir  erhalten z w e i  Ebenen, wenn n, 
in Verbindung mit den ersten vier Nûrmalen die Ebenen Pr,,,, und 
P',,,, bestimmt; dieser Fall aber wurde schon oben betrachtet. 
Il'ehmen wir also an, dass n, mit n,, r l , ,  n,, n4 eine andere Kombination 
bildet und z.B.  die Ebene Y',,,, bestimmt; darin wird fi, mit der 
zweiten Gruppe der Korualen noimendig die Ebene Pr,,,, bestimmen, 
weil dazu ausser der N o r n d e n  n5 und n, diejenigen xwei Xormalen 
beitragen müssen, von welchen jede der drei Ebenen 
P',,,, abhiingt Aus demsclbcn Grunde wird n, mit der dritten Gruppe 
der Normalen (n,, lz,, n5, n,) die Grenzebene P13567 und mit der 
vierten Gruppe die Ebene E",, , ,  geben. Das ganze System wird also 
aus aüht Ebenen 
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126) p 1 1 2 3 1 >  P 1 2 4 3 5 >  "5456i "19467 

bestehen. 
Alle anderen Voraussetzungen über die sieben Stütznormalen 

werden unumgiinglich zu einem der drei betrachteten F d l e  führen, 
und die Grenzebenen werden sich nur durch eine andere Numeration 
der Indices unterscheiden. Daher werden wir weiter die Bezeichnungen 
124), 125) und 126), welche als typische Bezeichnungen betrachtet 
werden konnen, behalten. 

44. Im Falle von v i e r  e c h t e n  G r e n z e b e n e n  x w e i t e r  A r t  
karin auf der Pararneterkugel ein Gebiet moglieher Axenrichtungen 
existieren oder nicht. Beim Verschwinden desselben bleiben dem starren 
Korper keine Schraubenaxen miiglich. Wir  wollen die dazu notigen 
Redingiingen aiifsuchen. Wir  k6nnen zu diesem Zwecke das in 5 37 
angegebene Verfahren benützen. E s  sei V,,, < 0; dann werden, dem 
Schema 98) und den Bezeichnungen 124) gemiss, auch die Grossen 

Formeln 113) gemiiss: 
Uklm = f i :56i  = ':23 D.4, 

= f i s 1 7  = - u,j,7 = - V:23 D57 

Uirm = U457 = Vf23 DG, 
ski = rh5*= - U456= - V;223D7) 

wo Ds eine Determinante sechsten Grades, welche aus den Koordinaten 
aller Stütziiormalen ausser derjenigen von n, gebildet ist, darstellt. 
Dabei wird vorausgesetzt, dass in den Zeilen aller vier Determirianten 
die Indices 1, 2, 3, . . . in wachsender Reihenfolge gestellt sind. Wir 
sehen jetzt, dass fiir das Verschwinden moglicher Axenrichtungen iiot- 
wendig ist, dass zwei von den Determinanten D,, D,, D,, D, positiv 
und die zwei anderen negativ seien. Man kann also sagen: D i e  
k l e i n s t e  % a h 1  von  S tü tz f l i i chen ,  b e i  w e l c h e r  d i e  P e s t l e g u n g  

T2367 &16 ,  VL26 

'72377 '3177 '127 

alle negativ sein. Nach der Regel, welche auf der Parameterkugel 
das Gebiet (+ w) oder (- w) bestimmt und durch die Lngleichheiten 
82) oder 83) ausgedrückt wird, haben wir also die Bedingungen: 

p11294<C'> " 1 ? 3 5 < O I  p f 1 2 3 6 < 0 1  p 1 1 2 3 7 < 0  

für (+ w) und die entgegengesetzten fiir (- GY). Sollen diese Gehiete 
verschwinden, so müssen (5  37) TLrrnr 7Ljlz,,,, 7 L k r n 1  Ulkî dasselbe Zeichen 
haben. E s  ist jetzt aber: 

L1235 L1236 & 3 3 7  

Uklm= 7 & 6 7 =  Jf1935 M1236 M1237 

"1235 N1836 N1237 

u. S. W. Die nach Art von 6 36 ausgeführte Rechnung giebt, den 
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e ines  s t a r r e n  K o r p e r s  m o g l i c h  i s t ,  i s t  s i eben .  D i e s e  F e s t -  
l e g u n g  w i r d  u n t e r  f o l g e n d e n  B e d i n g u n g e n  e r r e i c h t :  1. u n t e r  
d e n  S t ü t z n o r m a l e n  m ü s s c n  s i c h  v i e r  s o l c h e  vor f inden ,  dass 
s i e  e i n e  O p p o s i t i o n  b i l d e n ;  2. d ie  d r c i  ü b r i g e n  S o r m a l e n  
müssen  s o l c h e  R i c h t u n g e n  h a b e n ,  d a s s  a u f  d e r  P a r a m e t e r -  
k u g e l  d i e  n e g a t i v e n  E n d p u n k t e  i h r e r  R i c h t u n g e n  i m  Gebie te  
c i n e s  s p h i i r i s c h e n  D r e i e c k s  l i e g e n ,  we lches  d ie  pos i t iven  
E n d p u n k t e  der  R i c h t u n g e n  d r e i e r  v o n  d e n  v i e r  e r s t e n K o r m a l e n  
z u  s e i n e n  E c k e n  ha t ;  3. w e n n  m a n  v i e r  D e t e r m i n a n t e n  
s e c h s t e n  G r a d e s  a u s  d e n  E o o r d i n a t e n  von  S t ü t z n o r m a l e n  
auf  s o l c h e  W e i s e  b i l d e t ,  d a s s  d o r t  j e d e s m a l  d ie  K o o r d i n a t e n  
d e r j c n i g e n  d r e i  N o r m a l e n  s i c h  v o r f i n d e n ,  w e l c h e  d i e  E c k e n  
des  o b e n  g e n a n n t c n  D r c i e c k s  b e s t i m m e n ,  so  m ü s s e n  zwei  von 
d iesen  D e t e r m i n a n t e n  das  e n t g e g e n g e s e t z t e  Z e i c h e n  v o n  dem 
d e r  z w e i  a n d e r e n  haben .  

Unten werden wir sehen, dass dieser Bal1 bei sieben Stützfliichen 
der einzige ist, in welchem dic vollkomniene Tilgurig moglicher 
Schraubenaxen erreichbar ist, so dass die oben angeführten Uedingungen 
nicht nur hinreichende, sondern auch notwendige sind. Die Erfüllung 
dieser Redingungen ist aber immer moglich, weil wir überzghlige 
Elemente fü r  die Bildung der geforderten Zeichen der vier Determinanten 
haben; niimlich die Momente der Stütznormalen. 

Fig. 18. 

B 
bestimmen auf der Para- 
meterkugel ein sphari- 
sches Dreieck A B C  
(Fig. 18), welches das 
Gebiet moglicher Axen- 
riehtungen enthalten 
würde, wenn die siebente 
Stützfiiche nicht vor- 
handen wiire; ebenso 
bestimmen die Ebenen 

' 2 3 4  -P12s57 und 
P',,,, ein anderes 

spharisehes Dreieck 
DEF, welches bei Ab- 
wesenheit der Normale 
n, die moglichen Axen- 

richtungen enthalten 
miirde. Zum Verschwin- 

den d e r  rnoglichen Schrauhmxen  ist es notwendig und hinreichend, 
dms diese zwei Dreieckc keinen gemeinsamen Teil besitzen. Man 
kann aber zeigen, dass dieae Borderuncg in Wirklichkeit nicht erfüllt 
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werden kann. Dazu kann man die uneçhten Grcnzebenen zweiter Art 
(5 31) beriutzen. Die fünf Normalen nl,  n,, TL,, n,, m, bestimmen 
ausser den zwei echten Grenzebenen, Prl2 35 und Z",, ,,, drei unechte: 

127) p r r 2 3 5 6 J  p111356>  p I l  1266; 

ebenso entsprechen den fünf Normalen n,, n,, n,, lz,, n, ausser den 
zwei echten Grenzebenen, und Pr,,,, , drei unechte: 

128) p r r 3 5 6 7 >  P r r Z 5 6 7 7  y1r2 3 5  6. 

Die eine Ebene, P112356, ist in den beiden Systemen 127) und 128) 
enthalten. Auf ahnliche Weise finden wir, dass den Ebenen 
P11,,4 und Y',  , 6 7 7  Pr2,,, zwei Systeme von unechten Grenzebenen: 

"'2346> p1r1346?  p r r 1 2 4 6 >  

pr13 4 6  7 ,  p11%467>  p1r?346> 

unter welchen eine, P",2,6, gemeinschaftlich ist, entsprechen. Endlich 
gehiiren zu den zwei h a r e n  echter Grenzebenen, Pr,, , , ,  P',2,5 und 
P r , 3 4 7 ,  p 1 9 9 5 7 ,  zwei Systeme unechter: 

p112345 i  p r 1 1 9 4 5 i  p r r 1 2 4 5 7  
p I l  

3 4 5 7 >  p ' r 2 4 5 ï >  p r r2345 ,  

in welchen beiden I'r12315 vorkommt. E s  wurde schon in 5 31 gczeigt, 
dass im Falle voii fünf Stützflachen die den zwei echten Grenzebenen 
entsprechenden uneehten Grenzebenen zweiter Art die Schnittgerade 
der echten enthalten und in dcmjcnigen Paare der von den le tz t~ren 
gebildeten Scheitelwinkel liegen, welches auf der Parameterkugel des 
Gebiet der moglichen Axenrichtungen einschliesst. Daraus folgt, dass 
die Spuren der Ebenen 

129) p11?456> p 1 r 2 3 4 0 7  P1r2345 

auf der Parameterkugel sieh im Innern der beiden Dreiecke ABC und 
D E F  schneiden miissen, und zudcm in einem und demselben Punkte G, 
weil die Ebenen 129) wieder eirierri Systeme von fünf Stüt~normalcri 
n,, n,, n,, n, ,  n6 entsprechen ( 5  31). Da dieser l'unkt zu den beiden 
Gebieten ABC und DEE' gehort, so haben dieselben notwendig einen 
gemeinsanien Teil. Man kann übrigcns noch nicht unmittelbar behaupten, 
dass dieser gemeinsaiue Teil das Gebiet moglicher Axenrichtungeri dar- 
stellt; denn es ist dam noch notwendig, d a s ~  das Zeichen von w in beiden 
Gebieten dasselbe sei. Folgende Überlcgung wird aber zeigen, dass diesen 
Gebieten, wenn sie nur einmal einander deckcn, nicht verschicdene 
Zeichen von w entspreche~i konrien. Ziuhen ~ i r  aus dem Syste~rie 123) 
die vier Ebenen 

p 1 1 2 3 5 1  p 1 1 2 3 G ,  p 1 2 3 5 7 7  p12967  

heraus; diese Ebenen bilden das volle System der echten Grenzebenen 
zweiter Art  im Falle von sechs Stützflachen mit den Normalen n,, m2, 
n,, PZ,, n,, % Auf der Pararneterkugcl bilden sie ein sphiirisches 
Viereck, welches (5  37) das Gebiet der moglichen Axenrichtungeri für 
diese sechs Stützflachen bestimmt. Einerseits muss o in  diesem Ge- 
biete dasselbe Zeichen haben, wie im Gebiete ABC', da in ihnen der 
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Winkel zwischen Pr,,,, und Y',,,, gemeinsam ist; anderseits muss 
aber das Zeichen von w dasselbe wie in DEF sein, weil dieses Gebiet 
mit dem Vierecke den Winkel zwischen Pr,,,, und Pr,,,, gemein 
hat. Daraus folgt aber, dass den Gebieten ABC und DEP nur ein 
und dasselbe Zeichen von w entsprechen kann. Der gemeinsnme Teil 
beider Dreiecke bestimmt also in der That  das Gebiet moglicher Axen- 
richtungen. 

Man müsste noch zeigen, dass es fiir jede mogliche Axenrichtung 
auch ein Gebiet moglicher Schraubenaxen giebt; wir werden aber das 
nicht thun, da es auf ganz dieselbe Weise wie im vorigen Kapitel 
($3 40 und 41) gescheheli kann. 

46. I n  dem letzten Falle, wo a c h t  e c h t e  G r e n z e b e n e n  zweiter 
Art auftreten, kann das vollkommene Verschwinden moglicher 
Schraubenaxen auch nicht erreicht werden. T7m des zu zeigen, werden 
a i r  davon ausgehen, dass durch sechs Stützfllçhen die E'estlegung 
nicht moglich ist. Acht Grenzebenen kann man auf sechsfache Weise 
so kombinieren, dass jedesmal vier von denselben das volle System 
echter Grenzebenen zweiter Art für sechs von den sieben Stiitzflkhen 
darstellen. Dabei muss man die Regel (3 34), nach welcher die 
Indices der sechs Normalen in der Hezeichnung der vier Grenzebenen 
auftreten, festhalten. Demgernass bekommen wir folgende sechs Gruppen: 

130) p 1 1 2 3 4 7  7'r2945> p ' 34567  p r 1 3 4 6  (Ohne lz7), 
131) p r 1 2 3 7 7  '"43577 p r 3 5 6 7 1  P11367  (ohne lz4)7 
132) p ' 1 2 3 4 >  p 1 2 9 4 5 7  p r 2 3 5 7 1  '"1237 (ohne " 6 ) ~  

133) p 1 1 3 4 6 >  p13456,  p '35G7> p11367 (Ohne %)7 
134) p114347 p 1 1 3 4 6 )  p1136'i7 p ' 1 p 3 . i  %)7 
135) p1?3&5, p ' 2 3 3 7 ~  p 1 3 5 6 7 ,  p '3456  (Ohne 4. 

Die siebente Gruppe, welche n, nicht enthalt, ist nicht moglich, 
da der Index 3 in der Hezeiçhnung aller acht Ebenen 126) steht 
Ausserdem sind auch andere Kombinationen unmoglich, da sie der 
in 5 34 gezeigten Eigenschaft, dass dieselben zwei Indices in der Be- 
zeichniing aller vier Ebenen einer Gruppe stehen, nicht geniigen. 
Wir werden ziierst die Gruppen 130), 1311, 132) und 133) betrachten. 
Die Ebenen 130) bestirnmen auf der Parameterkugel ein Gebiet der 
bei sechs Stützfliichen (mit den Normalen n,, n,, n3, fi,, N ~ )  mog- 
lichen Axenrichtungen. Dieses Gebiet hat die Form eines spharischen 
Vierecks, dessen Ecken die Schnittpunkte der Spuren von Y',,,, und 
;1>12345, p12345 und P 1 3 4 5 6 ,  Y r 3 4 5 6  und P',,,,, P r 1 3 4 6  und p 1 1 3 3 4 7  d. h. 
überhaupt diejenigen Paare von Grenzebenen sind, welche Gruppen 
von f ü n f  Normalen eritsprechen.* Die Lage der Ebenen 130) ist in 
Fig. 19 dargestellt. Betrachten a i r  jetzt die Gruppe 132); Sie ent- 

* So dass keiri Schnittpurikt der Spuren von den Ebenen P r , ,  , und I"s 4 5 "  

oder P',,,, und P',,,, als Kcke dienen kann. 
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halt, ausser den zwei neuen Ebcnen und P'1237, zwei frühere 
Ebenen Pr, , , ,  und Pr2345; wir brauchen also, um das der Gruppe 132) 
entsprechende Viéreck zu zeichnen, nur die Spuren der erstercn zwei 
Ebenen zu ziehen. Mit der Griippe 131) führen wir die zwei übrigen 
von den acht echten Grenzebenen ein. Diese Ebenen P',,,, und 

müssen zudem solche Lage haben, dass sie sowohl mit den 
Ebenen Y',,,, und 81s auch mit den Ebenen P',,,, und P',,56 

Fig. 19 

133) Vierecke moglicher Axenrichtungen (hci sechs Stützfliichen) bilden. 
Endlich muss man bei der Konstruktion beachten, dass auch die zwei 
übrigen Gruppen 134) und 135) Gebiete moglicher Axenrichtungen 
(bei sechs StützfXichen) geben müssen. In  E'ig. 19 sind der Anschau- 
lichkcit wegcn die Eckcn eines jedcn Vierccks durch besonderc 
Zeichen angemerkt uud ausserdem ist in  jedem derselben eine Diagonale 
gezogen, welche die Spur einer der u n e c h t e n  Grenzebenen erster 
Art darstellt. 

Wenn man allen genannten Forderungen genügt, so ist es nicht 
moglich, dass kein gemeinsanier Teil aller Vierecke existiert; im um- 
gekehrten Falle würden nicht alle Vierecke die Gebiete moglicher den 
Gruppen von sechs StiitzfXichen entsprechenden Axenrichtungen geben, 
was der Voraussetzung, dass alle acht Ebencn 126) echte sind, wider- 
sprechen würde. 
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Dass allen Vierecken dasselbe Zeichen von w entspricht, davon 
kann man sich auf dieselbe Weise iiberzeugen, a i e  es im analogen 
Falle in  5 45 geschah; wir konnen niimlich den Umstand benutzen, 
dass zwei in bestimmter Ordriung genommene Viereçke zu zweien ge- 
meinsame Seiten haben, und dass dem zwischen denselben in den 
beiden Vierecken eingeschlossenen VC7inkel dasselbe Zeichen von w ent- 
spricht. Es ist also in der That das vollkommene Verschwinden miig- 
licher Schraubenaxenrichtungen im Yalle von acht echten Grenzebenen 
zweiter Art nicht erreichbar. 

Man müsste noch zeigen, dass für jede der moglich gebliebenen 
Axenrichtungen auch ein Prisma existiert, welches mogliche Schrauben- 
axen en thd t ;  wir werden aber das nicht thun, da es auf ganz dicselb~ 
Weise wie für den Fa11 von sechs Stützflachen geschehen kann. 

47. A l l e s  G e s a g t e  z u s a m m e n f a s s e n d ,  finden wir: 
1. Wenn vier von den sieben Stützfliichen den fiir die Opposition 

nfitigen Bedingungen geniigen, so werden vicr oder sechs oder acht 
Gruppen von vier Stütznormalen in Opposition sein. 

2. Im ersten dieser Falle kann die Festlegung des starren Eorpers 
durch sieben Stützfl%hen erreicht werden; dazu müssen die in 5 44 
gegebenen Rdingungen erfijllt werden. 

3. Uieser Fa11 der Festlegung ist  bei sieben Stützflachen der 
eiuzig mogliche; in den zwei anderen Fiillen konnen die moglichen 
Schraubenaxen nicht vollkornmen verschwinden. 

Wenn wir alles in  den vorhergehenden Kapiteln Gesagte in Be- 
tracht ziehen, so sehcn wir, dass d i e  k l e i n s t e  Z a h l  v o n  S t ü t z -  
f l i ichen,  b e i  w e l c h e r  d i e  F e s t l e g u n g  d e s  s t a r r e n  K o r p e r s  
e r r e i c h t  w e r d e n  k a n n ,  s i e b e n  i s t .  

Angesichts dieses Resultates brauchen wir unsere Untersuchung 
weiter nicht fortzusetzen. l m  Falle von acht oder mehr Stützflkhen 
kann natürlich die Festleguug bei weuiger Begrenzungen für die 
Stütznormalen erreicht werden, und die Aufsuchung der dazu notigen 
Bedingungen bietet keine Schwierigkeit. Die Untersuchung aber aller 
dabei auftretenden Fiille kann mit denselben Mitteln, welche in den 
zwei letzten Kapiteln gezeigt wurden, unternommen werden. 
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Beitrag zur Knick-Elastizitat und -Festigkeit. 

Von 

Baurat J. KÜJ~IZR 
in Esslingen. 

Hierzu lithographierte Tafel LI. 
- .- 

A. Gewühnlicher Fa11 der nicht stark federnden Stabe. 
Das Kapitel über die Knick-Elastizitat und -Festigkeit ist merk- 

würdigerweise bis jetzt weit hintcr dem hohen Grad einer be- 
friedigenden Entwickclung zurückgeblieben, welchen die übrigen 
Kapitel der Festigkeitslehre bereits erfahren haben. Dies hat wohl 
seinen Grund in dern Umstand, dass in der Herleitung der Gleichung 
der elastischen Linie ein für diese b e s o n d e r e  B e l a s t u n g s a r t  
c h a r a k t e r i s t i s c h e s  G l i e d  b i s  j e t z t  n i c h t  z u m  A u s d r u c k  ge-  
k o m m e n  i s  t. Erwiigt man niindich, dass bei der Knickung im all- 
gemeinen die eigentliche Biegung nur gering ist, so kommt man zu 
der cberzeugung, dass infolgedessen auch dieses - im allgemeinen 
also nur klcine - Bicgungsmoment a l l e i n  n i c h t  den Ausschlag 
geben kann für die Formanderung des gedrückten Stabes, sondern 
dass dabei notwendigerweise auch der eigentliche Druck selbst - und 
zwar als der eigentlichen Biegung vollkommen ebenbürtig - zur 
Geltung kommen muss. I n  der Folge sol1 dies niiher dargethan werden. 

G e n a u e  G l e i c h u n g  d e r  e l a s t i s c h e n  L i n i e .  
Die genaue Gleichung der elastischen Linie findet sich für den 

zentrisch gedrückten und ursprünglich gernden Stab, von der freien 
P Knickliinge 1, wie folgt: bezeichnet E, = 1, die spezifische Zusammen- 
h B  

drücliung vom llruck Y in  einem beliebigen Querschnitt F des Stabes, 
d s (siehe Fig. 1, Taf. II) und ist drp = der kleine Winkel, um welchen 

die beiden benachbarten und ursprünglich parallelen Querschnitte in- 
folge der Biegung durch das Moment 

M = P ( f - y )  

(siehe Fig.2, Taf.11) gegen einander verdreht werden, so hat man, 
mit Rücksicht auf den gleichzeitigen Druck P, in dem beliebigen Ab- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



308 Beitrag zur Knick-Elastizitit und -Festigkeit 

stand rj von der Biegungsaxe , als spezifische Zusarnmendrückung der 
ds(1- E,-,) (f - € J a s  

Faser daselbst, aus drp = - - 
iI 

und als spezifische Druckspannung: 

Bus den Gleichgewichtsbedingungen zwischen den inneren und 
iiusseren Kriiften ergiebt sich damit für den betrachteten Querschnitt F: 

und 
E J  

und zwar mit Rücksicht darauf, dass die Biegungsaxe durch den 
Schmerpunkt S des Querschnitts F geht und deshalb 

gleiçh dem Tragheitsmoment in Bezug auf diese Biegungsaxe zu setxen 
ist. Als Biegungsaxe ist unter sonst gleichen Umstanden diejeriige 
Axe anzusehen, in Bezug auf welche das kleinste Triigheitsmoment 
auftritt. 

Mit der üblichen Abkürzung für 

P -- - J 
EJ - n z  und - = i 2  E' 

hat man also: 

und damit: 

E, = n2i2 ist, als die Zusarnmendrückung für die Lzngeneinheit, für elle 
hier in Betracht kommenden ~aus to f f i  stets eine kleine Grosse, die 
ohne merklichen Fehler gegen 1 vernachlissigt werden kann. 

Beachtet man noch, dass 

also 

so heisst die Differentialgleichung der elastischen Linie noch genau 
genug ganz allgemein: 
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1) sin y d y  = n2(f'- y) dy .  
Durch erstmalige lntegration findet sich, mit Rücksicht auf die hier 
einzufiihrende Integrationskonstante, aus : 

Von der Richtigkeit dcr hier ganz besonders wichtigen Inte- 
grationukoristariten überzeugt man sich sofort, wenn man beaclitet, dass 

gleichkommt dem verh5ltnismiissigen Langenunterschied zwischen dem 
Langenelement ds des Stabes, in seiner ursprünglichen Lange, und 
dem dazu gehorigen Sehneneiement dx nach der Deformation. Dieser 

d d x  Langenunterschied ist aber auch gleich dem Wege =, oder auch für 
d d a  

die ganze Stablange 
d s  ' den bei der Deformation die Druckkraft P 

zurücklegt, und welcher sich eusammensetzt aus der Zusammendrückung 
nP 
?(2fY - y?, welche der Stab durch die Biegung vom Moment 

M= P(f-y) erfihrt, und aus der Verkürzuag n2i2 des Stabes vom Druck 
Y selbst. Gleichung 2 )  ist a190 nichts anderes als die Gleichung der 
Formiinderungsarbeit, in welcher ausser der Biegurig auch die eigent- 
liche Druckwirkung zur Geltung gekommen ist. Bei der geringen 
Biegung, um die es sich hier im allgemeinen überhaupt handelt, 
kommt die kleine Grosse n2i2 = gegen die andere, gewohnlich eben- 

n" 
falls nur kleine Grosse (2 fy  - y" sehr wohl in Betracht; sie ausser 

.Acht lassen, wiirde also heissen, ein fiir die in R d e  stehende Re- 
lastungsart geradezu charakteristisches Glied unterdrücken. 

Mit Rücksicht auf diese eigentliche Druckwirkung .rz2i2 wird aber 
in der Stabmitte, d. i. für = 0, aus Gleichung 2) nicht mehr auch 
y = 0 ,  - was der Fa11 sein würde, wenn nur die Riegungsspannung 
allein in Betracht kkime - sondern 

y = y 0 = f - 1 / 2 i 2 S f ?  
Es  fillt deshalb die elastische Linie nicht zusammen mit der defor- 
mierten Mittellinie des Stabes, auf welche die Krafte und Momente 
bezogcn sind, sondern erstere hat einen um y, grtisseren Pfeil als 
letztere (siehe Fig. 2 Taf. II), was bei der Bestimmung der weiteren 
Integrationskonstariten wohl zu beachten ist. 

Zur unzweideut'igen Klarlegung der Sachlage m6chte ich hier 
noch ganz besonders hervorheben, dass im vorliegendem Fa11 sehr 
wohl zu unterscheiden ist zwischen: E l a s  t i s c h e r  L i n i e  und G e -  
bo g e n e r  M i t t e l l i n i e  des Stabes. Unter elastischer Liriie verstehe 

Zaitachrift f .  Nethematik u. Physik. 45. Band. 1000. 6.u. 6. Haft. 22 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



310 Beitrag zur Knick-Elastizitiit- und -Festigkeit. 

ich die spannungslose, n e u t r a l e  Mittellinie, d.i. die gebogene Mittel- 
linie des Stabes, die frei ist von jeder Spannung, die im vorliegenden 
Pall also insbesondere frei ist von der eigentlichen Druckspannung L i e ,  
Die Gleichung 

ist aber die Gleichung dieser spannungslos gedachten elastischen Mittel- 
linie, von welcher ausgegangen w-erden muss, wenn der hochwichtige 
Einfluss der eigentlichen Druckspannung nicht verloren gehen soll. 
Die beiden genannten Linien sind also nur inso'fern voneinander ver- 
schieden, als die in Fig.2 (ausgezogene) gedrückte Mittellinie des Stabes 
in die (gestrichelte) clastischc Linie übergeht, wenn man erstere von 
ihrer Druckspannung befreit; dies geschieht dadurch, dass man sie 
mit ihrer x-Axe eine Linksbewegung um y = y, machen Iasst, indem 
wiihrend dieser Prozedur die Stabenden festgehalten werden. Bei der 
Theorie der reinen Biegung ist  dieser Unterschied nicht zu machen, 
weil dort beido Linien in eine einzige zusammenfalien. Übersieht man 
im vorliegeriden Fa11 diesen fiir die in Rede steheride Belastungsart 
ganz besonders charakteristischen Unterschied, so heisst dies nichts 
anderes, als auf den Einfluss der eigentlichen Druckspannung n q 2  ver- 
zichten. namit  kommt man aber d a m  auf die Euler'sche Gleichung, 
die also aus diesem angefiihrten Grund unm6glich richtig sein kann. 

Nach dieser Betrachtung erhalt man aus Gleichung 2), die auch 
geschrieben werden kann: 

mit 
~ = ~ i o r ~ = ~ l - c o s ~ ~ = n ~ 2 i ~ + 2 f ~ - ~ ~  d s mal 

12 -VI- p(2 i2+  Sfy - y?, 
oder auch r~ <P 

= 2sin-cos-, 
2 2 

also 
. Y  sin- = -{2i2 + Sfy - y2, 

2 2 

als Integralgleichung für die deformierte Mittellinie des Stabes: 

3) 1; i 2 + 2 f y - y 2 i ]  dy- -:(2i2+2fy-y7 - - ; 
Y0 

worin, wie oben bemerkt, 
y',= f -y- 

zu setzen ist. Die Integration dieser Gleichung 3) lasst sich in h6chst 
einfacher und geschlossener Form ausführen für alle Fdle,  die von 
praktischem Interesse sind. Dcnn weil innerhalb dieser Grenzen 
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verhLltnismiisaig klein bleibt gegen 1, so kommt der Nebenfaktor 

gegenüber dem Hauptfaktor 

im N e n n  e r  gar nicht praktisch zur Geltung. Nur fiir  s t a r k  f ede rnde  
S tabe ,  wie diinne Driihte und dergl., oder auch für im Vergleich zu 
ihrcn Querdimcnsionen aussergcw6hnlich lange Stiibe kann überhaupt 
dieser Nebenfaktor merklich von 1 verschieden werden; fiir alle übrigen 
Fille, wie sie inabesondere in den praktischen Aufgaben der Knick- 
festigkeit auftreten, bleibt er aber immer von 1 nur so wenig ver- 
schieden, dass er - ohne wahmehmbaren Fehler - geradezu gleich 1 
gesetzt werden kann, was weiter unten gelegentlich noch thatsiichlich 
bestiitigt werden wird. 

Obgleich dieser Nebenfaktor also für gewohnlich geradezu - 1 zu 
setzen ist und er iiberhaupt nur fiir stark federnde StPbe merklich 
von 1 abweichen kann und er somit für dicse letztcren also recht 
eigentlich das charakteristische Merkmal bildet, so sol1 er nichts- 
destoweniger, zur Erlangung ganz allgemein giltiger Resultate, bis 
auf weiteres mitgeführt werden, um so mehr, als dadurch keinerlei 
Schwierigkeit entsteht; denn selbst in den ungünstigsten Fiillen kann 
für ihn noch ein sehr nahezu konstanter Mittelwert gesetzt werden, 
mie aus folgendem hervorgeht: 

Dieser Nebenfaktor 

erreicht namlich geinen Hochstwert gleich 1 für y = O, d.i. in der 
Stabmitte, wo 

wird. Von da ab wird er kleiner gegen die Stabenden hin und zwar 
nur unmerklich kleiner, wenn es sich nicht um schon besonders grosse 
Durchbiegungen f i  d. i. um stark federnde Stibe handelt. Seinen kleinsten 
Wert erreicht er bei den Stabenden selbst, d. i. für q = n, oder y = f 
und zwar mit 

cos0  2 = i l  - ;(2i'+ f 3 .  

immer nur ein echter Bruch ist ,  der hochstem einmal bis m 0,7 an- 
wachsen kann, wie gelegentlich weiter unten bestiitigt werden wird, 

22' 
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so kann als Mittelwert für den - wie schon gesagt -- nur für stark 
federnde Stiibe charakteristischen Nebenfaktor: 

gesetzt werden, worin [ einen Koeffizienten bedeutet, der im aligemeinen 
1 gleich ist und im aussersten Fa11 einmal bis hochst'ens auf 0,64 an- 

wachsen kann, wie gelegentlich weiter unten bestiitigt werden wird. 
Der so niiher priizisierte Mittelwert des Nebenfaktors: 

soli in der Folge einfach mit bezeichnet und mitgeführt werden, 
um - wie gesagt - ganz allgemein giltige Resultate zu erhalten; 
weiss man doch, dass er für gewohnlich gleich 1 ist und überhaupt 
iiur für besonders stark federnde Stiibe merklich von 1 abweichen 
kann. 

Nach diesem kann also für Gleichung 3) gesetzt werden: 

Y0 

und integriert : 

- arc sin - - arc cos 
i/2,-.ti'g- 

= %SV,  
i 2 i e + f y  v2 i "Ff " 

oder 

4) y = 1/-(1- cos ns i ) .  

D i e  D u r c h b i e g u n g  f. 

Die Gleichung 4) stellt, wie oben betont, die deformierto Mittel- 
linie des Stabes dar und zwar bezogen auf die ursprüngliüh gerade 
Stabaxe. Für s - O folgt daraus auch y - O und für die zusammen- 
gehorigen Werte von 

und y = f  S - -  
2 

ergiebt sich die Bedingurigsgleichurig für den Pfeil f aus: 

und daraus der allgemeine Ausdruck für die Durchbiegung f :  

oder gleich: f = i f i t g +  mit dem lIilfswinkel 1~ aus: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Baurat J. K~IBL~B.  313 

n 1 n 1 s in+ = 2 s i n L - i  = 1 - cos-1/ 
4 2 

(siehe Fig. 2, Taf. II). 
Aus dem Ausdruck f = i ~ ,  t g  IJ geht hervor, dass zur Erkliirung 

des Vorganges bei der Knickiing nicht n6tig ist, willkiirlich eine 
kleine Exzentrizitiit für die Uruckkraft P anzunehmen, wie dies seit- 
her mit richtigem Gefühl als Notbehelf geschehen ist, sondern dass 
diese Exzentrizitit stets von vornherein schon vorhanden ist und 
selbst bei der sorgsamsten Fernhaltung aller Zufilligkeiten und Un- 
genauigkeiten den ganz bestimmten Wert von i f i  hat. Diese Ex- 
zeritrizitiit tr i t t  übrigens in der Stabmitte auf und nicht an den Stab- 
enden. 

Die in richtiger Würdigung der zusatzlichen Stabpressung vom 
Druck P crhaltene gcnauc Glcichung 4) der deformierten Stabmittel- 
linie weiüht naturgemass ganz wesentliüh ab von der bis dahin 
bekannten y = f (1 - COS nx). 

Insbesondere erhalt man nicht mehr, wie aus dieser letzteren, für 
1 

y - f  und x = -  
2 

die sogenannte E uler'sche Gleichung , aus 

n E 
COS- = O ,  

2 

namlich: 
n z  . .  - P .ne --- 
2 2 

d.1. mit n2= T: P = F E J ,  
h b  

in welcher, wie gesagt, nur die Biegungsspannung, nicht aber auch 
die ihr vollkommen gleichberechtigte, eigentliche Druckspannung zum 
Ausdruck gekommen ist - sondern: 

- -- 

woraus fol@ mit y, = f - i 2  i + f : 

aus welcher Gleichung für den Pfeil f der Ausdruck von Gleichung 5): 

f = i @ t g +  
sich ergiebt. 

D i e  h o c h s t e n s  z u l a s s i g e  D r u c k s p a n n u n g .  

Mit der weiteren Bedingungsgleichung für die hochstens zuliissige 
Gesamtdruckspannung k,  welche für den Bruchquerschnitt in der 
Stabmitte statthaben muss, niimlich: 
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oder 

ergiebt sich mit den bekannten Abkürzungen für 

und daraus fiir den zulissigen Druck P: 

oder für den sogenannten Abminderungskoeffizienten a: 

P 1 a = - = -  
kF e f  ' 

1 -t7 
oder auch fîir den Pfeil: 

7) 
' $ l - ' Y  f = " - -  
e or 

I n  besonderen Failen, wo, v i e  z. B. beim Gusseiuen, nicht die zu- 
lissige Druckspannung k ,  sondern die vie1 kleinere zulassige Zug- 
spannung - k, den Ausschlag geben kann, tri t t  an die Stelle der 
Gleichung 6) die a d  die hochstens zuliissige Zugspannung - 7c, be- 
zügliche Gleichung 6a), namlich: 

r P f  - k  ---- 
' - F  W'  

oder 

6 a) 

und damit 

und 

7a) 

Mit den Gleichungen 4), 5)  und 6) bezw. 6a) ist alles bestimmt, 
was auf Knickfestigkeit Bezug hat, werm nur noch die Material- 
Koeffizienten k und E des betrachteten Stabes und dessen Querschnitts- 
form d.i. J, F und W oder i und e bestimmt sind. 
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D e r  Abminde rungskoe f f i z i en t  a. 

Durch Gleichsetzung der beiden Werte filr f in Gleichung 5) und 

erhklt man für den Abminderungskoeffizienten a! aus: 

kt. 
1 - a  -- - bezw. - - 

cr n eF tg +. 
Daraus ersieht man, dass die Querschnittsform durch den Aus- 

druck e$ charakterisiert ist. 

D e r  Koe f f i z i en t  de r  Que r schn i t t s fo rm.  

E'ür die in der Praxis vorkommenden Querschnittsformen (siehe 
al/F 

Big.4) variiert der Wert  etwa zwischen 2 bis 3,5 und damit folgt 
aus Gleichung 8): 

k, - 
1 

ci = bezw. 
k 

e i /F  <?tg*+ 1 
> 

- t g @ - 1  i 

oder : 3 
1 k 

a = bezw. ----- - 
(2 bis 3,5)tgli>+l (2  bis 3,5) tgq-1 

n 1 In sin qb = 2 s i n c v  ist für die hier in Betracht kommenden 
4 

n 2 n 1 
Fille fiir f= 1 zu aetzen, also für 1/ einfach - , worin 

Da mit wachsendem Druck P der Pfeil 

im allgemeinen rascher anwachst als P, so entscheidet für das mass- 
gebende f der grosste Wert,  den P annehmen kann, d. i. die Bruch- 
kraft Po. 1st 7c die zulissigc Pressung bci m-facher Sicherheit gegen 
Bruüh, also mk = k, der Bruchkoeffizient des betrachteten Materials, 
so ist der Abminderungskoeffizient 

P m P  Po a=--=-  r-- 

k F  n z k F  k , F  

zzu setzen. oder euch gleich 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



316 Beitrag zur Knick-Elastizitkt und -Festigkeit. 

Was die GrSsse :v betrifft, so kanu 
12 1 sin I I )  = 2 sin2 T V  

nb x gehen von O bis 1, oder T V  von O bis 4, entsprechend O bis 45O. 

Beachtet man noch, dass mit = 1: 

also gleich 

und daraus: 16E 

gesetzt werden kann, so kann für jeden Stab der zulassige Druck Y 
oder umgekehrt der erforderliche Querschnitt P ermittelt werden, wenn 
nur noch die speziell für diese Belastungsart charakteristische Blaterial- 
konstante 1 6 B  i 6 E  

bestimmt ist. 

D i e  M a t e r i a l k o n s t a n t e  f ü r  v e r s c h i e d e n e  Baus tof fe .  

1. P ü r  Flu13- und Schweaeisen kann gesetzt werden: 

E = 2 150 000 - bezw. 2 000 000 
und 

k ,  = m k = 3 800 bezw. 3500. 
Damit wird 

nak 

für m = 4fache Sicherheit gegen Bruch würde dann sein 
k = 950 bezw. 875kg p. qcm. 

iI. Für  FluBstahl mit 
E - 2 200 000, 

und mk - 5500 

wird 

bei m = 4 bezw. 5, also k = 1375-1100. 

III. Für  TiegelfluBstahl mit 
E'= 2 200000 

und mk = 7200 
wird 

bei m = 4 bezw. 5, also k = 1800-1400. 
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IV. Für Gusseisen mit 
E = 850 000 

und 

ist  
mk = 7200 bezw. - mlk, = 1200 

bei m = 10, also k = 720 

Bei Gusseisen, wo der zulassige Druckkoeffizient k etwa 
3 mal so gross ist als der zuliissige Zugkoeffizient - k,, ent- 
scheidet, wie schon bemerkt, für liingcre Stabe dieser Zug- 

k 1 
koeffizient - k,. Mit 2 = - erhiilt man aus Gleich. 9) also: 

k 3 
1 
- 

1 3 
a: = bezw. = 

(2 bis 3.5) tgq + 1 (2 bis 3,5) tgy, -1 

Der kleinere der hieraus sich ergebenden Werte von a: 
entscheidet und die Grenzscheide, wo die erste Formel durch 
die zmeite ersetzt wird, ist bestimmt durch: 

k, 1-a :=  - + o r ,  d.i. 
k 

1 1 
mit 5 = - also auch a = - - k 3 3 

V. Par Eichenholz mit 
E = 120 000 und mk = 650, 

und Kiefernholz mit 

E = 100 000 und mlc = 500 
ist 

bei m = 10, k = 65 bezw. 50. 

N u m e r i s c h e  B e r e c h n u n g .  

Nach Vorstehendem werden die foigenden Tabellenwerte ohne 
weiteres verstindliüh sein; man beachte dabei, dass in dieser Tabelle 
die oberen Wertreihen für 

?a 1 sinT1/, n z sin*, tg*, a und ev)vi 
ganz allgemein gelten und unabhiingig vom Material sind, und dass 
erst von da ab der fü r  die in Rcde stehende Belastungsart charakte- . > 

z ristische Materialkoeffizient zur Bestimmung von zum Aus- 
druck kommt. 

Bus diesen Tabellenwerten sind die Diagramme für die hier tie- 
handelten 5 verschiedenen Baustoffe gebildet und in richtigem MaB- 
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stab ailfgezeichnet - siehe Fig. 5 für Flu13- und SchweiBeisen -, so 
dass jedcr in der Praxis vorkommende Fall genau genug daraus ab- 
gegriffen oder auch aus der daraus fiir den Abrninderungskoeffizienten or 
gebildeten Tabelle - Seite 320 - abgelesen werden kann, wie fol@: 

Piir einen konkreten Pal1 bestimme man zunachst den fur die 

dessen Wert, Querschnittsform charakteristischen Koeffizienten 

wie schon bemerkt, etwa zwischen den Grenzen 2 bis 3,5 liegen wird, 
für welche Grenzen auch die Tabelle berechnet und die Diagramme 

aufgezeichnet sind. IIierauf bestirnme man die Grosse 4, worin 1 die 
freie Knicklange des Stabes und 

den Triigheitsradius in Bezug auf die Biegungsaxe des Bruchquerschnitts 
bedeutet. Die Biegung erfolgt selbstredend um diejenige Axe, in 
Bezug auf welche das Tragheitsmoment J - unter sonst gleiühen 
Umstanden - am kleiilsten ist. Die freie Knicklange ist nach der 
Art  der Befestigung der Stabenden in  bekannter Weise richtig zu 
bemessen. Mit den so erhaltenen Werten kann alsdann aus dem be- 
treffenden Diagramm oder aus der Tabelle durch sch'itzungsweise 

e F  Interpolation in Bezug auf -~ der Wert  des Abminderungskoeffi- 

zienten a genau genug abgestochen oder aus der betreffenden Tabelle 
abgelesen werden. IIat  man aber a ,  dann folgt aus 

P 
a = -- 

k 2' 

entweder der zulissige Druck P = alcF, oder auch der erforderliche 
Querschnitt 

oder auch die grosste Anstrengung des Materials aus 

Selbstredend kann auch für jeden anderen Fa11 die Rechnung 
besonders durchgefiihrt werden; auch fiir beliebig andere Stoffe mit 
dem ihnen zukommenden Materialkoeffizienten 

wie dies in nachstehender Tabelle für eine geeignete Anzahl von 
Zwischenwerten thatsiichlich ausgeführt worden ist. 
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0, 9 <Ci ^ +" l Y O" 0- a- 
r l m  t - m  m o  . O N  W b  
M C - t - x . I n o d i o  m m  
m m  M N  + C I  M M  r(r( 

t- t- di r( 
+ m m t . -  
m t - t - w  
d? di - . 
0 0 0 0  

- m  C- m 
X) t- - w- 

w t -  
=-- CC? 

2- O 0 0 

w a *  
m o o  
i- C D C D  
1 9 0- 
0 0 3  
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P 

Tabelle für den Abmindernngskoefflzienten n = - .  kF 

fiir 

~ l u n -  und I=zl 
Schwcincisen 

O 
1 5  f ü r  
z 10 

15 
20 
2 5 

30 
3 5 
40 
45 
50 

IV.  V. 

Tiegelstahl GuBeisen 

IL 1 Holz 
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B. Besoriderer Fa11 der stmk federiiden Stabe. 
Das charakteristische Merkmal der stark federnden Stibe,  wie 

z.R. dünne Driihte, oder auch - im Vergleich zu ihren Querdimen- 
sionen -- aussergew6hnlich lange Stabe, besteht darin, wie bereits 
oben hervorgehoben wurde, dass der Nebenfaktor: 

merklich von 1 verschieden aerden kann. Für die Praxis ist dies der 
Fall, wenn er a. B. mit seinem Mittelwert i um mehr als etwa 
1 

d. i. = 0,005 von 1 abweichen konnte. Um dies überhaupt m6g- 
2 
lich zu machen, müsste aber, wie weiter unten gezeigt wird, die 

1 
Durchbiegung f schon mindestens gleich der freien Stablinge i 

werden konnen, was für die gewohnlichen Fille der Knickfestigkeit 
nicht mehr zulassig ist, oder doch im allgemeinen die Grenze bildet. 
Weicht aber dieser Nebenfaktor überhaupt merklich von 1 ab, so 
fragt es sich: in welcheni mathematischen Zusarrimenhang steht diese 
Abrveichung mit der Druckkraft P und den Stabdimensionen und ins- 
besondere mit dem von diesen Grossen jedenfalls abhiingigen Pfeil f  
selbst ? 

Dieser Zusammenhang findet sich durch folgende Betraühtung. 
Aus der Integralgleiehung der deformierten Mittellinie des Stabes: 

erhilt man durch lleihenentwickelung, und wenn die Integration auf 
die ganze Stablinge ausgedehnt wird, als genauen Wert  dieses 
Integrals: 

Y. +f 

E'iihrt man die Integration aus und beachtet, dass für grossere Werte 
von f ,  um die es sich hier nur handelt, der Wert  von 

Y o = f - f 2 i 2 + f 2  
P 

stets klein genug ist, so dass er  mit der kleinen Grosse rzZ= -) 
lYJ 

oder gar mit deren hoheren Potenzen rnultipliziert, gegenülier 1 nicht 
in Betracht kommt, so erhalt man nach der Reduktionsformel: 
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die Bedingungsgleichung: 
n.1 
- 

z s s +  f " f  
2 
- arccos= mai 

~ ~ i ' - + f Z  

Da nun aber auch aus der Gleichung 

1 
für die zusammengehijrigen Endwerte von y = f und s = -: 2 

sich ergiebt, oder: 

so folgt aus diesen beiden Gleichungen 12) und 13) als Wert für den 
charakteristischen Nebenfaktor -)/: 

ferner folgt aus: 

Weil es sich hier nur um grossere f handelt und grossere f 
immer nur mit kleinen i verbunden sind, so ist sehr nahezu 

und also das Verhaltnis der Durchbiegung f zur freien Knickliinge 1: 
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f 
- - - 
1 (Il arc cos V 5 q - f  

V)/22"+fe 

für grossere f mit dencn, wie schon gesagt, auch immer nur kleine i 
verbunden sind, weiüht 

ir- f arc cos - = arc COS 
- Y0 

v- 71 
X nicht merklich ab von arc cos O = -, so dass also für  g r k s e r e  f und 
2 

insbesondere für den Bruch anstatt der Gleichung 15) auch gesetzt 
werden kann : 

f =  l/* + 7 2 )  

1 " 2 11) 
In  nachfolgender Tabelle sind die nach den vorgenannten Gleich- 

ungen thatsachlich berechneten Resultate Tir die verschiedenen in Be- 
tracht kommenden Werte von 

zusammengestellt: 
~ 

Gew6hnlicher Fa11 der nicht Stark federnde Stiibe stark federnde 

Vh2 
f i i - (2ie+ f 4 =  

4 

ibe 
1 
- 

60 
= 0,02 

i s t  (11 = 1 + . . . 
und damit {II' = . . 

n 1 
1 - & ( 2 i Z + f 7 = -  

4 
oder auch 

11)" 

und also c= 
f und = 
1 

COB a: = 
- 
d a  
-e z 
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Aus der vorstehenden Tabelle und ihrer graphischen Darstellung 
(siehe Fig. 6, Taf. II) ist zu ersehen, dass der Maximalwert, den f liezw. 

iiberhaupt erreichen kann, bei etwa 
1 

"(2i2+ 4 f 2 )  = 0,7 

auftritt und zwar mit nahezu 

msx. = 4 , 4 0 3 .  
1 

Der Neigungswinkel a, welchen die Stabenden mit der ursprüng 
lich geraden, vertikalen Stabaxe bilden, ist bestimmt aus: 

n" 
1-cosy = ( 2 i 2 t  2 f y  - y"; 

2 

fiir die zusammengehorigen Werte von y = f  und y = ar wird 

nach den obigen Tabellenwerten nacheinander: 

cosa = 1 0,96 1 0,8 0,6 0,4 0,2 O - 0,2 1 - 0,4 1. 
Die Hohendifferem d a  zwischen der Sehne a des gebogenen 

z 
Stabes und seiner ursprünglichen Lange im geraden Zustand findet 
sich aus der ersten Integralgleichung: 

oder sehr nahezu, mi t  
y = i 2 i 2 +  f 4 ( l  - C O S W S ~ )  

auch gleich f (1-  cos % s i / )  bei grosseren Werten von f :  

O- sin n11/ 
= g ( 2 i z  + f 2 ) z  [i - 7 . 

8 1 
Für grossere f ,  um die es sich hier nur handelt, d. i. für stark federnde 
Stabe, ist immer beim Bruch, nach früherem sehr nahezu: 
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n l i = n ,  a190 s i n n l f = n , O  
und mithin einfach: 

oder 

Die damit berechneten Werte sind in vorstehender Tabelle ein- 
getragen und in der zugehorigen Fig. 6 (siehe Taf.11) mafistablich 
dargestellt. 

Da indes fiir den Fa11 des Bruchs im allgemeinen die Elastizitiits- 
grenze (Proportionalitiitsgrenze) in der Gegend der Stabmitte über- 
schritten wird, so wird thatsiichlich für li: ein etwas kleinerer Mittel- 
wert zu setzen sein, der alsdann entsprechend grossere Werte von f 
zur Folge hat. 

Insbesondere ersieht man aus dieser Tabelle, dass die Durch- 
biegung f schon ziemlich gross ausfallen muss, bis der für stark 
federnde Stiibe charakteristische Nebenfaktor überhaupt bemerkbar, 
d. i. merklich von 1 verschieden wird. Nach der zweiten Kolonne 
diescr Tabellc erreicht niimlich erst mit f '=  0,09 1 d.i. bei etwa gleich 

1 
- der massgebende Ahsdruck 
11 

den immerhin noch kleinen Wert von 

so dass also - selbst bei diesem verhiiltnismiissig schon grossen 
Wert von f - dcr Mittelwert des Nebenfaktors um nicht mehr als 
1 

d. i. 0,005 kleiner wird als 1. 

Bei solch grossem f muss i aber schon so klein sein, dass 2 iZ  gegen 
f 2  nieht mehr in Betracht kommt und dies ist anderseits auch. wieder 
nur moglich, wenn gleich~eit~ig a sehr klein bleibt, wie man sich 
leicht durch folgendes überzeugt. 

i e  l-or . E s  ist namlich aus f = - -. 
e or 

f i i-IY -=-- - 0,5 1 - or auch gleich - 
il/z e f i  0,3 or 

und damit 
f y  i 1-cr 2 2 P + f Y  s= ~ I S O  -- 2 i e  l +  7-7 

2 

m S  i l - n  2 
- ( z i v  +1.2) = 1 + - -- -) ] 
.i (e,T IY 

und mit 
Zeitschnft  f. Mathematik u. Physik. 45. Band. 1900. 5.u. 6. Heft. 
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1 k,- 1 

2 3  800 
bezw. 

für GuBeisen: 
h.0 -- 1200 - 1 --. 
2E- 2.850000 1400 ' 

Holz : 
ko - 1 
'LE 400 

P 
Genau genommen kann a = - niemals ganz auf O herabsinken, kF 

wenn nicht auch P = O wird. 1st P aber nicht = O,  so kann a: nie- 
mals kleiner werden, als sich hierfür mit dem grossten moglichen 
Tabellenwert für 

- (2 i2  4 + f2)  = ru 0,7 

ergiebt, d. i. 
1 0,25 k 0,36 k 

a : > -  --- ry 
- 0,7 0,09 2 E‘ 0,13 2E" 

I 

für den praktischen Standpunkt allerdings so gut wie 0. Für stark 
federnde Stiibe ist also nach Vorstehendem der Abmindcrungskoeffizient 

stets sehr klein, d. h. es kommt die eigentliche Druckspannung nicht 
zur Geltung im Vergleich zu der - wenigstens in der Nkhe des 
Bruches herrschenden - Biegungsspannung. Weil gleichzeitig aber 
d a m  auch 2 i 2  gegen f 2  nicht aufkommen kann und deshalb auch 

nicht wesentlich von O abweicht, so wird die früher für den Pfeil f 
gefundene Bedingungsgleichung spezicll für den Fa11 des Bruches: 

oder sehr nahezu: 

Mit derselben Anniiherung erfolgt aber d a m  auch der Bruch bei: 

Po max M = Po f ,  = JGO Wj fioz = -- (siehe Pig. 7). 
EO J 

Setzt man den Wert  
Po fo = Eo Jrto2 f,, = ko W 

in der obigen Gleichung ein, so erhalt man für die Kraft Po, welche 
den Stab zerknickt: 

23 * 
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und für den Pfeil f , ,  bei welchem der Bruch erfolgt: 

Wie früher schon hervorgehoben wurde und durch die TabeUen- 
werte thatsiichlich bestatigt wird, geht der Koeffizient f von 0,5 bis 
hochstens gleich 0,61, wiihrend 

n af'2 in diesem Fa11 nahezu = - von O bis w 0,7 geht und die Durch- 

biegung f gleicheeitig von O bis zu ihrem Hochstwert 

max f = - 0,404 1 
anwiichst. Untcr der Voraussetzung, dass der Elastizitiitsmodul E den 
gleichen Wer t  bis zum Bruch beibehielte, der ihm innerhalb der 
Proportionalitiitsgrenze zukomrnt, würde also der grosste Wort, den f 
iiberhaiipt annehmen kann , d. i. 

max fa = w 0,404 1 
betragen; damit würde - für einen gegebenen Stab, mit 

iuax M = P, fO = k0 W 
die Kraft Po, welche den Bruch herbeiführt, übcrhaupt hochstens werden 
kijnnen, aus: 

Da aber über di; PropGrenze hinaus der Elastizit%tsmodul li: 
kleiner wird, so  ist für E beim Bruch irn allgemeiuen ein etmas 
klcinerer Mittelwert einzusetzen, wodurch in  Wirklichkeit f, ent- 
sprechend grtisser, dagegen Po entsprechend kleiner ausfallt. 

G e g e n s e i t i g e  A b h i i n g i g k e i t  v o n  D r u c k  u n d  B i e g u n g .  

Innerhalb der Proportionalitatsgrenze ist die gegenseitige Abhiingig- 
kcit vom Druck P und der Durchbiepng f bestimmt durch die Gleichung: 
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Von Banrat J. K ~ B L E E .  

A. Für nicht stark federnde Stabe, wie sie in den praktischen 
Aufgaben der Knickfestigkeit gewohnlich vorkommen, ist nach früherem 

immer sehr klein gegen 1, und also der charakteristische Nebenfaktor i 
sehr nahezu = 1; für solche Stibe ist daher f 2  im allgemeinen rer- 
gleichbar mit 2 i h d e r  doch nicht viclmal passer und deshalb 

n 1 sin-v' 4 

gleich sehr nahezu 
Bine = PA A 

4 4 222tf-2 = 

oder 
12 - = a r c s i n v n =  z j 7 ' ( j + ~ ~ + + . - = ~ ( 1 + : ~ ~ +  - - . )  
4 

mithin 
d l 2  PZ=! 
-- -- 
16 1 6 E J  = arc>ainl/() - I/() {i + f i/O + - . }', 

also: 
8EJ p = --- 16xJ 2 2 a r c ~ s i n ~ ~  = Igl/&fB(~ + 1fi1/= + . . . ] '  

oder auch 
1 f 

1 + i 2 s i n ~ + . . .  

sin* = l,/& geht von O bis hgchstens = 1 

wahrend der Druck P von O bis zu seinem Htichstwert Pu (beim 
Bruch) anwachst. Dabei ist zu beachten, dass die Grenze 1 überhaupt 
nur von sehr stark fedemden Staben und zwar nur beim Rruch er- 
reicht werden kann. Bleibt dagegen der Druck Y innerhalb der Pro- 
portionalitatsgrenze, oder gar innerhalb der zulassigen Inanspruch- 
nahme, also bei m-facher Sicherheit gegen Bruch oder auch m,-facher 
Sicherheit gegen die Proportionalititsgrenze, so muss jedenfalls auch 
sin$ ein kleiner Bruch bleibcn, so dass innerhalb dieser, Grenzen 
nahezu der obige Elammerwert 
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330 Boitrag zur Knick-Elastizitat und -Festigkeit. 

{ 1 + . . - ) 8 = 1  und t g @ - -  anstatt sin + gesetzt werden kann. Da- 
mit wird nahezu 

ip 

f PlP s E J  oderauch - na 12 
20) Y=--- i f i  = 8E'J auch = - 

z2 i f l  8 

d. h. fiir nicht stark federnde Stibe ist innerhalb der üblichen Grenzen 
der Anwendung die Durchbiegung f nahezu proportional der Druck- 
kraft Y. Zum gleichen Resultat gelangt man mit dem allgemeinen 
Ausdruck für 

12 l 
2 s in4 - i  

f = i1/2 4 

wenn man beachtet, dass bei einem Druck P bei mindestens m - 
4-facher Sicherheit gegen die Bruchkraft Po für sin Tl/ nahezu der 

12 1 Bogen selbst gesetzt werden kann, also 

P P f  ist. Perner ergiebt sich aus k = + und 

P P k - F  k Cf - 
J 

- -( l -  a) - k - F = J f e ;  oder gE7- 
und also in Verbindung mit der vorigen Gleichung: 

i p ~ f  i f l k  ?- -  
1 2 -  BR J -j>: , ? ( ~ - ( Y I  

oder 

f wodurch bestiitigt wird, dass die Federung unter diesen Urnstanden 

stets eine kleine GrBase bleibt, weil v g A  für alle hier in Be- 

tracht kommenden Baustoffe ziemlich klein ist; für a  = l wird unter 
f allen Umsltiinden = 0. 

B. Für stark federnde StLbe dagege~? erhalt man aus der von der 
Gleichung der elastischen Linie abgeleiteten Bedingungsgleichung: 

nahezu, indem man beachtet, dass in diesem Pell immer 2i2 klein ist 
2 ia 

gegen fa ,  und also die hoheren Potenzen von - ausser acht gelassen 
werden konncn. 

f 
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n E . - y  s iz Damit hat  man -7/ = arc cos - - - arc sin --' = - - - 
2 l' 2 f a  

n 1 72 
oder auoh - i l  - t ( 2 i s  + y) = - -L oder im vorliegenden 

2 Vm+ f9  

Falle nahezu auch 

Gleichung 22) gilt für jedes n. bezw. P innerhalb der Proportionalitiits- 
grenze. Speziell für den Bruch hat man daraus 

wo der Zeiger O sich auf den Bruch bezieht, also für 

zu setzen ist, und E, ein dem Bruch entsprechend kleinerer Mittel- 
wert von J%' bedeutet. Dureh Division und Quadrierung der beiden 
Gleichungen 22) und 23) findet sich 

na 
1 - 

- (2a2 f f a )  
n2 4 
- 

nzi - (1- -$y % - g o  -(2;8f  f 2 )  
4 

nahezu , oder : 

12.4 722 
1 - (2 i2  $ f Z )  variiert nur von 1, bei (2 i2 + f ') - 0, d. i. wenn 

nahezu n2= O bezw. P =  O ist bis zu seinem kleinsten Wer t  beim 
n2 Bruch = 1 - t$$ (2i2 + fd,) in diesem Fsll  such = 1 - i$ der über- 

haupt nicht unter * 0,573 herabgehen kann. Aus diesem Grund 

und diese Variation wird thatsiichlich noch etwas geringer ausfallen 
E' 

durch das Hinzutreten des Faktors %> der von 1 ausgehend gleich- 
4 i 2  

zeitig um etwas anwiichst. Da der andere Faktor 1 - - nicht 
f2 

weseritlich von 1 abweichen kann, solange f in Betracht kommt, 
so kann innerhalb dieser Grenzen also P überhaupt nicht wesent- 
lich kleiner werden als P = 0,573 Po, wobei im allgemeinen 
aber die Elastizitatsgrenze schon überschritten ist. Bus diesem 
Umstaud ist es erklirt ,  dasv bei stark federnden Stiiben die Bruch- 
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kraft Po nicht vie1 verschieden ist von derjenigen Kraft P, bei 
welcher überhaupt eine merkliche Durchbiegung aufzutreten beginnt, 
und dass also der Stab bei einer gewisscn Belastung P fast plotzlich 
kuickt, wie dies durch die Versuche von Baudirektor von  Bach  - 
siehe Bach: Elastizitat und Festigkeit 1898, S. 220/21 - bestatigt wird. 

Der zuliissige Maximaldruck P bei m-facher Sicherheit gegen 
Bruch ist aus Gleiehung 16) 

worin, wie gesagt, für  E,, ein etwas kleinerer Mittelwert von E zu setzen 
ist, der dem Umstand Rechnung triigt, dass beim Bruch in der Nahe 
der Stabmitte die Proportionalititsgrenze überschritten wird. 1st rn wie 
üblich = 4 bis 5 oder gar noch grkser ,  dann kann die mit diesem 

Po Druck P = m, gleichzeitig auftretende Federung nicht gross sein, wie 

oben dargethan wurde. Es  verhiilt sich also hiernach der eigentlich 
unter B fallende ,,stark federnde Stab" innerhalb der genannten 
Grenzen einer vier- bis fünffachen Siçherheit - genau noch ebenso, 
wie der unter A fallende ,,mZssig federnde Stab". Denn, so lange die 

Fodorung 1 in m%sigon Grcnzen bleibt, ist der charakteristiache 

Nebenfaktor - praktisch genommen - so gut wie = 1 und deshalb 
ist innerhalb dieser Grenzen auch die Durchbiegung f = i f i  t g  $ zu 

n Z n Z 
setzen, wobei sin + = 1 - cos - = 2 sine-, wenn man hierin für 2 4 

n = und für P den vorhin gefundenen Wert einsetzt. 
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Note zum Artikel ,,Erweiterungen 

des Faktoriellensatzes". 

Von 

LOGIS SAALSCHCTZ 
in K6nigsbsrg i. 1'1. 

Mein Freund, Herr Professor W. H e y m a n n ,  hat mir nach der 
Lcktüre meiner jüngsten Veroffentlichung in dieser Zeitschrift* einige 
Bemerkungen über die von mir a. a. O. aufgestellten Reihen @(x, p)  
und F(x, p) und über ihren Zusammenhang mit seiner Auflosung der 
trinomischen Gleichungen*" mitgeteilt. Da dieselben auf die genannten 
Reihen ein neues Licht werfen und sich ausserdem durch Einfachheit 
auszeichnen, will ich ihren wesentlichen Inhalt dem mathematischen 
Publikum nicht vorenthalten, wobei ich mich jedoch meiner Bezeich- 
nungen bediene. 

1. Vor einer Reihe von Jahren hatte ich*** den in meiner oben 
genannten Veroffentlichung (C) als A(,) reproduzierten Satz bewiesen: 

besitzt. Setzen wir nun 

* ,,Erweitemngen des Faktoriellensatzes" Bd.44 (1899) S. 340, weiterhin als 
1 rbeif (C) zitiert. (Bitte daselbst S. 342 in  der Zeile vor Gleichung 3) TL! zii 
lesen, und S. 345 bei dem letzteu Wurzelzeicheu den Wurzelexpouenten 3 zu er- 
ganzen.) 

** Insbesondere ,,Die trinomische und quadrinomische Gleichung in elemen- 
tarer Behandlungsweise." Diese Zeitechrift Bd. 37 (1892) S. 90, weiterhin als 
Arbeit (B) zitiert. 

*** In einem Artikel dieaer Zeitschrift Bd. 32 (1887) S. 250, weiterhin ale 
Arbeit (A) zitiert. 
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so folgt aus 1) unmittelbar 

welcher Satz den in (A) gegebenen Beispielen zu Grunde liegt. E'olg- 
lich ist, wenn wir @(x, 1) als y bezeichnen: 

5) q x ,  p) = y". 

Wir setzten ferner in (C): 

und 
m 

D a m  ist, wie Herr H e y m a n n  bemerkt, 

und daran knüpft er folgende Schlüsse: 
Es  ist: 

1 d y r - t - * - Y - 1  qz ) a ( z J  y) = f t v - 1 - 2  ---, 
J d~ ~ S Y - Y - 1  d 3: 

also nach 9 a) : 

Diese Gleichung ist identisch mit meiner (C) 6), welche sich alsn 
a posteriori in obiger liehr einfacher Art beweisen l isst .  

II. Perner ist 
k-1 

1 - t ~  
( p k ( 1 - t  y) = TT;I[l + + (7~ 4- 1hJ1 

7 = 1 

Mittels dieser von Heymann  aufgefundenen Beziehung gelangt 
er mit Riicksicht auf 5) zu der Gleichung: 
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y y + l =  @(x, y + 1 ) = 1  +cp,( l )x+f3( l )x2- l -  cp4(1)xS+-, 

wihrend y selbst durch die Gleichung 

10) y =  q x , i ) =  1 + x + c p Z ( 1 ) x 2 + ( P 3 ( 1 ) ~ 3 + . . .  
gegeben ist. 

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich siimtliche Bunktionen 
rpk(l) eliminieren und man erhalt die Gleichung: 

d. h. eine Wurzel dieser Gleichung für y und zwar diejenige, welche 
die Eigenschaft ha t ,  dass 

Y - '  -1 lim -- 
r = O  

ist, wird durch die Reihenentwickelung 10) dargestellt, und beliebige 
Potenzen derselben vermoge der Gleichungen 3) und 5). 

Bus 9a) folgt F(x, O), wenn p - O gesetzt wird und durch 
Differentiation von 11) nach z ergiebt sich d a m  leicht die Gleichung 

welche mit derjenigen Gleichung in (C), die den Beispielen unmittel- 
bar vorangeht, identisch ist. So oft sich 11) algebraisch auflosen 
las&, muss sich 

Y = @ (x, 1) 

also nach 12) auch P ( x ,  O) in  geschlossenem Ausdruck darstellen 
lassen; dies ist für die Werte 

welche ich i n  (C) angegeben habe, und ausserdem für die Werte: 

* Nimmt man TZ und s als gegebene positive ganze Zahlen an, setzt 

und bestimmt die Konstanten r und G durch die Gleichungen 
v + l = O ,  a - r n - s ,  

so entsteht aus 11) die Gleichung 
q " + k q n - " + l = O ,  

deren lzWurzeln nebst ihren mten Potenzen durch die n-deutigen Reihen 

gegelien sind. Diese Gleichuq ist von He y m a n u  im 31. Bd. diever Zeitsührift 
(1886) nach ganz anderer Methode (Mac L a u  r i  nsche Reihe mit Benutzung 
einer SchlGmilchschen Formel) und in anderer Bezeichnung zuerst aufgestellt 
[siehe besonders daselbst 8 .226  Gleichung 4); und in Arbeit (B) reproduziert 
worden. 
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y = 2 ,  3, -4, - 3  
und 

1 1  1 3 4 3 2 ,  91 -47 - 7 7  - 
2 3' -- 

der Fall. 
Schliesslich darf ich wohl die Hoffnung aussprechen, dass durch 

die hier mitgeteilten hübschen Entwickeluugen meines Freundes H e y -  
m a n n  das Interesse für meine eigene in  Arbeit (C) da~gelegte 
h e u r i s t i s c h e  Methode zur Erlangung der Gleichung 6) und für die 
auf sic gegründeten weiteren Folgerungen, welche zu den Gleich- 
ungen 19) führen, nicht geschmalert werden wird, und mgchte ich bei 
dieser Gelegenheit noch erganzend bernerken, dass die Konvergenz 
der Reihen CD($, ,u) und F(x,  ,u) gemeinsam unter den folgenden Be- 
dingungen stattfindet, wohei die drei Falle 

y 7 0 ,  y < - 1 ,  O s y  5 - 1  

zu unterscheiden sind: 
1. für positives y, wenn 

2. für negatives y = - y', y' > 1 wenn 

3. für negatives y = - y', O <  y' < l(verg1,Heyniann (B) 5 51, wenn 

( y l ) y ' ( l  - yl)l-y'x < 1. 
Setzt man in diesem letzten Palle 

y = - y '  = - f (a und la > s pusitive ganee Zahlen), 

so zerfallt die unendliche Summe (von einem hinreichend grossen 
Glied-Index an) in  Gruppen von je .n Gliedern, deren Zeichenfolge 
sich wiederholt, und zwar, wenn E, E, . . . E,+ 1 oder - 1 bedeuten, in 

( E ~ E ~ . . . E  .), ( E ~ E ~  . . . E.), etc., wenn s gerade, 

(El €2 . . . E,), - (E, E~ . . . E,), f etc., wenn s ungerade'. 

Die Konvergenzbedingungen lassen sich in das Zeichen 

(so dass in der Basis der Absolutwert, in1 Exponenten der wirkliche 
Wert  der betreffenden Grfissen steht), zusauimenfasseri, und der Grenz- 
wert 1 darf erreicht werden: für y > O, wenn x negativ, für y < - 1, 
wenn x positiv, für O > y > - 1, wenn (- 1)"" negativ ist. 
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Nachtrag zu meiner Herleitung der Znterpolationsformeln. 

Von 

Prof. Dr. W. VELTMANN 
in Yoppslsdorf. 

Band 44 Seite 303 dieser Zeitschnft. 
- 

Will man die Auflosung der Gleichungen durch neterminanten 
anwenden, so kann man zu den Ausdrücken für die Differenzteile in  
etwas einfacherer Weise gelangen. Wenn man 

( x m  - xo) ( x m  - 21) . . . ( G n  - xg) 
mit Prng bezeichnet, so werden die Gleichungen 14) S. 307 die folgenden 

r 0 = Y0 

ro + p l o r 1  = ?A 
ro + Px T l  + p z 1  Y2 = Yz 
r0 + p30 '1 + p31 '2 + '32 '3 = YS 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ - l 1 +  n - n - n - - 2 - 1  =y,-, 

,yo+ P n o r l - t P n i r 2 +  P n 2 r 3  + - . . + P z , . - n r n - i  + P n , , - l T n  = y , .  

Aus diesen Gleichungen folgt: 
6 n y n ) a n - i y n - l f .  . . t a 1 ~ , $ a o ~ ~  - - - - - 

n- 1. p l o .  Ie , .  P3, .  . . P n - 1 ,  n-2. &, n - i  ' 
wo im Zahler die Koeffizienten der y mit 8 bezeichnet sind und 

8 , = 1 - P 1 0 . ~ 2 1 . . . P n - i ,  12-2 

ist. Der Teil mit y, wird also 
- Y n  - Yn 

- 1  ( ~ ~ - 1 ç 0 ) ( ~ n - ~ ~ ) .  . . ( ~ n - x n - 1 )  

In dem Ausdruck für rn ist also der Koeffizient von y, der reci- 
proke Wert  eines Produktes, dessen Faktoren man erhiilt, indem man 
von dem zu y,  gehorigen x samtliche übrige x subtrahiert. Nun kann 
man die Reihenfolge der Wertepaare andern, so dass statt y ,  irgend 
ein andercs y des letzte wird. Der -4usdriick für r, Zndert sich dabei 
nicht, weil in  der Funktion (Gleichungen 13) 

+ (x-xo)(x -xJ - - .  ( x - x n - l ) r n  

r, wieder der Koeffizient der hochsten Potenz von x ist. Fiir das- 
jenige S ,  dessen y jetzt das letzte geworden ist, gilt also dieselbe 
Regel wie für a,, somit gilt diese Regel allgemein. 
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Eine allgemeinc Eigcnschaft der algehraisehen Fniiktionen. 
Von Rudolf Ziegel in Berlin. 

Die algebraische Funktion y der unabhangigen Variabeln z: sei durch 
die irreduktible algebraische Gleichung 

Il Aoym+ A l y m - l $ -  . .  . + A ,  - O 

mit in x rationalen Koefhienten Ao, Al, . . . A, definiert. 
Die Differentiation von 1)  ergiebt: 

mit anderen Worten: es genügt y einer algebraischen Differentidgleich~n~ 
erster Ordnung der Form 

iinter f eine rationale Verbindung der beiden seiner Argumente verstanden. 
Weit schwieriger als die Herleitung dieses bekannten Eesultates 

scheint mir der direkte, d. h. aus der definierenden Gleichung 1) selbst 
folgende Beweis eines ahnlichen Satzes, der sich, soviel ich weiss, nirgends 
angegeben findet. Aus der Identitat 

1 
Da y von x algebraisch abhangt, so sind auch x und 7- algebraische 

Y 
Funktionen von y. Daher ist nach einem zuerst von Abel*, spater noch- 
mals von Liouvi l le** bewiesenen Theorem der Integralwert 

eine r a t i o n a l e  Funktion der Argumente y d y -  hieraus folgt : ' d x '  
E i n e  a l g e b r a i s c h e  F u n k t i o n  g e n ü g t  s t e t s  e i n e r  a l g e b r a -  

i s c h e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  e r s t e r  O r d n u n g ,  i n  d e r  d i e  un -  
abhi ingige  VLiriable n u r  i n  d e r  e r s t e n  P o t e n z  a u f t r i t t ,  

oder auch: 

Zu j e d e r  a l g e b r a i s c h e n  F u n k t i o n  l a s s t  s i c h  e i n e  r a t i o n a l e  
V e r b i n d u n g  a u s  d e r  F u n k t i o n  s e l b s t  u n d  i h r e r  e r s t e n  A b l e i t u n g  
b i lden ,  de r  en W e r t  g l e i c h  d e r  u n a b h a n g i g e n  V a r i a b e l n  i s t .  

* N. H. Ab e l ,  Précis d'une théorie des fonctions elliptiques, Crelle's Journal 
Bd.4 p. 264 (1829); Oeuvres complètes (Christiania l881), Bd. 1 p. 550. 

** J. Liouvil le,  Premier mémoire sur la détermination des intégrales dont 
la valeur est algébrique, Journal de I'ecole royale polytechniqiie, Cah. 42, 
p. 147 (1833). 
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Die magnetische Energie eines Systems elektrischer Strome. 
Von Dr. D6rge in Giessen. 

Ein System elektrischer Strome reprasentiert einen gewissen Arbeits- 
wert, der durch das Integral 

8 JC 

erstreckt über den unendlichen Raum, gegeben ist. H bedeutet die magne- 
tische Feldsttirke an der Stelle des Volumelements dt. Diese Energie ist 
nachweisbar im Offnungsstrorn und muss entstanden sein, wiihrend die 
S t r h e  auf ihren definitiven Wert anstiegen. Hierauf basiert die folgende 
Ableitung. 

1st im einfachsten Falle ein Stromleiter mit der elektromotorischen 
Kraft E, der Selbstinduktion L und dem Widerstande w gegeben, so 
steigt der Strom nach dem Gesetze as: 

wo j die Stromstarke im Momente t ist. 
1st der Strom bis zu seinem Endwerte i angestiegen (theoretisch nach 

unendlich langer Zeit), so ist die von der elektromotorischen Kraft ge- 
leistete Arbeit: cc 

Die entwickelte Stromwarme aber ist nach dem Jouleschen Gesetz 

folglich muss 

die Energie des entstehenden magnetischen Feldes sein. 
Dies Verfahren lasst sich ebenso leicht auf ein System beliebig vieler 

Leiter anwenden. Sind in diesem Falle die elektromdtorischen Krafte 

die Koeffizienten der Selbstinduktion 

L 1 1 4 2 . .  - L n n ,  

die der gegenseitigen Induktion 

w, w2 . . . w,, die Widerstënde der einzelnen Leiter, so ist: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mitteiliingen. 

. . 
j1, js . . . j. sind die Stromstàrken in den einzelnen Leitern zur Zeit t. 

Die von den elektromotorischen Kriiften geleistete Arbeit ist 

O 
die entwickelte Stromwiirme : 

m 

Der in Klammer stehende Ausdruck muss demnach die magnetische 
Energie des entstehenden Feldes sein Nun ist: 

m 

wenn i, die definitive Stromstarke des Leikers p k t .  Perner ist 

L p q  = L q p ;  

mithin lassen sich die Glieder, in denen p q,  paarweise zusammenfassen 
in Ausdrücke von der F o m  

So wird schliesslich aus der Energie des Systems: 
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Bemerknngen zur Anflüsnng der Gleichnngen 
vierten Grades. 

Von Oberlehrer Beuriger in Bonn. 

1. 
In der II e i l e r m a n n  schen Zerlegung (diese Zeitschr. Bd. 44 S. 234) ist 

die zweite Wurxel in der zweiten Klammer der Gleichungen 7) mit dem 
doppelten Vomeichen versehen. Eine elementare überlegung liefert die Be- 
dingungen, wann das positive und wann das negative Zeichen zu setzen ist. 

Setze ich in 

1) f = A z e + 2 B x y +  Cy2+  2 D x +  2 E y + F = 0 ,  

(Ax + B y  + 3)'- Af = ( B 2  2 ( B D  - AX)y + D2- A F ,  

so ist die rechte Seite ein vollstindiges Quadrat, wenn 

( B D  - A E ) 2  - (B" A Q ( D Z -  A F )  

ist. Das zweite Glied dieses Quadratcs ha t  dassclbe Vorzeichen, wie 
RD - BE.  Also 

~ f =  (AX + BY + D ) ~ -  ( y f ~ 2 -   AC+^-, 
wenn BD - A E  > O is t ,  

Af = ( A s  + By + D)" (yfB" AC - ~/-FY, 
wsnn B D  - AE < O ist. 

Für BD - AE' = O ist das Vorzeichen beliebig, da dann entweder 

/ B  - A C oder fÏ2 - A F  verschwindet. 

Setzt man nun nach H e i l e r m a n n  

A = a ,  B = b 7  C = c - A ,  D = c + 2 A ,  E = d F = e ,  

x . = p ,  y=2[ ,  

so ergiebt sich für A die kubische Resolvente 

und für die Vorzeichen von der letzten Vurzel die Bedingung 

Voneichen +, wenn 2 bA > a d  - bc, 
- 

11 , ,, 2 b L < a d - b c ,  

v 5 ,  ,, 2bA= a d -  bc. 
ein Produkt aus zwei In letzterem Falle zerfkllt die Resolvente in 

Determinanten: 

a  b c f 2 A  

b c - A  d 

c+2A cl e 
Zeitsohrift f .  Mathematiù o. Phyelk 45. Band. 1900. 5. u. 6.  Heft. 

= 

a b c  

O a b 

2 b  c  d 
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I n  derselben Weise ergicbt sich für  die zweite Zerfgllung die Bedingung 

Vorxeichen +, wenn b d  - (c  - A)(c + 2  A )  > 0 ,  

b c l - -  (c  - A)(c + 2 1 )  < O ,  

b d -  ( C  -A ) (c  + 2 ~ )  = O  

- 
11 I l  

11 t 11 

und es ist im letzten Falle: 

a  b  c + 2 A  

b  C-il d  

c + 2 A  d  e  

Ebenso ergiebt sich für die dritte Zerfallung 

Vorzeichen +, wenn 2 d l ,  > b e - c d ,  
- 

I I  . ,, 2 d A <  b e -  c d l  

,, f ,, 2 d L =  b e  - cd  
is t  und es is t  im letzten Falle: 

- - 

Die drei H e i l e r m a n n s c h e n  Zerfnllungen konnen aber auch o h n e  
Zweideutigkeit der Wurzeln in  folgender Form geschrieben werden: 

b c -  a d  1 2 b L  

i b P -  U C $ U ~  

a b c  

O a b .  

2 b c d  

-- 

- ( ~ z l / a z -  a c +  o r  + b d - ( c  - I)(c$22,)  

e d c  

O e d .  

2 d c b ,  

ef = [ ( c f  2 A ) f 2 +  2 d : +  el2 

- (<97'(c + 2 ~ ) ~  - a e  + 
( c t 2  i 2 ) '  a e )  

= [ ( c +  2d)Ce+ 2 d C - t  
5"ld(c+ 21) - b e )  2 - - + 2 f @  - e(c  - a)). (v- d y -  e(c-1.) 

Jedoch wird eine solche Zerlegung für den FaIl,  dass der Nenncr Nul1 
wird , unbrauchbar. 
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Die obigen Bemerkungen gelten auch für  die Zerlegungen bei F a à  
d i  Bruno.* Nimmt man dort S. 220 Formel 36) in den Ausdrücken 
pi 8% ~ ~ 6 ~ 2 ~ 2 ~  die a b s o l u t  e n  Werte  der Wurzeln, so sind folgende Ver- 
tauschungen vorzunehmen: 

in Formel 3 3 :  Q, mit Q, oder <i, mit  <ra, 

wenn al A. < a. a, - a, a, ist  ; 
in Formel 34: z, mit  za oder G, mit  f ia l  

( a , + l ) > O  i s t ;  

in Formel 35: z, mit zz oder Q, mit  Q,, 

wenn a, Â. < a, a4 - a, a, k t .  

I n  den übrigcn Fallen bleiben die Formcln 33, 34 ,  3 5  ungeiindert. 

II. 
R e z i e h u n g e n  z w i s c h e n  d e n  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g  
v i e r t e n  G r a d e s  u n d  d e n  W u r z e l n  i h r e r  k u b i s c h e n  

R e s o l v e n t e .  

Bus der Dimension der Glieder der kubisühen Resolvente 

1) 4A3- (ae - 4 b d  + 3c2)1 + ace + 2bcd - a d 2 -  b2e - c9= O 

folgt, dass Â. eino Funktion zweiten Grades der W u n e l n  cl&c3& der 
Gleichung 

2> f = u t 4 +  4 b t 8 +  6 c t 2 +  4 d l +  e = 0, 

ist. ~ i i d e r e  ich niimlich das Vorzeichen von cl, rz, c3 und t4, so andern 
nur b und d in 2) ihre Vorzeichen. Die Resolvente bleibt unverkndert. 
Es fehlen also i n  den Ausdriicken fiir A, la und  die Glieder erster 
Dimension in h t2 Cs und 54 und ebenso ein von diesen unabhiingigos Glied, 
da Al + A, + A, = O ist. 

Nun liefert jede Zerfiilung der  Gleichung vierten Grades in die 
Differenz zweier Quadrate bezw. i n  ein Produkt von vier linearen Faktoren 
für A , ,  Az und A, dieselben Wurzeln, wenn auch in anderer Reihenfolge. 
Diese Reihenfolge sei 

f ü . ~ i : L C 2 C s C 4 ,  fer & : C I C S I & C ~ ,  frir&:SC41C,$, 
so dass also L2 und A, aus î., hervorgehen durch Vertauschmg von c2 mit Es 
bezw. ch. W i r  k6nnen also setzen: 

1.1 = m(LZ+ L2) + 4- L2) $- P (CI& f g3C-63 

+ dt11s + SI c4 + S2 I ,  + c2 ch), 

3) 
na = m(C1Y t-59) + +(P+ -tS,") + P (Cl Cs + te C4) 

+ Q(C1& + c1C4-k C2$ + c 3 0 ,  

a 3 =  912(C-l2+k-47 + +(Cz2+ 1L12) + P  (t;lC4+ +'Cd 
+ n(Sl -t2 i- Cl t3 + Cz C4 + C3 LI. 

* F a à  d i  B r u n o :  Einleitung in die Theorie der binaren Formen, übersetzt 
von Walther. Leipzig 1881. S. 220. 
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Setzt man diese Werte in 

bezw. in  u c e f 2 b c d - a d Y - b ' e - c S  
A l A 2 l 3  = - 

4 

ein und ersetzt die Koeffizienten durch ihre Ausdrücke in &[,C3f4, so er- 
hiilt man durch Vergleichung der Koeffizienten 

[Da aber g = - 2 p, so genügt es, aus der grossen Anzahl von Gliedern zur 
Berechnung von p und q ein einziges hervorzuheben z. B. das Glied mit 

c2 t3 E4.] E s  ergeben sich somit folgende Ausdrücke: 
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Historisch-litterarische Abteilung. 

Die Funktion des Auges bei Leonardo da Vinci. 

Von 

Dr. % T ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  XLSASYER 
i i i  <:liarlottenliurg. 

Seit den Veroffentlichungen von V e n t u r i  (Essai sur les ouvrages 
physico-mathéniat~iques de L é o n a r d o  d a  Vinc i ,  Paris 1797) ist fast 
allgcmcin L e o n a r d o  da  Vinci  für den Erfindcr der Camera obsoura 
in ihrer einfachsten Gestalt (der sog. Loch-Camera) gchalten worden. 
In einer jiingst der Pariser Académie des Inscriptions iiberreichten 
Abhandlung hat E u g è n e  Miintz  die von einigen Schriftstellern zu 
Gunsten anderer Forscher erhobenen Priorititsansprüchc abgewiesen 
urid gezeigt, dass in der That L e o n a r d o  d a  Vinc i  das meiste Recht 
beanspruchen kann, als Erfinder jener Einrichtung zu gelten. Durch 
die V e n t u  r ischen Berichte veranlasst, ist gleichzeitig die Meinung 
nebcnher gcgangen, dass L eo n a r d o  auch das menschliche Auge als 
eine solche Carnera angesehen und gedeutet habe, derart, dgss durüh 
die Durchkreuzung der Lichtstrahlen in der engen Pupille des Auges 
ein Bild des Gegenstandes auf der gegeniiberliegenden auffangenden 
Wand, d. h. der Netehaut, entstehe. Die Ventur ische Stelle (dem 
Manuskript D der Bibliothek de l'Institut entnommen) lautet: ,,Die Er-  
fahrung darüber, wie die Gegenstande ihre Bilder in das Auge und 
die wiisserige Feuchtigkeit desselben senden, ofenhart sich, wenn die 
Bilder der erleuühteten Gegenstande durch eine kleine Offnung in eine 
dunkle Wohnung eintreten. Du wirst alsdann diese Bilder auf weissem 
Papier, welches nicht weit von der Offnung in der gedachten Wohnung 
aiifgestellt ist, aiiffangen und wirst alle erwahnten Gegenstiinde auf 
diesem Papier mit ihren eigentümlichen Gestalten und E'srben erblicken, 
aber sie werden kleiner sein und das Oberste nach unten gekehrt, wegen 
der erwiihnten Durchschneidung. Wenn diese Bilder von einem durch 
die Sonne erleuchteten Orte entstehen, werden sie wie aiif dem Papier 
gemalt erscheinen. Letzteres muss sehr dünn sein und von der Rück- 
seite betrachtet werden; das Loch muss in eine kleine, recht dünne 
Eisenplatte g e m k h t  sein. Ebenso macht es der Strahl innerhalb der 

FIist -1itt Aùt ù. Xeitsclir. f. M a t h  11. Phja. 45 Rand.  1900. 1 .  Heft. 1 
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2 Historisch- litteraiische Abteilung. 

Pupille.'' Die kurze Passung dieser Stelle, soweit die Beziehungen 
m m  Auge in Betracht kommen, und die Schlussbemerkung L e  on a r  do e 
liisst in der That vermuten, dass er naüh dem vorher beschriebenen 
Prinzip an ein umgekehrtes Bild auf der Rückwand des Auges ge- 
dacht hat. Die einzelnen Schriftsteller, welche sich mit diesem Gegen- 
stande - meist unter cbernahme des Ventur ischen Citats - be- 
schaftigt haben, haben diese Vermutung mehr oder weniger deutlich 
zum Ausdruck gebracht, und auch M ü n t z  scheint - nach einem mir 
vorliegenden Bericht über seine Abhandlung - die gleiche Auffassung 
zu vertreten. Demgegenüber erscheint es nicht iiberfliissig, darauf 
hinzuweisen, dass L e  O n a r  do  weder von einom umgekehrten Bugen- 
bilde etwas gewusst noch das Auge selbst in dem vorher beschriebenen 
Sinne als eine Camera aufgefasst hat. Dies lassen die im letzten 
Jahrzehnt in franz6sischer nbersetzung veroffentlichten Manuskripte 

Pig. 1 

des Institut ( C h a r l e s  R a v a i s s o n - M o l l i e n )  deutlich erkennen. In 
eingehender Darstellung beschreibt er hier die Funktion des Auges 
und seine Ansiüht über das Entstehen des Augenbildes. Offenbar ist 
seine Auffassung beeinflusst durch seine haufigen Beobachtungen in 
der Camera und des für ihn jedenfalls zuerst überraschenden Auftretens 
von objektiven, auffangbaren Bildern beim Durchkreuzen der Licht- 
strahlen in einem Punkte. Ein solches Rild schwebt ihm vor, wenn 
er es unternimmt, don Gang der Lichtstrahlen im Auge zu verfolgen, 
und indem er von der als selbstverstandlich angenommenen Voraus- 
setzung ausgeht, dass das Augenbild, da wir die Gegenstande in ihrer 
richtigen Lage sehen, aufrecht sein miisse, kommt er zu dem Schluss, 
dass dies nur moglich sei durch eine doppelte Durchkreuzung der 
Liühtstrahlen. E s  ist hierbei aber wenig von Belang für i h ,  ob der 
Durchschnittspunkt durch eine enge Offnung gegeben ist oder ob er 
durch Brechung hervorgerufen wird. 1st z. B. die Pupille sehr eng, 
so bietet sic einen solchen Schnittpunkt dar (hicrauf bezieht sich die 
von V e n t u r i  angegebene Stelle), bei Erweiterung derselben senkt sich 
aber der Durchkreuzungspunkt immer mehr in das Innere des Auges 
hinein, liegt indessen stets noch vor dem Krystallktirper, den er noch 
kugelformig und in der Mitte des Augapfels behd l ich  zeichnet. 
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Überhaupt decken sich seine anatomisdxri Angaben und Zeichnungen 
des Auges noch ganz mit der Beschreibung, die A l - l i a z e n  in seiner 
Optik davon giebt, und es scheint daher nicht, dass sich seine sonst 
schr eingehenden und selbstiindigcn anatomischen Untersuchungen 
auch auf dieses Organ erstreükt haben. An mehreren anderen Stellen 
zeichnet er  den Gang der Strahlen so, dass die auf das Auge fallenden 
Lichtstrahlen durch die Brechung an der Oberflüche (der Hornhaut), 
alsn nicht erst durch die Pupille, gezwungen werden, durch einen Punkt 
(dem Centrum der Wolbung) zu gehen. E'ür die l)urchkreuzung der 
Lichtstrahlen in einer feinen 0ffnung giebt er einen ebenso hübschen 
wie historisch interessanten Beweis, der ihn zugleich zu der eigent- 
lichen Deutung des Aiigenbildes führt. (E'ig. 1.) ,,Dm Auge, welches 
durch eine sehr kleine runde Ofnung die Strahlen der Gegenstande 
empfingt, die jenseits der 0fiiuiig sich befi~iden, empfirigt sie imrrier 

Fiy. 2 

in umgekehrtem Sinne, und trotzdem sieht die Sehkraft sie an der 
Stelle, wo sie wirklich sind. Dies kommt daher, dass die genannten 
Strahlen durch den Mittelpunkt des Krptallk6rpers, der mitten im 
Auge liegt, hiridurchgehen und dann nach der Rückwand dieses Korpers 
divergieren. Auf dieser Rückwand richten sich die Strahlen nach dem 
Gegenstand, der sie hervorgerufen hat und werden von dort durch 
das empfindende Orgm (Sehnerv) dem sensus communis übertragen, 
der sie beurteilt. Dass die# so ist, beweist man auf folgende weise: 
Man mache mit der Nadelspitze eine feine &kmg in ein Papier und 
betrachte durch dieselbe die jenseitigen Gegenstande. Bewegt man 
nun zwischen Auge und Papier die Nadel quer von oben nach unten, 
so wird jenseits der Offnung die Bewegung der Nadel ihrer wirklichen 
Bewegung entgegengesetzt erscheinen. Der Grund davon liegt darin, 
dass wenn die Nadel zwischen Papier und Auge die hochsten Strahlen- 
linien berührt, sie zugleich jenseits des Papiers die tiefsten bedeckt; 
und wenn die Nadel heruntergeht, BO kommt sie schliesslich zur tiefsten 
Linie diesseits des Papiers, d. h. zugleich der hochsten Linie jenseits 
des Papiers.(' E s  ist bemerkenswert, dass dieses Expriment ,  welches 
L e o n a r d o  ausdrücklich als neue Erfindung seinerseits für sich in 
Anspruch nimmt und charakterisiert, sich, in derselben Weise be- 

l 
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schriehen, spiiter bei S c h e i n e r  (Ociilus, hoc est fundamentum opticum, 
pars 11, Experientia 2) findet, ohne dass man annehmen darf, dieser habc 
von den früheren Versuchen L e o n a r d o s  etwas gewusst. Für  den 
letzteren bildet dieses Experiment (bei dessen Beschreibung übrigens, 
wie aus Zeichnung und Darstellung hervorgeht, die Pupille nicht als 
Kreuzungsstelle der Strahlen auftritt) die Grundlage für seine weitere 
Erklarung des Augenbildes. E r  argumentiert in der folgerideri Weise: 
Da  auf alle E l l e  das Bild im Auge aufrecht ist, so muss, wenn - 
wie bei dem Experiment - ein Kreuzungspunkt vor (lem Auge liegt, 
ein zweiter innerhalb des Auges (Nittelpunkt des Krystallkorpers) 
liegen. (Fig. 2.) Fallt aber der Tor dem Auge liegende Kreuzungs- 
punkt fort, dann müssen beide K r e ~ z u n g s ~ u n k t e  innerhalb des Auges 
liegen. Reim gewohnlichen Sehen unter Fortfall der Papieroffnung 
müssen sich daher die von den Gegenst:iinden herkommcnden Strahlen 
in  zwei Punkten innerhalb des Auges durçhschneideri. Von diesen 
liegt der eine in der Pupille oder mehr nach dem Inncrn des Auges 
zu; in Bezug auf die Lage des anderen Schnittpunktes kommt er zu 
keiner abschliessenden und sicheren Meinung, jedenfalls entsteht er 

durch ~ r e c h u n ~ - i m  Krystallkorper, dessen 
Fig  S. 

Zweck es ist ,  ein nochmaliges Durch- 
schneiden zu veranlassen und dadurch 
ein aufrechtes Rild des Begenstandes 
herzustellen. Dieses Bild eritsteht ent- 
weder auf der Rückseite des Krystall- 
korpers oder auf der innersten Haut 
des Augapfels an der Eintrittsstclle des 
Schnerven, der es dern Intellekt über- 
mittelt. (Pig. 3.) Die hLutige -4us- 

breitung des Sehnerven und die Funktion der Netzhaut ist ihm indessen 
noch nicht bekannt, auch die Eintrittsstelle dos Schncrvcn zeichnct er 
in der Bugenaxe. Zur experimentellen Erforschung des Augenbildes 
empfiehlt er die Konstruktion eines künstlichen Auges in der Weise, 
dass man eine gliserne Hohlkugel, die an einer Stelle durch eine die 
H6hlung ausfüllende und mit einem Loch versehene Wandung in zwei 
Karnrnern getejlt sei, mit eirier durchichtigeri Flüssigkeit f'üllen solle. 
Mitten in diese Hohlkugel werde dann eine kleine massive Glaskugel 
eingesetzt, d a m  müsse auf der gegenüherliegenden Wandung nach 
Abschluss des Seitcnlichtes cin Rild dcs Gegcnstandes sichtbar werden. 
Ob L e  on a r d o  selbst eine derartige Einrichtung konstruiert und Be- 
obachtungen damit angestellt hat, und welches Resultat diese Beob- 
achtungen gehabt haben, lasst sich aus den Manuskripten nicht erkennen, 
jede weitere Angabe dariiber fehlt, ebenso miiss es fraglich bleiben, 
ob er die Durchkreuzung der Lichtstrahlen bezw. die Umkehrung eines 
Bildes durch Brechung in einem kugelformigen Korper experimentell 
untersucht hat. Den Gang der Strahlen, die durch eine Kugel ge- 
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brochen werden, zeichnet er an einigen Stellen ahnlich wie spiiter 
Mauro lycus  (in seinen Theoremata de lumine et umhra), der die 
Umkehr durch &ie Kugel beschreibt und mit Reziehung auf das Auge 
hervorhebt, dass die Katur bei dem humor chrystallinus die Kugel- 
form vermieden habe (er zeichnet sie linsenformig mit verschieden 
starker Wolbiing auf beiden Seiten), weil sonst ein umgekehrtes Rild 
im Auge entstehen würde. l n  Bozug auf die Fornl des Augenbildes 
steht er also noch auf demselben Standpunkt wie L e o n a r d o  d a  Vinci,  
erst K e p l e r  zeigt in mustergiltig klarer Weise die Entstehung des 
umgekehrten Bildes auf der Ketzhaut. 

' 

n a s s  auch die Grasse der Pupille fiir das Sehen von Redeutung 
ist, zeigt L e  on a r  do  an mehreren Ueispielen. Die Zusammenziehung 
und Ausdehnung der Pupille bei verschiedenen Helligkeitsgraden zeigt 
folgendes von ihm beschriebene Experiment: ,,Wenn du ein Experiment 
beim Menschen anstellen willst, fixiere scharf die Pupille seines Auges, 
halte eine angezündete Kerze ein wenig entfernt von ihm und lnss 
i h  das Licht ansehen, indem du allmiihlich es seineru Auge niiherst." 
(Das gleiche Experiment führt S c h e i n e r  in dem oben zitierten Werke 
an [Pupillae varietatis Exper. Il.) Auch das von Sch  e i n e r  (Enper. II) 
angegebene Experiment, nach welchem ein durch die feine 6fFnung 
eines Knrtenblatts beobachteter Gegenstand kleiner aber scharf er- 
scheint, giebt er an und zeigt wie jerier, dass der Glanz und die 
überschüssigen Strahlen der Sterne verschwinden, wenn sie durch eine 
solche feine Offnung betrachtet werden. ,,Wenn du eine Offnung in 
cin Papier rnachst, so klein wie moglich und wenn du es dem Auge 
soweit als mBgliçh rialierst, und durch das Loch einen Stern aneiehst, 
so kann er nur in einen kleinen Teil der Pupille Licht senden. Diese 
sieht dann den Stern so klein, dass fast nichts kleiner sein kann. 
Wenn du die 6ffnung in der Kahe des Papierrandes machst, so kannst 
du zugleich mit dem einen Ange den Stern gross und mit dem andern 
sehr klein sehen. Ebenso wirst du den ganzen Sonnenkorper mit 
sehr geringem Glanz sehen, denn in demselben MaBe wie die Grosse, 
vermindert sich auch der Glanz." In diesem Sinnc ist auch die auf das 
vorher angegebenc Experiment gegründete andcrweitig gegebene Be- 
werkung aufzunehmen, dass eine kleine Pupille den Gegenstand kleiner 
sieht als eine grosse Pupille. Von Interesse ist ferner eine Bemerkung, 
die sich auf die Kachbilder im Auge bezieht: ,,Der Krystallkorper, welcher 
mitten im Auge sich befindet, verdichtet sich beim Auftreffen der hellen 
Gegenstiinde und verdünnt sich beim Auftrefin der dunkeln Gegen- 
stande. Dass dies sich so verhalt, offenbart sich, wenn das Auge sich 
schliesst, weil die im Auge bewahrten Rilder, welche von den hellen 
Gegenstanden herrühren, dunkel gesehen werden und die dunkeln sich 
hell darstellen. Dies findet sich mehr bei den schwachen Augen als 
bei den starken." Zieirilich richtig zu deuten weiss er die von einem 
leuchtenderi K6rper ausschiessenden Lichtstrahlen, die sich besonders 
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bei teilweisem Schliessen des Auges zeigen. E r  schreibt sie der Re- 
flexion der Strahlen an der Feuchtigkeit der Augenlider zu. Zum 
Beweis für seine Ansicht führt er das folgende Experiment an: ,,Man 
beobachte die leuchtenden Korper durch eine fcine offnung, dann ver 
schwinden die Strahlen. Fixiert man den leuchtenden K6rper und 
senkt das Auge, dann verschwinden die oberen Strahlen des Korpers, 
hebt man das Auge, dann verschwinden die unteren Strahlen" An 
einer anderen Stellc zeigt er, dass aueh die Beflexion an den Xugen- 
wimpern hierbei beteiligt i s t  und dass die oberen Strahlen von der 
Reflexion an den unteren Augenwimpern herrühren und umgekehrt. 
Dies beweist er dadurch, dass er einen Stift von oben nach unten 
vor dem Auge vorbeiführt, d a m  werden durch denselben zuerst die 
unteren Strahlen fortgenommen. Sühliesslich sei erwiihnt, dass eine 
grosse Zahl von Irradiationserscheinungen an verschiedenen Stellen 
der Manuskripte beschrieben wird, ohne dass es indessen L e o n a r d o  
gelingt, eine brauchhare Erkliirung fiir diese Ersrheinung zu g rbm.  

Uie von den meisten übrigen Aufzeichnungen abweichende Form, 
in  welcher L e o n a r d o  einen grossen Teil der hier in Betracht kommenden 
Erscheinungen und Fragen behandelt, lasst erkennen, welche Be- 
deutung er der Untersmhiing der Funktion des Auges beimisst. 
Wahrend niimlich sonst die Manuskripte nur kurze und oft zusammen- 
hanglose Mitteilurigen enthalten, ist  ein Band - der Band D der 
Bibliothèque de l'Institut - lediglich der Untersuchung des Auges 
gewidmet. Im ganzen genommen bedeuten seine Darstellungen zwar 
keinen erheblichen wissenschaftlichen Gewinn für die Theorie des Sehens, 
aber sie enthalten doch eine Reihe interessanter und gelungener Ver- 
suche, die überall den aufmerksamen und fleissigen Beobachter er- 
kennen lassen, der den Ursachen der Erscheinungen und den ihnen 
zu grunde l iegend~n Gesetzen nachspürt. Auch insofern sind sie be- 
merkenswert, als hier - gcgcnüber den früheren vagen Ansichten 
über die Funktion des Auges - zum erstenmal die Idee eines reellen, 
objektiven, geometrisch naçh den Gesetzen der geradlinigen Fort-  
pflanzung und Brechung konstruierbaren Bildes auftaucht. 
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Zur Geschichte der Mathematik. 

Von 

Dr. E. \VAPPLER 
in Zwickau. 

Der Codex Lipsiensis 1470, auf den Herr Prof. C u r t z e  in Thorn 
mich aufmerksam zu machen die Güte hatte, enthiilt auf Blatt 479 bis 
493' eiue lateinische Algebra, welche ein Auszug aus der ,,Dresdner 
Algebra" ist. Dieser Auszug ,,kennzeichnet sich sofort als ein 
Kollegienheft", denn am Schlusse heisst es: Hec Liptziensi in studio 
informata sunt a Magistro Johanne de Egra anno salutis millesimo 
486 in estate in  habitacione sua burve Drawpitz pro fl duobus, qui 
faciunt 41 gl argenteos. Hierdurch ist aber bewiesen, dass die ,,Dresdner 
Algebra" wirklich die Grundlage zu einer algebraischen Vorlesung des 
J o h a n n  W i d m a n n  von Eger gebildet hat. 

Das Stück, welches im Codex Lipsiensis Blatt 504- 504' um- 
fasst, hat den Titel: Compendium vtile de üensu et  re incipit fauste. 
Es ist ein Destandteil der ,,Dresdner Algebra" und steht hier un- 
mittelbar vor den Casus aporismatum. 

Der Algorithmus de datis (Rlatt 498'-499)) der Algorithmus de 
ap(pj1icatis (Blatt 497-497'), die Regula de tali tela (Blatt 502'), 
das Exemplum regule falsi per r e  (Blatt 502')) der Algorithmus de 
additis et  diminutis (Blatt 463'-464'1, die (A)Rs radicum surdarum 
(Blatt 465'-466) der Leipziger Handschrift finden sich aiich in der 
Dresdner Handschrift; die genannten Stücke stehen hier auf Blatt 
290'- 291, Blatt 293 - 293 ', Blatt 287', Blatt 354') Blatt 288 - 289 
und Blatt 289'. 

Aus nieser pnssen Übere in~t imrnun~ glaube ich schliessen zu 
dürfen, dass der Codex Dresdensis C 80 mittelbar eine der Quellen 
für den Codex Lipsiensis 1470 gewesen ist. 

V i r g i l i u s  W e l l e n d o r f f e r  aus Salzburg, der die meisten Stücke 
der Leipziger Handschrift eigenhandig geschrieben, hat auf Blatt 432 
folgendes eingetragen: 

Conüordia facta auditorum in 24 regulis algabre, et ea, que pre- 
supponuntur, puta, algorithmum in minucijs, in proporcionibus al- 
gorithmum, in additis et diminutis algorithmum, in surdis algorithmum, 
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in  applicatis (algorithmum), ceteros denique illis Gnitis algorithmou, 
vt in datis, de duplici differencia, in probis, non oc(c)ultabit Magister 
Johannes de Egra,  cras circa horam sextam et cetera post domici (!) 
secunda feria. 

Daraus geht hervor, dass W i d m a n n n  ausser über die 24 Regeln 
der Algebra noch über den Algoritbmus in minucijs, in proporcioiiibus, 
in additis et diminutis, in surdis, in applicatis, in datis, de duplici 
differencia und in probis gelesen hat. Ich sage, W i d m a n n  hat ge- 
lesen, weil der Codex Lipsiensis samtlicha in der Vorlesungsanzeige 
g ~ n a n n t e  Stücke enthiilt. 

Mit der Rruchrechnung und der Proportionslehre sind jedenfalls 
der Algorithmus minuciarum des J o h a n n e s  de  L i n e r i i s  und der 
Algorithmus proporiionum des N i c o l e  O r e s m e  gemeint. Interessant 
ist, dass nicht nur diese beiden Schriften, sondern auch der Algorithmus 
de duplici differencia und der Algorithmus de probis im Codex Dres- 
densis enthaltcn sind." E s  scheint also aucli in nicht algebraischcn 
Schriften die Dresdner Handschrift mittelbar eine der Quellen für die 
Leipziger Handschrift gebildet zu haben. 

Zum Schluss gestatte ich mir einige von PCTidmann herrührende 
Notizen aus dem Codex Dresdensis und die gleichlautenden Stellen 
sus dent Codex Lipsiensis mitzuteilen. E s  ist zu lesen im 

Codex Dresdensis: 
Item in duplacione dupletur 

vnaqueque quantitas signo nullo 
mutato (Blatt 283). 

Sed in  mediatione si numerus 
fuerit par aliciiiiis quaiititatis nie- 
dietur sirnpliciter velutj in integris, 
si autem impar subscribatbr binarius 
virgula interiecta ut patet in al- 
gorithmn de minucijs vulgarihus. 
Aliter potest fierj mediatio sub- 
scribendo dualitatem in  medio vir- 
gula interiecta extensa per omnes 
quantitates id est subtus omnes 
quantitates. Suiumnpere aduer- 
teriduni est, quod in diuisione ista 
per uirgulam interiectam numquam 
habetur tercius numerus scilicet 

- - 

Codex Tipsien.;is: 
In  duplacione dupletur vnaque- 

que quantitas sigrio nullo mutato 
(Blatt 463'). 

(1)N mediacione si numerus 
fuerit par alicuius quantitatis me- 
dietur simpliciter velutj in integris, 
si autem impar subscribatur binarius 
virgula interiecta vt gatet in al- 
gorithmo de minucijs vulgaribus. 
Item aliter potest fieri mediacio 
subscribendo dualitateni in medio 
virgula interiecta extensa per omnes 
quantitates, vbi summopere aduer- 
tendum est, quod in diuisione ista 
per virgulam inieriectani numquam 
habetur tercius numerus scilicet 
quocientis sicut in  diuisione inte- 

* In der Leipziger Handschrift steht der  Algorithmus minuciarum des 
.Tohannes  d e  L i n e r i i s  auf Blatt 651-458, der Algorithmus proportionum des 
N i c o l e  O r e s m e  auf Blatt 466' -468 und Blatt 469-473', der  Algorithmus de 
duplici differencia auf Ulatt 600-001 und der Algorithmus de probis auf Bls t t  
633'. Die Jlreadner Handschrift enthiilt der Reihe nach die genannten Stiicke 
auf Blatt 280-285', Blatt 201-206, Blatt 291'-292 und Blatt  306'. 
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quocientis sicut in diuisione inte- 
grorum, sed ilie numerus sic diu- 
isus estmet yuociens illius diuisio- 
nis (Blatt 228). 

Notandum eciam, quod ex mul- 
tiplicacione numeri i n  quodlibet 
aliud signum producitur illud sig- 
niim, in quod $ rnultiplicatur. 
Vnde ex multiplicacione ye in -yam 
fit +', ex y in fit ci?, ex -y in ce 
fit 9%) ex in + fit ++ et  cetera 
(Blatt 288). 

In diuisionc ponatur diuidendus 
in superiori ordine e t  diuisor in 
inferiori uirgula interiecta e t  factum 
est (Blatt 288'). 

Extractio radicum fit, quemad- 
modum dictum est, per preposi- 
cionern punctorum vt habetur de 
surdis, nisi numeri essent racio- 
nales, quia tunc posset fierj ad 
modum integrorum uel minuciarum 
(Blatt 288'). 

grorum, sed ille numerus sic di 
isus estmet quociens illius diuisi 
nis (Blatt  464). 

Notandum eciam, quod ex mi 
tiplicacione 6 in aliud signu 
quotlibet producitur illud signui 
in quod miiltiplicatur e(. Vni 
ex multiplicacione -y in -y fit 5 
ex in + fit cf, e x  -y in cf fit % i  
ex % in + fit g-a- (Blatt 464). 

(1)N diuisione ponatur diuidei 
dus i n  superiori ordine et diuisc 
in  inferiori ordine virgula inte 
iecta e t  factum est (Blatt 464). 

(E)Xtractio radicum fit pi 
punctorum preposicionem vt infi 
dicetur (in) surdis, nisi nume 
essent racionales, quia tunc possl 
fierj ad modurn integrorum F 

minuciariim (Rlatt 464). 

-- 

Rezensionen. 

Aristotelrs und die D1;tthmatik von Dr. ALBERS GORLAND. Marburg 1 8 9  
N. G. Elwertsche Verlagsbuchhandlung. QII, 211 S. 

Der Verfasscr dieses aus einer 1897  mit dem Preise belohnten Bi 
arbeitung einer Marburger Preisfrage entstanclenen Buches verwahrt sic 
(S. 93) dagegen, als ob er der geschichtlichen Registrierung aller bi 
Aristoteles vorkommenden maihematischen Definitionen, Axiome und Lehi 
satze ein spezifisches Interesse abzugewinnen verpflichtet sei. In  der Thr 
schildert er uns keineswegs Aristoteles als Mathematiker, sondern Aristotek 
als Dialektiker, als Philosophen, welcher, wie mit anderen Begriffsbildunger 
so auch mit denen des Raumes und der geometrischen Gebilde, der Zah 
der Zeit und der Rewegung, der Stetigkeit, des Unendlichgrossen und de 
Unendlichkleinen sich abzufinden hatte. Herr Gorland bedient sich dabc 
einer Sprache, welche dem philosophisch gebildeten Leser wahrscheinlic 
sehr verstindlich ist. Der mathematische Leser muss dagegen nicht selte 
einige Mühe aufwenden, das Ausgesprochene ,,in sein geliebtes Deutsch z 

übersetzen", und wird dabei nicht geringcre Schwierigkeit finden als Fausi 
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10 Historisch-litterarische Abteilung. 

dem wir unsere Worte entlehnten. Mit dem Satze (S. 113), die Nul1 ( t à  
p j d é v j  kijnne kein Verhiltnis zur Zahl haben, dürfte vielleicht folgende 
Meinung zu verbinden sein. Aristoteles geht mit den Pythagoraern von 
der 2 als erster Zahl aus. Die 1 ist keine Zahl, 06% . h t r  rd t v  C & J L ~ ~ ; ~ ;  

das Nicht-einmal-eins, das ist  so p$Évl kann folglich zur Zab1 in keinem 
Verhaltnisse stehen. Wichtig erscheint die Bemerkung (S. 9 5 ) ,  dass Ari- 
stoteles den Satz kannte, dass die Aussenwinkel eines nach aussen konvexen 
geradlinigen ebenen Vielecks, welche entstehen, indem jede Vielecksseite 
nur einseitig, und zwar a n  jedem Eckpunkte nur eine Vielecksseite ver- 
langert wird, zusammen vier Rechte betragen. Dieser Satz, welchen auch 
Blancanus (Aristotelis loca mathematica pag. 6 1  - 62) schon hervorgehoben 
hat ,  den wir aber vergassen in unseren Vorles. Gesch. Math. zu erwahnen, 
beweist, dass man schon vor Euklid von der Kenntriis der Winkelsurime 
des Dreiecks zu dem von der Winkelsumme des n-ecks übergegangen war, 
w m n  auch dieser letztere Sat i  ebensowenig wie die von Aristoteles aus- 
gesprochene Folgerung sich bei Euklid erhaltcn hat. Wie nahe des Ali- 
stoteles Auffassung des u'nendlichgrossen unserer heutigen verwandt war, 
ist  vielleicht am deutlichsten aus dem (S. 170, 'iote 3) mitgeteilten Aus- 
spruche zu erkennen: oV6è ,@ML 4 dmrgiu &ln ~ L ~ V E Z C Y L ,  das Cnendlich- 
grosse ist  kein Bleibendes, sondern ein W ~ r d e n d ~ s .  CAXTOB. 

Heronis Alexandrini Opera quae supersunt omnia Volumen 1 e t  Suppie- 
mentum. Ht'rons von Alexandria Druckwerke und Autcimateii- 
theater griechisch und deutsch, herausgegeben von WILHELM SCHXIIIT. 
Mit 124 Figuren. LXX, 514 S. Supplementheft: Die Geschichte der 
Textüberliefernng. Griechisches Wortregister. Mit 6 Figuren. 
1 8 2  S. W. SCIIMIDT. Heron von Alexandria (Sonderabdruck aus 
den neuen Jahrbüchern für das klassische Altertum, Geschichte und 
deutsche Litteratur). Mit 39 Abbildungen auf 3 Tafeln: 15 S. 
Leipzig 1899 bei B. G. Teubner. 

Nachdem i n  den 35'  Jahren, welche bereits dahingegangen sind, seit 
Herr Hultsch die mathematischen Schriften Herons herausgah, die histo- 
risch-mathematische Forschung sich diesem Manne und seinen Werken mit 
grosserer Lebhaftigkeit als früher zugewandt ha t ,  nachdcm es geglückt ist 
eine arabische Bearbeitung der verlorenen Mecha~iik und eine griechische 
Handschrift der Metrica aufzufinden, murde das Bedürfnis immer dringender, 
eine neue vollstandige Ausgahe der Heronischen Werke zu besitzen, welche 
neben dem neu Aufgefundenen auch das früher schon Herausgegebene, und 
zwar ausser den mathematischen Schriften durchaus ungenügend Heraus- 
gegebene enthalte. Die Teubnersehe Verlagshandlung nahm es auf sich, 
diesem Bedürfnis Refriedipung zu verschaffen und gewann eine Anzahl von 
besonders d a m  berufenen Gelehrten, die Ausgabe zu besorgen. In  dem 
ersten jetzt erschienenen Bande ha t  Hem W i l h e l m  S c h m i d t  die Druck- 
werke und das Automatenwerk griechisch und in deutscher i;'bersetzuug 
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herausgegeben; er ha t  im Anhange Herons Fragment über Wasseruhren, 
Philons Druckwerke, Vitruvs Kapitel zur Pneumatik beigegeben. Ein 
Supplementheft enthalt die Geschichte de r  Teutüberlieferung der im ersten 
Bande gedruckten Schriften. Endlich h a t  Herr Schmidt eine Art von 
Selbstanzeige des Bandes gebracht, welche aus der Zeitschrift, fiir die er 
sie vcrfasste, in Sonderabzügen erschienen ist. Druckwerke, bei denen 
der Luftdruck die bewegende Kraft bildet, Automatenwerke, welche durch 
Gewichte i n  Bewegung gesetzt sind, waren jedenfalls lange var  IIeron in 
~ 3 u n g .  Automaten sind im 5. vorchristlichen Jahrhundert in der Litteratur 
erwahnt, über Pneumatik hat  Philo von Byzanz im 3. Jahrhiindert ge- 
schrieben, und Heron is t  sicherlich erheblich jünger. Eine erste Frage geht nun 
dahin, ob Herou nur Kompilator war ,  ob er nur vereinigte, was Vorgauger 
von grosserer Erfindungskraft al6 ih r  Eigentum i n  Anspruch zu nehmen 
berechtigt sind. Diese Frage dürfte kaum mit  Sicherheit beantwortet 
werden konnen, solange die Vorganger tiicht alle bekannt sind, solange 
auch nicht alle Schriften Herons neu bearbeitet vorliegen, denn jede einzelne 
Schrift t ragt  d a m  bei, erkennen zu lassen, wessen Geistes Kind ih r  Ver- 
fasser war. Wir  haben aus dem vorliegenden Bande nicht die i;%erzeugung 
schopfen konnen, Heron sei so vie1 unbedeutender, als wofür wir ihn früher 
hielten, und darum ha t  die zweite erneut auftauchende Frage, wann wohl 
Heron gelebt habe, für uns noch immer eine hervorragende Wichtigkeit. 
Xan suchte früher aus der Überschrift eines Heronischen Buches, in  welclier 
er mit Ktesibios i n  Verbindung gebracht kt,  eine Zeitbestimmung herzuleiten, 
und wir haben dieses Mittels uns selbst bedient, u m  daraus in Verbindung 
mit anderen Gründen die Zeit um 100 v. Chr. als Wirkungszeit Herons zu 
erhalten. Einwiinde, .denen wir die . Triftigkeit zuerkennen, zwingen dam, 
eine Benutzung des Stoikers Posidonios durch Heron anzunehmen. E r  muss 
also spater a h  90 v. Chr. gesetzt werden. Hem Nommsen glaubt Heron 
in einem von Cassiodor genannten Iron zu erkennen, der bei der Reichs- 
vermessung nnter  Augustus niitwirkte, und diese fand 37-20 Y. Chr. statt. 
Endlich is t  i n  der Mechanik eine von Plinius als neu erwahnte Oliven- 
presse beschrieben, und is t  diese Stelle echt, so muss die Mechanik etwa 
55 n. Chr. verfasst sein. Augenscheinlich sind die beiden leteten Angaben 
nicht mit einander zu vereinigen, da  eine mehr als 76 Jahre anhaltende 
Leistungsfùhigkeit unglaublich ware. Entweder war also IIeron einer der Reichs- 
vermesser, dann is t  der Schluss der Mechanik unecht, oder die Stelle der 
Mechanik ist echt, dann muss Heron von Iron unterschieden werden. Herr  
Schmidt is t  letzterer Ansicht und setzt Heron in die zweite Halfte des 
ersten nachchristlichen Jahrhunderts. Metrologische von Herrn Hultsch 
ausgesprochene Bedenken sucht e r  zu entkraften. F ü r  die mathematischen 
Schriften Herons ha t  die eine wie die andere Annahme zur Folge, dass 
sie von Columella und um so mehr von den Agrimensoren Trajans haben 
benutzt werden k6nneri. Eine Beeinflussung des Vitruvius durch Heron 
leugnet Herr Schmidt ebenso wie eine solche IIerons durch Vitruvius auf 
sachlicher Grundlage, da beide zwar von ahnlichen, aber i n  wesentlichen 
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Pimkten doch von e i n a n d ~ r  abweichenden Dingen reden, so dass man nur 
zu behaupten bercchtigt sei, sowohl Vitruvius als Heron sctzten gcwissc 
Srüliere Vorarbeiten voraus. Uns perstinlich erscheint nur die Beeinflussung 
der Agrimensoren durch Heron geschichtlich so gu t  wie unentbehrlich, so 
dass wir,  sofern diese gerettet ist ,  auf die etwas frühere oder spatere 
Lebenszeit Herons kein allzugrosses Gewicht legen. CANTOR. 

Anarilii in decein libros priores elementorum Enclidis eommentarii. 
Ex interpretatione Gherardi Cre~nonensis in codice Cracoviensi 569 
servata edidit MAXIXILIANUS CTJRTZE (Euclidis Opera omnia ediderunt 
J. 11. Heiberg et  H.l\lenge Supplementum). Tdeipzig 1 8 9 9 ,  B. G. Teubner. 
XXIX, 390 pag. 

Gchon 1887 machte P a u l  T a n n e r y  auf einen arabischen Codex in 
Leidcn aufmerksam, welcher die Erliiuterungen des An-Nairîzî zu den 
zehn ersten Büchern der Euklidischen Elernente euthaltend, als zweite Quelle 
für einen von Heron von Alexandria dem gleichen Werke gewidmeten 
Commentar zu gelten habe. B e s t h o r n  und H e i b e r g  gaben 1893 und 
1 8 9 7  in arabischer Sprache und latcinischer Übcrsetzung den Lcidncr 
Codex bis zum Schlusse des 1. Buches der Elemente heraus. Inzwischen 
hatte M a x  C u r t  z e auf seiner au Funden überreichen Studienreise von 1896 
in Krakau die vollstiindige durch Gerhard von Cremona i n  der zweiten 
Halfte des XII. Jahrhunderts angefertigte lateinische Überset,znng des Coin- 
mentars des An-Nairîzî cntdeckt, und ihreo Abdruck begrüssen wir heute 
aufs Freudigste. Der Leidner Codex enthiilt als Hauptbestandteil die so- 
genannte Hidsch5dseh-Überset,zung der sechs ersten Bücher der Euklidischen 
Elemente, und der Commentar An-Nairîzîs i s t  nur  Reiga.be. Der  c b e r -  
setzung Gerhards aber lag nur der Commentar zum Grunde und zwar in 
seiner ganzen Ausdehnung. Durch den Krakauer Codex sind wir also 
vollstiindiger und besser als durch den Leidner mit  An-Nairîzîs Krliiuterungen 
und mit dessen Quellen bekannt geworden. An-Nairîzî stand zum Kalifen 
Almu'tadid (892 - 902) i n  naher Beziehung, lehrte also vor Abû'l Wafâ 
(940-998); dicscr letztere kann also nicht zu den Quellen An-Nairîzîs 
gehikt haben, sondern nur das umgekehrte Verhiiltnis is t  denkbar, wo eine 
Ü b e r e i r i ~ t i m m u n ~  beider Schriftsteller sich zeigt, und An-Nai rk î  muss 
alsdann, wenn e r  nicht selbst Erfinder war,  aus einem alteren Araber oder, 
was wahrscheinlicher ist ,  aus einem Griechen geschopft haben. Unter 
diesen aber benutzte er für die mehr philosophischen Bestandteile der 
Elemente, für die Erklarungen, Fordorungen, üruridsitze, hauptsiichlich 
Geminus und Simplicius, für die eigentlich mathematischen Bestandteile, 
für die Lehrsntze und Aufgaben, fast ausschliesslich Heron, und da noch 
im achtcn Buche ausdrücklich auf Heron abgehobcn wird, so folgt, dass 
dieser einen mindestens bis zum achten Buche der Elemente reichenden 
Kommentar verfasst ha t ,  von welchem uns nunrriehr h6chst wertvolle Bruch- 
stücke bekannt gegeben sind, aus denen wir Iierons eigene mathematische 
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Bedeutung schatzen lernen konnten, wenn uns je  ein Zweifel an derselben 
gekornmen ware. Von Heron rührt eine Konstruktion der Senkrechten in 
dem Endpunkte einer Strecke mit unveriinderter Zirkelweite (pag. 55), von 
ihm vielleicht eine iihrilich zu vollzieheude Teilung einer Strecke in  beliebig 
viele gleiche Teile 74-75), welche sp5ter bei Abû'l Wafâ wieder- 
kehrt, so da,ss es nun doch scheint, als hatten die Griechen bereits solche 
Konstruktionen geübt. Heron lehrte den Satz (pag. 78), dass, wenn man 
bei einem rechtwinkligen Dreiecke die Quadrate über den drei Seiten nach 
aussen zeichnet und die spitzen Dreiecksecken mit  dem gegenüberliegenden 
Eckpunkte des anderen Kathetenquadrates verbindet, diese beiden Geraden 
sich auf der Senkrechten von der rechtwinkligen Dreiecksecke auf die 
Hypotenuse schneiden. Heron bewies den Satz l30), dass es von 
jedem Puukte ausserhalb eiues Kreises zwei gleiche Berührungslinien an 
den Kreis gebe u. S. W. Nahezu alle diese Bemerkungen finden sich bereits 
in Curtzes Ansgabe hervorgehoben. Einen kleinen Busatz mikhten wir uns 
gcstatton, mit welchem übrigens brieflicher Rücksprache zufolge Curtze 
gleichfalls eiriverstanden ist. Auf pag. 3 lin. 23 - 25 heisst es: Ayose- 
rlwnius autcin dixit, p o d  pu,nctztm est extremifas non habens dimenswnem, 
aut extremitas linee. Die Lautverwandtschaft mit Posidonius von Rhodos 
legt die Vermutung nahe, dieser k6nne unter dem Namen Aposedanius 
verstanden werden müssen, eine Vermutung, welche durch folgende E r -  
wngung nahezu Gewissheit wird. Herr Wilhelm Schmidt hat  in  sbiner 
Einleitung zu Herons Druckwerken (Leipzig 189 9 pag. XV- XVI) a n  
mehreren Reispielen nachgewiesen, dass Heron von Alesandria Definitionen 
des Posidonius benutzt hat. Nun findet sich aber gerade die von Gerhard 
von Cremona übersetzte Definition des Punktes bei Heron (ed. Hultsch 1864, 
pag. 6 lin. 10-11). Sie kann daher sehr g u t  von Posidonius herrühren 
imd bestiitigt alsdann als neues Beispiel die von Schmidt ausgesprochene 
Behaup tiing. CANTUR. 

Gerberti postea Silwstri II papae Opera Mathematica (972 -1003). 
Accedunt aliorum opera ad  Gerberti libellos aestimandos intelligen- 
dosque necessaria per  septem appendices distributa. Collegit, ad 
fidem codicum manuscriptorum partim iterum, partim primum 
edidit, apparatu critico instruxit, cornmentario auxit,  figuris illu- 
stravit Dr. NICOLAUS BUBNOV, professor Kijoviensis. Berlin 1899 ,  
R. Friedliinder rC. Sohn. CXIX, 620. 

. Wenn wir nicht langer anstehen wollen, unsere Leser mit dem Er- 
scheinen eines Buches bekannt zu machen, dessen Umfang wie dessen In- 
halt ein langes und eingehendes Stildium erfordert, bevor man zu einem 
gesicherten Urteile zu kommen vermag, so sprechen wir damit zugleich aus, 
dass wir selbst uns ein solches Urteil noch nicht bilden konnten. Darüber 
freilich sind wir uns klar ,  und jeder Freund geschichtlich-mathematischer 
Porschung wird uns wohl beislimmen, dass Herr  Bubnov sich gerechtesten 
Anspruch auf Dank erworben ha t ,  indem er znsammenfasste und in einem 
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Bande drucken liess, was vorher mit grosser Mühe zusammengesucht werdcn 
musste, teilweise (wie z. B. die Commeutare BU Gerberts Rechnen auf dem 
Abakus) überhaupt noch nicht gedruckt war. Worüber wir uns dagegen 
noch i m  Zweifel b e h d e n ,  das sind die Folgerungen, welche Herr Bubnov 
aus seinem Materiale zog, und welche die Anordnung dcrselben bceinflusste. 
E r  hiilt nnmlich, iihnlich wie Olleris es tha t ,  nur  den Anfang der Gerbert- 
schen Geometrie (die 13 ersten Kapitel der Pezschen Ausgabe) fur  echt; 
alles übrige (Kapitel 14- 94 der Pezschen Ausgabe) sei eine Geometrie 
eines unbekannten Verfassers. Der Beweis dafür wird darin gefunden, 
dass im Salzburger Codex zwischen beiden Abteilungen eine halbe Seite 
frei geblieben ist. Von eiuigen neu aufgefuudenen Commentaren zu Gerberts 
Rechenregeln ist einer besonders merkwürdig, i n  welchem die Ilotula, das 
Bingelchen, nicht bloss als verschiebbares Zeichen benutid wird,  nm er- 
kennen zu lassen, bei welcher Zahlenordnung die Rechnung angelangt ist, 
sondern auch zur Ausfüiluug leerer Kolumneu, also gleich der Nul1 der 
Algorithmiker. Die Handschrift, aus welcher der Commentar abgedruekt 
is t ,  gehort freilich frühestens dem 16. Jahrhunderte a n ,  wir sehen daher 
keinen Grund, warum dcr Commcntar schon im 11. oder 12 .  Jahrhundert 
entstanden sein soll (Bubnov pag. 276  lin. 4 v. u.), und nicht von einem 
Algorithmiker herrühren konnte. Die Texte des Vitruvius Rufus und des 
Epaphroditus glaubt Herr  Bubnov von einander trennen zu konnen. Der 
Auszug aus jedem der beiden beginne namlich mit der Renutzung der aus 
geschriebenen Worte Sic guaero, und dann komrrie erst die Abkürzung S. Q. 
Die Abakusstelle i n  der sog. Geometrie des Boethius soll das Werk  eines 
Falschers aus dem 11. Jahrhundert sein. Insbesondere sei Architas in be- 
wusster Falschung s ta t t  Gerbert geschrieben u. S. W. Cnsere Leser erkennen, 
dass man allen solchen Behauptungen gegenuber mit dem endgiltigen Zu- 
stimmen oder Ablehnen nicht vorsichtig genug sein kann. CAXTOR. 

sicolans Coppernicns. Eine biographische Skizze von M. C r ~ ~ ~ ~ .  Mit 
dern Bildnisse des Coppernicus. (Sammlung popularer Schriften, 
herausgegeben von der Gesellschaft Urania zu Berlin.) Berlin 1899, 
Hermann Paetel. 84 S. 

Dass eine von M a x  C u r t z e  verfasste Biographie des Coppernicus auf 
dem zuverlassigsten Quellenmaterial beruht und alles berücksichtigt, was 
a n  solchem von den verschiedensten Forschern, unter welchen Curtze selbst 
ein Lowenanteil zufillt ,  aufgefunden worden is t ,  braucht nicht erst be- 
sonders hervorgehoben zu werden. Die Schreibweise is t  angenehm und 
insbesondere ohne jede Sehwerfilligkeit, trotzdern zwar nicht die Beweis- 
stel en für die aufgestellten Behauptungen, aber doch deren Fundorte in 
zahlreichen Fussnotsn angegeben sind. So ist alles vereinigt, was der 
kleinen Druckschrift einen grossen Freundeskreis erwerben kann und wird. 
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Himmelsbild und Weltanschannng im Wandel der Zeiteii von TROELS- 
Lrrxn. Autorisierte, vom Verfasser durchgesehene Übersetziing von 
LEO BLOCH. Leipzig 1899,  B. G. Teubner. V, 286 S. 

Welcherlei Weltanschauung ha t  im 16 .  Jahrhundert in Nordeuropa 
sich eingebürgert, und woher stammte sie'? So einfach diese Fragen sich 
aussprechen, so schwierig ist  es beide und insbesondere die zweite genau 
zu beantworten. Sind doch die Kulturelemente, welche in  der, angegebenen 
Xeit an dem genannten Orte zusammen das bildeten, was die Weltanschau- 
ung ausmacht, cin buntes Gemisch verschiedenster Hcrkunft. Der Verfasser 
hat den kühnen Versuch gemacht, diese Elemente von Babylonien, von 
Agypten, von Persien her, wo sie seiner Meinung nach ihre Wiege hatten, auf 
ihrer in  Jahrtausenden vollzogenen Wanderung zu begleiten und so das zu 
schaffen, was man die Entwickelungsgeschichte der Religion und mit ihr 
der Naturwissenschaft nennen mochte. 1st os wirklich Geschichte, is t  CS 

Dichtung? Der  wunderbare Glanz der Sprache weist auf das Letztere hin, 
und wenn wir  auch weit entfernt davon sind, alles, was i n  dem Buche . 
behauptet is t ,  für unbeweisbar zu erklaren, unbewiesen ist manches.* Eine 
hencidenswert glückliche Phantasie ha t  aus mehr oder weniger sicher ge- 
stellten geschichtlichen Thatsachen ein Gemiilde hergestellt von einheitlichster 
Farbung. W i r  haben selten ein Buch gelesen, welches uus vorn ersten 
bis zum letzten Worte starker in  Fesseln gehalten hi t te .  Die cbersetzung 
liest sich, als ware das Buch von Anfang an in deutscher Sprache ge- 
schrieben, gewiss das beste Lob, welches man einor Übersctzung ertcilcn 
kann. CANTOR. 

John Na~iers Werken door N. L. W. -4. GRAVELAAIL (Verhandtilingen der 
Koninklijke Akademie von Westenschappen te  Amsterdam. Eerste 
Sectie. Deel VI. Nr. 6.) Met Portret en 3 Platen. Amsterdam 1899,  
Johannes Müller. 1 6 0  pag. 

Der Verfasser, welcher sich den Freunden geschichtlich-mathematischer 
Forschung schon durch eine Abhandlung über Pitiscus vorteilhaft bekannt 
gernacht h a t ,  und welcher dem Refereuten insbesondere durch liebeus- 
würdige Briefe niiher getreteu ist,  mittels deren er ihn auf Irrtümer in 
den Vorles. Gesch. Math. hinwies, ist nun mit einer Einzelschrift über den 
grossen schottischen Logarithmenerfinder hervorgetreten, die unseren Fach- 
genossen auf das wiirmste empfohlen zu werden verdient. Es  ist ja 
zweifellos wenig vorteilhaft für die Arbeit, dass sie in  hollindischer Sprache 
verfasst i s t ,  aber  ihrer Verbreitung i n  Deutschland, wo seit Fritz Reuters 
Eindringen in die breitesten Schichten die Kenntnis des Plattdeutschen sich 
so sehr verallgomeinert hat ,  wird jcner Umstand kaum hindcrlich sein. 

* An eine fiinftiigige Woche der alten Chaldiier glaubt niemand mehr. Die 
Thatsache, dass die Agypter das Schaltjahr besassen, ist durch daa Edikt von 
Canopus festgestellt. 
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Herr Gravelaar h a t  ausführliche Auszüge aus siimtlichen Schriften Napicrs 
gegeben: aus seiner Schrift über die Offenbarung Johannes, aus der Ue- 
scriptio, aus der Rabdologie, aus der Constructio: endlich aus den 1 8 3 9  erst 
aufgefimdenen und dem Drucke übergebenen Ars logistica und Algebra. 
Referent ist besonders für die letzterwiihnten Auszüge dankbar, da ihm 
die Ausgabe von 1 8 3 9  iiie zu Gesicht gekomrnen ist, und ebeuso dürfte 
es manchem Fachgenossen in Deutschland gegangen sein. Herr  Gravelaar 
ha t  überdies nicht versaumt, bei jeder Gelegenheit auf gleichzeitige und 
auf altere Schriften hinzuweisen, ein Hinweis, der dazu aient,  Xapiers 
Stellung innerhalb der Geschichte der Mathematik deutlicher zu kenuzeichrien. 

Urknnden znr Geschichte der Xichtenklidiscben Geometrie, herausgegeben 
von FRIEDRICH ENGEL und PA~JL SSBCKWL. 1. NIKOIAJ IWANOWITSCH 
LOBATSCHEFSKY. Zwei geoinetrische Abhandlungen aus dem Rus- 
sisçhen übersetzt, mit Anmerkungen und mit einer Biographie des 
Verfassers von FHLEDRIC~ ENGEL. Erster Teil: Die Übersetzung 
mit einem Bildnisse Lobatschefskijs und mit 194 Figuren im Texte. 
Zweiter Teil: Anmerkungen. Lobatschcfskijs Lcben und Schriften. 
Register. Mit 67  Figurer? im Teste. Leipzig 1899,  B. G. Teubner. 
XVI, 476 S. 

Iin Jahre  1895 gaben P. Stackel und Fr .  Engel gemeinschaftlich ,,Die 
Theorie dcr Parallellinien von Euklid bis auf Gauss1' hcraus, ein vortreE- 
liches Buch, welches wir i m  41. Bande dieser Zeitschrift Histor.-litterar. 
Abtlg. S. 1 0 5  -106 warm empfehlen durften. Beide Verfasser haben das 
leicht begreifliche Bedürfnis empfunden, die Lehren, deren Geschichte durch 
ihre Bcmühungcn zum erstenmale lcicht übersehbar gcworden war, noch 
weiter zu verfolgen, und die Teubnersche Verlagshandlung hat ,  wie schon 
so oft, ihre reichen buchhiiudlerischen Nit te l  derri wissenschaftlich hoch- 
interessanten, wenn auch ausserhalb des gewohnlichen Geleises liegenden 
Gegcnstande zur Verfugung gestellt. Ohne die in  der ersten Veroffent- 
lichung von 1 8 9 5  bewiihrte Gemeinschaft der Arbeit ganz bei Seite zu 
schieben, haben beide Verfasser nunmehr doch eine etwas schiirfer aus- 
gesprochene Arbeitsteilung eintreten lassen. Herr  Engel h a t  die Schriften 
Lobatschefskijs, Herr  Stackel diejenigen Bolyais zur Herausgabe iibernommen, 
und Herrn Engels Abteilung liegt heute in  einem stattlichen Bande voll- 
eudet vor uns. Herr Engel war durch seine Kenutnis der russischen 
Sprache, über welche e r  wohl allein unter den gegenwartig ausserhalb 
Russlands lehenden Mathematikern vollstandig gebietet, zur Bekanntmachiing 
der Lobatschefskijschen Schriften i n  erster Linie bef'iihigt, und wer der 
nichteuklidischen Geometrie sein Interesse auwendet, wird daher Herrn 
Engels Bemühungen doppelt dankbar anerkennen. Zeigt doch die heute 
zum ersten Male gebotene Übersetzung des grossen Originalwerkes ,,lNeue 
Anfangsgründe der Gcometrie", wie wonig gcrecht man Lobatschcfskij 
werden konnte , so lange man auf dessen VerGfYentlichungen in franzosischer 
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und i n  deutscher Sprache allein sein Crteil  gründete. F ü r  die Lebens- 
geschichte Lobatschefskijs ha t  Herr Engel die vortrefflichen Vorarbeiten 
Wassiljews benutzen konnen, ebenso aber auch briefliche Xitteilungen dieses 
liebenswürdigen Gelehrten, welche vorher der Offentlichkeit noch nicht 
ubergeben waren. Es ist weit mehr als eine einfache Lebensbeschreibung, 
womit man hier bekannt wird, es ist ein fesselndes, wenn auch nicht 
irnmer erfreuliches Stück Kulturgeschichte aus dem 19. Jahrhundert. Wenn 
wir Herrn Engels Anmerkungen erst zuletzt nennen, so geschieht es, weil 
in ihnen mehr als in  dem ganzen übrigen Bande von Eigenarbeit des 
Verfassers zu erkenncn ist. Man m u s  selbst mit ahnlichen Arbeiten sich 
beschiiftigt haberi, uni würdigeu zu konneri, wie sehr Herr Engel es ver- 
standen ha t ,  die mitunter verwischten Spuren der Geistesthiitigkeit Lobat- 
sehefskijs wieder aufzufrischen, wie verhaltnismiissig leicht er jetzt das 
Lesen eines Werkes gemacht h a t ,  das ihm selbst unsagliche Mühe beroitet 
habeu muss. CANTOR. 

Jacob Steiiiers Lebensjahre in Berliii 1521-1863. Nach seinen Personal- 
akten dargestellt von Professor Dr. Jrrrmrs LANGE. Gonderdruck 
der Festschrift zur Erinnerung a n  das 75 jiihrige Restehen der 
Friedrichs-Werderschen Oberrealschule (ehern. Gewerbeschule). Nebst 
einem 13ildnis von J. Steiner, mit  gütiger Erlaubnis der Verlags- 
handlung Georg Reimer in  Berlin den gesammelten Werken ent- 
nommen. Berlin 1899, R. Gacrtners Verlagsbuchhandlung (Hermann 
Heyfelder). 70 S. 

JO genauer man mit Jacob Steiners geometrischen Leistungen bekannt 
geworden i s t ,  u m  so holier kt die Anerkeunung derselben gestiegen. Mari 
kann leider nicht behaupten, dass Jacob Steiners menschliche Eigenschaften 
bei niiherer Hetrachtung gleichfalls immer neue Lichtseiten hatten erkennen 
lassen. Das haben schon die Ver6ffentlichungen J. H. Grafs dariethan, 
das zeigt sich noch deutlicher aus den uns vorliegenden Personalakten, 
welche allzugenau den gleichen Eindmck hervorbringen, den man aus der 
Geschichte des Verkehrs St,einers mit Schlafli gewinnen musste, als dass 
man die Gerechtigkeit der i n  jhnen enthalt'enen Charakterschilderung an- 
zweifeln kounte. Steiner schilt i n  seinen BrieIen nach der Heiinat auf die 
preussische Regierung wie auf die Berliner Mathematiker. I n  seinen Ein- 
gaben a n  die preussische Regierung rühmt e r  Berlin als seine freiwillig 
erkorene Heimat, und will deri Verkehr mit den dortigen Fachgenossen 
~ o w i e  die dort  sich bietenden litterarischen Hilfsmittel und Anregungen 
nicht entbehren ktnnen.  Die preussische Regierung kommt Steiner ent- 
gegen, so vie1 sie es thun kann ,  uns zieht wiederholt aus seinem unbot- 
miissigen und  streitsiichtigen Benehmen nicht die Folgerungen, welche 
einem weniger genialen Geometer gegenüber ganz gewiss gezogen worden 
wiiren. Jacobi und insbesondere Crelle erweisen sich als unermüdlich in  
der Vertretung von Steiners Interessen. Kurzurn die unmittelbaren und 
mittelbaren Vorwiirfe Steiners iiind entkraftet und widerlegt. cANTOR. 

E s t . - l i t t .  Abt. d.  Zeitschr. f .  Nath. u. Phys. 45.Uand. 1900. 1. Eeft. 2 
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Handbuoh der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Von Pro- 
fessor Dr. LCDWIG SCHLESINGER. Zweiten Bandes zweiter (Schluss-) 
Teil. Leipzig 1898, B. G. Teubner. XII I  u. 446 S. 

Von dem grossen, 1 8 9 5  begonnenen, 1 8 9 7  mi t  dem ersten Teil des 
zweiten Bandes Sortgesetzten Werk (vergl. die Referate der Zeitschr. S. Math. 
u. Phys. 1 8 9 5  S. 1 6 6  flg. u. 1898 S. 56  flg.) liegt nunmchr unter der Jahres- 
zahl 18 98 bereits der abschliessende Band vor. Berücksichtigt man dabei 
die Fülle des Inhalts und die eindringende Beherrschung des Gegenstandes 
durch den Verfasser, so steht man vor einer wahrhaft bewundernswerten 
Leistung. 

Um den vorliegenden Band mit wenigen Worten zu charakterisieren, 
so is t  er i n  der Hauptsache ausschliesslich der Theorie der elliptischen 
Modulfunktion und der i n  Verallgexneinerung jener von P o i n c a r é  ent- 
wickelten Theorie der F u c h s  schen Funktionen gewidmet. Schon durch 
diese Homogenitat des Inhaltes wirkt das Studium besonders anziehend. 
Aber auch noch aus einem auderen Grunde. Der Verfasser ha t  seit langen 
Jahren die P o i n c a r é s c h e n  Theorieen und alles, was damit zusammenh~ngt ,  
eindringend durchforscht und davon in einer Reihe wichtiger Original- 
abhandlungcn Zeugnis abgelegt. So kommt es, dass wir in  der hier ge- 
gebenen Darstellung der grossen Theorie neben vielen eigenen Besultaten des 
Verfassers ein ganz besonders reifes Erzeugnis seiner Arbeit vor uns haben. 
Schliesslich kront  der Rand das ganze Werk auch in den1 Sinne, dass 
viele der frühercn Ansatze jetzt eigentlich erst zur Geltung kommen, viele 
der früher aufgestellten Probleme jetzt ihre Beantwortung h d e n ;  

13ei der Fülle der eigenartigen Begriffe, mit  denen operiert wird, 
kihnen wir nur eine ganz summarische Wiedergabe des Inhaltes der ein- 
zelnen Abschnitte versuchen. 

XIII. Theorie der  elliptischen Moduifunktion. 

Auf dem von G a u s s  zum Eingang i n  die Theorie der elliptischen 
Funktionen benutzten Wege des arithmetisch-geometrischen Mittels, als 
dessen historische Quelle die L a n d  ensche Transformation erscheint, wird 
gezeigt, dass bei der L e g e n d r e  schen Differentialgleichung, der  die Periodi- 
zitatsmodiiln des elliptischen Tntegrals erster Gat tung mit dem Modul z = x" 

gcnügen, die unabhsngige Variable z eine oindcutige Funktion des Integral- 
quotienten i n  der oberen Halbebene ist: die sogeuannte elliptische Modul- 
funktion. Die Ausdehnung dieser Frage ( E i n d e ~ t i ~ k e i t  der unabhiingigen 
Variabeln als Funktion des Integralquotienten) auf die Gausssche  Differential- 
glcichung übcrhaupt, die i n  der ,,kanonischenLL Form von drei Parametcrn 
dl, a,, 8, abhangt, geschieht i m  Anschluss a n  S c h w a r z ,  indem die a-Ebene 
durch den Integralquotienten 77 in einem S e t z  von Kreisbogendreiecken ab- 
gebildet wird. E ine  Funktion I I  = s(S,, 8,, 8,; 2) , die eine Z-Halbebene 
konform i n  einern Dreieck der 7-Ebene mit  den konkaven Winkeln xJ l ,  
z J2 ,  n a 3  abbildet, heisst D r e i e c k s f u n  k t i o n .  Sind dl, Sa, J3 reziproke 
gauze Zahlen oder Null,  so is t  die Ikeiecksfunktion eindeutig umkehrbar; 
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bci der L e g e n d r e  schen Gleichung ist 6, = d, = 8, = 0;  die Modulfunktion 
ist also die eindeutige Umkehrung einer Dreiecksfunktion v =  s(0, O, 0; z). 
Auf solchem Wege geiangt S c h l e s i n g e r  zu den wichtigsten Eigenschaften 
der Modulfunktion. Neben ihr werden noch zwei andere eindeutig umkehr- 
bare Dreiecksfunktionen aufgeçteilt; die projektiven Gruppen, die diese 
Funktionen vertragcn, lassen sich in einfacher Weise arithmetisch charak- 
terisieren. 

XIV. Theorie der eindeutig umkehrbaren Dreiecksfunktionen. 

Von der Modulfunktion wendet sich die Untersuchung nun zu dem 
allgemeineren Problem, wo nicht alle drei d = O sind. Drei Arten von 
Dreiecksfunktioncn werden unterschicden, jc nachdem + 6, + 8, < 1, 
- 1, > 1. J e  nach dem Eintreten des einen oder anderen dieser Falle ist  
das Quadrat des Radius C des sogenannten O r t h o g o n a l k r e i s e s  Sür das 
Ausgangsdreieck > 0, = 0, < O. Eioe interessante geometrische Betrachtung 
fuhrt S ch l e  s i n g e r  zu Siitzen über die projektiven Substitutionen, welche 
jenen Kreis i n  der 7-Ebene ungesndert lassen. Eine dabei auftrctcnde 
Differentialinvariante wird als Linienelement auf einer E'lache vom kon- 
stanten Kriimmnngsmai3 - C gedeutet, und dadurch finden die Substitutionen 
einer zu einer Dreiecksfunktion gehorigen projektiven Monodromiegruppe 8 

eine anschauliche gcometrischc Auslegung. F ü r  die Dreiecksfunktionen aller 
drei Arten i s t  die Gmppe 9. diskontinuierlich, die Umkehningsfunkbi~n ein- 
deutig. Bei der dn t ten  Art i s t  7 sogar eine algebraische Funktion von Z, 
deren einzelne Falle i n  bekannter Weise den regulliren Polyedern zugeordnet 
werden. 

Die analytische Darstellung der Dreiecksfunktionen dritter Art führt  
auf die Theorie der F u c h s s c h e n  Primformen. Hieran schliessen sich Satze 
über lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit algebraischen 
lntegralen nach F u c h s ,  K l e i n  und S c h w a r z .  Namentiich findet hier die 
Fuchsschc Mcthode, dic durch rein rationale Prozesse darüber Auskunft 
giebt, wie sich eine vorgelegte lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
in Rezug auf jene Fragen verhiilt, ihren Platz. - 

Den Abschluss des inhaltreichen, vielfach originellen und in der Dar- - 

stellung hochst elegantcn Abschnittcs bildet die Einführung des P o i n c a r é -  
s c h e u  l ' r inz ips .  Dieses besteht in  dem Gedanken, bei einer Funktion 

von x mit den singuliren Stellen a,, u2, . . ., a, y und x als eindeutige 
Funktionen eines Parameters 7 darzustellen, indem die Funktion x von 11 

die Werte al, a2 ,  . . ., a, ,,auslasst", gerade wie die Exponentialfunktion e'l 

die Werte O uud m. 

XV. Theorie der  Fuchsschen Funlitionen. 

Der Übergang von den eindeutigen Umkehrungen von Dreiecksfunktionen 
zu den Fuchsschen  Funktionon kann durch den Übergang von der G a u s s -  
schen Differentialgleichung zii einer Diff~rentialgieichung zweiter Ordnung 
mit beliebig vielen singuliiren Stellen bezeichnet werden. 

'L C 
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Eine diskontinuierliche projektive Gruppe 4, deren Eubstitutionen einen 
reellen Kreis mit nicht verschwiuderidem Radius ungeündert lassen, heisst 
F u c h s s c h e  G r u p p e ,  die zugehoripe Funktion - wie also z. B. die Um- 
kehrung einer Dreiecksfunktion erster Ar t  - i s t  eine F u c h s s c h e  F u n k -  
t ion*,  eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, bei der die un- 
abhangige Variable eine Fuchssche  E'unktiou des 1nlegralquotienten ist, 
eine F u c h s s c h e  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  (nicht identisch mit ,,Differential- 
gleichung d ~ r  F u c h s s c h e n  KlasseLL!)  

Die Existenz solcher zu einer Gruppe der angegebenen Ar t  gehorigen 
Fuchsschen  Funktionen folgt unmittelbar aus frühereru. Sie zeigen mannig- 
fache Analogien mit den elliptischen Funktionen. Das Periodenparallelo- 
gramm ist ersetat durch ein Kreisbogenpolygon, den F u n d a m e n t a l b ~ r e i c h ,  
der zu einer geschlossencn Flache zusammengebogen das G e  s ch1 e c h t  der 
Fuchsschen Funktion bestirnmt. Auch die elliptischen 8-Reihen finden 
ihr  Seitenstück i n  den F u c h s s c h e n  8 - R e i h e n ,  deren Verhalten bei Au- 
wendung der Substitutionen von 8 unmittelbar erkennbar ist. Ihre  Kon- 
vergenz, die Entnickel i~ng in der Umgebiing der Doppelpunkte der Suh- 
stitutionen, die Ar t  und Anzahl ihrer Null- und Unendlichkeitsstellen im 
Fundamentalbercich finden eiuqehcride Untersuchung. Uesonders wichtig 
sinà die sog. g a n z e n  T h e t a f u n k t i o n e n ,  die fur keinen Wert  innerhalb 
des Fundamentalbereichs unendlich werden. Jede F u c h s s c h e  Funktion 
kann als Quotient von ganzen rationalen Funktionen ganzer Fuchsscher  
Thetafunktionen dargestellt werden. 

Eine andere Uarstellung F u c h s s c h e r  Funktionen gründet sich auf den 
Begriff der P r i m f  o r  me n ,  der auf beliebige F u c h s s c h e  Gruppen übertragen 
rvird. Für  solche Primformen gelten ahnliche Siitze wie bei endlichen 
Gruppen. 

Die s y m m e t r i s e h e n  Fuchsschen  Gruppen und Funktionen, bei denen 
das in  bestimmter Weise gebildete Fundamentalpolygou durch eine ,,Diago- 
nale'' in  symmetrische Hiilften zerfallt, die Spiegelbilder von einander in 
Bezug auf jene Diagonale sind, bilden die direkte Verallgemeinerung der 
eindeutig umkehbaren Dreiecksfunktionen. Man kann dabei stets erreichen, 
dsss siirntliche singuliire Stellen der zugehorigen F u c h s s c h e n  Differential- 
gleichung reell sind. 

Das allgemeioe S c h o  t t k y  sche Abbildungsproblem, das an ein mehr- 
fach zusammenhiingendei. Kreisbogenpolygon anknüpft,  führt endlich auf 
F u c h s  sche Funktionen hoheren Geschlechtes , auf K I  e i n sche Gruppen und 
Funktionen und die zugehorigen K l e i n s c h e n  T h e t a r e i h e n .  

* Der Name ,, F uchssclie F u n k  t i o n "  und die ilaran anschliessenden Be- 
zeichnungen sind \on 1'0 i n  c a r  é eingefiihrt worden. Y. K l  eiri und seine Schüler 
nenneri Funktionen, die bei gewissen linearen Substitutionen ungekndert bleiben, 
,, a u t  omorp  hL' .  Bci  der grossen Vrrbreitiing, die auch diese Uezeichnung ge- 
fiinden ha t ,  wlire ein Hinweis damiif in ciem IIandbuch entschieden am Platze 
gewesen. 
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XVI. Das Puincarbsçhe Prinzip und seine Anwendiingen. 

Wenn es gelingt, eine lineare DiEerentialgleichung zneiter Ordnung, bei 
der die singularen I'unkte beliebig und gewisse andere Parameter ganzzahlig 
festgelegt sind, eine sog. n o r m a l e  Di f  f e r e n t i a l g l e i c h u n  g ,  dureh geeignete 
Wahl der noch übrigen Parameter zu einer Fuchsschen  Differentialgleichilng 
zu machen, so ist das P o i n  carésche Prinzip in allgcmeinster Form zur 
Anwendung gebracht. Der Nachweis, dass dies und zwar nur  auf e i n e  
Art moglich is t ,  wird durch eine Methode geführt, die sich auf die Theorie 
der U n t e r g r u p p e n  der Fuchsschen  Gruppen oder die T r a n s f o r m a t i o n  
der Fuchsschen  Funktionen stützt. Durch Transformation einer F u c h s -  
schen Funktion, wiederholte Anwendung der Transformation auf die trans- 
formierte u. S. f. ohne Ende, gelangt man zu einer G r e n z f u n k t i o n  q vou a, 
deren Umkehrung gewisse z-Werte auslasst und dadurch das gedachte 
Problem Iost. 

Der Inhal t  dieses Abschnittes, die Transformationstheorie der F u c h s -  
schen Funktionen und was daraus folgt, ist  zum allergr6ssteri Teil Eigen- 
tum des Verfassers. 

XFII. Tlieorie der  Fnchsschen Zetafunktionen. 

Wenn die Integrale einer linearen Differentialgleichung beliebiger 
Ordnung mit rationalen Koeffixienten vermittelst einer hierzu geeigneten 
Fuchsschen Funktion s von q als eindeutigc Funktionen von q dargestellt 
werden, so stehen sie zu dieser Funktion in einer analogen Beziehung, wie 
die hei J a c o b i  in  dem Ausdruek des Iiitegrals zweiter Gattung auftretende 
Funktion ~(u) zu sinam u. Deshalb heissen jene Funktionen von q in  der 
Theorie der linearen Differentialgleichiingen nach P o i n c a r e  F u c h s s c h e  
Ze t , a f u n k t i o n e n .  Der gegenwartige letzte Abschnitt behandelt kurz gesagt 
die Integration von linearen Differentialgleichungeri mit =lfe von % e h -  
funktionen. 

Der  Existenzbeweis fiir die zu einer gegebenen Gruppe O gehorigen 
allgemeinon Fuchsschen  Zetafunktionen wird geliefort, frtlls die Gruppe O 
gewisse ,,Konvergenzbedingungenl' erfüllt. Die aus den 2-Funktionen erit- 
stehenden 2 - F o r m e n  zweier homogener Variabeln u,, ?rz führen dann zu 
einer Gestalt der DiFerentialgleiehung, hei der die Koeffizienten invariante, 
eindeutige Formen von u,, u2 und damit Fuchsscho  Funktionen sind, 
wiihrend die Integrale eben jene 2-Formen sind. 

Aus der Theorie der 2- Funktionen und dem P o i n  caréschen Prinzip 
folgt - wenigstens unter gewissen einschrankenden Bedingungen - die 
Existenz eines Systems von Funktionen und die Herstellbarkeit, des all- 
gemeinsten solchen, welches den von R i e m a n n  in seinem Nachlass auf- 
gestellteu Bedingungen genügt und worauf e r  die Theorie der linearen 
I)ifferentialgleichungen zu gründen unternahm. 

Nicht mit  den Z-Funktionen in direktem Ziisammenhang steht die 
jetzt folgende kurze Vorführung der neuesten Fuchsschen  Untcrsucliungen 
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über lineare Differentialgleichungen , deren Monodromiegruppe eine aus 
einem Fundamentalsystem und den konjugierten Werten seincr Elemente 
gebildete bilineare Form ungeiindert liisst. Wohl aber erscheinen hier diese 
Untersuchungen als direkte Verallgemeinerung des Satzes, dass bei einer 
P u  c hs schen Differentialgleichung der Orthogonalkreis durch die Sub- 
stitutionen der Gruppe ungeandert bleibt. - Eine kurze Retrachtung wird 
noch Differentialgleichungen mit algebraischen und mit doppeltperiodischen 
Koeffizienten gewidmet und xuletzt für die Laméschen Gleichungen spe- 
zialisiert. 

Unsere gedriingte Übersicht giebt nur ein schwaches Bild von dem 
thatsachlichen Reichtum des Inhaltes. 

Als , ,Nachwor tLL  publiaiert der Verfasser den seiner Zeit mit 
G ü n t h e r  zusammen aufgestellten Arbeitsplan, um ,,den Einfluss, den 
G ü n t h e r  auf Plan und Ausführung des Ilandbuches ausgeübt hat ,  im Zu- 
samrnenhang hervortreten zu lassenLL, und giebt die Punkte an, in denen 
er den Güntherschen Nachlass verwonden konnte. 

Eiu sorgfiltig aufgestelltes R e g i s t e r  d e r  a n g e w a n d t e n  Bezeich- 
n u n g e n  wird bei einer Benutzung des Werkes zur Orientierung über nur 
einzelne Fragen tremiche Dienste leisten. 

Die N a c h t r a g e  m m  Litteraturnachweis der ersten Bande bestiitigen 
in interessanter Weise - wenn es dessen bedürfte - die lebhafte Thitig- 
keit, die fortgesetzt auf dem Gebiete der linearen Differentialgleichungen 
herrscht. Besonders sei dabei der an  P o i n c a r é  anschliessenden Arbeiten 
von H o r n  gedacht, in denen die divergenten, forma1 genügenden Reihen 
zur asymptotischen Darstellung der Integrale benutzt werden. Inzwischen 
scheint die von der Parker Akademie preisgekronte Abhandlung von Borel  
neues, wohl auch für die linearen Differentialgleichungen in der eben be- 
zeichneten Richtung wertvolles Material geliefert zu haben. 

Beim Sbschluss unseres Referates stehen wir nicht an zu erkliiren, 
dass S c h l e s i n g e r  nach unserer Meinung das zu Anfang seines grossen 
Unternehmens aufgestelltc hohe Ziel in geradezu glanzender Wciso erreicht 
hat. Es dürfte kaum eine nennenswerte Untersuchung auf dem bearbeiteten 
Gebiete geben, die nicht entmeder in die Darstellung S c h l  e s inge r s  or- 
ganisch verwoben worden ware oder doch in kurzer Erwahnung ihren Platz 
darin angewiesen erhalten hiitte. Die fundamentalen Arbeiten insbesondere 
von F u c h s  und P o i n c a r é  erscheinen hier in einem Zusammenhang, der 
ihre Bedeutung sogleich ins rechte Licht stellt. I n  welcher Kichtuug auch 
immer eine Untersuchung über lineare Differentialgleichungen heute angestellt 
werden mage, man wird ohne eigenen Nachteil nicht wohl einer Benutzung 
von S ch l e  s i n g e r  s ,, HandbuchiL dabei entraten konnen! 
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H. POINUAR~~.  Les méthodes nonvelles de la mécanique celesta. T. III: 
Invariants intégraux. Solutions périodiques du  deuxième genre. 
Solutions doublement asymptotiques. 414 S. gr. O. Paris 1899,  
Gauthier-Villars.* 

Der das Werk ahschliessende dritte Band eroffnet (Kap. XXII-XXVI) 
mit einer Theorie und den Anwendungen der sag. ,,Tntegralvarianten'L, einer 
rein mathematischen Theorie, welche schon in der dem Werke zu grunde 
liegenden Preisarbeit eines der ersten Kapitel gebildet hat te ,  und deren 
Ziel Stabilitatsbetrachtungen sind. 

Um solche Ausdrücke für  ein gegebenes System von Differential- 
gleichungen d xi 

- = X i  ( i= i ,  . . .  n) 
d t  

zu bilden, werden hauptsiichlichp-fache Integrale ( p  = 1, 2, . . . n) der Form 
(al 

betrachtet, wo die A Funktionen von xl,  . . . x, sind, die Summe über die 
Kombinationen, ohne Wiederholung, i,, . . . ip zu p aus den Zahlen 1: 2, . . . n 
auszudehnen und die Integration über irgend ein p - fach  ausgedehntes Ge- 
biet zu erstrecken i s t ,  das mit t den Differentialgleichungen gemass sich 
andert. Wird der Ausdruck hierboi von t unabhiingig, so heisst er ,,Inte- 
gralinrarianteLL. Die einfachsten solcher sind bei den dynamischen Systemeni 

(n) 

p a x 1  . . . dî.., 

wenn Ill der Multiplikatorgleichung 

genügt. Das mathematisch Interessanteste - und auch i n  der Preisschrift 
nur erst teilweise erwahnt - is t  der enge Zusammenhang zwischen diesen 
Integralinvarianten und den Integralen, sowohl der obigen Differential- 
gleichungen selbst, als ihrer ,, ersten VariationsgleichungenlL, welche aus 
ihnen durch Variation einer L o s m g  xi, unter Beibehaltung nur  der ersten 
Potenzen der Variationen k,, für die ki hervorgehen, und ferner ihre Re- 
ziehung eu den ,,charakteristischen Exponenten aklL der letzten Gleichungen, 
wenn die zi eine periodische Losung bildeten (vergl. die Besprechung des 
1. Bandes). Leider is t  der hier vorhandene Zusammenhang mit den L i e -  
schen Betrachtungsweisen nicht berühd.  

Herr  P o i n c a r é  legt das Hauptgewicht auf die Anwendungen. Nach 
Betrachtungen über die Existenzbedingungen Ton Integralinvarianten irn 
Pal1 periodischer LGsungen u. S. W. behandelt Kapitel 26  die P o i s s o n s c h e  
Stabilitat: ob namlich das Korpersystem nach Ablauf von endlichen Zeit- 
intervallen immer wieder seiner ursprünglichen Lage beliebig nahe komme? 

* Vergl. die Besprechungen der heiden ersten Riinde dieser Z~itschrift ,  Band33, 
S. 58 und Band 41, S. 148. 
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Bei dieser Fragestellung sind also z. B. in den Beihenentwickelungen für 
die grosçen Axen auch Glieder der Form t sin (a2 + f i )  zugelassen. An 
der Betrachtung von endlichen positiven Jntegralinvarianten bestatigt der 
Verfasser, dass diese Ar t  der Stabilitiit für den früher bet'rachteten speziellen 
Fa11 des Dreikorperproblems (nicht aber fü r  den allgemeinen Fall) im 
A l  1 g e  rnei  ne  n , d. h.  bei einern Umf'ang von Anfangswerten der Variabeln, 
gegen den die ausgeschlossenen Werte sich verhalten wie die rationalen 
Zahlen zu den reellen, wirklich vorhanden ist. 

Mit Kapitel XXVII t r i t t  der Band wieder in  eine vollstiindigere 
Disbussion des Verlaufs derjenigen Trajektorien ein, welche früher a h  
,,açymptotische L6sungent' bezeichnet worden waren. Besonders wichtig ist 
die Existenz (Kapit,el XXVITT) einer zweiten Ar t  von periodischen Losungen, 
welche sich um die zu grunde gelegte periodische Losung von Periode Y' 
herumgruppieren (siehe ihre Bildung in Kapitel XXX): ihre Periode wird 
erst ein ganzes Vielfaches von T, und wenn der kleine Parameter p des 
Problems, na.ch dem die Entwickelnngen gehen, abnimmt, verschwinden 
dicse Losungen nach und nach; i n  jcdem noch so klcinen Stück eincs ge- 
wissen Gebietes der Variabeln esistieren sie unendlich dicht. Das letzte 
Kapitel YXXlIl  behandelt, a n  XXVIl anschliessend, den Nachweis gewisser 
,, doppelt-asymptotischer" Losungen, die sich niimlich sowohl für t - + ûo 

als fiir t = - oo an die periodische Ausgangslosiing anschmiegen; Kapitel 
XXXII aber besprieht einigo Schwicrigkeiten, dio bei der Ausdchnung auf 
das allgemeine Problem der drei Korper dadurch entstehen, dass auch 
periodische Lijsungen mit zu betrachten waren, bei denen die beiden 
Planeteil periodisch einander sehr nahe kiimen. 

Noch sind Kapitel XXIX und XXXI hcrvorzuheben mit ihren Be- 
trachtungen über den Stabilit%tsçharakter der periodischen Losungen beider 
Arten gegenüber der Frage naeh Rlasimum oder Minimum des Integrals 
der  kleinsten Wirkung, interessante mathematische Untersuchungen über 
Varialtion, bei denen man nur wieder die Reziehung znr Ti t teratur  ver- 
misst. Von ganz bcsondercm Interossc i s t  hierbei die Bctrachtung der von 
G. H. D a r w i n  iui 21. Bande der Acta Mathem. als Besultate von numeri- 
schen Studien gegebenen merkwürdigen periodischen Dahnen, indem sie IIerr 
P o i n c a r é  seiner Theorie der periodischen i;6sungeh der beiden Arten 
unter  Ausblicken auf die analytischen Übergiinge einzuordnen versteht. Hier 
wird man am besten beim Studiurn des im allgemeinen wenig übersichtlich 
geschriebeneu Bandes anknüpfen. 

Zweifellos konnten viele der vom Verfasser aufgeworfenen Fragen nicht 
vollst,Zndig erledigt werden. Aber in  eincrn so dunkeln Gebiete, wo es 
sich u m  den ganzen Charakter der, wie man heute weiss, unendlich kom- 
plizierten Bahriverh%ltnisse in  dern Problem der drei K6rper handelt, ist  
jeder theoretisehe Einblick, ja jede neue Fragestellung und jeder neue 
Ansatz zur Beantwortung, an denen das Werk  reich is t ,  vorn h6chstcn 
Interesse. Und so muss dieses grosse Werk die ernste Porscl-iuug theore- 
tisch und praktisch vielseitig beeinflussen. M. Nowrrrmt. 

- - 
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DAI~BOUX, GASTON. Le$oris sur les systrmes orthogonaux et les coor- 
données curvilignes. Tome 1. 383 S. gr. 8'. Paris  1898,  Gau- 
thier-Villars e t  Fils. 

Die Verallgemeinerung der C a r t e  s i u s  schen Raumkoordinaten in recht- 
winklige krummlinige Koordinaten, bei welchen das Koordinatensystem von 
drei Flachenscharen gebildet wird, die sich uberall rechtwinklig schneiden, 
führt znr Aufsuchung der dreifach orthogonalen Systeme von Fliichen, 
deren einzelno Familien von Hcrrn B a r b o u x  schon früher als Lamésche  
Familien bezeichnet sind. Der Bestimmuug dieser Systeme, die somit ein 
grosses Interesse darbieten, ist ,  seit B o u q u e t  im Jahre 1 8 4 6  (Liourilles 
Journal Bd. I I ,  pag. 446)  den Reweis führte, dass nicht jede beliebig ge- 
staltete Fliiche einom solchen Systemc angehoren kann,  eine grosse Zahl 
ion  Arbeiten gewidmet und zwar schul' L a m é  in seinen ,,Levons sur les 
coordonnées curvilignes et leurs applications" (Paris 1 8 5 9 )  die Grundlage 
für alle weiteren Arbeiten. Am eingehendsten ha t  sich wohl Herr  D a r b o u x  
mit der Frage beschaftigt und keinen bessercn Vcrfasser einer zusammen- 
hangenden Behandlung konnte man sich für dieselbe wünschen, als den 
Terfasser der klassischen ,,Leçons sur  l a  théorie générale des surfaces". 

Bus dem reichen Inhalte des Werkes, das der Natur  der Sache nach 
vieles einzelne eingehend hehandelt, sei nur einiges Hauptsachliche heraus- 
genommon. Der erste uns jetzt vorliogende Band geht von den drei 
Gleichungen 

aus, denen die Parameter cul, cv2, rr, der drei Familien genügen müssen, 
die sich gegenseitig unter rechtem Winkel schneiden und xwar nach dem 
Dupinschen Satze langs ihrer Krümmungslinien. 1st die allgemeine L6sung 
dieser Gleichungen auch bis jetzt nicht gefunden, so ist  doch bei der 
grossen Zahl von besonderen Ergebnissen eine zusammenfassende Behandlung 
mit Freude zu begriissen. Die drei Gleichungen lassen sich zuniichst auf 
eine partielle Differentialgleichung dritter Ordnung zurückflihren, die suerst 
von C a y l e y  aufgestellt wurde und die man i n  der Forrn einer sehr ein- 
fachen Determinante sechster Ordnung schreiben kann. 

Die einfachsten Arten der dreifach ort,hogona.len Systeme sind diejjenigen, 
welche als e i n e  Schar eine solche von Ebenen enthalten. Um alle ortho- 
gonalen Systeme zu erhalten, deren eine Parnilie aus Ebenen besteht, lasst 
man eine beweglicbe Ebene auf einer abwickelbaren Flache rollen. Zeichnet 
man i n  der Anfangslage der Ebene zwei beliebige orthogonale Scharen von 
Linien, so erzeugt jedc bei der Bewegung der Ebene eine Fliichcnschar 
des orthogonalen Systems. Die orthogonalen Systeme mit einer Schar von 
Kugeln ergeben sich aus den vorigen durch Inversion, d a  eine Schar von 
Kugeln, die einen I'unkt gemeinsam haben, durch Tnversion von diesem 
Punkte aus in  eine Schar von Ebenen übergeführt wird, aus einer solchen 
Schar von Kugeln aber alle gleichartigeu Scharen (nach der Uenennung 
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von V. R o u q u e t  diejenigen, für  welche die Losung von denselben Differential- 
gleichungen in X, Y, Z abhiingt) ohne Integration ergeben. 

Eine partikulüre Losung der partiellen Differentialgleichungen dritter 
Ordnung der Laméschen  Familien i s t  die Gleichung erster Ordnung 

von welcher die Schar paralleler Ebenen und der daraus durch 11iversion 
hervorgehenden spezielle Falle sind. Von dieser Gleichung wird die all- 
gemeine LDsung gegeben, zuvor aber der besondere Fa11 behandelt, dass 
die fünf Funktionen cp; sich nur  durch konstante Faktoren unterscheiden. 
I n  diesem Falle lassen sich die entsprechenden Laméschen  Familien be- 
sonders leicht konstruieren. Alle Kreise, die auf einer beliebigen Flache 
und einer festen Eugel  çenkrecht stehen, sind normal zu den Flachen, die 
die gesucbte Familie bilden. 

Es  werden sodann verschiedene Formen der partiellen Differential- 
gleichung aufgestellt, unter denen besonders diejenige weitere Anwendung 
findet, bei welcher die Gleichung der Flkchenschar von der Form <p(~ ,  y, Z, U )  

ist. Unter Zugrundelegung derselben werden alle Laméschen  Familien 
gesucht, die aus Flachen zweiten Grades bestehen. 

Die in den vorhergehenden Kapiteln durchgeführten Methoden werden 
auf orthogonale Systeme mit n-Variabeln ausgedehnt, aus denen sich auch 
die Krümmungslinien einer grossen Zahl von Flachen dritter Ordnung 
finden lassen. 

Auch das zweitc Buch ,,die krummlinigcn KoordinatcnLL beginnt mit 
dem Gtudium der orthogonalen Systeme i n  mehrdimensionalen Raumen. 
Die Formeln, welche L a m é  in seinen ,,Leçons sur  les coordonnées curvi- 
lignesii gegeben h a t ,  werden auf n Variabeln ausgedehnt und der Kerr 
Verfasscr gelangt zu Ergebnissen, die er teilweise bereits i n  den Jahren 1866  
und 1878 in den Annales de lJEüole Normale gegeben hat. Im Falle des 
gewohnlichen Raumes wird eine andere Methode angewendet, die sich au£ 
die Bewegung eines beweglichen rechtwinkligen Triëders gründet,  der ja  
auch in seiner allgemeinen Flachentheorie ein breiter Raum gewidmet ist. 
Die erhaltenen Formeln werden auf die Aufsuchung derjenigcn L a m 6  schcn 
Familien angewendet, die sich i n  uuendlich kleine Quadrate teilen lassen. 
Die entstehenden Bedingungsgleichungen geben zur Aufstellung dreier 
typischen Falle Anlass, von denen der zweite ausgeschieden werden muss, 
weil er keine Losung des Problems liefert. Der erste Fa11 giebt uns nur 
bekannte Süharen aus Ebenen, Kugeln, Kegeln und Rotationsfliiclien zu- 
sammengesetzt, und vom dritten werden eiriige Spezialisierungen eingehend 
behandelt und darauf die isothermen Laméschen  Systeme sowie einige 
andere, die in der Theorie der W k m e  vorkommen, bestimmt. 

H. WILLGROD. 
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CHAPPUIS, JAMES e t  ALPHONSE BEHUET, COUPS de Phpsipue à l'usage des 
candidats aux écoles spéciales. Paris 1898, Gauthier-Villars e t  
Fils. gr. 8 O. 697 S. 

Das Werk,  welches nach der Ankündigung denen zum Studium dienen 
soli, die sich dem Aufnahmeexamen für die Ecoles Normale und Poly- 
technique unterziehen wollen, is t  klar  geschrieben, das Papier und der 
Druck sind, wie bei allen Büchern des angesehenen franzosischen Verlags, 
recht gut und Abbildungen unterstützen in grosser Zahl und guter Aus- 
führung das Verstiindnis. Der Inhalt beschrankt sich nicht rein auf Ex- 
perimentalphysik, doch t r i t t  die mathematische R~handli ing ausser i n  der 
Optik i n  wünschenswerter Weise zurück. Allerdings würdo man in einem 
solchen Buche bei uns wohl die Anwendung der Differential- und Integral- 
reehnung vermieden haben. In dem Abschuitte über Mechanik (225 S.) 
vermissen mir die Behandlung des Parallelogramms der Krafte und der 
einfachen Maschinen, deren Gesetze als bekannt vorausgesetzt werden. An 
die Mechanik schliesst sich unmittelbar die Lehre von der W&me (239 S.), 
was für eine eingehende Behandlung wohl nicht zu empfehlen sein dürfte, 
wenn auch M Schuluntemchte vielfach diese Reihenfolge gewahlt wird. 
Diesen beiden ersten Teilen gegenüber treten die übrigen a n  Umfang be- 
deutend zurück. In  der Optik (163 S.), bei welchcr dia Rcchnung n a t u -  
gemass mehr im Vordergrunde steht,  sind Interferenz und Polarisation 
nicht mit  behandelt. Von der Elektrizitiitslehre (39 S.) ist nur  die Elektro- 
statik in  Umrissen durchgeführt und die Lehre Tom Magnetismus (19 S.) 
auf das Wesentlichste beschrznkt. Das Kapitel der Akustik fehlt ganz, so 
dass von einer gleichmiissigen Behandlung der einzelnen Teile der Physik 
uicht die Rede sein kann. II. WILLGROD. 

WITZ, M. AIMA. Cours supérieur de manipnlatioiis de physique. Deuxième 
édition revue e t  augmentée. Paris 1897 ,  Gauthier-Villars e t  Fils. 
8'. XVIII u. 472 S. 

Das Werk  verfolgt denselben Zweck %rie bei uns der bekannte ,,KohlrauschLL, 
doch unterscheidet es sich von ihm i n  rnannigfacher Weise. Der mathe- 
matische Apparat ist  ein geringerer und so i s t  besonders i n  Magnetismus 
und Elektrizitat die Zahl der Versuchsreihen eine vie1 kleinere, daneben 
ist der Beschreibung der Apparate ein breitcr Raum gewiihrt. Jede Ver- 
suchsreihe gliedert sich übersichtlich auch iiusserlich getrennt in Sheorie 
derselben, Beschreibung der zur Anwendung kommenden Apparate, des 
Versuchsverfahrens und Zahlenangabe der Resultate, die vielfach klassischen 
Beispielen entnommen sind. Den ,,cours de manipulations de physiquecL 
der ersten Auflage ha t  der H e r r  Verfasser in der zweiten in einen cours 
élémentaire und einen cours supérieur zerlegt, von denen der erste 37 ein- 
fache Bestimmungen des Gewichtes, der Dichtigkeit, von Widerstiinden u. S. W. 

enthalt, wahrend der zweite uns vorliegende in 74  Numinern diejenigen 
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Versuche umfdsst, die eine grossere Geschicklichkeit erfordern oder bei 
denen die Theorie schwieriger ist. Da die Darstellungsweise eine lcicht 
verstindliche und ausführliche is t ,  kann das Duch mit grossem R'utzen im 
physikalischen Praktikum gebraucht werden. H. WILLGRO~. 

FLEMING, J. A. Le laboratoire d'électricité. Traduit de l'anglais sur la 
2e  édition et  augmenté d'un appendice p a r  J. 1,. R,OUTTN. Paris 1898 ,  
Gauthier-Villars e t  Fils. 8'. 152 S. u. 3 Taf. 

Be i  d e r  hervorragcnden Bedeutung der Elektroteclinik i n  neuerer Zeit 
inacht sich das Bedürfnis nach einer besonderen Anleitung zum prakbischen 
Arbeiten in  diesem Gebiete geltend. P ü r  die grundlegenden Bestimmunpen 
dient die Schrift F l e m i n g s ,  die uns hier in einer franzosischen Über- 
setzung vorliegt. Die Kenntnis des theoretischen Teiles der  Elektrizitats 
lehre wird beim Gebrauche des Bucheç vorausgeset/t. I n  ihm rverden 
unter anderern Uestimniungen der Intensitiit eines rnagnetischen Feldes, von 
TViderstiinden, Prüfung von Ampèremetern , Voltmetern, Bogenlampen und 
Kraftleist,unngen b ~ h a n d e l t  In  einern Anhange sind vom Ü b e r s ~ t f e r  noch 
einige Methoden hinzugefügt und zwci graphische Korrcktionstafoln ge- 
zeichnet. Den einzelnen Versuchsreihen ist ein Veraichnis der anzu~endenden  
Apparate  vorausgeschickt und ein Schema zur Eintragung der beobachteten 
bez. berechneteu Grossen beigeyeben. H. ~ I L L G R O D .  

ANDRADE, JCLES. I q o n s  de mécanique physique. Par i s  1898 ,  Société 
d'6ditions scientifiques. gr. 8'. I X  u. 41 3 S. 

U m  die Mechanik ,,dem unnützen Triigheitsvermogen der Korper zu 
entziehen", benutzt der Verfasser nach dem Vorgange von R e  e c h (Mécanique 
fbnd8e sur  la nature flexible e t  élastique des corps) die Erfahrungsthatsaçhe, 
dass ein vollkommen biegsamer und ausdehnbarer Faden uni so langer %rd, 
je grosser die darauf wirkende Kraft is t ,  und misst die Grosse der Kraft 
nach der (:rosse der VerlZngerung. Znr Definition der Nasse dient dei. 
Satz: Stossen zwei K6rper mit  den Geschmindigkeiten v u n d  v '  (kurz vor 
dem Stosse) zusammen und sind v + A v ,  v l +  h v '  ihre Geschwindigkeiten 
kurz nach  dem Stosse, B O  giebt es zwei positive Zahlen .rn und nzl, welche 
die Gleichung mv + m ' v l  - O erfüllen. m und ml sind die Ma.ssen der 
Korper. Kachdem im ersten Teile die ,,klassische SchuleLL dcr Mechanik 
( K e p l e r ,  G a l i l a i ,  N e w t o n ,  G a u s s  u.  a.) und der Gegensatz zu den An- 
schauungen des Verïassers dargestellt ist ,  werden iin zmeiteu Deformationen 
bez. Dilatation, Elastizitit ,  Vibration, Wirbelfiiden und im letzten die 
Theorie gerader nalken auf St,iit,zpunkten behandelt. Einige Noten, unter 
anderem auch über Statik im nicht-euklidischen Raum machen den Schluss. 

D a s  letzte Kapitel i s t  denjenigen Gystemen gewidmet, f ü r  welche eine 
der  Famil ien aus  Flachen konstanten Krümmuugsmasses besteht. 

-- - 
H. WILLGROD. 
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REYE. Die Geometrie der Lage jVortriige). Erste Abteilung mit 90 Ab- 
bildungen im Text. Vierte, verbesserte und vermehrte Auflage. 
Leipzig 1899, Baumgiirtners Buchhandlung. 

l i e y e s  Vorlesungen über die Geometrie der Lage schliessen sich in 
rvürdiger Weise den alteren klassischen Schriften über synthetische Geometrie 
a,n und wir sehen daher mit, Vergniigen dieses Buch a i e  einen alten, lieben 
Bekannten i n  vierter Auflage wicderkehren. Wer v o n  S t a u d t  s Wcrk 
durchgearbeitet h a t ,  weiss das Verdienst zu sch'atzen, welches sich vor 
einem Menschenalter R e y e  erwarb als er in gefalliger und eleganter Form 
und mit weiser Beschrankung d a s  vortrug, was bei v o n  S t a u d t  oft schwer 
und dunkel erscheint. Seitdem is t  das Wissensgcbiet gewachsen und das 
Gewissen für eine strenge Beweisführung ist geschiirft worden. Dem ent- 
spricht es, dass die vierte Auiïage des Buches den doppelten Umfang haben 
mird wie die erste. -4uch die wissenschaftliche Begründung hatasich vertieft. 

Da das' Buch in den alteren huflagen bckannt und i n  jedermanns 
Hand k t ' ,  begnügen wir uns auf das hinzuweisen, was in  der ersten Ab- 
teilung dieser vierten Auflage in1 Vergleiche mit der dritten Auflage neu 
hinzugekommen ist. 

Vermebrt sind die Tlitteraturangaben, so dass der Leser aus denselben 
im grossen ganzen den Anschluss a n  die iiltcren Hauptwerkc dieser Dis- 
ziplin linden kann. Auch sind bei den Erklirungen ofter als früher die 
busdrücke, welche andere Autoren gebrauchen, nebenbei erwahnt. 

Die ersten elf Vort,riige sind - bis auf einige kleinere Einschaltungen 
- denen der dritton Auflage gleich. Im zwolften Vortrage werden die 
Involutionen und ihre metrischen Beziehungen zusammengestellt. Letztere 
sind in etwas anderer Weise behandelt wie früher und dabei ist  die Recht- 
minkelinvoliition an die Spitze gestellt. 

Ganz neu i s t  der 14., 15. und 1 6 .  Vortrag. Dor 14. bchandelt kon- 
fokale Kegelschnitte. In diesem Kapitel werden die von C h a s l e s  (1843) 
veroffentlichten Si tze über Ghnliche oder - wie R e y e  sehr treffend sagt  
- über ,,vergleichbareLL Kegelschnittbogen bewiesen. Im 15. Abschnitte 
werden die Nor~nalcn und Krümmungskrcise der Kegelschnitte i n  syn- 
thelischer Weise hesprochen. I m  16. Vortrage wird das Büschel von Kegel- 
schnitten untersucht, welches dieselbe Durchmesserinvolution ha t  (konzen- 
trische homothetische Kegelschnitte). Parabeln werden als homothetisch 
definiert, wenn sie koaxial sind und wenn jeder Durchrnesser in Bezug 
auf alle Parabeln denselben Pol hat.  F ü r  solche Parabeln wird gezeigt, 
dass sie kongruent sind. Die letzten drei Vortrage des Buches sind denen 
der dritten Auflage gleich. 

Die Zahl der K~nst~uktionsaufgaben und Lehrsatze ist  von 223 auf 
247 gestiegen. I n  Nr. 88 sind eine Reihe von Kurven dritter und vierter 
Ordnung zusammengestellt, welche schon den Alten bekannt waren und 
~relche durch Inversion aus einem Kegelschnitte abgeleitet werden k6nnen. 
Die Siitze 133  und 134 wciscn auf Begriffe hin, welche crst i n  der zwciten 
Abteilung des Buches behandelt w-erden. Neu sind die letzten Wummern 
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242-247. Werden die linearen Systeme und Gewebe von Kegeln zweiter 
Ordnung aus einem beliebigen Punkte des Raumes projiziert, so entstehen 
lineare Systcnie und Gewebe von konzentrischen Kegeln zweiter Ordnung. 
Über diese werden in den erwiihnten Schlussnummern einige besonders be- 
merkenswerte Satze hervorgehoben. 

Die Zahl der Figuren is t  ebenfalls vermehrt worden. Immerhin sind 
deren noch nicht so viele, dass dem Leser das Zeichnen erspart wird. 
Und das ist  gu t  so. Selbst zeichnen macht wissend in diesen Dingen - 
und es freut uns, dass der Autor a n  versehiedenen Stellen auf die Not- 
wendigkeit des Konstriiierens hinweist. m i r  wünschen schliesslich, dass 
auch die neue Auflago der Royeschen Vortriige i n  gleicher Weiso wie die 
alten den geometrischen Sinn wecken und fordern und der zeichnenden 
Geometrie viele neue Freunde werben moge. CHR. BEITEL. 

FR. BUSSLER. Die Elenlente der mathematisclien und der astronomischeri 
Geographie. P ü r  die Prima hoherer Lehranstalten. Dresden- 
Berlin 1897 ,  L. Ehlermann. 7 1  S. M. 1.50. 

,,Die Anordnung des Stoffes i s t  so getroffen, dass zunachst die Ver- 
liLiltnisse der Erde und die durch ilire Axendrehung bewirkte scheinbare 
Bewegung der Himmelskugel behandelt werden; hieran schliesst sich die 
Darstellung der astronomischen Koordinatensysteme und ZeitmaBe. Ein 
Ruckblick auf die historische Entwickelung der Astronomie führt auf den 
Gegensatz des Kopernikanischen zum Ptolemiiischen System; i n  dem ersteren, 
durch Keplers G e s e t ~ e  vervollst%ndigt und durch Newtons Gravitations- 
gesetz erklart, wird die richtige Darstellung der Bewegungen der Himmels- 
korper erkannt und damit das Fundament für  die moderne Astronomie ge- 
funden. E s  folgt die Beschreibung unseres Sonnensystems, also dos 
Zentralkorpers selbst, seiner Planeten mit ihren Monden, der Kometen und 
Meteorite; den Schluss bildet die Erorterung des Wenigen, was wir einiger- 
maBen sicher über die Fixsternwelt w i ~ s e n . ~ ~  

,,Eine Anzahl von Aufgaben mit, kurz angedeuteter LGsimg ist an 
gceigncter Stelle in  den Text eingeflochten, u m  ein vollstindig klares 
Verstiindnis zu gewinnen, und historische Notizen, die bis zur Gegen- 
wart  reichen , sind vielfach bei-efügt." 

Den Pachgenossen, welche ihren Schülern die astronomischen Grund- 
h~gr i f fe  und eine gedriingte h e r s i c h t  über das T%'issenswerte aus der 
Astronomie mitgebon woilen, kann das Buch empfohlen werden. 

E. JAHNKE. 

A. RICHTER. Ai~itlimetische Aufgahen für Gymnasien, Realgymnasien und 
Oberrealschulen mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungen. 
Leipzig 1898, B. G. Seubner. 149 S. 

Die Ausarbeitung der Sammlung i s t ,  wie der Verfasser im Vorwort 
initteilt, auf Wunsch der Verlagsbuchhandlung unternommen wordcn, welche 
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,,die Anwendungen der Mathematik auf die Verhaltnisse des wirklichen 
Lebens und der thatsiichlichen NaturvorgangeLL in den jetzt bestehenden 
Büchern nicht genügend berücksichtigt glaubt. Diese Anwendungen sind, 
wie üblich, der Geometrie, Physik, Chemie und mathematischen Geographie 
entnomrnen. Insofern die Sammlung auf diesen Gebieten n e u e s  Ü b u n p -  
material heranschafft, i s t  ihr Wert  durchaus anzuerkennen, und kann sic 
den Fachgenossen nur  warm empfohlen werden. Wenn aber der Verfasser 
im Vorwort der Meinung Ausdmck geben will, als ob seine Sammlung 
die Anwendungen stiirker berücksichtige als langst bestehende und wohl 
bewiihrte Sammlungen, so vermag Referent einer solchen Eehauptung 
nicht vollig zuzustimmen. Andererseits ist darauf hinzuweisen, dass die rein 
algebraischen Aufgaben, an denen doch die Operationen und Methoden ein- 
zuüben sind, nicht überall (vergl. z. B. quadratische Gleichungen) i n  hin- 
reichender Menge vorhanden sind, und ferner dass die Massenverteilring, 
wenn dieser Ausdruck erlaubt kt, eine recht ungleiche ist. Wahrend sich 
in den Kapiteln über Gleichungen ersten und zweiten Grades ausreichendes 
obungsmaterial vorfindet, sind u. a. die Kapitel über Zinsesxinsrechnung 
und Gleichungen dritten Grades recht sparlich bedacht. E s  darf wohl dem 
Wunsch Ausdruck gegehen werden, dass diesen Cbelstanden bei einer 
zweiten Auflage der, wie schon hervorgehoben, in  vieler Hinsicht wert 
vollen Sammlung abgeholfen werde. 

Die Resultate sind i n  einem besonderen Heft erschienen, das bei den 
Anwendungen zum Teil ausführliche Erlauterungen, auch Zeichnungen ent- 
hiilt; dasselbe is t  nicht für  Bchiiler bestimmt und wird nur a n  Lehrer ge- 
sandt. E. J A ~ N K E .  

B. F6 .m~.  Ebeiie Trigonometrie und elcmentare Stereoinetrie. Siebente 
den Lehrpliinen von 1892 entsprechend verbesserte Auflage, besorgt 
von F. Ruscrr. Paderborn 1 8 9 8 ,  F. Schoningh. S. 1-98,  99-187. 
M. 1. 50. 

Die neue Auflage des vorliegenden Buches ist durch eine eingehendere 
Behandlung der Trigonometrie des rechtwinkligen Dreiecks und einen vor- 
bereitenden Lehrgang i n  der Korperlehre erweitert worden. Ausserdem ist 
nach dem Vorgange von Martus und  Holzmüller eine Anleitung zum 
Zeichnen i n  dcr Parallelprojektion eingeschaltet worden. 

Der erste Teil, welcher die ebene Trigonometrie behandelt, zeichnet 
sich durch grosse Übersichtlichkeit aus ,  die u. a. durch eine Reihe von 
Fonrieltabellen erzielt wird. Weiter verdient hervorgehoben zu werden, 
dass die einzelnen Fundamcntalaufgaben je a n  einem Beispicl erltiutert und 
die numerische Bechnung vollstindig uiitgeteilt wird. Besonders wertvoll 
ist die aus dem Lehrbuch von Lieber-Lühmann übernommene Tabelle von 
36 vollst5ndig berechneten schiefwinkligen Dreiecken zu Zahlenbeispielen 
für die Dreiecksaufgaben. 

Nicht einverstarideu is t  Beferent mit  der Erorterung des allgemeineu 
Punktionsbegriffs, wie sie i m  ersten Paragraphen gegeben wird. Das Ver- 
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standnis der Schüler für die trigonometrischen Funktionen durfte woh1 
kaum Schaden leiden, wenn die daselbst aufgestellte Definition einer 
Punktion nnterdrückt wird. Der erste Paragraph giebt noch Anlass zu 
dem zweiten Wunsche, dass die Ausdrucksweise a n  verschiedenen Stellen 
knapper gefasst werden mochte. 

Gegenstand des zweiten Teiles is t  die elementare Stereometrie. Hier 
verdienen volles Lob die Figuren, welche ausserordeutlich auschaulich 
gexeichnet sind. 

Das Buch kann den Fachgenossen warm empfohlen werden. 

O. U ~ ~ R K L E N .  Lehrbuch der ebaiieli Triga~iomrtrie mit Beispielen und 
280 Übungsaufgaben für hohere Lehranstalten und zum Selbst- 
unterricht. Heilbronn a. N. 1897,  Schroder. 1 2 2  S. M. 1.50. 

,,Der Restimmung des nuches entsprechend h a t  der Verfasser sein 
Hauptziel in  stufenm~ssigcr Entwickelung, klarer Darlegung, planmaBiger 
Übung and übersichlliçher Auordnurig gesuchtLL und,  wie sogleich hinau- 
gefügt werden mag,  auch gefunden. Es  ist ein Büchlein entstanden, das 
i n  seiner Art  ausgezeichnet genannt zu werden verdient. ' 

Die goniometrischen Punktionen werden zuerst am rechtwinkligcn 
Dreieck für spitze Winkel erkliirt und durch Rerechnung dieses und des 
gleichschenkligen Ureicks , des regelrriiissigeri Vielecks eirigeübt; dann erst 
wird zu der allgemeinen .Auffassung der Funktionen geschritten. Bei der 
Ableitung der ersten Reziehung a m  schiefwinkligen Dreieck geht der Ver- 
fasser von der E'igur aus; um die übrigen zu gowinnen, wird entwcdcr der 
geometrische oder der analytische Weg eingeschlagen, je  nachdem der ab- 
xuleiteude Satz rnehr jcnen oder dieseri Charakter triigt. 

Bemerkenswert ist  ferner, dass die trigonometrische Analysis, sowie 
die graphische TJ6sung gonionletrischer Gleichungen geniigende Rerücksich- 
tigung gefunden hat. 

An  Übungsstoff ha t  der Verfasser soviel gegeben, a h  zur Einübung des 
Lehrstoffes notwendig is t ,  ohue etwa die Beuutzung grosserer Aufgaben- 
sammlungen seitens des Lehrers übedlüssig machen zu wollen. Hierbei 
mag noch die zweckmiissige Anordnung der Rechnung und die Angabe von 
Rechenvorteilen hervorgehoben werden. 

Endliüh mochte Referent noch die Knappheit im Ausdruck lobend er- 
wiihnen, welche das Büchlein allenthalben aufweist. Gleich die ersten 
Kapitel legen hiervon Zeugnis ab. Referent kann dem Verfasser darin nur 
zustimmen, dass er sich entschlossen ha t ,  Neubildungen, wie sie schon 
vielfach i m  Gebrauch sind, wie Inkreis, Ankreis, Gegenkathete, Ankathete 
u.s.  W., auf~uuehrrien, da sie die fü r  den C'nterricht so wüuschenswerte 
Knappheit im Ausdruck wesentlich zu steigern gestatten. 

Das Büchlein dürfte sich ganz besonders fü r  Gymnasien und Real- 
schulen sowie auch zum Selbstunterricht eignen. E. JAHNKE. 

- 
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F. v. L ~ H M A N N ,  i]Tbnngsbnch für  den Unterricht in der Goniometrie niid 
der ebenen Trigonometrie. Berlin, Simion. 81 S. M. 1. 60. 

Der a h  Herausgeber der wertvollen Sammlung trigonometrischer Auf- 
gaben bekannte Verfasser bietet, was die trigonometrischen Aufgaben des 
vorliegenden Buches anbetrifft, einen kleinen Auszug aus den betreffenden 
Abschnitten der genannten grosseren Sammlung. Dieselben sind indessen 
nicht, wie dor t ,  sachlich, sondern methodisch geordnet, sodass die Aiif- 
gaben derselben Gruppc an die Lcistungsfghigkeit der Schüler ungef5hr 
gleiche Anforderungen stellen. 

In  Betreff der Goniometrie enthalt das Buch für jede Definition, jede 
Regel, jede Formel genfgenden Übunpstoff. Doch ist zu beachten, mie 
der Verfasser im Vorwort richtig ausführt, dass die Goniometrie im Schul- 
unterricht nur Mittel m m  Zweck sein darf,  dass daher für sie eine aus- 
reichende Auzahl recht leichter Übungsaufgaben genügt. 

Hervorgehoben zu werden verdient das Kapitel der Aufgaben, die 
auf quadratische Gleichungen fiihren. Hier schlagt der Verfasser ziir 
L6sung eino goniometrische Behandiung Tor, welche durch Einführung 
eines Hilfswinkels die Gleichung i n  eine reciproke verwandelt. Dieses 
Verfahren bietet in  der That  hiiufig den Vorteil, dass der Schüler weniger 
Logarithmen aufzuschlagen braucht, als wenn er die algebraische L6sung 
logarithmisch berechnen wili. 

Am bemerkenswertesten scheint dem Referenten der letzte Abschnitt 
des Buches zu sein. E r  enthalt eine Anleitung für  die Determination trigono- 
metrischer Aufgaben. E S  i s t  dies ein Gegenstand, für  den bisher nur 
wenig Ü b ~ n ~ s m a t e r i a l  vorliegt, wohl aus dern Grunde, weil die Deter- 
mination meistens auf bedeutende Schwierigkeiten führt. Und doch ist die- 
seibe ein ausgezeiehnetes Hilfsmittel, um die Schüler zum logischen 
Denken anzulernen, beaw. ihre Denkfihigkeit zu erproben. E. JAHNKE. 

H. FENKXER, Arithmetisclie Anfgaben. Unter besonderer Berücksichtigung 
von Anwenduugen aus dem Gebiete der Geometrie, Physik und 
Chemie. Ausgabe A. Vornehmlich für den Gebrauch in Gymnasien, 
Realgymnasien und Ober-Realschulen. Teil 1: Pensum der Unter- 
Tertia,  Ober-Tertia und Cntersekunda. Dritte,  mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Anforderungen bei der Abschlussprüfung um- 
gearbeitete quflage. Berlin 1898, O. Salle. M. 2.20. 

Die erste Auflage dieser Sammlung ist bereits an dieser Stelle be- 
sprochen warden unter Anerkennung der Besonderheiten, welche sie vor 
den meiston der damals vorliegenden Sammliingen auszeichneten. Sie er- 
sehien nimlich zu einer Zeit, wo die für  die Tertia und Sekunda berech- 
neten Sammlungen nur wenige Anwendungen auf Geometrie und Physik 
brachten. Seitdern und seit dem Erscheinen der wertvollen W r o b  elschen 
Sammlung ist eine Sturmflut von Aufgabensammlungen hereingebrochen, 

H i ~ t  -1itt. Abt. d. Zeitschr. f .  Math. u. Phga. 45. Band. 1900. 1.Hoft. 3 
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die sich in  der Verwertung neuer Anwendungsgebiete zu überbieten 
suchen. 

Die dritte Auflage unterscheidet sich von der ersten dadurch, dass 
infolge der neuen Lehrplzne die Abschnitte über die arithmetischen und 
geometrischen Reihen sowie Zinseszins- und Rentenrechnung fortgefallen 
sind. Dafür sind jedoch fast alle übrigen Kapiiel uui eine grossere An- 
zahl von Aufgaben bereichert worden. Im besonderen haben die Abschnitte 
über die quadratischen Gleichungen einen weiteren Zuwachs a n  solehen 
Aufgaben erfahren, die für die Abschlussprüfung geeignet sein dürften. 
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Ein Nachtrag zu meinem Aufsatze in der  Festschrift 

zu Moritz Cantors 70. Geburtstage. 

(Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. Neuntes Heft. 
S. 4 1 6 3 . )  

Von 

MAXTMTLTAN Cu ~ ~ r a i i ,  

in Thorn. 

In meiner Abhandlung: ,,Der T r a c t a t u s  q u a d r a n t i s  des  
R o b e r t u s  A n g l i c u s  i n  d e u t s c h e r  Ü b e r s e t z u n g  a u s  dem J a h r e  
1477" habe ich darauf hingewiesen, dass der Arbeit des Robertns 
nqch ein Anhang cosmographisrhen lnhaltes angcfügt ist, von welchcm 
es mir damals unm6glich war das lateinische Original naçhzuweisen. 
Dieses aufzufinden ist mir in1 C o  dex  A u  gus t .  7 6 , l  der IIerzoglichen 
Bibliothek zu Wolfenbüttel gelungen. Dort findet sich der lateiuische 
Text d ~ s  fraglichen Anhanges auf Blatt 4217 col. 2, Zeile 1 7  bis 
Blatt 45', col. 2 unter dem Titcl: , , T r a c t a t u s  de  q u a n t i t a t i b u s  
t e r r e  e t  s t e l l a rum."  Da dieser lateinische Text ebenfalls von Inter- 
esse sein dürfte, er liefert mehrfach Berichtigungen und Ergiinzungen 
des deutschen Textes, lasse ich ihn hier nachfolgen mit einigen als 
Fussnoten gesetzten Bemerkungcn. Er lautet also folgendermaBen: 

T r a c t a t u s  de q u a n t i t a t i b u s  t e r r e  e t  s t e l l a r u m  
e t  p r i m o  d e  terra .*  

39. Ptholomrns et alii sapicntes posucrunt corpus terrc communcm 
mensuram, qua  metiebaritur stellarurri corpora, et posuerunt medie- 
tatem dyametri terre communem mensuram, qua stellarum ipsarum a 
centro terre longitudines mensurabant. 

* Die Paragraphenzahlen sind die der deutschen Üharsetziing. 
H i s t . l i t t .  Abt. d .Zs i t s ch r .  f. Math. u. l'hys. 45 Band. 1900 2 .u  B. Heft. 4 
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/ 4 2 ' 1 .  40. Fui t  possibile mensurare dyametrum, cum declaratum sit, 
quod centrum spere terre est centrum d i .  ldeo enim necesse est, ut 
sit rotunditas terre equedistans rotugditati celi. Cum ergo perreximus 
in superficie terre sub eodem meridiano, eiinti quidem versus septem- 
trionem addetur in elevatione poli ab orizonte; et eunti versus meridiem 
minuetur ab ea. Pcr hoc itaque invenimus quantitatem amhulationis 
nostre in terra, que fit proportionalis portioni unius gradus de rotun- 
ditate celi, si  mensuraverimus spacium inter duo loca, quorum ele- 
vationes devient uno gradu. Cum enim multiplieaverimus illam 
quantitatem per 360, qui est numerus graduum celi, exihit circuliis 
dividens in duo media speram terre, et cum illum diviserimus per 3 
et septimam, quod est proportio circumferentie ad dyameirum, quod 
exibit, erit dyameter spere terre. 

12. 41. Expertum es t )  in diebus Maymonis,* quod portio unius gradus de 
rotunditate terre continet quatuor milia cubitos geometricos, quorum 
quisque continet pedem unum e t  semis. Cum igitur multiplicaverimus 
portionem unius gradus in 360, quod est summa rotunditatis orbis, 
aggregabitur, quod rotunditas terre continet 20400; et cum hec rotundi- 
tas divisa fuerit per 3 et septimam, exibit quantitas dyametri terre, 
que est 6600 miliaria fere. 

D e  q u a n t i t a t e  c o r p o r i s  L u n e  e t  S o l i s  i n  a s p e c t u  
s e c u n d u m  c o r p o r a  e o r u m  a d  q u a n t i t a t e m  i p s i u s  

t e r r e  
42. Ptholomens ostendit de Luna, quod dyameter corporis eius, cum 

est in longitudine longiore suorum orbium, est equalis dyametro cor- 
poris Solis in aspectu; ostendit eciam, quod dyameter corporis S o h  

1a,i occupat de circulo 31 1 minuta et terciam partem unius minuti, id est 
viginti secunda fere. Deinde dicit, quod longitudo Solis a centro terre 
est 1210 per quantitatern, qua medietas terre est urium; et quod 
longitudo extremitatis pyramidis umbre a centro terre est 368 per illam 
quantitatem; et quod longitudo centri circuli brevis Lune a centro terre, 
cum fuerit idem centrum in auge sui circuli egrcssc cuspidis, est 
59 illius quantitatis. 

43. Dixit erg0 Geber: ostensa est per hoc proportio cuiusque 
dyametrorum duorum luminarum ad dyametrum terre. Proportio igitur 
dyametri Lune ad dyametrum terre est proportio (unius) ad tria et duas 
quintas: proportio dyametri Solis ad dyametrum terre est proportio 
quinyue et n d i i  ad unum. Proportio vero dyametri Solis ad dya- 
metrum Lune est proportio 1 8  e t  duorum quintarum e t  dimidii ad unun.** 

- 

* Hier ist also die richtige Form des Xamens Xiîmun iiberliefert 
** Die irn deutsciien Texte verdorbeue Stelle ist hier riçhtig iiberliefert Es 

kt also, wenn wir die Lange der drei Uurchmesser bezüglicli durch L ,  IC, S be- 
zeichnen : 2 

L : B = 1 : 3 - = 5 : 1 7 ,  
5 
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44. Dixit etiam Geber, quod ex hiis a r g u i t u r ,  quod proportio 2 1 
corporis Lune ad corpus terre est sicut proportio unius ad 39 et  
quartam fere; et proportio corporis Solis ad cvrpus terre est proportio 
166 ad unum fere. Et proportio corporis Solis ad corpus Lune est 
proportio G644 et  medii ad unum.* 

45. Pt~holoincns nmnstravit mensuram duorum corporum, scilicet 
Solis e t  Lune, sed non dixit mensuram reliyuaruin stellarum. Illius 
vero scientia facilis est secundum illius siniilitudinem, qua operatus 
est in Sole et Luna. Secundum enim illius similitudinem, qua 
operatus est Ptholoinens in Sole et Luna, facilis est scientia mensurare 
corpora stellarum reliquarum. 

46. Dyameter enini. corporis Xerçurii in aspectu, secunduru quod 
probatur, est l 5 a  pars dyarnetri Solis; e t  dyameter Veneris est 1 0 a  43',11 
pars dyametri Solis; et dyameter Martis est 20a pars dyametri Solis; 
e t  1 dyameter lovis 1 2 a  pars est dyametri Solis; e t  dyameter Saturni 
est 1 8 a  pars dyametri Solis; e t  uniuscuiusyue stellarum fixaruni V I a  
dyametri est 20a pars dyametri in aspectu Salis.** 

De  q u a n t i t a t e  d y a m e t r o r u m  a l i a r u m  p l a n e t a r u m .  

47. Quantitates vero dyametrorum earum secundum dpmetrurn 
terre sunt ille. Dyameter corporis Mercurii est 1Ya pars dyametri 
terre; et dyameter Veneris est tertia pars tercie partis; et dyameter 
llartis est similis dyametro terre semel et sexta et forte verius*** 
septima; dyameter Jovis equalis dyametro terre quater et semis et 
l4a  ucius vicis;t et dyameter Saturni est equalis dyametro terre 
quater et semis et unius modica.++ Et dyameter cuiusque stellarum 

1 
E : S = 1 : 5 - = 2 : 1 1 ,  

also 2 7 1 2  
L :  S = l O : 1 8 7 - 1 : 1 8 - = 1 : 1 8  -. 

1 O 2 5 
3 8 1 1  * Es ist  L S :  Es- 125 : 4913 = 39 --, also niiher , als ; weiter ist 

120 3 4 

- 
also nahezu 1 : 166; endlich ist 

hier ist also die Rechnung der Handschrift unrichtig. 
** Diese S t ~ l l e  ist wohl so aiifnifass~n: Xach Kr. 49 b ,  welche im deutschen 

Texte ausgelasuen kt, wird die Grosse der Sterne erstcr Klüsse in 6 Teile ge- 
teilt, diese Teile sind jedenfalls unter. dem VIa  d y  a m e t r i  gemeint. In 
dem Exemplare, welches der deutschen Lbersetzung zu Grunde h g ,  war wohl 
statt VIa d i a m e t r i ,  IVa d i a m e t r i  gesçhrieberi und diesev als 1 5  gelesen 
worderi. 

*"* Da8 Wort v e r i u s  hat der Cbersetzer nicht berücksichtigt. 
t Die Worte q u a t e r  e t  s e m i s  e t  14a iiniiis v i r i s  sind, wohl durch den 

Abaçhreiber, im deutschen Texte fortgebliebeu. 
tt m o d i c a  ist natürlich falsch iibersetzt. 

4 * 
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fixarum maximarum est equalis dyametro terre quater et semis et 
sexta unius vicis.* 

48. Es t  ergo mensura corporum harum stellarum ita. Corpus 
Mercurii est pars una 22000 corporis terre; Veneris est 37 pars 

12. terre; 1 et Martis est simile terre semel et semis et medietati octava 
unius vicis; et Jor is  est equale terre 95"" et Saturni est simile terre 
nonagesies et semel. Stellarum vero fixarum maximarum unaqueque 
equalis est terre centies octies. Omninum quidem stellarum fixarum 
longitudo a centro terre est una, sed earum magnitudines sunt diverse. 

49. Dicta antem est magnitudo 15 magnarum, que sunt in niagni- 
tudine prima. 

Earum ergo, que sunt in magnitudine secunda, unaqueque est 
9Oo0** equalis terre; et omnis earum, que sunt in magnitudine tertia, 
est equalis terre 7 0 e 9 i s ;  et omnis earum, que sunt in magnitudine 
quarta, est equalis terre quinquagesies quater; oninis earum, que 
sunt in magnitudine quinta, est equalis terre 3Ge" et omnis earum, 
que sunt in magnitudine sexta, est equalis terre 18"". E t  si que 
minores s u t ,  non videntur. 

49b. Quantitates stellarum, que sunt post primam niagnitudinem 
144,1. iam determinate sunt secundurn aspectum, nec non secundum com- 

parationenl ad dyametrum terre. Sed quia divisa est magnitudo 
stellarum prime magnitudinis in sex partes, quarum una ablata fit 
magnitudo secunda, duabus autem ablatis fit (tcrtia, trihns ablatis> 
fit quarta, quatuor fit yuinta, quirique fit sexta, quare non fit visible, 
quod fit ultra.*** 

50. Potest erg0 ex hoc haberi mensura dyametrorum earum ad 
dyametrum terre. Erit  ergo dyameter stellarum secunde magnitudinis 
ad  dyarnetrum terre, sicut üunt quater+ et semis, et hoc est re niodica 
minus dyametro Saturni. Stellarum ver0 tertie magnitudinis, quater 
et sexta fere; quarte ter e t  quatuor quinte fere;tt quinte ter e t  quarta 
e t  18a  unius vicis fere; sexte bis et quarta e t  octava uniiis vicis. 

61. Metlietas dyametri terre, qua stellarum ratiocinatur longitudo, 
est 3250 miliaria. Cum erg0 propinquior longitudo Lune a terra sit 
33 vicibus et semis equalis medietati terre diametri, hoc est 109037 
miliaria et medietas unius miliarii, e t  longitudo longior Lune, que 

12. est equalis propinquiori longitudini Mercurii est 66 et sexta vicis 
uniuv equalis medietati dyametri terre, quod est 218540 miliaria. E t  

* Hier ist q u a t e r  mit q u a r t a  verwechselt, e t  s e x t a  u n i u s  v i c i s  aber 
i d  aiisgefallen. 

** Auch diese Zahl ist nicht im deutschen Texte. 
*** Der ganze Abdruck 4 9 b  findet siçh nicht im deutschen Texte, u a r  also 

wohl auch in  der  Vorlago weggelassen worderi. 
t Im deutschcn Texte wcggclassen, jcdcnfalls durch Schuld des Abschreibers 

bei  Anfang einer neiien Coliimne. 
t i  Der Übersetzer ha t  q u a t u o r  q u i n t e  f e r e  nicht verstanden. 
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longitudo longior Mercurii, que est propinquior Veneris est 167"" 2 1 
equalis medietati dyametri terre,* quod est 542730 miliaria. Longitudo 
nuteni eius longior, scilicet Velieris, que est propinquior longitudo 
longiori Solis, est 6 0 4 e b q u a l i s  medietati dyametri terre et  semis 
fere, quod est 1963000 miliaria. Et longitudo longior Solis, que est 
longitudo propinquior Jovis, est 1 2 2 0 e ~ q u a l i s  medietati dyametri 
terre, quod est 3966000 miliaria. Et lorigitudo Martis lorigior, que 
propinquior est Jovis, 8 8 7 6 e b q u a l i s  est dyametri medietati terre, 
quod est 28847000 miliaria. Longitudo ver0 longior Jovis, que est 
propinquior Saturni, est quatuor decies et  quadragesies quinquies 
cyudis medietati dyametri terre, quod est 46816250 miliaria. Et 
longitudo lorigior Saturni, que est equslis lungitudini stellarum 
fixarum, est vigesies milies et  centies decies equalis medietati dyametri 
terre, quod est 65375500 miliaria.** Gradus autem dicitur, quantum 44',1 1 
ad miliaria vel stadia cxtralzitur ab  Alfragnrio go ca.pitulo. Dixit 
eriim, ibi quod 56 a i l iar ia  et  due tercie unius miliaris respondent in 
terra cuilibet gradui celi. 

52. Videatur ergo, quot siint gradus in latitudine prime climatis, 
sic.*** Polus elevatur, veluti dicitur in principio p r i a i ,  per 1 2  gradus 
e t  dimidium et quartam partelu unius, in fine ver0 per 20  gradus et  
dimidium. Subtrahas minus de maiori, e t  erunt in  diEerentia 7 gradus 
et dimidiuru et quarta, que sunt latitudo primi climatis, quantum ad 
gradus celi. Postea iiniciiiusqu~ istorum 56  miliaria multiplicande 
per 7, e t  proveriierit 392. Deinde da+ cuilibet gradui duas terçias, 
et erunt 14, et medietas gradus habebit 28 miliaria et  unam tereiam, 
que addantur prioribus miliaribus miliaria, et tercia terciis, et  e runt  
320 et 15 tercie. R,estahitque quarta uniiis gradus, cui competunttt 1 4  
ridiaria, et dimidia tercia, de qua non curetur. Sed miliaria miliaribus 2 1 
addantur prioribus, et erunt 434 miliaria. Et quia 15 tercie ibi 
valent 5 integra, pro his sumantur 5 et addantur prioribus, e t  erunt 
439 miliaria in  primo climate i n  rei veritate, e t  quia deficit nisi 1 de 
449, qui est numerus famosus, complete supponitur. 

53. De aliis climatibus sic operare dando semper gradui 56 et  
dnas tercias, medietati 28  e t  unam terciam, quarte part i  14 et  dimi- 
diam terciam, et  tercie parti gradus 19,  visa tarhen latitudinem 

- 

* Xachdem zunachs; in der Zahl 109037 die zweite Nul1 im deutschen Texte 
weggelassen war, i s t  der Ubersetzer dmn von longior lune  (Z.35a.v.S.) gleich auf 
quod e s t  542730 mili  ari  a iihergesprungen, so dass die zwischenliegenden 
Worte ausgefallen sind. Die beiden ersten Zahlen sind falsch angcgebcn. 

"* Auch hier ist, wohl durch Schuld des Abschreibers, der deutsche Text 
vernnst,altet. 

*** Der Cliersetzer hat &as s i c  filschlich zum folgenden Satze gezogen. 
t Der Cbersetzer hat  d e  statt da gelescn. 

t t  Die Worte q u  a r t a  bis compe tu n t  sind vom Abschreiber im deutschen 
Texte aiisg?Iassen. 
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climatis prius.* L a t i t u d o  v e r o  s e c u n d i  c l i m a t i s  est  7 graduum 
tantum in  celo, cui per predicta correspondent 397 miliaria recta 
o ~ e r a n d o ,  sed quia non deficiunt nisi tr ia a 400, qui est numerus 
faniosus, complete supponitur. L a t i t u d o  v e r o  t e r c i i  c l i m a t i s  in 
ce10 <est> 6 graduum e t  dimidie tercie unius, que valent in terra 
350 miliaria. L a t i t u d o  v e r o  q u a r t i  c l i m a t i s  in ce10 est 5 gra- 
duuni et  tercie unius, que valent in  terra 302. Sed quia iste numerus 

i 4 5 , i .  1 non est numerus famosus, et  est prope 300, ille supponitur** L a t i -  
tucio v e r 0  q u i n t i  c l i m a t i s  est 4 graduum et dimidii in celo, quo 
valent in terra 262. L a t i t u d o  s e x t i  c l i m a t i s  est  triurn graduum et 
dimidii et  plus quam quarta, que valent 212; sed quia iste numerus 
non est famosus ponitur pro eo miliaria 210.*** L a t i t u d o  s e p t i m i  
c l i m a t i s  est 3 graduum et  quarte unius in ceo, que valent in  terra 
184. Sed iste non est i n  libro, sed proximus ei maior, scilicet 185, 
quia quoddam modicum remansit. 

55. Nota, quod orientales sunt antipodes occidentalium; ibi 
senlpcr oritur sol, hic semper occidit. 

55. Mirabile est de centro mundi,  ad quod cadunt omnia ponderosa. 
Tbi vero estimo infernum esse in maiori distantia, quam possibile sit, 
e t  hoc, ne fetor ad superos possit redundare. Ad  illum locum cadunt 
omnia ponderosa, sed ad firmamentum ascendunt levislsima, quia 
ad irifernum facilis est lapsus, ad celos diffiçilis asceilsuc;. Facilis et 
plana est via ducens ad inferos, difficilis et  stricta ducens ad celos. 
Multa descendunt, pauca ascenduiit. 

56. Homo posset circiiire ah oriente ab eodem loco ad e u n d ~ m  
vel per terram vel per navigium, per terram eiusdem temperantie 
eundo ad occasus ab oriente iterum redeunt ab  oriente vel e converso, 
sed non versus septemtrionem, quia inveniret perpetua frigora, nec 
versus meridiem, quia inveniret torridam zonani. 

57. Poli zodyaci secundum Thebit+ non sunt firmi aut  fixi, irnrno 
titubant et  incliilantur, titubant et  elevantur sicut barcha in mari, 
sicut potest videri in spera. 

&xpliçit liber. 

* Hipr war der T tx t  des Cbrrsetzers ein anderer als der unstrer Handschrift 
*+ Auch hier i s t  ein wesentlicher Cnterschied zwischen den Lesarten des 

lateinischeil Originals und der bersetzuug 
'** Ebenso ist hier ein wesentlicher Cntcrschied zwischen beiden Lesarten 

Die Worte s e c u u d u m  T h e b i  t felilen in  der Cbersetzung. Es ist die 
bekannte Trepidationstheorie gemeint. 
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Zur Geschichte der Mathematik 
im 15. Jahrhundert. 

Von 

Dr.. E. WAPPLER 
in Zwickau. 

n i e  Handschrift C 80 dcr K6niglicheii 
Lhesden enthiilt auf Blatt 301'-303 eine 

offentlichen Bibliothck zii 

mathematische Vorlesung - 
aus der zweiten Hiilfte des 15. Jahrhunderts. Diese Vorlesung hat der 
Magister G o t t f r i e d  W o l a c k  aus Bercka 1467 und 1468 in Erfurt  
gehalten. Über W o l a c k  berichten die Akten der Erfurter Universitat, 
dass er 1457 insoribiert und 1462 m m  Bcktor gewiihlt m r d c .  Da 
aus der W o l a c k  schen Vorlesung, die sich auch in Miiricheri und 
Leipzig findet, zu ersehen ist, was um die Mitte des 15. ~ah ihunder t s  
in der Mathematik gelehrt wurde, so dürfte ein vollstiindiger Abdruck 
derselben vielleicht mit Dank aufgenommen werden. 

1 Incipit r egda  proporcionuni cum suis. 131. 301' 

Prima regula dicitur de tri  apud Italos per apocopam, id est 
quasi de tribus, quia tres in se continet numeros; aurea, quia ad 
plures questiones familiarissima; vtilis, quia cetere fer0 regule ad 
ipsam tamquam ad primum principium ducuntur; dicitur eciam pro- 
poicionalium, quia in ipsa debet fieri proporcio et  determinata 
numerorum adequacio. Fi t  enim hcc regula, cum ponuntur numeri 
duo noti, et per tercium, eciaru notum, fit questio de quarto ignoto. 
Cuius tota vis sive difficultas in modo scribendi consistit. h'am 
precium sub precio et res sub re  semper scribatur, et  fiat multipli- 
catio per contradictoriam et diuisio per contrariam uel suhcontrariam. 
Exempli gracia 11 oua sunt empta 9 deiiarijs, quanti constat(!) 5 
oua? Disponantur hij numeri taliter: 

11 9 

5 O 
11 dant 9, quot 5? Duc 5 in 9,  proueniunt 45, que per primum, 

1 
scilcet 11, diuide, et sunt empta 5 oua 4 denarijs cum denarii, qui 

est quartus ignotus sic se habens ad 5 sicut 9 ad 11. 
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Si  autem queritur: 11 oua sunt empta 9 denarijs, quot oua valent 
5 denarios (!)? Disponaiitur nunieri sic: 

11 9 

(0) 5 
11 oua dant 9 denarios(!), quid 5 denarii? Duüatur primus iri quar- 
tum, scilicet 11 in 5, et proueniunt 53, que diuide per secundum, 

1 
scilicet per 9, et proueniunt 6 curn T, tercius numerus ignotus, et 

totidem oua valent 5 denarii. I n  hac regula si numerus primus 
secundo fuerit maior, tercius erit maior quarto. Si ver0 primus 
minor fuerit secundo, eciani tercius minor erit quarto, et si equalis, 
equalis. Secunda regula dicitur de t r i  transmutata, in qua eciam, 
semper scribatur res sub re et preciurn sub precio, e t  fiet multipli- 
catio contrarie siue subcontrarie e t  diuisio contradictorie. In hac 
enim si  primus fuerit maior tercio, secundus necessario erit minor 
quarto et econuerso. Si primus fuerit minor tercio, secundas erit 
maior quarto. Exempli gracia emi 8 vlnas parini pro tunica, in  latitu- 
dirie trium vlnarum, venalis est alius pannus duarum vlnarum latus; 
queritur, quot vliias de il10 pro subductura recipiam, qui equalis sit 
priori panno. Disponantur figure sic: 

Dicendo latitudo trium vlnarum dat mihi octo in  longitudine, p a n -  
tum dat mihi latitudo duarum vlnarum? Duc crgo primum in se- 
üundurri, scilicet 3 in  8, e t  proueniunt 24, que per terciurn, scilcet 
per 2, diuide, et proueniunt 12. Tantum ergo de secundo recipiam. 
E t  sicut se habet primus ad tercium, ita quartus ad secundum. 

Item quando maldrum tritici valet 3 a, panis 1 -A 10 ponderabit 

uncias; queritur, quantum pondersbit panis idem maldro 8; fi soluente? 
15 

Age secundum regulam, et patet, quod 5 E -  

Tercia regula dicta de t r i  dupla quasi regulam de t r i  duplans 
tali eluccscit exemplo. Vigiuti lucei sunt empti pro 100 et 8 alleca 
pro 20 -\; queritur, 3 lucei quot   ale nt alleca? Vide ergo primo, 
quot valeant 3 lucei per primam regiilam, et patet, yiiod 15. 
Dcmurn vide, quot alleca valent 15 -\, et patet, quod 6. De primo 
ergo ad vltirnum, 6 alleca valent 3 luceos. 

lucei alleca -Y 

20 100 8 2 O 

3 15 6 15 

Verbi gracia similiter exeiiiplurn conuertendo sic querendo 20 
lucei valent 100 4, Y alleca valerit 20 -\; G alleca quot valent luceos? 
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Item emi 10 quartas vini pro 50 -\, 6 quartas cereuisie pro 20  A; 
queritur, quot quartas cereuisie habemus pro tribus quartis vini? 
Vide per priinam, tres quartas(!) vini quot valent A, et  habcs, 
quod 15. Vide secundo, pro 16 A quot quartas cereuisie, e t  patet,, 

quod quatuor cum ' cereuisie. Et stabunt figure sic: 
2 

quarte vini -\ (quarte cereuisie) (A) 
10 50 6 20 

Quarta regula dicta mercatorum uel sodalitatis, quia pluribus 
mercatoribus eorum bona commiscentibus est vtilissima, tali claret 
exemplo. Sint 3 uel multi, quorum primus imponat 20 fl, seciindus Bi. 302 

24 fi, terçius 30 fi, et cum his lucrantur 100;  queritur, quan- 
tum cuilibet secundum sui quotum cedere debeat. S i  hoc vis scire, 
collige summam omnium, e t  fiunt 74, que serua pro diuisore; deinde 
multiplica primi j)ecuniam, scilicet 20, per 100, e t  proiieniunt 2000, 

1 
que per diuisorem, scilicet 74, diuide, et proueniunt 27 et 31, et tan- 

tum habebit primus de lucro. Deinde multiplica peciiniam secundi, 
scilicet 24, per lucrum, et proueniunt 2400, que diuide per 74, et 

16 
proueniunt 32 et Deinde multiplica pecuniam tercij per lucrum, 

20 
et proucniunt 3000, quibus per 74 diuisis proueniunt 40 et 37 ,  et 
tantum habebit tercius. 

Ad idem. Fusa est campana ex quatuor libris auri, 10 argenti, 
20 cupri. Practa campana vna pars de 1 0  libris venalis est; queritur, 
quantum in  eadem porcione de auro, argento et cupro sit. Operarc 
secundum regulam vt prius. Jungantur omnia pondera, et proueniunt 
34, que serua pro diuisore, deinde multiplica quodlibet pondus seor- 
sum per pondus, quod habet porcio venalis, scilicet 10, productum 
diuidendo per diuisorem, scilicct 34, et patebit propositum. 

Quinta regula dicta de tempore, quia, in  ea tempus quoddam 
ducitur, tali claret exemplo. Sint tres uel plures socij, quorum pri- 
mus imponat 9 florenos, scundus 12, tercius 15, primus ad duos 
annns, secundus ad tres annos, tercius ad quatuor annos, et super- 
luc(ra) t i  sunt 20 florenos; queritur, quantum cuililet secunduru sui 
imposicionem et secundum temporis quotam cedat. Xultiplica tem- 
pus cuiuslibet per suam imposicionem et producta separatim scribe, 
dehinc per omnia operare vt  in prcdicta rcgula. Excmpli gracia 
multiplica impositionem primi, scilicet 9, per suum tempus, sciliçet 2, 
et sunt 18, que scribe primo loco. Deinde multiplica impositionem 
secundi, scilicet 12, per suum tempus, scilicet 3, et proueniunt 36, 
que scribe secundo loco. Deinde multiplica impositionem tercij 
süilicet 15, per suum tempus, süilicet quatuor, proueniunt 60, que 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



50 Historisch -1itterarische Abteilung 

tercio loco scribe. Eiec tr ia producta simul aggregata, et proucniiint, 
114, que pro diuisore serua. Deiude primuru producturu, scilicet 18, 
per  lucrum communem, scilicet 20, multiplica, per diuisorem seruatum 

3 
diuidendo e t  proueniunt (3 cum z. Ueinde secundum productum, scili- 

ce t  36, per lucrum communem scilicet 20,  multiplica, per diuisorem 
6 

sr ruatum diuidendo et proueniunt) 6 cum - rniiis floreni, e t  tantum 
19 

secundo cedit. Postremo productum tercium, scilicet GO, per lucrum 
multiplicando, scilicet 20, et  per communem diuisorem diuidendo et 

1 O 
proueniunt 10 cum -. 

1 9  
Sexta regula dicta equalitatis, qui emibilium pondus iiivenire 

docet, istn pat r t  exeniplo. Dominus dat  fainulo suo 20 nouos grossos, 
v t  pro hijs emat muscatum, zinciber et  piper, i ta  quod non minus 
au t  plus quam 20 nouos expendat e t  taruen portet  tantum pondus de 
vna specie sicut de alia. Queritur, quomodo sit agendum. Con- 
sideretur precium cuiuslibet speciei, ex quibus fac vnam summam, 
per quam diuide pecuniam a domino datam, scilicet 20 nouos, re- 
soluendo tamen prius nouos in denarios, quia denarij sunt in diuisore, 
e t  patet quesitum. Verbi gracia ponaiu, quod vnus loto de(!) muscati 
valeat 16 et  zinciberis 8 ,  piperis vero 6 &. Hec precia coniungam, 
e t  proueniunt 30,, per que diuide pecuniam a domino datam, scilicet 
180  A, et proueniunt 6 lotones de qualihet, specie. 

I tem quidam vadit ad campsorem volens cambi (a)re florenos (!), 
peti t  ab  eo nouos grossos, aritiquos grossos et in numero equali 
de quolibet genere, supposito, quod florenis(!) valeat 39 nouos. 
Queritur, quot de quolibet genere obtinebit. Hoc facio sic resoluendo 
primo florenum in  A, et  proueniunt 361, que diuidcndo per 13 aggre 
gatum ex valore horum trium, scilicet noui, antiyui e t  S, et  proueniunt 
in  quociente 27 de quolibet genere. Et sic semper debent resolui in 
minimam monetam. 

Septima regula rsure  dicta uel de quirique, quia qiiinque in se 
continet numeros; vsure, quia ad vsurain ucl lucrum applicanda est, 
tali claret exernplo. 20  fl 8 a m i s  dant 6 fl, yuot dant 30 fl in 
1 0  annis? Scribantur hij quinque numeri per ordinem sic: 

20 8 5 

Quo facto videas in regula de tr i  disponas ducendo primum in 
secundurn et  productum erit primus numerus regule de tr i ,  tercius sic 

BI. 302'. invariatus i erit secundus numerus regule de tri,  quartus in quintum 
productus erit tercius, scribaturque diligenter capitale sub capitali, 
tempus sub temporc, lucrum suh lucro, quodlihct sub sua denomina 
ciorie. Verbi gracia duco 20, sçilicet capitale, in 8, suiini tempiis, et 
proueniunt 160 ,  qui erit primus numerus regule de t r i ,  5 erit se- 
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cundus; deinde duco 30  in  10, secundum capitale in  tempus suum, et 
proueniunt 300, que sunt tercius terminus. Modo iuxta regulam de 

3 
tri operando 9 et  fl proueniunt, et tantum lucrantur 30 fi in 1 0  
annis. 

Item sunt 100 homines, vna pars viri, alia mulieres, tercia vir- 
gines, et habebunt dare 100(!) florenos inequaliter, quia vir vnus duos 
dabit florenos, mulieres ver0 1 florenum, virgines vero quclibet 
1 
- florenum. Queritur, quot erunt viri et  quot mulieres et quot vir- 
2 
giiies. Fac sic. Primo diuide florenum iu albos 30, et  tunc vir dat 
60 albos, mulier 30, virgo 15. Quibus simul collectis fiat diuisor, 
primus numerus de tri ,  100 secundus numerus et cetera ut in regula 
mercatorum, et  stabit sic totum: 

Primus numerus homines 

(105) 100 
1 

vir 60 57 vires (!) 

4 
mulier 30 28 mulieres 

2 
virgo 15 14 virgines 

Si vero florenum(!) valet albos 24, tunc staret sic 

84 1 O0 

v 48 
1 57, 

Octana regula dicta denominacionis, quia docet inuenire numerum 
in diuersas denominaciones diuisihilem, vt tres socij dehent diuidere 

1 1 1 
12 florenos, quorum primus capiet -, secundus - 7  quartus'!)-. Que- 

2 3 4 
ritur, qnantuiu cuilibct cedat. Si hoc vis scire, quere numerum tales 
partes habentem ducendo primam denominacionem in secundam et 
productum in terciam et sic de alijs. Quo facto vide via diuisionis, 
que sit secunda pars tocius producti et illam ascribe primo, deinde 
que sit tercia pars, quam ascribe secundo, vlterius que sit quarta 
pars, et  hanc ascribe tercio et sic de alijs. Quos omnes in vnam 
summam collige, que sit diuisor, e t  pecunia diuidenda multiplicatur, 
et tunc fiat totum more regule niercatorum. Exempli gracia primus 

1 1 1 
habebit , secundus 3, tercius p' dico (!) has denominaciones in se 

inuicem, et  fiant 24, cuius media pars est 12, quam ascribe primo, 
eius tercia pars est 8, quam da secundo, eius quartam partem, 
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scilicet 6, ascribe tercio. Coniunge hos numeros, scilicet 12, 8, 6, et 
fiunt 26, diuisor. Deinde multiplica 12, primum numerum, per pe- 
cuniam diuidendam, scilicet 12,  et proueniunt 144, que dinidam per 

7 
26, et proueniunt 5 cum - vnius floreni, et tantum habebit primus 

13 
de 1 2  llorenis. Deinde multiplica 8 per 12 et  diuide per 26 ,  et  prou- 

9 
eniunt 3 (cum) vnius floreni, et tantum habebit secundus de 12. 

Vltimo multiplica 6 per 12,  e t .  procedunt 72, que diuidam per 26, 
1 O 

et  procedunt 2 cum -- vniiis floreni, et  tantum habebit tercius et  sic 
13 

de alijs. 
d' 1uisor ' 

Nona regula dicta regula extremi, quia communiter in  extremis 
fieri solet, tali patet exemplo. Quidam agonizans, ne intestatus dece- 
deret, sic suum ordinauit testamentum, quod vxor sua, quain reliquit 
grauidam, si  pareret masculum, ipsa reciperet terciam partem bonarum, 

2 1 
e t  - reciperet filius. Si vero pareret femellarn, filia recip(er)et de 

3 
2 

bonis e t  mater Adueniente tempcire partus enixa est filiunl et 

filiam. Posito, quod defunctus reliquisset 100 florenos. Queritur, 
quartum cuilibet personarum cedat. I n  hoc casu maxime attendenda 
est voluntas defuncti, qui  voluit, quod mater in duplo plus recipisset 
quam filia et filius in duplo plus quam mater. Quia ergo vbique est 
proporcio dupla, quere igitur talem proporcionem in tribus tercijs. 
Ponatur 1 pro primo, binarius pro  secundo et  quaternarius pro tercio, 
que aggregentur, et  habebitur diuisor, et  per omiiia operanduin est 
v t  i n  regula mercatorum. 

7 100 
filius 4 1 

57 7 
1 

mater 3(!) 28  

Decima regula dicta equalitatis parcium tali claret exemplo. 
Quidam legauit filijs suis suminam, quam habent apud campsorew, 
hoc modo, u t  primus rapiat 1 florenuni et 10 partem renianenciuin 
floreriorum, secundus duos e t  10 partem reiiiaiiericiuu, terüius tres 
florenos et  cetera, vltimus autem capiat totunl residuum. Modo re- 
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deunt filij equale pondus portantes pecuniarum. Queritur, quot fuerint 
filij et quot floreni. Considera partern, quam portant equaliter, 
scilicet 10, a qua siibtrahe vnitatem, et  hahehis nuineriim filiorum, 
quem vlterius in se multiplica, e t  habebis numerum florenorum. Dico 
ergo, quod habet 9 filios et 81 florenos, quilibet autem porta(v)it 9 
florenos. 

Vndecima regula dicta regula spacij, quia in  ea fit intencio de 
spacio, tali claret escmplo. Pater et filius ihnrit Romam. Pat re  am- 
bulante G miliaria, sed filio 9, quia iuuenis, pater tarnen prius 
exiuit et precessit filium in  100 miliaribus. Queritur, quot miliaribusi!) 
diebus et quot miliaria filius a m h l e t  ante (quam) patrem apprehendat. 
Diuide spacium, quod pater precesserit, Fier excessiim ( velocioris, BI. 303. 
scilicet 3, e t  habebis quesitum. Nam quociens ostendit, in quot 
diebus conueniunt. Si autem scire volueris, in quoto miliari, multi- 
plica numerun1 dieium per numerum velocioris, et  patet, quod post 33 

1 
dies et vnius diei transitis 300 miliaribus conuenerunt. 

Duodecima regula dicta conuentus, quia de conuentu tractat. 
Exenipli gracia duo sunt fratres, quorum vnus est Tliibeck, alter 
Erfordie. Exiens Lubeck transit omni die 6 miliaria tendens versus 
Erfordiarri. Sed alter Erfordie exiens transit omni die 5 miliaria 
versus Lubeck. Il10 tamen supposito, quod ambo incipiunt iter vna 
die, et  quod distancia sit inter eos 60 miliariurn. Queritur, i n  quota 
die conueniunt. Adde n ~ o t u m  vnius diei ad motum alterius diei, 
scilicet 5 ad 6, et  surit 11, e t  per illud productum diuide distan- 

6 
ciam, et  inrenies, quoti!) conueniuiit post 5 dies e t  vnius diei. 

Si velis scire, quot miliaria quilibet transit antequam alteri obueniat, 
multiplica numerum dierum per iter diei cuiuslibet, et  venit petitum, et  

8 
patet, qiiod ambulans de Lubeck versus Erfordj (am) transiuit 32 (et) 

3 
rnius miliaris, alter vero Erfor (d)j (e) exiens transiuit 27 (et) ii vnius 
miliaris. 

Hiis firiiunt 12 regule de tr i ,  que posteris concor(d)es sunt. 
Possunt autem in infinitas applicari per ingenium habentem. 

Sequuntur noniiullc regule difficultatem regule de trie addcntes. 

Regula gradacionis dicetur autem gradacionis, quia gradatim per- 
transitus in ea fit secunduni progressionern naturalem. Duo tendunt 
Romam, scilicet A et B. A vadit omni die 7 miliaria, B ver0 prima 
die ariibulat vnum miliare, secunda duo, tercia tria et  sic conscquenter 
secunduru progressiorierii riaturaleni. Queritur, i n  quo die B conse- 
quitur A. Dupla iter sine motum vniformiter ambulantis, et  a duplato 
subtrate vnitatem, et  patet dies in qua conueniiint. Dico ergo, quod 
R consequitur A 13 diebus transactis et 91 miliaribus, hoc patet 
niultipliüando 13 per 7. 
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Regula composicionis. Sartor quidam 3 habct famulos. Sit sartnr 
A, primus famulus IZ, secundus C, tercius D. A potest tunicam 
integram in die perficere, B in duobus diebus, C in tribus diebus 
D in quatuor. Queritur, in quanto tempore omnes vnam et eandem 
tunicam possent perficere. Considera tcmpus maximum, quod est 
quatuor dies, in quo D perficit tunicarn. 1lfud diuide per t e m p s  
cuiuslibet, et quocientes omnes aggrega. Aggregatum pone pro secundo 
termino regule de tri ,  tempus maximum prius consideratum pro primo 

termino. Dicas erg0 sic: in quatuor ùiebus fiuut 8 tunice et ; vnius 

tunice, in quanto tempore fit vna tunica? Ducam primum in tercium, 
scilicet 4 in 1, et proueniunt 4, et diuidam per secundum, scilicet 8 

1 2 5 12 
et - siue - 7  et proueniunt - vnius diei, e t  in tanto tempore possunt 

3 3 2 5 

omnes simul perficere vnam tunicam. Simile est de tonna trium du- 
cillarum. 

dies tunice 

1 
Turris edificata est tali ingenio, quod eius - est in terra, eius 

4 
5 est in  aqua, e t  habet turris 100 pedes vltra superficiem aque in ere. 
5 
Queritur, quot pedum sit turris in toto. Quere numerum, in  quo sunt 
quinte et quarte precise, e t  ille numerus in presenti 20 censetur. Dic 
igitur: turri  diuisa in 20 partes de iiiis erunt 5 in terra et quatuor in aqun. 
Sequitur, quod erurit 11 in  ere super aquam. Age igitur per regulam. 
11 partes faciunt 100 pedes, quot dant 20 partes? E t  invenies 181 

9 
pedes et vnius pedis. 

IIec Erfordie a Magistro G o t f r i d o  n 7 o l a c k  de Bercka infor- 
3 

mata anno 1468 currente in estate pro vnius floreni rencnsis, qui 

tunc fuerunt 30 noui grossi, et anno immediate precedenti informata 
fuerunt pro floreno renensi. 

Die Abhandlung, welche wir haben abdrucken lassen, hat 
J o h a n n  W i d m a n n  von Eger zum Teil durchkorrigiert. E s  liegt 
daher die Vermutung nahe, dass W i d m a n n  nach dieser Abhandlung 
unterrichtet hat. Eine Stütze hierfiir finden wir noch darin, dass 
Codex Lipsierisis 1470 neben mehreren Vorlesungen von Widmann 
auch die Regula proporcionum cum suis enthiilt. 
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Verschiedene Notizen, die sich auf die Regeldetri beziehen, hat  
TVidrnann in die Dresdiler Haiidschrift eingetragen. Die liingste von 
diesen Notizen steht auf B1. 301 und hat folgenden .Wortlaut: 

Item res omnis veilalis, et oninia, que ipsis attinent, duobus 
iriodis e t  quatuor numeris disponuntur. Horum vero nurnerorum 
primns iuxta Arabes Alrnuzaar, id est primus propositus, nuncupatur. 
Alter vero Alzazar, id est secundus, per primum dinotus appellatur. 
Tercius Almute, id est igiiotus, quartus Altemon, id est per primum 
et secundum dinotus. Sed et hij quatuor numeri sic disponuntur, u t  
eorum primus, qui est Almuzaar, ultimo, qui est Altemon, opponatur. 
Horum eciam quatuor iiun~erorum tres semper noti ac certi ponuntur, 
quartus vero ignotus ponitur et inçertus, et ipse est ille, cum quo quan- 
tum inquiritur. Salis quoque ad hanc artem regula datur, u t  i n  
omni hac inquisitione tres niimeri, qui noti ac certi positi siint, con- 
siderentur, quoque eorurn duo semper ad inuicem oppositi invenientur. 
Horum ergo duoruru vrius est in altero ruultiplicandus et eorurn 
multiplicacionis summa per tertium notum ac certe positum, qui 
i p o t o  opponitur, erit diuidendus. Nam yuod ex diuisione exierit, 
erit numerus, dc qiio diihitabatur, e t  ipse ei numero opponitur, 
per quem f a d a  est diuisio. Sed ne per hanc arteni aliquis erroreiri 
iiicurrere arbitretur, tale damus exempluui, Secundum ergo primum 
noclum sic dicas: 10 pro 6, quot pro 4? Vide nunc, quomodo se- 
ciinduni quod tiiximus, prefati niimeri disponuntiir. Kam quoniain 
10 dixisti, numerum Almuzaar pronunciasti, et quando pro 6 dixisti, 
numerum Alzazar protulisti, e t  quando quot dixisti, Almuthemon siue 
magulu, id est ignotum, nunciasti, et yuando pro quatuor dixisti, 
Blthemon edidisti. Vide ergo qualiter eorum tres, id est 10 et 6 
et 4 ,  noti ao certi ponuntur, et quomodo de quarto, adhuc incognito, 
dubitatur. Si ergo ad regulau prius datarn respexeris, primum in 
ultimo, id est 10 in 4 ,  multiplicabis, sunt omnino oppositi noti ac 
certi, et quod ex multiplicatione excreuerit, id est 40, per alium 
notum ac certum, Alzazar, id est per 6, oportet diuidere, et erunt 7 

2 
siue 6 - ,  vnius iiiaghulis, id est incognitum designantes e t  huius- 

3 

modi numerus numero senario est oppoeitus, qui arabice Alzazar 
riomiriatur. Securdus modus huius astis est, u t  dicas: 10 pro 8, quot 
pro 43 10 ergo Alrnuzaar, qui numero Almutliemon ignoto, cum 
quantum acqiiiritur, est oppositus, et 8 designat numeruni Alzazar, 
qui numero Althemon opponitur, qui sunt(!) quatuor. Primum ergo 
numerorum cogriitorurn atque oppositorum in alium niultiplica, id 
est 4 in 8 ,  et fient 32, hunc ergo numerum per alium cognitum 
diiiide, qui (1st Almuzaar, id est 32 per 10 diiiide, et exeiind tres et 
yuinta, Althemon designantes, qui videlicet eo numero, per quem 
diuiditur, oppositus. His ergo duobus modis omnia, que venalia. 
dieuntur, absyue errore possunt tractari, si deus voluerit. 
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. . . homo in viriea 30 diebus pro 10 conducitur, ex quibus 
operatus est 6 diebus, quantum ergo precium tocius debet accipere? 
Expositum huius est, quod iam manifestum est, quod 6 dies quintam 
mensem(!) adimplcnt, et  hoc, quod ei ex precio contigerit, si t  secun- 
dum quod ipse ex mense sit operatus. Quod autem dixirnus, sic 
exponitur. Quoniam quando mensem dixisti, id est 30 dies, Almusaar 
protulisti, et  quando dixisti 10, dixisti Alzazaar, e t  quando dixisti 6 
dies, Almuthemon pronunciasti, et  quando dixisti quantum precij ei 
contigerit, Althemon nunciasti. Multiplica ergo Alzazaar, 10, per 
Almuthemon, qui ei opponitur, id est 6, et  fient 60, et quod es 
multiplicatione excreuerit, super(!) 30, id est super(!) Almuzaar, diuide, 
e t  erunt 2 dragmata, et ipsa Althemon, id est pars, que homini con- 
tingit. Huiusmodi erg0 modo quicquid nisi(!) positum fuerit ex rebus 
~ena l ibus  ac alijy siue ponderibus siue ex omnibus, que hijs attinent, 
agendum est. 

Die Notiz, welche wir soeben mitgeteilt haben, findet sich auch 
i n  der Leipziger Handschrift 1470 und in der Wiener Bandschrift 4770. 
Letztere Handsçhrift ist vielleicht die Quelle, auu der die fragliche 
Kotiz stammt. 

Codex Vindobonnensis 4770 enthiilt auf B1. 1 - 12'  die Algebra 
des Mohammed ben Musa, welche weder mit der Ausgabe durch Libri 
noch mit der durch Boncompagni übereinstimmt. Ein Abschnitt davon 
ist  nun die Notiz, welche wir oben reproduziert haben. 
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Hermann Heilermann. 

Am 23. September 1899 starb zu Godesberg a. Rh. Dr. H e r m a n n  
Hei lerruann,  Ilealgyninasialdirektor a. D. und Geheimer Regierungs- 
rat, wohl der Llteste Mitarbeiter dieser Zeitschrift. Geboren arn 
15. Januar 1820 als Sohn eines Bauerngiitbesitzers im Kreise Reckling- 
hausen in Westfalen, hat er das hohe Alter von nahezu 80 Jaliren 
erreicht. E r  studierte in Münster uriter Guderruann, in Berlin unter 
Jacobi, Dirichlet u. a. Mathematik und Naturwissenschaften. Nüch mehr- 
jahriger Thiitigkeit an den Gymnasien zu Koblenz und Trier übernahm 
er anfangs der fiinfziger Jahre die Leitung der Provinzial Gewerbeschiile 
zu Trier. In dieser Stellung schrieb er die leider zuervt wenig be- 
kannt gewordene Programmarbeit (Ostern 1855): ,,Zerlegung der 
homogenen quadratischen, kubischen und biquadratischen Funktionen 
zweier Veranderlichen in Paktoren." In dieser Arbeit findet sich m m  
erstcn Male die kubische Resolvente der biquadratischen Gleichung in 
Deterrniuantenform, welche spiiter unter dem Narnen der Cagley- 
Aronhold'schen Determinante bekannt geworden ist. 

Oktober 1864 wurde er nach Essen zur Errichtung und Leitung 
einer (lateinlosen) Realsehule II. Ordnung berufen, aus der sich spiiter 
das Realgymnasium verbunden mit hoherer Bürgerschule eritwickelte. 
Im Januar 1895 feierte er sein 50jahriges Dienstjubilaum, wobei er 
zahlreiche Ehrungen seitens der Staats- und stiidtischen Behorden, 
sowie seitens seiner Sehüler, Freunde nnd Mitbiirger empfing. Eine 
neu angelegte Strasse in Essen wurde nach ihm Hei le rmanns t rasse  
benannt. 

Ausser mehreren in weiten Kreisen hochgeschiitzten Handbüehern, 
welche hauptsiichlich Unterrichtszwecken dienten, vertiffentlichte e r  
eine Rcihe wissenschaftliclier Arbeiten, namentlich aus dem Gebiete der 
Funktionentheorie, aus der Lehre von den Kegelschnitten und den 
Gleichungen dritten und vierten Grades, samtlich in dieser Zeitschrift. 
Noch kurz vor seinem Tode brachte sie (Jahrg. 44, Heft 4) eine kleine 
Mitteilung: ,,zur Auflosung der Gleichungen vierten Grades", über 
welche er dem Uriterzeiçhnete~i schrieb, dass es wahrscheirilich die letzte 
seiner IIand sein würde. 

AIS Mensch ein ausgezeichneter Charakter, ein vortrefflicher 
Lehrer und T,eiter, ein treuer Freund, der mTissenschaft ein begeisterter 
Anhiinger, ist er heirngegangen; ,,integer vitae scelerisyue purus'> 
wie das Jubilaumslied ihn feierte. 

Prof. Dr. JOB. DIEKMANN. 

Hi8t:litt. Abt. d. Zeitschr. f .  Math. n. Phye. 45. Band. 1800. 2. n.3. Heft. 5 
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Die wissenschaftlichen Kongresse in Paris 

im Sommer 1900. 

Wir haben (Rd. 44, Historisch-litterarischc Ahteilung Seite 11 1) 
unsere Leser auf die vom 6. bis zum 12. August stattfindende Mathe-  
m a t i k e r  v e r s  a m  m l u n  g hingewiesen. Ergünzend konnen wir hinzu- 
fiigen, dass am ersten und am vorletzten Tage der Versammlung 
allgerneine Sitzungen stattfinden, f ü r  welche jetzt schon Vortriige 
angesetzt sind, am 6. August Vortriige der Herren M. C e n t  o r  und 
V o l t e r r a ,  am 11. August solche der Herren M i t t a g ,  Lef f le r  und 
Po incaré .  

Noch zwei andere Kongresse diirfen wir heute anzeigen. Vom 
23. zum 28. Juli findet der C o n g r è s  d ' H i s t o i r e  d e s  sc iences  statt, 
welcher für die Freunde geschichtlicher Forschung in der Mathematik 
eine besondere rAnziehungskraft besitzen dürfte. An der Spitze des 
Organisationsausschusses steht Herr P au1  T a n n e r y .  

Zwischen die beiden genannten Versammlungen schiebt sich d a m  
vom 2. zum 7. August der P h i l o s o p h e n k o n g r c s s ,  welcher eino 
Gliederung in vier Abteilmgen vorgesehen hat,  deren dritte als 
L o g i q u e  e t  H i s t o i r e  d e s  s c i e n c e  bezeichnet ist. Auch dort 
kommen, wie das versandte ausführliche Programm erkennen lisst, 
zahlreiche den Mathematiker fesselnde Fragen zur Verhandlung, für  
welche bereits Berichterstatter gewonnen sind, deren Namen wir aller- 
diiigs noch niclit anzugeben in der Lage sind, so wenig wie die 
Namen derjenigen Gelehrten aus allen Liindern, welche eingewilljgt 
haben, sich an einem sogenannten Comité de Patronage zu beteiligen. 
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Rezensioncn, 

Snmmluiig der Aufgaben des Anfgabeii- Repertoriums der ersten 25 Biinde 
der Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht unter &Iitwirkung von Prof. Dr. STOLL, systematisch ge- 
ordnet von Dr. E. EMMERICII und C. M~SEBECK und herausgegeben 
von J. C. V. HOYFMANN , Begründer des Aufgaben -Repertoriums und der 
Zeitschrift für  mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter- 
ncht.  Leipzig 1898, B. G. Teubner. XII,  399 S. 

In  einem Vorworte erzahlt Herr H o f f m a n n ,  wie er 1874 i n  dem 
V. Bande seiner Zeitschrift angefangen habe, ein Aufgaben-Repertorium 
zu ertiffnen, wie dieses allmahlich zu immer grtisserer Bedeutung sich ent- 
wickelte und eine besondere Leitnng beanspruchte, welche teils nach, teils 
ncben cinander den Hcrren Binder, q. Lühmann, Lieber, Müsebeck an- 
vertraut war ,  und in ihnen Perstinlichkeiten, deren Namen besouders in 
Schulmiinnerkreisen von bestem Klange war und ist. Als Aufgabensteller 
wirkten zahlreiche blitarbeiter, unter welchen die Herren Schlomilch mit 
167, Emmerich mit 1 2 2 ,  Stol1 mit 95 Aufgaben die fleissigsten waren. 
Die jetzt veroffentlichte nach dem Inhalte der Aufgaben geordnete Zu- 
sammenstellung giebt den Wortlaut samtlicher Aufgaben und dazu die 
Angabe von Raad und Seite der Zeitschrift, wo man die Auflosung, be- 
ziehungsmeise die Auflosungen zu suchen hat. Von besonderem Nutzen 
wird dadurch der Band fur  solche Besitzer, welche i n  der Lage sind, iiber 
samtliche Jahrgange der Zeitschrift für mathematischen und naturwissen- 
schaftlichen Unterricht zu verfügen. CANTOR. 

Cours d'Analyse par  F. DE HEXSCH, docteur en sciences physiques e t  
mathématiques, professeur d'analyse à 1'Bcole militaire de Bruxelles. 
Calcul diffëreiitiel. Bruxelles l 8 Y  8. Alfred Castaigne éditeur. 2 74 p. 

Aus dem Vorworte erfahren wir,  dass der Verfasser, der in Frankreich 
zur i;'bung gewordenen, auch anderwarts da und dort sich einbürgernden 
Sitte folgend, seinen Schülern an der Kriegsschule in Urüssel autographierte 
Vorlesungshefte in  die Rand  zu geben pflegte, welche er nunmehr habe 

5 * 
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drucken lassen. Als Qiiellen habe der Verfasser die besten vorhandenen 
Lehrbücher benutzt. 1Vir begreifen es vollstindig, dass Kerr dc Hensch 
nicht a n  e i n  fremdes Werk sich vollst%dig auschloss, dass er bald mehr 
den einen, bald mehr den anderen Entwickelungsgang vorzog und dem- 
entsprechend seine Vorlagen wechselte. Die meisten Lehrer der Differential- 
rechnung dürften ahnlich verfahren. Ob man alsdann das aus sechs guten 
Büchern zusammengestellte siebente gute Buch einem Verleger zum Druoke 
übergeben, ob dieser es übernehmen soll, das ist  Sache des Verlegers, und 
dieser wieder wird seine Entschliessungen vermutlich mit Rücksicht auf 
die Schülerzahl der Anstalt ,  an w e l c h ~ r  der Verfasser des Ruches wirkt, 
treffen. Ob das Buch auch ausserhalb der betreffenden Anstalt Kiiufer 
findet, is t  Glückssache. Die Kritik thut solchen Werken gegenüber ihre 
Schuldigkeit, wenn sie auf das Erscheinen aufmerksam macht und bezeugt, 
dass wirklich eine gute  Zusammenstellung vorliegt, da leider aus sechs 
guten Büchern auch ein nicht gutes siebentes Buch entstehen kann. Diese 
Angst braucht den Kauf des uns heute vorliegenden Bandes nicht zu be- 
eintrachtigen. Von feineren Gntersuchungen, welche in  einer Elernentar- 
vorlesung selten berührt werden, erwiihnen wir das Verweilen bei der 
Frage,  ob eine Funktion in einem bestimmten Punkte eine Ableitung be- 
sitze oder nicht. X i t  dem Behlen der Jacobischen Bezeichnung partieller 
Differentiation durch geschwungene a k6nnen wir  uns nicht befreunden 
und  vermuten, es werde vielen Leseru ebenso ergehen. CLYTOR. 

An elementary course of analytic geometry by J. H. TANXER, assistant 
professor of mathematics in  Cornell University and JOSEPH ALLEN 
formerly instructor in  the college of the city of New York. 
New York, Cincinnati, Chicago. American Book Company. XX, 
390 p. 

Das ungewtihnlich fasslich gesehriebene, dahei aber keineswegs auf 
Strenge der Darstcllung Verzicht leistendc kleine Lehrbuch der analytischen 
Geometrie i s t  i n  erster Linie für beginnende Ingenieure und Architekten 
bestimmt. ES enthalt nicht die auf harmonische Teilung bezüglichen Satze, 
mit ihrer Ausnahme aber das Wichtigste über die Gerade und die Kurve 
zweiten Grades in der Ebenc und Weniges über analytischc Geometrie des 
Raumes. AIS ein wesentlicher Vorzug darf die Sorgfalt gelten, mit welcher 
der Leser i'ortwahrend auf bestinimte Beispiele hingewiesen wird, so dass 
das E6nnen nicht hinter dein Wissen zurückbleibt. Zu rühmen ist auch, 
dass den Satzen wiederholt mehrere in  v~rsrhiedener  Lage gez~ichnete 
Figuren beigegeben sind, deren Buchstaben so gewahlt wurden, dass der 
gedruckte Satz auf alle diese Figuren zugleich bezogen werden kann. Die 
Pascalsche Schnecke (S. 318) rühr t ,  beilüufig bemerkt, nicht von Blaise 
Pascal,  sondern von dessen Vater Etienne Pascal her. CANTOR. 
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Elements of the differential calculus by JAMES Mc. M a r r o ~ ,  A .  31. 
(Dublin) assistant professor of mathematics i n  Corneil University 
and VIRGKL SNYDER, Ph. D. (Gottingen), instructor i n  mathematics 
in Cornell University. Kew York, Cincinnati, Chicago. American 
Book Company. XIV, 337 p. 

F ü r  die Schüler der Cornell University geschrieben, teilt diese Differential- 
rechnung die Vorzüge, welche der analytischen Geometrie von Tanner und 
Allen nachzurühmen waren. Die Darstellung ist bei aller Knappheit von 
einer beneidenswerten Klarheit, sie geht auch a n  wirklichen Schwierig- 
kciten nicht achtlos vorüber, sie is t  vielmehr bestrebt, diesclben zu er- 
orteru, soweit dieses mit Schülern am Beginne des mathematischen 
Studiums moglich ist. Von geometrischen Hilfsmitteln i s t  i n  umfassender 
Weise Gebrauch gemacht, wenn auch analytische Entwickelungen keines- 
wegs vermieden sind. I n  ersterer Beziehung mochten wir auf das 
SIV. Kapitel über Asymptoten und auf das XVIII. Kapitel fibor die Zeich- 
nung von durch ihre Gleichung gegebenen Kurven besonders rühmend auf- 
merksam machen. Von sinnentstelleqden Druckfehlern is t  uns S. 92 das 
Fehlen des Anfangsgliedes 1 in der Reihenentwickelung fiir ePinZ aufgefallen. 

CANTOR. 

An elementary course in the integral calcnlns by  DANIEL ALEXANDER 
MURRAY Ph. D., instnictor i n  mathematics i n  Cornell University, 
formerly scholar and fellow of Johns Qopkins University, author 
of ,,Introductory course in differential equationsu. New York, 
Cincinnati, Chicago. American Book Company XIV, 288 p. 

Das der Gcbrauchsfolge nach dritte mathernatische Lehrbuch der 
Cornell University, die lntegralrechnung von Nurray, sollte ursprünglich 
in Herrn IIutchinson einen Mitverfasser erhalten, und wie der analytischen 
Geometrie, wie der Differentialrechnung aus dem Zusammenwirken je 
zweier Schriftsteller kein Schaden erwuchs, so warc gcwiss auch die i n  
Gerneinschaft herausgegebene Integralrechnung ein einheitliches Buch ge- 
geworden. Um so mehr musste dieses der Pal1 sein, nachdem ans 
Gründen, welche wir nicht kennen, Hem Murray sich allein der gestellten 
Aufgabe unterzog. Die Aufgabe der Integration ist doppelter Auffassung 
fahig, entweder als Summenbildung oder als inverse Operation des Differen- 
zierens. Anders ausgesprochen: man kann vom bestimmten Integrale zum 
unbestimmten gelangen oder vom nnbestimmten Integrale z u m  bestimmten. 
Im ersten Kapitel lehrt Her ï  Murray die erste, im zweiten die zweite Auf- 
fassung kennen. Dann erst kommen die eigentlichen Integrationen und 
deren geometrische Anwendungen, welche letztere zwischen die ersteren i n  
scheinbar etwas unsystematischer Weise eingeschaltet sind, sowohl zwischen 
die Auswertung einfacher Integrale, als zwischen die mehrfacher Integrale. 
Zwei Kapitel sind der naherungsweisen Integration und den I n t e g r a l b e n  
gewidmet. Den Schluss des Buches bildet das Unentbehrlichste aus der 
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Lehre von der Integration der Differentjalgleichungen. Wie  eng der Ver- 
fasser die Grenzen des hier zu Rehandelnden gesteckt ha t ,  mag man 
daraus entnehmen, dass von singulnrer Integration nur  i n  einem ganz 
kurzen Zwischensazte die Rede ist. CANTOR. 

Banwissenschaftliche Anwendnngen der Differentialrechnung (2. Hiilfte 
S. 181-384) von Dr. ARWED FUHRMAITN, Geheirner Hofrat, ordent- 
licher Professor a n  der Konigl. Technischen IIochschule Dresden. 
Berlin 1 8 9 9 ,  Wilhelm Ernst & Sohn. 

Das Erscheinen der ersten Hnlfte dieses dritten Teils der auf im 
Ganzen sechs Teile berechneten Anwendungen der Infinitesimalrechnung in 
den Naturwissenschaften, im Hochbau und in der Sechnik haben wir 
Bd. 4 4 ,  Hist. l i t t .  Abtlg. S. 1 2 0  angezeigt. I n  der zweiten Halfte werden die 
Anwendungen der Differentialrechnung auf den Hochbau zu Ende geführt. 
Die meisten Aufgaben dieses zweiten Halbteils sind solche, in welchen 
grosste oder kleinste Werte gcsucht werden, und auch ohne Techniker zu 
sein wird man leicht die Wichtigkeit dieser Aufgaben für die Praxis, aber 
auch das Interesse erkennen, welches sie dem Anfinger bieten müssen, 
ein Interesse, an welchem auch der angehende Universitütsmathematiker 
teilnehmen wird. CANTOR. 

Introdnzione alla ecoiiomia matematica dei professori F. VIROILII e 
C. GARIBALDI. Con 1 9  incisioni. Nilano 1899. (Manuali Hoepli) 
XII ,  210 p. 

Ais Referent den Tite1 des neuen Randchens aus der Sammlung Hoepli 
las, freute er sich in  die Lage versetzt zu sein, sich i n  Kürze mit den 
Anwendungen bekannt machen zu konnen, welche neuere NationalGkonomen 
von den Lehren der Mathematik zu machen lieben, aber diese Freude 
sollte nicht lange anhalten, da das Buch keineswegs das leistet, was mir 
von ihm erwarteten. Das sol1 keineswegs einen Tadel des Buches ein- 
schliessen. W i r  hiitten unsere Erwartungen anders einrichten sollen, dann 
wiren wir nicht enttiuscht worden. Unseren Lesern mochten wir das 
gleiche Gefühl ersparen, iuderu wir den Inhalt des Bindchens deutlicher 
kennzeichnen. E s  is t  nicht ein Cberblick über nationalokonomische Lehren 
f ü r  den Mathematiker, sondern ein n e r b l i c k  über maihematische Lehren 
für den Nationalokonomen. Ein amerikanischer Schriftstellcr I r v i n g  F i s c h e r  
h a t  1897 ein Sedezbandchen von 84 Seiten A b&f introduction to the infizjinz- 

tesimal Calczdus designed especially to aid in v e a d i y  mathemat?cal economics 
alzd statistics herausgegeben, und dieses hat den Herren Virgilii und Gari- 
baldi gewissermassen als Muster gedient, nur  dass sie weiter zurück- 
griffen und auch aus den niedrigercn Teilen der Mathematik das Un- 
entbehrlichste i n  ihren Leitfaden aufnahmen. Ausserdem enthalt dieser 
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eine geschichtlich bibliographische Einleitung über diejenigen national- 
okonomischen Schriften, welche sich mathematischer llilfsmittel bedient 
haben. CANTOR. 

Die Methode der Variationsstatistik von GEORQ DCNCKER in  Hamburg- 
Ehlenhorst. (Sonderdruck aus dem Archiv für Entwickelungs- 
mechanik Bd.TIII,  Heft 1.) Mit acht Figuren im Text. Leipzig 1899,  
Engelmann. 75 S. 

Bei organischen wie bei anorganischen Naturgebilden giebt es indi- 
viduelle Erscheinungen , welche, die Formeinheit nicht beeintriichtigend, 
so oder so auftreten konnen und ein Individuum von dem anderen unter- 
scheiden lassen. Man nennt die Mtiglichkeit solcher individuel1 verschie 
denen Eigenschaften die Variabilitiit der betreffenden Formeinheit, wenn man 
nicht v o r ~ i e h t ,  eben dieses Wor t  Variabilitiit für  die Wahrscheinlichkeit unter 
einer gegebenen Anzahl von Individuen oder Varianten das in  Frage stehende 
Merkmal anzutreffen anfzusparen. Das Merkmal kann ein meristi~ehes, d. h. 
der Zahlung unterworfencs sein. Eine Blumc ha t  so und so viele Blumen- 
bliitter, bald mehr bald weniger u. S. W. Alsdann liegt es sehr nahe, Be- 
obachtungen über eine grosse Anzahl von Vananten,  etwa über nVarianten, 
anzustellen und zu notieren, dass n, mit  dem meristischen Merkmal ml, n, 
mit dem meristischen Merlunale m2, . . . . n, mit dem meristischen Merk- 
male m, versehen sind, und darin besteht die Variationsstatistik. Die 
Summe n, + n, $-. . - + 12, muss n betragen und 

nlmi+n,m,$.  . .+nym, 
= $1 

'n 
ist das arithmetische Mittel, 

das geometrische Mittel der einer Varianten zukornmenden Variationen. 
Tragt man die m in gleiehen Abstanden auf einer Abscissenaxe auf und 
errichtet in jedem so bezeichneten Punkte das entsprechende n als Ordinate, 
verbindet d a m  die Ordinatenendpuukte geradlinig, so erhiilt man das 
Variationspolygon. Die vorher von uns definierte Lange M, die im all- 
gemeinen nicht ganzzahlig ist ,  liisst sich auch auf der Abscissenaxe vom 
Nullpunkte aus auftragen und führt zu einem eindeutig bestimmten Punàte 
Jf der Abscissenaxe, welchen Herr Duncker den Schworpunkt des Variations- 
polygons nennt. I n  ihm wird die Schwerpunktsordinate errichtet, deren 
Linge sich aus der Gleichung der Variationskurve bestimmt, welche den 
Grenzfall des Variationspolygons bildet, und deren Form je nach der all- 
gemeinsten Gestalt des Variationspolygons eine verschiedene ist. Jedesmal 
aber kommen Exponentialgr6ssen in ihr vor. Unter den gezogenen Folgerungen 
dürften zwei am wichtigsten sein, welche der Verfasser aul' S. 56 durch 
gesperrten Druck hervortreten liess: 1 .  Individuelle oder spontane Variation 
findet nach dem Cesetz der Wahrscheinlichkeit von Kombinationen s tat t .  
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2. Die individuelle Variation eines Merkmales ist in  den meisten Fallen 
abhangig von derjenigen anderer; es besteht ausgedehnte Korrelation 
zwischen den verschiedenen Merkmalen der Individuen. CANTOR. 

PESCHKA. Darstellende und projektive Geometrie nach dem gegen- 
wartigen Stande dieser Wissenschaft mit  besonderer Rücksicht auf 
die Bedürfnisse hoherer Lehranstalten und das Selbststudium. 
Erster Band. Zweite umgearbeitete und erweitcrte Auflage. Mit 
einem Atlas von 43 lithographierten Tafeln. Leipzig und m i e n  1899, 
Eranz Deuticke. 

Das vorliegeude, gross angelegte Werk  ersehien i n  den Jahren 1883 bis 
1835 zum ersten male bei C. Gerolds Sohn i n  Wien. Bald darauf zeigte 
es die Verlagsbuchhandlung zu sehr herabgesetzten Preisen a n  und nun 
licgt die zweite Autlage vor, welche bei Fr .  Deuticke verlegt ist. Die 
Beurteilung , welche das Buch damals fand , war nicht durchweg zu- 
stirnmend. Darauf mag sich die Stelle in der neuen Vorrede beziehen, in 
welcher der Verfasser ,,jeuen wahren Freunden der Wissenschaft dankt, 
welche das Werk e i n g e h e n d  und o b j  e k t i v  beurteiltenl'. 

Die neue Auflage wird als umgearbeitete und erweiterbe angekündigt. 
Der letztere Ausdruck ha t  u s  etwas erschreckt. Die erste Auflage um- 

fasst,e schon vier starke Bande und wir fürchten, dass bei solchen Werken 
von einer gewissen Greuze an die Zunahme der Seitenzahl mindestens 
direkt proportional zur Abnahmo der Leserzahl ist. mir wollen aber dem 
Leser nicht Angst machen und bemerken daher ausdrücklich, dass die 
Sprache des Buches leicht und klar  ist. Infolge davon liest es sich schnell. 
Der Techniker, für den die darstellende Geometrie nur Mittel zum Zweck 
i s t ,  wird sich bald i n  demselbcn orienticren und finden, was er brauchen 
kann und was nicht. Wer  aber mehr verlangt, mag sich Autoren zuwenden, 
welche knapper in1 Ausdrucke und anregender sind - aber vielleicht zu- 
weilen a n  Dunkelheiten leiden. 

Was die Umarbeitung des Ruches betrifft, so ist  diese für einige 
'I'eile des ersten Bandes eine sehr wesentliche und wir finden, dass das 
Werk dadurch gem70nnen hat.  

Die allgemeine Anordnung is t  dieselbe geblieben, so dass i m  ersten 
Bande wieder die Methodenlehre behandelt wird und die Centralprojektion 
a n  den Anfang gestellt ist .  Sie bildet d e n  c r s t e n  A b s c h n i t t .  

Wir  erwahnen zunachst, dass in II* die litterale Bezeichnung und 
manche Benennung geiindert ist. p ist jetzt die Projektion eines Punktes 
( P  in 1). BE ist  Bildebene (B in I), B K  Distanzkreis (Dk). Die 
Worte: Rildflaclitrace, Fluchttrace sind meistens verschwunden und durch 
Bildfliichspur, Bildfliichdurchstosspunkt, Fluchtspur ersetzt. Der Spurpunkt 
~ - 

* Mit 1 sei die erste, mit II die zweitc Auflage bczcichnet. 
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von 1 heisst nun Gegenpunkt.* Sonderbarer Weise wird aber der Kreis, 
welcher die analoge Rolle wie der Gegenpunkt spielt, bald Spurkreis, bald 
Gegenkreis genannt. Winkel,  die früher - wie allgemein iiblich - 
griechische Buchstaben trugen, werden jetzt auch mit Nr,, ml, bezeichnet. 
Es scheint nach dem Gesagten, dass der Autor mit seiner früheren Be- 
zeichnung nicht immer zufrieden war und da bedauern wir,  dass e r  sich 
nicht i n  dieser Beziehung dem bekannten Werke von F i e d l e r  angeschlossen 
hat; denn in diesem is t  die einheitliche, systematische und praktische Be- 
zeichnung eine mustergiltige. Punkt ,  Gerade, Ebene; Winkel,  parallele 
Gebilde, Original, Umlegung und Bild treten da durch ihre Bezeichnung 
auf den ersten Rlick hervor. Dieses i s t  für das gezeichnete Bild sehr 
wertvoll. 

I m  z w e i t e n  K a p i t e l  d e s  e r s t e n  A b s c h n i t t e s  ist die Gleichsetzung 
von projektiv und deskriptiv (S. 54 v. 1) unterdrückt. Doch werden auch 
jetzt noch alle Beziehungen, welche nicht metrisch sind, einfach projektiv 
genannt. D a  spiiterhin mit dem Worte projektiv ganz genau definierte 
BegrifI'e verbunden werden, so finden wir es nicht ganz korrekt, jetzt 
schon das Wor t  i n  einem so unbestimmten Sinne vorweg zu nehmen. 
Zudem genügt es ja vollstiindig den metrischen Problemen diejenigen 
gegenüber zu stellen, welche sich auf die Lagenverhiltnisse beziehen. 

Die in 1 eingeführte Einteilung von Punkt ,  Gerade und Ebene als 
Gebilde l., 2. und 3. Stufe (S. 30) ist  in II aufgegeben worden. Damit 
ist ein Gegensatz mit  der bekannten v. S t a u d t s c h e n  Klassifikation der 
Gebilde vermieden. 

I m  d r i t t e n  K a p i t e l  d e s  1. A b s c h n i t t e s  war  i n  1 zu lesen, dass bei 
der Uarstellung in Centralprojektion eine Strecke nur dann in wahrer 
Grosse erscheint, wenn sie i n  der Bildebene liegt. Der Satz is t  jetzt teil- 
weise erganzt (S. 51). Immerhin bleibt zu bemerken, dass es noch weitere 
Lagen giebt, in  denen Bild und Original gleich sind (Involution). 

Vollstandig umgearbeitet ist  das v i e r t e  K a p i t e l  d e s  1. A b s c h n i t t e s ,  
welches die ,,projektiveLL Geometrie** behandelt. Sehr zu begrüssen is t  es, 
dass jetzt die projektiven Beziehungen ohne bestindige Vermengung mit 
der Centralprojektion besprochen werden. Von Reihen und Büscheln aus- 
gehend, schreitet der Verfasser zu den involutorischen Lagen und zur 
Kollineation ebener Systeme fort. Dann macht e r  Anwendungen auf den 
Kreis, die Kcgelschnitte, die polare Reziprocitat und schliesst mit Aufgaben 
aus der Centralprojektion. 

Neben die alten Bezeichnungen werden manche neue gesetzt. 
Reihen auf derselben Geraden heissen koada l ,  konjektivisch oder 

konlokal. Büschel, die einen Kreis erzeugen, heissen projektivisch gleich.*** 
Paare einer Involution heissen konjugiert, polar konjugiert. Für Potenz 

* 8. 23 blieb die alte Benennung stehen. 
*" Weiterhin heisst es wieder projektivisch. 
*** Eine Bemerkung iiber den Sinn ware dabei nicht üherfiüssig. 
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wird auch das Wor t  Nodul gebraucht. Die symmetrische Punktinvolution 
wird Spiegelinvolution genannt etc. Wir  haben den Eindiuck, dass in 
dieser Haufung von teilweise selbst gemachten Benennungen zuweilen des 
Guten zuviel geschieht. 

Tir  bernerken zu dem Kap.4 noch, dass jetzt in  korrekter Weise (S. 162) 
vom vollstandigen Viereck u n d  Vierseit (in 1 oder) gehaudelt wird. Auf 
S.132 von 1 hiess es, dass kollineare Ebenen durch ein P a a r  entsprechender 
Punkte und 1 P a a r  entsprechender Geraden oder durch 2 Paare entsprechender 
Geraden bestimmt seien. Dieser Satz is t  nun durch Hinzufügung des Kolli- 
iieationscentrurns beiichtigt. Leider blieb die Uegründung* stehen, welche zu 
dem falschen Satze in  1 führte. Bei einigen mehrdeutigen Kegelschnittaufgahen 
i s t  die Stellung des Problems irrefiihrend. So heisst es S. 206:  Ein 
Kegelschnitt is t  durch drei sciner Punkte und zwei seiner Tangenten pe- 
geben. Nach der in  der Geometrie gebriiuchlichen Sprechweise ist aber 
e i n  Kegelschnitt durch diese Stücke nicht gegeben. (Ebenso S. 203 und 
207.) 

D e r  z m e i t e  A b s c h n i t t  des Buches war i n  1 überschrieben: Klino- 
graphische oder schiefe Projektion. Jetzt t ragt  er die Hauptüberschrift: 
Freie Parallelprojektion, und den Untertitel: Klinographische oder schiefe 
und orthogonale Projektion. Im tibrigen wird in dieser Studie fast genau 
wie in 1 eine schiefe Parallelprojektion mit  einer Gegenebene (Distanz- 
ebene) behandelt. Nachdem die Centralprojektion ausfiihrlich besprochen 
k t ,  lassen sich j a  nach demselben Rezepte viele solcher Projektionsarten 
,,machenL'. Ihre Durchführung is t  eine interessante Übung. Ob sie da- 
gegen i n  einem L e h r b u ~ h e  einen so breiten Raum verdient wie hier, dürfte 
fraglich sein. I m  Vergleiche zu 1 is t  dieser Abschnitt dadurch etwas ab- 
gekürzt, dass ein Kapitel über affine Figuren gestrichen und in die pro- 
jektive Geometrie verarbeitet wurde. 

D e r  d r i t t e  A b s  c h n i t t  über ,,kotierte Projektion und kotierte EbenenLL 
is t  ganz nen. Nachdem der Autor seine Arbeiten über diesen Gegenstand 
(1876 und 1882)  zitiert ha t ,  fiihrt e r  auch De la  Gournerie an. Es ware 
wohl nicht unpassend, dem letzteren Namen auch eine Jahreszahl (1860) 
hinzuzufügen und altere franzosische Autoren anzuführen. Diese behandeln 
den Gegenstand gewohnlich weniger schematisch, aber mit mehr Betonung 
der praktischen Anwendungen auf die Topographie, als es hier geschieht. 

D e r  v i e r t e  A b s c h n i t t  v o n  II enthalt die ,,Darstellungsmethoden 
mittels zwcier Projektionon" und beginnt mit der Orthogonalprojektion. 
I m  Vergleiche mit  1 sind viele Bezeichnungen geiindert und a n  Neubildung 
von Wortern is t  kein ?dangel. BE, AE oder V E  heisst nun die vertikale 
(erste) Projektionsebene, C E ,  HE die horizontale (zweite) und KE oder PI3 
die dritte. h u s  den ,,HalbierebenencL des 2.und 4.Quadranten sind in II Median- 
ebenen, Koincidenz und Symmetrieebenen geworden. Mit ihnen hangen Median- 

* Da drei Punkte immer durch einen Punkt und eine Gerade ersetzt werden 
konnen. 
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spuren(auch Hauptspuren) und Medianaxen zusemmen. In  besonderen Absatzen 
wird von den ,,Incidenzenl' von Punkten, Geraden und Ebenen gesprochen. 
Wir konnen uns mit diesen fremden Benennungen für  Dinge, welche j a  ver- 
hiiltuifimiissig wenig vorkommen, nicht sehr befreunden. Wir  glauben über- 
dies, dass eine deutsche, wenn auch langere Bezeichnung, welche da5 
raumliche Bild hervorruft, in  der darstellenden Geometrie allen diesen 
scheinbaren Abkürzungen vorzuziehcn ist. Halbierungsebene des II. Qua- 
dranten, Sühnitt mit dieser Ebene - das ist allgemein verstindlich und 
giebt eine bessere Vorstellung wie Medianebene, Medianspur etc. 

Nicht gerade notwendig halten wir die Unterscheidung von Geraden 
erster und zweiter Art  oder Lage. E s  handclt sich dabei um Linien, 
welche die z - A x e  rechtwinklig kreuzen. J e  nachdem eine solche Linie 
von vorn nach hinten steigt oder fillt, sol1 sie von der ersten oder 
zweiten Ar t  sein. Ebenen sind erster oder zweiter Ar t ,  je nachdem ihre 
Seitenrissspur erster oder zweiter A r t  ist. 

Neu und sehr nützlich sind i m  e r s t e n  K a p i t e l  d e s  v i e r t e n  A b -  
s c h n i  t t e s  einige fjberlegungen über das Sichtbare und Unsichtbare im 
Gruqhiss, Aufriss und bei Schattenkonstniktionen. Dabei wird eine be- 
sondere D e h i t i o n  für  die Punkte von zwei windschiefen Geraden eingefiihrt, 
welche auf einer projizierenden Linie liegen. Die Bildcr von zwei solchen 
Punkten fallen i n  einen Punkt  zusamrnen und dieser heisst ,,Deckpunktl1. 
Das Wort kollidiert mit der von Reuschle eingeführteu Bezeichnung der 
Deckelemente, unter denen Punkte mit  zwei zusammenfallenden Projektionen 
verstanden sind. Wir  würden daher das Wort  ,,scheinbarer SchnittpunktiL 
(nach Fiedler) vorziehen. 

Irn z w e i t e n  K a p i t e l  d e s  v i e r t e n  A b s c h n i t t e s  wird - wie in 1 
- aus Grund- und Aufriss eine schiefe Projektion auf die Aufrissebene 
abgeleitet. I n  einem d r i t t e n ,  n e u e n  K a p i t e l  wird gezeigt, wie man 
aus Grandriss und Aufriss ein centralprojektivisches Bild auf die Auf- 
rissebene herstellt. I n  beiden Kapiteln handelt es sich im wesentlichen 
darum, einen Punkt  und seinen Grundriss in  gegebener Richtung oder aus 
einem Centrum auf die Aufrissebene zu projicieren. Die  ild der sind die 
Vertikalspuren der Projektionsstrahlen. Wir glauben, dass sich einzig von 
diesem Gesichtspunkte aus die Darstellung vie1 einfacher gestalten würde, 
als wenn man besondere sogenannte Projektionsdreiecke benutzt, wie es 
hier geschieht. Cerne würden wir es auch sehen, wenn nun der Ver- 
fasser einen umfassenden Gebrauch von den vorausgegangenen theoretischen 
Erorterungen über projektive Geometrie machen würde. Die neuen 
Grundrisse sind natürlicti affin resp. kollinear mit den alten Grundrissen 
u. s.f. Benutzt man diese Beziehungen, welche nur nebenbei erwahnt 
werden, so liisst sich nicht nur  die Darstellung übersichtlicher entwickeln, 
sondern es wird auch die praktische Konstruktion yreinfacht  und durch 
viele Proben bereichert. 

In  einem w e i t e r e n  und zwar neuen K a p i t e l  d e s  v i e r t e n  A b -  
s c h n i t t e s  wird einiges über perspektivische MaBstibe gesagt und als per- 
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spektivische Axonomctric betitclt. Dassclbe bcschrZnkt sich auf kurze An- 
deutungen. 

D a s  l e t z t e  K a p i t e l  behandelt - wie i n  I - eine sogenannte ortlio- 
graphische Parallel-Perspektive. An Stelle der Grundrissebene wird eine 
unter cp gegen die vertikale Projektionsebene geneigte Ebene G E  eingeführt. 
Das Objekt wird zuerst orthogonal auf diese projiziert. Von diesem Bilde 
wird eine Orthogonalprojektion auf die Aufrissebene gezeichnet. 

D e r  f i i n f t e  A b s c h n i t t  über Axonometrie wird - wie in 1 - mit 
dem Bewcise des Pohlkeschen Satzcs begonnen. Dann aber ist die klino- 
graphische (wanim nicht schiefe?) und die orthographische Axonometrie 
eingehender mie früher besprochen und es werdeu auch einige technische 
Objekte im axonometrischen Bilde dargestellt. J e  nach der Anzahl der 
IIaBst&be wird die Axonometrie als trimetrische, dimetrische und isornetrische 
bezeichnet. Die Bilder von Grundriss, Aufriss, Seitenriss heissen ,,Neben- 
bilder ". W i r  würden axonometrischer Grundriss, Aufriss, Seitenriss - im 
Gegensatze zum axonometrischen Bilde - bezeichnender finden. Zum 
Schlusse des Abschnittes sind noch einige Aufgaben über die Restimmung 
der wahren Grossen aus den axonometrischen Bildern besprochen. 

D e r  s e c h s t  e A b s c  h n i  Li; behandelt die ,,Lageniinderungen von riium- 
lichen Gebilden" (Transformationen). Bei den grundlegenden Erklarungen 
sind einige Beri~ht~igungen vorgenommen worden. Zwar wird noch an der 
Unterschcidung zwischen einfacher und doppelter Drehung (um Axe oder 
Punkt) festgehalten. Aber es wird jetzt bewiesen, dass die letztere sich 
auf eine Urehung um e i n e  Axe (nicht um zwei m i e  in  1) zurückführen 
lasst. Auch ist jetzt die allgemeine Lagenveranderung auf eine Parallel- 
verschiebung und auf eine nrehong  u m  e i n e  Axe rednziert. 

Dem Abschnittc über Transformation ist in II ein Schlusskapitel über 
die Projektionsart angehangt, welche der Verfasser Parallelogrammprojektion 
oder n Projektion nennt. Zwei Ebenen sind unter w geneigt und schnei- 
den sich i n  x. Eine dritte Ebene steht zu x senkrecht und schneidet die 
zwei Ebenen resp. i n  y und z. Kun wird eine ncuc Projekfionsmcthode 
i n  der Weise gemacht, dass die Punkte i n  der Kichtung von y auf 22 
und i n  der  Bichtung von z auf xy projiziert werden. I n  1 war die Be- 
sprechung dieser Methode einem Abschnitte eingereiht, der besondere Dar- 
stellungsarten behandelte. Dieser Ahschnitt, ist  nun weggefallen. 

D e r  s i e b e n t e  A b s c h n i t t  über Polycder führt auch jetzt den Titel: 
,, Gebilde, welche aus einer endlichen Anzahl ebener Fl%chenstücke zu- 
sammengesetzt s indLL und beginnt mit einer ausführlichen huflijsung aller 
Falle eines Dreikantes. Bei der Besprechung des Polyeders ist  die Frage 
nach der Sichtbarkeit der einzelnen Teile neu b ~ a r b e i t e t  und berichtigt. 
Der  Satz: ,,Sind die Eckpunkte einer Kante sichtbar, so ist  es auch 
die KanteLL findet sich nicht rnehr. Gerne hiitten wir auch das Wort 
,, Developpierung L L  verschwinden sehen. An der Darstellung der regularen 
Xijrper, der Schnitte von Pyramiden , Prismen und der Durchdringung 
dieser Korper ist nichts geandert,. Einigc allgemeinc Uet'rachtungen über 
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den fkhatten von ebenen Figuren und ,,von durch Ebenen begrenzten 
K6rperniL sind neu hinzugefügt. 

D e r  a c h t e  A b s c h n i t t  über centrische Kollineation und Relief- 
perspektive war in 1 unter dem Abschnitte über besondere Darstellungs- 
methoden behandelt worden. Jetzt is t  er an den Schluss des ersten Bandes 
gestellt, etwas durchsichtiger entwickelt und an einigen Stellen berichtigt. 
Der Reliefperspektive, welche früher eigentlich nur im Tite1 ,,Relief: 
projektion" angedeutet war ,  sind nur  einige allgemeine Erorterungen ge- 
widmet. Der Abschnitt wird mit dern Satze über drei Baurnsysteme 
Z1, Z2, Zs geschlossen , von denen je zwei centrisch collinear liegen und 
deren Centra Punkte einer Geraden sind. Rei diesem Satze ware es noch 
notig zu bemerken, dass die Kollineation zwischen Zl und ,Y3 diejenige sein 
muss, welche durch die Kollineationen vou Z;Z2 und Z24 vtirmittelt 
wird. Ohne diese Toraussetzung gilt der Satz nicht. 

Was im A n h a n g e  über die *4nwendung der verschiedenen Projektions- 
arten gosagt ist ,  findet sich ebenso i n  1. 

Zum Schluss erwnhnen wir noch eiuige Avorte und Hedewendungen, ' 

welche uns aufgefallen sind. Sehr oft findet sich das Wort  ,,weitersGL. 
Haufig nimint der Verfasser eine Sache ,,anstandslos" oder ,,ohne Ansta.nd1' 
an. Zuweilen ist von ,,prinzipicllenLL Aufgabcn die Kede. Die Worter 
,;behufsLL, ,,insolange alsLL muten uns etwas altmodisch an. Merkwürdig 
ist auch die Ar t ,  wie der Verfasser das Wort  ,,zu etwas übergehen" ge- 
braucht. E r  sagt: ,,Wir übergehen auf den konstruktiven Teil" oder ,,cher- 
geht ein P a a r  von Punktcn in ein anderes'' und dergleichen mehr. 

Wir wünschen nun, dass der grosse Fleiss des Verfassers, der sich 
auch in der Ausführung der schonen Tafeln bekundet, durch eine dritte 
Auflage belohnt werde. Dann hoffen wi r ,  dass in derselben die Systematik 
nicht erweitcrt, sondern konzentriert werden m6ge. Dadurch würde R a w  
gewonnen, um durch Aufgaben und praktische Beispiele die Theorie zu be- 
leben und zu zeigen, wie durch die projektive Geometrie die Genauigkeit 
und Durchsichtigkeit der Konstruktionen erhoht werden kann. 

Dr. CHR. BEYEL. 

L. RIPERT, commandant du génie en retraite. La dualité et l'homographic? 
dans le triangle et le tétrakdre. Paris 1 8 9 8 ,  Gauthier -Villars. 

Der Verfasser hatte im Iuterm&diaire des mathematiciens zwei Fragen 
gestellt (Bd. IV, Nr. 111 4, 1142) ,  welche sich auf das Dreieck und Tetraeder 
kieziehen. Am Schlusse dieses Bandes teilt der Redakteur X. Lemoine mit, 
dass diese Fragen und einige andere (Nr. 1141, 1143) in  der obigen 
Broschüre von Ripert eine Beantwortung finden. Die Brochüre erschien 
daun als Supplenieutheft zum fünften Bande des ,,Intermédiaireu. Uer 
Verfasser will in  derselben zeigen, dass das Gesetz der Dualitüt auch fur  
die metrischen Verhiiltnisse in vie1 weiterem Umfango giltig sei als bis 
jetzt angenommen wurde. Zunachst sol1 dies für einige Beispiele aus der 
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,,Geometrie des DreiecksU nachgewiesen werden. Dieser wird d a m  eine 
,,Geometrie des TetraedersLL gegenüber gestellt und es werden duale Be- 
ziehungen hervorgehoben. 

Wir mochten die kleine Schrift ein geistreiches Feuilleton nennen, 
vol1 von anregenden Fragen und originellen Gedanken. Der Verfasser will 
nach keiner Richtung etwas abgeschlossenes bieten, snndern nur  Definitionen 
aufstellen, Wege zeigen und diesen besondere Namen geben. Gegen den 
Vorwuti,  als ob i n  letzterer Hinsicht zu vie1 geschehe, wird ein treffendes 
Wor t  von L. Lemoine zitiert: ,,Will man sich im Labyrinthe einer Stadt 
zurechtfinden, so muss man den Strassen Namen geben. ~ h n l i c h  verhilt 
es sich in der Georn~tr ie . '~  Wir  sagen nichts gegen diesen Ausspruch, 
empfehlen aber Vorsicht in  der Bildung von neuen Worten und fügen 
hinzu, dass wir eine Stadt  mit grossen, breiten Strassenzügen und klarer 
Anlage einer solchen mit vielen kleinen Gassen vorziehen. Und so freuen 
wir uns auch, wenn wir in der Geometrie einen gnten Plan erkennen. 

. W i r  glauben nun ,  dass für  die ,,Geometrie des T e t r a e d ~ r s ' ~  in  der vor- 
liegenden Schrift die Grundlinien eines solchen Planes zu sehen sind, 
der unsere volle Beachtung verdient. CHB. BEYEL. 

Prof. W. BINDEK. Die kotierte Ihrstellnng anf einer Bildebenc (mit 
zwei Figurentafeln) nebst einem Vorschlage: Zur einheitlichen Be- 
zeichnung in der darstellenden Geometrie. Wiener-Neustadt 1897 
und 1898. 

Diese kleine Schrift erschien als Beilage zu den Jahresberichten 
der  Beal- und Gewerbeschule i n  Wiener-Neustadt. Die 6sterreichischeu 
,,InstruktionenLL für  den Untenicht  in der darstellenden Geoinetrie ver- 
langen ,, die Durchführung der Elementaraufgaben z u e r ~ t  auf einer Bild- 
ebene.'l I m  Sinne dieser Weisung giebt der Verfasser die Konstruktionen 
i n  kotierter Darstellung auf einer Bildebene. Die Methode, nach welcher 
e r  dabei verfahrt, ist  sehr ansprechend und zeigt den geschickten 
Schulmann; Stereometrische Satze und Definitionen sind an passender 
Stelle eingeschoben, von der Affinitat wird vielfach Gebrauch gemacht 
und wir glauben daher gern, dass der Verfasscr in  seiner langjahrigen 
Thiitigkeit mit diesem Lehrgange gute Erfahrungen machte. 

I m  einzelnen sei folgendes bemerkt: Die in  Nr.  32 angeführte Be- 
dingung für zwei sich schneidende Gerade dürfte wohl schon früher hervor- 
gehoben werden. Der Verfasser schreibt stets das ,,IntervalleLL. Wir 
denken ,,IntervallLL genugt. Unter Strahlenbüschel versteht man jetzt all- 
gemein die Geraden durch einen Punkt. Der Zusatz: ,,centralesLL, welcher 
den Gegensatz zu ,,ParallelstrahlenbüschelLL ausdrücken soll, scheint uns 
überflüssig. Das Wor t  Strahlensystem wird i n  der Litteratur in  anderem 
Sinne gebraucht als es beim Verfasscr geschieht. Da es sich um cine 
Definition handelt, liesse gich schon auf dieser Stufe das Wort  Involution 
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einführen. Was  den Vorschlag für  einheitliche Bezeichnung be t r iB ,  so 
sind wir sehr damit einverstanden, dass Punkte,  Gerade und Ebenen durch 
verschiedene Schriftgattungen unterschieden werden. Im einzelnen würden 
wir aber die Fiedlersche Bezeichnung vorziehen. Für die Ebenen kleine 
griechische Buchstaben einzuführen, scheint uns unthunlich, da diese all- 
gemein für Winkel verwendet werden. Die mancherlei Striche, welche der 
Verfasser vorschliigt, verlieren sich bei Zeichniingen, welche aus Strichen 
aller Art  bestehen. Immerhin freut uns jeder Vorschlag, welcher uns einer 
definitven Losung dieser Fragen naher bringt. Dr. CHR. BEYEL. 

T T T ~ ~ z ~ ~ ~ u s  POZL. Elemente der daastelleiiden Geometrie zum Schul- 
gebrauche zusammengestellt. Erster Teil. Geradlinige ebene Ge- 
bilde. Neue Ausgabe. München 1897, Th. Ackermann. , 

Das vorliegende Büchlein sol1 eiri Leitaden für den ersten Unter- 
richt in  der darstellenden Geometrie sein. Die Einteilung ist eine über- 
sichtliche und klare. An die Definitionen und Siitze schliessen sich i n  
guter Auswahl die bekanuten Elementaraufgaben an. Kreise und Ellipsen 
sind dabei ausgeschlossen. 

Wir  glauben, dass der Verfasser bei seinem Lehrgange etwas zu vie1 
mit allgemeinen Begriffen arbeitet und zu wenig die Raumanschauung i n  
den Vordergrund stellt. Einige Beispiele mogen dies beweisen. Von An- 
fang a n  wird das VCTort ,,Deckgeraden'' für Linien eingeführt, welche in  
derselben projizierenden Ebene liegen. Bei der Konstruktion einer Geraden 
mit einer Ebene wird dann gesagt: ,,Man konstruiere zu der Geraden eine 
in der gegebenen Ebene liegende Deckgerade." Wir  gestehen, dass 
dadurch die Konstruktion für alle Falle auf die elegantest~e ,,FormelLL go- 
bracht ist ,  aber diese ruft keiue riiumliche Vorstelluug und verfehlt daher 
auf dieser elementaren Stufe ihren Zweck: Bei der Bestimmung von 
wahren Grossen wird mit der ,,Methode des Projizierens auf die eigene 
EbeneLL begonnen und es wird zuerst die Transformation einer Pro- 
jektionsebene besprochen und spezialisiert. Wir  deuken, dass der Schüler 
ein vie1 anschaulicheres Bild Tom Raumvorgange erhalt, wenn man ihm 
sofort von der ,,Umklappimg'L redet. Diese wird erst im Schlusskapitel 
behandelt (im Zusammenhange mit der Affinitat), nachdem die Haupt- 
aufgaben über wahre Grossen g e l k t  sind. 

Wir bemerken noch einige Einzelheiten. 
Abweichend von dem gewohnlichen Gebrauche dreht der Verfasser 

die Aufrissebene und die Seitenrissebene in die Grundrissebene. Ein 
besonderes der sieben Kapitel widmet er der ,,gelehntenLL Geraden. D a m t e r  
mird eine Gerade verstanden, welche die %-Axe rechtwinklig kreuzt. 
,, Gelehnte Ebene" is t  eine Normalebene zur 2- Axe. 

I n  der Bezeichnung schliesst sich der Autor keinem grosserem Werke 
gauz an ;  doch ist e r  konsequent. Punkte werden mit kleinen, Gerade mit 
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grossen Buchstaben bezeichnet. Die Projektionen tragen die Indices 1, 2 ,  3.  
Die Axen, für welche die Buchstaben x ,  y ,  z allgemein angenommen sind, 
werden als 1 Z,, 1 %, und 2 $ unterschieden. Spuren heissen SI, q; Hl, AT, 
u. S. f. Wir  finden diese Rezeichnungsweise etwas schwerfallig. 

Die beigefügten Holzschnitte geben nur  die Hauptmomente der 
Konstruktionen und entsprechen so dem Zwecke eines ,,LeitfadensLL voll- 
kommen. Dr.  CHR. BEYEI.. 

S. BACHJZANN. Versuch einer Gesamtdarstellniig dieser Wissenschaft 
in ihren Hanptteileii. Vierter Teil. Die Arithmetik der quadra- 
tischen Formen. Erste Abteilung. Leipzig 1 8 9 8 ,  B. G. Teubner. 
VIII  und 6 6 8  S. 

Gber die beiden ersten Teile des Bachmannschen Unternehmens, die 
,,Elemente der ZahlentheorieLL und die ,,Analytische ZahlentheorieLL ist 
vom Referenten i n  dieser Zeitschrift Bd. 40 berichtet worden. Als dritten 
Teil des Ganzen sieht der Verfasser seine bekannte, 1 8 7 2  erschienene 
,,Kreisteilung" a n ,  deren Neubearbeitung er sich vorbehdt .  

Der vierte Teil,  dessen erster Band vorliegt, is t  dem eigcntlichen 
Kerne der htiheren Zahlentheorie gewidmet, der Theorie der quadratischen 
Formen F, mit einer beliebigen Zahl von Unbestimmten. Getreu seinem 
padagogischen Prinzipe stellt der Verfasser eine ausführliche Diskussion der 
terniiren F, (kurzer ,,CzLL) voran, (S. 7-271) ehe er die F, von nVariabeln 
i n  Angriff nimmt. 

Ein zweiter Band sol1 von der Reduktion der FB handeln, i n  enger 
Verhindung mit rein analytischen und geometrischen Gesichtspunkten (Ein- 
führnng des Stetigen, Gittertheorie). 

Das erste Kapitel enthalt als zweckmassige Einleitung die algebraischen 
G m d l a g e n  und Grundformeln für  die Aquivalenz zweier C2 resp. einer Ce 
mit  sich selbst. Hierbei wird direkt an ar t .  26  6 - 2 8 5  der disquisitiones 
Arithmeticae von Gauss angeknüpft. Der Urform 

{ 
f(x, zf ,  XI ' )  = f(x) = f;, = f = a x e  + a r x l ' +  a f 'x"S  

+ 2Eix'xff+ 2b'xf'x + 2b1'xxf  

wird konsequent die ,,adjungierte" Form F gegenübergestellt, was un- 
gezwnngen zu der Unterscheidung zwischen ,,bestimmtenLL (,,definiertenLL) 
und ,,unbestimmtenL' (,,indefiniertenlL) f führt. So ergiebt sich weiter mit 
den einfachsten Hilfsmitteln die ,,GrundforrnelLL (S. 10): 

1) fsfg - f& = DFuz-  f z y  

(nebst ihrer adjungjerten), wo f Z Y  die bekannte Polarenbildung von f ist, 
D die Determinante von f, und die u die aus den x und y gebildeten 
zweireihigen Determinanten (,,LinienkoordinatenL') bodeuten. 

Sodann wird f einer linearen uuimodularen Substitution S unterworfen, 
wodurch f in fi übergehen moge. Umgekehrt giebt es (S. 1 8 )  bei beliebig 
gegebenen f, f, noch eine 00'-Schar von 8, die die aerf7ihrung leisten; 
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man erhilt  aber nach Hermite (1853/54)  schon dadurch alle, dass man 
eine von ihnen mit den m3S, die f i n  sich (,,automorph") transformieren, 
zusammensetzt. Zur Aufstellung eben dieser cc3 automorphen S wird ein- 
mal eine bisher wenig beachtete IIerleitung von G. Cantor (Habilitations- 
schrift, Halle 1869)  mitgeteilt, die, was erlaubt is t ,  als in te rmedï ie  Form 
die ,,Kormalforml' xi, x3- xg2 zu Grunde leg t ,  dann aber auch eine 
kürzere und direkte Herleitung, ohne Benutzung einer Xwischenform, aus 
den Transformationsrelationen gegeben. Estor isch ist dabei zu bemerken, 
dass Hermite die fragliche Aufgabe zwar ,,im allgemeinenL' erledigt hat,  
indessen für einen gcwissen Ausnahmefall eine Lücke offen liess, die erst 
Bachmann 1873 ausfüllte; andererseits is t  die Cantorsche Methode eine für 
alle Falle giltige. Hierzu hatte der Verfasser noch erwahnen konnen, 
dass die Originalabhandlung Hermites M Cambr. and Dublin Math. Journal  
Bd. 9 (1854) steht,  wo die Methode auch auf rn Variable ausgedehnt wird; 
ausserdem hatten die sich anschliessenden Arbeiten Cayleys berücksichtigt 
werden k b n e n ,  die die IIermitesche Methode sehr vie1 mehr ins einzelne 
verfolgen (vergl. jedoch einige Nachtrage auf S. 398). 

Das zweite Kapitel bringt die grundlegenden arithmetischen Satze und 
Begriffe. Der  Verfasser beschrankt sich der leichteren Darstellung halber 
auf C1 mit ungerader Determinante D, und daher auch unter den primitiven 
Pormen auf die ,,eigentlichenkL, für die die Koeffizienten a, a', a", 2 b ,  2 b r ,  
2 b" von f den grossten gemeinsamen Teiler ci = 1 haben. 

Haben dann die Koeffizienten A ,  A', A", B, Br,  Br' von F den grossten 
gemeinsamen Teiler fi, so wird D durch SL2 teilbar, 

Nach Eisenstein (1847) werden nunmehr die C2 der Determinante D 
in ,,OrdnungenL' zusammengefasst, für die jeweils SZ, A dieselben Werte  
haben (S. 42). Dabei is t  die stillschweigonde Voraussetzung, dass alle auf- 
tretenden Buchstaben (also die Koeffizienten von f, die Elemente von S u .  S. f.) 
ganze Zahlen sind. Umgekehrt entspricht jedem quadratischen Seiler SA 
von thatsachlich auch eine Ordnung. Formen derselben Kiasse, die also 
untereinander iiquivalont sind, gehoron auch zn dersclben Ordnung; um- 
gekehrt ist  die Anzahl der verschiedenen Formenklassen der Ordnung (fi, A) 
eine endliehe, wie vermoge einer besonderen ,,ReduktioniL von f nach Gauss 
bewiesen wird. Es  wird mit Recht der wichtige Umstand betont, dass im 
Sinne der früheren ,,algebraischenCL Aquivalenz eine C2 nur die eine In-  
variante D.besi tz t ,  dagegen im Sinne der jetzigen ,,arithmetischengL Aqui- 
valenz die beiden Invarianten fi, A, wahrend D erst als eine aus ihnen 
abgeleitete Invariante erscheint (S. 44). 

Der Verfasser wendet sich zu der Einführung des ebenfalls Eisenstein 
zu verdankenden fundamentalen Geschlechtshegriffes, die i n  einfachster Weise 
aus der Grundformel 1) hergeleitet wird. Giebt man namlich den Verander- 
lichen (z), (y) Werte ,  fiir die f nicht teilbar wird durch w, wo w irgend 
ein Primfaktor von fi is t ,  so folgt aus 1) sofort: 

Hist.-litt. Abt. d. Xeitschr. f .  Math. u. Phys. 45.Band. 1900. 2.u.5. Heft. 6 
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unter der Klammer (L) das Legendresche Sgmbol verstanden. d l s o  hat f 

bez. o einen durch den Wer t  von ( )  bestimmten (quadratisehen) 

,,CharakterLL. Wendet man analog 1) auf die adjungierte primitive (,,rezi- 
F 

proke" Form 5 - - an bez. eines Primfaktors 6 von A, so ha t  man ebenso: LL 

3 b )  (9) = (y), 
d. h. auch bez. S kommt der Form f ein durch den Wer t  von 

stimmter Charakter zu. Alle so resultierenden Einzelcharaktere von f de- 
finieren zusammengenommen den , ,CharakterL' von f ,  und alle f derselben 
Ordnung, welche gleichen Charakter haben, bilden ein ,,Geschlecht" von 
Formen (S. 53). 1st ,u resp. v die Anzahl der w resp. S, die nicht in  A 
resp. SL aufgehen, wahrend g die Anzahl der fi, A gemeinsamen Primfaktoren 
is t ,  so ist die h z a h l  aller überhaupt denkbaren Geschlechter der Ordnung 
(9,  A), wie leicht abzuzlihlen gleich Zr+"+ 'Q, wiihrend die E'rage nach 
der wirklichen Existenz aller dieser Geschlechter auf spater verschoben wird. 

Um den Leser ruoglichst allseitig zu orientieren, begründet der Ver- 
fasser die Theorie der Geschlechter noch auf einem giinzlich anderen 
Wege, im Anschluss an die Preisarbeit von Minkowski (1887), auf Grund 
eiries auch sonst sehr nützliçhen Satzes von St.  Smith (1867). Uanach 
giebt es, falls N eine beliebig gegebene ganze Zahl is t ,  in  der Klasse von 
f stets eine Form m mit der Reziproken @, so dass für samtliehe gleich- 
stellige Kooffizienten die Kongruenzen herrschen (S. 54): 

1 cp 4 us" + ' S 2 s f 2  + af'SLAn;"" 

4) @ u' u"SèAz" i-"uAx' + u a ' d r 2  mod. N. 

1 = u n'at1 i 
Nirnmt man dann N = G A ,  so ergeben sich die obigen Charakter- 

eigenschaften von f ganz von selbst (S. 59). 
Das dritte Kapitel t r i t t  a n  das Problem hemn,  die siimtlichen ,,Dar- 

stellungenLL einer gegebenen Zahl resp. einer gegebenen biniiren (quadratisehen) 
Form durch eine C, zu liefern, und schliesst sich direkt an Gauss an (Disq. 
art. 278  - 285). Die erste Aufgabe ist i n  der zweiten enthalten; letztere 
wiederum kommt (S. 88) auf folgende zwei Fundamentalaufgaben zi~rück; 
erstens: über die Aquivalenz oder Nicht&quivalenz zweier Formen derselben 
Ordnung zu entscheiden; zweitens im Falle der Aquivalenz alle ganz- 
zahligen Transformationen der einen in die andere anzugeben. Da die 
erste Aufgabe des allgemeinen Hilfsmittels der Reduktion bedarf; bleibt 
sie dem zweiten Bande vorbehalten; die zweite dagegen, die man noch so 
vereiufache~i karin, dass man nach alleu ganz~ahligen automorphen S einer 
Cz fragt,  wird sofort (Kap. IV) in  Angriff genommen und auf Grund der 
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früher entwickelten algebraischen Hilfssatze durchgeführt. Die LGsung wird 
dadurch erheblich erleichtert (S. 91), dass es gestattet ist ,  die vorgelegte 
C, durch eine andere, passend ausgewihlte F o n n  Cr2 der namlichen Klasse 
zu ersetzen; diese Auswahl geschieht dann so l  dass Cf, den Smibhschen 
Kongruenzen i n  gewisser Weise zu genügen hat. Die bestimmten C2 
unterscheiden sich dabei insofern mesentlich von den unbestimmten, dass 
die ersteren nur  eine endliche Zahl (a), die letzteren d a g ~ g e n  eine unend- 
liche Menge automorpher S zulassen (S. 93); bei den letzteren werden aus 
einer ersten gefundenen L6sung nach einer einl'achen Hegel (S. 96)  alle 
übrigen bestirnmt. Die Pellsche Gleichung aus der Theorie der binaren 
quadratischen Formen ha t  hier ihr  Analogon in:  

5 t e  + 17,. = 1 resp. 4. 

Im niichsten Kapitel wird im mesentlichen eine Rekapitulation (siehe 
die Analytische %hlentheorie des Verfassers, 9. Abschn.) der Theorie der 
Geschlechter dcr biniiren Formen gegeben, soweit sie hier erforderlich is t  
zur Hehandlung der Uarstellbarkeit der biniiren Forrnen durch terniire. 
Der Verfasser unterlisst aber hierbei nicht (S. 127) ,  auch einer giinz- 
lich anderen und prinzipiell wichtigen Definition des Geschlechtes einer 
Ce zu gedenken, die von Eisenstein (1852) angebahnt und von Smith aus- 
geführt i s t ,  einer Definition, die auf dem neuen Hilfsmittel einer (uni- 
modularen) Substitution mit r a t i o n a l  e n  Koeffizienten r Z k  beruht. Wird eine 
solche Substitution, wenn auch noch der Generalnenner der r prim is t  zu 
2QA,  mit Z bexeichnet, so besteht das Kriterium des gleichen Geschlechtes 
für zwei Cz der Ordnung (SL, A) darin, dass sie durch eine 2 ineinander 
überführbar sind. 

Das sechste Kapitel ist  den positiven Pormen C2 der Ordnung (52, A) 
gewidmet, für  die also fi positiv ausfallt. Und zwar wird für diesen Fa11 
sofort zur Aufstcllung des drittcn und wichtigstcn der Eisensteinschon 
BegriEe, des ,,&fiesxL geschritten. Man unterwerfe eine C, alleu uui- 
modularen S ,  so resultieren alle mit C2 aquivalenten Formen, und zwar, 
wie man leicht sieht, jede gleich oft,  nkimlich 3 - m a l ,  wenn a., wie o b ~ n ,  
die (endliche) Anzahl der automorphen S von C2 bezeichnet. Ganz ab- 
weichend von dem Verhalten der binaren Formen, wo die entsprechende 
Anzahl z nur von der Determinante D abhangt und für positive primitive 

1 
Formen im allgcmeinen gleich - i s t ,  is t  hier 6 mit C2 selbst verdnderlich; 

2 

die Klasse von C2 wird also um so ,,dichteri' an Pormen sein, je kleiner 
1 .  

8, oder je grosser - ist ,  d. h. die Anzahl der Formen einer Klasse i s t  
4 

1 
p r o p o r t i o n a l  mit dem Rruche - 7  der somit M a B  ( D i c h t i g k e i t ,  weight) 

4 
der Klasse oder jeder C2 der Klasse genannt wird (S. 134). Die Surume 

2; der MaBe mehrerer Klassen C, z. B. der cines Gcschlecbtes oder 

einer Ordnung, heisst das Mao des Geschlechtes resp. der Ordnung. 
MaB der Darstellung einer Zahl ist  das MaB der darstellenden Form, 

6' 
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MaB der Darstellung einer binaren Form durch eine terniire das Produkt 
beider MaOe, endlich MaB eines Systems von Darstellungen die Summe 
der bez. MaBe. Über diesen Begriff des MaBes werden einige Satze ab- 
geleitet, die dann sofort auf die C', der Ordnung ( 1 ,  1) angewendet werden; 
letztere biMen nur eine Klasse, repriisentiert durch 

f = 2 2 + 2 1 2 + 2 f 1 Z 1  

wo zugleich 3 - f. 
Hieran schliessen sich die Legendreschen und Gaussschen Satze über 

die Darstellung einer Zahl, die nicht von der Form 412 oder 8 7 ~  + 7 ist, 
als Summe dreier Quadrate, mit Hinzuziehung der von Dirichlet gegebenen 
Vereinfachungen, sowie der 13eweis des berühmten Fermatschen Gatzes, 
dass sich jede positive ganze . Zahl als Summe von vier Quadratzahlen dar- 
stcllen liisst (S. 150), und seiner Verallgemcinerung , d a s ~  jede ganze Zahl 
als Summe von 12 (oder weniger) Polygonalzahlen der Ordnung darstellbar 
is t  (S. 134) .  

Kap. 7 geht znr Betrachtung der positiven Cg überhaupt wieder zurück, 
um allgemein das MaB eines Geschlechts und sodann einer Ordniing 
solcher Formen zu ermitteln. E s  ist historisch von Intercssc, dass Eisen- 
stein, der die Aufgabe zuerst loste (1852)~ selbst angiebt, er sei zu seinen 
Resultaten gelangt bei dem vergeblichen Bemühen, die scheinbar weit 
niiher liegende Aufgabe der Bestimmung der Klassenanzahl zu erledigen. 
Von prinzipieller Wichtigkeit is t  dabei der Eisensteinsche Hilfsbegriff der 
reduzierten Substitutionen. Indem wir uns hier auf n = 3 beschriinken, 
sei S eine Substitution von positivem Modul M. Alle aus S durch Zu- 
sammensetzung mit allen unimodularen Substitutionen T entstehenden Sub- 
stitutionen U - ST bilden die ,,Klasse der mit 8 aquivalentenLL Sub- 
stitutionen. Wenn S gegehen, so giebt es immer nur cinc ,,reduziertcfl 
T von der Art ,  dass U die Form hat: 

wo d ' ,  a', 8" positive ganze Zahlen sind, deren Produkt = X ist,  rriihrend - 

E',  19" den Bedingungen genügen: 

7) o 7 E' < al, O 2 (:',',] < alf ,  

oder kürzer : ,,In jeder Klasse liquivalenter Substitutionen giebt es stets 
eine einzige r e d u z i e r t e  Substitution" (S. 164). Kun ist leicht zu 
sehen, dass aus einer C2 von der Determinante 1 vermoge einer geeigneten 
ganzzahligen S das B-fache einor Cf2 mit beliebig vorgeschriobener Deter- 
minante U hergeleitet werden kann. Es  ist aber von Bedeutung, die 
samtlichen S der gemeinten Art zu ermitteln; hierbei darf man sich 
dann auf die reduzierten beschranken (S. 168);  deren Anzahl ergiebt sich 
einfach als II (d + l ) ,  wo d alle x Primfaktoren von D durchlauft, d. i. 
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die Summe aller Teiler von D (S. 171). Sol1 auch Cr2 eine gegebene 
Form sein; so erhalt man das Kriterium für  die Losbarkeit der Aufgabe, 
dass Cl, einem bestimmten Geschlecht G anzugehoren ha t  (S. 174). Somit 

24.2% 
ergiebt sich -- a als Anzahl der reduzierten Substitutionen vom Modul B2, 

die C, in das D-fache einer Form der Klasse von Cf8 verwandeln; kom- 
biniert man dies Resultat mit  deni der S. 1 7 1 ,  so erhalt man die Eisen- 
steinsche Formel (S. 175) für das Ma0 1I1 des Geschlechtes G: 

Mit Benutzung der analytischen Alethoden Dirichlets lasst sich das Er-  
gebnis nach Smith und Minkowski noch wesentlich verallgemeinern. Es 
liegt dabei das fruchtbare Prinzip zu Grunde, das XaB eines Systemes 
von Darstellungen gewisser, von fi und A abhangiger Zahlen durch 
Formen 8 nach zwei Summationsmethoden abzuzlihlen: durch Vergleichuug 
ergiebt sich dann unmittelbar das MaB des Geschlechtes (S. 1 9 1 ) ,  und 
daraus auch ohne Schwierigkeit das MaB M der Ordnung (SL, A) selbst 
(S. 196). 

W a r  bisher nur  von bestimrnten C2 die Rede, so berichten die beiden 
folgenden Kapitel, die den Schluss des ersten Ahschnitts bilden, über 
einzelne Untersuchungen aus der schwierigeren und noch weniger entwickelten 
Theorie dor unbestimmten C2. Hier dr ingt  sich als erste Aufgabe auf 
die ganzzahlige Auflosung der Gleichung Cé - 0 ,  die wiederum auf die 
der einfacheren: 

9) a22+ a ' x ' 2 +  a ' l x " P =  0 

zurückkommt (S. 198). Man darf annehmen, dass a ,  a ' ,  a" zu je  zweien 
relativ prim und ohne quadratische Teiler sind, und überdies 

B = a a ' a f f >  O 

ist. D a m  stellte schon Legendre (1784) mittels eines Reduktionsverfahrens 
von Lagrange (1 767) als Kriterium der ganzzahligen Auflosbarkeit von 9) auf, 
dass - a ' a f f ,  - nf ' a ,  - a a '  resp. von a ,  a', a"  quadratische Reste sind 
(S. 202). Der Verfasser zieht es aber vor, das Verfahren con Gauss (Disq. 
Art. 294) anzugeben, das direkt aus der Theorie der geschtipft i s t ,  sowie bez. 
der Ableitung aller Losungen aus einer einzigen einige nicht unwesent- 
liche Erginzungen von Cantor und Dedekind. 

Das obige Kriterium is t  übrigens um M O  interessanter, als es die 
Grundlage bildete für den ersten (noch u n v ~ l l s t à n d i ~ e n )  Beweis, der fïir das 
quadratische Reziprozitatsgesetz von Legendre (1785) gegeben ist;  anderer- 
seits enthalt jenes Kriterium nach Arndt (1859) einen so durch- 
sichtigen Beweis fiir den Gaussschen Satz von der Duplikation der (biniiren) 
Klassen (siehe die ,,Elemente der Zahlentheorie"), dass man beide That-  
sachen geradezu als liquivalent betrachten kann (S. 2 2 1). 

Die ganzzahlige Auflosung von 9) zieht auch die rationale Auflosung 
der Gleichung 
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Io> ax2+  2bxy + cy2+ 2 d x  + 2ey + f = O 

nach sich; das letztere Problem war auf elementarem Wege schon von 
Euler und vollstandig von Lagrange (1767) behandelt worden. 

Das Schlusskapitel des ersten Abschnitts beschiiftigt sich mit der 
Klassenanzahl eines Geschlechtes von unbestimmten C2. Die Eisensteinsche 
Vermutung (1851), dass jedes Geschlecht unbestimmter C2 nur aus einer ein- 
zigen Klasse bestehe, haben die Tintersuchungen des leider kürzlich verstorbenen 
Arnold Meyer (1871, 1888)  in  gewissem Umfange bestitigt. Der Ver- 
fasser ha t  sich bemüht, aus den nicht einfachen Darlegungen A. Meyers 
das herauszugreifen, was auch für  einen weniger vorgebildeten Leser ver- 
stëndlich ist. Das Hauptresultat lautet ,  dass zwei unbestimmte C, einer 
Ordnung (fi, A )  für  die Si, A relativ prim sind, derselben Klasse an- 
gehoren, sobald sie desselben Geschlechtes sind, d. i. jedes Geschlecht solcher 
C, besteht in der Tha t  nur  aus einer einzigcn Klasse (S. 251),  (ein Satz, 
den A. Meyer auch auf lz Variable ausgedehnt hat). Dadurch erFihrt zu- 
gleich die Theorie der automorphen 8 einer unbestimmten C2 eine wesent- 
liche Ergiinzung, insofern eine gewisse dort auîtretende Hilfsgleichung immer 
ganxzahlige Losungen besitzt (S. 256). 

Bei der Besprechung des zweiten Abschnitts, der von den 

F 2 ( q x 2  . . . x,') 
handelt, müssen wir uns kiimer fassen, da  allein eine Erklarung einer 
grossen Beihe von verwickelten Fundamentalbegriffen einen zu grossen 
Raum beansprnchen würde. Minkowski ha t  die Theorie der F2 in voller 
Allgemeinheit behandelt; der Verfasser zieht es aber vor ,  wie bei den C,, 
die Beschrinkung auf mit ungeraden Determinanten eintreten zu lassen, 
und schickt zudem behufs leichteren Verstindnisses die Theorie der linearen 
Formen Pl als Grundlage voraus, wie sie von Smith (1861) und besonders 
eingehend von Frobenius (187 9 ,  1 8 8 0 )  entwickelt worden ist. 

Nach einleitenden algebraischen Hilfssatzen über Determinant,en und 
Zusammensetzungen bilinearer Formen werden i m  Kapitel 2 die ,,Ele- 
mentarteiler von Zahlensystemenl' auseinandergesetzt. Man geht am zweck- 
massigsten aus von der Prage nach alleu ganzzahligen Losungen der 
m ganzzahligen Gleichungen: 

1 1) a , , ~ , + a , ~ s , + . - . + a , ~ x , = a , ( a - 1 , 2  , . . .  m). 

Das Schema der Koeffizienten aik heisst ein ,,rechteckigesU Zahlen- 
system a vom ,,Typus mm lL. Verschwinden alle Determinanten (r + l)ten 
Grades des Systems a ,  nicht aber  alle Deterrninanten rten Grades, so 
heisst r nach Frobenius der ,,Bang1' des Systems. 1st d, der  grosste 
(positive) gem. Teiler aller Determinanten xten Grades des Systems a 

und sebzt man e, = ex-1 9 so sind die positiven ganzen Zahlen 

e l e B . . . e , ( e , + i = e , + z = - . - = O )  

nach Sylvester und Weierstrass die ,,ElementarteilerlL des Systems a. 
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Mit Hilfe dieser und anschliessender Begriffe wird irn Kap. 3 ein be- 
liebiges System linearer Gleichungen auf den Pal1 unabliiingiger Gleichungen 
zunickgefühd; aus einer ersten , ,Fundamentallos~ung'~ werden alle 
ührigen hergeleitet. Der Verfasser unterlasst es nicht,  für das letztere 
Theorem einen weiteren Beweis von Stieltjes (1890/91)  vorzuführen, der 
der Elementarteiler nicht bedarf; er beruht darauf, dass die aus eineru 
Zahlensystem m(m + p) zu bildenden Determinanten durch gewisse Identi- 
tiiten mit einander verknüpft sind (S. 327). 

Weiterhin erweist es sich als vorteilhaft, einem ersten Gloichungs- 
systeme A, = O ein zweites Ba = O zu ,,adjungierenLL7 von der A r t ,  dass 
die Determirianten des einen Koeffi~ientensysteus proportional sind den 
,,komplementareniL Determinanten des zweiten Koeffizientensystems (S. 335). 
Der Verfasser hatte hier erwahnen durfen, dass diese Methode der Ad- 
junktion den Invariantentheorctikern durch Brill  und Clebsch scit 1 8 7 3  
(in der Theorie der Kombinanten) gelaufig ist. 

Daran knüpft sich die Behandlung der auf Hermite zurückgehenden 
umgekehrten Aufgabe, alle Systeme eines gegebenen Typus aufzustellen, 
deren Determinanten gegebene Werte haben (S. 338). 

Den Schluss des Kapitcls bildet die Entscheidung über die Aquivalenz 
zweier Systeme von m Linearforrnen d. i. die gegenseitige Gberführbarkeit 
vermoge einer unimodularen 8 ;  sie müssen alsdann ein- und dasselbe ,,re- 
duzierte" Pormensystem besitzen. 

Eine i n  vielfacher Hinsicht analoge Cntersuchung gestatten die 
linearen Kongruenzen (Kap. 4). h'unmehr erst gelangt der Verfasser zur 
Theorie der F, selbst, der wiederum eine algebraische Eiuleitung (Kap. 5 )  
vorausgeht. Hier findet der bekannte Satz von Weierstrass über die 
Aquivalenz bilinearer Scharen (S. 378) seine Stelle, ferner die Satze über 
die ,,FundamentalgleichungLL einer Substitution (S. 383), die Herstellung der 
automorphen S ciner F, nach Hermite und Frobenius (S. 402), die Kanoni- 
sierung der 3; (S. 409) im Zusamuienhange mit dem Trigtieitsgesetze 
(S. 417). P ü r  das ganze Kapitel vergl. die historische, vom Verfasser 
nicht erwahnte Darstellung des Referenten in seinem ,,InvariantenberichteCL, 
Deutsche Math. Vercinigg. 1 1892,  S. 106 flg. 

Nach diesen ausführlichen Vorbereitungen werden die F, selbst in  
h g r i f f  genommen. Das sechste Kapitel enthiilt die einfacheren Satze über 
die Klassen, Ordnungen und Geschlechter der F2. 1st 

F, = z a , p x , x p ,  

so sei do der grosste gem. Teiler der a ;  die Zahlen 

haben dann den gem. Teiler 1 oder 2: je nachdem setzt man ul - 1 oder 2. 
Jeder F2 sind eine Anzahl von quadratischen ,,BegleitformenCL zugeordnet, 
deren Koeffizienten gewisse Unterdeterminanten der Determinante der u 
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sind (bez. der Regleitform hiitt>en neuere Untersuchungen von Rados er- 
wahnt werden konnen). Bildet man für diese Begleitformen die eut,- 
sprechenden Zahlen d l ,  d2,  . . . d ,L+l ,  u, . . . G,-I, so bilden alle d und ci 

nebst dem Tragheitsindex z &e ,, arithmetischen Invarianten" von F2,  die 
fiir alle Formen einer Klasse dieselben sind. 

Alle (primitiven, für die do- 1) F2 mit denselben Invarianten bilden 
eine ,,Ordnung" O; soleher giebt es eine endliche Anzahl, deren jede eine 
endliche Anzahl von Iclassen enthalt (S. 427). Die d werden zweckmassig 
durch gewisse andere Invarianten O ersetzt. 

Wendet man die ,,GrundformelLL, die ganz analog zu 1) i s t ,  auf die 
(primitiven) Begleit,formen von F2 au,  sa kommen diesen und damit F3 
selbst nach Smith bestimmte quadratische ,, Geschlechts - Charaktere lL zu 
(S. 455), die den Primfaktoren der Invarianten O entsprechen. Eine um- 
fassendere Definition des Qeschleehts von Minkowski, die a d  der Dar- 
stellung gewisser Zahlen durch die Begleitformen beruht (S. 456), kann 
hier nur  angedeutet werden. Nachdem das Kap. 7 einige Hilfçsitze über 
quadratische Kongrnenzen entwickelt hat ,  wird im Kap. 8 eine abermalige 
nene und noch eweckmiis;rigere Definitiou des Geschlechts gegehen: zwei 
Klassen heissen gleichen Geschlechts, wenn sio nach jedem Modul kongruent 
sind (S. 516) .  Kap. 9 is t  der schn-ierigen Theorie der Darstellungen einer 
einer dé von v < vt Variabeln durch eine 3; von n Variabeln gewidmet. 
Die hierdurch gewonnenen Gesichtspunkte werden zum Beweise des Haupt- 
satzes verwendet, dass die als denkbar hezeichneten Geschlechter auch 
wirklich existieren (S. 591) ,  in  der Bcschriinkung anf  den einfacheren Fall, 
wo die Determinante von 1", ungerade und die erste 6-Invariante gleich 
1 ist. 

Das Schlusskapitel handelt vom MaBe der positiven (t = 0) F2, mit 
Anwendungen auf Darstellungen einer Zahl als Summe von 4 und einer 
ungeraden als Summe von 5, 6, 7, 8 Quadraten. IsL, wie früher bei den Cg 
t (F)  die (eridliehe) Anaahl der automorphen S einer Y,, so wird der Wert 

1 

t ( F ?  
-- als MaB von F2 oder der Klasse von F2 eingeführt (S. 597);  das 

MaB einer Ordnung oder eines Geschlechtes ist  wiederum die Summe 
aller MaBe der in der Ordnung resp. dem Geschlechte enthaltenen 
Klassen. Den eigentlichen Kern des Kapitels bildet die Ableitung des all- 
gemeinen Ausdrucks, don Minkowski für  das MaB eines beliebigen Ge- 
schlechts geliefert ha t ,  bei dem die Bedeutung der einzelnenen Teile, aus 
denen sich der Ausdruck des MaBes ausammensetzt, klar hervortritt 
(S. 623 u. flg.). Indem wir uns mit diesen kurten genetischen Hinweisen 
begniigen, fassen wir unsere Gesamtmeiniing 'dyhin zusammen, dass der 
Verfasser seiner Aufgabe, die im wescntlichon eine pkdagogisehe war, bis 
auf die etwas mangelhaften Litteraturangatien vollkomrnen gerecht ge- 
worden kt. Selbst ein Student in  jüugeren Semestern dürfte im stande 
sein, den klaren Darlegungen des Buches zu folgen. Wir freuen uns im 
voriius auf die in Aussicht stehenden Fortsetzungen und mochten den 
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Verfasser bitten, in der Fortführung seines überaus nützlichen Unter- 
nehmens trotz vicler Schwierigkeiten nicht zu erlahmen. 

W. FK. MEYER. 
-- 

Die physikalischen Erschriiiniigen niid Krafte, ihre Erkeniitnis und 
Verwertnng im praktischeii Lebeii. Von L. Gi~uzii~acr~. Sonder- 
abdruck aus dem ,,Buch der Erfindungen, Gewerbe und Industrie1'. 
Leipzig 1 8 9 8 ,  Verlag von Otto Ppamer. 427 S. 

Wer immer sich für  die Fortschritte der Physik interessiert, der 
findet in dem vorliegenden Sonderabdruck aus dem h c h  der Erfindurigen, 
Gewerbe und Industrien nicht nur reichliche Kahrung, sondern auch 
neue Anregmgen,  wosu n a m ~ n t l i c h  die Rehandlung des Stoffes und 
die zahlreichen Abbildungen schr vie1 beitragen. Die bedeutcndsten 
Phjsiker sind im Bild wiedergegeben, und die wichtigsten Vorgange 
aus ihrem Leben werden mitgeteilt. Zwischen den alteren Bildern 
von Wilh. Weber und Werner Siemens ist ein Jugendbildnis von Michael 
Faraday eingeschaltet. MTir halten dies nicht fu r  richtig, zumal dieses 
Bild Faradays Wesen nicht erkennen lasst. D a  aber ein gutes Bild von 
Faraday aus seiner spateren Zeit existiert, so hiitte dieses hier aufgenornmen 
werden sollen. - Die Errungenschaften der Physik sind in den letzten 
Jahrzehnten für das offentliche Leben von einer solch einschneidenden 
Wirkung geworden, dass die Beschaftigung mit  Physik als ein notwcndigcs 
Bildungsmittel anzusehen ist. Zur Verbreitung physikalischer Bildung ist 
das vorliegende Buch sehr zu ernpfehlen. B. SEUEL. 

- 

F. KLEIN und A. SOMMERFELD. Cber die Theorie des Kreisels. Heft 1. 
Die kinematischen und kinetischen Grundlagen der Theorie. Leipzig 
1897,  Verlag von B. G. Teubner. 1 9 6  S. 

Heft II, Durchführung der Theorie im Falle des schweren sym- 
metrischcn Kreisels. Leipzig 1 8 9 8 ,  TTerlag von B. G. 'Teubner. 
3 1 6  S. 

Von dem in drei Heften erscheinenden Werke liegen die beiden ersten 
For; davon enthiilt das erste Heft die grundlegenden Betrachtungen über 
die Prinzipien der Mechanik, soweit sie bei dem Kreiselprobleme in Betracht 
kommen. Das zweite Heft umfasst eingehend die mathematische Seite der 
Theorie, und zwar die explizite Darstellung der Bewegung des schweren 
symmetrischen Kreisels durch elliptische Funktionen. Das dritte Heft sol1 
zeigen, inwiefern sich die im zweiten Hefte entwickelte reine Theorie der 
Kreiselbewegung mit der Erfahrung deckt, beziehungsweise welche Ander- 
ungen vorgenommen werden müssen, um die Theorie weiter auf die Physik 
und Astronomie anwenden zu konnen. Sodann sollen die a n  dem speziellen 
Beispiele gewonnenen Gesichtspunkte für  die Auffassung der allgemeinen 
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Mcchanik nutzbringend verwertot werden. Den Schluss werden einige 
Streifzüge i n  das Gebiet der modernen theoretischen Physik bilden. - 
Verf'asser hebt auch den liingst bekannteu aber keineswegs abgestellteu 
Fehler hervor, dass wegen der abstrakten Vortragsweise a n  unseren Schulen 
sich die Schüler bei der Behandlung &es speziellen Problemes hiufig sehr 
ungeschickt anstellen. Wiihrend man bisher diesem MiBstand durch Übungs- 
stunden zu begegnen bestrebt war, so bricht der Verf'asser mit der be- 
stehenden Methode, indem er die einschlagigen Gebiete der Mechanik an 
der Hand eines speziellen Beispiels behandelt, wodurch der Vortrag vie1 
nachhsltiger auf den Schüler wirkt. Um aber die a n  sich schr interessante 
Theorie der Kreiselbewegung nicht von vornherein unübersichtlich zu 
mzchen, muss die Definition des Kreisels enger gefasst werden, als dies 
im gewohnlichen Leben der Pal1 is t ,  namentlich ist es die Festlegung 
eines Punktes der Symmetrieaxe im Raume. - Nicht u n e m a h n t  sei, dass 
der Verfasser auch die auslandische, insbesondere die englische Litteratur 
über den vorliegenden Gegenstand berücksichtigt. - Hoffentlich erscheint 
auch in Kürze das dritte Heft, wodurch ein Werk  zurn Abschluss gelangt, 
das in  seiner Eigenart i n  Deutschland bahnbrechend zu wirken vermag. 

13. NEBEL. 

The mathematical theory of the top, lectures delivered on the  occation 
of the sesquicentennial celebration of Princetown University, by 
FELIX KLEIN. Wi th  illustrations. New - York 189  7, Charles Scribners 
Son. 74 S. 

Die vier nunmehr im Druck erschienenen Vorlesungen wurden am 
12.- 15. Oktober 1896 anlasslich des Jubiliiums der Princetown Universitiit 
gehalten und beziehen sich auf eine neue Behandlungsweise der Theorie 
des Kreisels, welche der Verfasser in Verbindung mit A. Sommerfeld in 
einem grtisseren Werke zur Zeit i n  Deutschland erscheinen lisst. Das 
Problem wird derart behandelt, dass sich die Resultate nicht allein auf 
eine bosondere Klasse von Fallen in der Dynamik anwendcn lassen, sondern 
dass auch die Astronomie und Physik Nutzeu daraus ziehen kann. Die 
Definition des Kreisels weicht von der landliiufigen hinsichtlich spezieller 
Annahmen ab, wozu insbesondere die Festlegung eines Punktes der Symmetrie- 
axe im Raume gehort. B. NEBEL. 

Leçons élémentaires d'acoustique et d'optique, à l'usage des candidats 
au  certificat d'études physiques, chimiques e t  naturelles. Par  
CH. FABRY. Paris 1898, Gauthier-Villars et fils. 356 S. 7 Fr. 50 c. 

Verfasser stellte sich in  dem vorliegenden Werke die Aufgabe, die- 
jenigen Teile der Physik, die sich mittels schwingender Beweguugszustiinde 
erklaren lassen, narnlich die Akustik und Optik, in  zusammenfassender 
Form zur Darstellung zu bringen, und zwar in  einer Weise, dass sie von 
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jedern, der die Elementarmathematik beherrscht, leicht verstanden werden 
kann. Der Schwerpunkt bei dieser Behandlungsweise wurde mehr auf 
den Kachweis des logischen Zusammenhanges der Thatsachen und Gesetze 
gelegt, als auf eine erschopfende Beschreibung der einzelnen Probleme 
und der zu ihrer Darstellung notigen Apparate. Um aber stets Fühlung 
mit der Wirklichkeit zu haberi, fügte der Verfasser eirie Reihe von Zahlen- 
beispielen a n  geeigneten Stellen ein. - Das erste Eapitel behandelt ganz 
im allgemeinen die Vibrationsbewegungen, deren einfachste Anwendung 
die das zweite Eapitel umfassende Akustik darbietet. I n  dem dritten 
Kapitel werden die grossere Sçhwierigkeiten darbietenden Problerne der Optik 
dem eingehenden Studium unterzogen. Besondere Rücksicht ist auf die 
Studierenden genommen, welche sich auf das Examen für Physik, Chemie 
und Naturwisscnschaftcn vorbereiten. B. NEBEL. 

- - 

Die Lehre vom Schuss und die Schnsstafeln. Auf dienstliche Ver- 
aulassung bearbeitet von HEYDERREICH. Berlin 1898, Verlag von 
Ernst Siegfried Mittler 6: Sohn. 1. 67  S., II. 109 S. und 7 9  S., 
ballistische Tafeln und Rechenmuster. 

Da8 vorliegende Werk ist aus rein praktischen Bedürfnissen ent- 
standen, da für den zweijiihrigcn Unterricht in der Ballistik an der ver- 
ejuigten Artillerie - und Ingenieurschule zur Zeit ein militarisches Hand- 
buch fehlte, i n  welchem die Grundzüge der Dallistik und die Schusstafeln 
und deren Einrichtungen sachgemiiss b ~ h a n d e l t  werden. Die Theorie 
viird nur insoweit berücksichtigt, als sie durch die praktischen Schiessversuche 
gestützt ~ i r d .  Die h6here Mathematik wurde absichtlich ausgeschlosseri, 
um jedem Offizier das Studiuui zu erleichtern. E r  soll i n  den Stand ge- 
seth werden, die Leistungen irgend einer Geschützart zu beurteileu und 
Grundsiitze fu r  neue Geschiitze bezw. Geschosse aufstellen zu konnen. Ins- 
besondere soll er sich ein klares Bild von den Leistungen der neuesten 
umerer Geschützarten machen konnen, die natürlich der Otferitlichkeit nicht 
preisgegeben werden konnen. I n  erster Linie wird das Buch ein vade- 
mecum für den Offizier sein. B. NEBEL. 

Physikalische Anfgaben für die obcren Klassen h6herer Lehranstalten 
und fùr den Selbstunterricht. Von W. N~~LLER-EKZBACII. Zmeite, 
umgearbeitete und vermehrte Auflage. Berlin 1898, Verlag von 
Julius Springer. 167  S. Preis Mk 2. 40. 

Verfasser war  bestrebt, dem a n  sich kurz bemessenen Physikunterricht 
dadurch aufzuhelfen, dass er den i>bungsstoff i n  der 3Iathematik ans der 
Physik wshlt und dadurch gleichzeitig den mathematischen Untcri-icht an- 
regender gestaltet. Durch eine derartige sachgerriiisse Behandlung kann 
ein Lehrer wahre Wunder bei seinen Schülern erzielen, sodass die Mathe- 
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matik a n  Gymnasien nicht, wie es früher der Fa11 war,  von den meisten 
Schülern gehasst würde. Um dem Lehrer die Auswahl zu erleichtern, hat 
der Verfasser grosse Sorgfalt auf die Einteilung verwendet, so dass in 
jedem Zweig der Physik die schwierigeren Aufgaben von den einfacheren 
leicht gefunden werden konnen. Durch die in den Losungen vielfach ent- 
haltenen Fingerzeige is t  der strebsame Schüler befghigt, das Buch ohne die 
Hilfe des Lehrers verwenden zu konnen. Das Buch sei bestens empfohlen. 

B. NEBEL. 

Oeuvres scientifiques de L. Lorenz. Revues et annotées par  H. VALENTNEIL 
Publiées aus frais de la  fondation Carlsberg. Tome premier. Deuxième 
fascicule. Copenha,pe 1898,  Librairie Lehmann & Sta.ge. 31 8 S. 

Der zweite Teil des ersten Bandes umfasst vier Arbeiten, von denen 
die beiden ersten sich auf cxperimentelle und theoretische Untersuchungen 
über die Breühungskoeffizienten beziehen. I n  der dritten Arbeit teilt der 
Verfasser seine Theorie der Dispersion mit und leitet die allgemeinen Ge- 
setze auf eine neue Weise ab ,  ohne sich auf seine früheren Arbeiten zu 
stützen. Auch i n  der letxten Arbeit über das reflektierte und gebrochene 
Licht i n  einer transparenten Sphire  werden die Formeln auf eine neue und 
zugleiüh einfachere Methode abgeleitet, dass eine Bezugnahme auf die vorher- 
gehende Arbeit nicht erforderlich ist. - Die von dem Herausgeber hinzu- 
gefügten Bemerkungen sind hinter jeder einzelnen Arbeit eingeschaltet. 

Mogen auch die weiteren Teile dieser aissenschaftlichen Werke in 
Blilde einem grosseren Leserkreis zuganglich gemacht werden! 

-- 
B. NEREL. 

Thea~etioal mechanios, a n  introductory treatise on the principles of 
dynamics with applications and numerous examples by A. E. H. LOVE. 
Cambridge 1897 : A t  the university press. 379 S. Preis 1 2  sh. 

Das Buch ist in erster Linie für  Studierende bestimmt, die, im Be- 
sitz der ersten Kenntnisse der hoheren Mathematik, i n  die Mechanik ein 
gefiihrt werden sollen. Der  erste Teil ent,halt die wichtigsten Definitionen 
und  behandelt die verschiedenen Arten der Beaegung. Der  zweite Teil 
umfasst die Prinzipe der Mechanik. Der dritte und letzte Teil zieht ein- 
zelne spezielle Probleme i n  Betracht,  wobei die Methoden der Behandlungs- 
weise u n d  die Anwendung der Prinzipe besonders berücksichtigt werden. 
Zahlreiche, a n  passenden Stellen eingestreute Übungsbeispiele haben den 
Zweck, den Studierenden mit den neuen, ihm noch ungewohnten, ab- 
s t rakten L e b e n  vertraut zu machen. Das Buch sei jedem Studierenden 
bestens empfohlen. B. NEBEL. 
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Die Dynamik der Systeme starrer Korper i n  zwei Banden mit zahl- 
reichen Beispielen von E n w a ~ n  JOHN ROU'IH. Autorisierte deutsche 
Ausgabe von ADOLF SCHEPP. Mit einem Vorwort von Prof. Dr. FELIX 
KLEIN in Gottingen. Leipzig 1 8 9 8 ,  Verlag von B. G. Teubner. 

Erster Band: Die Elemente. Mit 5 7  Figuren im Text. 4728. 
Zweiter Band: Die h6here Dynamik. Mit 38 Figuren im Text. 544 S. 

Die deutsche Ausgabe erfolgte im wesentlichen nach der 6. Auflage 
des englischen Originals und wird durch ein Vorwort von Prof. Felix Klein 
in Deutschland eingeführt, in  welchem die eigenartigen Verhkltnisse er- 
wahnt werden, vermoge deren ein i n  England weit verbreitetes und in 
hohem Ansehen stehendes Buch in Deutschland nahezu unbekannt sein 
kann. Im wesentlichen liegt der Unterschied in der Untemchtsmethode. 
Wrihrend i n  England der Nachdruck auf die Durcharbeitung der einzelnen 
Anwendungen gelegt wird, so bevorzugt der Deutsche in  scinem Unterricht 
den systematischen Aufbau, um einen allgemeinen Uberblick zu gewinnen, 
wobei zur eigenen selbstiindigen Ideenbildung angeregt wird. Bei der 
deutschen Behandlungsweise der Nechanik wird dem Studierenden die 
Losung spezieller Probleme zunachst schwierig; er stellt sich gleichsam mit  
dem ihm i n  die Hjlnde gogobenen Handwerkszeug etwas ungeschickt an. I n  
dieser Beziehung ist das englische Werk eine vorzügliche Ergjlnzung für  
den deutschen Unterricht, i d e m  der Schüler durch die zahlreichen Bei- 
spiele mit der Xatene  aufs Innigste vertraut gemacht wird. Durch das 
Werk von Routh erhalt aber der Deutsche eine Fülle wertvoller Anreg- 
ungen, die ihin vor Augen führen, wie unumgiinglich notwendig es ist, 
aoch die auslandische Litteratur zu verfolgen. - Uurch die Bemerkungen 
und Notizen von H. Liebmann und Felix Klein wird auch die nicht eng- 
lische Litteratur berücksichtigt, und das Buch für  den Leser in angenehmster 
Weise erganzt. - Namentlich den Studierenden a n  unseren t~chnischen 
Hochschulen sei das Routhsche Werk aufs Wirmste  empfohlen. 

B. NEBEL. 

Vorlesnngen über Technische JIechanik. Von AUGUST FOPPL. Leipzig, 
Verlag von B. G. Teubner. 

Dritter Band: Festigkeitslehre. Mit 78Figuren im Text. 1 8 9 7 . 4 7 2  S. 
Erster Band: Einführung i n  die Mechanik. N i t  78  Figuren im 

Text. 1898.  412 S. 

Das vorliegende Werk  schliesst sich eng a n  die Vorlesungen des Ver- 
fassers an ,  wobei sich namentlich die Ansprüche genau nach den allmkih- 
lich zunehmeaden mathematischen Kenntnissen richten. D a  die Vorlesungen 
in vier Teile zerfallen, so wird auch das Werk  i n  vier Randen erscheinen, 
von denen der erste eine Einführung in die Mechanik enthi l t ,  wiihrmd 
die drei übrigen die graphische Statik, die Festigkeitslehre und die Dyua- 
mik zum Gegenstand haben. In  erster Linie werden die Bedürfnisse der 
Praxis berücksichtigt; darüber wesentlich hinauszugehen, halt der Verfasser 
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für bedenklich bei den grossen, a n  den Techniker gestellten Anforderungen. 
Wer  sich eingehender mit einzelnen Problemen zu beschaftigen wünscht, 
der wird auf die ausführlichen Eandbücher verwiesen. Diese enthalten für 
die meisten Studierenden viel zu viel, so dass sie sich mehr abgestossen 
als angezogen fühlen und dem Gegensatz zwischen Theorie und Praxis 
huldigen. Was  der Verfasser bietet, sol1 den Anspruch auf Gründlichkeit 
machen dürfcn, damit der Studicrende auf einem guten Fundament weiter 
bauen kann. Deshalb sind die angezogenen Beispiele durchgerechnet. Sehr 
LU wünscheu wire es, dass auch der zweite und vierte Band in Balde er- 
scheint, damit die, welche die Vorlesungen nicht h6ren konnen, in der 
Benutzung des Werkes nicht zu sehr hintangehalten sind. B. XEBEL. 

Uas Priii~ip deil Er~haltung d e r  Eiiergie und seine Anwendung in der 
Naturlehre. Ein Hilfsbuch für den hoheren Unterricht. Von HANS 
JAXUSCHKE. Mit 95  Figureu im Text. L e i p ~ i g  1897,  Verlag von 
13. G. Teubner. 455 S. 

I n  dem vorliegenden Buch zeigt der Verfasser, dass das Energie- 
prinzip in der geçamten I'hysik gilt ,  und bringt es daher in allen Gebieten 
derselben zur Anwendung. Derartige Versuche sind nicht neu, auch 
wirkt eine derartige Studie an sich recht fruchtbringend. Wird aber ein solches 
Buch dem Schulunterrichb zu Grunde gelegt, wie es nach dem Vorwort 
der Fa11 is t ,  so konnen wir uns damit solange nicht einverstanden er- 
kliiren, solange die überwiegende Mehrzahl der heutigen Physiker dieser 
Auffassung noch nicht beigetreten ist. Der Srhüler sol1 nicht auf der 
Hochschule zur Erkenntnis kommen, dass ex bis jetzt einen Privatweg ge- 
fùhrt worden ist,  über dessen Gangbarkeit sich die ijffentlichkeit noch nicht 
entschieden hat. Die Einheit der Kraft heisst Dyne. Der  deutsche Sprach- 
gebrauch kennt keine Volum~einheiten. Die zahlreichen, in den Text auf- 
genommenen Aufgaben, die i n  der Xehrzahl aus anderen A~f~abensarnrn-  
lungen stammen, tragen wesentlich zur gründlichen Beherrschung des 
Stoffes bei. B KEBEL. 

O n m m  MURANI. Luce e raggi Rh tgen ,  con prefazione del R. FERRINI, 
con 1 5  Tavole e 157 iricisioni intercalate. Milano 1898, Ulrico 
Hoepli. 

Das in zehn Kapitel zerfallende Bueh beginnt mit dem Wesen des 
Lichtes, seinen verschiederieu Eigenschaften und G e s e t ~ e n ,  wobei auch die 
Hertzschen Versuche eingehend behandelt werden. Mit der Fluoreszenz 
schliesst das erste Kapitel. Das zweite Kapitel umfasst die zahlreichen Er- 
scheinungen, die bei der elektrischen Entladung i n  verdiinnten Gasen aiif- 
trcten. Das dritte Kapitel ist der Entstehung der Rontgenstrahlen ge- 
widmet und enthilt  einige Abbildungen, aus denen sich der Unterschied 
gegenüber den bisherigen Lichtstrahlen zu erkerinen giebt. In dem vierten 
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wendigeu mathematischen Erorterungen nicht ausser acht gclassen; sechs 
diesbezügliche Beilagen sind dem Buche beigpxhlossen. Dem Verfasser 
gebührt das grosse Verdienst, den experimeritellen Nachweis erbracht zu 
haben, dass, abgesehen von der grossen Verschiedenheit der Wellenlangen, 
das Verhalten der elektromagnetischen Wellen identisch ist mit dem dzr 
Lichtwollen, wodurch die Hypothese von dcr clektromagnetischen Natur 
der Lichterscheinungeu ungemein gekriiftigt wird. Die der deutscheu Über- 
setzung beigefügten beiden inzwischen erschieuenen Abhandlungen betreffen 
die Restimmung des Brechungskoeffizienten des Selenits fiir elektro- 
magnctische Wellen und seine Orientierung in einem homcgenen elektrischen 
Felde. - Von welch grossem Wert  das Buch sowohl für  die Physik irn 
allgemeinen, als auch für den Experimentator i s t ,  der die Versuche nach- 
machen will, darüber ein Wort  zu verlieren, erscheint ganzlich überflüssig. 

Grundzüge der kinetischen Katnrlehre. Von Baron Y. UELLINGSHAUSEX. 
Heidelberg 1898, Car1 Winters Universitiitsbuchhandlung. Preis M. 10. 
520 S. 

I n  dem vorliegenden Buche machte der Verfasser den Versuch, seine 
in friiheren Werken ausgesprochenen Theorien i n  eine mathernatische Form 
zu bringcn, wodurch sie nach Kant  erst zur eigcntlichen Wissenschaft 
werden. Ermutigt durch die Erfolge der Physik, nach welchen sich der 
Schall, das Licht, die Wiirme, die Elektrizittit als Bewegungszustiinde dar- 
stellen lassen, unternimmt es der Verfasser, die ganze Naturlehre auf Be- 
wegung aufzubauen, und zwar begnügt er sich nicht damit,  die samt- 
lichen Naturerschcinungen durch Bewegungen zu erklaren, sondern er i d  
bestrebt, auch die Verschiedenheit und Veranderlichkeit der Korper auf die 
Bewegungen zurückzuführen. Eine atomistische Theorie mit ihrem rhum und 
Dran giebt es demnach nicht mehr. Die Grundlage der kinetischen Xatur- 
lehre bildet die auf Erfahrung beruhcnde Thatsache der Bewegung, wozu 
aus der Mechanik die allgemeinen Uewegungsgeset~e benützt werden. 
Dabei tritt die ,,KraftiL nur als ein Rechnungswert auf und die ,,MasseLL 
als ein konstanter Koeffizient. Vollstandig aufgenommen wird die 
mechanische Warmetheorie. Am interessantesten is t  natürlich, die Ver- 
schiedenheit und Veranderlichkeit der Korper durch Bewegungen zu er- 
kliiren, durch welche in  den Korpern ein bestimmter Arbeitsvonat be- 
gründet wird. Der  innere Arbeitsvorrat der Korper wird unter der Form 
einer Energie dargestellt, weil dadurch der Begriff der Kraft ganz aus- 
geschlossen wird und weil d a m  nur  eine al# gegeben vorauszusetzende 
Geschwindigkeit und ein konstanter Koeffizient als Masse erforderlich ist. 
Zur Losung einer derartigen Aufgabe ist aber zunachst die Verstiindiguug 
über die Form der inneren Bewegungen erforderlich, weshalb diese den 
Anfang des Ruches bilden. - Leider hat  der unerbittliche Tod dem Ver- 
fasser zu früh die Feder aus der Rand genommen, so dass das Werk nicht 
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in allen Teilen vollendet ist; gleichwohl ha t  aber der Sohn als Heraus- 
geber auch die unvollendeten Abschnitte mit aufgenommen, um dem 
Werke die Originalitit zu wahren, und damit andere leichter darauf' auf- 
bauen konnen. Das Buch wirkt sehr anregend und ist daher fruktifizierend 
aiich für denjenigen, welcher sich den darin niedergelegten Anschauungen 
nicht anzuschliessen vermag. B. NEBEL. 

Grundriss der Festigkeitslehre. Zum Gebrauch an Handwerlierschulen 
insbesondere Baugewerk- und Maschinenbauschulen, sowie zum 
Selbstunterricht. Bearbeitet von Dr. E. GLINZER. Zweite, verbesserte 
und vermehrte Auflage. Mit 98 in den Text gedruckten Figuren 
und mehreren Tafeln sowie mit zahlreichen Übungsbeispielen und 
Aufgaben. Dresden 1898, Verlag von Gerhard Kühtmann. 148 S. 

Die zweite A d a g e  des Buches ist nicht nur überarbeitet, sondern 
auch nach einigen Richtungen, die durch das praktische Bedürfnis herror- 
getreten sind, erweitert worden. Durch die zahlreichen Übungsbei~~iele ist 
es dem Schüler leicht, sich eine gewisse Sicherheit bei den Belastungs- 
berechnungen anzueignen, ohne unter den Formeln zu leiden. Das Buch 
ist daher in den betreffenden Schulen mit grossem Nutzen zu verwenden. 

B. NE~EI, .  

Über die Bestimmnng der Koeffizienten der Cxanssscheii allgemeinen 
Theorie des Erdmagnetismns fur das Jahr 1885 und über den 
Zusammenhang der drei erdmagnetischen Elemente untereinander. 
Von H. F a i ~ s c ~ s .  St. Petersburg 1897. 85 S. 

Verfasser führt den Nachweis, dass man nicht bei der Berechnung 
der von Gauss seiner Zeit mit Recht nur auf die Zahl 2 4  beschriinkten 
Koeffizienten stehen bleiben dürfe, wie dies bei Erman und Petersen, Petersen 
und Neumayer, sowie Quintus Icilius der Fa11 war, sondern dass man in 
der Berechnung der Koeffizienten solange weiter gehen müsse, bis durch 
Hinzuziehung von neuen KoefIizienten der Unterschied zwischen Rechuung 
und Beobachtung nicht mehr vermindert wird und die Reste einen m6g- 
lichst znf~illigen Verlauf zeigen. Dies t r i f i  ein heim Ühergange von Pvr 
zu PV". Der Verfasser hat im ganzen 63  Koeffizienten berechnot, wobei 
er niclit die Methode der kleinsten Quadrate, sondern die der kleinsten 
und grossten Koeffizienten henützt hat. Das Lesen des Buches ist er- 
schwert durch die etwas mangelhafte Lithographie der Handschrift des 
Verfassers. B. NEBEL. 

Die elektyodynamischen Grnndgesetze und das eigentliche Elementargesetz. 
Von FRANZ KEKNTLER. Budapest 189 7,  Buchdruckerei der Pester 
Lloyd- Gesellschaft. 68 S. 

und 
1Iiat.-litt.Abt. d. Zeitnchr. f Math. u. Phys. 45. Band. 1900. 2. u. S.  Heft. 7 
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Die Xogljchkeit einer experimentellen Entscheidnng awischen deu 
verschiedenen elektrod~uamischeri Grundgesetzen. Nachtrag zu 
der Abhandlung: ,,Die elektrodynamischen Grundgesetze und das 
eigentliche E l e m e n t a r g e ~ e t z . ~ ~  Von F R ~ Z  KEKNTLER. Budapest 1898,  
Buchdruckerei der Pest,er Lloyd-Gesellschaft. 1 8  S. 

Der Verfasser sucht das von ihm gefundene, aus dem Stefanschen 
Gesetz abgeleitete Elementargesetz dahin zu priifen, dass das Experiment 
die Entscheidung zwischen den verschiedenen elektrodynamischen Grund- 
gesetzen liefern soll. Der Sachweis soll geführt werden a n  zwei ver- 
schieden grossen Quadraten, von denen das grosse feste in der Ebene des 
magnetischen Meridians liegt, wiihrend das kleine bewegliche Quadrat mit 
seinem Nittclpunkt in  dcm des grossen liegt. Unter Voraussetzung be- 
stimmter Stromstirken soll nun das Urehungsmoment, welches das kleine 
Quadrat bei seiner durch den Erdmagnetismus bestimmten Lage von dem 
Quadrate erhalt, nach den verschiedenen Gesetzen berechnet und dann mit 
dem Experiment verglichen werden. Schliesslich wird noch angedeutet, 
in  welcher Wcise sich das Experiment etwa anstellen liesse. B. NEBEL. 

Essai sur les éléments de la mécanique des particules. P a r  H M A J T ~ ~ T .  
Ire Partie Statique particulaire avec 1 4  planches. Neuchatel 1897, 
Attinger frères et  Paris,  Gauthier -Villars et fils. 242 S. Preis 10 Fr. 

I n  dem ersten Eapitel stellt der Verfasser die Definitionen derjenigen 
Grossen zusammen, mit denen in den folgendon Kapiteln operiert wird. Es 
ist dies um so notiger, da die Begriffe vielfach verschieden aufgefasst 
werden. Die Definition der Nasse in  der Physik und Chemie weicht von 
der der Rlechanik wesentlich ah ,  auch die Astronomie ha t  ihre besondere 
Definition für  die Masse. Das zweite Kapitel beschaftigt sich mit den An- 
ordnungeu der Elemeritarkugeln, mit den Atomen und ihrer Systematik und 
mit der inneren Struktur  der Korper. Die einfachen Moleküle und die 
Aggregatzustànde der einfachen Korper bilden den Gegenstand des dritten 
Kapitels. Das vierte Kapitel is t  den chemischen Verbindungen gewidmet, 
wiihrend das fiinfte Kapitel die Entersuchungen über die starren Korper 
und die Einwirkung mechariischer Kriifte auf die îesten K6rper enthalt. 
In dem letzten Kapitel finden wir die Elementarbegriffe der Physik und 
Mechanik. Die Betrachtungen sind im wesentlichen geometrischer Katur, 
die durch zahlreiche, sauber durchgeführte Zeichnungen unterstützt werden. 

Pestrede im Namen der Georg-Augustus-Universitat zur akademischen 
Preisverteilung am 2. Juni  1897, gehalten von E ~ U A R D  RIECKE. Die 
Prinzipien der Physik und der Kreis ihrer Anwendung. Gottingen 1897, 
Vandenhoek & Ruprecht. 40  S. Preis 30 Pfg. 

Den Ausgang bildet Galilei, dem wir durch die Entdeckung der Be- 
schleunigurig bei der Fallbewegung das Prinzip der Masse verdanken. 
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Daraus folgen die Regriffe der Arbeit und der lebendigen Kraft, denen 
eino wichtige Rollo in  dem Satz von der Erhaltung der Energie zukommt, 
der durch Mayer verallgemeinert worden ist. Von dem Prinzip der kleinsten 
Wirkung wird a n  der Hand eines Beispieles nur  eine annahernde Vor- 
stellung von seinem Inhalt gegeben, wiihrend von der strengen Herleitung 
jetzt abgesehen wird. Die Rede ist in etwas erweiterter Form gedruckt 
und zwar sind die hinzugefugten Teile durch kleinere Schrift kenntlich 
gemacht worden. Der zweite Teil der Broschüre enthiilt Universitiits- 
angelegenheiten , Preisverteilungen u. S. W. B. NEBEL. 

Fragmente m m  kosmischen Bewegnngsgesetz (Incitations- Theorie) und 
zur Mechanik des Himmels von A. SINRAX. Hamburg 1897,  Lucas 
Grafe & Sillem. 31 S. Preis DI. 1. 

Fragmente II znm kosmischen Bewegnngsgesetz (Incitations-Theorie) 
und zur Nechanik des Himmels von A. SINRAM. (Berichtigungen und 
Erginzungen der Fragmente vom 1. X a i  189 7.) Hamburg 1897,  
Lucas Grafe & Sillem. 14  S. 

Verfasser will die Newtonsche Gravitationstheorie durch seine Wirme- 
und Kaltetheorie ersetzen und zwar geht er von der Annahme aus, dass 
es nur eine einzige Kraft gebe, nsmlich die das Universum durchzichenden 
Wiirmeschwingurigen, wodurch eine die Kil te  belebende und Bewegung er- 
zeugende Ursache i n  die Erscheinung tritt .  Es sei also die Warme in 
Verbindung mit der Kalte als das perpetuum mobile und als die auto- 
kratische Herrscherin im Raume anzusehen. ,,Incitations-TheoricL' wird 
diese neue Theorie genannt, weil nach ihr durch die Wirkung der Warme- 
ausstrahlung in den kalten Weltraum eine Erweckung, Wachrufung, 
E r r e p n g ,  Belebung der ruhenden Thiitigkeit der kalten Weltathermoleküle 
und mit dieser Erweckung und Lebendigmachung der schlummernden Kalte- 
moleküle die Erzeugung der Kaltekraft stattfindet. Die Berechnung zur 
Aufstellung einer solchen S h e o ~ e  wird gestütxt auf das Dovesche Bild von 
der ruhig brennenden Lichtflamme, zu der von alleu Seiten ein Zustromen 
der kiilteren Teile stattfindet. Dieses Bild wird auf unser Sonnensystem 
übertragen. Die vom Verfasser auf rotem Zottel erbetene Meinungsiusserung 
lautet kurz: , , E r  fehlt der Glaube." B. NEBEL. 

Eine Theorie des elektrischen Stromes a d  Grund des Energieprinzipes 
von Dr. CH. ERNST. München 1897, Verlag von Dr. H. Lüneburg. 
64 S. Preis M. 2. 

Da ein elektrischer Strom i n  jeder Strombahn Energie produziert, 
konsumiert und transportiert, so ist  er als Energiestrom anzusehen. AIS 
Einheit der Energie wird diejenige gewahlt, welche in  dem in der Praxis 
eingeführten elektrischen MaBsystem üblich ist,  namlich ein Joule. Daraus 
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folgt unmittelbar die Einheit des Effektes. Ausgehend von der produierten 
Warmeenergie, werden die verschiedenen Gesetze aufgesucht, nach denen 
die verschiedenen Energien in  einer Strombahn erzeugt und verbraucht 
werden und zwar werden die wichtigsten Satze des Elektrcmagnctismus 
und der Elektrodynamik siimtlich aus dem Faradayschen Induktionsgesetze 
deduktiv abgeleitet. Absichtlich wurde der Begriff der Elektrizitatsmenge 
vermieden, u m  nicht die Bedeutung einer materiellen Quantitiit damit zu 
verknüpfen. Daher wurde auch die Stromstiirke nicht mit Hilfe der 
Elektrizititsmenge definiert. F ü r  den Techniker ha t  eine solche Darstellung 
des elektrischen Stromes auf Grund des Energiepriuzipes etwas Bestricken. 
des, da für ihn die Energie der nervus rerum ist. B. KEBEL. 

DOTT. GIOYAN'II VAILATI. Il nietodo deduttivo corne strumento di ricerw. 
Lettura d'introduzione a l  corso di Lezioni sulla Storia della Meccania 
tenuto all'Universit8 die Torino, l'anno 1 8 9  7/  98. Torino, Roux 
Frassat,i e Co. 44 S. Prezzo L. 1.50. 

Im wesentlichen handelt es sich um eine geschichtliche Studie, die 
bis auf Aristoteles zurückgreift. B. NEBEL. 

- - 

Soleil, terre et Blectricité. (Un chapitre de la  théorie nouvelle de 
l'univers.) P a r  le Prof. Jv. SKWORTZOW. Kharkow 1 8 9 8 .  8 S. 

Nach des Verfassers Ansicht gieht es auf der Erde,  sowie auf den 
übrigen Eorpern des Weltalls nur  eine Fundamentalform der Energie, die 
sich mit  dem Begriff der Elektrizitiit deckt. Alle anderen Energieformen, 
die Wiirrne nicht ausgeschlossen, seien daraus abgeleitete Formen und 
hiitten sornit sekundliren Charakter. Die Sonne kann demnach die Erde 
uicht uumittelbar erwlirmen und beleuchten, sondern sie is t  nur im stande, 
durch elektromagnetische Induktionswirkungen Storungen in dem Gleich- 
gewicht der Energio hervorznrufen, d. h. Potentialimterschiede zu erganzen, 
auf die dann die Erwiirmung der Luft zurückzuführcn sci. So sch6n auch 
eine solche, auf eine einzige Energie beschriinkte Theorie ist, so wirkt üie 
nicht überzeugend. Warum sol1 die Sonne nur  die eine Ur-Energieform 
besitzen! wahrend bei den iibrigen Weltkorpern, insbesondere bei der Erde 
verschiedene, allerdings sckundiire Encrgieformen v o r h a n d ~ n  sind, die hin- 
sichtlich der Quantitiit nicht zu unterschZtzen sind'? B. KEBEL. 

Hydrodynamische Untersuchnngen mit Anwendungen auf die Theorie der 
Sonnenrotation. Inaugural-Dissertation zur Erlangung der Doktor- 
würde von der philosophischen Fakultat der Friedrich-Wilhelm- 
Universitat zu Berlin. Genehmigt und nebst den beigefügten 
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Thesen offentlich zu vertheidigen am 3. Ju l i  1897 von E. J.WILCZYNSKI. 
Berlin 1897, Mayer und Müller. 3 6  S. 

Die vorliegende Untersuchung schliesst sich an eirie frühere an ,  welche 
sich mit der Gestalt eines flüssigen Korpers beschaftigt, dessen Teilchen 
sich gegenseitig nach dem Newtonschen Gesetz anaiehen, und welche mit 
nieht überall notwendig gleichmiissigor Winkelgeschwindigkeit um eine im 
Raurne feste Axe rotieren. Die Fundamentalgleichungen wurden früher fur 
reibungslose Flüssigkeiten aufgestellt. Kun wird auch die Reibung be- 
riicksichtigt, dabei ergieht sich, dass die wichtigsten, fü r  reibungslose 
Flüssigkeiten geltenden Satze ihre Giltigkeit behalten. Jm dritten Kapitel 
aerden die ausgeführten Untersuchungen in Zusammenhang mit der Sonnen- 
rotation gebracht und dabei drei Arbeiten über diese von auderen Autoreu 
einer Rritik unterzogen. Die beiden letzten Kapitel behandeln Numerisches 
über den Einfluss der Reibung, die Penodizitat der Sonnenfiecken, sowie 
die Niveauunterschiede der umkehrenden Schicht, der Flecken- und Fackel- 
regionen. Die mathematischen Resultate dieser Arbeit lassen sich noch 
verschiedenartig ariwenden und bilden die Gruridlage für interessante rein 
theoretische Untersuchungen, auf die hier nicht n5her eingegangen werden 
kann. B. KEBEL. 

I~ira~ianten und elliptische Modnlfuiiktioiien auf thermochemischem 
Gebiete. Ein  Beitrag zur Lehre von der chemischen Energie von 
Prof. Dr. ARWED WAT.TF:K. Beilage zum Jdhrrshericht des ktinigl. 
Realgymnasiums zu Tarnowitz, Ostern 1897. Programm Nr. 228. 
Leipzig 1897, Metzger und Wittig. 40 S. 

Wieder i s t  es einmal die Mathexnatik, die im stande ist,  ein Hindernis 
zu beseitigen, das selbst die bedeutendsten Chemiker mit ihrem bisherigen 
Rüstzeug nicht zu überwinden vermochten. 1st  es doch neuerdings Ostwald, 
der t,rotz der gesunden Anschanungen eines Lothar Meyers die bestimmte 
Ansicht ausspricht, dass keine Aussicht darauf besteht, den gesamten 
Euergievorrat eiries K6rpers kennen zu lernen. Durch das in  der theoreti- 
schen Chemie bisher unbekannte mathematische Prinzip der Klasseninvarianten 
gelingt es, dem bisherigen grossen Mangel a n  Bestimmtheit in der theoretischen 
Thcrmochemie abzuhelfen. Des beschriinkten Raumes wegen vermag der 
Verfasser nur in  kurzen Zügen die wichtigsten Momente seiner Unter- 
suchungen mitzuteilen. Mit der Einführung des Begriffes von dem ,,ergo- 
plexotischen Zustand" soll das Vorhandensein der Anreicherung mit  grijsseren 
Quantititen von Arbeitsvermogen, einer Aufspeicherung der Energie aus- 
gedrückt werden. Die vom Verfasser berechneten Zahlengr6sscn sind von 
überraschender Genauigkeit, die gesteigert werden, wenn die dazu erforder- 
lichen Pundanientalgr6ssen noch sicherer auf experimentellem Wege er- 
mittelt worden sind. Die vorliegenden Untersuchungen beanspruchen das 
hochste Interesse der theoretischen Chemiker. B. NEBEL. 
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Eine Theorie der Gravitation und dcr elektrischen Erscheinungen auf 
Grundlage der Hydrodynamik. Von Dr. ARTHUR Konx. Zweite 
Auflage. Berlin 189 8, Ferd. Dümmlers Verlagsbuchhandlung. 2 77  S. 
Preis M. 6. 

Die zweite Auflage unterscheidet sich von der ersten nicht nur diirçh 
die infolge der Weiterentwickelung der Theorie bedingteii Veriinderungen 
und Vereinfachungen, sondeni auch durch eine systematischere Behandlungs- 
weise des Ganzen. Der erste Teil: Grundlagen der Hydrodynamik und 
Theorie der Gravitation ha t  eine eingehendere Behandlung erfahren. Der 
zweite Teil: Theorie der elektrischen Erscheinungen zerfallt in  die beiden 
Abschnitte ponderomotorische und elektromotorische Wirkungen. Die 
Theorie stützt sich auf die Wechselwirkung pulsierender Kugeln unter der 
Annahme, dass auf unserein Sonnensystem ein periodischer Uruck lastet, 
welcher, bei der nahen Inkompressibilitiit des Zwischenmediums, die Pul- 
sationen der mit vie1 grosserer Kompressibilitiit begabten Massenteilchen 
mit gleicher Schwingungsdauer und Phase verstehen lüsst. Bei der An- 
wendung dieser mechanischen Theorie auf die elektrischen Erscheinungen 
is t  unter anderen Arbeiten namentlich die von lteiff von grosser Wichtig- 
keit,  da hier die Reibung i n  Flüssigkeiten zu einer Sheorie der Induktion 
benützt worden ist. I n  dem Anhang, welcher die Theorie Maxwells 
und ihre Einwirkung auf neuere Theoricnbildungon zum Gegenstand hat, 
wird von einer Gegenüberstellung der Vorzüge der hydrodynamischen 
Theorie gegenüber der Maxwellschen Theorie abgesehen, vielmehr weist der 
Verfasser darauf hin, dass man mit Hilfe mechanischer Vorstellungen in 
den Geist der Maxwellschen Theorie einzudringen habe, und macht auf 
die Gefahren aufmerksam, welche bei der Bildung von Theorien ohne 
mechanisühe Vorstellungen auftreten konnen. So lange man mit  dem 
Prinzip der Erhaltung der Energie arbeitet,  vermeidet man die Klippen, 
die mit  dem allgemeineren Hamiltonschen Prinzip verbunden sind. Bus 
der heutigen Betrachtung der Naturerscheinungen muss die Mystik unter 
allen Umstiinden wegbleiben bezw. entfernt werden. B. NEUEL. 

Die DIechanik des Weltalls in  inren Grundzügen. Dargestellt von L. ZEHNDER. 
Preiburg i.  B., Leipzig und Tübingen 189 7,  Verlag von J. C. B. Xohr 
(Paul Siebeck). 1 7 6  S. Preis M. 3. 

Verfasser geht bei seiner Mechanik des Weltalls von sehr einfachen 
Annahmen aus, indem er einen dreimensionalen, unbegrenzten Raum zu 
Grunde legt und die darin vorhandene Materie sowohl i n  ihren kleinsten 
Teilen, als auch in ihrer Gesamtmasse sich raumlich begrenzt denkt. Dabei 
soll sich die Materie gegenseitig anziehen, d. h. kurz gesagt, sie gravitiere. 
Der ~ t h e r  wird angesehen als eine Masse, die eine, wenn auch sehr 
geringe Dichte besitzen soll. Die ,4thcratome sollen aus Kugeln bestehen, 
die zusammen Wellenbewegungen ausführen, die siüh uns iiusserlich als 
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Licht zu erkennen geben. Wesentlich verschieden von diesen Wellen- 
bewegungen seien die zitternden Bewegungen des Athers, auf die das 
Wesen der Elektrizitiit zurückgefiihrt wird. Licht und Elektrizitiit lassen 
sich demnach nicht in einander überführcn, selbst wenn wir sehr grosse 
Wellenlingen für das Licht und sehr kleine Wellenliingen fü r  die Elektrizitiit 
zu erzeugen im stande wiiren. Die Annahmen haben nichts Gezwungenes 
und in einfachster weise werden die Gründe der Physik und Chemie in  
qualitativer Hinsicht erkliirt. Die Untersuchungen der cjuantitativen Er-  
gebnissc dieses Systems behalt sich der Verfasser noch var. Dio zaeite 
Hiilfte des Buches is t  der Betrachtung unseres Sonnensystems gewidmet, 
die mit unserer Erde beginnt und mit  der Zukunft der Erde wieder 
schliesst. Nach den netrachtungen des Verfassers ergiebt sich, dass die 
beiden sich bis jetzt noch scheinbar gegentiber stchenden Theorien: die 
Huyghenssche Undulationstheorie des Lichtes und die Maxmellsche Theorie 
der Elektrizitiit und des Magnetismus mit einander wrtr@lich sind, was 
als ein wesentlicher Portschntt zu betrachten ist. B. N E ~ I , .  

Abhandlnngen und Berichte. Aus Anlass der Feier des zw-anzigjahrigen 
Bestehens des württembergischen Bezirksvereins deutscher Ingenieure 
zusammengestellt und diesem gewidmet von C. BACH. Mit zahl- 
reichen Textabbildungcn und 14 Tafcln. Stut tgart  1597,  Arnold Berg- 
strisser Verlagsbuchhandlung. 297 S. 

Die Entstehung der mit der Technischen Hochschule in Stuttgart ver- 
bundenen Materialprüfungsanstalt, die dem Verfasser unterstellt ist ,  ist  in  
der Hauptsache dem thatkraftigen Eingreifen des württemh~rgischen Bezirks- 
vereins deutscher Ingenieure zu verdanken Anliisslich der Jubelfeier dieses 
Tereins bringt der Verfasser eine Reihe seiner Cntersuchungen: die in jener 
Anstalt ausgeführt, und bisher zerstreut ver6ffentlicht worden sind, in 
einem stattlichen Bande als Zeichen der Dankbarkeit dar. Aus diesen 
Untersuchungen ergiebt sich deutlich zu erkennen, von welchem hohen 
'Yutzen die Materialprüfungsanstalt für die Technik is t ,  nicht nur für die 
Praxis allein, sondern auch für die Theorie, die auf zieloewusst angestellten 
Versuchen basiert. Der  Verfasser liefert den Beweis, dass sich aueh mit 
beschriinkten Mitteln bei Aufwendung der notigen Energie tüchtiges er- 
reichen Iasst, und dass es nicht not,ig ist ,  von vornherein glanzend aus- 
gostattete Institute zu bcsitzen, um überhaupt etwas leisten zu kihnen. 
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Systematisches Verzeichnis der Abhandluiigen, welche i n  den Schui- 
schriftcn ~Limtlicher an dem Programmtausche teilnehmenden Lehr- 
anstalten ersühienen sind. Bearbeitet von Dr. RUDULF KLUSSMANN. 
Nebst zwei Registern. 3.13d. 1891 -1895. Leipzig 1899,  B.G.Teubner. 
V I I ,  342 S. 

Die Nützlichkeit des Klussmannschen Programmverzeichnisses ist  allzu 
anerkannt, als dass darüber noch ein Wor t  gesagt werden müsste. Die 
Bemerkung mag genügen, dass in  dem neuen Bande die Titel von 223 
mathernatischen Programmen auf S. 3 8 - 4 3  und S. 238-247 angegeben 
sind, und dass die systematische Anordnung es gestattet,  sich mit leichter 
Miihe zurechtzufinden. 

1)eduction und Iiiduction, eine Begriffsbestimmung von KARL GNEISSE. 
Strassburg 189  9, J. H. Ed. Heitz (Heitz & Xündel). 39  S. 

Jeder Mathematiker weiss ganz gu t ,  was unter Deduktion und was 
unter Induktion zu verstehen ist. Zwischen dem Wissen und dem un- 
zweideutig Aussprechen liegt aber nicht selten eine ziemlich weite Gedanken- 
kluft. Manchmal besteht die Schwierigkeit darin, dass zwei Begriffe so 
eng mit einander verkniipft auftreten, dass man den einen auf den andern 
zurückzuführen und jenen dann als erfahrungsgemiiss gegeben vorauszusctzen 
i n  der Lage ist und man darüber in  Zweifel geriith, welchem der beiden 
das Erstlingsrecht zustehe. Richtung und gerade Linie siud Beispiele 
solcher B~griffe. Herr Gneisse bestimmt die Gerade aus der Richtung; 
Andere, wozu wir uns selbst rechncn, haltcn den Begriff dcr Geraden für 
den einfacheren und nennen Richtung die Ar t  wie eine Gerade im Raume 
sich ausdehnt u. S. W. Auch Deduktion und Induktion sind schwer zu de- 
finierende Begriffe. Herr Gneisse gelangt am Schlusse seiner Entwickelung 
zu folgenden Satzen: Induktion und Deduktion setzen beide einen Begriff 
Foraus und wollen ihn wie seine Erscheinungen durch ein mit ihm not- 
wendig verknüpftes Merkmal naher bestimmen. Die Induktion findet es 
i n  dem neuen statigen Merkmal, das sie a n  diesen seinen Erscheinungen 
feststellt. Die Deduktion findet es in  dem Merkmal, das mit einem hoheren 
Dcgriffe notwondig verknüpft is t ,  unter den sie jencn subsummiert. D%s 
von Herrn Gneiss benutxte Wort  statig bedeutet regelruiissig wiederkehrelid 
und ha t  mit  Stetigkeit nichts zu thun. CANTOR. 

Kalender und Uhren am Ende des Jahrhniiderts von Prof. Ur. WIL- 
HELM FOERSTER, Geh. Regierungsrat und Direktor der Konigl. Stern- 
warte in Berlin. Braunschweig 1 8 9 9 ,  George Westermann. 79 S. 

Der Verfasser dieser im besten Sinne des Wortes volkstümlichen Schrift 
ist  in  zwei Eigenschaften ziemlich allgemein bekannt: als hervorragender 
Astronom und als Meister in  der Handhabuug der deutschen Sprache. WO 
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er die dem Einen gelaufigen Kenntnisse dem Anderen zur Verarbeitung 
überliisst, muss ein Kunstwerk entstehen, und als solches dürfen wir die 
beiden vor uns  liegenden Abhandlungen bezeichnen. Die erste behandelt 
den Kalender, die Reformen desselben durch Caesar, durch Paps t  Gregor XIII, 
die hoffentlich i n  Hiilde bevorstehende Annahme des Gregorianischen Kalen- 
ders dureh die Anhinger  der grièchiseh- katholischen Kirehe , Vorschlage 
zur Osterrechnung der Zukunft. Die zweite Abhandlung schildert die unter 
Mitwirkung der ElektrizitBt erzielte oder zu erzielende Ü h e r e i n ~ t i m m u n ~  
zahlreicher Uhren mit einer nach dern Lauf der Gestirne geregelteu Ceutral- 
uhr. Wenn wir die kleine Schrift als volkstümlich bezeichneten, so wollten 
wir freilich damit nicht sagen,  sie sei so leicht geschrieben, dass jeder 
Lcser sie sofort verstehen müsse. Dazu ist der Gcgenstand denn doch ein 
zu feiner. Aber so leichtverstiindlich, als e r  gemacht werden k a n n ,  dürfte 
er durch Herrn Foersters Bearbeituug geworden sein. CAKTOR. 

Die Jlathematik an den dentschen technischen IIochschnleii. Beitrag 
zur Beurteilung einer schwebenden Frage des hoheren Unterrichts- 
wesens -von Dr .  ERWIN PAPPERITZ, Professor der Mathematik und 
darstelleiiden Geometrie au  der koriigl. sachs. Uergakadernie zu Frei- 
berg. &lit einer Tafel. Leipzig 1 8 9 9 ,  Veit & Comp. IV,  68 S. 

Tjnsero Zeit is t  nicht arm a n  Widersprüchen! Mit dern Restrebcn, fïir 
die technischen Hochschulen das Recht zur Doktorerneunung zu erlangen, 
ein Besheben, welches im Oktober 1899  seine Befriedigung fand, ging 
zeitlich Hand i n  Hand der PTunsch, den technischen Lehrgegenstanden a n  
jenen Hochschulen auf Kosten der Nathematik einen breiteren Spielraum 
eingeriiumt, den mathematischen Unterricht beschriinkt zu sehen. Herr 
Papperitz ha t  diesen Wunsch so unparteiisch, als es einem Nathematiker 
überhaupt moglich ist, geprüft und zu diesem Zwecke die Frage gespaltet: 
1st die Mathematik an den technisehen Hochschiilen grundlegendes Fach 
oder Hilfswissonschaft? Wird ihr eine verhaltnismassig zu lange Unt'er- 
richtszeit gewidmet? In ersterer Beziehung entscheidet sich der Verfasser 
dahint die Mathernatik in dem Uuif'ange, in  welchern sie xur Zeit an jenen 
Anstalten getrieben v i rd ,  sei geradezu unentbehrlich. In zweiter Beziehung 
belegt er durch statistische Angaben die Behauptung, die durch den 
Jlathematikunterricht bcanspruchte Zcit sei keineswegs eine übermiissige. 
Herr I'apperitx kleidet schliesslich seine Ansichten in 10 Thesen, welche 
aber in unserer kürzeren Einlileidung der Hauptsache nach enthalten sind. 

Die reine Mathematik in den J a l i ~ i i  1884-1899 nebst Aktenstücken 
zum Leben von Siegfried dronhold meiland Professor der Xathe- 
matik (1860 -1 883) an der Konigl. Technischen Hochschnle zn 
Berlin, mit seinem Rildnisse. Ein Gedenkblatt zur h ~ n d e r t j t i h r i ~ e n  
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Jubelfeier der Konigl. Technischen Hochschule zu Berlin, gewidmet 
von Dr. E.  LAMPE, Geh. Regierungsrat, Professor der Xathematik an 
der Konigl. Technischen Hochschule zu Berlin. Berlin 1899, 
Wilhelm Ernst  und Sohn. 48 S. 

Die mathematische Entwickelung eines eben erst abgelaufenen Zeit- 
raumes zu schildern und die Schilderung auf einen sehr knapp bemessenen 
Umfang zusammen zu driingen , i s t  ein doppelt schnicrigcs Entcrnehmen. 
Aus einer solchen 1)arstellung selbst wieder das Wichtigste auszuziehen, 
wollen wir nicht einmal versuchen. W i r  begnügen uns mit der Bemerkung, 
dass Herr Lampe sich der Aufgabe, welche er sich stellte,  gewachsen er- 
wiesen ha t ,  und dass wir mit grossem Vergnügen a n  der Hand seiner d u f -  
zeichnungen jene 15 Jahre mathematischen Lebens rasch neuerdings durch- 
lebten und m m  kraftigen Früchte tragenden Baume sich auswachsen sahen, 
wovon Tor anderthalb Jahrzehnten kaum erste Keime sich aus dem Boden 
hervorwagten. I n  dem mit  der ersten Abhandlung in losester Weise ver- 
bundenen Aktenstücken zum Leben Aronholds begrüssen wir wertvolle Er- 
giinzungen unseres Wissens von den Erlebnissen des deutschen Begründers 
der Invarialitenlehre. CANTOR. 

Histoire des mathkmatiqnes par  JACQT~ES BOYER. Paris 1 9 0 0 ,  Carré & Nand. 
XI, 260 pag. 

Wenn IIerr Boyer das Wagnis unternommen ha t ,  eine Geschichte der 
Mathematik, die sich bis auf die allerneuste Gegenwart erstreckt, auf so 
kleinen Raum zusammenzudriingen, so musste er von Anfang a n  sich grund- 
siitzliche Beschrlnkungsn auferlegen. Die wesentlichste derselben besteht 
in dem Festhalten einer durchaus elementaren Darstellungsweise, i n  dem 
Verbannen jeder irgend hoheren Formel. Dass er darin sich t reu geblieben 
ist,  muss man zngestehen. Die Schreibweise ist leicht, ist unterhaltend 
und wird die Leser, welche Herr  Boyer sich vorzugsweise wünscht, Leser, 
die noch nicht wissen, sondern erst lernen wollen, gewiss zu fesseln ver- 
mogen. Auch werden ihnen und nicht weniger solchen Lesern, die schon 
wissen, die zahlreichen Portrats von Mathematikern ~ l l k o m m e n  sein, deren 
Quellen stets gewissenhaft angegeben sind. Nun bleibt noch eine Fr ige  zu 
beantworten: ob die Leser, welche erst lernen wollen, aus Herrn Boyer's 
Buche überall ltichtiges lernen? Leider k h n e n  wir diese Frage nicht 
unbedingt bejahen. Eine Xenge von Irrtümern ist uns begegnet, ver- 
mutlich meistens Plüchtigkeitsfehler , aber immerhin Fehler, und mir hoffen, - 

Herr  Boyer merde sich nur freuen, aufmerksam gemacht zu werden, wo er 
unter anderen bei einer neuen Ausgabe die bessernde Hand anlegen muss. 
E s  scheint uns z. B. unerl~ssl ich,  dass Oresme, dass Albert Girard, dass 
Torricelli aufgenommen werden, dass von Bürgi's Miterfindung der Logarithmen, 
von Stifels Eriindung der Rinomialkoeffizienten die Rede sei, und dieselben 
nicht bald Tartaglia (p. 97), bald Vieta (p 133) zugeschrieben w'erden. 
Es scheint uns notwendig, bei gemeinsamer Nennung zweier Schriftsteller 
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die Zeitfolge inne zu halten, also nicht von Newton und Descartes, von 
Pascal und Desargues u. S. W. zu reden, wie es an vielen Stellen geschieht, 
und wodurch der Leser um so leichter irre geleitet wird, mit je weniger 
Vorkenntnissen er an das Buch heranging. Es  muss von Pascals Nethode 
der vollstiindigen Induktion (Schluss von n. auf n + 1) die Rede sein. 
Unter den zahlreichen kleineren Irrtümern und Lücken seien einige wenige 
genannt. p. 3: Die Tafeln von Senkereh enthalteri neben den Quadrat- 
zahlen auch die Kubikzahlen. p. 4: Ahmes war nicht auf 1000, sondern 

auf 1 7 0 0  v. C. zu seben. p. 6: Die Agypter rechneten mit n = (F)f . , 
p 14: Nicht Euklid 1 sondern V wird auf Eudoxus z u ~ c k g e f i h r t .  p. 23: 
Woher weiss der Verfasser, dass Euklid i n  Athen studiert h a t ?  p. 30: 
Richt erst Boethius, sondern schon Valerius Maximus (unter Kaiser Tiberius) 
hat Euklid von Xegara für  den Verfasser der Elemente gehaltcn. p. 5 3 :  
Serenus war  aus Antincieia, wie Heiberg gezeigt hat ,  nicht aus Antissa. 
p. 80: Stat t  Berlinus muss hier und im Register der Name Bernelinus 
h~issen. p. 11 1 : Harriot hat  weder aZ und a3 geschrieben, noch hat  er 
die Glcichungen auf O gebracht. p. 122:  Cavalieri gehorte nicht dem Orden 
d e r  Jesuiten, sondern dem der Jesuaten a n ,  der von jenem sehr verschieden 
ist. p. 154:  W e r  war Kuhmius, bei welchem Leibniz Mathernatik gehort 
haben sgll? p.240 is t  von Steiner's Synthetischer Geometrie von 1 8 6 7  
die Rede, wiihrend Steiner 1 8 6 3  starb und seine bahnhreclimden Schriften 
bereits 1832 und 1 8 3 3 ,  einzolne Abhandlungen seit 182 6 verofcntlichtc. 

Die Zahlzeichen. Von Dr. GOTTHOLD GUNDERHANN, Professor der klassischen 
Philologie an der Landesuniversitàt. Programm, Sr. Xonigl. Hoheit 
dem Grossherzoge von Hessen und bei Rhein Ernst Ludwig zum 
25.August 1 8 9 9  gewiduiet vom Hektor und Senat der Landesiuiiversitàt. 
Giessen 1 8 9 9 ,  V. Nünchow'sche Hof- und Universitats-Druckerei (Otto 
Kindt). 49 S. 

Die ungemein inhaltreiche Abhandlung besteht aus zwei r h n l i c h  aller- 
dings nicht scharf getreunten Teilen. Erstens siud Zahlzeichen der ver- . 
schiedensten Volker und aus den verschiedensten Zeiten abgedruckt, wobei 
immer die letzterschienenen Einzeluntersuchung~n als Quelle dienten. 
Zweitens ha t  Herr Gundermann aus diesem Nateriale seine Folgerungen 
geLogen. Der erste Teil, die Materialiensammlung, wird mit allgemeinem 
Danke begrüsst werden, dern sich auch anschliessen wird, \ver dem zweiten 
Teile nicht unbedingt zuzustimmen vermag. Wir hekennen zu diesen 
Zweiflern zu gehoren, wollen aber trotzdem die SchluBsLtze m m  Abdruck 
bringen, in welchen Herrn Gundermann's Lehre gipfelt : Eiu alteres eiu- 
faches System, die Zahlen durch Striche zu bezeichnen, ist  allmiihlich. aber 
nie ganz zuriickgedriingt worden durch $in neues System, das von allen 
Kulturrolkern der antiken Welt  angenommen wurde: die Buchstaben eines 
Alphabets Eie~eichnete~~ i n  ihrer KeihenSolge 1- 9 die Einer, 10-  1 8  die 
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Zehner, 19-27 die Hunderter,  28 ein Tausend, 29 zehn Tausend. Aus 
diesem System entwickelt sich schrittweise ein neues, das nur  einzelne 
Grundzeichen festhiilt, die übrigen abstosst. Das vollstandige System lebt 
verborgen weiter und kommt nochmals zu grosser Blüte. Durch dns 
Ziffersystem, den Abkommling eines vollsl'indigen Systems, werden alle 
früheren S p t e m e  verdriingt. Wir  mochten unsere Zweifel in  eine Frage 
zusammendrangen. Wenn Herrn Gundermann's Lehre richtig is t ,  so muss 
in uralter Zeit eine volkergomeinsamc Anordnung der Buchstabcn be- 
standen haben. Auf welcher Grundlage baute diese sich auf? 

Beitrage znr Geschichte der Natnrwissenschafteii im klassisclien 
Altertume. Von Dr. R. STAIGM~LLER, Professor am Konigl. Real- 
gymnasiurn i n  Stut tgart .  Stuttgart 189 9 ,  Hofôuchdrnckcrei Car1 
Liebich. 40 S. 

Dem hochmütigen Absprechen aller richtigen naturwissenschaftlichen 
Ansichten bei den Griechen, der Behauptung, dieses Volk habe nur  an 
leeren Spekulationen sich erfreut und Beohachtungen abgelehnt, t r i t t  IIerr 
Staigmüller in  diesem Programme en tgeg~n.  E r  zeigt, dass Beobach- 
tungen dm Sternenhirnmels, wie sie Hipparch bereits anstelltc, kcineswegs 
zu verachten sind. E r  zeigt aber auch, dass Spekulationen von jeher die 
g r k s t e n  Entdeckungen cinzuleiten i m  stande waren und oftmals zu den- 
selben führten, indem sie bestimmte Beobachtungen veranlassten. Herr Staig- 
müller ha t ,  um diesen Satz durch ein Beispiel zu belegcn, die Frage nach 
den antiken Vorlaufern des Coppemicus in  erneuerte Erwiigung gexogen. 
Pythagoras , Plato , Herakleides sind die Miinner, deren kosmische An- 
schauungen ganz besonders geprüft werden. Die Widersprüche, welche sich 
i n  den Berichten über Plato und in seinen eigenen Schriften oder in 
Schriften nahor Schüler finden, werden aus der Furcht erkliirt, dem Schick- 
sale eines Sokates zu verfallen. Plato war aus Vorsicht dunkel, aber der 
Wissende konnte und sollte in  seinen zweideutigen ~ u s s e r u n ~ e n  die Wahr- 
heit erkennen. CANTOR. 
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bestirninung. Untersuchungen zur nichteukli&schen Geometrie. Lahr, 
Schauenburg & Co. M. 2. 50. 

KOIVALE~SKI, G.,  Die primitiven Transfomationsgruppen in fünf VerLnderlichen. 
Habilitations - Schr. Leipzig 1899. 

LAIIKENT, H.,  Cours de mathématique, professé à l'institut agronomique. Paris, 
Carri &..Xaud. cart. Fr. 7. 

~ A E I ~ A N N ,  H., U ber die Verbiegung der geschlossenen Plichen positiver Krümmung. 
IIabilitations - Schr. Leipzig 1899. 

Imnw~o,  B. v . ,  Über die Kotwendjgkeit der Beschriinkung des Jacobi'schen Urn- 
kehrprohlema auf Abel'sche Intagrale erster Gattung. Dissert. Halle. 

Ma~srorr, P., Elemente der Theorie der Determinanten. Mit vielen 'C~bungsauf~aben. 
8 .  Aufl. Leipzig, B. G. Teubner. M. 2. 60. 

MANCHEBTEH, J. E . ,  Über Singulantiiten ebencr Rumen. Dissert. Tübingen 1899. 
Matriculation mode1 answera, mathematical from June, 1893, to June, 1899. 

London 1899. Clive. 2 S. 
M ~ L I S G ,  A . ,  Cber diejenigen Fiachen, die %quidistante infinitesimale Biegungen 

gostat,ten. Dissert. Wiirzburg 1899. 
~ I L Y ~ R ,  W. 1'. , Jlapporto sui progressi della teoria proiettiva degli invarianti 

neli' ultimo quarto di secolo. Traduzione da1 Tedesco da  G. VIVANTE con 
anniunte dell'aiitore. Napoli 1899. M. 6. 80. 

DE MOKGAS, A., Elementary illustrations of the differential and integral calculus. 
London 1899. Paul Trübner $ Co. 5 S. 

M ~ L L E R ,  OTTO, Tavole di logaritmi con cinque decimali. 6. ed., aumentato delle 
tavole dei logaritmi ù'addizione e sottrazione, per cura di Michele Rajna. 
(Manuali Hoepli.) Milano, Hoepli. 

M L ~ L A Y ,  1). A.,  Plane trigonometry for college and secondary schools. Loudon, 
Longmaus. 5 S. 

Nm10, Euc., Vorlesungen über Algebra. 2. Ud. 2. (Schluss-) Lieferung. Leipzig, 
B. G. Teubner. M. 10, 2. Bd.komp1. M. 16. 

1Iist.- litt. Aht d Zoilschrift f Nath. u. I'hys. 1 5 .  Band. 1900. 8. U. 3. H ~ f t .  8 
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Oeuvres complètes dc Christiaan Huygens, publi6cs par la SociétB hollandaise 

des sciences. T. VIII. Correspondance 1676 -- 1684. (Avec un portrait.) 
La Haye, Nyhoff, 1899. F. 15. 

Oss, S. L. VAN, Das regelmassigo Scchshundcrtzell und seine selbstdeckenden 
Bewegungen (Verhand. koninkl. Akad. van wetensch.) Amsterdam, Müller. 

F. 1. 
OTTI, H., Eigenschaften der Besselschen Funktionen zweiter Art. Dissertation. 

Bem 1899. 
PEIR~E,  B. O. ,  A short table of integrals. Revised ed. Boston, Ginn B Co. 1899. 

8 1. 
ROLLXER, F., a) Beweis eines Gesetzes der gleichzeitig gleichschnellen Rotationen, 

b) Über ~hnl ichke i t  und Rymmetrie al8 grundlegende Prinzipien der Geo- 
metrie. Programm. Romerstadt 1899. 

~IOTHBOCK, D. A., Invariants of the finite continuous groupa of the plane. Dissert. 
Leipzig 1899. 

R o u c ~ t ,  E.,  et C o m ~ n o u s s ~ ,  C. DE, Trait6 de g6ometrie. 7. ed., revue et aug- 
mentée par E. ROUCHE. (2 volumes.) Vol. 1.: Geometrie plane. Paris. M. 6.80. 

Rmama, C .  F., Geometriska uppgifter, gifna i de skriftliga afg&guexarnina 
reallinien h.  t. 1879 -v. t. 1898. Med svar och anvisningar. Stockholm. 

80 ore. 
SAS~EXFELD, J., Die Hauptsat~e der Elcmentarmathcmatik für das Gymnasium. 

Nach den neilen Lehrplanen bcarbeitct. (Enth. Planimetrie, Trigonomctrie, 
Logarithmen, Stereometrie, Einleitung in die analytische Geometrie der 
Ebene.) Trier, Lowenberg. M. 3.70. 

-- Lehr- und Übungsbuüh der Arithmetik und Algebra für das Gpnasium. 
Trier, Lowenberg. M. 1.80, geb. M. 2.30. 

SCHEIBNEE, W., Zur Theorie dee Legendre- Jacobi'schen Symbols . (Abhandl. (9 
konigl. sachs. Ges. d. Wissensch. math. -phys. Klassc, 26. Bd. Nr. VI.) Leipzig, 
B. G .  Teubner. M. 1.80. 

UI118@o, Bapa,  C6op~an% rnpaxaeaiuii n 3 a ~ a s . b  iio ~[ua>a~epe~qianbno~y 
n oHrrerpasmoair ncnncne~iama. 'Iacrb II. I l p n n o x e ~ i a  a m n a a  
6e31to~esao-  mannix-b ~o reo.ne7rpin H nli~erplrponaaio ,quame- 
pe~qianmnrxa ~ p a ~ ~ e ~ i i i .  St. Petersburg. 

SCHIFF, WEEA VON, Eammlung von Übungen u.Aufgaben aus der Diffcrential- 
und Integralrechnung. Tl. II. Anwcndungen der Infinitesimalrechnung auf 
die Geometric und Integration der J)iffercntialgleichungen. 3 Ruhel. 

SCHOUTEN, C., Analytische rneetkunde in de ruimte. (Iijnen, vlakken en opper- 
vlakken van den 2den graad.) Delft, Waltman Jr.  F. 2. 

SCHUBERT, EERK., Arithmetik und Algebra. (Sammlung Gosühen Nr. 47.) Zweiter 
Abdruck. Leipzig, Gvschen. geb. M -. 80. 

SCHWERLYG, KARL , Trigonometrie für htihere Lehranstalten. 2. Aufl. Freibitrg i. B., 
Herder. M. -. 80. 

SEREET, J. A., Cours de calcul différentiel et intégral 5. éd. 2 volumes. Paris. 
M e l .  

S~roru, MAX, Analyt,ische Geometrie der Ebene. (Sammlung Schubert VIII.) 
Leipzig, Goschen. $1.6. 

COIOMOHI>. I', il~ii!lll~ll¶ecliall r e o ~ e ~ p i ~  R H Y X ~  mwnpe~ii i .  
Eo~oxoa, G . ,  Analytische Geometrie dcr Ebene. 2. Aufl. Moskau. 3 Rubel. 

- A ~ a n u ~ r n s e ç ~ ~ a r i  reortze.i.pia T ~ C X T ,  nsmpeniii. 
Analytische Geometric des Raumes. 2 .  Aufl. Moskau. 2 1Lubel. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie. 107 

Sroriitrc, B., Zur Ableitung allgemeiner Eigenschaften algebraischcr Kurven. Pro- 
gramm. Ehingen 1899. 

STE~TIEIL, B., Invariante Flachen und Kurven bei konformen Gruppen des Raumes. 
Dissertation. Leipzig 1899. 8 

Stereoscopic views of solid geometrg figures. 93 cardv in  a pasteboard box. 
Boston 1899, Heath. $ O. 60. 

TCI~*RPCIIF.FF, P. L., Oeuvres. Piiblit5es par les soins de A. Markoff e t  N. Sonin. 
( 2  volumes.) Vol. 1. Avec portrait. St. Pétersbourg 1899. (Gleichzeitig in 
russischer Sprache erschieuen.) &l. 17.50. 

ünt, K., Planimetrie. Leitfaden mit  Konstruktionsaufgaben und ubungss%tzen. 
6. Aiifl. Von R. Franz. Kassel, Hiihn. geh. M. 2. 

WEIXER , F., Eine Anwendung der H~rmit~e ' schen Ti-Funktionen. Programm. 
Wien 1899. 

WEISUACII, Jm., Tafel der vielfachen Sinus und Cosinus aowie der vielfachen 
Sinus versus von kleinen Winkeln,  nebst Tafel der  einfachen Tengenten. 
6. Ausgabe. Berlin, Weidrnann. M. 1. 

Tlimr., G. J., VAN D E ,  Oplossingen der wiskundige opgaven van de examens B der 
polytechuische school te Uell't. Met nieuwe opgaven. Dl. II. Examen B 2.  
L)everiter, Kluwer. P. 6. 25. 

WELT.~,  W . ,  New higher algebra. Boston 1899, Heath. Halfleather. $1. 25. 
WESTFAI., J .  E. v., On a category of transformation groups in tliree and, four 

dimerisions. Dissertation. Leipzig 1899. 
W ~ T I ,  H. , Über eine Verallgerneinerung d w  Gauss'schen Differentialgleichung. 

Programm. Baliel 1899. 
WILTING, A. ,  Ueometriache Konstruktiouen, insbesondere in begrenzter Ebene. 

Programm. Dresden 1899. 
WOLFF, U., Über die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl in Summanden. 

Dissert. Halle 1899. 

Arigewandte Mathematik. 

Ar.asrn, CHISTOFORO , Calcolo grafico ed  applicazioni della statica grafica. Città 
di Castel10 1899. Lapi. L .  4. 

ALURECHT, T H . ,  Hericht iiber den Stand der Erforschung der Hreitenvariation am 
Schlusse des Jahres 1899. Herausgegeberi vorn Ceritralburcau der inter- 
nationaleri Erdmessurig. Berlin, Heimer. hl. 3. 

h n ~ r r ~ ,  SH~L. FMI. v., ITandbuch m m  Abstecken von Kurven sowie zur Bestimmung 
der Winkel johne Mess -Tnst,riimente). 3. Aiifl. München, Ackermaiin. M.1.60.  

I ~ A K L K ,  WY., Elementary dynamics. London 1809, Bell. 3 S. 6 d.  
BAHUEHA, LU..  Critica del newtoniauismo ovvero delle cause dei moti planetarî. 

Bologria, Cenerelli. 1,. 8. 

H A K I ~ ,  J. II., Kinematics of machinery; a brief treatise on constrained motions of 
machine elements. New York 1899, Wiley. Cloth $ 2.  50. 

BJERKXBS , V.,  Vorlesungen über hydrodynamische Fernkriiftc nach C. A. Bjerknes' 
Sheorie. 1. Rd. Leipzig, Barth. M. 10, geb M. 11.50. 

B o u ,  MART., Die Schaltungstheorie der Blockwerke. ( A m :  Organ fiir die Fort- 
schritte des Eisenbahnweseris.) Wiesbaden, Kreidel. M. 8. 

BKTTNO, K., Der Stoss elastiacher Kugeln. I'rogramm. Klagenfurt 1899. 

C n o a ~ a ,  JoH., Leitfaden fiir den Cnterricht in der darstellenden Geometrie an  
den kaiserl. und konigl. Milit&rakademien. Parallel- nrid Centralperspektivc. 
Kotierte Projektioneu. Wien,  Seidel & Sohn. N. 4.80. 

ECIGFZS, WILH., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1. Teil. Die Elemente. 
Leipzig, Seemann & Co. kart. M. 1. 50. 
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Xrgebnisse, die, des Pr%zisionsnivellements in der osterr.-ungar. Monarchie. Süd- 
Gstlicher Teil. Herausgegeb. vom kaiserl. und konigl. militir-geograph. 
Institute. Wien, Lechner. M. 3. 

FALLFR,  OTTO^ Eine neue Anschauung über die R,eibung. Vorliiiifige Mitteilmg, 
Vortrag. München 1899, Ackermann. M. . 40. 

Fixpunkte, die, des schweizerischen Prazisionsnivellements. Les repères du ni- 
vellement de précision de la Suisse. Herausgegcben dureh das eidgenoss 
topograph. Bureau. 10. Lieferung. Bern , Schmid 8 Francke. X. 4. 

FLIEGNEIL, ALB., Die Umsteuerungen mit dem einfaehm Sçhieber in rein eeich- 
nerischer Bt:handluugsweise. 2. Aufl. der , ,Umsteuerun~eu der Lokorriotiveri". 
Zünch, Schulthess. M. Ii. 

F O E R Y T ~ ,  W., und BLENCK, E., I'opulare Mitteilungen zum astronomischen und 
chronologischen Seile des preussischen Normalkalenders für 1901. Berlin, 
konigl. statist. Bnreau. M. 1. 

FOERYTICR , W., und LFIIMANN, P., Die verander1ichi:n Safeln des ast,ronomischen und 
chronologischen Teils des preussischen Nomalkalenders für 1901. Nebst 
einer allgemeinen statist. Beilage von E. U z n a ç ~  u. A. I'ETERSIIJE. Berlin, 
konigl. statist. Bureau. M. 5. 

Gounr~ ,  J.-B., $:tudes comparatives sur l a  poussc'e des terres et sur les murs de 
soutbnement. Paris, Dunod. Fr. 2. 

Gmces, F., Zahlenbeispiele zur statischen Berechnung von Briicken und Dachern. 
Ihrchgesehen von G. BARKHAU~EN. Wiesbaden 1899, Kreidel. M. 8. 

G~savxs ,  JOHN, Solutious to the examples iu a Sreatise ou elementary hydro- 
statics. Cambridge 1899, Univ. Press. 5 S. 

Gitoss~aas, LIJDW., Die Mathematik im Uienste der National6konomie. 11. Lieferg. 
Wien, Selbstverlag. M. 5. 

GIJBATZ , L ü n c ~ s ,  WEIGEL, 301 Aufgaben aus der darstellenden Geometrie für 
Maschinenbauer, Kesselschmiede und verwandte Gewerbe. Mit kurzen 
praktischen Losnngen. Leipzig, Reemann & Co. kart. M. 2.25. 

&GCS, 1. G , S. J., Atlas stellarum variabilium. Series II, complect,t:ns s te l la~ 
variabiles intra Limites declinationis O O  et f 2j0, etc. Berlin, Dames. 

Subskriptionspr. M. 46, Einzelpr. M. 55.20. 
Fiandworterbuch der Astronomie. 19. Lieferung. Breslau 1899, Trewendt. M. 3.  60. 
- Dasselbe. 20. Lieferung. Ebenda. M. 3. 60. 

HEÜHT, KARL, Lehrbuch der reinen und angewendten Mechariik fiir Maschiuen- 
und Bautechniker. 2. Bd. Die Festigkeitslehre. Lhsden ,  Kühtrriann. 

M. 9 ,  geb. M. 10. 
HERTZ, HEINRICH, The principes of mechanics. Presented in a new form. WitJh 

an introduction by H. von Helmholtz. Authorised english transla,tion by 
D. E. Jones and J. 1'. Wally, London, Macmillan. 10 S.  

L X N G A ~ E ~ ,  I., Geomctrische Wrthrschcinlichkeitsprobleme. Progr. Würzburg 1899. 

LORENTZ B., Grosse und Masse der Weltkorper. Programm. Kalksburg 1809. 

Monius, A. F., Astronomie. Grosse, Bewegung und Entfernung der Hirnmels- 
korper. 9. Aufl. Bearb. von WALT. WISI.ICENIJS. (Sammluug Goschen Nr. il.) 
2. Abdruck. Leipzig, Goschen. geb. M. -. 80. 

O K F F ~  KARI. v . ~  Über die Bilfsmittel, Methoden und Resultate der internationalen 
Erdmessung. Fcstrede. München, Franz. M. 2. 

PASCAL, Trait6 des ponts métalliques. Calcul des poutres et des ponts par la. 
methode ordinaire et par la statique graphique. Nouvelle édition entière- 
ment refondue. Paris,  &ranger. Fr. 15. 

PEDROCCO, A ~ R E A .  Materia e forza Sacie 1899, tip. Fadiga. 

RITTER, AUO., T~chrbnch der technischen Mechanik. 8. Aufl. T)eipzig, Raum- 
gartner. M. 20, geb. M. 22. 
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SAILER, ENGELB., Die Aufgaben ans der da,rstcllenclen Clc?omet,rie, welche bei der 
Prüfung für das Lehramt der Mathematik und Physik an don konigl. 
bayer. humanist. und technischen Cnterrichtsanstalten in den Jahren 
1873- 1893 gestellt wurden. München 1899, Bckermann. M. 2. 

SCIILOTKE, J., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 2.Teil. Schatten- und 
Beleuchtungslehre. 2.  Aufl. Dresden 1899, Kühtmann. M. 2. 

SCHMIDT, J . ,  Anleitung sur Konstruktion von Sonnenuhren. Progr. Plan 1899. 

Sciroi~ic, Li., Bemerkungen und Herichtigunpen zu Car1 Itiimker's Hamburger 
Sternkatalogen 18%. 0 und 1850.0. 2. Rerie. (Mitt. IIamb. Sternw. Nr. 5 = 

4. Heiheft. z .  Jahrb. der TTambiirg-wissensch.AnstaltfenXVI,1898.) Hamhiirg, 
Grafc & Sillen. M. 2. 

SCHCRERT, HICRM., Mathematische Musestiinden. Eine Sammlung von Cediild- 
spielen, Kunststiickcn und Unterhaltiingsaufgabcn mathem. Nat~ir.  2. Aufl. 
3 Bande (1. Zahl-Probleme - 2. Anordnungs- und Wahrscheinlichkcit~- 
probleme. - 3. Reiseprobleme und geometrische Probleme.) Leipzig, 
Goschon. à M. 4. 

S c t r n ~ ~ z ,  E . ,  Mathematische und teçhnische Tabellen für Baugewerkschulen uncl 
für den Gebrauch in der Praxis. 4. Auli. Unter Mitwirkurig von E. DIXCK- 
MANK. Ausg. mit Logarithmen. Essen 1599, Baedeker. kart. M. 1.50; 

mit Anleitung M. 1.75. 
SILIIEIL, O. II. P., Praktische Schattenkonstruktionen und Perspektiven, Isometrie, 

Dachdurchdringungen und Dachausmitteliingen. 21 'l'afeln in fxb. Litho- 
graphiedïuck nebst einem Vorwort. 2. Aufl. Berlin, F'raritz. M. 6. 

in Mappe M. 7.50.  
SI'BRRE, Magnus de, Etude du mouvement des projectiles dans les cas ou la rEsi- 

stance de l'air est suppoaée proportionelle au cube de vitesse. Paris, 
Berger-Levrault. Fr. 2. 

S ~ u n u ,  Cirit. , Lehrbuch der Mechanik. (Cours de mécanique.) Übersetzt von 
THDH. GKO~S.  2. Bd. Berlin, Calvary & Co. M.8,  geb.M. Y. 

TALLQ~IST, H., Grunderna af potential teorin med anvandning pa elektrostatiken 
oçh magnetismen. Helsingfors 1899. M. 5. 

Verhandlungen der vom 3. bis 12./X. 1898 in Stuttgart abgehaltenen Konferenz 
der internationalen Erdmessung. Zugleich mit den Spezialberichten über 
die F'ortschritte der Erdmessnng und den Herichten der Vertreter der ein- 
zelnen Staaten über die Arbeiten in  ihren Landern. - Compt'es-rendus des 
séances dc la  12. conférence générale de l'association goodesique inter- 
nationale. (Deutsch und franzosisch.) 2 Bde. Berlin 1899, Beimer. M. 1%. 

Vonriis~, M.,  Neue Theorie der M ~ n d b e ~ e g u n g .  Programm. Laibach 1899. 

WHITTAKER, E. T I ,  Report on the progress of the solut'ion of the problem of three 
bodies. (Rep. Brit. Ass.) London. hl. 2. 

W ~ T ,  ALD., Anleitung zum Gebrauch des TaschcnRechençchiebers für Techniker. 
4. Aufl. Mit einem Rechenschieber. Halle, Hofstetter. kart. M. 1 .  25. 

Physik und Meteorologie. 
Amy, JOHN E. ,  r b e r  die Entladungspotent,iale in festen und tropfbarfiiissigen 

Dielektricis. Dissert. Berlin, Mayer & Müller. M. 1.20. 
ASSMANX, XICH., Beitrgge zur Erforschung der Atmosph5re mittels Luftballon. 

Cnter Mitwirkung von A. BERSON, H. GROSS, V. KIIEMSEII und R. SKJKING hcr- 
ausgegeben. Berlin, Mayer &. Müller. N. 4. 

BACKLUND, A. V.,  Elektrodynamik. Efter Forhttarens universitets -Forelksuingar. 
Lund 1899. Kr. 6.  

B A ~ E R ,  K., Strassburger Temperatiirmittel nach 100 jahrigen Beobachtungen. 
Dissert. Strassburg 1899. 
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BECKMANN, ERXST, Neue Vorrichtungen ziirn F i r b e n  nichtleuchtender Flarnmen 
(Spektrallampeu). (Abhaudl. k.  sachs. Ges. d.  Wiss., math.-  phys. Klasse, 
26.  Dd. Nr.  1.) Leipzig, B. G. Teuhner. M. 2.  

BÜRNER, II., Physikalisches Untemchtswerk für h6here Lehranstalten sowie zur 
Einfiihrnng in das Fitudium der neueren Physik in  2 St,ufen. 1. Stufe. 
T. Vorschiile der Experimental-Physik. 3. Aiifl. Berlin, Weirlmmn. 

geb. M. 1. 80. 
i h i a ü ~ ,  G . ,  Was  muss man von der Elektrizit i t  wissen? Berlin 1899 : Steinitz. M. 1. 

B ü ~ s c i i ~ r ,  O. ,  Untersuchungen iiber Mikrostr$rturen des e r s t a r~ ten  Schwefels, 
nebst Remerkungen iiber Sublimation, Cberschmelzg. und Ubersittigg. des 
Schwefels und einiger andercr KOrper. Leipzig, Engelmann. M. il. 

COTTON, A., Le phénomène de  Zeeman. I'aris, Carré & Naud. I'r. 2. 
URUUE, PAI:~., Lehrbuch der Optik. Leipzig, Hirzel. M. 10 ,  geb. M.11.20.  

Eimr! J. M., und VALENTA, II , Normal-Spectren einiger Elemente xur Wellenliingen- 
bestimmurig im Lussersten Ultraviolett. (Aus : Denkschriften d. k8nigl. Akad. 
<3 Wiss.) Wien,  Gerold's Soliri. $1. 3.90. 

-- Das Spect,nim des Rrom. (Aus: Denkvchrift,cn d. kihigl .  Akad. d. Wissensch.) 
Ebenda. M. 2.20.  

Ewirns, P . ,  Zur Mechanik der Kanal-  und Kathodenstrahlen. Diss. Miirichen 1899. 

~ ~ ' A L R ' s ,  KuD., Keuer Wetterkalencler und Verzeiclinis der kritisclien T : L ~  für 1900, 
Januar bis Juni. Berlin 1899, Steinitz. M. 1. 

E'ELI(:I, RICUAHUO, Über die matheniatiuche Sheorie der eleklrodyuaniiscLieu III- 
duktiou. Übers. von U. Dmsau. llerausgegeb. von K.  W i m m i a ~ ~ .  (Ostwald's 
Klassiker Nr. 109.) Txipzig, Engelmann. hl. 1.50. 

FKAKCKE, KART,, Eiriige nene Eigentiimlichkeiten von festen Kihpern, besonders 
von Metallen. (Naturmiss. VortrQe Nr.  VIII.) Miinchen, Seitz R- Sc:ha,uer. 

M. 1 
GARTEN, SIERFR., Beitriige zur Physiologie des elektrischen Organs der Zitter- 

roçhcn. (Abhandl. konigl. siiülis. Geaellsch. d. Wiss., mathem. -phys .  Klasse, 
25.  Bd. Nr.V.) Leipzig, B. G. Teubrier. M. 5. 

HEINKP:, C.,  Energetische Streifziige. Eine Studie über phgsikal. Prohleme. 
Leipzig, Hiioel. M. 1. 40. 

Jahrbuch, deutsches meteorologisches, für 1898. Heobaclitungssystein d. nieteoro- 
logischen Station 1. Ordnurig. Aachen. TV. Jahrgang. Karlsruhe, Ilrauu. 

M .  5 .  
JTTKG~<:, KLII<T, f iber die niagi~et~ischen Kraftlinien F a r d a y s .  Programm. Tjeipzig, 

Hiurichs. M. 1.  ru. 
K i r m r ~ m ,  F m . ,  Die Unit&t des absoluten MsBsystems in Reziig anf magnetische 

und elektrische Grossen. Budapest. (Leipzig 1899, B. Cr. Teubner.) hl. 1. 50. 

Ko~r.inriçcrr, FRDR., Kleiner Leitfaden der praktischen Physik. Leipzig 1899, 
B. G. Teubuer. geb. M. 4. 

LYCIIITELIRR~ H., et  BOUDOUARD, O . ,  Mesures des températures flév8es. Paris, 
Carré & Naud. cait. Ii'r.5. 

L~nocnowsur,  JOR.  Graf, Wetterprognose, giltig fiir Niederosterreich, Teile von 
Oherosterreich, Biiiirniihren nnil Westungarn,  hezw. fiir ganz Osterreich- 
Cngarn. IV..Tahrg. 1900. 12 Nrn. Wien ,  Braumüller. à M. - . m .  

I , r~s~c .uua ,  R. Eu.,  Photographische l'hysik. (Mit Ausnahrne der Optik.) Düssel- 
dorf 1899,  Liesegang. M. '2. 

LOXMEL, E. Y., Lehrbuch der Experimentalphysik. 6. Aull. Herausgegeh. von 
WALT. K ü ~ i a .  Leipzig, Barth.  M. 6. 40,  geb. M. 7 . 2 0  

MACR, F'. , Die Prinxipien der  W k n e l e h r e .  Historisch- kntisch entwickelt'. 2. A d .  
Leipzig, Barth. M. 10,  geb. M. 11. 
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Historisch-litterarische Abteilung. 

Ubersicht der wissenschaftlichen Arbeiten 
Ferdinand M i n d i n g ' s  nebst b i o g r a p h i s c h e n  

Notizen. 

Von 

ADOLF KNESER. 

In den vierzehn Jahren, die seit dern Tode Minding's verflossen 
sind, ist weder in einer mathematischen Zeitschrift noch in den 
Publikationen der Akadernic, der er angehorte, eine zusammenfassonde 
Darstellung seines Lebenswerks erschienen. Eine solche dürfte, ab- 
gesehen von ihrern Interesse für die Hreise der alten Universitiit Dorpat, 
unter deren Forschern und Lehrern Minding eine der ersten Stellen 
einnimmt, auch fiir ein grosseres mathematisches Puhlikum erwiin~cht 
sein; handelt es sich doch urn einen Mathematiker, der, obwohl in 
den letzten Jahren seines Lebens den wissenschaftlichen Tagesfragen 
fernstehend, doch einen nachhaltigen Einfluss auf die Entwickelung 
verschiedener Disciplinen ausgeübt hat,  und dessen Arbeiten die un- 
verkennbaren Zeichen einer eigentümlichen und starken wissenschaft- 
lichen Personlichkeit tragen. 

Die Zusamrnenstellung der folgenden Übersicht ist wesentlich da- 
durch erleichtert worden, dass dem Verfasser von Friiulein Agnes 
Minding ein sorgfàltig gearbeitetes Verzeichnis der Arbeiten ihres 
Vaters sowie biographisches Material gütigst zur Verfigurig gestellt 
wurde. Auf dasverzeichnis, welches am Schluss mit einigen Erganzungen 
abgedruckt ist, beziehen sich im folgenden Text die eingeklammerten 
Lahlen. 

1. Differeritialgeometrie. 
Die neuere Entwickelung der allgemeinen Theorie der krummen 

Pliichen beginnt bekanntlich mit Gauss' Disquisitiones circa superficies 
curvas; Minding darf als der erste Nachfolger bezeichnet werden, der, 
wenn auch auf des Meisters Rahnen wandelnd, in wesentlichen Punkten 

Hist.-1itt.Aùt. d Zsitschr. f .  Math. u. Phgs. 45. Band. 1!100. 4 I i c f t .  9 
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über Gauss hinausgegangen ist. E r  erkennt die Bedeutung der geo- 
datischen Krümmung zunachst an dem Problem der Kurven kürzesten 
Umrings, d. h. an der auf beliebige krumrne Fliichen übertragenen 
isoperimetrischen Aufgabe (Nr. 2). E r  zeigt sodann (Nr. 5) ,  dass 
die geoditische Krümmung wie das Gauss'sche KrürnriiungsmaB 
eine Biegungsinvariante ist, d. h. bei einer 13iegung der E'lache 
ohne Dehnung ungeandert bleibt. In einer spiiteren Arbeit F r .  23) 
geht er niiher auf das Problem der Biegung ein, giebt die ersten 
konkreten Beispiele für Scharen von Biegungen nicht abwickelbarer 
Fliichen, insbesondere der Regelfliichen, der Schraubenflachen (Nr.241, 
welche keine geraden Linien enthalten, und der Rotationsflachen, wobei 
auch die durch Verbiegur~g der Kugel entstehenden Rotntionsfllicheri 
erwiihnt werden. 

Tragen dieve auf wenigen Bliittern gegebenen Resultate dam bei, 
die abstrakte Gauss'sche Theorie zu beleben und eroffnen sie eine 
noch heute nicht erschopfte Quelle lohnender Spezialuntersuchungen, 
so ist eine aeitcre Arbrit (Nr. 23) von prinzipiellor Bedeiitung, wie 
schon die Überschrift zeigt: ,,mie sich entscheiden lasst, ob zwei ge- 
gebene Flachen auf einander abwickelbar sind." E s  gelingt Minding, 
diese Frage vollstandig zu beantworten.  ber die IM6glichlreit 
der Ab-wickelung kann durch blosse Differentiatioii und Elimi- 
nation, ohnc dass Integrationen n6tig wiiren, cntschieden wcrden; 
die Argumentation ist im weüentliühen dieselbe, wie sie neuerdings 
mittels der Beltrami'schen Differentialparameter geführt a i rd .  Minding 
bemerkt dabei, dass sich zwei wesentlich verschiedene Fiille darbieten 
konnen: in dem einen sind unendlich viele Abwickelungen mtiglich, 
deren wirkliche Ausführung die Integration einer Differcntialgleichung 
erster Ordriung erfordert; in  dem andern Falle ist nur eine diskrete 
Menge von Abwickelungen moglich, welche ohne Integration realisiert 
wertlen konnen. An diese allgemeine Theorie schliessen sich spezielle 
R,esultate des oben beschriebenen Charakters, so der schone Satz (Nr.27), 
dass, wenn zwei Fliiehen auf unendliüh viele Arten aufeinander abgewickelt 
werden konnen, unter ihren Deformationen auch Rotationsflachen vor- 
kommen. Besondere Aufmerksamkeit wird den Fliichen konstanten 
KrümmungsmaBes zugewandt; ihr Linienelement wird bestimmt, die 
R,otationsfliichen unter ihncn bcschrieben und der Satz bcwiesen, dass 
sie bei gleiohem KrümmungsmaB auf unendliüh viele Arten aufeinander 
abgewickelt werden konnen. Spater (Nr. 28) folgt die wichtige, wenn 
auch nahezu evidente Bemerkung, dass die Grundformeln der sphiiri- 
schen Trigonometrie durch eine einfache Substitution in die ent- 
sprechenden I'ormeln für die geod'itischen Dreiecke auf Flachen kon- 
stanten negativen KrümmungsmaBes übergehen. 

Gehoren die bisher erwahnten Arbeiten nahe zusammen, so sind 
aus spiiterer Zeit zwei vereinzelte Beitrage zur Differentialgeometrie 
zu erwzhnen. In cinem kurzen Aufsatz (Nr. 38) wird einc für die 
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Geodasie michtige Anniiherungsformel Bessel's auf beliebige Flachen 
ausgedehnt; allgemein werden die Kurren betrachtet, welche bei der 
Gauss'schen Abbildung durch parallele Normalen den Meridianen und 
Breitenkreisen der Kugel entsprechen; dabei zeigt sich, dass diese 
Kurven nur auf den Minimalfliichen und den Monge'schen surfaces 
moulures sich scnkrecht schneiden. Das auf die Minimalflachen bezügliche 
Resultat steht in enger Beziehung zu den für die moderne Theorie dieser 
E'liichen fundamentalen Untersuchungen von Bonnet. Die Gratulations- 
schrift der Universitat Dorpat zu Wilhelm Struve's 50jahrigem Doktor- 
jubiliium (Xr. 48) enthalt elegante Entwickelungen formaler Natur, 
durch welche unter anderem der jetzt sehr bekannte Ausdruck der 
mittleren Krümmung 

G D $ E U f ' - Z F U '  

( i / m ) 3  - >  

mie es scheiilt zum ersten ;Mal, erhalten wird. Minding wiederholt 
spiiter (Nr. 55) den Beweis dieser Formel, giebt sodann im Fa11 eines 
isometrischen Koordinatensystems p, p, d.h. wenn R =  G, F -  O, f ü r  
das Quadrat der mittleren Krümmung den Ausdrucli: 

der, gleich Nul1 gesetzt, die Reziehung der Minimalfliichen zur Theorie 
der E'unktionen komplexen Arguments unmittelbar ersichtlich macht. 
Miridirig leitet mit wenigen Strichen die Formeln vou Monge ab, und 
giebt einen allgemeinen Ansatz zur Behandlung der Aufgabe, alle 
durch eine gegebene Kurve gehenden Minimalflachen zu finden; die 
Kurve erhiilt auf der Flgche die Eigcnschaft, eine der beiden iso- 
metrischen Koordinateri konstant eu machen. 

II. Variationsreehnnng. 

Das Problem der ICurven kürzesten Umrings, d. h. der kürzesten 
Kurven, welche auf einer gegebenen Oberfliiche einen vorgeschriebenen 
Fliicheninhalt umspannen, hat Minding in den Anfingen seiner Thatig- 
keit wie in  seinem hohen Alter beschaftigt, wie die Bande 6 und 86 
des Crelle'schen Journals bezeugen (Nr. 3,  56, 57, 58, 60). E r  findet zu- 
niichst (Nr.3), dass diese Kurven konstante geodatische Krümmung 
besitzen; er bestimmt (Nr. 56) ihre Gleichung adf ~otationsflachen; 
besonders interessant ist es aber, dass er bei dieser Aufgabe die so- 
genannten diskontinuierliühen Losungen betrachtet, d. h. Kurren, die 
das gesuchte Minimum liefern, dabel aber aus Teilen von verschie- 
denen analytischen Kurven bestehen. Minding hat zwei Thatsachen 
an Beispielen erliiutert, die von Steiner ohne Beweis als allgemein 
giltig ausgesprochen waren; erstens das neuerdings sogenannte Gesetz 
von der Erhaltung der isoperimetrischen Konstante, welches bei der 

9 * 
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Kurve kürzesten Umrings besagt, dass in verschiedenen, analytisch 
nicht zusammenhangenden Teilen die geodatische Krümmung dieselbe 
sein muss; zweitens den Satz, dass die verschiedenen Teile einer dis- 
kontinuierlichen Losung im allgemeincn sich berührend zosammen- 
~itossen. Interessante Einzelaufgaben behandelt eine auf den Fa11 der 
Kugel beschrankte Notiz [Nr. 57). 

Auch an dem seinerzeit vielerorterten Problem der Transformation 
der eweiten Variation der einfachen Integrale arbeitet Minding in 
einer Abhandlung (Nr. 44) mit, welche eirien forma1 rechnerischen 
Charakter triigt. 

ILI. Differentialgleiehniigen erster Ordnnng. 

I n  mehreren Abhandlungen über die Integration der Differential- 
gleichungen erster Ordnung (Nr. 35,45,47,  50) bewegt sich Minding auf 
den Rahnen, welche Euler in seiner Intpgralrechnung eingeschlagen 
hat,  und sucht Klassen integrierbarer Uifferentialgleichungen erster 
Ordnung dadurch zu finden, dam eine bestimmte Form des integrieren- 
den Paktors vorausgesetzt wird. E s  gelingt ihm, einige der schwierigsten 
von Euler durchgeführten Integratiorien ihres riitselhaften Charakters 
zu entkleidan und mi verallgemeinern, indem er aus bekanntcn Parti- 
kularlijsungen Vorteil zu ziehen und aus ihnen den I\ilultiplikator zu- 
sammenzusetzen sucht. Ein solches Verfahren hat besonders da Erfolg, 
wo es leicht ist, Partikularlosungen von der Form 

y = a x + p  
zu finden; z. B. hat die Gleichung 

Mdx + N d y  = 0 ,  
wenn M und N Polynome zweitcn Grades in  x und y, und y,, y,, y3 
lineare Partikularl6sungen sind, einen Multiplikator von der Form 

(Y - YAal(y - Y,)"z(Y - ~ 2 3 .  

Dicser Satz enthalt als besonderen Fa11 die von Jacotii* gegcbene 
Integration der Gleichung 

Adx + Bdy + C(xdy - ydx) = 0 ,  
in  welcher A, B, C lineare Punktionen von x und y sind; hier kann, 
wie Minding bemerkt, das allgemeine Integral aus drei partikularen 
von der oben angegebenen Form zusaminengesetzt werden. Als ein 
weiteres Resultat sei noch angeführt, dass obige Differentialgleichung 
integriert wird, wenn A, B, C homogene Funktionen von x und y 
und die Dimcnsionen der beiden ersten gleich sind. 

Diese Untersuchungen haben lange Zeit hindurch keine Beachtung 
gefunden. Kurz vor der umfangreichen drbeit  Kr. 47 erschien Riemann's 
Abhandlung über die hypergeornetrische Ileihe, und durch sie wurde 

* Werke Bd. 4 S. 237. 
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die Aufmerksamkeit der Mathematiker von den Eulerschen Mctlioden 
und Gesichtspunkten d l i g  abgelenkt. Spater haben von Mindi~ig 
unabhangig Darboux* und ELliot**, ausdrücklich an Minding an- 
knüpfend Heymann,*** Sonint und Korkintt  verwandte Cntersuchungen 
veroffentlicht. 

IV. Algebraisclie Fnnktionen und Abelsche Integrale. 

Unter den auf die algebraischen Punktionen bezüglichen Arbeiten 
(Nr. 10, 11, 13, 30) ist die letzte besondcrs hervorzuhrbrn, welche er- 
schien, ehe Abel's grosse Abhandlung in dem Arçhiv der Pariser 
Akademie wieder aufgefunden war. Minding beschaftigt sich hier mit 
der genauen Formulierung des Abelschen Theorems, insbesondere mit 
der Gestalt der in ihm aiiftretenden alpebraisch-logarjthmischen Aus- 
drücke, dann aber auch mit der fundamentalen Prage nach der ge- 
ringsten Anzahl Abelscher Integrale, auf welche eine Surrime von be- 
liebig vielen mittelst des Abelschen Theorems reduziert werden kann. 
Brill und Noether charakterisieren in ihrem Bericht über die Ent- 
wickolung der Theorie der algebraischen E'unktionentft die erwiihnte 
Abhandlung, ,,die nach Form und Inhslt sogar vie1 ~ h n l i c h k e i t  mit 
der Pariser Abhandlung von Abel besitzt", in folgender Weise. 
,,Steht somit Minding's Arbeit, die ihre Probleme durchaus den 
publizicrten Abhandlungen Abel's entnimmt, auch hinsichtlich der 
Allgemeiliheit der Resultate hiriter Abel's Pariser Arbeit zurüçk, so ist 
doch erstaunlich, wie tief der geistvolle Forscher in Abel's Gedanken- 
gang und in den Kreis seiner Hilfsmittel eingedrungen ist, und wie 
viele wesentliche Ergebnisse Abel's er in gewissem Sinne anticipiert hat. 
Auch ist zuzugeben, dasa in Bezug auf Durchsichtigkeit, Kürze und 
z~eckuiassige Anordnung der Beweisführung die Arbeit hinter der 
Abel's nicht zurücksteht. Wie Abel besitzt Minding im wesentlichen 
den Geschlecl~tsbegriff." Erinnern wir uns, dass es sich hier um diejenige 
Arbeit Abel's handelt, in welcher dm Abel'sche Theorem, nach Jacobi's 
Ausspruch die grosste müthernatisçhe Entdeckung seiner Zeit, ent- 
wickelt ist, so wird man die ganze Bedeutung einer solchen Kritik 
seitens der sachverstiindigsten Beurteiler ermessen. Erwahnt sei noch, 
dass Brill und Noether für Minding die Prioritàt Puiseux gegenüber 
hinsichtlich der Trennung der verschiedenen Entwickelungen einer 
algebraischen Funktion in der Umgebung einer singularen Stelle in 
Anspruch nehmen. 

* Bulletin des sciences math. 1878. 
** Annales de l'6cole normale 1890. 

*** Bd. 27 dieser Zeitschrift. 
t Bulletin de l'académie de St. Pétersbourg 1895. 

t t  Math. Annalen Bd. 48. 
ttt Jahresberichte der deutschen Mathematikervereinigung Bd. III, 1892/93. 
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So ehrenvoll hiernach die Stelle ist, welche Minding in der Ge- 
schichte der Theorie der algebraischen Funktionen einnimmt, so ist 
doch seiner Arbeit auf diesem Gebiete der verdiente Erfolg lange Zeit 
vorenthalten geblieben, da die neu aufkommende funktionentheoretische 
Methode das lnteresse der auf diesem Gebiet arbeitenden Mathematiker 
absorbierte. 

Beilaufig sei noch auf einige kleinere Beitriige zur Theorie der 
Elimination hingewiesen (Xr. 26, 29, 32). 

V. Allgemeine Dynamik. 

Die Gratuldionssührift der Universitat Dorpat zum fürifuridzwarizig- 
jiihrigen Jubiliium der Sternwarte Pulkowa (Nr. 49) scheint infolge 
der Art  ihrer Veroffentlichung in  Westeuropa unbeachtet geblieben zu 
sein, muss aber ihrem Werte nach sehr hoch gestellt werden; ihr In- 
halt steht nsmlich in engster Reziehung zu den spiiter erschienenen 
Arbeiten von Lipschitz* und Beltrami** über quadratische DifYerential- 
formen, welche den wichtigsten Fortschritt der allgemeinen Dynamik 
seit Jacobi bedeuten. Minding beginnt damit, dass er eine Identitit 
von der Form 

~ c ~ ~ ~ d p , d p ~ =  d V 2 + L :  + . . a  +LI- i  
f ,  k 

ansetzt, in welcher p, die Parameter eines dynamischen Systems, 
7 eine unbekannte, ntk gegebene Funktionen derselben bedeuten, 
und L lineare, im allgemeinen nicht integrable Diferentialformen sind: 

L ,  - C m m d ~ m  + Cm,,,+~c12îT,,+~ + - + G n d p n .  
Durch Elimination der Grossen C ergiebt sich für V eine partielle 

Differentialgleichung erster Ordnung, welche mit der Jacobi-Hamilton- 
scheli zusarrirue~ifdlt, wenn in der gewohnlichen Bezeichnung der 
Dynamik die Gleichung 

Z b k d p . d p k  = (U+ h) T d t 2  

besteht. Far die Grossen C ergeben sich, und hierin weicht Minding 
von seinen Nachfolgern wesentlich ab, rationale Ausdrücke durch ùie 
Ableitungen der ~ u n k t i o n  P, und es wird gezcigt, dass die Differential- 
gleiçhungen L - L  ,= . . .=  L ,-,: 0 

1 - 
bei Voraussetzung der Gleichung der lebendigen Kraft 

T =  tJ+h 
die gemohnlichen Lagrange'schen Grundgleichungen der Dynamik zur 
Folge haben. Speziell sind jene Gleichungen und daniit die Lagrange- 

* Crelles Journal Bd. 74, 1871. 
** Nernorie di Bologna ser. 2 t. 8 ,  1869. 
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schen erfüllt, wenn in J' eine hinreichende 
vorkominen, und die Gleichungen 
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Anzahl von Konstanten K 

ôv -- ,a - const. 

angcsctzt werden. Endlich ergiebt sich noch 

v =  2 T d t ,  

Intcgrals 

S 
und die Gleichungen L - O machen die Minimumseigenschaft des 

d. h. das Prinzip der kleinsten Aktion in der Euler-Jacobischen Form 
evident. Hiermit erscheint, wie Minding selbst hervorhebt, die Jacobi- 
Hamiltonsche Methode in1 engsten Zusammenhang mit derjenigen 
Transfor~nation des Linienelements einer beliebigen Fliche, auf welcher 
die Gauss'sche Theorie der geodatischen Linien beruht: 

Gewisse von Gauss an diese Transformation geknüpfte Differential- 
beziebiingen erscheinen geradezii als die einfachsten Falle der Jacobi- 
Hnmiltonschen Theorie. ln  der Erkenntnis dieses Zusxmmenhangs 
niihert sich Minding der für die moderne Dynamik fundamentalen 
Anschauung, in welcher die Bahnkurven eines dynamischen Systems 
als die geodatischen Linien einer gewissen Mannigfaltigkeit erscheinen, 
dcrcn Linienelcment durch eine quadratische Diffcrentialform dofiniert ist. 

Übrigens sei ausdrücklich erwahnt, dass sich von dem wichtigen 
modernen Begriff der orthogonalen Lage bezüglich einer Differential- 
form bei Minding keine Andeutung findet. 

An spcziellen Aufgaben der Dynamik behandelt Minding einige 
auf schwingende Fiideri bezügliche Fragen (Nr. 40, 41); er veroffent- 
lichte ferner ein Referat über die Entwickelung der Nechanik (Nr. 33). 

VI. Stntik. 

Der mit elementaren Mitteln operierenden Statik starrer Korper 
gehort ein schoner Satz an, der neuerdings vorzugsweise als das 
Mindingsche Theorem bezeichnet wird. Minding beginnt mit der 
Prage (Nr. 15, 17),  worin bei Kraften bcliebiger Richtung das Analogon 
des CeriLrums eines Systems paralleler Kriifte besteht. Dreht man 
letztere um ihre Angriffspunkte, ohne die Intensitiiten zu andern, so 
geht ihre Resultante durch einen festen Punkt. Urn dies Resultat zu 
vcrallgcmeinern, bringt Minding cin beliebiges Kraftsystem auf eine 
gewisse Normalform, woliei der Begriff der Centralebene auftritt, und 
erhiilt dann folgendes Resultat. 
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Dreht man die Kriifte, ohne ihre Angriffspunkte, gegenseitigen 
Ncigungen und Intensitiiten zu iindern, so giebt es unendlich viele 
Lngen, in  welchen das Braftsystem durch eine einzige Resultante er- 
setzt werden kann; alle diese Resultanten schneiden zwei feste Kegel- 
schnitte, die sich in fokaler Lage befinden, bildep also nach der 
neueren Rezeichnung eine Strahlenkongruenz von einfachem a1gebi.a- 
ischem Charakter. Natürlich kann man auüh den Korper drehen, und 
die Richtung jeder einzelnen Kraft festlassen; die beiden Kegelschnitte 
sind dann im KCrper fest. Dieses Theorem, dessen Beweis spiiter 
(Nr.51) zu hochster Einfachheit gebracht wurde, bildet die Grund- 
lagc der Lehre vom astatischen Gleichgewicht; die Anwendungen auf 
die Magnetnadel, bei welclier die Kegelschnitte in einen Kreis und 
seine Axe ausarten, Lat Minding selbst behandelt (Nr. 20). Die eigent- 
liche Bedeutung der ganzen Untersuchung wird man darin findeii 
konnen, dass sie den allgemeinen Begriff des Kraft,systems in reich- 
haltiger Weise spezifizieren lchrt, d. h. neue Merkmale nachweist, 
nach welchen die Kraftsysteme in wohldefinierte Gruppen aus- 
einander treten. Die Unterscheidungen, um die es sich hier handelt, 
machen sich zwar in den Formeln der analytischen Mechanik nicht 
merklich, sind darum aber nicht minder wichtig, besondcrs für die 
praktischen Anwendungen. 

Wahrend eines Zeitraumes von 30 Jahren nach der Publikation 
seines Theorems sah sich Minding einmal zu einer Prioritiitsreklamation 
(Nr.42) veranlasst, hatte aber im übrigen, wie er selbst sagt (Kr. 51), 
den Eindruck, dass seine Untorsuehung unbekannt gcbliebcn sei. Bci 
ihrem Erscheinen an der Pariser  kad demie freundlich aufgenommen 
(Nr. 16)) fand sie vollen Erfolg, d. h. eine über sie selbst hinaus- 
führende Portentwickelung erst von deu siebziger Jahren an. Hier 
sind an erster Stelle die Untersuchungen von Darboux* über das 
astatischc Gleichgcwicht zu ncnnen, bei welchen besondcrs die oben 
bezeichnete Strahlenkongruenz als spezieller Fa11 einer allgemeineren 
erkannt wurde. Dann haben auch in England Routh,** Tait u. a. 
Minding's Theorem nach verschiedenen Richtungen bearbeitet. In 
Deutschland hatte M6bius bald nach Minding's ersten statischen 
Untersuchungcn verwandte, übrigens nicht ganz einwurfsfieie Ent- 
wickelungen spezielleren Charakters gegeben, die ihn zum Begriff der 
Gleichgewichtsaxen führten; dieselben fanden aber Jahrzehnte hindurch 
ebensowenig Beachtung wie das Nindingsche Theorem, da das Interesse 
der Mathematiker vorwiegend abstrakteren Gegenstanden zugewandt war. 

Als ein schones Einzelresultüt sci die Ableitung der Gleichung 
der spharischen Kettenlinie erwiihnt (Nr. 14). 

\ 

* Sur l'équilibre açtatiqne. Paris 1871. 
** Analytical Statics II S. 165. 
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VII. Lehrbiicher. 
Das Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung (Nr. 19) ent- 

h d t  für den modernen Leser als interessantesten Abschnitt einen aus- 
führlichen Reweis für die Existenz des bestimmten Integrals, der, 
wenn man den Integranden von vornherein als gleiühmiissig stetig 
voraussetzt, auch nach den heutigen Begriffen als streng zu bezeichnen 
ist. Minding bildet die den Integralwert anniihernd darstellenden 
Summen für eine Teilung des Integrationsgebiets, bei welcher die 
Teilintervalle nicht gleich zu sein brauchen; sodann bctrachtet er die 
analoge Summe, welche bei weiterer Zerlegurig der Teilintervalle er- 
halten wird; endlich hebt er hervor, dass zu zwei ganz beliebigen 
Seilungen stets eine dritte gefunden werden kann, unter deren Teil- 
punkten diejcnigen der beiden ersten Teilungen enthalten sind. Die 
Differenzen der zugehorigen ~ n n % l i e r u n g s s u r n r k  zeigen, dass, wenn 
alle Teilintervalle unendlich abnehmen, die Summen selbst sich einer 
festen Grenze anniihern. 

Venngleich fiir die Grundgedanken dieses Beweises die Priorit5,t 
Cauchy zu gebühren scheint," so muss es doch Minding als Verdienst 
augerechiiet werden, dass er euerst in eiriem Lehrbuüh, sogar in 
einem zunachst für eine technische Aiistalt bestimmten, bei der Be- 
gründung der Integralrechnung klare Begriffe an Stelle verwaschener 
Vorstcllungsbilder zu setzcn suchte. 

Weniger gelungen, wenn auch als ernster Versuçh interessant er- 
scheint der Beweis der Formel 

8% a2a - 
Szay a2/8x7 

der etwa auf gleicher Hohe mit dein von Serret gegebenen steht. I m  
übrigen sieht man an der sorgîdtigen Untersuchurig der Kon- 
vergeaz und der haufig durchgeführten Bestimmung des Restgliedes 
den Einfluss Dirichlet's, dessen Ratschlage i n  der Vorrede ausdrücklich 
erwahnt werden. Hervorzuheben sind noch der Abschnitt über 
mechanische Quadratur und eine eingehende Darstellung der Fourier- 
schen Methode zur angeniiherten Aufl6sung der Gleichungen. 

Das Lehrbuch der Mechanik (Nr. 22) wird am besten dadurch 
charakterisiert, dass es die zweite Form der Lagrange'schen Grund- 
gleiehungen nicht benutzt, in der Statik allee auf eine Anzahl axio- 
matisch hingestellter Siitze gegründet wird, in der Dynamik aber alle 
Aufgaben durch direkte Anwendung des DIAlembert'schen Prinzips 
und der daraus abgeleiteten Pliichen- und  Schwerpunktssiitze g e l k t  
werden. L)ie Statik enthilt  eine Darstellung der oben erwahnten 
eigenen Untersuchungen des Verfassers; der Begriff des Mittelpunktes 
nicht paralleler Kriifte wird schon benutzt, um die Zusammensetzung 

* Pringsheirn, Eucgclopiiciie der Math. Wiss. I A 3  S. 65. 
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paralleler Krafte mittels eines Grenzübergangs abzuleiten. Die bei 
periodischeri Bewegungen und Figuren haufig auftretenden Differential- 
gleichungen 

werden besonders sorgfiltig diskutiert, was z. B. zu einer wesentlich 
verbesserten Thcorie der elastischcn Feder führt. In  der D p a m i k  ist 
alu eigentümlich hervorzuheben, dass mehrere Aufgabeii mit Berück- 
sichtigung der Reiburig eingehend behandelt werden; diese Entwickel- 
ungen verdienen, bei den langsamen Portschritteii der Theorie der 
Reibung, noch heute volle Beachtung. Uniibertroffen ist z. B die 
über Euler und Coriolis hinausgehende Uarstellung der Beweguiig 
einer schweren Kugel auf eirier reibenden schiefen Eberie, in welcher 
Minding besonders den Ubergang aus der Bewegung, in  welcher 
Gleiten und Rollen vereint ist, zur rein rollenden diskutiert. 

In  den Integraltafeln (Nr. 39)) die Minrling, obwohl nicht mehr 
im preussischen Staatsdienst stehend, auf Veranlaasung des preussischen 
Handelsministeriums bearbeitete, zeigt sich naturgemiss weniger Origi- 
nalitiit als zuverliissige Arbeit und geschickte Auswahl des Stoffes. 
Kachfrage nach diesem Werk ist noch heute im Buchhandel vor- 
handen. 

Des Lehrbuch der Arithmetik (Nr.8) ist wohl der erste in 
Deutschland unterno~nmene Versuch, die Ergebnisse der Disyuisitiories 
arithmeticae und der spateren Ahhandlungen von Gauss weiteren 
Kreisen zuganglich zu machen; die Grundlagen der Theorie der 
quadratischen Reste und Formen werden gegeben, und das Rezipro- 
zitatsgesetz nach der fünften Methode von Gauss abgeleitet. 

VIII. Allgemeine Bcmerknngen. 

Schon die vorliegende nbersicht der wichtigsten Arbeiten Minding's 
zeigt die grosse Vielseitigkeit seines wissenschaftlichen Sçhaffens; dieser 
Eindruck verstarkt sich noch, wenn man die zahlreichen kleineren Beitriige 
zur Arithmetik und Algebra, zur Kombinationslehre, zur Wahrscheinlich- 
keitstheorie, Dioptrik und Integralrechnung mit insSAuge fasst. So ver- 
schieden aber aurh die Gegenstiinde scin mogcn, alle diese Arbeiten 
haben gewisse Vurzüge gemein. Überall findet man eine sorgfaltige 
und geschmackvolle Darstellung, in welcher der Einfluss der hohen 
Allgemeinbildung des Verfassers unverkennbar ist; nur  an wenigen 
Stellen bleibt die Argumentation an Strenge hinter den modernen 
Anforderungen zurück. Sodann ist der sichere Takt bemerkenswcrt, 
mit welühem Mindirig stets nur sulche Probleme auswiihlt, denen eine 
wirkliche, dauernde Bedeutung zukommt. Nirgends finden sich Ver- 
irrungen in das Gebiet der leeren Fornialititen, nirgends konstruierte 
Aufgaben, durch welche etwa einer toten Theorie ein tauschender 
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Schimmer von Leben verliehen werden sollte. Andererseits riiuss ein 
Umstand erwahnt werden, der für den Zusseren Erfolg vieler Arbeiten 
für lange Zeit hinderlich war: die moderne Theorie der Funktionen kom- 
plexen Arguments kommt nirgends Tor; wo mit komplexen Variablen 
überhaupt operiert wird, geschieht es etwa in der Weise, wie in 
der Abhandlung von Gauss über konforme Abbildung. Ihren Me- 
thoden und Hilfsmitteln nach sind daher die Arbeiten von Minding 
am nkhsten den analytischen Arheiten von Dirichlet nnd Kummer 
verwandt. Auch die speziellen analytischen Gebilde, welche etwa 
seit den dreissiger Jahren dieses Jahrhunderts in der Entwîckelung 
der reinen Analysis eine bevorzugte Rolle spielten, die elliptischen 
und Abelschen Funktionen sowie die hypergeometrischen Reihen 
werden von Minding nirgends eingehend behandelt. Bedenkt man 
nun, dass seine wissenschaftliche Thitigkeit in die Zeit fiel, in 
welcher sich die Funktionentheorie unter dem Einfluss von Cauchy, 
Riemann und Weierstrass gliinzend entfaltete, so wird die ungünstige 
Stellung mancher Arbeiten von Minding zu der vorwaltenden Interessen- 
richtung seiner Zeit off'enbar. Urn so erfreuliüher und bezeichnend 
für den echten Wert  dieser Arbeiten ist es, dass einige von ihnen, 
wie oben bemerkt, gerade in  neuester Zeit wirksam in die Entwicke- 
lung verschiedener Disziplinen, besonders der Differentialgeometrie 
und der Statik, eingegriff'en haben, wahrend für die auf die allgemeine 
Dynamik und die Dillerentialgleichungen bezüglichen Aussicht ist, 
kiinftig noch einen grosseren Einfluss zu gewinnen. 

IX. Biographische Notizen. 

Ernst Ferdinand Adolph Minding wurde am 11. Januar 1806 in 
der damals zu Preussen gehorigen Stadt Kalisch als Sohn des preussischen 
Stadtgerichtsassessors Gottlieb Minding geboren. E r  besuçhte von 
seinem siebenten Lebensjahr an das Gymnasium zu Hirschberg in  
Schlesien, wo sein Vater sich niedergelassen hatte und im Jahre 1816 
starb. Im April 1824 erliielt Minding ein in allen Fiichern vorzüg- 
liches lieifezeugnis; sein Uirektor ermahnt ihn besonders, seine erfolg- 
reichen Studien im Hebraischen fortzusetzen. E r  bezog für zwei 
Semester die Universitiit Halle, um ,,SchulwissenschaftenLL zu studieren, 
und horte Vorlesungen philologischen und philosophischen Inhalts so- 
wie eine über Physik. Im Prühling 1826 siedelte er an die Universi- 
tiit Berlin über, in deren philosophischer Fakultiit die Geisteswissen- 
schaften und einige Zweige der experimentellen Naturwissenschaft 
bliihten, die Glanzzeit der Mathematik aber noch nicht angebrochen 
war. So kam es, dasv Minding aus dem Bereich der Wissensühaft, 
deren Zierde er werden sollte, wiihrend seiner ganzen Studienzeit nur  
ein einziges Kolleg, die Statik bei Dirksen horte; er ist also, wie 
Jacobi, in der Mathematik durchaus Autodidakt gewesen. Weit mehr 
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besch5ftigten ihn auch in Berlin philosophische und philologische 
Studien; er horte vier grosse Vorlesurigen bei Hegel, Geschiühte der 
germanischen und romanischen V d k e r  bei Ranke, Griechische Alter- 
tümer bei Bockh, lateinischen Stil und Properz bei Lachmann; dazu 
kamen einzelne nat~urwissenschaftliche Vorlesungen bei Erman, Mitcicher- 
lich, Encke. 

Irn August 1327 wurde Minding exmatrikuliert; im nachsten 
Jahr  finden wir ihn als wissenschaftlichen Hilfslehrer am Gymnasium 
zu Elberfeld, wo er bis zum Jul i  1829 in Mathematik, Geschichte 
und Deutsch unterrichtet. E r  promoviert sodann in Halle auf eine 
mathematische Dissertation hin. Kach Berlin zurückgekehrt, begann 
er im Sommersemester 1831 seine akademische Lehrthiitigkeit mit einer 
Vorlesung über den barycentrischen Kalkul nach dem Werke von 
Mobius. Als Kollegen fand er Dirichlet vor, mit dem er in lebhaften 
wissenschaftlichen Verkehr trat. Die beiden jungen Privatdozontcn 
waren die Pioniere der modernen Mathematik an der Universitat, 
welche Jahrzehnte hindurch in  dieser Wissenschaft eine beherrschende 
Stellung einnehmen sollte. Auch zu Alexander von Humboldt knüpften 
sich personliche Beziehungen, die dazu führten, dass Ninding's grund- 
legende Untersuchungen über Statik an der Pariser Akademie Be- 
achtung fanden. In einem für die Eigenart des grossen Polyhistoru 
bezeichnenden Briefe vom 31. Oktober 1835 schreibt Humboldt an 
Minding, ,,dass es mir eine angenehme Pflicht gewesen ist, Ihren ge- 
wiss sehr interessanten Aufsatx der Akademie der Wissen.cichaften zii 

übergeben. Ich habe mit eigener Hand das Endresultat abgeschriebeii, 
und gegen meine Gewohnheit sogar leserlich. Sie werden den Satz in 
mehreren hiesigen Journalen abgedruckt gefunden baben. Poncelet, 
Poisson, Libri sind zu Kommissaren ernannt. Ich habe auf den ersteren 
besonders gedrungen, weil ich Einfliiss auf ihn aiisübe und ich glaiibte, 
er müsse ïhnen angenehm sein. Rleine Gesundheit hiilt sich trotz 
vieler Arbeit und gesellschafllicher Zerstreuungen, welche meirie 
hiesige Lage notwendig macht, sehr gut." Im Jahre 1834 wurde 
Minding, ohne von der Universitat zu scheiden, Dozent für Kurven- 
lehre, analytische Dynamik und Analysis an der ktinigl. allgemeinen 
Bauschule. Seine Lehrthatigkeit an diesem Institut vernnlasste ihn zur 
Abfassung seiner Lehrbücher der Differentialrechnung und Mechanik. 
Seine Erfolge fanden bei den Leitern der Anstalt, insbesondere bei Beuth 
lebhafte Anerkennung, was bei seinem Scheiden ausgesprochen wurde. 

Im Herbst 1843 wurde Minding von der russischen Regierung 
an die Uriiversitiit Dorpat berufen. Hier verbractite er die letzten 
vier Jahrzehnte seines Lebens in angenehmen ausseren Verhiiltnissen, 
umgeben von einem geistig angeregten Kreise von Freunden und 
Kollegen. Nach 25 jahriger Amtsthatigkeit wurde er , den damals 
geltenden Ordnungen gem%s, von seinen Kollegen auf weitere fünf 
Jahre wieciergewiihlt, und derselbe Vorgang wiederholte sich noch 
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xweimal. Nach 40jiihriger Tliiitigkeit legte er sein Amt freiwillig 
nieder. In dieser langen Zeit hat Minding eine fruchtbare Lehrthiitig- 
keit geübt, in  welcher nacheinander Senff und Helmling seine niichsten 
Kollegen waren. J e  langer je mehr machte sich Minding's Einfluss 
auf einer grossen Anzahl wissenschaftlicher Institute geltend; gegen 
das Ende seiner Laufbahn fanden sich an der Sternwarte Pulkowa, 
am Riga'schen Polytechnikum, an den Gymnasien und Realschulen 
der baltischen Provinzen und verstreut über ganz Russland bis nach 
Tiflis hin E n n e r  in leitenden Stellungen, welche sich mit dankbarer 
Anerkennung als seine Schüler bekannten. Von Vertretern der reinen 
Mathematik, welche in weiteren Kreisen bekannt geworden sind, er- 
a ihnen wir unter Minding's Schülern Karl Peterson und Axe1 Harnack. 
Ersterer, ails Riga stammend, h6rte in den fiinfziger Jahren bei 
Minding und Senff'; seine Arbeiten über Differentialgeometrie, welche 
sich auf denselben Bahnen wie diejenigen Minding's bewegen, haben 
nach langer Vergessenheit neuerdings lebhafte Anerkennung* gefunden. 
Peterson war spiiter einer der Begründer der Moskauer mathematischen 
Gesellschaft. Die Laufbahn Harnack's, der von 1869 bis 1873 in 
Dorp~tt studierte, ist bekannt. 

Bald nachdem Minding nach Russland übergesiedelt war, kam er 
in freundschaftliche Beziehungen zu den Gelehrten der Petersburger 
Akademie; besonders mit Runjakowskij verband ihn eine durch mehr- 
fache gegensoitige Besuche genahrte E'reundschaft, die bis in das 
hochste Alter beider Miinner andauerte. Nachdem Minding für seine 
Untersuchungen über Differentialgleichungen (Nr. 47) auf einen Bericht 
von Ostrogradskij hin** von der Akademie einen der DemidowJschen 
Preise erhalten hatte, ernannte sic ihn im Jahre 1864 zum korrespon- 
dierenden, im Jahre 1879 bei seinem 50jihrigen Doktorjubilium zum 
Ehrenmitgliede. Bei dieser Gelegenheit wurden Rfinding die üblichen 
Ehrenbezeigungen und Beweise der Dankbarkeit seiner Schüler in 
rcicbem MaRe zii Teil, die gliicklichste Fügung für sein hohes Alter 
aber war, was die Petersburger Akademie in ihrem Gratulations- 
schreiben hervorhob: ,,quod singulari quodam divini numinis favore 
tibi contigit, ut  labentibus annis haud diminueretur tuorum laborum 
uhertas neqiie ingenii tui  acumen hebesceret aut debilitarehr: no- 
vissimae tuae quaestiones eandem referunt sagacitatem, eundum mentis 
vigorem, idemque acumen quo florentissimae aetatis opera tua commen- 
dantur." 

Die volle Kraft seines Geistes und die Vielseitigkeit seiner Inter- 
essen behielt Minding bis zuletzt; er starb am 1./13. Mai 1885. E r  
gehorte zwar niüht zu den Pers6nlichkeiten7 die irn Xentlichen Leben 

* Stiickel, Xilath. Annalen Bd. 49 S. 255. 

** Dreissigste Verteilung der Demidow'schen Priimien, St. Petersburg 1861, 
(russ.) Seite 49. 
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d e r  kleinen Univers i t i t s s tad t  die e r s te  Rolle  spielen; aber  die Lauter- 

ke i t  seines Charakters ,  die  Selbstiindigkeit seines eindringenden Urteils 
in wissenschaftlichen wie politischen Dingen, endl ich eine auf  hu- 
manist ischer  Grundlage ruhende  h o h e  Bi ldung ,  der n ich ts  Menschliches 

f remd war ,  h a b e n  ilim s te t s  e inen gewahlten Freundeskreis  geschaffen 
u n d  e in  ehrenvolles Andenken auch ausserhalb der  Wissenschaft 

gesichert. 

Chronologisches Verzeichnis der Arbeiten 
von Ferdinand Minding. 

Ahkürzungen: Cr. J. fiir Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
herausgegeben von A. L. Crelle, spiter von C. W. Borchardt. Bull. (a) für Bulletin 
de la classe pliysico-matliématiqiie de l'académie des sciences de St. Péters- 
bourg: Bull. (b) fiir Bulletin de l'académie des sciences de St. Pétersbourg. Mel. 
fiir Mélanges mathématiques et astronomiques tirés du Bulletin de l'académie 
des sciences de St. Pétersbcurg, Die Jahreszahlen bezeichnen die Zeit des Er- 
scheinens. . 

1. De valore integralium duplicium quam proxiine inveniendo. (Dissertation.) 
Halle i 829. 

2 .  Uber die Kurvcn kürzesten Pcrimeters auf krummen Fllchen. Cr. J. Bd. 5 
S. 297-30%. 1830. 

3 Auflosung einiger dufgaben der analytischen Geometrie vermittelst des barg- 
~~utr iscl ier i  Kalkuls. Cr. J. 13d. 5 S.  397-401. 1830. 

4. Kber die Uerechnung des h'aherungswertes doppelter Integrale. Cr. J. Bd. 6 
S. 91-95. 1830. 

5.  Bcmerkung über die Abwiçkelung krummcr Linien von Flachen. Cr. J. Bd. 6 
8.189-363.  1830. 

6.  Ohserva,hio pert,inens a,d solutionem aequationum inderminatamm secundi 
gradus. Cr. .T. Bd. 7 S. 140-142. 1831. 

7 .  Selbstarikiindigiing der ,, Anfangsgriinde der rcincn Zehlenlehrc." Cr. J. Bd. 7 
S .  414-416. 1831. 

8. Anfangagründe der hoheren Arithmetik. Berlin, Verlag G.Reimer, 1832. 
9. Théorème relatif à une certaine fonction transcendante, Cr. J. Rd. Y 5 .295  bis 

296. 1832. 
10. Sur les intégrales de la forme d i p h  p et t étant deux polpnbmea JY-Z 

enticrs. Cr. J. Bd. IO S. 195-  -199. 1833. 
11. Addition à l'article 1 2 !  cahier précddent. Cr. J. Bd. 10 S. 292. 1833. 
12. Sur la summe dcs carr6s de toutes les droites, qui, à partir d'un point donne, 

coupent sous un angle détermin8 une courbe algébrique. Cr. J . M .  11 S. '20 
bis 25. 1834. 

13. Itecherches sur l a  sommation d'un certain nombre de fonctions tra~iscendautes, 
dont les dérivées sont déterminées par des équations algcbriques du troisième 
degré. Cr. J. Rd. 11 S. 373-383. 1834. 

14. Beant,wort,ung der im 11. Bande dicses Journals S. 800 vorgelegten FrageNr.4. 
Cr. J. Bd. 12 5 .179  - 180. 1834. 

15. Unt~ersuchiing bctreffcnd die Frage nach einem Mittelpunkt nicht paralleler 
Kriifte. Cr. J. Rd. 14 S. 289-315. 1836. 

16. Recherches sur ce qu'il y a d'analogue au centre des forces parallèles, dans 
un système de forces non parallèles. Der Pariser Akadeniie vorgelegt. Bericht 
von Poisson, Libri, Poncelet. Cumpteu rendus 1835,  S. 282. 
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17. Über den Ort  ssmtlicher Hesultanten eines der Urehurig unterworfenen Systemes 
von Kraften. Als Fortsetzung der Untersuchung über den Mittelpunkt nicht 
paralleler Krafte; Bd.14, IIeft 4 .  Cr. J. Bd. 15 8 .27-38 .  1836. 

18. Einige Siitze iiber die Vergndcrungen, welche ein System von Kraften durch 
nrehung derselben erleidet; nebst einer Anmendiing aiif das Seilpolygon. Cr. J. 
Bd. 15 S. 313-316.  1836. 

19. Handbuch der Differential- und Intcgralrechnung und ihrer Anwendungen 
auf Geometrie und Mechsnik. Erster Teil, enthaltend die Differentisl- und 
Integralrechnung nebst Anwendung auf die Geometrie. Berlin, Verlag von 
F. Dümmler, 1886. 

20. Bemerkung iiber astatische Magnctnadeln. PoggendorfTs Annalen der Physik. 
Bd. 4 0  S. 151-163. 1837. 

21. Bcweis eines geometrischen Satzes. Cr. J. Bd. 16 S. 351. 1837. 
22. Handbuch der Diffcrential- und Integralrechnung und ihrer Anwendungen auf 

Geometrie und Mechanik. Zweiter Teil ,  enthaltend die Mechanik. Iland- 
buch der theoretischen Mechanik. Berlin, Verlag von F. Dümmler, 1838. 

23. Uber die Biegiing gewisser Fldehen. Cr. J. Rd. l H  S. 297-302. Rcmerkiirig 
iiber eine Erweiterung S. 302. 1838. 

24. Über die Biegung krummer Flachen. Cr. J. Bd. 18  S. 365-368.  1838. 
26. Wie sich entseheitlen lasst ,  ob zwei gegebene krumme FIBchen auf einander 

abwickelbar sind oder nicht; nebst Bemerkungen über die Flachen von un- 
veranderlichem Krümmungsmane. Cr. J .  Bd. 19 S.370-387.  1839. 

26. Bemerkungen über die Wurzeln algebraischer Gleichungen. Cr. J. Bd. 20  
8.168-170, 1840. 

27. über  einen besonderen Fall  bei der ,4bwickelung krummer E71%chen. Cr. J. 
Bd. 20 8 . 1 7 1 -  172. 1840. 

28. Beitriige zur Theorie der kiirzesten Linien auf h u m m e n  Fliichen. Cr. J. Bd. 20 
8. 323-327. 1840. 

29. fiber die Restimmung des Grades eirier diirch Rlirnination hervorgehenden 
Cleichiing. Cr. J . B d . 2 2 .  S. 178-183.  Sur le  degré de l'équation finale qui 
résulte de l'élimination. Liouville Journal de mathématiques s6r. 1 Bd. 6 
S. 412-418.  1841. 

30. Propositiones quaedam de integrdibus functionum algebraicsrum unius 
variabilis, e principiis Abelianis derivatae. Cr. J .  Bd. 23 S. 255 -274.  1842.  

31. Die Einrichtung der Klassenlutterie mit  Freilosen in  Hinsicht auf ihren 
durchschnittlichen Erfolg für Cnternehmer und Spieler aritlinietisch beleuchtet. 
Ein Beitrag e u r  polilischen Arithiiletik. Berlin 1842 ,  Verlag Veit & Co. 

32. Développement d'une expression symmétrique du degré d'une équation résul- 
tant de l'élimination. Hull. (a) 275-  288. 1843. Kntwickelung eines sym- 
metrischen Ausdriickes fiir den Grad der diirch Elimina,tion henrorgehenden 
Gleichung. Cr. .J. T3d. :31 S .  1-11. 1846. 

33. Mechanik. Dove's Repertorium der Physik Bd. 5 S. 1 - 87. 1844. 
34. Erwiderung auf dcu Artikel 23 im 26. Bande dieses Joumals. Cr. J. Bd. 27 

' S. 379 380. 1844. 
35. Bemerkungen zur Integration der Differentialgleichungen erster Ordnung 

zwischen zwei veranderlichen G-rossen. Bull. (a) Bd. 4 S. 378-382. 1845. 
Cr. J. Bd.40 S. 361- 365. 1850. 

36. Ein neuer Ausdruck des Hauplsatzes der Uiopirik. Bull. (a) Bd. 5 S.113 bis 
115. 1845. Poggendorff's Annalen der Physik IJd. 70  S. 268-272.  1847. 

37. Cber den Umlauf des Springers auf dem Schachbrette (sogenannt,en Rossel- 
sprung). nuil. (a) Rd. 6 S. 209 - 220. 1847. Cr. J. Bd. 44  S. 73 -82.  1852. 

38. Uber einige Grundforneln der Geodiisie. Bull. (a) Bd. 8 S. 88 - 92. 1849. 
Cr. a. Bd. 44 S. 66 - 72. 1852. 

39. Sammlung von Iritcgraltafeln zum Gebrauch fiir den Unterricht an  der Konigl. 
Allgemeinen Bauschule und dem Konigl. Gewerbeinstitut. Berlin 1849,  i n  
Kornmission bei Car1 Reimarus (Gropius). 
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40. Auflosung einer Aufgalie aus der M6canique analytique von Lagrange. Bull. (a) 
Bd.12 S. 75-84, 1854. Mel. Bd. 1 S. 580-592. 1853. 

41. Über die Sühwingun~en eines freihangendeu, biegsanien B'adens. Cr. J Bd. 50 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 
49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

65. 

56. 

57. 

58. 

59. 

GO. 

- - 
8. 243-262. 1856 
cher einige Lehrsiitze der Statik. Grunert's Archiv fiir Mathematik Bd. 27 
S. 214 -2<3. 1856. e 

sin xm 
Über den Wert des Integrals dx ,  wenn m und n positive gsnze 

Zahlen sind und m > n oder m = n  ist. Gruned's Archiv fiir Mathematik 
Bd. 30 S. 171- 184. 1858. 
Cber die Transformationen, welche in der Variationsrechnung zur Nach- 
weisung grosster oder kleinster Werte dienen. Cr. J. Bd. 55 S. 300 - 309. 1858. 
Extrait d'une lettre adressc'e à 11. Liouville. Liouville, Journal de mathé- 
matiques sér. 2 Bd. 4 S. 273-281. 1839. 
Uber eine angebliche Beriühtigung der Formel fiir barometrische H6hen- 
messung. Kamtz Repertorium der Meteorologie Bd. 2 S. 32 - 35. 1862. 
Beitriige ziir Integration der DifYerentialgleichung erster Ordnung zwischen 
zwei Veranderlichen. Mc'moires de l'académie des sciences de St. Péters- 
bourg Bd. 5 Nr. 1 S. 1-95. 1862. Jaslèdowauija ob integrirowanii difteren- 
cialnych urawuenij perwago porjadka s dwumja pereménnymi. Druckerei 
der Akademie der Wissenschaften. St. Petersburg 1862. 
De curvatura superficierum quaestiones (Cratulation~schrift). Dorpat 1863. 
Disquisitio de formae, in quam geometra hritannicus Hamilton integralia 
mechanices analyticae redegit, origine ganuina (Grat,iilationsschrift,). Dnrpat 
1864. 
Quelques remarques analytiques à l'occasion de l'ouvrage de Mr. le Prince 
S. S. Ouroussof. Bull. @j  Bd.9 S. 39-55. 1866. %fel.Bd. 3 S.655 666. 1866. 
D6monstrstion d'un th6orème de statique. Bull. (b) Bd. 12  S. 233-239. 1868. 
?el. Bd. 4 S. 245-252. 1872. 
Uber eine bei Beobaçhtung der Sternschnuppen vorkommende Aufgabe der 
Wahrscheinlichkeitsrechuuug. Bull. (II) Bd. 13 S. 203-208. 1869. Mel. Hd. 4 
S. 326-333. 1872. 
Über das Bildungsgesetz der Zahler und Nenner bei Verwandlung der Ketten- 
brüche in gewohnliche Briiche. Bull. (b) Bd. 1 3  S. 524- 528. 1869. Mel. Bd. 4. 
8.343- 349. 1872. 
Znr Methode der kleinsten Qiladrate. Bull. (b) Bd. 16 S. 305 -308. 1871. 
Mc1. Bd.4 8,711-715. 1872. 
Dher die mittlere Krümmung der Fliichen. Bull. (b) Bd. 20 S. 531- 537. 1875. 
Mel. Bd. 6 S. 248 - 256. 1881. 
Uber die Kurven kürzesten Umrings auf 1Tmdrchungs55chen. Bull. (b) Bd. 21 
S. 252-261. 1876. Mel. Bd. 5 S. 297-308. 1881. 
Einige isoperimetrische Aufgaben. Bull. @) Bd. 24 S. 398 -409 187. Mel. Bd. 5 
S. 443-458. 1881. 
Zur Theorie der Kumen kürzesten Umriugs auf krummen E'lichen. Bull. (b j  
Bd. 26 S. 190-193. 1878. Mel. Ud. 6 S. 576-579. 1881. 
Eine Anwendung der Differenzenrechnung. Bull. (b) Bd. 25 S. 225 - 229. 1878. 
Mel. Bd. 5 S. 681-588. 1881. 
Zur Theorie der Kurven kiirzesten Umrings, bei gegebenem Fliicheninhalt, 
auf krummen Flachen. Cr. J. Bd.86 S. 479-289. 1879. 
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Rezensionen, 

Vorlesungen Über Geschiclitc der Trigonumetrie. Von Dr. A. v. B n ~ m -  
MÜHL, ordentl. Professor der Wathematik a n  der Technischen Hoch- 
schule zu Miinchen. Erster Teil. Von den altesten Zeiten bis zur 
ErFindung der Logarithmen. Mit 62  Figuren im Text. Leipzig 1900, 
R. Cr. Teubner. VIT, 260 S. 

Wenn Herr v. B r a u n m ü h l  es fü r  n6tig hiilt, sich in dern Vorworte 
gewisserrnaBen zu entschuldigen, dass e r  eine Sondergeschichte der Tri- 
gonometrie veroffentliche, nachdem eine Geschichte der Mathematik im 
allgemeinen kaum erst erschienen sei, so muss der Verfasser j m e r  Ge- 
schichte der Mathematik von seiner Seite die neue Erganzung zu seinen 
eignen Arbeiten aufs Freudigste willkommen heissen. Bietet sie doch ein 
zusammenhiingendes Bild, von dem nur einzelne Teile in  der Geschichte 
der Mathematik zerstreut herumliegen, und bietet sie doch ziigleich so vie1 
Neues, dass der Referent gern gesteht, manches aus ihr gelernt zu haben, 
was verdient hatte auch in der Geschichte der Mathematik einen Platz zu 
finden und in einer Neubearbeitung insbesondere des ersten Bandes, wenn 
eine solche moglich wei-den sollte, gewiss berücksichtigt werden wird. Wir 
meinen vorzugsweise die graphisch - trigonometrischen Methoden der Griechen 
und die trigonometrischen Eigenleistungen der Araber. Aber auch für  den 
zweiten Band hat  Herr  v. Braunmühl Erganzendes aufgefunden, und wir be- 
dauern lebhaft das, Ras S. 1 8 3 -  1 8 5  über M a u r i c e  B r e s s i e u  a18 Vor- 
gtinger von Torporley gesagt is t ,  nicht rechtzeitig kennen gelernt zu haben, 
urn es noch dem Vorworte zur zweiten Auflage des zweiten Bandes einverleiben 
zu konnen. Auch dem fleissigsten Forscher eutgeheri mitunter ganz wichtige 
Dinge, und ein neidloses Zusammenwirken wird geradezu zur Rotwendig- 
keit. Von diesem Gesichtspunkte aus sei es uns gestattet, Herrn v. Braunmühl 
auf wenige Punkte aufmerksam zu machen. Auf S. 19 i s t  zg~(*orsa! i n  
r~{~crz<r, auf S. 49 und 50 Haska in Ruska zu verbessern; letzterer Druck- 
fehler ist  um so peinlicher, als er auch in das Register sich fortgesetzt hat. 
Die S. 64 zur Veroffentlichung empfohlene Kreisquadratur des Ibn. Al-Haitam 
ist durch Herrn Suter i n  der Ztschr. Math. Phys. 44, Hist.  litter. Abt. S. 33 
bis 47 dem Drucke übergeben. Zu S. 200 ist nachzutragen, dass i n  der 
Prager Universitatsbibliothek eine von Tycho Brahe herrührende Sinus- 
tafel gefunden worden is t ,  über welche Herr  StudniEka in einem a m  
13. Oktober 1 8 9 9  der Konigl. Bohm. Gesellsch. d. Wissensch. vorgelegten 
Aufsatze beriçhtet hat. CANTOR. 

Ili&.- litt. hb t .  d. Zsitscbr. f .  Math. u. Fhys. 45. Band. 1900. 4. Heft. 1 0 
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Delle Meccauiche lette iu Padova l'anno 1594 da Galileo Galilei per la 
prima volta pubblicate ed illustrate du ANTONIO FAVARO. V:nezia 1899, 
Tipografia Car10 Ferrari. 26 pag. 

0 

In der 1899 dem Unterzeichneten von 32 wissenschaftlichen Freunden 
gewidmeten Sammlung histor.-mathematischer Abhandlungen hat Herr Favaro 
auf eine Handschrif! im Besitze des Fürsten Thurn und Taxis in Regens- 
burg hingewiesen, wahrscheinlich ein Vorlesungsheft der Mechanik, welches 
Galilei 1594 seinen Vorlesungen in Padua xu Grunde legte und seirien 
Schülern zur Abschrift mitteilte. H e n  Favaro hat jetzt dieses Heft in den 
Abhandlungen der gelehrten Gesellschaft von Venedig und daraus als 
Sonderabdruck veroffentlicht. Galilei behandelt in italienischer Sprache 
die fiinf einfachen Maschinen: Hebel (lieva), Haspel (argano), Rolle (fuglia), 
Schraube (vite), Keil (conio), dann deutet er zum Schlusse die BEglichkeit 
der Vereinigung mehrerer unter ihnen an. Die Behandlung ist so einfach 
als moglich. Riihrt das Heft wirklich von Galilei her, so besitzt es da- 
durch Interesse. Wire  Herr Favaro's Annahme in ig ,  zu welcher Anzwciflung 
freilich kaum ein Grund vorliegt, so ware damit Galilei um keinen be- 
sonderen Ruhmestitel iirmer. CANTOR. 

Briefwechsel zwischen Car1 Friedrich Gauss und Wolfgang Bolyai. 
Mit Unterstützung der Ungarischen Akademie der Wissenschaften 
herausgegeben von FRANZ SCHMIDT und PAL- STACKEL. Leipzig 1899, 
B. G. Teubner. XIII, 208 S. 

Im 43. Bande dieser Zeitschrift Histor.-litterar. Abtlg. S. 209-210 
wurde der erste Band von Wolfgang Bolyai's Werken angezeigt, von welchen 
die Ungarische Akademie eine glanzende Ausgabe veranstaltet. Noch bevor 
der zweite Band die Presse verliess, ist ein nicht minder glanzend aus- 
gestatteter Erganzungsband in unsere Hknde gelangt, der den in der Über- 
schrift abgedruckten Tite1 führt. Es sind im ganzen 42 Briefe, 1 8  von 
Gauss an Bolyai, 24 von Bolyai an Gauss, und erstreckcn sich von Ende 
September 1797 bis Anfang Februar 1853.  Dazu kommen dann noch 
Briefe anderer PersGnlichkeiten, die sich auf die beiden Jugendfreunde be- 
ziehen, und Anmerkungen des IIerausgebers. Der eigentlich wissenschaftliche 
Inhalt der Briefe, der für die Geschichte der Lehre von den Parallellinien 
besondere Wichtigkeit besitzt, ist schon wiodorholt ausgebeutet. Dagegen 
ist für die personlichen Verhiiltnisse beider Briefschreiber eine neue reiche 
Quelle eroffnet, wenn deren Ergebnis auch, soweit es Bolyai betrifft, nur 
den traurigen Eindruck verstërken kann, welchen das verpfuschte Leben 
eines Menschen, dessen Anfinge zu den hochsten Hoffnungen berechtigt 
hatte, hervorruft. Zu den Personlichkeiten, über welche nicht unwichtige 
neue Thatsachen durch den Briefwechsel bekannt werden, gehort F r i e d r i c h  
W i l h e l m  A u g u s t  M u r h a r d .  Gauss warnt Bolyai vor ihm als einem 
durchaus unzuverl&ssigen Menschen, der sich Unredlichkeiten niedriger Art 
zu Schulden kommen liess. Es scheint, als ob Murhard 1798 in der 
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Hoffnung auf Erlangung einer Professur oach Osterreich reiste, und erst als 
diese Hoffnung zu nichte wurde, die lieise in das ferne Morgenland fort- 
setzte, von wo er bekanntlich 1799  nach Kassel zurückkehrte. CANTOR. 

hithmetic theoretical and practical by JOHN STURGEON MACKAY, M. A., 
L. L.D. Fellow of the Royal Society of Edinburgh; head mathematical 
master in the Edinburgh Academy. London and Edinburgh 1899, 
W. âs R. Chambers, limited. XI, 472 pag. 

Wenn ein Mathematiker wie Herr Mackay  ein Lehrbuch aller- 
elementarsten Inhaltes herausgiebt, so kann man sich, selbst wenn es 
sich nin Dinge handelt, die seinem gewohnten Gedankenkreise fern liegen, 
immerhin auf eine interessante Behandlung gefasst machen, und diese 
Hoffnung hat  uns nicht getiiuscht. Wir haben das Lehrbuch der Rechen- 
kunst mit Vergnügen gelesen und mancherlei daraus gelernt, was englischen 
Schriften vielleicht gemeinsames Eigentum ist, uns aber nicht als solches 
bekannt war. Um unseren Lesern ein Beispiel davon zu geben, wahlen 
wir die Zinsberechnung 297) für den Fall, dass das Kapital K 
wahrend t Tage zu p zinstragend angelegt ist und den Zins Z liefert. 
In Deutschland nimmt man in solchen Fallen das Jahr zu 360 Tagen an. 
Nicht so in England, wo das Jahr auch bei der Zinsabrechnung mit 
365 Tagen auftritt, die Rechnung aber gleichwohl sich durch einen Kunst- 

t p K  2 t p K  
griff ziemlich einfach gestaltet. Zunachst ist Z = 36500 - 7. 

73000 
Nun 

1 z t p x  
ist aber ziemlich genau - = 0,0137 und demzufolge Z = - - 

7 3 100000 
1,37. 

1 1  1 
Aber 1,37 = 1 + + 30 + 300 und daraus folgt die Regel: man bilde 

das doppelte Produkt von Kapital, Tagen und Zinsfuss, addiere dam 
sein Drittel, dessen Zehntel und das Zehntel dieses Zehntels und schneide 
fünf Dezimalstellen ab, so erhalt man den Zins. Von Dingen, die uns 
nicht neu waren, denen zu begegnen wir uns aber freuten, erwahnen wir, 
dass die Subtraktion durchweg additiv erfolgt, also mittels der oster- 
reichischen Subtraktion, wie man dieses Verfahren in Deutschland zu 
nennen pfiegt; dass irrationale Quadratwurzeln als gemeinsame Grenze 
zweier Zahlreihen auftreten, deren eine aus zunehmenden, die andere 
aus abnehmenden Zahlen besteht; dass die Lehre von den periodischen 
Dezimalbrüchen in einiger Vollstiindigkeit behandelt k t .  CAETOR. 

Zwcierlei Zinsfnss und Zinsfnsswechsel im Kontokorrent von E ~ U A R D  
GROIIXANN, Professor an der Gremial-Handclsfachschule der Wiener 
Kaufmannschaft. (Aus der Sammlung handelswissensohaftlicher Ab- 
handlungen herausgegeben von der Handels-Akademie Leipzig, 
Dr. jur. Ludwig Huberti.) Zweite verbesserte und vermehrte Auflage. 
Verlag der Handelsakademie Leipzig. 48 S. 

I O *  
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Bei der Zinsabrechnung in den Kontokorrenten werden regelmiissig 
zweierlei Zinsfusse zu Grunde gelegt, ein niedriger Zinsfuss, so oft das 
Bankgeschiift Einlagen des Kunden zu verzinsen ha t ,  ein hoherer, so oft 
es ihm Kredit auf kürzere oder lkingere Zeit gewahrt. Ferner kommt es 
nicht selten vor, dass infolge von Veranderungen im allgemeinen Geldstande 
innerhalb des halben Jahres, über welches das Kontokorrent sich erstreckt, 
der Zinsfuss herüber wie hinüber sich erh6ht oder ermassigt. Beides will 
berücksichtigt sein und kann dem ungeübten Rechner gewisse Schwierigkeit,en 
bereiten. Herr  Grohmann zeigt nun,  wie man jene Rechnung zu vollzichen hat. 

CANTOR. 

Exercises d'arit,hiuétiqne. Énoncés e t  solutions par J. Fr~z-PATRICK,  
ancien professeur de mathématiques, e t  GEOKGES CHEVHEL, directeur 
de l'institution Charlemagne & Tours. Avec une préface de M. JULES 
TASNERY, sous-directeur des études scientifiques à l'école normale 
supérieure. Deuxième édition considérablement augmentée et  suivie 
d'exercises proposés, de notions et  exercises d'arithmétique commer- 
ciale. Paris 1900 ,  A. Hermann. XJY, 6 8 0  pag. 

Wir haben im 40. Band Histor. litterar. Ahtlg. S. 6 5  - 66  die erste 
Auflagc von 1 8 9 3  besprochen und deren Vorzüge hervorgchoben, denen 
allerdings der Absatz des Buches niüht entsprochen zu haben sçheint. Wir 
sind zu dieser bedauernden husserung berechtigt, weil bei nzheretn Zu- 
schauen die gegenwartige zweite Auflage sich bis S. 483  einscliliesslich 
als unverandert erweist mit  neugedrucktem Sitelblatte. Die Behauptung 
bcdeutendcr Vermehrung is t  dennoch wahr,  donn S. 485-680,  also mehr 
als 1 2  Druckbogen, sind neu hinzugekommen. I h r  Inhal t  besteht teils 
aus weiteren Aufgaben ohne hinzugefügte Aufl6sungen1 teils aus gelosten 
kaufmannischen Aufgaben mit vorausgeschickten Erlauterungen. Dieser 
Anhang besitzt die gleichen Vorzüge, welche wir an dem ihm vorher- 
gehenden Teile lobten. Fesselnde Aufgaben sind gestellt, und a n  ihre 
Auflosung knüpfen sich Bemerkungen von praktischem Werte. Wir 
wünschen dem Buche, es m6ge in seiner neuen Gestalt besser als seither 
franzosischen Lesern gefallen, da der Ahsatz eines derartigen Werkes doch 
der Hauptsache nach in seinem Vatcrlandc erzielt werden muse. 

CANTOR. 

PAUL MANSION, Introduction à la théorie des déterminants avec de nombreux 
exercises à l'usage des établissements d'instruction moyenne. 3. Édition. 
Gand 1 8 9 9 ,  Hoste. 38 S. 

PAUL MANSION, Einleitung in die Theoric der Determinanten für Gymnasien 
und Realschulen. Aus der dritten franzGiischen Auflage übersetzt. 
Leipzig 1 8 9 9 ,  B. G. Teubner. 40 S. 

PAUL XANSION, Éléments de la théorie des d&tenriiuauts avec de nombreux 
exercises. 6. Édition revue et augmentée. Paris  1 9 0 0 ,  Gauthier- 
Villars. 9 1 S. 
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PAUL MANSION, Elcmcnte der Determinanten mit vielen Übungsaufgabcn. 
Dritte vermehrte Auflage. Leipzig 1 8 9 9 ,  B. G. Teubner. 101 S. 

Der 'gr6ssere und der kleinere Mansion. Untcr den diesen Namen 
entsprechenden Bezeichnuugen siud iu Frankreich wie in  Deutschland die 
beiden Schriften rühmlich bekannt, welche wir in neuen Auflagen heute 
anzeigen. Die Haufigkeit dieser Auflagen zeugt für  die Beliebtheit der 
ungemein handlichen Schriftm., deren grossere noch von schr geringem 
Umfange bei reichem Inhalte ist. W i r  konnen diese Beliebtheit nur  eine 
in hohem Grade verdiente Iienneu. CANTOR. 

- 

J. A. SEBILET, Lehrbnch der Differential- und Integralrechnnng mit 
Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von AXEL HARNACK, 
zweite durchgesehene Auflage mit Unterstützung der Iierren H. LIEB- 
MANN und E. ZERMELO herausgegeben von GEORG BOELMANN. 
Zweiter Band: Int,egmlrechriung. Mit 55 in d&n Text gedruckten 
Figuren. Leipzig 1 8 9 9 ,  B. G.Teubner. XII, 428 S. 

Der erste Band ist im 43. Bande dieser Zeitschrift Histor. litterar. 
Abtlg. S. 54-55 angezeigt. I m  zweiten Bande wird man nicht weniger 
als in seinem Vorganger das Bestreben wahrnehmen! dem neuesten Stand- 
punkte der mTissenschaft gerecht, zu werden, ohne den Serret'schen Enter- 
grund ganz zu verlasscn. H e m  Bohlmann's eigencm Standpunkte, wic er ihn 
an anderem Orte in  einer kritischen Übersicht über die Lehrbücherlitteratnr 
gezeichnet ha t ,  eutspricht es, dass vornehmlich und jm Gegensatze zur 
sogenannten Arithmetisierung der Mathematik mit  geometrischen Begriffs- 
bildungen gearbeitet ist. War in  dem 11. Kapitel des 1. Bandes der Zu- 
gang zur Lehre von den Funktionen komplexer Veranderlichen eroffnet, so 
führt das 8. Kapitel des Il. Bandes tiefer in  diese Lehre ein, ohne dass 
ein besonderes Lehrbuch der Funktionentheorie dadurch entbehrlich gemacht 
würde. Das 4. Kapitel vûn den Eulerschen Integralen ha,t manche Er- 
weiterung erfahren; wir erwahnen die sehr lehrreiche graphische Darstellung 
der Gammafunktion (S. 184). Verrnisst haben wir eine Berücksichtigung 
der Prym'schen Arbeit über die Qammafunktion, die doch mindesteus in  
den Remerkungen auf S. 420 hiitte genannt werden sollen. 

Grnndriss der Differential- und Integral-Rechnnng. I I .  Teil: Integral- 
Rechnung. Von Dr. LUDWIG KIEPERT, Geheimer Regierungsrat, 
Professor der Mathematik a n  der technischen Hochschule zu Hannover. 
Siebente verbesserte und vermehrte Auflage des gleichnamigen Leit- 
fadens von weil. Dr. MAX STEOEMANN, mit  1 3 9  Figuren im Texte. 
Hariuover 1 9 0 0 ,  Holwing. XX, 617 S. 

Der  wescntlichste Unterschied gegcn die vorhcrgehende Auflage von 
1896 besteht i n  der Aufnahme der GauMschen angeniiherten Quadratur, 
welche S. 346-355 im Anschlusse an die Simpsonsche Regel gelehrt ist. 
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Die Verlagshandlung ha t  sich zu einer Neuerung entschlossen, welche der 
gegenwiirtig schon weiten Verbreitung des Werkes nur  fordedich sein 
kann. Sie stellt den Lehrern, welche den Kiepert ihren Vorlesungen zu 
Grunde legen, beliebig viele Cratisexemplare der am Schlusse abgedruckten 
Formelsammlung zur Verteiiung an ihre Zuhorer zur Verfügung. 

CANTOR. 

Hühere Analysis, zweiter Teil. Integralrechnnng von Dr. FKIEDRICH 
JUNKER, Professor am Realgymnasium und der Realanstalt in  Ulm. 
Mit 87 Figuren. Leipzig 1 8 9 9 ,  G. J. Gijschensche Verlagshandlung. 
(Sammlung Goschen.) 205 S. 

W a s  im 44. Bande dieser Zeitschrift Estor.-lit ter.  Abtlg. S. 1 5 6  über 
Herrn Junker's i n  der Sammlung Goschen erschienene Differentialrechnung 
gesagt wurde, gilt  mit geringen Wortanderungen auch für  dessen Integral- 
rechnung. Sie giebt die Anleitung zum Integrieren, zur Anwendung von 
Integrationen a d  die Quaiiraturen, Komplanationen, Kubaturen, Rekti- 
fikationen, A d n d u n g  von Schwerpunkten. Sie zeigt auch, wie Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit zwei Veranderlichen integriert werden 
konnen. Kurzum das kleine Büchelchen beschaftigt sich mit dem, was 
für den gewohnlichen Gebrauch unumgiinglich notwendig ist. Falsches ist 
uns, abgesehen von I)ruckfehlern, a n  denen kein Mangel is t ,  nichts auf- 
gefallen, dagegen is t  das Eingehen auf Schwierigkeiten streng vermieden. 
Der Leser muss oft auf Treu und Glauben annehmen, wovon ihm nicht 
einmal gesagt wird, dass ein Beweis erforderlich und moglich is t ,  wie 
z. B. den Fundamentalsatz der Algebra (S. 24). E twa  i n  gleicher Linie 
steht (S. 180) die Uehauptung, der integrierende Faktor  p der Differential- 
gleichung M d x  + N d y  = O lasse sich stets so bestimmen, dass die Be- 

dingung erfüllt ist  - a ( p M )  - Froilich hinkt (S. 1 8 2 )  die Bemerkung a~ a x 
nach, die Bes t i imung von p aus der partiellen Differentialgleichung 

a~ O U  a u  ( - ) = N - 2 [so heisst die Gleichung 7 nach Entfernnng 
G X  a y  

der Druckfehler!] sei gew6hnlich schwieriger als die Integration der ge- 
gebenen Gleichung selbst. Dabei bleibt der Leser irnrner noch in dem 
Wahne, p konne unter allen Umstanden bestimmt werden. 

Analytische Geometrie des Ranmes. Zweiter Teil der Elemente der 
analytischen Geometrie zum Gebrauche an hoheren Lehranstalten 
sowie zum Selbststudium, mit zahlreichen 'i;'bungsbeispielen von 
Dr. FRANZ RUDIO, Professor a m  Polytechnikum in Zürich. Nit 
zwdf  Figuren irn Texte. Bweite verbesserte Auflage. Leipzig 1899, 
B. G. Teubner. X, 184 S. 

Wenn wir bei Besprechung der ersten Auflage (Bd. 37, Hist. litter. 
Abtlg. S. 67 - 68) voraussapten, das Buch werde sich so viele Freunde 
als Leser gowinncn, so bestütigt die eingetretene Notwendigkeit eines 
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Neudmckes unser damaliges Urteil. Die in der zweiten Auflage ein- 
getretenen Yerbesserungen sind vielleicht richtiger als Vermehrungen zu 
bezeichnen. Bo ha t  die Anzahl der Aufgaben sich von 4 5 8  auf 4 8 2  er- 
h6ht. Im 6. Kapitel ist  die Behandlung der OberKichen zweiten Grades 
eine ausführlichere geworden, so dass das Buch i n  seiner jet,zigen Gestalt 
mehr noch als früher dem Bcdürfnisse von Polytechnikern zu genügen i m  
stande ist. Das Hinzutreten eines alphabetischen Saçhregisters erfüllt 
sicherlich weitverbreitete Wünsche. CANTOR. 

Knrzer Abriss der darstellenden Geometrie zum Gebrauche in Vor- 
lesungan, beim Tjntenicht und zum Selbststudium von Dr. ERNST 
GEBLAND, Professor an der Konigl. Bergakademie zu Clausthal. 
Mit einem Block von 2 6  lithographierten Tafeln. Leipzig 1899 ,  
Wilh. Engelmann. Text Bo, 49 S. 

Den Hauptwert des vorliegenden Werkchens sieht der Verfasser, nach 
dem Vorworte zu urteilen, in  den 26 lithographierten Tafeln, auf denen, 
ausser einigen Erk lhngsf iguren ,  Angaben für  Aufgaben sich befinden, die 
der Lernende auf den Tafeln selbst durchzeiehnen, eventuell auch tuschen soll. 
Frühere Versuche dieser Ar t  haben meines Wissens keinen Anklang gefunden; 
denn den einzigen mit Recht anzuführenden Nutxen dieser Methode, dass 
die Schüler geoignote Aufgaben im richtigen MaBstabe zeichnen, erzielt 
der Lehrer besser, indem er  ihnen durch Xa13e bestimmte Aufgabenskizzen 
in die Hand giebt. Wenn der Verhsser meint, dass durch solche Tafeln 
,,der Lernende gezwungen ist,  alle Zeichnungen selbst auszuführenL', dann 
tauscht er sich. Ich glaube vielmehr, dass dadurch zum Kopieren erst 
recht Gelegenheit geboten wird, denn jeder folgende Jahrgang  kann alle 
26 Tafeln von dern vorhergehenden mechanisch abmiclinen, sogar abpausen, 
weil die Aufgaben so genau als moglich übereinstimmen. Wenn aber 
der Verfasser den angefiihrten Satz fortsetzt: , , s ta t t  sie n a  c h  b i s  h e r  
h o r r  s c h e n d e m  Ge b r  a u c h  e boreits ausgeführt vorzufinden", so spricht er 
in dieser Allgemeinheit eine schwere ungerechtfertigte Beschuldigung aus. 
Die Blockform der Tafeln macht ferner den irn technischen Zeichnen 
iiblichen Gebrauch der ReiBschiene unmoglich und zwingt den Zeichner 
beim SusfUhren eines Blattes, das nachfolgende mit dem Zirkel zu zer- 
stechen. 

Die zeichnerische Ausführung der Tafeln l iss t  vie1 zu wüuschen übrig. 
Vor allem f i l l t  die inkorrekte Zeiehnung aller vorkommenden Ellipsen auf 
(Fig. 141, 211 (!), 212 (!), 213), deren sich ein darstelleuder Geometer 
nicht schuldig machen dürfte; i n  den Figuren 76,  126,  215 stimmen Auf- 
riss und Grundriss ziemlich schlecht überein. 

Ebenso wenig Gutes kann von dem Text gesagt werden. Wie  dieses 
Büchloin zum S e l  b s t s t u d i u m  brauchbar sein soll, ist  ganzlich unverstind- 
lich. Die Andeutungen zur L6sung sind meist so spiirlich und oft so nn- 
zutre11'end oder unklar,  dass selbst ein Fachmann nicht immer sogleich 
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verstehen wird, wie sich der Verfasser die Losung dachte. Dazu koinmt 
noch eine betriichtliche Zahl von Ungenauigkeiten und Fehlern, a i e  2-13. in 

,,Id eine Gerade keiner der Projektionsebenen parallel, so kon- 
vergieren (3) ihre Projektionen gegen die Axe." 
und anderen ,,affin liegende FigurenL' s ta t t  perspektivisch liegende 
affine Figuren. 
wo der i n  J3ig. 117 dargestellte KGrper als eine Kornbination des 
Ti-ürfels mit  dem Oktaëder bezeichnet wird, wahrend es, nach dem 
Grundrisse zu urteilen, eine Kombination dieser beiden Korper mit 
dem Rhombendodekaëder ist, 
wo von der orthogonalen Axonometrie im Gegensatze zur Ortho- 
goualprojektiori gesproclien und behauptet wird, dass sie ,,den 
Korper in einer Weise darstellt, wie wir ihn aus endlicher Ent- 
fernung zu sehen gewohnt sind," 
wo ,, die isometrische Projektionsmethode, aueh Vogelperspcktive 
oder Cavalierperspektive genannt" wird. 

E in  wahres Unikum eincr , , E r k l L r ~ n g ' ~  bringt 
tj 199 :  ,,die Fluehtpunkte von parallelen Linien, welche die Falllinien der 

Ebene unter  einem auderen Wiukel wie 45' schneiden, heissen 
T e i l u n  g s p u n k t e " .  

Falsch i s t  i n  der Erkliirung 5 223 die Behauptung, dass die Linien 
gleicher Helligkeit (einer beliebigen Flache!) ,,von der Linie Oder dem 
Punkte grosster Helligkeit; der Glanzkante, gleichen Abstand haben," ferner 
in 5 225 die Arigabe, dass die , ,Linie kleinster Belligkeit", d. h. die 
Eigenschattengren~e, für einen Rotationskegel ebenso gefunden werde wie 
für  einen Rotationscylinder, unerfüllbar die Forderung im 8 224, dass das 
Licht langs einer Linie einfallen 6011, ,,die mit  den drei Koordinatenebenen 
Winkel von 45' macht." 

Ich will die Geduld des Lesers nicht missbrauchen und nur noch 
liinzufügen, dass ich die AnschaEung dieses Werkes rneiuen Schülern nicht 
empfehlen würde. E. M~T.LER.  

Leitfaden fur die Vorlesnngen über darstellende Geometrie an der 
herxogl. technischen Hoehschule zu Braunsehweig von Prof. Dr. RELN- 
n o m  IVIYLLER. AIS Xanuskript gedruckt. Braunschweig 1899. 
Fr.Vieweg & Sohn. 8'. 88 S. 

Vorliegcndes Büchlein ha t  nach den Worten des Verfassers ausschliess- 
lich den Zweck, von seinen RGrern im Zusammenhange mit  den Vorlesungen 
zur Wiederholung des Gelehrten benutzt zu werden. E s  soll das Nach- 
schreiben der Vortriige, nicht aber das wichtige Nachzeichnen der Figuren 
ersparen; sie sind deshalb mijglichst vermieden. Durch ~ i n e  milsterhaft 
kurce und klare Schreibweise, verbunden mit  einer konscquent an- 
gewendeten Uezeichnung ha t  es der Verfasser  ust tan de gebrachi, das füi. 
den Techniker unbediugt Wissensnotige aus der darstellenden Geometne 
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sanit den erforderlichen Begründungen auf diesen engen Raum zusammen 
zu dringen und dabei doch so verstandlich zu bleiben, dass nach Hin- 
zufügung einiger weiterer FiPren, meiner Meinung nach, das Büchlein nicht 
nur von seinen Horern, sondern auch von anderen Studierenden mit  Erfolg 
benuzt werden konnte. 

D a s  Büchlein verdient aber meiner Ansicht nach noch ein ailgenieineres 
Interesse deshalb, weil es eine der wenigen Veroffentlichungen is t ,  aus 
denen man ersehen kann, i n  welchem Umfange und nach weleher Methode 
die darstellende Geometrie an einer technischen Hochschule Mrklich gelehrt 
wird. Als unterscheidende Merkmale von den a n  anderen Hochulcn ein- 
gehaltenen Lehrgangen f i l l t  vor allem die Xichlverwendung der projektiven 
Geornetrie und die Bevorzugpng der rechtwinkeligen Projektion auf. Der 
Vortragende stellt sich dadurch auf einen weniger hohen wissenschaftlichen 
Standpunkt, wird aber die Techniker nicht durch 211 viele, mit der da,r- 
stellenden Geometrie oft nur  i n  losem Zusammenhang stehende Theoric ab- 
sclirecken. Aus der projlktiven Geometrie verwendet der Verfasser nur  die 
Begriffe Affinitit und Kollineation, beruft sich a n  anderen Stellen auf die 
Ergehnisse der analytischen Geometrie oder stellt eine kleine Rechnung an. 
Um z. B. in Nr. 106 zu beweiscn, dass durch Rotation ciner Geraden u m  
eine zu ihr windschiefe Axe ein Umdrehungshyperboloid entsteht, leitet e r  
die Gleichung der Meridiankurve ab. Die die Ellipse betreiyenden Konstruk- 
tionen werden erkliirt, indem er die Ellipse als affine Rurve des Kreises 
hetrachtet. Die ,,PapierstreifenkonstruM,ionL' der Ellipiie, sowie die Kon- 
struktion ihrer Axen aus  zwei konjugierten Durchmessern folgen daraus 
(Xr. 67, 68) auf elementar-geornetrischern Wege. Auf die Beliaridlung der 
allgemeinen Fliche zweiten Grades muss natürlieh der Verfasser ver- 
zichten, ebenso z. B. auf die genailere Untersuchung der Regelflachen und 
die Verwendung derjenigen darauf bezüglichcn Xonstruktionen, welche 
Kenntnisse aus der projekiiiveu Geometrie erfordern. Dadurch wird jedoch 
vie1 Zeit für die Durcharbeitung praktisch wichtigerer Dinge gewonnen. 

Von den zwei Abschnitt,en des Büchleins ,,die Parallelprojektionen '' 
und ,,die Centralprojektion" nimmt der erste mit 76 S. den überwiegend 
grossten Raum ein, und  das meiste davon bezieht sich aiif die ,,se& 
rechte ProjektionLL. Die schiefe Projektion tritt  eigentlich nur  a m  An- 
fang und Ende des Abschnittes auf. Am Anfang wird sie soweit 
erlai~tert,  dass der Studierende imstande is t ,  anschauliche Skizzen (Er- 
Iinterungsfiguren) methodisch herzustellen; am Ende wird der Pohlkesche 
Satz bewiesen; zwischendurch wird hie und da aiicli die Darstelluug von 
Gebilden in schiefer Projektion kurz erwahnt oder die Losung von Auf- 
g a h n  bei Darstelliing in schiefer Projektion angedciitet. I n  der Vorrede 
bemerld der Verfasser, dass er die schiefe Projektion in Vortrag und 
Übungen i n  urnfangreicherem MaBe anwende, als es i n  dem Leitfaden 
zurn Ausdruck gelange. W a s  die senkrechte Projektion anbelangt, so 
kornmen nach der Besprechung der Darstelliing von Punkten, geraden Linien 
und Ebenen auf zwei (nicht gleich drei!) zu einander senkrechte Ebenen, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



138 Historisch-litterarisçhe Abteilung. 

wie üblich, ebenflachige Gebilde, Kreis und Kugel, Kcgel-, Cylindcr-, Um- 
drehungs-, Schrauben- und windschiefe Flachen zur Besprechung. I n  einem 
Kapitel über Beleuchtungslehre werden die Bestimmungen der Isophoten 
krummer und der Helligkeit ebener Flachen mittels der Rormalkugel er- 
klart,  ferner kurz die Grundbegriffe der kotierten Projektion angefihrt und 
endlich die senkrechte Axonometrie erlliutert, die meines Erachtens voll- 
konuuen durch die schiefe Projektion zu ersetzen wire. Lobend hervor- 
zuheben is t  die durchgehende Anwendung von Seitenrissen als Konst,ruktions- 
prinzip zur Zurückführung komplizierter Aufgaben auf einfache, ferner 
manche treffende Rcmerkung über Konstruktionsvereinfachungen. Die bci 
jeder Fliichenklasse besprochenen Schattenbes,hnmungen konnten vielleicht, 
aus manchen piidagogischen Gründen, in ein Kapitel vereinigt werden. 
I n  Nr. 109 vermisse ich die Ermittelung der Rückkehrpunkte des schein- 
baren Umrisses einer beliebigen Rotationsfliiche und i n  Nr. 111 eine Be- 
merkung über den Verlauf ihrer Eigenschattengrenzc, wenn der Meridan 
aus mehreren sich berührenden Teilkurven z. B. Kreisbogen besteht. In 
Nr. 81 sollte des schnelleren Verstandnisses halber die Bedeutung des Buch- 
staben A aus Nr. 79  noehmals angegeben sein. 

Im zweiten Abschnitt Fcird (et,was zu kurz!) erlautert, wie man aus 
den gegebenen senkrechten Projektionen eines Gegenstandes sein perspek- 
tivischev Bild ermittelt, danu das wichtigste aus der freien Perspektive. 
Der Anhang über Reliefperspektive (2 S.) sol1 den Studierenden auf eiuen 
allgemeineren Standpunkt stellen, insbesondere zeigen, wie die Nichtregel- 
flichen zweiten Grades als Relief der Kugel hervorgehen. 

Diese Vort'riige, verbunden mit  p t  geleiteten f h n g e n ,  i n  denen mehr 
praktische Beispiele bearbeitet werden, bilden, meirier Meinung nach, eiuen 
Lehrgang, der den von hervorragenden Vertretern der Technik erhobenen 
Fordeningen vollkommen entspricht. E. X~LI.ER. 

Die Elemente der darstellenùeii Geometrie. Zum Gebrauche an hoheren 
Lehranstalten sowie zum Selbststudium. Mit zahlreichen Gbunp-  
beispielen. Rearbeitet von Prof. Dr. CHR. SCHMEHL, Lehrer an der 
Grossherzogl. Oberrealschule zu Darmstadt. Giessen 1899 ,  E. Roth. 
2 Teile Bo. 1. Teil 95  S., 11. Teil 94 S. 

Dass von den gebriuclilichen Lehrbüchern der darstellenden Geornetrie 
ein Teil sich in  dem eigentlichen Stoffe zu sehr beschrankt und dafür in 
den rein technischen Anwendungen zu weit geht,  der andere Teil in zu 
wissenschaftlicher Wcise abgefasst ist ,  um zur Einführung in diese Dis- 
ziplin dienen zu kGnnen, war  fü r  den Verfasser der Beweggrund zur Ab- 
fassung dieses Duches. Als Vorbildcr hi t ten ihm die i n  den Gsterreichischen 
Realschulen eingeführten guten Lehrbücher dienen konnen, welche den 
Gegenstand fast in  dernselben Cmfang hehandeln und aus einer Jahrzehnte 
langen Lehrerfahrung hervorgegangen sind. 
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Was den Inhalt anbelangt, so behandelt der 1. Teil die Darstellung 
von Punkten, geraden Linien, Ebenen und Korpern in orthogonaler Pro- 
jektion, die Losung der Grundaufgaben über Punkte,  Geraden und Ebenen, 
die Konstruktion ebener Bchnitte von Prismen, Pyramiden, Kegeln, Cy- 
lindern und Kugeln sowie die zugehorigen Abwickelungen. Der  II. Teil 
behandelt die Durchdringungen der angeführten Korper und die Schatten- 
konstruktionen an ihnen, die Elemente der Perspektive und der  Axonometrie. 
Die Weglassung der B O  wichtigen Rotationskorper scheint mir  ungerecht- 
fertigt, da ihre konstruktive Behandlung keine besonderen Schwicrigkeiten 
bietet, den geometrischen Gesichtskreis der Sehüler aber sehr erweitert. 

In Bezug auf die Darstellung hatte sich der Verfasser vielleicht etwas 
kürzer fassen konnen; in~besondere brauchten viele aus  dem stereo- 
metrischen Unterrichte bekannte Begriffe keiner nochmaligen Erklarung, 
wenn das Buch nicht wieder den Nebenzweck erfüllen sollte, zum ,,S e l b s  t - 
s t u d i u m L L  zu dienen. Beiden Anforderungen wird nie ein Buüh vollkommen 
gerecht werden. Perner h i t t e  der Verfasser die Grundgedanken der Kon- 
struktionen mehr hervorheben sollen, deren Erfassen doch ers t  die Herrschaft 
über den Stoff giebt; das Buch würde dadurch das Ansehen ciner blossen 
Aneiuanderreihung von Aufgaben nicht erhalten haben, das es jetzt in  
einzelnen Teilen besitzt. Beim Unterrïchtsgebrauche wird das Wort  des 
Lehrers diesem Mangel leicht abhelfen konnen. Ziemlich ausführlich kt  
die Perspektive behandelt. Die i n  5 3, VI, C (S. 70flg.) gelehrte Methode 
zur freien perspektivischen Darstellung von Gegenstlinden, a n  denen drei 
aufeinander senkrecht sbehende Kanteneinrichtungen auftreten, war mir  
neu und verdient allgemeinere Beachtung. 

Über kleine Versehen, die mir aufgestassen sind, gehe ich hinweg 
und will von piidagogischen EinwEnden nur den einen erwkihnen, dass für  
unterrichtliche Zwecke auf die Cntersçheidung des Eigen- und Schlag- 
schattens (vergl. 1I.T. Fig. 53 -56) Wer t  gelegt werden sollte, wenn auch 
manche Arehitekten (keineswegs alle!) bei ihren Schat'tenkonstruktionen i n  
dieser Hinsicht keinen Unterschied machen. 

'ïrotz der angeführten Mange1 kann das Buch für den Gebrauch a n  
nicht technischen hoheren Lehranstalten empfohlen werden. Leider is t  die 
darstellende Geometrie noch nicht einmal an allen Realschulen Deutschlands 
Unterrichtsgegenstand. E. MÜLLER. 

Geometrische Anf'gaben. Ein Lehr -  und i;'bungsbuch zum Gebrauche beim 
Unterricht an hoheren Schulen, bearbeitet von Prof. Dr.  M. SCHUSTER, 
Oberlehrer a n  d. Oberrealschule zu Oldenburg. Verlag von B. G. Teubrier. 
riusgabe A für  Vollanstalten, geb. 2 M. dusgabe B, geb. 1,60 M. 

Herbart,  auf den sich auch der Verfasser mehrfach beruft, ha t  einmal 
gesagt: ,,Langeweile i s t  die Todsünde des LehrersLL und es unterliegt keinem 
Zweifel, dass der dogmatische Anfangsunterricht vielen Tausenden den Weg 
zur Nathematik für  die ganze Zeit ihres Lebens verlegt ha t ,  wenn der 
Lehrer es nicht verst,and, das Interesse über alle Klippen und Fihrlich- 
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giebt. Hier kann man sogar experimentell die vier harmonischen Punkte 
darstellen, ebenso beim e in-  und zweiarmigen Hcbel: wirken die Krnfto 
nach gleicher Richtung, su liegt der Unterstützungspunkt innen, wirken 
sie entgegengesetzt, so liegt e r  aussen und man h a t  den einarrnigen Hebel. 
Rein Schüler, der dies verstanden hat ,  wird je weder das Hebelgesetz 
noch die entsprechende Figiir der inneren und aiisseren Teilung einer 
Strecke nach gegebenem Verhiiltnis vergessen. Ur. GROSSE- Bremen. 

Zwolf Gednldspiele etc. Von Prof. Dr. H. SCHUBERT. Leipzig 1899 ,  Goschen. 

Die vorliegende neue Ausgabe ist ein Wiederabdruck des 1 8 9 5  (Berlin, 
Dümmler) unter gleichem Tite1 erschienenen Buches. Der Autor wendet sich 
in erster Linie an Richt-Mathematiker, und das Riich erschcint fiir die 
Aufgabe, auch Laien in die Theorio einer Anzahl der wichtigsten und  
interessantesten Geduldspiele einzuführen, besonders geeignet, ist  aber auch 
fur den Fachmann wegen mehrerer eigener Cntcrsuchungen des Autors von 
grossem Interesse. Immerhin muss man bedauern, dass die neue Ansgabe 
ohne vorherige Revision erfolgt is t  und daher aus der ersten eine Reihe von 
Unrichtigkeiten übernommen ha t ,  welche zwar a n  sich den Wer t  des 
Ganzeri nicht erheblich beeintriichtigen, i m m e r h ,  zumal bei dem in Aus- 
sicht genommenen weiteren Leserkreis, nicht belanglos sein dürften. Unter- 
zeichneter fühlt sich daher veranlasst, diese Fehler hier einmal richtig zu stellen. 
S. 2 3  wird ,,der Fa11 lz = 4 ", d. h. die folgende Aufgabe: ,,16 Personen spielenxu 
je 4 Whist, also a n  4 Tischen; wie sind a n  5 Abeuden hintereinander die 
Kombinationen der Spieler zu treffen, wenn am Ende jede Person gerade je 
einen Abend mit jeder der 15 andsren an  einem Tisch gespielt haben s01l'r"~ 
für unlosbar erkllirt. Dies ist  nicht richtig, vielmehr versagt hier nur  dic von 
Herrn Schubert angegebene und für  andere Falle brauchbare Jlethode; man 
findet sogar sehr leicht Losungen, wie z. B. die folgende: 

1. LI. VI. IV. V. 

1, 2, 3, 4 1,5, 9 , 1 3  1 , 6 , 1 0 , 1 4  1 , 7 , 1 1 , 1 5  1 , 8 , 1 2 , 1 6 .  
5, 6, 7, 8 2 , 6 , 1 1 , 1 6  2 , 5 , 1 2 , 1 5  2 , 8 ,  9 , 1 4  2 , 7 , 1 0 , 1 3 .  
9, 10 ,  11, 1 2  3, 7, 12 ,  1 4  3, P, 11, 1 3  3, 5, 1 0 ,  1 6  3, 6, 9, 15 .  

13,  14,  15,  1 6  4, 8, 10, 1 5  4, 7, 9, 1 6  4, 6, 12, 13 4, 5, 11, 14.  

Die S. 110 über das Solitirspiel auf einem Spielbrett von 4 1  Lochern 
gemachten Angaben entsprachen schon beim Erscheinen der ersten Ausgabe 
nicht mehr dem damaligen Stande der Theorie dieses Spiels (S. Lucas, 
Récréations mathématiques, 1891 ,  t. 1, Note V, pag. 232). 

I n  dem Kapitel der , ,Umfül l~ngsaufgaben~ (S. 119)  giebt Herr  
Schubert an ,  dass für  die beiden angegebenen Methoden ,,die erreichbaren 
sowohl wie die unerreichbaren Zahlen übereinstimmeniL. Dies is t  un-  
richtig, vielmehr liefert z. B. für  den von Herrn Schubert als Beispiel be- 
handelten Fa11 a = 20, b = 13, c - 9 die zweite Methode die für die erste 
unerreichbare Zahl 16 ,  wie folgendes Schema zeigt: 
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1 6  4 O 

Rezensent verzichtet jedoch darauf, hier ausführlicher auf diese Verhiiltnisse 
einzugehen, und muss sich dies für  eine passendere Gelegenheit vorbehalten. 

Dazu kommen noch einige kleinere Ungenauigkeiten und Druckfehlcr, 
so muss die 

S. 79 2. 2 0  v. o. angegebene Zahl in 1 3 0 7  6 7 4 3 6 8 0 0 0  verbessert 
werden. 

S. 9 8  muss i n  der ersten Figur das Mittelfeld leer sein. 

S. 140 ,  Z. 11 v.u.  muss es heissen: ,,O, 1, 2 oder 4 L5sungenCL. 

S. 141, Z. 9 u. 1 3  V.U. lies RQ s ta t t  QR. 
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Sér. 2 ,  IX ,  209. 

6. i h e r  Pscudotrochoiden. E. W o l f f i n  g. Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 139. 
7. Sur la spirale logarithmique. G. P i r o n d i n i .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 153. 
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12. über  bilineare Relationen zwischen hypergeometrischen Integralen hoherer . Ordnnng. A r t h .  Fiirs ch. Mat,hem. Annal. LII, 130. 
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Sér. 2, x, 150. 
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35. Ellipse lieu du centré des symédianea d'un triangle variable. G. GBrard. 
Mathesis, BBr. 2 ,  LX, 99. 

36. Soient M. N les noints de contact des tanoentes d'un t oint P à une e l l i ~ s e  
donnée. ~rÔuver le lieu du point P téi que la droGe d'Euler du triangle 
P31AT soit parallèle à un axe de symétrie de l'ellipse. V. C r i s t e s c o ,  
B a r i s i e n .  Mathesis, SEr. 2 ,  IX, 145. 

37. Sur une conrbe di1 septième riegré dérivant de l'ellipse. B u y  s e n s ,  B a r i s i e n ,  
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38. Propriétés dn triangle dont nn côt,é est une corde d'une ellipse et le sommet 
oppoe6 le point de l'ellipse d'où une perpendiculaire au grand axe ren- 
contre l'intersection de cet axe avec l a  corde nommee. R. B u y  sens.  
Mathesis, Sér. 2 ,  M, 233. 

39. Propriété du triangle dont les sommets sont les deux foyers et un point d'une 
ellipse. J. Déprez.  Nathesis, Sér. 2 ,  IX, 235. 

40. Relations entre deux ellipses. D r o z - F a r n  y. Mathesis, SEr. 2 ,  IX, 255. 
41. Propriété de la  corde d'une ellipse menée d'un point de la courbe perpen- 

diculairement à son rayon vecteurs partant du centre. Cris  t es C O ,  

Llroz-Farny.  Mathesis, S6r. 2 ,  LX, 268. 

F. 
Formen.  

42. Über die Charakteristik einer reellen quadratischen Form von nicht ver- 
schwindender Determinante. A. L o e w y. Nathem. Annal. LIJ: 588. [Vergl. 
Bd. XLIV Nr. 296.1 

Vergl. lnvariantentheorie 111. 

Funktionalgleichung.  
43. On a functional equation treated by Abel. P. H a y  a s h i .  Zeitschr. Math. Phys. 

=IV, 346. 
Funktionen. 

44. Continuité au sens analytique et  continuit6 au sens vulgaire. P. M a n s i o n  
Nathesis, SBr 2 ,  IX ,  129. 

45. tber eine Veranschaulichung von Funktionen einer komplexen Variablen. 
1,oth. H e f f t e r .  Zeitschr. Math Phys XLIY, 23.5. 

46. Zur Transformation der Ouerschnitte Itiemannjcher Flachen. J. W e l l s t e i n .  
Mathem. Annal. LII. "433. 

47. Zur Theorie der Funktionenklasse sS = (z - a, ) i~ - a,) . . . (z - a.). J. W e l l -  
A, . s.  . -. 

s t e i n. Mathcm. Annal. 440. 
48. A proof of Noether's fundamental theorem. Charl .  A. S c o t t .  Mathem. Annal. 

LII, 593. 
49. Zur 'ïheone der Uemoullischen Zahlen. K. S chw er ing .  Mathem. Annal. LII, 

171. 
50. Erweiterung des Faktoriellensatzes. L. S a  a l  s chiitz.  Zeitschr. Math. Phys 

&IV, 340. 
51. Formeln zur Transformation der Kngelfunktionen bei l in~arer  ~ n d e r i i n ~  des 

Koordinatensystems. Ad. S c h m i d t .  Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 327. 
62. Cber analyt,ische Fiinktionen mehrerer Veranderlichen. Os go  o d. Mathem. 

Annal. LII, 462. 
V e r d  Bestimmte Intemale. Combinatorik. Cvlinderfunktionen. Deter- 

&inanteri. ~ i l t e r e n ~ i ' i a l ~ l e i c l ~ u n ~ e n .  ~ i f i e r e n k d ~ u o t i e n t .  Gleichungen. 
Interpolation. Invariantcnthcorie. Reihcn. Substitutionen. Theta- 

53. Zum Vorwartseinschneiden mit drei Richtungen. E. H a m m  er. Zeitschr. 
Math. Phys. XLIV, 228. 

Geometrie (hohere). 
54. Sur nne transformation géomktriqne. H. Brocard .  Mathesis, Sér. 4 ,  IX, 

Supplémerit. - P e t i t  Bois  ebenda. 
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55. Sur la transformation oseudonewtonienne. V. R e t  a l i .  Mathesis. Sér. 2, IX. 246. 
56. Sur les t,ransformations quadratiques involutives. L. R i p  e r  t. ?nathesis, 

Sér. 2 .  IX? 185, 217. 
57. Sur une corrélation vlane. V. R e t  a l i .  Mathesis. 86r. 2 .  l x .  78. 
58. Über perspektive Akfiriitat zweier Haurne. A. ~ e c k .  '8ei&chr. Math. Phys. 

XLIV, 85. 
59. Über die kubischen Raumkurven, welche die Tangenteuflache einer gegebeueu 

kubischen Raumkurve in 4,  5 oder 6 Punkten beriihrcn. Gus t .  Kohn. 
Mathem. Annal. LII, 293. 

60. Sur une cubique circulairc. V. R c t a l i .  Mathesis, Eér. 2 ,  IX, 87. 
61. Propriété d'une cubique. V. R e  t a l i .  Mathesis, Sér. 2 ,  DZ, 148. 
62. Construire une courbe rationnelle du troisihme degré, étant donnés trois points 

collinéaires avec leurs tangentes e t  le  point double. V. Re ta l i .  
Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 168. 

63. Un niiovo teorema sopra le quartiche piane generali. G. Scorza .  Matliem. 
Annal. LII, 457. 

64. 8iir nne qiiartiqiie. V. .Terabek. Mathesis, Sér .2 ,  IX, 15. - J . N e i i b e r g  
ebenda 17. 

65. Eber doppelt zentrische Vierecke. Chr. Be  y el.  Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 
237. 

66. Sur la  trise~t~rice de Maclaurin. V. J e r a b e k .  Nathesis, Sér. 2 ,  IX, 61. 
67. Courbes polaires réciproques des épicycloïdes et hypocycloïdes. V. J e r a b e k .  

Mathesis, Sér. 2 ,  IX,  112. 
68. Applications de l'inversion. L. O r l a n d o .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 112. 
69. Sur deux courbes dont une est engendrée au moyen de l'autre. N e r l i n ,  

J N e u b e r g .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX ,  275. 
70. Problèmes de construction. S t u y r a c r t .  Mathesis, Sér. 2, IX, 33. 

Yergl. Aualytische Geometne der Ebenel.  Dreieckspeometrie. Funktionen48. 
Geschichte der Yathematik 87. Kcgelschnittc. Winkelteilung. 

Geschichte  d e r  Mathemat ik .  

71. La marche successive dans la  fiision des notions de la  fraction et du quotient. 
V. V. B o b y n i n .  Biblioth. math. 1899, 81. 

72. Heron's Ausziehune der irrationalen Kubikwurzeln. G. W e r t h e i m .  Zeitschr. 
Math. P ~ ~ ~ . X L I V ,  hist. litt. Abtlg. 1. 

73. Sur l'histoire de l'arithmetique arabe. C a r r a  d e  Vaux .  Biblioth. math. 
1899, 33. 

74. Notizen über arabische Mathematiker und Astronomen. H. S u t e r .  Biblioth. 
math. 1899, 86, 118. 

75. Die Kreisnuadratur des Ibn el-Ilaitam. H. S u t e r .  Zeitschr. Mathern. Phvs. 
XLI?, Hist. litt. Abtlg. 33. 

76 Beitrae zur Geschichte der konstriiktiv~n Aiifliisiinp anharischer Dreiecke 
durch stereographische Projektion. S. H a l l e r .  -~ibkoth.  math. 1899,71. 

77. i h e r  Ysak Sohn des Salomo. G. E n e s t r o m .  Biblioth. math. 1899, 94. - 
M. S t e i n s c h n e i d e r  ebenda 119 

78. Die Mathematik bei den .Tuden. M. S t e i n  s c h n  e id  er.  Biblioth. math 1899, 
1. 37. 97. [Veral. Bd. XLIV. Nr. 69.1 

79. Remarque sur l'époque où le mot l u s  a i n h d u i t  comme terme d'addition. 
G. E n e u t r o m .  Biblioth. math. 1899, 105. 

80. Über den Ursprung der Bezeichnung der Unbekannten durch den Buchstabenx. 
G. W e r t h e i m .  Zeitschr. Math. Phys. XLIV, Hist. litt. Abtlg. 48. 

81. Ein wiedergefundcner Diophantuskodex. E. Gol lob .  Zeitschr. Math. Phys. 
XLIV, Hist litt. Abtlg. 137. 

82. Ein von Fermat hernihrendcr Beweis. G. W e r t h e i m .  Zeitschr. Math. Phys. 
XLIV, Hist litt. Abtlg 4. 

83. Cber das Wort hodie in Leibnizens Brief vom 21. Juni 1677. G. Enestrijrn. 
Bibliotli. math. 1899, 63. - M. Cantor .  Ebenda 95. 

84. Sur la decouverte de 1'6auation eénéralc des lienes e6oddsiaues. G.Ene- 
<~ - 

s t r6m.  Biblioth. math. 1899:19. 
85. Berkeley's Analyst and its crit,ies. G. A. Gibson .  Biblioth. math. 1899, 65. 
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X 
Remarque sur l'origine de la formule i log i = G. E ne8 t r 6m. Biblioth. 

math. 1899 ,  46.  2 
Un trattato sulle curve piaiie algebriche pubblicatu senxa nome d'autore. 

G. L o r i a .  Biblioth. math. 1899 ,  1 0 .  
Bernerkungen eu Lambert's Theorie der Parallellinie. P. S t ii c k e 1. Biblioth. 

math. 1899, 107. 
Zur Bibliographie der Parallelentheorie. P. S t c ke l .  Biblioth. math. 1899, 47. 
Die Entdeckung der einseitigen Flachen. P. S t a  c ke l .  Mathem. Annal. LLI, 598. 
Pour la bibliographie de la théorie des opérations distributives. 8. P i n  c h e r  le. 

Biblioth. math. 1899 ,  13. 
Die Tschebyscheff"schen Arbeiten in der Sheorie der Gelenkmechanismen. 

N. D e l a u n a y .  Zcitschr. Math. Phys. XLIV, Hist.litt. Abtlg. 101. 
Nécrologue de L'éIix Uauge (24 V. 1829 - 23.V11 1899). 1'. M a n s i  on  et  

J. N e u b e r g .  Mathesis, Sér.2, IX,  177. 
Die Mathematikerversammlung im Jahre 1900. Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 

Hist.-litt. Abtlg. 111.  

Gleichungen. 
Symmetrische Bunktionen. P. G o r d a n .  Mathem. Annal. LU, 501.  
Divisibilite d'un polynôme par un autre. Van D o r s t  e n, E m m e  r i  ch. Mathesis, 

SBr. 2 ,  IX, 169. 
nber  die verschiedenen Wurzdn einar algebraischen Gleichiing und deren 

Ordnurigen. L. B a u r .  Mathem. Annal. LLI, 113.  
Beitrag zur Auflosung der Gleichung vierten Grades. H. H e i l e r m a n n .  

Zeitschr. Math. Phvs. XLlV. 234. 
99. Racines d'une équation du quatrième degré. S e l i g m  a nn. Mathesis, Sér. 2,  

TV nv  
I R ,  Y I .  

100. Discussion d'un système de trois équations quadratiques. S in t sof .  Mathesis, 
Sér. 2 ,  lX, 120. 

101. Elimination de deux inconnues entre trois éauations auadratiaues. R O s e. 
Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 212. 

102. Elimination de trois inconnues entre trois équation8 quadratiques. Golden-  
b e r g ,  Uéprez.  Mathesiu, Sér.2 .  IX, 261. 

103. Resoudre un système de trois équations biquadratiques à trois inconnues. 
E m m e r i c h .  Mathesis, Sér. 2 ,  JX, 230. 

Graphisches Rechnen.  
104. Beispiele graphischer Tafeln mit Bemerkungen über die Methode der flucht- 

rechten Punkte. R. Me h m k  e. Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 56. 
Vergl. Differentialgleichungen 22. 

Hgperbel .  
105. Sur l'hyperbole équilatère. E. N. Bar i s ien .  Mathesis, Sér. 2 ,  I X ,  163. 
106. Théorkme sur l'hyperbole. G. G 6 r a r d .  Mathesis, Sér. M, 64.  
107. Quand deux paraboles sont inscrits dans un triangle, par les six points de 

contact on peut faire passer une hyperbole dont les asymptotes sont 
parallèles aux axes des deux paraboles. V. R e t  a l i ,  Go b, D e p r e z ,  
X a n d a r t ,  Buysens .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 118. 

108. Enveloppe de certaines hyperboles. G. G é r a r d ,  K e t  a l i .  Mathesis, Sér. 2, 
IX, 210. 

1. 
Interpolat ion.  

109. Die Tnterpolation. W. Vel tmann .  Zeitschr. Math. Phys. XLrV, 303 

Invariantentheorie .  
110. Zur FunMionen- und Invariantentheorie der binomisclien Gebilde. J. W e l l -  

s t e i n .  &them. Annal. LII, 70. 
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11 1. Über eine Invariante der trilinearen ternaren Form. M. P a s  c h. Mathem. 
Annal. LU, 127. 

Kegelschnitte.  

112. Sur les coniques homothétiques p a s ~ a n t  par deux pointe fixes. J .  Déprez. 
Mathesis, Sér. 2 ,  lx, 113. 

113. Sur le point de Frégier. G. Gérard .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 136. 
114. Théorèmes relatifs au point de PrEgier. ü. G é r a r d .  Mathesis, Sér. 2, 

a, 143. 
115. 8ur deux faisceaux de coniques. D e g u e l d r e .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 190. 
i 16. Itemarques sur le triangle. L. R i p  e r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 63. 
117. Conique enveloppée par le cecle des neuf points d'un triangle variable à 

sommet fixe. D é p r e z ,  R i p e r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 205. 
118. Enveloppe de certaines coniques. G. G é r a r d .  Mathesis, Sér. 2 ,  M, 277. 
119. Lieu des centres des coniques passant par trois points donnés et ayant leurs 

axes parallèles à deux directions rectangulaires données. Bou t,in, 
B a r i s i e n ,  Déprez,  C o l a r t ,  M a n d a r t ,  Droz.  Mathesis, Sér. 2, 
TX, 46. 

120. Relations entre deux coniques. Déprez .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 259. 
121. Trois coniques et un cercle circonscrits à un même triangle. A. Droz-Farny .  

Mathesis, Sér. 2,  IX, 142. 
122. Sur une conique engendrke au moyen d'une autre. E. K. B a r i s i e n ,  D éprez,  

X e t a l i .  Mathesis, S6r. 2 ,  IX, 207. 
133. PropriBtj6s d'une ellipse et de deux circonférences dont une passe par un 

fover de l'elliuse avant Bon centre sur l'elliuse même. K. Buvsens.  
&thesis, Sér. S, IX: 253. 

124. Lieu du uied de la normale menée du uoiut O à une conique uui touche 
les &tas de l'angle Af O N  aux poi&s données &I et  N: E.'N. Bar i -  
s ien.  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 172. 

125. Tangente commune à une ellipse et à une circonférence tangente à cette 
ellipse. J. Déprez.  Mathesis, Sér. 2, IX, 250. 

Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kreis. Parabcl. 

Kinematik. 

126. cher  neue kinematirtche Modelle mwie eine nme Einführune in die Thenrie 
der cyklischen Kurven. F r i  e d r i c h  S c h i l l i n g .  ~ e i t G h r .  Math. P h p  
XLIV. 214. 

127. Einfaches belspiel eines Punklsystems, das bei seiner Bewegung einer uiclit 
holonomen Bedingung unterworfen ist. H. L i e b m a n n .  Zeitschr.Math 
Phys.XLIV, 355. 

128. Sur les tangentes des trajectoires de deux points mobiles. Meurice.  Ma- 
thesis, Sér. 2 ,  lx, 201 

129. Enveloppe d'une droite. J. N e u b e r g .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 205. 
130. Zur Bestimmung der Axe der Schraubung, durch die ein starrer K6rper ails 

einer gegebenen Lage in eine zweite gebracht wcrden kann. R. Me hmke 
Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 176. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 92. 

Kreis. 

131. Circonférence décrite par le centre isogone d'un triangle variable. 
Emmer ich .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 232. 

132. Centre de similitude des cercles circonscrits à deux triangles. Soons, 
Déprez .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX,  50. - R i p e ï t  ibid. 51. 

133. Sur le  cercle tangent à trois cercles donnés. L. Or lando .  Nathesis, Sér 2, 
IX. 1fio. ' 

veril .  Ureiecksgeometrie. 
M. 

Maxima und Minima. 

134. Généralisation d'un problèine de minimiim classiqiie. G.  L o r i  a.  Mathesis, 
Sér. 2 ,  IX, 131. 
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135. Sur le maximum de certaines expressions form6es par les projections d'une 
longueur donnée sur les côtés d'un trianele. E. Ces aro. Kathesis. 
S&Z,  Ix, 238. 

136. Rechercher le maximum de la surface totale d'un cône inscrit dans une 
sphère de rayon R. P l o  umen. I\.Iathesis, Sér. 2 ,  IX, 227. 

Vergl. Oberflache 145. 

Mechanik. 

137. 'i;%er4 einige bei Schwingungsproblenien a,uft,retende Diflèrentialgleichungen. 
M. A b r a h a m .  Mathem. Annal. LII, 51. 

138. Drnamik der Kurbelaetriehe. H a n s  Lorenz .  Zeitschr. Math. XLIV. 1,  
65 ,  177 .  

139. Die Bestimmung der Geschwindigkeit nach den Methoden der Photogram- 
metrie. K.Heun .  Zeitschr.Math.Phys.UIY, 18. 

Vergl. Elastiüitiit. Geschichte der Mathematik 92. Kinematik. Maxima 
und Minima 133. Optik. Pendel. Schwerpunkt. 

Oberflachen. 

140 Element,ares iiber die Dupin'sche Cykliden und die Grundlagen der Krümmungs- 
theorie. G. H o l z m ü l l e r .  Zeituchr. Math. P l p .  XLIY, 194. 

141. Sopra le superficie algebriche che contengono un fascio di curve razionali. 
E'ed. E n r i q u e s .  Mathem. Annal. LII, 449. 

142. On a elass of surfaces whose asymptotic lines ean be found by simple inte- 
grations. P. H a y  as  hi .  Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 349. 

143. Démonstration géométrique d'une propriété des lignes asymptotiques d'une 
surface réglée. A. LI emoul in .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX,  159. 

144. Uber die WellcnflBche. O. Boklen.  Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 289. 
146. Ober die Ronstantenbestimmung bei einer cyklischen MinimalCiche. G. J u g a .  

Mathem. Annal. LLI, 167. 
Vergl. Complanation. Geschichte der Nathematik 8 4 ,  90. 

Oberflachen zweiten Grades. 

146. Die Defoi-nmtion einer gradlinigen Flache zweiten Grades ohne Anderung der 
Lgngen ihrer Geraden. F r i e d r .  S çhur .  Zeitschr. Math. Phys. XLIY, 62. 

147. Über einc: Eigenschaft, der Flacheu zweiten Grades. Il. Sin tzow.  Zeitschr. 
Math. Phys. XLIV, 351. 

148. Sur la  sphère de douze points. 'ipert. Mathesis, Sér.2, IX, 90. [Vergl. 
Bd. XLIV Kr. 138.1 

149. Sur un tétraèdre conjuguE à une quadrique donnoe. S t u y v a e r  t .  Mathesis, 
S6r. 2 ,  M, 121. 

Optik. 

150. Einführung in die geometrische Optik. F. Meisel .  Zeitschr. Math. Phys. 
XLIV, 298. 

P. 
Parabel. 

151. Lieux des projections du foyer d'une parabole sur ses normales et sur les 
nonnales à la développée. Uéprez .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 25. - 
M a n d a r t ,  S t u y v a e r t ,  D r o e - F a r n y  ebenda 26. 

152. Le foyer et une normale d'une parabole étant donnes le sommet decrit une 
cissoïde, le sommet et  une normale Btant donnés le foyer décrit une 
cissoïdale d'ellipse. N e u b e r g ,  G. G é r a r d ,  D r o z - F a r n y ,  B a r i s i e n ,  
A u d i b e r t .  Mathesis, Sér. 2,  IX,  71. 

153. Sur un lieu se rapportant a une parabole. R i p e r t .  Mathesis, Sér. 2, 
M,  53. 

154. Lieux g6ométriques se rapportlant à des paraboles. D r  oz - F  a r n  y,  B u y  s e u s ,  
S t u y v a e r t ,  DBprez ,  Haüken .  Mathesiu, SBr. 2 ,  LX, 44. 
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Pendel. 
155. Über die Verwendung ewcier Pende1 auf gemcinsamer Cnterlage eur Be- 

stimmung der Mitschwingung. R. S c h u m a n n .  Zeitschr. Math. Pliys. 
XLIV, 102. 

Planimetrie. 

156. Démonstration nouvelle du théorhme que l'angle extérieur d'un triangle est 
plus grand que chacun des angles intérieurs opposés. Volkof .  
Mathesis, Sér. 2 ,  M, 162.  

157.  Démonstration générale de second théorème de Legendre. De T i l ly .  
Nathesis, Sér. 2 ,  IX, 5. 

158. Sur la uomme des angles dans un triangle. D e  T i l l y .  Mathesis, Sér 2, 
a, 265. 

159. Inscription du pentagone régulier. M. Pt11 y v a e r t .  Mathesis, Ser. 2 ,  IX, 200. 
160. Construction du polygone de dix-sept côtés. G. F o n t e n é .  Mathesis, Ser. 2, 

m. 179. 
161. ThéorErne sur deux sécantes rectangulaires menees par un point d'inter- 

section de denx cercles donnés. G. G é r a r d .  hla thesi~,  Sér. 2 ,  IX, 29 .  
162.  Calculer en fonction des côtés le rapport des se,vments determinés sur un 

côte d'un pseudocarrd par la perpendiculaire abaissée du milieu du côt& 
opposé. F r a n c q ,  T i e t e .  TvIathesis, SBr.2, IX, 27. 

Vergl. Ge~chicht~e der Mathematik 88, 89. 

163.  Aire de quelques figures à perimètre curviligne. C. V a n d e v e l d  e. Nathesis, 
SBr. 2 ,  XI, 100. 

164. Aire de l a  podaire de l a  Kreuzcurve. V. C r i s t e s c o .  Mathesis, Ser. 2 ,  M, 47. 
- K r ~ h é .  ibid. 48. - C o l a r t  ibid. 49. 

166. di re  de la courbe enveloppée par l a  polaire du centre d'une ellipse par 
rapport à un cercle variable. R. B u y s e n s .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 77. 

166. Rapport des aires des courbes enveloppes de deux droitea variables dans une 
ellipse. B. B uy s ens .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 101. 

Reihen. 

167.  Sur la théorie d ~ s  séries. ,J. F r a n e l .  Mathem. Annal. LII, 529 
168.  Sur le produit des n premiers norubreu. H. M a n d a r  t. Mathesis, Sér. 2, 

lx, 221.  
169. Über hypergeometrische E'unktiouen, deren letztes Elemerit speziell ist. 

W. H e y m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XLIV, 280. 
170.  Sur la formule du bi~iôme. G o d e f r o i d .  Mathesis, S6r. 2 ,  IX, 39. 
171.  Application du binôme de N e d o n .  M. S t u y v a e r  t. Mathesis, S6r.2, IX, 199. 

S. 
S c h w e r p u n k t .  

172.  Neue Konstruktion für den Umfangs- Schwerpunkt eines Dreiecks. L. Ge us  en. 
Zeitschr. Math. Phya. XLlV, 339. 

173.  Centre de gravité d'un certain triangle. R e t a l i .  O r l a n d o .  C m m e r i c h ,  
~ e u b ë ' r ~ .  Mathesis, Sér.2,  I X , ~ Z ~ ~ .  

174. Constructions spti6riques à la règle e t  au compas. E. B a r b a r i n .  Mathesis, 
Sér. 2, IX,  57, 81. 

175. Sur les triangles sphériques. J. N e u b  e r g .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 163. 
176. PropriBté d'un triangle sphérique dont les ebtés sont inferieurs k un quadrant. 

E m m e r i c h ,  P. M a n s i o n .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 273. 
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177. Longueur de  l a  bisectrise d'un angle d'un triangle sphérique. E m m e r i c h .  
Nathesis,  Sér. 2 ,  IX. 52.  - D é p r e z  ibid. 113. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 76. Oberflichen zweiten Grades 148. 

Ste reomet r i e .  

178. Sur le parallélepipède. S t u y  v a e r t .  Mathesis, Sér. 2 ,  M,  64. [Vergl. 
Ed. XLIV Nr  165.1 

179. Théorème sur des ;ohmes dérivant d'un tétrakdre quelconque donné. 
E m m e r i c h ,  R u y s e n s ,  D é p r e z ,  M e r l i n ,  D r o z - F a r n y .  Xathesis, 
Sér. 2, IX, 165. 

Subs t i t u t ionen .  

180. Die algebraische Losung des Problems der Substitutionsgruppen. P. H o y e r .  
Mathem. Annal.LII , 660. 

181. Über die Darstellung der symmetrischen und alternierenden Vertauschungs- 
griippen a,ls Rollineationspippen von mnglichst geringer Dimensionen- 
zahl. A. W i m a n .  Xathem. Annal. LII, 243. 

182. Beweis des Satzes, dass diejenigen endlichen linearen Siibstitiitionsgruppen, 
i n  welchen einige durchgehends verschwindende Koeffizienten auftreten, 
intransitiv sind. H. M a s c  h k e .  Mathem. Annal. LII, 363. 

183. The structure of the  linear hoinogerieous groups defined bg  the  invariant 
A,~,T+Â,~s'+...+ l,Ed. D i c k s o n .  Mathem.Annal.L11,561. 

Note ou  the  s i r n ~ ~ l e  erouo of order 504. W. B u r u s i d e .  Mathem. Annal. 
. U L  

Ln, 174. 
U ber eine einfache Gruppe von 501- Operationen. R o b .  l ' r i  c ke .  hlatheni. 

Annal. LIT, 321. 

T h e t a f u n k t i o n e n .  

Über allgemeine Thetaformeln. A. K r a  z e r. Mathem. -4nnal. LII, 369. 

Tr igonomet r i e .  

Sur certaines identités. M. S t u y v a e r t  Mathesis, Sér. 2 ,  lx, 198. 
Transformation d'une expression trigonométrique J. N e u  b e r g .  Mathesis, 

Sér. 2 ,  lx, 260 
Propriété des angles qu'une médiane d'un triangle fait  avec les cîités ad- 

jacents. P l a k h o w o ,  D é p r e z .  B a r i s i e n ,  G. G B r a r d ,  E m m e r i c h ,  
Soons .  Mathesis, Sér. 2 ,  M, 125. 

Discussion d'un système de trois équations trigonométriques. J. N e u b e r g .  
Xathesis, Sér, 2 ,  IX, 95. 

Si t a n g  ar, tang p ,  tangy sont les racines de l'équation 

chercher l'équation ayant pour racines 

(. f P l ,  Lang (P + Y ) ,  taris  (7 t 4 
A. D r o z - F a r n y .  Mathesis, Sér. 2 ,  IX, 23. - P a i r o  n etc. ebenda 21. 

Vergl. Sph ink .  Winkelteilung. 

W. 
Winke l t e i l ung .  

c b e r  Winkelteilung mittcls Araneïden. W. I I e  y m a n n .  Zeitschr. Math. 
Phys. XLm, 263. 

z. 

Une règle à calcul. L a m b e r t .  Nathesis, Sér. 2, IX, 91. 
Sur les tables des chiffres constants de  Mr. Calza, destinées ii faciliter les  

multiplications e t  les divisions. ü. C. U a r a v e l l i .  Zeitschr. Math. Phys. 
XLIV, b0. 
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195. Calcul approch6 d'une racine carrée. G. F r a t t i n i .  &fathesis, Sér. 2 ,  IX, 89. 
Vergl. Gepchichte der Mathematik 72.  Graphisches Rechnen. 

Zahlentheorie. 

196. Zur Theorie der Moduln. E. S t e i n i t z .  Mathem. A n n d L I I ,  1. 
197. Methode pour la décomposition des grands nombres en facteurs premiers. 

K. B a r b  e t te .  Mathesis, SBr. 2 ,  I X ,  241. 
198. Fractions décimales periodiques obtenues sans division. Moreau .  Nathesis, 

Sér. 2 ,  lx, 266. 
199. RBpartition de 4 p e + l  un 3 carres, lorsque p >  3 est nombre premier, et 

de pYf i en 3 et 4 c a r h ,  lorsque p > 5 est nombre premiers. G. d e  
R o c q u i g n y .  Nathesis, Srir 2 ,  M, 164 .  

200. Questions d'arithrnologie. G. d e  R o ç q u i g n y .  Mathesis, S6r. 2 ,  IX,  36. 
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Historisch-litterarische Abt eilung. 

Die Lehren des Claudius Ptolemaeus 
von den Bewegungen der Planeten. 

Von 

ALWIN HAEULÇR. -k 

Die gesamte Überlieferung des klassischen Alterturns, die sich auf 
die Erscheinungen ain Himmel bezieht, zerfallt in drei Gruppen, jc 
nachdem sie m a t h e m a t i s c h e r ,  p h y s i s c h e r  oder m y t h o g r a p h i s c h e r  
Natur ist. Von diesen drei Gruppen bedürfen die beiden ersten zu 
ihrem Verstandnis keiner weiteren Auseinandersetzung; es handelt sich 
hier einerseits um die Griisse und die Gestalt der Gestirne, ihre Be- 
wegungen, ihre Umlaufszeiten, ihre gegenseitigen Entfernungen und 
was sonst noch zum weiten Gebiete der rechnenden Astronomie ge- 
hort, andrerseits um den Stoff, woraus die Gestirne bestehen, und um 
die physikalische Krklirung aller am Himmel selbst oder in  der 
Atmosphare beobachteten Erscheinungen - die Meteorologie bildet 
hier eine Unterabteilung der physisühen Astronomie -, wiihrend die ' 

besondere Bedeutung des mythographischen Teiles der astronomischen 
Litteratur allerdings nicht sofort schon aus dem Namen klar zu er- 
kennen ist. 

Ein Himmelsatlas, wo die einzelnen Sterne zu anschaulichen, dem 
Kamen des Sternbildes entsprechenden Figuren verbunden sind, stellt 
sozusagen ein Bilderbuch zu einem betriichtlichen Teil der antiken 
Sage dar; vielc der bekanntesten Erscheinungen der griechischen 
Mythologie treten uns da in  figürliclier Darstellung entgegen, und 
man bedenkt dabei nicht immer, welch bedeutsames Stück uralter Uber- 
lieferung hier selbst der modernsten Bearbeitung zu Grunde liegt. Da- 
bei ist beaclitenswert, d a s ~  die Helden des trojanischen Krieges unter 
den Sternbildern gar nicht vertreten sirid, wahrend der Argonauten- 
zug nicht unberücksichtigt geblieben ist, und da andrerseits auch 
schon bei Homer einige von den bekanntesten Sternbildern erwühnt 
werden (IIAqCoic?~ç, rT&S~G, ' f ie imv, R o ~ i q ç ,  "'ApxznS), so hat man viel- 
leicht nicht mit Unrecht geschlossen, dass die Grieühen die Mehrzahl 
ihrer Sternbilder schon im 13. Jahrh. v. Chr. besessen haben, jedenfalls 
muss um die Zeit vom Astronomen Eudoxus (c. 409 - 356) der ganze 
in Griechenland sichtbare Sternenhimmel mit mythologischen Rildern 
bedeckt gewesen sein (Wol f ,  Handbuch der Astroqomie 1, S. 408). 

Hi6t.-litt.Abt. d. Zeitschr. f .  Alsth. u. l'hg.8. 45. Band. 1000. 5 .  n. 6. Hcft. 12 
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Wir  konnen nicht mit einiger Sicherheit mutmassen, welche be- 
sonderen Umstande das Griechenvolk veranlasst haben mtigen, die 
Sterngruppen am Ilimmel in Beziehung zu setzen zu seiner nationalen 
Sage*, ja es mehren sich sogar neuerdings die Anzeichen dafür, dass die 
griechischen Sternbilder wenigstens des Tierkreises auf orientalischen 
Xinfluss zuriickgehen kGnnten.** Doch dem sei wie ihm wolle, jeden- 
falls ist jenes Verfahren von weitreichender Bedeutung gewesen, denn 
das Interesse für die Erscheinungen am Himmel wurde durch eine 
solche Verbindung der Sage mit den Sternbildern in weite Volkskreise 
getragen und der Dichter, der Dolmetscher der nationalen Empfindung, 
hattc nicht zu fürchten, er werde von seinem Volke nicht verstanden 
werden, wenn er  einrnal in sein Lied irgend welche Beziehung auf den 
Sternenhimmel einflocht. So ist es denn auch nicht zu verwundern, 
dass sich das allgemeinere Interesse für den sagenumwobenen Stemen- 
himmel schon seit der friihesten Zeit bis in  das spate Altertiim bei 
den griechischen und romischen Dicht'ern in  mannigfaltigcr Bezug- 
natinie auf die Sternbilder offenbart; dabei wird man allerdings wohl 
auch festzuhalten haben, dass in der spateren Zeit wenigstens dieses 
gelehrte astronomische Beiwerk lediglich durch die Rücksicht auf die 
konventionelle nbung  in der Dichtkunst veranlasst war,  aber nicht 
durch eiri besonders hohes MaB astronomischen Verstiindriisses, das 
etwa der Dichter bei seinem Publikum vorausgesetzt hat. Dass wir 
mit vollem Recht in solchem gelehrten Flitterwerk besonders der 
spnteren Romerzeit nur  ein unentbehrliches Requisit aus der ehen 
nicht beuonders r e i ~ h  ausgestatteten Vorratskammer der romischen 
Dichtung erblicken, die unter dem Einfluss des Alexandrinismus eben- 
falls im Flittergold eines gelehrten Aufputzes der harmlos-unbefangenen 
Laienwelt gern imponieren wollte, das beweiaen zur Geniige die zahl- 
reichen, ganz unglaublichen Versehen, die z.H. für die ~ t l r n a u f -  und 
-unterginge bei Ovid von berufemter Seite nachgewieseri worden sind.*** 

Aber auch noch in einer andern Hinsicht ist die bei den antiken 
Dichtern beliebte Bezugnahme auf die Sternbilder des Rimmels von 
Bedeutung gewesen. In einer Zeit, wo man vor allem darauf bedacht 
war, das Verstandnis der nationalen Llichter durch gelehrte Kommentare 
zu ftirdern, musste ganz von selbst das Bedürfnis entstehen, auch die 
mythologischen Beziehungen der Sternbilder meiteren Kreisen dar- 
zulegen, und dies fiihrte zur Ausbildung einer besonderen mytho- 
graphischen Litteratur, der ~a tas te r i smen .  Kein Gcringerer als 
Eratosthenes ist es gewesen, der hier mit seinexri vorbildlicheri Bei- 
spiel voranging, und wir haben heute noch einen wertvollen Auszug 

* Nicht's anzufangen ist mit der Notiz bei Plin. Hist. nat. LI, 31. 
** E p p i n g ,  Astronomisches aus Babylon, 1 8 8 9 ;  J e n s e n ,  Die Kosmol. der 

Babyl., 1890. 
*** I d e l e r  ,,Über den astronomischen Teil der Fasti des Ovidu (Abhandlungen 

der Berl. Akad. 1 8 2 2 i 2 3  [ 1 8 2 5 ] ,  S. 137 - 169). 
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aus seinem Kaczuéz~g~r ipoi  betitelten Werke. Eine mustergiltige, alles 
einschlagige Material behandelnde Ausgabe verdanken wir C a r l  R o b e r t  
(Eratosthenis Catasterismorum reliquiae, Berlin 1878).* 

Wenn wir oben die astronomische Litteratur des Altertums in 
drei Hauptgruppen schieden, so ist es andrerseits nur naturgemass, 
dasu niüht irnmer eine scharfe Scheidung der Grenzen eingehalten 
werden konnte, sondern gelegentlich auch eine Verschmelzung der 
verschiedenen Arbeit'sgebiete eintrat. W i r  beobachten das bereits an 
dem bedeutendsten astronomischen Gedichte des Altertums, ail den 
@ a ~ v d p ~ v a  des Arat, die im weuentlichen auf den Arbeiten des 
Eudoxus von Knidos beruhen müssen. Wenn auch hier das meiste 
sich auf die Sternbilder bezieht, so berahrt sich das Gedicht in seinen 
mannigfaltigen Bemerkungen iiber die verschiedenen Himmelskreise 
doch auch gnnz eng mit dem, was oben als mathematische Astronomie 
bezeichnet worden ist. Zum Glück besitzen wir auch hier eine ab- 
schliessende Ausgabe von E r n s t  Maass  (Berlin 1893), die vorbereitet 
worden ist durch sein grundlegendes Werk Aratea (Berlin 1892). 

Einen herrorragenden Anteil an der weiteren Ausgestaltung der 
astro~iomischen Lehren hat im Altertume auch die P h i l o s o p h i e  ge- 
habt, von der ja die Physik einen der wichtigsten Teile auch d a m  
noch immer bildete, als durch Sokrates und seine Schule erkenntnis- 
theoretische und ethische Fragen mehr in den Vordergrund gerückt 
worden waren. Iiisbesondere konnen Plato und Aristoteles bei einer 
geschichtlichen Betrachtung der Astronomie nicht unberücksichtigt 
bleiben, zumal da die wichtigen Fortschritte, die sich an den Namen 
des Fiudoxus von Knidos knüpfen, auf eine unmittelbare Anregung 
seines Lehrers Plato zurückgeführt werden.** Nicht minder bedeutsam 
haben die P-ythagoreer auf die Entwickelung der Astronomie eingewirkt 
durch die Ausbildung des cr5pa~grr.bs IciyoS und durch die Lehre von 
der Kug~lgestalt  der Erde. Leider ist lins nur von ihrer jedenfalls 
hochwichtigen Litteratur herzliüh wenig erhalten, und so sind wir für 
die Eeurteilung der Forderung, die die Astronomie der griechischen 
Philosophie verdankte, immer wieder auf die erhaltenen Schriften 
von Plato und Aristoteles angewiesen. Gewiss verdient jener einen 
hervorragenden Platz auüh in  der Geschiçhte der Mathernatik, nur 
sind seine Lehren von den Bewegungen der Gestirne gerade an den 
entscheidenden Stellen vielfach in die dunkle Mystik seiner dichterischen 
Darstellung gehiillt, so dass man zu keiner ganz klaren, unbestrittenen 
Vorstellung von seinen Ideen gelangen kann. Aristoteles hingegcn, 
mit der nüchternen Hlarheit seines alles durchdringenden Geistes, hat 

* Vergl. d a m  neuerdings Mythogr. Graeci vol. III fasc. 1 Ps. Eratostti. 
catasterismi rec. Alex. Olivieri. Leipzig, Teubner, 1897 ; Heinrich Küentzle, Uber 
die Sternsagen der Griechen. 1. Heidelberger Dissertation. Karlsruhe 1897. 

** Eommentar von S i m p l i c i u s  mir Aristotelischen Schrift z ~ q l  X O G ~ O V ;  Ausg. 
von H e i b e r g  5.488. 
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sich mit dcn mathematischen Lehren weniger befasst, dafür aber die 
Physik des Weltalls zu einem vorliiufigeri Abschluss gebracht; damit 
begnügte sich im wesentlichen das spiitere Altertum, nur  in Neben- 
dingen hat es gelegentlich aus eigner Kraft Neues hinzuzufügen ver- 
mocht. 

An die Werke von Plato und besonders Aristoteles schliesst sich 
im spiiteren Altertum die weitverzweigte Thiitigkeit der gelehrten 
Kommentatoren wie Alexander von Aphrodisias, Johannes Philo- 
ponus, Simplicius, Olympiodor, Proklus, die uns bei aller red- 
seligen Breite ihrer Paraphrasen doch oft recht wertvolle Bemerkungen 
hinterlassen haben. Mit Unterstützung der Berliner Akademie sind 
bisher in mustergiltiger Ausgabe erschienen die besonders gehaltvollen 
Kommentare des Simplicius zur Aristotelischen Physik (besorgt von 
Dic l s ,  Berlin 1832) und zur Schrift Z E Q ~  X ~ O ~ O V  (besorgt von 
H e i b e r g  1894); aus iilterer Zeit ist daneben zu nennen die von 
J u l i u s  L u  d w i g  I d e l e r  bearbeitete Ausgabe der Aristotelischen 
Meteorologie nebst den erhaltenen Kommentaren (Leipzig 1334136). 

Resondpre Aufmerksamkeit hat auch die Stoisrhe Schule der Physik 
des Himmels und der Meteorologie geschenkt, und wir besitzen noch 
ein wertvolles Denkmal ihrer Forschung und Lehre in den zwei 
Biichern der KvxÂ~xr j  B~wpior p ~ z s d g w v  von Kleomedes (Ausg. von 
H. Z i e g l e r  1891). Dagegen haben die Epikureer auf demselben 
Gebiete sich weniger hervorgethan, sondern vielfach recht wundcrliche 
A~isühauungen zu Tage gefordert , denen daher auch keine ~iachhaltige 
Wirkung in  der spiiteren Zeit beschieden gewesen ist. Das Material 
ist heute leicht zugiinglich gemacht worden durch die erschopfende 
Sainmliing von U s e n e r  (Epicurea, Lips. 1887, Teuhner). 

Naturgcmiies findet sich auch schon in den Werken der griechischen 
Philosophen gar vieles, was bereits auf das Gebiet der mathematischen 
Astronomie hinüberführt, da ja überhaupt in der freien Forschung 
feste, unverrückbare Grenxen der wissenschaftlichen Arbeitsteilung 
schwer einzuhalten sind. Aber es bildet doch immer einen bedeut- 
samen Unterschied, ob solche Fragen der rechnenden Astronomie Dur 
gelegentlich im Laufe einer philosophischen Auseinandersetzung gestreift 
werden, oder ob von vornherein die Absicht vorliegt, ein abgeschlossenes 
System auf exaktcr mathematischer Grundage aufzubauen, wie es 
z. B. in der M ~ y i l ~  avvra& des Claudius Ptolemaeus der FaIl 
ist. Solche Erwiigungen haben uns veranlasst, eine Reihe von 
Astronornen zu einer besonderen Gruppe zusammenzufassen, die das 
gemeinschaftliche Streben verbindet, mit Hilfe von mathematischen 
Lehrsiitzen die Riitsel des Hinimels cincr befriedigenden Losung zu- 
zuführen, oder, wie es gew5hnliüh heisst, mit Zugruiidelegurig von 
bestimmten mathematischen Voraussetzungen, 8iadW~rr~ z& r p a ~ v 6 ~ ~ v a .  
Nach einem bereits oben S. 163  berührtrn Fragmente, das nach Simplicius 
auf den Peripatetiker Sosigenes zurückgeht, hatte Plato in seiner 
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Schule zuerst die astronomische Forschung in  solche Bahnen gelenkt, 
was bei seiner Hochachtung vor der Mathematik im Grunde ja auch 
ganz natürlich erschcint. 

Nun giebt es aber freilich auch in dieser dritten Gruppe mancherlei 
Spielarten, je nachdem die Mathematik entweder ausschliesslich oder 
überwiegend oder nur einigermassen die Darstellung beeinflusst. Die 
Verhiiltnisse liegen hier ahnlich wie auf dem G~bie te  der geographischen 
Litteratur Griecherilands. Die Werke von Eratosthenes und Hipparch 
beruhten sicher auf einer unerschütterlichen Grundlage der exakten 
Mathernatik, Strabo dagegen verlangt in der Geographie von der 
Mathematik gerade nur so viel, als m m  Verstandnis der allgemeinen 
mathematisch-physikalischen Grundlagen unentbehrlich ist; alles, was 
darüber hinausgeht, erscheint ihm in eiriem für das grossere Publikum 
berechneten Werke ganz entschieden von Übel. 

Im spateren Altertume fasste man unter dem Namen O p~xg6ç  
olazgovdpns eine Reihe von mathematisch~n und astronomischen 
Nonographien zusammen, durch deren griindliches Studiurn man das 
schwere Rüstzeug zur Bewiiltigung der Ptolemiiischen M&y&LT Gd?lzaE~ç 
gewinnen sollte. Dazu gehorten nach der Zusammenstellung von 
M a n i t i u s :  von Euklid (ca. 300 v. Chr.) die dé60pÉv<r, die 'Onz~xk ,  
die Kazonzeixd,  die @cl~vDyevar; von Theodosius aus Tripolis (130 n. 
Chr.) die drei Bücher ZyaiPcxol, die Schrift née l  o l x r j ~ ~ w v ,  die zwei 
Bücher n ~ p b  r jp~gWv m l  vvxzWu; von Antolycus aus Pitana (ca. 330 
v. Chr.) die Schrift RE$ x~voupE'vqç ~ r p a @ x ç ,  die zwei Bücher mg2 
F'ZLCO~OV 3 1 ~ 1 2  ~ ~ G E W V ;  von Aristarch &US Samos (ca.280 v. Chr.) die Schrift 
mg1 , U E ~ E ~ W V  XU? & ~ O G Z ~ ~ ~ Z W V  $iov m i  G E L ? , ~ J ~ ~  und von Hypsikles auu 
Alexandrien (ca. 180 v. Chr.) der ' ~ v a r p o ~ ~ x 6 ~ .  Die genannten Schriften 
galten etwa vom dritten Jahrhundert an als der wie es scheint allgemein 
angenomrnene Kanon fiir die mathematischen Vorstudien, die die 
schwierigere 1 V ~ y o i A ~  ci2ivra& zur unerliLsslichen Vorbedingung machte. 
Von den meisten der genannten Schriften haben wir jetzt bequeme 
Texte erhalten durch H u l t  sch ,  H e i b e r g  und M a n i t i u s ;  ein andres, 
inhaltlich ebenfalls hierhergehoriges Werk, die drei Bücher der Spharik 
von Menelaus aus Alexandrien (ca. 100 n. Chr.), die eine sphiirische 
Trigonometrie enthalten, ist nur  in liebraischen und arabischeu Über- 
setzungen auf uns gekommen. 

Das Natürlichste ware, hier gleich Hipparch und Ptolemaeus nebst 
seinen Kommcntatoren anzureihen, die in der Art ihrer Forschung und 
Darstellurig mit den Genannten eng verwaridt sind. Da aber jene aus 
iiusseren Zweckmassigkeitsgründen bei unserem flüchtigen geschicht- 
lichen Überblick den Schluss bilden sollen, so schieben wir hier eine 
andere Unteralnteilung ein, diejenigcn Schriftstellw, die iin sogcnannten 
Uranologium des Jesuiten Petavius vereinigt sind (erschienen zum 
ersten Male 1630); es sind das vor allem Geminos mit seiner Eisaywyq 
~i~ TOI S F ~ ~ ~ O p ~ v a  und Achilleus mit seiner Schrift &lS<rywyrj E I ~  ci 
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7 ~ g & z o v  r p a ~ v 6 ~ e v a .  VCTie in dem Tite1 der letzten Schrift ausdrücklich 
gesagt ist, knüpft man hier vielfach wieder an das astronomische 
Lehrgediüht von Arat an, daneben werden aber auch insbe~ondere bei 
Geminos sehr viele Fragen der mathematischen Astronomie behandelt, 
nur dass hier nicht so viele mathematische Vorkenntnisse zum vollen 
Verstindnis notwendig sind, als wie z. B. bei Ptolemaeus. 

Wenn wir von den Pythagoreern der alteren Zeit absehen, so 
hat die Reihe der ausgesprochenen Nathematiker unter den Astronomen 
wohl mit Eudoxus begonnen, von dem zwar nur noch einzelne Bruch- 
stücke erhalten sind, aber doch in so betrachtlicher Zahl und von so 
erhcblichcm Urnfang, dass zuletot Künssberg sein Sph%rensystcm zu 
voller Anschauung hat bringen konnen (Dinkelsbühl, Programm 
1888). Nach Eudoxus ist  vor allem Hipparch zu nennen, vielleicht 
der bedeutendste Astronom des Altertums überhaupt, aus dem Ptolemaeus 
sicher vie1 entnommen hat. Seine H a u p t w r r k ~  sind uns ver lo r~n  ge- 
gangen, und so k6nnen wir die ungewtihnliche Forderung, die die 
Astronomie und die Geographie ihm zu verdanken hatten, nur aus 
spiiteren Werken ersehen, die aus ihm geschtipft haben. Auch er hat, 
trotz seiner sonstigen Vorliebe fiir mathematische Berechnungen und 
Konstruktion, in drei erhaltenen Büchern, die M a n i t i u s  in der 
Bibliotheca scriptorum Gr. et Born. Teubneriana Leipz. 1894 heraus- 
gegeben hat, die Phaenomena des Arat und Eudoxus eingehend be- 
handelt und vielfach bcrichtigt. Nachdem zuletzt auch von Geminos 
eine eigene Ausgabe ebenfalls von M a n i t i u s  1898 an demselhen 
Orte erschienen kt,  steht uns nun hier alles einschliigige Material 
in handlicher Form zur Verfügung, und wir sind niclit mehr :in- 
gewiesen auf die schwerfilligen Polianten des Jesuiten Petau. 

Das Gleiche gilt freilich durchaus nicht von den recht zahlreich 
erhaltmen Wcrkcn des Claudius Ptolemaeus, den wir nun an dicscr 
Stelle einreihen müssen. Weil sich in den Angaben der Handbücher 
über die Ausgaben der Ptolemaeischen Schriften und ihrer Hommentatoren 
mancherlei Irrtümer eingeschlichen haben, die dann leicht vertrauensselig 
von dem Nachfolger übernommen w e r d ~ n ,  so empfiehlt es sich hier, 
die einschlagenden Fragen mit mehr Ausfihrlichkeit zu behandeln. 

Im Lexikon von Suidas lesen wir: i I ~ o l s p w L " o ~ ,  6 K l a 6 d ~ o ~  ~ 9 7 -  
y a z i 6 q ,  ~ ~ E & ~ J S ~ E ~ ~ ,  y ~ l * O ~ o r p ~ s  ~ E ~ O V W ~  bxi TI.& X ~ ~ V W V  M ~ ~ X O V  zoÜ 
p a ~ d É w ç .  o&oç +p<rlC>e M q ~ a v ~ x o i  PLPLL'U y'. u s e l  r p & 3 ~ 0 ~  X E ?  

i z c ~ q p < r f i ~ i v  O ~ G Z ~ ~ W V  & d u ~ j ~ Ü v  /?~@ia Pr.  r h c l w ~ ~ v  En~q7avsiuç ~qjaiprrç. 
Korv15vct ~ ~ d ~ t ~ ~ o v .  T b v  p iyuv  ' A ~ z ~ o v d p o v  @OL ZZIVZCZELV XU?. &.la. 
Kicht ausdrücklich sind also hier genannt von den zweifellos echten 
Schriften des Ptolemaeus die Geographie, die Harmonik, die Optik, 
die Schriften, welche betitelt sind m g 2 .  x p ~ t q p i o v  mi ~ y ~ p o v ~ x o û ,  nspi 
& v a l ~ p y u z o s ,  ~ Z ~ ~ É G E L ~  xui z luvwp~v 'vwv i g p i ;  endlich dürfen wir zu 
deri echten Werken wohl auch die Tszgc&/jloç rechnen, denn der 
Grundstock muss hier von Ptolemaeus herrühren, selbst wenn daneben 
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noch spatere fremde Zusatze und Erweiterungen angenommen werden 
müssten. 

Im allgemeinen ist nun Ptolemaeus von den bedeutenderen Schrift- 
stellern des Altertums sicherlich derjenige, dem sich die kritische 
Tliatigkeit der berufsmiissigen Philologen, Nathernatiker und Astro-' 
nomen am wenigsten zugeaandt hat. Die Gründe hierfür liegen nahe 
genug, das Studium des Ptolemaeus, besonders seiner astronomischen 
Schriften, erfordert eben eine nicht gerade sehr haufige Vcreinigung 
von Kenntnissen verschiedener Art, so dase der Almagest vielen fiir 
immer ein verschlossenes Buch mit sieben Siegeln bleibt. Das ist aber für 
jeden wahren Freund der Wissenschaft insofern lebhaft zu bedauern, 
weil die M q d v  c i4v taE~~  als das eigentliche Meisterstiick der wissen- 
schüftlich-methodischen F'orschung des Altertums bezeichnet werden kann, 
nlogen die Voraussetzungen, von denen sie ausgeht, noch so verkehrt 
sein und demgemiiss auch die Ergebnisse, zu dcnen dann die strenge 
Methode notwendig gelangen musste. 

Gleichwie von dem astrologischen Werke Tctrabiblos gicbt es auch 
von der ik'q~cilrj o4vza&ç bis jetzt nur zwei vollstiindige Ausgaben,* 
eine aus dem Jahre 1538, in Base1 bei Johannes Walderus erschienen, 
und eine zweite, die in Paris von dem franzosischen Abbé Halma 
besorgt worden ist (die beiden Bande tragen die Jahreszahlen 1813 
und 1816). Wiihrend jener jetzt ziemlich selten gewordene Foliant 
xugleich auch den Kornmentar von Theon aus Alexandrien enthiilt, 
soweit wir ihn überhaupt noch besitzen, bietet die Pariser Ausgabe zu- 
gleich eine franzosische Ubersetzung und wertvolle Noten zu Ptolemaeiis 
Ton Delambre. L h s e  zweite Ausgabe, die heutzutage ebenfalls nur noch 
schwer zu beschaffen ist, hat vie1 Anerkenriung bei den eigentlichen 
Astronomen gefunden, ist aber dafür bei den Philologen auf um so mehr 
Widerspruch und dblehnung gestossen. Wer besonders die folgenden 
Biindc aus cigener Anschauung kennt, die sich an die beiden ersten, die 

~ 6 v z a g ~ ç  enthaltenderi Bande arischliesseri, wird siüh über das 
abvprechende Urteil der damaligen Hellenisten, wie es bei B r u  n e t  
konstatiert wird, nicht im geringsten wundern. Abbé Halma hat 
niimlich mit skaatlicher Unterstiitziing im Anfange dieses Jahrhiiriderts 
eirie zusarnmerifassende Ausgabe der wichtigsten aulroriuniischen Scllriften 
des Altertums veranstalten wollen und die Sammlung eroffnet mit 
dem Almagest. Über die Fortsetzung hat sich in die meist gebrauchten 
Handbücher der modernen Zeit ein bedauerlicher Irrtiim eingeschlichen, 
der hoffentlich nach unserer Berichtigung in Zukunft verschwinden 
wird. PI-ie gesagt, füllen die 13 Bücher der iMEy&?.v G & ~ L Y ~ L ~  die 
beiden ersten Bande. Der dritte Band erschien 1819 und führt den 
Haiipttitel Chronologie de Ptolsmée, danehen den spezielleri Tite1 

* Eine neue griechische Textausgabe iri der Bibliotheca Seubneriana wird durch 
Heiberg herausgegeben. Ihr erster Uand (1898) umfasst die ersten sechs Bücher. 
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Klav8iov IIzoA~paiov, Oiwvoç x. z. l. xavdv / ~ Y U L ; ~ E L W V  3tal ~ O i d & ~ ç  
ddavWv xal r ê p h o v  &~6aYmY+ d ç  t& r p a ~ v d ~ ~ v a .  Der vierte, weniger 
starke Band erschien 1820 unter dem Haupttitel ,,Hypothèses de 
Ptolémée etcL', der spezielle Titel lautet KA. nzoil~pcciov Ùno8Ém~ç xal 
nLavwpivwv deXal xa? ng6xlov d ~ a 3 6 ~ o v  Ù Z U Z ~ Z ~ G E L ~ .  E s  folgten 
dann vier weitere Bande, die es vorzugsweise mit dem Kommentator 
des Almagest, Theon aus Alexandrien, zu thun haben. Der fünft,e 
Band der Sammlung, erschienen 1821, führt dcn Haupttitel Commentaire 
de Théon und deri speziellen Titel OÉwvoç 'AA&&v8giwç v ' d p v ~ p a  
~ i ç  ~6 ZQWZOV tjjç IIzoLepaiov paS.qyaz~x*jç c ivvzd&~w~ für den ersten 
Teil des Bandes, wahrend der zweite Teil den Sondertitel führt 
O h v o ç  'AL. Ùz6pv~ua  elç t 8  ~ E ; Z E ~ O V  XZL. und der dritte Teil den 
Spezialtitel 'Agoizov ZbAÉwç rpa~vdp~va ,  OÉwvos o$~a, ' ~ Q ~ Z O G ~ É V O V ~  

xuzuazs~~opoi ,  dêovziov ~cpaiga et Germanici Caesaris Phaenomena. 
Man ersieht schon aus diesem Beispiele, wie wenig der Haupttitel 
dem wirklichen Inhalt des Bandes mit seinen drei Teilen entspricht. 
Vie1 grosser und schlimmer wird aber nun der Wirrwarr in den drei 
folgelden Banden, die man also als Bard  6, 7 und 8 der ganzen 
Sammlung bezeichnen muss; davon tri@ der 6. Band die Jahreszahl 
1822, der 7. die Jahreszahl 1823, der 8. die Jahreszahl 1825. Nun 
tritt auch hier wieder in dem mir vorliegenden Exemplme scheinbar 
als Haupttitel für  alle drei Bande auf ,,Commentaire de Théon", daneben 
aber tragt der G .  Band aus dem Jahre 1822 noch zwei Sondertitel, 
die vollstandig so lauten: ,,OÉmvo,- ' A l ~ & < ~ v c T ~ h ç  Ùn6pvrlpa. Commentaire 
de Théon d'Alexandrie, sur le livre III de l'Almageste de Ptolémée; 
Tables manuelles des mouvements des astres" und (auf einem neucn 
Titelblatt) ,,Oiwvos 'AAEEUV~QEWÇ Ù ~ O p v ~ ~ a  ~ l ç  ZOÙÇ IIzoA~paiov 
n g o ~ ~ i p o v ç  xav6vas'(. n i e r  ist jener erste Spezialtitel ganz falsch in 
seiner ersten Hdfte ,  denn von dem eigentlichen Kommentar Theons 
zurn Almagest findct sich in dern 6. Bande kein einziges Wort ,  vielmehr 
ist festzuhalten, dass von diesem Hauptkommentar bloss die beiden 
ersten, allerdings weitaus wichtigsten Bücher von Halma herausgegeben 
worden sind (im 5. Bande, wie oben bemerkt wurde). Auch der an- 
geführte Haupttitel ist so unpassend wie moglich für die Bande 6-8 
gcwiihlt worden, denn bci einer Hezcichnung mie OEwvoç Ùnci~vriua 
kann niemand an etwas anderes als wie an Theons Eommentar zum 
Almagest denken, movon aber in allen drei Banden gar nichts zu 
lesen ist. Wenn also W o l f  in seinem Handhuch der Astronomie 
(1, 533) schrciht: ,,leider sind drei andere, den Kommentar von Theon 
und verschiedene Tafeln enthaltende Bande, welche Halma von 1822 
bis 25 folgen liess, um dann 1828 mit der ,,Géographie mathématique" 
abzuschliessen, fast nicht mehr zu beschaEenL', so hat er  sich offenbar 
ebenfalls durch die falschen Titel irreführen lausen. Halma hat an- 
fangs jedenfalls alles herausgeben wollen, was uns vom Kommentar 
des Theon aus Alexandrien zum Alrrlàgest erhalten ist, verniutlich ist 
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er aber spater durch eine Erklarung Tletronnes (Journal des Savants 
1818, 266) bestimmt worden, von diesem Vorhaben abzustehen. 
Dafür hat er aber einige wichtige Manuskripte der Pariser National- 
bibliothek zum Abdruck gebracht, die hauptsiichlich astronomische 
und chronologische Tabellen der verschiedensten 'Art enthalten, da- 
neben aber sozusagen eine Gebrauchsanweisung für die Benutzung 
derselben, wenn es sich um die Losung bestimmter astronomischer 
Aufgaben handelt. Halma hat wohl nicht unrecht, wenn er ver- 
mutet, dieses Tabellenmaterial gehe in seinem letzten Ursprunge noch 
auf Ptolemaeus selbst zurück und sei dann von den dstronornen der 
fulgenden Zeit, insbesondere aber von Theon aus Alexandrien er- 
weitert, berichtigt und bis auf die eigene Gegenwart fortgeführt 
worden. - Wie schon oben aus dem Wolfschen Citate zu ersehen ist, 
hat dann im Jahre 1828 das grosse litterarische Unternehmen Halmas 
seinen Abschluss gefunden mit der Herausgabe. der Geographie von 
Ptolemaeus. 

E s  muss der unbestrittene Ruhm der Franzosen bleiben, dass 
sic am Anfange unsres Jahrhunderts der antiken Astronomie ihre bc- 
sondere Aufrnerksemkeit geschenkt und zur Aufhellung so manches 
dunklen Punktes wesentlich mit beigetragen haben. Allen voran 
leuchtet hier als glanzendes Vorbild Delambre, ein Mann, der in ganz 
nngewijhnlicher Weise philologische Sprachkenntnis und die gründlichste 
mathematische Bildung zum schonsten und segensreichsten Bunde 
vereinigte; wer die beiden ersten Bande seiner Hietoire de l'astronomie 
durchgearbeitet hat, wird ihm gern jenes ehrenvolle Zeugnis aus- 
stellen, mag er auch noch so oft an überflüssigen Betrachtungen, die 
gelegcntlich mit untcrlaufcn, einigcn Anstoss genommcn habcn. Die 
Seiluahme Delambres an den Arbeiten von Halma hat diese in frucht- 
barster Weise gefordert; dafür darf aber andrerseits die Bemerkung 
nicht unterdrückt werden, dass einzelne Bande des grossen Pariser 
Unternehmens in typographischer Korrektheit geradezu das Unglaub- 
lichste leisten; sie sind zurn Teil wahre Monstra philologischer Un- 
fihigkeit und typographischer Liederlichkeit, was um so mehr Ver- 
wunderung rerdient, weil die einzelnen Teile, mit staatlicher Unter- 
stützung gedruckt, vielfach h6chstgestellten Persouen, z. B. Mitglicdern 
der koniglicheri Familie, gewidmet sind. Dass die franzGsische Über- 
setzung sich oft sehr grosse Freiheiten gestattet und geradezu zur 
Paraphrase wird, sol1 bei einem so schwierigen Texte, wie ihn 
Ptolemaeus mcistens bietet, nicht weiter gctadelt werden (freilich 
kommeri gelegentlich auch geradezu falsche Übersetzungen vor); in 
den Augen eines Philologen wiegen vie1 schwerer die zahllosen falschen 
Accente der griechischen Worte und dann andrerseits die oft ganz 
falschc Abteilung der einzelnen Satzglieder durch eine verkehrte 
h t e r p n k t i o n ,  was man beides besonders im 4. Bande in auffalligster 
Weise bemerken kann. Wolf hat recht, wenn er darüber klagt, dass 
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die einzelnen Bande, und zwar besonders die spiiteren, nur so schwer 
zu besehaffen seien. Ich habe, dank dem freundlichen Entgegen- 
kommen der Direktion der Koniglichen offentlichen Bibliothek zu 
Dresden-Neiietadt, auch die Bande selbst einsehen und benlitzen 
konnen, die auf der Lcipziger Universitltsbibliothek fehlen, und dabei 
hat sich in mir besonders angesiehts der typographischen Jammer- 
lichkeit des 4. Bandes immer wieder der Verdacht geregt, am Ende 
liege mir gar nicht der letzte, endgültige Abdruck vor. Tm Ernste kann 
man aber bei einem Buchc einer 6fYentlichen Bibliothek an eine solche 
Erklirung doch wohl kaum denken. Hier koriinit es thatsiichlich vor, 
dass 2.13. am Schlusse einer llngeren Periode die Konstruktion eines 
absoluten Genitivs mit den dam gehorigen Satzgliedern von dem vor- 
hergehendm Teile der Periode diirch einen Punkt getrennt und dann 
uiit grosuem drifangsbuchstaben als selbstiiridiger Satz angefügt wird. 

Derartige Ungeheuerlichkeiten sind aber nicht bloss auf den 
4. Band beschriinkt, sondern kehren auch anderwarts wieder. So findet 
sich ein sehr bezeichnendes Beispiel für die Akribie der recensio im 
Anfange vom zweiten Teil des 5. Bandes, der den Theonschcn 
Konirneritar zurn zweiten Buche des Almagest erithiilt. Der Text be- 
ginnt hier mit den Worten ~ L E & ~ & v  o I l z o A o p ~ i o ~  E'V 26 npdzy 
zijç ~vvzol.$w~ za m p l  zWv IV z@ mmzl xru9.610~ chpi;lovza ngo- 
1r,~@rjva~, zoutÉ6ziv O ~ L  - es folgt dann eine Angabe dcs Inhaltes der 
ersten HaIfte vorn ersten Buchc und am Ende der zwolften Zeile ein 
Punkt, noch ehe eiri. Terbum finitum zum einleiteriden Partizip 
SLE&Â-~WV vorgekommen ist. Die 13. Zeile lautet dann mit grossem 
Anfangsbuchstaben"Ez~ 82 x d  É d  zOv xazh p'poç cT~drup&v, und es 
folgt darauf eine Aiifz%hlung des Inhaltes vom zweiten Teile des e r s t ~ n  
Buches ohne einen regierenden Hauptsatz bis zur achten Zeile der 
folgenden Seite, n o  dann eridlich mit den Worten i5;is Év zo;zw 
z$ PiPAiy d ~ v z i p y  zvyxdvovzr der Hauptsatz zum ganzen Abschnitt 
vorbereitet wird. Noch ehe derselbe aber bcginnt, setzt der Heraus- 
geber hinter zvy~oivovz~ einen Punkt und beginnt dann mit Einrückung 
eine mue  Zeile BOZ;Â.EZLZL Z E Q L  ZWV XE$' Exd~z1jv W p ~ ~ p t v q v  Z L V ~  XZL. 
Vergleicht man damit die Ausgabe von 1538, so bemerkt man, dass 
sie ganz richtig das Hauptverbum des Ganzen POVAEZCIL in unmittel- 
baren Zusammenhang mit dem Vorhergehenden bringt, was natiirlich 
das allein riçhtige Verfahren ist. Man begreift hier einfaeh den 
franzosischen IIerausgeber nicht. Wollte er hier die Ubersicht über 
die lange Periode der zwei ersten Siitze erleichtern, so durfte er doch 
auf keinen Pal1 die Worte des eigentlichen Haiiptsatzes &v zodzy 
zbj P L P A E ~  d'~uzÉpy Z U ~ X ~ ~ O ~ Z L  durch einen l'unkt und Abbrechung 
der Zeile von dem dazu gehorigen Verbuln f ludA~za~  trennen, sondern 
musste schon mit jenem Passus die m u e  Zeile beginnen. 

Resonders die griechische Accentuation ist eine arge Crux für den 
franzosischen Herausgeber, und es wirkt schliesslich nur noch erheiternd, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Lehren des Claudius Ptolemaeus von den Uewegungen der Planeten. 171  

wenn man z.B. Formen begegnet wie h n o d ' ~ i x v 6 v z ~ ~  (zmei Accente, 
nur nicht der richtige) in der dritten Zeile der ersten griechischen 
Textseite vom 4. Bande. In der richtigen Erkenntnis seiner Unsicher- 
heit hat der Herausgeber sodann in  der folgenden Schrift des niirnlichen 
Bandes die Acüente überhaupt weggelassen, was freilich nicht aus- 
schliesst, dass gelegentlich aus alter Gewohnheit doch noch hier und 
da ein vereinzelter Accent gesetzt wird, der wiederurn nicht immer 
richtig ist. 

Ich habe die tjpographische Unzulinglichkcit der Pariscr Ausgabe 
an einigen drastischen Beispielen darlegen wollen, womit natürlich 
das materielle Verdienst des Cntemehmens nicht im mindesten ge- 
schmiilert werden soll. Aber man kann sich denken, welch unerfreu- 
lichen Eindruck solcherlei Texte auf einen philologisch geschultcn 
Leaer machen müssen, bei dem schliesslich alles in alleu doch noch 
die aufrichtige Dankbarkeit über. das Gebotene mit all seiner formalen 
Unvollkommenheit überwiegen muss. Denn von dem, was die ganze 
Sammlung enthiilt, ist eigentlich nur was sich auf Arat und Geminus 
bezieht in anderweitiger Bearbeitung leicht zu beschafl'en, sowie von 
deu Schriften des Ptolemaeus die @oiGtrç dnAavwv &~zÉpwv, die in 
der Wachsmuthschen Aiisgabe des Joh. Laurentius Lydus ,,De Ostentis" 
(Tleipzig 1863) Aufnahme gefunden haben; alles iibrige liegt (von der 
Beographie abgeschen) cntweder zum ersten Male im Llruck vor oder 
findet sich nur in  alten Ausgaben des 16. Jahrhunderts, die ungemein 
selten geworden sind. 

Eine editio princeps stellen dar die Bande 6-8, die M ' ~ y 6 l ~  
~;vrrwE~ç (1. und 2. Bd.) und die zwei Bücher vom Kommentar Theons 
(5. Bd.) waren das erste und letzte Ma1 vorher gedruckt worden zu 
Base1 1338. 

Eine eigne Bewandtnis hat es mit dem Inhalte des 4. Bandes. 
Die erste, hier aufgenommene Schrift, die ' Z " n o 8 ~ ~ z ~ ç  xai alr*vwpÉvwv 
U p p l  von Ptolemaeus, die P. Tannery in seinen Recherches sur 
l'histoire de l'Astronomie ancienne (1893) bei der Behandlung der 
Ptolemaeischen Lehre von den Planeten in erster Linie beriicksichtigt 
hat und die in  einem wichtigen spiter xu behandelnden Punkte von 
der Darstellung irn Almagest erheblich abweiclit, soll bereits 1620 
einmal rom Englander Bainbridge zusamnien mit der Sphaera des 
Proclus herausgegeben worden sein. Die zweite, im gleichen Rande 
enthaltene Schrift von Proclus, deren Tite1 richtiger wohl lautet 
' % O Z & ~ G L S  zWv dci.rgovou~xGv VZO~ÉGEGJV,  bietet &rie recht geschickte 
Zusammenfassung von alle dern, was in der Astronomie der Alten zur 
Behandlang kam, und zwar ohne das Verstiindnis durch die Aufnahiue 
von schwierigeren Auseinandersetzungen der Mathernatik zu be- 
eiutrZhtigen; sie führt so leicht und bequeui i r i  das Siudiurri der alteri 
Astronomie ein wie kaum eine zweite Schrift und verdiente schon 
um deswillen eine neue Hearbeitung, zumal da der fehlerreiche Pariser 
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Druck nicht einmal Accente aufweist und die andere Ausgabe des 
Jahres 1540, wie es scheint, ein ganz seltenes Buch geworden kt'. - 
Von der nainlichen Schrift des Proclus ist bald nach der editio princeps 
eine lateinische Überselzung des Georgius Valla aus Plazentia er- 
schienen, die freilich den griechischen Text mit erstaunlicher Willkür 
behandelt und von Halma richtig charakterisiert worden ist mit den 
Worten ,,La version, ou pour mieux dire, la paraphrase latine des 
Hypotyposes, par Valla, n'est rien moins qu'exacte et  fidèle. Il a 
retranché, changé, ajouté et expliqué à son gré, sans presqu'aucun 
égard pour le texte grec, qui n'e'tant pas mis à côté de cette inter- 
prétation heaucou~ trop libre, n'a pu jusqu'à prksent en faire re- 
connaître les licences et  les fautes. Il y introduit Pline dont Proclus ne 
parle nullement et  l'arabe Alfergan qui vécut plus de deux siècles après 
cet auteur" (Bd. IV, S. 10). Unter solchen Verhaltnissen kann natürlich 
die lateinische Übersetzung absolut' keinen Ersatz leisten für das 
griechische Original. Sie ist ührigens zusammen mit der lateinischen 
Übersctzung des Alrnagest von Gcorgius Trapezuntius zu Basel 1551 
bei Heinrich Peter erschienen. 

Zum Abschluss nur noch wenige Bemerkungen über (lie anderen 
kleineren Schriften von Ptolemaeus. 

Der von Suidas erwiihnte KavOv z p & ~ g o ç  liegt offcnbar mit zu 
Grunde den mannigfachen Tabellen, die Halma in Bd. VI-VU1 heraus- 
gegeben hat und mit denen teilweise der Name von Ptolemaeus auch 
direkt in Verbindung gebracht wird (Halma VI, S. Iflg.  und IX). 

Die Schrift r 2 n L o ~ ~ ç  fnrqaveiaç 6~ai@rzç, die eine stereographische 
Projektion lehrt, liegt uns im Originaltcxt nicht mehr vor, sondern 
nur in einer Rückübersetzung aus dern Arabischen ins Lateinische, die 
Rudolf von Brügge 1144 (nicht 1544, wie oft filschlich zu lesen ist) 
verfasst und die der Baseler Drucker Johannes Valderus (Walderus) 
m m  ersten Male 1536 in einem Sammelbande heraiisgegeben hat, der 
den Titel führt Sphaerae atyue astrorum üoelestium ratio, natura et 
motus: ad totius mundi fabricationis cognitionem fundamenta (S. 232 
bis 274). Nach Wolfs Annahme ist diese Schrift vielleicht gar nicht dem 
Ptolemaeus, sondern dem Hipparch zuzuweisen (Handbuch etc. II, S.71). 

Von den bei Suidas nicht genannten Schriften des Ptole~naeus 
ist noch die ebenfalls nur in lateinischer Rückübersetzung au8 dern 
Arabischen erhaltene Optik zu nennen, die zu Turin 1885 erschienen 
ist unter dem Titel L'Ottica di Claudio Tolomeo da Eugenio 
Arnmiraglio di Sicilia - Scrittore del Secolo XII ridotta in  Latino snvra 
la traduzione Araba di un testo Greco imperfetto etc. pubblicata da 
Gilbert0 Govi. 

Was endlich von der Schrift über die Sonnenuhren (a$ 
~ v a l ~ p ~ a z o ç )  erhalten ist ,  hat neuerdings (1893) H e i b e r g  zusammen- 
gestellt i m  12. Supplement zum 40. Jahrgang der Zeitschrift für 
Jlatbematik und Physik. 
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Uber das astrologische Werk ?Èze$r/3Aos (1535 und 1553 in 
Nürnberg und Base1 erschienen) vergl. rneine Abhandlung ,,Astrologie 
im Altertumu (Zwickau 1879, S. 29 flg.) und F r a n z  Bol1  ,,Stiidien 
über Claudius Ptolemaeus" (21. Supplementband der Jahrbücher für 
klass. Philol., S. Ill flg.) 

An Ptolemaeus schliessen sich an die beiden Kommentatoren 
Theon aus Alexandrien (nicht zu verwechseln mit dem viel iilteren 
Thean aus Smyrne, von dem Th. W. M a r t i n  1849, E. H i l l e r  1898 
und J. D u p u i s  1892 Ausgaben besorgt haben) und Proklus, jener das 
bedeutendste Schulhaupt im vierten Jahrhundert zu  Alesandrien, der 
Vater der hochgebildeten, aber unglücklichen Hypatia, dieser der viel- 
seitige und schriftstellerisch ungemein thiitige Lehrer an der Hoch- 
schule zu Athen. Was  von astronomischen Schriften dieser beiden 
Gelehrten für unsere besonderen Zwecke in Betracht kommt, ist bereits 
erwiihnt worden. Am meisten verdient Hervorhebung, dass auch bis 
zum heutigen Tage der Kommentar von Theon m m  hlmagest, wenn 
wir von der Pariscr Ausgabe der beiden ersten Bücher absehen (Bd. V), 
e i n ~ i g  und allein in dern fehlerreichen Drucke der Baseler Ausgabe 
von 1338 vorliegt. 

Nach der Hypotyposis des Proklus sind es im wesentlichen 
folgende zehn Hauptpiirikte gewesen, mit d e n ~ n  sich die Astronomie 
des Altertums beschaftigt hat (Halma IV,  S. 66 flg.): 

1. Man bemerkte, dass Sonne, Mond und die fünf anderen Planeten, 
wie wir irn Sinne des Altertums sagen müssen, sich bald schneller, 
bald langsamer in der Ekliptik bewegen und dass die vier Viertel 
des Tierkreises nicht in gbicher Zeit von ihnen zurückgelegt 
werden (die sogenanrite erste Anomalie). 

II. Der Mond und die fünf anderen Planeten bewegen sich bald 
nordlich, bald südlich von der Ekliptik, wahrend die Sonne diese 
so gut wie niemals verliisst. 

III. Die fünf PlanetenVenus, Merkur, Mars, Jupiter, Saturn beschleunigen 
gelegentlich ihre Beweçung, d a m  vermindern sie dieselbe und 
stehen dazwischen scheinbar auch ganz still; so sieht man, wie 
sie sich in der Richtung nach Osten hewegm, dann z i ~  schein- 
barem Stillstand gelangen und schliessliüh eine rückliufige Be- 
wegung nach Westen einschlagen (die sogenannte zweite Anomalie, 
an der Sonne und Mond keinen Anteil haben). 

IV. Wiihrend Mars, Jupiter und Saturn in j ~ d e m  beliebigen Abstande 
von der Sonne und selbst in Opposition zu ihr erscheinen, ent- 
fernen sich Venus und Merkur von ihr niemals mehr als 60° 
(Merkur ist noch naher an die Sonne gebannt als Venus) und er- 
scheinen als Morgen- und Ainendstern. 

V. Die Planeten erscheinen unserem Auge bald grosser, bald kleiner, 
sie müssen also in der unendlidien Tiefe des Weltalls der Erde 
bald niiher, bald ferner sein; dafür spricht auch die Thatsache, 
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dass bei Sonnenfinsternissen gelegentlich der Mond die Sonneil- 
scheibe ganz verdeckt und ein anderes Mal in dem Momente, wo 
das menschliche Auge, sowie die Mittelpunkte der Sonnen- und 
Mondscheibe eine gerade Linie bilden, einen Bing der Sonncn 
scheibe unbedeckt liisst. 

VI. Bald Sind die Planeten der Sonne ganz nahe (d. h. haben gleiche 
Lange mie die Sonne) und werden trotzdem gesehen, bald werden 
sie unsichthar, obwohl sie sich von der Sonne weit entfernt 
haben (die Erklürung hierfür wird gefunden in der grosseren 
oder geringeren Neigung der Planetenbahn gegen die Ebene der 
Ekliptik). 

VII. Was die Aufeinanderfolge der Planeten betrifft, so kann es 
keinem Zweifel unterliegen, dass der Mond der Erde am nachsten 
ist und dass jenseits der Sonrie Mars, Jupiter, Saturn in  dieser 
Reihenfolge in immer weiterem hbstande um den Mittelpunkt 
des Weltalls kreisen; das beweist schon unter anderem die Dauer 
ihres Umlaufes. Merkur und Venus haben die niimliche Ge- 
schwindigkeit wie die Sonne und erscheinen bald im Osten, 
bald im Westen von ihr, daher ist es ungerneiri schwierig, fest- 
zustellen, welches das Verhaltilis ihres Abstandes von der Erde 
und deril Weltcentrum ist 

VIII. Behandelt wird die Exc~ntricit i i t  der Planeten- und insbesondere 
der Sonnenbahn. 

IX. Die Sphare der Fixsterne ist in einer sehr langsamen Rotation um 
eine von der Weltaxe verschiedene Axe in der Richtung nach Osten 
begriffen (die sogenannte Pracession der Tag- und Nachtgleichen). 

X. Das Verhiiltnis von Sonne und Mond zu einander bei den Vcr- 
finuterungen und bei den einzelnen Phasen. 

Das sind nach der zusammenfassenden Ubersicht des letzten Ver- 
treters der griechischen Astronomie die Hauptpunkte, die die antike 
Porschung beschiiftigt hahen. Es ist nun bekannt, dass es auch in 
Griechenland schon früh Vertreter einer heliocentrischen Weltanschau- 
ung gegeben hat, die aber doch keine allgemeinere Zustirnmung ge- 
funden haben konnen. Somit driingt sich un0 ganz von selbst die 
Frage auf: wie hat  man es zu erklaren, dass die richtigere Erkenntnis, 
die einzelne gefunden hatten, bald so vollstiindig wieder in den Hinter- 
grund gedrangt wurde und man es nicht der Mühe für wert erachtete, 
die aiigeregten Fragen einer gründlichen mathematischen Prüfung zu 
unterwerfen? 

Dass man von dem Grundirrtum einer im Weltcentrum befindlichen 
Erdkugel nicht loskam und sich aller besseren Einsicht m m  grossten 
Teile hartnackig verschloss, hangt zusammen mit dem massgebenden 
Einfluss, den die Aristotelische Physik sehr schnell gewonnen liaben 
muss. Es war ja für jeden zuniichst ganz einleuchtend, menn Aristoteles 
lehrte, bei der Entstehung der Welt hatten sioh die vier Elemente 
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nach dem Verhriltnis ihrer Schwere so gesondert und geordnet, dass dns 
schwerste Element der Erde sich im Mittelpunkte der Welt zu einer 
massiven Erdkugel zusammenballte, uni die sich dann wieder in 
Kugelgestalt das nachst schwere Element des Wassers lagerte u. a. f. 
Nur bei der Kugelgestalt befindcn sich alle einzelnen Teile im gegcn- 
seitigen Gleichgewichte, und nach dem als selbstverstiindlich an- 
genommenen Zug der Schwere nach dem Weltmittelpunkte, dem alles 
unterworfen war, konnte die Sonne mit ihrem leichtesten Elemente des 
Feuers natiirlich in diesem Teile des Kosmns keinen Platz angewiesen 
erhalten. 

Ganz anderes lehrten bekanntlich die Pythagoreer, die ein Central- 
feuer annahmen und die Erde um diesen Mittelpunkt wie die anderen 
Planeten kreisen liessen. Allein die Aristotelische Physik entsprach 
dem allgemcinen Menschenverstande mchr, und so wurde aie dcnn 
auch in diesem Hauptteile von den Stoikern angenommen und durch 
diese im wesentlichen auf die folgenden Zeiten fortgepflanzt. Sie he- 
herrscht auch Ptolemaeus in seinem astronomischen Hauptwerke. 

Andrerseits reichten sich, wie es scheint, religiose Mystik und 
philosophisch-mathematische Spokulation die Hand, um einen zweiten 
liauptirrtum des Altertums zu begründeri, von dem man sich eben- 
sowenig in  jenen Zeiten hat losreissen konnen. Die Pythagoreer, 
soweit wir jetzt nachprüfen k6nnen die frühesten Vertreter der 
Kugelgestalt der Erde und des Weltalls in Griechenland, müsscn den 
Gestirnen, d. h. den Planeten, eine gottliche Natur verliehen haben, 
und da nun dem Gottlichen nur das Vollkommenste eigen sein kann 
und von den Fliichenfiguren sowie von den Korpern nach der An- 
schauung der antikan Spekulation der Rreis und die Kugel das Voll- 
kommeriste darstellen, und da endlich auch der xvxLixr] xlvqrirç die 
grosste Vollkommenheit innewohnt, so ergab sich ganz von selbst die 
Lehre: die Planeten müssen die Gestalt einer Kugel besitzen, gerade 
wie die E d e  und der Kosmos, und ihre Rahnen um einen Mittelpunkt 
konnen nur kreisformige Linien darstellen. Solche Anschauungen 
müssen in Griecherilarid wie ein matherriatisches Axiom und eine Art 
religioses Dogma gegolten haben, nur so erkliirt es sich, dass man 
auf ellipsenformige Planetenbahnen nicht gekommen ist, d. h. mit klarem 
Bewusstsein und sicherer wissenschaftlicher Erkenntnis, denn unbewusst 
hat das Altertum eigeritlich die Ellipse als Planetenbahn in der 
Epicyklentheorie bereits besessen. Man beachte die wichtige Stelle bei 
Geminus Kap. 1, 18 f.: 'Em@pïza~ O& f v  ~ Z ~ Z O L ~ ,  n<Uç I'GOJV 8vzmv ZWV 
z&sa&pov p o ~ i w v  zoù ~p3~lrxoci r.2;xlou 8 ; ~ L L O ~  L6ozaX&ç x ~ v o v ' p ~ v o ~  
&& navz8ç Év oc'vi~orç ~govorç  cî~crnog&&zu~ zÙç t ~ u ç  n ~ g ~ g p ~ g ~ i u ç .  
' T Z O X E L Z ~ L  ? D l P  zpOÇ E h p  zjlv ~ G Z ~ O V O ~ ~ C W  $COVZE xai G E ~ * ~ ~ v ~ v  X L . L  
zoùç ZÉVZE nÂavy'.tas l ~ o c u ~ 0 ç  sral ÈyxvxÂ-iwç xal 2 i ~ ~ v a v z ~ ' w ~  23 xo'aPy 
X L V E ~ G ~ L .  OC y&p ITu8aYOg~~oi  n ~ O z o i  n p u e L ~ 6 w z e s  zaïç z o i a & x i s  
E ' Z L ~ ~ ~ $ G E G L V  ÙZE%&VZO ~ y x v ~ h ' o v ç  %a1 6puLiç $Lou xal 6 ~ A l j v ~ ç  xai zWv 
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E'ZLUV~CWV ~ G Z ~ Ç I G J V  zàç X L V T ~ G E L Ç .  ~ l j v  yàp ~ o ~ a 2 ; z ~ v  ~ z c r ~ i u v  o6xpoodt : -  
av zo  agOç zol aeLu xai a G v i u ,  Os norÈ Z ~ X L O V  X L V E L G ~ N L ,  zozè 8È 
~ g o i d ~ o v ,  z o d  SÈ iozrjxÉva~,ovç 871 xutoüoi, crzqg~ypoùç id z i v  E' nl.orv~zWv 
i ~ z t p w v .  UdSb yÙP z q l  O;vBgwzov x o ~ p o v  xwi zszuypivov  E'v zwïç 
Z O ~ E ~ U L Ç  Z;/V Z O L ~ ~ Z ~ V  d v ~ ~ u t i u v  z f ç  ~ L V ? ~ U E W Ç  Z ~ O G ~ & L Z O  6 v  Z L Ç .  

cri yàp zoü Biov X ~ E ~ U L  zoLç & V ~ Ç I G ~ O L Ç  X O Â - A - ~ X L Ç  al 'zru~ yivovzar 
~ p a d v z < z o s  xui  zapz r j zoç -  Z E Q ~  SÈ zljv ~ f p 8 ' u ~ z o v  ~ J G L V  ZWV &6zÉpwu 
0'6S&/AfhV ~ U V U Z ~ ) Z '  U ~ Z ~ ? V  Z Q V G C L X ~ ~ V U L  Z U X V Z ' ? ~ Z O :  X U ~  P @ U S U Z ~ Z O Ç .  
AL' G v z ~ v a  ulziuv zgoÉzsrvuv o k w ,  z 6 ç  Zv SI i y x v x t i w v  xu2 6,uul.W~ 
x~v+&wv L n o S o 4 ~ i ~  z& r p u ~ v 6 p v a .  

Nach dem oben S. 163 angeführten Citate aus Simplicius, wo- 
nach Plato seincn Schülern die Aufgabe stellte, welche Annahmen 
notig seien, um die Erscheinungen am Himmel zu erklaren, darf man 
vielleicht vermuten, dass schon damals gewisse Anomalien der Planeten- 
bewegungen festgestellt waren, die man mit den bisher angenommenen 
Rewegiingen nicht zu erklaren vermochte. Jedenfalls bringt Simplicius 
dss System von Xudoxus in direkte Verbindung mit jener Anregung 
Ylatos, und man sieht jenem sofort an, dass es die Absicht verfolgte, 
mit seinen vielen Spharen, deren Zahl in der Weiterbildung durch Kallippos 
schliesslich noch um 7 vermehrt wurde - wozu noch 22 (Wolf, Ge- 
schichte der Astron. S. 41) ,,rückwirkende'( Spharon kamcn - , jcne bc- 
obachteten Unregehassigkeiten und StGrungen zu erkliren. Nuri 
bemerkt aber der namliche Simplicius in seinem Kommentar zur 
Schrift n s g l  X ~ G , U U Z ,  g m z  richtig ( I Ie iberg ,  S. 32): Oi y@ mQ1 
E6Sokov xcd KdÂ.L~znov î c d  y i ~ g ~  zoÙ ' A g i 6 ~ o z ~ o v S  c i s  & v ~ A ~ z t o d ~ i x ~  
6qaiQccç ; i z o 8 i p ~ v o ~  ripoîtÉvzgovç z.i; z m z l  Sr' i ? t~ i vwv  É a ~ ~ p G v z o  GW- 
SELV zol r p a ~ v ~ ~ ~ v u  ntpl zù zoü zavzOç xÉvrE)ov ~ C ~ G U Ç  ~ ~ ~ O V Z S Ç  

X L V E L ~ ~ ? U L  Z &  G ~ U ~ ~ C L Ç ~  ZWV SÈ &?tvY6iwv xal  z&pry~ia>v xcd zWv 
Soxo;vzwv n@onocï~apïïv  xrri &conod~Gpi ïv  xul z&v  Év zaiç X L V ) ~ O E G L  

cpu~v~pÉvGW Oiv~il,ucd~~iïv z&Ç C I ~ Z ~ ~ Ç  06% i ~ ~ 7 ; o v z E ~  XUZ' E X E ~ V L Y Ç  ZÙS 

6 n o 8 É c i ~ c ~  inoSiS0vcr~.  Man ~ i e h t  daraus, die Spharentheorie von 
Eudoxus und seinen Nachfolgern musste schliesslich aufgegeben 
werden, weil sie die wechselnde scheinbare Bewegung der Planeten 
(hald in der Eichtung nach Osten, bald in der Richtung nach Westen) 
sowie den wechselnden Abstand dcr Plancten von dor Erde im Perigeiim 
und Apogeum nicht erklaren korinte. Auch ohne besondere Instrumente 
hat  man im Altertum feststellen konnen, dass die Planeten dem 
menschlichen Augc bald grosser, bald kleiner erscheinen. 

Da war es nun eine wichtige Entdeckung von Hippa rch ,  die 
der astronornischen Spekulation einen neucn krgftigen Anstoss gab. 
, ,Er fand riiimlich etwa 150 Y. Chr., dass die Jahreszeiten ungleiche 
L'jnge haben, indem statt den 911i4 Tagen, welche bei gleicher Lange auf 
jede derselben kommen würden, dem Frühlinge 94l/,, dem Sommer '32',',, 
dem Herbste 88 und dem Wintcr 90 Tage zufallen" (Wol f ,  Geseh. 
S. 46). Nan hiitte dcmnach annehmen müssen, dass die Sonne die vier 
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ganz gleichen Viertel ihrer Jahresbahn mit wechselnder Sühnelligkeit, 
durchlaufe, wenn die Sonnenbahn und die Fixsternsphare mit den Tier- 
kreiszeichen denselben Mittelpunkt (die Erde) haben. Das verstiess aber 
v o l l s t ~ n ' d i ~  gegen jenes Grundgesetz, dass die gottliche Weltordnung 
ganz entvchieden eine i y x d x i l ~ o ç  und o'paag XL 'V~GLÇ der Planeten verlange 
und so rerfiel denn Hipparch auf die Excentricitat der Sonnenbahn, 
bei der dann auch Ptolemaeus Beruhigung fasste, weil bei der Sonne 
bloss die sogenannte erste Anomalie beobachtet wird und diese that- 
siichlich durch die Excentricitiit der Sonnenbahn ihre volle Erklarung 
findet. I->tolemaeus bekennt sich ebenfalls zu jenem Axiom der antiken 
Spekulation mit den Worten: Z Q & E ~ L V  P E U  xorl o'ï.oaÙv $yo?;p .5a  
86, &ZC&LV Z+ pa@?i;paz~x.;i cY&iEa~ zcl ç c o r ~ v 6 p v a  2v o6gavG 
z & v m  6 ~ '  8E~rrA0v xal dyxvxAiwv ~ L V ~ G E G J U  o i n o r ~ t o 6 ~ e v a :  (Almag. I I I ,  c. 2; 
Halma vol. 1 165). 

Die Darlegung lautet nun bei Ptolemaeus (Halma, 185 flg.) 
folgendermassen: 

ES  stelle A B r d  die Ekliptik dar mit dem Centrum E, und man 
ziehe rechtwinkhg zu cinander die beiden nurchmesser A r  und BA, 
so dass A und 1' die Punkte 

Fig. 1. 
der Apinokt ien sind und A 
B nebst d die Punkte 
des Sommer- und Winter- 
solstitiunis (A Prühlings -, 
B Sommers-, r Herbst-, 
d Winterspunkt). Der 
exccntrische Kreis mit dem 
Mittelpunkte Z stelle hin- 
gegen die Sonnenbahn dar, B A 

dann ergiebt sich, dass 
die Sonne für den Re- 
obachter auf der Erde im 
Ceritrum E mehr Zeit 
braucht, um den Bogen 
A B r  zurückzulegen, als 
den Bogen T A  A, des- 
gleichen niehr Zeit, um r 

den Bogen A B  zurückzulegen, als den Bogen B r .  Das erklart 
sich auf folgende Weise. Allerdings sind die Bogen A B ,  R I ;  
rd, LIA an sich ganz gleich; wenn nun aber das mcnschliche 
Auge in E die Sonne sich auf dem excentrischen Kreise mit 
dern Mittelpunkte Z bewegen sieht, so entsteht notwendig für das 
menschliche Auge eine unregelmassige Scheinbewegung, denn dem 
Beobachter auf der Erde scheint die Sonne in den Punkten A, B, r, A 
der Ekliptik dann zu stehen, wenn aie in ihrer eigrien exüentrischen 
Bahn in den Punkten @ K A M  angelangt ist. Da  sich aber die Sonne 

Hi8t.-iitt. Abt. d. Zsitschr. f .  Nath. II. Phy'd 45. Band. 1900. 5. u. 6.Heft. 13 
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auf ihrem excentrischen Kreis ganz regelmassig bewegt, so braucht 
sic natürlich verschiedene Zeit, um die verschiedenen Bogen OK, K A ,  
ALM, M O  zurückzulegen, wiihrend sie nimlich in der ungleiühen Zeit 
auf der Ekliptik die unter sich gleichen Bogen AB, B r ,  rd, d A  
zurückzulegen scheint. Die Beobachtung hatte nun hierfür die Zahlen- 
werte 94l/,, 92l/,, 88 und 90 Tage ergeben, woraus sich die Lange 
der Bogen in Graden berechnen lasst. Die 6paÂ-~j x i v q ~ ~ ç  der Sonne 
betrigt nach den Tabellen von Ptolemaeus in Sexagesimalbrüchen für 
94:; Tage: 

9 0 d  - 880 421 2311 49flI 4~1111 46 111U ~ O l l f ~ l l  
4 d  = 30 561 3311 8111 52llll 50111ll 4llllll 
/, = 0"CJf 3411 811' 36ff11 36fflll l j f l f f f !  1 d 

Für  92% Tage Sommerszeit: 
9 0 d  = 880 42' 2511 49111 481111 ~ ~ ~ I I I I  ~ ~ I I U I I  

2 d  = 1 0  581 1611 341'1 26'1'1 25111'1 2111111 
1: a 00 y31 3411 8111 361111 ~ ~ ~ I I I I  ~IIIII~ 
12 

Ptolemaeus setzt dafür die Werte 93O 9' und 91°11' in die Rechnung 
ein, so dass also der Bogen O K A  184°201 lang ist; folglich betragen 
ON und Od zusammen 4020f, jedes allein die Halfte, also 20101, 
und da O T senkrecht zu N O  gezngen ist, betragt der Bogen 8 Y 
ebenfalls 40201 und die dazu gehiirige Sehne O T 4p32' (4"a/,,), wenn 
der Diameter des excentrisühen Kreises zu 120 angenommen wird. 
Demnach O z  = 2-5 16' ( 2  ' '" /GO)- 

Perner der Bogen O N f l  K = 93" 9', der Bogen O N  = 2' 10' und 
da Bogen N n  = 90°, so ergiebt sich für den Bogen 

I IK  93'9'- (90°+ 20101), d i. 59'. 

Das Doppelte betragt der Bogen KITX, also 1°58', wozu eine 
Sehne (Kalr ' )  gehort von 2 ~ 4 ' ( 2 ~ / ~ , )  Einheiten, deren 120 auf den 
Durchmesser gehen, also Ka und @ X  jedes 1 p  2'; somit auch 
i i Z  = 1 ~ 2 ' .  Nu11 ist aber auüh BE: bekanntlich = Oz oder 29 16'; mit 
Hilfe des Pythagoreischen Lehrsatzes ist nun in dem rechtwinkligen 
Dreiecke E E Z  auch die Hypotenuse Z E ,  d.h. die Excentricitat der 
Sonnenbahn leicht zu berechnen. Sie betragt 2p29'/?', somit vom 
Radius des excentrischen Kreises (zu 60 Einhciten gerechnct) an- 
nahernd Il2,. 

Somit ist durch die Annahme der Excentricitat die wichtige 
Unterscheidung von w a h r  en  und s c h e i n b  a r e n  Bewegungen in die 
Astronomie eingefiihrt, bei der wir noch etwas langer verweilen 
müssen. Mit ihrer Hilfc wurde alles, was den Charakter des Un- 
regelmiissigen trug, für eine Tiuschung der Sinne, fur blossen Scheiu 
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erkliirt, und so rettete man das unentbehrliche Dogma von der ab- 
soluten Regelmassigkeit dt r Weltordnung. Der Gedanke ist wahrhaft 
genial und gereicht seinem Begründer, den wir doch wohl in Hipparch 
suchen müssen, zu hohem Ruhme. 

Nun bedurfte aber die rechnende Astronomie eines sichercn Mittels, 
uni bei einer gegeberieu Excentriüitat einer Planetenbahn das Verhiltnis 
der 6paÂ+ (c+LP$Ç) ~iv7jubç zur civdpaÂoç (cpa~vo~iv7j) xiv~61ç fest- 
zustellen; sie fand dasselbe in einem rechnerischen Verfahren, das 
npo~8arpaipci~ç genannt wird. Der Ausdruck ist gcbildet wie ein 
anderes bei Ptolemaeuri vorkommendes Wort  ~ . ~ ~ ~ E L V ~ E L ' W G L Ç  aus zwei 
entgegengesetzten Begriffen Z Q ~ G ~ E G L ~  (Addition) und &paiesrsrç (Sub- 
traktion) , wiihrend es im Passowschen Lexikon ganz thorichterweise 
mit nQ664& in Verbindung gebracht und mit ,,dm Zuvorwegnehmen" 
übersetzt wird - wieder ein recht schlagender Beweis von der Un- 
zuverliissigkeit unserer Lexika, wenn es sich um technische Begriffe 
handelt. 

I n  Figur 2 bezeichnet E den Mittelpunkt des excentrischen Kreises, 
auf dem sich ein Planet mit stets gleicher Geschwindigkeit bewegt, 
und Z den Mittelpurikt der Welt, Fig 2 
also die Erde, den Standort des 
Beschauers, so dass also in A das 
Apogeum, in d das Perigeum sich 
befindet. Nun durchlaufe der Stern 
auf dem excentrischen Kreise die 
gleichen Bogen AB und rd in 
der gleichen Zeit. Diesen gleichen 
Bogen entsprechcn natürlich auch 
die gleichen Centriwinkel A E B  
und rZd. Für  den Beobachter 
in Z wird aber der Bogen AB 
dem Winkel A Z B  und der Bogen 
rA dem Winkttl rZd entsprechen, 
die natürlich ungleich sind, und 
zwar ist rZd um E r 2  grosser 
als A E B ,  da die beiden Centri- 
ainkel bei E gleich sind und r Z d  = d E r  + EI'Z ist (Halma S. 171). 
Somit bezeichnet der Winkel E r 2  die Differenz zwischen der wahren 
Bewegung um den Mittelpunkt E und der scheinbaren Bewegung für  
d m  Beobachter in L .  Ebensn lcuchtet ganz von selbst ein, dass die 
Bewegung im Apogeum f ü r  den Beobachter in Z stets geringer er- 
scheint als die gleiche Bewegung im Perigeum 5, da ja der Winkel 
A Z r  stets grosser ist als der Winkel A Z B  (Halma S. 172 &al ~vp@'Srjxe 

Z ~ V  E'Â-ÜXLGZ?~ X ~ V ~ ~ L V  XUZ;  2; ~ Z O ~ E L ~ Z ~ Z O V  Z L Y @ I X X O ~ O V ~ E ~ V ,  Z$V 8È 
pey i~zqv  xazà zb na~~y~c6zcrzov, 2nd xcri n d v z o t ~  4 &zb A Z B  ywvict 

E ' ? . ~ ~ G G w v  i d  Z ~ S  &O AZT. 
13 * 
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E s  wird nun die Frage aufzuwerfcn sein, wenn der Winkel R r Z  
am grossten sein wird, d. h. die Differenz zwixhen der 6paAq ( 6 x ~ ~ f i q ç )  
und der rparvopivq (a'vw'paÂ-oç) x i v r j ~ ~ ç .  Darauf giebt Ptoleuiaeus 
(Halrna 174) die Antwort: A i y w  6$ ng6zov ,  &L xaa' & a z É ~ a v  a&wv 
- namlich bci der Annahme einer excentrischen Bahn oder eines 
Epicykels, dessen Mittelpunkt sich um das Weltce~itrum bewegt - 
7j p&yiGrrJ 6rarpogà y i v ~ z a r  m j ç  8po~I.ij~ x t v i a ~ w ç  na@ z j v  rpw~vopivrp 
6vdyadov ,  mi?' .;jv xal  I j  ~ É G V  n&gocToç zWv &<izÉgwv voeLzas, ozcru 
8 r p ~ ~ ~ v o p É q  8~oiGzati~ç &no zo6 6 n n y ~ i o v  z e ~ t x ~ z q p d g ~ o v  o2noÂapfidvrj 
xai  Gze cinb zoü 6noy~rozcr'zov p É ~ p  zijç ~ l ~ q p t v ~ ç  ~ É G T Ç  nae6dov 
' ) ' Q ~ V D ~  pEigCïI~ E ~ z l  'ZOG ;TC; Z ~ Ç  p É ~ q ç  '7-6 3 d ~ Q l ~ 6 ~ 6 t l X ~ 0 ~ .  " 0 8 6 ~  

~ v p ~ a i v e r  xaz& ybv z i v  zWv ExxÉvz~wv Ù Z ~ ~ E G L V  ;el xu1 xa& zjlv 
zWv Én~x6xl iov  d i ,  ozav a i  o2n8 zWv 6 n o y ~ i o v  a h ï v  y ~ z n @ ~ e ~ s  eiç 
z& n g o q y o 6 y ~ v a  yivwvzar,  d v  Ln8 zrjç E'Â-qi~z?p X L V ~ ~ G E W Ç  2%; zjlv 
p i ~ r j v  xpdvou psi&va yivsG8ar zoÜ dn6 z+ç p i ~ q ç  dnl z$v payiGzrJv 
 LA zb xazàr zo C I ~ O ~ E L O V  Ev i x a z i ~ v  z$v  iÂcqiGzrjv ~ & ~ o c Y o v  àzo-  
zde i68ar .  xaz& 8È z+v elç z& i d y e v a  zWv ~ ' m x d x l m v  zaS  6n8 roi; 
$ n o y d o v  noroüaav n&gruywyhç zWv d ~ d g w u  &voinuRrv ziw &no zijç 
p ~ y i ~ z l j l ç  ~ C L V ~ ~ G E W Ç  z+p p i ~ q v  ~ p d v o v  pei[ova yiveo8ac zoü c h &  
zijç pÉflqç id ZI)V d d a ~ i ~ z q v ,  3rd z8 xai Evza.ii6a xaz& z6 d n d y e ~ o v  
zgv p e y i ~ r q v  P & ~ O S O V  dnoz~Â-mi?a~ .  

Wir haben diese wichtige Stelle im Wortlaut unverkürzt auf- 
genomnen, obwohl sie auch die Epicyklenhypothcsc hehandelt, von 

der noch spiiter die ltede sein 

Fig S. 
wird. Was die Annahme ex- 

A 
centrischer Planetenbahnen be- 
trifft, so a i r d  also in der an- 
geführten Stelle behauptet, die 
Differenz der wahren und schein- 
baren Bewegung, d. h. in der 
Figur 2 der Winkel E I' 2,  
werde am grossten, wenn die 
scheinbare Entfernung vom Apo- 
geum 90° betragt. I n  Figur 3 
sei A B r d  die excentrische 
Planetenbahn mit dem Centrunz 
E und in Z auf der Erde der 
Standort des Beobachters, ferrier 
B Z d senkrecht auf dem Durch- 
messer A E r  und der Planet 

r stehe im Punktc B und d, weil 
dann für den Beobachter in Z 
die Bogen A B  und Ad die 

s c h e i n b a r e  Grosse von 90° hahen (die TVinkel A Z B  und A Z d  he- 
tragen 90"). Dann betriigt die DifYerenz der scheinbaren, ungleichen 
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Bewegung und der mahren, gleiührniissigen Bewegurig in B und d am 
meisten, d. h. E B Z  > E O Z  und > Z K Z .  Der Winkel AïYB giebt 
die wahre Bewegung an, der Winkel A Z B  (- 90°) die scheinbare, und 
der Winkel E R Z  die Differenz von beiden; es wird nun behauptet, 
dass E R Z  grtisser ist als EOZ und als E K Z .  Nachdem die not- 
wendigen Hilfslinien gezogen worden sind, ergiebt sich folgendes. I n  
jedem Dreieck liegt der grossten Seite der grosste Winkel gegenüber, 
O Z  ist aber grosser als Z d ,  folglich Winkel O A Z  > A@ 2 ;  ferner 
E A O  = E O A ,  folglich RAZ (= E B Z )  > R O Z .  

Anderseits A Z  > K Z ,  also auch Z K d  > Z A K ;  EKA = EA'K, 
folglich E d Z  (- E B  Z )  > E K Z .  

Dass aber der Bogen AB, von dem es heisst Z E ~ L ~ X E L  Z D V  t h 8  
mjç E l u ~ i ~ c q ç  x ~ v r j ~ ~ w ç  $nt zrjv pC~7v  Xe6vov, grtisser ist als der 
Bogcn B r  (+ç Z E ~ L ~ X E L  2Ov 67tO G j ç  ~ É G ~ Ç  X L V T ~ G E W Ç  Ézi zljv ~ E Y L ' G Z ~ ~ J  

~ ~ o v o v ) ,  bedarf keines weiteren Beweises (Halnia S. 176). 
An letzter Stelle ist nun noch zu ermitteln, wieviel der Winkel EB Z 

für die scheinbare Bewegung der Sonne betriigt, deren Excentricitat 
E Z  oben S. 178 zu '/,,Radius E B  berechnet worden ist. Denken wir 
uns um das Dreieck E B Z  einen Kreis geschlagen mit dem Diameter 
E B ,  so betragt E L  :/,, von BE', d. h. wenn B E  xu 120 Einheiten 
angenommen wird, gleich 5 Einheiten. Mit IIilfe der Sehnentafeln 
findet man aber, dass dann zur Sehne EZ von 5 Einheiten ein Bogen 
von 2O 23' gehort. Somit betragt also der Winkel RB Z 2O23' und 
der Punkt B ist auf der excentrischen wahren Sonnenbahn ~ U N L  

Apogeum 92'23' entfernt und A liegt zwar auf dem 270° der schein- 
baren Sonnenbahn, aber auf dem 267'37' der wahren Sonnenbahn 
(Halma 188 flg.). 

Der Winkel der n p o ~ ~ c f r p c r i ~ ~ ~ r ç  ( E B Z )  wird bei seiner Anniiherung 
an das Perigeum 1' und an das Apogeum A immer kleiner und betragt 
in A und T =  O O ;  auf der Strecke Ar(lO- 180') findet man die 
scheinbare Bewegung, indem man den Betrag der Prosthaphaeresis von 
dem Retrage der wahren Rewegung ahzicht, wahrend der Retrag fiir 
die Strecke T A ( 1 8 1 ° -  360') zu gleichem Zwecke addiert werden muss. 

Das eigentliche Verbum fiir diese Umrechnung der wahren und 
scheinbaren Bewegung vermittelst der 7 t g o ~ 8 a q c r i p e ~ ~ ç  ist  d~crxgivs~v.  
Theon im Kommentar ziim 3. Ruche (S. 171): zd yap Z+J S L U ~ O ~ & V  
zrjç hpcrlrjç X V ~ ~ G E W S  xai cijç t i v w p d l o ~  ?.appol'vê~v z j v  hpaa+ EGVL 
S L U X ~ ~ V E L V  Z ~ Ç  O;v~~ol'l*ov. 

Schliesslich werden in  einem eignen xavdv~ov  z i j ç  l;LaxfjS 6vwpa?.ias 
die einzelnen Betriige der Prosthaphaeresis für die Grade der excentrischen 
Bahn zusammengestellt, im ersten und letzten Viertel (Io- 90°; 
270-360°) in Abstanden von 6 zu G o ,  in den beiden andern Vierteln 
in Abstanden von 3 zu 3' (Halma S. 201). 

So kann man die sogenannte erste Anomalie der Sonnenbewegung 
mit Hilfe der Excentricitiit der Bahn erklaren. Eine andere M6glichkeit 
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der Erklarung bietet der Epicykel, zu dem wir nunmehr übergehen 
wollen. 

Die Theorie der Nebenkreise geht nach dem ausdrücklichen 
Zeugnis von Ptolemaeus auf Apollonius zurfick und wurde dann ver- 
mutlich von Hipparch mit der Lehre von den excentrischen Bahnen 
verbunden; systematisch hat dann dicse Verbindung dcr beiden An- 
nahmen Ptolemaeus in seiner Lehre von den Planetenbewegungen 
ausgebildet. Wahrend man niimlich bei der Sonne mit der einen oder 
der andern Annahme ganz allein auszukommen vermag, wird bei den 
grosseren Unregeliiissigkeiten der anderen Planeten eine Verbindung 
beider Theorien ganz notwendig. 

Zunachst gilt es zu beweisen, dass auch bei der Annahme eines 
Epicykels in gleicher Zeit scheinbar ungleiche Bogen von einem in 
regelmassiger Bewegung begriffenen Planeten zurückgelegt werden konnen. 

In Figur 4 stellt der Rreis A B r A  die Ekliptik dar mit dem 
&iittelpunkte E und dem Diameter AEI:  der Kreis Z H 0 K  aber den 

Fig. 4 ~ i i c y k e l ,  dessen Mittelpunkt A 
sich gleichmiissig auf der Bahn 
A B T A  bewegt, wiihrend der 
Planet selbst mit gleicher Ge- 
schwindigkeit die Bahn Z H O  K 
durchliiuft. Bewegt sich nun 
das Centrum des Epicykels von 
A  nach B,  so wird für das 
Auge des Beobachters in I i  der 
Planet nur dann im Mittel- 
punkte A zu stehen scheinen, 

B E IAwenn er sich in  Z odor B (im 
Apogeum oder Perigeum des 
Epicykels) befindet, sonst nicht. 
Hat  sich nun gleichzeitig der 
Epicykel von A nach B bcwegt 
und der Planet selbst auf dem 
Epicykel von L nach II, so 
wird die scheinbare Bewegung 

l- um den Bogen AI1 grtisser 
sein als die wahre von A nach B, oder wenn sich der Planet gleich- 
zeitig nach der entgegengesetzten Richtung von Z nach K bewegt, u m  
den Bogen AK kleiner. 

Weiter ersieht man aus der Bigur, dass unter der Voraussetzung, 
Epicykel und Planet bewegen sich gleichzeitig nnch derselben Kichtung, 
die scheinbare Bewegung am grossten ist vom Apogeum des Epicykels 
an; bewegen sich dagegen Epicykel und Planet nach der entgegen- 
gesetzten Richtung, so ist die scheinbare Bewegung im Apogeum am 
kleinsten (Halma S. 1 7  lflg.). 
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Yür die Erkliirung der scheinbaren Bewegung der Sonne macht 
es aber thatsachlich nichts aus, ob man die Excentricitat der Sonnen- 
bahn oder Bewegung der Sonne auf einem Epicykel annimmt, wenn 
das niimliche Verhaltnis besteht einerseits zwischen Excentricitat und 
R,adius des excentrischen Kreises, anderseits ewischen Epicykelradius 
und Ekliptikradius, und wenn in der gleichen Zeit der Planet den 
Epicykel und das Epicykelcentrum die Ekliptik in der niimlichen 
Richtung zurücklegt (Halma S. 173). 

Bei der Epicykeltheorie kommt es vor allem darauf an, ob sich 
der Planet auf dem Epicykel und der Epicykel selbst nach der 
gleicllen oder entgegengesetzteri Richtung bewegen; ist das erstere 
der E'all, so ist die scheinbare Dewegung im Apogeum am grossten 
(im andern Palle am kleinsten) und die Zeit von der grossten Be- 
wegung bis xur mittleren Bewegung hetriigt niehr als die Zeit von 
der mittleren Bewegung bis zur geringsten Bewegung (im andern Falle 
ist die Zeit von der geringsten Bewegung bis zur mittleren grtisser 
als die von der mittleren bis zur grossten; Halma S. 174). Nehmen 
wir an, dass Planet und Epicykel sich nach der niimlichen Richtung 
bewegen, so haben wir betreffs der Zeitdauer wieder das namliche 
Resultat wie bei der Annahme einer excentrischen Bahn. 

E s  bleibt nun auch für die Epicykelannahme zu beweisen, dass 
gleichwie bei der Excentricitiit der Bahnen die grosste Differenz 
zwischen wahrer und schein- Fig. 5.  
barer Bewegung eintritt, wenn 
der scheinbare Abstand vom 
Apogeum des Epicykels 90° 
betrkigt (Halma S. 174, s. oben). 

I n  E'igur Fi stelle H den 
Punkt dar, wo der Stern 
für den Beschauer in  A 90° 
rom Apogeum E entfernt zu 
sein scheint; man ziehe nun 
d H und ihre Verlangerung 
schneide die Hauptbahn in r, 
verbinde ferner 11 mit A, dann 
ist d H r  eine Tangente des 
Epicykels und A H A  = 90°. 

Die gleiche (wahre) Be- 
wegung des Planeten vom Apo- 
geum an stellt dar der Winkel 
EAH,  die Differenz zwischen 
wahrer und scheinbarer Be- 
wegung der Winkel AAN; nun ist aber E A  H = A d H  + A H A ,  also 
bezeiühnet A H d  die scheinbare Bewegung vom Apogeum an und ist 
nach der Voraussetzung = 90°. Demnach ist dHL' thatsiichlich die 
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Tangente des Epicykels und der Winkel A d r  die grtisste miigliche 
UiEerenz zwischen wahrer und scheinbarer Bewegung (Halma S. 176 flg.). 
Ferner ist der Bogen EH, d. h. die Zeit von der geringsten Bewegung 
bis zur mittleren, falls der Epicykel und der Planet sich in entgegen- 
gesetzter Richtung bewegen, grosser als der Rogen H Z ,  d.h. die Zeit 
von der mittleren Bewegung bis zur schnellsten Bewegung, und zwar 
urn das Doppelte von A r .  Denn eieht man A K O  senkrecht zu Ad,  
so sind die WTinkel KA11 und A d  r gleich und Bogen KII  = Bogen AT; 
um denselben Betrag ist aber Bogen E K H  grtisser und Bogen H Z  
kleiner als ein Viertel des Epicykels. 

Sçhliesslich ist auçh noçh für die Epiçyklentheorie zu bernerken, 
dass das namliche Gesetz für die Prosthaphaeresis gilt wie bei den 
excentrischen Bahnen, falls sich Epicykel und Planet in derselben 
Richtung bewegen; der Betrag wird bei der Epicyklenhiilfte Apogeum- 
Perigeum (1 O- 180 O) von der scheinbaren Bewegung abgezogen, um 
die wahre Bewegung zu ermitteln, bei der andern HaIfte (181°-360°) 
addiert. 

Im vierten Kapitel des dritten Buches wird als Ergebnis der Be- 
obachtung festgesteUt, dass bei der Sonne bloss die erste Anomalie 
vorhanden ist und die Zeit von der geringsten Bewegung bis zur 
mittleren Bewegung mehr betragt als die Zeit von der mittleren Be- 
wegung bis zur grossten Bewegung. Diese Thatsache ist entweder zu 
erklaren diirch die Annahme einer excentrischen Rahn, wie oben aiis- 
führlich dargelegt wurde, oder durch die Annahme eines Epicykels, auf 
dem sich die Sonne selbst in der Riühtung nach Westen bewegt. Die 
Entscheidung trifft Ptolemaeus mit den Worten ~ U A o ~ d z ~ ~ o v  9'$v e h  
a q ~ ~ a p ~ j v a ~  zc xaz' &xavzp6zVza Ù Z O ~ . C ' G E ~  h z , I o ~ i ~ z f l ~ q  O U G ~  xal ùnb 
PL", 06x1 SÈ Ù d  860 xbv~beov ~vvz~lo7ipÉvg (Halma S .  183 flg.). Das 
Apogeum der excentrischen Sonnenbahn liegt 66O 30' k t l i ch  rom 
Punkte der Frühlingsaquinoktien (Halma IV, S. 45; in Pigur 1 also 
A H  = 65O 30'); vergl. auch Wolf, Geschichte der Astronomie S. 46. 

Hier dürfte es nun angezeigt sein, ehe wir zur Betrachtung 
der übrigen Planetenbahnon übergehen, auf einen Punkt hinzuweisen, 
der, soviel ich sehen kann, bei der geuchiçhtlicheri Betrachtung der 
Planetenbewegungen in den deutschen Hearbeitungen ganz unberück- 
sichtigt geblieben ist, wiihrend ihm allerdings die Franzosen Delambre 
im Anfange des Jahrhunderts und neuerdings Tannery die gebiihrende 
Aufmerksamkeit geschenkt haben. Ich meine die sogenannte Breiten- 
bewegung der Planeten. 

In jedem modernen Handbuche derAstronomie ist die Rcde von der 
Neigung der einzelnen Planetenbahnen gegen die Rkliptik; sie betrigt 
bei Merkur 7O, bei Venus 3O23', bei Mars 1°51', bei Jupiter l0 19', bei 
Satiirn 2O29'. Der Mond komrnt für uns hierbei nicht in Betracht, 
da er ja um die Erde sich bewegt, und die Sonne tri t t  weder nordlich 
noch südlich bedeutend aus der Ekliptik heraus. Wenn man nun rom 
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Standpunkte der modernen Erkennhis  sus die Frage aufwirft, wie 
man sich im Altertum die Thatsaühe erkliirte, dass die genannten 
Planeten (und für das Altertum dürfen wir da den Mond nicht aus- 
schliessen) sich bald nordlich bald südlich von der Ekliptik bewegen, 
so hleiben die deutschen Darlegungen der Ptolemaeischen Welt- 
anschauung die Antwort darauf schuldig, obwohl in der antiken 
Litteratur auch diese Frage gründlich behandelt worden ist. Auf sie 
bezieht sich sogar die ganze erste Hiilfte des 13. Buches der M~yoiÂq 
G~'VZU&, von anderen Stellen ganz zu schweigen. W i r  kannen uns 
diese Lücke in der deutschen Berichterstattung bloss daraus crkliiren, 
dass Ptolemaeus in allen Büchern ausser dem 13. von der Neigung 
der Planetenbahnen gegen die Ekliptik vollstiindig absieht, weil er in 
jenen Büchern die Langenbewegung der Planeten behandelt und hierbei 
von der geringen N e i q n g  der Bahnen gegen einander ganz absehen 
zu dürfen glaubt, wie e r  ksdrüekliüh rnehrmals versichert (Halma II 
S. 159 flg. 368.371). E s  wird im folgenden noch eingehender darüber 
gehandelt werden. 

Schon heim Monde, zu dessen Retrachtung wir nun übergehen, 
wird die Sache aber von Bedeutung. Fü t  die folgenden ~usführul igen 
hat uns besondere Dienste geleistet die Dissertation von Paul Kempf 
,,Untersuchungen über die I'tolemaeische Theorie der Mondbewegung" 
(Berlin 1878). 

, ,Dm erste Ziel, welches die Astronomen eu erreichen suchteu, 
war, eiuen umfassenden Cyklus zu finden, in welchern sich alle 
TJngleichf6rmigkeiten - des Mondlaufes - periodisch wiederholten. 
Die Chaldaer gaben dafiir die bekannte Periode von 18 Jahren 10 Tagen 
oder vielmehr von 658Ti1/, Tagcn: Hipparch jedoch fand dicselbe nicht 
gensu genug und ersetzte sie durch die andere von 126007 Tagen 
1 Stunde. In diesem Zeitraume fand er 4267 synodische Monate, 
4573 Perioden der Anomalie, 4612 siderische Umliiufe - 7 x 0  und 
345 Sonnenjahre weniger 71/1°. Die beiden ersten Zahlen durch den 
gemeinschaftlichen ~ i v i s o r  17 teilend, fand er noüh, dass 251 synodische 
Monate gerade gleich 269 Restitutionen der Anomalie seien, und 
endlich entsprachen naeh ihm 5438 synodische Monate 5923 Umlaufen 
des Argumentes der Breite" (Kempf S. 2 flg.). 

,,Aus diesen Daten crgeben sich nun leicht die mittleren Be- 
wegungen des Mondes": Dauer eines synodischen Monates 

29d 311 5011 8111 2011~~ 
> 

der Mond hat in diescr Zeit durchlaufen 
3890 61 23rI 1111 241111 2fffll ~ o f l ~ l f  

57 lllfrlr, 
somit betriigt die m i t  t l e  r e tagliche Bewegung 

1 3 0  101 34'1 58"' !J!Jllfl ~011111 3Ofllfff 

in der Lange. E s  betragt ferner die m i t t l e r e  tiigliche Bewegung der 
Anomalie 130 31 53" 56111 2 9 ~ ~  3811111 38~1111 
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E s  betriigt ferner die m i t t l e r e  tagliche Bewegung des Arguments der 
Rreite 

130 131 4511 39111 ~ O V I I  17"fff ~ C J V I I U .  

,,Ptolemaeus hringt an diesen Hipparchschen Zahlen nur noch un- 
bedcutende Korrektioncn an und entwirft dann mit ihncn Tafeln für die 
mittleren Bewegungen des Mondes, wonach man leicht für jeden Zeit- 
punkt den mittleren Mondort berechnen kann." (Hempf S. 4.) 

,,Ptolemaeus unterscheidet in dcm Mondlaufe zwei Ungleichheiten; 
da jedoch die zweite in den Syzygien panz verschwindet und die erste 
gerade aus Mondfinsternissen, also aus Beobachtungen in der Opposition 
bestimmt werden soll, so kann man die Untersuchung derselben auch 
ohne Kenntnis der zweiten au~führen. '~ (S. 4.) 

W i r  haben bci der Sonne gesehen, dass zur Erklarung der 
ersten Anomalie sowohl die Annahme einer excentrischen Sonnenbahn 
wie eines Epicykels, dessen Mittelpunkt um das Weltcentrum rotiert, 
ganz den .gleichen Dienst leisten, zumal da bei der Sonne das Gestirn 
die Epicykelbahn in derselben Zeit durchliiuft als wie das Epicykel- 
centrum die Bahn um das Weltcentrum. ,,Da aber der Mond früher 
an denselben Punkt der Ekliptik wiederkehrt als (in das Apogeum 
des Epicykels d. h.)  in  dieselbe Lage zur Apsidenlinie, so wird eine 
Komplikation in der Darstellung der Mondbewegung durch den ex- 
centrischen Krcis notwendig, wenn man sie mit der durch den Epicykel 
in  Einklang bringen wili" (S. 6). Bei der Erkliirung der ersten Un 
gleichheit allein hat aber Ptolemaeus die Wahl  zwischen den beiden 
Annahmen eines Epicykels und eines excentrischen Kreises und er 
entscheidet sich schliesslich für die epicyklische Hypothese, indem er 
sich den excentrischen Kreis für die Erkliirung der zweiten Unglcich- 
heit vorbehalt* (S. 6 flg.). 

Die Grosse des Epicykelradius wird berechnet mit IIilfe von 
Mondfinsternissen: 

,,Die erste der drei habylonischen Finsternisse ereignete sich im 
ersten Jahre des Dlardocempadus in der Nacht vom 29. zum 30. des hlonats 
Thoth. Die Finsternis war eine totale und begann eine gute Stunde 
nach Aufgang, d. h. etwa 4l/, Stunde vor Mitternacht, da die Nacht 
damals zwolf Stunden dauerte. Die Mitte der Finsternis trat, da sie 
total war, etwa 2'/, Stunden vor Mitternacht in Babylon ein. Alexandrien 
l ~ e g t  nach den Angaben der Alten 5 0 m  westlicher als Babylon, also 
haben wir für die Mitte der Finsternis nach Alexandrinischer Zeit 
3 h  20" vor Mitternacht. Ebenso erhalten wir für die zweite Finsternis 
die Nacht vom 18. zum 19. Thoth im zweiten Jahre des Mardocempadus. 
Die hlitte t ra t  für Alexandrien 50m vor Mitternacht ein. Für  die dritte 
endlich finden wir die Nacht vom 15. zum 16. Phamenoth desselben 
Jahres 4" 20m vor Mitternacht. 

a Das folgende angeschlossen a n  Kempf S .  9 -14. 
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Die Sonnenorter für die drei Pinsternisse ergeben sich zu 
1 1 s  24O 30'; I l 8  13O 45'; 5S  3 O  15'. Mithin die Mondorter 174' 30' 
163O 43' ; 333O 15' (Differenz 180°). 

Fiir die Zwischenzeiten 
zwischen den einzelnen Finster- 
nissen erhiilt Ptolemaeus mit 
Berücksichtigung der Zeit- 
gleichung 3 3 4 V h  34"l und 
lïGd 20h 12m (genauer ist 13m). 
Berechnet man hiermit die 
mittlere Bewegung des Mondes 
in Lange und Anomalie, so 
findet man fiir die erste 
Zwischenzeit 345O 51' und 
306O 23' (genauer 24), filr 
die andere 170' 7 '  (8) und 
150° 26'. Der w a h r e  Unter- 
schied in JGnge ist aber 
zwischen den beiden ersten 
Orten 34g0 15', zwischen den 
beiden anderen 169" 30'. Es 
ist daher in dem ersten Inter- 
valle die wahre Bewegung 
uni 3O 24' grtisser als die 
mittlere und in dem zweiten 
um O0  37' kleiner; d. h. es ist 
der Unterschied der beiden 
ersten Mittolpunktsgleichungcn 
gleich 3' 24; der der beiden 
anderen gleich O0 37 '. 

Es sei nun (Fig. 6) D 
dm Centrum visionis, die Erde 
K der Epiüykeltuittelpunkt, 
ferner ABC die Punkte, in 
welchen sich der Mond wah- 
rend der drei Finsternisse be- 
fand. Dann geht aus dem Ge- 
sagten hervor 

L ADB = 3'24', 
L CDB = O0 37', 

I A D C  = 204'if. 

Fig. 6 

Perner Bogen BA - 36O0- 306' 25'= 53O 35', Bogen AC = 150° 26' 
- 53O 35' = 96' 5l1, Bogen B C  = 150° 26'. Bus den vorliegenden 
Daten sol1 das Verhaltnis von DE: L K  berechnet werden. 
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Fiillen wir von E auf A D  und CD die Lote EZ und EH und 
von C auf A E  das Lot CT, dann ist L E D Z  = 3 24'; aus der 

D E  
Sehnentafel ergiebt sich E X  = 7p 7'=- 

Ferner ist 

L AEB = '1, AEB = 53' 35' = 26'47' 30"; 

A E  
folglich E Z  = 47P 38' 30 =- Mithin wenn C Z  = 7" 7' :t7 so ist 

D E  
Kun ist L BDC - O 0  37', also Sehne EH- 1 P  17' 30'' j.LO. 

150 O 26' L B E C = - -  
2 

- 75O l3', L C B E =  O 0  37', also L ECD = 74O 36', 
E C  

woraus folgt Sehne fiR = 11% 41' 22)" =. Wenn aber 

D E  so ist  E C  = l p  20' 23" 

96 O 61' L A E C  = - - = 48O 261/2 und T C E  - 41' 34' 30". 
2 

Also die dam gehtirigen Sehnen 

C E  - Il CF: C'T - 89." 46' 13" -; ET = 79p 37' 53 ,,, 
120 

D E  
AE = 1 7 P  55' 32" 120, folglich 

D E' 
AT(= A E  - ET) = 17p 55' 32" - OP 53' 21rr= 17P 2' 11'' -. 

120 

Nunis t  AC" AT2+  C T 2 =  l p  0116"+ 290~14'19" = 291p14'35"; 
DE  

daraus ergiebt sich AC = 17p 3' 57" X- Anderseits ist aber auch 

A C  = Bogen AEC = 8 9 ~  46' 14" nach der Sehnentafel, wenn der 
Uurchmesscr des Epicykels Z r  - 120* ist. Aus der Vergleichung 
dieser beiden Resultate ergiebt sich 

DE = 631~' 13' 48" 
wenn r = 6 0 ~  ist. 

C E  7P 2' 50" 
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Der Bogen über CX wird somit (nach der Sehnentafel) CAE= 6 O44' 1" 
und da Bogen B A C =  150'26' war, so ist Bogen X C E =  157" 10' 1" 
(150° 26'  + 6O 44' 1"); die Sehne BE mithin = 1 1 7 ~  37' 52". E s  ist 
dies kleiner als der Durchmesser 120, folglich liegt das Centrum des 
Epicykels ausserhalh des Kreisabschnittes UACE, wie auch i n  der 
Figur angenommen worden ist. 

Nun ist B D = B E +  ED, ferner B B -  D E = L U .  D M ,  wenn 
Jf das Perigeum, L das Apogeum des Epicykels ist, oder 

Anderseits ist D F  - L.KZ + LB" LLMLD = L K 2 +  +D.DE. 
Es ist 

BD = 

DE = 
748P51' 20'' (oben berechnet, desgl. BE; 
631p 13' 48" { die Surnme ergiebt BD). 

Das Produkt =472700P 5 '  32" (BB . BE) 

wihrend der Epicykelradius - 60 ist. Setzen wir daher DK = 

so wird der Epicykelradius = 5 p  12,978', oder wie Ptolemaeus 
r = 511 13' Eyvr~t.ar.<' 

609 
sagt 

. . 
Im Anschluss daran wird weiter die Entferniing des Punktes E 

vom Apogeum und die Mittelpunktsgleichung für die zweite Finsternis, 
also die Winkel L EB und L D B berechnet, = 12" 24' und O0 59'. 
(Kempf S. 13 u. 14.) 

Für  unsere gegenwartigen Zwecke bleibt nun nur noch zu berechnen 
die Excentricifit der Bahn des Mondes; das geschieht im vierten Kapitel 
des fünften Buches. Das Ergebnis betriigt: Excentricitiit = 1 O p  19', 
wenn der Diameter - 120 Einheiten gesetzt wird. (Kempf S. 2 3  flg.) 

Wolf (Handbuch 1, S. 452): ,,Schliesslich ist  für Ptolcmaeus das 
Ergebnis, soweit es fü r  unvere Zwecke i n  Betracht kommt, dahin 
zusammenzufassen, ,,dam der Mond den Epicykel in einem anomalistischen 
Monat (2 ' id 13h l B m  37,446) durchlauft, wiihrend gleichzeitig der Mittel- 
punkt des Epicykels sich in  einem zweiten, dem sogenannten deferierenden 
Kreise, gleichforruig in einem drakonitischen Monat ( 2 7 d  5h 5 m  33,8lS) 
um die Erde bewegt; dabei ist der Deferens gegen die Ekliptik um 
die zu 5'0 '  bestimmte Neigung der Mondbahn geneigt und seine 
Knotenlinic besitzt eine retrograde Rewegiing, die dem Überschusse 
der Bewegung in Beziehung auf die Knoten über die Bewegung in  
Lange entspricht." (Ptolemaeus, Hypotheseis, IIalma IV S. 46.) 

Wolf (Handbuch 1, S. 528 flg.): ,,Wir haben somit gesehen, in 
welch geschickter Weise Hipparch - und nach seinem Vorgange 
Ptolemaeus - erste Theorien der Sonne und des Mondes aufzustellen 
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wussten, um auf diesem Wege das gewiinschte Ziel in bcfriedigender 
Weise zu erreichenl'. Dazu das notige Quellenmaterial Almagest IX, cap. 2 
(Iialma S. 118/119). 

Zunachst berechnet nun Ptolemaeus die p'ciq X L ' V ~ G L ~  der fünf 
übrigen Planeten und geht dann im fünften Kapitel (S. 156 flg.) iiber 
zu den allgemeinen Voraussetzungen seiner Theorie. Zur Verfügung 
stehen ihm nur die Excentricitiit der Planetenbahnen und die Epicykeln. 
Mit diesen IIilfsmitteln der Erklirung sucht er sich nun in der Weise 
abzufinden, dass er (S. 157) annimmt, die Planeten selbst bewegen 
sich auf einem Epicykel, aber nicht wie der Mond von Ost nach West, 
sondern von West nach Ost, weil ihre schnellste Bewegung im Apogeum 
stattfindet, nicht im Perigeum wie beim Monde. Anderseits lehrt 
die Beobachtung der fünf Planeten, ,,,zAv &zb ziç dÂ-qiazgç x ~ v r j c i ~ w ç  
in2 z i v  pÉ<iqv ~ ~ O v o v  p ~ i t o v a  y ~ y v o p ~ v o v  &EL ZOG 6zi) r r j ç  ~ E G ~ Ç  2 ~ 1  
29" p~yi~cr jv" ,  und diese Thatsache wird am natürlichsten erklirt  durch 
die Annahme, dass das Centrum des Epicykels sich auf der excentrischen 
Bahn von West nach Ost bewegt. 

Allein auch das genügte Ptolemaeus noch nicht, da er  konstatieren 
musste, ,,pour chacun de ces astres - die fünf Planeten gcmeint -- 

l'inégalité, qu'on trouve par les plus grandes différences d'ano~nalie 
Fig. 7. Zodiacale, est presque double de l'inégalité 

qui provient de la grandeur de l'excentricité 
1 causée par les progressions de l'épicycle 

dans les plus grandes et  moindres distances 
(d'os il suit, que le centre des moyens 
mouvements est placé à une distance qui 
n'est que la moitié de la ligne qui joint 
le centre de l'excentrique et  du zodiaque 
ou moitié de l'excentricité). . . Also le cercle 
exentrique sur lequel est toujours porté 
le centre de l'épicycle est décrit d'un centre 
qui est le point du milieu entre le centre du 

zodiaque et celui qui rend uniforme la circonvolution de l'e'picycle; parceque 
pour chacun de ces astres . . . (Fortsetzung vorhin)" - S. 210 Halma; 
vergl. S. 158. Dazu Wolf (Handbuch S. 530): ,,Ptolemaeus entschloss 
sich, den bisherigen excentrischen Kreis zwar als Equans beizubehalten, 
und sich einen Punkt in demselbcn gleichftrmip bewegcn zu lassen 
- dagegen als Deferens oder als Trager des Epicykels einen zweiten 
jenem gleichen Ereis einzuführen, dessen Centrum die Mitte zwischen 
Erde und Centrum des Equans einnahm und von dem aus er je die 
für eine gewisse Zeit im Equans erhaltene Lage m nach N auf den 
Defcrens übertrug. Er seheint allerdings nicht bemerkt zu haben, 
dass er durch diese Konstruktion das bis dahin so angstlich fest- 
gehaltene Grundprinzip verletzte; denn wenn auch die L m'cm" und 
m i r  C m r l l  den Zwischenzeiten proportional angenommen werden, so 
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sind es eben die i M' CAW" und H" C M " '  nicht mehr, und es ist also 
die Bewegung im Deferens nicht mehr eine gleichformige." 

Nur noeh zwei Punkte rerdienen eine Hervorhebung, dass niimlich 
das Apogeum und Perigeum der excentrischen Kreise an der Bewegung 
der FixsternsphDre nach Osten hin (1' in 100 Jahren) teilnehmen, sowie 
dass noch eine besondere Thatsache beim Merkur vorliegt, da derselbe 
bei einem Umlaiife um die Erde zweimal im Perigeum gerade wie der 
Mond beobachtet wurde. Der letztere Umstand führtc zu der Annahme, 
dass beim Merkur das Centrum des Deferens nicht festliegt, sondern 
mahrend eines Umlaufes des Planeten um die Erde glejchzeitig in der 
Richtung von Ost nach West einen Kreis um den Mittelpunkt des 
Equans beschrcibt (also G rotiert von Ost nach West um c). - Halma 
S. 158 flg., S. 171 flg., 175. 

Des weiteren stellt dann Ptolemaeus schliesslich fest, in welchem 
Teile das Apogeum der Planetenbahnen anzusetzen ist, wieviel ihre 
Excentricitat betriigt und wie gross der Radius des betreffenden 
Epicykels ist. 

iipogeum Excentricitat Radius des Epicylrels. 
6 39'' 6 3sl1045' 60 : 0'1 [Tannery 0,2) - $ R = 0,65833 . . . 

6 22% 
- : 0, l  (Tannery O,O5) -- 
60 GO 

R = 0,375 (Tannery anders) 

2 4311 
- : 0,05(Tannery anders) .'O R = 0,71944 (Tannery anders). 
60 60 

I n  den Erorteriingen, die sich aiif die Rewegung der Planeten (1) 
in der Lange beziehen, Esst  Ptolemaeus die Neigung der Planeten- 
bahnen gegen die Ekliptik ganz ausser acht, weil der geringe Betrag 
derselben fiir jene Frage so gut wie gar nicht in Betracht kommt 
(Halma II S. 368: p$~,u~i?ç ds Erpapev CYLG zoüzo y ~ v o p i v ~ ç  c&oADyov 
ncigrzl~ayrj,- m g i  z $ v  x a z i  pfxoç noigocîov j j  z&ç Ornob~&cç zWv 
cbwpaÂ.~Wv pÉxp y& zWv zqA.~xodzwv ~ ~ x L L G E w v ) .  S O  erkliirt es sich 
wohl, dass hiiufig in geschichtlichen Betrachtungen der Ptolemaeischen 
Theorie von der Bewegung der Planeten in der Breite gar nicht ge- 
sprochcn wird; gleichwohl muss sich doch jedcm, der in den wichtigsten 
Annahmen der modernen Astronomie bewandert ist, der Gedanke auf- 
drangen: wie suchte man denn im Altertume die Erscheinungen zu 
erklaren, die sich für uns aus der Neigung der Planetenbahnen gegen 
dic Ekliptik ergebcn, d. h. den Stand der Gestirnc bald nordlich bald 
südlich von der Ekliptik? In  den Büchern 9-12 wird immer an- 
genommen, die einzelnen Ebenen der Planetenbahnen fallen mit der 
Ekliptik zusammen, dabei hebt aber Ptolemaeus zu wiederholten Malen 
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ausdrüükliüh hervor, diese Annahme widerspreühe der Wirklichkeit, 
man konne sie indessen einstweilen gelten lassen, weil der geringe 
Betrag der Neigung kaum in Betracht komme. 

m i e  gesagt, Ptolemaeus hat alles gethan, um ciner falschcn An- 
nahme vorzubeugen, im 13. Buche aber will er in der ersten Rilfte 
das nachholen, was bisher ausser acht geblieben ist, niimlich die Be- 
wegung der Planeten in der Breite ( x a d  d c k o ç )  feststellen. 

Uber diese ncue Bewegung, deren Retrachtung lins nun jrn 

folgenden beschiiftigen soll, habe iüh eine eingehendere Erorterung 
nur bei D e l a m b r e  (im zweiten Bande seiner L'Histoire de l'Astronomie) 
und bei T a n n e r y  (Recherches sur l'histoire de l'Astronomie ancienne) 
gefiinden, die aber nicht in jeder Hinsicht befriedigen; ausserdcm 
kommt auch noch in Betracht, dass Tannery seinen Auseinander- 
setzungen nicht die M ~ ~ a r 2 ~  a 6 v z o r E ~ ~ ,  sondern die ' T n o 9 h ~ ~ ç  zu 
Grunde gelegt hat, die hier in einem Hauptpunkte merkwürdigerweise 
vom astronomischen Hauptwerke abweichen. Uberdies findet sich zu 
dcrn betreffenden Abschnittc in  der Halmaschen Ausgabc folgcnde Note 
von Delambre (S. 25): Cette traduction, qui rend fidèlement le seus 
de l'auteur, en abrégeant ses longueurs, modifie quelques unes de ses 
expressions trop vagues, trop incomplettes et  trop obscures. Tout ce 
chapitre est difficile à entendre, impossible à retenir. On ne peut s~ 

faire une idée bien précise de toute cette theorie qu'en examinant les 
tables où elle est renfermée. Cette remarque s'applique plus ou moins 
à tout ce qui suit jusqu'aux tables." 

Anderseits findet sich, gleichsam um die verwickelte Schwierigkeit 
seiner Theorie zu cntschuldigen, oin hochst charakteristischer Erguss 
bei Ptolemaeus, de11 Delambre in seinem geschichtlichen Werke frei 
so wiedergiebt (S. 395): Que personne n'imagine que ces hypothèses 
soient difficiles, en voyant les embarras d e  nos machines; car il ne 
faut pas comparer les choses humaines aux divines - Alors tout nous 
paraîtra plus simple que ce qui le paraît le plus parmi nous, parce qu'il 
sera impossible d'y soupçonner le moindre travail n i  la moindre 
difficulté." 

J e  dunkler und schwerverst%ndlicher die Auseinandersetzungen von 
Ptolemaeus sind, um so grosserer Vorsiüht wird es bedürfen bei der 
Prüfung des Ptolemaeischen Textes. 

Wir haben auszugehen von den Beobachtungen und sorgfiltig 
darauf zu achten, welche Schliisse fiir die Theorie daraus abgeleitet 
wcrden. 

1. Beobachtung (Halma II S. 368). 
Wenn eine genaue Berechnung ( S L E V X ~ L V ~ ~ É V O ~ )  des Punktes, wo 

sich das Epieykelcentrum auf der excentrischen Bahn befindet, sowie 
eine gcnauc Bcreehnung, wo der Planet sich auf scinem Epicykel be- 
findet, ergiebt, dass beide Male der Abstand 9U0 ( z ~ z c r ~ z r ~ ~ 6 ~ i r o v )  betragt, 
einmal vom Apogeum bis Perigeum der excentrischen Bahn ( P 6 g ~ ~ o v  %ai 
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VOZLOV a igaç roü E'xxivzgov), das andere Mal vom Apogeum-Perigeum 
dcs Epicykels (6 SÈ zo6 uixdov &noy~iov),  dann erscheint der Planet 
genau in der Ekliptik. 

Daraus ergiebt sich erstens: die Ebenen der Ekliptik und des 
excentrischen Kreises sind so gegeneinander geneigt, dass der Mittel- 
punkt des Zodiakus auf der gemcinsamen Geraden liegt, in der sich 
dio beiden Ebenen schneiden, und dass diese senkrecht steht zur Linie 
Apogeum - Perigeum der excentrischen Bahn, zweitens : die Ebenen des 
Epicykels und der excentrischen Bahn sind so gegeneinander geneigt, 
dass die Gerade, in der sie sich schneiden, senkrecht steht zur Linie 
Apogeum - Perigeum des Epicykels. 

Diese Annahme gilt für  alle fünf Planeten. 

2. Beobachtung (Halma II S. 368: n & v  6È Enl $v zov zpWv etc.). 
Wenn Mars, Jupiter, Saturn sich in dem L n 0 ~ ~ ~ 6 z ~ p o v  zpfpa des 

excentrischen Krcises bcfinden, stehen sie nordlich von der Ekliptik 
und zwar am meisten riordich im Perigeum des Epicykels; wenn sie 
sich in  dem Z E ~ L ~ E L ~ Z E ~ O V  rpfjpa des excentrischen Kreises befinden, 
stehen sie südlich von der Ekliptik (dam fügt Theon in  seinem 
Kommentar S. 412 erghzend: n&Am c@ d e i ~ z y  vozrdzepor, ozav Év 
zoiç ~ E ~ L ~ E L O Z ~ Q O L Ç  z0v i z ~ x 2 ; ~ Â . m ~  Z V Y X ~ V W G L V ,  $mg npbç roi; $no- 
Y ~ ~ ~ z É Q ~ ~ s ) .  Ferner beobachtet man, dass die p o g ~ ~ d z a z a  nipçlzcr 
(das k6nnen aber wohl nicht die Linien Apogeum-Perigeum sein - 
zur Berichtigung von S. 192 -) bei der Rahn des Saturn und Jupiter in1 
Anfangc der Krebsscheren liegen, bei Mars am Ende des Krebscs und 
zwar G X E ~ O V  n q i  a&; zb dnoy~~dzazov.  

Daraus ergiebt sich, dass die excentrischen Bahnen an den ent- 
sprechenden Teilen des Zodiakus nach Norden geneigt sind, die ent- 
gegengesetzten nach Süden und dass die Perigeen der Epicyklen nach 
derselben Seite geneigt sind wie die excentrischen Hahnen, da wo sie 
sich befinden; niimlich wie Theon S. 412 erliuternd hinzufügt in l  $'II 

zWv pog~iwv zoÜ dxxivzpov id z; /%p~ra, &cl SB r&v voziwv dz1 z& 
v6z~n.  Die Durchmesser der Epicykeln aber, die senkrecht stehen 
zum lGpicykeldurchmesser Apogeum-Perigeum, bleiben stets der Ekliptik 
parallel. 

3. Beobachtung (Halma S. 369 'En2 8; )AcppoSizqç xal 'EypoÜ etc.). 
Wenn Venus und Merkur im Apogeum oder Perigeum des ex- 

centrischen Kreises sich befinden, dann unterscheiden sich die Planeten- 
bewegungen im Apogeum und im Perigeum des Epicykels hinsichtlich 
der Breite (xrrzB ddzoS)  voneinander nicht, sondern stets um den 
gleichen Betrag finden sie statt  nordlicher bei der Venus, siidlicher 
bei dem Merkur. 

Für  den Fall der grossten Elongation (xazh zAç p ~ y h z a ç  ~ ~ O G Z & G E L Ç )  

des Planeten im Apogeum oder Perigeum des excentrischen Kreises 
hetriigt der Unterschied in der Breite bei der 6stlichen und westlichen 

Hist.-litt. Abt f. Math. u. Phys. 45. Band. 1900. 5 a. E Heft 14 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



194 Estorisch-litterarische Abteiluug. 

Elongation zicmlich viel, und zwar steht im Apogeum des excentrischen 
Kreises 9 nordlicher als der excentrische Kreis, im Perigeum südlicher 
als der excentrische Kreis: bei p ist es umgekehrt. Ich lese die 
offenbar korrupte &eue S. 369 flg. so: A i  6È xazh zhS p s y i ~ z a ç  
c l n o a z o l ~ e r ~  a&& nolpoaoi. iLLr$ov z+ Z ~ E ~ G Z ~  ~ e n c p ~ p o v ~ c  
z o 6 z É ~ z ~ v  at E ~ @ o L  ZWV EGZE~L'GJV X U Z &  zOI OLLO~ELCI  xai n c g i y ~ e a  (S. 370) 
zijç n a p à  (Theon liest dafiir m p 2 )  zdv Exxsvzpov G r a q ~ o p i ~  sis z& 
i v a v z i a  z@ I ' G ~  &ALV z f ç  i z o p i v q ç  xrxb i ~ a ~ p ~ o v  p ~ y i ~ q ç  C ( Z O G Z ~ U E W ~  
- d. h .  hei der grossten 6stliehen und westlichen Elongation - id. 
p h  206 z f ç  ' A q g ~ c Y i z ~ ç  xaz& z ? ~  dno'ysrou 206 EwxÉvzpov p o p ~ ~ o z É p ç  
y c v o p É v ~ ç  xa2 xuzh zo ~ E Q L ' ~ E L O V  V O Z L W Z E ' ~ [ Y Ç ,  iz3di 92 'Eppoü Z O  Evavziov 
xuzà 28 i h i y & i o v  v o z ~ w z i g w ç  xak xazà  zà a & p i y & ~ o v  P O ~ E L ( > Z ~ Q C I Ç .  

Ergiebt die genaue Berechnung, dass das Epicylrelcentrum sich 
im Knoten der Ekliptik und der excentrischen Bahn befindet, dann 
ergeben sich zwci M6glichkeiten: 1. der Flanet befindet sich auf seinem 
Epicykel einen Quadranten entfernt vom Apogeum und Perigeum seines 
Epicykels - grosste Elongation - und erscheint dann beide Male in 
der Ekliptik; 2. der Planet befindet sich im Apogeum oder Perigeum 
des Epicyk~ls ,  dann ist beide Male der Rreitenunterschied sehi he- 
triühtliüh, da y irri Knoten des Halbkreises 1°-180° von1 Apogeum 
des excentrischen Kreises an gerechnet (in2 z o 6  xnzol zA ol~urg&z~3cdv 
7 jpxZ;~Âeov  G V V C Y É G ~ O V )  südlich von der Ekliptik steht, im Knoten des 
Halbkreises 180°-360° nordlich von der Ekliptik; entgegengesetzt 
ist es bei P (er steht im iqIargszrxbv 7 j p ~ x d x I e o v - K n o t e n  nordlich, im 
entgegengesetzten süiflich von der Ekliptik). 

Die hier aufgeführten Beobachtungen führen zu folgendem Er- 
gebnis (S. 370: W G Z E  xcd Éx zo;zov  G V ~ & ~ E G ~ L Y L ,  ~ L & L  a l  z 6 v  
Exxfvzpwv + J X ~ ~ G F L Ç  etc.): bei 9 und P hewegen sich entsprechend den 
Umlaufen der 14picyklen auch die excentrischen Bahnen auf und nieder 
und zwar fallen sie, wenn der Epicykel in die Knoten kommt, mit 
der Ebene der Ekliptik zusammen, aber in dem Apogeum und Peri- 
geum des excentrischen Kreises wird der Epicykel der Venus stets am 
weitcsten nach Norden gehoben und der Epicykel des Mcrkur am 
tiefsburi nach Süden hinabgecirückt. Dabei wird iru Epicykel der 
Diameter Apogeum-Perigeum am meisten geneigt gegen den ex- 
centrischen Kreis in den beiden Knoten, der dazu senkrecht stehende 
Diameter des E:picykels 90°-270°, an den die grosste Elongation ge- 
knüpft ist, am meisten geneigt zu der excentrischen Bahn im Apogeum 
und Perigeurn des excentrischen Kreises. Jene Neigung ist die 
E ~ x L L ~ L Ç ,  diese die Âo&wo~ç.  

Das ist im wesentlichen der Inhalt des ersten Kapitels r o m  
13. Buchc der &'&y&Aq G~'uZCLELÇ. I m  drittcn Kapitel - auf das zwcitc 
ist noch spater zurückzukommen - wird dann die Grosse der Neigurig 
der excentrischen Bahn gegen die Ekliptik und des Epicykels gegen 
die excentrische Bahn berechnet und zwar auf ,,ZOG Z &  n6dwv  
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1. (S. 376: ozav y&g xat; zCr 6 z d y ~ ~ a  xat z ~ p i y ~ ~ a  etc.) 

Die Ceiitren der Epicykeln von und 5 befinden sich im Apogeum 
und Perigeum der excentrischen Bahii und der Planet selbst steht im 
Apogeum oder im Perigeum seines Epicykels, d a m  sollte der Abstand 
der Planeten von der Ekliptik beide Nale gleichviel betragen (bei Y 
nach Korden, bei ÿ nach Süden). Deobachtungen haben ergeben, dass 
y stets ca. '/,O nordlich von der Ekliptik steht, ?j stets südlich von 
des Ekliptik. Da nun bei den gemachten Annahmen der Planet selbst, 
im Apogeum-Perigeum seines Epicykels befindlich, in der Ebene des 
excentrischen Kreises steht, so bezeichnen natürlich jene Werte die 
Neigung der excentrischen Bahnen von y und P gegen die Ekliptik. 

Die Centren der Epicykeln von 3 und Y befinden sich im Apogeum 
und Perigeum der excentrischen Bahn und der Planet selbst befindet 
sich in der grossten Elongation, d. h. also an den Enden des Epicykel- 
diirchmessers 90°-270" dann betriigt der Unterschied in dem nord- 
lichen und südlichen Abstande von der Ekliptik im Mittel etwa 5'. 
Die Hilfte davon (2x0) ergiebt die 1 6 5 ~ ~ ~ ~  des Epicykeldurchmessers 
90°-270° im Apogeum und Perigeum des excentrischen Kreises. 

3. (S. 377: Gtcuv 6È xcuzà zoùç ~vv8~'cîpovç xal zàS etc.) 

Das Centrum des Epicykels befindet sich in den beiden Knoten 
und  Venus steht im A p o g e u m  des Epicykels, denn steht sic l0 nord-  
lich oder l0 südlich von der Ekliptik, je nachdem das Epicykelcentrum 
in dem eirien oder in dern anderri Knoten sich bcfindet; steht dagegen 
Venus im P e r i g e u m  des Epicykels unter der niimlichen Voraussetzung, 
so betriigt der Abstand von der Ekliptik 6 x 0  nordlich oder südlich, 
je nach dem Knoten, in dem sich das Epicykelcentrum befindet. 
Daraus ergiebt sich, dass die Neigurlg des Epicykeldurçhmessers 
Apogeum-Perigeum ( E y x A i ~ ~ s )  gegen die in den Knoten zusammen- 
fallenden Ebenen des excentrischen Kreises und der Ekliptik 21/20 
bctragt. 

Steht Merkur unter der gleiçhen Voraussetzung im A p o g e u m  
des Epicykeb, so steht er südlicher oder nordlicher von der Ekliptik, 
je nach dem Knoten, in dem sich das Epicykelcentrum befindet, 13/:; 
im Per ige i im d ~ s  Epicykels 4O. 

4. 
Schon oben ist dargelegt worden, dass unter der gleichen Voraus- 

setzung, wenn der Planet in der grossten Elongation am Ende des 
Epicykeldiameters 90°-270' steht, der Planet alsdann in der Ekliptik 
sich befindet (d. h .  die Â d g w ~ ~ ç  ist gleich Null). Vergl. S. 368: Bzuv 

14* 
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ii Z E  ZOG ~ L E V X ~ L V ~ ~ É V O V  p r j~ouç  xni  i) zr]ç 6 ~ ~ v î î ~ ~ v q p É v ~ j ç  6~~puÂ-LIXS 
i x & z ~ ~ o ç  w"pa z ~ . c a p z ~ p 6 g e o v  Ey'yyr~zcr &n$g . . . xaz' a h Ü  

zoü m p i  zdv  ~ E G W V  i n ~ d 8 o v  qaivs6. t f .a~ zoùs c i ~ z i p f ç ) .  
Wir  müssen noch einmal zurückkommen auf die Rewegung der 

beiden sich rechtwinklig schneidenden Diameter des Epicykels Apogeum- 
Perigeum und (senkrecht dam) 90°-270° bei allen fünf Planeten 
bez. bei $! und p. Im zweiten Kapitel wird deren Bewegung auf und 
nieder aiisführlich dargestellt, dabei heisst es, die Epicykel-Diameter 
Apopeum-l'erigeum kommen an  einem bestimmten Punkte genau in 
die Ebene des excentrischen Kreises zu liegen und dann mxpaqx'povzuc 
h b  X V ~ A ~ X W V  z a g u x ~ ~ p i v ~ v  q É @ '  &hr&iv roLç Z E Q L Y E L ~ L Ç  cr6zWv zipadc, 
~ u p p É z p w v  z+ zTArxa&g ( S .  372) npos zb n ld zoç  naeaXwgrjeer, 
Opi?&v 6È npOç z 2  zWv ixxÉvzqwv E n i n ~ S a  xui z& xÉvzga EXOv.cwv $v 
a6zoiç, n&p~~zp&<popÉvwv  6'o'paÂWç xa2 ÙxoÂ-o68wç zaiç xazh p<xoç 
ncrg6~orS ,  z!ç Éz&aç zWv xaza zdç zophs zWv EZLZ~SOJV C L ~ Z W V Z E  
xai zWv i k ~ x i x L w v  d p ~ i j ç  As ~ p &  zkç i!igxzovs xaa' Ù Z ~ ~ P G L I ~  (,,ils 
portent le planète vers les ourses, par exemple(') xnl uvpnolgayo'vzwv 
z& E'nimbu z o v  izexzjxlwv,  ~ a z &  p h  zljv Eni zd nqWzov z ~ z a p q p 6 p o v  
~ tporp j l v  i n l  zo / 3 0 q s ~ 6 z a z o v  6 ~ $ o v 8 z ~  n ipuç ,  xuz& 62 z$v  i & ç  Eni 
zo zoü  E X X É V ~ ~ O U  Z ~ ~ L V  inine6ov,  6È zrjv &i z0 ~ P ~ Z O V  h i  
z6 v o z ~ d z o l z o v  m'pas, xaz& 6È z$v  f a l  26 ~ E ~ Z O V  ~ ~ O X ~ Z ~ G Z C % G L V  

Enl zo  z f ç  c i P ~ i j s  i z i n d o v .  Dieses Auf- und Niedergehen des 
Epicykel-Diameters Apogpm-Perigeum beginnt mit dem Aufsteigen 
aus der Ebene des excentrischen Kreises nach Nord bei ijqd im 
aufsteigenden Knoten, bei 9 im Perigeum der excentrischen Bahn, bei 
p im Apogeum. 

Der zum Diameter Apogeum-Perigeum senkrecht stehende Epicykel- 
Diameter 90°-270° bleibt bei 548 stets parallel zur Ekliptikebene; 
anders bei $ und y, wo ebenfalls an diesen Diameter die grosste Elongation 
geknüpft ist: (S. 372) En2 6È 'Eppoü m l  'Arpgoà'izqç xoli a&ai 
~ E V ~ L  ~ L Â L v  cind Z L V O Ç  Lpxijs Ev 213 zoü S L U ~ É G W V  inrzÉSy  napn-  
rpdpovzar~ GnO x u x A i ~ x w v  ~ u @ a x e ~ p i v w v  zoiç i z o p i v o ~ ç  q i p '  E ~ X E ~ V  

n6zWv ~ É Q ~ G L ,  ~vppiz ' zgwv pÈv ~ A L V  zg zllAcxadzg xaz2  ~ n o ; t o ~  z a p -  
X ~ p l j ~ ~ ~ ,  dQ8.0v 6È npbç zb zoü 61& pÉowv En indov  xai z& xÉvzpu 
E ~ d v z w v  Ezi zwv  d'~apÉzewv zWv (S .  373) naguLÂ.rjl.wv z$ zo6 SL& 
~ ' G W V  i n ~ n i 8 9 ,  z&g~cizp&qopÉvwv 6È i G o z q 6 ç  zois  &hiç z77ç 
i z i paç  zOv xnzA zAç zopàç zWv i ~ r ~ É 6 w v  n6zWv ZE x ~ L  ZWV in~xZ;xI.wv 
6gZ+s & zebs  zoIç OIQxzo~is zolArv xa8' Ù ~ . ~ ~ . E G L v  %al ~ v p z a g a ' y y O v z ~ v  
z& nQbs E~nÉpav n ipara  z&v i xx~cpÉvwv  6eupÉzgwv xnz& z$v  or.i;z$v 
zc&v bril,ov6zc zfj n g o ~ ~ g q p i v g .  Bei der Venus beginnt das Aufsteigen 
des 6stlichen Endes rom Diameter 90°-270° bel dem Knoten xuzh 
t O  Z ~ O G S E Z L X O V  ~ ~ L x ~ ~ ~ L o v ~  beim Merkur i m  Knoten xazà  zb o i c p a ~ ~ ~ z r -  
xdv (SC. r jp~x6x l rov ;  jenes der Halbkreis vom Perigeum bis eum 
Apogeum der excentrischen Bahn, dieses der Halbkreis rom Apogeurn 
bis zum Perigeum). 
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Bezeichnet x das Apogeum, 1 das Perigeum vom Epicykeldiameter 
Apogeum-Perigeum, ferner p das 6stlirhe, v des westliche Ende des 
Epicykeldiameter 90°-270°, üo ergiebt siüh für 

Venus. A p o g e u m  des excentrischen Kreises: xÂ in  der Ebene 
des excentrischen Kreises und bei p v  die grosste Â - $ ~ G L ~  (p  nordlich, 
v siidlich von der excentrischen Kreisbahn). 

A b s t e i g e n d e r  K n o t e n  (xuzol 28 oipa~gazcx0v rjp~xdxArov): x süd- 
lich, Â. nordlich vom excentrischen Kreise (grosste E ~ X A L O L Ç ) ;  y v  ganz 
in der Ebene des excentrischen Kreises ( A ~ ~ G J G L Ç  = OO). 

P e r i g e u m  des excentrischen Kreises: x l .  in der Ebene des ex- 
centrischen Kreises ( ~ ~ X ~ L G L Ç  = 0°) ,  p v  weist die grosste A@warç auf 
(p. süüdliüh, v n6rdlich von der excentrischen Bahn). 

A u f  s t e i g e n d e r  Knoten (xnzh zi, neod3mxdv 7jpx.): grosste 
& ~ Â L G L Ç  bei r.3, (x nordlich, Â südlich von der excentrischen Bahn), 
pu  in der Ebene des excentrischen Krcises (16 .&xj~~  = OO). 

Für Merknr hat man nur überall die Begrifl'e ,,n6rdlich1' und 
,, südlich" für die Hezeichnungen x l  U V  zu vertauschen. 

Mit der gegebenen Erklarung stimmt auch überein der Kommentar 
von Theon zu der betreffenden Stelle und die dazu gehiirigen Er-  
kuterungcn von Delambre (Hist. de 1'Astron. anc. II, S. 615). 

E s  entsteht nun die Frage, wie wir uns die xvx l i~xor  deriken 
sollen, die, wie es scheint, mit ihrer vollen Umdrehung ( n ~ ~ r q ~ o ~ c i )  
um ein noch unbestimmtes Centrum die Auf- und Niederbewegung 
der Epicykelebene hervorrufen. Das eine Mal sind sie angebracht 
(naqoixe~vza~) am Ferigeumsende des Diametcrs Apogeum-Perigeum, 
stehen senkrecht zur Eberie des excentrischen Kreises, die sie halbiert; 
das andere Mal am ostlichen Ende des Diameters 90°-270; stehen 
senkrecht zur Ebene der Ekliptik, die aie ebenfalls halbiert. Ptolemaeus 
scheint im zweiten Kapitel sagen zu wollen, dass die Rewegung der 
beiden Diameter aus der Ebene decl excentrischen Kreises des eine 
Mal, sowie aus der Ebene der Ekliptik das andcre Mal bis zur 
hochsten nordlichen oder südlichen ZyxÂ~~rç (beim Diameter Apogeum- 
Perigeum) oder I&JGLS (bei dem Diameter 90'-270°) - eine Re- 
wegung, die er richtig zcrq a q  O goc' nennt, d. h. auf und nieder - bewirkt 
wird durch eine volle Bewegung des xvxAi~xoç um die Lange eines 
Quadranten des xvziliastoç. Denn er spricht mit Beziehung auf den 
xvxl i~xoç  von einer Bewegiing, die er nsgr  q o  Q ci nennt, d. h. doch 
wohl eine volle Kreisbewegung um einen Mittelpunkt. S u n  Eiewegt 
sich aber der Epicykel auf einem Kreise, der excentrisch zur Ekliptik 
ist, so dass die vier Teile der Bahri Apogeum bis zum absteigenden 
Knoten, absteigender Knotm bis m m  Perigeum, Perigeum bis m m  
aufstcigenden Knoten, aufsteigender Knoten bis zum Apogeum u n g l c i c h  
werderi in Reziehung auf die Ekliptik. Aridrerseits sollen die Hebuug 
und Senkung der beiden Diameter mit Beziehung auf die Ebenen des ex- 
centrischen Kreises und der Ekliptik die Folge einer ganz gleichm%sigen 
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Bewegung (6yrr~q x~v76rç) des xvxAi6xoç sein, und so bleibt nichts anderes 
übrig, als dass der xvxAicixoç bei seiner xe~~rpogoi sich nicht um sein eignes 
Centrum bewegt, sondern um einen anderen Punkt,  dessen Abstand 
vom Centrum des xvxAi~xoç genau entspricht dem Abstand des Mittel- 
punktes vom excentrischen Kreise vom Mittelpunkte des Zodiakus. 
Nur so kann erreicht werden, dass die vier gleichen Viertel des 
stvlil.i~xoç in ungleichen Zeiten die betreffenden Diameter um gleichen 
Betrag heben und senken mit Beziehung auf die Ebenen der ex- 
centrischen Planetenbahn und der Ekliptik, qleichwie durch die Ex- 
centricitiit der Planetenbahn bewirkt wird, dass der Planet auf seinem 
Epicykel gleiche Strccken der Ekliptik in ungleichen Zeiten durchliuft. 

So ist schliesslich Ptolemaeus auch zur Annahme einer ex- 
centrischen Bewegung gezwungen beim xvxl i~xoç ,  und wir verstehen 
es, dass ihn selbst angesichts solcher Kompliziertheit seiner Theorie 
der Rreitenbewegung ein gewisser Schrecken befallen hat, dem er eben 
in der oben angeführten Stelle (S. 192) lebhaften Ausdruck verliehen hat. 

T'Crir verstehen nun auch, warum er  in seiner spateren Schrift 
'TZO@ÉGELÇ (IIalma IV)  diese verwickelte Theorie durch eine neue, 
einfachere ersetzt hat,  die Tannery in seinen Recherches etc. ganz 
allein berücksichtigt hat. 

In dieser Schrift iut in  Reziehung auf die Breitenbewegung zwischen 
den fünf Planeten kein Unterschied gemacht, sondern für alle folgendes 
System aufgestellt. 

Zuniichst ist die Rede von einer Epicykelsphiire, in der wieder 
drei x v l i l i ~ x o ~  unterschieden werden. I n  der Ebene der geneigten 
( L ~ 5 8 ~ )  excentrischen Bahri liegt der erste xvxl i~xoç,  der sich nicht 
bewegt, sondern festliegt, so dass die verlangerte Linie zwischen dem 
Epicykelcentrum und deni Centrum des Equans (mgl Z XLVELZC~L 

i a o z a ~ 0 ~ )  immer in denselben Punkten den x v x A i ~ ~ o ç  schneidet, 
namlich im Apogeum und im Perigeum des Xpicykels. Ein zweiter 
xvxAicixoç, der mit dem ersten allern Anschein nach zusammenfillt, 
obwohl das nicht direkt gesagt wird, ist in bestandiger, gleichmassiger 
Remegung begrifYen um das Epicykelcentrum in der Richtiing von Ost 
nach West. Ein dritter xvxAi~xoç ist  gegen die Ebene des zweiten 
x v d i ~ x o ç  geneigt um so viel, als wie die Neigung des Epicykels 
gegen die Ebene des excentrischen Rreises in der ersten Theorie von 
Ptolemaeus betragt; auf diesem dritten xvx l i~xoç  bewegt sich nun der 
Planet in der Richtung von West nach Ost. 

Wie Ptolemaeus dazu gekommen ist, für die ErklLrung der 
Breitenbewegung der Planeten jene erste, verwickelte Theorie preis- 
zugeben und die vereinfachte der %TO~?E'GELÇ zu setzen, vermogen wir 
nicht zu sagen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Differentialrechnnng und Grundzüge der Integralrachnnng. Von A s r , ~ r . o  
GENOCCHI. Herausgogeben von G I U S E I ~ ?  PEANO. Autorisierte deutsche 
Gbersetzung von G. B O I I L M ~ N  und A. SCHEPP. Mit einem Vorwort 
von A. MAYER. Leipzig 1898199. 

Uas i m  Jahre  1 8 8 4  von P e a n o  neu herausgegebene Genocchische  
werk ,,Calcolo differenziale e prinzipii di calcolo integrale" fand von 
vornherein i n  unseren mathematischen Kreisen eine iiusserst freundliche 
Aufnahme und günstige Beurteilmg. In  ihm wurde m m  ersten Male mit  
Hilfe der einfachen Funktionen 

f ( x ,  Y )  = ( y 2 -  ~ P X ) ( +  ~ P X )  

die Fehlerhaftigkeit der alten Theone über die Maxima und Minima der 
Fnnktionen zweier Veranderlichen klargestellt und sodann eine einmandfreie 
Theorie dieses Gegenstandes entwickelt. Wie Hem A. M a y e r  in dem Vor- 
~ ~ o r t  zu der deutschen Ausgabe bemerkt, konnen alle die schonen und 
zum grossen Teile fundamentalen Arbeiten von S c h e  e f f  e r ,  S t O lz und 
V. v o n  D a n t s c h e r  über die Theorie der Maxima und Minima von Funk- 
tionen zweier und mehrerer Vaiiabeln i m  Grunde zunachst auf das 
P e a n  O s c h  e Werk  zurückgeführt werden. Daneben besass das Buch noch 
andere Vorzüge. Die Darstellung war i m  allgemeinen prazis und strenge, 
eine grosse Menge althergebrachter Fehler war in  ihm vermieden, so dass 
ihm i n  unserer deutschen Titteratur nnr  wenige altere nder gleichzeitige 
Werke ebenbürtig a n  die Seitc gestellt werden konnten. 

I n  der nunmehr vorliegenden deutschen Übersetzurig, die noch durch 
fünf Anhange von Herrn P e a n o  vergrossert worden ist, treten jene Vorzüge 
für diejenigen deutschen Leser, welche der fremden Sprache nicht v6llig 
michtig sind, noch klarer und deutlicher hervor. Das Peanosche  Buch 
ist kein Werk  für Anfgnger, dazu t r i t t  die prinzipielle Seite des Gegen- 
standes zu  sehr in den Vordergrund, es is t  ferner kein Lehrbuch irn ge- 
wohnlichen Rinne des Wortes, da die üblichen geometrischen Anwendungen 
sehr i n  den Hintergrund treten und auch sonst nicht alle Gegenstiinde 
glcichmiissig eingehend und ausführlich behandelt wcrden - inncrhalb 
dieser Grenzen kann es aber auch heute noch als eine wichtige Ersçheinung 
unter den vorhandenen Lehrbüchern über Differential- und Integralrechnung 
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bezeichnet werden, dessen nbersetzung sich sicherlich als nützlich er- 
weisen wird. 

Freilich v o l l k  o m m e  n ist das Werk auch innerhalb der angegebencn 
Grenzen nicht zu nennen. Thatsiichlich finden sich in  ihni einige Fehler 
und Unebenheiten, die als zeitgemass nicht angesehen werden konnen. Es 
sol1 das etwas niiher ausgefuhrt werden. 

So sind, u m  sogloich mit einom wichtigcn Gogenstand zu beginnen, 
die hinreiühenden und notwendigen Bedingungen für die Entwickelung 
einer Funktion einer veranderlichen Grosse in  eine T a y l o r s c h e  Reihe auf 
Seite 70 nicht einwandfrei angegeben worden. Dieselben lauten thatsachlich 
anders und sind i n  voller Strenge zuerst von P r i n g s h e i m  im 44. Bande 
der M~thematischen Annalen entmickelt worden." Analog sind die Be- 
trachtungen über die Eutwickelung einer Funktion mehrerer Veriinderlichen 
a d  S. 137  nicht als einwandfrei zu bezeichnen. Die Theorie der unend- 
lichen Produkte ferner, wie sie auf S. 92 flg. entwickelt wird, dürfte 
kaum noch zeitgemiiss erschcinen. Der Logarithmus ha t  mit den unend- 
lichen Produkten wenig oder gar  niahts zu t h u n ,  seine Hinzunahme ver- 
d m k e l t  thatsachlich die eigentliche Theorie. E s  moge in Bezug hierauf 
vor allem auf eine Arbeit von P r i n g  s h e i m  i m  33. Bande der Math. Annal. 
verwiesen werden. S. 9 4  Z. 8 von unten muss ,,von Nul1 verschiedenen" 
fortfallen. 

Wenig glücklich erscheint auch S. 1 1 9  die Defiuition der Stetigkeit 
einer n - dimensionalen Punktmenge mi t  E l f e  stetiger Parameter-Dar- 
stellung der Koordinaten, schon aus dem Grunde, weil sie für den Fa11 
n = 1 nicht zu gebrauchen ist. Die Moglichkeit, irgend zwei Punkte einer 
steligeu Yunktmenge durch einen der Menge angehürenden Weg zu ver- 
binden, dürfte zweckm%ssiger als eine F o l g e  der Stetigkeit und nicht als 
d e f i n i e r e n d e  E i g e n s c h a f t  anzusehen sein. Jedenfalls hiitte nicht über- 
gangen werden dürfen, dass eine Fundamentaleigenschaft stetigor Mengen 
i n  der Zugehorigkeit ihrer Grenzpunkte besteht.** 

Der  Satz über die Crnkehrbarkeit der Beihenrolge der DiKerentiationen 
S. 1 2 7  erscheint mir unnotig weit und nicht vollig prazis gefasst zu sein. 
Erstens brauchen nicht alle Ableitungen zweiter Ordnung als stetig vor- 
ausgesetzt zu werden, damit die Glcichung 

besteht. Dann aber is t  nicht gesagt,  inwieweit die Existenz und Stetigkeit 
vorausgesetzt wird, ob nur i n  dem Punkte x, y oder auch in dessen Um- 
gebung, so dass der Umfang der geforderten Voraussetzungen ziemlich 

apf , dunkel erscheint. Beim Reweise benutzt wird die S t e t i g k e i t  von -- - a x a y  
8/" 8-- nur  in  dem betrcffenden P u n k t e ,  dagegen die E x i s t c n z  von -21 

Y a 
* Vergl. hierüber: Encgkl. der Math. Wissensch. Bd. II, S. 79, 80. 

** Vergl. hierüber: Rncykl. der Math. Wissensch. Bd. LT, 8. 46-47. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kexensionen. 201 

o f  0 2 r  
' I f  fiïr alle Punkte einer gewissen U m g e b u n g  von z, y. a x e y  a l l ax  G1 --, - 

Xir scheint, dass die Darstellung diescs Satzes i n  einigen anderen Lehr- 
büchern besser und praxiser ist .  

Etwas ~ h n l i c h e s  gilt  von dem Satze 105 auf S. 1 2 9  flg. 

Bei dem Beweise des Satzcs 110 wird auf S. 140 Z. 1 - 4 von oben 
eiue Schlussform gebraucht, die als strenge uicht be~eichnet  werden kann. 
Es  wird da geschlossen, dass y eine stetige Funktion von x is t ,  weil ir, 

beliebig klein gemacht werden kann. Das genügt aber nicht - es muss 
vielmchr gezeigt werden, dass zu uncndlich kleinen Wertcn von h uncndlich 
kleine Werte xl gehoren. 

Der  Beweis der Satze auf S. 213 bis S. 217 dürfte als zu umstandlich 
zu bezeichnen sein. Benützt man den Cauchyschen  Doppelreihensatz, wonach 
die Glieder einer absolut konvergierenden zweifach unendlichen Reihe be- 
liebig angeordnet werden konnen, so ergiebt sich ganz unmittelbar die 
E x i s t e n ~  des Taylorschen  Satzes mitsamt der gliedweiseu Diflérenzierbar- 
keit von f ( x )  = Zzc,xr. 

Freilich fehlt jener Cauchysche  Satz in  dern Rilche ganz, wie denn 
überhaupt auf den Unterschied von b e d i n g t  e r  und u n b c d i n g t e r  Kon- 
vergenz unendlicher Reihen mit keinem Worte  eingegangen wird. I n  diesem 
volligen Verschweigen eines unentbehrliehen FundamentalbegriEes der 
Reihenlehre dürfte eine empfindliche Lücke des Buches zu erblieken sein. 

Mit der ganzen Anordnung der 1,ehre vom iinbestimmten und be- 
stimmten Integral kann ich mich nicht einverstanden erkliiren. Wenig 
zweckmassig scheint es mir,  dass der Existenzbeweis zunichst für das 
u n b e s t i m m t e  Integral einer stetigen Funktion geführt und a n  dieses 
letztere spaterhin die Definition des b e s t i m m t e n  Integrals geknüpft wird. 
Thatsüohlich haben die M e t  h O d e n  der sogenannten unbestimmten Inte- 
gration mit jenem E x i s t e n z b e w e i s e  nicht das geringste zu thun. Und 
die Frage nach der allgemeinen Existenz lasst sich vie1 einfacher und 
vollstiindiger im Anschluss an die Definition des bestimmten Integrals als 
Summengrenze erledigen, wobei dann überhaupt die Beziehungen zwischen 
dem bestimmten und unbestimmten Integrale sich natürlicher und p r k i s e r  
ergeben als bei der 

Die Herleitung 

S. 230, 280 flg. is t  

Peanoschen Darstellungsweise. 

der Gleichung 

durchaus unzuliinglich. Die Gleichung selbst i s t  in 
der angegebenen Allgemeinheit überhaupt nicht richtig, sie gilt zunachst 
nur bei umkehrbarer Eiudeutigkeit und Stetigkeit von x = <p (t). Be- 
züglich des z n m  e i s t  vorkommenden Falles, dass die Gleichung x = rp ( t )  
k e i n e  eindzutige Auflosung t = ~ ( x )  besitzt, fehlt jede nahere Erorterung. 
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Schliesslich ist auch die Reihenentwickelung der bestimmten Integrale 
S. 300 flg. nicht einwandfrei. Der Satz Ende der Scitc 300: H a t  dann 

h 

R,dx den Grenzwert Null, so erschliesst man die Reihenentwickelung .I 

i s t  nicht stichhaltig, er wird erst richtig, wenn die Integrierbarkeit von 
f ( x )  ausdrücklich vorausgesetzt wird. Endlich sind die Siitze 213 und 
214 dem Wortlaute nach ausserst ahnlich, die Beweise dagegen wesentlich 
verschieden. E s  herrscht hier eine Unklarheit, die jedenfalls hatte gehoben 
werden müssen. 

Die gemachten Bemerkungen haben nicht den Zweck, den Wert  des 
verdienstvollen Werkes zu beeintriichtigen. Dasselbe is t  Tor 15 Jahren 
geschrieben und zwar auf Grund von Vorlesungen, die noch weitere Jahre 
zurückreichen - es ist daher nicht zu erwart,en, dass d a s s e l b ~  aiich heute 
noch nach jeder Richtung hin vollkommen sei oder g a r  die Kritik aller 
kommenden Zeiten in alleu seinen Teilen gleichmiissig ertragen konne. 
Jene Bemerkungen sollen vielmehr auf eine Lücke aufmerksam machen, 
die bei dieser deutschen Ausgabe leicht hatte vermieden werden konnen. 
I n  einigen ahnlichen F d l e n ,  wie bei der ijbersetzung und  Herausgabe der 
S e r r e  t schen Differential- und Integralrechnung durch H a r n a  c k und der 
Dinischen Funktioueutheorie durch L ü r  O t h  und S c  h e p  p sind von den 
Übersetzern Berichtigungen und Zusiitze gemacht worden, welche den Wert 
der Werke ungemein erh6ht haben. Derartiges fehlt bei dem Peanoschen  
Werke, j a  nach der Vorrede des Herrn A. M a y e r  kounte es scheinen, als 
wenn Berichtigungen überhaupt unnotig waren. Die Herren Übersetzer 
B o h l m a n n  und  S c h e p p  begnügen sich mit der Bemerkung, dass von 
einer wesentlichen Eraei terung der in  den Anmerkungen gegehenen 
historischen Notixen Abstand genommen i s t  und verweisen dieserhalb auf 
die Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften. E in  derartiger Hin- 
weis ha t  etwas Missliches. Erstcns h a t  nicht jeder Leser des Buches die 
Encyklopadie zur IIand, und zmeitens enthalt die letztere zwar die Biitze aber 
nicht deren Beweise, kann daher niemals ein wirkliches Lehrbuch ersetzen. 
Sol1 das P e a n o s c h e  Werk  wirklich zu einem gleichmiissig vollkommenen 
und zeitgemassen Führer auf dem Gebiete der Grundlagen der Differential- 
und Integralrecfiuu~ig werden, so bleibt nichts ariders übrig, als auch bei ihm, 
ohne seine Grundlage zu iindern, an geeigneten Stellen Berichtigungen und 
Zusatze anzubringen. X. Krraus~. 
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A t rea t i se  o n  t,he t h e o r y  of fui ic t ions,  hy  J. HAHKNESS ( B r p  Mawr 
College, Pennsylvania) and F. MOIILEY (Haverford College, Penn- 
sylvania), London, DIacmillan (1893). IX und 607 S. 

lritroduction ta the t h e o r y  of  analytic fnnct ions,  by J. HARKNESS and 
F. MDKLEY, London, Uacrnillan (1898). XVI und 336 S. 

Das erste der beiden vorliegenden Werke giebt eine Darstellung der 
Theorie der analytischen Funktionen einer kornplexen Variabelen, welche 
sowohl in  Bezug au1 die grundlegenden Lehren wie in  den Eiuzel- 
ausführungen mit  grosser Gründlichkeit und Sachkenntnis durchgeführt ist .  
Das Ruch ist als Lehrhnch durchaus zu ernpfehlen, es vermittelt eine 
abgcrundete und einheitlicho Auffassung der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Variabelen. Zugleich vermeidet dasselbe in  glücklicher Weise die 
Gefahr der Einseitigkeit, welche sich bisher so haufig i n  den Darstellungen 
der Funktionentheorie als verh'tingnisvoll erwies. Sind doch die bei dieser 
Gelegenheit oft genannten Unterschiede i n  den Auffassungen Riemanns und 
Weierstrass' z. B. noch i n  dem übrigens hocbgeschiitzten Werke von Forsyth 
weniçer zur inneren Berührung als zur iiusseren Aneinanderreihung gelangt ; 
und auch in der deutschen Lehrbuchlitteratur is t  man erst in  neuester Zeit 
an die gleichmiissige Berücksichtigung der verschiedenen Standpunkte 
herangegangen. 

Was  die StoKauswahl im grossen angeht, so sei folgende Be- 
merkung gestattet. Nach Entwickelung der Theorie der Riemannschen 
Flachen wendet sich die Darstellung zu den ellipt,ischen und Ahe;schen 
Funktionen. Ein anderes Gebiet von Funkt'ionen auf Riemannschen Flachen, 
welche i m  Vergleicfi zii den Abelschen Funktiouen v i e h i c h t  elemeritarer 
und für die Anwendungen wichtiger sind, kommt nicht aur Geltung: 
nimlich die hypergeometrischen Funktionen, sowie überhaupt die Funktionen, 
welcho linearen Differcntialgleichungen mit algebraischen Koeffizienten ge- 
nügen. E s  is t  unzweifelhaft, dass diesen Funktionen i n  einer ausführlichen 
Darstellung der Funktionentheorie schon jetzt ihre Stelle neben den ellip- 
tischen und Abelschen Funktionen gebührt. Doch soll diese Bemerkung 
mehr nur  die Stcllung des vorliogenden Buches gegenübcr der modernen 
Funktionentheorie charakterisieren, u n d  es soll in  keiner Weise ein Tadel 
ausgesprochen sein, dass die TTerfasser bei ihren Ausführungen allein die 
elliptischen und Abelschen Funktionen wahlen. 

Die Bezeichnungen und die Ausdrucksweise im einzelnen sind stets 
strenge und wissenschaftliche; sie halten Sçhritt mit dem Ziele der ganzen 
Darstellung, welche die einzelnen Gegenstande in ihrer vollen wissensehaft- 
lichen Bedeutung geben will. Eine beilaufige Bemerkung sei wegen des 
Begriffs der ,,semikonvergenten Rcihen" (S. 64) gestattet. Diese Bcnennung 
wird nicht i n  dem sonst verbreiteten Sinne gebraucht, soudern bezeichnet 
eirifach eine ,,bedingt konvergenteLL Reihe. Diese Abweichung von dem 
allgemeinen Brauch ist,  wenn auch die Verfasser dabei nicht allein dastehen: 
nicht zweckmiissig. - 
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nicht auf Spezialuntersuchungen gerichtct. Elemcntarere Entwickelungcn 
über konforme Abbildungen a n  Beispielen nehmen dafür einen weit breiteren 
Raum ein als i m  erstgenannten Werke. So is t  ein besonderes Kapitel 
der geometrischen Theorie der Exponentialfunktion und des Logarithmus 
gewidmet, und sogar zwei Kapitel (das dritte und fiinfte) handeln von der 
Transformation der Kreisverwandtschaft. Die Theorie der elliptischen 
Punktionen beschrankt sich hier ganz auf die Anfiinge der transce~identen 
Theorie nach Weierstrass auf Grund des Begriffs der doppelten Periodizitat. 
Auch die Theorie der algebraischen Funktionen wird nur in ihren ersten 
A n f k g e n  skizziert und an einigen elementaren Beispielen ausgeführt, von 
denen y2 = (x - uI) (x - a2) (x - as) (x - uq) das komplizierteste ist. Den 
Beschluss bilden Aiisführungen über die Cauchysche Theorie, a n  welche 
bereits ein früheres Kapitel herangeführt hatte, sowie über die reellen Be- 
standteile komplexer Funktionen. R. F~~ICKE. 

Lehrbnch der Algebra. Von HEINRICH WEBER, Professor der Mathematik 
a n  der Universitat Strassburg. Zweite Auflage, zweiter Band. 
Rraiinschweig 1899 ,  Vieweg & Sohn. XVT und 8 5 6  S. 

Der zweiie Band von Webers Algebra ist  in  erster Auflage 1 8 9 6  er- 
schienen und wurde im Jahrgang 43 dieser Zeitschrift hist.-litterar. Abteil. 
S. 2 6  flg. aiisfiihrlich besprochen. Wie vom ersten Bande, so is t  in  ausserst 
kurzer Zeit auch vom zweiten eine Neuauflage n6tig geworden, welche 
jetzt vorliegt. Bei der reifen und durchgearbeiteten Form, welche bereits 
die erste Auflage des fraglichen Werkes besass, Tmrd man weitgehende 
Abandermgen hier nieht zu erwarten haben. Immerhin ha t  der Verfasser 
keine Mühe gespart,  durch kleinere Ablindenmgen i n  der Disposition den 
Überblick zu erhohen. E s  wird kaum notig sein, hierauf im einzelnen hin- 
zuweisen. 

Dagegen muss sehr hervorgehoben werden, dass der Verfasser durch 
ausführliche Berücksichtigung neuerer wichtiger Fortschritte der Gnippen- 
theorie und Arithmetik sein Werk zu einem durchaus modernen fortgebildet 
hat. In  dieser Hinsicht sirid i n  dem allgemeinen gruppentheoretischen 
Abschnitte neuere Untersuchungen D e  d e k i n  d s hinzugekomrnen, welche die 
von 1et)zterem so benannten Hamiltonschen Gnippen hetreffen. Eine weit 
reichere Begründung h a t  vor allem der Abschnitt über die linearen Gruppen 
gewonnen, insofern der Verfasser hier ausführlich auf die ausgezeichneten 
Untersuchungen von F r o b e n i u s  ans den Jahren 1 8 9 6  und 1 3 9 7  über 
Gnippmcharaktere, Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Sub- 
stitution u. S. W. eingeht. 

Nicht minder wichtig sind die Ergiinzungen, welche die zahlen- 
theoretischen Abschnitte gewonnen haben. Hier war  vor allem das Er -  
scheinen des berühmten ,,Berichtes über die Theorie der algebraischen 
ZahlenLL von H i l b e r t  massgeblich. Der Verfasser ha t ,  wie er im Vorwort 
bernerkt, geschwankt, ob er sich nicht für die ganze Behandlung der 
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Abelschen KGrper unter Zurückstellung se'iner eigenen früheren Methode 
a n  Hilbert anschliessen sollte. Indessen schien es ratlich, hiervon abzusehen. 
Jedenfalls aber is t  Hilberts Bericht auf den neunzehnten Abschnitt, welcher 
die Beziehungen eines Korpers zu seinen Teilern behandelt, von bedeuten- 
dern Einfluss gewesen. Auch die M i n k  O w s  kischen Methoden, welche 
übrigens auch schon i n  der ersten Auflage herangezogen waren, finden jetzt 
im zwanzigsten Abschnitt eine breitere Behandlung. 

Fortgefallen gegenüber der ersten Auflage sind die Anwendungen auf 
die quadratischen Korper. Der  Verfasser ha t  sich hierzu zum Zwecke der 
Kaumersparnis entschlossen. Indessen sollen diese Entwickelungen darum 
unverloren sein; denn sie werden in der beabsichtigten Fortsetzung des 
Werkes ihre Stelle finden. Diese For-tsetzung, in welcher vor allem die 
komplexe Multiplikation der elliptischen E'uuktiorien zur  Darstellung kommen 
dürfte, wird von den Freunden des vorliegenden Werkes mit  besonderer 
Spannung erwartet werden. R. FRICKE. 

Handbnch der Geophysik. Von Dr. STEGMUND G ~ N T H E R .  Zwei Riinde. 
Zweite gMnzlich umgearbeitete Auflage. Zweiter Band mit 230 Ab- 
bildungen (im Text). Stut tgar t  1 8 9 9 ,  Verlag von FEBD. ENKE. 
8'. XIV, 1009 S. 

Bei unserer Besprechung der neuen Auflage des e r s t e n  Bandes er- 
wiilinlen wir schon (Bd. 44, S. 1 2 7  fig.), dass im Interesse einer gleich- 
massigen Starke beider Bande des Werkes die vierte Abteilung mit ihren 
vier Kapiteln, von den magnetischen und elektrischen Erdlrriften handelnd, 
aus dem zweiten i n  den ersten Band übertragen worden sei. Trotz dieser 
Übertragung is t  der vorliegende zweite Band u m  volle 25 Druckbogen 
gewachsen, so dass sich die ungleiche Starke beider Bande eben auch 
in der neuen Auflage wieder eingestellt hat.  S u s  dieser ~usser l i chke i t  er- 
sieht man,  dass der Verfasser gewiss von einer durchaus erweiteden Auf- 
lape seines Werkes sprechen darf - ob auch von einer günzlich um- 
gearbeiteten Auflage, dürfle bestritten werden. 

Denn vor allem sind die zwei, schon bei oberfliichlichem Durchblattern 
in die Augen fallenden Eigentümlichkeiten des Werkes v6llig gewahrt ge- 
blieben: niimlich die Menge der je a m  Ende der einzelnen Kapitel gegebcnen 
Citate und die streng durchgeführte Rücksichtnahme auf die geschichtliche 
Entwickelung der jeweils darzustellenden Lehren. J a  diese Besonderheiten 
treten i n  der neuen Auflage sogar in  verstiirkter Weise hervor: a n  Stelle der 
früheren etwa 3000 Angaben von Belegstellen und Litteraturnachweisungen 
sind jetzt deren gogen 9000 getreten und geben offenkundiges Zeugnis von 
der Mühe und Sorgfalt, mit der der Verfasser die neuesten Forschungen 
und Uarstellungen des Stoffgebietes berücksichtigt, mit  der er zugleich auch 
erneut die frühere Litteratur durchgearbeitet und verwertet hat. I n  der 
Tha t  wird jeder, der das vorliegende Hanabuch benützt, auch um für Nach- 
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studien sich Rats  zu erholen, dem Verïasser Dank wissen für die reich- 
lichen Nachweise und wird sich einen sogar anscheinenden i;-berfluss hieran 
gern gefallen lassen. Und i n  Bezug auf den zweiten Punkt ,  die Darlegung 
geschichtlicher Entwickelung der betreffenden Lehren, i s t  ebenfalls der 
Charakter des Werkes erhalten geblieben, ja dureh ein a n  vielen Stellen 
erfolgtes reichlicheres Gliedern des Stoffes und etwas ausführlichere Dar- 
stellung ha t  das Werk  nach dieser Seite ehenfalls gewonnen. 

Wahrend so die gonannte in allen Arbeiten des Verfassors zu findende 
lobenswerte Eigentümlichkeit auch i n  der vorliegenden zweiten Auflage 
einer Erdphysik wieder hervortritt, is t  auch die dnordriung des StoEes irn 
grossen und ganzen erhalten geblieben. Wie früher, so behandelt auch 
jetzt die f ü n f t e  A b t e i l u n g  (S. 1-37.5) die Lehre von der Atmosphàre, 
die s e e h s t e  (S. 375 -559) die Ozeanographio und ozeanische Physilr, die 
s i e b e n t e  (S. 559-659) die dynamischeu Wechselbeziehungen zwischeu 
Meer und Land,  endlich die a c h t e  (S. 659-946) das Festland mi t  seiner 
Süsswasserbedeckung. I n  der T,ehre von der Lufthiille der Erde wurde 
das frühere zehnte Kapitel ,,Angewandte Metoorologie" in  zwei zerlegt, die 
die ,,E>raktische Dlebe~ro log ie~~ und die ,,Hygienische N e t e ~ r o l o g i e ' ~  be- 
handelu. 

Tm einxelnen freilich is t  ungemein rieles geandert, umgestellt, erweitert 
und vorbcssert worden. Wir  W r e n  nur  die am meisten ins Auge fallendcn 
Abiinderungen und Erganzungen hier an. So wurden die allgemeinen 
Eigenschaften der dtmosphare eingehender behandelt und klarer gegliedert, 
neue Aufnahme fanden die Hochstationen und Luîtballonfahrten (S. 85), 
neiie Rehandlung die D&mmerungserscheinungen (S. 106) und die Tjehre von 
der Luft- und Gewitterelektrizitat (S. 157); die Kapitel von der Bewegung 
der Luft (S. 178  fig.) und von den Klirnaiinderungen (S. 318 ilg.) erscheinen 
wie neu bearbeitet. Neu aufgenommen ist auch die Berücksichtigung 
des Plankton sowohl als Vemsachers  und Triigers des Meereslenchtes wie 
als Bodenbildners (S. 391), eingehendor betrachtet die künstliche Beruhig- 
ung der Wellen (S. 4 5 3  fig.), klarer und ausgeführter die Lehre von den 
modernen Theorien über die Cezeiten (S. 472) ,  übersichtlicher gestaltet die 
Tlehre von Grund und Ursache der Meeresstromungen (S. 512 flg). Eine 
fast neue Darstellung erfuhr auch die Lchre vom Rfeereis (S. 531 flg.), ins- 
besondere durch starkere Hervorhebug  der erdkuudlichen Seite des Gegen- 
st,audes, sowie die Lehre von den Strandverschiebungen und von den 
neueshn Theorien zu deren Erklikung (S. 570 flg.). Auch die Darstellung 
von Bildung und Wanderung der Dünen, sowie von der Wechselwirkung 
zwischen Pflauzenwuchs und Landbildung (S. 620) erscheint zum guten 
Teil i n  neuem Gewande, nicht rninder die Lehre von den Korallenbauten 
und deren Weiterbildung (S. 641 flg.); eine Gliederung und Kennzeichniing 
der Haupttypen von Inseln is t  neu hinzugekommen (S. 640). Die s t i rks te  
Umwandlung h a t  wohl die achte Abteilung erfahren, die vorn Festland und 
seiner Süsswasserbedeckung handelt: die Lehren der Geognosie, dann die 
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von der Bodenplastik im allgemeinen, anch die vom fliessenden Wasser der Eide 
sind s tark er~veitert und an vielen Stellen in  neuer Darstcllung gegeben. 

I n  rascher Übersicht über den starken Band haben wir die wcsent- 
lichsten Ahanderungen und Frganzungen der vorliegenden zweiten Auilage 
i n  aller Xürze srwahnt. Wir  hahen noch beiaufügen, dass eine eingehende 
Inhaltsübersicht, oine alphabetische Aufz&hlung der vorkommenden Schrift- 
stellernamen und ein Schlüssel Sür die vielen abgekureten V e r ~ e i s u n ~ e n  
auf Beitschriften und sonstigc Litteratur den Gebrauch dieses Handbuches 
sehr erlcichtern und seinen Wer t  erh6hen; leider konnte wegen der grossen 
Stiirke dos Randes diesem nicht auch noch ein Sachserzeichnis beigegeben 
werden. 

F ü r  eine etwaige neue Auflage bringen wir abermals unsern Wunsch 
nach rnassigerern Gebrauch von Fremd~rortern vor. 1st  die Zahl derer, 
die i n  eincin wissenscha,ftliclien Werke gebraucht werden müssen, a n  sich 
schon überaus gross, so sollte in  Verwcndung vermeidbarer weitest- 
gehende Zurückhaltung geübt werden. Dass partiziperen , apticren, signali- 
sieren (nicht im Sinn von Zeichen geben!) und iihiiliche immer wiederkehren, 
e r ~ e i s t  nicht deren R e r e c h t i p n g ;  waruin Saturkraf te  gerade destruktiv 
und konstruktiv gcnannt wcrden miissen, uin zcrst6rend und aufbauend zu 
wirkcn, weshalb Kraftanstrerigungen der Natur  gcrade kataklysmatischer 
Charakter xiigeschrieben werden muss, ist riicht einmseheu; auch wiire z. B. 
die Iluviatile Korrasion ganz gut deutsch zu sagen. Auch i n  der Aufnalime 
von unnotig künstlich gehildcten Fremda,usdriicken anàercr Schriftsteller 
dürfte Na13 gehalteu werden - oder sind etwa i n  potamogenen und 
thalassogenen Neulandstreifen besondere Ceheimnisse verbargen oder sind in 
bradyseismischen Uewcgiingcn Entdecliungen besonderer Art  eu finden, die 
nicht deutsch zu bencnnen wiiren? Derselben , ,KategorieLL gehoreu die 
iiolischen und die subaërischen Bildungen an: die der Verfassrr selbst als 
,,synonyrn lL  erkliirt und dereu Verweildorig im ersten Kapitel der aehten 
Ahtcilung er verspricht, thatsachlich aber gnr nicht n6tig hat. Dass der 
Verfasser das urngebende ,,milieuL' selht als Umwelt ersetzt, zeigt, dass er 
ganz wohl deutsch schreiben k6nntc. 

Der vorliegende Rand ist mit Abbildungen versehen, die rneist deut- 
lich darstellen, mas sie zeigen sollcn; nur  wiire zuaeilen eine anderc 
Stellung im Druck zu wiinschen (z.B. ~ o l l t ~ e n  die Figuren 69 und 70 auf 
derselben Seite zu finden sein). 

Wir  steheri am Ende unserer Lrberschau. Erneut  müssen wir unserer 
staunenden Bewundeiurig husdruük gebcn über die BeschaEenheit, Verarbeit- 
ung und Qestaltung des riesigeri Lelirstoffes, den das Buch bietet, und 
müssen den Dank aussprechen für die handliche, beyuerne und anregende 
Darbietung aller und neucr Lehren der Wissenscliaft. W i r  h b e n  in dem 
jetzt wieder ahgeschlossen vorliegenden Werk &en trcfflichen Führer ,  der 
vides selbst erzahlt, der aber in  weit mehr Fallen stets get,reue Auskunft 
erteilt, wn n7eitere dufschlüsse zu erlangen sind. Dank dem Vcrfasser, 
Dank auch der rührigen Verlagshandlung! SRECTLEIN. 
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G. W. HANUEL. Elektrische Cntersuchungen. Einundzwanzigste Ab- 
handlung. Über die thermo - und piëzo - elcktrischen Eigenschaften 
der Krystalle des ameisensauren Baryts, Bleioxyds, Strontians und 
Kalkes, des salpetersauren Baryts und Dleioxyds, des schwefelsauren 
Kalis, des Glycocolls, Taurins und Quercits. Des 24. Bandes der 
Abhandlungen der mathematisch-physischen Klasse der Konigl. 
Sachs. Gosellschaft der Wissenschaften Nr. 6. Mit 2 Tafeln. Leipzig 
1 8 9 9 ,  Verlag von B. G. Teubner. 2 7  S., Pr. 2 M. 

Die vorliegende Abhandlung reiht sich unmittelbar an die früheren 
an. Sie enthklt nur die Untersuchungen über die im Tite1 angeführten 
Krystalle. Wer  sich dagcgcn über die Methode und die Vcrsuchsanordnung 
unterrichten d l ,  muss auf die früheren Veroffentlichungen zurückgreifen. 
Es würde hier zu weit führen, wenn die einzelnen Brgebnisse auch nur  
angedeutet werden sollten. 

- -- 
B. NEBEL. 

Der Gang des 3Iensclien. 11. Teil: Die Bewegung des Gesamtschwerpunktes 
und die Busseren Krüfte von OTTO FISCHER. Des 25. Bandes der 
Abhandlungen der mathematisch-physischen Klasse der Konigl. 
Slichs. Gesellschaft der Wissenschaften Nr. 1. Mit 12  Taleln und 
5 Textfiguren. Leipzig 1 8 9 9 ,  B. G. Teubner. 130 S., Pr. 8 31. 

Nach einer Einleitung, in welcher die Mechanik des Gehens und die 
dabei in Betracht kommcnden inneren und gusseren Kriifte erlautert werden, 
werden die Xethoden gekennieichnet, die zur Uestimruung der Schwerpunkts- 
bahn führen. Von den beiden einzuschlagenden Wegen, von denen wieder 
je drei Richtungen abzweigen, geht der Verfasser, nachdem er sie ein- 
gehend behandelt hat ,  zur Bestimmung der Bahn des Gesamtschwerpunktes 
des menschlichen Korpers über und berechnet die Geschwindigkeiten und 
Ueschleunigungen, welche der Gesamtschwerpunkt wihrend der Zurück- 
legung der einzelnen Bahnpunkte besitzt. Schliesslich wird noch die 
Grosse der Russeren Krafte ermittelt wghrend der einzelnen Phasen des 
Gehens und bci verschicdcncr Versuchsanordnung. 

Aus der Tafel 1 ist unmittelbar zu ersehen, in  welcher Weise sich 
mit IIilfe eines aus Parallelogrammen zusammengesetzten Gelenkmechanisrnus 
nicht nur  die Schwerpunkte verschiedener Abschnitte des menschlichen 
G r p e r s ,  sondern auch deren Gesamtschwerpunkt ermitteln lassen. Um 
nun einen richtigen Einblick i n  die Bewegungsvorglinge zu erhalten, wurde 
die geschlossene Raumkurve des Gesamtschwerpunktes in drei Kom- 
ponenten zerlegt, und zwar nach der Gangrichtung, der Seitenrichtung und 
der vertikalen Richtiing. Die dabei ermittelten Kurven, sowie der Verlauf 
der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen i n  den einzelnen Projektions- 
punkten sind i n  besonderen, sehr übersichtlichen Tafeln zur Anschauung 
gebracht, so dass die Periodizitiit sofoi-t i n  die Augen springt. Es w ü d e  
zu weit führen, wollten wir noch niiher au€ diese hochst interessanten 
Versuchc eingchen. Dcshalb müssen wir uns darauf bcschrlinken, jedon, 

1list:litt. Aht d.Zsitsïhr. f. Math. u. Phya. 45 Band. 1900. 5.n.6.Heft. 15 
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der sich für  die vorgiinie beim Gehen interessiert - und wer sollte dies 
unter den Gebildeten nicht thuu -, auf dieses an lehi-reichen Ergebnissen 
reiche, Werk  aufmerksam zu machen. B. NEREI,. 

Lehrbuch der Experimentalphysik von ADOLPH W ~ L L H E R .  Fünfte vielfach 
umgearbeitete und verbesserbe Auflage. Vierter Band. Die Lehre 
von der Strahlung. Erster IIalbband. Mit 147 in den Text ge- 
druckten Abbildirngen und Figuren und einer lithographierten Tafel. 
Leipzig 1899, Verlag von B. G. Teubner. 512 S. 

Der erste Abschnitt des vierten Bandes umfasst die Ausbrcitung und 
Wahrnehmung der Strahlung, und zwar wird ausgegangen von deren un- 
gestorter Ausbreitung, an die sich die gestorte, insbesondere die durch 
Reflexion und Brechung, anschliesst. Das dritte Kapitel enthiilt die Ab- 
sorption und Emission des Lichtes und die sie begleitenden Erscheinungen. 
I n  dem vierten Kapitel, welches die Wahrnehmung des Lichtes zum Gegen- 
stande ha t ,  sind auch die optisçhen Instrumente zu finden. - Diesem ersten 
IIalbband , welcher sich vollkommen ebenbürtig seinen Vorgangern anreiht, 
wird demniichst der zweite Halbband folgen. - Wenngleich durch die 
Herausgabe eines solch umfangreichen Werkes die Anfordenmgen a n  die 
Arbeitskraft eines Mannes, der auch sonst noch violfach in dnspruch go- 
nommen ist,  nicht uuterschiitot werden dürfen, so erfordert doch die heutige 
schnelllebige Zeit, dass es im eigensten Interesse von Eerausgeber und 
Verleger ist ,  wenn mit allem Hochdruck die Vollendung eines solchen 
Werkes betrieben wird. B .  NEBEL. 

Die Wirknngsweise und Berechnnng der Ammoniak-Absorptions- 
muschine von II. LORENZ. Separatabdruck aus der Zeitschrift für 
die gesamte Kalteindustrie. 1899. Heft TT. 9 S. 

Vergleicht man die Vorgiinge der Külteerzeugung bei den Ab- 
sorptionsmaschinen mit denen bei den Kompressionsmaschineu, so sollte 
man glauben, dass die Maschinen der ersteren Gattung denen der 
letzteren u b e r l e g ~ n  waren, weil bei den ersteren die Energïe fast ans- 
schliesslich i n  Form von Wiirme zur Verwendung gelangt, wkhrend bei 
der letzteren Gattung die Energiezufuhr nur  in Form von mechanischer 
Arbeit erfolgt. Gleichwohl werden die Kompressionsmaschinen den Ab- 
sorptionsmaschinen vorgezogen, weil bei diesen die Ausnntzung der zu- 
gefuhrten Warme ungünstiger ist. D a  aber Absorptionsmaschinen immer 
noch verwondet werden, so ha t  sich der Verfasser der dankenswerten Arbeit 
un te r~ogeu ,  die Wirkungsweise der Absorptionsmaschine im Zusammeuhang 
darzustellen, wodurch den Interessenten ein wesentlicher Beitrag zur 

Kliirung dieser Maschinengattung geliefert wird. B. NEBEL. 
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Die Physikalischen Erscheinnngen und Kriifte, ihre Kenntnis und 
Verwertnng im praktischen Leben von LEO GRUNMACH. Mit über 
600 Textabbildungen u n d  3 Tafeln. Leipzig 1899 ,  Verlag von 
Otto Spamer. 442 S. Pr. geh. 6 M., elegant gebunden 7 .50 hl. 

Das im Jahre 1 8 9 8  als Sonderabdruck aus dem ,,Buch der Er- 
findungen, Gewerbe und IndustrienLL erschienene Werk  wurde nun als selb- 
standiges Buch der Offentlichkeit übergeben. I m  wesentlichen handelt es 
sich u m  einen Abdruck, der durch wichtige Neukonstruktionen und Ent-  
deckungen der allerjüngsten Zeit erweitert worden ist. Dahin gehoren die 
von Ramsay enideckten Elernente der Atmosphire, das Fernrohr der 
Treptow-Sternwarte, die Ergebnisse der Marconischen Funkentelegraphie, 
die neuesten Apparate für Untersuchiingen mit  Rontgenstrahlen u.  S. W. Mit 
Rücksicht auf die Besprechung des Sonderabdruckes kann hier von weiterem 
abgesehen werden. 

--- - - 
13. NEBEL. 

Die Fortschritte der Physik im Jahre 1897. Dargestellt von der Physi- 
kalischen Gesellschaft zu Berlin. Zweite dbtei lung,  enthaltend: 
Physik des   th ers. Redigiert von RICIIARD BORNSTEI-I. 912 S. 
Dri t te  Abteilung, enthaltend: Kosrnische Physik. Redigiert von 
RICHARD ASSMANN. 566 Seiten. 53. Jahrgang. Braunschweig 1898 ,  
Verlag von Friedrich Vieweg $ Sohn. 

Mit grosser Pünktlichkeit sind auch die beiden letzten Abteilungen 
der Fortschritte der Physik für das J a h r  1897 erschienen. Wenn dies so 
anhiilt, so  wird man in kurzem vergessen, welche Stockung in der Heraus- 
gabe der Fortschritte vor noch nicht langer Zeit geherrscht hat. Wer diese 
Zeit miterlebt hat ,  wird voll Bewundemng sein über die von den Re- 
dakteuren an den Tag gelegte Energie. Sollen aber die Fortschritte der 
Physik wieder die dominierende Stellung i n  Deutschland einnehmen, wozu 
sie voll uud ganz berechtigt sind, daun müssen sie riicht mehr alljLhrlich, 
sondern mindestens monatlich erscheinen; denn die Anfordemgen  an ein 
solches Werk  sind bedeutend gestiegen gegen friiher. B. NEBEL. 

Jahrbnch der Natnr\vissenschaften. Enthaltend die hervorragendsten 
Fortschritte auf den Gebieten: Physik, Cheiriie und chemischa 
Technologie; angewandte Mechanik; Meteorologie und physikalische 
Geographie; Astronomie und mathematische Geographie; Zoologie 
und Botanik; Forst-  und Landwirtschaft; Mineralogie und Geologie; 
Anthropologie, Ethnologie und Urgeschichte; Gesundheitspflege, 
Medizin und Physiologie: Liinder- und Volkerkunde; Handel, In-  
dustrie und Verkehr. Unter Mitwirkung von Fachmiinnern heraus- 
gegeben von MAX WILDERMANN. Freiburg in Breisgau, Herdersche 
Verlagsbuchhandlung. Xweigniederlassungen in Wien, Strassburg, 
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München und St.  Louis, Mo. - 13. Jahrgang 1897-1898 .  532 S. 
Mit 39  in den Text gedruckten Abbildungen und zwei Karten. 
1898. Pr. 6 M. - 14. Jahrgang 1898-1899.  549  S. Mit 45 i n  
den Text gedruckteri Abbildungen. 1899 .  Pr .  6 M. 

Dass das Verstlindnis îür die Naturwissenschaften immer mehr und 
mehr in  das Volk eindringt, sehen wir a n  der stets grosser werdenden 
Zahl von Aufsiitzen über die neuesten Errungenschaften auf diesem Gebiete 
in  den politischen Tageszeitungen. Will man sich aber das eine oder andere 
wieder ins  Gedachtnis zurückrufen, so scheitert dies a n  dem zeitraubenden 
Suchen. I n  dem Jahrbuch der Faturwissensehaften is t  dagegen das Material 
in  übersichtlicher Weise zusammengestellt, und man ist 'sicher, dass nichts 
von Xedeutung fehlt. F ü r  Laien wie fü r  Gelehrte is t  das Ruch von 
gleich grossem Wert ;  denn auch der Gelehrte ist nicht mehr im stande, 
die gesamten Naturwissenschaften in  Faühzeibschriften zu verfolgen, da er 
durch sein Spezialgebiet zu sehr in  Ansprueh genommen ist. Das Buch 
eignet sich sehr gu t ,  neue Freunde den Saturwissenschaften zu gewinnen 
und die alten dauernd zu fesseln. B. NCBEL. 

Vorlesnngeii über Gastheorie von .LUDWIG BOLTZMANN. II. Teil. Sheoi-ie 
van der Waals'; Gase mit zusammengesetzten Molekülen; Gas- 
dissociation; Schlussbemerkungen. Leipzig 1898, Verlag von Johann 
Ambrosius Barth. 2 6 5  S. 

Es ist ein grosses Verdienst Boltzmanns, dass er sich nicht von der 
Mode in der Wissenschaft unterkriegen lasst, sondern dass er den Mut hat, 
gegen eine Zeitstromung anzukimpfen. Nittels der Gastheorie is t  es van 
der Waals  gelimgen, eine grosse Zahl von Resultaten abzuleiten, die sich 
mit  der Erfahrung vollstandig decken. Neuerdings h a t  diese Theorie wieder 
den Anlass zu neuen Entdeckungeu gegeben, niimlich des Argons und Neous, 
zweier chemischen Elemente. I h r  verdankt man auch die Bestiitigung der 
Rxistenz und der Grosse des Temperatiirursprunges bei der Warmeleitiing 
i n  sehr verdünnten Gasen. Eine Theorie, die zur Hebung solcher wisscn- 
schaftlichen SchLtze beizutragen vermag, kann nicht als überwunden an- 
gesehen werdeu. B o l t ~ m a n n  unternimmt es daher, dieser Theorie wieder 
mehr Eingang zu verschaffen, indem er sie weiteren Kreisen zuganglich 
macht. - I m  ersten Abschnitt des vorliegenden z w ~ i t e n  Teiles behandelt 
e r  die Grundzüge der Theorie van der und reiht im zweiten Ab- 
schnitt deren physikalische Diskussion daran. Der dritte Abschnitt enthalt 
Satze, die, der allgemeinen Rfechanik entnommen, sich für  die Gastheorie 
als besonders nützlich erweisen. I n  den folgenden Abschnitten werden die 
Gase mit zusammengesetzten Molekülen nahcr betrachtet, die van der Waalçsche 
Gleichung mittels des Virialbegriffes abgeleitet, und die Theorie der 
Dissociation von neuen Ge~icht~spunkten in dngriff geriornmen. Den Schluss 
bilden Ergsnzungen zu den Sitzen über das Wiirmegleichgewicht in  Gasen 
mit zusammengesetzten Jfolekülen. B. NEUEL. 
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Physikalisclies Praktikuin. Mit besonderer Berücksichtigung der phy& 
kalisch - chemischen Nethoden von E I L ~ A R D  WIEDEMAXN und HERMANN 
EBERT. Vierte , verbesserte und verrriehrte ,4uflage mit 3 6 6 ein- 
gedruckten Holzschnitten. Braunschweig 1 8 9 9 ,  Verlag von Fried- 
rich Vieweg C Sohn. 574 S. 

Die in  relativ kurzer Zeit erschienene vierte Auflage beweist, wie 
sehr das Redürfnis nach einem solchen Rnche vorhanden war. E s  entlastet 
den Lchrer wosentlich im Laboratorium und gestattet dom Schüler, sich 
gründlich für  den Versuch vorzubereiten. Uem Schüler bleibt es noch ein 
getreuer ltatgeber, wenn jener auf eigene Füsse gestellt wird. Herausgeber 
und Verleger wetteifern i n  der Vervollkommnung des Buches. Die Rein- 
heit des Druckes und die Schonheit der Figuren geben dem Buch schon 
ausserlich ein vornehmes Gepriige. - Jedem angehenden Physiker sei es aufs 
warmste empfohlen. B. NEBEL. 

Über die 1)ifferentialgleichnngen der Mondbewegnng von W. SCHEIUNER 
Des 26. Bandes der Abhandlungen der mathematisch-physischen 
Klasse der Xonigl. Siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften Nr. 2. 
Leipzig 1899, B. G. Teubner. 2 5  S., Pr. 1 M. 60 Pf. 

In  einer früheren Abhandlung über die gestorte elliptische Bewegung 
und Hansen's ideale Koordinaten (Berichte der Konigl. Sachs. Gesellschaft 
der Wissenschaften 1897)  h a t  der Verfasser darauf aufrnerksam gemacht, 
dass trotz der Fortschritte der Storungsthoorie in den lctzten Dezennien 
die glanzend erprobten Hansenschen Methoden i n  der Praxis noch nicht 
überflüssig geworden sind. Der Verfasser unternimmt es daher i n  der 
vorliegenden Abhandlung, die Differentialgleichungen der Mondbewegung 
auf Grund der von Hansen aufgestellten Theorie au entwickeln. Die ge- 
wihlten Bezeichnungen sind identisch mit denen i n  der früheren Abhandlung, 
auf die sornit Bezug zu netirneri ist. Die Astronomen, Sir welche diese 
Gleichungen besonderes Interesse haben, werden diese Arbeit mit  Freuden 
begrüssen. B. NEBEL. 

Vorlesungen über technische Neclianik von AUGUST POPPL. Vierter 
' Band: Dynamik. N i t  6 9  Figuren im Text. Leipzig 1 8 9 9 ,  Verlag 

von B. G. Seubner. 4 5 6  S. 

Mit dem vorliegenden vierton Band der technischen Mechanik, der 
D p a m i k ,  schliesst auch der Cyklus der Vorlesungen über techuische 
Mechanik a n  der Hochschule ab. Die Zeit fü r  diese Vorlesungen f i l l t  aber 
gewohnlich in  ein an sich kurzes Sommersemester, weshalb der V e r f a s s ~ r  
in  diesem Bande den Vorlesungsrahmen überschritten und die Dynamik in 
demselben Urnfange behandelt ha t ,  wie dies bei der in einer vierstündigen 
Wintervorlesung durchzunehmenden Festigkeitslehre der Fa11 war. Dadurch 
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wird es dem strebsamen Studenten ermogliclit, durch Privatstudien seine 
Kenntnisse in  der Dynamik zu erweitern, ohne nach neuen Werken greifen 
zu müssen. In  der Auswahl des Stoffes halt sich der Verfasser nicht 
iingstlich a n  die rein technischen Forderungen, sondern er gcht z. B. auch 
auf die von Newton für  die Planetenbewegung gegebene Erklarung ein, 
so dass die jungen Leute nicht rein mechanisch auf ihren zukünftigen Beruf 
hin gedrillt werden. Die wissenschaftliche Ausbildung findet in der Technik 
immer mehr und mchr Anerkennung, wofür als Symptom auch das Ver- 
langen nach technisühen Physikern anzusehen ist.  I m  Laufe des Jahres 
1900 sol1 der zweite Band dieses Werkes erscheinen, wodurch es dann 
seinen Abschluss erreicht hat. B. NEDEL. 

Die Nedia1fernrohr.e. Eine neue Konstruktion für grosse astronomische 
Instrumente. Von L. SCHUPMAXN. Mit 28 k'iguren im Text. 
Leipzig 1899 ,  Verlag von B. G. Teubner. 1 4 5  S. 

Durch systematisches Vorgehen i n  dem Bestreben, das sekundire 
Spektrum aufzuheben, ergab sich ein neiier Fernrohrtypus, dem der Name 
Nedialfernrohr beigelegt worden ist,  weil er zwischcn den Refraktoren und 
Reflektoren liegt. Gemeinsam mit  den Refraktoren ist die Objektivlinse, 
in  deren Brennpunktnahe sich ein mit einer Konkavlinse bedeckter kleiuer 
Hohlspiegel behufs Achromatisierung befindet. Die Gattung zerfillt wieder 
in zwei Arten, die Rrachymediale und die Mediale k u n w e g ,  bei den 
ersteren ist der Tubus wesentlich kürzer. Nach der Berechnung eines 
Medials wird es auf seine Abweichungen hinsichtlich der optischen Be- 
dingungen untersucht, und schliesslich die Moutierung und Ausführung 
der Mediale erliiutert. Über die Einführung der Mediale kann indessen 
nur der praktische Versuch entscheiden. B. NEBEL. 

Grundriss der Natnrlehre für die oberen Klassen der Mittelschulen. Von 
W. P s c ~ ~ r n r . .  Mit 263 Abbildungen. Wien und Leipzig 1899, 
Verlag von mTilhclm Braumüllcr. 371 S. Preis 2 fl. 60 kr. gleich 
4 .40 Mk. 

Das grosse Interesse, welches der Schüler bei den mit  X e s s ~ ~ n ~ e n  
verbundenen Versiichen an den Tag  Iegt, gab dem Verfasser die Anregiing, 
bei der Behandlung des Stoffes das Hauptaugenmerk auf dio Uessversuche 
zu legen. Die Ergebnisse solcher Versuche werden dann weiter zu ent- 
sprechenden Hausaufgaben verwendet. Verfasser ha t  sicher die Mehrzahl 
der Schüler richtig beurteilt; denn den meisten sind abstrakte Dinge ein 
horror. Richtet sich doch der jeweilige Besuch akademischer Vorlesungen 
über Physik noch hiiufig nach der Zahl dcr auf dem Experimentiertisch 
stehenden Apparate. - Dass die Mechanik einen grossen Teil des Buches 
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uruïasst, ist  besonders anzuerkennen, denn vielfach fehlt es den Schülern 
an einer gründlichen Kenntnis der Mechanik. - Bei der Durchsicht der 
eigentlichen Disziplinen der Physik ist einzelnes zum Teil sehr eingehend 
behandelt, was, wie der Verfasser in der Vorrede erwiihnt, doch nicht 
als Eehler angerechnet werden konrie. Auch dariu pflichte ich dem Ver- 
fasser bei, dass die -4nsichten über die Auswahl des LehrstoEes oft sehr 
stark voneinander abweichen. Gleichwohl glaube ich aber doch, dass es 
die vorherrschende Meinung i s t ,  dass bci dcm ersten Physikunterricht der 
Schüler mit  den ihn im tiiglichen Leben umgebenden Dingen zunachst be- 
kannt gemacht werden muss. Sicher werden die Niveauflacheu den Schüler 
zunachst weniger interessioren, als der Phonograph, die Photographie mit 
Rontgenstrahlcn, die Telegraphie ohne Draht und dergleichen mchr. - 
Das Ruch enthslt auch die Grundlehren der Astronomie und mathe- 
matischeri Geographie, sowie die der Chemie. E s  scheinen dies Erforder- 
nisse der osterreichischen Unterrichtspliine zu sein. B. NEBCL. 

Oeuvres scientifiques de L. LORENZ. Revues et  annotées par  H.VALENTINER. 
Publiées aux frais de la fondation Carlsberg, Tome second. Premier 
fascicule. Copenhague 1899,  Librairie Lehmann 6: Stage. 315 S. 

D a  die früher erschienenen Teile schon i n  diesen Rlattern besprochen 
worden sind, so k6nnen wir uns auf die Anführung der i n  dicsem Bande 
enthaltenen Arbeiten beschr'dnken. Der erste Gegenstand betrifft eine Ab- 
handlung über die Elasti~itiitstheorie homogener Kikper mit konstanter 
Elastizitzt. Die zweite Arbeit handelt über die Zahl der in einem Milli- 
gramm Wasser enthaltenen Moleküie. Die dritte lautet:  Bestimmung des 
Wiirmegrades in absoluten Einheiten. Die fünf letzten beziehen sieh auf 
die Elektrizitit ,  niirulich der elektrische Widerstaud des Quecksilbers in 
absoluten Einheiten, über die Methoden zur Bestimmung des Ohm, Be- 
stimmung des elektrischen Widcrstandes des Quecksilbers in absoluten 
elektromagnetischen MaBen, über die Ausbreitung der Elektrizitat und über 
die Leitung der Metalle hiusichtlich der Elektrizitiit und der Wirrrie. 

--- B. NEBEL. 

A treatise on dynamics of a partiel1 with numerous examplt:~ by  
EDWAKD JOHN ROUTH. Cambridge 1898. A t  the uuiversity press. 
417 S. Preis 14 sh. 

Vor nicht langer Zeit w r d e  in  diesen Blattern die Dynamik starrer 
K6rper von R o u t  h besprochen, welche in deutscher Übersetzung mit  
einem Forwort  von F e l i x  K l e i n  dcm deutschen Publikum zugiing- 
lich gemacht worden ist. Jetzt  lie& in englischer Sprache die Dy- 
namik eines Teilchens vor, die i n  der gleichen Vl'eise behandelt wird, wie die 
Dynamik starrer Korper. Sobald ein Ergebnis abgeleitet i s t ,  wird dieses 
unmittelbar darauf a n  ausgewiihlten Beispielen, die gr thtentei ls  Examens- 
aufgaben waren, gründlich eingeübt. Ers t  dann wird zu einem neuen Pro- 
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blem übergcgangen. Bezüglich der der deutschen Li t t e ra tm gegenüber eigen- 
artigen Behandlung der Materie sei auf die frühere Besprechung ver- 
wiesen. 

-- B. NEBEL. 

Traité d'astronomie stellaire par  CH. BNDRI~. Première partie. E t o i ~ e s  
simples. Avec nombreuses figures e t  2 planches. Paris 1899 ,  
Gauthier-Villars. 344 S. Preis 9 Fr. 

Durch die Herausgabe des Unterrichtsstoffes, den der Verfasser seit 
mehreren Jahren a n  der Cniversitgt Lyon vortragt, beabsichtigt er den- 
jenigen Sei1 der Astronomie, den e r  als die H e r s c h e l s c h e  Astronomie be- 
zeichnet, wieder zu grosserem Ansehen eu bringen. Die allmiihliche Ver- 
nachlüssigung dieses Teiles sei hauptsiichlich darauf zurückzuführen, dass 
kein einheitliches Werk existiere, welches die in  den verschiedensten 
Blat,tern veroffentlichten Arbeiten der Astronomen im Zusammenhang dar- 
stellt. Der zweite Teil sol1 die Doppel- und mehrfachen Sterne enthalten, 
wahrend in dem dritten Teil die Hilfsmittel, niimlich die Photometrie, die 
Photographie und die Spektroskopie bearbeitet werden. Ein solches 
Werk ,  welches insbesondere der geschichtlichen Entwickelung Rechnung 
triigt, wird überall mit Freuden begrüsst werden. B. NEBEL. 

Das dlu~niuium, seine Dars t~ l lung ,  Eigenschaften, Verwendbarkeit und 
Vcrwcndung. Zwcite, wcscntlich vermehrte Auflage. Von RICHARD 
KOHLER. hl tenburg 1 8 9 8 ,  TTerlag der Schriuphase'schen Hofbuch- 
handlung (Max Lippold). 7 1  S. 

Wer  sich f ü r  das Alunlinium interessiert, der findet in  diesem kleinen 
Buche eine hinreichende allgemeine Belehrung. Xamentlich findet er auch 
Aufschluss über das ,,Für und Wider" des Aluminiums bei Kochgeschirren 
und Gefzssen für  Flüssigkeiten. Wer  aber das Aluminium i n  einen Re- 
trieb eirirühren will, nach den besten Aluminiuml6tmitteln sucht und der- 
gleichen mehr, der sucht hier vergebens nach Rat. Vielleicht geht der 
Verfasser bei einer neuen Airflage noch einen Schritt weiter und gestaltet 
das klcine Buch zu einem Handbuch über Aluminium, wodurch er sich bei 
Vielen Uank erwerben wird. B. NEBEL. 

Die moderne Eutwickelnng der elektrischen Prinzipien. Fiinf Vortriige 
von FERDIXAND ROSEX~ERGER. Leipzig 1 8 9 8 ,  V e r h g  von Johann 
Ambrosius Barth. 1 7 0  S. Preis 3 Kk. 

Die vorliegendon fünf VortrIge verdanken ihre Entstehung eincm 
Ferienkursus für Lehrer hoherer Schulen, die in die modernen Ansehau- 
ungen über das Wesen der Elektrizitat eingeführt werden sollen. F ü r  die 
Drucklegung wurden die Vortrage noch erganzt und mit wissenschaftlichen 
Anmerkuligcn versehcn. Wic aus den angefiihrten Titeln zu ersehen ist, 
haben die Vortriige einen geschichtlichen Charakter. Der ersto Vortrag um- 
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fasst die Theorien der elektrischen Imponderabilien im vorigen Jahrhundert, 
wkhrend die in unserem Jahrhundert Gegenstand des zweiten Vortrages 
sind. Der dritte Vortrag is t  dem Begründer der modernen Anschauungen 
gewidmet und ha t  als Titel: Feraday und seine Umgestaltung der elek- 
trischcn Fundamante. An den vierten Vortrag: Die moderne Gestaltung der 
eleMrischen Theorien, schliesst sich ein Gleichnis an. Der letzte Vortrag 
behandelt die Elektrizitàt und die fundamentalen Grenzbegriffe der Physik. 
Das Gleichnis ware besser unterdrückt worden, da  es in  den übrigen 
Rahmen nicht hineinpasst. B. NEBEL. 

Lehrbucli der Xechanik (Cours de mécanique). Von CH. STURM. Über- 
setzt von THEODOR Gaoss. Erster Band. Berlin 1 8 9 9 ,  Verlag von 
S. Calvary & Co. 258 S. Preis 6 m., i n  eleg. Leinenband 7 Mk. 

Die durch besondere Klarheit sich auszeichnenden Werke von Ch. S t u r m  
sind den deutschen Fachgenossen langst bekaniit. Um nuu die Mechanik 
einem grosseren Leserkreis zugiinglich zu machen, sol1 diese auch in deut- 
scher Übersetzung erscheinen. K u r  wenige Andenmgen wiirden dabei vor- 
genommen, die sich hauptsachlich auf die Formcln beziehen, um sie mit  
den neueren Vorstellungen in Ü b e r e i n ~ t i m m u n ~  zu bringen. Die im An- 
hang behdlichen Aufgaben werden mit Losungen versehen und zu einem 
dritten Bande vereinigt. Dieser und der zweite Band werden demnachst 
erscheinen. B. NEBEL. 

Grnndlageii d w  Lnftt,echnik. Gcmeinverstiindlichc Abhandlungcn über 
eine neue Theorie zur Losung der Flugfrage und des Problerns des 
lerikbaren Luftschiffes. Von MAX LOCHNER. Berlin 189 9 ,  Verlag 
von W. H. Kühl. 33 S. Preis M. 1. 60. 

An der Hand der Elemeutarsiitze der Lufttechnik weist der Verfasser 
zunkchst auf die Irrtümer hin, die so viele Erfiuder von Luftschiffen be- 
gehen, wenn sie die Verhiiltnisse bei dem Wasser einfach auf die Luft 
glauben übertragen zu dürfen. Der Hauptunterschied liegt in  der Ver- 
dichtung der Luft  und der Unzusammendrückbarkeit des Wassers. Bei der 
Aëronautik ist  daher für  eine bestiindige Kompression der Luf t  zu sorgen, 
die nur bei moglichster Beschriinkung abzufliessen vermag. Dies ist  der 
Kernpunkt der vorliegenden E r h d u n g ,  dercn tcchnischc Gestaltung sich a n  
die Verhiiltnisse bei den Vogelflügeln anlehnt, bei denen auch die eine 
Kaute versteiLt ist ,  wiihreud die andere mehr und niehr verliiuft. Bus den 
beigegebenen Figuren ist zu ersehen, in  welcher Weise die Erfindung zu- 
nachst praktisch durchgcbildet zu dcnken ist. Mogcn die praktischen 
Versuche die Theorie nicht im Stiche lassen. B. NEBEL. 
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Die Entstehung des Lebens, aus ruechanischen Grundlagen entwickelt 
von LIJDWIG ZEHNDER. Erster Teil. Afoneren. Zellen. Protisten. 
Kit 123 Abbildungen irn Text. Freiburg, Leipzig iind,Tiibingen 1899 ,  
Verlag von J. C. B. Mohr (Paul Siebcck). 256 S. Preis 6 Mk. 

Wie der Verfasser i n  seinem vor zwei Jahren erschicncnen Buche: 
,,Die Mechanik des W e l t a l l ~ ' ~  bestrebt war ,  alle physikalischen und che- 
mischen Erafte auf die Gravitation als einzige Fundamentalkraft zurück- 
zuführen und die wichtigsten thatsichlich feststehenden V o r g h g e  in der 
unorganischen Welt  aus diesen untersten mechanischen Grundlagen folge- 
richtig abzuleiten, so unternimmt e r  es i n  dem vorliegenden Werke, aus 
denselben Grundlagen die Vorgarige in der organischen Welt  zu entwickeln. 
Ausgehend von der Btomlehre, schildert der Verfasser zur Erkliirung der 
Aggregatzustànde die Vorgange der Bewegung der Molekeln, welche dem 
Physiker aus der kinetischen Gastheorie bckannt sind, und gclangt dabei dazu: 
die Erscheinungen der Wiirme, des Sçhallu, der Elektrizilit  und des Lichts 
auf bestimrnte Bewegungsvorgiinge, also auf rein mechanische Grundlagen 
zurückzuführen. Bei der naheren Betrachtung der Bewegung der mit 
~ t h e r h ü l l e n  nmgebenen Atome ergeben sich ohne jeden Zwang die Mole- 
keln, sowie deren Wachstum und deren Struktiir. Nun beginnt, der Kampf 
ums Dasein; andenmgen in der Affinitit, die Osmose, der Einfluss der 
Strahlung und dergleichen mehr kommen z k  Geltung, wodurch sich der 
Fundamentalsatz der Biologie ergiebt: ,,Die Substanz ha t  das Bestreben, 
sich zu vermehren." - Die Bildung der Molekeln zu Gruppen und deren 
Gleichgewichtszust,and fiihren zu der Struktiir und gewiihren einen Einblick 
i n  deren Vielseitigkeit. Hochst interessant is t  zu verfolgcn, wie die Fist.ellen 
entstehen, und von welcher Wichtigkeit sie sind z. B. hiusichtlich der 
Assimilation, der Kahrung und Belichtung. Dinge, zu denen der Biologe 
z.B. nur  durch weitere Ausbildung der Versuchsrnethoden schrittweise 
gelangen kann, wenn das Vordringen ü b ~ r h a u p t  praktisch mBglich ist, 
finden hier ihre ungezwungene natürliche ErklLrung, so z.B. das Umgeben- 
sein der Molekeln mit einer Membran, sowie das z m  Leben und zur 
Fortpflanzung notige gleichzeitige Vorhandensein eines Zelikernes und der 
Protoplasmasubstanz. Überall finden sich i n  der biologischeu Litteratur 
zahlreiche Stützpunkte fïir die Anschauungen des Verfassers, der sich in  
diesem ersten Teil soines Wcrkes znnachst auf die Moneren, Zellen und 
Protisten beschrinkt hat. Mit grossem luteresse wird man dem Verfasser 
bei seinem Aufstieg folgen, den er von den einfachsten mechanischen Vor- 
giingen der unorganischen Naterie aus unternimmt, daun zu den ver- 
wickelteren vordringt , u m  sich schliesslich in das Pflanzen - und Tierreich 
zu erheben. Das Endziel führt  zu dem h6chst ontwickelten Lebewesen, 
dem Menschen, bei welchem das Seelenleben von grosster Bedeutung ist, 
wobei i n  dem letzten Teil des Werkes das Terstiindnis fur  die in  den 
einfacheren Lebewesen sich abspielenden seelischen Vorgiinge eroffnet 
werden sol1 unter strenger Vermeidung der Teleologie. B. NEBEL. 
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Unités électriques absolues. Leçons professées à l a  Sorbonne 1884-1885 
par  G. LIPPMANN. Rédigées par  A. BERGET. Paris  1 8 9 9 ,  George 
Carré et C. Naud. 240 S. Preis 10 Fr. 

Durch die Herausgabe dieser an der Sorbonne fruher gehaltenen Tor- 
lesungen über die elektrischen absuluten Einheiten sol1 es den jungen 
Physikern und Elektrikern ermtiglicht werden, sich leicht in  diese Materie 
einzuarbeiten, die von dem Verfasser in  solch klarer Weise behandelt 
worden ist. Die Einleitung geht von der Mechanik aus. Daran schliessen 
sich die elektrischen MaBsysteme a n ,  und zwar wird begonnen mit dem 
elektrischen System, welchem das elektromagnetische folgt. Beide unter- 
scheiden sich durch eine Putenz von 7. Durch diese Geschwindigkeit 
wurde die Brücke zur elektromagnetischen Lichttheorie geschlagen, die 
in dem dritten Teil enthalten ist. Den Anhang bilden 1. das Prinzip von 
der Erhaltung der Elcktrizitit ,  und 2. die Lippmann'schen Quecksilber- 
Galvanometer und -Dynamometer. Sicherlich wird sich auch i n  Deutsch- 
land dieses Buch schon seiner prazisen Darstellungsweise wegen rasch Ein- 
gang verschaffen. B. NEBEL. 

Premiers principes d'électricité industrielle. Piles, accumulateurs, 
dynamos, transformateurs par  PAUL JANET. Ouvrage couronné p a r  
l'académie des sciences. Troisième édition, entièrement refondue. 
Paris  1899 ,  Gauthier -Villars, 2 8 0  S. 

Wenn auch das Gnindgerippe aus den friiheren Auflagen unveriindert 
in dio dritte Auflage herübcrgenommen worden is t ,  so war der Verfasser 
doch .bestreht, den Fortschritten in  der Elektrotechnik überall Eechnung zu 
tragen. Erwihnt  seien in  erster Linie die Akkumulatoren, die durch ihre 
Verwendung bei den Strassenbahnen nunmehr such schnell und mit kon- 
stanter Spannungsdifferenz geladen wcrden. Einzelne Rapitel über Dynamo- 
maschinen, Wechselstrommaschinen und Transformatoren sind geandert 
worden, insbesondere sirid die Abbildungen durch solche von modernem 
Typus ergiinzt worden. Die Ceneratoren für Mehrphasenstrom sind bei 
den gewohnlichen Wechselstrommaschinen behaiidelt worden, wahrend die 
Drehstrommotoren für den zweiten Teil dieses Werkes reserviert wurden 
sind. Die Anordnung des Stoffes zeichnet sich durch grosse Übersichtlich- 
keit aus. B. NEBEL. 

Société internationale des électriciens. Une excursion électrotechnique 
en Suisse par  les é1Eves de l'école supérieure d'électricité, avec une 
préface de P. JANET. Paris 1 8 9 9 ,  Gauthier-Villars. 92 S. Preis 
2 Fr. 75 c. 

In  dem vorliegenden Werkchen sind in Kürze dargestellt diejenigen 
Punkte ,  welche für  die Teilnehmer a n  der Exkursion von besonderem In-  
teresse gemesen sind. Dass die Schweiz hinsichtlich der grossen Verschieden- 
heit ihrer elektrischen Anlagen namentlich für angehende Technikcr ein 
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reiehes Pe la  darbietet, is t  auch in Deutschland Iangst gewürdigt worden; 
denn auch von hier aus werden zahlreiche Exkursionen und wissenschaft- 
liche Reisen nach der Schweiz unternommen. Durüh den Abdruck des 
Relseplanes wird es anderen ermijglicht, ohne diese schwierige Arbeit sich 
den gleichen Genuss zu verschaffen. B. NEBEL. 

Solei l ,  terre e t  électricité. (Un chapitre de la  thdorie nouvelle de l'univers.) 
P a r  le prof. JR. SKWORTZOW. Kharkow 1898.  8 S. 

Die fundamentale Form der Energie is t  die Elektrizitat, alle anderen 
Energieformen sind nur  abgeleitete und haben daher sekundëren Charakter. 
Demuach erwarmt und beleuchtet die Sonne die Erde uicht direkt,  vielmehr 
vermag die Sonne nur  durch elektrische Induktion Stijrungen im Gleich- 
gewicht der Energie der Erde zii erzeugen, d. h. Potentialdifferenzen herror- 
zurufen. Die Lichterscheinungen sollen i n  den Luftschichtcn ihren Ursprung 
haben, wiihrend die Entstehung der Warme den Flüssigkeiten und den festen 
Teilen der Erde zugeschrieben werden. Die Warmeerscheinungen sollen ihre 
Entstehung Thermostrornen verdanken, die zwischen dem &uator und den 
Polen entstehen. Die Erdstrome sind die Crsache für  die chemischen Pro- 
zosse, fü r  die Verdampfung und Verdichtung des Wasscrs (Schnce, Eis), 
fü r  die Ebbe und Flut  und für die Stromungen i n  der Luft und den 
Meeren. Die vorliegende, in  franzosischer Sprache erschienene Broschüre ist  
ein Exposé des in  russischer Gprache erschienenen Werkes. B. NEDEL. 

Tiiledning till theor ien  fir d e  e lek t r i ska  strümni;ir*ne af A.V.  BA~KLUND. 
Efter forfattarens universitetsf6relksningar under fdrsta halften af 
Vartermineri 1 8 9 8 ,  Gleerupska Uriiversitetsbokhandeln. Lund (Hjal- 
mar  M6ller). 112 S. 

Die Einleitung i n  die mathematische Theorie der elektrischen Strome 
wird mit der Behandlung der elektrischen stationiiren Strome von all- 
gemeinern Charakter begcnnen. Das zweite Kapitel greift auf die mecha- 
nische Wirmetheorie zurück und hebt namentliüh die Satze besonders herror, 
welche für die Theorie der Elektrizitat von Bedeutung sind. Das dritte 
und letzte Kapitel enthi l t  die elektrische Stromarbeit, wobei nicht nur  die 
metallischen Leiter, sondern auch die Elemente, die Elektrolyse und die 
Akkumulatoren untersucht werden B. NEBEL. 
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307. Sur les fonctions de variables réelles. R. Ba i re .  dnnali mat. Ser. 3 ,  III, 1. 
308. Sur la convergerice des réduites de la fonction exponentielle. H. P a d é .  Compt. 

Kend. CXXVII, 444. 
309. Sur une fonction entière de trois variables dont une n'a aucune influence sur 

la valeur de la fonction pourvu qu'il existe un certain rapport de 
grandeur entre les deux antres. A u d i b e r t .  N. ann. math. Sér. 3, XVIII, 383. 
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310. r b e r  diejenigen algebraischen Korper, welche aus zwei anderen komponiert 
sixid. K. Hense l .  Crelle CXX, 99. [Vergl. Bd. XLII Nr. 539 u. 540.1 

311. Sur les zéros des fonctions entières. Em. Borel .  Acta Math. XX, 357. 
312. Sur la valeur asymptotique d'une hnction remarquée par M. Poincaré. 

S. Zaremba .  Compt. Rend. CXXVI1,215. 
313. Un aualicazione della teoria dei residui delle funzioni di variabile comulessa. 

El. Dini .  Annali mat. Ser. 3 , I ,  39. 
314. Les fonctions fuchsiennes et l'équation A u  = eu. H. P o i n c a r  6. Joum. Mathém. 

S6r. 5 ,  IV, 137. 
316. Sur l'équation A u  = eu. E. P i c a r d .  Joum. Mathém. Sér. 5 ,  IV, 313. 
316. Sur quelques propri6tés arithmc'tiques des fonctions analytiques. P. S tacke l .  

K. ann. math. Sér. 3,  XVLII, 53.  [Vergl. Bd. XLI Nr. 356.1 
317. Sull' operazione funzionale rappresantata da un integrale definito considerato 

corne elemento d'un calcolo. Ad. V i t  e rb i .  Annali mat. Ser. 2. XXVI 261: 
Ser. 3,  III,  299. 

318. Siilla razionalità dei piani multipli {a, y ,  P m } .  Am. B o t t a r i .  Annali 
mat. Ser. 3 .  II .  277. 

Vergl. ~bel 'sche '  Transcendenten. Bestimmte Integrale. Determinanten. 
Differentialdeichungen. Differentialauotient. Difkrenzenrechnunt~. Ellia- 

319. Sur 
320. Sur 

321. Sur 

322. Sur 

323. Sur 

tische ~ran&mderiren. ~ l e i c h u n ~ e n .  Hyperellipt,ische ~ r a n s c e ~ d e n t ~ n .  
Integration (unbestimmte). Invarianten. Kettenbrüche. Potential. Reihen. 
Substitutionen. Thetafunktionen. Transformation~gruppen. Variatioris- 
reühnung. 

Q. 
Geometrie (hohere). 

le rapport anharmonique. L. Autonne .  N. ann. math. Sér. 3 ,  XVIII, 341. 
des angles résultants. G. F o n t e n é .  h-. ann. math. Sér. 3,  XVi iI ,  407. - 
C. A. L a i  s a u t  ibid. 419. 

l'homographie et l a  dualité appliquées aux propriétés métriques du plan. 
L. R i p e r t .  N. ann. math. SBr. 3 ,  XVIII, 101. 
l'homographie et la dualité appliquées aux propri6tés métriques de 
l'esaace. L. R i u e r t .  N. a m .  math. Sér. 3.  XVIII. 306. 
les iignes composées de parties rectilignes. D: Gravé.  Compt. Rend. 
cxxvn. 1005. 

324. Una ei;tensioke del problema della proiettività a gruppi di cornplessi e di 
congruenzi lineari di rette. D. Mont  es  a n  o. Annali mat. Ser. 3 , I ,  313. 

325. Cubiqiie, lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadrilatère. Hi la i re .  
N. ann. math. Sér. 3 ,  XVIII, 472. 

326. Point remarquable dans le plan d'une cnbiqiie. S tii y v a e r t .  N. arin. math. 
Sér. 3 ,  XVIII, 275. 

327. Sopra la teoria delle figure pola,ri delle riirve piane del 4.  ordine. Gaat .  
Scorza .  Annali mat. Ser: 3 ,11 ,155 .  

328. Sur une courbe de qiiatrikme degré. R e t a l i .  N. ann .  math. Sér. 3, XVIII, 472. 
329. Uber eine Kugelschar. H. E. T i m e r d i n g .  Crelle CXXI, 188. 
330. Uber die quadratische Transformation, durch welche die Ebenen des Raumes 

in ein System von Flacheri eweiter Ordnung mit genieirisameu Polar- 
tatraeder iihergefiihrt werden. H. E. T i m e r d i n  g. Annali mat. Ser. 3.1, 96. 

Vergl. Absolute Geometrie. Rlehrclimeusionale Geometrie. Oberfliicheu. 
Oberflichen zweiter Ordnung. Winkelteilung. 

Geschichte der Mathematik. 
331. Hrabaududien. K. D ü m m l e r .  Berl. Akad. Ber. 1898,1 ,  24. 
332. Leibniz und das Problem der Universalsprache. H. Die l s .  Berl. Akad. Ber. 

1899,1,  679. 
333. Über die vicr Briefc von Leibnix, die Samuel Konig in dem Appel a,u public 

(Leide MUCCLIII) verXeritlicht hat. C. J. G e r h a r d t .  Berl. Akad. Ber. 
i w s ,  1, 419. ' 

334. Friedrich der Grosse und D'Alembert. J. V a h l e n .  Berl. Akad. Ber. 1899.1,49. 
335. Zur Biographie von Maupertuis. H. Diels .  Berl. Akad. Ber. 1899,1,  51. 
336. Uber die Entdeckung der doppelten Periodizitiit und Jacobi's Anteil daran. 

S. G u n d e l f i n g e r .  Berl. Akad. Der. 1898,I ,  342. 
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337. Maxwell and the theory of anomalous dispersion. L o r d  Ray1  e i g h .  Phil. Mag. 
Ser. 5, X L m I ,  151. 

338. Hugo Gyldén (29. V. 1841 -9. XI. 1896). K. Bolilin. Acta Math. XX, 397. 
339. La morte di Franc. Brioschi (22. XII 1824- 13. XII. 1897). L. Cremona .  Annali 

mat. Ser. 2, XXVI, 343. - Eug. Beltrami ibid. 343. 
340. Sur la vie et  les travaux de Paul Serret (16. X. 1827 -25. VI. 1898). D a r b o u x .  

Compt. ILend. C M V U ,  37. 

Gleichungen. 
341. Über die Entwickelungsform algebraischer Funktionen und die Irreduktibilitiit 

algebraischer Gleichungen. L. Koenigs  b e r g e r .  Berl Akad. Ber. 1898, 
II. 735. 

7 - - - -  
342. Über d i e  Entwickelungsform algebraischer Funktionen und die Irreduktibilitiit 

aleebraischer Gleichuneen. L. K o e n i e  s be  r e e r .  Crelle CXXI. 320. 
343. Sur la ''détermination du groupe des équations nYumériques. E d m . ' ~ a i l l e  t. 

Compt. Rend. CXXVII, 1004. 
344. Sur la détermination du erouae des Bauations numBriaues. E. M a i l l e t .  

Journ. Math Sér. 5 ,  V, 515. 
346. Limites des racines d'une éauation n'avant que des racine6 réelles. AnL. 

P l e s k o t .  N. ann.math. ~ é r .  J , x v I ~ I ,  301: 
346. On algebraic equations in whicli the terms of higher degreev have m d l  

coefficients. W. B. Nor ton .  Quart. Journ. math. XXXI, 247. 
347. Nouveau procédé pour résoudre les équations du troisiéme degré. Ant .  

P l e s k o t .  Pu. ann.math. Sér. 3,XVIII, 65. 
348. Sur le résultant de deux équations. P. Gord  an.  Compt. Rend. CXX'FIJ, 539. 

Vergl. Determinanten. Elimination. Graphisches Rechnen. 

Graphisches Rechnen.  
349. Solution graphique de n Bquations linéaires avec n variables. P . J .  Vaes. 

NT. ann. math. Sér. 3, XVIII, 74. 
H. 

Hydrodynamik.  
350. Diffusive convection. Alb. Gr i f f i ths .  Phil. Milag. Ser. 5 ,  XLVI, 453. 
351. On the calculation of the frequency of vibration of a system in its gravest 

mode, wilh an example frorn liydrodynaruics. L o r d  R a  y l e i g  h. Phil. 
Mag. Ser. 5, XLVII, 566. 

352. De l'ellipsoïde cousideré comme figure d'équilibre relatif d'une masse fluide 
homogène. M. M a t h  y. Journ. Math6m. Sér. 5, IV, 231. 

Hyperel l ipt ische Transcendenten.  
353. Zur Lehre von den hyperelliptischen Integralen. P. E p s t e i n .  Acta Math. S X ,  1. 

1. 
Imaginires. 

354. A, B, C, D, X .étant imaginaires et X en surplus variable discuter le d6ter- 

minant I $ $ $  ;$SI. D u l i m b e r t .  K.znn.math.Sér.3,XFm,481. 

In tegra t ion  (unbestimmte). 
355. Sur quelques intégrales. Genese.  N. ann. math. SBr. 3, XVIII, 273. 

Invar ian ten .  
356. Sur les invariants diff'6rentiels d'un systkme de m + 1 points par rapport aux 

transformations pro,jcctives. E. O. L o v e t t .  Compt. Itcnd. CXXVII, 346. 
357. Sugli invananti differenziali proiettivi delle curve di un iperspazio. L. Uerzo-  

l a r i .  Annali mat. Scr. 2, XXVI, 1. 
358. Zur Theorie der Differentialinvarianten. G. W a l l e n b  erg.  Crelle CXXI, 200. 
359. On the invariants of a binary sextic. H. W. Richmond.  Quart. Journ. math. 

XXXI, 57. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Historisch - litterarische Abteilung. 

H. 
Kegelschnitte.  

360. fiber ein quadratisches Nullsystem. H. E. T i m e r d i n g .  Annali mat. Ser. 
3 ,  II, 249. 

361. @niquesinscrite~ à un quadrilatère. A n d i h e r t .  N. ann. math. Sér. 3, XVIII, 483.  
362. Etant données le centre d'une çouique et trois taugentes, trouver les points 

de contact. R. G i l b e r t .  PI. ann. math. SEr. 3 ,  XVIII, 337. 
363. Trois droites dans une conique qui concourent en un meme point. G. L e i n e -  

k u g e l .  N. ann. math. SBr. 3 ,  XVIII, 4HO. 
364. Par le foyer d'une conique donnée on mène des cordes: les circonférenreu, 

qui ont ces cordes pour diamètres, sont tangentes à deux cercles. 
Au d i  b e r t .  N. a m .  math. Sér. 3 ,  XVIII, 384. - hlannheim ibid. 476.  

365. Conique engendrée au moyen d'un triangle et d'une droite. A. V a c q u a n t .  
N. arin. math. 9ér. 3 ,  XVIII, 79. 

366. Propriétés du cercle ayant polir diamètre une corde d'une conique passant 
par un de ses fojers. E. Malo. N. ann. math. Sér. 3 ,  XVIIi, 92.  

Vergl. Ellipse. Geometrie (hohcrc) 325. 

Kettenbrüche.  
367. Über einen besonderen Ketteribruch mit negativen Teilzihlern nebst ein- 

leitenden allgemeinen Bemerkungen zur Konvergenz o d ~ r  Oscillation der 
Kettenbrüche. L. S a a l s  c h ü  t z. Crelle CXX, 132,  242 ,  354. 

g i n e m a t i k .  

368. Démonstration de quelques théor+ms de cinématique. II. D u p o r t .  N. ann. 
math. Sér. 3 ,  XVIII, 5. 

369. Sur le déplacement le plus général d'une droite dont tous les points décrivent 
des trajectoires sphériques. E. Duporcq .  Journ. Mathém. Sér. 5 ,  IV, 121. 

370. Sur le déplacement d'un plan dout tous les points décrivent des lignes 
sphériques. R. B r i c  a r  d. Journ. Mathém. Sér. 5 ,  IV, 409. 

371. Note de géométrie cinématique. V. S o  b i le .  N ann. math. Sér. 3 ,  XVLU, 218. 

M. 
Magnetismus. 

372. De l'énergie d'un champ magnétique. H. P e l l a t .  Compt. Rend. CXXVII, 507. 
373. liadiation phenomena in the magnetic field; magnetic perturbations of the 

spectral lines. Th. P r e s t o n .  I'hil. Mag. Ser. 5 ,  XLVII, 165. 
374. The scattering of electro-magnetic waves by a sphere. G. W. W a l k e r .  

Quart. Journ. math. XXXI, 36, 252. [Vergl. Bd. XLIV, Nr. 446.1  
375. On the eEect of a solid conducting sphere in a variable magnetic field on 

the magnetic induction of a point outside. C. S. W h i t e h e a d .  Phil. 
Mag. Ser. 5, XLVIII, 164. 

376. On the possible effects of solar magnetization on periodic variations of 
terrestrial magnet,ism. A.  S ch II s t e r .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLVI, 395. 

377. On electromagnetic induction in plane, cylindrical and sphcrical current- 
sheets a,nd its re~iresenta,tion hy moving tmilw of images. G. K Rryan.  
Pbil. Mag. Ser. 5 ,  XLV, 381. 

Mechanik. 

378. Sur une forme générale des Equations de la dynamique. P.  A p p  ell. Crelle 
CXXI, 310. 

379. Une propriété d'une intcgrale première des 6quations dc la dynamique à 
deux variables et à potentiel homogène. W. E b e r t  e t  J. P e r c h o  t. 
Compt. Rcnd. CXXYiI. 667. 

380. ~oiivelles*ex~ressions des 'éléments d'un système orthogonal par les fonctions 
sigma d'un seul argument et leur application à, la rotation de corps 
solides liés l'un à l'autre. E. J a h n k e .  Journ. Nathém. Sér. 5 ,  V, 155. 

381. Sur le  mouvement d'un point sollicité par une force centrale conetante. 
L. L e c o r n u .  N .  annal. math. Sér. 3 ,  XVIII, 161. 
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382. Lignes correspondantes dans la deformation d'un milieu; extension des 
théorèmes sur les tourbillons. P. Appel l .  Journ. Mathém. Sér. 5, V, 137. 

383. Formole per la composizione di più rriovirnenti fiuiti. 1L. Marcolongo .  
Annali mat. Ser. 2 ,  XXVI, 101. 

384. Sur les groupes continus de mouvements d'une variété quelconque à trois 
dimensions. G. Hicci.  Comnt. Rend. CXXViI. 344. 

385. Sur les groupes continus de mouvements d'une variété quelconque. G. R icc i .  
C o m ~ t .  Rend. CXXViI. 360. 390. 

386. Sur le mouvement d'un c o i p  s'olide pesant suspendu par l'un de ses points. 
B. Liouvi l l e .  Act,a Math. XX, 239. 

387. Sur la stabilité. J .  And rade .  Comat. Rend. CXXVIT. 712. 

389. The 

390. The 

391. Ein 

392. Sur 

393. Der 

394. Sur 

388. On the flexure of heavy beams sGbjected to contihuous systems of load. 
K. P e a r s o n  & L. N. G. Fi lon .  Quart. Joiirn.math.XXS1, 66. 
stresses and deflection of braced eirders. W. H. M a c a u l a y .  Phil. Mar. - 
Ser. 6 ,  m V ,  42. 
stress in the web of a plate girder. J. H. Michel l .  Quart. Journ. math. 
XXXI. 377. 
bemeikenswerter Zusamxneuhaiig zwisclien der Btatik biegsamer uri- 
ausdehnbarer Flachen und der Lehre von der Bewegung eines Korpers 
in einer Flüssigkeit. F r .  Kti t ter .  Crelle CXXI, 300. 
l'équilibre élastique d'un barrage en maçonnerie à section triangulaire. 
M. Lévy.  Compt. Rend. CXXVLI, 10,  140. 
Bodendruck von Sand in vertikalen cylindrischen Gefksen. F r .  K o t t e r .  
Crelle CXX, 189. 
l'isochronisme pratique des régulateurs. L. Le cornu.  Compt. Rend. 
CxXvII. 1007. 

395. ltelation qui existe, dans la bicyclette roulaut sur un sol horizontal, entre le 
mouvement de progression et le mouvement d'inclinaison. J. B o uss  i n  es  q. 
Cornpt. Rend. CXXVII, 843. 

396. Aperçu sur la théorie dc la bicyclette; équilibre du cavalier. J .  Bouss inesq .  
CornPt. ILend. CXXVII, 895. 

397. Sur la théorie de la bicyclette. J. Bouse inesq .  Journ. Mathém. Sér. 5, 
T i  4 r n  " 4 "  
Y ,  1 1 1 ,  ' 5 1 1 .  

Vergl. Aerodynamik. Akustik. Astronomie. Elastizitat. Elektrizitat. 
Elliptische Transcendenten 303. Chchichte der Mathematik 333. Hydro- 
dynamik. Kinematik. Magnetismns. Nautik. Optik. Potential. Wai-me- 
lehre Wellenlehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
398. On the expansion in powers of arc of the coordinates of points on a curve 

in Euclidean space of many dimensions. H. W. Richmond.  Quart. 
Joiirn math. XXXI, 315. 

399. Rappresentazione della quartica base di un fascio di quadriche di Sn sopra 
un Sn-*. C. R o s a t i .  Annali mat. Ser. 3 , I .  25. 

as 
400. Sull' integraeione dell' equazione 2 - = 0 .  Or. T e d o  ne. rlnnali 

o t 
mat. Sar. 3 , I ,  1. 1 

401. Un théorème de à n dimenyions. H. P icc io l i .  K. ann. math. Sér. 3, 
XVIII, 132. 

402. On the figure of six points in  space of four dimensions. II. W. Richmond.  
Quart. Journ. math. XXXI, 125. 

Vergl. Invarianten 337. 

x. 
Nautik. 

403. Sur une théorie géométrique des compas de marine. S. L. R a v i e r .  Compt. 
Rend. CXXVII , 4 4 3 .  

404. The wave-resistance of a ship. J. H. Michel l .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLV, 106. 
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Oberiiachen. 
405. Sur la déformation des surfaces. J. W e i n g a r t e u .  Acta Math. XX, 159. 
406. Sulla teoria delle trasfomazioni delle snperficio a curvatura costante. 

L. Uianch i .  Annali mat. Ser. 3,111, 186. 
407. Les surfaces à courbures opposées et leurs lignes géodésiques. I - Iadamard.  

Journ. Mathém. Sér. 5 ,  IV ,  27. 
408. h u d e  sur la transformée homographique générale de la surface de l'onde. 

K. B r i c a r t .  Y. ann. math. Sér. 3 ,XPIII ,  197. 
409. Sur les systèmes orthogonaux. T z i  t z e i c a .  Compt. Bend. CXXVII, 856. 
410. Une question de géométrie différentielle. H. I ' iccioli .  N. ann. math. Sir. 3, 

XVIII. 454. 
411. The surfaces with 1 4 ,  13 and 16 nodes. C. M. J e s s o p .  Quart. Journ. 

math. XXXI, 351. 
412. Pronriétés d'une siirface de Steiner. Em. Dunorcrr.  N. ann. math. SPr. 3. 

XVIII, 285. 
413. Sur une mrface ktudiée par Painrin. O. Hiiklen. N. ann. math. Sér. 3, XYLU, 370. 
414. Prouver que F jz) = f (z, y) est l'bquation de toute surface-moulure de l'hélicoïde 

dti'veloppahle z =  f (x, y). A .  B o u l a n g e r .  N. ann. math. SBr. 3 ,  XVDI, 336. 
415. Lieu des centres des sphères tangentes k la fois à deux droites données dans 

l'espace. P h i l b e r t  di1 P l a s s i s .  N. ann.math. Sér.3,XVIII, 421. 
Vergl. Bestimmte Integrale 228. Singularitiiteu. 

Oberf lachen z w e i t e r  Ordnung.  
416. Die reciproken Figuren der graphischen Statik. G. H a u c k .  Crelle CXX, 109. 
417. Sur des polyèdres mobiles comparables aux polygones de Poncelet. G. F o n t e n é .  

N. ann. math. 88r. 3 ,  XVTTT: 67. 
418. .Sur les quadriques circonscrites à un t6traSdre. Ch. B ioc  he. N. ann. math. 

SAr. : 3 ,  XVITI, 38. 
419. &ant donnbe une quadrique, trouver les quadriques qui  l a  coupent ortho- 

gonalement. A. R o u l a n g e r .  N. ann. math. Sér. 3 ,  XVTlJ, 336. - A. de 
Saint - Germain ibid. 473. 

420. Généralisation d'un thkorème sur le paraboloïde hyperbolique. M. d' 0 cagne .  
N. auu. math. Sér. 3 ,  XViII, 478. 

421. Propriete de l'hyperboloïde équilatère. E. G e n t  y. K. ann. math. Sér. 3,XVII11 532. 
Vergl. Ellipsoid. Geometrie (hohere) 329,  330. 

Optik. 
422. Relative motion of de earth and aether. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. Ser. 5, 

XLV, 23. 
423. Sur l a  polarisation par diffraction. H. P o i n c a r é .  Acta Math. X X ,  313. 
424. On achromatic polarization and differential double refraction. D. B. Braee .  

Phil. Mag. Ser. 5 ,  X LVIII, 345. 
425. On the admissible with of the slit in interference experiments. J. W a l k e r .  

Phil. Mag. Ser. 6 ,  XLVI, 47'2. 
426. On the orientation of the slit in interference exaeriments. J. W a l k e r .  Phil. 

Ma,&. Ser. 5, XLVT, 55% 
427. Application of Sellmeier's dynamical theory to the dark lines BI, D, produced 

hy sodiiim-vapoiir. L o r d  Ke lv in .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLYII, 302. 
428. On dynamical illustrations of certain optical phenomena. J. D. E v e r e t t .  

Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLVI, 227. 
429. On the,trarismissiou of light through an atrnosphere containing srnall particles 

in  suspension, and on the origin of the blue of the sky. L o r d  
R a y l e i g h .  Phil. Mag.  Ser. 5,XLVII, 375. 

430. On certain difraction fringes as applied to mierometrie observations. 
L. Y. G. F i l o n .  Phil. Mae. Ser. 5. XLITI. 441. 

431. A theory of the connexion bctween cathode and Rontgen-rays. J. J. Thomson.  
Phil. Mag. Ber. 6 ,  XLV, 172. 

432.  Difikaetion phenomena in the focal plane of a telescope with circular aperture, 
due to a finite source of light. H. K a g a o  ka. Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLY, 1. 
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433. *tude d'un s y s t h e  de deux miroirs sph6riques. L e f e b v r e .  N. ann. math. 
SBr 3, XVIII, 512. 

Vergl. Astronomie 222. Geschichte der Mathematik 337. Mehrdimensionale 
Geometrie 400. 

P. 
Poten t i a l .  

434. La méthode de Keumann e t  le problème de Dirichlet. II. P o i n c a r é .  Acta 
Math. XX, 59. 

435. Sur certaines questions qui se rattachent an problème de Dirichlet. A. L i a -  
p o u n o f f .  Journ. Mathém. SBr. 5 ,  IV, 241. 

436. nber  die erweiterte La,pla,ce'sche Diff~rentialgleichung fiir die allgemeine 
Putentialfunktion. L. K o e n i g s  b e r y e r .  Eerl. Akad. Ber. 1898,I,  5 ,  93. 

437. Über das erweiterte Prinzip der Erhaltung der Flachen und dessen An- 
wendung auf kinctische Potentialc erster Ordnung. L. K o e n i g s  b e r g e r .  
Berl. Akad. Ber. 1898.1, 148. 

438. Über die Erriiedrigung der Arizahl der unabhangigen Parameter Lagrange- 
scher Bewcgungsgleichungcn durch Erhohung der Ordnung des kine- 
tischen Potentials. L. E o  e n i g s  b e r g e r .  Berl. Akad. Ber. 1898, II, 491. 

439. t h e r  die allgemeinen kinetischen Potentiale. L. K o e n i g s b e r g e r .  Crelle 
CXXI,  141. 

440. Die Existenzbedinpun~en eines von den ersten und zweiten Differential- 
quotienten de r~o i r r l ina ten  abhiingigen kinetischen Potentiala. K. B o e h m .  
Creiie CXXI, 124. 

441. Formule nour le calcul ranide d'un certain ~otent ie l .  M. L e r c  h. .Tourn. 

Q- 
Quadratur. 

442. Sur l'aire de cert,aines lunules. A u d i  h e r t .  N. ann. math. Sér. 3 ,  XYIII, 191. 
443. Valeur inexacte d'une aire. 'S. m n .  math. Sér. 3, XVIII, 477. 
444. Théorème erronné sur certaines surfaces. G. T z i  t x e i ca .  N. ann. math. Sér. 3, 

XVLLI, 95. - Issaly ibid. 241. - A. de Saint-Germain ibid. 242. 

R. 
Reihen. 

445. Dém~nstrat~ion nouvelle de l a  règle de convergence de Gauss. G o d e f r o y .  
N. ann. math. Sér. XVIII, 157. 

446. Sur les points singuliers situés sur l e  cercle de convergence e t  sur l a  som- 
mation des séries divergentes. L e a u .  Compt. Eend. CXXVII. 607. 

447. Sur le cercle de convergence des séries. L e a u .  Compt. Rend. C X X W ,  711. 
448. Recherche des siugularitGs d'une fonction définie par un développeruent de 

Taylor. L. L e a u .  .Toum. Mathém. Sér. 5 ,  V, 365.  
449. Sur les séries divergentes et les fonctious dkfinics .par un développement de 

Taylor. L e  Roy.  Compt. Rend. CXXYII, 654. 
450. Sur les points singuliers d'une fonction définie par un développement de 

Taylor. L e  Roy.  Compt. Rend. CXXVII, 948. 
451. Sur les points singuliers d'une série de Taylor. E 11 g. F a b r y .  Journ. Mathém. 

S6r. 5 ,  TV, 317. 
452. Sur les développements des fonctions uniformes en séries de Taylor. Em. 

Bore l .  Coinpt. Eend. CXXVII, 751. 
453. Sur la recherche des singularités d'une fonction définie par un développement 

de Taylor. Em. Borel .  Compt. ltend. CXXVII, 1001. 
454. On the values of the series en+ (x- p)"+ (x - 2&+- . +rn and zm- fx- q). 

f ( x - 2 g ) " - .  . . +P. J. W. G l a i s h e r .  Quart. Journ.math. XXXT, 193. 
[Vergl. Bd. XLIV, Nr. 313.1 

456. On in(x - 1)"+ 2" (x - 2)" + . . . + (x - 1)m 1" and other similar senes. J. W. 1,. 
G l a i s  h er. Quart. Journ. math. XXXI, 241. 

456. Sur certaines sommes arithmétiques. P. d e  S é g u i e r .  Journ. Mathém. SBr. 6 ,  
v. 65. 
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457. On certain properties of the hypergeometriçal series, and on the fitting of 
such series to observation polygons in the theory of chance. K. P e a r s o n .  
Pliil. Mag. Ser. 6 ,  XLVlI, 236. 

S. 
Singularitaten. 

458. Zur Theone der singuliren I'unkte einer Ilaumkurve. Al f r .  Meder .  Crelle 
CXXI, 230. 

459. Sulla riduzione delle singolarità pnntuali delle superficie algcbriche dello 
spaeio ordinario per trasformazioni quadratiche. B. Levi. Annali mat. 
Ser. 2 ,  XXVI, 219. 

460. Intorno alla composizione dei punti generici delle linee singolari delle super- 
ficie algebriche. B. Levi .  Annali mat. Ser. 3,  II, 127. 

461. Le bitangenti della quartica piana studiate mediante la configurazione di 
Kummer. E dg. Ci ani .  Annali mat. Ser. 3 ,  II, 53. 

Stereometrie. 
462. Die Formen der Vielflache. O. Hermes .  Crelle CXX,  27, 305. 

Substitutionen. 
463. ExnosS d'une théorie nouvelle des substitutions. H. L a u r e  nt. Journ. Mathem. 

Sér. 5 ,  TV, 75. 
464. c b e r  projektive Substitut,ionen, die einen Kr& ungeandert lassen. L. S ç h l e -  

s i n g  er .  Crelle CXXI , 168. 
465. Über vertauschbare lineare Substitutionen. L. S ch1 e s i n  ger .  Crelle CXSI, 177. 
466. Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen jhrer 

Untergruppen. Cr. F r o b e n i u s .  Berl. Akad. Ber. 1898, II, 501. 
467. Über die Komposition der Charaktere einer Gruppe. C. F r o b e n i u s .  Rerl. 

Akad. Ber. 1899,1,330. 
468. Über die Darstelliing der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen. 

G. F r o b e n i u s .  Berl.Akad.Ber. 1899,1,  482. 
469. On the simple isomorphisms of a siibst,itution-group in itself. G. A. J l i l l e r .  

Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLV, 234. 
470. On the bolomorph of the cyclical group and fiorne of its subgroups. G. A. 

Mi l le r .  Quart. Journ. math. XXXI, 382. 
471. A class of linear groiips inclilding the Abelian group. L. E. Dickson .  Quart. 

Journ. math. XXXI, 60. 
472. On the primitive substitution groups of degree ten. G. A. Miller .  Quart. 

Jouru. math. XXXI. 228. 
473. On the transitive substiiution groups of degree seventeen. G.A. Mi l le r ,  Quart. 

Journ. math. XXXI, 49. 
474. Sopra i gruppi astratti di grado 32. G. B a g u e r a .  Annali mat. Scr. 3, II, 263. 
475. La composi&me dei Gmppi GuiLi il cui grado 6 l a  quinta potenza di un 

numero primo. G. B a g n e r a .  Annali mat. Ser. 3 , I ,  137. 
476. Sur les groupes d'ordre pmq2. C. J o r d a n .  Journ. Mathkm Sér. 5, IV, 21. 

Vergl. Geome.trie (hohere) 319. 

T. 
Thetafunlrtionen. 

477. Sur les systèmes d'bquations diffh-entielles auqucls satisfont les fonctions 
quadruplement périodiques de seconde espèce, M. K r a u s e .  Compt. 
Kend. CXXVII, 91. (Vergl. Bd. SLIV Nr. 475.) 

478. Sui gruppi co~itinui di t;rasrormazioni cremoniaue dello spazio. F e  d. E n r i  qu  e s 
e G. Fano .  Annali mat. Ser. 2 ,  XXVI, 59. 

479. Notions Blémentaires sur les groupes de transformations. Combe b i  a c. N. ann. 
math SBr. 3,  XVIII, 347. 
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480. Sur une classe de transformations de contact. E. O. L o v e t t .  Compt.Rend. 
CxXvII,  480. 

V. 
Variat ionsrechnung.  

481. Sur les formules qui servent à représe~iter la variation d'une intdgrale définie 
multiple sous la forme propre aux applications. G. S a b i n i n c .  Annali 
mat. Ser. 3,11, 203. 

W. 
Warmelehre.  

482. h e r  den stationKren Temperaturzustand eines von einern elektrischen Strome 
erwarmten Leiters. Fr .  Kohl  r a u s c h .  Berl. Akad. Ber. 1899, II, 711. 

483. L'intégrale des forces vives en thermodyuamique. P. Duhem. Journ. Mathém. 
Sér. 5, IV, 5 

484. Sur l'dgalite de Clausius. P .  Duhem.  Journ. Mathbrn. Sér. 5 ,  V; 175. 
485. On the conduction of heat in a spherical mass of air confined by walls a t  

a constant tcmpcrature. Lord R a y l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5, XLVII, 314. 
486. L'kquivalent mécanique de la calorie et des chaleurs spécifiques des gaz. 

A. L e d u c .  Compt. Rend. CXXVLI, 860. 
487. The Joule-Thomson thermal effect. H. E'. J. Love. PhiLMag. Ser.5, XLVIlI, 106. 
488. On the ratio of the specific heats of air. J. Rose- Innes .  Phil. Yag. Ser. 5, 

XLVIII, 286. 
489. On the alleged sign of specific heat of saturated ether vapour. K. T s u r u t a .  

Phil. Mag. Ser. 5 ,  XLVIII, 288. 
490. On the source of energy in diffusive convection. Alb. G r i f f i t h s .  Phil. Mag. 

8er. 5 ,  XLVII, 522. 
491. A study of an apparatus for the deterniination of the rate of difl'usion of 

solids dissolved in liquids. Alb. G r i f f i t h s .  Phil. k g .  Ser. 6, XLVE 530. 
492. On the rate of explosion in gases. D. L. Chapman.  Phil. Mag. Ser. 5, XLVII, 90. 

Vergl. ilkustik. 
Wahrscheinlichkeitsrechnmg. 

493. On James Bernoulli's theorem in probabilities. Lord R a y l e i g h .  Phil. Mag. 
Scr. 5 ,  XLVLI, 246. . 

Vergl. Ileihen 457. 
Weiienlehre. 

494. On discontinuities connected with the propagation of wave-motion along a 
periodica,lly loaded st,ring. Ch. Godfrey.  Phil. Mag. Ser. 5, XLV: 356. 

495. On iso-penodic systerns. Lord R a y l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5, XLVI,  567. 
496. On the reflexion and refraction of solitary plane waves at a plane interface 

between two isotropie elastic mediums. Lord Kelvin.  Phil. Mag. Ser. 5, 
XLTTI, 179. 

497. Longitudinal vibrations in solid and hollow cylinders. C. Chree.  Phil. Mag. 
Ser. 5 ,  XLVII, 333. 

Winkelteilung. 
498. Sur le problème de la polyseçtion de l'angle. M a r i a n t o n i  e t  P a l a t i n i .  

N. ann. math. Sér. 3 ,  XVIII, 126. 

Zahlentheorie. 

499. Über die Anxahl der Idealklasseu in reinen kubischen Zahlkorpern. R. D c d c -  
kind.  Crelle C m ,  40. 

500. Extension du Nr. 162 des Disquisitiones arithmeticae de Gauss. D e  J o n -  
qu iè res .  Compt. Rend. CXXVII, 596. 

501.  rapprochement^ entre les procédés de Lagrange et de Gauss pour la réso- 
lution en nombres entiers des équations indéterminées du second degré. 
De J o n q u i i r e s .  Compt. Rend. CXXW, 694. 

502. Sur les nombres premiers. H. 1 3  a u r e  nt.  PI. ann. math. Sér. 3 ,  XVIII, 234. 
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Primitive Wurzeln der Primzahlen von der Form PpA + 1, in welcher q = 1 
oder eine ungerade Primzahl ist. G. W e r t h  eim. Acta Math. XX, 113. 

Tabelle der kleinsten primitiven Wureeln g aller Primzahlen p zwischen 3000 
und 5009. G. W e r t h e i m .  Acta Math. XX, 153. 

Congniences relating to the sums of products of the first n numbers and t n  
other sums of products. J. W. L. Gla i sher .  Quart. Journ. math. XXXI, 1. 

Residues of binomial-t,heorem-coefficients with resoect to os. J. W. L. G l a i s h  er. 
L 

Quart. Journ. math. -1, 110. 
A conpruence theorem relatinp to the Bernoullian numbers. J.W. L. G l a i s h e r .  

~ u a r t .  Journ. math. =XI, 263. 
On the residues of the suma of products of the first p-  1 numbers and their 

powers to modulus pz or p3. J. W. L. C l a i s h e r .  Quart. Journ. math. 
XXXI, 321. 

Les lignes arithmétiques. G. T a r r y .  K. ann. math. Sér. 3, XVIlI, 149. 
Curiasitt! mathkmatique. G. T a r r y .  N. ann. math. Sér. 3, XVIII, 156, 
Sur une BquaLion indéterminée. C. S tormer .  Compt. Hend. CXXVLI, 752. 
Forme de n si n - 1 et lz f 1 ou bien n - 2 et  n t  2 sont deux nombers 

premiers plus grands que 5. U u l i m b e r t .  N. ann.math. Sér. 3, XVLII, 193. 
Vergl. Funktioncn 316. Reihcn 456. Winkelteilung. 
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A. B. - (Wiener) Allgemeine Uauzeitung, Jahrgang 64. 
A. G. B. =(Glascrs) Annalen fiir Gewcrbc und Banwesen, Bd. 44 und Bd. 45. 
Am. M = Amcrican Machinist, vol. 22.  
A. M. =Annalet; des Mines, 90 série, t. 14 livraison 12, t .  15 et t .  16. 
A. P. Ch. = Annales des Ponts e t  Chaussées, 7 e  serie, Se aririée, 4"" trimestre, 

e t  ge année, le; -qmc trimestre. 
B. = The Builder, vol. 76 and vol. 77. 
C. B. = Ccntralblatt der Bauverwaltung, Jahrgang 19. 
C. Z. = Central-Zeitung für Optik und Mechanik, Jalirgang 20. 
D. B. = Deutsche Uauzeit,ung, Jahrgang 33. 
D. M. = Deutsche Mechaniker-Zeitung (Reihlatk zur Zeitschrift für Iilstruiuenten- 

kunde), 1899. 
E. : The Engineer, vol. 87 and vol. 88. 
Eg. = Engineering, vol. 67 and vol. 68. 
E. Z. = Elektrotechnische Zeitschrift, Jahrgang 20. 
G. 1. = Gesundheits - Ingenieur, Jahrgang 22. 
J. G. W. = (Schillings) Jourrial für Gasbeleuchtung urid Wasserversorgiing, Jahr- 

gang 42. 
M. 1. C. =Mémoires de la  Société des Ingénieurs Civiles de France, 1899, vol. 1 e t  2. 
N. A. C =Nouvelles Annales de la Construction, 6' série, t. 6 (4üe année). 
O. F. E. = Organ für die B'ortschrit,te des Ei~enbahnwesens,  Jahrgaiig 54 (Keiie 

Polge Bd. 36). 
P. J. - (Dinglers) Polytechnisches Journal, Bde. 311, 312, 313 und 314. 
Schw. B. = Schweizerische Bauzcitung, Bd. 33 ~ i n d  Bd. 34. 
T. B. = Tcchnische UlStter , Jahrgang 30, Heft 2 4,  Jahrgang 31, Heft 1 - 3 .  
2. A. 1. = Zeitschrift für Architektur und Ingenieiirwesen, Bd. 43 (Neue Folge 

I-ld. 4), Heftausgabe und Wochenausgabe. 
Z. B. = (Erbkanis) Zeiltichrift für Bauwesen, Jahrgang 49. 
2. G. = ZeitschriR fiir Gewasserkunde, Bd. 2. 
Z. 1. = Zeitschrift für Instrumenterikunde, Jahrgang 19. 
Z. K. = Zcitschnft für die gesamte Kalte-Industrie, Jahrgang 6. 
2. O. 1. A.V. : Zeit,schrift, des Osterreichischen Ingenieur- und Architekteii-Ver- 

eins, Jahrgang 51. 
Z.V. = Zeitschrift fiir Vermessungswesen, Bd. 28. 
Z.V. D. 1. = Zeitschnft des Vereins Deutscher Ingenieure, Bd. 43. 
V. V.  (3. = Verhandlungen des Vereins fiir Gewerbfleies, Jahrgang 78. 
-- - -- -- 
----p. -- - -- 

Abbildungen. 
O. Sc  l i re i  b e r ,  Zur konformen Doppelprojektion der Konigl. Preuss. Laudes- 

aiifnahme. Z. V., S. 491 - 6 0 2 ,  593 - 618. 
S. auch Geodiisie, %eichemcedizercge. 
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Aërodynamik .  
H e r m a n n  Ho e r n e s ,  Über das Loessl'sche Luftwiderstandsgesetz und dessen An- 

wenctiing in der Flngteclinik. T. B., Jahrg. 31: S. 1 - 2 6 .  
J o s e f  P o p p e r ,  R. X u o l l e r ,  A. C a p i l l e r i ,  Jose f  A l t m a n n ,  L u d w i g  B o l t z -  

in a n n ,  E r n s t  Mach  , Kritische Bemerkungen zu dcr Abhandlung des 
Herrn Ober-Ingenieur P. H. v. L o e s s l :  ,,Der aërodynamische Schwebexiistaritl 
einer riiinnen I'latt,e iind d e r m  Sinkgeschinndigkeit, nach der Formel 
~=~y)' ' .  Z. O. 1 A. V., S. 51-57,  7 5 - 7 6 ,  8 4 8 6 ,  302 - 503:  
Erwiderungen von v. L o e s s l  S. 264-267,  2 8 4 2 8 8 ,  506 -509.  

l t u s s n e r ,  Uber neue Liiftwiderstandmessi~ngen. P.J., Bd. 311, S. 1 4 7 -  148. 
W e y r a u c h ,  Uber den Ausfluss von Gssen und Diimpfen bei abnehmendem Dniük 

und bei abnehniendein Volilmen. %. 1'. 1). I., Y .  1162-1165 ,  1194 - 1197. 
S. auch Graphische Verfahren, Tafeln (gmphische). 

A r i t h m e t i k ,  pol i t ische.  
R. H. S m i t h ,  The laws of profit. E., vol. 88, p. 231-232.  239-260. 
P. S c h m i d t ,  Errnitteliing von Betriebsansgaben anf Grund der S ta t i~ t ik  der 

Eisenbahneu Deutschlauds. Z .  A. I., Heft- Ausg., Sp. 233 -252 ,  393 - 402, 
517 - 518. 

A. R ü h l e  v. L i l i e n s t e r n ,  Kin Beitrag zur Tariflehre der Eiuenbahneu. %. A . I . ,  
Wochen-Aiisg., Sp. 6.5 - 70, Berichtigiing Sp. 96 .  

Ausgleichungs - und F e h l e r  -Rechnung .  
J O  S. A d a m c  ~ i k ,  Graphischc Polygonzug- Ausgleicbnngen. Z. V., S. 440 442. 
L. K r i i g e r ,  L ber rediicirte Fehlergleichungen. %. V., S. 396 - 398. 

S. aoçh Geodcisie, Messwerkseuge, liechenwerkzeuge. 

Centrale l l ipse .  
Fr .  G r i f e ,  Eirifaclie Xorisiruktion der Ceutralellipse. Z. V. D. I., S. 210-211. 
H a r t m a n ,  C?ntJraleilipse zweier FlYichen. Sühw. B., Bd. 32, S.  101 -102.  

Dynamik .  
,. Cur le r" ,  A problem in rotation. E., vol. 87,  p. 169.  
H. F r a n k ,  Studien über die Mechanik der Kugellager. P.J . ,  Rd. 314, S. 26-30, 

40 - 43 .  
J. Goehe l ,  f ~ b e r  Schwiingra,dexplosionen. Z.V. Tl. I.,. S. 837-239.  
W. H e r t l e i n ,  Kurtx'sçhe Aufhingungsweise fiir Glocken. D. B., S. 394 - 39.5. 
H. R e i s s n e r ,  Znr Ilynamik des Fachweiks. Z B., Sp. 477-484 .  
C a m e r e r ,  Versuche über die Regulierung der Rider -Steuerung. Z.V. D. I., 

S. 1449-145fi, 1 4 %  - 1499. 
C. K o e r n e r .  Dvnamik direkt und continuierliçh wirkender Reeulatoren. Z.O.I.A.V.. 

S 413-217,  4'28 - 432, 443 -447.  
u 

J. I s a a c h s e n ,  Dau Regitlieren von Kraftuiaschi~ien Z. V. D. I., S. 913 - 918. 
A .  P f a r r ,  Der Regiiiiervorgang bei Turbinen mit indirekt wirkendem Kegiilator. 

Z.V. D. 1, S. 1353 - 1558, 1594-  1599. 
A. S t O d ola, Das Sieinenssche Hegulieyrinxip und die amerikanischen ;, Inertieb'- 

Kegulatoreu. Z.V.  D. I., S. 506 -516 ,  573-579.  
F. 5. W eias .  Die Verstellkraft von R~aiilat~oren. Z. V. D. 1.. S. 6 5  - 68. Bemerkunoren 

daau 'von K. L. S ü h a d w i l l , % .  T o l l e .  Riid. W a g n e r ,  Erwiderung &il 

E 5. W e i s s ,  S. 468-472 .  
D u r i k e r l e y ,  On the counectirig-rod problem Eg,, vol. 67, p. 695 - 697. 
M o h r ,  Die geometrische R~stinimung der Resiiltant,en d ~ r  auf eine Schubstange 

wirkenden iusseren Kriifte. Z. V. D. 1.. S. 811 - 812 
F. S t a r k ,  Inanspruchna,hme der ~leuelstangen diirch den Triigheitswiderstand. 

S. B., Jahrg. 30, S. 104-  120. 
B e r l i n g ,  Schiffrschwingungen, ihre TTrsachen und Kritik der Mittel zii ihrer 

Verminderung. Z. V.D.1, S. 981 - 988,  1017 - 1023, 1221 - 1225,1260-1264. 
Bemerkungen dazu von O t t  O S c  h l i  c k S. 1640 - 1642. Erwiderungen von 
B e r l i s g  S. 1642-1644. 
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W. E. D a l b y ,  On the balancing of engines, with special reference to marine 
work. Eg., vol. 67, p. 530-532,F,659, 561-563. 

J o h n  H M a c a l p i n c ,  Ualancirig engines. Eg , vol. 68, p. 54-55  (Remarks by 
W. E. D a l b y ,  ib. p. 120). 

C h a r l e s  P. P a u l d i n g ,  A curioiis' problem in balancing. Am. M., p.  382-383.  
v. I3orri  e 3 ,  Die Eigenbewegungen der Lokomotiven und ihre Einwirkung auf die 

G!eise. A. G.  H., Bd. 44, S. 137-  141. 
--, Uber die Eigenbewegungen und die zuliissige Geschwindigkeit der 

Lokomotiven. O. F. E., S. 115-  118, 135-137.  
J Meif 'or t ,  Stosse und Momente in Dampfmaschinen. Z.  V. Il. I., S. 813-816.  
B l u m .  Einfluss der E'ahreeschwindiekeit auf die Ueansoruchun~ des Schienen- 

'stosses. C.B., S. 33i -375 .  .." 
E m i l  M a l i k .  Zur Bestiinmung der Uberhtihuncren und Erweiterunpen in Eisenbahn- 

curven '. . . Z .  O. 1. A.?:, S. 201-207, 211, 2 2 1  223. 
G e o r g  M e y e r ,  ., Adhasion" oder ,, lkibung" beim Lokomotivbetnebe? C. B., 

S. 166 '67. 
H. R e i s  s n e r ,  Uber Fahrbahnüherhohung. C. B., S. 156, 547 - 648. Bemerkungen 

d a m  von Z i m m e r m a n n  S. 199-200. 
P. 6 eh m i d t ,  Steigiingsverh%ltnisee fiir Ra,hnen mi t  gemischtem Reibiinga- nntl 

Zahnradbetrieb. C.  B., S. 617 - 619. 
A. F r a , n k ,  Ilemcrkiingen ziir Rerechniing der Widerstinde der Lokomntiven iind 

Bahnzüge. O. F. E., 'S. 146 - 1 4 9 ,  161 - 164. (Bemerkungen dazu von 
v. R o r r i  e s ,  S. 283-284.) 

F r i e d r i c h  L a c k n e r .  Das Anfahren der Eisenbahnzii~e. O. F. E.. S. 209-213.  
A .  Il iiii le  v. 1 , i l icnsr  r r r . ,  Zcr Hcstiinmun:: ilcr %..gstürkrn. ùrr E'aliizi.itoii, 

r.iwiti dtas t i o l i l i  I I -  u r i  : \Va;*cric:rbr:i.ic:tit:s i r r i  E:i?itiiit~aliribt:trit~te. Z. A. 1.. 
Heft -Au~g . ,  Sp. 507 -812. 

T r a i n  r e s i s t a n ü e ,  A uew geiieral foimula for, (by John Lundie). E., vol. 87,  . - 
p. 166, 1 7 1  

J. W i t t e n b e r g ,  Beàtirnruuiig des Widewtarides der Züge mittels cies Geechwin- 
digkeitsmessers. 0. F. E., S. 3 - 7, 27 - 30. 

Wi t L f e l  d ,  Arbeitsleistung beim Anfahren der Züge im Stadt - und Vorortverkehr. 
C. B , S. 290-291.  

J. B ü r g i n ,  Heobachtung von Turmschwirigungen beiin L%utcri der Glocken. 
D. B., S. 326-387,  330-332.  Bemerkungen dazu von W. W e i t b r e e h t ,  
S. 395,396. 

E. L ~ b e r t ,  Etude dm mouvements vibratoires dans les ponts à poutres droites 
à une travée et dans les ponts suspendus à tablier continu simplement 
appuyas aux culées. A. P. Ch., g C  année, 3c trimestre, p. 215-293. 

N. S chru i t t .  Die bbertraeur~e der Ueweeunrr durch elastische Mittel. Z. A. 1.. 
L. L. ., ., 

Heft-Ausg., Sp. 177  - 183. 
S. auch Cent,rakLlipse, E,'lastizitits - u n d  Eéstigkeitslehre, Grnphische Verfahren, 

Kinematik , ~Iesswe~kzezcge, ï'afeln igraphische). 

Elastiaitiits- und Festigkeite-Lehre. 
A r c  h i  b a l d  B a r  r , Comparisons of similar structures and machines. Eg., vol. 6 8  

p .  476-476, 511 -512,  545-546.  
G a l l i o t ,  Résistance des sphhres et cylindres en contact A. P. Ch., ge annke, 

3" trimestre, p.  291 - 298. 
F r i t z  von  E m a  e r e  e r .  Die zuliissiren Inansari~chnahmen des 1:isens im Hochbau. 

Z V. D. 1.: 8.7499- 1503. 
C. A. P. T u r n e r .  Thermal condition of iron and steel urider stress. and measure- 

ment of &ess by nieans of therinoelectricitp Eg., vol. 67, p. .5ü4-566. 
It.  1, a u e n s  t e i n ,  Vergrosserimg eines Widerstaridsmornentes durch Verkleinerung 

des Querschnithes. D. B.. S. 430. 
Ve rg ro  s s e; un des liridersta~dsmomentes durçh Verkleinerung des Quersçhnittes. 

Schw. B., Bd. 34; S. 93. 
B i e t  t e ,  Le pont J.-F. Lépine, A. P. Ch , 9* anriée, le" trimestre, p. 130 - 138. 
F. Cha i idy ,  Not,e sur IE calciil des poutres en fer et  ciment. M. 1. C., 2, p. 487 

bis 496. 
Adol f  F r a n  ck e ,  Rontinuirliche Uogcntrliger. L .  11. I., Heft-Ausg., Sp. 599-600. 
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B. H e  y n ,  Das doppelte holzerne Hingewerk im Dachbinder. Z.  A. I., Heft- Ausg. 
Sp. 373- 394. 

Rob.  L a n d ,  Die Gleichung der Bahn einer über einen elastisehen Trager rollen- 
dan Last,. C. B , S. 313-314. 

G. M a n  t e l ,  Beitrag zur Berechnung einiger besonderen Sprengwerksformen. 
Schw.R., Rd. 32, S. 1.52-159, 161-164,  177-179, 19.3. 

M e s n a g e r ,  Sote  sur les fatigues r6elles et les fatigues calçul6es dans un pont à 
grandes mailles. A. 1'. Ch., 9" année, 2" trimestre, p. 223 - 251. 

A. M e y e r h o f ,  Die Biegungsspsnnungen der Z-Eiseri zu Schilibauzweckeu. 
Z.V. D. I., S. 607-614. 

S. N i c o l a y  , Geber das Ceritrieren der Diagonalen in Parallel- Gittertragern. 
Schw.B., Bd.34,  S. 161-162 (Bemerkungen dazu von G.Mantc1, S.189-191). 

H a r e l  d e  l a  Noë ,  Théorie et applications riouvelles du ciment armé. A. 1'. Ch., 
se annee, 1"" trimestre, p. 1-21. 

R é  sa1 et Alb  y ,  Notev sur la construction du Pont Alexandre III. A. P. Ch. 
Se annee, 4" trimestre, p. 59 - 144; 9" année, le' trimestre, p. 159 - 242. 

O t t  O C. 8 e  y KU a n n ,  Die Querschnittverzerrungen eiserner Urücken und ihr Kin- 
fluss auf die Vertikalen und Liingsverbande derselben. A.  G. B., Bd. 44, 
S. 40 - 4 4 , 8 4  - 87, 189 - 192, 225 - 227 (Fortsetzung aus Bd. 43 uud Schluss). 

A. S c h n e i d e r ,  Zusammengesetzte Triiger. Z. O. 1. A.Y., S. 649-653, 672 -676, 
688 - 69 3. 

F r i e d r .  S t e i n e r ,  Berechnung gewolbter Briicken. T. B., J&hrg. 31, S. 104-108. 
G .  S t o c k  h amnier ,  Eiqjges über die Stossfestigkeit von Zugstangen abgesetzten 

Quersehnittes. Z.  0.1. A.V., S. 57 - 59. 
Max K. v. T h u l l i e ,  Uerechnung der gerippten Uetoneisentriger, System Hennebique. 

Z .O. I .A.V. ,  S. 539-543. 
J. B r u h n ,  The stresses a t  the discontiriuities in a sliip's structure. Eg., vol. 67, 

p. 429 - 432. 
F r a n c i s  E l g a r .  The distribution of pressure over the bottom of a ship in dry 

docks and over the dock blocks. Eg., vol. 68, p. 125 - 126. 
H a c k e r ,  Gasbehiiltcrfiihrung'en. Z.V. L). l., S. 1 4 6 5  1469. 
H. M ü l l e r - B r e s l a u ,  Dic Berechnung achtseitiger Turmpyramiden. Z.V. D. I., 

S. 1126-1134. 
S k i b i n s  k i ,  Beitrag zur Berechnung des Querschwellenoberbaues. Z .  O. 1. B.T., 

S. 118-123, 135- 139. 
B a c  hm a n  n , Einfiuss der Temperatur auf die Spannungen in bogenformigen 

Sperrmauern. C. B., S. 376. 
B a e h m a n n ,  Yerteilung der Spannungen in bogenformigen Sperrmauern. C. B., 

S. 10-11  
B a r b e t ,  Note sur les conditions des barrages de réservoirs en maçonnerie. 

A. P. Ch., 9" annke, ler trimestre, p. 22 - 56. 
C h a r l e s  J. K r i e m l e r ,  De l a  ligne des pressions dans une pile en maçonnerie. 

Schw. B., Bd. 33, S. 6.  
L i e e k f e l d t ,  Der Einfluss der Bogenform auf die Standfeetigkeit der Stau- 

mauern. C. B., S.  301 - 304. 
F. P r  o b  s t ,  Einiges iiber Gelenlre massiver Bogenbriieken. Z. A. I., Wochen-Ausg., 

Sp. 545 - CiSI. 
A. B a n t l  i n ,  Zur Frage der Berechnung gekrümmtcr stabformiger Korper. Z.V.D.I., 

S. 261-263. Bemerkungen dam von A . F o p p l  und Uriino S c h u l z ,  Erwide- 
rungen von A. B a n t l i n  S. 4 0 3 4 O . l .  501 -502, H. B e i s s n e r  S. 633. 

Adolf  F r a n c  ke ,  Der krumme Ualken. Z. B., Sp. 309-932. 
Bo b e r t E d 1 e r . Beitrag zur Theorie und Berechnung der Gliederketten (Ring- 

ketten). Z. O. 1. A. Y., S. 501-506, 513 - 518, Berichtigungen S. 572. 
P h i l i p p  P o  r c h h e i m e r  , Berechnung des zulassigen Ausscndruckes bei Ringen 

und Rohren. Z. Ü. 1. A. V., S.  457 -458. 
13. W. H e  a d ,  The problem of struts with lateral losds. E., vol. 88, p. 287 288. 
B e n é  Ko e c h l i n ,  Uesprechung eines anf escentrischen Druck beanspriichten 

Stabes. . Schw. B., Bd. 33, S. 159- 160, 171 -- 173. 
We y r a u c h ,  aber excentrische Zugbeanspruchungen von b'achwerkstaben. Z .  A. l., 

Woehcn- Ausg., Sp. 2 4 9 1  254. 
F r i t z  von E m p e r g e r ,  I h e  ncue Knickformel von A .  Ostenfelcl.  Z. [j. J . A . V . ,  

S. 524-52fi, 558. 
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H. H a c k e r ,  Einiges iiber Knicksprtnnuugcn. Z.A. I., Heft-Ausg., Sp. 489-506. 
N 6  r s  c h ,  Zur Berechnung der Knickfestigkeit gcgliederter Steinpfeiler. U. B , 

5. 590 592. 
B r u n o  S c h u l  z ,  Beitrag ziir Torsionsfestigkeit. Z.  A. I., Heft- Ausg., Sp. 201 bis 

234, 569 - 586. 
W. Schi i l e ,  Die elementare dbleitung der Knickfonnel. Z.V. D. I., S. 779 -780. 
K a r l  B e r n h a r d ,  Eisspeicher und Eisdruck. C. B., S. 81 -83. Bemerkuiig dam 

von B r u n o  S c h u l z ,  S. 140, Erwidening v o n  B e r n h a r d ,  S. 264. 
S. auch Centrale7lipsc, Dymzmik,  Xrddruek, Gmphüsche Ve1-fahren, Kiîzemukih, 

Stutik, i 'afeln (grq~hische) .  

Elektrizitat und Magnetismiis, Elektrotechnik. 
F. B r e i s i g ,  Über die Ariwendung des Vektordiagramms auf den Verlauf von 

Wechselstriimcn in larigen Leitungen und über die wirtschaftliche ürerize 
hoher Spanuungcn. E. Z., S. 3 8 3  386, 400-405, 417-420. 

l lud .  G o l d s c h m i d t ,  Uber deformierte Kurven. E. Z., S. 840- 842. 
C. H e i n k e ,  Uber Wellenstrome. E. Z., S. 510513, 527531. 
F. N i  e t h  a m m e r ,  Ziir Yessung von Wechsclstromefiektcn nach der Drei -Volt- 

meter-Methode. E. Z . ,  S. 701-703. 
C h .  W e s t p h a l ,  Heitrag .!Ir Theorie der Ankerwickliirigen. 1.;. Z., S. 118. 
E. A r n o l d  und G. Mie,  Lrber den Kurzschluss der Spulen und die Kommutation 

des Stromes. eines Glcichstromankers. E. Z., S. 97- 101, 136- 138, 150- 154. 
B. A. Behrer id ,  Uber deri Spanniiiigsabfall bei Wechselstro~ngeneratoren. E. %., 

S. 837-840. (Bemerkungen dazuvon E. A r n o l d ,  S.893-894, und He  ylancl,  
S. 894.) 

G. B r a n d t ,  'Beitrag mir Berechnung von Buffcrbattcrien. E. Z., S. 730- 732. 
Hu d o l f  B r a u  n. c b e r  die Leerlaufreibunp von Induktionsmotoren. E. Z.. S. 685 - 687. 
F. B r e i s i g ,  Messungen an ~enis~rech~erbinduu~sleitun~en. E. Z., S. 192 196. 
P r i t  z E r e  ns ,  Eine analytische und graphische Methode zur Herechniing von 

hnfahr- und Bremsmidersthden für elektrische6isenbahnen. E. Z . S. 277-282. 
C l a r e n c e  1'. F e l d m a n n  und J o s e f  H e r z o g ,  Gber Stromverteilung in Wechsel- 

stromn@zen. E. Z , S 780 - 783. 
(:. Heir ike.  Uber Auffassunp und Daratelluun der Vornanae im Wechselstrom- ., - 

trans&xmtor. E. Z. ,  S. 175- 178, 191 --y196, 205 - 207. 
,Tulius H e u b a c h ,  Zur Theorie der Asynchronmotoren. E. Z., S.301-305,314-317. 
Qi s b e ri, K a p p ,  Die Purikeugrenze bei Gleichstromniaschinen. J i .  Z., S. 32 - 33 

(Bemerkung dazu S. 89 - 90). 
Oliver  L o d g e ,  lmprovement in magnetic space telegraphy. E., vol. 87, p. 120- 121, 

170 - 171, 197.: 198, 375-376=Eg., vol. 67, p. 31-32, 94-99, 124 126. 
P. Nie t h  a m m e r ,  Uber die Kraftlinienverteilui-ig in Nuthenankern. E. Z., 

S. 766771. 
-21 e x a n  d e r  R o t h  e r t  , Untersuchungen über die Kurxsclilusskurve von Wechsc:l- 

stromgeneratoren. E.  Z., S. 619-622, 637-638, 657-659, 093. (Bemerk- 
iingen ciam von Ki i t l .  G o l d s c h m i  d t ,  S. 670, X m i l  Z i e h l ,  S. 724--725.) 

L u d w  i g  S c  h r  d e r ,  Berechnung des Kraftbedarfes von elektrischen Strassen- 
bahneu. E. Z.,  S. 111-115. 

A. S e n g e l ,  Bestimniung der güristigsten %ah1 von Speisepunkten eiuea Ver- 
teilungsnetzes ... E. Z . ,  S. 807-809, 826-829. 

ILu ciolf S k u l s  c h ,  Cber Beniessung von Motoreu, welche bei konstanter Um- 
fangskraft Massen beschleunigen solleri, insbesondere von Nebenschluss- 
elektromotoren fiir den Betrieb von Drchbriickeri, Drehscheilien u. clergl. 
V.V. G . ,  S. 307- 312. 

S. ailch Gmphische Verfahren, Hydrodynamil;, Ki~ze?nutil;, Ve'ekto~~reçhnu~ng. 

Erddruck .  
E. ( I ramer ,  Die Bleitfllchen des Erddruckprismas u ~ i d  cler E~rilrlriick. Z. 9.1. 

Heft-Ausg., Sp. 513- 518. 
A cl O 1 f F r  a n  c k e ,  Uemerkungeu zii  dcin Aufsatze des Herrn Geheimen lJaurat 

Cramer in Breslau über die Gleitflschen des Erddruckprismas und den $:rd- 
druck in IIeft 5 cles Jahrgangs 1898. Z . A .  T.; JIeft-Aiisg., Sp 1%-188 
(Erwidernng von C r a m e r  Sp. 188). 
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H i s e l y ,  Constructions diverses pour cléterminer l a  poussée des terres sur un mur 
de  soutènement. il. P. Ch., 90 année, 1. trimestre, p .  99-120,  

P. K. K i r k ,  Graphic methods of determining the  pressure of earth on r ~ t ~ a i n i n g  
walis. B., vol. 77, p .  233 -2%. 

S. Pi c h a u  1 t ,  Calcul des murs de  soutènement des terres en cas de surcharges 
quclconqiies. M. 1. C., 2. p. 210 266, 844 -846. 

Geodas i e .  
E g g e r t ,  Rückw&rtseinschnitt mi t  Correlatenau~g1r:ichung. 2. V., S .  44 - 50. 
E. H s m m e r ,  Bestimmung des 'l'heodolit- (Tachymeter) Standpunktes nach Lage 

und Hohe diirüh Riickw%rtseinschneiden über  nu r  zwei gegebene Pnnktc. 
Z. A. I., Wochen- Ausg., Sp. 81 - 86. 

J (O r d  a n) , Geographische Coordinaten und  rechtwinklige Coordinatioii. Z. V. 
S. 162 - 176. 

-- Crnwandlung Preussischer Coordinaten, zur Praxis der Preussischen 
Stadt - l'riarigulierungen. 2 .  V., S. 381 -- 389. 

S. such AObildungen, Ausgleiehztngs- und Eéhler R e c h m m g ,  G e o n ~ e t ~ i e ,  
Geschichte, ilIesswerl~ieztge, f<echenu;evl;eeuge, 2afelm (yraphischej, 

Zeicheliwerkzeuge. 

G e o g r a p h i e ,  m a t h e m a t i s c h e .  
L e i t z  m a n n .  Die Sonnenhijhe und Tageslarige. Z. A. I., Wochen- Ausg., 

sp. 561 - 569. 
G e o m e t r i e .  

G. M a r i o  R o s s i .  Mit IIilfc des Zirkels allein clen Mittelrmnkt eines Kreises zu 
finden. z.'o. 1. A.V., S. 487. 

C. K. A i r  d ,  Bestimniung des Kreisiimfauges aus dem IIalbmessctr durch Zeich- 
nurig. C. B., S. 120. Bemerkungen dazu von F. L a n g ,  F. P u l l e r  und der 
Schriftleitung S. 176. 

E d. U i n  g ,  Eine rein geonietritxhe Anniiheruugskonstruktion der Grossen n und 
i T  von bishpr iinerreichter Gmaiiigkeit. Z.V. D. I., S. 4.3. Bemerkungen 
dazu von F. H e e r w a g e n  S. 364. 

Ei iwarc i  C r o s  s l e v .  Quadrature of t he  circle. E.. vol. 87. o. 209 (S. a. Cecil 
1 L 

P. Poole, ib.,";. 495). 
Q u a d r a t u r e  of t he  circlc. A new (by E. Ilippj. E., vol 87. u. 136. 

\ "  

C. E. Wol f f ,  A. ' leyne l l e i n o l d s ,  Area o f G e  circle. X . , ' v h .  88, p. 215. 
E. H a m m e r ,  Cbcr den aus xwei Kreisbogen bestehcnden Korbbogen zur Ver- 

bindung zweier gegebener Tangentenpunkte. Il. B., S. 10 - 12, 43,64, 94-95. 
II. S o u d é ,  Problème de l'arche biaise, Tracé de l a  courbe d e  joint sur le plan 

de tate e t  sur l e  dEveloppement de  l'intrados. N.  A. C., col. 43-47. 
A l f r e d  H e  u b  a c h .  Theoretische und nraktischc Mi t t e i l un~en  über neiie Elliosen- " ~ 

Konst+ctioneri. 1). 13 , S. 307. 
C. B u n e  e.  Cber die Verwmdtschaft des Kiickwarts- und V o r w a r t s  Einschneidens. 

Z Y V '  S. 313-  -315. 
F r i e d r i c h  S t e i n e r ,  Konstruktion der  Wirikel%nderungen eines Dreiecks. T. B., 

Jahrg. 30, S. 180- 183. 
II. S c h a m a n n ,  Berechniing der Richtung gleichlaufender lliagonalen eines in der 

Ansicht trapezformigen Pfeilers. C. R., S. 2:10 - 231. (Bemerkiingen d a m  
S. 268.) 

L e i  t zm a n n ,  Rerechniing des Kriimn-iiingshalhmes~~rs e i m r  Kurve. .T. A. I., Wochen- 
Ausg., Sp.  625 - 626. 

T ,eopold  E l l e r h e c k ,  Uber die Enriittelung des Linienzuges voriibergehender 
Eisenbahnverlegungen und Zhnlicber Gleisführungen. Z. B., Sp 12 5 - 144. 

A .  F r a n c  k e ,  Cleisbogen mit iinendlich grossen Kriimmiingshalbme3sprri in den 
Bogeriarifingen. O. F. E., S. 266-268. 

R d .  L a n g ,  Anordniing eirier , ,nach innsn" abzweigenden Weiche in stark ge- 
krürnmtem Gleis. C. B., S. 425 -428. (Hemerkurigeri d a m  von E. P u l l e r  
S. 559.) 

Eirischaltung eiuer einfachen Weiclie mi t  geradem Haiiptgleise in  eineu 
Kreisbogen. O. F. E.,  S. 27O-- 278. 

S. auch h h u l t ,  Scliwerptm7cL, Ze~ichenuz~J~zeuge.  
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Geschichte. 
U r c s d e n e r  R e z i r k s v e r e i n  d e u t s c h e r  I r i g e n i e u r e ,  Trajan B.itlershaus + 

(mit Rild). Z.Tr. D. I., S. 539-540. - 
I l e l m e r t ,  Wilhelm Jordan (mit Bild). Z.V., S. 322-328. 
C. R ~ i n g e ,  Wilhelm Jordan t. % . A .  I., Wochen- Ausg., Rp. 266 -266. 
S t e i f f ,  Wilhelm Schickhart und seine La~idesanfn~hme Württembergs 1624-1f;35. 

z. v.. S. 401  -415, 537- 549. 
S i  e s  m u n  d W e l  l i  s ch .  Der Plan von Wien zur Zeit der zweiten Tiirkenbelarreriiiip. u < >  

" Z.O.I .A.V. ,  S . 4 k - 4 9 2 .  
Die Wiener Stadtpl9,ne a,iis dein Anfange des XYIn. .Jalirhi~nderts. Z. 6. T. A 1-.. 

S. 563 -568, 575- 576. 
- 

- al tere  geometrische Werke. Z.V., S. 336 -339. 
- Die Eriiridurig der Triangulierung. Z.V., S. 349- 357. Beinerkung d a m  von 

J. ( o r d a n )  S. 357. 
F'. Z., T r a j a n  l t i t t e r s h a u s  +. Z. A. I., Wochen-Aiisg., Sp. 3-21 -323. 

Graphische Verfahren. 

I I c n r y  ü o l d m a r k ,  Solution of simiiltaneous equations. Eg., vol. 67, p. 264--25.5. 
A. E. W i e n e r ' s  graphische Verfahren bei Fkchenbereehnungen (Bericht). P. J., 

Rd. 311. S. 131-  132. 
H. B e r g  , Wirkungsweise und Berechnung einer stehenden Kondensator -1~uftpumpe 

ohne Saugventile. Z.V. D. l., S. 92 - 97. (Bemerkungen dazu von K. R e i n -  
h a r d t ,  S. 280.) 

A 1 e x  a n d  e r C o u l m a s ,  Beitrag xur Uestimniurig des Maxi~almomentes  einfacher, 
durch Einzellastensysteme beanspruchter Trager. Z. O. 1. A. V., S. 239-241. 

Il es  d o u i  t a, Méthode graphique pour l a  reconnaissance et  la vérification dn tracé 
des voies de chemin de fer. A. M., t. 15, p. 465-501. A. 1'. Ch., ge année, 
4me trimestre, p. 192-228. 

H D i x ,  Beitrag zur Bercchnung der QuerschnittsmaBe von IIolzbalken. 2 .  A. I., 
Wochen- Ausg., Sp. 530--532. 

H. S. Hele-Shaw-,  Graphical method of finding the pressure on hlocks under a. 
ship due to overhang. Eg., vol. 68, p. 153. 

J. I l l e  c k ,  Die gmphische I3erechnung mehrcylinrlriger Dampfmaschinen. Z.V. D. 1 , 
S. 14-  17 und K. F. M a y e r  S. 372. 

C. F. M u n d a y ,  On the advantages of using T c h e b y  c h e f f ' s  riile in associat,ion 
with the iutegretor to obtain crusu-çurves uf stability. Eg., vol. 67, 
p. 499 5 0 0 .  

J . X e i d  t , Gralihisches Verfahren zur Hestirnniung von Fahrgeschwiridigkeiten und 
\Torsühaltwiderst;~ndeu fiir elekt,risch angetriebene Fahr~ei ige .  E. Z., S. 31)-43, 
57- 59. 

G u s  t a v  K e i e h e l t ,  Bsrechnung der Betriebskraft für das Schopfwerk einer ein- 
gedeichten Niedermg hei wechselnder Hiihe des dussenwasserstandes. C. B., 
S. 458 -460. 

E. S p e i  d e l  und W. W a g e n b  a c h ,  Cher Francis-Tiirbinenscha11fe11111g. Z.V. D. I., 
S. 581 - 583. 

S. ail ch Ausgleiehung,? - und Fehler - Rmhnzin,g, F,7ektrl;zitiit, TCrdiZ~ucii, Ceometrie, 
Stutik, l'nf'eln (gmphisçhe). 

Hydrodynamik, Hydrauiik, Hydrologie. 
H. S. He le -Shaw- ,  Further experiments on the  charader  of Ruid motion. E., 

vol. 87, p. 94 - 95 = Eg., vol. 67, p. 28 - 30. 
The streain-line theory. kg., vol. 68, p. 152 - 153. 

-- The motion of a perfect liquid. E., vol. 87, p. 548 - 550. 
M a , r s t o n  N i l e  s ,  The H e l e - S  h a w  experimerits and the strea,m -1ine thmry. Eg., 

vol. 68, p. 121-122. 
G. D e r i è s ,  Sur une application de la  formule du mouvement uniforme de i'eaii 

dans les canaux découverts. K. A. C., col. 14 - 15, 30 - 32, 47-48. 
H o l z m i i l l e r ,  Hydrodynamischc Analogien zur Theorie des Potentials und der 

Iclektrotechnik. %.TT. I). I., S. 659-662, 690 - 694. 
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W i e  p r e  c h  L, Berechnung von Rohrleiturigen für Warmwasserheizungeri. G. I., 
S. 360-362. 

,,l1i~ï.ded", W . P a y t o n ,  W . A .  S.B. ,  J o h n  B a t e y ,  T h o m a s  A l s t o n ,  A hydraiilic 
press problem. E., vol. 87, p. 145, 245. 

E'. C h a u d y ,  De la résistance à, l'avaucemenb des bateaux e t  des ondes traus- 
verseles. M. 1. C., vol. 1, p. 166 - 179. 

S l i p ,  Negative apparent. E., vol. 87, p. 146 
IGmil H e r r m a n n ,  Neue Thcorie der Turbinen. P. J., Bd. 312, S .  165-169, 

177- 18?: 
A. H u m m e l ,  Ubcr die Formgebung der Schaufeln bei Francis-Turbinen. P. J., 

Bd. 311, S . 4 - 6 ,  24 -23,  84 
M. M o l l e r ,  Die IViitzleistung der Schraubenturbine. Z.V. D. I., S.  561- %:3. 
P r a n z  l'r k i i l ,  JJericht über die Konstriiktion und W i r k ~ n g s ~ e i s e  der Tram- 

formatortnrbine. Schw. B., Eld. 34, S. 195-199, 207- 209, 2 1 7 2 2 0 ,  
1). S p  a t  a r o ,  La nouvelle Hpdraulique, théorique, pratique et expérimentale. 

z. G., S. 127-160, 321 - 337. 
H o u r d e l l e s ,  Etude du régime de la marée dans la manche. A. P. Ch., ge année, 

3O trimestre, p. 1 -~-76. 
E m e r i c h  F i s c h e r .  Die Berechnun~ von Stauweihern ziir Hochwasserabwelir. 

C. B.,  S. 58 - 5 9 .  
" 

l 'h  F o r c h h e i m e r .  Orundwassersaiecrel bei Brunnenanlaeen. Z.V. D. 1.. S. 202-205 
II. G r a v e l i u s ,  Über ~e rduns tung .  "z. G., S. 248 -252." 
H., Ziir Frmittelung dcr grossten Bochwassermenge kleiner Tliasserliiiife. D. H., 

S. 298 - 299. 
C H e s s l e ,  Die mittlere Ceschwindigkeit des Wassers in natiirlichen Cewiissei-n. 

z. G., S. 20- 36. 
.L\ l b r e c  h t P e n c k ,  Ziir Bestimmung der Abflussmengen ails E'lussgebieten. %. G. ,  

S. 67- 81. 
M. R o t h e r ,  Kin Beitrag zum Probleme d ~ r  Spiegelabsenkung in Wasserliiiifen 

mit freiem Spiegel. Z.  Cr., S. 274-309, 337-347. 
P. S c h  r e i b  e r  , Zur Frage der Bestimmung des Abflnsses aus Stromgr:bieten. Z G,  

S. 37-54. 
S. anch Chphische Verfahtzn, RTcïher~c~zg.~rech~nung, Rechlaen (nzcmn,erisches), 

Tufelri. (yruphisçhej, Tfirmekhre. 

Inhalt, FlBchen - und Raum -. 
A. -4lt e n b  a c h  , c b e r  die Rerechnung von Dachfachen, Boschungen und dergl. 

D. B., S. 418-419. (Bemerkimgen dazu von S p i e s  und F. P ü t z e r  S. 467.) 
.fl a m i s  c h ,  Nechanische Bestimmung des E'liicheninhaltes einer ebenen Figiir. 

C. B., S. 203-204. 
. -- Bestimmung des Rauminhaltes eiaes Kegels oder Kegelstumpfes. C. B., 

S. 119 - 120. 
S. auch Graphische Verfahrew, Geometrie, Messwerbeuge. 

Kinematik. 
H e n r y  T. D a v i s ,  C.A. M a t h e y ,  J. M a c f a r l a u e  G r a y ,  Davis's steeririg gear 

for aut,ocars. Eg., vol. 68, p. 306, 338. 
M i c h e l e  F e r r e r o ,  Findirig the positiori of the crauk whcn the positiori of 

the piston or cross-head is givm. Am. Il., p. 762 -763 
O. L a s c h e ,  Elektrivcher Antrieb mittelu Zahnradübertragii~ig, 2 .  V. L). L, S. 1417 

bis 1422, 1487-1493, 1528-1535, 1563-1569. 
H e i  u r i  c h W e i s s ,  Zur B~rechnurig des Stufenscheiben -Ailtriebes tiei Yerkzeug- 

maschinen mit geradlinig hin- und hergehender Hauptbcwegung. Z.  O. I.A.V.,  
8. 341 - 346. S. aucli lhpumih-. 

Kombinatorik. 
31. I l  O d a ,  h e r  den Anschluss von ~lockliriien an Stellwerksanlagen mit elek- 

trischem E'ahrstrassen-Verschlusse. O. F. E., S. 31 3 3 ,  57  -61, 78 80, 
101-104, 120- 124, 139- 143, 166- 186. 

- uber den Anschluss von Btel1werk;anlagen mit elektrischem Weichenst,rnsseii- 
Verschlusse an Ulocklinien. Z. 0.1. A. V.. S. 98- 106. 
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Messwerkzeuge. 
H e n r i  C h e v a l i e r ,  Appareil dynamome'trique de Y. Téodorovitch. M. 1. C , 1, 

p. 56-62 .  
A. O. B r e e n h i l l ,  The Lippincott planimeter E , vol. 88, p. 614-615 .  
Joh. H a m a n n ,  Das Coordinatenplanimeter von Ch. Hamann. L. V., S.  4 6 4 - 4 6 8 .  
H a m a n n ,  Cntersuchunpen über das Uarfenplanimeter von M6nkenrndler. Z. V., 

S. 649-552. 
J ( o r d a n ) .  Stangenplanimeter Prytz. Z.  V., S. 315-317. 
Ko b e r t  L a n d .  Einfache Theorie des Polar~lanimeters. Z. V. D. 1. S. 1064 - 1067. 
W i l l i a m  ~ i p p e r ,  A continous mean pressure indicator for 'stearn engines. 

Eg., vol. 68, 9. 771 7 7 2 ,  804-807.  
A .  K l i n e a t s c h .  Die Bestiminunz des Excentricititsfehlers für Strahlenzieher. 

z,'iT., S. 3a9 - 396. 
Die mittlere Lage des %Tinkelscheitels beim Winkelspiegel. Z.  Y., S. 369-363. 

Niiherungsrechnung. 

J . (o rdan) ,  N%heriingsformel f ü r  I/x2f y2. X .  V., S. 337-359. Bemerkungen dam 
von P u l l g r  S. 529-  530. 

J .  R.  Ci oebe l ,  7Jber ein neues Rechniingsverfahren bei Aiifgaben der Hydraulik. 
(X. I., S. 169-172, 189-193,  205-208. 

Nautik. 
S o u n d  s i g n a l l i n g  at  sea. Eg., vol 67, p. 2 -  3, 1 0 5 1 0 7 ,  

Optik. 
K a r l  S t r e h l ,  Akkomodation und Vergrosserung. C. Z. ,  S. 21. 
C. Viola ,  Ein neues Refraktometer und eine neue Methode xur Bestimmung der 

Hauptbrechungsindices eines optiech zweiaehsigen Brystalles mit Hülfe des 
I'ri8mas. ., X. 1., S. 276- 282. 

B. W a n a  c h, Uber die Bestimmung von Krümmungsradien durch Spiegelung. 
D. M ,  S. 50. 

-- Sheorie des Beversionsnrismas. Z. 1.. S. 161-177. 
H. I I a ~ t i n g ,  Zur Bereçhnung astronomischer Fernrohrobjektivc. Z. I., 104-  110. 
- - Cber Astipmatismus und Bildfeldw~lbune bei astronomischen Fernrohr- 

objektive; %. 1,  S l X -  143 
- 

E m i l  v O n H 8 e g h  , Zur Theorie der zweiteiligen verkitteten Fernrohrobjektive. 
Z. I., 5. 37 -39.  

A. L e m  a n ,  Zur Eerechnung von Fernrohr - und sçhwach vergrossernden 
Mikroskop-Objektiven. Z. I., S 272 -273. (Bemerkiing dam von H H a r t i n g ,  
S. 271 - 275.) 

K a r l  E t r e h l ,  Sheorie des Mikroskopes Fortsetxung: Das Pleurosiginabild Z.I., 
S. 325 - 335. 

-- Reiigiingstheorie und geometrische Optik. Z . I . ,  S. 364-  371. 
E m i l  L i e b  e u t  h a l ,  Liçhtverteilung und Methoden der Photometrierung von 

elektrischen Qliihlampen. Z I., S. 193 - 205, 225 - 240. 
S. auch Messwerkzeuge. 

Perspektive. 
J. E r n e s  t O.  Y a l  d e n ,  A ruethod for the representation of the circle in  isometric 

projection and in cavalier perspective. Am. M , p. 1057 - 1058. 
F. W. S a l m o n ,  A ,,reminderLL on isometric projection. Am. M., p. 1068. 

Rechenwerkzeuge. 
Geo. F. Snmmers ,  An instrument for adding fractions. Am. M., y. 309. 
J. H. G i l l ,  The slide ruie for coinpilting gears for screw cutting .km. Il., p. 

1089 - 1090. 
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H. K o l l e r ,  Proportionalrechen~chieber von Ch. H a m a n n  in Priedenau bei Berlin. 
Z.V., S. 660-663. 

W. S e m m l e r ,  Proportionalrechenscheibe von C h .  H a m a n n .  Z.V., S. 3 0 4 3 0 8 .  
KfLother, Rechenscheibe. Z.V., S. 6!37-698. 
H. S O s s n  a ,  Auflosung der Aufgabe des Einkettenfi mittels Maschine mit nume- 

risch-trigonometrischer Safel. Die neue Multiplikationsmaschine von O t t o  
S t e i g e r  und Hani ,  W. R g l i  in Zürich. Z.V., S . 6 6 5 6 9 6 .  

l p  i s ch  e r ,  Verfahren zur Ausgleichung von Beobachtungsgr6ssen auf mechanischeni 
Wege und Anwendung auf Ausgleichung nach der Nethode der kleinstcn 
Quadrate. Z.V., S. 553-557. 

- p~ , E'ehlerausgleichung auf meehanischem Wege. Ebenda S. 655-660. 

Rechnen, numerisches. 
K a r l  P i s  t: h e r ,  Vereinfachte Berechnung der Monatsmittel der nach E'uBmal3 

beohachteten Wasserstande Z. R., Sp. 303 - 310. 
S. auch Rechwwerkzeuge. 

Schwerpunkt. 
R O b. L a n d ,  Schweq~iinktbestimmung von Trapezen und Vierecken. C. B., S. 324. 
l J u l l e r ,  S c h ~ v e r ~ u n k t b e s t i m m ~ ~ n ~  des Trapeses. C.B., S 212. 

Statik. 
G. A. R u r l s ,  A graphical treatment of the probleni of the rough inclined plane 

Eg., vol. 67, p. 499. 
Max  J ü l l i g ,  Über die mechaninche Beanspruehung elektrischer Luftleitungen, 

welche auf ungleich hohen Stiitzen ruheu. E. Z., S 886 - 889. 
W. D i e t z ,  Reitrag zum statisch bestimmten gegliederten Balkentriiger mit zwei- 

fachem Ausfüllsgstem. Z. V. D. I., S. 230 - 234. Uemerkung d a m  von R O b. 
L a n d ,  S.404.  

J .  J o  n g e  blo ed,  Einfache Rercchnung der Stiitzendrücke fiir diirchlaufende 
Halkeu überall gleichen Querschnitts auf beliebig vielen Stiitzen. C.B., 
S. 267-268. 

F. C. K ~ n z ,  Die neue Strasseribrücke über den Niagara-Fluss, Berechnung. 
Z . O . I . A . V .  8.473-474. 

J o h n  La  b e s , ~ e s t i n ~ m u n g  grosster Momente und QuerkrBft,e fiir Eisenbahil- 
Ualkenbriickeri. C. B., S. 173- 175. 

__, P u l l e r ,  Zur Berechnung der Quertrager von Eisenbahnbriickcn C. B., 
S. 223, S. 446. 

Mohr ,  Beitrag zur Theorie der Trager. Z.A I., Heft-Ausg., Sp. 585-590.. 
LI. M ü l l e r - B r e s l a u ,  Zur Theorie der Kuppel- und TurmdScher. Z .  V. D. I., 

S. 385-389. Eiwiderungen von R. K o h l f a h l  und H. Mül le r -Bres lau .  
8.389-391. 

Kamis  ch,  Bestimmung der stiirksten Spannungen bei der Ricgung durch cin 
Kraftepaar mittels Widerstandsmomente. D. B., S. 422. 

- -  Darstellung des Querschnittsmomentes eines 'i'ragers. C. B., S. 388. 
- Eine neue graphostatische Methode. Z .  A .  I., IIeft-Ausg., Sp. 281-286. 
F r i t e  110s s k o  t h  en ,  Beitrag zur synthetischen Untersuchung der Komelspannungcn 

in geraden Stiibcn. D. U., S. 191-192. 
Die Uerechnung von Querschnittsmomcnten und Normalspannungen. D. B., 
S. 344-346, 368-371. 

F. S t e i n e r ,  Uerichtignng ziir Abhandlung ,,Die graphische Ermittelung. der 
Stabspanriungen im Halbparabeltr%gerLL. S. B.. Jalirg. 31, S. 43. 

H. H a c k e r ,  Einiges über Standfcstigkeit von Gebiiuden und iiber Eisenfachwerk. 
Z. A. I., Heft- Ausg., Sp. 51 -70. 

II. W a l t h o r p ,  Stability of low masonry dams. E., vol. 88, p. 576, 
$1 a x i m i l i  a u  31 a r ü u s ,  Rcitrag zur statisçhen Cntersuchung von GewUlbeu. 

Schw. B., Bti. 34, S. 156-157. 
S. auch &,'lnstixitiits- u. E é a t i g 7 ~ e i t s I e h ~ c .  
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Tafeln, graphische. 
G. E u g e n e  B a r r e t t ,  Diagram for thc design of shafts Am. M., p. 28-29.  
R o b e r t  A. B r u c e ,  Iliagrain for finding the  dimensions and perfoiinance of im- 

p l s e  water wheels. Am. M., p. 1 4  1 5 .  
Deflection of cylindrical helical springs (Diagram). Am. M .  p. 406. 

- Safe loarls for helical springs (Diagrain). Am. M., p. 354-355.  
F o r c e  f i t  d i a g r a m .  Am. M., p. 660-661.  
C. L. G r i f f i n .  Another diatrram for the  design of shafts. Am. M.. D. 2 7 2 1 2 ' 7 5 .  , A 

J .  E. J o h n s o n ,  jr., The f;i&on of compresged air in pipes (with diagrams). 
Am. M., p. 686 - 690. 

C h a , r l e s  L a l l e m a n d .  Le nivellement ~Bn6rale  de l a  France. A M.. t. 16. 
u 

p. 227-306. 
L. T ~ e f o r t ,  Calcul des poiitres droites e t  planchers en h6ton de  ciment armé. 

N. A. C.,  col. 8 - 14, 23 - 30. 
P. M u l l e r ,  Centrifuga1 force diagram. Am. M., p. 646-  647. 
A.  S. O e s t e r r e i c  h e r ,  Logarithmisch- zeichnerisches Verfahren zur Bestiminung 

der Arheit u n d  des C:iit,cgrades der Dampfmaschinen. Z. V. D. I., S. 1428 
bis 1432. 

W i n t e r s  t c i n ,  Die Durchbiegiing flusseiserner Tr8gr.r D. B., S. 471 -472 

Vektorrechnung. 
C h a r l e s  P r o t e u s  S t e i n m  e t z ,  Symholische Darst,ellung doppelperiodischer 

Vektorprudukte und allgemeiner Wechselstrum~elleri. E. Z., S. 882 - 885. 
900- 903. 

Wiirmelehre. 
Chr .  E b e r l e ,  Zur Bearteilung des Diegel-Motors. P. J . ,  Ud. 311, S. 1 - 3 ,  22-24,  

40-42 .  
A. F l i e g n e r ,  Theorie der Dampf-Tiirbinen. Schw. B., Bd. 33, S. 102 - 103, 110 

bis 113, 129--133,  146-148, 160-164. 
O. I l e r r e ,  Die Anwendung des überhitzten Dampfes im Dampfmaschinenbetriebe. 

P. J., Bd. 312, S. 3-  6, 17- 22. 
J o s .  H i i h e r s ,  Reitrag mir chemischen Thermodynamik. P.J. ,  Bd. 313, S. 168-170; 

Bd. 314, S.  92-24,  184. (Bemerkung dazu von H. Yoss  S. 184.) 
L e o p o l d  K l  i m e n t ,  Uber den Rinflnss des Haiometcrstandes anf das Diagranlm 

und den Dampfverbrauch der Dampfmaschinen. P. J., Bd. 314, S. 129-131.  
L e i  t,zm a n  n ,  Die Dampfeinstromung in die Cylinder der Lokomotiven. A. G. B., 

Bd. 44, 5. 162-  166. 
P. M a i s o n ,  Note sur l a  détermination des charges remorqoes par  les locomotives 

e t  sur celle des quaiitités de vapeur consommées aux diKéreutes coriditions 
de  l a  marche. A. M., t .  16, p. 4'39-544. 

Br.  M a l l ,  Zur Theorie der Kompressions-Kühliiiaschinen. 2. K., S. 231 - 232. 
E. M e y e r ,  Beitrag zu der Frage: In welcher Weise Bndcrt sich mit der Be- 

las tu~ig  der 1)ampfverbrauch einer Dampfmaschine? Z.V. D. I., S. 891 - 394. 
-- Die Bcurteilung der Dampfmaschine. Z.V. L). I., S. 151-166.  

Cntersuchungen am Gasmotor, insbesondere iiber den Einfluss der Kom- 
pression. Z.V. D. I., S. 283-287,  326-331,  361-363.  

R u  do1 f M e w e  s,  Die Verhrennungs- Kraftmaschinen mi t  heisser und mit  kalter 
Druckliift. J. G. W., S. 378-380. 

F' J. W e i s s ,  J3eharriingsvermBgen von Konrlensa,toren. Z.V. D I., S. 1155- 1162. 
S. auch Xlastizitiits- und Eèstigkeitslehre, Graphisçhe Verfahren, 

Messwerkzeu,ge, Tczfeln (grnphischej. 

Zeichenwerkzeuge. 
J . I .  B l o u n t ,  Corresponding cun7es for draftsman and pattern maker. Am N., 

p 1112-1113. 
E u g e n e  M o t c h m a n ,  Marking the  edges of draftsmen's curvea. Am. M., 

p. 670-671 
S h i p  c u r v e ,  Clark's a~ljustable.  Eg., vol. 68, 1, 124. 
R i e  f l e  r ' s  Reissfeder mit Pr&zisionsstellschraiibe. P ,J , Bd 313, S. 14 
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E r n s t  F i s c h e r ,  Die neuest,e Priizisionszielifeder (von F. L u t t e r b  e r g ,  Mittmeida). 
P.J., Bd. 311, S. 19-20.  

I l r a m i n g  i n s t r u m e n t s ,  A ncw line of. Am.M., p. 227. 
C. B. P e r l e  y ,  A mnkeshift beam compasfi. Am. M., p. 1068. 
U. P r t e r s ,  Compass for drawing arcs of large radius. Am. M., p. 96'7. 
S t a n g e n z i r  k e l ,  Neu konstruierter, mit Polgewicht. C .  Z . ,  S. 1 .  
R o c  r i d e r ,  Quadratnetzstecher. Z.V., S. 559- 5GO. 
G. J a t h o ,  Uber drei neuere Auf t rqeappara te  fiir Polarcoordinaten. Z. V., 

S. 647 - 654. 
J ( o r d a n ) ,  Strahlenzieher. Z.V., S. 135 -138. 
P u l l e r ,  Transporteiir zum Aiiftragen von Tachymet,erpunkten. Z.V., S. 1 3 2  - 133. 
H. S c h u l z e ,  Der Vollkreis- Transporteur von H r e i t h a u p t .  Z.V.. S. 216- 217. 
P a u l ,  Der Polysector (Winkelteiler, von l > a u l  S t i a s s r iy ) .  Z. ij. I..4.V., S 405. 
A r t h u r  V i t a l ,  Ein Instrument ziir Losung von Aufgaben fiir Mercator's Pro- 

jektion. D. M., S. 25-26. 
S. auch Messwedzeuge. 

nriick von B. G. Teuliner in 1)rrsden. 
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