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PREFACE DU TRADUCTEUR.

On a pu voir dans le second volume des Mémoires de
M. Clausius sur la théorie mécanique de la chaleur U'im-
por;tance capitale du potentiel dans 'étude mathématique
des phénomenes électriquas. Aussi, dans la Préface que
nous écrivions pour la traduction de ce second volume,
nous prenions I'engagement de faire passer dans lalangue
francaise le Traité tout didactique composé par M. Clau-
sius sur la _fonction potentielle et le potentiel, certain que
nous étions que cette théorie reprendrait bientot en .
France les droits légitimes que lul donnent et sa puis-
sance analytique et son origine.

Personne n’ignore en effet que cette théorie, bien plus
cultivée aujourd’huil en Allemagne et en Angleterre
qu'clle ne Uest en France, doit son origine & Laplace,
quoiqu’on en ait quelquefois attribué la découverte a
Lagrange. La premicre mention en a été faite, croyvons-
nous, dans le tome X des Mémoires ‘des Savants étrangers
{ancienne Académie des Sciences), par Legendre, qui
déclare devoir i Laplace I'idée nouvelle dont il fait us‘age.
On la retrouve ensuite dans un Mémoire de Laplace inséré
parmi ceux de I’Académie pour 1782, et il en signale les
principales propriétés dans sa Meécanigue celeste, livres 11
et I1[. Depuis lors, Legendre, Lagrange, ct, dans les
temps plus modernes, Sturm, Chasles et Liouville s’en
sont occupés spécialement dans I’étude de Pattraction.
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Y1 PREFACE DU TRADUCTEUK.
Poisson I'a appliquée égalehmnt a I'étude de la distribu—
tion de [’électricité et du magnétisme.

Parmi les physiciens frangais contemporains, Lamé
est le seul, pensons-nous, qui ait fait usage des propriétés.
de la fonction potentielle, et c’est probablement lui qui
a imaginé les notations A, ¥ et A,F : il s’en sert, dans
‘'ses Lecons sur les coordonndes curvilignes, pour désigner
les deux fonetions

[dEY\ (dF\: (dEy\ o &F  dF | &F
(E;) (d_y)+<dz)' dz2 dyr " da

qut restent invariables quel que soit le systeme de coor-

données rectangulaires (rectilignes ou curvilignes) dont
on fait usage; par analogie avec les propriétés de la fonc-
tion potentielle, il a proposé d’appeler A F la foree, et
A, F Vaugment de la fonction de point V.

En Allemagne et en Angleterre les savants font, aw
contraire, depuis longtemps usage des propriétés de cette
fonetion; et il n’est pas un de leurs Ouvrages traitant
des forces naturelles attractives ou répulsives, ol ces
propriétés ne jouent un role essentiel. Il nous suffira de
citer iciles travaux de Green, Gauss, Neumann, Kirch-
hoff, Helmholtz, Clausius, W. Thomson, sur la théorie
mathématique de l'¢lectricité ou du magnétisme.

Ces Ouvrages ne sont pas lus en France autant qu’ils
le méritent, a cause de I'espeee d’abandon ol cette théo-
rie est tombée dans ce pays, quoique le travail de Gauss
ait ¢6té traduit dans le Journal de Liousille peu de temps
apres sa publication. '

Nousavons donc pensé que nous rendrions un véritable
service aux savants francais en publiant la traduction du

Traité deM.Clausius, Trait¢ qui differe considérablement
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PREFACE DU TRADUCTEUR. Vil
de ceux qui Pont précédé, et dont la premibre édition a
. été rapidement épuisée en Allemagne.

L’essai de Green, qul a paru en 1828 a Nottingham et
qui est réimprimé (en anglais ) dans le Journal de Crelle,
expose d’une maniere simple, mais sans aborder les dif-
ficultés d’analyse que présente la théorie, les propriétés
de la fonction potentielle, et les applique immédiatement
a la distribution de Délectricité et du magnétisme.

Celui de Gauss est plus général; il aborde de -front les
difficultés analytiques, et applique les résultats & la
déduction d’un certain nombre de théortmes particu—
liers, spécialement sur la distribution de I'agent sur une
surface. ‘

Sa théorie a été étendue et simplifiée par Liouville et
Clausius. '

On verra que ce dernier, qui est eonnu surtout comme
grand physicien, se montre dans cet Quvrage un analyste
délicat et profond; et, & ce point de vue seul, son Livre
mérite déja d’étre médité. Pour la théorie en elle-méme,
il en a éclairci deux idées fondamentales : d’abord, il a,
le premier, distingué d’'une manicre nette la fonction
potcntiel]é du potentiel, et montré la signification pré-
cise qu’on doit attribuer a ces deux fonctions, si impor-
tantes dans la Mécanique et dans la Physique mathéma-
tique; ensuite, il a également élucidé I'idée du potentiel
d'une masse sur elle-méme, et restitué a ce potentiel sa
véritable valeur, que des savants d’'un grand mérite
avaient erronément doublée.

Pour faire saisir exactement la signification du poten-
tiel.et la raison de son introduction et de son importance
en Mécanique, ' Auteur a exposé en quelques mots les
principes fondamentaux de cette science, en y introdui-
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YiiI PREFACE DU TRADUCTEUR.

sant des considérations nouvelles sur leur portée : le
principe des vitesses virtuelles, ou, comme il appelle
plus exactement, des mouvements virtuels; le principe de
d’Alembert, etle principe des forces vives.

Nous ne croyons pas nécessaire de résumerici I’ expo~
sition que I’Auteur fait de ces principes et de leur appli-
cation, par le moyen de 'introduction du potentiel, a la
détermination du travail ou des conditions d’équilibre;
et nous sommes persuadé qu’on lira avec le plus grand
intérét cette partie de I'Ouvrage.

Il serait tres-souhaitable, pour que I'étude de la Phy-
sique mathématique fit des progres en France, que cet
Ouvrage de M. Clausius y devint tout a fait classique; et
c’est le désir que nous avons de contribuer & la réalisa-
tion de ces progres qui nous a engagé a le traduire.

Ce savant a bien voulu revoir; avec le plus grand soin,
notre traduction ainsi que les épreuves; nous le prions.
d’agréer nos meilleurs remerciments pour cette nouvelle
marque de bienveillance.

F. FOLIE.
Liéze, février 1870.
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PREFACE DE L'AUTEUR.

Dans la Préface que j’ai écrite pour la premiere édi-
tion de cet Ouvrage, qui a paru en 1859, J’ai exposé les
raisons pour lesquelles j’ai cru utile de le composer et de
le publier; je pense qu’il serait superflu de les répéter
icl, puisque la nécessité d’une seconde édition prouve
suflisamment que ce travail répondait & un besoin qui
se falsail généralement sentir.

Il est destiné & familiariser le lecteur, d’'une maniere -
ausst simple que possible, avee la fonction potentielle,
dont les propriétés ont été surtout établies par Green ()
et par Gauss (2); et il en expose, par suite, la significa-
tion, qui est fondée sur les équations fondamentales de la
Mécanique, les conditions dans lesquelles cette fonction
est applicable, et les théoremes les plus importants qui
y sont relatifs. A I'étude de cette fonction se rattache en
méme temps celle d’unc autre quantité, dont Green ne
parle pas, et que Gauss ne mentionne qu’accidentelle-
ment et d'une manitre incomplete, c’est-a-dire le poten-
tiel, qui sc déduit de la fonetion potentielle par U'intégra-
tion, et qui joue un grand role en Physique mathématique

(1) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the
theories of FKlectricity and Magnetism, by George Green. Nottingham,
1828. Réimprimé dans le Journal de Crelle, t. X1V et XLVII.

(2) Allgemeine Lehrsitze in Bezichung auf die im verkehrten Per-
hidtnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und
Abstossungskrafte. Resultate ans den Beobachtungen des magnetischen
Vereins im Jahre 183g.
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X PREFACE DE L’AUTEUR.

comme étant expression du travail mécanique effectué
par les forces naturelles.

Tandis que notre travail s’¢tend plus sur ce sujet que
ceux de Green et de Gauss, il est dans un autre sens plus
limité. Gauss, apres avoir démontré les principes fonda-
mentaux, en a déduil une série de théoremes sur les
forces qui agissent en raison inverse du carré de la dis—
tance; et Green a immédiatement appliqué sa théorie
générale, qui est assez brievement exposée, a I'électricité
et an magnétisme. Ces développements ne rentraient pas
dans le plan que je m’étais tracé; et, pour ne pas trop
étendre le cadre de cet Ouvrage, j’a1 préféré les omettre.

Comme on le voit par ce qui précede, il ne s’agit pas
dans ce travail de recherches nouvelles sur les propriétés
fondamentales de la fonction potentielle et du potentiel,
mais essentiellement de I'exposition d’une théorie exis-
tante; toutefois on trouvera peuwt-étre certains points
nouveaux, notamment dans le mode d’exposition et de
démonstration. _

Quant aux modifications assez nombreuses apportées
a cette nouvelle édition, elles ont consisté surtout a com-
pléter certaines parties du travail. En cela, je n’ai pas eu
pour but d’étendre le doraine du sujet, mais plutdt de
donner i ces parties plus de clarté et d’évidence, en les
traitant d’'une maniere plus étendue, et en les éclairant
sous différentes faces. De cette maniere, I'Ouvrage, qui,
dans la premiere édition, avait quelque peu P'apparence
d’un Mémoire mathématique, s’est rapproché davantage
de la forme d’un Traité didactique, ce qui contrlhuera,
je lespere, & en augmenter 'utilité.

R. CLAUSIUS.
Ziirich, octobre 1866.
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DE LA

FONCTION POTENTIELLE

ET

DU POTENTIEL.

DE LA

FONCTION POTENTIELLE.

§ L

POINT DE DEPART DES RECHERCHES,

Pour reconnaitre clairement la signification de la fonction
polentielle et ]a raison de son introduction dans la Mécanique
et dans la Physique mathématique, il sera utile de partir d’'un
peu plus haut, et de considérer d’abord une fonction générale
qui sert a représenter d’une maniére simple, dans une grande
classe de forces mécaniques, les quantités nécessaires a leur
détermination. En spécialisant alors les forces d’'une maniére
conforme aux lois naturelles, nous arriverons par la méme a
la notion de la fonction potentielle.

§ II.

CONDITIONS QUI DOIVENT ETRE SUPPOSKES REMPLIES.

Soit donné dans ‘I'espace un point mobile p, de coordon-
nées z, ¥, z, sur lequel agissent des forces arbitraires que
nous supposerons composées en une résultante P. Cetite force,
outre qu'elle peut varier avee le temps en un lieu déterminé

I
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2 DE LA FONCTION POTENTIELLE

de I'espace, sera a un instant déterminé en général différente
en différents lieux de 'espace. Afin de la déterminer complé-
tement, 4 un instant donné, pour tous les lieux de I'espace,
nous devrons nous donner trois fonclions des -coordonnées,
I'une qui détermine la grandeur de la force, et les deux autres
sa direction. 8i nous supposons Ia résultante P décomposée
en trois forces X, Y, Z agissant suivant les trois axes, nous
pourrons également dire : Pour déterminer complétement la
force, on doit donmer ces trois composantes en fonction des
¢dordonnées. '

Lorsqu’il est quecstion de forces quelconques, ces trois
fonctions peuvent étre regardées comme tout i fait indépen-
dantes 'une de l'autre, puisqu’on peut composer trois forces
quelconques en une seule. Mais si I'on considére les forces
qui se présentent dans la nature, on trouve qu'il existe trés-
souvent enire leurs composanles une relation particuliére,
qui consiste en ce qu’elles peuvent étre représentées par les
trois cocfficients différentiels d'une seule et méme fonction
des coordonnées. Dans ces cas, on pourra donc écrire, en re-
présentant par U cette fonction,

dU du dU

Y=—">_Z=—

() X=u & s’

Pour que ces relations aient lieu, on sait que les fonctions
X, Y, Z doivent satisfaire aux conditions suivantes :

dX _dY dY_dZ dz_dX

2] &y s’ ds &y’ da

dx =~ dz

D’aprés cela, les fonctions de cetie espéce ne forment qu'un
cas trés-particulier parmitoutes les fonctions mathématique-
ment possibles. Néanmoins, ce cas est de la plus grande im-
portance dans la considération des phénoménes naturels, parce
qu’il embrasse, comme nous le verrons plus bas, une classe
de forces qui ont déji joué jusqu’a ce jour un trés-grand role
en Physique, et qui ont probablement une signification en-
core beaucoup plus générale que celle qu’on leur a attribuée
auparavant.
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ET DU POTENTIEL. 3

§ 111

DETERMINATION SIMPLE DES QUANTITES RELATIVES A LA FORCE
AU MOYEN DE LA FoncrioN U,

Lorsque cette relation a lieu entre les composantes de la
force, I’étude de cette force et de ses effets en est considéra-
blement simplifiée. Tandis que, dans le cas général, on doit
introduire dans le calcul trois fonctions données isolément, on
n’a affaire aciuellement qu’a une seule fonction, de laquelle
peuvent se déduire d’une maniére simple toutes les quantités
relatives a la force. '

Comme on le voit aisément, la force totale P qui agit sur le
point p est, en vertu des équations (1), représentée par

i

dU\: dU\* duy:
@) r=\/ (%)~ (%) + (%)
et les angles que cetie force fait avec les trois axes, angles

dont les cosinus seront désignés par a, b, ¢, sont déterminés
par les équations

dU dU . U
_dx _dy _ dz
(4) a‘TZ 1)—--?7 C;T'

On peut également exprimer d’une maniére trés-simple la
compaosante S de la force P, estimée suivant une direction
donnée s. Soit en effel ¢ I'angle que la direction s fait avec
celle de la force, on aura

S="Pcoso,

ou bien, en appelant «, 3, y les cosinus des angles que la di-
reclion s fait avec les trois axes,

S=Plac+ b3 + cy).

Les trois cosinus a, b, ¢ sont déja déterminés par les équa-
tions (4 ), et les trois autres sont également faciles a exprimer.
1.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



4 DE LA FONCTION POTENTIELLE

. : . e . dx
En eflfet, les numérateurs des coefficients différentiels a4

dy  dz . X .
s ¢l 7, exprimant les aceroissements que subissent les co-

ordonnées du point p lorsque celui-cia parcouru un élément
de chemin ds dans la direction s, on aura ’
dx dy dz
(5) e=— =1 B3=-2y y=—-
ds  © ds ds
En substituant Ia valeur des six cosinus dans I'équation prée
cédente, elle devient

S_d_U dx+dU dy d_U({Z.
“drds " dyds T dz ds

tout le sccond membre peut se remplacer simplement par le

. oo dU . .
coefficient différentiel 45 ou le numérateur dU représente

Paccroissement que subit U en vertu de ce que le point p a
parcouru dans la direction s J'élément de chemin ds. On
ohtient done

’

(6) . S— s

c’est-a-dire que, pourla direction quelconque s, on a une re-
Iation de méme forme que les relations (1) qui ont été sup-
posées pour les trois directions des coordonnées.

§ IV.

REPRESENTATION GEOMETRIQUE AU MOYEN DES SURFACES DE NIVEAU.
LA FONCTION U NOMMEE « FONCTION DE FORCE ».

La fonction U peut servir en outre a représenter géomeétri-
quement la direction et la grandeur de la force.
Si nous écrivons

(7) U=A,
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ET DU POTENTIEL. 5

ol A représente une constante, cette équation sera celle
d’une surface. En la différentiant, on obtient

dyu dU dU
——dx + — dy + — dz =o.

dx dy Y dz
Dans cette équation, dx, dy el dz sont les composantes d’un
déplacement élémentaire ds, que le point p peut subir sur la
surface s'il est assujetti & y demeurer. Si nous divisons cette
équation par Pds, elle devient |

dU dU du
(8) ’ Eﬁ4,§ﬂﬂ+?;§:0

P ds P ds P ds
Les deux facteurs de chacun dés termes du premier membre
représentent d'aprés les équations (4) et (5) les cosinus des
angles que la force P et le déplacement ds font avec J'un des
axes. D’aprés cela, le premicr membre représente le cosinus
de I'angle de la force avec le déplacement, et comme ce co-
sinus est nul ¢n vertu de I’équation, cet angle est droit.

Il en est de méme pour tout déplacement que le point p
peut subir sur la surface & partir de sa position initiale, et il
s'ensuit que la force qui agit en ee point est normale 4 la
surfacel; il en est naturellement de méme dans tous les points
de la surface. 1l en résulte que la surface représentée par I'é-
quation {7) jouit de la propriété de déterminer-par ses nor-
males la direction de la foree qui agit en chacun de ses points.
Elle joue donc, relativement a la force considérée, le méme
role que la surface d’un liquide en équilibre relativement a la
pesanteur, et on la nomme pour celte raison surfuce de niveau.

8i 'on ajoute & la constante A une constante infiniment pe-
tite @, la nouvelle équation résultante

U—=A+«

représentera une seconde surface qui sera en général infini-
ment voisine de Ya premiére et jouira des mémes propriéiés
qu’elle. Si nous désignons par e la plus courle dislance de ces
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6 DE LA FONCTION POTENTIELLE
. . 24
decux surfaces en un point quelconque, la fraction = ne sera
3

. . et .. dU
évidemment autre chose que le coefficient différentiel T’

ou n désigne la normale élevée au ploim considéré a la pre-
micre surface vers la seconde. Ce coefficient différentiel re-
présente la composante de la force estimée suivant la normale,
et puisque la force elleeméme est, d’aprés ce qui précéde,
normale a la surface, ce coefficient différentiel, abstraction
faite du signe, représentera la force qui agit en ce point. Le
coefficient différentiel sera posilif ou négatil, c’est-a-dire la
force sera dirigée de la premiére surface vers la seconde, ou
vice versd, selon qu'on aura choisi pour « une quantité po-
sitive ou négative. En adoptant la premiére supposition, nous
pourrons écrire

: x
{9) P=_
Dans cetie fraction, & seul dépend de la position du point con-
sidéré sur la surface, tandis que « est constant, et il s'ensdit
que la force qui agit aux différents points de la premiére sur-
face est inversement proportionnelle a la distance de la se-
eonde surface.

On voit en méme temps que si la force estfinie en tous les
points de ]a surface, les deux surfaces ne peuvent pas se cou-
per, puisque pour la ligne &intersection ¢ serait nul et, par
suite, P infini.

Imaginons maintenant qu’on ait construit un systéme com-
plet de semblables surfaces, dont chacune ne différe de la
précédente qu’en ce que la constante a recu un aceroissement
infiniment petit qui est Je méme dans tous les cas, ces surfaces
feront reconnaitre en chaque lieu de l'espace, parleur direction
etleur distance mutuelle, la direction et la grandeur de 1a force.

La fonction U, qui, d’aprés ce qui précede, fournit d’unc
maniére si simple tous les éléments nécessaires a la détermi-
nation de la force, recevra le nom de fonction de force (force
Sfunction), qui lui a été donné par Hamilton,
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§ V.

CAS FONDAMENTAL DANS LEQUEL 1L EXISTE UNE FONCTION DE FORCE.

Parmi les cas dans lesquels il existe une fonction de force,
le plus important est celui dans lequel la force qui agit sur
le point donné peut se décomposer en forces centrales, c'est-
a-dire en forces atlractives ou répulsives, qui partent de points
déterminés de I'espace el agissent également en tous sens
autour de ceux-ci, de sorte que leur intensité ne dépend que
de la distance. '

Soit p’ I'un de ces points, de coordonnées z', ', 2"; et soit »
la distance entre p et p’, de sorte que

(10) r=yiz'—zp+(y —yr+(s —2);

I'intensité de la force devra pouvoir se représenter par une
fonction de r; représentons-la par f(r), et convenous qu’une
valeur positive de cette fonction représente une force attrac-
tive, et unc valeur négative, une force répulsive. La direction
de la force est déterminée par la position relative des deux
points, et les cosinus des angles que la direction positive de
la force fait avec les trois axes sont donnés par

x'—x ¥y —y F—3

L -2, L =F zZ=°F

2
r r r

De la se déduisent immédiatement les composantes de la
force suivant les trois axes, En nous bornant & la composante
suivant 'axe des &, nous aurons

X=f(r)% %

xz' —z
"

Or, d’aprés [10), on a

dr z'—x

dx~
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8 DE LA FONCTION POTENTIELLE

et, par suite, 'équation précédente devient

X = flr) 4o

Introduisons maintenant une nouvelle fonction de r qui soit
I'intégrale négative de la précédente, et posons

(r1)" F(r):—ff(r)dr,

d’ou résulte
dF(r
‘Q - — f(r).
dr JA
Puisque r est fonction des coordonnées z, y, z du point p, il
résulie que F(r) sera également fonction de ces quantités; et

nous pourrons écrire -
dF(r) dF(r)dr L. dr
dr ~— dr cﬂg_f“)ﬂ'

Cette *derniére expression est [a méme que celle que nous
avons trouvée précédemment pour la composante X. Ce ré-
sultat s’applique naturellement aux deux autres composanles,

et nous ohtiendrons, par suite, les équations
dF(r Y F(r), Z:dF(r)

(12) X = dr dy dz

On voit par laque F(r), considéré comme fonction de x, 3, 2,
est la fonction de force pour le cas actuel. '

On peut étendre immédiatement ce résultat au cas ou plu-
sieurs points agissent simultanément sur le point p. Soit p
un second point,.r, sa distence au point p, el représentons
par fi(r ) 'intensité de la force qu’il exerce; commencgons par
former la fonction

F.(n)é—fﬁ(mtir.;

nous pourrons représenter la composante de cette force sui-
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, dF.(r) ' N .
vant I'axe des x par —de Il en est de méme pour un troi-
siéme, quatriéme,... point, et, par suite, quel que soit le

nombre de¢ points qui agissent, la composante de la force to-
tale suivant I'axe des x sera représeniée par une expression
de la forme

x:ﬂﬂ+ dF.(r) . d¥,(r) "
dx dx dx

d
:ﬂ{F(r)—+—F.(r.)+Fg(r,)+...],

ou, en réunissant toutes ces fonctlions sous lc signe somma-
toire,

X:%EF(r).

On obtiendra, pour les deux autres composantes, des ex-
pressions analogues, et la somme des fonctions restera la
méme dans les trois cas. Des quantilés r, r, r,..., qui
entrent dans cetle somme, chacune renferme les coordonnées
de I'un des points agissants, et, -en outre, elles renferment
toutes les coordonnées x, y, z du point p, qui subit ces ac-
tions. De méme que chacune des fonctions, nous pouvons done
aussi considérer leur somme comme une fonction de z, 7, z,
el nous poserons, pour abréger,

(13) U= F(r)
Nous aurons alors

. dU0 . dU .  dU
(14) X:IZ—; Y~d'y’ l——d—?r

et, par conséquent, U est la fanction de force.
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10 DE LA FONCTION POTENTIELLE

§ VI

LIMITATION A DES FORCES QUI AGISSENT EN RAISON INVERSE DU CARRFE
DE LA DISTANCE, ET REDUCTION DES FORCES A DES AGENTS.

Nous allons spécialiser encore davantage nos hypothéses sur
la force.

Nous admettrons que les forces atiractives et répulsives,
dont nous avons seulement supposé jusqu’a présent qu'clles
pouvaient se représenter par une fonction quelconque de la
distance, sont inversement proportiannélles aux carrés des
distances. :

En outre, nous ne parlerons plus simplement de points qui
s'altirent ou se repoussent mutuellement, mais nous admet-
trons qu'il se trouve en ces points quelque chose qui exerce
ou subit 'action. Ce pourra étre, par exemple, une masse pon-
dérable qui exerce une force attractive suivant la loi ordinaire
- de la gravitation, ou de I'électricité, ou du magnétisme. Comme
nous ne connaissons rien de certain sur la nature de ces der-
niéres, et qu’en outre il est utile de donner a I'exposition une
généralité telle, qu’elle puisse embrasser également d’autres
cas encore inconnus, nous choisirons une dénomination telle,
qu'clle ne renferme rien d’hypothétique, mais qu’elle exprime
seulement le pouvoir d'exercer une action. Le mot agent,
usité du reste, me paralt trés-propre a ce but. Relativement a
un agent, nous supposerons seulement qu’il peut se déterminer
quantitativement, et que la force qu’exerce une certaine quan-
tité d’'un agent est, toutes choses égales, proportionnelle a
cette quantité. )

Dans I'état actuel de nos connaissances, nous pouvons sup-
poser que ce sont seulement des agents de méme nature qui
exercent I'un sur l'autrc une attraction ou une répulsion qui
suit les lois précédentes. C'est ainsi qu'une masse pondérable
agit sur une masse pondérable,‘de Pélectricité sur de I'électri-
cité, du magnétisme sur du magnétisme; et dans des cas ou
il semble que des agents différents agisscent de la méme ma-
niére I'un sur 'autre, ou bien ou il régne des dautes sur 'o~
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rigine réelle des forces, it reste toujours encore (d'aprés tout
ce qu’on sait jusqu’a présent), en ce qui regarde du moins 'a~
nalyse mathématique du sujet, la possibilité de faire sur les
agenls actifs des hypothéses telles, qu’il suffit de considérer
seulement entre des agenis de méme nature des forces qui
s’exercent suivant les lois précédentes. Néanmoins il n’est pas
nécessaire de borner tout d’abord nos formules & des agents
de méme nature, parce que nous pourrons plus tard intro-
duire trés-aisément cette restriction.

Soient donec données deux quantités{*) quelconques d’agents
qui agissent I'un sur 'autre, et que nous supposerons provi-
soirement concentrés en des points déterminés p et p'. Soit ¢
la quantité qui se trouve en p mesurée au moyen d’une cer-
taine unité, et 4’ la quantité qui se trouve en p' et qui sera
naturellement mesurée au moyen de la méme unité, si elle
appartient au méme agent, et au moyen d’une unité particu-
liere dans le cas contraire. La force que ces deux quantités
exercent I'une sur P'autre doit se représenter, d’aprés nos hy-

pothéses, par la formule
I3

(15) _7’(.!*)_—:eqq2

r

2

ol e est une quantité qui dépend de la nature des agenls et
des unités choisies. De ce que ce coefficient peut étre positif
ou négatif, résulte la distinction entre V'attraction et la répul~
‘sion. Si I'on substitue I'expression précédente dans I'équa-
tion (11) qui serta la détermination de la fonction de force, on
obtient '

(16) F(l‘):——feg’g—l dr:eqq’-

r

Imaginons maintenant que sur la quaniité ¢ agissent, non

(%) JYévite a dessein le mot masse, parce que cette notion est liée a I'idée
d’inertie, et que celle-ci sert de mesure a4 la masse, tandis que Vinertie n’est
pas nécessairement liée 4 la notion d'un agent actif, et que, dans les cas on elle
existe, elle peut étre mesurée au moyen d’une unité différente de celle que I'on
emploie pour la détermination de la force exercée.
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12 DE LA FONCTION POTENTIELLE
pas une seule, mais plusieurs quantités q’, q¢",, ¢, -, qui
peuvent étre entre elles de méme nature ou de natures diffé-
rentes; en considérant d'ubord, pour plus de généralité, ce

“dernier cas, et regardant, par suite, les coeflficients e comme
inégaux, nous aurons pour la fonction de force totale

Y OF LN LA U W q
(r7) L_q(e7 et + e 1...)_q2er

Si, au contraire, les quantités aclives sont entre elles de
méme nature, e aura pour toutes la méme valeur, et pourra,
par suite, sortir du signe sommatoire, ce qui donnera

’

(18) ’ U:qez%--
Si I'agent actif n'est pas, comme nous 'avons admis jusqu’a
présent, concentré en des points isolés, mais qu’il remplisse
complétement un certain espace, nous le supposerons partagé
en éléments dq’, et nous rapporterons la distance r a chaque
élément, ou, plus rigoureusement, a un point de chaque élé-
“ment; de sorte que la somme se transformera en une intégrale

(19) U::qefdgl.

Il est évident que cette transformation de I'expression précé-
dente peut se faire sans qu’elle perde par la sa signification
comme fonction de force, aussi longtemps que le point p se
trouve en dehors de I’espace rempli par I'agent actif; de sorte
que Ja distance r ne devient, pour aucun ¢élément d¢’, ni nul,

ni comparable aux dimensions de 'élément. On peut, en effet,

se représenter chaque élément de I'agenl qui occupe un é1é-
ment de espace comme concentré en un peint quelconque

de celui-ci, sans que I'action que 1'élément exerce sur 'agent
supposé concentré en p en soit aliérée d'une fagon apprécia-
ble. Pour Yautre cas, celai dans lequel p se trouve a l'inté-
ricur de cet espace, nous aurons a démontrer la validité de

Pexpression (19) comme fonction de force, et nous admet-

trons provisoirement celte validité pour ce cas méme.
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»

L’expression (19) est plus générale que (18)’et la renferme
comme cuas particulier, puisque lintégration peut aussi s’el-
fectuer dans le cas ou des quantités finies se trouvent concen-
trées en des points isolés. '

§ VIIL.

HYPOTHHESES DANS LESQUELLES LA FONCTION DE FORCE DEVIENT
FONCTION POTENTIELLE.

Aux hypothéses que nous avons faites jusqu’a présent, ajou-
tons enfin les deux suivantes : 1° que I'agent qui se trouve
au point p, qui subit I'action, est de méme nature que celui
qui 'exerce; et 2° que la quantité de cet agent n’est pas arbi-
traire, mais qu’'elle est égale & l'unité » alors la fonction de
force ainsi simplifiée sera celle que nous nommons fonction
poientielle. Désignons celle-ci, pour la distinguer, par V, et
remplacons, pour ce cas, le coefficient précédent e par ¢; sui-
vant que I'agent actif sera concentré cn des points isolés ou
occupera entiérement un certain espace, noOUS aurons a poser

!

(1) V:sz%,

‘

(l1a) V:e] d_q_
r

Nous pouvons donc définir de la maniére suivante la notion
de la fonction potentielle : La fonction de force d’un agent
qui agit par attraction ou répulsion en raison inverse du carré
de la distance, rapportée & une unité du méme agent, supposée
concentrée en un point, s’appelle fonction potentielle.

De la résulte que les coefficients différentiels

ﬁ dy dVv
iz’ Ay’ dz

représentent les trois composantes de la force que Pagent
exercerait sur une unité du méme agent supposée concen-
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14 DE LA FONCTION POTENTIELLE

trée en un point z, 7, z. Si, en ce point, se trouve une quan-
lité ¢ de I'agent, les compousantes de la force exercée sur ceite
quantité seront )
dv dv dyv
T az’ 19 dy’ a7

On voit qu’entre ces trois quantités et les précédentes, il
existe la méme différence que celle qu’on exprime, pour des
masses pondérables, par les mots de force accélératrice et
force motrice,

§ VIIL.

MESURE DES AGENTS ET DETERMINATION DU COEFFICIENT €.

Pour pouvoir calculer, au moyen des équations (I) et (Ia),
la fonction potentielle pour les différents cas auxquels elle
peut sappliquer, il suffira de déterminer encore la maniére
dont les quantités des différents agents doivent se mesurer, et
la valeur qu'acquerra la quanlité e.

Pour des masses pondérables qui s’attirent selon les lois de
Ia gravitation, ¢ est positif, et sa valeur numérique doit éire
déterminée de telle sorte qu’il représente l'attraction qu’exer-
cent I'une sur Pautre deux unités de masse & I'unité de dis-
tance.

Pour l’él&?ctricité, on sait qu’on en distingue deux espéces
qui jouissent de cette propriété, que des quantités de méme
espéce secrepoussent et que des quantiiés d’espéces différentes
s’attirent. Quant a la'queslion de savoir si les deux électricités
doivent étre réellement considérées comme deux agents diffé-
rents, ayant chacun son existence propre, ou si les phéno-
menes peuvent s'expliquer aussi par l'existence d'un agent
uniyue, clle est indifférente a nos recherches actuelles. Il ne
s’agit ici que d'introduire 1'électricité dans les formules, de
telle sorte que les forces qu'clle exerce soient représentées
exactement, Les expressions mathématiques ainsi formées
conservent leur validité, méme dans le cas ou l'idée qu’on se
fait de I'essence de I'électricité viendrait 4 se modifier. Pour
pouvoir représenter par une seule formule, d’aprés laquelle
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e conserve toujours le rméme signe, toutes les forces aux-
quelles on a affaire en électrostatique, quoiqu’elles soient,
suivant les cas, altraclives ou répulsives, il suffit de faire por-
ter la diffiérence des signes sur les quantités d’électricité elles-
mémes, cn considérant les quantités de I'une des électricités
comme positives et celles de l'autre comme négatives. Alors
Ia force qu’exercent 'une sur 'autre deux quantités d’électri-
cité g et ¢’ concentrées en deux points sera représeniée par
Ia formule ' )

dans laquelle ¢ est une quantité invariable et négative, parce
qué, quand ¢ et ¢’ sont de méme signe, 'expression doit de-
venir négalive pour correspondre a une répulsion.

Dans cette maniére d’introduire dans le calcul les quantités
des deux électricités différentes, on peut nommer en somme
I'électricité un agent répulsif, parce que ¢'est la maniere d’étre
des quantités positives qui sert, de porme, pour la dénomina-
tion, el que les modifications que la force éprouve, en ce que
I'une de ces®quantités, ou touies les deux, deviennent néga-
tives, se comprennent d’elles-mémes. 8i I'on veut déterminer
la fonction potentielle pour un nombre quelconque de quan-
tités d’électricité, en partie positives, en partie négatives, on
pourra étendre I'intégrale de I’équation (Ia) 4 toutes les quan-
tités d’électricilé données, cn complant positivement ou né-
gativement les éléments dg¢’, suivant I'espéce des quantités
d’électricité correspondantes. La fonction potenticlle ainsi ob-
teniue se rapporte alors & une unité d’électricilé positive sup-
posée concentrée au point p. v

Dans la détermination des forces magnétiques, on peut de
méme, sans faire aucune hypothése sur la nature réelle du
magnétisme, regarder le magnétisme boréal et austral comme
deux agents qui se comportent, relativement a leurs actions
mutuélles, de la méme maniére que les deux espéces d’élec-
tricité. Nous introduirons les quantités de 1'un, du magné-
tisme boréal par exemple, comme positives, et celles de
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I'autre comme négatives dans le calcul; alors & conservera
une valeur invariable, et la fonction potentielle gquc nous
obtiendrons se rapportera 8 une unité de magnétisme boréal
supposée concentirée au point p.

La quantité ¢ est, pour tous ces cas, comme nous I'avons déja
dit pour le cas de masses pondérables, fa force attractive
qu'exercent 'une sur l’autre, a lunité de distance, deux
unités de l'agent considéré : une force répulsive étant regar-
dée comme une force atlractive négative. Lorsque, pour un
agent, 'unité de mesure n'est pas donnée d’avance, mais peut
étre choisie arbitrairement, on pourra*encore introduire une
simplification. 8i 1'on chosit, en effet, pour unité de l'agent,
larquantité qui exerce a Uunité de distance, sur une quantité
égale du méme agent; une action égale & Uunité de force, la
valeur absolue de e sera égale 4 'unité; et quant au signe, pour
Ies cas de masses pondérables, on fera ¢ = + 1; pour 1’élec-
tricité et le magnétisme, au contraire, ¢ — — 1. Toutefois,
nous n’admettrons provisoirement aucune détermination par-
ticuliére de I'unité desagents,£1 nous conserverons, par suite,
le signe général e.

§ IX.

SUR LE NOM DE « FONCTION POTENTIELLE » ET SUR LE SIGNE EMPLOYE
DANS LA DETERMINATION DE CETTE FONCTION.

Avant d’entrer dans d'autres développements sur notre
fonction, nous ferons encore quelques remarques sur sa dé-
nomination et sur son signe. _

Le nom de fonction potentielle a été imaginé par Green.
Gauss, qui a plus tard fait une étude spéciale de la méme
fonction, I'a nommée plas briévement potentiel, mais jai re-
pris I'ancienne dénomination de fonction potentielle, parce
que le mot potentiel exprime encore une autre idée, en réalité
analogue a la précédente, mais non identique. Je pense que
cette distinction se trouvera suffisamment justifiée dans la
seconde Partie de cet Ouvrage, ou il sera question du poten~
tiel.
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Pour ce qui regarde le signe de la fonction potentielle,
Gauss ne [ait, dans sa formation, aucune distinclion entre les
agents attractifs et les répulsifs, en ce qu'il n’a pas fait entrer,
dans son expression de la fonclion potentielle, le facteur e,
qui peut étre posilif ou négatif et sert a distinguer les deux
cas. Mais alors il devient nécessaire de faire cette distinction -
d un autre endroit, c’est-3-dire dans la recherche des compo-
santes de la force, au moyen de la fonction potentielle, puis-
qu'on ne peut pas considérer les coefficients différentiels de
la fonction potenticlle comme cxprimani immédiatement les
composantes de la force, mais qu’on doit' auparavant les
affccter du signe <+ ou du signe —, suivant que I’agent actif
est aitractif ou répulsif. Comme le caractére spécial de la
fonction potentielle consisie a représenter d’'une maniére
simple tout ce qui est nécessaire a la détermination de la
force, et qu’elle n’est qu’un cas particulier de la fonction de
. force plus générale, je crois préférable d’indiquer déja, dans la
formation de Ia fonction potentielle, si I'agent actif cstatiractif
ou répulsif, de sorte que les compaosantes de la force pourront
toujours se déduire, d’'une seule et méme maniére, de la fonc-
tion polentielle. : . -

Ceci admis, il ne reste plus qu'a décider si I'on doit, pour
exprimer les composantes de la force que subit une unité
positive de I'agent, supposée concentrée au point p, faire en
sorte de n’avoir & cmployer que les coefficients différentiels,
sans I'addition d’aucun signe, ou bien faire en sorte d’avoir a
leur donner dans ce butle signe —. Il ne m’a pas paru douteux
que la premiére détermination mérite Ia préférence, et c’est
pourquoi le signe de € a €1 choisi plus haut, de telle sorte
qu’il fat positif pour des agents attractifs et négatil pour des
agents répulsifs.

Je conviens, a lavérité, qu’il y a quelque inconvénient dans
cette notation, en ce que, pour I'électricité et le magnétisme,
la fonction potentielle devient négative pour des cuantités
positives de I'agent actif et wvice versd; mais je pense que,
pour une fonction qui a une signification aussi générale que
la fonction potentielle, on doit pluldt regarder & la traiter

z
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d’aprés les mémes principes généraux partout ou elle est sus-
ceptible d'application, qu’a lui donner une forme commode
dans certains cas particuliers.

§ X

LE NIVEAU POTENTIEL.

Ce que nous avons dit plus haut, au § IV, dans 'étude de la
fonction de force U, s’appliquera naturcllement de méme &
I’étude de 1a fonction potentielle V.

L’équation

(20) V__A,

ol A représente une constante, est 1'équation d'une surface
de niveau; et une unité positive de 'agent, supposée en un
point quelconque de cette surface, subit une force qui est
normale a cette surface et dirigée & partir de la surface dans le
sens suivant lequel croit la fonction potentielle.

Si I'on imagine un nombre indéfini de ces surfaces dont les
équations ne difféerent 'une de I'autre qu’en ce que la con-
stante du second membre s’est accrue d'une certaine quantité
infiniment petite, en passant de Yune & l'autre, ce sysieme de
surfaces fera connaltre en chaque point de I’espace la grandeur
et la direction de la force que subirait une unité positive de
I'agent, supposée concentrée en ce point. La grandeur de la
force est inversement proportionnelle a la distance de deux
surfaces consécutives.

La valeur que prend la fonction potentielle en un lieu
quelconque de I'espace, et qui détermine la surface de niveau
dans laquelle se trouve ce lieu, se nommera simplement le
niveau potentiel de ce licu.

En général, les niveaux potentiels sont différents en diffé-
rents lieux de P'espace, et la différence peul exister, non-
seulement en grandecur absolue, mais encore quant au signe.
Pour des agents qui ne sont qu’attractils (comme la masse
pondérable), il ne se présente que des niveaux potentiels po-
sitifs; pour des agents qui sont en partie attractifs, en partie
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répulsifs (comme I'électricité ), il peut se présenter en diffé -
rents lieux de V'espace des niveaux potentiels positifs et né-
gatifs, et ces lieux sont séparés les uns des autres par une
surface dont le niveau potentiel est nul.

Si le point p, dans lequel nous supposons concentrée une
unité de I'agent, se meut dans des direciions différentes, a
partir du lieu ou il se trouvait d’abord, la force qui agira pour
accélércr ou retarder ce mouvement dépendra de la rapidité
avec laquelle le niveau potentiel croit ou décroit dans la di-
rection considérée. Dans les directions pour lesquelles le ni-’
veau potentiel reste constant, aucune force n’agit; et dans [es
autres dircctions, les forces qui agissent sont d’autant plus
grandes que le niveau .potentiel varie plus rapidement dans
ces directions, et laforce relative & une direction quelconque
est positive ou négative, suivant que le niveau potentiel eroit
ou déeroft dans cette direction.

' § Xi.
DETERMINATION DE LA FONCTION POTENTIELLE POUR LE CAS OU LE

POINT P SE TROUVE A L’INTERIEUR D'UN ESPACE ENTIEREMENT
REMPLI PAR L'AGENT ACTIF.

Nous avons dit, au § VI, qu'on nc peut pas décider immé-
diatement si la fonction U déterminée par I'équation (19)jouit
encore de la propriété de représenter les composantes de la
force par ses coefficients différentiels dans le cas ou le point p
se trouve @ Uintérieur d’un espace entiérement rempli par
lagent actif; il en est naturellement de méme quant 4 la
fonction V considérée au § VII et déterminée par I'équa-
tion (Ia). Nous examinerons donc ce cas de plus prés, et
comme ces deux fonctions doivent se comporter de méme
sous ce rapport, nous nous bornerons a ’étude de 'une d’entre
elles, et nous ferons choix de la fonction potentielle V.

Dans la formule de la fonction potentielle numérotée (Ta),

I 14
ef;dq,
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la fonction —s qui est a intégrer, devient infinie pour les élé-
r

ments dq' qui entourent immédiatement le poinl considéré,
puisque la distance r devient infiniment petite pour ces élé-
ments; la méme circonstance se présente a un degré plus
élevé encore, comme nous le verrons plus bas, lorsque 'on
veut déterminer les composantes de la force, soit directement,
snit en différentiant la fonction potentielle. Mais, de ce que
Ia fonction a intégrer devient infinie pour certains éléments,
on ne peul pas encore en conclure que l'intégrale elle-méme
devicnne infinie ou indéterminée; car il peut se faire que la
somme des éléments pour lesquels la fonction & intégrer de-
vient un infiniment grand d'un certain ordre soit elle-méme
un infiniment petit d'un ordre plus élevé, de sorte que l'in-
fluence de ces éléments disparaisse et que 'intégrale compléte
ait une valeur finie et déterminée. Cependant on ne peut pas
admettre immédiatement qu’il en soit ainsi; et, dans chaque
intégrale de cette espéce, on devra, avant de la faire servir &
d’autres calculs, décider, par des considérations particuliéres,
si'intégration peut s’effectuer de maniére a donner une valeur
finie et déterminée. C’est dans ce but que I'on emploie spé-
cialement la méthode du changement de variables, afin de
transformer l'intégrale en une autre telle, que la fonction &
intégrer reste finie pour tous les éléments de ces nouvelles
variables, et de cette maniére la possibilité d’effectuer I'inté-
gration sous forme finie est mise hors de doute.

Nous allons appliquer d’abord cette méthode a la fonction
potentielle, et ensuile aux composantes de la force et aux coef-
ficients différentiels de la fonction potentielle. Pour abréger,
nous appellerons cerps 'espace qui est entiérement rempli
par I'agent; mais nous n’entendrons sous cetie dénomination
de corps que ’agent pour lequel nous voulons déterminer la
fonction potentielle, abstraction faite de tout ce 'que le corps
pourrait renfermer en outre. Soit k la densité du corps au
point (z', ¥', z'), c’est-a-dire que si dz représente un élément
de l'espace, ct ¢’ la quantité de l'agent actif qui y est ren-
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fermée, on a
{21) dq —kdx;

nous admettrons que la quantité /, qui est une fonction de z’,
y', 2/, ne devient infinie en aucun point. De cette maniére,
I'expression {Ia) de la fonction potentielle devient

(22) ) : V:aférdr.

Afin de déterminer I'élément d’espace par une expression
qui convienne a notre but, nous prendrons le point considéré p
comme pé6le d'un systéme de coordonnées polaires. Nous
commencerons par partager I'espace en py[é:&nti)jes infiniment
minces qui ont toutes leurs sommets en ¢& pdint. Décrivons
du point p comme centre une sphére d'un rayon égal a
Punité; elle sera coupée par chaque pyramide élémentaire
suivant un élément de surface do. La grandeur de cet élément
de surface détermine celle de I'angle solide que la pyramide
¢lémentaire forme a son sommet, et pour cette raison nous
nommerons simplement cet élément da I'élément de Uangle
solide. L'unité relative & cet élément se déduit de ce que tout
I'espace angulaire autour du point considéré est exprimé
par 47, puisque la surfacé d’une sphére de rayon 1 est répré-
sentée par 4.

Considérons maintenant une portion infiniment petite d’une
pyramiae élémentaire, limitée par deux spheéres de rayons r
el r -+ dr; nous pourrons prendre cette portion comme I'élé-
ment d’espace dz, et puisqu’elle peut étre considérée comme
un petit prisme de hase r*de et de bauteur dr, nous aurons

(23) dv —=r*drda.
D’aprés cela,
(24) ; dq' — kridrds,

et 'expression précédente de V deviendra par la

(25) :z—:‘[fkrdrda’.
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Ici la fonction & intégrer kr, non-seulement n’est pas infinie
pour les premiers éléments dr, mais elle est au contraire infi-
niment petite, et la difficulté mentionnée plus haut disparait
de celle maniére, puisqu’'on voit immédiatement que I'inté-
grale doitavoir une valeur finie et déterminde.

§ XII.

DETERMINATION DES COMPOSANTES DE LA FORCE POUR UN POINT SITUEK
‘ : A L'INTERIEUR DU CORPS AGTIF.

Nous traiterons de la méme maniére les composantes de la
Jforce que le corps exerce sur le poinl p; et comme les com-
posantes se délerminent de la méme maniére pour les diffé-
rentes directions, nous choisirons pour exemple la composante
dirigée suivant I'axe des z.

La force exercée sur le point p par un élément dg', de coor-

’

données z’, ¥, ', et distant de r du point P, €Sl € ; la

r'l
' . . X dq’ z'— x
composante de cetle force suivant I'axe des x est ¢ el
g -
et I'on obiient, par suite, pour la composante totale de la
force suivant axe des «, 'expression

(26) X:sfx’_xrdq'.

r3

+ Ici, la fonction a intégrer devient méme un infiniment grand
du second ordre, pour des valeurs infiniment petites de r;
néanmoins 'introduction des différentielles précédentes suffit
également pour éviter cct inconvénient. En effet, si nous
remplacons d ¢’ par 'expression (24), nous aurons

(27) X:efflr ?T_x dr ds.

Comme la longueur x'— z est toujours inférieure, ou tout

. 3 . Ca x —x _
au plus égale a r, la fonction a intégrer lrf est finie pour
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tous les éléments dr, et Vintégration doit donc donner une
valeur finie et déterminde.

e . iy . X -z .
Dans I'expression précédente, la fraction —,— exprime

le cosinus dc l'angle que la droite qui unit le ponm p au
point (&', y', 2') fait avec 'axe des x.
Si I'on désigne cet angle par 6, on pourra écrire

(28)- X:ef k cos6 dr da.

Sous cette forme I'expression peut sappliquer aux compo-
santes de la force suivant une direction arbitraire, si l'on
convient que 0 représente 'angle que la droite variable, qui’
part du point p, forme avec la direction pour laquelle on veut
déterminer la composante de la force.

§ XIII.

DPETERMINATION DES COEFFICIENTS DIFFERENTIELS DE LA FONCTION )
POTENTIELLE POUR UN POINT SITUE A L'INTERIEUR DU CORPS
AGISSANT.

Il s’agit maintenant de savoir sila formule que nous venons
de trouver pour la composante X de la force est identique au

coeflicient différentiel Z—z de la fonction potentielle.

Dans cette recherche surgit une nouvelle difficulté. Dans
le § X1, nous avons mis la fonction potentielle sous une forme
qui montre qu’elle a toujours une valeur finic et déterminde.
Mais on ne peut pas faire usage de cette forme s’il s’agit de
différentier la fonction potentielle par rapport aux coordonnées
du point p; car, dans ce cas, on ne peut pas attribuer tout
d’abord au point p une position fixe, et, par suite, on ne peut
pas le prendre pour origine d’un systéme de coordonnées po-
laires. A la vérité, on peut choisir pour origine de ces coor-
données le point pour lequel on veut chercher les coefficients
différentiels ; mais alors on doit déierminer la fonction po-
tentielle de telle sorte qu’elle ne se rapporte pas a cetle ori-
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gine, mais 4 un point voisin de celle-ci et dont on peut encore
regarder les coordonnées comme variables. Lorsque 'on aura
trouvé pour la fonction potentielle une expressiof de ceite
nature, on la différenticra; et, cela fait, on pourra alors seu-
lement, dans Pexpression ainsi obtenue pour le coefficient
différenticl, donner aux coordonnées des valeurs déterminées
que 'on choisira, dans le cas actuel, de telle sorte qu’elles
correspondent & 1'origine des coordonnées polaires.

Il s’agit donc de faire en sorte que, dans I’expression de la
Jonction potentielle, la fonction i intégrer reste finie pour
tous les éléments, méme quand le point p n’est pas & Porigine
des coordonnées polaires; et que, dans I’expression des coef-
Sicielts différentiels de la fonction potentielle, 1a fonction a
intégrer reste du moins finie pour tous les éléments lorsque
le point p est 4 lorigine des coordonnées polaires.

On pourra arriver a ce résullat c¢n introduisant dans les
conditions une simplification qu’il est permis d’y apporter.
En effet, si Uon veut former le coefficient différentiel relatif
a z, il n’est pas nécessaire que le point p soit mobile dans
toutes les directions, mais il suffit qu’il le soit suivant la di-
rection des . De méme, pour la différentiation relative a »
et a z, il suffit que le pointsoit mobile dans la direction desy
ou des z; ou, plus généralement, il suffit de considérer le point
comme mobile suivant la dircction par rapport a laguelle on
veut différentier. D’aprés cela, faisons passer par le point
donné, pour lequel nous voulons déterminer le coefficient

s .. dV . oy .
différentiel =z’ une droite parallele a I'axe des o, et déter-

minons la fonction potenticlle pour un point quelcorique de
cette droite.

Soient z,, », 2., les coordonnées du point donné; et x, 3, z,,
celles du point mobile p. Prenons le premier de ces points
pour origine d’un systéme de coordonnécs polaires. Soit prise
pour axe polaire la droite paralléle a I'axe des 2. Nommons {
la longueur du rayon vecteur mené & I'élément dq'; 8 'angle
que ce rayon vecteur fait avec I'axe, et ¢ I'angle que le plan
de ces deux droites fait avec un plan fixe passant par I'axe.
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L’é1ément de volume aura alors pour expression
dr = I'sin§ dl db d.

Pour déterminer la distance rde cet élément au point mobile p,
nous savons que ce point est sur I'axe & une distance de P'ori-
gine égale a x — x,, et du cO1é positif ou négaltif, suivant que
cetle différence est positive ou négative. De la résulte

r=VO—2lx—x)cosd + (x — a,)

=y/I*sin*8 + (Lcosf + z,— x

Daprés cela, la fonction potentielle sera

> Firsin® o
29) Ve L MOSsY  did6 do.
(29 ./f./‘\/l’-simf)+(lc059+x.~x)’ ?

On voit que la fonction a intégrer est finie pour toutes les
valeurs des variables /, § et ¢, puisque le numérateur renferme -
le facteur lsig@ qui ne peut jamais devenir plus grand que le
dénominateur.

8i nous ditférentions cette expression par rapport a x, nous
aurons d’abord

.%:Eff fri*sin6{(lcost + 2, — x) L d5 do;
[l*sin?8 + {lcos® + z,— z )*]*

et si, dans celle-ci, nous remplagons, comme nous 'avons dit
<

plus haut, 2 par la valeur déterminée x, qui correspond a

I'origine des coordonnées polaires, nous obtiendrons

:(30) %%r:sff ksinf cosb dl df dy.

On voit que, dans cette formule, la fonction & intégrer reste
également finie pour tous les éléments auxquels s’étend 1'in-
tégration. D'aprés cela, les conditions posées plus haut sont
remplies, et la derniére formule peut étre considérée comme
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: .. av
la véritable expression du coefficient différentiel PP pour le

point donné.

P . . av ,
Si 'on compare cette expression de aa avec celle que 'on

atrouvée pour X dans ’équation (28), il est clair que le produit
sin6 d9 d9 représente U'élément de surface que la pyramide
élémentaire déterminée par les deux éléments d’angle df
et dy interceple sur la sphére de rayon 1 décrite de Porigine
des coordonnées comme centre; nous pourrons, par suite,
remplacer ce produit dans U'équation (30) par d=; en outre,
puisque, dans cette équation, le point p est supposé a 'origine
des coordonnées polaires, nous pourrons écvire dr au lieu
de dl. De cette maniére, le second membre de I’équation { 30)
sera identique a celui de I'équation (28), et nous aurons, par
suite, ' ’
x— Y.
d

" Il va de soi que les coefficients différentiels par rapport a y
ou i z, ou par rapport i une autre direclion quelconque s,
pourront se traiter de la méme maniére que le coefficient dif-
férentiel par rapport & x, et nous obtiendrons en conséquence
le résultat suivant: Aussi bien & U'intérieur qu’d l'extérieur
de Uespace qui est rempli par Uagent actif, les composantes
de la force sont représentées par les coefficients différentiels
du premier ordre de la fonction potentielle.

§ XIV.

TEOREME RELATI¥F AUX COEFFICIENTS DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE
DE LA FONCTION POTENTIELLE.

L'étude des coefficients différentiels du second ordre va
nous conduire de méme a une propriété importante de [a
fonction potenticlle.

De I’'équation (10)

r=ya' —zp+(y'—yp+(5—3),
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on tire, en différentiant deux fois de suite, par rapport i la

. - .o
méme variable, la fraction —,
r

I
d r 4 (2 —a)
de R
dz !
(31) ro (r'—y7
d_y"*_;_%—g v
I
2
d r_ I +3(z’——z)’_
dzi T T s

en ajoutant ces trois €quations, on obtient

LU P |
(32) d ;+d r d r
dz Tdy Tda

Pour appliquer ce résultat 4 la fonction potentielle, consi-
dérons la forme générale de celle-ci donnée par (1a)

V:ef% dq'.

Pour le cas ou r reste fini pour tous les éléments d¢’, nous
pourrons immédiatement effectuer sous le signe d'intégralion
la double différentiation indiquée. Nous obtiendrons donc,
pour le coefficient différentiel relatif & x, I'équation
\ dr = } D
O | g [T ay.

dz? dx* r r

L’expression renfermée sous le signe d’intégration ne peul
évidemment pas devenir infinie dans 'hypothése que r ne de-
vient pas infiniment petit, et, par suile, la condition exigée
pour que T'intégration puisse s’elfectuer est satisfaile par cela
méme. Nous obtiendrons de la méme maniére, pour les coef-
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ficients différentiels relatifs 4 y ct a 3, les équations

d* - :
P r T a Py
dl

dv r - 1 (28— 3% ,
dzr = ° ﬁdq"sf[—ﬁ+_ﬁ—]dq-

Si nous ajoutong les intégrales qui sc présentent dans ces
trois équations, elles se détruiront de méme que les expres-
sions (31), et nous obtiendrons

GNP S

(33) dx’+dy“+ d z?

Ceue. somme des trois coefficients différentiels du second
ordre se présente si fréquemment dans fa théorie du potentiel
qu'il est utile de la représenter par un signe particulier; nous
la désignerons, comme Green, en écrivant A devant la fonc-
tion (*), de sorte que I'équation précédente deviendra, au
moyen de cetle abréviation,

(33a) AV =o.

Comme il a é1é admis, dans la formation de cette équation,
que rreste fini pour tous les éléments d¢’, il en résulte que,
si I'agent aclif remplit entiérement un volume, I’'équation
n’est démontrée que pour le cas ok le point p se trouve @
Uextérieur de ce colrps; et nous devons méme admeltre pro-

(*) Green a employe le signe §V; muis comme la lettre & est usitée pour
représenter les variations, j'avais, dans la premiére édition de cet Ouvrage,
employé D au lieu de &. Depuis lors, on s’est géndralement servi, au lieu de 4,
non pas de D, mais de A. Je n’avais pas employé cette derniére lettre parce
qu’elle sert quelquefois & désigner 1a densité; mais eette considération est de
peu d'importance, et je n’hésite pas a me rallier a la notation adoptéc. Je ferai
remarquer en outre que Beiti, dans un récent ouvrage plein de mérite ( Teorica
delle forze che agiscono secondo la legge di Newton; Pisa, 1865 ), représente
la somme (33) non par AV, mais par A*V. ’
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visoirement que p se trouve a une dxstance Jfinie de la surface
du corps.

§XV. .

ENONCE DU THEOREME PRECEDENT POUR LE CAS OU LE POINT CONSIDERE
SE TROUYE A L'INTERIEUR DU CORPS AGISSANT.

Si le point p se trouve a I'intérieur du corps, la distance r
est infinimert petite pour les éléments dq’ les plus voisins
de ce point, et, par suite, les expressions a intégrer données
dans les formules (31) deviennent infiniment grandes. On
croirait peut-étre que cetle circonsiance n’est pas plus dans lg
cas actuel que dans les précédents un obstacle a 'application
" des formules, parce qu'clle ne se présente que pour une
quantité infiniment petite de Pagent; en examinant la chose
de plus prés, on trouve cependant qu'il en est autrement dans
ce cas, parce que les fonctions a intégrer deviennent des in-
finis d’ordre supéricur.

Si nous formons en effet le coefficient différenticl :11, de
la méme maniére que plus haut, et si nous remplagons dg’
par I'expression kridrde donnée dans I’équation (24), nous

aurons
ffk [—1+3 —Jdrdo',

et si nous remplacons en outre, comme au § XII,

—_—z

par
cosf, ainsi que I'élément da par sin6 db de¢, cette formule
deviendra

-’(l;—;::efffi—f(—l+3005’6)sin6dra’6dq;.

On voit que, malgré la transformation en coordonnées po-
laires, la fonction & inlégrer reste encofe infinie pour les pre-
miers éléments dr, parce que r est resté au dénominateur.
Au premier abord, il pourrait méme semhler que toute 'inté-

grale doit devenir infiniment grande, parce quel_"mtégralef#,
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qui s'étend depuis »r= o jusqu’a une valeur finic de r, devient
infiniment grande. Mais, si I'on a égard aussi aux intégrations
relatives aux deux autres variables § et @, on trouve, 4 la
vérité, lorsque ces intégrations ne s’étendent qu’a une partie
de T'angle solide 47, qu'il se présente en général des valeurs
infinies; mais que, si I'on étend Tintégrale a I'angle solide
tout entier, elle peut se mettre sous la forme d'une somme
algébrique qui renferme des termes infiniment grands, qui
sont de méme forme et de signes contraires. Cetle somme ne -
doit done pas étre considérée comme infinie; mais, d'un autre
60té, on ne peut pas lui assigner une valeur finie déterminée,
parce que la somme algébrique de deux quantités infinies de
méme forme et de signes contaires ne peut pas étre immédia-
tement égalée a zéro, mais qu’elle a une valeur indélerminée.

Sans entrer dans plus de détails sur la nature de ces expres-
sions qui renferment des termes infinis, nous pouvons du

. . . . av .
moins affirmer que 'expression précédente de o [qui est

provenue de ce que, dans la formule (I2) trouvée pour V, et
ou lintégration n’est pas effectuée, la double différentiation a
été faite sous le signe intégral], que cette expression, disons-

nous, n’est pas propre a la détermination de la vraie valeur de
2

a2 barce que, méme aprés Pintroduction des coordonnées
x

polaires, la fonction & iniégrer ne reste pas finie pour toutes
les valeurs qui doivent étre atiribuées aux variables. Nous
devons donc chercher a4 déterminer d’'une auire manicre les
valeurs des seconds coefficients différentiels de V, ainsi que
celle de leur somme.

1l sera utile de donner & l'avance le résultat que l'on ob-
tient dans la détermination exacte de ces valeurs. Soit I, la
densité de I'agent au point considéré p auquel se rapporte
Pexpression, on aura

..d’_v _+_d1___v +ﬂ.——4‘n51f
(1) dx* ' dy* " dz T i
AV = — fnek,.
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Cette équalion, qui renferme comme cas particulier celle
qui a é1é donnée plus haut sous les n°* (33) ou (33a), puis-
qu’'a I'extérieur du corps k¥ = o, exprime la seconde propriété
fondamentale de la fonction potentielle, & savoir : Que de la
fonction potentielle d’un agent on peut déduire sa densité k
en fonction des coordonnées, et déterminer, par suite, la ma-
niére dont cet agent est répandu dans Uespace.

La démonstration de cette équation importante, lorsqu’on
veut 'établir d’'unc maniére générale et tout a fait rigoureuse,
présente une difficulié que 'on a cherché & surmonter de dif-
férentes maniéres. J'en donnerai ici, sous une forme un pep
différente, une démonstration que j'ai publiée, il y a quclque
temps, dans le Journal de Liouville [*). Avanl d'aborder cette
démonstration générale, je commencerai, pour plus de clané,
par traiter un cas particulier qui ne présente aucune difficulté.

§ XVL

DEMONSTRATION DU THEOREME POUR LE CAS D'UN CORPS HOMOGENE.

Le cas particulier que nous allons traiter actuellement est
celui dans lequel la densité de Uagent est la méme dans toute
Uétendue du corps, ou, en d'autres termes, celui dans lequel
le corps est homogéne relativement & Uagent.

Dans ce cas, la quantité Jest sonstante, et, pat suite, aprés
avoir remplacé dans 1'équation (I a) la-quantité élémentaire dg’
par le produit kdz, ol dr représenie I'élément de volume, on
pourra faire sortir le coefficient k¥ du signe d’intégration, et
écrire

(34) V:ekf:—‘dﬂ:.

Je traiterai d’abord cette équation par une méthode fré-
gquemment employée et trés-simple ; i’y appliquerai ensuite
une seconde méthode qui me parait utile pour la suite deg
développements.

(*) 2® série, t. IIT, 1858.
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Imaginons dans l'intérieur du corps une surface spliérique
décrite d’un point voisin du point considéi‘ép comme centre,
qui renferme le point p et soit partout 4 une distance finie de
celui-ci; ce qui sera possible, si nous supposons, comme
nous le ferons provisoirement, que le point p est situé & une
distance finie de la surface du corps donné. Cette sphére par-
tagera le corps en deux parties, la partie intérieure et la partie
extérieure a la surface de la sphére. Nous décomposerons, en
conséquence, l'intégrale de I'équation (34) en deux parties,
que nous distinguerons par les indices 1 et 2 placés 4 cdté du
signe d'intégration. L’équation (34 ) devient ainsi

(35) V:slffidr—ke/rfidr',,
lr 'lr

ou la premiére intégrale s'étend au volume de la sphére, et
la seconde a la partie du corps extéricure a la sphére.

La premiére intégration peut s'effectuer immédiatement
d’'une maniére compléte. Nous développerons le calcul dans
un paragraphe subségquent ou nous traiterons d’une couche
sphérique limitée par deux sphéres conceniriques {ce qui
renferme la sphére comme cas particulier). Pour abréger, je
ne donnerai ici que le résullat, de 'exactitude duquel le lec-
teur se convraincra du reste aisément, sans méme recourir a
ce paragraphe. Si nous supposons que le point p, auquel se
rapportent Jes distances r qui entrent dans Pintégrale, est
¢loigné du centre de-la sphére d’une distance [,-et si nous
désignons le rayon de la sphére par A, nous aurons

X 1,0
fj;dr_mr(A—gl)-

Les coordonnées du centre de la sphére étant représentées
Par Zo, ¥s, %o, ON 2

Ir— (.Z' — xu)i_{'— (]'—yu )1+ (Z - zo):;

.
de sorte que Y'équation précédente deviendra

fldr:m‘r
lr J

A’—% Uz —&)+(r—p)r+ (2 —2a)];-
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‘

Si nous substituons la valeur de cette intégrale dans I'équa-
tion (35), nous obtiendrons

V= 27rs/rg Ai—%[(x— 2 )+ (y—x0 )2+ (2 — 2,)?] }

+e/r/.id‘r.
.gr

Nous pouvons maintenant différentier cette équation; car,
dans la seconde intégrale, ou il n’entre que des valeurs finies
de r, on peut eflectuer immédiatement la différentiation sous
le signe. Nous obtiendrons ainsi -

(36)

. d: !

dVv 4 r
7ﬁ—§7ra/f+5/r12 —Edr,

dr -

(37) 'V _ 4 _r
dy 37'ra/r+alr = dr,

dZ

v 4 r
S ,*.grrek+ek e dr.

2
8i I'on ajoute ces trois équations, la somme des trois inlé- ~

grales indiquées étant nulle, & cause de V'équation (32), il
viendra

d:V  d*V  d*V
?1}—2 -+ d)"’ =+ dz :-—41!'8/{,
ou )
AV=— §meh,

équation qui élait a démonlrer.

§ XVIL

AUTRE FORME DE LA FONCTION POTENTIELLE D'UN CORPS HOMOGENE,
PROPRE AUX DEVELOPPEMENTS ULTERIEURS.

Je vais maintenant, comme je I'ai dit plus haut, développer
une scconde démonstration du théoréme pour le cas des corps
3
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homogeénes, parce qu’elle se reliera & la démonstration sub -
séquente el géuérale du théoréme pour le cas des corps non
homogeénes. Dans ce but, je commencerai par mettre I'ex-
‘pression de la fonetion potentielle sous une forme un peu
différente.

Exprimons I'élément de volume dr qui entre dans ’équa-
tion (34), comme nous 'avons déja fait au § XI. Imaginons une
pyramide élémentaire pariant du point p, et dont I'angle solide
s0it do; considérons un élément de cette pyramide compris
entre deux sphéres décrites de son sommet, avec les rayons r
et r+dr; en prenant cet élément de pyramide comme élé-
ment de volume, nous aurons

dr = r¥drdsz.

L’équation ( 24) deviendra par la

V= E/rfj rdrda,
ou hien
(38) ‘ V= s/ffdafrdr.

Dans cette expression, on peut effectuer immédiatement
I'iniégration rclative & r. L’intégrale générale est 3 mais les
limites entre lesquelles elle doit étre prisc sont différentes
suivant la forme du corps et la position du point p.

8i le point p se trouve a l'intérieur du corps, et si celui-ci
est d'une forme telle, que toul rayon partant du point p ne
rencontre qwune seule fois sa surface, en représentant par R
la distance du point d’intersectlion au point p, nous aurons &
prendre U'intégrale entre o et R, et nous obticndrons

(39) V= Lf R*ds.

Cette derniére intégrale s'étend a toul I'espace angulaire au-
tour du point p.
Si le point p se trouve encore a 'intérieur du corps, mais
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que la forme de celui-ci soit telle, que les rayons vecteurs
coupent plus d’une fois la surface en certaines directions, il
faudra, si le corps est fini, et si, par suite, sa surface est’entié-
rement fermée, que le nombre des points d’intersection soit
dans tous les cas impair. Si nous considérons une pyramide
élémentaire s’étendant dans P'une de ces directions, elle se
{rouvera & I'intérieur du corps depuis le sommet jusqu’a la
premiére intersection, a Pextérieur depuis la premiére inter-
section jusqu’a la seconde, a l'intérieur depuis la seconde
jusqu’a la troisiéme, et ainsi de suite. Comme nous n’avons a
<considérer pour la fonction potentielle que les parties qui
sont situées & Iintérieur du corps, si nous désignons par R,,
R., Ri,... les distances du point p aux intersections succes-
sives, nous aurons a effectuer I'intégration relativement a r,
depuis o jusqu’a R,, depuis R, jusqu’a R;, et ainsi de suite, et
nous ohtiendrons ainsi

(39a) V':%k (RZ— R+ RI— .. . )ds. -

8i le point p se trouve a l'extérieur du corps, le nomhre des
interseclions de chague rayon qui rencontre le corps, avec sa
surface, doit étre pair, et lintégrale relative 4 r devra étre
prise dans ce cas, comme on le voit aisément, depuis R, jus-
qu’a R., puis, s’il y a encore d’autres intersections, depuis R;
jusqu’a R;, et ainsi de suite. On aura donce
ek

0

{3gb) v (—R!I+R)}—...)do.
L’intégrale relative a o s’étend naturellement seulement a la
partie de I'angle solide, autour de p, dans laquelle est situé Ie
corps. Si donc on imagine un, cOne de sommet p circonscril
au corps, 'intégrale, par rapport a g, s’étendra a toute V'ouver-
ture de ce cone. Si le corps était creux et avait dcux surfaces
<dont Pune renferme entiérement autre, el si p se trouvait
dans la partie vide, I'intégrale devrait s’étendre de nouveau 2
lout Iespace angulaire 4.

Enfin, sile point p se trouve & la surface du corps, il est

3.
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indifférent qu'on emploie I'une ou 'autre des deux derniéres
equations, parce qu'on peut obtenir le résultat au'moyen de
chacune d’clles, pourvu qu'on choisisse convenablement les
directions suivant lesquelles on doit poser R,= o.

Dans ces équations, nous pouvons converlir en une auire
intégrale celle qui se rapporte a l'angle solide. Si nous con-
sidérons dans une pyramide élémentaire d'angle solide do
I'élément superficiel suivant lequel elle coupe la surface du
corps, et que nous appellerons dw, les deux éléments do et do
seront cntre eux dans un rapport simple. Soit ¢ le cosinus
de l'angle que le rayon vecteur mené 4 do fait avec la nor-
male a cet ¢élément, nous aurons évidemment

[ dow ==+ R do,
ou hien

{4o) dc:':”*‘—i—z do,

ou I'on choisira 'un ou 'autre des deux signes, suivant que ¢
sera positif ou négatif. Pour décider de son signe, nous con-
viendrons une fois pour toutes que, dans des déterminations
d'angle, nous considérerons toujours la direction du rayon
dans le sens suivant lequel sa longueur croit, et celle de la
normale comme étant dirigée vers l'extérieur du corps. Alors
il est clair que partout ou le rayon vecteur, en croissant, sortira
du corps, I'angle qui est compris entre ce rayon. et la normale
sera plus petit que go degrés, ct, par suite, son cosinus, re-
présenté par ¢, sera positif; partout, au contraire, ou le rayon
vecteur entre dans le corps, Pangle sera plus grand que go de-
grés, et, par suite, ¢ sera négatif. .

Voyons maintenant comment se modificront par 1a les inté-
grales précédentes. Lorsqu'une pyramide élémentaire coupe
plusieurs fpis la surface, au méme élément d’angle solide d=
correspondront plusieurs éléments superficiels du corps dm,,
dess,. .+, chacun avec une valeur particuliére pour £, de sorte
qu’a la série des produits R} do, R} do,..., qui entrent dans
lesintégrales, correspondent autant de produits i, dw,, 7;dw,,....
Si I'on recherche quels sont les signes dont sont affectés les
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différents facteurs R?, on trouvera que, dans les cas oli 7 est
positif, le facteur R? correspondant a aussi le signe +, et qu'il
a au contraire le signe — dans les cas ol ¢ est négati{. D’apreés
cela, on n'a besoin d'affecter d’aucun signe les produits 7 dw,
puisque, grice au facteur 7, ils prennent d’eux-mémes le signe
convenable. Or, comme tous les éléments de surface dw ob-
tenus par le procédé précédenl constituent précisément toute
la surface du corps, on aura I’équation fort simple

(1) V:%kfidm,

qui convient a toutes les formes du corps et a toutes les posi-
tions du point p.

Cette forme de la fonction potentielle d’'un corps homogéne,
dans laquelle Tintégration relative au volume se trouve ra-
menée a une intégralion relative a la surface, est trés-com-
mode dans beaucoup de recherches, et peut particuliérement
servir au but que nous nous proposons actuellement.

§ XVIIL.

DEMONSTRATION DU THEOREME PRECEDENT A L’AIRE DE LA NOLYELLE
EXPRESSION TROUYEE DANS LE DERNIER’ PARAGRAPHE POUR LA
FONCTION POTENTIELLE D'UN CORPS HOMOGENE.

Comme I'intégration indiquée dans I'expression {111 ) est rela-
tive & une variable qui estindépendante des coordonnées x, y, z
du point p, on peut différentier par rapport a ces coordonnées
sous le signe intégral, et 'on obtient ainsi

dV ek (di d

dx 2 ) de T
d*V ek ("d )
dzt 2 ) der ™

de méme par rapporl aux deux autres coordannées. Par I'ad-
dition des trois coefficients différentiels du second ordre, il
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vient
ek d2{ dsi dr
(41) AV_T](E;T dy2+d52)d(l).

Pour déterminer i, soient représentés par a, b, ¢ lcs cosinus.
des angles du rayon vecleur menés a dw avec les trois axes,
el par «, B, y ceux des angles de lIa normale ¢levée a dw avec

les axes; on aura
(42) r—aa—+ b3+ cy.

En outre, si &, #,°¢ désignent les coordonnées de 1'élément do,.
ona

™

(43) S L 1 CT TR

E_"Z' I)*-ﬂ_—'}"g _:—

de sorte que I’équation précédente devient

(44) hJE—M“+@%¥m+%b—nh

ol .
(45) T R=V{E—a) - (n—y)+(L—2).

Au moyen de ces valeurs, nous pourrons former les coeffi—
cients différentiels de i, et nous obtiendrons

( _(Q_E——x x
‘dx’ R TR
di _»n~y. B
{46) { d__}”_ R2 Z—E’
'ﬁ_iﬁﬂ_z.
,dz R R
d*i ~3(2_—.110)'1—}’111. QE——x
dz* R¢ - [TE
d*i  ¥yw—ypr—Re. n—y
(47) dy* - R t—2 R? Bs
d AL—zp—Rr. L —z
a;z j— R" L1— 2 Re
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Supposons de nouveau que le pdint p se teouve a une
distance finie de la surface, de sorte que R ne devient infini
pour aucun des éléments de celle-ci; alors les différents
termes des expressions précédentes ne pourront pas devenir
infinis, et celles-ci pourront étre soumises a intégration.

Or si l'on ajoute les trois derniéres expressions, leurs pre-
miers termes se détruisent, et il reste

di du dr (f—x)a+n—y)B+(—2)y
e i L4
dx* = dy? dz Rs
(48) ¢ ;
( e 2—}?2
de sorte que I'équation (41) devient
(49) AV:—e/rle{—z dw.

"Cette derniére intégration s’effectue aisément.
En effet, d’aprés I’'équation (40), on a

ﬁ dw ="t dg,

ou do représente I'élément d’angle solide qui appartient a la
méme pyramide élémentaire que dw. Or, comme, d’apres ce
que nous avons dit au paragraphe précédent, il se pcut que
plusieurs €léments dw correspondent 2 une méme pyramide
élémentaire, il s’ensuit que le méme élément do peut entrer
plusieurs fois dans l'intégrale avec différents signes, et, sous
ce rapport, il se présentera une différence essentielle, suivant
que le point p sera situé a Pexiérieur ou 4 U'intérieur du corps.

Si le point p est a V'extérieur du corps, chacune des pyra-
mides élémentaires qui rencontrent le corps coupe sa sur-
face un nombre pair de fois, et I'élément correspondant dz
entrera autant de fois dans I'intégrale, avec des signes alter-
nalivement négatifs ou positifs. L’équation (49) prendra donc
la forme suivante

AV:~ekf(—l+x ...)do,
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dans laquelle la somme des quantités entre parenthéses est
évidemment nulle, puisqu’clle renferme un nombre pair de
termes égaux ct deux & deux de signes contraires. Nous ob-
tenons ainsi le méme résultal que celui qui a é1é déja déduit
d’une autre maniére pour le méme cas, ¢’est-a-dire

AV —o.

Si, au contraire, le point p se trouve a 'inférieur du corps,
chaque élément de 'angle solide entre un nombre impair de
fois, la premiére fois avec le signe -+ el ensuite avec les
signes — et + alternativement. L’équation (4g) prendra donc
dans ce cas la forme suivante :

AV:—skﬁl—x—J,—x—...)dc,

dans laquelle la parenthése renferme un nombre impair de
termes égaux et alternativement de signes contraires. Les
termes se détruisent tous a I'exception du premier, et I'équa-
tion prend ainsi Ia forme plus simple

(50) AV:—skfda'.
Or, comme Vintégrale doit s’étendre 3 tout I'espace angulaire
solide, et qu’elle a, par suite, la valeur 47, on obtiendra

AV =— 47r€/{,

équation qui était 4 démontrer.

§ XIX.

COEFFICIENTS DIFFERENTIELS DU PREMIER ORDRE DE L EXPRESSION
TROUVEE AU § XVII POUR LA FONCTION POTENTIELLE D'UN CORPS
HOMOGENR.

Avant d’abandonner I'étude des corps homogénes, j'ai en-
core a faire sur Pexpression (I11), donnée au § XVII pour la
fonction potentielle d’'un corps homogéne, une remarque re-
lative aux coefficients différentiels du premier ordre.
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L’expression dont il s’agil est

V:%fidm.

Si I'on différentie cette expression par rapport a l'une des
coordonnées, x par exemple, on obtient, conformément a la
premiére des équations (46),

dvV <k E—x . ab
m=5) Rt )

E— z
R

Si I'on remplace la fraction » qui représcnte le cosinus

de I'angle que le rayon vecteur mené du point p a 'élément
de surface do fait avec I'axe des x, par la lettre a,-comme au
paragraphe précédent, I’équation deviendra

dY ek [(fai o
I oy __&n at =
{51) dr = 2‘[(3 l{) dw.

Nous allons comparer cette expression a celle que l'on
trouve directement, comme on I’a fait au § XII, pour la com-
posante de la force suivant 'axe des x. L’équation (28) de ce
paragraphe s’écrit, si 'on y remplace cosf par a,

X:sf /-/radrda.

Dans le cas actuel, ¥ est constant; nous pourrons le faire
sortir du signe d’intégration, et intégrer alors relativement a r.
Nous obtiendrons ainsi

(52) X:akf(iﬂ,iﬂ;i...)adc;

les valeurs Ry, Ry, ... sont rel;tives aux différentes intersec-
tions du méme rayon vecteur avec la surface, et I'on doit
prendre les signes de la maniére quia été exposée au § XVIL.
Si nous remplacons de en fonction de 'élément de surface dw,
nous avons

(53) ' X:slrf%dm.'
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Cette expression de la composante X de la force est diffé-

rente de Vexpression (51) trouvée pour » tandis que,

dx
d’aprés la signification de la fonction potentielle, les quan-

o g dv . .
tités X et T doivent étre égales entre elles. Mais en y regar~
x

dant de plus prés, on voit que ces deux expressions ne diffé-
rent que par la forme, et qu’elles ont la méme valeur, comme
leur signification 'exige. .

De I'équation (52), on peut en effet déduire par une autre
transformation, au licu de I'¢quation préeédente (53), I'équa-
tion suivante : ’

(54) : X:—s/ff%dw.

Comme l'exposé de cetle transformation et les considérations
géométriques sur fesquelles elle s’appuie nous arréteraient
trop et interrompraient la marche de I’exposition plus qu’il .
ne convient, je renverrai 4 ce sujet 8 une Addition placée a la
fin de 'Ouvrage (*), et je regarderai par suite la proposition
comme démontrée.

De la comparaison des équations (53) et (54), on déduit
I’équation suivante, qui doit se vérifier pour toute surface
fermée,

ait ’ o
(55) ‘/‘Edw_—fﬁdw.

A Taide de cette équation, ou peut, comme 1'on voit, trans-
former facilement 'un dans 'autre les seconds membres des
équations (51) et (53). .

Comme, du reste, il est évident, d’aprés ce qui précéde,
que la composante X de la force doit étre égale au cocflicient

dv oo
» on pourrait égalemcnt renverser la conclu-

différ_entiel dz

(*) ¥Yoir ’Addition I,
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sion et égaler entre eux les seconds membres des équa-
tions (51) et (53), en posant

7 . .
E—;f(%—%) dw:slff%dm;

on arriverait ainsi immédiatement, sans avoir besoin de s’ap-
puyer sur les considérations un peu longues de I’Addition 1,
a I’équation (55), intéressantc au point de vue géométrique.

Il est & peine nécessaire de mentionner que I'égalité prouvée
entre la composante X de la force et le coefficient diffé-

7

LAV . -
rentiel 4 EXiste aussi entre Ia composante Y et le coefficient

différentiel av

» ainsi qu’entre la composuante Z et le coefficient

différentiel 4y
dz

De ce que I'on peut remplacer les cocflicients différentiels
du premier ordre de la fonction potentielle par les compo-
. santes de la force,.il s’ensuit naturellement que 'on pourra
remplacer ceux du second ordre par les coefficients diffé-
rentiels respectifs\ du premier ordre des composantes de la
force, et que, par suite, la somme

&V dV 4V
dzt " dy:  dw

Y

considérée dans les paragraphes précédents, peut se rem-
placer par la somme '

X , dY  dz
dz tar T dE

En effet, il est possible d’établir que cette derniére somme
prendra la valeur trouvée plus haut, ¢’est-a-dire o ou — 4=ek,
soit que 'on mette & la place des composantes de la force les
expressions de la forme (53), soit que 'on mette celles de la
forme (54).
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§ XX.

DEMONSTRATION GENERALE, APPLICABLE EGALEMENT A DES CORPS NON
HOMOGENES, DU THEOREME EXPRIME PAR L'EQUATION (Il).

Abordons maintenant la démonstration de I'équation (II)
pour le cas ou le corps n’est pas supposé homogéne.

Nous commencerons par supposer de nouveau que le
point p ne se trouve pas dans le voisinage immédiat de la sur-
face, et, en outre, que la densité 4 du corps ne varie, dans
le voisinage de p, que d’'une manicre continue. il y a des
variations discontinues de densité dans le corps, nous suppo-
serons provisoirement que le point p se trouve 4 une distance
finie du lieu ou ces variations se présentent. Dans ces con-
ditions, nous pourrons imaginer une surface fermée décrite
autour du point p, située partout a4 unec distance finie de cc
point, et a U'intérieur de Jaquelle n’ont lieu que des variations
continues de densité. Nous pourrons alors nous borner a la
considération de la partie du corps renfermée sous cette sur-
face; car I'autre partie, exiérieure a cette surface, et dont les
éléments sont, par suite, situés tous a unc distance finie de p,
ne peutavoir aucune influence sur la valeur de AV, puisque la
partie de AV qui y est relative doit &tre nulle en vertu des
résultats précédents. Nous examinerons plus tard le cas ou le
point p serait infiniment voisin de la surface du corps, ou bien
d’un licu ou se¢ présente une variation discontinue de densité.

Comme nous pouvons choisir arbitrairement la forme de la
surface décrite autour du point p et renfermant le corps a
considérer, nous admettrons, pour plus de simplicité, que tout
rayon vecteur émanant du point p ne la coupe qu'une fois.

Commencons par déterminer les composanles de la force
que le corps a considérer exerce sur le point p, puisque nous
savons que ces composantes sont identiques aux coefficients
différentiels du premier ordre de la fonction potentielle, et
peuvent, par suite, étre employées a la place de ceux-ci, dans
les développements uliérieurs.

Pour la composante suivant I'axe des z, nous avons I'équa-
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tion (28) déja mentionnéc au paragraphe précédent, et qui
s'écrira, si nous désignons par « le cosinus de l'angle que le
rayon vecteur fait avec 'axe des x,

X = sf kadrds.

L’intégration doit s’effectuer rclativement a r, depuis o jus-
qu’a R, c¢’est-a-dire jusqu’a la valeur qu'a r 2 son intersection
avec la surface, et la seconde intégration doit s’étendre a tout
I’espace angulaire solide. Comme la quantité a e¢st indépen-
dante de r, I'équation précédente peut aussi s’écrire

R
(56) - X:sfdo-af Iedr.
o L]

Nous donnerons encore & cetle expression ue forme un
peu différente. Nous introduirons d’abord, au lieu de I'é1é-
ment da de 'angle solide, Pélément dw de la surface du corps.
En vertu de V'équation (4o), dans lagquelle nous n’aurons a
prendre que le signe positif, dans le cas actuel ou chaque
rayon vecteur ne coupe qu’une fois la surface, et ou, par suite,
les intersections n’ont licu que de I'intérieur vers I'extérieur,
nous pourrons poser

do— ﬁ dw;

de sorte que l'équation précédente deviendra

- R
(57) X:sfdmal; [‘ kdr.
R/,

R
En outre, modifions un peu la forme de U'intégrale f kdr.
o]

Dans la forme actuelle, on suppose que I'on parte du point p,
en s’avancanl vers la surface. [Nous allons supposer, au con-
traire, qu'en parte du point ou le rayon vecteur coupe la sur-
face, et ou se trouve 'élément de surface dw, et que 'on
s'avance sur la méme droite en sens opposé vers le point p.
Considérons un point quelconque de cette droite, sa distance
au point p est représcntée par r; et nous désignerons par p sa
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distance au point oi1 la droite. coupe la surface. Nous aurons

done
r=R—p,
dr —— dp.

Posons d’aprés cela, dans I'intégrale précédente, — dp au lieu
de dr, et remarquons en méme temps qu’a la limite r—o
correspond la limite p-=R, et 2 r- - R la limite p— o; nous

' aurons ainsi
aR 1) R
j lrdr:~\/ krdp = /‘ k dp.
[¢] R o .

Au moyen de cette transformation, 'équation précédente se
mettra sous celte furme, qui est mieux appropriée a notre but,

. AR
(58) ngfdmaiqf F dp.
. R/, '

De cette formule, qui exprime la composanté X, nous pour-
rons déduire immédiatement celle qui exprime les compo-
santes Y et Z. En effet, puisque a est dans cette formule la
seule quantité qui soit relative a4 I'axe des x, nous n’aurons
qu’s la remplacer, pour les deux autres composantesy par les
quantités correspondantes b et ¢, qui sont relatives aux deux
autres axes (c’est-a-dire par les cosinus des angles que le
rayon vecteur fait avec les axes des y ct des 5 ). Pour abréger,
nous remplacerons 'intégrale relative a p par une seule lettre,
en posant

R
(59) H— f i da.
<0
Les expressions des trois composantes de la force devien-

dront ainsi
{

ai .
X=¢ EHd&),
6 Y b a
( 0) -£ E w,

oL
| Z:s./IR;IIdw.
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Nous avons maintenant a différentier ces trois expressions :
la premiére par rapport a z, la seconde par rapport a y, et la
troisi¢me par rapport & z; nous pourrons effectuer immédia-
tement cette différentiation sous le signe intégral, puisque
I'élément de surface dw, auquel est relative I'intégrale, est in-
dépendant des coordonnées x, y, z du poinl p.

Pour effectuer la différentiation, nous nous servirons des
équations suivantes, données au § XVIII, dans lesquelles £,
1, § représcntent les coordonnées du point de la surface ou
se trouve l'élément de surface dw, et «, 3, y les cosinus des
angles que la normale élevée a cet élément fait avec les trois
axes :

R=V{E— 2P+ (n—yp+(—3);

£E—=x — L— 3z
a—-——, br;w—er, E= —=

R R
i=aa+ 0B+ cy.
D’oa il résulte

a __(E—axfa+(E—2)n—y)B+(E—x)(L—2)y
R {E—2)+(n—pP+(L—2)]

5i Yon différentic cetie expression par rapport a x, et qu'on
introduise de nouveau les quantités R, a et #, on aura

_(_{ (aij _ —ax +l£34a’~1)i

valeur qui doit étre substituée dans I’équation suivanie :

dX d [al ai dH
%—:Ef[%(—IF)H*Fz%JdG).

Si Pon forme de méme les coefficients différentiels des deux
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aulres composantes de la force, on obtiendra

—ao+ 4a’—x)l at dH d
dz f[ pit

61) { 2Y f[——bﬁ—}— (4b>—1)i 't T bi dH] do,

. B dy
dZ_ [—ey+(4er—u)i ci dH
’dz?“sf[” R O HER dz]d“"

Si I'on ajoute ces trois équations, en se rappelant que

a*+ b 2 =1,
ac + bB + cy—1i,

les termes qui ont H pour facteur se¢ détruisent, et il reste

(62) ——

dXxX dY dZ j'( da dH dH)i
—c dw.

R Akl BCE sl il BT
Nous avons encore 4 nous occuper des coefficients diffé-
rentiels de H. Comme P'intégrale désignée par H, c’est-a-dire

+« R
/ I dp,
0

s’étend a une droite dont les extrémitéssont respectivement le
point (&, n, £) de la surface et le point considéré (z, ¥, 2), nous
pourrons la regarder comme une fonction des six variables Z,
n, &, x, ¥, z. Les trois derniéres peuvent ss représenter, en
vertu des équations précédentes, par

.Z‘:E——(,ZR,
y—=mn — bR,
¢ —cR.

Nous pourrions encore exprimer I'une des variables a, b, ¢ en
fonction des deux autres, ou bicn les exprimer toutes les
trois en fonction de deux autres variables qui détermineraient
la direction de la droite qui va du point déterminé sur la sur-
face, au point p; toutefois, il vaut mieux, pour le but que nous
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nous proposons, conserver simplement les trois quantités a,
b, ¢. Si nous supposons les valcurs précédentes de =z, ¥, z,
substituées dans I'expression de I, nous en obtiendrons une
qui renfermera les quantités £, », &, @, b, ¢, R.

Pour différentier H par rapport & &, ¥, 2, nous aurons a re-
garder les coordonnées &, », £ du point de la surface comme
constantes; par suite, nous pourrons effcctuer les différentia-
tions, de telle sorte que H puisse étre considéré comme re-
présenté par une expression qui renferme comme variables a,
b, ¢, R, et dans laquelle ces quatre variables seront regardées
comme fonctions de z, », 3. De cette maniére, nous obtien~
drons, par exemple, pour le coefficient différentiel pris par
rapport a4 x, expression suivante :

di __ dH da dH db dH de R dH dR
dxr ~ da dx Hlf dx + de dz ¢ dR dz’

Or, en vertu des valeurs précédentes de a, b, ¢ et R, nous
aurons 4 poser

da —i14+a* db __ab de  ac dR

dz™ T R ' dz R’ dz " R’ dz . %
de sorte que I'équation précédentc devient

dH_dH —i1+a dH ab _dH ac dH

dr da’ R VU db R T de R dar Y

ou bien, en ordonnant d’une autr¢ maniére,

(63) dH r[ dHa ( dH dH dH)'I di

Ze Rl T de T\ ua Ty e )| T YuRe

dH
Le coefficient différentiel R’ qui figure dans le dernier

terme de celte équation, a une signification trés-simple. On a
en effet

dH i R
(64) TR = ai ) e

ol k représente la densité du corps au point qui se trouve i

4
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une distance p du point (&, n, £) de la surface, sur la droite
qui unit ce dernicr au point p. La position de ce lieu et, par
suite, la densilé & qui y régne sont déterminées par les quan-
tités a, b, ¢ et p, le point de la surface étant supposé donné.
Comme en outre, dans I'intégration relative ap, les quanlités a,
b, ¢, qui déterminent la direction de la droite, doivent étre re-
gardées comme constantes, et que p seul est variable, on
pourra, dans Pintégrale précédente, regarder /r comme étant
simplement fonction de p. Or on sait que le coefficient diffé-
-rentiel d’'une intégrale pris par rapport a sa limite supérieure

est représenté par une équation de la forme

et équation (64) déviendra, par suite,

(65

R
x| S o =sr).

Si nous appliquons cc résultat au cas actuel, f(R) sera la va-
leur que prendra la densité & au point de la droite qui est a
une distance R de la surface, ¢’est-i-dire au point considéré p.
8i nous désignons celte valeur particuliére de / par /,, I'équa-
tion précédente pourra s'éerire

d R
ar ),

) =k,

! dR

F ([p = ]fp,

Si nous substituons cette valeur dans 'équation (63), et si
nous formons de la méme maniére les expressions analogues

des deux autres coefficients dificrentiels (i—il et %, nous oh-
tiendrons
%,g:%{[—i,—s—i—a (a(fi—];—i—b %I——i— c %%):—ak,,,
66) G = 1| — I+ b (% +0 %% —+—0(ii—g)i — bk,
[ty
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Si nous multiplions ces équations respectivement par a, b, ¢,
et si nous faisons la somme, tous les termes du second mem-
bre renfermés entre parenthéses carrées se détruiront, et les
trois autres termes se réduiront en un seul, ce qui donnera

. dH dH dH
(6']) aﬁ+bd—y~+07;_—lfp.

En substituant cetie valeur dans I'équation (62), celle-ci

devient
dX dyY dZ [
dzr Yy T dz e nl

Comme F, est une quantité qui ne varie pas lorsqu’on passe
d’un élément de surface a4 un autre, et qui, par suite, est con-
stante dans U'intégrale précédente, nous pourrens la faire sor-
lir du signe intégral, et nous aurons

dX dY (ll

— ek, | = dm

R
Actuellement, nous remplacerons I'élément de surface duw,
en fonction de I'élément d’angle solide da, au maoyen de

Péquation suivante, dont nous avons déja fait usage au com-
mencement de ce paragraphe :

i
do — e dw.

Nous aurons ainsi

dX. dY d7
(69) _(7‘%‘+—(E+(7;j,——€lxpfdc'.

Cette intégrale doit s’étendre a tout I'espace angulaire solide,
et donne, par suite, {; de sorte que 'équation deviendra

dX  dY _ dz
(70) dz T dy Tz

= — fmek,

Si I’on remplace enfin les composantes de la force qui en-

4.
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trent dans cette équation par les coefficients différentiels du
premier ordre de la fonction potentielle, et, par suite, les
coefficients différentiels du premier ordre des composantes
de la force par ceux du second ordre de la fonction poten-
tielle, I'équation s’écrira '
d’-‘V+ d*V+ v fmek
dx? d]1 dz? - T I 44
ou bien
AV=—4mek,.

Nous sommes done arrivé a notre équation au moyen de
quelques calculs fort simples, et qui ne reposent que sur les
principes fondamentaux du calcul différentiel et intégral.

§ XXI.

EXTENSION DE LA SIGNIFICATION DES FORMULES DONNEES AU PARA-
GRAPHE PRECEDENT AU CAS D'UN CORPS DE FORME QUELCONQUE,
TANT POUR UN POINT EXTERIEUR QUE POUR UN POINT INTERIEUR
A CE CORPS. .

Dans la démonstration précédente, nous avons supposé que
le point p se trouve & une distance fini¢ de la surface du
corps donné, et, par la, nous avons pu introduire, relative-
ment a la forme du corps a considérer, une simplification
consistant en ce que la surface de ce corps n’était rencontrée
gu'une fois par chaque rayon vecteur émanant du point p. En
effet, si la surface du corps donné ne satisfaisait pas a cette
condition, au lieu de considérer le corps tout entier, nous
n‘aurions qu'a en considérer une partie limitée par une surface
environnant le point p & une distance finie et satisfaisant a
cette condition, et nous pourrions nous borner a considérer
cette derniére partie du corps, puisque, pour toute la partie
extérieure a cette surface, I'équation AV = o est vérifiée.

Mais, si nous voulons également étendre nos recherches
au cas ol le point p est infiniment voisin de la surface, nous
ne pourrons pas introduire cette simplification relative 4 Ia
forme du corps, mais nous devrons tout au moins conserver
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a la portion de surface immédiatement voisine du point p sa
forme primitive. Avant donc de passer & I’étude du cas parti-
culier ou le point p est infiniment voisin de la surfaée, je vais
démontrer que la simplification relative 4 la forme de la sur-
face el destinée a faciliter la démonstration n’est pas essen-
ticlle, mais que toutes les formules développées dans le pa=
ragraphe précédent resient valables, quelle que soit la forme
du corps. On verra en méme temps que ces formules sont
applicables non-seulement & un point situé a lintérieur du
corps, mais encore a un point extéricur. .

Dans ce but, nous envisagerons le sujet d’'une maniére un
peu différente.

A Tintérieur du corps donné, la densité, comme nous le
supposons, est représentée par une fonction des coordonnées
qui varie d’'une maniére continue seulement. Supposons main-
tenant que cette fonction s’étende d’une maniere continue
quelconque au dela des limites du corps, de sorte que k dési-
gne une fonction continue pour tous les points, tant a I'exté-
rieur qu'a l'intérieur du corps donné. D'aprés cela, pour un
point situé a 'extérieur du corps, & ne désignera pas la den-
sité réelle, qui est nulle en ce point, mais celle qui aurait lieu
si le corps s’étendait jusqu’a ce point avec la densité exprimée
par cette méme fonction.

Actuellement, pour déterminer la composante X pour un
point p situé a Pintérieur ou a P'extérieur du corps donné,
partons de nouveau, comme dans le paragraphe précédent, de
Iéquation (28) que nous écrirons sous la forme suivante :

X= sfdca Fdr.
Supposons d’abord Vintégration relative a r, c’est-a-dire

f K dr,
effectuée.

Les limiles de cette intégrale doivent étre choisies de ma-
niére arépondre i la forme du corps et a la position du point p.
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8i ce point se trouve & Uintéricur du corps, le rayon vecteur
coupera la surface une ou trois, ou en général un nombre
impair de fois; et la partie de ce rayon, comprise entre le
point p et la premiére intersection, sera située a I'intérieur
du corps, la partie comprise entre la premiére et la seconde
intersection a 'extérieur, entre la seconde et la troisiéme &
Iintérieur, et ainsi de suite. Or, comme lintégration ne doit
étre effectuée que pour les parties du rayen vecteur qui sont
a l'intérieur du corps donné, en désignant successivement
par R,, R., R;,... les valeurs de r aux différents points d’in~
tersection, nous obtiendrons la somme suivante d’intégrales

R1 RI!
f lrdr+f fedr—+ .. ..
0 ) R,

Au lieu de la mettre sous cette forme, nous imaginerons
une série d’intégrales dont chacune s’étend depuis zéro jus-
gu’'a l'une des intersections avec la surface. Pour les parties
du rayon vecteur qui sont a I'extérieur du corps, nous ne fe-
rons pas & — o, mais nous donnerons a ¥ les valeurs qui ré-
pondent a la fonction que nous avons adoptée comme valable,
toui aussi bien a I'extérieur qu’a V'intérieur du corps. Les in-
tégrales ainsi obtenues devront étre alternativement positives
et négatives, et la somme précédente se transformera ainsi en

R, i R,
f ]fdr—-f Ifdr+f Fdr—....
0 o Yo

Si le point p se trouve a I'extérieur du corps, chagque rayon
vecteur coupera la surface un nombre pair de fois, et la partie
comprisc depuis p jusqu’a la premiére intersection scra située
a I'extérieur du corps, Ia partie comprise entre la premiére et
la seconde intersection & 'intérieur, et ainsi de suite. I.a somme
des intégrales sera donc

R,
f kdr—+ ...,
R,
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ou bien, en la transformant comme précédemment,

R, R,
_f lrdr—+—f edr—.. .
' o

Par la substitution de ces valeurs, I'équation qui sert a dé-
terminer X prendra les formes suivantes : si le point p cst a
I'intérieur du corps,

: R, R, R,
(71) X:efdaa(f Irdr—f Irdr—+—f kdl-_...);
2] (o] 0

s’il est 4 Iextérieur,

» R‘ R’
(71a) X:e‘/dc'u(—f Irdr—+—f kdr—.;.>-
o o]

Introduisons maintenant au lieu de I'élément d’angle so-
lide do, 'élément de surface dw, en vertu de I'équation

i

i do

do =+
Il est 4 remarquer, comme nous l'avons développé au § XVII,
qu’'a chaque élément de répondent autant d’éléments dw que
le rayon vecteur considéré a d’intersections avec la surface,
¢’est-d-dire précisément autant qu’il y a d’intégrales relatives
a r dans les équalions précédentes; et, en outre, que l'on doit
prendre le signe + ou le signe — suivant que l'intégrale a
elle-méme 'un ou T'autre de ces signes, De cette manig¢re,
les expressions se simplificront et prendront toutes deux une
seule et méme forme, a savoir :

i R
X:Efdmaﬁ—!ﬁ I dr,

ol R désigne la longueur du rayon vecteur mené i I’élément
de surface considéré, et ou laseconde intégration doit s’étendre
a toute la surface.

Au lieu de l'intégrale relative a r, mous pouvons, comme
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dans le paragraphe précédent, écrire l'intégrale correspon-
dante relative a p — R —r; et, pour abréger, nous représcnte-
rons de nouveau cette intégrale par une scule letire, en po—

sant
R R
H:f /{dr:f krdp.
0 o

Si nous formons les expressions des composantes Y et Z de la
méme maniére que celle de X, nous obtiendrons, pour ces
trois expressions,

X = 1{2 H do,
Y= f{‘ H do,

Zf_'e‘} % H dew.

Ce sont la les équations que nous avons données sous le
n® 6o dans le paragraphe précédent; mais eclles ont acquis,
par l'analyse actuclle, une signification plus étendue, puis-
gu’elles s’appliquent a des corps de forme quelconque, et
aussi bien pour un point situé a I'cxtérieur que pour un point
situé a intérieur du corps.

Au moyen de ces expressions, nous pourrons effectucr les
mémes calculs que dans le paragraphe précédent, et nous ar-
riverons ainsi & I'équation (G8) déja trouvée

dX _dV __dZ_ -, i,
dx " dy T de )R

gu’on peut écrire

{72) , AY = ¢l R2 dn.

L'intégrale qui se présente ici est la méme que celle qui entre
dans P'équation (49) déduite au § XVIII pour un corps ho-
mogeéne; nous pourrons donc y appliquer immédiatement ce
que nous avons dit sur la valeur de cetle intégrale. Or il a été
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démontré que, pour le cas ol le poini p est & I'extéricur du
corps, I'intégrale est nulle, et que, pour le cas ol il est a I'in-
térieur, I'intégrale est égale a 47. 1l en résulte que I'équation
précédente prendra, pour ces deux cas, les deux formes dont
il sagit, c’est-a-dire . i
' AV = o,

AV = — sk,

§ XXIL
CONSIDERATION I’ARTICULIE-RE DU CAS OU LE POINT P SE TROUVE DANS
LE VOISINAGE IMMEDIAT DE LA SURFACE.

Il nous reste encore & rechercher ce que deviennent les
coefficients différentiels du premier ordre des composantes de
la force, ou ceux du second ordre de la fonction potentielle,
que nous avons considérés dans les paragraphes précédents,
lorsque le point p, qu'il soit & I'intérieur ou a I'extérieur du
corps, s’approche indéfiniment de la surface; il s’agit de savoir
s'ils conservent encore, dans ce cas, des valeurs finies et déter-
minées, dont la somme est égale 4 zéro ou & — {=nck,, ou bien
s’ils prennent des valeurs infiniment grandes dans le voisinage
immédiat dc la surface, ce qui pourrait faire surgir des doutes
sur la valeur de leur somme.

Reprenons les expressions de X, Y, Z données sous le
n° 6o et dont nous avons démontré la généralité dans le pa-
ragraphe précédent. En les différentiant, on obtient les équa-
tions (61) que nous reproduisons ci-dessous:

dX *—-aa%‘—Ma’—l)i ai dII
‘d?*ef_ R H+Ed—x]d‘”’
dY _ ([—bB+(4b—n)i .  bi dH],
R e e
di [— ¢y + (fcr—1)i ct a’H]
E“Ef_ Re i ol

.Les expressions qui figurent sous les signes d'intégration ren-
ferment au dénominateur des puissances de la quantité R, qui
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est la distance de ’élément de surface considéré do au point p.
Or, comme R devient infiniment petit pour les éléments de
surface les plus voisins de p, lorsque ce point s’approche in-
définiment de la surface, on peut se demander si toutes les
intégrales conservent néanmoins des valeurs finies et détermi-
nées, ou si quelques-unes d’entre elles deviennent infinies.

Pour décider cetie question, nous rechercherons s'il est
possible de transformer ces intégrales de telle sorte que la
fonction a intégrer reste finie pour tous les éléments de la
variable par rapport a laquelle on doit effectuer I'intégration.

Il est trés-facile de transformer de cette maniére tous les
termes des expressions précédentes qui ont ¢ pour facteur. 11
suffit, pour cela, que 'élément de surface dw, que nous avons
introduit dans les expressions de X,Y, Z, au lieu de I'élément
d’angle solide de, afin de pouvoir différentier sous le signe
intégral relativement a x, ¥, z, soitremplacé de nouveau, aprés
la différentiation, en fonction de I'élément d’angle solide, au
moyen de la relation

do— =+ Tl{: dw.

Ces trois équations deviendront ainsi

dX H dHT
dz f}{ it d“’“fiF (jat—r) g +agy |4
: adyY 3 H dI]
o —_— 7 —+ 2 -
(73) @ fR T do—f—sf L4b +b | do,
dZ [ H dH T
- — n— —+ 2_ - il M
F doo+ef _(4(: 1)R+c dzyda'

dans les intégrales relatives & do, on doit prendre autant de
valeurs des expressions renfermées cntre parentheéses carrées
qu’il y a d’intersections du rayon vecteur considéré avec la sur-
face, et on leur donnera le signe + ou — suivant que le rayon
vecteur, en croissant a partir du point d’intersection, sort du
corps ou y entre.

Il est clair maintenant que les expressions entre parenthéses.
carrées restent finies pour tous les éléments de. En effet,
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R
II:f F do,
) [

on voit aisément que la fraction i doit rester finie pour au-

tant que la quantité k& ne devienne infinie en aucun point de
I'espace considéré, ce que nous supposons. De méme, il est
clair que les coefficients différentiels ﬂ, —(l—H—, ai doivent
dz’ dy’ dz

rester finis pour autant que la quantité & ne varie pas d’une
maniére discontinue dans l'espace considéré, condition qui
est également satisfaite, vu la maniére dont nous avons défini
la quantité & au paragrapbe précédent, méme pour des points
qui se trouvent situés sur la surface. Les scules autres quan-
tités qui entrent dans ces expressions sont a, &, ¢, qui repré-
sentent des cosinus, ¢t ne peuvent, par suite, devenir infinis.
D’'aprés cela, il est clair que les intégrales qui se présentent
dans les équations (73) et qui sont relatives a do satisfont a Ia
condition posée plus haut, & savoir : que les expressions a in-
1égrer restent finies pour tous les éléments do.

I1 ne nous reste done plus a considérer que les trois inté-

grales
H ax H 3 H ¢y
Rt [Rmden R

puisque

é
L’'une de ces intégrales peut encore se ramener aux deux
autres. En effet, en vertu de I'équation

[ = aa + b3+ ¢y,

nous pourrons, dans la derniére de ces intégrales, rempla-

cer ¢y par
i — ax — b,

i .
et ensuite © dw par == dg, ce qui donnera

H ¢y H H ax _I_Ib_@_
(M)fEBzdm:ftﬁda—fT{—ﬁdm— R 1 do.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



60 DE LA FONCTION POTENTIELLE

Iaprés ce que nous avons dit plus haut, nous n'aurons plus &
nous occuper de I'intégrale relative a ds, et les deux autres in-
tégrales du second membre sont les deux premiéres des trons
intégrales mentionnées.

Dans Ja recherche de ces intégrales, nous choisirons ici,
pour m’étre pas trop prolixe, un systéme de coordonnées ap-
propriées a cetle recherche. Supposons une normale abaissée
sur la surface du point considéré p, et prenons l'axe des z pa-
ralléle a cette normale. Comme 'origine des coordonnées peut
étre choisie arbitrairement sans que la généralité de nos re-
cherches en soit amoindrie, nous choisirons le pied de la nor-
male comme origine, par suite la normale elle-méme comme
axe des z, et le plan tangent a la surface en cc point comme
plan des zy. Dans ce cas, les coordonnées « ct y du point p
sont nulles, et les expressions {43) données au § XVIII pour
la détermination de a et de b deviendront, pour un point de la
surface dont les coordonnées sont £, 1, &,

b o

a—= —E, -E N
R R’
nous aurons i substituer ces expressions dans nos intégrales.
Quant a U'extension qu’il convient de donner aux intégrales,
nous pourrons la limiter a la partie de la surface dont les élé-
ments sont trés-voisins du point p, car, pour tous les éléments
de surlace plus éloignés pour lesquels R n’est plus infiniment
petit, les expressions sous le signe intégral ne peuvent pas
devenir infinies, et, par suite, nous n’avons pas 4 nous occu-
per des parties de ces intégrales qui correspondent aux parties
plus éloignées de la surface. Nous désignerons par A et B les
intégrales ainsi limitées, qui deviendront, aprés la substitution
des valeurs précédentes de a et de b,

HEiz o Hnﬁ
(75) A= fﬂns v, B= ) R

Ces intégrales ne doivent s’étendre qu’a une trés-petite por-
tion de la surface autour de l'origine.
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Or, si I’équation de [a surface est donnée sous la forme
(76) - C:f(zvn)’

les cosinus des angles que la normale élevée en un point quel-
conque de cette surface fait avec les axes sont déterminés par

p=- (e A\
I dF d_f)
o I
" \/1 -+ g\ d?;
dE dn
A l'aide de la derniére de ces trois €quations, les premiéres
deviennent '

{ dc

a:—d—a}l,
{77) B di:

e

Si nous substituons la valeur de « dans la premiére des équa-
tions (75), nous aurons

g 4
¢z
(78) A-—f—l—{' R3 }’dw.

Le produit ydw est la projection de 1'é1ément dm sur le plan
des xy, ou, si nous imaginons que toute la portion de sur-
face considérée soit projetée sur ce plan, nous pourrons re-

garder ydw comme un élément de cette projection et effectuer
Pintégration relativement a celle-ci. Pour cela, imaginons un
systeme de coordonnées polaires dans le plan des xy, et dant
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I'origine soit la méme que celle des coordonnées rectangu-
laires; désignons par u l¢ rayon vecteur mené a un point quel-
conque du plan, et par ¢ I'angle que ce rayon fait avec l'axe
des . Un élément du plan sera représenté par '

wdadg,

et nous pourrons mettrg cette expression a la place de ydw.
Si nous remarquons en méme temps que

tE—= wucosg,

I'équation (78) deviendra

cos @

1 d
(79) A=— f} g dudop.

Nous avons enfin 2 considérer encore le coefficient diffé-

dy
rentiel ==+ A lorigine*des coordonnées, puisque Ie plan des

di
zy est tangent en ce point 4 la surface, les coefficients diffé-
de dg . .
rcmwls;; el = sont nuls; et aux environs de ce point, &
7

supposer que la courbure de la surface y soit finie, nous pour—
rons poser
.
dg

{8o) — = mu, —c:nu,

d§ dn

m et n désignant deux fonctions de « et de ¢ qui ne deviennent
pas infinies pour de trés-petites valeurs de u. LI’équation (79)
pourra donc s’écrire

(81) :*fmeCOS.CPu!d do.

L'intégrale B peut étre transformée de la méme maniere et
devient

(82) fan51ncpu3d do.
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Or, comme la quantité R, déterminée par I'équation
B:\/u‘—k(ﬁ — Z)’,
. . . w?
ne peut pas devenir moindre que z, fa fraction —- ne peut pas

R3
devenir infinie, et il en est de méme, comme nousl'avons vu,

de la fraction ;I

une forme telle, qu’elles satisfont & la condition gue la fonction
a intégrer reste finie pour toutes les valcurs par lesquelles
passent les variables relativement auxquelles I'intégration doit
s'effectuer.

- Les intégrales A et B sont donc mises sous

\ ST oa v AeoNe1s . et .o dX
Apres qu’il a é1é établi que les coefficients différentiels 2,

dx

dY d7. . . . o
o ds conservent toujours des valeurs finies et déterminées,
méme quand le point devient infiniment voisin de la surface,
il n’est pas douteux que la somme de ces irois coclficients,
représentée par AV, ne conserve a l'extérieur et a intérieur du
corps les valeurs'o el — 4mek, jusque dans le voisinage immé-
diat de la surface. Au moment ol le point p traverse lasurface
et passe de I'espace vide extérieur au corps dans celui-ci, la
moilié des éléments do changent tout a coup de signe, et de
la résulte la variation brusque de valeur de AV.

§ XXIII

INFLUENCE EXERCEE PAR CETTE CIRCONSTANCE QUE LA COURBURE
DE LA SURFACE EST INFINIE AU LIEU CONSIDERE,

Dans Panalyse précédente nous avons supposé que la cour-
bure est finiec au lieu considéré, cette restriction toutefois
n’est pas nécessaire. Supposons qu’aua lieu des équations (8o)
nous ayons les suivantes :

' d d
(83) g g

— =muts —— —nuw;

dE dn

si les exposants p et v sont plus petits que 1, la courbure sera
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infinie au point considéré qui est en méme temps 'origine des
coordonnées. Néanmoins, les intégrales A et B conservent des

valeurs finies et déterminées pour autant que les exposants
aient des valeurs positives assignables.

Si nous substituons en effet dans (79) a l expression pre- _

d’

cédente et a R sa valeur,nous aurons, au lieu de 'équation{81),

[+ ( z)]

Changeons de variable indépendante, en posant

= u*,
d’ol résulle
uw — uH‘
1 g
du— uw* du'.
I

L’expression précédente deviendra ainsi

i .
(84) [‘f mcosgu . du d.
= (Z,*Z)’]

Le dénominateur ne pouvant pas devenir plus petit que z™,
la fonction a intégrer reste donc finie. Il en sera naturelle-
ment de méme de U'intégrale B qui ne différe de la précédente
qu'en ce que les quantités m, u et cosyp y sont respectivement
remplacées par n, v et sing. -

Ces conclusions ne cesseront d’étre valables que si la sur-
face du corps, au lieu ou se trouve le point p, a une f{orme
telle, que méme les équations (83) ne soient plus applicables
avee des valeurs positives assignables de u et ¥, c’est-a-dire

-lorsque, comme Gauss 'exprime dans un autre sujet, les coef-

=1 w

ficients différentiels (dly et E ne sont plus de 'ordre d’aucune
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puissance de «. Ce cas se présente particuliérement pour des
pointes et des aréles absolument aigués, pour lesquelles il
n’existe pas de plan tangent déterminé. Toutefois, on peut
aussi imaginer des cas dans lesquels il existe encore un plan
_tangent déterminé, sans que cependant les équations (83)
soient applicables. Gauss cite comme un cxemple de cette
nature, le cas ou les coefficients différentiels seraient de

I'ordre

. De tels cas peuvent étre rangés relativement a
la question qui nous occupe dans la catégorie de ceux ol la
surface forme réellement des pointes et des arétes. Quant a
ces derniers cas, on peut se convaincre aisément qu’'a une
distance infiniment petite d'une pointe ou d'une aréte, les
coefficients diﬁ'éremielsfil(, Y et dz deviennent séparément
dz " dy ~— dz

infinis, et quand mé&me dans leur somme lestermes infinis se-
raient égaux ct de signcs contraires, on ne peul cependant pas
assigner tout d’sbord une valeur finie etdéterminéed une somme
algébrique, dans laquelle se présentent des termes infinis.

§ XXIV.

REDUCTI_ON DU CAS OU IL SE PRESENTE UNE VARIATION BRUSQUE DE
DENSITE DANS LE VOISINAGE DU POINT P> AU CAS PRECEDENT.

On peut ramener au cas considéré dans les deux paragraphes
précédents, ou le point p se trouve dans le voisinage de la
surface, celui ol ce point se trouverait a une distance finie de
celle-ci dans 'intéricur du corps, mais ol la densité du corps
dans le voisinage de ce point subirait une variation brusque.

Soit donné un corps séparé par une surface iniérieure en
deux parties qui sont constituées d’une maniére différente,
relativement 4 leur densité. Représentons la densité de I'une
de ces parties par /%', qui est une fonction continue des coor-
données. Représentons la densité de l'autre partie par &' + &*,
ou k' représente la méme fonction que plus haut, ¢t 4 une

autre fonction qui varie également d’une maniére continue
: 5
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partout ou elle est applicable, mais qui a partir de cette surface
ou elle a encore une valeur finie n’est plus applicable daus
I'une des directions, de sorte que la valeur que A7 a dans cette
surlace représente la grandeur du saut. Imaginons maintenant
que dans Vespace ol régne la densité &'+ k7, il se trouve .
deux corpsdisposés’un au-dessusdel’autre, de telle sorte qu’ils
remplissent tous deux le méme espace, l'un avec la densité /4’
et 'autre avec la densité 4”. Le premier forme avec la portion
du corps qui se trouve & l'autre cOté de la surfuce un corps
continu dont la densité est représentée partout par la fonction
continue k', et que nous nommerons C'.- Quant au second,
qui a la densité k”, nous le considérerons comme un corps
séparé que nous appellerons C” et dont la surface est consti-
tuée en partie par cette surface de séparation.

D’aprés cela, on pourra considérer la fonction potenticlle
du corps donné tout entier comme décomposée dans les fone-
‘tions potentielles V/ et V” des deux corps €' et C”. On aura
done

V — VI 4+ VII’
d’ou résulte

AV = AV + AV”.

La premiére des deux quantités du second membre ne varie
que d’'une maniere continue lorsque le point p traverse la sur-
face de séparation, parce que le point p dans ce mouvement
reste a V'intérieur du corps C', et elle a pour valeur des deux
cotés de la surface —4mek,, ou K, représente la valeur dé-
terminée de la fonction /4’ au point p. La seconde quantité,
au contraire, varie d’une maniére brusque. D’un c6té de la
surface (c’est-a-dire 4 I'extérieur du corps C”) elle est nulle
jusque dans le voisinage immédiat de la surface; de 'autre
coté (c’est-a-dire a 'intérieur du corps C”) clle est égale 4
~— §rek;, également jusque dans le voisinage immédiat de la
surface. Nous aurons donc au total: d’un ¢dté de la surface

AV —- — 47r€/f;, .
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de J'autre coté de la surface
AV = — fre( I - lr';,).

Si nous désignons comme plus haut la densité totale par F, .
en représentant actuellement par & une fonction qui subit une
interruption de continuité en ce que, d’un co6té de la surface
I =k, tandis que de l'autre cd1é & — k' + k", nous pourrons
comprendre les deux équations précédentes sous une seule
équation qui sera applicable en tous les lieux du corps:

AV — — 4me /r,,-,

rd

et qui est notre équation (IT). A la surface méme, la densité
o’a pas de valeur déterminée, et I’'équation exprime par suite
que AV est aussi indéterminég a la surface.

Ce n’est que dans le cas ou il y a une variation brusque de
densité dans le voisinage immédiat du point p et 0 en méme
temps la surface dans laquelle cette variation se présente
forme une pointe ou une aréle au lieu considéré, qu’'il y a
indélermination dans I'équation, absolument comme cela a
lieu dans le voisinage de la surface pour le cas analogue.

§ XXV.

ACCUMULATION D'UN AGENT SUR UNE SURFACE.

1l arri've guelquefois que I'on a affaire & une quantité d'un
agent dont on suppose, non qu’elle remplisse complétement
un espace, mais qu’elle est seulement répandue d’une maniére
continue sur une surface. On sait, par exemple, que I'électri-
cité que 'on communique & un corps conducteur ne remplit
pas I'intérieur du corps a I'état d’équilibre, mais qu’elle est
seulement accumulée 4 sa surface. A la vérité, ce ne peut pas
étre une surface mathématique qui renferme la quantité d’é-
{ectricité, mais une couche d’une épaisseur trés-faible; tou-
tefois, dans le calcul, on néglige cette épaisscur dans la plu-
part des recherches, et’on suppose que toute la quantité d’é-
lectricité est répandue sur une surface mathématique.

' 5.
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Nous aurons a rechercher si, dans ces conditions, lafonctiomr
potentielle et ses coefficients différentiels jouissent de nou-
velles propriéiés remarquables.

§ XXVI.

DETERMINATION DE LA FONGTION POTENTIELLE POUR UNE FIGURE
PLANE UNIFORMEMENT RECOUVERTE PAR L’AGENT.

Nous commencerons par étudier un cas particulier simple,
qui est surtout propre & faire ressortir clairement les particu—
larités liées a cette condition; apreés avoir traité ce cas, nous
pourrons aborder le cas général d’'une maniére plus bréve
qu’i} n’eiit é1é possible de le faire tout d’abord sans nuire a la
clarté du sujet. Nous admettrons done provisoirement que /la
surface recouverte par 'ageni est une portion de plan, et que
la répartition de l’'agent sur cette surfuce est uniforme.

§i la quantité de 'agent qui se trouve sur un élément dm de
la surface est Adw, nous appellérons £ la densité de I'agent,
etnous pourrons, lorsque la distinction sera nécessaire,donner
a cette densité, qui se rapporte a une surface,le nom de den-
sité superficielle, par opposition & celle qui est relative a un
espace solide. En présentant par rla distance de I'élément dew
au point p, nous-aurons, pour déterminer la fonction poten-
tielle, I’équation

(85) v—eh [,

ou lintégrale s'étend a toute la superficie de la figure plane
qui est recouverte par I'agent.

Pour mettre cette intégrale sous une forme appropriée a
notre but, prenons le plan de la figure pour plan des xy. Si
du point p, de coordonnées z, ¥, 3, nous abaissons une per-
pendiculaire sur ce plan, le pied de'cette perpendiculaire aura
pour coordonnées x, y et 0. Nous le choisirons comme centre
d’un systeme de coordonnées polaires dans le plan, et nous
ddsignerons par # le rayon vecteur, et par 9 l'angle de ce
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rayon avec l'axe des x. Nous pourrons poser
dw = ududy,

et si nous désignons par £ et les coordonnées de cet élément
de surface, nous aurons également

(E—x)’+(n_—y)’,
r=VE—a)E (P P = e s

Vexpression de V deviendra done

(86) V-ch{ udude
' ¢u2+z‘

L’intégration relative 3 u peut. s'effectuer immédiatement,
On a en eflfet d’une maniére générale

udu I
\/u’+; =vVur+ 7,

et il ne s’agit plus que de prendre celle expression entre les
limites qui conviennent aux circonstances. Il y aura sous ce
rapport une différence essentielle, selon que le pied de la
perpendiculaire abaissée de p sur le plan tomberaa l'intérieur
ou & I'extérieur de la figure recouverte par I'agent. Le cas le
plus important pour la suite est celui ou il tombe & Vintérieur,
et c’est ce cas que nous examinerons.

L’intégrale devra alors éire prise depuis 'origine du rayon
vecteur jusqu’a son intersection avec le périmétre dela figure,
et sicelle-ci est d’'une forme telle, que le rayon vecteur coupe
le périmeétre un certain nombre de fois, nombre qui doit dans
tous les cas étre impair, il y aura encore a considérer les seg-
ments compris entre le second et le troisiéme, le quatriéme
et le cinquiéme point d’intersection, et ainsi de suite. 8i nous
désignons donc les valeurs successives de u correspondantes
aux différenis points d’intersection par U,, Usy,. .., &t si nous
posons, pour abréger,

R, = U? + 27, R,:\/ﬂ:%—z’,...,
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nous auarons
V:s/zf(— Vz* + R, — R, +R,—...)do.

Dans le premier terme de la parenthése, nous ne pouvons pas
mettre simplement z a la place de /z*, parce que cette racine,
qui est une valeur particuliére de la distance r, doit toujours
éire positive, 1andis que z peut avoir des valeurs positives et
négatives.- Pour indiquer cette circonstance, je conserverai
donc le radical dans cette formule.

Comme la quantité y/z* est indépendante de @, nous pour-
rons effectucr immédiatement la seconde intégration relative
a ce terme et nous obticndrons ainsi, puisque I'intégrale doit
étre prise depuis o jusqu'a am,

(87) V—=—oamrch V’?—}-e/zf(Rl—R,—f—B,—...}d(p.

Nous pourrons meitre cette derniére intégrale sous une
autre forme mieux appropriée aux différentiations que nous
avons a effectuer. Pour cela, nous introduirons, au licu de
I'angle élémentaire do, U¢lément de périmétre ds, intercepté
entre ses cOtés. Si i’ représente le cosinus de 'angle que la
normale, élevée a I'élément ds fait avec le rayon vecteur, la
normale étant dirigée vers I'extérieur, et le rayon vecteur du
¢d1é ou il crott, nous aurons

"4

~

(88) ds === dg;

]

dans cette formule, pour autant que les éléments ds et do
soient tous deux supposés positifs, on prendra le signe supé-
rieur ou inférieur, suivant que le rayon vecteur, ¢n croissant,
_coupe le périmeétre de lintérieur vers l'extérieur, ou vice
versd. Ces signes sont les mémes que ceux dont sont affectées
les quantités R;, Rs, Ry, . . . qui entrent dans I'intégrale. 8i done

on substitue & I'un des produits == Rd¢ le produit% i’ds, on
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7
devra toujours donner explicitement & ce dernicr le signe +-.
Comme en outre, pour chaque angle élémentaire deg, il
entre dans I'intégrale précisément autant de valeurs différentes
de R qu’il y a d’éléments d’arc correspondants a cet angle,
tous les éléments d’arc qui sont introduits par cette substi-
tution formeront ensemble le périmétre entier de la figure.
D’aprés cela, on pourra écrire

(89) \:—-mrshvz —+—ehf~z ds,

ou l'intégrale dait s’étendre a tout Ie périmétre (").

- Y P o - — R — [

(*) Pour compléter ce sujet, j'indiquerai comment se modifie la formule,
lorsque le pied de la perpendiculaire abaissée de p sur Je plan tombe & 'exté-
rieur de la figure recouverte par 'agent. Dans ce cas, le nombre des intersec-
tions de chaque rayon vecteur qui renconire la figure avec le périmétre de
celle-ci doit étre pair, et I'intégration relative a # dans I'équation (86) se rap-
porte au segment compris entre le premier et le deuxiéme point d'intersection;
puis, 8’il y en a davantage, au segment compris entre le troisiéme et le qua-
tri¢me, et ainsi de suite. On obtient done, ou licu de I'équation (87),

(a) ) V_;.E}lf(—ﬂl—{—ﬁi—...)d?,

ou l'intégrale relative & ¢ ne g’étend gu’a I’espace angulaire qui renferme la
figure. Si dans ceite équation l'on introduit I’arc €lémentaire s au licu de
I'angle élémentaire dg, on obtiendra la formule correspondante a (8g)

(&) :shfg i ds.

Si le pied de Ja perpendiculaire tombait dans le voisinage immédiat du péri-
métre, de sorte que pour certains c¢léments d’arc la quantité U devint infini-
ment petite, I'intégration ne pourrait pas s’effectuer dans les expressions (8g)
et (&) sous leur forme actuelle (sauf le cas ou z == o0, d’ou résultc que R s’éva-
nouit "en méme temps que U). Pour se faire une idée des valeurs que prend
I'intégrale dans ces cas, on peut considérer les formes primitives de cette inte-
grale, données dans les expressions (87) et (e). On trouve alors que si le pied
de la perpendiculaire se mecut de telle sorte qu’il traverse le périmétre de I'in-
térieur vers Vextérienr, la valeur de Vintégrale décroit brusquement, & ce pas=
sage, de 2w V’z_’. La girconstanee que I'équation (8g) renferme comme terme
particulier le produit 27¢ch \/;’— affecté du signe —, tandis que ce terme
manque dans l'équation (4), se trouve par la compensée, de sorte que la
valeur totale de V ne subit aucune variation brusque.
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§ XXVIL

PROPRIETE DES COEFFICIENTS DIFFERENTIELS DU PREMIER ORDRE
DE LA FONCTION POTENTIELLE.

A l'aide de la derniére équation, nous allons former les
coefficients différentiels de la fonction potentielle.

Comme la quantité s, relativement a laquelle on- doit inté-
grer, est indépendante des coordonnées z, ), s du point p,
nous pourrons différentier sous le signeintégral. Les formules
de U, R ct dont on aura & faire usage sont trés-faciles a
écrire. Si nous désignons les coordonnces de l'arc élémentaire
ds par ¥’ et ', et les cosinus des angles quela normale élevée
a cet élément fait avee les axes des x et desy par & et ',
nous aurons

| U=V[E —ayp+ —r)

90) B:\/(E'—-Z)"F(“’J'—!)’-*—Z-’,
g () (' — )
o U

Si I'on suppose, comme nous le ferons par la suite, que le
pied de la perpendiculaire abaissée de p tombe a une distance
finie du périmétre de la figure, U et R scront des quantités
Jintes pour 1lous les éléments qui entrent dans U'intégrale.

Si nous différentions d’abord I'équation (8g ) par rapport 2 z,
en tenant compte des équations précédentes, nous aurons

AY z i
gr) E_—21_511@+ehzfigds,

ou la fraction — est égale & +1 ou a —1, selon que z est
zl

positif ou négatif.
La question capitale relativement a I'expression trouvée

pour % est celle de savoir par quelles valeurs elle passe dans

le voisinage immédial de 1a surface recouverte par l'agent. Si
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z devient infiniment petit, puis nul, le second terme de 1’ex-
pression, quine renferme, outre le facteur z, que des facteurs
qui restent finis, deviendra également infiniment petit et nul.
Il en est autrement du premier terme. Du ¢dté ou z est po-
sitif, ce terme est constamment égal 8 — 2meh; et de I'autre
c0té ol z est négatif, il est constamment égal & + 2neh. Sa
valeur varie donc brusquement de 4rch au moment ot p tra-

. - . dv
‘verse lasurface. 8i nous désignonsrespectivement par dz

et d_V les limites vers lesquelles converge dv lorsque
dz e q verg E’ q P

s'approche indéfiniment de la surface du coOté positif ou du
coté négatif, nous aurons

(92) <%—:—7>+°:——2TTE/1, <%>—n:+2n‘€h,

) ()= (F) = dmn

Cette derniére équation, comme nous le verrons plus bas,
peut s’étendre au cas général ou Ja surface est courbe et ou
la répartition de 1'agent sur cette surface n'est pas uniforme;
et c'est 1a une nouvelle propriété importante de la fonction
potentielle.

Nous pourrons. également différenticr 1’équation (8g), rela-
tivement & x el & ¥, en tenant compte des équations (go). En
effectuant la différentiation d’abord par rapport a x, nous au-
rons

(o4) hf[Rz+zl{U§_x)i’—%a’]ds.

Cetle expression peut se metire sous une forme plus simple :
on a, en effet,

R R Uy 2 1 22

T RU* "RUO* — R RU”

et si I’on substitue cetie valeur dans le second terme qui se
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trouve sous le signe intégral, on pourra écrire

r dV ra
Ei;_—ehfﬁds
—+—51sz(1{2—*—§;———%;”?— I%a’st.

On peat actuellement démontrer que la seconde des inté-
grales précédentes est nulle pour toute courbe fermée. Comme
cette démonstration n’est pas courte, et qu’elle nuirait a 'en-
semble de I'exposition en interrompant la marche de celle-ci,
je la donnerai dans une Addition (*). Ceci admis, il ne restera
que le premier terme dans le second membre de I'équation
précédente. Comme le coefficient différentiel relatif a 3 se
traite tout & fait de lJa méme maniére, nous pourrons écrire
immédiatement les deux résultats

"” sz—a’s,

dV_ 4 '
{ 8}’-——'—6/1 l? ds.

(g5)

(96)

On voil immédiatement que ces deux expressions ne subis-
* sent aucune variation brusque lorsque le point p s’approche
de la surface ou qu’il la traverse, et qu’elles sont, par suite,
applicables, méme au cas ou le point p se trouve dans la sur-
face.

Les coefficients différentiels étant délerminés par rapport a
trois axes, dont 1'un est perpendiculaire au plan et les deux
autres paralléles a ce plan, on pourra immédiatement former *
le coefficient différentiel par rapport &4 une autre direction
quelconque. ‘

Soit menée par le point p une droite quelconque sur la-
quelle nous supposerons ce point mobile. Désignons parila
distance du point p au point ou la droite coupe le plan, cette

(*) Puir VAddition II a la fin de I'Ouvrage.
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distance étant comptée comme positive d'un cdté du plan et
comme négative de l'aatre, il s’agira de former le coefficient

différentiel C(lj—}r 8i nous désignons par ¢, ¢ et 6 les angles

que cette droite fait avec les axes, on sait par la Géométrie
que

av _ dv av av

(97) o= @z S5 g c0s g+ —— cosf;
et, par suite, les coefficients differentiels (ﬁ, fil’ et g étant
dx’ dy — dz

déterminés, on pourra déduire de la le coefficient différentiel
relatif 4 une autre direction quelconque.

Si nous recherchons en particulier de quelle maniére varie
r

le coefficient différentiel %7 lorsque le point p traverse la

surface, nous pourrons former 1’équation suivante :

| T(dV dv

—(E +04 8;‘ ‘n] Cos¢

('LV (VY ) (Y (Y

dl )H dl ] _,— _( dy | 1 d_y‘)_,, cos

-+ [ d_V) — d_V) ]«-659
|\ dz /4 dz )}

Or, nous avons vu plus haut que les coefficients différen-

tiel d_V 1 dl bi t d iati b I
1e1S d.z‘ € d_y' ne subissent pas ae variation rusque par ie

. passage a travers la surface, et par conséquent les différences
qui se trouvent dans les deux premiéres parenthéses carrées
sont nulles. Nous avons trouvé —4re/t pour la différence qui
figure dans la troisiéme parenthése. Nous obtenons donc, pour
le coefficient différentiel pris par rapport a une direction qui
forme un angle 0 avec la normale élevée a la surface, I’équa-
tion suivanie :

dv dVv
(g8) (W>+a_ (W)--,: — 4meh cosb.
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§ XXVIIL.

FORMULES AUXQUELLES ON ARRIVE LORSQUE L ON DIFFERENTIE L'EXPRES—
SION DE LA FONCTION POTENTIELLE DONNEE DANS L'EQuATION (85).

Dans le paragraphe précédent, les coefficients différentiels
de la fonciion potentielle d'une figure plane uniformément
recouverte par I’agent n’ont pas été déduits immédiatement
de la premicre expression dc la fonction potenticlle donnée
dans I'équation (85); mais nous nous sommes servi 4 cette fin
de I'expression (8g) qui a été déduite de la premiére, en effec-
tuant l'intégration relativement a r et en introduisant I'élé-
ment de périmétre ds au lieu de I'angle élémentaire dg.

Revenons a Yéquation {85)

Vr: E,l /‘—@7
J T

et recherchons quelles sont les formules auxquelles nous
arriverons en la différentiant. En ayant égard a la valeur de r

r=y(E—z)+(n—yPr—+ 2z,

on obtient par la différentiation

ﬂ: Eth —axd&),
dz r

dv n—
(99) e [P o,
%%r:—sh ;dw.

On arrive également aux mémes formules en recherchant di-
rectement les composantes X, Y et Z.

Si dans ces formules nous supposons que la distance du
point p au plan, représentée par I'ordonnée z, devienne infi-
niment petite, puis nulle, la quantité r qui se trouve au déno-
minateur deviendra également infiniment petite pour tous les
éléments de surface qui entourent immédiatement le pied de
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la perpendiculaire abaissée du point p sur le plan, et pour les-
quelles, par conséquent, les quantités { —x etn—y devien-
nent infiniment petites. Or, comme r se trouve aux dénomi-
nateurs a la troisiéme puissance, tandis que les numérateurs
ne renferment les quantités £ — x, n — y et 3 qu'a la premicre,
les fractions deviendront infiniment grandes,'et les intégrales,
par suite, ne sont pas applicables sous la forme précédente
au cas ol z est infiniment petit ou nul. Il s’agit de savoir si
nous pouvons transformer ces intégrales de telle sorte que Ja
fonction a intégrer reste finie. N
Pour la derniére intégrale qui détermine le coefficient dif-

, A Y - s s s
férentiel a2z’ la transformation est aisée a effectuer, et nous

retrouverons ainsi par un autre moyen l'équation (g3) que
nous avons déja trouvée au paragraphe précédent. 1l ne sera
peut-étre pas inutile de déduire cetie équation par ceite nou-
velle voie, parce que le théoréme important qu'elle exprime
en acquerra d’autant plus de clarté.

... B . . ;
La quantité — = représente le cosiuus de I'angle que le

rayon vecteur mené du point p a 'élément de surface dw fait
avec l'axe des z. Comme la normale a I'élément est paralléle

Loy . 2 .
a l'axe des z, nous pourrons dire que — — est le cosinus de
r

I'angle du rayon vecteur avec la normale. 8i nous représen-
tons ce cosinus par i comme au § XVII, la derniére des équa-

tions (gg) s’écrira
dv i
v :Ehfr—’ do.

Appelons, comme dans ce méme paragraphe, do I'angle solide
de la pyramide élémentaire qui a pour sommet le point p et
pour base 'élément de surface dw; nous aurons I'équation

dg = + " da.

——rZ B

On prendra le signe + si le point p est du c6té négalif du
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plan, et que, par suite, le rayon vecteur qui en émane traverse
le plan du coté négatif au posilif, de sorte que le cosinus re-
présenié par i est positif; el 'on prendra le signe — si lepoint p
est du edté positif du plan.

Dans le premier cas, c’est-d-dire si p est du coté négatif,
I'équation précédente devient, par U'introduction de dg,

(100) _ —(fl—:’::shf-dc,

Iintégrale représentant tout I'angle solide sous lequel la figure
donnée est vae du point p. Dans le second cas, si p est du
¢61é positif, on obtient

(100 @) %:—ellfda'-,

I'intégrale représcntant encore l'angle solide sous lcquel la
figure est vue de la position actuelle de p. 8i 'on s’imagine
maintenant que le point s’approche indéfiniment de la surface
du cdté négatif ou positif, I'angle solide aura dans les deux
cas la valeur 2, et nous obtiendrons, par suite,

AANEE A avy p
4z )= 2meh, (E Lk

d’ol, en soustrayant,

(i) () ==

La transformation est moins simple pour les deux premiéres
des trois équations (9g). 8i nous voulions, comme plus haut,
introduire ’élément d’angle solide do, au lieu de I'élément de
surface dw, nous obtiendrions

ﬂ:shfigﬁ.xdc, dl:s/zfinﬁ.ydc';
dx re dy r

et ces expressions ne pourraient pas s’employer dans le cas
ol z est infiniment petit ou nul, parce qu’alors, parmi les élé-
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ments dgo, il s’en présente pour lesquels la quantité 7, qui est
au dénominateur, devient infiniment petitc ou nulle. 8i 'on
se sert, au contraire, comme au § XXVI, des coordonnées
polaires « et , dont I'origine est au pied de la perpendiculaire,
on obtient

___Elfj‘u cosod wdo, ~§€lffu squ do,

formules dans lesquelles on doit poser
r— \/uz—|—zz.

8i z devient infiniment petit ou nul, le dénominateur, dans
ces expressions, deviendra un infiniment petit d’un ordre plus
élevé que le numérateur, pour des valeurs infiniment petites
"de u, et, par suite, ces expressions ne conviennent pas non
plus a notre but.

C’est par ces motifs que j'ai transformé I'expression (85) de
la fonction potentielle en 'expression (8g), dans laquelle il ne
se présente plus qu’une intégrale relative au périmeétre, et
c’est aprés cette transformation seulement que j'ai effectué
les différentiations.

§ XXIX.

PROPRIETES DES COEFFICIENTS DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE
DE LA FONCTION POTENTIELLE.

I1 est encore intéressant de savoir ce que devient I’égquation
AV = o dans I'’hypothése que ’agent actif ne se trouve répandu
que sur une surface. Il est clair que, dans cette hypothése, il
doit se trouver une quantité finie de 'agent sur une surface
finie; or, comme la surface mathématique, lorsqu’on veut en
déterminer la grandeur en la considérant comme une partie
de Tespace solide, doit étre regardée comme nulle, il en ré-
sulte que la densité de l'agent évaluée non par rapport ala
surface, mais par rapport au volume suivant le sens habituel,
sera infiniment grande; il s’agit donc de savoir si, dans ces
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circonstances, I'équation précédente reste applicable jusque
dans le voisinage immédiat de la surfaee.

A cctie fin nous formerons les coefficients différentiels du
second ordre de la fonction potentielle qui entre dans AV, On

déduira de I'équation (9r1), puisque la fraction — estconstante
zl

de chaque coté du plan jusqu'a ce plan méme,

dv r 7
E:EthU ds—cehz des

B’—lz“ . U .
ek (B Zvds—cn (S rds.
ehf o ds EllfB=l ds

De plus, il résulte des équations (g6) que

[ &'V E_'—.Z' ’ .
;F~—Ellf e  ds,

(rot)

(102) v
2 .n’_ .
& :-—e/lf Rg'yﬁ ds,
d’ou
AV AV CE e ),
dx* dy? . R
(103)

: U .
{ = — Ehfﬁ“ 'ds.

Cetle derniére expression est égale el de signe contraire a

2

celle que nous avons donnée sous le numéro (1o01) pour Fz—z—;

leur somme est donc nulle, et 'on obtient
AV = o,

Cette équation est done applicable des deux c61és de Ia sur-
face jusque dans le voisinage immédiat de celle-ci.

Si, au lieu du systéme de coordonnées =z, », 3, dont I'axe
des z est perpendiculaire au plan, on veut employer un autre
systéme de coordonnées rectangulaires z, i, %, on pourra
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de la méme maniére qu’on l'a fait a la fin du § XXVII, expri-
mer chacun des trois coefficients différentiels =

VAV
dz?’ d_y‘,’, dz?’

1

au moyen des six suivants :

EZ_ZX dV d'V da*v d2V d*Vv

dzi’ dy*’ dz2’ dzxdy’ dzds dyds’
dont les trois derniers sont aussi des quantités finies qu’il est
aisé de déduire des équations (gb). En ajoulant ces expres-
sions, il en résulte immédiatement que

v, &V &V &V D&V 4V
dz? dy} dz?  dz? dy*? dz?
La conclusion que l’'équation AV =—o est applicable méme
dans le voisinage immeédiat de la surface est donc indépendante.
du choix du systéme de coordonnées.
Dans lasurface méme, I'équation n’est plus applicable, parce

z
que la quantité 77’:; y éprouve une variation brusque.

§ XXX,

CAS D'UNE SURFACE COURBE SUR LAQUELLE LA DENSITE DE L'AGENT
N EST PAS NBECESSAIREMENT CONSTANTE.

Etudions maintenant le cas général oa la surface qui renferme
lagent est courbe et o la répartition de l'agent n’est pas uni-
Jforme; toutefois nous ne reprendrons pas tous les développe-
ments que nous avons donnés au cas plus simple qui précéde,
mais nous nous bornerons & démontrer d’une maniére géné-
rale le théoréme démontré au § XXVII et exprimé par I'équa-
tion (93). Elevons une normale en un point quelconque P de
la surface; supposons le point p mobile sur cctle normale, et
désignons sa distance au pied P de la normale par n, cette

quantité étant positive d’un cdté de la surface et négative de
6
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autre; nous aurons

av dv
(IV) (7175 — (ﬁv—nf—4m/1,,.

/=40

Les indices - o et — o indiquent les limiics dont s'approche
T

%’% lorsque le point p se rapproche indéfiniment de la surface

du c6té positif ou du ¢61é négatif, et A, représente la valeur
de £z au point P.

Les developpements nécessaires a la démonstration de ce
théoréme sont, sous beaucoup de rapports, analogues a ceux
gue nous avons donnés au § XXI1I. Par le point P menons un
plan tangent i la surface et prenons ce plan pour plan des xy

r

et la normale pour axe des 2, de sorte que les expressions In

et %lz[ sont équiva!entes. Nous n’aurons encore ici qu’a consi-
dérer en particulier une portion trés-petite, mais finie, de la
surface autour du point P. Si, en effet, nous désignons par V’
la fonction potentielle de cette petite portion de surface, par V”
la fonction potenticlle de toute la portion restante, de sorte
que

Y=V +V",

les limites renfermées dans Péquation précédente seront égales

71

(i
entre elles pour ,
I dn

peut pas subir d’interruption de continuité au point P. On a

done
dv” A
dn /., \dn >;,,_ 0

et s’il peut étre prouvé que I’équation

dV' A%
(T,@); (G )= — bt

est satisfaite, I'équation (IV) se trouvera démontrée.

puisque ce cocfficient différentiel ne

(r04)
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Si nous désignons par r la distance du point p a 1'élément
de surface dw, de coordonnées £, », &, ol régne la densité 7,
en posant

r—yE T (2,

>

nous aurons

(105} . V’:Ef—g d(n,

Vintégrale s’étendant & la portion de surface considérée. Rem-
placons % par 'expression identique

hpy + (g — hp) 75

dans laquelle y représente, comme au § XXII, le cosinus de
T'angle que la normale élevée & dw fait avec I'axe des z, cosinus
qui, au point P lui-méme, est égal a 1, et peu différent de 1

dans le voisinage P. Nous aurons alors

_E/lpf dw—}-sf(——/l) dw,,

et, en différentiant,

i y ¥
e f e a5

En outre, si nous appelons «, B et i les cosinus des angles que
{a normale a dw fail avec les axes z et ¥, et avec le rayon vec-
1eur r, NOUS aurons
_Ex+nBH+(E—3)y
- r
(Z—Z]‘Y l E.“ +.'7k3.
r r

b

et I'équation précédente devient, par suite,

_ SZV_,AE/l,f-——dm—FE/lpf Ea:—ne dew
(106) ¢

(' . +ef<’;l—/lp)(";rl—)—ydm.
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Représentons, pour abréger, par E, F et G les trois intégrales
précédentes, de sorte que cette équalion s’écrira

av

(106a) 7z

=eh, E+ch, F+eG.

.

Les deux derniéres de ces intégrales peuvent se traiter d’une
autre facon que la premiére, parce que les fonctions & intégrer
y renferment des facteurs qui deviennent nuls au point P, ce
qui n’arrive pas dans la premiére. Nous nous vccuperons donc
séparément de I'intégrale E, et nous considérerons ensuite les
deux intégrales F et G simultanément.

§ XXXI.

PROPRIETES DE LA QUANTITE E.

Si nous introduisons dans E I'élénmient dz de 'angle solide
au lieu de I'élément de surface dw, comme au § XXII, nous
obtiendrons

N
E:fidc’.

Afin de déterminer d’une maniére simple le choix du signe,
nous appellerons cdté positif et c6té négatif de la surface
ceux dans le sens desquels ]a normale » est complée comme
positive et comme négative. Alors on devra prendre do avec
le signe -+ si le rayon vecteur mené vers dw traverse, en
croissant, la surface du cOté négatif au positif, et avec le
signe — dans le cas contraire.

Par suite, si le point p se trouve sur la partie négative de la
normale n, on devra prendre le sighe -+ pour la premiére
intersection d’une pyramide élémentaire quelconque avec Ia
surface, avec le signe — pour la seconde interseclion, s’il y
a lien, et ainsi de suite. De la résulte, comme on le voit faci-
lement, que toutc l'intégrale représente l'angle solide sous
lequel le périmétre de la portion de surface considérée est vue
du point p, ct des deux angles solides dans lesquels toul I'es-
pace angulaire est partagé par le cone circonscrit au périmétre,
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du point p comme sommet, on devra choisir celui dans lequel
se trouve le pied P de la normale. '

8i p se trouve sur la partie positive de la normale, pour la
premiére intersection de chaque pyramide élémentaire avec
la surface on devra prendre le signe —, pour la seconde le si-
gne +, et ainsi de suite, de sorte que l'intégrale totale sera
une quantité négative. La valeur absolue de cette quantité re-
présente de nouveau l'angle solide sous lequel le périmétre
de la portion de surface est va du point p, et de méme que
plus haut celui des deux angles solides dans lequel se trouve
le pied P de la normale. De cette derniére circonstance il ré-
sulte que I'angle solide doit étre pris, en ce cas, dans un sens
contraire an précédent. Si done on imagine deux positions de
p des deux c6tés du pied P, toutes deux infiniment voisines de
celui-ci, et, par suite, infiniment voisines 'une de I'autre, on
obtiendra pour ces deux positions deux angles solides qui font
ensemble 4. D'aprés cela,’si nous représentons par o, I'angle
solide pour le cas ou le point p est du c61é negauf Jhous pour-
rons écrire

E ,=a,

E.= _(471'_ T .

8i nous formons la différence E,,— E_,, la quaniité o, dis-
paraitra du résultat, ct il restera

(1a7) Eoo—F = —4n.
§ XXXIT.

PROPRIETES DES QUANTITES F BT G

Considérons maintenant les deux intégrales F et G qui en-
trent dans 1'équation (106). Ges intégrales sont

‘ F = f E“””adw,
f G:f(%—~h,,>c_zdm.

(1o8)
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1l s’agit de démontrer que ces intégrations peuvent s’effectuer
sous forme.finie, et que, si z passe d'une faihle valeur négative,
par zéro, & unc valcur positive, ces intégrales ne subiront au~
cune variation brusque.

Dans la premiére nous pouvons, comme au § XXII, poser

dZ

o::—gg}/, ﬁ:——(l—nw,
de sorte qu’elle devient
F = ydm

r?

En outre, nous transformerons les coordonnées rectangulaires
E et v dans le plan des xy en coordonnées polaires u el ¢ de
méme origine, de sorte que

{=ucose, n=usino,
d’ou

si nous éliminons cos ¢ et sin ¢ au moyen de ces équations, les

précédentes deviendront
28,
du du

Par 14 le numerateur qui entre dans F prend la forme suivante

plus simple

vé

,d <d€;d£ d?;dn>u di
du .

di du” dn du dn

Enfin, nous pourrons dans les deux intégrales remplacer le
produit ydw, qui représcate la projection de U'élément do sur
le plan des xy, par un élément de surface de ce plan, ct effec-
tuer I'intégration en I'étendant 4 la projection de la portion
de surface considérée sur ce plan. L’expression de I'élément
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de surface dans le plan, en coordonnées pohires, est « du da,
et les équations (108) deviendront ainsi

(rog) A
f/‘ ~—/1 V(& rsz'ildudqo.

Supposons d'abord que la surface ait une courbure finie au
lieu considéré et que la densité /i varie d’unc maniére eontinue
dansle voisinage de celui-ci, de sorte que ses coefficients diffé-
rentiels sont des quantités finies; comme le plan des xy est
tangent & la surface au point P, nous pourrcns poser

& — mu?,

d?; ’
(110) Cdu T

g— },:nu,

m, m’ et r désignant des fonctions de « et de ¢ qui ne devien-
neot pas infinies pour de trés-petites valeurs de «. Par la sub-
stitution desdeux derniéres formulesdans lesexpressions (1og),
celles-ci deviennent

:ffm’%:dudqy,
(111) . o
’G:‘/fn(:-%idudq.

En se rappelant que

re=yu+(5—zf,

on voit aisément que les fonctions a4 intégrer ne peuvent deve-
nir infinies pour aucune valeur de u et de z, el que, par suite,
les intégrales ont une valeur déterminée.

Pour prouver, en outre, que ces expressions ne subissent
aucune variation brusque dans le passage de z par zéro, nous
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. s T ‘. :
développerons la quantité T €n série. Si I'on remplace % par

sa valeur donnée sous le n° (110) dans I'expression de r, celle~
ci devient

r—=yu+ 2 — amzu’ + mtut.

Posons
(r12) { = Ju* + 2,

nous aurons, par suite,
_ o zuet u’
r:dt’—zmzu‘%—m’u‘ft 1——2mT—+m’F,

d’ou résulte

I 1 zu* 3 u A
F:;(x—{—&n—;—;m’ l’+ )
Si l'on substitue cette série, qui est trés-convergente parce
que  ne peut avoir que des valeurs trés-petites, dans les ex-
pressions (111), et que Pon remplace en méme temps dans la
derniére Z par sa valeur tirée de (110), on pourra écrire

- —ffm—dudqp+ff
. :—ffn———dud<p+ffmn_dudq,_.....

De cette maniére chacune des quantités F et G est dévelop-
pée en une série de termes, dont le premier contient sous le
signe intégral une fraction dont le numérateur est, relativement
4z et u, du méme degré que le dénominateur relativement &
t, tandis que les termes suivants contiennent des fractions
dont les numérateurs sont d'un degré plus élevé que les dé-
nominateurs. Ces derniers termes sont faciles a traiter. Si I'on
veut former le coefficient différentiel de I'un d’eux par rap-
port & z, on pourra différentier sous le signe intégral, et I'on
obliendra une fraction dont le numérateur sera encore d'un
degré égal ou supérieur a celui du dénominateur; et comme
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ane semblable fraction ne peut devenir infinie pour aucune
valeur de z et de u, 'intégrale restera aussi finie pour toutes les
valeurs de z. Et puisque le coefficient différenticl du terme
considéré reste fini, ce terme lui-méme ne peut subir aucune
variation brusque dans le passage de s par zéro. Il ne restera
donc dans chacune des deux expressions précédentes qu’a dé-
montrer que le premier terme jouit de la méme propriété. Nous
désignerons ces premiers termes par ¥’ et par G’, en posant

F/ — ‘/‘/ Jdudo,
w'+ z)?
,_ffn L - du dyp.
(ur—+ 27)*

Au lieu de la premicre de ces deux quantités, introduisons-en
une autre, en désignant par A la valeur que prend F' pour

z-— 0, c’est-a-dire
A:ffm'dudq;,

el, en prenant la différence,

a
(u”—%—z’w —u“

{r18) F—A=— du do.

Ny

(v + zﬂ)

Il est maintenant facile de démontrer, relativement aux
deux quantités F'— A et G’, que, quand z devient infiniment
petit ou nul, elles deviennent également infiniment petites ou
nulles. Si l'on donne, en effet, dans les fractions qui se trou-
veut sous le signe d’intégration, 5 z une valeur infiniment
petite, ces fractions deviendront infiniment petites pour toutes
les valeurs finies de z; et ce n’est que pour des valeurs infini-
ment petites de z qu’elles prennent des valeurs {inies qui sont
aisées a déterminer. La premiére fraction

- 3
(w4 22 — 1®

3
(w*+ 32"
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a pour limite 1 lorsque « converge vers zéro. La seconde frac-
tion.

o ' zu?
3
(wr+ 2%)°
offre un peu plus de complication dans sa marche. Lorsque «
déeroit jusqu'a devenir un infiniment petit du méme ordre
que z, la fraction devient finie, et si u décroit davanitage, de
maniére a devenir un infiniment petit d’ordre supérieur a z,
la fraction redevient infiniment petite. Soit, en effet, d une
quantité infiniment petite, et posons

z=ad, u=—1bd,

a el & désignant des coefficients finis; la fraction précédente
deviendra

ad b*¢? o ab

3 372
1 2

(B2é +a*d*) (b4 a?)

si nous posons, au contraire,
zZ = aa, u=>03¢ )

la fraction devient

Mais le fait essentiel pour I'objet qui nous occupe s’applique
a l'une des fractions tout aussi bien qu’a I'autre, c’est-a-dire
que l'intervalle de u, dans lequel la fraction a une valeur finie,
n'est qu'un infiniment petit, et qu'en outre, si l'on imagine
que la valeur de z, déja infiniment petite, décroisse encore
jusqu’a zéro, alors, d’une part, cet intervalle de «, dans lequel
a fraction est finie, et, d’autre part, les valeurs infiniment
petites dé Ja fraction qui sont comprises en dehors de cet in-
tervalle convergent également vers zéro. De 1a résulte que, si
I'on effectue relativement & u 'intégration indiquée dans F'—A
et dans G', depuis &« = o jusqu’a une valeur finie arbitraire de
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., on obtiendra des quantités qui deviennent infiniment petites
ou nulles en méme temps que z.

On peut démontrer ce résultat d’une maniére différeate et
peut-étre plus claire. Considérons d’abord la quantits F'— A;
la fraction précédente y est affectée du facteur m’ qui est dé-
pendant de u. Or, si I'on veut intégrer relativement & « entre
deux limites, il est certain que Vintégrale qu'on obtiendra
sera comprise entre celles que I'on obtiendrait si I'on rem-
placait successivement la variable m' d’abord par la plus grande
valeur qu’elle a entre les deux limites de «, et ensuite par la
plus petite, et si I'on effecluait ces deux intégrations. Si done
on trouve que ces deux derniéres intégrales deviennent infi-
niment petites ou nulles, on en conclura qu’il en est de méme
de la premiere intégrale. La quantité G’ donne lieu & une con-
clusion analogue relativement au facteur n; mais, si 'on rem-
place m' et n par des constantes dans ces deux quantités,
Iintégration relative &4 u s’effectuera immédiatement. Dési~
gnons ces constantes par ', el n,, et, si nous intégrons depuis
u—o jusqu'a « — U, en représentant par U une valeur finie
quelconque, nous aurons

U 3 :
24 72} g0 , U2+ 222 —
Iﬂ’, (it+ )A—d_u' duiml<U_ >,——~+ZV/Z’>a
5 2 i
g (u7+zq)z \/U +z
u
zu?
n, .sd
(u*+ z2)’

s
=n, [— _3t 4 zlog(U - yUs+3t) — 2 log\/?] .
vz + 5

On voit immédiatement par la forme de ces expressions
gu’elles -deviennent infiniment petites ou nulles en méme
temps que z pour toutes les valeurs des facteurs constants m’,
et n,, et, par suite aussi, pour les valeurs maxima et minima
dont il a é1é question. On obtiendra donc le méme résultat si
I'on introduit de nouveau les facteurs variables m' et n au lieu
de leurs valeurs constantes; il en résulte que les quantités
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F'— A et G’ deviennent infiniment petites ou nulles en méme
temps que z, et que, par suite, les quantités ¥’ et G’ ne su-
bissent ancune variation brusque dans le passage de z par
zéro. .

Puigque, d’aprés ce qui a été dit plus haut, le résultat que
nous venons de trouver pour F’ et G’ peut s’étendre aux ex-~
pressions complétes (1:13) de F et G, nous pourrons écrire

S Fio—- F.,—=o,

(116) L G e o
Tyo0 — - — -

Revenons a I'équation (106 a); nous obticndrons, en tenant
compte de I'équation (107),

AV’ AU '
(% ) () = ehet BBy = —drehy

Comme l'axe des z est dirigé suivant la normale, on pourra
écrire, au lieu du coefficient différentiel relati{ a z, celui qui
est relatif a r, et 'on aura

(%)_M— (LZ—X,)_E:——4TTE/!F.

De la résulte immédiatement aussi, d’aprés ce qui a éié dit au
§ XXX, I'équation {IV), que nous avions a démontrer :

dv dv
(%)H— (E)—-n:— 4rehg.

§ XXXIIIL.

CAS PARTICULIER DANS LEQUEL LA COURBURE DE LA SURFACE EST
INFINIE AU LIEU CONSIDERE, OU LA DENSITE VARIABLE D UNE MANIERE
BRUSQUE. )

" Dans la démonstration précédente, nous avons supposé que
la courbure de la surface est finie au lieu copsidéré, et ensuite
que /t varie d’'une maniére continue seulement dans le voisi-
nage de ce licu. Nous ferons maintenant abstraction de cette

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET DU POTENTIEL. ‘ . 93

hypothése, et, au lieu des équations (110), nous écrirons

=mu'+*,

dc__ Py
(117) : d—u__mu;
| % — hy= nw,

m, m' et n ayant la méme signification que plus haut, et zet v
désignant des quantités positives quelconques. Si p est <1,

" le coefficient différentiel a C, ainsi que la courbure de la

dul
7

du

surface, deviendron't infinis pour r—=o0. Siy est <1, ,

. . . dh . . .
et par suile, en gcénéral, du deviendront aussi infinis pour

#—o. Néanmoins on peut démontrer que l’équation (1V)
reste valable, du moment ou les quantités g et v ont des va-
leurs positives assignables.

Nous pourrons, comme plus haut, aprés avoir développé
les quantités F et G en séries, nous borner a considérer le
premier terme de chacune d’elles; car il est aisé de recon-
naitre que, si les propriétés dont il s’agit peuvent se démon-
trer pour ce terme (& savoir que l'intégrale est déterminée
et p’éprouve aucune variation brusque dans le passage de z
par zéro), cetie démonstration pourra s’appliquer, & fortiori,
a des termes d’ordre plus élevé. Nous obtiendrons, par suite,
au lieu des expressions (114), les suivantes :

gFI ff 1dud@,
(u+ 2*)*

G'= ff Zui*—dud(p
(w*+ 27)?

Dans ces fractions, si u et v sont plus pelits que 1, les nu-
mérateurs seront d’'un degré moins élevé que les dénomina-

{118)
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teurs, et ces fractions ne resteront, par suite, pas finies pour
toutes les valeurs de z et de u. Cependant on peut faire dis-
paraitre cette difficulté au moyen de la transformation déja
employée au § XXIII. 8i, au lieu de la variable «, nous intro-
duisons les deux variables u' et «” avec la signification

u'—=—u* et u'—rw,

8
! Y
Fr= mo_ — du'do,
- 2 T
( [ z’)

(119) { .

? "y
G n_ B eds
v 2 1
(w s )

Sous cette forme, les fonctions & intégrer restent finies pour
toutes les valeurs de z, de «' et de «”, et 'on pourra appli-
quer a ces expressions les mémes raisonnements que ceux
du paragraphe précédent relativement aux expressions (114);
on arrivera donc de nouveau & 'équation (IV).

nouJs aurons

Cetle équation ne cesse d’étre valable que si les équa-
tions (117) n’ont lieu pour aucune valeur positive assignable
de u et v, Mujs il est & remarquer que la plupart de ces cas
se trouvent déja exclus d’eux-mémes per le théoréme qu’ex-
prime I'équation (IV). Sila surface au point considéré forme
une pointe ou une aréte aigué, de sorte qu'il n’y existe pas
de plan tangent déierminé, il n’y aura pas davantage de nor-

. . - <t . dV

male déterminée, et le coeflicient différentiel Tn n’aura aucun
sens. De méme, si la densité /2 éprouve une variation brusque
au lieu considéré, h, n’aura pas de valeur déterminée, et
I'équation perdra sa signification. Il ne reste donc que des
cas analogues a celui que nous avons traité comme exemple a
la fin du § XXIII, mais qui sont trop particuliers pour en faire
I'objet d’une éiude spéciale,
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§ XXXIV.

DETERMINATION DE LA FONCTION POTENTIELLE D'UNE COUCHE SPRERIQUE
DANS LAQUELLE LA DENSITE EST UNE FONCTION DU RAYON.

Avant de terminer ce Chapitre, il ne sera pas inutile, je
pense, de traiter un exemple déterminé pour récapituler leg
résultats auxquels nous sommes arrivés. Nous choisirons a
cette fin le cas ol le corps agissant est une couche sphérique
dans laquelle la densité est constante a I'intérieur de chaque
surface concentrique, mais peut varier d’une de ces surfaces 4
I'autre. Pour une couche sphérique de cette nature, la fonc-
tion polentielle a une forme trés-simple, et, en outre, la con-
naissance de ce cas est utile dans I'étude de plusieurs phé-
nomenes. )

Soit donc donné un espace renfermé entre deux surfaces
sphériques concentriques de rayons a et A, et rempli de
Pagent actlif de maniére que la densité & ne soit fonction que
du rayon.

Pour déierminer la fonetion potentielle, nous nvus servi-
rons de I'équation {=22)

' V:ef’idr.
r

Nous ferons choix, dans la détermination de cette intégrale,
de coordonnées polaires ayant pour origine le centre de la
couche sphérique. Appelons axe du systéme la droite menée
du centre au point p. Imaginons un rayon vecteur mené du
centre au point de la couche ol se trouve I'élément de vo-
lume dr; soient p sa longueur, 6 I'angle qu’il fait avec 'axe,
et ¢ I'angle que le plan du rayon vecteur et de l'axe forme
avee un plan fixe quelconque passant par cet axe; désignons
enfin par / la distance du point p, situé sur I'axe, au centre de
la couche, et par r sa distance 4 ’élément de volume dz; nous
aurons

re=\o'+ *—2plcos0;

et si nous remplagons I'élément de volume dr par la formule
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connue

. dr — p*sinf dp db dg,

P'expression précédente deviendra

{120) — fffnl“’ sin% g dodo,
Vo +—2plcosf

I'intégrale devant €ire étendue relalivement & ¢ depuis o jus-
qu’a 2.7, relativement a 6 depuis o jusqu’a =, et relativement
4 p depuis « jusqu’a A.

Les intégrations relatives & ¢ et & § s’effectuent immdédiate-
ment, et donnent

(121) V= 27 If Vert+ +2pl — ypr+ I*—2pl)dp.
P ¢

Les expressions qui se trouvent sous les radicaux étant des
" carrés parfaits, on peut en extraire la racine; toutefois il y a
une remarque a faire & ce sujet. Chacune des racines, consi-
dérée en elle-méme, peut étre positive ou négative; ét dans
le cas actuel, ol ces racines sont des valeurs particuliéres de
la distance r, qui est une grandeur absolue, nous devons choi-
sir, entre les deux valeurs de chaque racine, celle qui est
positive. Nous aurons donc a poser

Ver+l+a2pl—p+l,
Vet + r—opl=p—1, pour p>1,
Voi+li—apl=—1—p, pour p<L

La différence de deux racines, qui figure sous le signe inté-

gral, prendra donc, suivant le cas, I'une des deux formes sui-
vantes. Pour s>, on a

(122) ypi+ 11+ 2pl — ypr+-li—20l=p+1—(p—1)=12l
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Pourp <!, ona

Voo Bt 2pl — Vpr+ B—2pl

{122a) .
=p+l—(l—p)=2p.

A cause de cette différence d’expressions, nous aurons a
distinguer trois cas, relativement a la position du point p.

1. Le point p est & Uintérieur de la sphére creuse enveloppée
par la couche.

Dans ce cas, on a I<Z a, et, parsuite, toutes les valeurs de p
qui se présentent dans I'intégration doivent étre plus grandes
que !; d’ou résulle que, des deux équations (122) et (122 a),
c'est la premiére qu'on doit employer. L’expression de la
fonction potentielle, que nous désignerons, pour ce cas, par
V:, prendra ainsi la forme suivante :

- A
V,-_—_'“;'f kp.2ldp,

ou bien
A
(123) V,-:4nef pdp.

Cette expression ‘est indépendante de I, et il sensuil que la
fonction potentielle est constante a l'intérieur de la sphére
creuse. La force que 'agent renfecrmé dans la couche exerce-
rait sur une quantité quelconque de I’agent, située en quelque
lieu que ce soit de cette sphére creuse, doit donc étrc nulle.

Si I'on suppose en particulier que la densité k& soit con-
stante, et, par suite, la couche sphérique homogeéne, on pourra
effectuer I'intégration relative a p, et 'on obtiendra

{123 @} Vimamel(A'— a*).

2. Le point p est & Uextéricur de la couche sphérique.

Dans ce cas, on a I>> A, et, par suile, il ne peut se présenter
dans I'intégration que des valeurs de p plus petites que /; on
devra donc faire usage de ’équation (122 a). La fonction po-

7
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tentielle, que nous désignerons pour ce cas par V,, prendra
done la forme suivante :

A A
V.:2_7lref Irp.zpdp:%r—ef ko? dp.

Si nous écrivons cette expression comme suit :

e A
V,:Zf k.4ng? dp,

le produit 4 p* dp représentera le volume d’une couche sphé~
rique infiniment mince comprise entre deux sphéres de
rayons p et p + dp, et le produit k.4mp?* dp représentera la
quantité de I'agent qui est contenue dans cette couche infini-
ment mince. ’aprés cela, I'intégrale ue sera pas autre chose
que la quantité de 'agent qui est contenue dans toute la couche
sphérique. Si nous désignons cette quantité par Q, I'équalion
deviendra donc
(l2.’|) ‘r’:EQ,
i

Comme [ est la distance du point p au cenire de la couche,
on voit que, pour tout point situé 4 'extéricur de celle-ci, Ia
fonction potentielle a la méme valeur, et, par suite, Paction
que la couche sphérique exerce sur la quantité de 'agent
située en ce point est la méme que si toute la quantité de
I'ogent contenue dans la couche sphérique était concentrée 2
son centre.

Pour le cas particulier ol la densité ¥ est constante, 'équa-
tion précédente pourra s’écrire
4m , A—o?

(124 a) V,:?sk—l—-
3. Le point p est situé dans la couche méme.

Dans ce cas, la valeur de [ est comprise entre a et A, et,
par suite, les valeurs de g qui se présentent dans l'intégration
- sont, les uncs plus petites, les autres plus grandes que &
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Nous devons donc décomposer l'intégrale de I'équation (121)
en deux autres. Pour la premiére, les limites sont a et [, et
c'est Yéquation (122 a) que nous devons employer; pour la
seconde, au contraire, les limites sont [ et A, et c'est I'équa-
tion (122) dont nous devons faire usage. Si nous désignons
pour ce cas la fonction potentielle par V., nous aurons donc

{ A
V,,,:-?lls(f /rp.zpa’p—{—f /rp.zldp);
a 1
ou bien
1 A
(125) V,,,:47r5<17f /x‘p’dp—{—-f prdp)-
a 1

Pour le cas ou & est constant, les intégrations peuvent s’ef-
fectuer, et 'on obtient

- / ; 1 i 2w
(125 ) V,- m;k(A_gz ‘57)'

§ XXXV.

DETERMINATION Dk LA FONCTION POTENTIELLE D' UNE COUCHE SPHERIQUE
HOMOGENE AU MOYEN DE L'kQuatioN (III).

Pour le cas particulier oi1 la densité % est constante et, par
suite, la couche sphérique homogéne, on peut aussi se servir
de I'équation (I1I), donnée au § XV, pour la détermination
de la fonction potentielle; je vais effectuer cette détermira-
tion pour donner un exemple de 'emploi de cette équation.

Cette équation (1) est la suivante :

V= -Ez—lrfidm,

dans laquelle I'intégration s’étend a toute la surface du corps
donné, et, par suite, dans le cas actuel, aux decux surfaces
sphériques qui fimitent la couche. Pour effectuer Pintégra-
tion, nous emploierons les mémes coordonnées polaires que
dans le paragraphe précédent.

7.
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Si nous considérons d’abord la sphére extérieure de rayon A,
I'élément dw de sa surface sera donné par Pexpression sui-
vante :

dw = A*sin§ 40 do.

Le cosinus ¢ de l'angle que la droite qui joint le point p a
I’élément de surface dw fait avec la normale a cet élément
sera donné par l’expres%ion suivante, puisque le point p est
situé sur l'axe du sysiéme i une distance { du centre, et que
la normale est le rayon lui-méme :

A~lc056

\/A +~1'—2Alcosh

D’aprés cela, la partie de U'intégrale qui se rapporte a la sphére
exiérieure, et que nous désignerons par T, sera donnée par

— lcos@)smi d9 dg
\/AH—I’— 2A lcosG

I'intégrale relative a ¢ doit s'étendre depuis o jusqu'a 2w, et
celle qui est relative a 8, depuis o jusqu'a 7. En effectuant ces
deux intégrations, on obtient

T— %’% [(2A'— 1+ AWK F Bk 2A

—(2A'— D — AlWATC =2 AL,

Nous avons a faire la méme remarque que dans le paragraphe
précédent, relativement aux signes des deux radicaux. Le signe
de chaque radical doit étre choisi de telle sorte que sa valeur
soit positive. La premiére racine est donc toujours A + /.
Quant a la seconde, elle sera A — I pour I< A, et, au con-
traire, I — A pour I > A. Dans le premier cas, c’est-a-dire si
le point p est i Pintérieur de la grande sphére, nous désigne-
rons U'intégrale par T;; dans le second cas, c’est-a~dire si p est
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a I’extérieur, nous la désignerons par T,. Nous aurons ainsi

(126) |15

»

11 est facile de déduire de ce qui précede la-partie de I'in-
1égrale compléte qui est relative & la sphére intérieure. Qutre
qu'il y a & changer A en @ dans 'intégrale précédente, ily a
encore une différence dans la détermination du cosinus re-
présenté par ¢; dans ce cas-ci, en effet, la normale élevée a
Iélément dw, et qui est dirigée suivant le rayon, doit étre
comptée comme positive, non du ¢dté ou celui-ci croit, mais
du coté o il décroit. Car il a été convenu, dans la détermi-
nation de ce cosinus, que la normale serait complée comme
positive dans la direction qui s'étend du corps rempli par
I'agent a Yespace vide environnant, et cet espace vide est,
pour la sphére intérieure, celui qui est compris sous sa sur-
face. A cause de cette différence, la quantité i et, avec elle,
toute la partie de V'intégrale relative a la sphére intérieure
changent de signes. Si nous désignons cette partie de 1'inté-
grale par ¢, en distinguant par les indices i et e les valeurs
qu’elle prend suivant que le point p se trouve a I'intérieur ou
a I’extérieur de la petite sphérc, nous aurons

‘li;4n<—a“+g>a

6
(126 a) E 87 a

lp—— —— —

3 !

A T'aide de ces valeurs, nous pouvons immeédiatement dé-
terminer la fonction potenticlle pour toutes lgs positions pos-
sibles du point p. Comme dans le paragraphe précédent, nous
représenterons la fonction potentielle par V;, si p esta I'inté-
rieur de l'espace creux, c’est-d-dire & Yintérieur des deux
sphéres; par V., si p est dans la couche méme, c’est~a-dire
entre les surfaces des deux sphéres; enfin par V., si p esta
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IFextérieur de la couche, c’est-a-dire & V'extérieur des deux
sphéres. Nous aurons ainsi

k
V: = ,E_\T + ) =2mek (A2 — a?),
ek ;
(r27) Vm:’;‘(Ti+t¢):27fEI{ (A’_‘ﬁll ’3’%’)"
Vo= Sn g ) = AT

ces expressions concordent avec celles que nous avons trou-
vées dans le paragraphe précédent.

Entre autres cas particuliers des equatlons précédentes, je
mentionnerai les deux suivants :

8i @ = o, on n’a plus affaire & une couche sphérique, mais
a une sphére pleine. Dans ce cas, la fonction potentielle, re-
présentée par V;, n’a plus lieu d’étre; mais les deux autres,
V. etV,, sont valables, et leurs expressions se simplifient d’une
maniére trés-visible, si I'on y remplace « par o.

Le second cas particulier, qui offre surtout de I'intérét dans
la théorie de I'électricité, est celui dans lequel on admet que
la couche devient infiniment mince, ¢t la densité ¥ infiniment
grande, de sorte que la quantité de 'agent contenue dans la
couche reste finie. Dans ce cas, nous écrirons la premiére et
la derni¢re des formules (127) de la maniére suivante :

Vi—onekh (A — a)(A + a),

A’—+—Aa+az

V= 4°E 4’“ (A —a 1

Supposons maintenant que I'épaisseur A — a décroisse in-
définiment, et en méme temps que la densité & augmente
indéfiniment dans le méme rapport, de sorte que le pro-
duit k(A — a) reste une quantité finie et déterminée que
nous désignerons par &; les deux expressions précédentes
convergeront vers des limites déterminées, qui sont les
mémes que celles que I'on obtient en considérant tout
d’abord une seule surface sphérique recouverte par 'agent,
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€t en représentant par b la densité superficielle. Pour déter—
miner ces limites, on doit fairc A = a, dans les sommes A +a
et A’+ Aa —+ a?, etles formules précédentes deviendront

Vi=4rcha,

: 8 2
{12 ) V,:47rsha7-

Si, pour tous les cas qui ont été étudiés dans ce paragraphe
et dans le précédent, on veut obtenir la fonction potenticelle
au moyen de coordonnées reclangulaires, on n’a qu'a rem-
placer, dans les formules qu’on a obtenues, la quanltité I par
Pexpression quila représente dans ce systéme de coordonnées.
S8i x4, 73, 2, sont les coordonnées du centre de la sphére, on
posera

L=z —x)+(y —y)+(z— 5]

Aprés cette substitution, il sera aisé de former les cocfficients
différentiels du premier et du second ordre, relativement a
-chacune des trois coordonnées, et I'on pourra comparer les
expressions que I'on obtiendra avec les résultats exprimés par
les théorémes généraux énoncés plus haut.
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§ XXXVI.

POINTS DE DEPART DE LA THEORIE.

Pour expliquer la notion du potentiel et le réle qu’il joue
dans les recherches physiques, je devrai m’appuyer sur deux
théorémes fondamentaux de Mécanique, savoir: 1° le prin-
cipe des mouvements virtuels, ou, selon I'expression consacrée,
des vitesses virtuelles, et 2° le principe de d’Alembert. Ce n’est
pas ici le lieu de développer et de démontrer ces principes;
je ne ferai que les exposer de maniére & pouvoir y relier les
considérations subséquentes. Je les exprimerai toutefois sous
une forme un peu plus compléte que celle qu'on leur donne
habituellement, parce que, dans les recherches physiques, il
importe de savoir exactement dans quelles conditions ils sont
applicables, et quelles sont les modifications qu’ils subissent,
si ces conditions viennent a changer.

§ XXXVIL

NOTIONS DES MOUVEMENTS VIRTUELS ET DISTINCTION
DES DEUX CAS.

Soit donné un systéme quelconque de points mobiles p, p,,
P2 - - -5 qui peuvent étre entiérement libres de se mouvoir en
tous sens, ou génés dans leurs mouvements par certaines con-
ditions. Ces conditions peuvent provenir de la nature du sys-
téme lui-méme lorsque les points sont reliés d’une maniére
quelconque les uns aux autres, de sorte que le mouvement
de quelques-uns d’entre eux détermine, entiérement au en
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partie, le mouvement de certains autres; elles peuvent aussi
provenir de I'extérieur, comme, par exemple, lorsqu’un point
esl assujelti a se mouvoir sur une surface ou une courbe
rigide, ou & rester fixe, d’ol il résulte en méme temps que les
autres points qui sont reliés & ce premier sont assujetiis, dans
leurs mouvements, a des conditions correspondantes.

Il y a encore une distinction essentielle a faire, relative-
ment aux conditions auxquelles est assujetii un sysiéme. Si
un point est assujelli a4 rester sur une .surface rigide, il ne
peut se mouvoir, normalement 4 la surface, ni dans un sens,
ni dans lautre. Mais si l'on suppose que le point se trouve &
la surface d’un corps rigide et impénétrable pour lui, il ne
pourra pas se mouvoir, dans la direction de la normale, vers
Iintérieur du corps, tandis que son mouvement est libre vers
I'extérieur. La méme remarque s’applique a I'électricité dans
un corps conducteur qui est entouré de corps non conduc~
teurs : une quaniité d’électricité qui se trouve a la surface
peut bien se mouvoir vers U'intérieur du conducteur, mais
non vers I'extérieur. §i Pon suppose de plus deux points mo-
biles reliés entre eux par une ligne rigide, ils ne pourront
ni s’approcher, ni s'éloigner I'un de I'autre; s’ils sont, au con-
traire, reliés par un fil flexible et inextensible, et qu'on les
suppose éloignés I'un de I'autre de telle sorte que le {il soit
tendu, ils ne pourront pas s’éloigner davantage, mais ils pour-
ront se rapprocher 'un de autre. Je donnerai & ces obstacles,
qui s’opposent au mouvement dans un sens, mais le laissent
libre en sens contraire, le nom d'obsiacles ¢ résistance unila-
térale ; 4 ceux qui agissent dans deux sens opposés, de sorte
que, si le mouvement est impossible dans I'un des sens, il I'est
également dans I'autre, nous donnerons, dans le cas ol la dis-
tinction est nécessaire, le nom d’obstacles & résistance bila-
térale.

Considérons le systéme dans une certaine position, et don-
nons-lui un .déplacement infiniment petit, de sorte que les
différents points du systéme par'courént des chemins infini-
ment petits. D’aprés ce qui précéde, ces chemins ne sont pas
arhitraires pour chaque point; mais ils doivent satisfaire aux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ET DU POTENTIEL. 107

conditions auxquelles sont assujettis les mouvements des
points du systétme. On a nommé ce systéme de mouvements
infiniment petits, qui sont passibles d’aprés ces conditions,
un systéme de vitesses virtuelles, parce qu’originairement on
a considéré surtout les différentes vitesses de ces mouvements
simullanés. Mais cette dénomination n’est pas tout a fait
propre, parce que les vitesses avec lesquelles les points se
meuvent simultanément ne déterminent que les longueurs
proportionnelles des chemins infiniment petits, mais non
leurs directions, que I'on a également a considérer. C’est pour-
quoi je pense qu'il serait plus exact de parler de mouvemenis
virtuels; car le mot de mouvement fait penser immédiatement
a la grandeur et a la direction, tandis que le mot de vitesse,
au moins dans le sens ordinaire, n’'implique pas I'idée de di-
rection.

Dans la plupart des cas, il y 2 pour un méme systéme de
points un nombre infini de mouvements virtuels, Si tous les
obsiacles au mouvement sont a résistance bilatérale, a chaque
systeme de mouvements virtuels correspondra son contraire,
puisque les points peuvent se mouvoir également dans I'un et
I'autre sens. Mais s'il y a des obstacles & résistance unilatérale,
il y aura des systémes de mouvemenis virtuels qui pourront
s’effectuer dans un sens, et non en sens contraire. Nous nom-
merons réversibles les mouvements virtuels de la premicre
espeéce, el non réversibles ceux de la seconde.

§ XXXVIII.

NOTION DES MOMENTS VIRTUELS ET EXPRESSION DU THEOREME
QUI Y EST RELATIF.

Admettons maintenant, en outre, que les différents points
mobiles soient soumis & I'action de certaines forces, celles qui
agissent sur chaque point pourront étre considérées soit iso-
Iément, soit comme composées en une résultante. Ces forces,
combinées avec les mouvements virtuels, en multipliantchacun
de ceux-ci par la composante de la force qui agit sur le point,
estimée suivant la direction de son mouvement, donnent pour
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produit ce que Von appelle les moments virtuels. A chaque
systeme de mouvements virtuels correspond done un sysiéme
de moments virtuels. Ces moments seront positifs ou négatifs
selon que la composante correspondante de la force est dirigée
dans le sens du mouvement ou en sens contraire.

A Taide des moments virtuels, on peut exprimer simple-
ment par le théoréme suivant les conditions qui doivent étre
remplies, pour que le systéme de points soit en équilibre, sous
Yinfluence des forces qui le sollicitent :

1l est nécessaire el suffisant pour Uéquilibre que, pour tous
les systémes possibles de mouvements virtuels, la somme des
moments virtuels soit nulle ou négative.

Il va de soi que, pour un sysiéme réversible de mouvemenis
virtuels, la somme des moments virtuels doit étre nulle seu-
fement; car si elle avait une valeur négative assignablé, on en
obticndrait une positive pour les mouvements contraires, qui
sont également possibles, ce qui serait en contradiction avec
le théoréme. Pour les cas ou il ne se présente que des mou-
vements virtuels réversibles, on peut donc dire simplement :
Pour tous les systemes de mouvements virtuels, la somme
des moments virtuels doit étre nulle. Cest sous cetie forme
que le 'théoréme est ordinairement exprimé, parce qu'on a
Iaissé de cOté les cas ol il se présente des mouvements vir-
tuels non réversibles.

Pour exprimer mathématiquement ce théoréme, soient Js,
08, 88,... les cheming infiniment petits parcourus par les
points dans un systéme de mouvements virtuels; P, P, P,,. ..
les forces qui agissent sur chacun des points, en admettant,
s’il y a plusiears forces qui agissent sur un méme point,
qu'on en ait pris la résullante; soient enfin 9, ¢, ¢i... IcS
angles comnpris entrc les dircetions des forces el ‘celles des
mouvements virtuels correspondants. Les moments virtuels
seront représentés par les produits Pcosg.ds, Picose..ds,
P.c059-05s..., €t on obtiendra, pour I'expression du théoréme
précédent,

Pcosg.ds 4+ P, coso,.85. + P cosg,.d5. + ... T,
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ou, en employant le signe sommatoire,
(129)- _ ZPcosagasZO;

pour le cas ou il ne se présente que des mouvemerits virtuels
réversibles, on ne devra prendre que le signe —; mais, pour
le cas on il se présente également des mouvements non ré-
versibles, on devra prendre a la fois les deux signes = et <.

Pour les applications, il est plus commode de donner a
I'expression précédente une forme un peu différente. Si nous
représentons par dx, ¢y et 6z les variations que subissent
lIes coordonnées x, y, z du point p, par suite du mouvement
infiniment petit ¢s, et si nous décomposons la force P qui
agit sur ce point, en ses trois composantes X, Y, Z dirigées
suivant les axes, il est facile de voir que Yon a

Pcose ds =Xz + Ydy +Zdz;

comme on a des équations analogues pour les autres points,
- on obtiendra, au lieu de (129},

(130) N (X3z+ Yoy +Zdz)Zo.
§ XXXIX.
EXPRESSION DU MEME THEOREME AU MOYEN DE LA NOTION
DU TRAVAIL.

La quantité désignée dans le théoréme précédent sous le
nom de moment virluel se \rouve dans une relation étroile
avec une autre quantité qui joue un role considérable en Mé-
canique. Lorsqu’un point parcourt le chemin élémentaire ds,
et que la composante P cose de la force, estimée suivant la
direction de ce chemin, est absolument 1a méme en tous les
points de celui-ci, le produit P cosgds représente le travail
effectué par la force pendant le mouvement. L'hypothése
que P cose ne change pas de valeur pendant le mouvement
n'est en général pas rigoureusement remplie. Lorsque la
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force agissante varie en grandeur et en direction dans les dif-
férents lieux de I’espace, on ne peut pas la considérer comme
étant absolument la méme dans les différentes parties d’un
chemin infiniment petit; et si, en outre, ds n'est pas une por-
tion de droite, mais une portion de courbe, il s’ensuivra que
I'angle ¢ compris entre la direction de la foree et celle du che-
min sera différent pour les différentes parties de celui-ci, si
méme la direction de la force était constante. L’expression
compléte du travail est donc en général

Pcos¢65+iﬂm§5:+iw

3
217 ds 31 dw 00T

Le premier terme de cette expressipn esl cc que nous avons
nommé le moment virtuel de la force, et I'on voit done que
le travail effectué par la force pendant un mouvement infini-
ment petit ne differe du moment virtuel que par 'addition de
quantités qui sont d’ordre supérieur relativement a la lon-
gueur du chemin.

D’aprés cela, on pourra exprimer de la maniére suivante le
théoréme relatif a I’équilibre :

Il est nécessaire et suffisant, pour l'équilibre, que, pour
chaque systéme de mouvements virtuels, la somme des travaux
effectués par toutes les forces soit, ou un infiniment petit
d’ordre supérieur, relativement aux éléments de chemin, ou
une quantilé négative.

Si tous les mouvements virtuels sont réversibles, c’est la
premiére partie de I'énoncé seulement qui est valable, ¢’est-
a-dire que la somme des travaux doit étre un infiniment petit
d’ordre supérieur.

Cette maniére de présenter le théoréme relatif a I'équilibre
permet de lui donner plus d’extension, car les infiniment
petits d’ordre supérieur pouvant étre positifs ou négatifs, il en
résultera la distinction entre I'équilibre stable et 1'équilibre
instable, qui se fera de la maniére suivante. 8i, pour tous les
systémes de mouvements virtuels, la somme des travaux des
forces est régative, I'équilibre est stable; si elle est positive
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pour tous les systémes, I'équilibre est instable ; si enfin, ce qui

peut arriver, elle est négative pour certains systémes et posi-

tive pour d’autres, on ne pourra dire ni que I'équilibre est

complétement stable, ni qu’il est complétement instable.

§ XL.

LE PRINCIFE DE D'ALEMBERT. .

Du théoréme relatif a I'équilibre, on peut, a 'aide du prin-
cipe de d’Alembert, déduire le théoréme général relalif au
mouvement.

Mais, pour cela, nous devrons considérer d’'une maniére
un peu différente les restrictions auxquelles sont soumis les
mouvements des points. Nous avons admis précédemment
qu’il pouvait se présenter des obstacles a résistance unilaté-
rale, et nous avons suppos¢ qu’ils résistent a4 une pression
quelconque exercée sur eux, sans avoir égard & la force d’ou
provient cetie résistance. Mais, dans le mouvement, il n’est
pas toujours possible de procéder d’'une maniére aussi simple;
car si I'on voulait admettre, par exemple, qu’un point animé
d’'une certaine vitesse rencontre une paroi absolument fixe,
il en résulterait une destruction subite du mouvement, ce qui
n’a paslieu dansla nature. Lorsqu’un corps rencontre une paroi
fixe, il se préscnte entre la paroi ct le corps une action mu-
tuelle d’une durée trés-courte, mais finie; pendant ce temps,
les mouvements des différentes parties du corps subissent cer-
taines modificalions, et la paroi ne reste pas non plus com-
plétement en repos; mais elle prend un certain mouvement qui
absorbe une partie de la force vive du corps.

Pour pouvoir étudier cet effet d’'une maniére compléte, on
doit considérer la paroi et les autres objets auxquels elle se
trouvereliée, comme étantégalement des corps dont les parties
sont susceptibles de mouvement, el, en outre, pourvues de
certaines forces qui deviennent actives pendant le choc. Par ce
procédé, que 'on peut également employer dans tous les cas
analogues, le systéme mobile considéré se trouve agrandi;
mais, par contre, les obstacles a résistance unilatérale dispa-
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raissent comme tels du sujet. 11 y a, a la vérité, des cas ou une
surface, qui résiste au mouvement dans un seul sens, peut
étre considérée, sans erreur sensible, comme absolument
fixe; toutefois on pourra introduire cette simplification dans
le caleul, quand il y aura lieu, sans qu’il soit nécessaire que
nous v ayons égard dans les développements généraux qui
suivent. Nous supposerons donc a I'avenir qu’il n’y a pas d’ob-
stacle a résistance unilatérale, et, par suite, que fous les mou-
‘vements virtuels sont réversibles.

Revenons au systéme de points mobiles considéré plus
haut, et regardons-~les comme des points matériels- de
masses m, m,, M,,..., dont les coordonnées x, y, z; x, ¥,
Z,,... sont fonctions du temps £. Formons, pour le premier
point, sur lequel agit une force dont les composantes sont X,
Y, Z les quantités suivanies :

d*x d’ d*z

X—mga Y= migm L—mo

de méme, pour le second point, les quantités

d2x| d‘)". d:z‘

Xl—n"l.ﬂdt—z? Y —m, ar bl Z,—m‘mi;

ct ainsi de suite. Ces quantités, que 'on appelle les corﬁpo—
santes des forces perdues pour le mouvement, doivent étre
substituées dans I'expression (130) a la place des composantes
des forces actives données. On obtient ainsi, en ne prenant
que le premier des deux signes —= et <, puisque tous les
mouvements virtuels sont supposés réversibles, I'équation

suivante :
dx diy

(e3r1)

Le signe sommatoire se rapporle a toutes les masses qui
prennent part au mouvement, méme s’il en est parmi elles
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sur lesquelles aucune des forces données n’agit directement;
tandis que, dans l'expression (130), qui est relative a I'équi-
libre, lorsqu’il existe plusieurs points reli¢s entre eux, dont
lTes uns sont soumis a l'action de forces données, tandis que
les autres ne le sont pas, les premicrs sculs sont compris sous
le signe sommatoire.

Telle est 'équation générale du mouvement, qui est, comme
on sait, d’'une importance capitale en Mcécanique. Elle est
encore valable lorsque les masses mobiles ne sont pas con-
centrées en des points, mais remplissent des volumes d’'une
maniére continue; duns ce cas, la sommation se remplace par
une intégration, ce qu'on peut faire aprés certaines transfor-
mations de I'expréssion.

§ XLI

PRINCIPE DE L,EQUIVALENCE DE LA FORCE VIVE ET DU TRAVAIL, ET
CONDITION QUI DOIT ETRE REMPLIE POUR SA VALIDITE.

Nous allons déduire de I'équation (131) {e principe de U'équi-
valence de la force vive et du travail mécanique.

Nous aurons d’'abord & revenir sur les restrictions auxquelles
sont soumis les mouvements des points. Dans les considéra-
tions sur I'équilibre, il était permis d’admettre comme évident
que cesrestrictions étaient d’'une pature telle, qu’elles ne pou-
vaient par elles-mémes occasionner un mouvement des points.
Lorsque, par exemple, on admelttait qu'un point est assujetli a
demeurer sur une surface donnée, cetle surface était supposée
fixe et invariable; car si elle se mouvait ou si elle changeait
de forme avec le temps, ces causes produiraient déja par elles-
mémes un mouvement du point, de sorte que le repos néces-
saire pour I’équilibre serait impossible. Dans les considératibns
sur le mouvement, au contraire, ces cas ne sont pas a exclure,
car on peut fort bien considérer le mouvement d’un point qui
se trouve sur une surface mobile et participe a son mouve-
ment, tandis ‘qu'il se meut en outre sur la surface méme, en
vertu de la force qui le sollicite.

La condition qu’un point (z, y, 2) doit demeurer sur une sur-

. 8
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face fixe se représente mathématiquement par une équation
de la forme
F(x,y,2)=o0;

si, au contraire, la surface sur laguelle le point doit se mou-
voir est elle-méme mobile ou variable avec le temps, 'égua-
tion de condition sera de la forme

F(’L;f,)', z, 1) ==o.

On pourra, en général, distinguer de la méme manicre, au
moyen des équations, si les conditions, auxquelles les mouve-
ments des points sont assujellis, peuvenl ou non occasionner
par elless-mémes des mouvements; dans le premier cas, les
équations qhi expriment ces conditions doivent renfermer le
temps ou d’autres variables dépendantes du temps, outre les
coordonnées des poinis donnés; dans le second cas, elles ne
doivent renfermer que ces dernicres.

Il y a une distinction essenticlle & établir entre ces deux
cas, quant 4 la dépendance qui existe entre le mouvement
réel et les mouvements virtuels. Lorsque 1'on veut délerminer
les mouvements virtuels au moyen d’équations qui renferment
le temps, cette détermination doit avoir lieu pour un instant
danné, et, par suite, on doit regarder le temps comme con-
stant dans le calcul. Soit, par exemple, donnée une équation
1'enfermam,l outre le temps, les coordonnées d’un certain
nombre de points

(132) Flz,y, 2, 2,90 54,0, 1) =0;

on en déduira, pour les mouvements virtuels au temps ¢,
I'équation suivante :

dfF ,  d¥ , dF

(33)& Fx—ox—i——@_—o]—kmdz

IJ: i

{ dF(s dF5'+(lF6 . — o
+—d_.l‘—| xl—{_d—}’l Al EZZ‘ 0 .= 03

ou il n’entre que les coefficients différentiels relatifs aux
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coordonnées des points. Si I'on considére, au contraire, les
mouvements que les points effectuent réellement pendant le
temps infiniment petit qui s’écoule depuis l'instant £ jusqu’a
¢ + dt, et dont les projections sur les axes sont représenties
par dz, dy, dz, dx,, dy, dz,, ..., on devra former une équa-
tion dans laquelle le temps est également regardé comme va-
riable, et qui sera

(dF +d'Fd dr
\ x dx dy T

dF dF dF
? dxl ]‘1 d_}"( -+ Tz'dz; —+.. +d—tdl = l).

On voit par la que, dans le cas ou les équations de condition
données renferment lc temps, les équations servant i la dé-
termination de dz, dy, dz, dx,, dy,, dz,,..., seront différen-
tes de celles que 'on trouve pour dx, Oy, 93, 62,, ), 0Ziy.e,
et, par suite, que le systéme des mouvements que les points
effectuent réellement pendant le temps infiniment petit qui
s’écoule depuis 'instant ¢ jusqu’d ¢ + d¢, ne peut en géndéral
étre identique avec aucun des systémes de mouvements vir-
tuels qui ont lieu a I'instant £. Si, au contraire, les équations
de condition ne renferment pas le temps, le dernier terme
qui renferme le coefficient différentiel par rapport a ¢, dispa-
raitra des équations qui servent a déterminer dz, dy, dz,dx,,
dy,, dz,...; et ces ¢quations concordent alors avec celles
en oz, oy, 4z, Ox, Oy, 03,,...; par suite, le systéme des
mouvements réels doit, dans ce cas, étre I'un des systémes
multiples de mouvements virtuels.

Or, c’est a ce dernier cas que se rapporte le théoréme de
I'équivalence de la force vive et du travail mécanique; et je -
crois utile de rappeler I'hypothése d’olt nous devons partir
dans son développement, et sur laquelle repose par conséquent
sa validité : les équations de condition auxquelles sont soumis
les mouvements des points ne peuvent renfermer comme va-
riables que les coordonnées de ces points; ce que I'on peut
exprimer également de la maniére suivante, en vertu de ce

' 8.
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qui précéde : les conditions données ne doivent pas renfermer
en elless-mémes une cause de mouvement; c’est-a-dire qu’elles
ne doivent contenir implicitement aucune force qui, de méme
que les forces données explicitement, pourrait produire du
mouvemeént et accélérer ou retarder les mouvements existants,

Dans cette hypothése, I'équation (131), qui esl applicable a
tout systéme de mouvements virtuels, doit aussi rester valable,
lorsqu’au lieu des mouvements virtuels on introduit ceux qui
g’etfectuent réellement pendant le temps di, et qui doivent,
comme nous le savons, coincider avec I'un des systémes de
mouvements virtuels. Afin d’indiquer clairement que les
. mouvements se rapportent au temps df, nous écrirons dz,
dy, dz sous la forme

dz dr dz

ma't, Ed[’ Ele'

En substituant ces expressions 4 la place de éx, 8y, 0z, dans
I’équation (131), nous aurons

d*x\ dx , d*y\ dy
Z [(X—mml—> dr (Y 7'"217) ar

-+ (Z*md’z) (12] dt =o,

dt* ) dt

ou, en ordonnant différemment les termes,

dr der Var dee T dr die

i )

( Swm('dx d'xz  dyd’y ds d’z>

(135) <
dz dy  dz

( =y <XT1+YE+4YE> dt.

Le premier membre peut se metire sous une forme plus
simple. Si nous représentons la vitesse du premier point
par v, on sait que

- di 2 dr 2 II],Z 2
C=\a ) dl) +<E)’
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d’ou résulte

d((ﬂ)_.'2 dr d*z _+_drd +dz 4?2
dt — “\dide* 7 di di® ?ﬁﬁﬁ)

et il en est de méme pour les vitesses de tous les autres points.
Au moyen de ces équations la précédente (135) devient

(136) = ¥'m dl‘i“)dz_f‘(x‘% Ydy+Zdl)dt

L’expression que renferme le premier membre peul s'inté-
grer immédiatement; nous effectuerons l'intégration depuis
un temps initial &, jusqu'a un temps ¢, et nous désignerons
les vitesses initiales respectives des différents points par
Voy (¢ Jos(¥2)5y.-.. Dans le second membre nous devons seule-
ment 1nd1quer provisoirement D'intégration. Nous écrirons-
done

(137) Zmu’——— me? \\/ S‘(X——FY(?-F?(L) di.

dt

Cette équation exprime le théoréme cherchg, et il ne s’agit

4 . . . . /
plus que de délerminer la signification des deux membres.
Lorsqu’une masse m se meut avec la vitesse v, nous appellerons

I . \ L.
— mv* la force vive de cetle masse (*); d’apres cela, — 2 mo?
2 2

est la force vive de tout le systéme de masses, et le premier
membre de 'équation représente 'accroissement de force vive
qui a eu lieu dans le systtme dépuis I'instant £, jusqu’a I'in-
stant Z. Quant au second membre, il résulte de ce que nous
avons dit au § XXXIX que Uexpression

dx /y' dz
(X o+ Y —- PTIRE d—z> dt,

abstraction faite des infiniment petits d’ordre supérieur, re-

(*) Cette dénomination differe un peu de celle qui était usitée auparavant
et en vertu de laquelle on appelait v 1a force vive.
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présente le travail que la force qui agit sur le premier point
effectue pendant 'intervalle de temps dz; le second membre
de Uéquation précédente représentera donc le travail effectué
par toutes les forces qui agissent sur {e systeme depuis I'in-
stant £, jusqu’a linstant . .Cetie équation exprime donc le
théoréme suivant :

L’aceroissement de force vive du systéme pendant un cer-

oissent sur

tain temps est t‘gdl aw travail que les forces qui ag

ce systeme onl effectué pendant le méme temps.

§ XLIL

DISTINCTION A FAIRE RELATIVEMENT A LA POSSIBILITE D’EFFEGTUER
L INTEGRATION “DE L'EXPRESSION QUI REPRESENTE LE TRAVAIL.

Pour I'équilibre, comme pour le mouvement, nous sommes °
arrivé a des équations qui renferment le fravail mécanique,
et nous avons a étudier de plus prés I’ exprcssmn qui le re-
présente.

Si nous désignons par T le travail effectué dans le systéme
depuis Iinstant 7, jusqu’a I'instant Z, nous aurons

dx dy dz

(138) T:L/[: Z(X——+Ydl+l—>dt

Les composantes X, Y, Z des forces dépendent d’'abord des
coordonnées des points mohiles, ear la force qui agit sur un
point peut étre différente en différents lieux de I'espace; en
. outre, elles peuvent dépendre direclement du temps, puisque
les forces qui agissent peuvent varier avec le temps; enfin
elles peuvent dépendre de 1'état de mouvement actuel du sys-
téme, ce qui a lieu, par exemple, pour la force qui provient
de la résistance de [air, et qui dépend de la vitesse du corps
en mouvement. Or, comme les coordonnées des points et
toutes les quantités dépendantes du mouvement, qui peuvent
entrer dans les composantes des forces, doivent étre regardées
comme fonctions du temps, on peut également regarder les
composantes des forces elles-mémes comme fonclions de
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cette seule variable; et de la résulte, en outre, que loute 'ex-
pression a intégrer doit également pouvoir se représenter en
fonction du temps seul. D'aprés cela, I'intégration indiquée
duns notre équation est toujours possible, du moment ol le
mouvement est suffisamment connu pour pouvoir réellement
ramener 'expression 4 une fonction du temps, puisqu’il ne
s'agit plus dés lors que d'intégrer une fonction d’une secule
“variable relativement & cette variable. Mais il y a aussi des cas
ou cette réduction n'est pas nécessaire et ol 'on peut éerire
Iintégrale sous la forme ’

fZ(de+Ydf+Zdz),

en 'y considérant les coordonnées comme des variables indé-
pendantes, sans que l'intégration cesse d’étre praticable; et
ces cas sont d’une imporlance particuliére en Physique.

§ XLIIL

CAS DANS LEQUEL LE PROCEDE GENERAL D'INTEGRATION
EST APPLICABLE.

Parmi les cas énoncés & la fin du paragraphe précédent, dans
lesquels I'intégration peut s’effectuer lors méme que les coor-
données sont considérées comme des variables indépendantes,
se¢ trouve tout d’abord le cas traité déja au § V, cas dans lequel
iesforces qui agissent sur un point mobile peuvent se décom-
poser en forces altractives ou répulsives émanant de points
JSixes dans Uespace, et dont Uintensité est une fonction quel-
conque de la distance.

Soientp', p',, p’-.. des points fixes de coordonnées =', 3", z';
z', ¥, 2',. ... Parmi les poluts mobiles considérons-en pro-
visoirement un seul p de coordonnées x, 3, z. Appelons r' Ia
distance de p a4 p’, de sorte que

’

{139)  r=yl@' —xp -y —y)+(3"—25

et représentons par f(r') la force avee laquelle p” agit sur p,
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et qui sera attractive ou répulsive, suivant que cetie fonction
sera positive ou négalive; de méme soit ¥, la distance de pr
ap,, et fi(r') laforce émanant de p/, et ainsi de suite. Si I'on.
forme actuellement les fonctions suivantes :

et que I'on pose

(140) U:F(_r’)-+—Fl(r’|}-+...:2F(r’),

U sera la fonclion de force pour le point p, et’on aura

. dUu  du . dU
X—d—z_7 Y—-—(F’ Z.4—'

Ensuite de cette derniére équation, on peut écrire

dU du

d0
X dz + Ydf-FZdz:d—xdx—x‘— @ dy + —— dz;

dz

et, comme U est une quantité qui ne renferme pas d'autres
variables que x, y, z, le second membre est sa différenticlle
exacle, qui peut se représenter par dU; I'intégration pourra
donc s’effectuer immédiatement, et I'on obtiendra

(147) f(Xa’x -t \’(]_7‘+Zdz):de:U+c0nSl.

Si le point p est parti d’'une p()'silion initiale donl les coor—
données sont x,, ¥ 2%, et si nous désignons par U, la valeur
de la fonction U pour cette position, nous aurons, pour le tra—
vail effectué par les forces agissantes, depuis cetle position
initiale jusqu’a la position (z, y, ), expression

(142) T—=U—"1.
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De Ia résulie que, pour les forces de cette espéce, le travail
est complétement déterminég, siI'on se donne la position ini-
tiale et la position finale du point, sans qu'il soit nécessaire de
connaitre le chemin par lequel le point est arrivé de 'une de
ces positions 4 I'autre. On peut dire plus : il suffit qu'cn se
donne les deux surfaces de niveau dans lesquelles sont situés
le point initial et le point final, et qui répondent, comme on
sait, & des valeurs déterminées de la fonction U, pour pouvoir
déterminer complétement le travail.

11 est facile d’étendre les considérations qui préceédent au
cas ou, au lieu d’un seul point mobile p, on donne un systcme
de points mobiles p, p., p.,..., tandis que les forces qui
agissent sur eux émanent, comme précédemment, de points
fixes p', p\, phs-+-. Dans ce cas, 'on aura, pour chacun des
points mobiles, une fonction de force de la méme espéce que
la précédente, et, si I'on désigne ces fonctions de force res-
pectivement par U, U,, U,,..., on pourra écrire

N (X dz +Ydy +Zdz) =dU + dU, + dU, + ...
=d(U+ 0, +Ua4-..0)

La somme qui se trouve enire parenthéses dans le second
membre peut aussi se représenter de la maniére suivante :

(143) U+ Ui+Ui+... =¥ F(r);

mais le signe sommatoire a ici une signification plus étendue
que dans ’'équation {140), puisqu’il ne se rapporte pas seule-
ment a autant de termes qu'il ya de points fixes, mais 4 autant
qu'il y a de combinaisons d'un point fixe avec un point mo-
bile. L’équation qui précéde s’écrira donc

(144) 2(de+ydy+2dz):d21«‘(r').

L’expression a intégrer est done ramenée, comme plus haut,
a la forme d’vne différentielle totale, et, par suite, I'intégra-
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bilité immédiate est démontrée pour un nombre quelconque
de points mobiles.

§ XLIV.

AUTRE CAS DANS LEQUEL LE PROCEDE GENERAL D'INTEGRATION
EST APPLICABLE.

Un autre cas que nous avons & considérer est celui oz les
poinls mobiles exercent les uns sur les autres des forces attrac-
tives ou répulsives, dont 'intensiié est une fonction quelcon-
que de la distance.

Soit r la distance des deux points p et p. de coordonnées z,
¥, 3, et x,, ¥, 7., de sorte que

(145) r=vV(z— P+ —yF + (5 —2),

et soit représentée par ¢(r) la force qu’ils exercent l'un sur
I'autre. Cette force agit sur les deux points avec la méme in-
tensilé el en sens contraires, et, par suite, elle entre deux fois
dans la formule du travail Lotal, la premiére fois au point p, ou
ses composan-tes sont

nz L a2

g(r) ——— q;(‘r)‘—T—:

r

et la seconde fois au point p, ou ses composanies sont

X — T, Yy—"n zZ— 2
‘P(")’—;—’ ?(”_r_’ ?(")_‘r‘*‘
Or, en vertu de (145), on a
dr _ x—=z ot dr  x— =z
dx r dx, r

et I'on peut, par suite, en posaut

‘D(r):—fzp(r)dr,
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écrire
xr —zx dr  d®(r)
L Al e
X —x dr  dO(r)
?(’)—‘r Mh@(r)#d_x.ﬁ dzr

On aura des équations analogues pour les composantes sui-
vant les axes des y el des z; et les six composantes des deux
forces opposées seront, par suite, représentées par les coeffi-
cients différenticls suivants:

dd(r) do(r) . dd(r)
dz ° “dy ' Tdz ’
dd(r)  dO(r) dP(r

s 3 .

dx, dy, dz,
Si de 1a somme totale
Y (X dz +Ydy +Ldz),

on ne prend que la partie relative 4 ces deux forces contraires,
on aura

dd(r) d®(ry , dd(r) dd(r)
e dz + dy dy Tz dz + “dr dx.
do(r) dd(r) ,
+ & dy: + a2 dz,;

et puisque rne dépend que des six variables =z, ¥, 2, x,, »\, 2,
et que, par suite, ®(r) doit étre considérée comme une fonc-
tion de ces six variables, I'expression précédente est une dif-
férentielle totale que 'on peut écrire dO(r).

Chaque force qui s’exerce entre deux points mobiles donne
de méme six termes qui forment ensemble une différentielle
totale. On peut donc, puisqu’il n’y a pas d’autres forces que
les actions mutuelles que les points mobiles exercent les uns
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sur les autres, écrire

Z(de+Ydj‘+Zciz):11(I)(r)+d(D‘(r,)+...
(146) =d[@®r+ D (rn)+...]

la somme indiquée dans lec second membre renferme autant
de termes qu’il y a de combinaisons des points mobiles deux
a deux. L’intégrabilité de cette expression est donc également
démontrée pour ce cas.

§ XLV.

CONSIDERATION SIMULTANEE DES DEUX CAS PRECEDENTS.

Supposons enfin que les deux espéces de forces considérées
agissent simultanément, et que, par suite, les points mobiles
solent soumts aussi bien & U'action de forces atiractives ou ré-
pulsives émanant de centres fizes qu’a leurs actions mutuelles ;
dans ce cas, nous n‘aurons qu'a réunir les deux résultats pré-
cédents. Nous obtiendrors ainsi

Z(de+Ydy+Zdz):a’EF(r’)+d2(I)(r)

:d[ZF(r')+Z®(r)]; _

la premiére somme du second membre se rapporte a toutes les
combinaisons de chaque point mobile avec un point fixe, et
la seconde a toutes les combinaisons deux a deux des points
mobiles cntre cux.

Au moyen de cette équalion, nous pourrons immédiate-
ment déterminer le travail qui est effectué, pendant un mou-
vement quelconque du systeme mobile, par toutes les forces
qui agissent sur lui. 8i nous distinguons les distances initiales
des points de leurs distances finales, en affectant les premiéres
de I'indice o, nous aurons

(148)  T= F(r) -+ ®(r)— ¥ F(r,) =Y C(r).

(147)
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Dans ce cas complexe, il suffit donc, pour la détermination
du travail, de connaitre la position initiale et finale des points,
quelle que soit du reste la maniére dont ils ont passé de 1'une
de ces positions a 1'autre.

§ XLVI.

POTENTIEL D'UN AGENT SUR UN AUTRE, QU'IL SOIT CONCENTRE EN DES
POINTS ISOLES OU REPANDU D'UNE MANIERE CONTINUE DANS UN CER-
TAIN ESPACE. . :

Nous allons maintenant spécialiser davantage les hypothéses
que nous avons faites plus haut, de Ja méme maniére que nous
Favons fait aux §§ VI et VII, pour passer de la fonction de
force générale a la fonction potenticlle. Nous admeltrons en
conséquence quanx points qui agissent les uns sur les autres,
il se trouve certaines quantités d’agents qui exercent et su-
bissent l'action, et qu’'en outre, les forces sont inversement
proportionnelles au carré de la distance. '

Soient ¢, qi, q:,--.(*) les quantités qui se trouvent aux
points mobiles p, p, pu,,..., et @', ¢, ¢5,..- celles qui se
trouvent aux points fixes p’, p\, p,,.... La force qu'exercent
Pune sur l'autre les deux quantités ¢ et ¢’, qui sont distantes
Pune de I'autre de r’, est représentée par

’

99

r'

. e ?

e étant un facteur qui dépend de la nature des agents et des
unités choisies. Si nous supposons que tous les agents qui
agissent 'un sur I'autre soient de méme nature, et qu’il ne se
présente entre eux d’autres différences que celles qui peuvent

(*) Nous avons choisi d’autres notations pour les quantités des agents actifs,
que pour les masses matérielles qui se¢ trouvent aux mémes points, et qui ont
é1¢ désignées par m, m_, m,, ..., parce que les agents qui exercent les forces
peuvent étre différents des masses qui sont mises en mouvement par ces forces.
Si I'on suppose, par exemple, une moléculée pondérable chargée d’électricite,
on peut imaginer que la force subic par Vélectricité met en mouvement, non-

seulement V’électricité elle-méme, mais aussi la molécule qui en est chargée.
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s'exprimer en considérant les quantités en partie comme po-
sitives, en partie comme négalives, ce facteur sera le méme.
pour toutes les combinaisons possibles de quantités deux a
deux; nous l'avons plus haut distingué, pour ce cas, par la
letire e,

Nous obtiendrons ainsi, pour la fonction qui représente la -
force exercée par deux quantités 'une sur l'autre, I'expres—
sion

Slr'y=c¢ (i?z;
d’ou résulte
F(r'):—ff(r')dr':s_‘fri,.

Si nous formons actuellement la son_lmez F(r’) qui entre

dans les équations (143) et (144 ) et que nous désignerons dans
ce cas par W', nous aurons

(149) W’:Ezqr—?;

le signe sommatoire s’étend & Loutes les combinaisons de 'une
des quantités g avec 'une des quantités ¢’, et r’ est la distance
relative a chacune de ces combinaisons.

La quantité W' est le potentiel du systéme des quantités g
sur le systeme des quantiiés . Comme ces quantités entrent
tout a fait de [a méme maniére dans ’expression, on peut 'ap-
peler aussi le potentiel du sysiéeme des quantités q sur celul
des quantités g, ou bien le potentiel des deux systemes l'un
sur l'autre.

On peut décomposer cettle somnme de maniére a réunir les
termes qui renferment une seule et méme quantité du sys-
téme ¢, et a en faire des sommes partielles que 1'on devra
encore ajouter entre elles pour avoir la somme totale. Ces
sommes pariielles seront, si 'on met en factcur devant le signe
sommatoire la quantité qui est commune 4 tous les termes,

7

qug—:y EQ,Z%;, quZ:‘l—,z,...;
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les différentes notations des distances r’, »',, r’,,... signifient
que, dans chagque somme, les distances doivent étre comptées
a partir du point ou se trouve la quantité qui est en facteur
devant le signe sommatoire. Or les quantités

I ! - ’
) i, ey g, e'zi,,...
r r, r,
sont les valeurs de la forction poteniielle du systéme des
quantités ¢’ aux points ottse trouventles quantités ¢, ¢’y g5,
conformément & la notation précédente, nous les représente-
rons par V/, V', V..., et les sommes partielles s’¢criront
gV, q.V,, ¢V,

par 13, expression du potentiel deviendra

(150) W’:ZqV’.

Au lieu de cetiec expression on peut écrire son analoguc que
Pon obtient en intervertissant les deux systémes. On aura
ainsi, en représentant par V la fonction potentielle du sysiéme
des quantités ¢, au point ou se trouve U'une des quantités ¢',

(150a) - TW=XgV.

Si les agents qui agissent I'un sur I'autre ne sont pas con-
" centrés en des points isolés et remplissent enti¢rement des
espaces, on devra les décomposer en éléments et remplacer
le signe sommatoire par celui de l'intégration. On obtiendra
ainsi, au lieu de I'équation (149), la suivante :
! -

(5 e [ e,

r
dans laquelle 'une des intégrales s’étend a tout I'agent ¢, et
l'autre 4 tout I'agent ¢'. En introduisant la fonction potentielle
de I'un ou de V'autre agent, on oblient '

(152) V\”:fV'({q:deq'.
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§ XLVIL

POTENTIEL D'UN SYSTEME DE POINTS, QUI SONT DOUES D UN AGENT,
SUR LVI-MEME, OU D'UN AGENT, REPANDU D’UNE MANIERE CONTINCE
DANS UN ESFACE, EGALEMENT SUR LUI-MEME.

Considérons maintenant de la méme maniére les forces que
les parties constituantes du systéme mobile exercent 'une sur
LUautre. Sinous nous occupons d’abord du cas o les différentes
quantités ¢, ¢, g.... de 'agent sont concentrées en des points,

il est évident que la somme Z ® (r) qui entre dans I'équation

(146), et que nous représenterons actuellement par W, pren-
dra la forme suivante

(153) w=:¥% 9%,
S

le signe sommatoire s’étend a 1loutes les combinaisons des
quantités g deux a deux, et r désigne leurs distances mu-
tuelles. Cette quantité est le potentiel du sysiéme des points
doués des quantités q, q., q.... sur lui-méme.

Dans le cas ol Pagent remplit entiérement un espace, on
doit poser '

(154) wo [ [dade,

et 'on devra effectuer la double intégration relativement au
méme agent. Si V représente la fonction potentielle de 'agent
considéré au lien ou se trouve l'un de ses propres éléments
dq, Vexpression précédente pourra s'écrire

(155) W — 2ifva'q.

L . -
Le facteur — qui entre dans ces expressions, quoiqu’il ne se
2

présente pas dans les expressions correspondantes (151) et
{152), provicnt de ce que, dans ce cas, chaque produit de deux
éléments dyg. et dg, cntre deux fois dans les intégrales; la -
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premiére fois dans Varrangement d ¢.d ¢., etla seconde fois dans
Parrangement d ¢.d qa, 1andis qu’il ne doit entrer qu'une fois
dans le potentiel.

Qutre cettle circonstance, il y en a encore une autre & men-
tionner dans les expressions de W. Parmi les combinaisons en
nombre infini de deux éléments, que renferment ces intégralcs,
il s’en présente aussi de celles qui ne renferment pas deux
éléments différents, mais, au contraire, deux fois le méme élé-
ment. La partie de Yintégrale totale qui correspond a une
ielle combinaison ne doit pas étre prise dans ce sens, que dans

, . dqd . . A
I’expression %I I'on doive faire le dénominateur r abso-

{ument égal @ zéro; mais on pourra supposer l'élément dg
décomposé de nouveau en un nombre infini de parties, dont
chacune est un infiniment petit d’ordre supérieur, et par la
combinaison de ces parties entre elles, on pourra former le
potentiel de la quantité infiniment petite dg sur elle-méme,
comme on a formé dans I'expression (154) le potentiel d’'une
quantité finie sur elle-méme. Dans ce potentiel de I’élément
dq sur lui-méme, il se présentera de nouveau des termes dans
lesquels chacune des parties infiniment petites d'un ordre su-
périeur est combinée avec elle-méme. On pourra de nouveau
procéder avec un semblable terme comme on Va fait précé-

dgdg
r

demment avee le terme s et continuer indéfiniment de

la sorte.

Il s’agit maintenant de savoir si cette circonstance, que I'in-
tégrale renferme égulement les potentiels des différents élé-
ments sur eux-mémes, est un obstacle a sa détermination, a
cause du dénominateur infiniment petit qui entre dans I'ex-
pression de ces potentiels; et, dans le cas ou il n'en serait pas
ainsi, si ces potentiels des différents éléments sur eux-mémes
ont sur Ja valeur du potentiel total une influence telle, qu’on
doive y avoir égard en effectuant l'intégration.

La solution la plus simple de ces deux questions résultera
de I'examen de la seconde formule de W donnée sous le nu-
méro (155), parce que la fonction V qui y entre a déja’ été

9
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traitée complétement plus haut, et que nous n’aurons plus par
suite & effectuer les transformations qui seraient nécessaires
dans la premiére formule (154 ). Il va de soi, que ce qui est
vrai de la seconde formule, le sera aussi de la premiére, puis-
que l'une exprime identiquement Ja méme fonction que l'autre,
sous une forme plus simple.

Nous savons, par ce qui précéde, que la fonction potentielle
conserve partout une valeur finic, méme a I'intérieur de I'es-
pace entiérement rempli par Uagent, et, par suite, I'intégrale

deq doit aussi avoir une valeur parfaitement finie et déter~

minée, ce qui résout la premiére question. Pour résoudre la
seconde, rappelons-nous que, dans I’équation (25), page 21,
nous avons mis la fonction potentielle sous la forme suivante,
dans laquelle do est I’élément d'angle solide :

V:sffkrdrda.

Sous cette forme, la distance r a non-seulement disparu du
dénominaleur, mais elle entre méme comme facteur. De la
résulte que, si autour du point auquel se rapporte la fonction
potentielle, et qui est pris dans cette formule pour centre des
coordonnées polaires, on suppose décril un espace fermé in-
finiment petit, on n’obtiendra qu'une différence infiniment
petite dans la valeur de V, que l'on ait égard a la quantité de
Pagent renferméc dans cet espace, ou qu’on lanéglige. I’aprés

cela, nous pouvons dire également que, dans l'imégralef\’dq,

le résuliat ne sera affecté que d’unc différence infiniment pe-
tlite, si nous tenons compte, dans la détermination de V, de la
quantité dg, ou si nous la négligeons; en supposant qu’on la
néglige, c’cst-a-dire que dans les différents termes Vdg,
V.dq,..., Va.dq,, qui entrent dans l'intégrale, les valeurs de
V,V,... V,soient déterminées de telle sorte, que I'élément
par lequel est multipliée la fonction potentielle n’entre pas
dans celle ci, i} s’ensuivra que les combinaisons qui renfer-
ment deux fois le méme élément disparaitront de 'intégrale.
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Puisque, dans la valeur de I'intégrale totale, le résultat n’est
affecté que d’une différence infiniment petite, si l'on tient
compte des potentiels des différents éléments sur eux-mémes
ou si on les néglige, il s’ensuit.que I'on peut parfaitement se
dispenser d’y avoir égard.

1l en esttout autrement dans le cas que nous avons examing
au commencement de ce paragraphe, ol nous supposions des
quantités finies de I'agent concentrées en des points isolés.
Dans ce cas, il se produirait une différence essentielle si I'on
voulait entendrele potentiel considéré, de telle sorte qu'il ren-
fermat non-seulement les potentiels des différentes quantités
les unes sur les autres, mais encore les potentiels des quan-
tités concentrées aux points isolés sur elles-mémes. Dans cette
derniére maniére de voir, on arriverait & un potentiel d’une
grandeur infinie, et, par suite, si’on veut conserver une valeur
finie, on doit faire abstraction des potenticls:- des quantités
isolées sur clles-mémes. Mais il s’ensuit alors que la quantité
obtenue, que nous avons npommée plus haut « le potentiel
du systeme de points pourvus des quantités g, ¢, ¢,.- ., sur
lui-méme », ne doit pas étre considérée comme identique
avec le potentiel de tout I'agent qui se trouve en ces points,
sur lui-méme.

Du reste, le cas ou des quantités finies d’un agent sont con-
centrées en des points mathématiques n’est qu'un cas fictif
qui ne peut pas se présenter dans la réalité. La derniére dis-
tinction que nous avons faite ne sera donc d’aucune appli-
cation dans I'étude des cas qui se présentent réellement.

§ XLVIIIL.

APPLICATION DES POTENTIELS A LA DETERMINATION DU TRAVAIL.

Les quantités de travail pourront se représenter de la ma-
niére suivante a I'aide des potentiels définis dans les paragra-
phes précédents.

Soit donné un agent dont les parties sont mobiles, que
ces parties soient concentrées en des poinls isolés, ou ré-
pandues d’'une maniére continue dans un espace; si cet agent

9.
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se meut sous l'influence d’'un agent fixe, le travail effectué
par les forces exercées par ce dernier pendant le mouvement
est représenté par 'accroissement du potentiel de 'agent fixe
sur 'agent mobile. Si nous représentons comme plus haut ce
potentiel par W' et sa valeur initiale par W', le travail sera

W — W,

De méme le travail des forces que les parties de 'agent
mobile exercent les unes sur les autres est représenté par
I'accroissement du potentiel de 'agent mobile sur lui-méme;
nous avons représenté ce potenticl par W et lexpressxon du
travail précédent sera, par suite,

W— W,

Yeut-on enfin considérer les deux espéces de forces, on
devra faire usage des deux potentiels a la fois, et on obliendra
pour I'expression du travail

W W — (W + W),

Dans ce cas, le résultat peut encore s’exprimer d'une autre
maniére. Supposons que nous ayons formé le potentiel de’a-
gent fixe sur lui-méme et représentons-le par W7, la somme
W + W' + W”sera le potentiel de l'agent total, c’est-a-dire
de Y'agent fixe ct de 'agent mobile ala fois, sur lui-méme. Or,
pendant Ie mouvement de I'agent mobile, le potentiel W” de
Iagent fixe sur lui-méme reste invariable, et I’expression du
travail ne sera donc pas altérée, si 'on y comprend ce poten~-
tiel, et si ’on écrit

W+ W 4 W — (W W+ W

Si donc V'on considére I'agent fixe et ’agent mobile comme
formant un tout, et que 1'on cherche le potentiel de ce tout
sur Jui-méme, I'accroissement de ce potentiel représentera le
travail de toutes les forces agissantes.
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§ XLIX.-

AUTRE EXPRESSION DE LA CONDITION D’EQUILIBRE.

Il nous reste enfin a ajouter quelques mots sur le role que
joue le potentiel dans les recherches relatives 4 'équilibre.
- Nous avons dit plus haut qu’il estnécessaire et suffisant,
pour 'équilibre, que pour chaque systétme de mouvements
virtuels le travail total effectué par les forces agissantes soit
un infiniment petit d’ordre supérieur ou une quantité négative.
Or, si ces forces sont de telle nature, que leur travail soit re-
présenté par I'accroissement d’un potentiel, un décroissement
de celui-ci ¢tant considéré comme un accroissement négatif,
la condition précédente s'énoncera : Pour chaque systéme de
nmouvements virtuels la variation du potentiel doit étre soit
un infiniment petit d’ordre supérieur, soit une quantité né-
gative.

Ici encore, la distinction entre ’équilibre stable et 1'équi-
libre instable résultera de ce que les variations du potentiel
qui sont un infiniment petit d’ordre supérieur peuvent éire
positives ou négatives, c’est-a-dire peuvent consister en un
accroissement ou en une diminution du potentiel. Si, pour tous
les systémes de mouvements virtuels, des variations négatives
seules du potentiel sont possibles, la valeur du potentiel sera
un maximum; s'il ne se présente que des variations positives,
elle est un minimum; si enfin les variations sont négatives
pour certains systémes de mouvements virtuels et positives
pour d’autres, la valeur du potentiel ne sera ni un maximum,
ni un minimum, en général. De la résulte la distinction sui-
vante, relativement a I’état de I’équilibre : le cas ou le potlen-
tiel est un maximum répond a I'équilibre stable, 1e cas ou il
est un minimumrépondi I'équilibre instable; tandis que, dans
les cas ol le potentiel n’est ni un maximum ni un minimum,
en général I'équilibre n’est ni entiérement stable, ni enti¢-
rement instable.
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ADDITION 1.

DEMONSTRATION DE L’EQUATION (54) DU § XIX.

Il s’agit de déterminer la composante suivant une direction
donnée de la force qu'un corps homogéne exerce sur un point
p- L’équation (54) se rapporte particuliérement & la compo-
sante X suivant I'axe des ; mais pour plus de généralité, au
lieu de la paralléle menée & 'axe des x par le point p, nous
considérerons une droite quelconque [ passant par ce point, et
nous désignerons par L 1a composante de la force suivant cette
direction. L’équation a démontrer est

COoSv

(a) L=—c¢k m

dow -

Dans cette expression, dw représente un élément dela surface
du corps, R la longuecur du rayon vecteur mené de p a dw, et
enfin v I'angle que la normale élevée vers Pextérieur a 'élé-
ment de surface dw fait avec la direction de la droite /. L'in~
tégrale doit s’étendre 4 toute la surface.

Pour démontrer cette équation nous partirons de I'équation
(52) donnée au § XIX, et comme il s’agit ici, non de la com-
pdsante suivant l'axe des @&, mais suivant la direction /, nous
écrirons cette équation sous la forme

(b) L:slrf(:tﬂ.¢m+...)cos@dq.

Dans celte expression, do représenle un élément d’angle so-
lide dont le sommet est en p, 6 I'angle qu’'un rayon vecteur com-
pris dans cet angle solide infiniment petit fait avec la droite [,
et Ry, Ry,... les longueurs de ce rayon vecteur aux points ol il
coupe la surface du corps. Des deux signes dont est affecté R,
on prendra le supérieur, si le rayon vecteur en croissant coupe
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la surface de I'intéricur vers Pextéricur, et Vinférieur dans le
cas contraire. L'intégrale doit s’étendre a tout I'angle solide 47
si p est a l'intérieur du corps, et a la portion d’angle solide
qui renferme le corps si p est a 'extérieur.

Actuellement, pour exprimner I'élément de, prenons p pour
origine d’un systéme de coordonnées polaires, et la droite {
qui passe par p pour axe de ce systéme; 8 sera, comme plus
haut, Yangle du rayon vecteur avec I'axe, et nous désignerons
par ¢ l'angle que le plan de ces deux droites fait avec un plan
fixe passant par I'axe. L’équation (b) deviendra ainsi

{e¢) :skff(iR._T_R,i...)cosGsinGdego.

Occupons-nous d’abord de 'intégrale relative a 8, que nous
représenterons, pour ahréger, par J:

d) J:f(:tﬁ‘ill,i...)cos@sinGdO.

~

Cette intégrale se rapporte a la courbe suivant laquelle un
plan mené par I'axe sous un angle g, coupe la surface du corps;
el il sera utile d’introduire I'élément d’arc ds de cette courbe,
au lieu dé Iélément d’angle d9. Si, au point a partir duquel
nous comptons la longueur s de V'are, le rayon vecteur coupe
la surface de U'intérieur vers l'extérieur, nous ferons croitre s
dans le méme sens que 8, et dans le cas contraire en sens in-

di - . .
verse, de sorte que =7 ©st positif dans le premier cas, et négatif

dans le second. Si la courbe dans son parcours change de di-

rection, de telle sorte que le rayon vecteur la coupe dans un

sens contraire au précédent, il s’ensuivra naturellement qu’en
.. db . C df

ce point — changera aussi.de signe. D’apres cela, 75 2 tou-

jours le méme sigue que celui dont doit éire affecté, dans 'é-

quation précédente, le rayon vecteur R, mené a cet élément

df
ds; et, par suite, au lieu de == Rd0, on pourra écrire R 7 ds.
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En outre, comme 4 chaque angle élémentaire d9 correspon-
dent autant d’arcs élémentaires ds qu’il y a de valeurs diffé~
rentes de R dans I'équation précédente, celle~ci deviendra

(e) | J:f‘Rcosesint{des;

dans cette expression R et 8 doivent étre considérés comme
fonctions de s, puisque l'angle ¢ reste constant dans l'inté-
gration.

Décomposons maintenant Pexpression & intégrer en deux
facteurs, que nous séparerons par un point, et appliquons I'in-
tégration par parties a cette expression

J = { Rsinf.cosf ig ds.
ds

. df . .
Comme l'intégrale de cos@ s ds est simplement sinf, nous

aurons, en désignant les limites de R et de 0 par R', &', et
BI/, erl, -
0o d(Rsing)

s ds.

(f) J =R"sin?6"— R’'sin?¢’ — [ si

Les deux premiers termes de cette expression, od bien sont
nuls séparément, ou bien se détruisent mutuellement. En effet,
I'intégration ne doit s’étendre qu’a la partie de la courbe fer-
mée, déterminée par l'intersection du plan avee la surface du
corps, qui est située de I'un des cOtés de l'axe; car la partie
du méme plan qui s’étend de l'autre cdté de cet axe répond a
une valeur de ¢ qui différe de 180 degrés de la valeur consi-
dérée; il n’y a donc que deux cas possibles relativement aux
limites de l'intégrale : 1°si une partie seulement de la courbe
est d'un coté de I'axe, les deux extrémités de cette portion
seront sur 'axe lui-méme : les valeurs limites 6’ et §” de I'an-
gle 9 sont donc o ou ; par suite sin§' etsinf” sont nuls et les
deux premiers termes avec eux ; 2° si toute la courbe fermée
est du méme cOté de I'axe, ses deux extrémités coincident:
les valeurs limites de R et de 6 sont donc égales entre elles,
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et les deux premiers termes se détruisent. I1 peut se faire aussi
que ces deux cas se présentent en méme iemps, ou que I'un
d’entre eux se répéte plusieurs fois, puisque Uintersection de
la surface du corps par un plan peut se composer de plusieurs
courbes fermées; mais cela ne changera rien au résultat pré-
cédent, quany a la disparition des deux premiers termes. 1l ne
nous reste donc qu’a considérer le dernier, que nous mettrons
sous la forme suivante, en multipliant et divisant par R sous le
signe:
Rsing d(Rsing) ds

ds
(8) I==) — =

Pour obtenir 'expression compléte de L, nous devons en-
core, conformément a équation (¢), multiplier I'expression
précédente par do et I’'affecter du second signe d’intégration et
du facteur ek, Nous aurons ainsi

; Rsineﬂ)‘;ﬂ)dsdcp
(h) L=—c¢k -MfARS

Le numérateur de la fraction qui se trouve sous le signe inté-
gral a unc signification géométrique trés-simple. Le produit
Rsing est la projection du rayon vecteur R sur un plan per-
pendiculaire 4 I'axe; le numérateur tout entier sera donc en
valeur absolue la projection sur ce méme plan de I'élément de
surface qui répond aux éléments ds et do; cette projection,
abstraction faite du signe, est représentée par cosvdw, si nous
désignons, comme plus haut, par de I'élément de surface, et
par v 'angle que sa normale fait avec I'axe. 1l nous reste a exa-
miner la question de signe; or, si 'on se rappelle ce que nous
avons ditrelativement au sens dans lequel s est regardé comme
d (R sinG)
ds
qui peut seule changer de signe dans le numérateur précé-
dent, est toujours de méme signe que cosv; je répéterai, a cc
sujet, que la normale 4 laquelle se rapporte Pangle v est tou-

croissant, on en conclura aisément que la quantité
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jours dirigée de lmterleur vers I'extérieur du corps. On peut
donc écrire

Rsing

d{R 2]
RoI0) ds dy == cosv du,

et par suite I'équation précédente se transformera en celle (a)
que nous avions & démontrer :

L—=— a/r‘/ C(l)fv dw.

ADDITION II.

DEMONSTRATION DU THEOREME ENONCE AU § XXVII, PAGE 74.

Soit donnée une courbe plane fermée. Prenons son plan
pour plan des zy dans un systéme de coordonnées rectangu-
laires. Soit, en outre, donné un point p dans l'espace, de coor-
données z, y, z; et une perpendiculaire abaissée de ce point
sur le plan. Considérons un point quelconque de la courbe,
de coordonnées E' et »’; soit R sa distance au point p, et U le
rayon vecleur mené du pied de la perpendiculaire au méme
point de la courbe. Si, en ce point et dans le plan de la courbe,
nous lui élevons une normale vers I'extérieur, nous désigne-
rons par &' le cosinus de l'angle que cette normale fait avec
I'axe des x, et par i’ le cosinus de l'angle qu’elle fait avec
le prolongement du rayon vecteur U. Enfin, si nous repré-
sentons par ds un ¢lément de la courbe au point considéré,
nous aurons 4 démontrer I'équation suivante :

W [ e,

dans laquellelintégrale doits’étendre 4 toute la courbe fermée.
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Posons, pour abréger,

(Rr+2) (2 — ),

P RU® ’

(b) o P
= o~

I'équation a démontrer sera

{c) f{P—Q)ds:o.

Soit @ I'angle que le rayon vecteur U fait avec I'axe des =,
et dg I’élément de cet angle corrcspondant a l'arc élémentaire
ds; on voit aisément, comme nous 'avons déja posé dans V'é-
quation (88), § XXVI, que

i'ds=+TUdyp.

On prendra le signe supérieur ou Tinférieur, si ds et do sont
tous deux considérés comme positifs, selon que i’ sera positif
. ou négatif, c’est~a-dire selon que le rayon vecteur U en crois-
sanl coupe le périmétre de l'intérieur vers 'extérieur ou vice
versd. Mais si 'on admet qu’en parcourant la courbe dans un
méme sens, a partir d’'un certain point, I'arc s aille toujours en

. - s o . do N 1
croissant, le coefficient différentiel 7 pourra éire aussi bien
. S

positif que négatif, et il changera de signe aux mémes points
de la courbe que le cosinus /. Si 'on fait donc croltre s dans

un sens tel que le coefficient différentiel d—f ait en un point de
la courbe le méme signe que i’, ces deux quantités auront le
méme signe en tous les points, et, par suite, on n'aura qu’a
employer le signe supéricur dans |'équation précédente, que
nous écrirons sous la forme

(d) 1 :U—d_‘E.

En outre o’ ds représente, abstraction faite du signe, l'accrois-
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sement que subit ordonnée »” d’un point mobile sur la courbe,
tandis que cclui-ci parcourt arc élémentaire ds. Or, comme

on a la relation
T‘/

y = Using,
dans laquelle y représente, d’aprés ce qui précéde, une quén—
tité¢ donnée par la position du point p, il en résulte
dn'== d{Using),
et, par suite, on peut écrire
a'ds — F=d{Using).

Quant au signe, il est facile de voir par de simples considéra-
tions géoméiriques, que I'on doit également faire usage du si-
gne supérieur dans cette équation, sil’arc s croit dansle méme
sens que précédemment; rious aurons donc

d(Using)
ds

(e) o = :

Si nous substituons dans les équations (b) les valeurs de i’
et de a’ données par (d)ct(e), et sinous remplacons en méme
temps £’ — z par sa valeur Ucose, nous obtiendrons

Ry z? dy

P=" RO COS% o
Q- z* d(Using)

— RO: ds

oz dU z? de
41{‘6_15”1(?75‘—4_@(:05(? E’

el, par suite,

R do z2 . dU
- P—Q=goos¢ — — pmsing —-

Les deux termes du second membre peuvent étre Lransformés
en un seul coefficient différentiel. En effet on a

R=y U+ 2%
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et comme z est indépendant de s, on en déduit

a’R_UdU
ds T Rds’
et, par suite,
1(3) |
U/ 1dU R JU _U—RdU __ z2 dU
Tds T Rds G s RO ds . RUds

En faisant usage de cette relation dans le dernier terme du se-
cond membre de Péquation (f), et remplacant dans le premier

Ccos ¢ %? par ds(;;!cp, on obtiendra

2(g)
__ Rdsing | . U
P_Qﬁﬁ ds e Ty
ou, en réduisant,

R .

d(— in >

(8) P N 7))

ds

Par la I'intégrale que renferment les équations (c¢) et (a)
prend simplement la forme

d(%sinqa>
— s
ds )

Cette intégration peut s’effectuer immédiatement, ¢t donne,
si nous désignons les limites de I'intégrale par les indices o

cetr,

R\ (R
<ﬁ Sln(?)l* (ﬁ Slnr?>u'

Pour une courbe fermée le point initial et le point final de
I'arc coincident; par suite, les deux valeurs limites sont égales
et se détruisent; I'équation ( @) se trouve donc démontrée.

FIN.
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