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PRÉFACE DU TRADUCTEUR. 

On a pu voir dans le second volume des Mémoires de 

M. Clausius sur la théorie mécanique de la chaleur l'im

portance capitale du potentiel dans l'étude mathématique 

•des phénomènes électriques. Aussi, dans la Préface que 

nous écrivions pour la traduction de ce second volume, 

nous prenions l'engagement de faire passer dans la langue 

française ln Traité tout didactique composé par M. Clau

sius sur la fonction potentielle et le potentiel, certain que 

nous étions que cette théorie reprendrait bientôt, en 

France les droits légitimes que lui donnent et sa puis

sance analytique et son origine. 

Personne n'ignore en effet que cette théorie, bien plus 

cultivée aujourd'hui en Allemagne et en Angleterre 

qu'elle ne l'est en France, doit son origine à Laplace, 

quoiqu'on en ait quelquefois attribué la découverte à 

Lagrange. La première mention en a été faite, croyons-

nous, dans le tome X des Mémoires 'des Savants étrangers 

(ancienne Académie des Sciences), par Legendre, qui 

déclare devoir it Laplace l'idée nouvelle dont il fait usage. 

On la retrouve ensuite dans un Mémoire de Laplace inséré 

parmi ceux de l'Académie pour 1 7 8 2 , et il en signale les 

principales propriétés dans sa Mécanique céleste, livres II 

et III. Depuis lors, Legendre, Lagrange, et, dans les 

temps plus modernes, Sturm, Chasles et Liouville s'en 

sont occupés spécialement dans Tétude de l'attraction. 
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Poisson l'a appliquée également à l'étude de la distribu

tion de l'électricité et du magnétisme. 

Parmi les physiciens français contemporains, Lamé 

est le seul, pensons-nous, qui ait fait usage des propriétés 

de la fonction potentielle, et c'est probablement lui qui 

a imaginé les notations A, F et A 2 F : il s'en sert, dans 

ses Leçons sur les coordonnées curvilignes, pour désigner 

les deux fonctions 

f(d¥y Jd¥y JdTy d'F d'F d*F 
V \~dx) + \dy-J + \dz j · 6 1 da?~>r dy*~*~ dz> '. 

qui restent invariables quel que soit le système de coor

données rectangulaires (reclilignes ou curvilignes) dont 

on fait usage; par analogie avec les propriétés de la fonc

tion potentielle, il a proposé d'appeler A, F la force, et 

A 2 F Y augment de la fonction de point F. 

En Allemagne et en Angleterre les savants font, air 

contraire, depuis longtemps usage des propriétés de cette-

fonction; et il n'est pas un de leurs Ouvrages traitant 

des forces naturelles attractives ou répulsives, où ces 

propriétés ne jouent un rôle essentiel. 11 nous suffira de 

citer ici les travaux de Green, Gauss, Neumann, Kirch-

holl', Helmholtz, Clausius, W . Thomson, sur la théorie 

mathématique de l'électricité ou du magnétisme. 

Cçs Ouvrages ne sont pas lus en France autant qu'ils 

le méritent, à cause de l'espèce d'abandon où cette théo

rie est tombée dans ce pays, quoique le travail de Gauss 

ait été traduit dans le Journal de Liouville peu de temps 

après sa publication. 

Nous avons donc pensé que nous rendrions un véritable 

service aux savants français en publiant la traduction du 

Traité deM. Clausius, Traité qui diffère considérablement 
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de ceux qui l'ont précédé, et dont la première édition a 

été rapidement épuisée en Allemagne. 

L'essai de Green, qui a paru en 1 8 2 8 à Nottinghafn et 

qui est réimprimé (en anglais) dans le Journal de Crelle, 

expose d'une manière simple, mais sans aborder les dif

ficultés d'analyse que présente la théorie, les propriétés 

de la fonction potentielle, et les applique immédiatement 

à la distribution de l'électricité-.et du magnétisme. 

Celui de Gauss est plus général ; il aborde de front les 

difficultés analytiques, et applique les résultats à la 

déduction d'un certain nombre de théorèmes particu

liers, spécialement sur la distribution de l'agent sur une 

surface. 

Sa théorie a été étendue et simplifiée par Liouville et 

Clausius. 

On verra que ce dernier, qui est connu surtout comme 

grand physicien, se montre dans cet Ouvrage un analyste 

délicat et profond; et, à ce point de vue seul, son Livre 

mérite déjà d'être médité. Pour la théorie en elle-même, 

il en a éolairci deux idées fondamentales : d'abord, il a, 

le premier, distingué d'une manière nette l'a fonction 

potentielle du potentiel, et montré la signification pré

cise qu'on doit attribuer à ces deux fonctions, si impor

tantes dans la Mécanique et dans la Physique mathéma

tique; ensuite, il a également élucidé l'idée du potentiel 

d'une masse sur elle-même, et restitué à ce potentiel sa 

véritable valeur, que des savants d'un grand mérite 

avaient erronément doublée. 

Pour faire saisir exactement la signification du poten

tiel.et la raison de son introduction et de son importance 

en Mécanique, l'Auteur a exposé en quelques mots les 

principes fondamentaux de cette science, en y inlrodui-
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sant des considérations nouvelles sur lour portée : le 

principe des vitesses virtuelles, ou, comme il l'appelle 

plus exactement, des mouvements virtuels; le principe de 

d'Alembert, et le principe des forces vives. 

Nous ne croyons pas nécessaire de résumer ici l 'expo

sition que l'Auteur fait de ces principes et de leur appli

cation, par le moyen de l'introduction du potentiel, à la 

détermination du travail ou des conditions d'équilibre; 

et nous sommes persuadé' qu'on lira avec le plus grand 

intérêt cette partie de l'Ouvrage. 

Il serait très-souhaitable, pour que l'étude de la Phy

sique mathématique fît des progrès en France, que cet 

Ouvrage de M. Clausius y devint tout à fait classique; et 

c'est le désir que nous avons de contribuer à la réalisa

tion de ces progrès qui nous a engagé à le traduire. 

Ce savant a bien voulu revoir,- avec le plus grand soin, 

notre traduction ainsi que les épreuves; nous le prions 

d'agréer nos meilleurs remercîments pour cette nouvelle 

marque de bienveillance. 

F. FOLIE. 
L i è g e , févr ie r 1870. 
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PRÉFACE DE L'AUTEUR. 

Dans la Préface que j 'ai écrite pour la première édi

tion de cet Ouvrage, qui a paru en i85g, j 'ai exposé les 

raisons pour lesquelles j 'ai cru utile de le composer et de 

le publier; je pense qu'il serait superflu de les répéter 

ici, puisque la nécessité d'une seconde édition prouve 

suffisamment que ce travail répondait à un besoin qui 

se faisait généralement sentir. 

Il est destiné à familiariser le lecteur, d'une manière ' 

aussi simple que possible, avec la fonction potentielle, 

dont les propriétés ont.été surtout établies par Green ( i ) 
et par Gauss ( 2 ) ; et il en expose, par suite, la significa

tion, qui est fondée sur les équations fondamentales de la 

Mécanique, les conditions dans lesquelles cette fonction 

est applicable, et les théorèmes les plus importants qui 

y sont relatifs. A l'étude de cette fonction se rattache en 

même temps celle d'une autre quantité, dont Green ne 

parle pas, et que Gauss ne mentionne qu'accidentelle

ment et d'une manière incomplète, c'est-à-dire le poten

tiel, qui se déduit de la fonction potentielle par l'intégra

tion, et qui joue un grand rôle en Physique mathématique 

(1 ) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the 
theories of Electricity and Magnetism, by George G R E E N . Nottingham, 

1 8 2 8 . Reimprime dans le Journal de Crelle, t. X I J V et XLVI1 . 

( 2 ) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Ver
hältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und 
Ahstossungskräfte. Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen 

Vereins im Jahre i83g . 
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comme étant l'expression du travail mécanique effectué 

par les forces naturelles. 

Tandis que notre travail s'étend plus sur ce sujet que 

ceux de Green et de Gauss, il est dans un autre sens plus 

limité. Gauss, après avoir démontré les principes fonda

mentaux, en a déduit une série de théorèmes sur les 

forces qui agissent en raison inverse du carré de la d i s 

tance; et Green a immédiatement, appliqué sa théorie 

générale, qui est assez brièvement exposée, à l 'électricité 

et au magnétisme. Ces développements ne rentraient pas 

dans le plan que je m'étais tracé; et, pour ne pas trop 

étendre le cadre de cet Ouvrage, j 'ai préféré les omettre. 

Comme on le voit par ce qui précède, il ne s'agit pas 

dans ce travail de recherches nouvelles sur les propriétés 

fondamentales de la fonction potentielle et du potentiel, 

mais essentiellement de l'exposition d'une théorie exis

tante; toutefois on trouvera peHt-être certains points 

nouveaux, notamment dans le mode d'exposition et de 

démonstration. 

Quant aux modifications assez nombreuses apportées 

à cette nouvelle édition, elles ont consisté surtout à com

pléter certaines parties du travail. En cela, je n'ai pas eu 

pour but d'étendre le domaine du sujet, mais plutôt de 

donner a ces parties plus de clarté et d'évidence, eu les 

traitant d'une manière plus étendue, et en les éclairant 

sous différentes faces. De cette manière, l 'Ouvrage, qui, 

dans la première édition, avait quelque peu l'apparence 

d'un Mémoire mathématique, s'est rapproché davantage 

de la forme d'un Traité didactique, ce qui contribuera, 

je l'espère, à èn augmenter l'utilité. 

R. CLAUSIUS. 
Zurich, octobre 186G. 
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I)K I.A 

FONCTION POTENTIELLE. 

§ i-
POl.vr DE DEPART DES RECHERCHES. 

Pour reconnaître clairement la signification de la fonction 
potentielle et la raison de son introduction dans la Mécanique 
et dans la Physique mathématique, il sera utile de partir d'un 
peu plus haut, et de considérer d'abord une fonction générale 
qui sert à représenter d'une manière simple, dans une grande 
classe de forces mécaniques, les quantités nécessaires à leur 
détermination. En spécialisant alors les forces d'une manière 
conforme aux lois naturelles, nous arriverons par là même à 
la notion de la fonction potentielle. 

§ H. 

CONDITIONS QUI DOIYENT ETRE SUPPOSÉES REMPLIES. 

Soit donné dans l'espace un point mobile p, de coordon
nées x, y, z, sur lequel agissent des forces arbitraires que 
nous supposerons composées en une résultante P. Cette force, 
outre qu'elle peut varier avec le temps en un lieu déterminé 

FONCTION POTENTIELLE 
ET 

DU POTENTIEL. 
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d e l ' e s p a c e , sera à u n ins tant d é t e r m i n é e n g é n é r a l d i f f érente 

e n d i f f érent s l i e u x d e l ' e s p a c e . Af in d e la d é t e r m i n e r c o m p l è 

t e m e n t , à u n ins tant d o n n é , p o u r t o u s l e s l i e u x de l ' e s p a c e , 

n o u s d e v r o n s n o u s d o n n e r tro is f o n d i o n s d e s c o o r d o n n é e s , 

l ' u n e q u i d é t e r m i n e la g r a n d e u r d e la f o r c e , et l e s d e u x a u t r e s 

sa d i r e c t i o n . Si n o u s s u p p o s o n s la r é s u l t a n t e P d é c o m p o s é e 

e n t r o i s f o r c e s X, Y , Z a g i s s a n t s u i v a n t l e s t r o i s a x e s , n o u s 

p o u r r o n s é g a l e m e n t d i re : P o u r d é t e r m i n e r c o m p l è t e m e n t la 

f o r c e , o n d o i t d o n n e r c e s t ro i s c o m p o s a n t e s e n f o n c t i o n d e s 

c o o r d o n n é e s . 

L o r s q u ' i l e s t q u e s t i o n d e f o r c e s q u e l c o n q u e s , c e s t ro i s 

f o n c t i o n s p e u v e n t ê t r e r e g a r d é e s c o m m e t o u t à fait i n d é p e n 

d a n t e s l ' u n e d e l ' a u t r e , p u i s q u ' o n p e u t c o m p o s e r tro i s f o r c e s 

q u e l c o n q u e s e n u n e s e u l e . M a i s si l ' on c o n s i d è r e l e s f o r c e s 

q u i s e p r é s e n t e n t d a n s la n a t u r e , o n t r o u v e qu ' i l e x i s t e t r è s -

s o u v e n t e n t r e l e u r s c o m p o s a n t e s u n e r e l a t i o n p a r t i c u l i è r e , 

q u i c o n s i s t e e n c e q u ' e l l e s p e u v e n t ê t r e r e p r é s e n t é e s par l e s 

trois c o e f f i c i e n t s d i f f érent i e l s d ' u n e s e u l e et m ê m e f o n c t i o n 

d e s c o o r d o n n é e s . D a n s c e s c a s , o n p o u r r a d o n c é c r i r e , en r e 

p r é s e n t a n t par U ce t t e f o n c t i o n , 

( 0 X = ^ U , Y = — , z = - u . 
' ' dx ' dy' " dz 

P o u r q u e c e s r e l a t i o n s a i e n t l i e u , o n sait q u e l e s f o n c t i o n s 

X, Y , Z d o i v e n t sat is fa ire a u x c o n d i t i o n s s u i v a n t e s : 

rfX _ rfY dY dZ dZ dX 

dy dx ' dz dy' dx dz 

D ' a p r è s ce la , l e s f o n c t i o n s d e c e t t e e s p è c e n e f o r m e n t q u ' u n 

cas t r è s - p a r t i c u l i e r p a r m i t o u t e s l e s f o n c t i o n s m a t h é m a t i q u e 

m e n t p o s s i b l e s . N é a n m o i n s , c e cas es t de la p l u s g r a n d e i m 

p o r t a n c e dans la c o n s i d é r a t i o n d e s p h é n o m è n e s n a t u r e l s , p a r c e 

qu' i l e m b r a s s e , c o m m e n o u s Je v e r r o n s p l u s b a s , u n e c l a s s e 

d e f o r c e s q u i o n t déjà j o u é j u s q u ' à c e j o u r u n t r è s - g r a n d r ô l e 

e n P h y s i q u e , et q u i o n t p r o b a b l e m e n t u n e s i g n i f i c a t i o n e n 

c o r e b e a u c o u p p l u s g é n é r a l e q u e c e l l e q u ' o n l e u r a a t t r i b u é e 

a u p a r a v a n t . 
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§ I N 

DÉTERMINATION SIMPLE DES QUANTITÉS RELATIVES A LA FORCE 

AU MOYEN DE LA FONCTION U. 

Lorsque cette relation a lieu entre les composantes de la 

force, l'étude de cette force et de ses effets en est considéra

blement simplifiée. Tandis que, dans le cas général, on doit 

introduire dans le calcul trois fonctions données isolément, on 

n'a affaire actuellement qu'à une seule fonction, de laquelle 

peuvent se déduire d'une manière simple toutes les quantités 

relatives à la force. 

Comme on le voit aisément, la force totale P qui agit sur le 

point p est, en vertu des équations (il, représentée par 

et les angles que cette force fait avec les trois axes, angles 

dont les cosinus seront désignés par a, b, c, sont déterminés 

par les équations 

dU dU dU 

.,. dx . dr dz 
(4) « = -p-> 6 = - p - ' c = T T 

On peut également exprimer d'une manière irès-simple la 

composante S de la force P, estimée suivant une direction 

donnée s. Soil en effet 9 l'angle que la direction s fait avec 

celle de la force, on aura 

S = Pcosœ, 

ou bien, en appelant a, (3, y les cosinus des angles que la di

rection s fait avec les trois axes, 

S = V[ax-)- bÇ> + cy). 

Les trois cosinus a, b, c sont déjà déterminés par les équa

tions (4)i et les trois autres sont également faciles à exprimer. 

1. 
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§ IV. 

REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE AU MOYEN DES SURFACES DE N I V E A U . 

LA FONCTION U NOMMÉE « FONCTION DE FORCE » . 

La fonction U peut servir en outre à représenter géométri

quement la direction et la grandeur de la force. 

Si nous écrivons 

( 7 ) 
U = A, 

En efl'et, les numérateurs des coefficients différentiels 
as 

— et ^ exprimant les accroissements que subissent les co

ordonnées du point p lorsque celui-ci a parcouru un élément 

de chemin ds dans la direction s, on aura 

dx dr dz 

En substituant la valeur des six cosinus dans l'équation pré

cédente, elle devient 

S _ £ H ] dx + <Wdy + dz 

dx ds df ds dz ds ' 

tout le second membre peut se remplacer simplement par le 

coefficient différentiel où le numérateur dU représenie 

l'accroissement que subit U en vertu de ce que le point p a 

parcouru dans la direction s l'élément de chemin ds. On 

obtient donc 

c'est-à-dire que, pour la direction quelconque s, on a une re

lation de m ê m e forme que les relations ( 1 ) quï ont été sup

posées pour les trois directions des coordonnées. 
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-ì— dx - 4 — . — dy -+-
dx dy J 

dU 

dz 
dz = o. 

Dans cette équation, dx, dy et dz sont les composantes d'un 

déplacement élémentaire dx, que le point p peut subir sur la 

surface s'il est assujetti à y demeurer. Si nous divisons cette 

équation par Pc/s, elle devient 

Les deux facteurs de chacun des termes du premier membre 

représentent d'après les équations (4) et ( 5 ) les cosinus des 

angles que la force P et le déplacement ds font avec l'un des 

axes. D'après cela, le premier membre représente le cosinus 

de l'angle de la force avec le déplacement, et c o m m e ce co 

sinus est nul en vertu de l'équation, cet angle est droit. 

11 en est de môme pour tout déplacement que le point p 

peut subir sur la surface à partir de sa position initiale, et il 

s'ensuit que la force qui agit en ce point est normale à la 

surface; il en est naturellement de m ê m e dans tous les points 

de la surface. 11 en résulte que la surface représentée par l'é

quation (7) jouit de la propriété de déterminer-par ses nor

males la direction de la force qui agit en chacun de ses points. 

Elle joue donc, relativement à la force considérée, le même 

rôle que la surface d'un liquide en équilibre relativement à la 

pesanteur, et on la n o m m e pour celte raison surface de niveau. 

Si l'on ajoute à la constante À une constante infiniment pe

tite a, la nouvelle équation résultante 

(3) 

d\ï 
dx dx 

P Us 
dy dy 
T > ~ ds 

dV 

dz dz 

P ds 

U - A + a 

représentera une seconde surface qui sera en général infini

ment voisine de fa première et jouira des m ê m e s propriétés 

qu'elle. Si nous désignons par e la plus courte dislance de ces 

où A représente une constante, cette équation sera celle 

d'une surface. En la différentiant, on oblient 
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deux surfaces en un point que lconque , la fraction - ne sera 

évidemment autre chose que le coefficient différentiel 

an 
où n désigne la normale élevée au point considéré à la pre

mière surface vers la seconde. Ce coefficient différentiel re

présente la composante de la force estimée suivant la normale, 

et puisque la force el le-même est, d'après ce qui précède, 

normale à la surface, ce coefficient différentiel, abstraction 

faite du signe, représentera la force qui agit en ce point. Le 

coefficient différentiel sera positif ou négatif, c'est-à-dire la 

force sera dirigée de la première surface vers la seconde, ou 

vice versa, selon qu'on aura choisi pour x une quantité po 

sitive ou négative. En adoptant la première supposition, nous 

pourrons écrire 

(9) ? = 

Dans cette fraction, e seul dépend de la position du point con

sidéré sur la surface, tandis que x est constant, et il s'ensilit 

que la force qui agit aux différents points de la première sur

face est inversement proportionnelle à la distance de la se

conde surface. 

On voit en m ê m e temps que si la force est finie en tous les 

points de la surface, les deux surfaces ne peuvent pas se cou

per, puisque pour la ligne d'intersection e serait nul et, par 

suite, P infini. 

Imaginons maintenant qu'on ait construit un système c o m 

plet de semblables surfaces, dont chacune ne diffère de la 

précédente qu'en ce que la constante a reçu un accroissement 

infiniment petit qui est Je m ê m e dans tous les cas, ces surfaces 

feront reconnaître en chaque lieu de l'espace, par leur direction 

et leur distance mutuelle, la direction et la grandeur de la force. 

La fonction U, qui, d'après "ce qui précède, fournit d'une 

manière si simple tous les éléments nécessaires à la détermi

nation de la force, recevra le nom de fonction de force {force 
function), qui lui a été donné par Hamilton. 
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§ V. 

CAS FONDAMENTAL DANS LEQUEL IL EXISTE UNE FONCTION DE FORCE. 

P a r m i l e s cas d a n s l e s q u e l s il e x i s t e u n e f o n c t i o n d e f o r c e , 

l e p l u s i m p o r t a n t es t c e l u i d a n s l e q u e l la f o r c e q u i agi t s u r 

le p o i n t d o n n é p e u t s e d é c o m p o s e r e n f o r c e s c e n t r a l e s , c ' e s t -

à-dire e n force s a t tract ives o u r é p u l s i v e s , q u i partent d e p o i n t s 

d é t e r m i n é s d e l ' e s p a c e e t a g i s s e n t é g a l e m e n t e n t o u s s e n s 

a u t o u r d e c e u x - c i , d e s o r t e q u e l e u r i n t e n s i t é n e d é p e n d q u e 

de la d i s t a n c e . 

Soi t p' l 'un d e c e s p o i n t s , de c o o r d o n n é e s x', y ' , z'; et so i t i-

la d i s l a n c e e n t r e p e t p ' , de s o r t e q u e 

( i o ) r= yf[x' — x)' + (jr'—y)' + (z'—zj' ; 

l ' i n t e n s i t é d e la f o r c e d e v r a p o u v o i r s e r e p r é s e n t e r par u n e 

f o n c t i o n d e r ; r e p r é s e n t o n s - l a par f[r), e t c o n v e n o n s q u ' u n e 

v a l e u r p o s i t i v e d e c e t t e f o n c t i o n r e p r é s e n t e u n e f o r c e a t t r a c 

t ive , e t u n e v a l e u r n é g a t i v e , u n e f o r c e r é p u l s i v e . La d i r e c t i o n 

de la f o r c e es t d é t e r m i n é e par la p o s i t i o n r e l a t i v e d e s d e u x 

p o i n t s , e t l e s c o s i n u s d e s a n g l e s q u e la d i r e c t i o n p o s i t i v e d e 

la f o r c e fait a v e c l e s t ro i s a x e s s o n t d o n n é s par 

x' — x y' — y z' — z 

D e là s e d é d u i s e n t i m m é d i a t e m e n t les c o m p o s a n t e s d e la 

f o r c e s u i v a n t l e s t ro i s a x e s . E n n o u s b o r n a n t à la c o m p o s a n t e 

s u i v a n t l 'axe d e s x , n o u s a u r o n s 

O r , d 'après ¡10), o n a 

dr x' — x 

dx r ' 
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O DE LA FONCTION POTENTIELLE 

et, par suite, l'équation précédente devient 

Introduisons maintenant une nouvelle fonction de r qui soit 
l'intégrale négative de la précédente, et posons 

( " ) • V ( r ) = - f f ( r ) d r , 

d'où résulte 
d¥[ 

dr :f(r) 

Puisque r est fonction des coordonnées x, y; z du point y , il 
résulte que F(/') sera également fonction de ces quantités; et 
nous pourrons écrire 

dF(r) rfF(r) dr_ _ __ , dr 

dx dr dx 1 ' ^ c t e 

Cette dernière expression est la même que celle que nous 
avons trouvée précédemment pour la composante X . Ce ré
sultat s'applique naturellement aux deux autres composantes, 
et nous obtiendrons, par suite, les équations 

x = H i n , Y = dF(r)^ z = dFjr) 
dx dy dz 

On voit par là que F( r), considéré comme fonction de x, y, z, 
est la fonction de force pour le cas actuel. 

On peut étendre immédiatement ce résultat au cas où plu
sieurs points agissent simultanément sur le point p. Soit p\ 

un second point,, r, sa distance au point p, et représentons 
p a r[r- ) l'intensité de la force qu'il exerce; commençons par 
former la fonction 

F, ( r j ^ 

nous pourrons représenter la composante de cette force sui-
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dx dx dx 

d [ F ( r ) - h F 1 ( r 1 ) - t - F 1 ( r , ) - l -
dx 

1 

ou, en réunissant toutes ces fonctions sous le signe somma
tole, 

d 

On obtiendra, pour les deux autres composantes, des ex
pressions analogues, et la somme des fonctions restera la 
même dans les trois cas. Des quantités r, r,, r2,..., qui 
entrent dans cette somme, chacune renferme les coordonnées 
de l'un des points agissants, et, en outre, elles renferment 
toutes les coordonnées x, y , z du point p , qui subit ces ac
tions. De même que chacune des fonctions, nous pouvons donc 
aussi considérer leur somme comme une fonction de x, y , z, 
et nous poserons, pour abréger, 

(i3) U = 2 F( '^ 
Nous aurons alors 

. dU dV dU 

et, par conséquent, U est la fonction de force. 

., r/F,(r,) T 1 ' , 
vant 1 axe des x par — ^ . Il en est de même pour un troi
sième, quatrième,... point, et, par suite, quel que soit le 
nombre de points qui agissent, la composante de la force to
tale suivant l'axe des x sera représentée par une expression 
de la forme 

„ dF(r) , dF,(rt) _^ rfF,(r.) , 
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§ VI. 

LIMITATION A DES FORCES QUI AGISSENT EN RAISON INVERSE DU CARRÉ 

DE LA D I S T A N C E , ET RÉDUCTION DES FORCES A DES A G E N T S . 

Nous allons spécialiser encore davantage nos hypothèses sur 
la force. 

Nous admettrons que les forces attractives et répulsives, 
dont nous avons seulement supposé jusqu'à présent qu'elles 
pouvaient se représenter par une fonction quelconque de la 
distance, sont inversement proportionnelles aux carrés des 

dislances. 

En outre, nous ne parlerons plus simplement de points qui 
s'attirent ou se repoussent mutuellement, mais nous admet
trons qu'il se trouve en ces points quelque chose qui exerce 
ou subit l'action. Ce pourra être, par exemple, une masse pon
dérable qui exerce une force attractive suivant la loi ordinaire 
de la gravitation, ou de l'électricité, ou du magnétisme. Comme 
nous ne connaissons rien de certain sur la nature de ces der
nières, et qu'en outre il est utile de donner à l'exposition une 
généralité telle, qu'elle puisse embrasser également d'autres 
cas encore inconnus, nous choisirons une dénomination telle, 
qu'elle ne renferme rien d'hypothétique, mais qu'elle exprime 
seulement le pouvoir d'exercer une action. Le mot agent, 
usité du reste, me paraît très-propre à ce but. Relativement à 
un agent, nous supposerons seulement qu'il peut se déterminer 
quantitativement, et que la force qu'exerce une certaine quan
tité d'un agent est, toutes choses égales, proportionnelle à 
cette quantité. 

Dans l'étal actuel de nos connaissances, nous pouvons sup
poser que ce sont seulement des agents de m ê m e nature qui 
exercent l'un sur l'autre une attraction ou une répulsion qui 
suit les lois précédentes. C'est ainsi qu'une masse pondérable 
agit sur une masse pondérable, de l'électricité sur de l'électri
cité, du magnétisme sur du magnétisme; et dans des cas où 
il semble que des agents différents agissent de la même ma
nière l'un sur l'autre, ou bien où il règne des doutes sur l 'o-
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rigine réelle des forces, il reste toujours encore (d'après tout 

ce qu'on sait jusqu'à présent), en ce qui regarde du moins l'a

nalyse mathématique du sujet, la possibilité de faire sur les 

agents actifs des hypothèses telles, qu'i l suffit de considérer 

seulement entre des agents de même nature des forces qui 

s'exercent suivant les lois précédentes. Néanmoins il n'est pas 

nécessaire de borner tout d'abord nos formules à des agents 

de même nature, parce que nous pourrons plus lard intro

duire très-aisément cette restriction. 

Soient donc données deux quantités(*) quelconques d'agents 

qui agissent l'un sur l'autre, et que nous supposerons provi

soirement concentrés en des points déterminés p et p'. Soit q 

la quantité qui se trouve en p mesurée au moyen d'une cer

taine unité, et q' la quantité qui se trouve en p' et qui sera 

naturellement mesurée au moyen de la même unité, si elle 

appartient au même agent, et au moyen d'une unité particu

lière dans le cas contraire. La force que ces deux quantités 

exercent l'une sur l'autre doit se représenter, d'après nos hy

pothèses, parla formule 

où e est une quantité qui dépend de la nature des agents et 

des unités choisies. De ce que ce coefficient peut être positif 

ou négatif, résulte la distinction entre l'attraction et la répul

sion. Si l'on substitue l'expression précédente dans l'équa

tion ( I I ) qui sert à la détermination de la fonction de force, on 

obtient 

Imaginons maintenant que sur la quantité q agissent, non 

[*) J'évite à dessein le m o t masse, parce que cette no t ion est l iée à l ' idée 

d'inertie, et q u e cel le-c i sert de mesure à la masse , tandis que l ' inertie n'est 

pas nécessairement liée à la no t ion d'un agent actif, et que , dans les cas o ù elle 

existe, e l le peut être mesurée au m o y e n d'une uni té différente de cel le q u e l 'on 

emplo i e p o u r la dé terminat ion de la force exercée. 

( r5 ) 
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1 3 DE LA FONCTION POTENTIELLE 

pas une seule, mais plusieurs quantités q',q\, q'.2,.--, qui 
peuvent être entre elles de même nature ou de natures diffé
rentes ; en considérant d'abord, pour plus de généralité, ce 
dernier cas, et regardant, par suite, les coefficients e comme 
inégaux, nous aurons pour la fonction de force totale 

Si, au contraire, les quantités actives sont entre elles de 
même nature, e aura pour toutes la même valeur, et pourra, 
par suite, sortir du signe sommatoire, ce qui donnera 

(,8) U = ? * 2 7 -

Si l'agent actif n'est pas, comme nous l'avons admis jusqu'à 
présent, concentré en des points isolés, mais qu'il remplisse 
complètement un certain espace, nous le supposerons partagé 
en éléments dq', et nous rapporterons la distance rà chaque 
élément, ou, plus rigoureusement, à un point de chaque élé
ment; de sorte que la somme se transformera en une intégrale 

Il est évident que cette transformation de l'expression précé
dente peut se faire sans qu'elle perde par là sa signification 
comme fonction de force, aussi longtemps que le point p se 
trouve en dehors de l'espace rempli par l'agent actif; de sorte 
que la distance r ne devient, pour aucun élément dq', ni nul, 
ni comparable aux dimensions de l'élément. On peut, en effet, 
se représenter chaque élément de l'agent qui occupe un élé
ment de l'espace comme concentré en un point quelconque 
de celui-ci, sans que l'action que l'élément exerce sur l'agent 
supposé concentré en p en soit altérée d'une façon apprécia
ble. Pour l'autre cas, celui dans lequel p se trouve à l'inté
rieur de cet espace, nous aurons à démontrer la validité de 
l'expression ( 1 9 ) comme fonction de force, et nous admet
trons provisoirement celte validité pour ce cas même. 
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ET DU POTENTIEL. l3 

L'expression ( 1 9 ) est plus générale que ( 1 8 ) " e t la renferme 

comme cas particulier, puisque l'intégration peut aussi s'ef

fectuer dans le cas où des quantités finies se trouvent concen

trées en des points isolés. 

§ V I L 

HYPOTHÈSES DANS LESQUELLES LA FONCTION DE FORCE DEVIENT 

FONCTION POTENTIELLE. 

Aux hypothèses' que nous avons faites jusqu'à présent, ajou

tons enfin les deux suivantes : i° que l'agent qui se trouve 

au point p, qui subit l'action, est de m ê m e nature que celui 

qui l'exerce; et 2 0 que la quantité de cet agent n'est pas arbi

traire, mais qu'elle est égale à l'unité : alors la fonction de 

force ainsi simplifiée sera celle que nous nommons fonction 

potentielle. Désignons celle-ci, pour la distinguer, par V, et 

remplaçons, pour ce cas, le coefficient précédent e. par t\ sui

vant que l'agent actif sera concentré en des points isolés ou 

occupera entièrement un certain espace, nous aurons à poser 

Nous pouvons donc définir de la manière suivante la notion 

de la fonction potentiel le: La fonction de force d'un agent 

qui agit par attraction ou répulsion en raison inverse du carré 

de la distance, rapportée à une unité du même agent, supposée 

concentrée en un point, s'appelle fonction potentielle. 

De là résulte que les coefficients différentiels 

dX d \ dV 

dx ' dy ' dz 

représentent les trois composantes de la force que l'agent 

exercerait sur une unité du m ê m e agent supposée concen-

(1) 

(la) 

V 
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trée en un point x , j , z. Si, en ce point, se trouve une quan
tité q de l'agent, les composantes de la force exercée sur cette 
quantité seront 

d \ d \ dY 

^ dx ' ^ dy ' ^ dz 

On voit qu'entre ces trois quantités et les précédentes, il 
existe la même différence que celle qu'on exprime, pour des 
masses pondérables, par les mots de force accélératrice et 
force motrice. 

§ VIII. 

MESURE DES AGENTS ET D É T E R M I N A T I O N DU COEFFICIENT 6 . 

Pour pouvoir calculer, au moyen des équations (I) et (la), 
la fonction potentielle pour les différents cas auxquels elle 
peut s'appliquer, il suffira de déterminer encore la manière 
dont les quantités des différents agents doivent se mesurer, et 
la valeur qu'acquerra la quantité e. 

Pour des masses pondérables qui s'attirent selon les lois de 
la gravitation, e est positif, et sa valeur numérique doit être 
déterminée de telle sorte qu'il représente l'attraction qu'exer
cent l'une sur l'autre deux unités de masse à l'unité de dis
tance. 

Pour l'électricité, on sait qu'on en distingue deux espèces 
qui jouissent de cette propriété, que des quantités de même 
espèce se repoussent et que des quantités d'espèces différentes 
s'attirent. Quant à la question de savoir si les deux électricités 
doivent être réellement considérées comme deux agents diffé
rents, ayant chacun son existence propre, ou si les phéno
mènes peuvent s'expliquer aussi par l'existence d'un agent 
unique, elle est indifférente à nos recherches actuelles. Il ne 
s'agit ici que d'introduire l'électricité dans les formules, de 
telle sorte que les forces qu'elle exerce soient représentées 
exactement. Les expressions mathématiques ainsi formées 
conservent leur validité, même dans le cas où l'idée qu'on se 
fait de l'essence de l'électricité viendrait à se modifier. Pour 
pouvoir représenter par une seule formule, d'après laquelle 
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e conserve toujours le rhême signe, toutes les forces aux
quelles on a affaire en électrostatique, quoiqu'elles soient, 
suivant les cas, attractives ou répulsives, il suffit de faire por
ter la différence des signes sur les quantités d'électricité elles-
mêmes, en considérant les quantités de l'une des électricités 
comme positives et celles de l'autre comme négatives. Alors 
la force qu'exercent l'une sur l'autre deux quantités d'électri
cité q et q' concentrées en deux points sera représentée par 
la formule 

ç qq' 

E 7-1 
r' 

dans laquelle e est une quantité invariable et négative, parce 
que, quand q et q' sont de même signe, l'expression doit de
venir négative pour correspondre à une répulsion. 

Dans celte manière d'introduire dans le calcul les quantités 
des deux électricités différentes, on peut nommer en somme 
l'électricité un agent répulsif, parce que c'est la manière d'être 
des quantités positives qui sert,de norme, pour la dénomina
tion, et que les modifications que la forcé éprouve, en ce que 
l'une de ces'quamités, ou toutes les deux, deviennent néga
tives, se comprennent d'elles-mêmes. Si l'on veut déterminer 
la fonction potentielle pour un nombre quelconque de quan
tités d'électricité, en partie positives, en partie négatives, on 
pourra étendre l'intégrale de l'équation (la) à toutes les quan
tités d'électricité données, en comptant positivement ou né
gativement les éléments dq', suivant l'espèce des quantités 
d'électricité correspondantes. La fonction potentielle ainsi ob
tenue se rapporte alors à une unité d'électricité positive sup
posée concentrée au point p . 

Dans la détermination des forces magnétiques, on peut de 
même, sans faire aucune hypothèse sur la nature réelle du 
magnétisme, regarder le magnétisme boréal et l'austral comme 
deux^agents qui se comportent, relativement à leurs actions 
mutuelles, de la même manière que les deux espèces d'élec
tricité. Nous introduirons les quantités de l'un, du magné
tisme boréal par exemple, comme positives, et celles de 
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l'autre comme négatives dans le carlcul; alors e conservera 
une valeur invariable, et la fonction potentielle que nous 
obtiendrons se rapportera à une unité de magnétisme boréal 
supposée concentrée au point p . 

La quantité e est, pour tous ces cas, comme nous l'avons déjà 
dit pour le cas de masses pondérables, la force attractive 
qu'exercent l'une sur l'autre, à l'unité de dislance, deux 

unités de l'agent considéré : une force répulsive étant regar

dée comme une force attractive négative. Lorsque, pour un 
agent, l'unité de mesure n'est pas donnée d'avance, mais peut 
être choisie arbitrairement, on pourra "encore introduire une 
simplification. Si l'on chosit, en effet, pour unité de l'agent, 
la"quantité qui exerce à l'unité de distance, sur une quantité 

égale du même agents une action égale à l'unité de force, la 

valeur absolue de e sera égale à l'unité ; et quant au signe, pour 
les cas de masses pondérables, on fera e = + 1 ; pour l'élec
tricité et l e magnétisme, au contraire, e = — 1. Toutefois, 
nous n'admettrons provisoirement aucune détermination par
ticulière de l'unité d£S-agíííits,<Rt nous conserverons, par suite, 
le signe général e . 

§ i x -

SUR LE NOM DE « FONCTION POTENTIELLE » ET SUR LE SIGNE EMPLOYÉ 

DANS LA DÉTERMINATION DE CETTE FONCTION. 

Avant d'entrer dans d'autres développements sur notre 
fonction, nous ferons encore quelques remarques sur sa dé
nomination et sur son signe. 

Le nom de fonction potentielle a été imaginé par Green. 

Gauss, qui a plus tard fait une étude spéciale de la même 
fonction, l'a nommée pins brièvement potentiel, mais j'ai re
pris l'ancienne dénomination de fonction potentielle, parce 
que le mot potentiel exprime encore une autre idée, en réalité 
analogue à la précédente, mais non identique. Je pense que 
celte distinction se trouvera suffisamment justifiée dans la 
seconde Partie de cet Ouvrage, où il sera question du poten
tiel. 
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P o u r c e q u i r e g a r d e l e s i g n e d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , 

G a u s s n e fait, d a n s sa f o r m a t i o n , a u c u n e d i s t i n c t i o n e n t r e l e s 

a g e n t s attractifs et l e s r é p u l s i f s , en c e qu ' i l n'a p a s fait e n t r e r , 

dans s o n e x p r e s s i o n d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , l e fac teur e, 

qu i p e u t ê t r e p o s i t i f o u n é g a t i f et ser t à d i s t i n g u e r l e s d e u x 

cas . M a i s a lor s il d e v i e n t n é c e s s a i r e d e faire c e t t e d i s t i n c t i o n 

à u n autre e n d r o i t , c 'est-à-dire d a n s la r e c h e r c h e d e s c o m p o 

santes d e la f o r c e , au m o y e n d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , p u i s 

q u ' o n n e p e u t pas c o n s i d é r e r l e s c o e f f i c i e n t s d i f f érent ie l s d e 

la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e c o m m e e x p r i m a n t i m m é d i a t e m e n t l e s 

c o m p o s a n t e s d e la f o r c e , m a i s q u ' o n d o i t ' a u p a r a v a n t l e s 

affecter d u s i g n e + ' o u du s i g n e — , s u i v a n t q u e l 'agent act i f 

est attractif o u r é p u l s i f . C o m m e l e c a r a c t è r e s p é c i a l d e la 

f o n c t i o n p o t e n t i e l l e c o n s i s t e à r e p r é s e n t e r d ' u n e m a n i è r e 

s i m p l e t o u t c e q u i e s t n é c e s s a i r e à la d é t e r m i n a t i o n de la 

f o r c e , et q u ' e l l e n ' e s t q u ' u n cas p a r t i c u l i e r d e la f o n c t i o n d e 

f o r c e p l u s g é n é r a l e , j e cro i s p r é f é r a b l e d ' i n d i q u e r d é j à , dans la 

f o r m a t i o n d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , si l ' agent act i f e s t attract i f 

o u répul s i f , d e s o r t e q u e l e s c o m p o s a n t e s d e la force p o u r r o n t 

t o u j o u r s s e d é d u i r e , d ' u n e s e u l e e t m ê m e m a n i è r e , d e la f o n c 

t ion p o t e n t i e l l e . ^ 

Ceci a d m i s , il n e r e s t e p l u s q u ' à d é c i d e r si l ' on d o i t , p o u r 

e x p r i m e r l e s c o m p o s a n t e s d e la f o r c e q u e s u b i t u n e u n i t é 

p o s i t i v e d e l ' agent , s u p p o s é e c o n c e n t r é e au p o i n t p , fa ire e n 

s o r t e d e n ' a v o i r à e m p l o y e r q u e l e s c o e f f i c i e n t s d i f f éren t i e l s , 

sans l 'addi t ion d ' a u c u n s i g n e , o u b i e n faire e n s o r t e d 'avo ir à 

l e u r d o n n e r d a n s c e b u t l e s i g n e — . U n e m'a pas paru d o u t e u x 

q u e la p r e m i è r e d é t e r m i n a t i o n m é r i t e la p r é f é r e n c e , et c 'es t 

p o u r q u o i l e s i g n e d e E a é t é c h o i s i p l u s h a u t , d e t e l l e s o r t e 

qu ' i l fût p o s i t i f p o u r d e s a g e n t s at tract i fs e t néga t i f p o u r d e s 

a g e n t s r é p u l s i f s . 

Je c o n v i e n s , à la v é r i t é , qu' i l y a q u e l q u e i n c o n v é n i e n t d a n s 

c e t t e n o t a t i o n , e n c e q u e , p o u r l ' é l ec t r i c i t é et l e m a g n é t i s m e , 

la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e d e v i e n t n é g a t i v e p o u r d e s q u a n t i t é s 

p o s i t i v e s d e l 'agent act i f et vice versa; m a i s j e p e n s e q u e , 

p o u r u n e f o n c t i o n q u i a u n e s ign i f i ca t ion a u s s i g é n é r a l e q u e 

la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , o n d o i t p l u t ô t r e g a r d e r à la tra i ter 

2 
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d'après les mêmes principes généraux partout où elle est sus

ceptible d'application, qu'à lui donner une forme commode 

dans certains cas particuliers. 

§ x -
LE NIVEAU P O T E N T I E L . 

Ce que nous avons dit plus haut, au § IV, dans l'étude de la 

fonction de force U, s'appliquera naturellement de m ê m e à 

l'élude de la fonction potentielle V. 

L'équation 

( 2 0 ) V _ A , 

où A représente une constante, est l'équation d'une surface 

de niveau; et une unité positive do l'agent, supposée en un 

point quelconque de cette surface, subit une force qui est 

normale à cette surface et dirigée à partir de la surface dans le 

sens suivant lequel croît la fonction potentielle. 

Si l'on imagine un nombre indéfini de ces surfaces dont les 

équations ne diffèrent l'une de l'autre qu'en ce que la con

stante du second membre s'est accrue d'une certaine quantité 

infiniment petite, en passant de l'une à l'autre, ce système de 

surfaces fera connaître en chaque point de l'espace la grandeur 

et la direction de la force que subirait une unité positive de 

l'agent, supposée concentrée en ce point. La grandeur de la 

force est inversement proportionnelle à la distance de deux 

surfaces consécutives. 

La valeur que prend la fonction potentielle en un lieu 

quelconque de l'espace, et qui détermine la surface de niveau 

dans laquelle se trouve ce lieu, se nommera simplement le 

niveau potentiel de ce lieu. 

En général, les niveaux potentiels sont différents en diffé

rents lieux de l'espace, et la différence peut exister, non-

seulement en grandeur absolue, mais encore quant au signe. 

Pour des agents qui ne sont qu'attractifs ( c o m m e la masse 

pondérable), il ne se présente que des niveaux potentiels po 

sitifs; pour des agents qui sont en partie attractifs, en partie 
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répulsifs (comme l'électricité), il peut se présenter en diffé
rents lieux de l'espace des niveaux potentiels positifs et né
gatifs, et ces lieux sont séparés les uns des autres par une 
surface dont le niveau potentiel est nul. 

Si le point p , dans lequel nous supposons concentrée une 
unité de l'agent, se meut dans des directions différentes, à 
partir du lieu où il se trouvait d'abord, la force qui agira pour 
accélérer ou retarder ce mouvement dépendra de la rapidité 
avec laquelle le niveau potentiel croît ou décroît dans la di
rection considérée. Dans les directions pour lesquelles le ni
veau potentiel reste constant, aucune force n'agit, et dans les 
autres directions, les forces qui agissent sont d'autant plus 
grandes que le niveau .potentiel varie plus rapidement dans 
ces directions, et la force relative à une direction quelconque 
est positive ou négative, suivant que le niveau potentiel croît 
ou décroît dans cette direction. 

§ x i . 

DÉTERMINATION DE L A FONCTION POTENTIELLE POUR LE CAS OU LE 

POINT p SE TROUVE A L' iNTÉRIEUR D'UN ESPACE ENTIÈREMENT 

REMPLI PAR L'AGENT A C T I F , 

Nous avons dit, au § VI, qu'on ne peut pas décider immé
diatement si la fonction U déterminée par l'équation (19) jouit 
encore de la propriété de représenter les composantes de la 
force par ses coefficients différentiels dans le cas où le point p 
se trouve à l'intérieur d'un espace entièrement rempli par 

l'agent actif; il en est naturellement de même quant à Ja 
fonction V considérée au § VII et déterminée par l'équa
tion (la). Nous examinerons donc ce cas de plus près, et 
comme ces deux fonctions doivent se comporter de même 
sous ce rapport, nous nous bornerons à l'élude de l'une d'entre 
elles, et nous ferons choix de la fonction potentielle V. 

Dans la formule de la fonction potentielle numérotée ( la) , 

tj
l-dq', 
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la fonction -> qui est à intégrer, devient infinie pour les élé-
r 

menls dq' qui entourent immédiatement le point considéré, 
puisque la distance r devient infiniment petite pour ces élé
ments; la même circonstance se présente à un degré plus 
élevé encore, comme nous le verrons plus bas, lorsque l'on 
veut déterminer les composantes de la force, soit directement, 
soit en différentiant la fonction potentielle. Mais, de ce que 
la fonction à intégrer devient infinie pour certains éléments, 
on ne peut pas encore en conclure que l'intégrale elle-même 
devienne infinie ou indéterminée; car il peut se faire que la 
somme des éléments pour lesquels la fonction à intégrer de
vient un infiniment grand d'un certain ordre soit elle-même 
un infiniment petit d'un ordre plus élevé, de sorte que l'in
fluence de ces éléments disparaisse et que l'intégrale complète 
ait une valeur finie et déterminée. Cependant on ne peut pas 
admettre immédiatement qu'il en soit ainsi ; et, dans chaque 
intégrale de cette espèce, on devra, avant de la faire servir à 
d'autres calculs, décider, par des considérations particulières, 
si l'intégration peut s'effectuer de manière à donner une valeur 
finie et déterminée. C'est dans ce but que l'on emploie spé
cialement la méthode du changement de variables, afin de 
transformer l'intégrale en une autre telle, que la fonction à 
intégrer reste finie pour tous les éléments de ces nouvelles 
variables, et de cette manière la possibilité d'effectuer l'inté
gration sous forme finie est mise hors de douté. 

Nous allons appliquer d'abord cette méthode à la fonction 
potentielle, et ensuite aux composantes de la force et aux coef
ficients différentiels de la fonction potentielle. Pour abréger, 
nous appellerons corps l'espace qui est entièrement rempli 
par l'agent; mais nous n'entendrons sous cette dénomination 
de corps que l'agent pour lequel nous voulons déterminer la 
fonction potentielle, abstraction faite de tout ce que le corps 
pourrait renfermer en outre. Soit k la densité du corps au 
point [x', y ' , z'), c'est-à-dire que si dz représente un élément 
de l'espace, et dq' la quantité de l'agent actif qui y est ren-
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rfr. 

r 

Afin de déterminer l'élément d'espace par une expression 
qui convienne à notre but, nous prendrons le point considérép 
comme pôle d'un système de coordonnées polaires. Nous 
commencerons par partager l'espace en pyramides infiniment 
minces qui ont toutes leurs sommets en ce point. Décrivons 
du point p comme centre une sphère d'un rayon égal à 
l'unité; elle sera coupée par chaque pyramide élémentaire 
suivant un élément de surface da. La grandeur de cet élément 
de surface détermine celle de l'angle solide que la pyramide 
élémentaire forme à son sommet, et pour cette raison nous 
nommerons simplement cet élément du Vêlement de l'angle 

solide. L'unité relative à cet élément se déduit de ce que tout 
l'espace angulaire autour du point considéré est exprimé 
par 4^71, puisque la surface d'une sphère de rayon i est répré
sentée par 4 t t . 

Considérons maintenant une portion infiniment petite d'une 
pyramicle élémentaire, limitée par deux sphères de rayons r 
et r + dr; nous pourrons prendre cette portion comme l'élé- ' 
ment d'espace d-c, et puisqu'elle peut être considérée comme 
un petit prisme de hase r^dn et de hauteur dr, nous aurons 

(23) d-c = r' drda. 

D'après cela, 

(24) dq' = kr'drdcr, 

et l'expression précédente de V deviendra par là 

( 2 5 )

 V=EJ j t f r d r d a . 

fermée, on a 

(21) dq' = kdz; 

nous admettrons que la quantité fr, qui est une fonction de x ' , 
y', z', ne devient infinie en aucun point. De cette manière, 

l'expression (la) de la fonction potentielle devient 
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2 2 DE LA. FONCTION POTENTIELLE 

Ici la fonction à intégrer kr, non-seulement n'est pas infinie 
pour les premiers éléments dr, mais elle est au contraire infi
niment petite, et la difficulté mentionnée plus haut, disparaît 
de ceLle manière, puisqu'on voit immédiatement que l'inté
grale doit avoir une valeur finie et déterminée. 

§ x i i . 

DÉTERMINATION DES COMPOSANTES DE LA FORCE POUR UN POINT SITUÉ 

A L'INTÉRIEUR DU CORPS A C T I F . 

Nous traiterons de la même manière les composantes de la 
force que le corps exerce sur le point p ; et comme les com
posantes se déterminent de la même manière pour les diffé
rentes directions, nous choisirons pour exemple la composante 
dirigée suivant l'axe des x. 

La force exercée sur le point p par un élément dq', de coor

données x', y ' , z', et distant de r du point p , est e la 

„ . , ' dq' x'—- x 
composante de cette force suivant 1 axe des x est z —t- ; 

et l'on oblient, par suite, pour la composante totale de la 
forco suivant l'axe des x, l'expression 

( 2 6 ) = E J R 3

 d1-

Ici, la fonction à intégrer devient même un infiniment grand 
du second ordre, pour des valeurs infiniment petites de r; 
néanmoins l'introduction des différentielles précédentes suffit 
également pour éviter cet inconvénient. En effet, si nous 
remplaçons dq' par l'expression ( 2 4 ) , nous aurons 

Ï-] ) X = £ J ' J h X —~ dr dn. 

Comme la longueurs '—x est toujours inférieure, ou tout 

au plus égale à r, la fonction à intégrer k — — est finie pour 
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ET DU P O T E N T I E L . '23 

t o u s l e s é l é m e n t s dr, et l ' i n t é g r a t i o n d o i t d o n c d o n n e r u n e 

v a l e u r finie e t d é t e r m i n é e . 

D a n s l ' e x p r e s s i o n p r é c é d e n t e , la fract ion — e x p r i m e 

le c o s i n u s d e l ' a n g r e q u e la d r o i t e q u i un i t l e p o i n t p au 

p o i n t (x', y', z') fait a v e c l 'axe d e s . r . 

Si l 'on d é s i g n e c e t a n g l e par 0, o n p o u r r a é c r i r e 

( 28 ) X = t J j'k c o s S dr du. 

S o u s c e t t e f o r m e l ' e x p r e s s i o n p e u t s ' a p p l i q u e r a u x c o m p o 

santes d e la f o r c e s u i v a n t u n e d i r e c t i o n arb i t ra i re , si l 'on 

c o n v i e n t q u e 9 r e p r é s e n t e l ' ang l e q u e la d r o i t e v a r i a b l e , q u i 

part du p o i n t p , f o r m e a v e c la d i r e c t i o n p o u r l a q u e l l e o n v e u t 

d é t e r m i n e r la c o m p o s a n t e d e la f o r c e . 

§ XIII. 

DÉTERMINATION DES COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS DE LA FONCTION 

POTENTIELLE POUR UN POINT SITUÉ A L'INTÉRIEUR DU CORPS 

A G I S S A N T . 

Il s'agit m a i n t e n a n t d e s a v o i r s i la f o r m u l e q u e n o u s v e n o n s 

d e t r o u v e r p o u r la c o m p o s a n t e X d e la f o r c e e s t i d e n t i q u e au 

dV 
c o e f f i c i e n t d i f férent ie l ^ — d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e . 

D a n s c e t t e r e c h e r c h e surg i t u n e n o u v e l l e d i f f i cu l t é . D a n s 

l e § X I , n o u s a v o n s m i s la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e s o u s u n e f o r m e 

q u i m o n t r e q u ' e l l e a t o u j o u r s u n e v a l e u r finie e t d é t e r m i n é e . 

M a i s o n n e p e u t pas faire u s a g e d e c e t t e f o r m e s'il s 'agit d e 

d i f férent ier la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e par r a p p o r t a u x c o o r d o n n é e s 

d u p o i n t p; car , d a n s c e cas , o n n e p e u t pas a t t r i b u e r t o u t 

d 'abord au p o i n t p u n e p o s i t i o n fixe, et , par s u i t e , o n ne p e u t 

pas le p r e n d r e p o u r o r i g i n e d 'un s y s t è m e d e c o o r d o n n é e s p o 

la ires . À la v é r i t é , o n p e u t c h o i s i r p o u r o r i g i n e d e c e s c o o r 

d o n n é e s l e p o i n t p o u r l e q u e l o n v e u t c h e r c h e r l e s c o e f f i c i e n t s 

d i f f érent ie l s ; m a i s a lor s o n d o i t d é t e r m i n e r la f o n c t i o n p o 

t e n t i e l l e d e t e l l e s o r t e q u ' e l l e n e se r a p p o r t e pas à c e t t e o r i -
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gine, mais à un point voisin de celle-ci et dont on peut encore 
regarder les coordonnées comme variables. Lorsque l'on aura 
trouvé pour la fonction potentielle une expression de cette 
nature, on la difîérenticra ; et, cela fait, on pourra alors seu
lement, dans l'expression ainsi obtenue pour le coefficient 
différentiel, donner aux coordonnées des valeurs déterminées 
que l'on choisira, dans le cas actuel, de telle sorte qu'elles 
correspondent à l'origine des coordonnées polaires. 

Il s'agit donc de faire en sorte que, dans l'expression de la 
fonction potentielle, la fonction à intégrer reste finie pour 
tous les éléments, même quand le point p n'est pas à l'origine 
des coordonnées polaires; et que, dans l'expression des coef
ficients différentiels de la fonction potentielle, la fonction à 
intégrer reste du moins finie pour tous les éléments lorsque 
le point p est à l'origine des coordonnées polaires. 

On pourra arriver à ce résultat en introduisant dans les 
conditions une simplification qu'il est permis d'y apporter. 
En effet, si l'on veut former le coefficient différentiel relatif 
à x, il n'est pas nécessaire que le point p soit mobile dans 
toutes les directions, mais il suffit qu'il le soit suivant la di
rection des x. De même, pour la différentiation relative à y 
et à z, il suffit que le point soit mobile dans la direction d e s j 
ou des z ; ou, plus généralement, il suffit de considérer le point 
comme mobile suivant la direction par rapport à laquelle on 
veut différentier. D'après cela, faisons passer par le point 
donné, pour lequel nous voulons déterminer le coefficient 

dV 

différentiel ^ » une droite parallèle à l'axe des x, et déter

minons la fonction potentielle pour un point quelconque de 

cette droite. 

Soient x,, y, z,, les coordonnées du point donné ; et x, _>-,, z,, 
celles du point mobile p. Prenons le premier de ces points 
pour origine d'un système de coordonnées polaires. Soit prise 
pour axe polaire la droite parallèle à l'axe des x. Nommons l 
la longueur du rayon vecteur mené à l'élément dq'; 8 l'angle 
que ce rayon vecteur fait avec l'axe, et 9 l'angle que le plan 
de ces deux droites fait avec un plan fixe passant par l'axe. 
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. ET DU P O T E N T I E L . 

L'élément de volume aura alors pour expression 

d-r— l' sinS cftrfG dy. 

Pour déterminer la distance rde cet élément au pointmobile p, 
nous savons que ce point est sur l'axe à une distance de l'ori
gine égale à x— x,, et du côté positif ou négatif, suivant que 
cette différence est positive ou négative. De là résulte 

r=\Jl''—-il(x—x, ) cos9 -1- (x — x,)'' 
— v/72sin'9 +T7cosf? -\-Xi- x)2. 

D'après cela, la fonction potentielle sera 

J J J v ' J s in 2 0 + (Zcosô -+- x, — xf 

On voit que la fonction à intégrer est finie pour toutes les 
valeurs des variables /, 0 et <p, puisque le numérateur renferme 
le facteur /sinQ qui ne peut jamais devenir plus grand que le 
dénominateur. 

Si nous différentions cette expression par rapport à x, nous 
aurons d'abord 

dV kl2 sinÔ (/cos0 + x,— x) ,, J n , 

Ux~ = S i jdldBdv; 

J J J [Z'sin'S + (/cos0 + .r,— xfY 

et si, dans celle-ci, nous remplaçons, comme nous l'avons dit 
plus haut, x par la valeur déterminée xt qui correspond à 
l'origine des coordonnées polaires, nous obtiendrons 

( 3 o ) ^ = eJJj'ksmBcos6dldBd^. 

On voit que, dans celte formule, la fonction à intégrer reste 
également finie pour tous les éléments auxquels s'étend l'in
tégration. D'après cela, les conditions posées plus haut sont 
remplies, et la dernière formule peut être considérée comme 
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" Il va de soi que les coefficients différentiels par rapport à jr 
ou à z, ou par rapport à une autre direction quelconque s, 
pourront se traiter de la même manière que le coefficient dif
férentiel par rapport à x, et nous obtiendrons en conséquence 
le résultat suivant: Aussi bien à l'intérieur qu'à V extérieur 
de l'espace qui est rempli par l'agent actif, les composantes 
de la force sont représentées par les coefficients différentiels 
du premier ordre de la fonction potentielle. 

§ x i v . 

TÉORÈME RELATIF A U X COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE 

DE LA FONCTION P O T E N T I E L L E . 

L'étude des coefficients différentiels du second ordre va 
nous conduire de même à une propriété importante de la 
fonction potentielle. 

De l'équation (10) 

r=s/(x'—xY-i-(r'—ry-i-(z'— z ) \ 

dV 

la véritable expression du coefficient différentiel -j~ pour le 

point donné. 
dV 

Si l'on compare cette expression de —j— avec celle que l'on 
a trouvée pourX dans l'équation (28), il est clair que le produit 
sin0tf(3e?cp représente l'élément de surface que la pyramide 
élémentaire déterminée par les deux éléments d'angle d9 
et rfçp intercepte sur la sphère de rayon 1 décrite de l'origine 
des coordonnées comme centre; nous pourrons, par suite, 
remplacer ce produit dans l'équation (3o) par de; en outre, 
puisque, dans cette équation, le point p est supposé à l'origine 
des coordonnées polaires, nous pourrons écrire dr au lieu 
àedl. De cette manière, le second membre de l'équation (3o) 
sera identique à celui de l'équation (28) , et nous aurons, par 
suite, 
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on tire, en différentiant deux fois de suite, par rapport à la 

même variable, la fraction —» 

dx> 
(x>-xy 

: ' 

(3.) 
d*-r 
dy* 

r 
Hz1 

: - l - 3 

3 {l'
en ajoutant ces trois équations, on obtient 

(3a) 
rf'- d'- d'-r r r 

dx^ dy2 dz1 

Pour appliquer ce resultata la fonction potentielle, consi

dérons la forme générale de celle-ci donnée par (Ira) 

Ef~r dq' 
Pour le cas où r reste fini pour tous les éléments dq', nous 

pourrons immédiatement effectuer sous le signe d'intégration 

la double differentiation indiquée. Nous obtiendrons donc, 

pour le coefficient différentiel relatif à x, l'équation 

d'- r dq'. 
L'expression renfermée sous le signe d'intégration ne peut 

évidemment pas devenir infinie dans l'hypothèse que r ne de

vient pas infiniment petit, et, par suite, la condition exigée 

pour que l'intégration puisse s'effectuer est satisfaite par cela 

m ê m e . Nous obtiendrons de la m ê m e manière, pour les coef-
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ficients différentiels relatifs à y et à z, les équations 

d'Y _ 

d'Y 

dz> 

Si nous ajoutons les intégrales qui se présentent dans ces 
trois équations, elles se détruiront de même que les expres
sions ( 3 i ) , et nous obtiendrons 

d'Y d'Y d'Y 
( 3 3 ) ~1—í " t - - j — - - f - —¡—r = O . 
* ' dx- dy1 dz2 

« 

Cette somme des trois coefficients différentiels du second 
ordre se présente si fréquemment dans la théorie du potentiel 
qu'il est utile de la représenter par un signe particulier; nous 
la désignerons, comme Green, en écrivant A devant la fonc
tion (*), de sorte que l'équation précédente deviendra, au 
moyen de cette abréviation, 

( 3 3 « ) AV = o. 

Comme il a été admis, dans la formation de cette équation, 
que r reste fini pour tous les éléments dq', il en résulte que, 
si l'agent actif remplit entièrement un volume, l'équation 
n'est démontrée que pour le cas oil le point p se trouve à 

l'extérieur de ce corps; et nous devons même admettre pro-

( * ) Green a e m p l o y é le signe $ \ ; m a i s c o m m e la lettre J est usitée p o u r 

représenter les variat ions , j 'avais , d a n s la p r e m i è r e édit ion de cet Ouvrage , 

e m p l o y é D au l ieu de eT. Depu i s lors , on s'est g é n é r a l e m e n t servi, au l ieu de <?, 

n o n pas de D , m a i s de A . Je n'avais pas e m p l o y é cette dernière lettre parce 

qu 'e l l e sert que lquefo i s à désigner la densité ; m a i s cette cons idérat ion est de 

p e u d ' i m p o r t a n c e , et j e n'hésite pas à m e ral l ier à la notat ion adoptée . Je ferai 

r e m a r q u e r en outre que Bett i , dans u n récent ouvrage plein de mér i t e ( Teorica 

delle forze che agiscono secondo la legge di Newton; Pisa, i 8 6 5 ) , représente 

la s o m m e (33) n o n par A V , m a i s par A* V . 
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visoirement que p se trouve à une distance finie de la surface 
du corps. 

§ x v . 

ÉNONCÉ DÛ THÉORÈME PRÉCÉDENT POUR LE CAS OU LE POINT CONSIDÉRÉ 

SE TROUVE A L'INTÉRIEUR DU CORPS A G I S S A N T . 

Si le point p se trouve à l'intérieur du corps, la distance r 
est infinimertt petite pour les éléments dq' les plus voisins 
de ce point, et, par suite, les expressions à intégrer données 
dans les formules ( 3 i ) deviennent infiniment grandes. On 
croirait peut-être que cette circonstance n'est pas plus dans le 
cas actuel que dans les précédents un obstacle à l'application 
des formules, parce qu'elle ne se présente que pour une 
quantité infiniment petite de l'agent ; en examinant la chose 
de plus près, on trouve cependant qu'il en est autrement dans 
ce cas, parce que les fonctions à intégrer deviennent des in
finis d'ordre supérieur. 

d" V 
Si nous formons en effet le coefficient différentiel -;— de 

a X* 
la même manière que plus haut, et si nous remplaçons dq' 
par l'expression kr^drda donnée dans l'équation ( 2 4 ) > nous 
aurons 

et si nous remplaçons en outre, comme au § XII, ——'— par 

cos0, ainsi que l'élément da par sinS d6 dy, cette formule 
deviendra 

=eff f ^ [ — i-h 3 cos'6) sïnQ dr dO d<f. 

On voit que, malgré la transformation en coordonnées po
laires, la fonction à intégrer reste encore infinie pour les pre
miers éléments dr, parce que r est resté au dénominateur. 
Au premier abord, il pourrait même sembler que toute l'inté-

/
dr 
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qui s'étend depuis r = o jusqu'à une valeur finie de r, devient 

infiniment grande. Mais, si l'on a égard aussi aux intégrations 

relatives aux deux autres variables 0 et 9, on trouve, à la 

vérité, lorsque ces intégrations ne s'étendent qu'à une partie 

de l'angle solide 4^> qu'il se présente en général des valeurs 

infinies; mais que, si l'on étend l'intégrale à l'angle solide 

tout entier, elle peut se mettre sous la l'orme d'une somme 

algébrique qui renferme des termes infiniment grands, qui 

sont de m ê m e forme et de signes contraires. Cette s o m m e ne 

doit donc pas être considérée c o m m e infinie; mais, d'un autre 

aôté, on ne peut pas lui assigner une valeur finie déterminée, 

parce que la s o m m e algébrique de deux quantités infinies de 

m ê m e forme et de signes comaires ne peut pas être immédia

tement égalée à zéro, mais qu'elle a une valeur indéterrninée. 

Sans entrer dans plus de détails sur la nature de ces expres

sions qui renferment des termes infinis, nous pouvons du 

d2 Y 
moins affirmer que l'expression précédente de ^ — [qui est 

provenue de ce que, dans la formule ( la) trouvée pour V, et 

où l'intégration n'est pas effectuée, la double différenliation a 

été faite sous le signe intégral], que cette expression, disons-

nous, n'est pas propre à la détermination de la vraie valeur de 

d2 Y 

-j—-•> parce que , m ê m e aprçs l'introduction des coordonnées 

polaires, la fonction à intégrer ne reste pas finie pour toutes 

les valeurs qui doivent être atLribuées aux variables. Nous 
devons donc chercher à déterminer d'une autre manière les 

valeurs des seconds coefficients différentiels de V, ainsi que 

celle de leur s o m m e . 

Il sera utile de donner à l'avance le résultat que l'on o b 

tient dans la détermination exacte de ces valeurs. Soit kp la 

densité de l'agent au point considéré p auquel se rapporte 

l'expression, on aura 

V d'Y d'Y . . 

r2 dy2 dz2 -* r 
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(*) 1' série, t. III, i858. 

Cette équation, qui renferme comme cas particulier celle 
qui a été donnée plus haut sous les n°" (33) ou (33«),· puis-
qu'à l'extérieur du corps k = 0, exprime la seconde propriété 
fondamentale de la fonction potentielle, à savoir : Que de la 
fonction potentielle d'un agent on peut déduire sa densité li

en fonction des coordonnées, et déterminer, par suite, la ma

nière dont cet agent est répandu dans l'espace. 

La démonstration de cette équation importante, lorsqu'on 
veut l'établir d'une manière générale et tout à fait rigoureuse, 
présente une difficulté que l'on a cherché à surmonter de dif
férentes manières. J'en donnerai ici, sous une forme un peu 
différente, une démonstration que j'ai publiée, il y a quelque 
temps, dans le Journal de Liouville [*). Avant d'aborder cette 
démonstration générale, je commencerai, pour plus de clarté, 
par traiter un cas particulier qui ne présente aucune difficulté. 

§ X V I . 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME POUR LE CAS D'UN CORPS HOMOGÈNE. 

Le cas particulier que nous allons traiter actuellement est 
celui dans lequel la densité de l'agent est la même dans toute 

l'étendue du corps, ou, en d'autres termes, celui dans lequel 

le corps est homogène relativement à l'agent. 

Dans ce cas, la quantité kesl aonstante, et, paf suite, après 
avoir remplacé dans l'équation (la) la quantité élémentaire dq' 
par le produit kdz, où dz représente l'élément de volume, on 
pourra faire sortir le coefficient k dvi signe d'intégration, et 
écrire 

(34) \ = i k J jdr. 

Je traiterai d'abord cette équation par une méthode fré
quemment employée et très-simple; j'y appliquerai ensuite 
une seconde méthode, qui me paraît utile pour la suite des 
développements. 
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Imaginons dans l'intérieur du corps une surface sphérique 
décrite d'un point voisin du point considérép comme centre, 
qui renferme le point p et soit partout à une distance finie de 
celui-ci; ce qui sera possible, si nous supposons, comme 
nous le ferons provisoirement, que le point p est situé à une 

distance finie de la surface du corps donné. Cette sphère par

tagera le corps en deux parties, la partie intérieure et la partie 
extérieure à la surface de la sphère. Nous décomposerons, en 
conséquence, l'intégrale de l'équation (34) en deux parties, 
que nous distinguerons par les indices i et 2 placés à côté du 
signe d'intégration. L'équation (34) devient ainsi 

(35) V = E/TJJ ch + elrfj d-, 

où la première intégrale s'étend au volume de la sphère, et 
la seconde à la partie du corps extérieure à la sphère. 

La première intégration peut s'effectuer immédiatement 
d'une manière complète. Nous développerons le calcul dans 
un paragraphe subséquent où nous traiterons d'une couche 
sphérique limitée par deux sphères concentriques (ce qui 
renferme la sphère comme cas particulier). Pour abréger, je 
ne donnerai ici que le résultat, de l'exactitude duquel le lec
teur se convraincra du reste aisément, sans même recourir à 
ce paragraphe. Si nous supposons que le point p, auquel se 
rapportent Jes distances r qui entrent dans l'intégrale, est 
éloigné du centre de la sphère d'une distance /,-et si nous 
désignons le rayon de la sphère par A, nous aurons 

Les coordonnées du centre de la sphère étant représentées 
par xa, y„, z„, on a 

l*= (x - x»y+ {y—jr,Y+ {z - *.)',' 

de sorte que l'équation précédente deviendra 
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Si nous substituons Ja valeur de cette intégrale dans l'équa
tion ( 3 5 ) , nous obtiendrons 

( v = 2 7 i £ / f | A 2 — ^ [ ( * — x » y + (r—r«Y+{z — z*y] ! 
( 3 6 ) ' 

f -+- stc -dz. 

Nous pouvons maintenant différentier cette équation; car, 
dans la seconde intégrale, où il n'entre que des valeurs'finies 
de r, on peut effectuer immédiatement la différenliation sous 
le signe. Nous obtiendrons ainsi 

d'Y 4 , , 

( 3 7 ) ( d^V 4 , . 1 r 
dy2

 3 

[d'L 

X -d^dz> 

fnï' 

.M 
J, ^ 

Tze.h-\-tk f , . dz, 

d'V 4 , , / r , 
— — — — t 6 « + e Ar f — - — dz. 
dz- S 

Si l'on ajoute ces trois équations, la somme des trois inté
grales indiquées étant nulle, à cause de l'équation (32) , il 
viendra 

d'Y d'Y d*Y , , 

ou 

A V = — 4 7 T 6 / r , 

équation qui était à démontrer. 

§ X V I I . 

AUTRE FORME DE LA FONCTION POTENTIELLE D'UN CORPS H O M O G È N E , 

PROPRE A U X DÉVELOPPEMENTS ULTÉRIEURS. 

Je vais maintenant, comme je J'ai dit plus haut, développer 
une seconde démonstration du théorème pour le cas des corps 

3 
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homogènes, parce qu'elle se reliera à la démonstration sub
séquente et générale du théorème pour le cas des corps non 
homogènes. Dans ce but, je commencerai par mettre l'ex
pression de la fonction potentielle sous une forme un peu 
différente. 

Exprimons l'élément de volume dx qui entre dans l'équa
tion (34 ), comme nous l'avons déjà fait au § XT. Imaginons une 
pyramide élémentaire partant du point p, et dont l'angle solide 
soit dn; considérons un élément de cette pyramide compris 
entre deux sphères décrites de son sommet, avec les rayons r 
et r-\-dr; en prenant cet élément de pyramide comme élé
ment de volume, nous aurons 

dz — r'drda: 

L'équalion (34) deviendra par là 

V 

ou bien 

(38) V 

Bans cette expression, on peut effectuer immédiatement 
r-

l'intégralion relative a r. L'intégrale générale est —; mais les 

limites entre lesquelles elle doit être prise sont différentes 
suivant la forme du corps et la position du point p. 

Si le point p se trouve à l'intérieur du corps, et si celui-ci 
est d'une forme telle, que tout rayon partant du point p ne 
rencontre qu'une seule fois sa surface, en représentant par R 
la distance du point d'intersection au point p, nous aurons à 
prendre l'intégrale entre o et R, et nous obtiendrons 

( 3 9 ) V = ~ yVdcr. 

Celte dernière intégrale s'étend à tout l'espace angulaire au
tour du point p. 

Si le point p se trouve encore à l'intérieur du corps, mais 

— e / f J " J rdrdu, 

dr. 
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Si le point p se trouve à l'extérieur du corps, le nombre des 

intersections de chaque rayon qui rencontre le corps, avec sa 

-surface, doit être pair, et l'intégrale relative à r devra être 

prise dans ce cas, comme on le voit aisément, depuis R, ju s 

qu'à R 3 l puis, s'il y a encore d'autres intersections, depuis R 3 

jusqu'à R 4 , et ainsi de suite. On aura donc 

( 3 9 6 ) v = ^ j " ( - R : + R5-. . . )rfff-

L'intégrale relative à a s'étend naturellement seulement à la 

partie de l'angle solide, autour de p, dans laquelle est situé le 

corps. Si donc on imagine un, cône de sommet p circonscrit 

au corps, l'intégrale, par rapport à ¡7, s'étendra à toute l'ouver

ture de ce cône. Si le corps était creux et avait deux surfaces 

-dont l'une renferme entièrement l'autre, et si p se trouvait 

dans la partie vide, l'intégrale devrait s'étendre de nouveau à 

l o u t l'espace angulaire ^v.. 

Enfin, si Je point p se trouve à la surface du corps, il est 

3 . 

-que la forme de celui-ci soit telle, que les rayons vecteurs 

•coupent plus d'une fois la surface en certaines directions, il 

faudra, si le corps est fini, et si, par suite, sa surface est'entiè-

rement fermée , que le nombre des points d'intersection soit 

dans tous les cas impair. Si nous considérons une pyramide 

élémentaire s'étendant dans l'une de ces directions, elle se 

trouvera à l'intérieur du corps depuis le sommet jusqu'à la 

première intersection, à l'extérieur depuis la première inter

section jusqu'à la seconde, à l'intérieur depuis la seconde 

jusqu'à la troisième, et ainsi de suite. Comme nous n'avons à 

•considérer pour la fonction potentielle que les parties qui 

sont situées à l'intérieur du corps, si nous désignons par I I , , 

fi,, R 3 ) . . . les distances du point p aux intersections succes

sives, nous aurons à effectuer l'intégration relativement à r, 

depuis o jusqu'à R, , depuis Ri jusqu'à R 3 , et ainsi de suite, et 

nous obtiendrons ainsi 
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indifférent qu'on emploie l'une ou l'autre des deux dernières 
équations, parce qu'on peut, obtenir le résultat au'moyen de 
chacun» d'elles, pourvu qu'on choisisse convenablement les 
directions suivant lesquelles on doit poser R , = o. 

Dans ces équations, nous pouvons convertir en une autre 
intégrale celle qui se rapporte à l'angle solide. Si nous con
sidérons dans une pyramide élémentaire d'angle solide dtr 
l'élément superficiel suivant lequel elle coupe la surface du 
corps, et que nous appellerons dw, les deux éléments drr et dco 
seront entre eux dans un rapport simple. Soit i le cosinus 
de l'angle que le rayon vecteur mené à du fait avec la nor
male à cet clément, nous aurons évidemment 

où l'on choisira l'un ou l'autre des deux signes, suivant que î 
sera positif ou négatif. Pour décider de son signe, nous con
viendrons une fois pour toutes que, dans des déterminations 
d'angle, nous considérerons toujours la direction du rayon 
dans le sens suivant lequel sa longueur croit, et celle de la 

normale comme étant dirigée vers Xextérieur du corps. Alors 
il est clair que partout où le rayon vecteur, en croissant, sortira 
du corps, l'angle qui est compris entre ce rayon et la normale 
sera plus petit que 90 degrés, et, par suite, son cosinus, re
présenté par i, sera positif; partout, au contraire, où le rayon 
vecteur entre dans le corps, l'angle sera plus grand que 90 de
grés, et, par suite, i sera négatif. . 

Voyons maintenant comment se modifieront par là les inté
grales précédentes. Lorsqu'une pyramide élémentaire coupe 
plusieurs fpis la surface, au même élément d'angle solide du 
correspondront plusieurs éléments superficiels du corps da,, 
dut,,.. ., chacun avec une valeur particulière pour i, de sorte 
qu'à la série des produits ht' do-, RJt/o -,..., qui entrent dans 

les intégrales, correspondent autant de produits z, rfw,, i2du>2, 
Si l'on recherche quels sont les signes dont sont affectés les 

i rf&i = ± R* du, 

ou bien 

( 4 ° ) — R2 
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différents facteurs R% on trouvera que, dans les cas où i est 
positif, le facteur R1 correspondant a aussi le signe - 4 - , et qu'il 
a au contraire le signe — dans les cas où i est négatif. D'après 
cela, on n'a besoin d'affecter d'aucun signe les produits (dut, 
puisque, grâce au facteur i, ils prennent d'eux-mêmes le signe 
convenable. Or, comme tous les éléments de surface du ob
tenus par le procédé précédent constituent précisément toute 
la surface du corps, on aura l'équation fort simple 

qui convient à toutes les formes du corps et à toutes les posi
tions du point p. 

Cette forme de la fonction potentielle d'un corps homogène, 
dans laquelle l'intégration relative au volume se trouve ra
menée à une intégration relative à la surface, est très-com
mode dans beaucoup de recherches, et peut particulièrement 
servir au but que nous nous proposons actuellement. 

D É M O N S T R A T I O N D U T H É O R È M E P R É C É D E N T A I . ' A I D É D E L A N O U V E L L E 

E X P R E S S I O N T R O U V É E D A N S L E D E R N I E R P A R A G R A P H E P O U R L A 

F O N C T I O N P O T E N T I E L L E D ' U N C O R P S H O M O G È N E . 

Comme l'intégration indiquée dans l'expression (III ) est rela
tive à une variable qui est indépendante des coordonnées x, y , z 
du point p, on peut différentier par rapport à ces coordonnées 
sous le signe intégral, et l'on obtient ainsi 

(III) 

§ X V I I I . 

d'Y 

~dx* 
eh fd'i j 

TJ dx->dw> 

de même par rapport aux deux autres coordonnées. Par l'ad
dition des trois coefficients différentiels du second ordre, il 
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v i e n t 

, . e/f f'/ ' d2i d'i d'i\ , 
^ 1 i J \ dx* dy2

 dz' I 
P o u r d é t e r m i n e r i, s o i e n t r e p r é s e n t e s par a, b, c l e s c o s i n u s -

d e s a n g l e s d u rayon v e c t e u r m e n é s à dot a v e c l e s t ro i s a x e s , 

e t par a., (3, y c e u x d e s a n g l e s d e la n o r m a l e é l e v é e à da avec-

l e s a x e s ; o n aura 

( 4 2 ) / = aa -+- b¡3 -f- cy. 
E n o u t r e , si \ , r,,X d é s i g n e n t l e s c o o r d o n n é e s d e l ' é l é m e n t da, 

o n a 

i f>\ l ~ x , n — y Ç — * 

( 4 3 ) i = C : - _ R ' R R ~ ' 

d e s o r t e q u e l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e d e v i e n t 

( 44 ) ; = ( S - - g ) « - T - ( * - . r ) P + ( S - * ) r , 

o ù 

(45) • » = \/a (s 

A u m o y e n d e c e s v a l e u r s , n o u s p o u r r o n s f o r m e r l e s coef f i 

c i e n t s d i f f é r e n t i e l s d e i, et n o u s o b t i e n d r o n s 

: di £ — x . a. 

I Ibc " R 2 ' R ' 

fi?! £ 
zi~l-\ dz R- R 

d^f _ 3 ( H — . r ) 2 — R 2 g — , r 

^ " ' R< ' 2 R 3 

(47) - J ^ 7 - 1{< ( - 2 P-

-H - 3 ( g — .z ) 2 — R 2 . _ g — z 

dz' ^ R 1 ' 2 R 3 y ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



de sorte que l'équation (40 devient 

(49) A y = -*kfi d 00. 

Cette dernière intégration s'effectue aisément. 

En effet, d'après l'équation (4°)» on a 

c?co = ± du, 

où dcr représente l'élément d'angle solide qui appartient à la 
même pyramide élémentaire que c/oo. Or, comme, d'après ce 
que nous avons dit au paragraphe précédent, il se peut que 
plusieurs éléments du correspondent à une même pyramide 
élémentaire, il s'ensuit que le même élément da peut entrer 
plusieurs fois dans l'intégrale avec différents signes, et, sous 
ce rapport, il se présentera une différence essentielle, suivant 
que le point p sera situé à l'extérieur ou à l'intérieur du corps. 

Si le point p est à Y extérieur du corps, chacune des pyra
mides élémentaires qui rencontrent le corps coupe sa sur
face un nombre pair de fois, et l'élément correspondant d<7 
entrera autant de fois dans l'intégrale, avec des signes alter
nativement négatifs ou positifs. L'équation (4g) prendra donc 
la forme suivante 

AV = —EAry(—n-i — . . . ) r f e r , 

Supposons de nouveau que le point p se trouve à une 
distance finie de la surface, de sorte que R ne devient infini 
pour aucun des éléments de celle-ci ; alors les différents 
termes des expressions précédentes ne pourront pas devenir 
infinis, et celles-ci pourront être soumises à l'intégration. 

Or si l'on ajoute les trois dernières expressions, leurs pre
miers termes se détruisent, et il reste 

/ d'i (Pi d'i _ (j — x) a + {n — r)$ + {Z — z)y 
\ dx1 + aY + dz7' 2 R3 

(48) 7 

l 
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/[o DE LA FONCTION POTENTIELLE 

dans laquelle la somme des quantités entre parenthèses est 
évidemment nulle, puisqu'elle renferme un nombre pair de 
termes égaux et deux à deux de signes contraires. Nous ob
tenons ainsi le même résultat que celui qui a été déjà déduit 
d'une autre manière pour le même cas, c'est-à-dire 

AV = o. 

Si, au contraire, le point p se trouve à Yinlérieur du corps, 
chaque élément de l'angle solide entre un nombre impair de 
fois, la première fois avec le signe -+- et ensuite avec les 
signes — et -+- alternativement. L'équation ( 4 g ) prendra donc 
dans ce cas la forme suivante : 

AV = — e A - J ^ i — I + I — - ..)do; 

dans laquelle la parenthèse renferme un nombre impair de 
termes égaux et alternativement de signes contraires. Les 
termes se détruisent tous à l'exception du premier, et l'équa
tion prend ainsi la forme plus simple 

Or, comme l'intégrale doit s'étendre à tout l'espace angulaire 
solide, et qu'elle a, par suite, la valeur 4 7 1 ; on obtiendra 

AV = — faek, 
équation qui était à démontrer. 

§ XIX. 

COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS DU PREMIER ORDRE DE L'EXPRESSION 

TROUVÉE AU § XVII POUR LA FONCTION POTENTIELLE D'iIN CORPS 

H O M O G È N E . 

Avant d'abandonner l'étude des corps homogènes, j'ai en
core à faire sur l'expression (III), donnée au § XVII pour la 
fonction potentielle d'un corps homogène, une remarque re
lative aux coefficients différentiels du premier ordre. 
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L'expression dont il s'agit est 

Si l'on différentie celte expression par rapport à l'une des 
coordonnées, x par exemple, on obtient, conformément à la 
première des équations (46), 

dx 2 / V R 2 Ry 

Si l'on remplace la fraction 2 — — , qui représente le cosinus 

de l'angle que le rayon vecteur mené du point p à l'élém,eni 
de surface dus fait avec l'axe des x, par la lettre a, comme au 
paragraphe précédent, l'équation deviendra 

dV tk 
{ 5 l ) ~dx- = ^ 

Nous allons comparer cette expression à celle que l'on 
trouve directement, comme on l'a fait au § X I I , pour la com
posante de la force suivant l'axe des x. L'équation (28) de ce 
paragraphe s'écrit, si l'on y remplace cosS para, 

ka dr dor. 

Dans le cas actuel, k est constant; nous pourrons le faire 
sortir du signe d'intégration, et intégrer alors relativement à /-. 
Nous obtiendrons ainsi 

(5aJ H = tkJ{±Kl^iY,,±...)ad<7-, 

les valeurs R., R j , . · . sont relatives aux différentes intersec
tions du même rayon vecteur avec la surface, et l'on doit 
prendre les signes de la manière qui a été exposée au § X V I I . 

Si nous remplaçons da en fonction de l'élément de surface dm, 
nous avons 
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(*) Voir l ' A d d i t i o n I . 

Cette expression de la composante X de la force est diffé-
dY 

rente de l'expression (Si) trouvée pour —> tandis que, 
d'après la signification de la fonction potentielle, les quan-

dY 

tilés X et — doivent être égales entre elles. Mais en y regar

dant de plus près, on voit que ces deux expressions ne diffè

rent que par la forme, et qu'elles ont la même valeur, comme 

leur signification l'exige. 

De l'équation ( 5 a ) , on peut en effet déduire par une autre 

transformation, au lieu de l'équation précédente ( 5 3 ) , l'équa

tion suivante : 

( 5 4 ) X = - E Â r f^du. 

Comme l'exposé de cette transformation et les considérations 
géométriques sur lesquelles elle s'appuie nous arrêteraient 
trop et interrompraient la marche de l'exposition plus qu'il 
ne convient, je renverrai à ce sujet à une Addition placée à la 
fin de l'Ouvrage (*), et je regarderai par suite la proposition 
comme démontrée. 

De la comparaison des équations ( 5 3 ) et ( 5 4 ) , on déduit 
l'équation suivante, qui doit se vérifier pour toute surface 
fermée, 

( 5 5 ) J^da=-J^da. 

A l'aide de celte équation, on peut, comme l'on voit, trans
former facilement l'un dans l'autre les seconds membres des 
équations ( 5 i ) et ( 5 3 ) . 

Comme, du reste, il est évident, d'après ce qui précède, 
que la composante X de la force doit être égale au coefficient 

dY 

différentiel —j—5 on pourrait également renverser la conclu-
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s i o n e t é g a l e r e n t r e e u x l e s s e c o n d s m e m b r e s d e s é q u a 

t i o n s (5i) e t ( 5 3 ) , e n p o s a n t 

tir f [ai a. \ , , f* ai , 

o n arr iverai t a i n s i i m m é d i a t e m e n t , sans a v o i r b e s o i n d e s 'ap

p u y e r s u r l e s c o n s i d é r a t i o n s u n p e u l o n g u e s d e l ' A d d i t i o n I , 

à l ' é q u a t i o n (55), i n t é r e s s a n t e au p o i n t d e v u e g é o m é t r i q u e . 

I l e s t à p e i n e n é c e s s a i r e d e m e n t i o n n e r q u e l 'égal i té p r o u v é e 

e n t r e la c o m p o s a n t e X d e la f o r c e et l e c o e f f i c i e n t d i f fé -

dY 

r e n t i e l e x i s t e aus s i e n t r e la c o m p o s a n t e Y e l l e c o e f f i c i e n t 

dY 
di f f érent i e l - ^ i a ins i q u ' e n t r e la c o m p o s a n t e Z et l e c o e f f i c i e n t 

d i f f érent i e l ^r~-
dz 

D e c e q u e l ' on p e u t r e m p l a c e r l e s c o e f f i c i e n t s d i f f érent i e l s 

d u p r e m i e r o r d r e d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e par l e s c o m p o 

s a n t e s d e la f o r c e , ' i l s ' e n s u i t n a t u r e l l e m e n t q u e l 'on p o u r r a 

r e m p l a c e r c e u x d u s e c o n d o r d r e par l e s c o e f f i c i e n t s d i f f é 

r e n t i e l s r e s p e c t i f s d u p r e m i e r o r d r e d e s c o m p o s a n t e s d e la 

f o r c e , et q u e , par s u i t e , la s o m m e 

d'Y dfV d'Y 

dx2 dy1 dz' ' 

c o n s i d é r é e d a n s l e s p a r a g r a p h e s p r é c é d e n t s , p e u t s e r e m 

p l a c e r par la s o m m e 

dX dY dZ 

dx dy dz 

E n effet, il e s t p o s s i b l e d ' é tab l i r q u e c e t t e d e r n i è r e s o m m e 

p r e n d r a la v a l e u r t r o u v é e p l u s h a u t , . c ' e s t - à - d i r e o o u — ̂ itelr, 
s o i t q u e l 'on m e t t e à la p l a c e d e s c o m p o s a n t e s d e la f o r c e l e s 

e x p r e s s i o n s d e la f o r m e (53), so i t q u e l 'on m e t t e c e l l e s d e la 

f o r m e (54). 
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§ XK. 

D É M O N S T R A T I O N G É N É R A L E , A P P L I C A B L E É G A L E M E N T A D E S C O R P S N O N 

H O M O G È N E S , D U T H É O R È M E E X P R I M É P A R L ' É Q U A T I O N ( i l ) . 

A b o r d o n s m a i n t e n a n t la d é m o n s t r a t i o n d e l ' é q u a t i o n ( I I ) 

p o u r l e cas o ù l e c o r p s n 'es t pas s u p p o s é h o m o g è n e . 

N o u s c o m m e n c e r o n s par s u p p o s e r d e n o u v e a u q u e , l e 

p o i n t p ne s e t r o u v e pas dans l e v o i s i n a g e i m m é d i a t d e la s u r 

f a c e , et , e n o u t r e , q u e la d e n s i t é k d u c o r p s n e v a r i e , d a n s 

l e v o i s i n a g e d e p, q u e d ' u n e m a n i è r e continue. S'il y a d e s 

v a r i a t i o n s d i s c o n t i n u e s d e d e n s i t é dans l e c o r p s , n o u s s u p p o 

s e r o n s p r o v i s o i r e m e n t q u e l e p o i n t p s e t r o u v e à u n e d i s t a n c e 

finie d u l i e u o ù c e s v a r i a t i o n s s e p r é s e n t e n t . D a n s c e s c o n 

d i t i o n s , n o u s p o u r r o n s i m a g i n e r u n e s u r f a c e f e r m é e d é c r i t e 

a u t o u r du p o i n t p, s i t u é e p a r t o u t à u n e d i s t a n c e finie d e c e 

p o i n t , et à l ' i n t é r i e u r d e l a q u e l l e n ' o n t l i e u q u e d e s v a r i a t i o n s 

c o n t i n u e s d e d e n s i t é . N o u s p o u r r o n s a lors n o u s b o r n e r à la 

c o n s i d é r a t i o n d e la par t i e d u c o r p s r e n f e r m é e s o u s c e t t e s u r 

f a c e ; car l 'autre p a r t i e , e x t é r i e u r e à c e t t e s u r f a c e , et d o n t l e s 

é l é m e n t s s o n t , par s u i t e , s i t u é s t o u s à u n e d i s t a n c e finie d e p , 

n e p e u t avo ir a u c u n e i n f l u e n c e s u r la v a l e u r d e A V , p u i s q u e la 

part ie de A V q u i y es t r e l a t i v e d o i t ê tre n u l l e e n v e r t u d e s 

ré su l ta t s p r é c é d e n t s . N o u s e x a m i n e r o n s p l u s tard l e cas o ù l e 

p o i n t p serait i n f i n i m e n t v o i s i n de la s u r f a c e du c o r p s , o u b i e n 

d'un l i e u o ù s e p r é s e n t e u n e variat ion d i s c o n t i n u e d e d e n s i t é . 

C o m m e n o u s p o u v o n s c h o i s i r a r b i t r a i r e m e n t la f o r m e d e la 

sur face d é c r i t e a u t o u r d u p o i n t p e t r e n f e r m a n t l e c o r p s à 

c o n s i d é r e r , n o u s a d m e t t r o n s , p o u r p l u s de s i m p l i c i t é , q u e t o u t 

r a y o n v e c t e u r é m a n a n t d u p o i n t p n e la c o u p e q u ' u n e f o i s . 

C o m m e n ç o n s par d é t e r m i n e r l e s c o m p o s a n t e s d e la f o r c e 

q u e le c o r p s à C o n s i d é r e r e x e r c e s u r l e p o i n t p , p u i s q u e n o u s 

s a v o n s q u e c e s c o m p o s a n t e s s o n t i d e n t i q u e s a u x c o e f f i c i e n t s 

d i f férent ie l s d u p r e m i e r o r d r e d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , e t 

p e u v e n t , par s u i t e , ê t r e e m p l o y é e s à la p l a c e d e c e u x - c i , d a n s 

l e s d é v e l o p p e m e n t s u l t é r i e u r s . 

P o u r la c o m p o s a n t e s u i v a n t l 'axe d e s x, n o u s a v o n s l ' é q u a -
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tion (28) déjà mentionnée au paragraphe précédent, et qui 
s'écrira, si nous désignons par a le cosinus de l'angle que le 
rayon vecteur fait avec l'axe des x, 

X = i-J"j^ka drda. 

L'intégration doit s'effectuer relativement à r, depuis o jus
qu'à R, c'est-à-dire jusqu'à la valeur qu'a r à son intersection 
avec la surface, et la seconde intégration doit s'étendre à tout 
l'espace angulaire solide. Comme la quantité a est indépen
dante de r, l'équation précédente peut aussi s'écrire 

(56) -> X=zj*d<7AJ kdr. 

Nous donnerons encore à cette expression une forme un 
peu différente. Nous introduirons d'abord, au lieu de l'élé
ment da de l'angle solide, l'élément du de la surface du corps. 
En vertu de l'équation (4°)> dans laquelle nous n'aurons à 
prendre que le signe positif, dans le cas actuel où chaque 
rayon vecteur ne coupe qu'une fois la surface, et où, par suite, 
les intersections n'ont lieu que de l'intérieur vers l'extérieur, 
nous pourrons poser 

da — - j ^ du ; 

de sorte que l'équation précédente deviendra 

( 5 T ) X = £ n i s ) f l ~ h dr. 
J & Jo 

r R 

En outre, modifions un peu la forme de l'intégrale / kdr. 
d O 

Dans la forme actuelle, on suppose que l'on parte du point p, 
en s'avançanl vers la surface. [Nous allons supposer, au con
traire, qu'en parte du point où le rayon vecteur coupe la sur
face, et où se trouve l'élément do surface du, et que l'on 
s'avance sur la même droite en sens opposé vers le point p. 
Considérons un point quelconque de cette droite, sa distance 
au point p est représentée par r; et nous désignerons par p sa 
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d i s t a n c e au p o i n t o ù la d r o i t e c o u p e la s u r f a c e . N o u s a u r o n s 

d o n c 

r = R - p, 

dr — — do. 

P o s o n s d 'après c e l a , d a n s l ' in tégra le p r é c é d e n t e , — d p au l i e u 

d e dr, et r e m a r q u o n s en m ê m e t e m p s qu 'à la l i m i t e r = o 

c o r r e s p o n d la l i m i t e R , et à r - R la l i m i t e p — o ; n o u s 

a u r o n s a ins i 

kdr = — / kdp = j ff dp. 

A u m o y e n d e c e t t e t r a n s f o r m a t i o n , l ' é q u a t i o n p r é c é d e n t e s e 

m e t t r a s o u s c e t t e f o r m e , q u i e s t m i e u x a p p r o p r i é e à n o t r e b u t , 

(58) X = e j"du a ~ kdp. 

D e c e t t e f o r m u l e , q u i e x p r i m e la c o m p o s a n t e X , n o u s p o u r 

r o n s d é d u i r e i m m é d i a t e m e n t c e l l e q u i e x p r i m e l e s c o m p o 

s a n t e s Y et Z . E n effet , p u i s q u e a est dans c e t t e f o r m u l e la 

s e u l e q u a n t i t é q u i s o i t r e l a t i v e à l 'axe d e s x , n o u s n ' a u r o n s 

qu'à la r e m p l a c e r , p o u r l e s d e u x a u t r e s c o m p o s a n t e s * par l e s 

q u a n t i t é s c o r r e s p o n d a n t e s b et c, q u i s o n t r e l a t i v e s a u x d e u x 

a u t r e s a x e s ( c ' e s t - à - d i r e par l e s c o s i n u s d e s a n g l e s q u e l e 

r a y o n v e c t e u r fait a v e c l e s a x e s d e s y et d e s z). P o u r a b r é g e r , 

n o u s r e m p l a c e r o n s l ' in tégra le r e l a t i v e à p par u n e s e u l e l e t t r e , 

e n p o s a n t 

( 5 9 ) H = / kdp. 

L e s e x p r e s s i o n s d e s t ro i s c o m p o s a n t e s d e la f o r c e d e v i e n 

d r o n t a ins i 

( 6 0 ) { Y -ef ^nrf M , 
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R = \'{\ - x f+ ( « - r ) ' - H C - * ) ' ï 

£ — x , v] — y Z — z 

D ' o ù il r é s u l t e 

ai = {£ — xY * + ~ x)(-n ~ y)Ç> {Z - x) (Z — z)y 
R [ { Ê - • * ) ' - ! - - H S 

Si l 'on d i f f érent i e c e l t e e x p r e s s i o n par r a p p o r t à x, e t q u ' o n 

i n t r o d u i s e d e n o u v e a u l e s q u a n t i t é s R , a e t z, o n aura 

dx V R \ J — a at. -+- {4 a' — i ) i R a 

v a l e u r q u i d o i t ê tre s u b s t i t u é e d a n s l ' é q u a t i o n s u i v a n t e 

dx J \_dx \ R V R J dx J 

Si l 'on f o r m e d e m ê m e les c o e f f i c i e n t s d i f f érent ie l s d e s d e u x 

N o u s a v o n s m a i n t e n a n t à différentiel- c e s t ro i s e x p r e s s i o n s : 

la p r e m i è r e par rappor t à x, la s e c o n d e par r a p p o r t à y, e t la 

t r o i s i è m e par rappor t à z; n o u s p o u r r o n s e f f ec tuer i m m é d i a 

t e m e n t c e t t e d i f f érent ia t ion s o u s l e s i g n e in tégra l , p u i s q u e 

l ' é l é m e n t d e sur face e?w, a u q u e l e s t r e l a t i v e l ' in t égra l e , e s t in-

d é p e n d a n t des c o o r d o n n é e s x, y, z d u p o i n t p. 

P o u r e f f e c t u e r la d i f férent ia t ion , n o u s n o u s s e r v i r o n s d e s 

é q u a t i o n s s u i v a n t e s , d o n n é e s au § X V I I I , d a n s l e s q u e l l e s 

n , Z r e p r é s e n t e n t l e s c o o r d o n n é e s d u p o i n t d e la s u r f a c e o ù 

s e t r o u v e l ' é l é m e n t d e s u r f a c e dut, e t x, ¡3, y l e s c o s i n u s d e s 

a n g l e s q u e la n o r m a l e é l e v é e à c e t é l é m e n t fait a v e c l e s t ro i s 

a x e s : 
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autres composantes de la force, on obtiendra 

/ dX r r — aa. + (4a 2 — i ) i T T ai d H l , 

h ^ = E J L iv H + R= d j j r f w ' 

( 6 , ) U - E J |_—H»? L H + l û - ^ J R F B ' 

I dZ r r - c 7 + ( 4 ( , ! - | ) i D « dH"! , 

i d , - = E J L - R s - - H - f - F ^ r j r f u - · 
Si l'on ajoute ces trois équations, en se rappelant que 

a?+b2^- c 2 = i, 

aa. + 6(3 -4- c y = L 

les termes qui ont II pour facteur se détruisent, et il reste 

I C , dX dY dZ / " / dH , dH d H \ i , 

Nous avons encore à nous occuper des coefficients diffé

rentiels de H. Comme l'intégrale désignée par II, c'est-à-dire 

/( dp, 
s'étend à une droite dont les extrémités sont respectivement le 
point ( \, n, Ç ) de la surface et le point considéré (x, y, z), nous 
pourrons la regarder comme une fonction des six variables \ , 
•ri, Ç, x, y, z. Les trois dernières peuvent se représenter, en 
vertu des équations précédentes, par 

x= \ — « R , 

y = -n — />R, 

z - - Ç — c R . 

Nous pourrions encore exprimer l'une des variables a, b, c en 
fonction des deux autres, ou bien les exprimer toutes les 
trois en fonction de deux autres variables qui détermineraient 
la direction de la droite qui va du point déterminé sur la sur
face, au pointp ; toutefois, il vaut mieux, pour le but que nous 
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nous proposons, conserver simplement les trois quantités a, 

b, c. Si nous supposons les valeurs précédentes de x , y , z, 

substituées dans l'expression de II, nous en obtiendrons une 

qui renfermera les quantités \, n, Ç, a, b, c, 11. 

Pour différentier H par rapport à x , y , z, nous aurons à r e 

garder les coordonnées \, n, Ç du point de la surface c o m m e 

constantes; par suite, nous pourrons effectuer les différentia-

tions, de telle sorte que II puisse être considéré comme re

présenté par une expression qui renferme comme variables a, 

b, c, R, et dans laquelle ces quatre variables seront regardées 

comme fonctions de x , y , z. De cette manière, nous obt ien

drons, par exemple, pour le coefficient différentiel pris par 

rapport à x, l'expression suivante : 

d H d H d « d H db ^ d H de d H dR 

dx da dx db dx ' de dx dR dx 

Or, en vertu des valeurs précédentes de a, b, c et R, nous 

aurons à poser 

da — r - t - a 2 db ab de ac dR 

dx K ' dx R dx R ' dx . ' 

de sorte que l'équation précédente devient 

dH_ dll —i-ha* d H ab dlî ac dR 

dx ~ da' R + db ' R + ~dc ' "R ~~ dR a ' 

ou bien, en ordonnant d'une autre manière, 

, dR i r dH I d\\ , d H dH\l dll {63) ̂ ~RL~̂^a^+6w+c )̂J-adrr 
Le coefficient différentiel -4rr' qui figure dans le dernier dit 

terme de cette équation, a une signification très-simple. On a 

« n effet 
d R - d l i i ' , d ? ' •où h représente la densité du corps au point qui se trouve à 

4 
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une distance p du point (H, n, K) de la surface, sur la droite 
qui unit ce dernier au point p. La position de ce lieu et, par 
suite, la densité k qui y règne sont déterminées par les quan
tités a, b, c et p , le point de la surface étant supposé donné. 
Comme en outre, dans l'intégration relative à p , les quantités a, 
b, c, qui déterminent la direction de la droite, doivent être re
gardées comme constantes, et que p seul est variable, on 
pourra, dans l'intégrale précédente, regarder h comme étant 
simplement fonction de p. Or on sait que le coefficient diffé-

-renliel d'une intégrale pris par rapport à sa limite supérieure 
est représenté par une équation de la forme 

Si nous appliquons ce résultat au cas actuel, / ( R ) sera la va
leur que prendra la densité k au point de la droite qui est à 
une distance 11 delà surface, c'est-à-dire au point considéré p. 
Si nous désignons cette valeur particulière de k par kp, l'équa
tion précédente pourra s'écrire 

et l'équation (64) déviendra, par suite, 

(65) , f§ = kp. 

Si nous substituons cette valeur dans l'équation (63), et si 
nous formons de la même manière les expressions analogues 

des deux autres coefficients différentiels et -^r-, nous ob

tiendrons 
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ET DU P O T E N T I E L . 5 l 

Si nous multiplions ces équations respectivement par a, b, c, 

et si nous faisons la somme, tous les termes du second m e m 

bre renfermés entre parenthèses carrées se détruiront, et les 

trois autres termes se réduiront en un seul, ce qui donnera 
» 

, r , • d H dW d H 

En substituant cette valeur dans l'équation (62) , celle-ci 

devient 

d X d \ dZ_ 

dx dy dz -t ̂  = — z j ftp • -g- dco. 

Comme kp est une quantité qui ne varie pas lorsqu'on passe 

d'un élément de surface à un autre, et qui, par suite, est con

stante dans l'intégrale précédente, nous pourrons la faire sor

tir du signe intégral, et nous aurons 

d X d Y d Z , fi , 

Actuellement, nous remplacerons l'élément de surface do , 

en fonction de l'élément d'angle solide du, au moyen do 

l'équation suivante, dont nous avons déjà fait usage au com

mencement de ce paragraphe : 

do- — ~ dw. 

Nous aurons ainsi 

ta « d X dY dZ f 
( 6 9 ] d ^ + -dr- + dï=—*k>Jda-

Cette intégrale doit s'étendre à tout l'espace angulaire solide, 

et donne, par suite, de sorte que l'équation deviendra 

d X d Y d Z 
. 1 1 
dx dy dz 

Si l'on remplace enfin les composantes de la force qui en -

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



trent dans celte équation par les coefficients différentiels du 

premier ordre de la fonction potentielle, e t , par suite, les 

coefficients différentiels du premier ordre des composantes 

de la force par ceux du second ordre de la fonction poten

tielle, l'équation s'écrira 

d'Y d'Y d'Y , . 

ou .bien 

A V = — ̂ -Ktlf,,. 
Nous sommes donc arrivé à noire équation au moyen de 

quelques calculs fort simples, et qui ne reposent que sur les 

principes fondamentaux du calcul différentiel et intégral. 

§ XXI . 

EXTENSION DE L A SIGNIFICATION DES FORMULES DONNÉES AU P A R A 

GRAPHE PRECEDENT AU CAS D'UN CORPS DE FORME Q U E L C O N Q U E , 

T A N T POUR UN POINT EXTÉRIEUR QUE POUR UN POINT INTÉRIEUR 

A CK CORPS. 

Dans la démonstration précédente, nous avons supposé que 

le point p se trouve à une distance finie de la surface du 

corps donné, et, par là, nous avons pu introduire, relative

ment à la forme du corps à considérer, une simplification 

consistant cri ce que la surface de ce corps n'était rencontrée 

qu'une fois par chaque rayon vecteur émanant du point p. Eu 

effet, si la surface du corps donné ne satisfaisait pas à cette 

condition, au lieu de considérer le corps tout entier, nous 

n'aurions qu'à en considérer une partie limitée par une surface 

environnant le point p à une distance finie et satisfaisant à 

celte condition, et nous pourrions nous borner à considérer 

cetie dernière partie du corps, puisque, pour toute la partie 

extérieure à cette surface, l'équation A V — o est vérifiée. 

Mais, si nous voulons également étendre nos recherches 

au cas où le point p est infiniment voisin de la surface, nous 

ne pourrons pas introduire cette simplification relative à la 

forme du corps, mais nous devrons tout au moins conserver 
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à la portion de surface immédiatement voisine du point p sa 
forme primitive. Avant donc de passer à l'étude du cas parti
culier où le point p est infiniment voisin de la surface, je vais 
démontrer que la simplification relative à la forme de la sur
face et destinée à faciliter la démonstration n'est pas essen
tielle, mais que toutes les formules développées dans le pa
ragraphe précédent restent valables, quelle que soit la forme 
du corps. On verra en même temps que ces formules sont 
applicables non-seulement à un point situé à l'intérieur du 
corps, mais encore à un point extérieur. 

Dans ce but, nous envisagerons le sujet d'une manière un 
peu différente. 

A l'intérieur du corps donné, la densité, comme nous le 
supposons, est représentée par une fonction des coordonnées 
qui varie d'une manière continue seulement. Supposons main
tenant que cette fonction s'étende d'une manière continue 
quelconque au delà des limites du corps, de sorte que k dési
gne une fonction continue pour tous les points, tant à l'exté
rieur qu'à l'intérieur du corps donné. D'après cela, pour un 
point situé à l'extérieur du corps, k ne désignera pas la den
sité réelle, qui est nulle en ce point, mais celle qui aurait lieu 
si le corps s'étendait jusqu'à ce point avec la densité exprimée 
par cette même fonction. 

Actuellement, pour déterminer la composante X pour un 
point p situé à l'intérieur ou à l'extérieur du corps donné, 
parlons de nouveau, comme dans le paragraphe précédent, de 
l'équation ( 2 8 ) que nous écrirons sous la forme suivante : 

Supposons d'abord l'intégration relative à r, c'est-à-dire 

effectuée. 
Les limiies de cette intégrale doivent être choisies de ma

nière à répondre à la forme du corps et à la position du point p. 

X = E i de a I k dr. 
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Si c o p o i n t s e t r o u v e à l ' i n t é r i e u r d u c o r p s , l e r a y o n v e c t e u r 

c o u p e r a la s u r f a c e u n e o u t r o i s , o u e n g é n é r a l u n n o m b r e 

impair d e f o i s ; e t la par t i e d e c e r a y o n , c o m p r i s e e n t r e l e 

p o i n t p e t la p r e m i è r e i n t e r s e c t i o n , sera s i t u é e à l ' i n t é r i e u r 

d u c o r p s , la part ie c o m p r i s e e n t r e la p r e m i è r e e t la s e c o n d e 

i n t e r s e c t i o n à l ' e x t é r i e u r , e n t r e la s e c o n d e e t la t r o i s i è m e à 

l ' i n t é r i e u r , et a ins i d e s u i t e . O r , c o m m e l ' in t égra t ion n e d o i t 

ê tre e f f e c t u é e q u e p o u r l e s p a r t i e s d u r a y o n v e c t e u r q u i s o n t 

à l ' i n t é r i e u r d u c o r p s d o n n é , e n d é s i g n a n t s u c c e s s i v e m e n t 

par R , , R 2 , R 3 , . . . l e s v a l e u r s d e r a u x d i f f é r e n t s p o i n t s d ' i n 

t e r s e c t i o n , n o u s o b t i e n d r o n s la s o m m e s u i v a n t e d ' i n t é g r a l e s 

A u l i e u d e la m e t t r e s o u s c e t t e f o r m e , n o u s i m a g i n e r o n s 

u n e s é r i e d ' in tégra l e s d o n t c h a c u n e s ' é t e n d d e p u i s z é r o j u s 

q u ' à l ' u n e d e s i n t e r s e c t i o n s a v e c la s u r f a c e . P o u r l e s par t i e s 

d u r a y o n v e c t e u r q u i s o n t à l ' e x t é r i e u r d u c o r p s , n o u s n e f e 

r o n s pas fr = o , m a i s n o u s d o n n e r o n s à h l e s v a l e u r s q u i r é 

p o n d e n t à la f o n c t i o n q u e n o u s a v o n s a d o p t é e c o m m e v a l a b l e , 

t o u t a u s s i b i e n à l ' e x t é r i e u r q u ' à l ' i n t é r i e u r d u c o r p s . L e s i n 

t é g r a l e s a ins i o b t e n u e s d e v r o n t ê tre a l t e r n a t i v e m e n t p o s i t i v e s 

e t n é g a t i v e s , et la s o m m e p r é c é d e n t e s e t r a n s f o r m e r a ains i e n 

Si l e p o i n t p s e t r o u v e à l ' e x t é r i e u r du c o r p s , c h a q u e r a y o n 

v e c t e u r c o u p e r a la s u r f a c e u n n o m b r e pair d e fo i s , et la part ie 

c o m p r i s e d e p u i s p j u s q u ' à la p r e m i è r e i n t e r s e c t i o n sera s i t u é e 

à l ' e x t é r i e u r d u c o r p s , la part ie c o m p r i s e e n t r e la p r e m i è r e e t 

la s e c o n d e i n t e r s e c t i o n à l ' i n t é r i e u r , et a ins i d e s u i t e . L a s o m m e 

d e s i n t é g r a l e s sera d o n c 
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ET DU POTENTIEL. 55 

ou bien, en la transformant comme précédemment, 

— I k dr-¥- I k dr 
J O ' 0 

Par la substitution de ces valeurs, l'équation qui sert à dé
terminer X prendra les formes suivantes : si le point p est à 
l'intérieur du corps, 

( 7 1 ) \. = ijdaai^j 'kdr—J 'kdr-hj Vrfi-—...̂ ; 

s'il est à l'extérieur, 

(lia) X = zjdç;a^ — J k dr - h J k dr — . . 

Introduisons maintenant au lieu de l'élément d'angle so
lide du, l'élément de surface du, en vertu de l'équation 

d<r = z h du. 

Il est à remarquer, comme nous l'avons développé au § XVII, 
qu'à chaque élément dtj répondent autant d'éléments du que 
le rayon vecteur considéré a d'intersections avec la surface, 
c'est-à-dire précisément autant qu'il y a d'intégrales relatives 
à r dans les équations précédentes; et, en outre, que l'on doit 
prendre le signe 4- ou le signe — suivant que l'intégrale a 
elle-même l'un ou l'autre de ces signes. De cette manière, 
les expressions se simplifieront et prendront toutes deux une 
seule et même forme, à savoir : 

cjdu a -jĵy k dr, 

où R désigne la longueur du rayon vecteur mené à l'élément 
de surface considéré, et où la seconde intégration doit s'étendre 
à toute la surface. 

Au lieu de l'intégrale relative à r, nous pouvons, comme 
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56 DE LA FONCTION POTENTIELLE 

dans l e p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , é c r i r e l ' in tégra le c o r r e s p o n 

d a n t e re la t ive à p = R — r; e t , p o u r a b r é g e r , n o u s r e p r é s e n t e 

r o n s d e n o u v e a u c e t t e i n t é g r a l e par u n e s e u l e l e t t r e , en p o 

s a n t 

kdr = kdp. 
o Jo 

Si n o u s f o r m o n s l e s e x p r e s s i o n s d e s c o m p o s a n t e s Y et Z d e la 

m ê m e m a n i è r e q u e c e l l e d e X , n o u s o b t i e n d r o n s , p o u r ces-

t r o i s e x p r e s s i o n s , 

Y = Ej~Rdr,h 

Z e J ^ i l dai. 

C e s o n t là l e s é q u a t i o n s q u e n o u s a v o n s d o n n é e s s o u s l e 

n" 60 d a n s l e p a r a g r a p h e p r é c é d e n t ; m a i s e l l e s o n t a c q u i s , 

par l ' ana lyse a c t u e l l e , u n e s ign i f i ca t ion p l u s é t e n d u e , p u i s 

q u ' e l l e s s ' a p p l i q u e n t à d e s c o r p s d e f o r m e q u e l c o n q u e , e t 

a u s s i b i e n p o u r u n p o i n t s i t u é à l ' e x t é r i e u r q u e p o u r un p o i n t 

s i t u é à l ' i n t é r i e u r du c o r p s . 

A u m o y e n d e c e s e x p r e s s i o n s , n o u s p o u r r o n s e f f ec tuer l e s 

m ê m e s c a l c u l s q u e d a n s l e p a r a g r a p h e p r é c é d e n t , et n o u s a r 

r i v e r o n s a ins i à l ' é q u a t i o n (68) déjà t r o u v é e 

dX dY dZ • , r i , 
—, i ; 1 j— = Zip I ~ir- (lui, 
dx dy dz P J R J 

q u ' o n p e u t é c r i r e 

( 7 2 ) A v = - E * - , y ^ r f M . 

L' intégra le qui s e p r é s e n t e ici e s t la m ê m e q u e c e l l e q u i e n t r e 

dans l ' é q u a t i o n (49) d é d u i t e au § X V I I I p o u r u n c o r p s h o 

m o g è n e ; n o u s p o u r r o n s d o n c y a p p l i q u e r i m m é d i a t e m e n t c e 

q u e n o u s a v o n s dit s u r l a v a l e u r d e c e t t e i n t é g r a l e . O r il a é t é 
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~dï ~ £ J L R 3 

dj r r—^-r_u^_-
dr~J L H* 

dZ _ ÇV— cy -+- ( 4 c — 

dz - e J L & 

d é m o n t r é q u e , p o u r l e cas o ù le p o i n t p e s t à l ' e x t é r i e u r d u 

c o r p s , l ' in t égra l e e s t n u l l e , e t q u e , p o u r l e cas o ù il e s t à l'in

t é r i e u r , l ' in tégra le e s t é g a l e à 4ti- H e n r é s u l t e q u e l ' é q u a t i o n 

p r é c é d e n t e p r e n d r a , p o u r c e s d e u x c a s , l e s d e u x f o r m e s d o n t 

il s'agit, c ' e s t -à -d i re 

AV = o, 

AV = — ^i:skp. 

§ X X I I . 

CONSIDÉRATION PARTICULIÈRE DU CAS OU LE POINT p SE TROUVE DANS 

LE VOISINAGE IMMÉDIAT DE LA SURFACE. 

1 1 n o u s r e s t e e n c o r e à r e c h e r c h e r c e q u e d e v i e n n e n t l e s 

c o e f f i c i e n t s d i f férent ie l s d u p r e m i e r o r d r e d e s c o m p o s a n t e s d e 

la f o r c e , o u c e u x d u s e c o n d o r d r e d e la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e , 

q u e n o u s a v o n s c o n s i d é r é s dans l e s p a r a g r a p h e s p r é c é d e n t s , 

l o r s q u e l e p o i n t p , qu ' i l s o i t à l ' i n t é r i e u r o u à l ' e x t é r i e u r d u 

c o r p s , s ' a p p r o c h e i n d é f i n i m e n t d e la s u r f a c e ; il s'agit de s a v o i r 

s'ils c o n s e r v e n t e n c o r e , d a n s c e cas , d e s v a l e u r s finies et d é t e r 

m i n é e s , d o n t la s o m m e e s t é g a l e à z é r o o u à — 4 7 1 £ ^ > > 0 u
 b i e n 

s'ils p r e n n e n t d e s v a l e u r s i n f i n i m e n t g r a n d e s d a n s l e v o i s i n a g e 

i m m é d i a t d e la s u r f a c e , c e q u i p o u r r a i t faire s u r g i r des d o u t e s 

s u r la v a l e u r d e l e u r s o m m e . 

R e p r e n o n s l e s e x p r e s s i o n s d e X , Y , Z d o n n é e s s o u s le 

n" 6 0 et d o n t n o u s a v o n s d é m o n t r é la g é n é r a l i t é dans le p a 

r a g r a p h e p r é c é d e n t . E n l e s d i f férent iant , o n o b t i e n t l e s é q u a 

t ions ( 6 1 ) q u e n o u s r e p r o d u i s o n s c i - d e s s o u s : 

1 )i ai dlî"\ , 

i ) i „ bi dHl , 
- H + s i - ^ J d B - -

1 )i „ ci rfHI , 
- 1 1 + Rï d T p • 

. L e s e x p r e s s i o n s q u i figurent s o u s l e s s i g n e s d ' in tégrat ion r e n 

f e r m e n t au d é n o m i n a t e u r d e s p u i s s a n c e s d e la q u a n t i t é R , q u i 
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Ces trois équations deviendront ainsi 

dans les intégrales relatives à du, on doit prendre autant de 
valeurs des expressions renfermées entre parenthèses carrées 
qu'il y à d'intersections du rayon vecteur considéré avec la sur
face, et on leur donnera le signe -1- ou — suivant que le rayon 
vecteur, en croissant à partir du point d'intersection, sort du 
corps ou y entre. 

Il est clair maintenant que les expressions entre parenthèses, 
carrées restent finies pour tous les éléments du. En effet, 

est la distance de l'élément de surface considéré du au point p. 
Or, comme R devient infiniment petit pour les éléments de 
surface les plus voisins de p, lorsque ce point s'approche in
définiment de la surface, on peut se demander si toutes les 
intégrales conservent néanmoins des valeurs finies et détermi
nées, ou si quelques-unes d'entre elles deviennent infinies. 

Pour décider cette question, nous rechercherons s'il est 
possible de transformer ces intégrales de telle sorte que la 
fonction à intégrer reste finie pour tous les éléments de la 
variable par rapport à laquelle on doit effectuer l'intégration. 

Il est très-facile de transformer de cette manière tous les 
termes des expressions précédentes qui ont i pour facteur. 11 
suffit, pour cela, que l'élément de surface do, que nous avons 
introduit dans les expressions de X,iY, Z, au lieu de l'élément 
d'angle solide du, afin de pouvoir différentier sous le signe 
intégral relativement à x,y, z, soit remplacé de nouveau, après 
la différentiation, en fonction de l'élément d'angle solide, au 
moyen de la relation 

du = ± ~ dw. 
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11= fKfrdp, 
" o 

on voit aisément que la fraction doit rester finie pour au

tant que la quantité k ne devienne infinie en aucun point de 

l'espace considéré, ce que nous supposons. De même, il est 

clair que les coefficients différentiels - y — » — r — , —¡— doivent 
ax ay- az 

rester finis pour autant que la quantité k ne varie pas d'une 
manière discontinue dans l'espace considéré, condition qui 
est également satisfaite, vu la manière dont nous avons défini 
la quantité k au paragraphe précédent, même pour des points 
qui se trouvent situés sur la surface. Les seules autres quan
tités qui entrent dans ces expressions sont a, b, c, qui repré
sentent des cosinus, et ne peuvent, par suite, devenir infinis. 
D'après cela, il est clair que les intégrales qui se présentent 
dans les équations (73) et qui sont relatives à du satisfont à la 
condition posée plus haut, à savoir : que les expressions à in
tégrer restent finies pour tous les éléments du. 

Il ne nous reste donc plus à considérer que les trois inté
grales 

ru a<x , rn b& , rn cy , 
J R T T ' ^ ' J R R > r f u ' J R R2 

1 

L'une de ces intégrales peut encore se ramener aux deux 
autres. En effet, en vertu de l'équation 

í = aa -+- 6(3 '-f- cy, 
nous pourrons, dans la dernière de ces intégrales, rempla
cer cy par 

/ — au — bft, 
et ensuite d<x> par rh du, ce qui donnera 

puisque 
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nous aurons à substituer ces expressions dans nos intégrales. 
Quanta l'extension qu'il convient de donner aux inlégrales, 

nous pourrons la limitera la partie de la surface dont les élé
ments sont très-voisins du point p, car, pour tous les éléments 
de surface plus éloignés pour lesquels 11 n'est plus infiniment 
petit, les expressions sous le signe intégral ne peuvent pas 
devenir infinies, et, par suite, nous n'avons pas à nous occu
per des parties de ces intégrales qui correspondent aux pariies 
plus éloignées de la surface. Nous désignerons par A et B les 
intégrales ainsi limitées, qui deviendront, après la substitution 
des valeurs précédentes de a et de b, 

Ces intégrales ne doivent s'étendre qu'à une très-petite por
tion de la surface autour de l'origine. 

D'après ce que nous avons dit plus haut, nous n'aurons plus à 
nous occuper de l'intégrale relative à do-, et les deux autres in
tégrales du second membre sont les deux premières ries trois 
intégrales mentionnées. 

Dans la recherche de ces intégrales, nous choisirons ici, 
pour n'être pas trop prolixe, un système de coordonnées ap
propriées à celle recherche. Supposons une normale abaissée 
sur la surface du point considéré p, et prenons l'axe des z pa
rallèle à cette normale. Comme l'origine des coordonnées peut 
être choisie arbitrairement sans que la généralité de nos re
cherches en soit amoindrie, nous choisirons le pied de la nor
male comme origine, par suite la normale elle-même comme 
axe des z, et le plan tangent à la surface en ce point comme 
plan des xy. Dans ce cas, les coordonnées x et y du point p 
sont nulles, et les expressions (43) données au § XVIII pour 
la détermination de a et de b deviendront, pour un point de la 
surface dont les coordonnées sont \, -r¡, Kj 
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ET DU P O T E N T I E L . ( ) I 

Or, si l'équation de la surface est donnée sous la forme 

( :6 ) • 

les cosinus des angles que la normale élevée en un point quel
conque de cette surface fait avec les axes sont déterminés par 

d\ 

v7- d\) \dr, 

dï 
dn 

idl) 

A l'aide de la dernière de ces trois équations, les premières 
deviennent 

(11) { „ 

Si nous substituons la valeur de a dans la première des équa
tions ( 7 5 ) , nous aurons 

'A 
( 7 8 ) A = - fli-4ryd^. 

Le produit yd<ù est la projection de l'élément du sur le plan 
des xj, ou, si nous imaginons que toute la portion de sur
face considérée soit projetée sur ce plan, nous pourrons re
garder ydco comme un élément de cette projection et effectuer 
l'intégration relativement à celle-ci. Pour cela, imaginons un 
système de coordonnées polaires dans le plan des xy, et dont 
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(8. 
, {* {"H m cos aï u' , , 

A = - J J R ÏV> du do. 

L'intégrale R peut être transformée de la même manière et 
devient 

l'origine soit la même que celle des coordonnées rectangu
laires; désignons par u le rayon vecteur mené à un point quel
conque du plan, et par <p l'angle que ce rayon fait avec l'axe 
des x. Un élément du plan sera représenté par 

u da dy, 

et nous pourrons mettrp cette expression à la place de y dm. 
Si nous remarquons en même temps que 

\ = u cos tp, 

l'équation (78) deviendra 
dX , 

cos 9 -JT u' 

(79) A = — • / / — dudv. 

Nous avons enfin à considérer encore le coefficient diffé-
dX, 

rentiel A. l'origine'des coordonnées, puisque le plan des 

xy est tangent en ce point à la surface, les coefficients difle-
. , dZ dX, , . . 

renticls ^ et ̂ — sont nuls; et aux environs de ce point, A 

supposer que la courbure de la surface y soit finie, nous pour

rons poser 

TA \ ' d l , dX, 
00 -J-T. = mu, - j — = nu, 

a £ a-fl 

m e t a désignant deux fonctions de u et de 9 qui ne deviennent 
pas infinies pour de très-petites valeurs de u. L'équation (7g) 
pourra donc s'écrire 
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Or, comme la quantité R, déterminée par l'équation 

ne peut pas devenir moindre que u, ïa fraction ne peut pas 

devenir infinie, et il en est de même, comme nous l'avons vu, 

de la fraction —· Les intégrales A et R sont donc mises sous 

SX 

une forme telle, qu'elles satisfont à la condition que la fonction 
à intégrer reste finie pour toutes les valeurs par lesquelles 
passent les variables relativement auxquelles l'intégration doit 
s'effectuer. 

f/X. 
Après qu'il a été établi que les coefficients différentiels > 

dY dZ „ . . , 
-¡—1 —r conservent tomoursdes valeurs fîmes et déterminées, 
dy dz 
même quand le point devient infiniment voisin de la surface, 
il n'est pas douteux que la somme de ces trois coefficients, 
représentée par AV, ne conserve à l'extérieur et à l'intérieur du 
corps les valeurVo et — / \ - K t k p jusque dans le voisinage immé
diat de la surface. Au moment où le point p traverse la surface 
et passe de l'espace vide extérieur au corps dans celui-ci, la 
moitié des éléments da changent tout à coup de signe, et de 
là résulte la variation brusque de valeur de AV. 

§ XXIII. 

INFLUENCE EXERCEE PAR CETTE CIRCONSTANCE QUE LA COLRHURE 

DE LA SURFACE EST INFINIE A U LIEU CONSIDÉRÉ. 

Dans l'analyse précédente nous avons supposé que la cour
bure est finie au lieu considéré, cette restriction toutefois 
n'est pas nécessaire. Supposons qu'au lieu des équations (80) 
nous ayons les suivantes : 

dX dX 
83 ) —Tr-=mu?, -R-=nu'\ 

v d\\ an 

si les exposants fz et v sont plus petits que 1, la courbure sera 
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infinie au point considéré qui est en même temps l'origine des 
coordonnées. Néanmoins, les intégrales A et B conservent des 
valeurs finies et déterminées pour autant que les exposants 
aient des valeurs positives assignables. 

d'C 

Si nous substituons en effet dans ( 79) à — l'expression pré-

cédente elàR sa valeur,nous aurons, au lieu de l'équation(81 ), 

A = — / je 7 dudy. 

d J
 n + - zyy 

Changeons de variable indépendante, en posant 

u' = «i% 
d'où résulte 

du = 1 u'* ' du'. 
F* 

L'expression précédenLc deviendra ainsi 

F- J J K

 r , Vj 

Le dénominateur ne pouvant pas devenir plus petit que u'*', 
la fonction à intégrer reste donc finie. 11 en sera naturelle
ment de même do l'intégrale B qui ne diffère de la précédente 
qu'en ce que les quantités m, u. et eoss? y sont respectivement 
remplacées par n, v et sincp. 

Ces conclusions ne cesseront d'être valables que si la sur
face du corps, au lieu où se trouve le point p , a une forme 
telle, que même les équations (83) ne soient plus applicables 
avec des valeurs positives assignables de u. et v, c'est-à-dire 
lorsque, comme Gauss l'exprime dans un autre sujet, lescoef-

d ^ d£, 
ficients différentiels —,î. et ne sont plus de l'ordre d'aucune 

de, dn 
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puissance de u. Ce cas se préseme particulièrement pour des 
pointes et des arêtes absolument aiguës, pour lesquelles il 
n'existe pas de plan tangent déterminé. Toutefois, on peut 
aussi imaginer des cas dans lesquels il existe encore un plan 
tangent déterminé, sans que cependant les équations (83) 
soient applicables. Gauss cite comme un exemple de cette 
nature, le cas où les coefficients différentiels seraient de 

l'ordre —-—•· De tels cas peuvent être rangés relativement à 

la question qui nous occupe dans la catégorie de ceux où la 
surface forme réellement des pointes et des arêtes. Quant à 
ces derniers cas, on peut se convaincre aisément qu'à une 
distance infiniment petite d'une pointe ou d'une arête, les 

rr · . , rfX rfY , . 
coefficients différentiels —z— •> —r- et ~j- deviennent séparément 

dx dy dz 

infinis, et quand même dans leur somme les termes infinis se
raient égaux et de signes contraires,on ne peut cependant pas 
assigner tout d'abord une valeur finie et déterminée à une somme 
algébrique, dans laquelle se présentent des termes infinis. 

§ x x i v . 

RÉDUCTION DU CAS OU IL SE PRÉSENTE UNE V A R I A T I O N BRUSQUE DE 

DENSITÉ D A N S LE VOISINAGE DU POINT p, AU CAS PRÉCÉDENT. 

On peut ramener au cas considéré dans les deux paragraphes 
précédents, où le point p se trouve dans le voisinage de la 
surface, celui où ce point se trouverait à une distance finie de 
celle-ci dans l'intérieur du corps, mais où la densité du corps 
dans le voisinage de ce point subirait une variation brusque. 

Soit donné un corps séparé par une surface intérieure en 
deux parties qui sont constituées d'une manière différente, 
relativement à leur densité. Représentons la densité de l'une 
de ces parties par h', qui est une fonction continue des coor
données. Représentons la densité de l'autre partie par h' -+- k", 
où k' représente la même fonction que plus haut, et h" une 
autre fonction qui varie également d'une manière continue 

5 
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AV -— — fadt'p.. 

partout où elle est applicable, mais qui à partir de cette surface 
où elle a encore une valeur finie n'est plus applicable dans 
l'une des directions, de sorte que la valeur que k" a dans cette 
surface représente la grandeur du saut. Imaginons maintenant 
que dans l'espace où règne la densité k' •+• k", il se trouve 
deux corps disposés l'un au-dessus de l'autre, de telle sorte qu'ils 
remplissent tous deux le même espace, l'un avec la densité k' 
et l'autre avec la densité k". Le premier forme avec la portion 
du corps qui se trouve à l'autre côté de la surface un corps 
continu dont la densité est représentée partout par la fonction 
continue k', et que nous nommerons C. Quant au second, 
qui a la densité k", nous le considérerons comme un corps 
séparé que nous appellerons C" et dont la surface est consti
tuée en partie par cette surface de séparation. 

D'après cela, on pourra considérer la fonction potentielle 
du corps donné tout entier comme décomposée dans les fonc
tions potentielles V et V" des deux corps C et C". On aura 
donc 

V = V - 4 - V", · 

d'où résulte 

A V = A Y ' + AV". 

La première des deux quantités du second membre ne varie 
que d'une manière continue lorsque le point p traverse la sur
face de. séparation, parce que le point p dans ce mouvement 
reste à l'intérieur du corps C', et elle a pour valeur des deux 
côtés de la surface — 4 7 : £ ^ ' p j o u k'p représente la valeur dé
terminée de la fonction k' au point p. La seconde quantité, 
au contraire, varie d'une manière brusque. D'un côté de la 
surface (c'est-à-dire à l'extérieur du corps C") elle est nulle 
jusque dans le voisinage immédiat de la surface; de l'autre 
côté (c'est-à-dire à l'intérieur du corps C") elle est égale à 
.— /\K?.k"p, également jusque dans le voisinage immédiat de la 
surface. Nous aurons donc au total : d'un côté de la surface 
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•de l'autre côté de la surface 

A V = - 4 t ; e ; k'p+k"p). 

Si nous désignons comme plus haut la densité totale par k, 
en représentant actuellement par k une fonction qui subit une 
interruption de continuité en ce que, d'un côté de la surface 
k = k', tandis que de l'autre côté k = k' -+- k", nous pourrons 
comprendre les deux équations précédentes sous une seule 
équation qui sera applicable en tous les lieux du corps: 

A V = — ^ k p , 

et qui est notre équation (II). A la surface même, la densité 
n'a pas de valeur déterminée, et l'équation exprime par suite 
que A V est aussi indéterminé à la surface. 

Ce n'est que dans le cas où il y a une variation brusque de 
densité dans le voisinage immédiat du point p et où en même 
temps la surface dans laquelle cette variation se présente 
forme une pointe ou une arête au lieu considéré, qu'il y a 
indétermination dans l'équation, absolument comme cela a 
lieu dans le voisinage de la surface pour le cas analogue. 

§ X X V . 

A C C U M U L A T I O N D ' U N A G E N T S U R UNE S U R F A C E . 

Il arrive quelquefois que l'on a all'aire à une quantité d'un 
agent dont on suppose, non qu'elle remplisse complètement 
un espace, mais qu'eue est seulement répandue d'une manière 

continue sur une surface. On sait, par exemple, que l'électri
cité que l'on communique à un corps conducteur ne remplit 
pas l'intérieur du corps à l'état d'équilibre, mais qu'elle est 
seulement accumulée à sa surface. À la vérité, ce ne peut pas 
être une surface mathématique qui renferme la quantité d'é
lectricité, mais une couche d'une épaisseur très-faible; tou
tefois, dans le calcul, on néglige cette épaisseur dans la plu
part des recherches, et l'on suppose que toute la quantité d'é
lectricité est répandue sur une surface mathématique. 
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Nous aurons à rechercher si, dans ces conditions, la fonction 
potentielle et ses coefficients différentiels jouissent de nou
velles propriétés remarquables. 

D É T E R M I N A T I O N D E L A F O N C T I O N P O T E N T I E L L E P O U R UNE F I G U R E 

P L A N E U N I F O R M É M E N T R E C O U V E R T E P A R L ' A G E N T . 

Nous commencerons par étudier un cas particulier simple, 
qui est surtout propre à faire ressortir clairement les particu
larités liées à cette condition; après avoir traité ce cas, nous 
pourrons aborder le cas général d'une manière plus brève 
qu'4 n'eût été possible de le faire tout d'abord sans nuire à la 
clarté du sujet. Nous admettrons donc provisoirement que ta 
surface recouverte par l'agent est une portion de plan, et que 

la répartition de l'agent sur cette surface est uniforme. 

Si la quantité de l'agent qui se trouve sur un élément dm de 
la surface est fida, nous appellerons h la densité de l'agent, 
et nous pourrons, lorsque la distinction sera nécessaire, donner 
à cette densité, qui se rapporte à une surface, le nom de den

sité superficielle, par opposition à celle qui est relative à un 
espace solide. En présentant par ria distance de l'élément du 
au point p, nous-aurons, pour déterminer la fonction poten
tielle, l'équation 

où l'intégrale s'étend à toute la superficie de la figure plane 
qui est recouverte par l'agent. 

Pour mettre cette intégrale sous une forme appropriée à 
notre but, prenons le plan de la figure pour plan des xy. Si 
du point p, de coordonnées x, y, z, nous abaissons une per
pendiculaire sur ce plan, le pied de'cette perpendiculaire aura 
pour coordonnées x, y et o. Nous le choisirons comme centre 
d'un système de coordonnées polaires dajis le plan, et nous 
désignerons par u le rayon vecteur, et par tp l'angle de ce 

X X V I . 
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rayon avec l'axe des x. Nous pourrons poser 

d',i = u dudy, 

et si nous désignons par \ et i\ les coordonnées de cet élément 
•de surface, nous aurons également 

L'intégration relative a u peut s'effectuer immédiatement. 
•On a en effet d'une manière générale 

f udu _1 

et il ne s'agit plus que de prendre cette expression entre les 
limites qui conviennent aux circonstances. Il y aura sous ce 
rapport une différence essentielle, selon que le pied de la 
perpendiculaire abaissée de p sur le plan tomberas l'intérieur 
ou à l'extérieur de la figure recouverte par l'agent. Le cas le 
plus important pour la suite est celui où il tombe à Vintérieur, 
et c'est ce cas que nous examinerons. 

L'intégrale devra alors être prise depuis l'origine du rayon 
vecteur jusqu'à son intersection avec le périmètre de la figure, 
et si celle-ci est d'une forme telle, que le rayon vecteur coupe 
le périmètre un certain nombre de fois, nombre qui doit dans 
tous les cas être impair, il y aura encore à considérer les seg
ments compris entre le second et le troisième, le quatrième 
et le cinquième point d'intersection, et ainsi de suite. Si nous 
désignons donc les valeurs successives de u correspondantes 
aux différents points d'intersection par U,, U j , . . e t si nous 
posons, pour abréger, 

u = \/U—*)2-r> - r ) ' . 

l'expression de V deviendra donc 
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(— da' + R, — R.-I-R, ,—.. . )rf<p. 

Dans le premier terme de la parenthèse, nous ne pouvons pas 

mettre simplement z à la place de Jz', parce que cette racine, 

qui est une valeur particulière de la distancer, doit toujours 

être positive, tandis que z peut avoir des valeurs positives et 

négatives. Pour indiquer cette circonstance, je conserverai 

donc le radical dans cette formule. 

Comme la quantité \[z' est indépendante de 9, nous pour
rons effectuer immédiatement la seconde intégration relative 
à ce terme et nous obtiendrons ainsi, puisque l'intégrale doit 
être prise depuis o jusqu'à 2 7 1 , 

(87) V = — 2 7 - e / * Jz'-^eh / (R, — R 2 -1- R 3 — . . . )dy. 

Nous pourrons mettre cette dernière intégrale sous une 
autre forme mieux appropriée aux différentiations que nous 
avons à effectuer. Pour cela, nous introduirons, au lieu de 
l'angle élémentaire ¿ 9 , l'élément de périmètre ds, intercepté 
entre ses côtés. Si i' représente le cosinus de l'angle que la 
normale.élevée à l'élément ds fait avec le rayon vecteur, la 
normale étant dirigée vers l'extérieur, et le rayon vecteur du 
côté où il croît, nous aurons 

dans cette formule, pour autant que les éléments ds et 0*9 
soient tous deux supposés positifs, on prendra le signe supé
rieur ou inférieur, suivant que le rayon vecteur, en Croissant, 
coupe le périmètre de l'intérieur vers l'extérieur, ou vice 
versa. Ces signes sont les mêmes que ceux dont sont affectées 
les quantités R,, R 3 , R 3 , . . · qui entrent dans l'intégrale. Si donc 

R 

on substitue à l'un des produits ± Wdy le produit ^ i'ds, on 

(88) ds = ±da; 

nous aurons 
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devra toujours donner explicitement à ce dernier le signe -4-, 
Comme en outre, pour chaque angle' élémentaire dy, il 
entre dans l'intégrale précisément autant de valeurs différentes 
de R qu'il y a d'éléments d'arc correspondants à cet angle, 
tous les éléments d'arc qui sont introduits par cette substi
tution formeront ensemble le périmètre entier de la figure. 
D'après cela, on pourra écrire 

-0 i* ds, 

où l'intégrale doit s'étendre à tout le périmètre (*). 

(*) Pour compléter ce sujet, j'indiquerai comment se modifie la formule, 

lorsque le pied de la perpendiculaire abaissée de p sur le plan tombe à l'exté

rieur de la figure recouverte par l'agent. Dans ce cas, le nombre des intersec

tions de chaque rayon vecteur qui rencontre la figure avec le périmètre de 

celle-ci doit être pair, et l'intégration relative à a dans l'équation (8t>) se rap

porte au segment compris entre le premier et le deuxième point d'intersection ; 

puis, s'il y en a davantage, au segment compris entre le troisième et le qua

trième, et ainsi de suite. On obtient donc, au lieu de l'équation (8·;), 

(a) V=-Eh J{— R 1 + R , — . . . ) d ? 9 

où l'intégrale relative à p ne s'étend qu'à l'espace angulaire qui renferme la 

figure. Si dans cette équation l'on introduit l'arc élémentaire ds au lieu de 

l'angle élémentaire d^y on obtiendra la formule correspondante à (Sg) 

W V = £À J ~ i'ds. 

Si le pied de la perpendiculaire tombait dans le vtùsinage immédiat du péri

mètre, de sorte que pour certains éléments d'arc la quantité TJ devînt infini

ment petite, l'intégration ne pourrait pas s'effectuer dans les expressions (89) 

et (5 ) sous leur forme actuelle (sauf le cas où z ~ o, d'où résulte que R s'éva

nouit eu même temps que TJ). Pour se faire une idée des valeurs qne prend 

l'intégrale dans ces cas, on peut considérer les formes primitives de cette inté

grale, données dans les expressions (87) et [a). On trouve alors que si le pied 

de la perpendiculaire se meut de telle sorte qu'il traverse le périmètre de l'in

térieur vers l'extérieur, la valeur de l'intégrale décroit brusquement, à ce pas

sage, de 2 7 1 V^*- La circonstance que l'équation (89) renferme comme terme 

particulier le produit iTishsfzï affecté du signe — , tandis que ce terme 

manque dans l'équation (è), se trouve par là compensée, de sorte que la 

valeur totale de V ne subit aucune variation brusque. 
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§ XXVII. 

PROPRIÉTÉ DES COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS DU PREMIER O R D R E 

DE LA FONCTION P O T E N T I E L L E . 

A l'aide de la dernière équation, nous allons former les 
coefficients différentiels de la fonction potentielle. 

Comme la quantité relativement à laquelle on doit inté
grer, est indépendante des coordonnées x, y , z du point/), 
nous pourrons différentier sous le signe intégral. Les formules 
de U, R et ï dont on aura à faire usage sont très-faciles à 
écrire. Si nous désignons les coordonnées de l'arc élémentaire 
ds par £/ et y)', et les cosinus des angles que"la normale élevée 
à cet élément fait avec les axes des x et des y par a' et (3', 
nous aurons 

R = J(l' — xy + {ri'—yy + z \ 

., x)a'^(r>'-y)£>' 
1 U 

Si l'on suppose, comme nous le ferons par la suite, que le 
pied de la perpendiculaire abaissée de p tombe à une distance 
finie du périmètre de la figure, U et R seront des quantités 

finies pour tous les éléments qui entrent dans l'intégrale. 
Si nous différentions d'abord J'équalion (8g) par rapport à z, 

en tenant compte des équations précédentes, nous aurons 

rfV , z , fi' , 
o i -j— = — 2 TÎE h -I- e nz I j - , ^ as, 
J dz J RU 

où la fraction -4= est égale à + 1 ou à — i, selon que z est 
sjz1 

positif ou négatif. 
La question capitale relativement à l'expression trouvée 

dV 

pour -j- est celle de savoir par quelles valeurs elle passe dans 

le voisinage immédiat de la surface recouverte par l'agent. Si 
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verse la surface. Si nous désignons respectivement par \jp^ j 

/dV\ , .. . , dV . 
et I I les limites vers lesquelles converge lorsque/? 

s'approche indéfiniment de la surface du côté positif ou du 
côté négatif, nous aurons 

(£).•=-<«*• ' 

Cette dernière équation, comme nous le verrons plus bas, 
peut s'étendre au cas général où la surface est courbe et où 
la répartition de l'agent sur cette surface n'est pas uniforme; 
et c'est là une nouvelle propriété importante de la fonction 
potentielle. 

Nous pourrons, également différenticr l'équation (89), rela
tivement à x et à y, en tenant compte des équations (90). En 
effectuant la différentiation d'abord par rapport à x , nous au
rons 

Cette expression peut se mettre sous une forme plus simple : 
on a, en effet, 

R R ! UJ-f- z' 1 z' 

U ! ~ R U J RU3 R RU' 

et si l'on substitue cette valeur dans le second terme qui se 

z devient infiniment petit, puis nul, le second terme de l'ex
pression, qui ne renferme, outre le facteur 2 , que des facteurs 
qui restent finis, deviendra également infiniment petit et nul. 
II en est autrement du premier terme. Du côté où z est po
sitif, ce terme est constamment égal à — a7TEh; et de l'autre 
côté où z est négatif, il est constamment égal à + 27reA. Sa 
valeur varie donc brusquement de ^r.zh au moment où p tra-

(dV\ 
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trouve sous le signe intégral, on pourra écrire 

l dx 

·"/[ 

— ds 

(95) 

(K+z>)a'-x)., 
RU3 1 

+ eh 
z1 

i ï i j 

On peut actuellement démontrer que la seconde des inté
grales précédentes est nulle pour toute courbe fermée. Comme 

cette démonstration n'est pas courte, et qu'elle nuirait à l'en
semble de l'exposition en interrompant la marche de celle-ci, 
je la donnerai dans une Addition (*). Ceci admis, il ne restera 
que le premier terme dans le second membre de l'équation 
précédente. Comme le coefficient différentiel relatif à y se 
traite tout à fait de la même manière, nous pourrons écrire 
immédiatement les deux résultats 

On voit immédiatement que ces deux expressions ne subis
sent aucune variation brusque lorsque le point p s'approche 
de la surface ou qu'il la traverse, et qu'elles sont, par suite, 
applicables, même au cas où le point p se trouve dans la sur
face. 

Les coefficients différentiels étant déterminés par rapport à 
trois axes, dont l'un est perpendiculaire au plan et les deux 
autres parallèles à ce plan, on pourra immédiatement former 
le coefficient différentiel par rapport à une autre direction 
quelconque. 

Soit menée par le point p une droite quelconque sur la
quelle nous supposerons ce point mobile. Désignons par / la 
distance du point p au point où la droite coupe le plan, cette 

(*) Voir l'Addition II à la fin de l'Ouvrage. 
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distance étant comptée comme positive d'un côté du plan et 
comme négative de l'autre, il s'agira de former le coefficient 

dY 
différentiel Si nous désignons par 9, \]f et 0 les angles 

que cette droite fait avec les axes, on sait par la Géométrie 

que 

dY dV dY , dY 

^ -SE = mecos?+^ c o s * + T Z

 C O S E ' 

. , ,„ . ..„. . . dY dY dV . 
et, par suite, les coefficients différentiels - ¡ — 5 —J- et -=— étant 

doc dj dz 

déterminés, on pourra déduire de là le coefficient différentiel 
relatif à une autre direction quelconque. 

Si nous recherchons en particulier de quelle manière varie 
dY 

le coefficient différentiel 1 lorsque le point p traverse la 

surface, nous pourrons former l'équation suivante: 

[(£)+̂ (£)J
cos? 

{w )+- ,= !+[(? )+- (?) J
 cos + 

\"4"[(c'-z)+» (̂ )Jtos9-

Or, nous avons vu plus haut que les coefficients différen-
. , dY dY , . . . , 

tiels et -j^ ne subissent pas de variation brusque par le 

.passage à traversia surface, et par conséquent les différences 
qui se trouvent dans les deux premières parenthèses carrées 
sont nulles. Nous avons trouvé —l\mh pour la différence qui 
figure dans la troisième parenthèse. Nous obtenons donc, pour 
le coefficient différentiel pris par rapport à une direction qui 
forme un angle 0 avec la normale élevée à la surface, l'équa
tion suivante : 

^ (̂L-(wL=-*™AcMfl- ' 
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§ XXVIII. 

FORMULES AUXQUELLES ON ARRIVE LORSQUE L'ON DIFFÉRENTIE L'EXPRES-

SION DE L A FONCTION POTENTIELLE DONNÉE DANS L ' K Q U ATlON ( 85 ). 

Dans le paragraphe précédent, les coefficients différentiels 
de la fonction potentielle d'une figure plane uniformément 
recouverte par l'agent n'ont pas été déduits immédiatement 
de la première expression de la fonction potentielle donnée 
dans l'équation (85); mais nous nous sommes servi à cette fin 
de l'expression (8g) qui a été déduite de la première, en effec
tuant l'intégration relativement à r et en introduisant l'élé
ment de périmètre ds au lieu de l'angle élémentaire da/. 

Revenons à l'équation (85) 

et recherchons quelles sont les formules auxquelles nous 
arriverons en la différentiant. En ayant égard à la valeur de r 

On arrive également aux mêmes formules en recherchant di
rectement les composantes X, Y et Z. 

Si dans ces formules nous supposons que la distance du 
point p au plan, représentée par l'ordonnée z, devienne infi
niment petite, puis nulle, la quantité r qui se trouve au déno
minateur deviendra également infiniment petite pour tous les 
éléments de surface qui entourent immédiatement le pied de 

r— \/(l — xf -+- (n — y Y -+- z', 

on obtient par la differentiation 

(99) 
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On prendra le signe -f- si le point p est du côté négatif du 

la perpendiculaire abaissée du point p sur le plan, et pour les
quelles, par conséquent, les quantités \ — - x e t n —y devien
nent infiniment petites. Or, comme r se trouve aux dénomi
nateurs à la troisième puissance, tandis que les numérateurs 
ne renferment les quantités Ç — x, r, — y et z qu'à la première, 
les fractions deviendront infiniment grandes, et les intégrales, 
par suite, ne sont pas applicables sous la forme précédente 
au cas où z est infiniment petit ou nul. Il s'agit de savoir si 
nous pouvons transformer ces intégrales de telle sorte que la 
fonction à intégrer reste finie. 

Pour la dernière intégrale qui détermine le coefficient dif-
d\ 

férentiel - 7 — ) la transformation est aisée à effectuer, et nous 
az 

retrouverons ainsi par un autre moyen l'équation (g3) que 
nous avons déjà trouvée au paragraphe précédent. Il ne sera 
peut-être pas inutile de déduire cette équation par cette nou
velle voie, parce que le théorème important qu'elle exprime 
en acquerra d'autant plus de clarté. 

La quantité — - représente le cosiuus de l'angle que le 

rayon vecteur mené du point p à l'élément de surface o?&> fait 
avec l'axe ries z. Comme la normale à l'élément est parallèle 

à l'axe des z, nous pourrons dire que — - est le cosinus de 
r 

l'angle du rayon vecteur avec la normale. Si nous représen
tons ce cosinus par 1 comme au § XVII, la dernière des équa
tions (gg) s'écrira 

d Y h f ' J 
—¡— = en l — tía. 
az J r' 

Appelons, comme dans ce même paragraphe, du l'angle solide 
de la pyramide élémentaire qui a pour sommet le point p et 
pour base l'élément de surface da>; nous aurons l'équation 

da = r t — dut. 
r2 
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(100) 

l'intégrale représentant tout l'angle solide sous lequel la figure 
donnée est vue du point p. Dans le second cas, si p est du 
côté positif, on obtient 

( i o o a ) — ZHJ'DA, 

l'intégrale représentant encore l'angle solide sous lequel la 
figure est vue de la position actuelle de p. Si l'on s'imagine 
maintenant que le point s'approche indéfiniment de la surface 
du côté négatif ou positif, l'angle solide aura dans les deux 
cas la valeur 2TT, et nous obtiendrons, par suite, 

(£)_= 2 m / i ' (£) +=- 2 7 r e / i ' 
d'où, en soustrayant, 

La transformation est moins simple pour les deux premières 
des trois équations ( 9 9 ) . Si nous voulions, comme plus haut, 
introduire l'élément d'angle solide de, au lieu de l'élément de 
surface da, nous obtiendrions 

dx J ri dy J 

et ces expressions ne pourraient pas s'employer dans le cas 
où z est infiniment petit ou nul, parce qu'alors, parmi les élé-

plan, et que, par suite, le rayon vecteur qui en émane traverse 
le plan du côté négatif au positif, de sorte que le cosinus re
présenté par i est positif; et l'on prendra le signe — si lepoint p 
est du côté positif du plan. 

Dans le premier cas, c'est-à-dire si P est du côté négatif, 
l'équation précédente devient, par l'introduction de DA, 
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ments du, il s'en présente pour lesquels la quantité i, qui est 
au dénominateur, devient infiniment petite ou nulle. Si l'on 
se sert, au contraire, comme au § XXVI, des coordonnées 
polaires u et cp, dont l'origine est au pied de la perpendiculaire, 
on obtient 

dV rru'coso, , dV , f / V s i n o . -, 
dx= lJJ~~^~ ?' W = S,lJ J ~ ^ d u d ^ 

formules dans lesquelles on doit poser 

r— y'u2 -+- z1. 

Si z devient infiniment petit ou nul, le dénominateur, dans 
ces expressions, deviendra un infiniment petit d'un ordre plus 
élevé que le numérateur, pour des valeurs infiniment petites 
de u, et, par suite, ces expressions ne conviennent pas non 
plus à notre but. 

C'est par ces motifs que j'ai transformé l'expression (85) de 
la fonction potentielle en l'expression (8g), dans laquelle il ne 
se présente plus qu'une intégrale relative au périmètre, et 
c'est après cette transformation seulement que j'ai effectué 
les différentiations. 

§ XXIX. 

PROPRIÉTÉS DES COEFFICIENTS DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE 

DE LA. FONCTION POTENTIELLE. 

Il est encore intéressant de savoir ce que devient l'équation 
A V = o dans l'hypothèse que l'agent actif ne se trouve répandu 
que sur une surface. Il est clair que, dans celte hypothèse, il 
doit se trouver une quantité finie de l'agent sur une surface 
finie; or, comme la surface mathématique, lorsqu'on veut en 
déterminer la grandeur en la considérant comme une partie 
de l'espace solide, doit être regardée comme nulle, il en ré
sulte que la densité de l'agent évaluée non par rapport à la 
surface, mais par rapport au volume suivant le sens habituel, 
sera infiniment grande; il s'agit donc de savoir si, dans ces 
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circonstances, l'équation précédente reste applicable jusque 
dans le voisinage immédiat de la surface. 

A cette fin nous formerons les coefficients différentiels du 
second ordre de la fonction potentielle qui entre dans AV. On 

déduira de l'équation (gi), puisque la fractioii -4= estconstante 

i/z' 

de chaque côté du plan jusqu'à ce plan môme, 

= *hfiûds-ehz'fwvds 
d'Y 

dz2 

(101) 

Déplus, il résulte des équations ( 9 6 ) que 

(102) 

/ <PY_ 

dx2 

d'Y 

djr2 

d'où 

d'Y d'Y , f{?,'—x)a'-h(ri' — y)P 
dx2 dr2 } R3 

; i o 3 ) 

= -eh f~i'ds. 

Cette dernière expression est égale et de signe contraire à 
d2Y 

celle que nous avons donnée sous le numéro (101) pour -^-j'i 
leur somme est donc nulle, et l'on obtient 

A V = o . 

Cette équation est donc applicable des deux côtés de la sur
face jusque dans le voisinage immédiat de celle-ci. 

Si, au lieu du système de coordonnées x, y , z, dont l'axe 
des z est perpendiculaire au plan, on veut employer un autre 
système de coordonnées rectangulaires x,, yit z,, on pourra 
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de la même manière qu'on l'a fait à la fin du § XXVII, expri
mer chacun des trois coefficients différentiels 

dfY dfY d'Y 

dx\ dy' ' dz\ ' 

au moyen des six suivants : 

d'Y dfV dfV dfY^ d'Y d'Y 

dx^ dy''' dz'' dxdy dxdz dydz* 

dont les trois derniers sont aussi des quantités finies qu'il est 
aisé de déduire des équations (96) . En ajoutant ces expres
sions, il en résulte immédiatement que 

d'Y dfV d'Y _ d'Y d'Y d'Y 

dxj + dyj dz~'~ ~~ Hx1 +
 dy~'

 + Hz'' 

La conclusion que l'équation A V = o est applicable même 
dans le voisinage immédiat de la surface estdonc indépendante 
du choix du système de coordonnées. 

Dans la surface même, l'équation n'est plus applicable, parce 
z 

que la quantité -7= y éprouve une variation brusque. 
V z 

§ X X X . 

CAS D ' U N E S U R F A C E C O U R B E S U R L A Q U E L L E L A D E N S I T É D E L ' A G E N T 

N ' E S T P A S N É C E S S A I R E M E N T C O N S T A N T E . 

Etudions maintenant le cas général où la surface qui renferme 

l'agent est courbe et où, la répartition de l'agent n'est pas uni

forme; toutefois nous ne reprendrons pas tous les développe
ments que nous avons donnés au cas plus simple qui précède, 
mais nous nous bornerons à démontrer d'une manière géné
rale le théorème démontré au § XXVII et exprimé par l'équa
tion (g3). Elevons une normale en un point quelconque P de 
la surface; supposons le point p mobile sur cette normale, et 
désignons sa distance au pied P de la normale par n, cette 
quantité étant positive d'un côté de la surface et négative de 

6 
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l'autre; nous aurons 

<-» '(£L- ( £ L - < « v 
Les indices + o et — o indiquent les limites dont s'approche 

d\T 

lorsque le point p se rapproche indéfiniment de la surface 

du côté positif ou du côté négatif, et hp représente la valeur 

de h au point P. 

Les développements nécessaires à la démonstration de ce 

théorème sont, sous beaucoup de rapports, analogues à ceux 

que nous avons donnés au § X X I I . Par le point P menons un 

plan tangent à la surface et prenons ce plan pour plan des xy 

et la normale pour nxe des z, de sorte que les expressions ^ 

dV , . , », -

et sont equivalentes. JNous n aurons encore ici qu a consi

dérer en particulier une portion très-petite, mais finie, de la 

surface autour du point P. Si, en effet, nous désignons par V 

la fonction potentielle de cette petite portion de surface, par V" 

la fonction potentielle de toute la portion restante, de sorte 

que 

V = V'-+- Y" , 

les limites renfermées dans l'équation précédente seront égales 

d\" 
entre elles pour -j—- puisque ce coefficient différentiel ne 

peut pas subir d'interruption de continuité au point P. On a 

donc 

<d\'"\ fdV" 

dn J+0 \ dn 

et s'il peut être prouvé que l'équation 

est satisfaite, l'équation ( I V ) se trouvera démontrée. 
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{ i o 5 ) V ' = î j ~ 

l'intégrale s'étendant à la portion de surface considérée. Rem
plaçons h par l'expression identique 

/ipV+ -
 fl7j 7-

dans laquelle y représente, comme au § X X I I , le cosinus de 
l'angle que la normale élevée à dm fait avec l'axe des z, cosinus 
qui, au point P lui-même, est égal à i, et peu différent de i 
dans le voisinage P. Nous aurons alors 

-et, en différentiant, 

d\" _ 

dz 

En outre, si nous appelons a, ¡3 et i les cosinus des angles que 
la normale à dr,i fait avec les axes x et r, et avec le rayon vec
teur r, nous aurons 

;. _ ga + > i p - r - ( S — z)y ^ 

r 
(g — z)y _ . Za-hTnÇ>_ 

r r 

et l'équation précédente devient, par suite, 

( ds' , ri, , r — — ri3 , 

\ i ? r = J 7du> + dlpj 7— 
( I Û 6 ) 

Si nous désignons par r la distance du point p à l'élément 
de surface da, de coordonnées \, y , Ç, où règne la densité 
•en posant 

r = + + ~ ( Ç — zf, 

nous aurons 
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( 106a) 
d \ ' 
—,— ^ E / I . E + E / Î . F + E G . 
il 7. 1 r 

Les deux dernières de ces intégrales peuvent se traiter d'une 
autre façon que la première, parce que les fonctions à intégrer 
y renferment des facteurs qui deviennent nuls au point P, ce 
qui n'arrive pas dans la première. Nous nous occuperons donc 
séparément de l'intégrale E , et nous considérerons ensuite les 
deux intégrales F et G simultanément. 

Si nous introduisons dans E l'élément du de l'angle solide 
au lieu de l'élément de surface dut, comme au § XXII, nous 
obtiendrons 

Afin de déterminer d'une manière simple le clioix du signe, 
nous appellerons côté positif et côté négatif de la surface 
ceux dans le sens desquels la normale n est comptée comme 
positive et comme négative. Alors on devra prendre du avec 
le signe -+- si le rayon vecteur mené vers du traverse, en 
croissant, la surface du côté négatif au positif, et avec le 
signe — dans le cas contraire. 

Par suite, si le point p se trouve sur la partie négative de la 
normale n, on devra prendre le sigfie -+- pour la première 
intersection d'une pyramide élémentaire quelconque avec la 
surface, avec le signe — pour la seconde intersection, s'il y 
a lieu, et ainsi de suite. De là résulte, comme on le voit faci
lement, que toute l'intégrale représente l'angle solide sous 
lequel le périmètre de la portion de surface considérée est vu 
du point p, et des deux angles solides dans lesquels tout l'es
pace angulaire est partagé par le cône circonscrit au périmètre, 

§ XXXI . 

PROPRIÉTÉS DE LA Q U A N T I T É E . 

Représentons, pour abréger, par E , F et G les trois intégrales-
précédentes, de sorte que cette équation s'écrira 
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du point p comme sommet, on devra choisir celui dans lequel 
se trouve le pied P de la normale. 

Si p se trouve sur la partie positive de la normale, pour la 
première intersection de chaque pyramide élémentaire avec 
la surface on devra prendre le signe —, pour la seconde le si
gne + , et ainsi de suite, de sorte que l'intégrale totale sera 
une quantité négative. La valeur absolue de cette quantité re
présente de nouveau l'angle solide sous lequel le périmètre 
de la portion de surface est vu du point p, et de même que 
plus haut celui des deux angles solides dans lequel se trouve 
le pied P de la normale. De cette dernière circonstance il ré
sulte que l'angle solide doit être pris, en ce cas, dans un sens 
contraire an précédent. Si donc on imagine deux positions de 
p des deux côtés du pied P, toutes deux infiniment voisines de 
celui-ci, et, par suite, infiniment voisines l'une de l'autre, on 
obtiendra pour ces deux positions deux angles solides qui font 
ensemble !\-k. D'après cela/si nous représentons par av l'angle 
solide pour le cas où le point p est du côté négatif, nous pour
rons écrire 

Si nous formons la différence E + 0 — E_„ , la quantité o-, dis
paraîtra du résultat, et il restera 

Considérons maintenant les deux intégrales F et G qui en
trent dans l'équation ( 1 0 G ) . Ces intégrales sont 

E_o = er,, 
= — — er, ] 

( 1 0 7 ) E+o — Ê_0 : - — 4 

§ XXXII. 

PROPRIÉTÉS DES QUANTITÉS F ET G. 
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Il s'agit de démontrer que ces intégrations peuvent s'effectuer 
sous forme.finie, et que, si z passe d'une faible valeur négative, 
par zéro, à une valeur positive, ces intégrales ne subiront au
cune variation brusque. 

Dans la première nous pouvons, comme au § XXII, poser 

dï fl dl 

de sorte qu'elle devient 

dt , , dÇ 

„ . d ' i ^ dn , 
F =7 p I d » . 

En outre, nous transformerons les coordonnées rectangulaires-
\ et r\ dans le plan des xy en coordonnées polaires u et 9 de 
même origine, de sorte que 

£ = M C O S 9 , ïj = K s i n ç , 

d'où 
d £ dn 

- ~ — cos 9, - j — = sin a ; 

au au 

si nous éliminons cos 9 et sin 9 au moyen de ces équations, les 
précédente1* deviendront 

d \ dr) 

au au 

Par là le numérateur qui entre dans F prend la forme suivante 

plus simple 

.. dï fdZ d\ rfÇdvA dï 

dç^^dr," \d£, du 1 dr¡ du J " du 
u. 

Enfin, nous pourrons dans les deux intégrales remplacer le 
produit y du , qui représente la projection de l'élément du sur 
le plan des xy, par un élément de surface de ce plan, et effec
tuer l'intégration en l'étendant à la projection de la portion 
de surface considérée sur ce plan. L'expression de l'élément 
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de surface dans le plan, en coordonnées polaires, est ududv, 
et les équations ( 1 0 8 ) deviendront ainsi 

Supposons d'abord que la surface ait une courbure finie au 
lieu considéré et que la densité // varie d'une manière continue 
dans le voisinage de celui-ci, de sorte que íes coefficients diffé
rentiels sont des quantités finies ; comme le plan des xy est 

tangent à la surface au point P, nous pourrons poser 

Ç — m i t 1 , 

, — = m'u, 
( 1 1 0 ) < du 

h h 
- •— n„ z= nu, 

y 
m , ni' et n désignant des fonctions de u et de <p qui ne devien
nent pas infinies pour de très-petites valeurs de u. Par la sub
stitution des deux dernières formules dans lesexpressions ( 1 0 9 ) , 

celles-ci deviennent 

I I ) 

F = y j m' ~ dudy, 

En se rappelant que 
on voit aisément que les fonctions à intégrer ne peuvent deve
nir infinies pour aucune valeur de u et de z, et que, par suite, 
les intégrales ont une valeur déterminée. 

Pour prouver, en outre, que ces expressions ne subissent 
aucune variation brusque dans le passage de z par zéro, nous 
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r — y 7" 2 z ' — zmzti7 -+- m'2 u \ 

Posons 

(112) l = v<u'-h Z*, 

nous aurons, par suite, 

/ / zu' u' 
r — v l — 2 m j a ' + m : i i ' - ( i / 1 — 2 m h nV — ; 

* y P t' 

d'où résuite 

1 1 / _ zu' 3 «' 
— = — I 1 -+- 0 / H — m' h • • 
r» P \ f i l 1 

Si l'on substitue cette série, qui est très-convergente parce 
que u ne peut avoir que des valeurs très-petites, dans les ex
pressions ( m ) , et que l'on remplace en même temps dans la 
dernière Ç par sa valeur tirée de ( u o ) , on pourra écrire 

F — J" J ' m > dudy - 4 - JJ's mm' du do — · · • » 

( n 3 j 

G = — J " J * n d u d y \ ' J * m n ~p d u ^ 

De cette manière chacune des quantités F et G est dévelop
pée en une série de termes, dont le premier contient sous le 
signe intégral une fraction dont le numérateur est, relativement 
à z cl u, du môme degré que le dénominateur relativement à 
t, tandis que les termes suivants contiennent des fractions 
dont les numérateurs sont d'un degré plus élevé que les dé
nominateurs. Ces derniers termes sont faciles à traiter. Si l'on 
veut former le coefficient différentiel de l'un d'eux par rap
port à z, on pourra diflèrentier sous le signe intégral, et l'on 
obtiendra une fraction dont le numérateur sera encore d'un 
degré égal ou supérieur à celui du dénominateur; et comme 

développerons la quantité ~ en série. Si l'on remplace î par 

sa valeur donnée sous le n° ( n o ) dans l'expression de r, celle-
ci devient 
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( F ' = f f m ' — - du ds>, 

( " 4 ) 
' G ' = - / / n — — -dady. 

Au lieu de la première de ces deux quantités, introduisons-en 
une autre, en désignant par A la valeur que prend F' pour 
z o, c'est-à-dire 

A — J 1 J m'du df, 

et, en prenant la différence, 

; , , 5 ) F ' - A = - / / m ' ^ - * ' ) ' - " ' du d<f. 
(u7-+- z'f 

Il est maintenant facile de démontrer, relativement aux 
deux quantités F'— A et G', que, quand z devient infiniment 

petit ou nul, elles deviennent également infiniment petites ou 

nulles. Si l'on donne, en effet, dans les fractions qui se trou
vent sous le signe d'intégration, à z une valeur infiniment 
petite, ces fractions deviendront infiniment petites pour toutes 
les valeurs finies de u ; et ce n'est que pour des valeurs infini
ment petites de u qu'elles prennent des valeurs finies qui sont 
aisées à déterminer. La première fraction 

( » - - r - Z--f— U3 

( u1 z^y 

une semblable fraction ne peut devenir infinie pour aucune 
valeur de z et de u, l'intégrale restera aussi finie pour toutes les 
valeurs de z. Et puisque le coefficient différentiel du terme 
considéré reste fini, ce terme lui-même ne peut subir aucune 
variation brusque dans le passage de z par zéro. Il ne restera 
donc dans chacune des deux expressions précédentes qu'à dé
montrer que le premier terme jouit de la même propriété. Nous 
désignerons ces premiers termes par F' et par G', en posant 
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a pour limite i lorsque u converge vers zéro. La seconde frac- • 

lion 

offre un peu plus de complication dans sa marche. Lorsque u 

décroît jusqu'à devenir un infiniment petit du m ê m e ordre 

que z, la fraction devient finie, et si u décroît davantage, de 

manière à devenir un infiniment petit d'ordre supérieur à z, 

la fraction redevient infiniment petite. Soit, en effet, à une 

quantité infiniment petite, et posons 

z = aà, u = bë, 

a et b désignant des coefficients finis; la fraction précédente 

deviendra 

aS 6 2 o 2 « 6 1 

i ™ I ' 
(frfr-h a'S')' (6 3 + a 2 ) 2 

si nous posons, au contraire, 

z = aà, u= bo', 

la fraction devient 

Mais le fait essentiel pour l'objet qui nous occupe s'applique 

à l'une des fractions tout aussi bien qu'à l'autre, c'est-à-dire 

que l'intervalle de u, dans lequel la fraction a une valeur finie, 

n'est qu'un infiniment petit, et qu'en outre, si l'on imagine 

que la valeur de z, déjà infiniment petite, décroisse encore 

jusqu'à zéro, alors, d'une part, cet intervalle de u, dans lequel 

a fraction est finie, et, d'autre part, les valeurs infiniment 

petites dé la fraction qui sont comprises en dehors de cet in

tervalle convergent également vers zéro. De là résulte que, si 

l'on effectue relativement à u l'intégration indiquée dans F'—A 

et dans G', depuis u = o jusqu'à une valeur finie arbitraire de 
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- —:,— du^mA U - t - 2 v Z I ) 

f-1 ZIP , 
n, 1 ; au 

= « i : 4- z Iog(U 4- y'U'-l- z1) — z logy/z' . 
V / U 2 4 - Z J J 

On voit immédiatement par la forme de ces expressions 
qu'elles -deviennent infiniment petites ou nulles en même 
temps que z pour toutes les valeurs des facteurs constants m\ 
et n¡, et, par suite aussi, pour les valeurs máxima et minima 
dont il a été question. On obtiendra donc le même résultat si 
l'on introduit de nouveau les facteurs variables m' et n au lieu 
de leurs valeurs constantes; il en résulte que les quantités 

• u, on obtiendra des quantités qui deviennentinfiniment petites 
ou nulles en même temps que z. 

On peut démontrer ce résultat d'une manière différente et 
peut-être plus claire. Considérons d'abord la quantité F'—A; 
la fraction précédente y est affectée du facteur m' qui est dé
pendant de u. Or, si l'on veut intégrer relativement à u entre 
deux limites, il est certain que l'intégrale qu'on obtiendra 
sera comprise entre celles que l'on obtiendrait si l'on rem
plaçait successivement la variable m' d'abord par la plus grande 
valeur qu'elle a entre les deux limites de u, et ensuite par la 
plus petite, et si l'on effectuait ces deux intégrations. Si donc 
on trouve que ces deux dernières intégrales deviennent infi
niment petites ou nulles, on en conclura qu'il en est de même 
de la première intégrale. La quantité G' donne lieu à une con
clusion analogue relativement au facteur n; mars, si l'on rem
place m' et n par des constantes dans ces deux quantités, 
l'intégration relative à u s'effectuera immédiatement. Dési
gnons ces constantes par m\ et n,, et, si nous intégrons depuis 
u = o jusqu'à u — U, en représentant par U une valeur finie 
quelconque, nous aurons 
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F' — A et G' deviennent infiniment petites ou nulles en même 
temps que z, et que, par suite, les quantités F' et G' ne su
bissent aucune variation brusque dans le passage de z par 
zéro. 

Puisque, d'après ce qui a été dit plus haut, le résultat que 
nous venons de trouver pour F' et G' peut s'étendre aux ex
pressions complètes ( u 3 ) de F et G, nous pourrons écrire 

( F+„ — F_„ — o, 
( l l 6 ) 

( G + , — G_o= o. 

Revenons à l'équation (106 a); nous obtiendrons, en tenant 
compte de l'équation ( 107) , 

Comme l'axe des z est dirigé suivant la normale, on pourra 
écrire, au lieu du coefficient différentiel relatif à z, celui qui 
est relatif à n, et l'on aura 

( dn ) - M ( dn )_„ ^r^lip. 

De là résulte immédiatement aussi, d'après ce qui a été dit au 
§ X X X , l'équation (IV), que nous avions à démontrer : 

dn)+0 (rfrt)_0 bxe/ip-

§ XXXIII . 

CAS PARTICULIER DANS LEQUEL LA COURBURE DE LA SURFACE EST 

INFINIE AU LIEU CONSIDÉRÉ, OU LA DENSITÉ V A R I A B L E D ' U N E MANIÈRE 

B R U S Q U E . 

Dans la démonstration précédente, nous avons supposé que 
la courbure de la surface est finie au lieu considéré, et ensuite 
que h varie d'une manière continue seulement dans le voisi
nage de ce lieu. Nous ferons maintenant abstraction de cette 
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hypothèse, et, au lieu des équations ( n o ) , nous écrirons 

( " 7 ) 

i y 

m, m' et n ayant la même signification que plus haut, et «. et v 
désignant des quantités positives quelconques. Si y. est<(r , 

le coefficient différentiel -=—> ainsi nue la courbure de la 

n ri1 A 

et par suite, en général, -j- deviendront aussi infinis pour 

M = O . Néanmoins on peut démontrer que l'équation (IV) 
reste valable, du moment où tes quantités /x et v ont des va
leurs positives assignables. 

Nous pourrons, comme plus haut, après avoir développé 
les quantités F et G en séries, nous borner à considérer Je 
premier terme de chacune d'elles; car il est aisé de recon
naître que, si les propriétés dont il s'agit peuvent se démon
trer pour ce terme (à savoir que l'intégrale est déterminée 
et n'éprouve aucune variation brusque dans le passage de z 
par zéro), cette démonstration pourra s'appliquer, à fortiori, 
à des termes d'ordre plus élevé. Nous obtiendrons, par suite, 
au lieu des expressions (n4h les suivantes : 

surface, deviendront infinis pour u—o. Si v est < 0 , 
du 

dh 

f n 8 ) 

n 
z u - du dy. 

Dans ces fractions, si p. et v sont plus petits que i, les nu
mérateurs seront d'un degré moins élevé que les dénomina-
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teurs, et ces fractions ne resteront, par suite, pas finies pour 
toutes les valeurs de z et de u. Cependant on peut faire dis
paraître cette difficulté au moyen de la transformation déjà 
employée au § X X I I I . Si, au lieu de la variable u, nous intro
duisons les deux variables u' et u" avec la signification 

Sous cette forme, les fonctions à intégrer restent finies pour 
toutes les valeurs de z, de « ' et de u", et l'on pourra appli
quer à ces expressions les mêmes raisonnements que ceux 
du paragraphe précédent relativement aux expressions (i '4)> 
on arrivera donc de nouveau à l'équation ( IV) . 

Cette équation ne cesse d'être valable que si les équa
tions ( 1 1 7 ) n'ont lieu pour aucune valeur positive assignable 
de u. et v. Mais il est à remarquer que la plupart de ces cas 
se trouvent déjà exclus d'eux-mêmes par le théorème qu'ex
prime l'équation ( I V ) . Si la surface au point considéré forme 
une pointe ou une arête aiguë, de sorte qu'il n'y existe pas 
de plan tangent déterminé, il n'y aura pas davantage de nor-

dV 
maie déterminée, et le coefficient différentiel —— n'aura aucun 

an 
sens. De même, si la densité h éprouve une variation brusque 
au lieu considéré, hp n'aura pas de valeur déterminée, et 
l'équation perdra sa signification. U ne reste donc que des 
cas analogues à celui que nous avons traité comme exemple à 
la fin du § X X I I I , mais qui sont trop particuliers pour en faire 
l'objet d'une étude spéciale. 

u' — u'i- et u" = iC, 

nous aurons 

( " 9 ) 
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§ X X X I V . 

DÉTERMINATION DE LA FONCTION POTENTIELLE D ' U N E COUCHE SPHÉRIQUE 

DANS LAQUELLE LA DENSITÉ EST UNE FONCTION DU R A Y O N . 

Avant de terminer ce Chapitre, il ne sera pas inutile, je 
pense, de traiter un exemple déterminé pour récapituler les. 
résultats auxquels nous sommes arrivés. Nous choisirons à 
cette fin le cas où le corps agissant est une couche sphérique 
dans laquelle la densité est constante à l'intérieur de chaque 
surface concentrique, mais peut varier d'une de ces surfaces à 
l'autre. Pour une couche sphérique de cette nature, la fonc
tion potentielle a une forme très-simple, et, en outre, la con
naissance de ce cas est utile dans l'étude de plusieurs phé
nomènes. 

Soit donc donné un espace renfermé entre deux surfaces 
sphériques concentriques de rayons « et A, et rempli de 
l'agent actif de manière que la densité k ne soit fonction que 
du rayon. 

Pour déterminer la fonction potentielle, nous nous servi
rons de l'équation (22J 

Nous ferons choix, dans la détermination de cette intégrale, 
de coordonnées polaires ayant pour origine le centre de la 
couche sphérique. Appelons axe du système la droite menée 
du centre au point p. Imaginons un rayon vecteur mené du 
centre au point de la couche'où se trouve l'élément de vo
lume dr; soient p sa longueur, 0 l'angle qu'il fait avec l'axe, 
et (f l'angle que le plan du rayon vecteur et de l'axe forme 
avec un plan fixe quelconque passant par cet axe; désignons 
enfin par / la distance du point p, situé sur l'axe, au centre de 
la couche, et par r sa distance à l'élément de volume dz; nous 
aurons 

r dp'-h l-— 2pl cos5' ; 

et si nous remplaçons l'élément de volume dr par la formule 
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~7 

/ •A , 

/ / r p ( v ' p 2 + 2 p / — v'P" l2—zpl)dp. 
J a 

Les expressions qui se trouvent sous les radicaux étant des 
carrés parfaits, on peut en extraire la racine ; toutefois il y a 
une remarque à faire à ce sujet. Chacune des racines, consi
dérée en elle-même, peut être positive ou négative; ôt dans 
le cas actuel, où ces racines sont des valeurs particulières de 
la distance r, qui est une grandeur absolue, nous devons choi
sir, entre les deux valeurs de chaque racine, celle qui est 
positive. Nous aurons donc à poser 

Jp' -f- / 2 — 2 pl — p—/, pour p > /, 

d'p'-hl'—2p/ — l—p, pour p <C 

La différence de deux racines, qui figure sous le signe inté
gral, prendra donc, suivant le cas, l'une des deux formes sui
vantes. Pour p ^ > l, on a 

( 1 2 2 ) \/p2-t- l'-t- -2.pl — Vp'-f-1'1— 2 pl = p -h l — (p — l) = 9.1. 

connue 

dz — p2 sin 0 dp dO dy, 

l'expression précédente deviendra 

< , a 0 ) V = . f f M - ^ <fe dO d9, 

l'intégrale devant être étendue relativement à tp depuis o jus
qu'à ?.7T, relativement à S depuis o jusqu'à TT, et relativement 
à p depuis a jusqu'à A. 

Les intégrations relatives à <p et à S s'effectuent immédiate
ment, et donnent 
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vV + f -+- 2 p 7 — v̂ p3
 - + - P — 2 p ; 

A cause de cette différence d'expressions, nous aurons à 
distinguer trois cas, relativement à la position du point p. 

\ . Le point p est à l'intérieur de la sphère creuse enveloppée 
par la couche. 

Dans ce cas, on a l<^a, et, par suite, toutes les valeurs de p 
qui se présentent dans l'intégration doivent être plus grandes 
que /; d'où résulte que, des deux équations (122) et ( 122 a), 
c'est la première qu'on doit employer. L'expression de la 
ibnction potentielle, que nous désignerons, pour ce cas, par 
Vj, prendra ainsi la forme suivante : 

2 77 * CK 

J h p . zi dp, 
ou bien 

( 1 2 3 ) 

Cette expression 'est indépendante de /, et il s'ensuit que la 
fonction potentielle est constante à l'intérieur de la sphère 
creuse. La force que l'agent renfermé dans la couche exerce
rait sur une quantité quelconque de l'agent, située en quelque 
lieu que ce soit de cette sphère creuse, doit donc être nulle. 

Si l'on suppose en particulier que la densité h soit con
stante, et, par suite, la couche sphérique homogène, on pourra 
effectuer l'intégration relative à p , et l'on obtiendra 

{ 1 2 3 a) Vi= 2TZElr(A'—a'). 

2 . Le point p est à l'extérieur de la couche sphérique. 

. Dans ce cas, on a l > A, et, par suite, il ne peut se présenter 
dans l'intégration que des valeurs de p plus petites que/; on 
devra donc faire usage de l'équation (122 a). La fonction po-

^ 1 2 2 a) 

Pour p < /, on a 
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tentielle, que nous désignerons pour ce cas par V „ prendra» 
donc la forme suivante : 

V , = ̂y kp.zp dp-=^pj' kp7dp. 

Si nous écrivons cette expression comme suit : 

le produit 4rrp1 dp représentera le volume d'une couche splié-
rique infiniment mince comprise entre deux sphères de 
rayons p et p -I- dp, et le produit k.^np'dp représentera la 
quantité de l'agent qui est contenue dans cette couche infini
ment mince. D'après cela, l'intégrale ne sera pas autre chose 
que la quantité de l'agent qui est contenue dans toute la couche 
sphérique. Si nous désignons cette quantité par Q, l'équation 
deviendra donc 

(•*4) v - = £ r 

Comme / est la distance du point p au centre de la couche, 
on voit que, pour tout point situé à l'extérieur de celle-ci, la 
fonction potentielle a la même valeur, et, par suite, l'action 
que la couche sphérique exerce sur la quantité de l'agent 
située en ce point est la même que si toute la quantité de 
l'agent contenue dans la couche sphérique était concentrée à 
son centre. 

Pour le cas particulier où la densité h est constante, l'équa
tion précédente pourra s'écrire 

(124 a) V , = ^ - E f r - - -

3. Le point p est situé dans la couche même. 

Dans ce cas, la valeur de l est comprise entre a et A, et, 
par suite, les valeurs de p qui se présentent dans l'intégration 
sont, les unes plus petites, les autres plus grandes que L 
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Nous devons donc décomposer l'intégrale de l'équation ( 1 2 1 ) 
en deux autres. Pour la première, les limites sont a et /, et 
c'est l'équation ( 1 2 2 a) que nous devons employer; pour la 
seconde, au contraire, les limites sont / et A, et c'est l'équa
tion (122) dont nous devons faire usage. Si nous désignons 
pour ce cas la fonction potentielle par V™, nous aurons donc 

V M = ~ ^ ^ J * KP.IPDO •+- y KP.ILDP^J, 

ou bien 

(i25) V „ = 4 7 T E ^ y K?DP+-J^ KPDP^J-

Pour le cas où K est constant, les intégrations peuvent s'ef
fectuer, et l'on obtient 

( 1 2 5 a ) V „ — a T r c A r ^ A 3 — - i f — ! y ) . 

§ XXXV. 

DÉTERMINATION D E L A FONCTION POTENTIELLE D'UNE COUCIIE SPHÉRIQUE 

HOMOGENE AU M O Y E N DE L'ÉQUATION (III). 

Pour le cas particulier où la densité K est constante et, par 
suite, la couche sphérique homogène, on peut aussi se servir 
de l'équation (III), donnée au § XVII, pour la détermination 
delà fonction potentielle; je vais effectuer cette détermina
tion pour donner un exemple de l'emploi de celte équation. 

Cette équation (III) eit la suivante : 

v=v7< 
dans laquelle l'intégration s'étend à toute la surface du corps 
donné, et, par suite, dans le cas actuel, aux deux surfaces 
sphériques qui limitent la couche. Pour effectuer l'intégra
tion, nous emploierons les mêmes coordonnées polaires que 
dans le paragraphe précédent. 
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Si nous considérons d'abord la sphère extérieure de rayon A , 

l'élément du de sa surface sera donné par l'expression sui

vante : 

du — A' sin S dO da. 

Le cosinus i de l'angle que la droite qui joint le point p à 

l'élément de surface du fait avec la normale à cet élément 

sera donné par l'expression suivante, puisque le point p est 

situé sur l'axe du système à une distance l du centre, et que 

la normale est le rayon lui-même : 

. A — l cosS 

y/A 2 -)- ï'~ 2 A / c o s S 

D'après cela, la partie de l'intégrale qui se rapporte à la sphère 

extérieure, et que nous désignerons par T, sera donnée par 

JJ v A 3 - 4 - Z ' —2 . A / c o s Q 

l'intégrale relative à 9 doit s'étendre depuis o jusqu'à 2ir, et 

celle qui est relative à 9, depuis o jusqu'à T T . E11 effectuant ces 

deux intégrations, on obtient 

T = ~ [ ( 2A 1 — i> -1- A / ) v / F T 7 ^ + 2 A l 

— ( 2 A 3 — / ' — A l) v/À 3-+- / ' — 2 A / ] . 

Nous avons à faire la m ê m e remarque que dans le paragraphe 

précédent, relativement aux signes des deux radicaux. Le signe 

de chaque radical doit être choisi de telle sorte que sa valeur 

soit positive. La première racine est donc toujours A -t- / . 

Quant à la seconde, elle sera A — l pour / < [ A , et, au con

traire, l — A pour / > A . Dans le premier cas, c'est-à-dire si 

le point p est à l'intérieur de la grande sphère, nous désigne

rons l'intégrale par T,; dans le second cas, c'est-à-dire si p est 
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à l'extérieur, nous la désignerons par T.. Nous aurons ainsi 

( T , = 4 * ( A . - £ ) , 

II est facile de déduire de ce qui précède la'partie de l'in
tégrale complète qui est relative à la sphère intérieure. Outre 
qu'il y a à changer À en a dans l'intégrale précédente, il y a 
encore une différence dans la détermination du cosinus re
présenté par*'; dans ce cas-ci, en effet, la normale élevée à 
l'élément da, et qui est dirigée suivant le rayon, doit être 
comptée comme positive, non du côté où celui-ci croît, mais 
du côté où il décroît. Car il a été convenu, dans la détermi
nation de ce cosinus, que la normale serait comptée comme 
positive dans la direction qui s'étend du corps rempli par 
l'agent à l'espace Yide environnant, et cet espace vide est, 
pour la sphère intérieure, celui qui est compris sous sa sur
face. A cause de cette différence, la quantité i et, avec elle, 
toute la partie de l'intégrale relative à la sphère intérieure 
changent de signes. Si nous désignons cette partie de l'inté
grale par t, en distinguant par les indices i et e les valeurs 
qu'elle prend suivant que le point p se trouve à l'intérieur ou 
à l'extérieur de la petite sphère, nous aurons 

A l'aide de ces valeurs, nous pouvons immédiatement dé
terminer la fonction potentielle pour toutes les positions pos
sibles du point p. Comme dans le paragraphe précédent, nous 
représenterons la fonction potentielle par V,-, si p esta l'inté
rieur de l'espace creux, c'est-à-dire à l'intérieur des deux 
sphères; par Vm, si p est dans la couche même, c'est-à-dire 
entre les surfaces des deux sphères; enfin par V,, si p est à 

( 1 2 6 a) 8ir a3 

T 7 
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l'extérieur de la couche, c'est-à-dire à l'extérieur des deux 
sphères. Nous aurons ainsi 

I V,- = - a - ( T , - 4 - t.) = 2 7 T £ /r ( A.» — a 2 ) , 

( ' 2 7 ) ] V » = Y!(T,+ £.) = a7r E fr 

f v - e ^ \ t , , i ' i f , A 3 — a 3 

ces expressions concordent avec celles que nous avons trou
vées dans le paragraphe précédent. 

Entre autres cas particuliers des équations précédentes, je 
mentionnerai les deux suivants : 

Si a = o, on n'a plus affaire à une couche sphérique, mais 
à une sphère pleine. Dans ce cas, la fonction potentielle, re
présentée par Y,-, n'a plus lieu d'être; mais les deux autres, 
V«, et V „ sont valables, et leurs expressions se simplifient d'une 
manière très-visible, si l'on y remplace a par o. 

Le second cas particulier, qui olï're surtout de l'intérêt dans 
la théorie de l'électricité, est celui dans lequel on admet que 
la couche devient infiniment mince, et la densité h infiniment 
grande, de sorte que la quantité de l'agent contenue dans la 
couche reste finie. Dans ce cas, nous écrirons la première et 
la dernière des formules (127) de la manière suivante : 

V , = 2 7 T £ / r ( A — a)( A -t- a ) , 
Ake . , . v A 2 - 4 - Aa - t - a} 

V r = - y - / r ( A — a) j 
Supposons maintenant que l'épaisseur A — a décroisse in
définiment, et en même temps que la densité h augmente 
indéfiniment dans le même rapport, de sorte que le pro
duit k(A — a) reste une quantité finie et déterminée que 
nous désignerons par h; les deux expressions précédentes 
convergeront vers des limites déterminées, qui sont les 
mêmes que celles que l'on obtient en considérant tout 
d'abord une seule surface sphérique recouverte par l'agent, 
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•et en représentant par h la densité superficielle. Pour déter

miner ces limites, on doit faire A = a, dans les sommes A -ha 
et AJ-t- A a -+- a', et les formules précédentes deviendront 

V,-= ^Tiiha, 

Si, pour tous les cas qui ont été étudiés dans ce paragraphe 
et dans le précédent, on veut obtenir la fonction potentielle 
au moyen de coordonnées rectangulaires, on. n'a qu'à rem
placer, dans les formules qu'on a obtenues, la quantité l par 
l'expression qui la représente dans ce système de coordonnées. 
Si x,,ya, z„ sont les coordonnées du centre de la sphère, on 
posera 

/ = d[x — xay-h (y — y„y+ [z — z0y. 

Après cette substitution, il sera aisé de former les coefficients 
différentiels du premier et du second ordre, relativement à 
chacune des trois coordonnées, et l'on pourra comparer les 
expressions que l'on obtiendra avec les résultats exprimés par 
les théorèmes généraux énoncés plus haut. 

<ia8) 
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D U 

POTENTIEL. 

§ X X X V I . 

POINTS DE DÉPART DE LA T H É O R I E . 

Pour expliquer la notion du potentiel et le rôle qu'il joue 
dans les recherches physiques, je devrai m'appuyer sur deux 
théorèmes fondamentaux de Mécanique, savoir: i° le prin
cipe des mouvements virtuels, ou, selon l'expression consacrée, 

des vitesses virtuelles, et iP le principe de d'Alembert. Ce n'est 

pas ici le lieu de développer et de démontrer ces principes; 
je ne ferai que les exposer de manière à pouvoir y relier les 
considérations subséquentes. Je les exprimerai toutefois sous 
une forme un peu plus complète que celle qu'on leur donne 
habituellement, parce que, dans les recherches physiques, il 
importe de savoir exactement dans quelles conditions ils sont 
applicables, et quelles sont les modifications qu'ils subissent, 
si ces conditions viennent à changer. 

§ X X X V I I . 

NOTIONS DES MOUVEMENTS VIRTUELS ET DISTINCTION 

DES DEUX C A S . 

Soit donné un système quelconque de points mobiles p , p , , 
p , , . . . , qui peuvent être entièrement libres de se mouvoir en 
tous sens, ou gênés dans leurs mouvements par certaines con
ditions. Ces conditions peuvent provenir de la nature du sys
tème lui-même lorsque les points sont reliés d'une manière 
quelconque les uns aux autres, de sorte que le mouvement 
de quelques-uns d'entre eux détermine , entièrement ou en 
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partie, le mouvement de certains autres; elles peuvent aussi 
provenir de l'extérieur, comme, par exemple, lorsqu'un point 
est assujetti à se mouvoir sur une surface ou une courbe 
rigide, ou à rester fixe, d'où il résulte en même temps que les 
autres points qui sont reliés à ce premier sont assujettis, dans 
leurs mouvements, à des conditions correspondantes. 

Il y a encore une distinction essentielle à faire, relative
ment aux conditions auxquelles est assujetti un système. Si 
un point est assujetti à rester sur une surface rigide, il ne 
peut se mouvoir, normalement à la surface, ni dans un sens, 
ni dans l'autre. Mais si l'on suppose que le point se trouve à 
la surface d'un corps rigide et impénétrable pour lui, il ne 
pourra pas se mouvoir, dans la direction de la normale, vers 
l'intérieur du corps, tandis que son mouvement est libre vers 
l'extérieur. La même remarque s'applique à l'électricité dans 
un corps conducteur qui est entouré de corps non conduc
teurs : une quantité d'électricité qui se trouve à la surface 
peut bien se mouvoir vers l'intérieur du conducteur, mais 
non vers l'extérieur. Si l'on suppose de plus deux points mo
biles reliés entre eux par une ligne rigide, ils ne pourront 
ni s'approcher, ni s'éloigner l'un de l'autre; s'ils sont, au con
traire, reliés par un fil flexible et inextensible, et qu'on les 
suppose éloignés l'un de l'autre de telle sorte que le fil soit 
tendu, ils ne pourront pas s'éloigner davantage, mais ils pour
ront se rapprocher l'un de l'autre. Je donnerai à ces obstacles, 
qui s'opposent au mouvement dans un sens, mais le laissent 
libre en sens contraire, le nom d'obstacles à résistance unila

térale ; à ceux qui agissent dans deux sens opposés, de sorte 
que, si le mouvement est impossible dans l'un des sens, il l'est 
également dans l'autre, nous donnerons, dans le cas où la dis
tinction est nécessaire, le nom d'obstacles à résistance bila

térale. 

Considérons le système dans une certaine position, et don
nons-lui un déplacement infiniment petit, de sorte que les 
différents points du système parcourent des chemins infini
ment petits. D'après ce qui précède, ces chemins ne sont pas 
arbitraires pour chaque point; mais ils doivent satisfaire aux 
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conditions auxquelles sont assujettis les mouvements des 
points du système. On a nommé ce système de mouvements 
infiniment petits, qui sont possibles d'après ces conditions, 
un système de vitesses virtuelles, parce qu'originairement, on 

a considéré surtout les différentes vitesses de ces mouvements 
simultanés. Mais celte dénomination n'est pas tout à fait 
propre, parce que les vitesses avec lesquelles les points se 
meuvent simultanément ne déterminent que les longueurs 
proportionnelles des chemins infiniment petits, mais non 
leurs directions, que l'on a également à considérer. C'est pour
quoi je pense qu'il serait plus exact de parler de mouvements 
virtuels; car le mot de mouvement fait penser immédiatement 

à la grandeur et à la direction, tandis que le mol de vitesse, 
au moins dans le sens ordinaire, n'implique pas l'idée de di
rection. 

Dans la plupart des cas, il y a pour un même système de 
points un nombre infini de mouvements virtuels. Si tous les 
obstacles au mouvement sont à résistance bilatérale, à chaque 
système de mouvements virtuels correspondra son contraire, 
puisque les points peuvent se mouvoir également dans l'un et 
l'autre sens. Mais s'il y a des obstacles à résistance unilatérale, 
il y aura des systèmes de mouvements virtuels qui pourront 
s'effectuer dans un sens, et non en sens contraire. Nous nom -
nierons réversibles les mouvements virtuels de la première 

espèce, et non réversibles ceux de la seconde. 

§ XXXVIII. 

N O T I O N DES MOMENTS VIRTUELS ET EXPRESSION DU THÉORÈME 

QUI Y EST R E L A T I F . 

Admettons maintenant, en outre, que les différents points 
mobiles soient soumis à l'action de certaines forces, celles qui 
agissent sur chaque point pourront être considérées soit iso
lément, soit comme composées en une résultante. Ces forces, 
combinées avec les mouvements virtuels, en multipliantchacun 
de ceux-ci par la composante de la force qui agit sur le point, 
estimée suivant la direction de son mouvement, donnent pour 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



produit ce que l'on appelle les moments virtuels. A chaque 
système de mouvements virtuels correspond donc un système 
de moments virtuels. Ces moments seront positifs ou négatifs 
selon que la composante correspondante de la force est dirigée 
dans le sens du mouvement ou en sens contraire. 

A l'aide des moments virtuels, on peut exprimer simple
ment par le théorème suivant les conditions qui doivent être 
remplies, pour que le système de points soit en équilibre, sous 
l'influence des forces qui le sollicitent : 

// est nécessaire et suffisant pour l'équilibre que, pour tous 

les systèmes possibles de mouvements virtuels, la somme des 

moments virtuels soit nulle ou négative. 

Il va de soi que, pour un système réversible de mouvemenis 
virtuels, la somme des moments virtuels doit être nulle seu
lement; car si elle avait une valeur négative assignable, on en 
obtiendrait une positive pour les mouvements contraires, qui 
sont également possibles, ce qui serait en contradiction avec 
le théorème. Pour les cas où il ne se présente que des mou
vements virtuels réversibles, on peut donc dire simplement : 
Pour tous les systèmes de mouvemenis virtuels, la somme 

des moments virtuels doit être nulle. C'est sous cette forme 

que le 'théorème est ordinairement exprimé , parce qu'on a 
laissé de côté les cas où il se présente des mouvements vir
tuels non réversibles. 

Pour exprimer mathématiquement ce théorème, soient ôs, 
Sst, Ss2,... les chemins infiniment petits parcourus par les 
points dans un système de mouvements virtuels; P, P,, P 2 , . . . 
les forces qui agissent sur chacun des points, en admettant, 
s'il y a plusieurs forces qui agissent sur un même point, 
qu'on en ait pris la résultante; soient enfin 9, 9,, 9, , . . . les 
angles compris entre les directions des forces et "'celles des 
mouvements virtuels correspondants. Les moments virtuels 
seront représentés par les produits Pcostp.cb, P, c.ostp,.$s,, 
P2costp - 8s2,..., et on obtiendra, pour l'expression du théorème 
précédent, 

P cos 9 .ès -+- P, cos 9,. a i , -4- P2 cos cp,.ès, 4 - . . . ^ o, 
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ET DU P O T E N T I E L . 

ou, en employant le signe sommatoire, 

( 1 2 9 J 2 P c o s ? ^ * < ° i 

pour le cas où il ne se présente que des mouvements virtuels 
réversibles, on ne devra prendre que le signe = ; mais, pour 
le cas où il se présente également des mouvements non ré
versibles, on devra prendre a la fois les deux signes = et < \ 

Pour les applications, il est plus commode de donner à 
l'expression précédente une forme un peu différente. Si nous 
représentons par Sx, èy et ôz les variations que subissent 
les coordonnées x, y, z du point p, par suite du mouvement 
infiniment petit ès, et si nous décomposons la force P qui 
agit sur ce point, en ses trois composantes X , Y, Z dirigées 
suivant les axes, il est facile de voir que l'on a 

Pcoscp ds=zXSx-h Yôy + Z8z; 

comme on a des équations analogues pour les autres points, 

on obtiendra, au lieu de ( 1 2 9 ) , 

<i3o) ^(Xdx+Ydy^-Zôz)^». 

§ XXXIX. 

EXPRESSION DU MÊME THÉORÈME AU MOYEN DE LA NOTION 

DU T R A V A I L . 

La quantité désignée dans le théorème précédent sous le 
nom de moment virtuel se trouve dans une relation étroite 
avec une autre quantité qui joue un rôle considérable en Mé
canique. Lorsqu'un point parcourt le chemin élémentaire §s, 
et que la composante Pcosç de la force, estimée suivant la 
direction de ce chemin, est absolument la même en tous les 
points de celui-ci, le produit Pcoscp ds représente le travail 
effectué par la force pendant le mouvement. L'hypothèse 
que P cosç ne change pas de valeur pendant le mouvement 
n'est en général pas rigoureusement remplie. Lorsque la 
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f o r c e a g i s s a n t e var i e en g r a n d e u r e t e n d i r e c t i o n d a n s l e s dif

f é r e n t s l i e u x d e l ' e s p a c e , o n n e p e u t p a s la c o n s i d é r e r c o m m e 

é tan t a b s o l u m e n t la m ê m e d a n s l e s d i f f érentes par t i e s d ' u n 

c h e m i n i n f i n i m e n t p e t i t ; et s i , e n o u t r e , às n ' e s t pas u n e p o r 

t i o n d e d r o i t e , m a i s u n e p o r t i o n d e c o u r b e , il s ' e n s u i v r a q u e 

l ' a n g l e 9 c o m p r i s e n t r e la d i r e c t i o n d e la f o r c e et c e l l e d u c h e 

m i n s era d i f férent p o u r l e s d i f f é r e n t e s p a r t i e s d e c e l u i - c i , si 

m ê m e la d i r e c t i o n d e la f o r c e était c o n s t a n t e . L ' e x p r e s s i o n 

c o m p l è t e d u travai l e s t d o n c e n g é n é r a l 

1 ( f ( P c o s c p ) „ „ 1 d 2 ( P c o s c p ) . , 
P COStB ÔS H ; — ^ Ss2 - + - -r-r — Ss3 H-

2 ! ds 61 as-

L e p r e m i e r t e r m e d e c e t t e e x p r e s s i o n e s t c e q u e n o u s a v o n s 

n o m m é le moment virtuel de la force, e t l 'on v o i t d o n c q u e 

l e travai l e f f e c t u é par la f o r c e p e n d a n t un m o u v e m e n t i n f i n i 

m e n t p e t i t n e d i f f ère d u m o m e n t v i r t u e l q u e par l 'addi t ion d e 

q u a n t i t é s q u i s o n t d ' o r d r e s u p é r i e u r r e l a t i v e m e n t à la l o n 

g u e u r d u c h e m i n . 

D ' a p r è s ce la , o n p o u r r a e x p r i m e r d e la m a n i è r e s u i v a n t e l e 

t h é o r è m e relat i f à l ' é q u i l i b r e : 

Il est nécessaire et suffisant, pour l'équilibre, que, pour 

chaque système de mouvements virtuels, la somme, des travaux, 

effectués par toutes les forces soit, ou un infiniment petit 

d'ordre supérieur, relativement aux éléments de chemin, ou 

une quantité négative. 

Si t o u s l e s m o u v e m e n t s v i r t u e l s s o n t r é v e r s i b l e s , c 'es t la 

p r e m i è r e part ie d e l ' é n o n c é s e u l e m e n t q u i e s t v a l a b l e , c ' e s t -

à - d i r e q u e la s o m m e d e s t r a v a u x d o i t ê t r e u n i n f i n i m e n t pet i t 

d ' o r d r e s u p é r i e u r . 

C e t t e m a n i è r e d e p r é s e n t e r le t h é o r è m e relat i f à l ' é q u i l i b r e 

p e r m e t d e lui d o n n e r p l u s d ' e x t e n s i o n , car l e s i n f i n i m e n t 

pet i t s d ' o r d r e s u p é r i e u r p o u v a n t ê t r e p o s i t i f s o u n é g a t i f s , il e n 

r é s u l t e r a la d i s t i n c t i o n e n t r e l ' é q u i l i b r e s t a b l e e t l ' é q u i l i b r e 

i n s t a b l e , q u i s e fera d e la m a n i è r e s u i v a n t e . S i , p o u r t o u s l e s 

s y s t è m e s d e m o u v e m e n t s v i r t u e l s , la s o m m e d e s t r a v a u x d e s 

f o r c e s e s t négative, l ' é q u i l i b r e es t stable; si e l l e e s t positive 
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pour tous les systèmes, l'équilibre est instable ; si enfin, ce qui 
peut arriver, elle est négative pour certains systèmes et posi
tive pour d'autres, o n n e pourra dire ni que l'équilibre est 
complètement stable, ni qu'il est complètement instable. 

§ X L -

LE PRINCIPE DE D ' A L E M B E R T . 

Du théorème relatif à l'équilibre, o n peut, à l'aide du prin
cipe de d'Alembert, déduire le théorème général relatif au 
mouvement. 

Mais, pour cela, nous devrons considérer d'une manière 
u n peu différente les restrictions auxquelles sont soumis les 
mouvements des points. Nous avons admis précédemment 
qu'il pouvait s e présenter des obstacles à résistance unilaté
rale, et nous avons supposé qu'ils résistent à une pression 
quelconque exercée sur eux, sans avoir égard à la force d'où 
provient celte résistance. Mais, dans le mouvement, il n'est 
pas toujours possible de procéder d'une manière aussi simple ; 
car si l'on voulait admettre, par exemple, qu'un point animé 
d'une certaine vitesse rencontre une paroi absolument f i x e , 

il en résulterait une destruction subite du mouvement, ce qui 
n'a pas lieu dans la nature. Lorsqu'un corps rencontre une paroi 
fixe, il se présente entre la paroi et le corps une action mu
tuelle d'une durée très-courte, mais finie; pendant ce temps, 
les mouvements des différentes parties du corps subissent cer
taines modifications, et la paroi ne reste pas non plus com
plètement en repos; mais elle prend un certain mouvement qui 
absorbe une partie de la force vive du corps. 

Pour pouvoir étudier cet effet d'une manière complète, on 
doit considérer la paroi et les autres objets auxquels elle s e 
trouvereliée, comme étant également des corps dont les parties 
sont susceptibles de mouvement, et, en outre, pourvues de 
certaines forces qui deviennent actives pendant le choc. Par c e 
procédé, que l'on peut également employer dans tous les cas 
analogues, Je système mobile considéré se trouve agrandi ; 
mais, par contre, les obstacles à résistance unilatérale dispa-
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f ' ï3r) 
d'z1 

[Z — m - ^ \ Sz \—o. 

Le signe sommatoire se rapporte à toutes les masses qui 
prennent part au mouvement, même s'il en est parmi elles 

raissent comme tels du sujet. Il y a, à la vérité, des cas où une 
surface, qui résiste au mouvement dans un seul sens, peut 
être considérée, sans erreur sensible, comme absolument 
fixe ; toutefois on pourra introduire cette simplification dans 
le calcul, quand il y aura lieu, sans qu'il soit nécessaire que 
nous y ayons égard dans les développements généraux qui 
suivent. Nous supposerons donc à l'avenir qu'il n'y a pas d'ob
stacle à résistance unilatérale, et, par suite, que tous les mou
vements virtuels sont réversibles. 

Revenons au système de points mobiles considéré plus 
haut, et regardons-les comme des points matériels- de 
masses m, m,, m „ . . ., dont les coordonnées oc, y , z; x,, y u 

z„... sont fonctions du temps t. Formons, pour le premier 
point, sur lequel agit une force dont les composantes sont X, 
Y, Z les quantités suivantes : 

d'x d'y d'z 
X — m —,— j Y — m ~ - , Z — m —T -- ; df dt' dt' 

de même, pour le second point, les quantités 

d'x, d'y, d'z, 

x'-m'SFl
 Y , - W ' - 7 J 7 T '

 Z'-m~dr'^ 
et ainsi de suite. Ces quantités, que l'on appelle les compo
santes des forces perdues pour le mouvement, doivent être 

substituées dans l'expression ( i 3 o ) à la place des composantes 
des forces actives données. On obtient ainsi, en ne prenant 
que le premier des deux signes = et < , puisque tous les 
mouvements virtuels sont supposés réversibles, l'équation 
suivante : 
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-sur l e s q u e l l e s a u c u n e d e s f o r c e s d o n n é e s n'agit d i r e c t e m e n t ; 

tandis q u e , dans l ' e x p r e s s i o n ( 1 3 o ) , q u i e s t relaLive à l ' é q u i 

l i b r e , l o r s q u ' i l e x i s t e p l u s i e u r s p o i n t s r e l i é s e n t r e e u x , d o n t 

l e s u n s s o n t s o u m i s à l 'ac t ion de f o r c e s d o n n é e s , tandis q u e 

l e s a u t r e s n e l e s o n t p a s , l e s p r e m i e r s s e u l s s o n t c o m p r i s s o u s 

l e s i g n e s o m m a t o i r e . 

T e l l e e s t l ' é q u a t i o n g é n é r a l e d u m o u v e m e n t , q u i e s t , c o m m e 

o n sa i t , d ' u n e i m p o r t a n c e cap i ta l e e n M é c a n i q u e . E l l e e s t 

e n c o r e v a l a b l e l o r s q u e l e s m a s s e s m o b i l e s n e s o n t pas c o n 

c e n t r é e s e n d e s p o i n t s , m a i s r e m p l i s s e n t d e s v o l u m e s d ' u n e 

m a n i è r e c o n t i n u e ; dans c e cas , la s o m m a t i o n s e r e m p l a c e par 

u n e i n t é g r a t i o n , c e q u ' o n p e u t faire a p r è s c e r t a i n e s t r a n s f o r 

m a t i o n s d e l ' e x p r e s s i o n . 

§ XLI. 

PRINCIPE DE L'EQUIVALENCE DE LA FORCE VIVE ET DU T R A V A I L , ET 

CONDITION QUI DOIT ÊTRE REMPLIE POUR SA V A L I D I T É . 

N o u s a l l o n s d é d u i r e d e l ' é q u a t i o n ( i 3 i ) le principe de l'équi

valence de la force vive et du travail mécanique. 

N o u s a u r o n s d 'abord à r e v e n i r s u r l e s r e s t r i c t i o n s a u x q u e l l e s 

s o n t s o u m i s l e s m o u v e m e n t s d e s p o i n t s . D a n s l e s c o n s i d é r a 

t i o n s s u r l ' é q u i l i b r e , il était p e r m i s d ' a d m e t t r e c o m m e é v i d e n t 

q u e c e s r e s t r i c t i o n s é t a i e n t d ' u n e n a t u r e t e l l e , q u ' e l l e s n e p o u 

v a i e n t par e l l e s - m ê m e s o c c a s i o n n e r un m o u v e m e n t d e s p o i n t s . 

L o r s q u e , par e x e m p l e , o n a d m e t t a i t q u ' u n p o i n t e s t assuje t t i à 

d e m e u r e r s u r u n e s u r f a c e d o n n é e , c e t t e s u r f a c e était s u p p o s é e 

f ixe et i n v a r i a b l e ; car si e l l e s e m o u v a i t o u si e l l e c h a n g e a i t 

d e f o r m e a v e c le t e m p s , c e s c a u s e s p r o d u i r a i e n t déjà par e l l e s -

m ê m e s un m o u v e m e n t d u p o i n t , d e s o r t e q u e le r e p o s n é c e s 

s a i r e p o u r l ' é q u i l i b r e serait i m p o s s i b l e . D a n s l e s c o n s i d é r a t i o n s 

s u r le m o u v e m e n t , au c o n t r a i r e , c e s cas n e s o n t pas à e x c l u r e , 

c a r o n p e u t fort b i e n c o n s i d é r e r le m o u v e m e n t d 'un p o i n t q u i 

s e t r o u v e s u r u n e s u r f a c e m o b i l e et p a r t i c i p e à s o n m o u v e 

m e n t , t and i s 'qu ' i l se m e u t en o u t r e s u r la sur face m ê m e , e n 

v e r t u d e la f o r c e q u i l e s o l l i c i t e . 

L a c o n d i t i o n q u ' u n p o i n t {#,y> z) d o i t d e m e u r e r s u r u n e s u r -

S 
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face lixe se représente mathématiquement par une équation 

de la forme 

si, au contraire, la surface sur laquelle le point doit se mou
voir est elle-même mobile ou variable avec le temps, l'équa
tion de condition sera de la forme 

On pourra, en général, distinguer de la même manière, au 
moyen des équations, si les conditions, auxquelles les mouve
ments des points sont assujettis, peuvent ou non occasionner 
par elles-mêmes des mouvements;, dans le' premier cas, les 

temps ou d'autres variables dépendantes du temps, outre les 
coordonnées des points donnés; dans le second cas, elles ne 
doivent renfermer que ces dernières. 

Il y a une distinction essentielle à établir entre ces deux 
cas, quant à la dépendance qui existe entre le mouvement 
réel et les mouvements virtuels. Lorsque l'on veut déterminer 
les mouveménts virtuels au moyen d'équations qui renferment 
le temps, cette détermination doit avoir lieu pour un instant 
donné, et, par suite, on doit regarder le temps comme con
stant dans le calcul. Soit, par exemple, donnée une équation 
renfermant, outre le temps, les coordonnées d'un certain 
nombre de points 

on en déduira, pour les mouvements virtuels au temps t, 
l'équation suivante : 

T{x,y; z) = o; 

Y{x,y; z, t) o. 

équations qui expriment ces conditions doivent renfermer le 

(.33) 

- + - . . . = o: 

où il n'entre que les coefficients différentiels relatifs aux 
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c o o r d o n n é e s d e s p o i n t s . Si l 'on c o n s i d è r e , au c o n t r a i r e , l e s 

m o u v e m e n t s q u e l e s p o i n t s e f f e c t u e n t r é e l l e m e n t p e n d a n t l e 

t e m p s i n f i n i m e n t pe t i t q u i s ' é c o u l e d e p u i s l ' ins tant t j u s q u ' à 

t -t- dt, e t d o n t l e s p r o j e c t i o n s s u r l e s a x e s s o n t r e p r é s e n t é e s 

par dx, dy, dz, dx,, dy,, dz,, o n d e v r a f o r m e r u n e é q u a 

t ion dans l a q u e l l e l e t e m p s es t é g a l e m e n t r e g a r d é c o m m e v a 

r i a b l e , et q u i sera 

O n vo i t par là q u e , dans le cas o ù l e s é q u a t i o n s de c o n d i t i o n 

d o n n é e s r e n f e r m e n t l e t e m p s , l e s é q u a t i o n s s e r v a n t à la d é 

t e r m i n a t i o n d e dx, dy, dz, dx,, dy,, dz,,..., s e r o n t d i f f é r e n 

tes d e c e l l e s q u e l ' on t r o u v e p o u r Sx, dy, ôz, dx,, dy,, dz,,..., 

et , par s u i t e , q u e l e s y s t è m e d e s m o u v e m e n t s q u e l e s p o i n t s 

e f f e c t u e n t r é e l l e m e n t p e n d a n t l e t e m p s i n f i n i m e n t pe t i t q u i 

s ' é c o u l e d e p u i s l ' instant t j u s q u ' à t -+- dt, n e p e u t e n g é n é r a l 

ê tre i d e n t i q u e a v e c a u c u n d e s s y s t è m e s d e m o u v e m e n t s v i r 

t u e l s q u i o n t l i e u à l ' ins tant / . S i , au c o n t r a i r e , l e s é q u a t i o n s 

d e c o n d i t i o n n e r e n f e r m e n t pas le t e m p s , l e d e r n i e r t e r m e 

q u i r e n f e r m e l e c o e f f i c i e n t d i f f érent i e l par r a p p o r t à / , d i s p a 

raîtra d e s é q u a t i o n s q u i s e r v e n t à d é t e r m i n e r dx, dy, dz, dx,, 

dy,, dz,,... ; et c e s é q u a t i o n s c o n c o r d e n t a lors a v e c c e l l e s 

e n dx, dy, dz, dx,, dy,, d z , , . . . ; par s u i t e , l e s y s t è m e d e s 

m o u v e m e n t s r é e l s do i t , d a n s c e c a s , ê tre l 'un d e s s y s t è m e s 

m u l t i p l e s d e m o u v e m e n t s v i r t u e l s . 

O r , c 'es t à c e d e r n i e r cas q u e s e r a p p o r t e l e t h é o r è m e d e 

l ' é q u i v a l e n c e d e la f o r c e v i v e et d u travail m é c a n i q u e ; et j e 

c r o i s u t i l e d e r a p p e l e r l ' h y p o t h è s e d 'où n o u s d e v o n s part ir 

dans s o n d é v e l o p p e m e n t , et s u r l a q u e l l e r e p o s e par c o n s é q u e n t 

sa va l id i t é : les équations de condition auxquelles sont soumis 

les mouvements des points ne peuvent renfermer comme va

riables que les coordonnées de ces points ; c e q u e l 'on p e u t 

e x p r i m e r é g a l e m e n t d e la m a n i è r e s u i v a n t e , e n v e r t u d e c e 

( i 3 4 ) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 [ 

d'x\ dx /,r d2y\ dy 

dl1 I dt \ dt' j dt 

/_ d'z\ dzl , 
-4- Z — m -— -r- \ dt = o , 

dt2 J dt 

ou, en ordonnant différemment les termes, 

2 

idxd'x dyd'y dzd'z\ , 
m -, , -(- -, - -,— -+- -, r— dt 

V dt dt2 dt dt2 dt dt2 

( = 2 ( * £ + v S - ï & ) * -

Le premier membre peut se mettre sous une forme plus 
simple. Si nous représentons la vitesse du premier point 
par v, on sait que 

dx\2 (dry tdz\' 

dt) + { d t ) ^ - [ d t ) ' 

qui précède : les conditions données ne doivent pas renfermer 
en elles-mêmes une cause de mouvement; c'est-à-dire qu'elles 
ne doivent contenir implicitement aucune force qui, de même 
que les forces données explicitement, pourrait produire du 
mouvement et accélérer ou retarder les mouvements existants. 

Dans cette hypothèse, l'équation ( i 3 i ) , qui est applicable à 
tout système de mouvements virtuels, doit aussi rester valable, 
lorsqu'au lieu des mouvements virtuels on introduit ceux qui 
s'effectuent réellement pendant le temps dt, et qui doivent, 
comme nous le savons, coïncider avec l'un des systèmes de 
mouvements virtuels. Afin d'indiquer clairement que les 
mouvements se rapportent au temps dt, nous écrirons dx, 
dj, dz sous la forme 

dx dy dz 
—r- dt, — dt, —r- al. 
dt dt dt 

En substituant ces expressions à la place de dx, ôy, Sz, dans 
l'équation ( I 3 I ) , nous aurons 
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d'où r é s u l t e 

d(v*) _ fdxd'x dy dy dzd2z\ 
. ' ~~dT" — \ D 7 dt' Ht Ht* ~*~ Ht HT2 ) ' 

et il en e s t d e m ê m e p o u r l e s v i t e s s e s d e t o u s l e s a u t r e s p o i n t s . 

A u m o y e n d e c e s é q u a t i o n s la p r é c é d e n t e ( i 3 5 ) d e v i e n t 

, i div') , r , / „ rfi ( i r „dz\ , 

^ \lI.m-aTdt=l{XHt+Y^ + ZHl)dL 

L ' e x p r e s s i o n q u e r e n f e r m e l e p r e m i e r m e m b r e p e u t s ' i n t é 

grer i m m é d i a t e m e n t ; n o u s e f f e c t u e r o n s l ' in tégrat ion d e p u i s 

u n t e m p s ini t ia l / „ , j u s q u ' à u n t e m p s t, et n o u s d é s i g n e r o n s 

l e s v i t e s s e s in i t ia l e s r e s p e c t i v e s des d i f férents p o i n t s par 

<V [fi)o,( fOrn D a n s le s e c o n d m e m b r e n o u s d e v o n s s e u l e 

m e n t i n d i q u e r p r o v i s o i r e m e n t l ' i n t é g r a t i o n . N o u s é c r i r o n s 

d o n c 

„ , „ A - - = J R ' 2 « • 

C e t t e é q u a t i o n e x p r i m e le t h é o r è m e c h e r c h é , et il n e s'agit 

p l u s q u e d e d é t e r m i n e r la s ign i f i ca t ion d e s d e u x m e m b r e s . 

L o r s q u ' u n e m a s s e m s e m e u t a v e c la v i t e s s e v, n o u s a p p e l l e r o n s 

- m c 1 la f o r c e v i v e d e c e t t e m a s s e ( * ) ; d 'après ce la , - ^ m v2 

es t la f o r c e v i v e d e t o u t l e s y s t è m e d e m a s s e s , et l e p r e m i e r 

m e m b r e d e l ' é q u a t i o n r e p r é s e n t e l ' a c c r o i s s e m e n t de f o r c e v i v e 

q u i a e u l i e u d a n s l e s y s t è m e d é p u i s l ' instant t, j u s q u ' à l ' i n 

s tan t t. Q u a n t au s e c o n d m e m b r e , il r é s u l t e de c e q u e n o u s 

a v o n s dit au § X X X I X q u e l ' e x p r e s s i o n 

dx ., dy „ dz\ , 
X - r - - 4 - Y - f -hZ-r-Xdt, 

\ dt dt dt } 

a b s t r a c t i o n faite d e s i n f i n i m e n t pet i t s d 'ordre s u p é r i e u r , r e -

( * ) Cette, d é n o m i n a t i o n diffère u n peu de cel le qui était usitée auparavant 

et en vertu de laque l l e on appelait mva- la force vive. 
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présente le travail que la force qui agit sur le premier point 
effectue pendant l'intervalle de temps dt; le second membre 
de l'équation précédente représentera donc le travail effectué 
par toutes les forces qui agissent sur le système depuis l'in
stant ta jusqu'à l'instant t. .Cette équation exprime donc le 
théorème suivant : 

L'acQroissemeni de force vive du système pendant un cer

tain temps est égal au travail que les forces qui agissent sur 

ce système ont effectué pendant le même temps. 

§ XLII. 

DISTINCTION A FAIRE RELATIVEMENT A LA POSSIBILITÉ D'EFFECTUER 

L'INTÉGRATION D E L'EXPRESSION QL'I REPRÉSENTE LE T R A V A I L . 

Pour l'équilibre, comme pour le mouvement, nous sommes ' 
arrivé à des équations qui renferment le travail mécanique, 

et nous avons à étudier de plus près l'expression qui le re
présente. 

Si nous désignons par T le travail effectué dans le système 
depuis l'instant /„ jusqu'à l'instant /, nous aurons 

„ 3 8 , T - j f ' S ^ ^ - ' ë ) * -

Les composantes X, Y, Z des forces dépendent d'abord des 
coordonnées des points mobiles, car la force qui agit sur un 
point peut être différente en différents lieux de l'espace; en 
outre, elles peuvent dépendre directement du temps, puisque 
les forces qui agissent peuvent varier avec le temps; enfin 
elles peuvent dépendre de l'état de mouvement actuel du sys
tème, ce qui a lieu, par exemple, pour la force qui provient 
de la résistance de l'air, et qui dépend de la vitesse du corps 
en mouvement. Or, comme les coordonnées dos points et 
toutes les quantités dépendantes du mouvement, qui peuvent 
entrer dans les composantes des forces, doivent être regardées 
comme fonctions du temps, on peut également regarder les 
composantes des forces elles-mêmes comme fonctions de 
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ET DU P O T E N T I E L . I i g 

-cette seule variable ; et de là résulte, en outre, que toute l'ex
pression à intégrer doit également pouvoir se représenter en 
fonction du temps seul. D'après cela, l'intégration indiquée 
dans notre équation est toujours possible, du moment où le 
mouvement est suffisamment connu pour pouvoir réellement 
ramener l'expression à une fonction du temps, puisqu'il ne 
s'agit plus dès lors que d'intégrer une fonction d'une seule 
variable relativement à cette variable. Mais il y a aussi des cas 
où cette réduction n'est pas nécessaire et où l'on peut écrire 
l'intégrale sous la forme 

j^ ( X dx -+- Y dy - h Z dz ) , 

•en y considérant les coordonnées comme des variables indé
pendantes, sans que l'intégration cesse d'être praticable; et 
•ces cas sont d'une importance particulière en Physique. 

§ XL1II. 

CAS DANS LEQUEL LE PROCÉDÉ GÉNÉRAL u ' iNTÉGRATION 

EST A P P L I C A B L E . 

Parmi les cas énoncés à la fin du paragraphe précédent, dans 
lesquels l'intégration peut s'effectuer lors même que les coor
données sont considérées comme des variables indépendantes, 
se trouve tout d'abord le cas traité déjà au § V, cas dans lequel 
les forces qui agissent sur un point mobile peuvent se décom

poser en forces attractives ou répulsives émanant de points 

fixes dans l'espace, et dont l'intensité est une fonction quel

conque de la distance. 

Soientp', p\,p'2,... des points fixes de coordonnées x1,y', z'; 

•x\, y \ , z',,. . .. Parmi les points mobiles considérons-en pro
visoirement un seul p de coordonnées x , y , z. Appelons r' la 
distance de p à p ' , de sorte que 

{ > 3 9 ) r' = J{x>-x)* + [r< - JY^-Tjr^T», 

•et représentons par/(r ' ) la force avec laquelle p ' agit sur p , 
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et q u e l 'on p o s e 

( . 4 o ) U = F ( r ' ) + F 1 ( r ' 1 ) + . . . = 2 F ( r ' ) > 

U sera la f o n c t i o n de force p o u r l e p o i n t p , e t l 'on aura 

v _ dU dU „ dU 

dx dy dz 

E n s u i t e d e c e t t e d e r n i è r e é q u a t i o n , on p e u t é c r i r e 

X dx -4- Y dy - h Z dz = dx -+- dy - 4 - dz ; 

cl^Xj et y ci z 

e t , c o m m e U e s t u n e q u a n t i t é q u i n e r e n f e r m e pas d'autres-

v a r i a b l e s q u e x , y , z , l e s e c o n d m e m b r e e s t sa d i f f é r e n t i e l l e 

e x a c t e , q u i p e u t s e r e p r é s e n t e r par dU; l ' i n t é g r a t i o n p o u r r a 

d o n c s ' e f fec tuer i m m é d i a t e m e n t , et l ' on o b t i e n d r a 

( i40 J ( \ d x -1- Y dy + Zdz) =JdU=U-h const. 

Si l e p o i n t p e s t parti d ' u n e p o s i t i o n in i t ia le d o n t l e s c o o r 

d o n n é e s s o n t x 0 , y a , z„, e t si n o u s d é s i g n o n s par U„ la v a l e u r 

d e la f o n c t i o n TJ p o u r c e t t e p o s i t i o n , n o u s a u r o n s , p o u r l e t r a 

vai l e f f ec tué par l e s f o r c e s a g i s s a n t e s , d e p u i s c e t t e p o s i t i o n 

in i t ia le j u s q u ' à la p o s i t i o n {x, y , z), l ' e x p r e s s i o n 

(142) T ^ U — U „ . 

e t q u i sera a t trac t ive o u r é p u l s i v e , s u i v a n t q u e c e t t e f o n c t i o n 

sera p o s i t i v e o u n é g a t i v e ; d e m ô m e s o i t >\ la d i s t a n c e d e />· 

à p \ , e t / , ( r ' , ) la f o r c e é m a n a n t de p\, e t a ins i de s u i t e . Si l 'on, 

f o r m e a c t u e l l e m e n t l e s f o n c t i o n s s u i v a n t e s : 
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ET DU POTENTIEL. 1 2 1 

De là résulte que, pour les forces de cette espèce,_ le travail 
est complètement déterminé, si l'on se donne la position ini
tiale et la position finale du point, sans qu'il soit nécessaire de 
connaître le chemin pur lequel le point est arrivé de l'une de 
ces positions à l'autre. On peut dire plus : il suffit qu'en se 
donne les deux surfaces de niveau dans lesquelles sont situés 
le point initial et le point final, et qui répondent, comme on 
sait, à des valeurs déterminées de la fonction U, pour pouvoir 
déterminer complètement le travail. 

11 est facile d'étendre les considérations qui précèdent au 
cas où, au lieu d'un seul point mobile p, on donne un système 
de points mobiles p, p,, p,,..., tandis que les forces qui 
agissent sur eux émanent, comme précédemment, de points 
fixes p', p\, p\,. . •. Dans ce cas, l'on aura, pour chacun des 
points mobiles, une fonction de force de la même espèce que 
la précédente, et, si l'on désigne ces fonctions de force res
pectivement par U, U,, U , , . . . , on pourra écrire 

^ (X dx - 4 - Y dy - h Z dz ) = d\J + dU, + dV, - 4 - . . . 

= rf(D + U,- t-U a + . . . ) . 

La somme qui se trouve entre parenthèses dans le second 
membre peut aussi se représenter de la manière suivante : 

1 

(143 ) U-t-U, -+-TJ, -h... = . -^F (r ' J ; 

mais le signe sommatoire a ici une signification plus étendue 
que dans l'équation (i4°)> puisqu'il ne se rapporte pas seule
ment à autant de termes qu'il y a de points fixes, mais à autant 
qu'il y a de combinaisons d'un point fixe avec un point mo
bile. L'équation qui précède s'écrira donc 

( 1 4 4 ) ^[Xdx-hY dr + Zdz)=d^Y{r'). 

L'expression à intégrer est donc ramenée, comme plus haut, 
à la forme d'urne différentielle totale, et, par suite, l'intégra-
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1 2 2 DE LA FONCTION POTENTIELLE 

bilité immédiate est démontrée pour un nombre quelconque 
de points mobiles. 

§ XLIV. 

AUTRE CAS DANS LEQUEL LE PROCÉDÉ GÉNÉRAL D ' I N T É G R A T I O N 

EST APPLICABLE. 

Un autre cas que nous avons à considérer est celui où. les 
points mobiles exercent les uns sur les autres des forces attrac

tives ou répulsives, dont l'intensité est une fonction quelcon

que de la distance. 

Soit r la distance des deux points p et p , de coordonnées x, 
y , z, et x„ y„ z,, de sorte que 

(i45 ) r = v / ( — + ( 7 · — r ) ' " H * ' — * ) ' . 

et soit représentée par tp(;-) la force qu'ils exercent l'un sur 
l'autre. Cette force agit sur les deux points avec la même in
tensité et en sens contraires, et, par suite, elle entre deux fois 
dans la formule du travail total, la première fois au point p , où 
ses composantes sont 

, , x t — x , . ri — r , , •Si — z 

et la seconde fois au point p , , où ses composantes sont 

X — X, v — r, Z — Z, 
?(r)—-—' ?(f)-—— J ? ( / • ) — - — 

Or, en vertu de (i45), on a 
dr x, — x dr x — x, 

dx r dx, r ' 

et l'on peut, par suite, en posant 

<&(r) = _ / (p(r)dr, 
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écrire 

, x, — x , dr d$(r) 

x — x, dr d$(r) 

^r)~7-=-^r)ix-r^xT- • 

On aura des équations analogues pour les composantes sui
vant les axes des/- et des z; et les six composantes des deux 
forces opposées seront, par suite, représentées par les coeffi
cients différentiels suivants : 

d$(r) d$(r) . d$(r) 

dx ' dy dz ' 

d<b[r) ' d${r) d$(r) 

dx, dy, dz, 

Si de la somme totale 

^{TLdx + Y dy + Zdz), 

on ne prend que la partie relative à ces deux forces contraires, 
on aura 

^ dx +

 d-%ïl dT+ ^ dz + **p dx, 

dx dy dz dx. 

et puisque r ne dépend que des six variables x, y, z, x,, y,, z,, 
et que, par suite, $>{r) doit être considérée comme une fonc
tion de ces six variables, l'expression précédente est une dif
férentielle totale que l'on peut écrire rf<3?(r). 

Chaque force qui s'exerce entre deux points mobiles donne 
de même six termes qui forment ensemble une différentielle 
totale. On peut donc, puisqu'il n'y a pas d'autres forces que 
les actions mutuelles que les points mobiles exercent les uns 
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12.4 B E L A - FONCTION POTENTIELLE 

sur les autres, écrire 

^ ( X i c + Y ( f r - r Z ^ ) = < i $ ( f ) 4 - < J $ , ( / ' l ) + . . . 

( i46 ) = d[$(r)-t-$,(*·,) + . . . ] 

la somme indiquée dans le second membre renferme autant 
de termes qu'il y a de combinaisons des points mobiles deux 
à deux. L'intégrabilité de celte expression estdonc également 
démontrée pour ce cas. 

§ XLV. 

CONSIDÉRATION SIMULTANÉE DES D E U X CAS PRÉCÉDENTS. 

Supposons enfin que les deux espèces de forces considérées 
agissent simultanément, et que, par suite, les points mobiles 
soient soumis aussi bien à l'action de forces attractives ou ré

pulsives émanant de centres fixes qu'à leurs actions mutuelles ; 

dans ce cas, nous n'aurons qu'à réunir les deux résultats pré
cédents. Nous obtiendrons ainsi 

( ^ ( X d x +Ydr+Zdz) = d^iF{r') + d'£®(r) 

(•47) r -, 
( - = d ^ F ( r ' ) + ^ ( r ) j ; 

la première somme du second membre se rapporte à toutes les 
combinaisons de chaque point mobile avec un point fixe, et 
la seconde à toutes les combinaisons deux à deux des points 
mobiles entre eux. 

Au moyen de cette équation, nous pourrons immédiate
ment déterminer le travail qui est effectué, pendant un mou
vement quelconque du système mobile, par toutes les forces 
qui agissent sur lui. Si nous distinguons les distances initiales 
des points de leurs distances finales, en affectant les premières 
de l'indice o, nous aurons 

( 148 ) T = 2 F < R ' > + 2 * ( R > - 2 * v » > - 2 5 ( R<> >• 
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e é tant u n f a c t e u r q u i d é p e n d de la n a t u r e d e s a g e n t s e t d e s 

u n i t é s c h o i s i e s . Si n o u s s u p p o s o n s q u e t o u s l e s a g e n t s q u i 

a g i s s e n t J'un s u r l 'autre s o i e n t d e m ê m e n a t u r e , et qu' i l n e s e 

p r é s e n t e e n t r e e u x d 'autres d i f f é r e n c e s q u e c e l l e s q u i p e u v e n t 

( * ) N o u s avons choisi d'autres nutations p o u r les quantités des agents actifs, 

q u e p o u r lés inasses matérie l les qui se trouvent aux m ê m e s points , et qu i ont 

été désignées par mj mlt m 3 t p a r c e que les agents qu i exercent les forces 

peuvent être différents des masses qui sont mises en m o u v e m e n t par ces forces. 

Si l 'on suppose , par e x e m p l e , u n e m o l é c u l e p o n d é r a b l e chargée d'électricité, 

on peut imag iner que la force subie par l'électricité m e t en m o u v e m e n t , n o n -

s e u l e m e n t l'électricité e l l e - m ê m e , mais aussi la m o l é c u l e qui en est chargée. 

D a n s c e cas c o m p l e x e , il suffît d o n c , p o u r la d é t e r m i n a t i o n 

d u travai l , d e c o n n a î t r e la p o s i t i o n in i t ia le e t finale d e s p o i n t s , 

q u e l l e q u e s o i t d u re s t e la m a n i è r e d o n t ils on t p a s s é de l 'une 

d e c e s p o s i t i o n s à l 'autre . 

§ XLVI. 

POTENTIEL D'UN AGENT SUR UN A U T R E , Q U ' l L SOIT CONCENTRÉ EN DES 

POINTS ISOLÉS OU RÉPANDU D'UNE MANIÈRE CONTINUE DANS UN C E R 

TAIN E S P A C E . 

N o u s a l l o n s m a i n t e n a n t s p é c i a l i s e r d a v a n t a g e l e s h y p o t h è s e s 

q u e n o u s a v o n s faites p l u s h a u t , d e la m ê m e m a n i è r e q u e n o u s 

l 'avons fait a u x § § V I et V I I , p o u r p a s s e r d e la f o n c t i o n d e 

f o r c e g é n é r a l e à la f o n c t i o n p o t e n t i e l l e . N o u s a d m e t t r o n s e n 

c o n s é q u e n c e qu'aux points qui agissent les uns sur les autres, 

il se trouve certaines quantités d'agents qui exercent et su

bissent l'action, et qu'en outre, les forces sont inversement 

proportionnelles au carré de la distance. 

S o i e n t q, q,, q,, - . . ( * ) l e s q u a n t i t é s q u i se t r o u v e n t a u x 

p o i n t s m o b i l e s p , p u p 2 , , . . . , et q', q \ , q',,.- - c e l l e s q u i s e 

t r o u v e n t a u x p o i n t s fixes p', p \ , p\ La f o r c e q u ' e x e r c e n t 

l ' u n e s u r l 'autre l e s d e u x q u a n t i t é s q e t q', q u i s o n t d i s tantes 

l 'une d e l 'autre d e r', e s t r e p r é s e n t é e par 
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I 2 6 DE LA FONCTION POTENTIELLE 

s'exprimer en considérant les quantités en partie comme po
sitives, en partie comme négatives, ce facteur sera le même, 
pour toutes les combinaisons possibles de quantités deux à 
deux; nous l'avons plus haut distingué, pour ce cas, par la 
lettre E. 

Nous obtiendrons ainsi, pour la fonction qui représente la 
force exercée par deux quantités l'une sur l'autre, l'expres
sion 

d'où résulte 

¥(r') = —Jf(r') dr1 = e 

Si nous formons actuellement la s o m m e ^ F(r ') qui entre 

dans les équations ( i 4 3 J et ( i 4 4 ) et que nous désignerons dans 
ce cas par W , nous aurons 

('49) w ' ^ y ^ - ' - , 

le signe sommatoirc s'étend à toutes les combinaisons de l'une 
des quantités q avec l'une des quantités q', et r' est la distance 
relative à chacune de ces combinaisons. 
La quantité W est le potentiel du système des quantités qr 

sur le système des quantités q. Comme,ces quantités entrent 
tout à fait de la même manière dans l'expression, on peut l'ap
peler aussi le potentiel du système des quantités q sur celui 
des quantités q', ou bien le potentiel des deux systèmes l'un 
sur l'autre. 

On peut décomposer cette somme de manière à réunir les 
ternies qui renferment une seule et même quantité du sys
tème q, et à en faire des sommes partielles que l'on devra 
encore ajouter entre elles pour avoir la somme totale. Ces 
sommes partielles seront, si l'on met en facteur devant le signe 
sommatoire la quantité qui est commune à tous les termes, 

e ? 2 F 7 ' £ ? ' 2 ^ ' e ? 2 2 ^ " " - - ; 
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ET DU P O T E N T I E L . I 2 7 

les différentes notations des distances r', /•',, r \ , . . . signifient 

que, dans chaque somme, les distances doivent être comptées 

à partir du point où se trouve la quantité qui est en facteur 

devant le signe sommatoire. Or les quantités 

sont les valeurs de la fonction potentielle du système des 

quantités q' aux points où se trouvent les quantités q', q\, q'2, 

conformément à la notation precédeme, nous les représente

rons par V , V',, V ' 2 , . . . , et les sommes partielles s'écriront 

g \ ' , ? . V „ g . V , , . . . ; m 

par là, l'expression du potentiel deviendra 

( i 5 o ) W = 2 < 7 V ' . 

Au lieu de cette expression on peut écrire son analogue que 

l'on obtient en intervertissant les deux systèmes. On aura 

ainsi, en représentant par V la fonction potentielle du système 

des quantités q, au point où se trouve l'une des quantités q', 

( i 5 o a ) • - W ' = 2 ? ' V . 

Si les agents qui agissent l'un sur l'autre ne sont pas c o n 

centrés en des points isolés et remplissent entièrement des 

espaces, on devra les décomposer en éléments et remplacer 

le signe sommatoire par celui de l'intégration. On obtiendra 

ainsi, au lieu de l'équation (i49)> ' a suivante : 

( . 5 0 '
 W = Eff - 7 ^ ' 

dans laquelle l'une des intégrales s'étend à tout l'agent q, et 

l'autre à tout l'agent q'. En introduisant la fonction potentielle 

de l'un ou de l'autre agent, on obtient 

( i 5a ) W ' = j y'dq— j Vdq\ 
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§ XLVI1. 

P O T E N T I E L D ' U N S Y S T È M E D E P O I N T S , Q U I S O N T D O U É S D ' U N A G E N T , 

S U R L U I - M Ê M E , O U D ' U W A G E N T , R É P A N D U D ' U N E M A N I È R E C O N T I N U E 

D A N S UN E S P A C E , É G A L E M E N T S U R L U I - M Ê M E . 

Considérons maintenant de la même manière les forces que 

les parties constituantes du système mobile exercent l'une sur 

l'autre. Si nous nous occupons d'abord du cas où les différentes 
quantités q, q,, q,... de l'agent sont concentrées en des points, 

il est évident que la somme ̂  $ (r) qui entre dans l'équation 

(i46), et que nous représenterons actuellement par W, pren
dra la forme suivante 

(i53) W = s Y 
qqL 

r 

le signe sommatoire s'étend à toutes les combinaisons des 
quantités q deux à deux, et r désigne leurs distances mu
tuelles. Cette quantité est le potentiel du système des points 

doués des quantités q, q,, q2. . . sur lui-même. 

Dans le cas où l'agent remplit entièrement un espace, on 
doit poser 

( . 5 4 ) 
dqdq^ 

et l'on devra effectuer la double intégration relativement au 
même agent. Si V représentela fonction potentielle de l'agent 
considéré au lieu où se trouve l'un de ses propres éléments 
dq, l'expression précédente pourra s'écrire 

(t55) W : 

I 
Le facteur — qui entre dans ces expressions, quoiqu'il ne se 

présente pas dans les expressions correspondantes (i5i) et 
(i52), provient de ceque, dans ce cas, chaque produit de deux 
éléments dqm et dqn entre deux fois dans les intégrales ; la 
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première fois dans l'arrangement dqmdq„, et la seconde fois dans 
l'arrangement dq„dqm, tandis qu'il ne doit entrer qu'une fois 
dans le potentiel. 

Outre cette circonstance, il y en a encore une autre à men
tionner dans les expressions de W . Parmi les combinaisons en 
nombre infini de deux éléments, que renferment ces intégrales, 
il s'en présente aussi de celles qui ne renferment pas deux 
éléments différents,mais, au contraire, deuxfois le même élé
ment. La partie de l'intégrale totale qui correspond à une 
telle combinaison ne doit pas être prise dans ce sens, que dans 

l'expression ^ ^ l'on doive faire le dénominateur r abso-
r 

lument égal à zéro; mais on pourra supposer l'élément dq 
décomposé de nouveau en un nombre infini de parties, dont 
chacune est un infiniment petit d'ordre supérieur, et par la 
combinaison de ces parties entre elles, on pourra former le 
potentiel de la quantité infiniment petite dq sur elle-même, 
comme on a formé dans l'expression ( i 5 4 ) le potentiel d'une 
quantité finie sur elle-même. Dans ce potentiel de l'élément 
dq sur lui-même, il se présentera de nouveau des termes dans 
lesquels chacune des parties infiniment petites d'un ordre su
périeur est combinée avec elle-même. On pourra de nouveau 
procéder avec un semblable terme comme on l'a fait précé-

, dq dq . . ,._ . 
demment avec le terme ——-i et continuer indéfiniment de 

r 

la sorte. 
II s'agit maintenant de savoir si cette circonstance, que l'in

tégrale renferme également les potentiels des différents élé
ments sur eux-mêmes, est un obstacle à sa détermination, à 
cause du dénominateur infiniment petit qui entre dans l'ex
pression de ces potentiels; et, dans le cas où il n'en serait pas 
ainsi, si ces potentiels des différents éléments sur eux-mêmes 
ont sur la valeur du potentiel total une influence telle, qu'on 
doive y avoir égard en effectuant l'intégration. 

La solution la plus simple de ces deux questions résultera 
de l'examen de la seconde formule de W donnée sous le nu
méro ( i 5 5 ) , parce que la fonction Y qui y entre a déjà'été 
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traitée complètement plus haut, et que nous n'aurons plus par 
suite à effectuer les transformations qui seraient nécessaires 
dans la première formule (iô4). Il va de soi, que ce qui est 
vrai de la seconde formule, le sera aussi de la première, puis
que l'une exprime identiquement la même fonction que l'autre, 
sous une forme plus simple. 

Nous savons, par ce qui précède, que la fonction potentielle 
conserve partout une valeur finie, même à l'intérieur de l'es
pace entièrement rempli par l'agent, et, par suite, l'intégrale 

Vdq doit aussi avoir une valeur parfaitement finie et déter

minée, ce qui résout la première question. Pour résoudre la 
seconde, rappelons-nous que, dans l'équation ( 2 5 ) , page 2 1 , 
nous avons mis la fonction potentielle sous la forme suivante, 
dans laquelle d<j est l'élément d'angle solide : 

Sous cette forme, la distance r a non-seulement disparu du 
dénominateur, mais elle entre même comme fadeur. De là 
résulte que, si autour du point auquel se rapporte la fonction 
potentielle, et qui est pris dans cette formule pour centre des 
coordonnées polaires, on suppose décrit uii espace fermé in
finiment petit, on n'obtiendra qu'une différence infiniment 
petite dans la valeur de V, que l'on ait égard à la quantité de 
l'agent renfermée dans cet espace, ou qu'on la néglige. D'après 

cela, nous pouvons dire également que, dans l'intégrale / Vdq, 

le résultat ne sera affecté que d'une différence infiniment pe
tite, si nous tenons compte, dans la détermination de V, de la 
quantité dq, ou si nous la négligeons; en supposant qu'on la 
néglige, c'est-à-dire que dans les différents termes Vdq, 
Vidq,,..., Y„dq„, qui entrent dans l'intégrale, les valeurs de 
V, V , . . . V„ soient déterminées de telle sorte, que l'élément 
par lequel est multipliée la fonction potentielle n'entre pas 
dans celle ci, il s'ensuivra que les combinaisons qui renfer
ment deux fois le même élément disparaîtront de l'intégrale. 
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Puisque, dans la valeur de l'intégrale totale, le résultat n'est 
affecté que d'une différence infiniment petite, si l'on tient 
compte des potentiels des différents éléments sur eux-mêmes 
ou si on les néglige, il s'ensuit.que l'on peut parfaitement se 
dispenser d'y avoir égard. 

Il en est tout autrement dans le cas que nous avons examiné 
au commencement de ce paragraphe, où nous supposions des 
quantités finies de l'agent concentrées en des points isolés. 
Dans ce cas, il se produirait une différence essentielle si l'on 
voulait entendrele potentiel considéré, de telle sorte qu'il ren
fermât non-seulement les potentiels des différentes quantités 
les unes sur les autres, mais encore les potentiels des quan
tités concentrées aux points isolés sur elles-mêmes. Dans cette 
dernière manière de voir, on arriverait à un potentiel d'une 
grandeur infinie, et, par suite, si l'on veut conserver une valeur 
finie, on doit faire abstraction des potentiels- des quantités 
isolées sur elles-mêmes. Mais il s'ensuit alors que la quantité 
obtenue, que nous avons nommée plus haut « le potentiel 
du système de points pourvus des quantités q, </,, q^,.- . , sur 
lui-même » , no doit pas être considérée comme identique 
avec le potentiel de tout l'agent qui se trouve en ces points, 
sur lui-même. 

Du reste, le cas où des quantités finies d'un agent sont con
centrées en des points mathématiques n'est qu'un cas fictif 
qui ne peut pas se présenter dans la réalité. La dernière dis
tinction que nous avons faite ne sera donc d'aucune appli
cation dans l'étude des cas qui se présentent réellement. 

§ XLVIII. 

APPLICATION DES POTENTIELS A L A DÉTERMINATION DU T R A V A I L . 

Les quantités de travail pourront se représenter de la ma
nière suivante à l'aide des potentiels définis dans les paragra
phes précédents. 

Soit donné un agent dont les parties sont mobiles, que 
ces parties soient concentrées en des points isolés, ou ré
pandues d'une manière continue dans un espace; si cet agent 
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se meut sous l'influence d'un agent fixe, le travail effectué 
par les forces exercées par ce dernier pendant le mouvement 
est représenté par l'accroissement du potentiel de l'agent fixe 
sur l'agent mobile. Si nous représentons comme plus haut ce 
potentiel par W et sa valeur initiale par W 0 , le travail sera 

W — W ' „ . 

De même le travail des forces que les parties de l'agent 
mobile exercent les unes sur les autres est représenté par 
l'accroissement du potentiel de l'agent mobile sur lui-même; 
nous avons représenté ce potentiel par W et l'expression du 
travail précédent sera, par suite, 

W — W,. 

Veut-on enfin considérer les deux espèces de forces, on 
devra faire usage des deux potentiels à la fois, et on obtiendra 
pour l'expression du travail 

W -t- W — ( W + W )„. 

Dans ce cas, le résultat peut encore s'exprimer d'une autre 
manière. Supposons que nous ayons formé le potentiel de l'a
gent fixe sur lui-même et représentons-le par W", la somme 
W - I - W - 4 - W" sera le potentiel de l'agent total, c'est-à-dire 
de l'agent fixe et de l'agent mobile à la fois, sur lui-même. Or, 
pendant le mouvement de l'agent mobile, le potentiel W" de 
l'agent fixe sur lui-même reste invariable, et l'expression du 
travail ne sera donc pas altérée, si l'on y comprend ce poten
tiel, et si l'on écrit 

W -+- W - 4 - W" — ( W -+- W - 4 - W"J 0. 

Si donc l'on considère l'agent fixe et l'agent mobile comme 
formant un tout, et que l'on cherche le potentiel de ce tout 
sur lui-même, l'accroissement de ce potentiel représentera le 
travail de toutes les forces agissantes. 
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§ X L Ï X . 

A U T R E EXPRESSION DE LA CONDITION D ' É Q U I L I B R E . 

Il nous reste enfin à ajouter quelques mots sur le rôle que 
joue le potentiel dans les recherches relatives à l'équilibre. 

- Nous avons dit plus haut qu'il est nécessaire et suffisant, 
pour l'équilibre, que pour chaque système de mouvements 
virtuels le travail total effectué par les forces agissantes soit 
un infiniment petit d'ordre supérieur ou une quantité négative. 
Or, si ces forces sont de telle nature, que leur travail soit re
présenté par l'accroissement d'un potentiel, un décroissement 
de celui-ci étant considéré comme un accroissement négatif, 
la condition précédente s'énoncera : Pour chaque système de 

mouvements virtuels la variation du potentiel doit être soit 

un infiniment petit d'ordre supérieur, soit une quantité né

gative. 

Ici encore, la distinction entre l'équilibre stable et l'équi
libre instable résultera de ce que les variations du potentiel 
qui sont un infiniment petit d'ordre supérieur peuvent être 
positives ou négatives, c'est-à-dire peuvent consister en un 
accroissement ou en une diminution du potentiel. Si, pour tous 
les systèmes de mouvements virtuels, des variations négatives 
seules du potentiel sont possibles, la valeur du potentiel sera 
un maximum; s'il ne se présente que des variations positives, 
elle est un minimum; si enfin les variations sont négatives 
pour certains systèmes de mouvements virtuels et positives 
pour d'autres, la valeur du potentiel ne sera ni un maximum, 
ni un minimum, en général. De là résulte la distinction sui
vante, relativement à l'état de l'équilibre : le cas où le poten
tiel est un maximum répond à l'équilibre stable, le cas où il 
est un minimum répond à l'équilibre instable; tandis que, dans 
les cas où le potentiel n'est ni un maximum ni un minimum, 
en général l'équilibre n'est ni entièrement stable, ni entiè
rement instable. 
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ADDITION I. 

DÉMONSTRATION DE L'ÉQUATION (54) DU § X I X . 

II s 'agit d e d é t e r m i n e r la c o m p o s a n t e s u i v a n t u n e d i r e c t i o n 

d o n n é e d e la f o r c e q u ' u n c o r p s h o m o g è n e e x e r c e s u r u n p o i n t 

p . L ' é q u a t i o n ( 5 4 ) s e r a p p o r t e p a r t i c u l i è r e m e n t à la c o m p o 

sante X s u i v a n t l 'axe d e s x ; m a i s p o u r p l u s d e g é n é r a l i t é , a u 

l i e u d e la para l l è l e m e n é e à l 'axe d e s x p a r l e p o i n t p , n o u s 

c o n s i d é r e r o n s u n e d r o i t e q u e l c o n q u e l p a s s a n t par c e p o i n t , e t 

n o u s d é s i g n e r o n s par L la c o m p o s a n t e d e la f o r c e s u i v a n t c e t t e 

d i r e c t i o n . L ' é q u a t i o n à d é m o n t r e r es t 

D a n s c e t t e e x p r e s s i o n , du r e p r é s e n t e u n é l é m e n t d e la s u r f a c e 

du c o r p s , R la l o n g u e u r du r a y o n v e c t e u r m e n é d e p à du, e t 

enf in v l 'ang le q u e la n o r m a l e é l e v é e v e r s l ' e x t é r i e u r à l ' é l é 

m e n t d e s u r f a c e du fait a v e c la d i r e c t i o n d e la d r o i t e / . L ' i n 

t é g r a l e d o i t s ' é t e n d r e à t o u t e la s u r f a c e . 

P o u r d é m o n t r e r c e t t e é q u a t i o n n o u s p a r t i r o n s d e l ' é q u a t i o n 

( 5 2 ) d o n n é e a u § X I X , et c o m m e il s'agit i c i , n o n d e l à c o m 

p o s a n t e s u i v a n t l 'axe d e s x , m a i s s u i v a n t la d i r e c t i o n / , n o u s 

é c r i r o n s c e t t e é q u a t i o n s o u s la f o r m e 

D a n s c e t t e e x p r e s s i o n , da r e p r é s e n t e u n é l é m e n t d 'ang le s o 

l ide d o n t l e s o m m e t es t en p , 8 l ' ang le q u ' u n r a y o n v e c t e u r c o m 

pr i s d a n s c e t a n g l e s o l i d e i n f i n i m e n t p e t i t fait a v e c la d r o i t e / , 

e t R , , I L , . . . l e s l o n g u e u r s d e c e r a y o n v e c t e u r a u x p o i n t s o ù il 

c o u p e la s u r f a c e d u c o r p s . D e s d e u x s i g n e s d o n t es t a f fec té R , 

o n p r e n d r a le s u p é r i e u r , si le r a y o n v e c t e u r e n c r o i s s a n t c o u p e 
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la surface de l'intérieur vers l'extérieur, et l'inférieur dans le 
cas contraire. L'intégrale doit s'étendre à tout l'angle solide ̂ r. 
si p est à l'intérieur du corps, et à la portion d'angle solide 
qui renferme le corps si p est à l'extérieur. 

Actuellement, pour exprimer l'élément du, prenons p pour 
origine d'un système de coordonnées polaires, et la droite / 
qui passe par p pour axe de ce système; 9 sera, comme plus 
haut, l'angle du rayon vecteur avec l'axe, et nous désignerons 
par cp l'angle que le plan de ces deux droites fait avec un plan 
fixe passant par l'axe. L'équation (b) deviendra ainsi 

(c) L = zk j"j"(±R, rp R 2 ± . . . ) cos S sin 6 de (/cp. 

Occupons-nous d'abord de l'intégrale relative à 6, que nous 
représenterons, pour abréger, par J : 

Cette intégrale se rapporte à la courbe suivant laquelle un 

plan mené par l'axe sous un angle cp, coupe la surface du corps; 

et il sera utile d'introduire l'élément d'arc ds de celte courbe, 

au lieu dé l'élément d'angle d9. Si, au point à partir duquel 

nous comptons la longueur s de l'arc, le rayon vecteur coupe 

la surface de l'intérieur vers l'extérieur, nous ferons croître s 

dans le même sens que 0, èt dans le cas contraire en sens in

verse, de sorte que ^ est positif dans le premier cas, et négatif 

dans le second. Si la courbe dans son parcours change de di
rection, de telle sorte que le rayon vecteur la coupe dans un 
sens contraire au précédent, il s'ensuivra naturellement qu'en 

• de , . , . • n , , , dB 
ce point ~j- changera aussi.de signe. D après cela, -j- a tou
jours le même signe que celui dont doit être affecté, dans l'é
quation précédente, le rayon vecteur R, mené à cet élément 

ds; et, par suite, au lieu de ± 1W0, on pourra écrire R ^f- ds. 

d) 
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l36 DE LA FONCTION: POTENTIELLE 

En outre, comme à chaque angle élémentaire dâ correspon

dent autant d'arcs élémentaires ds qu'il y a de valeurs diffé

rentes de R dans l'équation précédente, celle-ci deviendra 

C d9 
( p) J = I R cos 0 sin 9 ds ; 

dans cette expression R et S doivent être considérés comme 

fonctions de s, puisque l'angle 9 reste constant dans l'inté

gration. 

Décomposons maintenant l'expression à intégrer en deux 

facteurs, que nous séparerons par un point, et appliquons l'in

tégration par parties à cette expression 

=J"RsinS.co sS - r ds. 
as 

Comme l'intégrale de cosd ~ ds est simplement sin S, nous 

aurons, en désignant les limites de R et de 0 par R', 0', et 

R", 6", 

( / ) J = R " s i n ' 5 " - R ' s i n 2 â ' - J " s i n 9 ds. 

Les deux premiers termes de cette expression, od bien sont 

nuls séparément, ou bien se délruisentmutuellement. En effet, 

l'intégration ne doit s'étendre qu'à la partie de la courbe fer

mée, déterminée par l'intersection du plan avec la surface du 

corps, qui est située de l'un des côtés de l'axe; car la partie 

du même plan qui s'étend de l'autre côté de cet axe répond à 

une valeur de 9 qui diffère de 180 degrés de la valeur consi

dérée; il n'y a donc que deux cas possibles relativement aux 

limites de l'intégrale : i°s i une partie seulement de la courbe 

est d'un côté de l'axe, les deux extrémités de cette portion 

seront sur l'axe lui-même : les valeurs limites 6' et 6" de l'an

gle 9 sont donc o o u i ; par suite sin S' et sin 9" sont nuls et les 

deux premiers termes avec eux ; 1° si toute la courbe fermée 

est du même côté de l'axe, ses deux extrémités coïncident: 

les valeurs limites de R et de 0 sont donc égales entre elles, 
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et les deux premiers termes se détruisent. Il peut se faire aussi 
que ces deux cas se présentent en même temps, ou que l'un 
d'entre eux se répète plusieurs fois, puisque l'intersection de 
la surface du corps par un plan peut se composer de plusieurs 
courbes fermées; mais cela ne changera rien au résultat pré
cédent, quant à la disparition des deux premiers termes. 11 ne 
nous reste donc qu'à considérer le dernier, que nous mettrons 
sous la forme suivante, en multipliant et divisant par R sous le 
signe : 

Pour obtenir l'expression complète de L, nous devons en
core, conformément à l'équation (c) , multiplier l'expression 
précédente par do et l'affecter du second signe d'intégration et 
du facteur e/r. Nous aurons ainsi 

Le numérateur de la fraction qui se trouve sous le signe inté
gral a une signification géométrique très-simple. Le produit 
RsinÔ est la projection du rayon vecteur R sur un plan per
pendiculaire à l'axe; le numérateur tout entier sera donc en 
valeur absolue la projecLion sur ce même plan de l'élément de 
surface qui répond aux éléments ds et do; cette projection, 
abstraction faite du signe, est représentée par cosvdw, si nous 
désignons, comme plus haut, par dut l'élément de surface, et 
par v l'angle que sa normale fait avec l'axe. Il nous reste à exa
miner la question de signe ; or, si l'on se rappelle ce que nous 
avons dit relativement au sens dans lequel s est regardé comme 

. , o?(R sinS) 
croissant, on en conclura aisément que la quantité -> 
qui peut seule changer de signe dans le numérateur précé
dent, est toujours de même signe que cosv; je répéterai, à ce 
sujet, que la normale à laquelle se rapporte l'angle v est lou-

(S) 
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jours dirigée de l'intérieur vers l'extérieur du corps. On peut 
donc écrire 

et par suite l'équation précédente se transformera en celle (a) 
que nous avions à démontrer : 

DÉMONSTRATION DU THÉORÈME ÉNONCÉ Ail § XX.VII, PAGE 

Soit donnée une courbe plane fermée. Prenons son plan 
pour plan des xy dans un système de coordonnées rectangu
laires. Soit, en outre, donné un point p dans l'espace, de coor
données x, y , z; et une perpendiculaire abaissée de ce point 
sur le plan. Considérons un point quelconque de la courbe, 
de coordonnées et n'\ soit R sa distance au point p, et U le 
rayon vecteur mené du pied de la perpendiculaire au même 
point de la courbe. Si, en ce point et dans le plan de la courbe, 
nous lui élevons une normale vers l'extérieur, nous désigne
rons par a! le cosinus de l'angle que cette normale fait avec 
l'axe des x, et par V le cosinus de l'angle qu'elle fait avec 
le prolongement du rayon vecteur U. Enfin, si nous repré
sentons par ds un élément de la courbe au point considéré, 
nous aurons à démontrer l'équation suivante : 

Rsin 9 < / ( R s i n 9 ) 

ds 
dsdy = cosn du , 

ADDITION II. 

ds 

dans laquelle l'intégrale doit s'étendre à toute la courbe fermée. 
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ET lit' P O T E N T I E L . i 3 g 

Posons , pour abréger, 

, RU 3 

l'équation à démontrer sera 

(c) J ( P - Q ) r f « : 

Soit cp l'angle que le rayon vecteur U fait avec l'axe des x , 

et c?cp l'élément de cet angle correspondant à l'arc élémentaire 

ds ; on voit aisément, comme nous l'avons déjà posé dans l'é

quation (88), § X X V I , que 

i'ds= d-.Drfy. 

On prendra le signe supérieur ou l'inférieur, si ds et rfcp sont 

tous deux considérés comme positifs, selon que i' sera positif 

ou négatif, c'est-à-dire selon que le rayon vecteur U en crois

sant coupe le périmètre de l'intérieur vers l'extérieur ou vice 

versa. Mais si l'on admet qu'en parcourant la courbe dans un 

m ê m e sens, à partir d'un certain point, l'arc s aille toujours en 

t/co 
croissant, le coefficient différentiel -—- pourra être aussi bien 

as r 

positif que négatif, et il changera de signe aux mômes points 

de la courbe que le cosinus i'. Si l'on fait donc croître s dans 
un sens tel que le coefficient différentiel ~ ait en un point de 

la courbe le m ê m e signe que i', ces deux quantités auront le 

m ê m e signe en tous les points, et, par suite, on n'aura qu'à 

employer le signe supérieur dans l'équation précédente, que 

nous écrirons sous la forme 

(d) «' = u $ . 

En outre a'ds représente, abstraction faite du signe, l'accrois-
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I 4 0 DE L A FONCTION POTENTIELLE 

sèment que subit l'ordonnée n' d'un point mobile sur la courbe, 
tandis que celui-ci parcourt l'arc élémentaire ds. Or, comme 
on a la relation 

r,'—y — Usincp, 

dans laquelle y représente, d'après ce qui précède, une quan
tité donnée par la position du point p, il en résulte 

d{ Usincp), 

et, par suite, on peut écrire 

a' ds = ± r f ( Usincp). 

Quant au signe, il est facile de voir par de simples considéra-
lions géométriques, que l'on doit également faire usage du si
gne supérieur dans cette équation, si l'arc s croît dans le même 
sens que précédemment; nous aurons donc 

{e) a , = d ( U s i n 9 ) -

ds 

Si nous substituons dans les équations (6) les valeurs de i' 
et de a! données par (d) et (e) , et si nous remplaçons en même 
temps — x par sa valeur Ucoscp, nous obtiendrons 

T . R 2 - f -z J dm 
p = n u - c o s ^ ' 

„ z' fi?(Usincp) 
^ ~ ÏUJ! ds ' 

3- . dXJ z' do 

= m s m ? Π s + M C 0 S ? d J , 

et, par suite, 

/ r\ T> n R do z' . d\J (f) . P - Q = B c o s ? ^ - 5 C . l s . n ? l ï - . 

Les deux termes du second membre peuvent être transformés 
en un seul coefficient différentiel. En effet on a 

R = v'U'-t-i'; 
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ET DU POTENTIEL. I 4 I 

et comme z est indépendant de s, on en déduit 

dR U d\J 

ds R ds ' 

et, par suite, 

R 
U / _ i_ dV R̂  dll II' — R2 ¿11 Ç̂U 

• ~ R ds ~ U5
 ~~ds~ — RU1 ¿7 — RÎT' ds" 

En faisant usage de cette relation dans le dernier terme du se
cond membre de l'équation ( / } , et remplaçant dans le premier 

da ds'mqt . . . 
cos 9 -~ par —7—Li on obtiendra 

as as 

_ „ R c ? s i n 9 d ( u ) 

ou, en réduisant, 

(g) 

U ds ' 

rf(gsi 
P - Q = - V 

d s 

Par là l'intégrale que renferment les équations ( c ) e t ( a ) 
prend simplement la forme 

¿1 R • 
a l p s i n 9 

~ '-ds. 
as 

Cette intégration peut s'effectuer immédiatement, et donne, 
si nous désignons les limites de l'intégrale par les indices o 
et 1, 

( ï j s i n ? ) . ^ (ësin?)/ 
Pour une courbe fermée le point initial et le point final de 
l'arc coïncident ; par suite, les deux valeurs limites sont égales 
et se détruisent; l'équation (a) se trouve donc démontrée. 

FIN. 
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